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Préliminaires

1.1 Généralités sur les schémas réels

Si X est un schéma, on notera toujodls son faisceau structural. Un point de
désignera toujours un point fermé de Si P est un point d’un schém& défini sur
R, alors son corps résiduBl( P) := Op/mp est une extension algébrique Bear le
Nullstellensatz. De deux choses 'une :

— ou bienR(P) = R, auquel cas on dit que le point est réel,

— ou bienR(P) = C, auquel cas on dit que le point est non-réel.

Pour un tel schém& défini surR, on noteraX (R) I'ensemble des points réels. Quand
on parlera de I'espace topologiqu&R), il s’agira toujours de la topologie eucli-
dienne : localement, il s’agit de zéros réels de polynomesfiicients réelsX dési-
gnera le schéma complexe obtenu par extension des scaldifes= X xg,er SpecC

et X (C) 'ensemble des points de ce-dernier. La conjugaison cormap&tend alors
a Xc, ce que I'on notera par une barre. Au-dessus d’'un pBie X (R) se trouve
alors :

— ou bien un seul point, qu’'on notera encdre précisément quané est réel

auquel cag® = P.
— ou bien deux points distincts conjugués, dans le cas ¢mtra

7



8 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Ceci expliquera la notation abusiv&+ P, que I'on pourra utiliser pour un point non-
réel deX ; le symbole de sommation sera justifié dans la partie suriVésedrs. Un
point P d’'un schéma réek sera dit réegulier lorsque son anneau la@al » le sera ce
qui dans le cas unidimensionnel équivaut a ce qu'il soit rmwa encore de valuation
discrete, plus précisémeng][proposition 9.2) :

Proposition 1.1.1 (normal<> régulier en dimension 1)
Soit (A, m, k) un anneau local noethérien de dimension 1. Alors les progsi&ui-
vantes sont équivalentes :

— A est un anneau de valuation discréte,

— A estintégralement clos,

— m est principal,

— dim; -3 = 1, c’est-a-direA régulier,

— tout idéal non-nul ded est une puissance ahe,

— il existex € A tel que tout idéal non-nul soit de la form& A pourn € N.

Le schémaX sera dit lisse lorsque tous ses points, réels ou non, letseterfacon
équivalente lorsqué(¢ est lisse.

1.2 Courbes réelles lisses

Dans cette sectioN est un schéma projectif défini SBrgéométriguement intégre.
Il est donc réduit et irréductible. On le suppose de dimensiet lisse. Dans un tel
cas, on dira plutoét qu& est une courbe réelle lisse. Nous relacherons la lissité dan
la section suivante.

1.2.1 Topologie

Dans le cas oX est lisse, X (C) est naturellement une surface deeRANN.
En temps qu’espace topologique elles sont classifiées pagénre qui s’interprete
comme le nombre de « trous ». La topologie de la partie réstlarepeu plus subtile.
Dans le cas lisse et projectik (R) est une variété compacte de dimenslogui ne
peut étre qu’une réunion d’un nombre finile composantes connexes homéomorphes
a des cercles. On dispose alors de l'inégalité classiqueagevick s < g + 1 sug-
gérée par le dessin suivant (ou I'on voit la partie réelle manensemble des points
fixes de la conjugaison) :
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FIG. 1.1 — L'inégalité de ARNACK

Dans le cas du dessin, I'égalité est atteinte et on parle uides maximales, mais
s peut prendre toutes les valeurs possibles enteeg + 1 et on distingue alors les
courbes réelles selon qué(R) disconnecte ou non la surface deERANN X (C).
Notanta(X) = 0 (resp :a(X) = 1) dans le premier cas (resp : second cas) on obtient
alors la classification suivante (propositi®n3 de [7] par exemple) :

Proposition 1.2.1 (topologie d’'une courbe réelle lisse)

Soit X une courbe réelle lisse de genjed s composantes connexes. AlOrs< s <
g+1letdanslescasofi=0ets = g+1onaa(X) = 1eta(X) = 0 respectivement.
De plus siu(X) = 0 alors s etg+1 ont méme parité. Enfin toutes ces valeurs possibles
de(g, s,a) sont réalisées.

Un morphisme fini défini SUR, ¢ : X — Y entre deux courbes réelles projectives
lisses induit une application continue pour les topologieslidiennes entré& (R) et
Y (R) qu’on note encore. L'image d’une composante connekeest alors un sous-
ensemble connexe compact\déR) et est donc contenu dans une de ses composantes,
disonsD, et induit un revétement’ — (C') éventuellement ramifié. En un point
P € C, p peut s’écrirez™, n € N et ¢ est localement injective si et seulementsi
est impair, sinon I'image d’un petit voisinage connexeflest un intervalle fermé
eny(P) dont tous les points ont localement deux antécéderi3) ayantP compté
deux fois. Par suite, la parité du nombre d’antécédents@aasnpté avec multiplicité
d’'un point deD ne dépend pas de ce point. Cette parité est appelée le degutomod
2 de p sur C. Cette notion permet entre autre de démontrer le lemme guinBON
utilisera souvent :

Proposition 1.2.2

Soienty : X — Y un morphisme fini entre deux courbes réelles projectivesdiet
C une composante connexe d¢R) telle quey|c soit de degré impair, alors(C)
est une composante connexeYdgR).
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Preuve :
En effet sip(C) est strictement inclus dans une composante conbedeY (R), alors
¢ est de degré pair sd¥ comme on le constate au-dessus des point3 ge(C). La
contraposée est le résultat dédeé.

1.2.2 Diviseurs et faisceaux inversibles

PuisqueX est supposée irréductible, son corps des fractions ratil@sn noté
R(X), est le corps des fractions de n'importe lequel des annemaukOx p. La
valuation discrete/p de Oy p S'étend alors et on peut défini-(f) pour toutf €
R(X)*, strictement négatif en les pbles deet strictement positif en ses zéros. Par
ailleursvp( f) est nul, sauf pour un nombre fini de poift€e qui montre quédiv(f) :=
> pex vp(f)P estun élément du groupe abélien libre engendré par lesspibént,
qgu'on appelle le groupe des diviseurs #e notéDiv(X). Les éléments de la forme
div(f) sont appelés diviseurs principaux, ils forment un sousygealeDiv(X) dont
le quotient est appelé le groupe des classes de divisedésChoX). SiD — D' =
div(f), les diviseursD et D' seront dits linéairement équivalents ce qu’'on notera
D ~ D"ouD ~; D'sion veut préciser via quelle fonction rationnelle. Enfinispue
les seules fonctions rationnelles de diviseur nul sontdestantes non-nulles, on a la
suite exacte de groupes abéliens suivante :

1 - R*— R*(X)— Div(X) — CI(X) — 0.

On appelle degre d'un diviseup = ) n;F; I'entier ) n,;[R(F;) : R]; ainsi
un point complexe compte double ce que ne trahit pas la nat&i+ P. Il est bien
connu B] quedegdiv(f) = 0 pour toutf € R(X)* ce qui permet de parler du degré
d’'une classe de diviseurs. Par ailleufsinduit un morphismeX — P! et sur une
composante connex€ de X (R) on adiv(f)c = (f‘c)fl 0) — (f‘c)fl (00) qui
est pair comme différence de deux nombres de méme paritée@ramsi parler du
degré d’'une classe de diviseurs, et de son degré madoksqu’on le restreint a une
composante.

Etant donné un diviseub = Y ,npP sur une courbeX on noteraO(D) le
faisceau défini pour tout ouvett de ZarRiski comme I'ensemble def € R(X)*
telles quevp(f) +np > 0 pour toutP € U, auquel on adjoint la fonction nulle : c’est
un sous-faisceau du faisceau constaak’). Vues les propriétés des valuations on a
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égalemen®(D)®0O(D’) ~ O(D+D'). Comme en particulie®(0) = Ox est neutre
pour le produit tensoriel on voit que ces éléments formergaus-groupe du groupe
des faisceaux inversibles, a isomorphisme presy gappelé groupe delARD de X
et notéPic(X). Dans le cas liss® — O(D) induit en fait B] un isomorphisme de
groupes entr€’1(X) et Pic(X).

Mentionnons également un troisiéme point de vue qu’on pe&uit aur le groupe
de RCARD. Un diviseur de GRTIER est un élément d&/°( X, K*/O*)!, donc repré-
senté par un system{gU;, f;)} ou lesU; sont des ouverts recouvrakit et les f; des
fonctions rationnelles suy; telles que}% soit inversible dan® x (U; N U;). Toujours
dans le cas lisse, on 8][la suite exacte :

0— H(X,K*) — H°(X,K*/O*) — Cl(X) ~ Pic(X) — 0.

Le R-espace vectoriel des sections globale®d®) est noté/°(X, D) ou parfois
L(D). Il est de dimension finie noté€ (D) oul(D). Ainsi h°(0) = 1. S'il existe une
fonction f € R(X)* vérifiantdiv(f) + D > 0 alors en passant au degré on obtient
degD > 0. Ainsi h°(D) = 0 dés quedegD < 0. Par ailleurs, on dit d’'un diviseur
D = > ,np qu'il est effectif si et seulement si pour tot € X, np > 0. Cela
induit I'ordre partiel suivant subiv(X) : D < D' & D' — D > 0. Ayant fixé
un diviseurD, 'ensemble des diviseurs effectifs qui lui sont équivedenoté| D|, est
naturellement en bijection avec I'espace projeefif’( X, D) par I'application induite
parH°(X,D) > f s div(f) + D. C'est toujours de cette structure projective dont on
parle sur|D|, qui s’appelle un systéme linéaire complet, et tout sops@s projectif
d’un tel espace s’'appelle un systéeme linéaire XurLa dimension du sous-espace
projectif s’appelle la dimension du systeme linéaire, aotéandis que le degré de
D — et donc de n’importe quel diviseur équivalent — est appetédegré, notd. On
dit alors d'un tel systéme linéaire que c’estgjnAinsi dim | D| = dim H°(X, D) —1
des quer’(D) > 0. Notons également que

D <D = O(D)cOD) = h'(D)<h (D).

CommeX est de dimension, les groupes de cohomologi¢” (X, D) sont nuls
pourn > 2 et les dimension&’ et h! sont liées par le théoréeme daERIANN -
RocH. Celui-ci est bien connu dans le cas du cdipst plus généralement d’un corps

!Dans le cas généril* désigne le faisceau associé a la donnée de I'anneawstotdlx (U/) ou S
est la partie multiplicative des éléments non-diviseurzéte deOx (U).
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algébriguement clos8][, mais il est également vrai sit. On peut par exemple se
convaincre quélime H°(X¢, D) = dimg H°(X, D) en remarquant que I'application
R-linéaire f — % donne la suite exacte :

0—{f+f=0} = HXc,D) — H'(X,D) =0

Et comme{f + f = 0} est échangé avef — f = 0} par la multiplication pav
et que ces sous-espaces sont les deux sous-espaces peojaresrgugaison, ils sont
bien de dimension réelle moitié moindre que celleftflé X, D). Bref, h°(X, D) =
h°(X¢, D). On montre aussi' (X, D) = h'(X¢, D) et on dispose donc de :

Proposition 1.2.3 (théoreme de REMANN -ROCH)
Pour tout diviseurD sur X, on ah’(D) — h'(D) = degD + 1 — g ou g est le genre
deX.

Le termeh! (D) s’appelle I'indice de spécialité, et le diviseur est ditcpBlorsque
h*(D) > 0. La dualité de 8RRE montre queh!(D) = h°(K — D) ou K désigne
la classe canonique, a savoir celle du diviseur de n'impguiele forme différen-
tielle w — celui-ci étant donné localement par et indépendammentedfonction
rationnelle f telle quew = fdx ou z est un parametre local, on voit que deux
tels diviseurs sont équivalents. En prenadnt= 0 dans REMANN-ROCH on trouve
g = h'(0) = h%(K) puis en prenanb = K, degK = 2g — 2. On en déduit alors que
pour tout diviseurD de degré> 2g — 2, on ah'(D) = h°(K — D) = 0 en considérant
les degrés, et donc que ne peut étre spécial. L'étude des diviseurs spéciaux occupe
une grande partie du livrd].

1.2.3 Diviseurs et morphismes projectifs

C’est un fait général — cfd], proposition 11.7.1 — qu'’il revient au méme de se
donner un morphisme d’'un schéma vers un espace projecté®geattions globales
engendrant un faisceau inversible. Si I'on dispose d’'umtetphismep : X — P,
alorsL := ¢*(O(1)) est un faisceau inversible engendré parsles= ¢*(z;), tirés en
arriere des sections de coordonnée®teEt réciproquement i est un faisceau in-
versible engendré par des sections glob@lgs<;<,, on considére alors le morphisme
¢ obtenu par recollement de ceux induits siyr-= {P € X tqs; ¢ mpLp} par

QOZ‘Z]{I|:—,...,—:| —>F(Xi,(9x), ﬁHaij‘
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ou a;; désigne l'unique élément d&X;, Ox) tel quea;;s; = s; bien défini du fait
queL(X;) est engendré pa#. En outre, siX; est affine et qu'un poinP correspond
a un certain idéal premier, alors son image(P) dansP” correspond elle a l'idéal
premiery; ! (p) dans la carté\;. Or pour toutA € & [%, . I—}

’$i

< A(ai, .. a4)(P)=0
So(P) s(P)\
wa(B) sty

Ainsi p(P) n'est autre que le point de « coordonnéégsy(P) : ... : s,.(P)) deP’.

Pour un diviseurD et un systéme lin€aire correspondant & un sous-edpate
HY(X, D) ramené a une basg¢ )o<;<., 'application naturelleX — P, P — (f:(P))
est un morphisme si et seulement si fegngendrent le faisceall(D). Dans le cas
contraire, un point’ ou ¢|p| N'est pas defini est dit point-base du systeme linéaire ;
de facon équivalente le6 s’y annulent, ou tous leg € V' s’y annulent — et effecti-
vement(fo(P) : ... : f.(P)) n'a alors aucun sens dafis. S'agissant d’'un systéme
linéaire completD|, on rappelle les caractérisations suivantes :

Proposition 1.2.4 (B], Proposition IV 3.1)

|D| est sans point-base ssi pour tddte X, dim |D — P| = dim |D| — 1.

|D| est trées ample ssi pour tolit () € X, dim |D — P — Q| = dim |D| — 2.

Par RIEMANN-ROCH, la premiere condition est remplie dés qligD > 2g — 1 et la
seconde deés quigD > 2g.

SupposantD| sans point-base, on dispose du morphisms induit parD. On
dit que D est simple si et seulementsip est birationnel.

Lemme 1.2.1 :Soit|D| un systeme linéaire complet sur une coufbele dimension
r > 3, sans point-base et simple. Algi@ — P| est encore simple et sans point-base
sauf pour un nombre fini de poinf3 € X.

Preuve :
Soit donc|D| un systéme linéaire de dimensier> 3 sans point-base et simple. Un
point P tel que|D — P| ait un point-base est un point au-dessus d’une singularité
dey|p|(X) : comme celles-ci sont en nombre fini et qu’elles n'ont qu’ombre fini

25;(P) signifiant ici 'image des; dans le corps résiduel de.
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d’antécédents, de tels poinftssont en nombre fini. Voyons maintenant ce qui se passe
quand|D — P| est sans point-base mais non-simple. On dispose alors dradiane
commutatif suivant ou par définitian n’est pas birationnel :

N | Lm

P1p—p|(X)—Ppr-!

ol pg désigne la projection depui@ = ¢ p(P) dont la restriction &) (X) est par
conséquent non birationnelle. Or il est connu 3}; page 109, lemma (i) — que pour
une courbe non-dégénérée®e » > 3, la projection depuis un point de la courbe
est en général birationnelle sur son image. Ainsi les p@gntemme ci-avant sont en
nombre fini et par conséquent il en est de méme des p&ineds que|D — P| soit
non-simplel

Pour éviter d’avoir a citerl]], page 109, lemma (i), on peut procéder comme suit :

Lemme 1.2.2 :Soit X une courbe d&", r > 3 non-dégénérée de degié Alors il
existe un hyperplan transvergé tel que qu’aucun triplet de points dé N X ne soit
aligné. En outre 'ensembl€ de tels hyperplans est un ouvert @& )*.

Preuve :
Montrons d’abord qué/ est ouvert. Soit” I'ouvert des hyperplans transverses fourni
par BERTINI. Pour tester si trois points dé N X sont alignés, ol € V, il suffit de
voir que tout les mineurs d’ordreextraits des coordonnées des trois points sont nuls.
Plus formellement/ = o~ (W) ou

d r+1
3

p:V— Sl )Y, H— (( )-uplet des mineurs d’ordre trois d& @), R)

P,Q,REHNX
r+1

ouy := (%)< 3') etV est le complémentaire du fermé formé désuplets symé-

triques dont I'une des composantes a §&s) coordonnées nulles.

Montrons maintenant qué + ().l

Lemme 1.2.3 :Soit X une courbe non-dégénérée®e r > 3. la projection depuis
un point général deX induit un morphisme birationnel de la courbe sur son image.
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Preuve :
Soit U I'ouvert de I'espace des hyperplans du lemme précédentsAdoprojection
depuis un pointP de X appartenant a un hyperpldih de U induit un morphisme
birationnel, car lesl — 1 autres points déf N X sont seuls dans leur fibre. Il suffit
donc de montrer que, ({;;) est un ouvert d& ou

Iy ={(PH) e X x (P)'tqP € Hec U} =n, (V)

est un ouvert de la variété d'incidence et est donc localéfeemé dansX x (P7)*.
Son image par la premiére projection est donc construgbidaide théoreme de k-
VALLEY . Or X étant une courbe; (1) est une réunion finie d’'ouverts et de points.
Il suffit alors de montrer qu’il est ouvert pour la topologigckdienne : si un point
P de X estdans un certaif € U commeU est également ouvert pour la topologie
euclidienne on dispose d’hyperplans voisinsiflelont les intersections ave€ vont
contenir un voisinage d2.ll

On aura souvent intérét a considérer les morphismes inglaitdes diviseurs sans
point-base et si possible abaisser le degré d’un tel diveseen retirant un point : pour
espérer que ce dernier soit encore sans point-base, ildagtal moins que celui de
départ soit simple, et la proposition suivante, issuedevise a pouvoir itérer ce
procédeé :

Proposition 1.2.5

Soit |D| un systéme linéaire de dimension> 3 sans point-base et simple. Alors
D — Zle P; est génériqguement simple tant ghie< r — 1 et génériquement sans
point-base tant qué < r — 1.

Preuve :
D’aprés le lemme précédent) — P;| est génériguement simple et de dimension
r — 1, et on peut lui ré-appliquer le lemmessi- 1 > 3 pour obtenir la simplicité de
|D — P, — P,| pour presque toul,. En itérant on obtient la simplicité générique de
|D — Zle P;| jusqu'ak = r — 2; arrivé la on peut enlever un point générique pour
gue le résultat soit sans point-bdie.
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1.2.4 Jacobienne

Les éléments dRic(.X) correspondent aux classes de diviseurs\gumvariantes
sous l'action de la conjugaison complexe, c'est-a-dire poer un représentand
d’'une de ces classes, ona~ D. Parmi elles, on trouve celles représentées par un
diviseur invariantD = D : ils forment un sous-groupe noRic(X)*. Dans le cas oU
la courbe a vraiment des points réels, et c’est toujours eenqus supposerons doré-
navant, on &ic(X) = Pic(X)" (proposition 2.2 de7]). Pourd € Z, on noteraPic*
la composante représentant les diviseurs de déde@é particulier(R) := Pic’(R)

a une structure de variété abélienne Ruile dimensiony, c’est la jacobienne d&’.
Cela en fait un groupe delk de dimensiory. L'application exponentielle définie
sur I'espace tangent au neutre est continue et induit uéaifbrphisme local sur un
voisinage ouvert/ de0 € J(R), la composante connexe du neutre dd(R). Par
commutativité de/(R), on montre que I'exponentielle est surjective et induitaon
isomorphismeR? / ker exp ~ J(R),. Par compacité dé(RR),, on voit gu'il s’agit en
fait d’un tore de dimension.

En fixant un pointD, € J(R), 'automorphisme d&'(R), D — D + D induit un
homéomorphisme entr&(R), et la composante connexe dg. On peut calculer le
nombre de ces composantes :

Proposition 1.2.6 (proposition 3.2 (2) T])
SiX(R) # () alors J(R) comporte2s—! composantes connexes.

La preuve de ce dénombrement repose sur I'étude des appiat; : S¢X —
Pic?, (Py,..., Py) — >, P; qui envoient(S?X)(R) dansPic(R)* et le dénombre-
ment des composantes @& X ) (R) qui est I'ensemble des points réels du prodifit
guotienté par I'action de permutation ; mais on peut se suuggie deux classes de
diviseurs de degré sont dans la méme composante si et seulement si elles ont méme
degré modul@ sur chacun desovales. Comme la somme de ces degrés doit au total
étre nulle, on retrouve bien 1.

Fixant Py € X(R) on peut composer les applications précédentes S¢X —
Pic? parPic? — J, D +— D—dP,etonobtientainsp, p, : S°X — J, (Py,..., Py)
>~ (P,— Py). Etant donné un diviseup de degré on peut essayer de calculer la fibre
de sa classe, oy (P, — Fy) ~ D < > . P, ~ D + dP, et on cherche donc les
diviseurs effectifs équivalents & + dF,, on a vu qu’ils formaient un espace pro-
jectif de dimensiom°(X, D + dP,) — 1 qu'on peut calculer grace au théoréme de
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RIEMANN-ROCH:
h(X, D+dPy)—1 = deg(D+dPy)+1—1—g+h'(D+dPy) = d—g+h'(D+dP).

Ainsi pourd > g, h%(X,D + dPy) — 1 > d — g > 0 ety p, est surjectif et toutes
les fibres « ont de la dimension ». Pali= g on a alorsh®(X, D + dPy) — 1 =
h*(D + dPy) > 0; ainsiy, g, est encore surjectif et les diviseurs non-spéciaux n’ont
gu’'un seul antécédent, les autres ont une fibre de dimensmmmeé@ par leur indice de
spécialité.

1.2.5 Quelques exemples de courbes réelles lisses

Pour une courbe « abstraite », le premier invariant a corei@ét son genre. Dans
le cas complexe, on sait que toute courbe de genre nulle@abiphe a la droite
projective complexe ; dans le cas réel il en existe deuxastiigu’elles ont ou non un
point réel :

— SiX estune courbe réelle de gefiravec un point réeP, alors commé’(P) =

2 cela fournit un morphism& — P! qui s’avéere étre un isomorphisme, comme
dans le cas complexe;

— Supposant qu& n’ait pas de point réel, on se contente d’'une bhse y de
H°(P+P), carh®(P+ P) = 3. On constate alors quex, y, 22, 32, xy sont liés
dansH’(2(P+ P)) de dimensiors et ainsi le plongement’ — PH(P+P) =
P? donne une courbe contenue dans + by* + cxy + dz + ey + f = 0. On
aab # 0 car sinonz ety seraient liées et on peut supposer 1. Quitte a
remplacer parz + < on peut supposer= 0. Comme la courbe est sans point
réel on a égalemerit > 1 et quitte & remplacey par v/by on peut supposer
b = 1. A nouveau en complétant les carrés on peut supposer e = 0.
Finalement comme la courbe est sans point féel 0 et quitte a dilater on
peut supposef = 1 pour obtenirz? + y? + 1 = 0. Réciproquement I'équation

2? + y* + 22 = 0 définit bien une courbe plane lisse sans point réel de genre

(2-1)(-2) _
@-ne3) _ g,

Ces deux courbes ne sauraient étre isomorpheR sar I'une a des points réels et
I'autre non. Ceci traite le cas des courbes réelles lissesradlles.

Pour le genré on retrouve la méme discussion suivant gii@ ou non des points
réels :

— SiX aun pointréeP alors les arguments classiquess}; [V.4 par exemple —
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sur les courbes elliptiques, n'utilisant qu&n P) = n pourn > 2, permettent

de réaliserX comme une cubique plane qu’on met sous forme deBNs
TRASScarR est de caractéristique ¢ {2,3} : X ~ {y*> = 2% + ax + b} C
PHO(3P).

Sion suppose un instant gien’a pas de point réel alors on ne dispose plus que
desh’(n((P + P)) = 2n pour P + P un point non-réel et > 1. Soit alorsl, z

une base dé/’(P + P). Commez? € H°(2(P + P)) \ H°(P + P) on obtient
une basd, z, 22,y de H°(2(P + P)). On constate alors que z, 22, y, 2%, zy

est une base d&°(3(P + P)) tandis quel, z, 22, y, 2°, zy, 4, 2%y, y? sont liés
dansH(4(P+ P)). Cela fournit une équation polynomiale a coefficients réels :

oy + Bay + yay + 0y = ext + Ca® + 2’ + 0z + 1

; 2 Bx+yz+4
et quitte a remplacey pary + =5 on peut supposer que le membre de
gauche se réduitg@ pour obtenir

E:y*=flx)=—a2*+ax®> + b’ +cx+d, a,b,c,d € R

ou f € R[X] est strictement négatif Sit puisqueX est supposée sans point
réel. On dispose donc d’'un morphisme — PH°(2(P + P)), ¢ — (z(q) :
y(q) : 2%(q) : 1) avaleur dansZ (t2% — z, y* — fi(z)). En projetant depuis le
point(0 : 0 : 1 :0) sur le planz = 0 on obtient une courbe plane d’équation
y* = f(x). Réciproquement une telle courbe irréductible présentepint pin-
gulier réel isolé a l'infini et sa normalis&éurnit une courbe de gendesans
point réel.

Sur ces exemples on a donc réalisé des courbes de geyant ou non des points
réels. On peux méme illustrer les possibilités d’avoir uneeux composantes réelles.
On vient de voir que dans ces cas la courbe se réaliseRfgnar une équatiop? =

23 + ax + b =: f(x) aveca,b € R. Si f atrois racines réelles (resp : une seule racine
réelle) alors la courbe a deux composantes (resp : une seule)

Pour de telles courbes elliptiques, la surfaces t8#RNN est un tore et on comprend
gu’une partie réelle avec deux composantes le découpe &n deu

Un autre exemple classique de courbes est celui des coutessiyperelliptiques.

Il s’agit de courbes de genre supérieur a deux admettant uphismep : X — P!
de degr& ou de fagon équivalente, admettantgfnUn tel morphisme induit un re-

30n verra les notions « singuliéres » dans la prochaine sectio
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X(R) \

FIG. 1.2 — Courbes de geniteavec une ou deux composantes réelles

vétement entre surfaces deeRIANN X¢(C) — P!(C), point de vu plus familier.
La formule de REMANN-HURWITZ montre que ce revétement est ramifi€én+ 1)
points. Comme était ici défini suiR, ces points de ramification sont réels ou viennent
par paires de points complexes conjugués. En pratiquatqupsdécoupages et re-
collements, on retrouve la nature topologique de la sutiager).

En genre2, le systéme linéaire canoniql& | est ung; et toutes ces courbes sont
donc hyperelliptiques. On peut construire des courbesrbiitiques de genre en
désingularisant la courbe plapé= f(z) ou f est de degrég+1 ou2g+2, singuliere
a I'infini. Dans le cas réel, notons que celles de dégré- 1 ont toujours des points
réels. Notons également que dans une telle carte affine |phisane de degré est
donné par la projectiofr, y) — x tandis que la réflexiofz, y) — (z, —y) échange
les deux antécédents d’'une méme fibre. Plus généralemempipetiaainvolution hy-
perelliptique I'unique automorphisme dédifférent de I'identité faisant commuter le

diagramme suivant :
involution

_—
X hyperelliptique X
X %
]Pl

En genre supérieur & il existe toujours des courbes non-hyperelliptiques et ce
sont précisément celles dont le systéifie est tres ample —§], 1v.5.2. Leur image
par gk dansP?¢~! est par définition une courbe canonique.

1.3 Courbes réelles singulieres

On relache dans cette section I'hypothése de lis&itést donc un schéma projectif
défini surR de dimensionl géomeétriquement integre. On dira gieest une courbe
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réelle.

1.3.1 Topologie

Sans I'hypothese de régularit&,(R) n’est plus nécessairement une variété dif-
férentiable, ni méme topologiqgue comme le montre I'exentple< noeud » suivant,
d’équationz?(x — 2) = y*2 vu dans la carte affine = 1. Certaines composantes
connexes peuvent méme se réduire a des points, on parleiagigastés isolées
comme dans I'exemple du nceugf = (z + 2)z.

Y Y

FiG. 1.3 — Courbes singulieres : nceud isolé ou non

Néanmoins, les singularités réelles sont isolées, pouodaldgie euclidienne,
dansX (R) et leur voisinage épointé comporte un nombre pair de conmp@saonnexes
qui doivent donc se rejoindre : topologiquement, une compiesconnexe dé& (R)
est ou bien un point, ou bien un bouquet d’'un certain nombieedges, qu’'on appel-
lera « lacets ». Le nomb¥ale ces lacets vérifie 'analogue de I'inégalité diRNACK,
[12], a savoirl < p, + 1 oup, désigne le genre arithmétique de

1.3.2 Désingularisation et normalisation

Pour désingulariser une courbe, il suffit de considérer senalisée puisqu’en
dimensionl on a I'équivalence « régulier> normal ». On rappelle gu’'un schéma
est dit normal en un poin® si et seulement si 'anneau loa&ly » est normal — on
dit aussi intégralement clos — ie ssi il est integre et égal al&ture intégrale dans
son corps des fractionX est dit normal lorsqu’il I'est en tout point.

Définition : Soit X un schéma integre. On appelle normalisationXd¢out couple
(X, ) ol X est un schéma normal et : X — X un morphisme dominant tel
gue pour tout morphisme dominafit: Y — X avecY normal, il existe un unique
morphismey : Y — X tel quef = 7o g.
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Bien s(r, en cas d’existence, la propriété universelle gifamicité d’'une norma-
lisation a unique isomorphisme pres. Pour son existenceamg@e en deux étapes :
— Pour un schéma affine integhe = SpecA, il suffit de considére = Specﬁ
ol A est la cl6ture intégrale dé dansFracA. Celui-ci est en effet normal et se
donner un morphisme dominajit: Y — X revient a se donner une injection
A — Oy(Y) intégralement clos qui se factorise donc & travers

— Pour un schéma integr€, on le recouvre par des ouverts affines, integres par
définition, X = U;SpecA; et les normalisationSpec/Avi — SpecA; se recollent
par unicité des normalisations dgsecA; N SpecA,. La propriété universelle
s’obtient aussi par recollement des cas affines.

Si7: X — X estune normalisation, le morphisme d’espaces localenmeriés
sur X, est donné par les injectiongU) : Ox(U) — Ox(r H(U)) = /;(6). Par
définition, on a dona, O ¢ = Oy. En particulierX et X ont méme corps de fonctions
rationnelles. En outre, suivarit(], si  est un point deX alors on a

Oxq = lim Ox(U) = lim Ox(U) = lim Og(r~ (1) = Npr-qOs
UsQ U>@Q UsQ
ou la derniere intersection se fait sur les poiAtdont I'image parr estQ. Ainsi, no-
tantS le lieu non-normal deX, = induit un isomorphisme biréguliex \771(S) --»
X\ S.En outre(’/)}:g est un anneau semi-local dont le radicgalest forme des fonc-
tions rationnelles’ € k(X) = k(X) s'annulant en tout poinP € X au-dessus de.
L'annulateurc de% est un faisceau cohérent skirvérifiant en tout point) € X
les inclusions
k+¢qCOxqChk+rgC (7);/@

. O , . . .
Dans le cas oK est une courbe le falscea%x—x est donc porté par le lieu singulier

S C X de dimension. Par suitef/! (X, %) =0et Iesk-algébresgi—*g sont donc
de dimension finie sut, qu’on noted,. On peut énoncer la proposition suivante — cf

[10], IV.1.2.2 et IV.2.5.12 ;

Proposition 1.3.1 (genre arithmétique d’'une courbe singugre)
Soit X une courbe de lieu singulie?, alorsQ € S < d, > 0. Siw : X — X estune
normalisation deX projective, alorsp,(X) = pa(X) + > 0es 9Q-

Preuve :
L'équivalence) € S & Ox o non-normak= d, > 0 est claire. Considérons la suite
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exacte de faisceaux sixr

.0z

0—-0x »m05 — — 0

X

et prenons en la suite exacte longue de cohomologie

0= H*(Ox) = H’ (1.0x) — H° mox — H'(Ox) — H' (1.05) — H' ™Ox
Ox Ox

JEB 7 s W*O)? . 0 71'*0)? o OX,Q
avec comme déjavu precedemméﬁt( O > =0etH (—OX > = DQespy o En

outreH (Ox) = k = H° (1.0%). Enfin H (X, 7,0x) = H' ()?, (955> car on peut
calculer ceux-ci avec un recouvrement affike= U,;U; tel que)? = U;m1(U;) ou
m.0x(U;) = Ox(U;) = Ox(n'U;) et les conditions de recollement déssur ces
ouverts sont bien les mémes. En prenant les dimensioris sarobtient finalement

0=1-14) 0o~ pa(X)+pa(X)
QeS

par définition-méme dg, = 1.1

1.3.3 Groupes de RCARD et diviseurs de WEIL

Venons-en maintenant aux liens entre les groupesderf® de X et X. Comme
ce sont deux schémas intégres, ces groupes sont ceux desaagliviseurs deAR-
TIER — cf. [8] proposition 6.15 — et également Ié6' du faisceau des fonctions ré-
gulieres inversibles. Par ailleurs la suite exacte cowsteatsceaux suX de groupes
abéliens

donne la suite exacte longue de cohomologieXsur

T, O%L
0— H°(0%) — H° (7,.0%) — H° <—X

T, O%L
o ) — H! (0%) — H' (W*O}) — H! <—X)

Ok

T O% s O}

avec comme précédemmefit (X, O—") = ®pesé(;§* et H! (X, o ) = 0. Par
X P X
ailleurs on retrouv®icX = H'(X,O%) etPicX = H'(X,0%) = H'(X,m.0%).
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Enfin pour des courbes projectives on obtient
HO (X,0%) = k* = H (X, o§) ~ 0 (X,7.0%).

T O%
X
*
o%

Par suiteH° (n*(’)}) — H° ( ) est le morphisme nul et son image étant le

noyau de la suivante on obtient bien I'injectiéf <WOO)?) — H'(O%). Tout ceci
X

fournit finalement la proposition suivante -8]] exercice 6.9 :

Proposition 1.3.2 (lien entrePicX et Pic(X))
Soitr : X — X une normalisation d’'une courbe, alors on a la suite exaciarEn

—~ %

Or _ piex — Pic(X) — 0
Op

0 — @pes

ou la surjection est donnée pat.

Sur une courbe méme singuliére, le groupe des classes dedaisinversibles
s’identifie encore avec les classes de diviseurs dRTGER — remarque 6.14.1 ou
proposition 6.15 deq] pour les courbes irréductibles. On voudrait maintenatnbte
ver un point de vue « a la AL » sur X. On veut calquer la définition du cas lisse
et pour cela on a besoin de parler de I'ordre d’une fonctidilomaelle en un point,
ordre qui n'existe qu’en les points lisses. On s’intéressecduniquement aux divi-
seurs de « WIL » a support dans la partie lissg,.., de X. On associe alors a un
tel diviseurD = ) .n,;P; le faisceauO(D) defini sur tout ouver/ comme I'en-
semble des fonctiong € R(X) telles que pour touP;, € U, vp,(f) +n; > 0 et
telles que pour tout point singuli€) € U, f € Ox . Ceci ne coincide pas en gé-
néral avec le faisceau pouss®y,., (D) par l'immersion ouverté : X,., — X.

A toute fonction rationnellef € R(X) on associe encore un diviseur nete ( f)
défini parzpexreg vp(f)P. Notons gu’on ne prend pas en compte le comportement
de f aux points singuliers) € Xj;,, et qu'en particulier on peut avoif ¢ Ox g

et f~! ¢ Oxq carOx g n'est pas un anneau de valuation. A l'inverse on dira que
f € R(X) estinversible aux points singuliers dequandf € Ngex.,,,Ox o- Avec

ces définitions on a les résultats suivants :

sing

Proposition 1.3.3 (diviseurs de VEIL et groupe de RCARD sur une courbe singu-
liere)
Pour toutD € Div(X,.,) le faisceauD(D) est bien inversible. L’applicatioDiv(X,.,) —
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Pic(X) déduite deD — O(D) est surjective et son noyau est formé des diviseurs as-
sociés a une fonction rationnelle inversible aux anneagalx des points singuliers.

Remarquons tout de suite quefse R(X) vérifie f ¢ Ox o etf~! ¢ Ox o pour
un point singulier® alorsO(div(f)) n’est pas neutre dari¥c(.X) tandis que le divi-
seur de @RTIER {(X, f)} est trivialement principal : les deux faisceaux inversble
canoniguement associés ne sont pas isomorphes!!

Preuve de la proposition :
Montrons maintenant queiv(X,.,) — Pic(X), D — O(D) est surjective — exer-
cice IV 1.9 (b) et (c) de§] — et pour cela commencgons par prouver que st
trés ample etM inversible engendré par un nombre fini de ses sections gslelbrs
L ® M est également tres ample — exercice Il 7.5 (d)&e pn dispose d’'une im-
mersion fermée> : X — P" telle quep*O(1) = L et d’'un morphisme) : X — P™
tel quey*O(1) = M. En observant le diagramme suivant8est le plongement de
SEGRE:

P
®

X ﬂ;ﬁpn X Pm i> ]P)mn—&-m—s—n

RN

pm
on constate queS oy x 1) O(1) = ¢*Opn (1) ®1Y*Opm (1) = L& M et il suffit donc

de justifier queS o ¢ x 1 est une immersion fermée : or le plongement é&SEen

est une ainsi que le produit d’'une immersion fermée par ureanbrphisme (en se
ramenant au cas affine on doit montrer qu@ B — C'induitparA — C'etB — C

est surjectif dés qud — C' 'est, ce qui est évident.).

Ceci fait on fixe un faisceau trés ampfesur X projectif et on constate que pour
tout faisceau inversibla1, M @ L™ est engendré par un nombre fini de ses sections
globales pour assez grand car en particulig& est cohérent ef ample. Mais alors

M L esttrés ample d’aprés ce qui précede. Condihe est lui aussi trés ample
on dispose de deux diviseurs effectifs les représentaundD’ et D" respectivement

et alorsM = O(D') @ O(D")~'. BERTINI — remarque 8.18.1 de8] — permettait

de choisirD’ et D" a support dang,., de sorte qu&) (D) = M pourD = D' — D",
Etudions maintenant le noyau de cette derniére surje&tioflX,.,) — Pic(X). Tout
d’'abord sif € R(X) est inversible aux anneaux locaux des points singuliers alo
O(div(f)) ~ Ox les isomorphismes au niveau des germes étant donnés :
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vP() o0 p est une

— comme d’habitude pa®x pr — O(div(f))p, g — g7mp
uniformisante en un poin® lisse,
— par la définition méme d€(div(f)) en un point@ singulier ouOx o —
O(div(f))q-
Réciproquement montrons que®{D) ~ Ox alors D = div(f) pour une fonction
rationnellef € R(X) inversible aux anneaux locaux des points singuliers. Eat,eff
comme diviseur de BRTIER, O(D) est alors donné par une seule fonction rationnelle
f e R(X)* = H(X,R(X)*) eten notanD = > pex,., npP, onaalors :
— pour tout point liss&”, O(D)p = {(X, f)}p = fglOX,p etdoncnp = vp(f),
— pour tout point liss&), {(X, f)}o = f;'Oxq = O(D)q = Ox,q et donc
J € 0%
Ainsi D = div(f) ou f est inversible aux anneaux locaux des points singulliers.

Enfin remarquons que pour un divisére Div(X,.,) on a encore une formule de
RIEMANN-ROCH, x(O(D)) = degD+1—p,(X), qu'on obtient de maniére classique
en la constatant pour = 0, ou il ne s’agit que de la définition gg, puis en montrant
qu’elle estvraie poub € Div(X,.,) Si et seulement si elle I'est également pdur P
avecP lisse. Pour obtenir un théoreme deERANN-ROCH analogue au cas lisse, il
faudrait disposer d’un faisceau inversible dualisant. &astence n’est en général pas
garantie, mais on signale quand méme le résultat suivand€firexercice 1V 1.9 de

[8]) :

Proposition 1.3.4 (REMANN -ROCH pour une intersection compléte)

Soit X une courbe localement intersection compléete dans un egpajectif. Alors il
existe un faisceau inversible, donc représenté par unelivi&” € Div(X,.,) tel que
pour tout diviseurD € Div(X,.,) on ait

h(D) — h*(K — D) = degD + 1 — p,(X).

1.3.4 Diviseurs et jacobienne généralisée

A une courbe singulier&” on peut encore associer une jacobiednelite jaco-
bienne généralisée. Celle-ci est une extension de |a jauobiesuelle/ de la norma-
lisée X. Le groupe intervenarff dans cette extension

02 H—J—J—0
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dépend de la nature des singularités. Remarquons comme kimgé dans le cas
particulier ollX est déduite dé& par un diviseur effectifi/ 4, une classe d’un diviseur
D e J est nulle dans/ si et seulement s'il est le diviseur d’une fonction ratioime
f inversible dans les anneaux locaux des points du suppavf de qui permet d’in-
terpréter le groupé/. SurC, on sait que c’est un produit des groupes multiplicatif ou
additif He ~ G¢, - x G - aveca, b € N. En passant &, on montre 12| que J(R) est
compact si et seulementHi(R) I'est, or ses facteurs sont parmi les groupes suivants :
— G,,,» qui provient typiquement d’un noeud usuel obtenu a partinel’courbe
rationnelle : notanf’ et () les deux points réels au-dessus de ce nceud, on a dit
gu'un diviseur de degréétait nul dang/ s’il provenait d'un fonction rationnelle
f inversible enP et () et par rationalité deX, ce diviseur est nul sé}% = 1.
C’est donc ce quotient qui détermine idi : dans ce cas il est bien paramétré
parG,, x;
- Ré/RGm,c qui provient typiquement d’'un nceud isolé : notahet P les deux
points complexes conjugués au-dessus du-dit nceud, Ierta%é)b— qui vaut
% car f est définie suR — est bien paramétré par un complexe de module
1
— Rc/rGy c qui provient typiquement d’'un nceud non-réel car notar®, P, Q
les points complexes au-dessus des deux nceuds compleyegues) I'obs-
truction se mesure par les rappoﬁ% et %, conjugués l'un de l'autre caf
est définie suR ;

— G, r qui provient de la multiplicité d’'un point au-dessus d’urirgeingulier.

1.4 Problemes posés, résultats connus et nouveaux

1.4.1 Caslisse

Dans [L4], SCHEIDERER montre que pour toute courbe réelle lisse, projective,
ayant des points réels il existe un entiea partir duquel tout diviseur de degré plus
grand quen est linéairement équivalent a un diviseur effectif donstéas points du
support sont réels. En d’autres termes I'application cas@po

SYX(R)) — (S4X)(R) — Pict(R)

“Nous reviendrons en détails sur cette construction.
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reste surjective pout > n.

Notation : Pour une courbe réell&, N (X) désignera le minimum dad$u {oo} des
entiersn tels que tout diviseur de degreé plus grand gusoit linéairement équivalent
a un diviseur dont le support est totalement réel.

Ainsi le théoréme de &HEIDERERrevient a :

Théoréme (HEIDERER)
Si X est une courbe réelle lisse et projective telle GUER) # (), alors N(X) < oc.

A partir de |a, on se pose les questions suivantes :

— Peut-on donner une borne sMf X) en fonction d’autres invariants dé ?
— Sioui, s'agit-il de la meilleure borne ?

— Sila courbe est singuliére, peut-on obtenir un analoguk de) ?

Si oui, peut-on a nouveau |'optimiser ?
Peut-on rendre tout diviseur de degré suffisamment graégiliement équi-

valent & un diviseur de support totalement non-réel ? sipmut-on optimiser
les degrés pour lesquels cela est vrai et peut-on égalefadapter au cas sin-
gulier?

A propos de ce dernier point, remarquons qu’un divisBulinéairement équi-
valent a un diviseur de support totalement non-réel estsségement de degre pair
sur chaque composante connexe : d’'une part car c’est le gaglViseur totalement
non-réel, et d’autre part car une fonction rationnelle défsurR est de degré pair
sur chaque ovale pour des raisons topologiques. On intrathintenant le pendant
de I'entier N(X) :

Notation : Pour une courbe réell&, M (X) désignera le minimum da$ U {oo}
des entiers: tels que tout diviseur de degré plus grand guet de degré pair sur tout
ovale deX (R) soit linéairement équivalent a un diviseur dont le suppstrtetalement
non-réel.

A ce sujet MONNIER avait montré danslfl] que pour une courbe liss€ on avait
g < M(X) < 2g.On peut en fait améliorer la borne supérieure :

Proposition 1.4.1 M (X) < g+ 1)
Si X est une courbe réelle lisse et projective, aldoigX) < g + 1.

Preuve :
Soit D un diviseur de degré pair sur chaque ovaleXdet de degré totald > 2g + 2
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et P un point réel deX. Alors la classe d& — 2dP est dans/(R), = 2J(R) et
s'écrit donc2a. Comme l'applicationpp, : S?X — J(R) est surjective, on trouve
un diviseur effectifD’ tel que[D’ — dP] = «a et doncD ~ 2D’. Le théoréme de
RIEMANN-ROCH montre queh®(D’) > degD’ +1 — g > 2 et il existe doncf €
H°(D') non constante et don¢ € H°(2D’). Comme2D’ est effectif,1 € H°(2D')
etdoncZ := 2D’ +div(1+ f?) est effectif et représente les zérosldef? qui sont tous
non-réels d’'aprés le lemme suivant. Finalement 2D’ ~ Z comme souhaitill

Lemme 1.4.1 :Sif € R(X) etz estun point réel régulier d&’, alors (1 + f?)(z) #
0.

Preuve :
Soitv, la valuation associéaétendue & (X). On av, (1+ %) = min{v, (1), 2v,(f)} <
0 < 1etdonc(l + f?)(z) # 0.8

Pour obtenitD ~ 2D, il suffit qued > ¢. En regardant le systéme linéaire associé
a un double effectif, ©PPENSa prouvé de facon tres géométrique le résultat suivant

(cf[4]) :

Théoréme (M (X) = g)
Soit X une courbe réelle de gengeavec des points réels. Aloid (X) = g.

Concernant l'invarianfV, HuiIsMAN donne le résultat suivant darj |

Théoréme (V(X) < 2g — 1 pour les courbes maximales)
Soit X une courbe réelle maximale de gemre- 0. Alors N(X) < 2g — 1.

MONNIER I'obtient également pour lgsS\/ — 1)-courbes danslfl], Theorem 3.6 :

Théoreme (V(X) < 2g — 1 pour les (M — 1)-courbes)
Soit X une courbe réelle de genge> 0 avecs composantes connexessSt g, alors
N(X) <29 —1.

Il est également prouvé dansl], Corollary 6.4, que cette borne est optimale :
il existe des courbes — les courbes hyperelliptiques reeltedont I'invariant/V est
> 2g — 1. Les preuves de BiISMAN et MONNIER sont bien différentes de celle de
SCHEIDERER qui est tres théorique et ne permet pas a priori d’optinlisetier n
en question. En revenant sur cette preuve au début de larssdivante, on a méme
I'impression que I'entier, obtenu est un tres gros multiple du genre. Dans ce méme
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article — [14], Remark 2.14 — SHEIDERERIaissait entendre qu’on peut également
imposer au diviseur réel de n’avoir aucune multiplicité¢’est une notion qui nous
servira pour aborder le cas singulier, on la formalise donc :

Notation : Pour une courbe réell®, N’'(X) désignera le plus petit des entiersels
gue tout diviseur de degrg n soit linéairement équivalent a un diviseur effectif a
support réel et sans multiplicité.

Remarquons tout de suite gDE X') < N'(X). Dans le cas général oreal.2

Théoréme (V/(X) < 2N (X))
Soit X une courbe réelle telle qu& (R) # 0. Alors N'(X) < 2N (X).

Dans la suite on étendra les résultats connusNsur N'. Le théoreme2.4.0.1
I’énonce clairement :

Théoréme (V' < 2¢g — 1 pour les courbes ayant beaucoup de composantes)
SoitX une courbe réelle de genge> 0 ayantg ou g+1 composantes. Alois’(X) <
2g — 1.

Pour ces invariants, le « plus petit cas » ou I'on ne savait diam dire aux vues
des résultats précédents est celui des courbes de genex une seule composante
connexe. Elles feront I'objet d’'une bonne partie du prermofepitre et on y prouvera
I'existence de telles courbes avec un invaridnplus grand qué pourtant strictement
plus grand qued = 2 x 2 — 1 borne obtenue jusqu’a présent. On verra méme —
2.3.4— qu'’il en existe des deux types topologiques possiblesarsépe ou non. On
verra également que cette valeur est optimale en prouvanN§u\') < 5 pour ces
courbes —2.3.5 On peut ainsi résumer la situation des courbes de genre

Théoréme (courbe de genr@ avec une seule composante)

Si X estune courbe de geneavec une seule composante alofsX ) < N'(X) < 5.
De plus il existe des courbes, certaines séparantes d’auioa, pour lesquelles cette
inégalité est une égalité.

On peut alors se poser des questions sur 'ensemble desesowghfiantV' = 5
dans l'espace des courbes s) = (2,1). La premiére serait de savoir s'il s'agit de
toutes ces courbes.
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1.4.2 Cas singulier

Le cas singulier avait été abordé papMNIER dans [L2] ou il montrait queN (X)
pouvait étre fini ou non suivant la nature des singularitédélus précisément il
montrait :

Théoreme ([L2] partie 3)
Si X a une singularité non-réelle ou 8i n’a que des singularités isolées dakigR)
dont I'une n’est pas un nceud, alakg X ) = +oo

Sans trop rentrer dans les détails, ce que nous ferons @efagoin plus tard, men-
tionnons seulement que I'argument de compacité au coear pielve de SHEIDE-
RER n’est plus directement valable ici : comme on I'a vue la jaenbe généralisée
n'est plus nécessairement compacte, en particulier quardune singularité non-
réelle ou une singularité isolée non-nodale tandis que taepisse U(R) resterait
compacte, ce qui prouve qu’on ne peut surjettéR)" sur.J(R). MONNIER montrait
aussi la finitude déV dans certains cas accompagnés de quelques majorationss— dan
ces cas on suppose toujours implicitement uU&) # 0 :

Théoreme ([L2] 4.15)
Si X n'a que des nceuds réels et au plus un cusp réel, &drs) est fini. De plus si
la normalisée deX a beaucoup de composantes aldféX) < 2p,.

Dans la seconde partie de cette thése on essaiera égaléétentice ces résultats.
En itérant les arguments de MINIER a I'aide d’'une construction essentiellement
fournie dans 10] on prouvera qué\V’ reste fini sans aucune restriction sur le nombre
de cusps —3.4.1:

Théoreme (V et N’ pour les courbes a singularités ordinaires réelles et cusps
réels)

Si X a pour seules singularités des singularités ordinairedledeet des cusps réels,
alors N(X) < N'(X) < +o0.

En le couplant aux résultats de la premiere partie, on pd@tregplus explicite sur
les bornes3.4.2:

Théoréme (bornes explicites pourV et N’ dans quelques cas)
Si X est une courbe singuliere obtenue a partir d’'une courbeslisa normalisée, qui
a beaucoup de composantes (resp de gehr@ I'aide den diviseurs effectifs sans



1.4. PROBLEMES POSES, RESULTATS CONNUS ET NOUVEAUX 31

multiplicité ou éventuellement un coeffici@par étape, disons le®, de degrédy,
alors

N(X)gN’(X)gQg(X)—1+zn:dk (respN’(X)<5+zn:dk).

Le premier cas qui ne reléve pas directement d’'un élargissedes résultats de
MONNIER est le suivant, dont I'énoncé ici est peut-étre absconss maressurgit une
condition de nature topologiqua,5.1:

Théoréme QP + 2() dans un cas particulier)
Soit X une courbe réelle lisse &, ..., Q, des points d'une méme composante
connexe deX (R). Alors N(Xaq, +..42¢,) < +00.

Concernant l'invarianfi/, on devra parfois faire des restrictions de nature topolo-
giques, comme par exemple 8r2.1.1et3.2.1.2 Ici ce sont les singularités ordinaires
qui semblent faire augmenter la borag&, tandis que les singularités non-réelles ne
posent pas de probleme particul# Voici ces trois énonces :

Théoréme (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets a sirgrités
ordinaires)

Soit X une courbe lisse qu'on singulariserareprises avec des diviseurs effectifs
sans multiplicité — les singularités résultantes sont ordinaires — a support dans |
partie lisse d'un méme lacet a chaque étape. Alors la counagdfjY”, vérifie M (V') <
pa(Y) + n.

Théoréme (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets sansgula-
rité ordinaire)

Soit X une courbe lisse qu’on singularise a plusieurs reprisesaade de diviseurs
effectifs dont les supports sont a chaque fois dans un méreé ¢4 avec un point
multiple au moins pour obtenir une courbe Alors M (Y') < p,(Y).

Théoréme (M pour des courbes singularisées suivant des diviseurs nootéle-
ment réels)

Si X n’a que des singularités non-réelles, ou réelles isoléedanicusps réels, alors
M(X) < pa(X).






Cas des courbes lisses

2.1 Retour sur les résultats de S8HEIDERER

Pour commencer, on rappelle la preuve du résultat d’existele HEIDERER
Ensuite on explicite une de ses remarques qui nous seralatikla suite.

Proposition 2.1.1 (un résultat concernant les groupes topagiques)

Soit G un groupe topologique compact dans lequel les élémentsi@'dini sont
denses dans la composante connexe du néitet U un ouvert non vide dé&'. Alors

il existe un entierV tel que tout élément d@ soit le produit d'au plusV éléments
deU.

Preuve :
On pose pour tout € N*, U™ = {g € G tq3(up)1<h<n € UM Qg = uy ... u,}.
CommelU™ = U,epp,(U™Y), ol u, est lautomorphisme de multiplication par
u, et commel/)) = U est ouvert on voit par récurrence que touslé® sont ou-
verts. Comme,, est en particulier un homéomorphisme, elle permute les osares
connexes (qui sont ici en nombre fini, car ouvertes et re@uw compact). Cette
permutation envoi€s, sur la composante connexe contenant ., (e), qui elle-
méme finit par retourner su¥, (décomposition en produit de cycles de la permuta-
tion). Notantt € N lalongueur de ce cycle on obtiestt € G,. Par suitd/*)NG, # 0

33
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et contient donc, par densité, un élément d’ordre fini : disor= e et donce € U*),
On fixe alors un ouvert’, qu'on peut supposer symétrique quitte a prefdre V!,
tel quee € V. .C U* N Gy. On note aussi/™ = {g € GtqI(vp)ickcn €
V*tqg = vy...v,}. Par symétrie dé’, 'ouvert non-videH := u@lv(”) est un
sous-groupe dé'y. Son complémentaire dank s’écrit donaycq,\ mjen(H ) lui aussi
ouvert. BrefH est ouvert et fermé daris, connexe, donc égal@,. Par compacité de
Gy = u@lv(”), on peut en extraire un sous-recouvrementdipi= Ulgngmv(n) :
c’est bien dire que tout élément d& est produit d’au plusn éléments dé/ eux-
mémes produits d’'au plusl éléments dé/. Bref les éléments dé&, sont produits
d’au plusN := kim éléments dé&/.1

On va appliquer ce lemme.&AR), qui est isomorphe a un tof® connexe, com-
pact et dans lequel les éléments d’ordre fini sont bien dense§ C TY est ou-
vert alors par définitionr—(U) C RY est ouvert et rencontre dor@’ disons en
P := (%) = (£). Mais alorsr(P) € U est d'ordrey.

qi

Lemme 2.1.1 :Soit X une courbe réellel/ C X(R) un ouvert euclidien non-vide
et P, un point réel. Alors il existe un entie¥ tel que tout élément dé(R), puisse
sécrire " P, — PyoulesP, € U, K < N.

Preuve :
NotonsV := {(P,)1<i<y € X9 tq P; € U}. Alors V est un ouvert dé& (R)) et son
image parp : X(R)@ — J(R),(P)i<c1<o — Y., (P — P) contient un ouvertV.
D’apreés le lemme précédent, et les remarques/§i),, on sait qu'’il existe un entier
n tel que tout élément dé(R), soit la somme dé& < n éléments déV/, c’est-a-dire
sous la formeD, + Dy + - -- + Dy, — gk P, avec lesD; effectifs de degr@ a support
dansU. N := gn convientl

Théoreme 2.1.1.1 (SBHEIDERER)

Soit X une courbe réelle telle qu& (R) # (. Alors il existe un entietV tel que
tout diviseur de degré N soit linéairement équivalent a un diviseur effectif dont le
support est totalement réel. En bréf(X) est fini.

Preuve :
Avec les notations de la preuve précédente et en nétand,, ..., C,_; les compo-
santes connexes d&(R), on choisit alorss — 1 autres pointd?, € C;, 1 <i < s—1
de sorte qu’en translatadiR), par des combinaisons appropriées(ée— F,) on
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obtienne le2*~! composantes dé(R) (justement en changeant la parité des degrés
modulo2 dans chaque composante). Bref, tout diviseur de degst linéairement
équivalent & un diviseur s’écrivai); + Dy + --- + D, — gnPy + > (P, — Ry), la
derniere somme contenafit< s — 1 termes. Mais alors 9b est un diviseur de degré
d> N :=gn+s, D — dP, estde degré est linéairement équivalent a un diviseur de
la forme précédente. Finalement

D~Di+Dy+-+Dy+ > Pit(d—gn—d)PM

Certes I'entietN = gn+ s n’est pas optimal. Par contre, le diviseur obtenu au final
Di+Dy+---+D,+> Pi+(d—gn—d')P, aune forme particuliére : on connait les
P; etlesD; sont a support dans un ouvert que I'on peut fixer a I'avancés(qua a une
influence sur I'entierV via n). On utilisera ce fait pour prouver la propositi8rb. 1
Dailleurs, pour passer au cas singulier on aura le pluseauvesoin de la variante
suivante deV :

Notation : Pour une courbe réell& et tout ouvert euclidie/ de X (X), N'(U)
désignera le minimum dar$ U {co} des entiers: tels que tout diviseur de degré
plus grand que soit linéairement équivalent a un diviseur effectif donslgport est
totalement contenu daset sans multiplicité, c’est-a-dire de la formig+ - - - + B,
ou lesP; sont dang/ et deux-a-deux distincts. Par abus de notation on novéd )
alaplace deV'(X (R)).

Une remarque de@HEIDERER— [14], Remark 2.14 — laissait entendre qu’on a
toujoursN’(X) < oo dans le cas lisse ce que I'on prouve maintenant :

Proposition 2.1.2 (V/(X) < 2N (X))
Soit X une courbe réelle telle qu& (R) # 0. Alors N'(X) < 2N (X).

Preuve :
Tout d’abord remarquons que si € J(R), alors pour toutN” > N(X), fixant A
un représentant de on peut trouver un diviseur effectif totalement réel limément
équivalent a4+ N P, ou B, est un point réel arbitrairement fixé. Par suite I'applicati
opn : X(R)YN — J(R), (B) — Y..(P,— P) est surjective quelque sdif > N(X)
et quelque soit?,. Montrons maintenant qud’’(X) < 2N(X) et fixons doncD
un diviseur de degré& 2N (X) qu'on écrit2N + o ouo € {0,1} et doncN >
N(X). NotonsU I'ensemble desV-uplets (P,),<;<y de points deX(R) tels que
i #j = P, # P; ettel que le systeme linéaife _, P,| soit sans point-basel/ est
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un ouvert dense d& (R) et son image sousp, x contient un ouvert dense. Par suite
o, N(U)N (o — pp, n(U)) # 0 et donca s’écrit sous laformey g, (S1)+¢n, g, (52)

ou S; et.S, sont sans multiplicité et réguliers pouk p,. Quitte a bouger dans leur
fibre respective on peut supposer dije+ S, est sans multiplicité et ne contient pas
Py. Par suiteD ~ S + S5+ 0 P, qui est un diviseur totalement réel et sans multiplicité
comme désiré. On a bien montré givig§ X) < 2N (X).1

On aura également besoin de la finitudeNdeU ).

Proposition 2.1.3 (V'(U) est fini)
SoientX une courbe réelle telle qu& (R) # 0 etU C X(R) un ouvert euclidien
rencontrant toutes les composantes connexes @). Alors N'(U) est fini.

Preuve :
Soit P, un point deU et s autres pointd; € C;, lai-eme composante d€(R). On
va montrer comme précédemment qu’il existe un entigel que pour touts’ > N
I'application

PPy KU : U* — JR), (Q:) — Z(Qz - PR)

soit surjective. Il s’en suivra de la méme facon qu&U) < 2N. Pour ce faire on
réutilise le lemme de cette section : il existgU) tel que tout élément dé(R),
puisse s’écrire comme la classe E?]K:l Q; — Pyavecles); € UetK < N(U).
Soit maintenantr € J(R), alors il existea + > .[P; — Fy] € J(R), en choisissant
les indices suivant la parité dex dans lai-eme composante. Ce dernier peut s’écrire
Z]’il Q; — Py avecQ); € U et K > N quelconque quitte a rajouter artificiellement
des P, — Fp. Ainsi pour toutK > N(U) + s l'application ¢p, kv €st surjective.
FinalementN'(U) < 2(N(U) + s) est finil

2.2 Casdesgenreget]

On va traiter ici les cas des courbes rationnelles et ajlijgts ce qui fait que dans
les sections suivantes on supposera toujours les courlgende> 2. Pour les courbes
rationnelles, on sait que les classes de diviseurs sontearant données par le degré
et considérant que le diviseur nul n'est pas effectif onestitiV’'(P') = 1 et méme
N'(U) = 1 pour tout ouvert non-vide dB'(R). Passons aux courbes elliptiques :
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Proposition 2.2.1 (V'(X) = 1 pour les courbes elliptiques)
Si X est une courbe elliptique, alofs’(X) = 1.

Preuve :
Remarquons que tout diviselr de degré&l > 1 est non-spécial et pariRMANN -
RocHon ah’(D) = d et donc on peut supposér effectif. Par suite sil = 1, D est
nécessairement réduit a un point réel. Supposons mainiépag, alors en lui retirant
d— 1 points réels deux-a-deux distincts, noté%);<; <41 on obtientD —>". P, ~ P
pour un certain® € X (R) d'apres la partie précédente. Ainsi ~ P + Zf;ll P
mais il se pourrait qué soit I'un desP;, disonsP;, dans ce cas notors + div(f) =
2P+ 39" P, avecf € R(X). CommeD est effectif il s’agit du diviseur des péles de
f tandis que celui de ces zéros est donnépas- > . P, ou I'on voit quef s’annule
al'ordre2 en P et au premier ordre en Id3, ¢ > 2. Quitte a choisir un signe, on peut
prendres € R* suffisamment petit pour que + div(f +¢) = P+ Q'+ >, P/ avec
les P', Q)', P! deux-a-deux distinctill

Remarguons que dans cette derniere preuve on peut trés lmesanmaux’; d'étre
dans un certain ouvetf, mais on ne contréle pas le poifftce qui empéche a priori
d’avoir un résultat pouiN’(U). A partir de maintenant on supposera toutes les courbes
de genre> 2.

2.3 Courbes de genre

Vus les résultats déja connus, le cas de plus petit genr@ouiné connait niV ni
N est celui d’'une courb&” de genre ayant une seule composante connexe. On sait
qu'il en existe, en désingularisant par exemple la courbae}’* = f(z) ol f est de
degrés avec une seule racine réelle. Dans lecasl, la borne obtenue jusqu’alors est
2g — 1 qui vaut ici3 et on va donc chercher a savoir si un diviseur de dagudr une
telle courbeX est toujours linéairement équivalent a un diviseur efféotalement
réel. Un tel diviseur satisfait® = 2 et on peut donc le supposer effectif. Comme on
le prend non totalement réel, on le suppose méme de la fétmeQ + Q. Si son
systéme linéaire admet un point-base, ce point ne peut @ gar si c’étaitQ + Q
alorsh’(P) = 2 et X serait rationnelle ; ainsh’(Q + Q) = 2 et donc@ + Q@ est
dans I'uniqueys et donc linéairement équivalent a un cert&n- i(R) ou h désigne
I'involution hyperelliptique etk un point réel. Finalemen® ~ P + R+ h(R) qui est
totalement réel et sans multiplicité en choisissamonvenablement.
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Il suffit donc de s’intéresser a un systéme linéite- Q + Q| sans point-base. De
facon équivalente, on peut poser la question en terme dehisanp de degré surP!
dont une fibre ne contient qu’un point réel : toutes les adtbess n’en contiennent-
elles qu'un seul ? (resp : existe-t-il toujours une fibre avers points réels ?) Cela
équivaut encore a ce que ce morphisme de dagr&it pas de ramification réelle
(resp : en ait). Ces deux cas sont-ils possibles quand on nguedg, s) = (2,1) ?

Si P+ Q-+ Q était linéairement équivalent a un diviseur totalemerlt iéen serait
de méme de? + h(P) + Q + Q. Ce diviseur étant encore sans point-base et simple,
on obtient une image quartique plane de la coukbavec un nceud réel isolé et il
suffit de voir si 'unique composante lisse peut-étre coupgare fois par une droite
deP2. On peut espérer un contre exemple avec une quartique ayamtomposante
convexe et un nceud isolé. §j et (', sont deux coniques centrées en zéro, I'équation
C1Cy = C1C5(0,0) semble étre un candidat naturel. Ceci motive I'exemple siiiva

Proposition 2.3.1 (« contre-exemple » en gentd
Il existe une courbe réelle lisse de gef@irayant une composante et telle gii¢X') >
D.

Preuve :

Soit Y’ la quartiqgue donnée pdr? + y* — 1)(az® + by> — 1) = 1 aveca # b
strictement plus grands queAinsi I'ellipse d’équationE (z, y) := az? + by*> — 1 =

0 est a lintérieur du cercle d'équatiofi(z,y) := 2> + y> — 1 = 0 et 1 est un
maximum local, a I'intérieur de I'ellipse de la fonctidinz, y) x C(z,y). Celle-ci est
positive a I'extérieur d€’ et tend verst-oo a l'infini. La courbeE(x, y) x C(z,y) = 1
présente exactement un ovale a I'extérieur du cerdle et (0, 0) est son unique point
singulier, isolé : en effet les dérivées partielles suivaaty valent respectivement :

1
(2% +y* — 1)2ar + 2x(az® + by* — 1) = 22 (2* + y* — 1) (a + ﬁ) et
~———

2 +y? —1)2
#0 s ~ g
>0
1
2 2 2 2 = 2 2
(a% +y* = 1)2by + 2y(aa® + by* — 1) = 2y (a” + y _1),(b+m)
#0 ~ g

>0
qui ne peuvent s’annuler simultanément quérsy) = (0, 0).

On veut montrer qu'il existéa, b) €]1, +o0o[?, a # btel qu'aucune droite ne coupe
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FIiG. 2.1 — Cercle, ellipse et ovale dans le ¢ad) = (2,8)

I'ovale plus de trois fois : dans le cas dégénére etib I'équation se factorise en
(@ + 9% = D(az® + by” = 1) =1 = (2* + y*)(a(2® + y*) =1~ a)

et I'ovale est un cercle ne présentant aucune inflexion. Coomaenflexion est don-
née par l'annulation simultanée de I'équatiof + y* — 1)(az? +by* — 1) — 1 et de sa
hessienne, on en déduit que pdu£ a mais proche de, I'ovale ne présente aucune
inflexion. Comme il est lisse, il est convexe et aucune dragteaurait le couper plus
de trois fois comme voulu.
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FiG. 2.2 — Lovale et la hessienne de la courbe dans lécds = (2, 8)


graphiques/cercleellipse.eps
graphiques/ovalehessienne.eps
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La courbe projectiveé” d’équation(z? + y* — 2%)(az® + by* — 2?) = z* pos-
séde «en plus » quatre points complexes a l'infini — ou deuxtpaion réels :
(1 : 4 :0),(vb: +iya : 0); ils sont donc lisses. Soit maintenant: X — Y
une normalisation d& et + Q le point au-dessus du noedd Alors

— X estde méme genre géométrique ugui vaut}(4—1)(4—2)—(2—1) = 2—

quartique nodale;

— X n'aqu’un seul ovale cak (R) est homéomorphe ¥ (R) \ {N}.

Reste a voir que est en fait donnée par le systéme liné#ipe- Q + g5 |. Considérons
alors le projectionPy deY depuis le pointV, on obtient alors le diagramme suivant :

X Blx(P?)
o
]PalppN Y( i IP)Z

On va voir quey est en fait le morphisme hyperelliptique. A prigrin’est pas défini
enQ + Q carpy ne I'est pas eV, mais puisqueX etP' sont lisses, cette application
rationnelle se prolonge bien en un morphisfe- P!. En tirant en arriére le systéme
des point§P| deP* on obtient le systemg™’ + P"| ou P’ et P” vus dans” sont les
antécédents par la projectipr de P ; ce dernier est de dimensidret de degr. Par
unicité dug:, 1 est bien le morphisme hyperelliptique. Par suite, ngtBhte systeme
des droites passant par restreint &, on a¢*(|D|) = g3 + Q + Q. En relachant la
condition « passant pa¥ », on obtienti o ©)*(H) = |gs + Q + Q| car ce dernier est
déja de dimension et que tout autre point ferait augmenter sa dimension canlebe
est de genre. Par suite les diviseurs linéairement équivalent-& P” +(Q + (), avec
Y(P') = ¢(P"), s'obtenant comme section deavec des droites d&?, ils ne sont
jamais totalement réels car celles-ci coupgrgn quatre points réels uniquement en
passant paN qui correspond au point non-ré@H- @ dansX. Par suiteV(X) > 5.1

Dans le cours de la derniere preuve on a présenteé les grashidpienus pour le
parameétrga, b) = (2,8), donc «8 semble assez proche @gour notre probléme »,
mais on donne a la figuz3 le cas(a, b) = (2, 27) et également une famille d’ovales,
a la figure2.4, pour(a,b) = (2,n%), n = 2,4,6,8, pour voir qu'il n’en est rien « en
général ».

Reprenant la normalisatio,b\%@gé‘ : X — Y de la preuve précédente on peut

lire I'involution hyperelliptiqueh dansY comme étant I'application faisant corres-
pondre & un poinP # @ + @ l'autre point d’intersection de la droit& P avec la
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FiG. 2.3 — L'ovale et la hessienne de la courbe dans lé¢ds = (2,27)
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FIG. 2.4 — Une famille d’ovales pour, b) = (2,n3), n = 2,4,6,8
courbe. Le morphisme : X — )—}f = P! est alors ramifié en les six points fixes
de h, qui sont les quatre points vus sut (1 : i : 0),(1 : —i : 0), (Vb : iva :
0), (Vb : —iy/a : 0) etQ et@ puisqu’ils sont sur des branches 8e qui se coupent
surY¢ précisément ev. Notons qu’ils sont tous complexes ce qui implique dae
est séparante d’apres le lemme suivant.

Lemme 2.3.1 :Pour une courbeX réelle de genr@ ayant une seule composante, on
a les équivalences suivantes :

— son morphisme hyperelliptiqueest ramifié en un point réel,

- P(X(R)) € PY(R),


graphiques/foireux.eps
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— X n’est pas séparante.

Preuve :
Supposons dans un premier temps qit sans ramification réelle. Alorg X (R)) =
P'(R) et commey est de degré, au-dessus de tout point réel se trouvent exac-
tement deux points réels. Aingi(X¢(C) \ X¢(R)) = ¢¥(Xc(C)) \ ¥(Xc(R)) =
PL(C) \ PL(R) qui a deux composantes connexes et d&r¢C) \ Xc(R) en a au
moins deux aussi eX est séparante. Supposons maintenantgeeit ramifié sur
X(R). Alors nécessairement est ramifié en deux points reels et et ¢)(X(R))
est un segment d’extrémitég P) et(Q). Par suite il existes € P¢(R) ayant deux
antécédents non-réels et donc nécessairement compleyagwésk et R. Si X était
en outre séparante, 'involution hyperelliptiqgueéchangerait alors les deux compo-
santes connexes dé:(C) \ X¢(R) par continuité. Mais/c est également ramifié en
un point non-réel dont I'antécédent, également non-rétlfixee parh ce qui est la
contradiction cherchéll.

Ainsi on a fourni un exemple de courbBéde type(2, 1,0) tel queN(X) > 5. On
se demande naturellement :

— existe-t-il des courbe¥ de type(2,1,1) tel queN(X) > 57

— toutes les courbes d’'un de ces types ont-elle un invaNapt5 ?

— existe-t-il des courbe¥ de genr& avecN(X) > 57

Proposition 2.3.2 (exemple non-séparant)
Il existe des courbes de typ2 1,0) et(2, 1, 1) dont I'invariant N est> 5.

Preuve :
On a déja traité le ca®, 1, 0) et on cherche donc un exemple non-séparant. L'idée est
encore d’avoir une quartique plane nodale dont le nceudcstig fois-ci, a I'extérieur
d’un unique ovale convexe. Considérons les deux équaipfis y) := 22 +y%>—1 =
0etCy(x,y) := ((x — 1 —r)* +y?) — r? = 0 qui représentent deux cercles tangents
en(1,0). Tantquer < 1 la valeur minimale d€’;C; est atteinte a I'intérieur du cercle
Cy = 0 et la fonctionC, C; présente un minimum local & I'intérieur d& = 0, atteint
enN := (i, 0) valantm < 0. Par suite la courb&” d’équationC;Cy = m est
formée d’'un nceud a l'intérieur d&, = 0 et d’'un ovale a I'intérieur d€’; = 0.

A nouveau, pour- proche del cet ovale est convexe et les mémes arguments
que précédemment montrent que la normalikége la courbe projectiver? + y* —
22)((x—1—r)*+y*—1r?2%) = mz* est encore de genpeavec une seule composante
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X

FIG. 2.5 - La courb&,Cy = m avecr = 0,9

o
T

et vérifie N(X) > 5. A la différence de ce qui précéde, le ncedgst maintenant &
I'extérieur de I'ovale et les deux droites tangentes a leymssant palV fournissent
deux points fixes réels de I'involution hyperelliptigue @lémme permet de conclure
gueX n’est pas séparaniik.

Pour la seconde question, a défaut d’'une réponse positiveaahercher une
éventuelle courb& dont les invariant$g, s, N) serait(2, 1, < 4). Soit D un diviseur
de degrél et K un diviseur canonique, alor3 — K, est dans I'alternative suivante :
— il est spécial, auquel ca® ~ 2K qu’on peut rendre totalement réel et sans
multiplicite — P + h(P) + Q + h(Q) avecP # Q reels,
— il est non-spécial et alofs) (D — K) = 1 et D — K est linéairement équivalent
a un diviseur effectiff de degré& et a nouveau le seul cas non-trivial est celui
d’un diviseurk + Q + Q.
Ainsi les courbes de la figure 2.4 semblent étre des candidaisels pour avoiN <
4 car méme un diviseun priori récalcitrant est linéairement équivalent a un diviseur
totalement réel. Ceci dit, il faudrait contrdler ce fait poows les diviseurs. ..
Pour la troisieme question on montre qu’en fait, en genrd est toujours plus
petit queb.

Proposition 2.3.3 (V < 5 en genre2)
Soit X une courbe de genr2avec une seule composante. Aloi§X) < 5.

Preuve :
Il suffit de montrer que tout diviseur de dedrést linéairement équivalent a un divi-
seur effectif totalement réel : en effet, si c’est vrai, alerD est de degre@ > 5 il
suffit de lui retirerd — 5 points réels, le$;, et d’appliquer le résultat & — > . P, de
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degrés. Supposons donP de degrés. Alors en complexe, pour tous pointset @
onah!(D—-P—Q)=h"(K+ P+ Q— D) =0 car de degré-1. Ainsi D induit un
plongementX: — P de degré. On projette alors la courbe obtenue depuis un point
réel, qu’on noteP, de celle-ci de sorte a obtenir une courbe plane, qu'on adter

de degrél et toujours de genre géomeétrigid invariant (Y') est alors la différence
des genres arithmétique et géométrique et vaut éﬁﬁw —2=1etY estune
courbe de type RUCKER. Si jamais I'image de la composante connexe était lisse, le
nombre de points d’inflexion sur cette image serait le dodbleelui des bitangentes
réelles, qu’on va noter — [7] page 174 preuve de la proposition 7.3. Dans ce cas une
formule de WALL, [15], a savoir :

n+2r 4+ =m+ 28 + K

oun désigne le degré; le nombre de bitangentes en des points non-réels conjugués,
i’ le nombre d’inflexions réellesyn le degré de la courbe duale qui vaut également
n(n —1) — 4, ¢ le nombre de noeuds réels isolés/ge nombre de cusps réels; nous
donne

4427 +27 =11+ 2§ ++'

pair impair

dont on conclut que’ > 1 car impair. Mais comme& (R) n’avait qu’une seule com-
posante connexe on aboutit & la contradiction selon laglieifale lisse contient un
cusp. Finalement I'image de cette unique composante centmaxient une singula-
rité, qui d’'ailleurs ne peut étre qu’un nceud ou un cusp oitirard = 1. Par suite la
droite delP® au-dessus de cette singularité coupe la courbe en troitspéiels : deux
au-dessus de la singularité en plus/deEn choisissant un plan contenant ces trois
points alignés et un quatrieme point réel sur la courbe, tibexune section hyper-
plane coupant la courbe en quatre points réels, et doncagyi fournit un diviseur
linéairement équivalent 2.1

Pour mettre en avant I'optimalité du résultat précédemppesons qu'on a exhibé
des courbes permettant d’affirmer la proposition suivante :

Proposition 2.3.4 (courbe avedV = 5)
Il existe des courbeX de genre2 avec une seule composante telles gUeX) > 5.
De plus, parmi ces courbes, il en existe des séparantes eiheséparantes.

Prouvons maintenant le résultat suivant :
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Proposition 2.3.5 (V' < 5 en genre2)
SoitX une courbe de genr2avec une seule composante. Alor§ X') < 5.

Preuve :
Il suffit de montrer que tout diviseur de dedgr@st linéairement équivalent a un divi-
seur effectif totalement réel sans multiplicité : en eféé’est vrai, alors sD est de
degréd > 5 il suffit de lui retirerd — 5 points réels deux-a-deux distincts, IBs et
d’appliquer le résultat & — ) . P, de degrés ou I'on trouve un diviseuf effectif et
sans multiplicité qui lui est linéairement équivalent. Coeilrest de degré il induit
un plongement danB?® et quitte a changer Iégerement de section hyperplane, dn peu
supposer qu'aucun d€g n’est dans le support d& de sorte queD ~ E + > . P
soit la relation cherchée poup. Supposons don® de degrés. Ainsi D induit un
plongementX — P2 de degré. On projette alors la courbe obtenue depuis un point
réel, qu’on noteP, de celle-ci de sorte a obtenir une courbe plane, qu'on adfer
de degrél et toujours de genre géométrigqrie’invariant §(Y") est alors la différence
des genres arithmétique et géométrique et vaut é@#@ —2 =1etY estune
courbe de type RUCKER. Si jamais I'image de la composante connexe était lisse, le
nombre de points d’inflexion sur cette image serait le dodbleelui des bitangentes
réelles, qu’on va noter — [7] page 174 preuve de la proposition 7.3. Dans ce cas une
formule de WALL, [15], a savoir :

n+27"+i =m+2+x

oun désigne le degré; le nombre de bitangentes en des points non-réels conjugués,
i’ le nombre d’inflexions réellesy le degré de la courbe duale qui vaut également
n(n —1) — 4, ¢’ le nombre de nceuds réels isolésde nombre de cusps réels ; nous
donne

4427 +27 =11+ 28 ++'

pair impair

dont on conclut que’ > 1 car impair. Mais comme& (R) n’avait qu’une seule com-
posante connexe on aboutit a la contradiction selon lagjlieifale lisse contient un
cusp. Finalement I'image de cette unique composante centmaxient une singula-
rité, qui d’ailleurs ne peut étre qu’'un nceud ou un cusp ofcBneard = 1. Parmi
les droites réelles passant par cette singularité, il estexjui recoupent la courbe
en deux points distincts et distincts de I'image@dePar suite, au-dessus d’une telle
droite se trouve un plan réel @& qui coupe la courbe selon un diviseur de la forme
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P+Q+ R+ S+T — ou éventuellemen? +(Q + R+ 2S s'il s'agissait d'un cusp, que
I'on peut changer e’ + Q' + R’ + S + S; en changeant légerement de plan — qui
fournit 'équivalence linéaire cherchd.

Pour les courbes de gen?eavec deux ou trois composantes on savait déja que
N = 3. On en profite pour montrer que dans ces ¢ds+ 3 aussi.

Proposition 2.3.6
Si X est une courbe de genzeavec plus d& composantes connexes, alov§ X) =
3.

Preuve :

Soit en effet un diviseub de degré&l > 3. On lui retired — 3 points réels deux-a-
deux distincts pour obtenir un diviseur de degré’ := D — Zf:‘f’ P; qui est donc
non-spécial —h!(D’) = h°(K — D’) = 0 carK — D’ est de degré-1. Alors de deux
choses l'une :

— ou bienD'’ est sans point-base, auquel cas il induit un morphigmpe : X —
P! qui est de degré impair surou 3 composantes d& (R). Si c’est3 alors
¢ip induit un homéomorphisme entre chacune des composaniggRt et
parmi toutes les fibres au-dessus d’un point réel, cert&viésnt lesP;. Sinon,
on ayp(C) = P(R) ou C est la composante oD’| est de degré impair.
Pour une autre composaré de X (R) on sait quepp(C”) est un intervalle
deP!(R) — éventuellemen®! (R) tout entier. Alors n'importe quelle fibre au-
dessus de lintérieur de cet intervalle fournit un divisdardegré3 totalement
réel et sans multiplicité linéairement équivalenba parmi ces-derniéres cer-
taines évitent le$’,.

— ou bienD’ a un point-base qui ne peut étre non-réel car sifoR- (Q + Q)
serait de degré et de dimension dimensionor X n’est pas rationnelle. Soit
donc P un point-base réel, alor®’ — P est spécial et de deget est donc
canonique et par suitt’ ~ P + @ + h(Q). On peut choisit) de sorte que
Q # h(Q) et qu'ils soient différents deB, et deP. Par suite sD était de degré
3 alors c’est fini, et sinon, « au pire des cas» dn a 2P + S ou S est effectif
totalement réel sans multiplicité et ne contient pagans son support. Comme
D estdans ce cas de degté& 4, il induit un morphismep|p| : X — P4~9 dont
on sait gqu’il existe un hyperplafl tel queyp H = 2P + S et en choisissant
un hyperplanf’ voisin, on a;pT‘D|H/ = P, + P, + 5’ effectif totalement réel et
sans multiplicité comme désiré.
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Tout ceci prouve don®’(X) < 3 et commer) + @ est génériquement de dimension
nulle, on voit queN’(X) > 2 ce qui acheve la preuul.

Dans la suite on supposera implicitement les courbes de gefr

2.4 N’ pour les courbes maximales

MONNIER et HUISMAN avaient assez vite controlé(.X ) dans le cas des courbes
réelles avec « beaucoup de composantes », c'est-a-dirgyaweg + 1 composantes
ou g est le genre — qu’on appelle respectivemént- 1-courbes et\/-courbes. On
avait alorsN(X) < 2¢ — 1, borne optimale dans le cas o0 était hyperelliptique.
C’est a ces cas qu’on s’attéle d’abord pdiret on fixe dans cette partie une courbe
réelle lisseX de genreg; > 3 avecg ou g + 1 composantes.

Lemme 2.4.1 :Soit D un diviseur de degrég — 1 sur une courbe non-rationnelle.
Alors|D| n'a pas de point-base non-réel.

preuve :
Supposons au contraire q@e+ @ soit point-base deD|. Alors D — (Q + Q) est de
degré2g — 3 et de dimensionlim |D| = g — 1 par REMANN-ROCH et donc, notant
K un diviseur canonique, on a encore paem®RANN-ROCH

WEK+Q+Q-D)=h(D-(Q+Q)=g+g—1—(29—3)=2

etdeg(K + Q + Q — D) = 1 ce qui signifie qu'il existe un poinP tel queh’(P) = 2
et donc une fonction rationnelle non constante n'ayantmgeul pble d’ordre ce
qui est absurde puisque la courbe est supposée non-rdteolihe

Lemme 2.4.2 :Si tout diviseur de degrég — 1 est linéairement équivalent a un
diviseur effectif totalement réel et sans multiplicit@ralN'(X) < 2g — 1.

Preuve :
Soit doncD un diviseur de degréd > 2g. On lui retired — (2g — 1) points réels
deux-a-deux distincts pour obterdi¥ := D — . P; de degr&g — 1 qu’on sait, par
hypothese, linéairement équivalent a un diviseur effexdii-spécial totalement réel
et sans multiplicité. De deux choses l'une :
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— ou bien|D’| est sans point-base, auquel cas il induit un morphigpe : X —
PP9~1 dont un hyperplarf! coupeyp(X) en2g — 1 points réels deux-a-deux
distincts : quitte a changer légerement d’hyperplan on papposer que ces
points sont également distincts des images@ete sorte qued ~ Qo H +
>; P, convient.

— ou bien|D’| a un point-base nécessairement réel d’apreés le lethth&qu’on
note P. Ainsi D' — P, qui est linéairement équivalent a un divisdureffectif
totalement réel et sans multiplicité, est aussi spéciat eegré&g—2 et est donc
canonique. Ici on a une nouvelle alternative Xsin’est pas hyperelliptique,
alors | K| est tres ample — cf prop.5.2 de B] — et puisqu'il est totalement
réel et sans multiplicité on peut choisir un hyperpldncoupanty x(X) en
2g — 2 points deux-a-deux distincts et distincts des imagesiiele sorte que
D ~ QOTKIH-i-Zi P; convienne ; sX est hyperelliptiquek’ ~ Zf;ll Qi+h(Q;)
gu’on peut choisir de sorte a ce que

g—1
D~P+Y P+Y Qi+h@Q)=P+ Y R
7 =1 7
i#£j=>R;#R;
et au pire des cas I'un de3; est P ce qu’on évite en choisissant une autre
section hyperplane dgp|(X) C P4 9.1

A propos de la classe canonique d’une telle courbe avec bepule composantes,
on peut démontrer le lemme suivant, un peu plus général qge’oa vient de voir,
et qui nous sera utile par la suite.

Lemme 2.4.3 :Soit £ un ensemble fini de points déet P € X(R) \ F. Alors la
classe canonique d& contient des diviseurs effectifs totalement réels santiptiul
cité. De plus on peut en choisir dont le support ne renconée Ip. Parmi ceux-ci
on peut en outre imposer qu’il contiend& quitte a leur autoriser une multiplicité
double en ce point.

Preuve :
Si X est hyperelliptique tous les diviseurs de la forjié_ P, + h(P,) ouh désigne
I'involution hyperelliptique sont canoniques, et on voitegles deux affirmations de
I’énoncé sont vraies dans ce cas — la relaxe sur la multigladduble provenant de
I'éventuel cas ou le point imposé est stable par I'involutiyperelliptique. SKX n’est
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pas hyperelliptique alors tout diviseur canonidquest trés ample. On choisit algys-

2 points, lesP; dansg — 2 composantes deux-a-deux distinctes et en position général
de sorte quék — 3_Y_7 P;| induise un morphism& — P'carg —1— (g —2) =1

et de degr&g — 2 — (g — 2) = g. Par ailleurs ce morphisme est de degré impair
précisément sur leg — 2 composantes ou I'on a fixé 163 et celles-ci se surjectent
donc surP!(R). Mais puisqueX (R) a encore au moins deux composantes connexes
on a au choix :

— l'existence d’'une composan€e sur laquellep est de degré pair, auquel cas en
choisissant un poinf dans l'intérieur dep(C) on obtienty™(Q) = >°7_, Q;
deux-a-deux distincts ;

— l'existence de deux composantes sur lesquellest de degré impair et donc a
nouveau qui revétent tolit (R) : ici il suffit de prendre un point réel d&' dont
la fibre n’a pas de multiplicité, disons la encré?_, Q;.

Dans ces deux cas onfa~ Y7 Q; + 3°9-7 P, qui est donc effectif totalement réel
et qu’on peut choisir sans multiplicité. On peut évidemnadttisir lesP; et lesQ; de
sorte a ce qu'ils évitent n'importe quel ensemble fini ; ontg@alement choisir 'un
desP; égal a un point imposil.

On veux bien sir prouver que tout diviseur de degré- 1 est linéairement équi-
valent a un diviseur totalement réel et sans multiplicité.

Théoréme 2.4.0.1§’ < 2g—1 pour les courbes ayant beaucoup de composantes)
Soit X une courbe réelle de gengeayantg ou g + 1 composantes. Alord’(X) <
2g — 1.

Preuve :
Grace au lemme.4.2du début de section, il suffit de traiter le cas d’un divisear d
degré2g — 1 exactement. Soit donP un tel diviseur. On va distinguer trois cas suivant
que:

D aun point-base : dans ce ca® admet un point-base réel. NotafAtun tel point-
base réelD — P est spécial de degg —2 et donc canonique. D’aprés le lemme
2.4.3 D — P est linéairement équivalent a un diviseur effectif totadabréel
sans multiplicité ne contenant p&s ce qui permet de conclure dans ce cas.

D est sans point-base et non-simplealors par définition-méme le morphismeg), :
X — PV n’est pas birationnel. On dispose de la factorisation siejaoUY” est
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une normalisation dep(X) :

X iﬁ)lgo\D\(X) — s pr

N

Y

dont on déduit que est un morphisme de degie> 1. Alors la partie fixe de
|D — P| esty~yp(P) — P. Si cette derniére est entiérement non-réelle alors
les autres antécédents @dg) () sont tous non-réels dont on déduit d'une part
gue est de degré impait > 3, et d’autre part que est de degré impair sur la
composanté&’ contenantP qui se surjecte donc sur une composante’de )
parl.2.2 Comme ceci est valable pour tout poit ce qui précéde est valable
pour chaque composante d€R) et deux différentes ne sauraient avoir méme
image. Ainsis(X) < s(Y) et vues les hypothéses et I'inégalité derACK
on obtient :

g(X) < s(X) <s(Y) < g(¥) +1.

Par ailleurs, REMANN-HURWITZ donne également

g(X) -1

2g(X) —2=4d(29(Y) — 2) + degré de ramificatior> g(Y) < y

+1

ce qui livre finalemeng(X) < % < 2 card > 3 ce qui contredit I'hypothése
taciteg > 3. Ainsi il existe un point réelP tel que|D — P| admette un autre
point réel P’ dans sa partie fixe. Par suife — P — P’ est spécial et de degré
2g — 3. On peut alors le compléter par un diviseur effeétif, nécessairement
réduit a un point réel car de degrétel queD — P — P’ + P” soit canonique.
La encore le lemm@.4.3permet de choisir un diviseut canonique effectif
totalement réel évitan® et P’ et contenanP” — si P” = P ou P’ c’est encore
plus simple — et sans multiplicité, sauf éventuellementad@en P”. Dans ce

casD ~ FE + P+ P’ — P” permet de conclure.

D est sans point-base et simple alors on peut lui retireg — 2 points réels deux-a-

deux distincts de sorte que’ := D — Zf:‘f P, de degrgy + 1 satisfasse :

— 0(D') > g — 1 caren effety(D) > 1 car impair et il suffit de choisir le®,
dans des composantes btest pair, puis de compléter par un nombre pair de
points dans une méme composante,

— D' soit sans point-base et non-special : ici on utilise la pstjmpmn 1.2.5sur
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les diviseurs simples.
Par suite on dispose dep| : X — P! de degré impair sur au moins— 1
composantes. Celles-ci se surjectent dond®$(RR) et il reste ou bien une com-
posante de degré impairXiest unel/ —1 courbe ou bien deux composantes de
méme parité sK est une courbe maximale, ce qu’on représente par les dessins
suivants, dans le cas= 4 :

O O O

< °
° o
YD ¥D ¥D YD
PL(R) P(R) P!(R) P!(R)
premier cas d'une second cas d'une premiercas dune second cas d’'une
M-courbe M-courbe (M — 1)-courbe (M — 1)-courbe

On dispose alors de diviseurs totalement réels et sangphiaité au-dessus de chaque
point des intervalles ouverts marqués en gras sur les figuésgdentes, parmi les-
guels une infinité évite également [Esll

Suivant encore MNNIER, et & défaut de traiteN’(X) pour une courbe ayant
moins degy—1 composantes, on peut tenter de rendre un diviseur ausgugpbssible
et lisse. On se contentera du résultat suivant :

Proposition 2.4.1 (un résultat faible pour les courbes avepeu de composantes)
Soit X une courbe réelle de genre> 1 ayants > 1 composantes connexes réelles,
alors tout diviseur de degrg 2g + 1 est linéairement équivalent & un diviseur effectif
sans multiplicité dont la partie non-réelle est de degréspetite quey + 1 — s (resp :

g — s)sig = s[2] (resp :g # s[2]).

Preuve :
Soit D un diviseur de degré > 2g + 1. A nouveau, on va montrer quedi= 2¢g + 1,
alorsD est linéairement équivalent a un diviseur effectif sandiplidité dont la partie
non-réelle est de degré plus petite gue 1 — s et évite un ensemble firfi' fixé. On
appliquera alors ce résultata— """V p etar .= {P,i=1...d— (29 +1)}



52 CHAPITRE 2. CAS DES COURBES LISSES

pour conclure. Soit don€ un ensemble fini et supposaths= 2g+ 1. Commesi(D) >
1 on peuttrouver®;, i = 1...g, g points deux-a-deux distincts et n’appartenant pas a
Ftels que pou := D — > 7 | P,onait:
— h%(E) = h°(E) — g = 2 et on suppose donk effectif — les P, font chuter la
dimension dd a chaque étape;
— 0(F) € {s,s — 1} suivant quey + 1 = s modulo2;
— F soit sans point-base — ici, on utilise la propositib2.5car D était simple
vu son degré- 2g.
On considére alors le morphisme : X — P! induit parE qui induit une surjection
des ous — 1 composantes d& (R) surP!(R) suivant quey + 1 = s modulo? :
— Sig+1 = s, alors on trouve facilement une fibre sans multipliditédont la partie
non-réelle est au plus de degré- 1 — s et qui éviteF etlesP;, i =1...g,
— sig = s, alors on trouve facilement une fibre sans multipliditéont la partie
non-réelle est au plus de degré- s et qui éviteF etlesP;, i =1...g4.
FinalementD ~ L 4 »~7 | P, fournit I'équivalence linéaire cherchd.



Cas des courbes a singularités

3.1 Singularisation

On va ici introduire un outil nous permettant d’itérer leguanents que MNNIER
donnait dansJ2] pour montrer la propositioth.4.2 1l s’agit d’'une Iégére variation de
ce qui est proposé au paragraphe 1V.212 au cas ou la courbe de départ n’est pas
nécessairement lisse.

Soit doncX une courbe d"finie sut irréductible qu’on ne suppose pas nécessai-
rement lisse eD = """  n;P;, un diviseur effectif —n; > 0 — a support dans
le lieu lisse deX — il tiendra le réle de « module » del§]. On considére alors
I'espace topologiqué” quotient de celui deX par la relation qui identifie unique-
ment lesP;. En notantS cette classe d’équivalence on peut écrire ensemblistement
Y ~{S}uX\{P,...,P,} etidentifier les point§) € Y \ {S} avec leur unique
antécédent dank. Ceci montre également queest fermé caX \ {Py,..., P,} est
ouvert. La projection naturelle : X — Y/, qui est continue par définition de la topo-
logie quotient, permet aussi de mukidu faisceaur,O y. Comme les; sont fermés,
pour tout) € Y\ {S} et tout ouvert/ C X contenant) — avec identification —
louvert U’ := U\ {P,,..., P,} est plus petit qué/ et de la former—!(V') pourV

53
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ouvert deY” — en fait pourV = 7 (U’) — et donc

(m.0x)q = lim Ox (7 (V)) = Ox ¢
VaQ

par contre pour le pointS, on a — l'intersection ayant lieu dah$X) :

(m.0x)s = lim Ox (x~'(V)) C NiL,Ox p,
VoS
Pour prendre en compte les multiplicites on notecg I'idéal de N, Ox p, formé
des fonctionsf telles que pour tout= 1...n, vp(f) > n;. Il Sagit bien d'un idéal
d’apres les propriétés des valuations qui existent bietesgrointsP; sont lisses.

Proposition 3.1.1

Avec les notations précédentes, si 'on pdse, := Ox pour tout@ € Y \ {S}
etOys := C + ¢g alors on définit via ces germes, un faisceau Buqui en fait une
courbe irréductible qu’on not& . On dispose en outre d’un morphisme birationnel
naturel f : X — Xp.

Preuve :
Gardons toutes les notations précédentes. L'espace oty est irréductible : si
F et G sont deux fermés le recouvrant alars' (F) et #—'(G) recouvrent I'espace
X irréductible et donc I'un des deux suffit, disoA's par surjectivité der on a aussi
Y = F.Tous leDy g étant des sous-anneaux@geX ), ils definissent bien un faisceau
surY dont les germes sont &3y . Etant ou bien les anneaux localX ¢ ou bien
I'anneau localC + ¢, (Y, Oy ) est un espace localement annelé. Pour définiX —
Y on prend bien sQr I'application continueet au niveau des faisceayx : Ox —
m.Ox est défini en chaque poitit € X par :

— lidentité dans le cas oQ # P, car alorsOy, = Ox o,

— linclusionC + ¢ — Ox p, SIP = P,.
L'identité est évidemment un morphisme local entre anndaocaux et I'inclusion
également car les fonctions non-inversibles@e- ¢ restent non-inversibles dans
Ox p,. Clairementf réalise un isomorphisme entre les ouvexts {P;} etY \ {S}.
Pour montrer qué&” est une courbe il ne reste donc plus qu’a exhiber un voisidage
S isomorphe a une courbe affine. Quitte a prendre un voisiiades tel quer—1 (V)
ne contienne aucun point singulier on est ramené au cas est lisse qui fait I'objet
de la proposition 2 page 69 dé(] — et méme plus précisément de « On constate
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immédiatement que toutes les conditions du nun3é&ont satisfaites » au numéta
la page suivant

Faisons quelques remarques sur cette construction. L&y continent une
singularité supplémentaire par rappotXa— sauf dans le cas o) = P est réduit a
un point — a savoit. Comme indiqué dand ()], en singularisant aveb = 2P, on ne
garde a une constante prés, que les fonctions de valuatibet S est un cusp, tandis
qu’en singularisant suiva? = . , P; on ne garde que celles ayant méme valeur en
les P;, on obtient une singularité ordinairendbranches. Remarquons également que
si D et D' sont deux diviseurs effectifs a supports lisses et digoion peut voirD’
comme diviseur d& , et définir(Xp) pr. Cette derniére n’est pas isomorph&a, .

Par contrd X ) et (X ) p ayant exactement les mémes espaces topologiques et les
mémes anneaux de germes, elles sont bien égales.

Pour singulariser une courbe réelé suivant un diviseurD a support dans le
lieu lisse, on identifieD au diviseur deX¢ invariant par la conjugaison complexe. La
courbe singuliére obtenueX¢)p est alors a nouveau munie d’'une conjugaison qui
permet de la munir d’'une structure réelle. On la notera jmdbusivemenk ;. Ainsi
(Xc)p,p est une courbe réelle présentant un nceud réel isolé. Largotish initiale
a toujours du sens g est a support réel suf auquel cas on a:

Proposition 3.1.2
SoitD un diviseur d’'une courbe réelle a support réel dans le lisadi alor§ Xp)c =

(Xc)p-

Preuve :
En effet, dans les deux cas il s’agit de I'espace topologi§gedans lequel on a
identifié les pointsP; du support deD. Quand aux anneaux de germes de fonctions
réguliéres, ils coincident clairement en les poitg P, tandis qu'eny = S il s'agit
de

Oxs®C = (R4 Cx,s) KC=C+cxs®C=C+cx.5=0x.51

Par contre, partant d’'une courbe réelleet se donnant deux points non-régls P
etQ + @, P + Q est un diviseur d&X¢ et la courbe complexeXc¢)p, o a un sens —
elle n’est par contre pas définie diir Cette courbe contient les deux points lisses
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P et et on peut la singulariser €.Xc) p+@)p.g- Cette courbe complexe présente
deux nouvelles singularités, qui sont deux nceuds conjugtésimet également une
structure réelle.

Rappelons que le but de cette « singularisation » est de aoessuccessivement
plusieurs courbes singulieré§ — X, — (Xp,)p, — -+ — ((Xp,)p,) - .p, de
plus en plus singuliéres tout en préservant le caracteredineurs invariantsv et
M. Remarquons que cette derniére courbe= ((Xp,)p,) .. .p, peut étre obtenue
directement a partir d& par I'opération décrite dand.(], IV.1.3 p. 69. Comme un
des buts est de majorer les invariantset M par d’autres invariants classiques, les
genres géométrique, et arithmétiquep, par exemple, on utilisera frequemment la
relation

Pa(Xp) = pa(X) + degD — 1

gu’on déduit par différence de la proposition 3 page 731d® |V.2.7 ou on a, avec
nos notations

g(Y) + Z(degDi —1) = pa(Y).

On sera ainsi en mesure de quantifier les invarigvitet M de certaines courbes
obtenues par singularisation. Par contre, se donnant wrbesinguliere, peut-on
la récupérer en singularisant sa normalisée ? On va voir ¢graarsi ce n'est pas
toujours le cas, le modéle singulier qu’on construit patiqaand méme donner des
informations sur la courbe singuliere initiale.

Donnons-nous donc une courbe singuligtrede normaliséer : X — Y. No-
tantSy, ..., S, les points singuliers d&, on dispose danX de points deux-a-deux
distincts (P ;)1 <i<nii<i<k; t€l quen (P, ;) = S;. Pour chacun d’eux, notons ; des
entiers tels que

Ti,j

»J
De tels entiers existent car il existe;mp, ;)" C mg, — [10], IV.1.2. On note alors
D; = Zf;l n; ;P;; pour touti = 1...n. On on dira que la courb€Xp,)p,) .- .p
est un modele singulier de.

n

Proposition 3.1.3 (lien courbe singuliére/modéle singudr)
SoitY une courbe singuliére &’ un modéle singulier d&. Alors I(Y) < I(Y”)
pour! = N, N' M.

Preuve :
Le calcul de ces invariants se fait en montrant qu’'un diviseuWEIL D a support
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dans le lieu lisse de la courbe est linéairement équivalentdiviseur?’ d’un certain
type — totalement réel, non-réel, sans multiplicité — I'éqlence étant donnée par
une fonction rationnelle inversible aux anneaux locauxp@sts singuliersf et vé-
rifiant D — 7" = div(f). On voit alors toutes ces relations entre diviseurs d’'ureduv
de X et entre fonctions rationnelles &€Y') = k(X) = k(Y’). Ainsi, si on dispose de
I'invariant pourY” on a les relations voulueg) — T' = div(f) et il suffit de s’assurer
gue l'inversibilité def aux points singuliers dg’ I'implique pour les points singuliers
deY ce qui est garanti par les inclusiomgn’,”ﬁ,ij C mg,.H

On peut déja annoncer que le comportement des différerasiamis singuliers
sera lié aux degrés des diviseurs servant a singulariseisufte, pour traiter une
courbe singuliere donnée, il serait bon de controler leeent, ;. Par définition-
méme une singularit§ est dite ordinaire & branches si sofiy = dim giz ol Oy 5
désigne la cloture intégrale d@y g, vautn. On dit que c’est un cusp quarfin’a
gu’'un seul antécédent par la normalisation et quedseaut2. Dans ces deux cas on

a:

Proposition 3.1.4

Si S est une singularité ordinaire & branches alors il existe points dans la norma-
lisée, lesP;, tel quen;mp, C mg. SiC est un cusp alors son unique antécedent
dans la normalisée satisfait? C mc.

Une courbe singuliere et ses modeles singuliers peuvetdagearbeaucoup de
points communs : des parties lisses isomorphes et des mingsliers en couple
pouvant partager méme Il n'est cependant pas vrai que deux courbes singuliéres
dont les lieux lisses sont isomorphes et dont on peut faireegspondre les points
singuliers deux-a-deux de sorte a les mettre par coupldgt@pu@ment isomorphes
sont isomorphes. Voici un exemplesoientP;, Q1, P, Qs, P}, Q' Py, Q' huit points
deP{. Alors les deux courbes

Y = (Xpi@i) ot@s)2p))2q) )2y )2y €1Y = (Xp@) piaqy)2r )201)2p, )20s

ont des lieux lisses isomorphes, car isomorphBS\y P;, Q1, P», Q2, P, Q'y, Py, Q4}
et toutes les deux deux nceuds et quatre cusps. Par contiesstliient isomorphes,
cet isomorphisme échangerait les noeuds d’une part et Ips diautre part et se rele-
verait en un automorphisme @@. échangean{ P, Q1, P2, Q2} et{ Py, Q, Py, Q4}.

1Cet exemple m’a été soufflé par MicheRGNGER.
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Pour obtenir une contradiction, il suffit de choisir ces dguadruplets avec des bi-
rapports différents.

P B Q@ Q P QP Pg

Pll Qll PQI Ql2 Pl Ql P2 Q2

Pi+Q P+Q

FIG. 3.1 — Deux courbes non-isomorphes qui se « ressemblent »

3.2 M pour une courbe singularisée en respectant les
lacets

Pour rappel, MONNIER a montré quey,(X) < M(X) < 2p,(X) ol p,(X) dé-
signe le genre arithmétique de la coutkeOn y utilisait le résultat suivant qui sera a
nouveau utile :

Lemme 3.2.1 :SoitX une courbe de genre arithmétiquget U son lieu lisse, alors
pout toutP € U et toutn > p,, lapplication vpa, : UCY — J, (P)icicon —
S 2" P, — P est surjective.

Ce lemme permet essentiellement de se ramener au cas effectif

Lemme 3.2.2 :Sur une courbe de genre arithmétiqug tout diviseur de degré pair
sur chaque lacet et de degré total > 2p, est linéairement équivalent a un diviseur
effectif.

Preuve :
Soit D un diviseur de degré pair sur chaque lacet et de degréeaatat 2p, et P



3.2. M POUR UNE COURBE SINGULARISEE EN RESPECTANT LES LACES®

un point quelconque d€. Alors la classe dé&) — 2d P est dans I'image dep, car
2d > 2p, : il existe doncZ?i1 P,— P linéairement équivalent —2d P et en ajoutant
24P on trouve bienD ~ Y2 P,.1

On va maintenant mettre en ceuvre ce qui était annoncé : trammeecondition
pour que la finitude dé/(X) implique celle deM (X ) — c’est I'objet du lemme
qui suit. Ensuite on l'itérera pour obtenir quelques prdajpmss plus explicites. Si
D = %""  n;P, estdiviseur effectif & support dans le lieu lisse d’'une beux, on
note iciD’ = 3" | n,P, oun! est le plus petit entier pair plus grand que

Lemme 3.2.3 :Soit X une courbe eD = Y "  n;P, un diviseur effectif & support
dans le lieu lisse d& et dans un méme lacet et de degr@. Alors

M(Xp) < max (M(X) ;. deeD’

7pa(XD)>

Preuve :
Notonsn = max(M(X) + %2 4, (Xp)). Soit doncE un diviseur deX, de degré
pair sur chaque lacet et de degre tatél> 2n. Comme d’'une parzd > 2p,(Xp)
d’apres le lemme précédent on peut suppdseffectif. D’autre partt — D’ est de
degré> 2M(X) et donc il existe une fonction rationnelfeinversible aux anneaux
locaux des points singuliers d€ telle queC' := E — D’ + div(f) soit totalement
non-réel ce qu’on réécrit :

E+div(f)=C+ D"

Les seuls zéros réels gesont donc les’; et sont d’ordre pair — c’est le but des.
Localement erP;, f est de signe constant qui est le méme car d’'une par;lesnt
sur un méme lacet et d’autre part le nombre de pbles réelptéaamwec multiplicité,
entre deux de ceB, est pair, carZ est pair sur chaque lacet d&,2. Quitte a prendre
— f on peut supposer gu’elle est positive sur ce laceXYdPour tout: £ 0, f +¢c ales
méme podles qu¢, par contre ses zéros changent : mais quitte a prenpedit, ceux
qui étaient non-réels le restent et forment le divis€let quitte a prendre < 0 ce
qui étaient réels pairs, |63, deviennent non-réels, diso6s + Q;. Ainsi

E+div(f +e) = c’+z Qi Q).

2|a singularisation suivant cd a transformé chacun des intervallés, P;, ] en un nouveau lacet
se refermant el image commune des,.
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Comme f + ¢ induit une fonction rationnelle inversible en les anneaapalix des
points singuliers deX, — pour les anciennes singularités, il suffit guévite un

nombre fini de valeurs, pour la nouvelfey vaut: — il s’agit bien d’une relation
d’équivalence linéaire suk, entreE etC’ + 3. %(Qi + @;) totalement non-réel.
Par suitd/(Xp) < n. A

Proposition 3.2.1 (\/ pour une courbe singularisée en respectant les lacets)
Soit X une courbe lisse qu’on singularise a plusieurs reprisesa@de de diviseurs
effectifs dont les supports sont a chaque fois dans un méreé paur obtenir une
courbeY. Alors M (Y') < p,(Y) + n oun est le nombre de singularités ordinaires de
Y.

Preuve :
Introduisons quelques notations : on pose := X et on noteD;, i = 1...m le
diviseur effectif a support dans un méme lacet qu’on utpiger singulariser la courbe
X; = (Xi-1)m,_,, © = 2...m + 1. Le nombre de singularités ordinaires He=
X1 N'est autre que le nombre d& sans multiplicité. On va prouver le résultat par
récurrence sum € N.
Si on n’a effectué aucune singularisation alors il s’agitgudu résultat liss&/ (YY) =
M(X) = g(X) = po(X) = pa(Y) = pa(Y) + 0. Supposons le résultat vrai pour
m — 1 € N et prouvons-le poum. D’apres le lemme précédent on a

degD!,
2

MY) = M(Xpir) = M((X)p,,) < max {M<Xm> n ,pa<<Xm>Dm>} .

Or d’'une part on sait que, ((X,.)p,,) = pa(Xm) +degD,, — 1 et d’autre part I'hypo-
thése de récurrence donfh&( X,,) < p.(X,,) + n oun est le nombre de singularités
ordinaires deX,,,. Ainsi I'inégalité précédente se réécrit :

degD;,

M(Y) < max {pa(Xm) +n+ ,Pa(Xm) + degD,, — 1} .
De deux choses l'une :
— ou bienD,, est sans multiplicité auquel cd, = 2D,,, et donc le maximum
précédent est,(X,,)+n+degD,, = pa(Xmi1)+1+n ety comptant bien une
singularité ordinaire de plus qu€,, — celle due a),, justement — la formule

M(Y) < p.(Y) + nombre de singularités ordinaires He
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est satisfaite,
— ou bienD,, contient un point multiple c’est-a-dire qu’il existg > 1 et donc

n/

5 < n; et comme pour les autres indices I'inégalité large est rengt a

finalement®’= < degD,, ce qui donne
etY compte encore le méme nombrele singularités ordinairdl.

Etonnamment, c’est la présence de singularités ordingineait augmenter la
différence M — p,. Dans les deux cas extréme ou on ne met que des singularités
ordinaires, ou aucune, on obtient alors les deux propositoivantes :

Corollaire 3.2.1.1 (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets a sin-
gularités ordinaires)

Soit X une courbe lisse qu'on singulariserareprises avec des diviseurs effectifs
sans multiplicité — les singularités résultantes sont ordinaires — a support dans
la partie lisse d’'un méme lacet a chaque étape. Alors la cedrbale,Y’, vérifie
M(Y) < po(Y) + n.

Corollaire 3.2.1.2 (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets sans
singularité ordinaire)

Soit X une courbe lisse qu’on singularise a plusieurs reprisesa@de de diviseurs
effectifs dont les supports sont a chaque fois dans un méreé éa avec un point
multiple au moins pour obtenir une courbe Alors M (Y') < p,(Y).

Par exemple, sur la courbe cuspidale usuelle, tout divdewdlegré positif pair est
linéairement équivalent a un diviseur dont le support datément non-réel.

3.3 M pour des courbes singularisées suivant des divi-
seurs non-totalement réels

Lemme 3.3.1 :Soit.X une courbe réelle telle qué/(X) < oo et D un diviseurs
effectif de la formé&_. P + P, ou2n@Q ou méme_, P, + P + 2nQ. Alors M (X p) <
max{M(X) + 982 (xp)})

Preuve :
Soit doncE un diviseur de degré& max{2M (X) + deg(D),2p.(Xp)} sur Xp.
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Comme précédemment on peut suppaSegffectif. Par ailleurst? — D est de de-
gré> 2M(X) et donc sutX on dispose d'une relatioR — D + div(f) = E' ou E’

est effectif totalement non-réel ¢te R(X)* est inversible aux anneaux locaux des
points singuliers d& . On la réecrit

E+div(f)=E +D

ou a nouveau on lit les poles dah<et les zéros dan&’ + D. Poure # 0, f + ¢ garde
des zéros non-réels voisins déset P, et, pour un choix de signe judicieux, admet de
nouveaux zéros complexes conjugués a la place du zéro é’paiirenc). Par contre
elle devient inversible au poinf + P, et @, ce qui fournit 'équivalence souhaitdi.

Partant d’'une courbe lisse ad (X) = g(X) = p,(X), on voit tout de suite que
Pa(Xp) = pa(X) + degD — 1 croit plus vite queM (X) + degT(D) ce qui donne la

proposition suivante :

Proposition 3.3.1 (\/ pour des courbes singularisées suivant des diviseurs noo-t
talement réels)

Si X n’a que des singularités non-réelles, ou réelles isoléedanicusps reels, alors
M(X) < pa(X).

Preuve :
Pour les cusps réels et les singularités isolées, cela Bédademme itéré. Il reste
donc a traiter les singularités non-réelles. Celles-ci hgure des points non-réels
au-dessus d’elles dans la normalisée et il suffit donc de seagwre que siD €
Div(X¢(C) \ X¢(R)) est effectif alorsM (((Xc)p)p) < po(((Xc)p)p) auquel cas
les arguments sont formellement les mémes que dans la pdedeenmel

3.4 N pour les courbes a singularités ordinaires réelles
et cusps reels

SiI'on veut adapter la preuve d&J] a d’autres singularités, on a besoin de dispo-
ser d’'un degré suffisamment grand pour pouvoir trouver desalirs sans multiplicité
dans une classe d’équivalence donnée, dans le but de peuvoirger » un peu les
hyperplans définissant nos diviseurs tout en restant dapartee réelle. C’est pour



3.4. N POUR LES COURBES A SINGULARITES ORDINAIRES REELLES ET CUSPS REGRS

cette raison que I'on s’est plut6t intéressé a l'invariaiitX) défini comme le plus
petit entier N tel que tout diviseur de degrg N soit linéairement équivalent a un
diviseur) . P, ou P, # P; dés que # j sont des points réels (on parlera de diviseur
totalement réel sans multiplicité). La méme définition eestlable pour les courbes
singulieres a condition de prendre la bonne définition péguivalence linéaire. Clai-
rementNV(X) < N'(X).

Lemme 3.4.1 :SoientX une courbe e, Py, ..., P, € X(R) des points réguliers
distincts, alors siV'(X) est fini il en est de méme d€'(X.p) et N'(Xp, 4.4 p,)
qui sont respectivement majorés paax{N'(X) + 2, p,(X) + 1} etmax{N'(X) +
n, pa(X) +n — 1}.

Preuve :
On va traiter en paralléle les deux types de singularisaBorent doncX une courbe
telle queN := N'(X) soit fini et D un diviseur deX,p (resp : Xp, ;... p,) dont le
support ne contient pas de point singulier Xig- (resp : Xp, ... p,). Il correspond
alors a un diviseur d&X ne contenant pas de point singulier eni P (resp : ni
aucun des?;). On cherche a montrer que s'il est de degré plus grand qléuaio
n € N, alors il est équivalent a un diviseur totalement réel sanliplicite. Quitte
a le supposer de degee p,, avec iCip,(Xap) = po(X) + 1 (respp.(Xp,+..tp,) =
pa(X) + n — 1), il suffit de traiter le cas oD est effectif. Supposons de plus
de degré> N + 2 (resp :> N + n). Alors dansX, deg(D — 2P) > N (resp :
deg(D —(P,+---+P,)) > N) et est donc équivalent & un diviseur effectif totalement
réel sans multiplicité et sans point singuligrvia une fonction rationnellg¢ inversible
dans les anneaux locaux des points singulier&de

D +div(f)=FE + 2P (resp:D +div(f) =E+ P +---+ P,).

CommeD est effectif,a + f € H°(D) pour touta € R* et en le choisissant suffisam-
ment petit (et éventuellement du « bon » signe dans le casgf) on bouge les zéros
de f en les conservant distincts, mais sans bouger ses polesitdege :

D+div(a+ f) = E'+ P '+ P" (resp:D+div(a+ f)=E'+ P +---+P)).

aveca + f inversible dans les anneaux locaux des points singuliersepant deX et
dans le nouveau. Les relations précédentes fournisseat@®pquivalences linéaires
voulues dans{sp (resp :Xp, ..., p,) avec un diviseur effectif sans multiplicilié.
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Remarquons que la preuve précédente s’adapte égalemeitelle au cas d’'une
singularité donnée par un diviseur effectif de la foredie¢ + P, + --- + P,, car en
effet la présence d’'ud impose le choix du signe detandis que les autres points ne
forcent qu’'a le prendre plus petit éventuellement. On a dgatement la proposition
Suivante :

Lemme 3.4.2 :SoientX une courbe e, P,,..., P, € X(R), alors siN’(X) est
fini il en est de méme d&'(Xyp.p,+..+p,) QUi €St majoré pamax{N'(X) + n +
1apa(X) + Tl}

Les premiers cas qui nécessitent des techniques différsate ceux d’une singu-
larité provenant d’un diviseur du ty@a” ou2P + 2@ ; on y reviendra dans la section
suivante. Pour le moment, I'idée est bien sir d’appliquecsssivement ces résultats
en partant de courbes dont on sait que I'invaridhest fini, par exemple les courbes
lisses. On pourra méme en dire un peu plus dans les cas ou onmeaittdavantage, a
savoir celui des courbes ayant beaucoup de composantdsiatesecourbes de genre
2. Commencons par expliciter le premier point :

Proposition 3.4.1 (V et N’ pour les courbes a singularités ordinaires réelles et
cusps réels)

Si X a pour seules singularités des singularités ordinairedlesest des cusps réels,
alors N(X) < N'(X) < +oo.

Voyons maintenant comment étre plus précis a l'aide dedta¢sule la premiere
partie :

Proposition 3.4.2 (bornes explicites pourV et N’ dans quelques cas)

Si X est une courbe singuliere obtenue a partir d’'une courbeslisa normalisée, qui
a beaucoup de composantes (resp de gehr@ I'aide den diviseurs effectifs sans
multiplicité ou éventuellement un coeffici@npar étape, disons led), de degré&d,,
alors

N(X)gN’(X)<2g(X)—1+Zn:dk (respN’(X)<5+Zn:dk).

Preuve :
Traitons le cas ok a beaucoup de composantes par récurrence sul. Sin = 0

il s'agit juste de la borne liss&”’(X) < 2¢g — 1. Supposons maintenant le catraité.
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Alors quelque soif),,,; comme dans I'énoncé, on a
N,<X) - Nl((XD1> B )Dn+1) < maX{N,((XDl) SR )Dn)+dn+lapa(<XD1> cee )Dn>+dn+1_1}~

Or I'hypothése de récurrence montre qNE (Xp,) ... )p,) + dpi1 < 29(X) — 1 +
"1 d, qui est plus grand que l'autre terme valgik) — (n + 1) + Y771 d; dés
queg > 1 — n ce qui est toujours le cas! Le cas aliest de genre avec une seule
composante connexe fonctionne d’autant plus que la bith&) < 5 est encore plus

large que2g — 1.1
On peut alors énoncer une variante :

Proposition 3.4.3

Si X est une courbe singuliere avemaceuds réels etcusps réels dont la normalisée
a beaucoup de composantes (resp : est de g&nadors N(X) < N (X) < g+ p, +
n+c—1(esp:g+p,+n+c+1).

Preuve :
Il suffit de comparer au modele singuligrformé de diviseurs entrant dans le cadre
de la proposition précédente. Alors, disons dans le pretaer

N(X) < N'(X) S N(Y) <29(X)—14> dy = g—1+g+> _(dp—)+n+c = g+potntc—1.
k=1 k=1

L'autre cas se traite de maniere analo@le.

3.5 2P + 2@ dans un cas particulier

Pour adapter cette preuve a une courbe du fype, o, on a besoin de controler
le signe d’une fonction rationnelle candidate pour I'éqléwmce autour dé® et
pour pouvoir conclure de la méme facon en « bougeant » d’'uainer# 0. On peut
éventuellement le faire avec un argument de type contitcoit@exité, et c’est ce qui
explique I'énoncé de la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 ¢P + 2@ dans un cas particulier)
Soit X une courbe réelle lisse &4, ...,Q, des points d'une méme composante
connexe de&X (R). Alors N(Xsg, +...4+20, ) < +00.
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Preuve :
NotonsC' la composante connexe d&R) contenant leg); et fixons y un intervalle
fermé propre les contenant tous. Alors son complémeritagtansX (R) est un ouvert
rencontrant tous les ovales et on dispose donc d’un ehtigr) tel que tout diviseur
de degré> N'(U) soit linéairement équivalent a un diviseur simple a supgdarts
U. Soit maintenantD un diviseur deY := Xy, 1..120, de degréd > max(l +
M,N'(U) + 2n + 1), oul est le nombre de lacets & := M(Y) < 4o0. Alors
en lui retranchant au pluspoints réels, on obtient un diviselly’ de degré pair sur
chaque lacet et de deg#i€ > M. On sait alors qu'il est linéairement équivalent dans
Y aun diviseur effectif totalement non-ré&l’. De plusD” — 23" | Q; est de degré
> N'(U) etdonc on dispose dec R(X) telle que :

D" +div(f) =S +2Y @
=1

ou S est simple a support dans Ainsi f a des zéros d’ordre pair en |€5, ety est
donc localement de signe constant ; de plus ce signe estipertoéme cay n’admet
ni zéro ni pble entre deux de ces points et est continue. Rar@supeut choisie # 0
tel queZ := D" + div(f + ¢) soit totalement réel. Cela donne a nouvédu~ 7
dansy et doncD est linéairement équivalenta+ au plusl point réels comme voulu.
On adonaV(Xsg,+.42¢,) <l + max(M, N'(U) 4+ 2n) < +oo.l

On pourrait traiter de maniere analogue une coukbg, ;...20,+p ++p, €N
supposantX lisse et qu'il y ait un nombre pair deB; entre deux(); « consecu-
tifs » de sorte a contréler le signe deau voisinage de§);. Par contre on ne peut
a priori pas procéder par singularisations successives et traitesid d’une courbe
(X2pP+2Q)gpr Loy CArona vraiment besoin du résultat concernant un ouvettairb,
valable uniqguement sur une courbe lisse.
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Résumé

Dans un article sur les sommes de carrés,
SCHEIDERER a prouvé que pour toute courbe
algébrique, réelle, projective, irréductible, lisse, ayant
des points réels, il existait un entier N tel que tout
diviseur de degré plus grand que N soit linéairement
équivalent a un diviseur dont le support est totalement
réel. Ensuite HUISMAN et MONNIER ont montré que
dans le cas des courbes avec beaucoup de
composantes connexes, ie. celle en ayant au moins
autant que le genre g, ici supposé strictement positif,
de la courbe, on pouvait prendre N égal a 2g — 1.
MONNIER a également abordé la question pour les
cas des courbes singuliéres : il en a exhibé pour
lesquelles un tel entier n'existait pas et d’autres pour
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classe des courbes singuliéres pour lesquelles un tel
entier existe, essentiellement des courbes avec des
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Abstract

In an article about sums of squares, SCHEIDERER
proved that for every real, algebraic, projective,
irreducible, smooth curve with some real points,
their exists an integer N such that every divisor of
degre not lower than N is linearly equivalent to a
divisor whose support is totally real. Then
HuisMAN and MONNIER proved that for real
curves with many components, ie. those with at
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assumed here to be positive, of the curve, one
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dealed with singular curves: he showed that for
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gave some others where it does exist. In this
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nodes and cusps, and we sometimes manage to
bound such an integer in terms of the genus. To
do so, an "iterative singularisation" is used and
also a slightly different invariant where we ask the
real points of the support to be distinct from
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