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1
Préliminaires

1.1 Généralités sur les schémas réels

Si X est un schéma, on notera toujoursOX son faisceau structural. Un point deX

désignera toujours un point fermé deX. Si P est un point d’un schémaX défini sur

R, alors son corps résiduelR(P ) := OP /mP est une extension algébrique deR par le

Nullstellensatz. De deux choses l’une :

– ou bienR(P ) = R, auquel cas on dit que le point est réel,

– ou bienR(P ) = C, auquel cas on dit que le point est non-réel.

Pour un tel schémaX défini surR, on noteraX(R) l’ensemble des points réels. Quand

on parlera de l’espace topologiqueX(R), il s’agira toujours de la topologie eucli-

dienne : localement, il s’agit de zéros réels de polynômes à coefficients réels.XC dési-

gnera le schéma complexe obtenu par extension des scalaires: XC := X×SpecRSpecC

et X(C) l’ensemble des points de ce-dernier. La conjugaison complexe s’étend alors

à XC, ce que l’on notera par une barre. Au-dessus d’un pointP de X(R) se trouve

alors :

– ou bien un seul point, qu’on notera encoreP , précisément quandP est réel

auquel casP = P .

– ou bien deux points distincts conjugués, dans le cas contraire.
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8 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Ceci expliquera la notation abusiveP + P , que l’on pourra utiliser pour un point non-

réel deX ; le symbole de sommation sera justifié dans la partie sur les diviseurs. Un

pointP d’un schéma réelX sera dit régulier lorsque son anneau localOX,P le sera ce

qui dans le cas unidimensionnel équivaut à ce qu’il soit normal ou encore de valuation

discrète, plus précisément ([2] proposition 9.2) :

Proposition 1.1.1 (normal⇔ régulier en dimension 1)

Soit (A,m, k) un anneau local noethérien de dimension 1. Alors les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

– A est un anneau de valuation discrète,

– A est intégralement clos,

– m est principal,

– dimk
m

m
2 = 1, c’est-à-direA régulier,

– tout idéal non-nul deA est une puissance dem,

– il existex ∈ A tel que tout idéal non-nul soit de la formexnA pourn ∈ N.

Le schémaX sera dit lisse lorsque tous ses points, réels ou non, le seront ; de façon

équivalente lorsqueXC est lisse.

1.2 Courbes réelles lisses

Dans cette sectionX est un schéma projectif défini surR géométriquement intègre.

Il est donc réduit et irréductible. On le suppose de dimension 1 et lisse. Dans un tel

cas, on dira plutôt queX est une courbe réelle lisse. Nous relâcherons la lissité dans

la section suivante.

1.2.1 Topologie

Dans le cas oùX est lisse,X(C) est naturellement une surface de RIEMANN .

En temps qu’espace topologique elles sont classifiées par leur genre qui s’interprète

comme le nombre de « trous ». La topologie de la partie réelle est un peu plus subtile.

Dans le cas lisse et projectif,X(R) est une variété compacte de dimension1 qui ne

peut être qu’une réunion d’un nombre finis de composantes connexes homéomorphes

à des cercles. On dispose alors de l’inégalité classique de HARNACK s 6 g + 1 sug-

gérée par le dessin suivant (où l’on voit la partie réelle comme l’ensemble des points

fixes de la conjugaison) :
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FIG. 1.1 – L’inégalité de HARNACK

Dans le cas du dessin, l’égalité est atteinte et on parle de courbes maximales, mais

s peut prendre toutes les valeurs possibles entre0 et g + 1 et on distingue alors les

courbes réelles selon queX(R) disconnecte ou non la surface de RIEMANN X(C).

Notanta(X) = 0 (resp :a(X) = 1) dans le premier cas (resp : second cas) on obtient

alors la classification suivante (proposition3.13 de [7] par exemple) :

Proposition 1.2.1 (topologie d’une courbe réelle lisse)

SoitX une courbe réelle lisse de genreg à s composantes connexes. Alors0 6 s 6

g+1 et dans les cas oùs = 0 ets = g+1 on aa(X) = 1 eta(X) = 0 respectivement.

De plus sia(X) = 0 alorss etg+1 ont même parité. Enfin toutes ces valeurs possibles

de(g, s, a) sont réalisées.

Un morphisme fini défini surR, ϕ : X → Y entre deux courbes réelles projectives

lisses induit une application continue pour les topologieseuclidiennes entreX(R) et

Y (R) qu’on note encoreϕ. L’image d’une composante connexeC est alors un sous-

ensemble connexe compact deY (R) et est donc contenu dans une de ses composantes,

disonsD, et induit un revêtementC → ϕ(C) éventuellement ramifié. En un point

P ∈ C, ϕ peut s’écrirexn, n ∈ N et ϕ est localement injective si et seulement sin

est impair, sinon l’image d’un petit voisinage connexe deP est un intervalle fermé

enϕ(P ) dont tous les points ont localement deux antécédents,ϕ(P ) ayantP compté

deux fois. Par suite, la parité du nombre d’antécédents dansC compté avec multiplicité

d’un point deD ne dépend pas de ce point. Cette parité est appelée le degré modulo

2 deϕ surC. Cette notion permet entre autre de démontrer le lemme suivant qu’on

utilisera souvent :

Proposition 1.2.2

Soientϕ : X → Y un morphisme fini entre deux courbes réelles projectives lisses et

C une composante connexe deX(R) telle queϕ|C soit de degré impair, alorsϕ(C)

est une composante connexe deY (R).
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Preuve :

En effet siϕ(C) est strictement inclus dans une composante connexeD deY (R), alors

ϕ est de degré pair surC comme on le constate au-dessus des points deD \ ϕ(C). La

contraposée est le résultat désiré.¥

1.2.2 Diviseurs et faisceaux inversibles

PuisqueX est supposée irréductible, son corps des fractions rationnelles, noté

R(X), est le corps des fractions de n’importe lequel des anneaux locauxOX,P . La

valuation discrèteνP deOX,P s’étend alors et on peut définirνP (f) pour toutf ∈
R(X)∗, strictement négatif en les pôles def et strictement positif en ses zéros. Par

ailleursνP (f) est nul, sauf pour un nombre fini de pointsP ce qui montre quediv(f) :=∑
P∈X νP (f)P est un élément du groupe abélien libre engendré par les points deX,

qu’on appelle le groupe des diviseurs deX, notéDiv(X). Les éléments de la forme

div(f) sont appelés diviseurs principaux, ils forment un sous-groupe deDiv(X) dont

le quotient est appelé le groupe des classes de diviseurs, noté Cl(X). Si D − D′ =

div(f), les diviseursD et D′ seront dits linéairement équivalents ce qu’on notera

D ∼ D′ ouD ∼f D′ si on veut préciser via quelle fonction rationnelle. Enfin, puisque

les seules fonctions rationnelles de diviseur nul sont les constantes non-nulles, on a la

suite exacte de groupes abéliens suivante :

1 → R∗ → R∗(X) → Div(X) → Cl(X) → 0.

On appelle degré d’un diviseurD =
∑

i niPi l’entier
∑

i ni[R(Pi) : R] ; ainsi

un point complexe compte double ce que ne trahit pas la notation P + P . Il est bien

connu [8] quedegdiv(f) = 0 pour toutf ∈ R(X)∗ ce qui permet de parler du degré

d’une classe de diviseurs. Par ailleurs,f induit un morphismeX → P1 et sur une

composante connexeC de X(R) on adiv(f)|C =
(
f|C

)−1
(0) −

(
f|C

)−1
(∞) qui

est pair comme différence de deux nombres de même parité. On peut ainsi parler du

degré d’une classe de diviseurs, et de son degré modulo2 lorsqu’on le restreint à une

composante.

Étant donné un diviseurD =
∑

P nP P sur une courbeX on noteraO(D) le

faisceau défini pour tout ouvertU de ZARISKI comme l’ensemble desf ∈ R(X)∗

telles queνP (f)+nP > 0 pour toutP ∈ U , auquel on adjoint la fonction nulle : c’est

un sous-faisceau du faisceau constantR(X). Vues les propriétés des valuations on a



1.2. COURBES RÉELLES LISSES 11

égalementO(D)⊗O(D′) ∼ O(D+D′). Comme en particulierO(0) = OX est neutre

pour le produit tensoriel on voit que ces éléments forment unsous-groupe du groupe

des faisceaux inversibles, à isomorphisme près, deX, appelé groupe de PICARD deX

et notéPic(X). Dans le cas lisseD 7→ O(D) induit en fait [8] un isomorphisme de

groupes entreCl(X) etPic(X).

Mentionnons également un troisième point de vue qu’on peut avoir sur le groupe

de PICARD. Un diviseur de CARTIER est un élément deH0(X,K∗/O∗)1, donc repré-

senté par un système{(Ui, fi)} où lesUi sont des ouverts recouvrantX et lesfi des

fonctions rationnelles surUi telles quefi

fj
soit inversible dansOX(Ui ∩ Uj). Toujours

dans le cas lisse, on a [8] la suite exacte :

0 → H0(X,K∗) → H0(X,K∗/O∗) → Cl(X) ≃ Pic(X) → 0.

LeR-espace vectoriel des sections globales deO(D) est notéH0(X,D) ou parfois

L(D). Il est de dimension finie notéeh0(D) ou l(D). Ainsi h0(0) = 1. S’il existe une

fonctionf ∈ R(X)∗ vérifiantdiv(f) + D > 0 alors en passant au degré on obtient

degD > 0. Ainsi h0(D) = 0 dès quedegD < 0. Par ailleurs, on dit d’un diviseur

D =
∑

P nP qu’il est effectif si et seulement si pour toutP ∈ X, nP > 0. Cela

induit l’ordre partiel suivant surDiv(X) : D 6 D′ ⇔ D′ − D > 0. Ayant fixé

un diviseurD, l’ensemble des diviseurs effectifs qui lui sont équivalents, noté|D|, est

naturellement en bijection avec l’espace projectifPH0(X,D) par l’application induite

parH0(X,D) ∋ f 7→ div(f)+D. C’est toujours de cette structure projective dont on

parle sur|D|, qui s’appelle un système linéaire complet, et tout sous-espace projectif

d’un tel espace s’appelle un système linéaire surX. La dimension du sous-espace

projectif s’appelle la dimension du système linéaire, notée r, tandis que le degré de

D — et donc de n’importe quel diviseur équivalent — est appelé son degré, notéd. On

dit alors d’un tel système linéaire que c’est ungr
d. Ainsi dim |D| = dim H0(X,D)−1

dès queh0(D) > 0. Notons également que

D 6 D′ ⇒ O(D) ⊂ O(D′) ⇒ h0(D) 6 h0(D′).

CommeX est de dimension1, les groupes de cohomologieHn(X,D) sont nuls

pour n > 2 et les dimensionsh0 et h1 sont liées par le théorème de RIEMANN -

ROCH. Celui-ci est bien connu dans le cas du corpsC et plus généralement d’un corps

1Dans le cas généralK∗ désigne le faisceau associé à la donnée de l’anneau totalS−1OX(U) oùS

est la partie multiplicative des éléments non-diviseurs dezéro deOX(U).
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algébriquement clos, [8], mais il est également vrai surR. On peut par exemple se

convaincre quedimC H0(XC, D) = dimR H0(X,D) en remarquant que l’application

R-linéairef 7→ f+f
2

donne la suite exacte :

0 → {f + f = 0} → H0(XC, D) → H0(X,D) → 0

Et comme{f + f = 0} est échangé avec{f − f = 0} par la multiplication pari

et que ces sous-espaces sont les deux sous-espaces propres de la conjugaison, ils sont

bien de dimension réelle moitié moindre que celle deH0(XC, D). Bref, h0(X,D) =

h0(XC, D). On montre aussih1(X,D) = h1(XC, D) et on dispose donc de :

Proposition 1.2.3 (théorème de RIEMANN -ROCH)

Pour tout diviseurD sur X, on ah0(D) − h1(D) = degD + 1 − g où g est le genre

deX.

Le termeh1(D) s’appelle l’indice de spécialité, et le diviseur est dit spécial lorsque

h1(D) > 0. La dualité de SERRE montre queh1(D) = h0(K − D) où K désigne

la classe canonique, à savoir celle du diviseur de n’importequelle forme différen-

tielle ω — celui-ci étant donné localement par et indépendamment d’une fonction

rationnellef telle queω = fdx où x est un paramètre local, on voit que deux

tels diviseurs sont équivalents. En prenantD = 0 dans RIEMANN -ROCH on trouve

g = h1(0) = h0(K) puis en prenantD = K, degK = 2g − 2. On en déduit alors que

pour tout diviseurD de degré> 2g−2, on ah1(D) = h0(K −D) = 0 en considérant

les degrés, et donc queD ne peut être spécial. L’étude des diviseurs spéciaux occupe

une grande partie du livre [1].

1.2.3 Diviseurs et morphismes projectifs

C’est un fait général — cf [8], proposition II.7.1 — qu’il revient au même de se

donner un morphisme d’un schéma vers un espace projectif ou des sections globales

engendrant un faisceau inversible. Si l’on dispose d’un telmorphismeϕ : X → Pr,

alorsL := ϕ∗(O(1)) est un faisceau inversible engendré par lessi := ϕ∗(xi), tirés en

arrière des sections de coordonnées dePr. Et réciproquement siL est un faisceau in-

versible engendré par des sections globales(si)06i6r, on considère alors le morphisme

ϕ obtenu par recollement de ceux induits surXi := {P ∈ X tq si /∈ mPLP} par

ϕi : k

[
x0

xi

, . . . ,
xr

xi

]
→ Γ(Xi,OX),

xj

xi

7→ aij
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où aij désigne l’unique élément deΓ(Xi,OX) tel queaijsi = sj bien défini du fait

queL(Xi) est engendré parsi. En outre, siXi est affine et qu’un pointP correspond

à un certain idéal premierp, alors son imageϕ(P ) dansPr correspond elle à l’idéal

premierϕ−1
i (p) dans la carteAi. Or pour toutA ∈ k

[
x0

xi
, . . . , xr

xi

]
,

A

(
x0

xi

, . . . ,
xr

xi

)
∈ ϕ−1

i (p) ⇔ ϕiA

(
x0

xi

, . . . ,
xr

xi

)
∈ p

⇔ A (ai0, . . . , air) (P ) = 0

⇔ A

(
s0(P )

si(P )
, . . . ,

sr(P )

si(P )

)
= 0.

Ainsi ϕ(P ) n’est autre que le point de « coordonnées »2 (s0(P ) : . . . : sr(P )) dePr.

Pour un diviseurD et un système linéaire correspondant à un sous-espaceV de

H0(X,D) ramené à une base(fi)06i6r, l’application naturelleX → Pr, P 7→ (fi(P ))

est un morphisme si et seulement si lesfi engendrent le faisceauO(D). Dans le cas

contraire, un pointP où ϕ|D| n’est pas défini est dit point-base du système linéaire ;

de façon équivalente lesfi s’y annulent, ou tous lesf ∈ V s’y annulent — et effecti-

vement(f0(P ) : . . . : fr(P )) n’a alors aucun sens dansPr. S’agissant d’un système

linéaire complet|D|, on rappelle les caractérisations suivantes :

Proposition 1.2.4 ([8], Proposition IV 3.1)

|D| est sans point-base ssi pour toutP ∈ X, dim |D − P | = dim |D| − 1.

|D| est très ample ssi pour toutP,Q ∈ X, dim |D − P − Q| = dim |D| − 2.

Par RIEMANN -ROCH, la première condition est remplie dès quedegD > 2g − 1 et la

seconde dès quedegD > 2g.

Supposant|D| sans point-base, on dispose du morphismeϕ|D| induit parD. On

dit queD est simple si et seulement siϕ|D| est birationnel.

Lemme 1.2.1 :Soit |D| un système linéaire complet sur une courbeX de dimension

r > 3, sans point-base et simple. Alors|D − P | est encore simple et sans point-base

sauf pour un nombre fini de pointsP ∈ X.

Preuve :

Soit donc|D| un système linéaire de dimensionr > 3 sans point-base et simple. Un

point P tel que|D − P | ait un point-base est un point au-dessus d’une singularité

deϕ|D|(X) : comme celles-ci sont en nombre fini et qu’elles n’ont qu’un nombre fini

2si(P ) signifiant ici l’image desi dans le corps résiduel deP .
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d’antécédents, de tels pointsP sont en nombre fini. Voyons maintenant ce qui se passe

quand|D − P | est sans point-base mais non-simple. On dispose alors du diagramme

commutatif suivant où par définitionψ n’est pas birationnel :

X //

ψ

$$IIIIIIIIII ϕ|D|(X) Â

Ä i //

pQ

²²

Pr

pQ

²²
ϕ|D−P |(X) Â

Ä

i
// Pr−1

où pQ désigne la projection depuisQ = ϕ|D|(P ) dont la restriction àϕ|D|(X) est par

conséquent non birationnelle. Or il est connu — [1], page 109, lemma (i) — que pour

une courbe non-dégénérée dePr, r > 3, la projection depuis un point de la courbe

est en général birationnelle sur son image. Ainsi les pointsQ comme ci-avant sont en

nombre fini et par conséquent il en est de même des pointsP tels que|D − P | soit

non-simple.¥

Pour éviter d’avoir à citer [1], page 109, lemma (i), on peut procéder comme suit :

Lemme 1.2.2 :SoitX une courbe dePr, r > 3 non-dégénérée de degréd. Alors il

existe un hyperplan transverseH tel que qu’aucun triplet de points deH ∩ X ne soit

aligné. En outre l’ensembleU de tels hyperplans est un ouvert de(Pr)∗.

Preuve :

Montrons d’abord queU est ouvert. SoitV l’ouvert des hyperplans transverses fourni

par BERTINI. Pour tester si trois points deH ∩ X sont alignés, oùH ∈ V , il suffit de

voir que tout les mineurs d’ordre3 extraits des coordonnées des trois points sont nuls.

Plus formellementU = ϕ−1(W ) où

ϕ : V → S(d
3)Y, H 7→

((
r + 1

3

)
-uplet des mineurs d’ordre trois deP,Q,R

)

P,Q,R∈H∩X

où Y :=
(

C
±1

)(r+1

3 ) et W est le complémentaire du fermé formé des
(

d
3

)
-uplets symé-

triques dont l’une des composantes a ses
(

r+1
3

)
coordonnées nulles.

Montrons maintenant queU 6= ∅.¥

Lemme 1.2.3 :SoitX une courbe non-dégénérée dePr, r > 3. la projection depuis

un point général deX induit un morphisme birationnel de la courbe sur son image.
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Preuve :

Soit U l’ouvert de l’espace des hyperplans du lemme précédent. Alors la projection

depuis un pointP de X appartenant à un hyperplanH de U induit un morphisme

birationnel, car lesd − 1 autres points deH ∩ X sont seuls dans leur fibre. Il suffit

donc de montrer queπ1(IU) est un ouvert deX où

IU := {(P,H) ∈ X × (Pr)∗ tq P ∈ H ∈ U} = π−1
2 (U)

est un ouvert de la variété d’incidence et est donc localement fermé dansX × (Pr)∗.

Son image par la première projection est donc constructiblepar le théorème de CHE-

VALLEY . Or X étant une courbeπ1(IU) est une réunion finie d’ouverts et de points.

Il suffit alors de montrer qu’il est ouvert pour la topologie euclidienne : si un point

P deX est dans un certainH ∈ U commeU est également ouvert pour la topologie

euclidienne on dispose d’hyperplans voisins deH dont les intersections avecX vont

contenir un voisinage deP .¥

On aura souvent intérêt à considérer les morphismes induitspar des diviseurs sans

point-base et si possible abaisser le degré d’un tel diviseur en en retirant un point : pour

espérer que ce dernier soit encore sans point-base, il faut donc au moins que celui de

départ soit simple, et la proposition suivante, issue de [5], vise à pouvoir itérer ce

procédé :

Proposition 1.2.5

Soit |D| un système linéaire de dimensionr > 3 sans point-base et simple. Alors

D − ∑k
i=1 Pi est génériquement simple tant quek < r − 1 et génériquement sans

point-base tant quek 6 r − 1.

Preuve :

D’après le lemme précédent,|D − P1| est génériquement simple et de dimension

r − 1, et on peut lui ré-appliquer le lemme sir − 1 > 3 pour obtenir la simplicité de

|D − P1 − P2| pour presque toutP2. En itérant on obtient la simplicité générique de

|D − ∑k
i=1 Pi| jusqu’àk = r − 2 ; arrivé là on peut enlever un point générique pour

que le résultat soit sans point-base.¥
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1.2.4 Jacobienne

Les éléments dePic(X) correspondent aux classes de diviseurs surXC invariantes

sous l’action de la conjugaison complexe, c’est-à-dire quepour un représentantD

d’une de ces classes, on aD ∼ D. Parmi elles, on trouve celles représentées par un

diviseur invariantD = D : ils forment un sous-groupe notéPic(X)+. Dans le cas où

la courbe a vraiment des points réels, et c’est toujours ce que nous supposerons doré-

navant, on aPic(X) = Pic(X)+ (proposition 2.2 de [7]). Pourd ∈ Z, on noteraPicd

la composante représentant les diviseurs de degréd. En particulierJ(R) := Pic0(R)

a une structure de variété abélienne surR de dimensiong, c’est la jacobienne deX.

Cela en fait un groupe de LIE de dimensiong. L’application exponentielle définie

sur l’espace tangent au neutre est continue et induit un difféomorphisme local sur un

voisinage ouvertU de 0 ∈ J(R)0 la composante connexe du neutre dansJ(R). Par

commutativité deJ(R), on montre que l’exponentielle est surjective et induit donc un

isomorphismeRg/ ker exp ≃ J(R)0. Par compacité deJ(R)0, on voit qu’il s’agit en

fait d’un tore de dimensiong.

En fixant un pointD0 ∈ J(R), l’automorphisme deJ(R), D 7→ D + D0 induit un

homéomorphisme entreJ(R)0 et la composante connexe deD0. On peut calculer le

nombre de ces composantes :

Proposition 1.2.6 (proposition 3.2 (2) [7])

SiX(R) 6= ∅ alorsJ(R) comporte2s−1 composantes connexes.

La preuve de ce dénombrement repose sur l’étude des applicationsϕd : SdX →
Picd, 〈P1, . . . , Pd〉 7→ ∑

i Pi qui envoient(SdX)(R) dansPicd(R)+ et le dénombre-

ment des composantes de(SdX)(R) qui est l’ensemble des points réels du produitXd

quotienté par l’action de permutation ; mais on peut se souvenir que deux classes de

diviseurs de degré0 sont dans la même composante si et seulement si elles ont même

degré modulo2 sur chacun dess ovales. Comme la somme de ces degrés doit au total

être nulle, on retrouve bien le2s−1.

FixantP0 ∈ X(R) on peut composer les applications précédentesϕd : SdX →
Picd parPicd → J, D 7→ D−dP0 et on obtient ainsiϕd,P0

: SdX → J, 〈P1, . . . , Pd〉 7→∑
i(Pi−P0). Étant donné un diviseurD de degré0 on peut essayer de calculer la fibre

de sa classe, or
∑

i(Pi − P0) ∼ D ⇔ ∑
i Pi ∼ D + dP0 et on cherche donc les

diviseurs effectifs équivalents àD + dP0, on a vu qu’ils formaient un espace pro-

jectif de dimensionh0(X,D + dP0) − 1 qu’on peut calculer grâce au théorème de
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RIEMANN -ROCH :

h0(X,D+dP0)−1 = deg(D+dP0)+1−1−g+h1(D+dP0) = d−g+h1(D+dP0).

Ainsi pourd > g, h0(X,D + dP0) − 1 > d − g > 0 et ϕd,P0
est surjectif et toutes

les fibres « ont de la dimension ». Pourd = g on a alorsh0(X,D + dP0) − 1 =

h1(D + dP0) > 0 ; ainsiϕg,P0
est encore surjectif et les diviseurs non-spéciaux n’ont

qu’un seul antécédent, les autres ont une fibre de dimension donnée par leur indice de

spécialité.

1.2.5 Quelques exemples de courbes réelles lisses

Pour une courbe « abstraite », le premier invariant à considérer est son genre. Dans

le cas complexe, on sait que toute courbe de genre nulle est isomorphe à la droite

projective complexe ; dans le cas réel il en existe deux, suivant qu’elles ont ou non un

point réel :

– SiX est une courbe réelle de genre0 avec un point réelP , alors commeh0(P ) =

2 cela fournit un morphismeX → P1 qui s’avère être un isomorphisme, comme

dans le cas complexe ;

– Supposant queX n’ait pas de point réel, on se contente d’une base1, x, y de

H0(P +P ), carh0(P +P ) = 3. On constate alors que1, x, y, x2, y2, xy sont liés

dansH0(2(P +P )) de dimension5 et ainsi le plongementX → PH0(P +P ) =

P2 donne une courbe contenue dansax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = 0. On

a ab 6= 0 car sinonx et y seraient liées et on peut supposera = 1. Quitte à

remplacerx parx + cy
2

on peut supposerc = 0. Comme la courbe est sans point

réel on a égalementb > 1 et quitte à remplacery par
√

by on peut supposer

b = 1. A nouveau en complétant les carrés on peut supposerd = e = 0.

Finalement comme la courbe est sans point réelf > 0 et quitte à dilater on

peut supposerf = 1 pour obtenirx2 + y2 + 1 = 0. Réciproquement l’équation

x2 + y2 + z2 = 0 définit bien une courbe plane lisse sans point réel de genre
(2−1)(2−2)

2
= 0.

Ces deux courbes ne sauraient être isomorphes surR car l’une a des points réels et

l’autre non. Ceci traite le cas des courbes réelles lisses rationnelles.

Pour le genre1 on retrouve la même discussion suivant queX a ou non des points

réels :

– SiX a un point réelP alors les arguments classiques – [8], IV.4 par exemple —
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sur les courbes elliptiques, n’utilisant queh0(nP ) = n pourn > 2, permettent

de réaliserX comme une cubique plane qu’on met sous forme de WEIERS-

TRASS car R est de caractéristique0 /∈ {2, 3} : X ≃ {y2 = x3 + ax + b} ⊂
PH0(3P ).

– Si on suppose un instant queX n’a pas de point réel alors on ne dispose plus que

desh0(n((P + P )) = 2n pourP + P un point non-réel etn > 1. Soit alors1, x

une base deH0(P + P ). Commex2 ∈ H0(2(P + P )) \ H0(P + P ) on obtient

une base1, x, x2, y deH0(2(P + P )). On constate alors que1, x, x2, y, x3, xy

est une base deH0(3(P + P )) tandis que1, x, x2, y, x3, xy, x4, x2y, y2 sont liés

dansH0(4(P +P )). Cela fournit une équation polynomiale à coefficients réels :

αy2 + βx2y + γxy + δy = εx4 + ζx3 + ηx2 + θx + ι

et quitte à remplacery par y + βx2+γx+δ
2

on peut supposer que le membre de

gauche se réduit ày2 pour obtenir

E : y2 = f(x) = −x4 + ax3 + bx2 + cx + d, a, b, c, d ∈ R

où f ∈ R[X] est strictement négatif surR puisqueX est supposée sans point

réel. On dispose donc d’un morphismeX → PH0(2(P + P )), q 7→ (x(q) :

y(q) : x2(q) : 1) à valeur dansZ (tz2 − x, y2 − ft(x)). En projetant depuis le

point (0 : 0 : 1 : 0) sur le planz = 0 on obtient une courbe plane d’équation

y2 = f(x). Réciproquement une telle courbe irréductible présente un point sin-

gulier réel isolé à l’infini et sa normalisée3 fournit une courbe de genre1 sans

point réel.

Sur ces exemples on a donc réalisé des courbes de genre1 ayant ou non des points

réels. On peux même illustrer les possibilités d’avoir une ou deux composantes réelles.

On vient de voir que dans ces cas la courbe se réalise dansP2 par une équationy2 =

x3 + ax + b =: f(x) aveca, b ∈ R. Si f a trois racines réelles (resp : une seule racine

réelle) alors la courbe a deux composantes (resp : une seule):

Pour de telles courbes elliptiques, la surfaces de RIEMANN est un tore et on comprend

qu’une partie réelle avec deux composantes le découpe en deux.

Un autre exemple classique de courbes est celui des courbes dites hyperelliptiques.

Il s’agit de courbes de genre supérieur à deux admettant un morphismeϕ : X → P1

de degré2 ou de façon équivalente, admettant ung1
2. Un tel morphisme induit un re-

3On verra les notions « singulières » dans la prochaine section.
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x

y

X(R)2

X(R)1

x

y

FIG. 1.2 – Courbes de genre1 avec une ou deux composantes réelles

vêtement entre surfaces de RIEMANN XC(C) → P1(C), point de vu plus familier.

La formule de RIEMANN -HURWITZ montre que ce revêtement est ramifié en2(g +1)

points. Commeϕ était ici défini surR, ces points de ramification sont réels ou viennent

par paires de points complexes conjugués. En pratiquant quelques découpages et re-

collements, on retrouve la nature topologique de la surfaceXC(C).

En genre2, le système linéaire canonique|K| est ung1
2 et toutes ces courbes sont

donc hyperelliptiques. On peut construire des courbes hyperelliptiques de genreg en

désingularisant la courbe planey2 = f(x) oùf est de degré2g+1 ou2g+2, singulière

à l’infini. Dans le cas réel, notons que celles de degré2g + 1 ont toujours des points

réels. Notons également que dans une telle carte affine le morphisme de degré2 est

donné par la projection(x, y) 7→ x tandis que la réflexion(x, y) 7→ (x,−y) échange

les deux antécédents d’une même fibre. Plus généralement on appelle involution hy-

perelliptique l’unique automorphisme deX différent de l’identité faisant commuter le

diagramme suivant :

X

2 ÃÃA
AA

AA
AA

A

involution

hyperelliptique
// X

2~~}}
}}

}}
}}

P1

En genre supérieur à3 il existe toujours des courbes non-hyperelliptiques et ce

sont précisément celles dont le système|K| est très ample — [8], IV .5.2. Leur image

parϕ|K| dansPg−1 est par définition une courbe canonique.

1.3 Courbes réelles singulières

On relâche dans cette section l’hypothèse de lissité.X est donc un schéma projectif

défini surR de dimension1 géométriquement intègre. On dira queX est une courbe
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réelle.

1.3.1 Topologie

Sans l’hypothèse de régularité,X(R) n’est plus nécessairement une variété dif-

férentiable, ni même topologique comme le montre l’exempledu « nœud » suivant,

d’équationx2(x − z) = y2z vu dans la carte affinez = 1. Certaines composantes

connexes peuvent même se réduire à des points, on parlera de singularités isolées

comme dans l’exemple du nœudzy2 = (x + z)2x.

x

y

x

y

b

FIG. 1.3 – Courbes singulières : nœud isolé ou non

Néanmoins, les singularités réelles sont isolées, pour la topologie euclidienne,

dansX(R) et leur voisinage épointé comporte un nombre pair de composantes connexes

qui doivent donc se rejoindre : topologiquement, une composante connexe deX(R)

est ou bien un point, ou bien un bouquet d’un certain nombre decercles, qu’on appel-

lera « lacets ». Le nombrel de ces lacets vérifie l’analogue de l’inégalité d’HARNACK,

[12], à savoirl 6 pa + 1 oùpa désigne le genre arithmétique deX.

1.3.2 Désingularisation et normalisation

Pour désingulariser une courbe, il suffit de considérer sa normalisée puisqu’en

dimension1 on a l’équivalence « régulier⇔ normal ». On rappelle qu’un schémaX

est dit normal en un pointP si et seulement si l’anneau localOX,P est normal — on

dit aussi intégralement clos — ie ssi il est intègre et égal à sa clôture intégrale dans

son corps des fractions.X est dit normal lorsqu’il l’est en tout point.

Définition : Soit X un schéma intègre. On appelle normalisation deX tout couple

(X̃, π) où X̃ est un schéma normal etπ : X̃ → X un morphisme dominant tel

que pour tout morphisme dominantf : Y → X avecY normal, il existe un unique

morphismeg : Y → X̃ tel quef = π ◦ g.
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Bien sûr, en cas d’existence, la propriété universelle garantit l’unicité d’une norma-

lisation à unique isomorphisme près. Pour son existence on procède en deux étapes :

– Pour un schéma affine intègreX = SpecA, il suffit de considérer̃X = SpecÃ

où Ã est la clôture intégrale deA dansFracA. Celui-ci est en effet normal et se

donner un morphisme dominantf : Y → X revient à se donner une injection

A → OY (Y ) intégralement clos qui se factorise donc à traversÃ.

– Pour un schéma intègreX, on le recouvre par des ouverts affines, intègres par

définition,X = ∪iSpecAi et les normalisationsSpecÃi → SpecAi se recollent

par unicité des normalisations desSpecAi ∩ SpecAj. La propriété universelle

s’obtient aussi par recollement des cas affines.

Si π : X̃ → X est une normalisation, le morphisme d’espaces localement annelés

surX, est donné par les injectionsπ(U) : OX(U) → O eX(π−1(U)) = ÕX(U). Par

définition, on a doncπ∗O eX = ÕX . En particulierX etX̃ ont même corps de fonctions

rationnelles. En outre, suivant [10], si Q est un point deX alors on a

ÕX,Q = ˜lim−→
U∋Q

OX(U) = lim−→
U∋Q

ÕX(U) = lim−→
U∋Q

O eX(π−1(U)) = ∩P 7→QO eX,P

où la dernière intersection se fait sur les pointsP dont l’image parπ estQ. Ainsi, no-

tantS le lieu non-normal deX, π induit un isomorphisme birégulier̃X \ π−1(S) 99K

X \ S. En outreÕX,Q est un anneau semi-local dont le radicalrQ est formé des fonc-

tions rationnellesf ∈ k(X) = k(X̃) s’annulant en tout pointP ∈ X̃ au-dessus deQ.

L’annulateurc de
π∗O eX

OX
est un faisceau cohérent surX vérifiant en tout pointQ ∈ X

les inclusions

k + cQ ⊂ OX,Q ⊂ k + rQ ⊂ ÕX,Q.

Dans le cas oùX est une courbe le faisceau
π∗O eX

OX
est donc porté par le lieu singulier

S ⊂ X de dimension0. Par suiteH1
(
X,

π∗O eX

OX

)
= 0 et lesk-algèbresÕX,Q

OX,Q
sont donc

de dimension finie surk, qu’on noteδQ. On peut énoncer la proposition suivante — cf

[10], IV.1.2.2 et IV.2.5.12 :

Proposition 1.3.1 (genre arithmétique d’une courbe singulière)

SoitX une courbe de lieu singulierS, alorsQ ∈ S ⇔ δQ > 0. Siπ : X̃ → X est une

normalisation deX projective, alorspa(X) = pa(X̃) +
∑

Q∈S δQ.

Preuve :

L’équivalenceQ ∈ S ⇔ OX,Q non-normal⇔ δQ > 0 est claire. Considérons la suite
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exacte de faisceaux surX

0 → OX → π∗O eX → π∗O eX

OX

→ 0

et prenons en la suite exacte longue de cohomologie

0 → H0 (OX) → H0
(
π∗O eX

)
→ H0

(
π∗O eX

OX

)
→ H1 (OX) → H1

(
π∗O eX

)
→ H1

(
π∗O eX

OX

)

avec comme déjà vu précédemmentH1
(

π∗O eX

OX

)
= 0 etH0

(
π∗O eX

OX

)
= ⊕Q∈S

ÕX,Q

OX,Q
. En

outreH0 (OX) = k = H0
(
π∗O eX

)
. EnfinH1 (X, π∗OX) = H1

(
X̃,O eX

)
car on peut

calculer ceux-ci avec un recouvrement affineX = ∪iUi tel queX̃ = ∪iπ
−1(Ui) où

π∗OX(Ui) = ÕX(Ui) = O eX(π−1Ui) et les conditions de recollement desfi sur ces

ouverts sont bien les mêmes. En prenant les dimensions surk, on obtient finalement

0 = 1 − 1 +
∑

Q∈S

δQ − pa(X) + pa(X̃)

par définition-même depa = h1.¥

1.3.3 Groupes de PICARD et diviseurs de WEIL

Venons-en maintenant aux liens entre les groupes de PICARD deX et X̃. Comme

ce sont deux schémas intègres, ces groupes sont ceux des classes de diviseurs de CAR-

TIER — cf. [8] proposition 6.15 — et également lesH1 du faisceau des fonctions ré-

gulières inversibles. Par ailleurs la suite exacte courte de faisceaux surX de groupes

abéliens

0 → O∗
X → π∗O∗

eX
→

π∗O∗
eX

O∗
X

→ 0

donne la suite exacte longue de cohomologie surX,

0 → H0 (O∗
X) → H0

(
π∗O∗

eX

)
→ H0

(
π∗O∗

eX

O∗
X

)
→ H1 (O∗

X) → H1
(
π∗O∗

eX

)
→ H1

(
π∗O∗

eX

O∗
X

)

avec comme précédemmentH0
(
X,

π∗O∗
eX

O∗
X

)
= ⊕P∈S

gOP

∗

O∗
P

et H1
(
X,

π∗O∗
eX

O∗
X

)
= 0. Par

ailleurs on retrouvePicX = H1(X,O∗
X) et PicX̃ = H1(X̃,O∗

eX
) = H1(X, π∗O∗

eX
).
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Enfin pour des courbes projectives on obtient

H0 (X,O∗
X) = k∗ = H0

(
X̃,O∗

eX

)
≃ H0

(
X, π∗O∗

eX

)
.

Par suiteH0
(
π∗O∗

eX

)
→ H0

(
π∗O∗

eX

O∗
X

)
est le morphisme nul et son image étant le

noyau de la suivante on obtient bien l’injectionH0
(

π∗O∗
eX

O∗
X

)
→ H1 (O∗

X). Tout ceci

fournit finalement la proposition suivante — [8], exercice 6.9 :

Proposition 1.3.2 (lien entrePicX et Pic(X̃))

Soitπ : X̃ → X une normalisation d’une courbe, alors on a la suite exacte courte

0 → ⊕P∈S
ÕP

∗

O∗
P

→ PicX → Pic(X̃) → 0

où la surjection est donnée parπ∗.

Sur une courbe même singulière, le groupe des classes de faisceaux inversibles

s’identifie encore avec les classes de diviseurs de CARTIER — remarque 6.14.1 ou

proposition 6.15 de [8] pour les courbes irréductibles. On voudrait maintenant retrou-

ver un point de vue « à la WEIL » surX. On veut calquer la définition du cas lisse

et pour cela on a besoin de parler de l’ordre d’une fonction rationnelle en un point,

ordre qui n’existe qu’en les points lisses. On s’intéresse donc uniquement aux divi-

seurs de « WEIL » à support dans la partie lisseXreg de X. On associe alors à un

tel diviseurD =
∑

i niPi le faisceauO(D) défini sur tout ouvertU comme l’en-

semble des fonctionsf ∈ R(X) telles que pour toutPi ∈ U, vPi
(f) + ni > 0 et

telles que pour tout point singulierQ ∈ U, f ∈ OX,Q. Ceci ne coïncide pas en gé-

néral avec le faisceau pousséi∗OXreg
(D) par l’immersion ouvertei : Xreg → X.

A toute fonction rationnellef ∈ R(X) on associe encore un diviseur notédiv(f)

défini par
∑

P∈Xreg
vP (f)P . Notons qu’on ne prend pas en compte le comportement

de f aux points singuliersQ ∈ Xsing et qu’en particulier on peut avoirf /∈ OX,Q

et f−1 /∈ OX,Q carOX,Q n’est pas un anneau de valuation. A l’inverse on dira que

f ∈ R(X) est inversible aux points singuliers deX quandf ∈ ∩Q∈Xsing
O∗

X,Q. Avec

ces définitions on a les résultats suivants :

Proposition 1.3.3 (diviseurs de WEIL et groupe de PICARD sur une courbe singu-

lière)

Pour toutD ∈ Div(Xreg) le faisceauO(D) est bien inversible. L’applicationDiv(Xreg) →
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Pic(X) déduite deD 7→ O(D) est surjective et son noyau est formé des diviseurs as-

sociés à une fonction rationnelle inversible aux anneaux locaux des points singuliers.

Remarquons tout de suite que sif ∈ R(X) vérifief /∈ OX,Q etf−1 /∈ OX,Q pour

un point singulierQ alorsO(div(f)) n’est pas neutre dansPic(X) tandis que le divi-

seur de CARTIER {(X, f)} est trivialement principal : les deux faisceaux inversibles

canoniquement associés ne sont pas isomorphes !

Preuve de la proposition :

Montrons maintenant queDiv(Xreg) → Pic(X), D 7→ O(D) est surjective — exer-

cice IV 1.9 (b) et (c) de [8] — et pour cela commençons par prouver que siL est

très ample etM inversible engendré par un nombre fini de ses sections globales, alors

L ⊗M est également très ample — exercice II 7.5 (d) de [8] : on dispose d’une im-

mersion ferméeϕ : X → Pn telle queϕ∗O(1) = L et d’un morphismeψ : X → Pm

tel queψ∗O(1) = M. En observant le diagramme suivant oùS est le plongement de

SEGRE :

Pn

X

ϕ
::uuuuuuuuuu

ψ $$IIIIIIIIII

ϕ×ψ// Pn × Pm

OO

²²

S // Pmn+m+n

Pm

on constate que(S ◦ϕ×ψ)∗O(1) = ϕ∗OPn(1)⊗ψ∗OPm(1) = L⊗M et il suffit donc

de justifier queS ◦ ϕ × ψ est une immersion fermée : or le plongement de SEGREen

est une ainsi que le produit d’une immersion fermée par un autre morphisme (en se

ramenant au cas affine on doit montrer queA ⊗ B → C induit parA → C etB → C

est surjectif dès queA → C l’est, ce qui est évident.).

Ceci fait on fixe un faisceau très ampleL sur X projectif et on constate que pour

tout faisceau inversibleM, M⊗Ln est engendré par un nombre fini de ses sections

globales pourn assez grand car en particulierM est cohérent etL ample. Mais alors

M⊗Ln+1 est très ample d’après ce qui précède. CommeLn+1 est lui aussi très ample

on dispose de deux diviseurs effectifs les représentant, disonsD′ etD′′ respectivement

et alorsM = O(D′) ⊗ O(D′′)−1. BERTINI — remarque 8.18.1 de [8] — permettait

de choisirD′ etD′′ à support dansXreg de sorte queO(D) = M pourD = D′ −D′′.

Étudions maintenant le noyau de cette dernière surjectionDiv(Xreg) → Pic(X). Tout

d’abord sif ∈ R(X) est inversible aux anneaux locaux des points singuliers alors

O(div(f)) ≃ OX les isomorphismes au niveau des germes étant donnés :
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– comme d’habitude parOX,P → O(div(f))P , g 7→ gπ
−vP (f)
P où πP est une

uniformisante en un pointP lisse,

– par la définition même deO(div(f)) en un pointQ singulier oùOX,Q →
O(div(f))Q.

Réciproquement montrons que siO(D) ≃ OX alorsD = div(f) pour une fonction

rationnellef ∈ R(X) inversible aux anneaux locaux des points singuliers. En effet,

comme diviseur de CARTIER,O(D) est alors donné par une seule fonction rationnelle

f ∈ R(X)∗ = H0(X, R(X)∗) et en notantD =
∑

P∈Xreg
nP P , on a alors :

– pour tout point lisseP, O(D)P = {(X, f)}P = f−1
P OX,P et doncnP = vP (f),

– pour tout point lisseQ, {(X, f)}Q = f−1
Q OX,Q = O(D)Q = OX,Q et donc

f ∈ O∗
X,Q.

Ainsi D = div(f) oùf est inversible aux anneaux locaux des points singuliers.¥

Enfin remarquons que pour un diviseurD ∈ Div(Xreg) on a encore une formule de

RIEMANN -ROCH, χ(O(D)) = degD+1−pa(X), qu’on obtient de manière classique

en la constatant pourD = 0, où il ne s’agit que de la définition depa, puis en montrant

qu’elle est vraie pourD ∈ Div(Xreg) si et seulement si elle l’est également pourD+P

avecP lisse. Pour obtenir un théorème de RIEMANN -ROCH analogue au cas lisse, il

faudrait disposer d’un faisceau inversible dualisant. Sonexistence n’est en général pas

garantie, mais on signale quand même le résultat suivant (finde l’exercice IV 1.9 de

[8]) :

Proposition 1.3.4 (RIEMANN -ROCH pour une intersection complète)

SoitX une courbe localement intersection complète dans un espaceprojectif. Alors il

existe un faisceau inversible, donc représenté par un diviseurK ∈ Div(Xreg) tel que

pour tout diviseurD ∈ Div(Xreg) on ait

h0(D) − h0(K − D) = degD + 1 − pa(X).

1.3.4 Diviseurs et jacobienne généralisée

A une courbe singulièreX on peut encore associer une jacobienneJ , dite jaco-

bienne généralisée. Celle-ci est une extension de la jacobienne usuelleJ̃ de la norma-

liséeX̃. Le groupe intervenantH dans cette extension

0 → H → J → J̃ → 0
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dépend de la nature des singularités. Remarquons comme dans [10] que dans le cas

particulier oùX est déduite dẽX par un diviseur effectifM 4, une classe d’un diviseur

D ∈ J est nulle dans̃J si et seulement s’il est le diviseur d’une fonction rationnelle

f inversible dans les anneaux locaux des points du support deM ce qui permet d’in-

terpréter le groupeH. SurC, on sait que c’est un produit des groupes multiplicatif ou

additif HC ≃ Ga
m,C×Gb

a,C aveca, b ∈ N. En passant àR, on montre [12] queJ(R) est

compact si et seulement siH(R) l’est, or ses facteurs sont parmi les groupes suivants :

– Gm,R qui provient typiquement d’un nœud usuel obtenu à partir d’une courbe

rationnelle : notantP et Q les deux points réels au-dessus de ce nœud, on a dit

qu’un diviseur de degré0 était nul dansJ s’il provenait d’un fonction rationnelle

f inversible enP et Q et par rationalité deX, ce diviseur est nul ssif(P )
f(Q)

= 1.

C’est donc ce quotient qui détermine iciH : dans ce cas il est bien paramétré

parGm,R ;

– R1
C/RGm,C qui provient typiquement d’un nœud isolé : notantP et P les deux

points complexes conjugués au-dessus du-dit nœud, le rapport f(P )

f(P )
— qui vaut

f(P )

f(P )
carf est définie surR — est bien paramétré par un complexe de module

1 ;

– RC/RGm,C qui provient typiquement d’un nœud non-réel car notantP,Q, P ,Q

les points complexes au-dessus des deux nœuds complexes conjugués, l’obs-

truction se mesure par les rapportsf(P )
f(Q)

et f(P )

f(Q)
, conjugués l’un de l’autre carf

est définie surR ;

– Ga,R qui provient de la multiplicité d’un point au-dessus d’un point singulier.

1.4 Problèmes posés, résultats connus et nouveaux

1.4.1 Cas lisse

Dans [14], SCHEIDERER montre que pour toute courbe réelle lisse, projective,

ayant des points réels il existe un entiern à partir duquel tout diviseur de degré plus

grand quen est linéairement équivalent à un diviseur effectif dont tous les points du

support sont réels. En d’autres termes l’application composée

Sd(X(R)) → (SdX)(R) → Picd(R)

4Nous reviendrons en détails sur cette construction.
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reste surjective pourd > n.

Notation : Pour une courbe réelleX, N(X) désignera le minimum dansN∪{∞} des

entiersn tels que tout diviseur de degré plus grand quen soit linéairement équivalent

à un diviseur dont le support est totalement réel.

Ainsi le théorème de SCHEIDERERrevient à :

Théorème (SCHEIDERER )

SiX est une courbe réelle lisse et projective telle queX(R) 6= ∅, alorsN(X) < ∞.

A partir de là, on se pose les questions suivantes :

– Peut-on donner une borne surN(X) en fonction d’autres invariants deX ?

– Si oui, s’agit-il de la meilleure borne ?

– Si la courbe est singulière, peut-on obtenir un analogue deN(X) ?

– Si oui, peut-on à nouveau l’optimiser ?

– Peut-on rendre tout diviseur de degré suffisamment grand linéairement équi-

valent à un diviseur de support totalement non-réel ? si oui,peut-on optimiser

les degrés pour lesquels celà est vrai et peut-on également l’adapter au cas sin-

gulier ?

A propos de ce dernier point, remarquons qu’un diviseurD linéairement équi-

valent à un diviseur de support totalement non-réel est nécessairement de degré pair

sur chaque composante connexe : d’une part car c’est le cas d’un diviseur totalement

non-réel, et d’autre part car une fonction rationnelle définie surR est de degré pair

sur chaque ovale pour des raisons topologiques. On introduit maintenant le pendant

de l’entierN(X) :

Notation : Pour une courbe réelleX, M(X) désignera le minimum dansN ∪ {∞}
des entiersn tels que tout diviseur de degré plus grand que2n et de degré pair sur tout

ovale deX(R) soit linéairement équivalent à un diviseur dont le support est totalement

non-réel.

A ce sujet MONNIER avait montré dans [11] que pour une courbe lisseX on avait

g 6 M(X) 6 2g. On peut en fait améliorer la borne supérieure :

Proposition 1.4.1 (M(X) 6 g + 1)

SiX est une courbe réelle lisse et projective, alorsM(X) 6 g + 1.

Preuve :

SoitD un diviseur de degré pair sur chaque ovale deX et de degré total2d > 2g + 2
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et P un point réel deX. Alors la classe deD − 2dP est dansJ(R)0 = 2J(R) et

s’écrit donc2α. Comme l’applicationϕP,d : SdX → J(R) est surjective, on trouve

un diviseur effectifD′ tel que[D′ − dP ] = α et doncD ∼ 2D′. Le théorème de

RIEMANN -ROCH montre queh0(D′) > degD′ + 1 − g > 2 et il existe doncf ∈
H0(D′) non constante et doncf 2 ∈ H0(2D′). Comme2D′ est effectif,1 ∈ H0(2D′)

et doncZ := 2D′+div(1+f 2) est effectif et représente les zéros de1+f 2 qui sont tous

non-réels d’après le lemme suivant. FinalementD ∼ 2D′ ∼ Z comme souhaité.¥

Lemme 1.4.1 :Sif ∈ R(X) etx est un point réel régulier deX, alors(1+f 2)(x) 6=
0.

Preuve :

Soitνx la valuation associé àx étendue àR(X). On aνx(1+f 2) = min{νx(1), 2νx(f)} 6

0 < 1 et donc(1 + f 2)(x) 6= 0.¥

Pour obtenirD ∼ 2D′, il suffit qued > g. En regardant le système linéaire associé

à un double effectif, COPPENSa prouvé de façon très géométrique le résultat suivant

(cf [4]) :

Théorème (M(X) = g)

SoitX une courbe réelle de genreg avec des points réels. AlorsM(X) = g.

Concernant l’invariantN , HUISMAN donne le résultat suivant dans [9] :

Théorème (N(X) 6 2g − 1 pour les courbes maximales)

SoitX une courbe réelle maximale de genreg > 0. AlorsN(X) 6 2g − 1.

MONNIER l’obtient également pour les(M − 1)-courbes dans [11], Theorem 3.6 :

Théorème (N(X) 6 2g − 1 pour les (M − 1)-courbes)

SoitX une courbe réelle de genreg > 0 avecs composantes connexes. Sis > g, alors

N(X) 6 2g − 1.

Il est également prouvé dans [11], Corollary 6.4, que cette borne est optimale :

il existe des courbes — les courbes hyperelliptiques réelles — dont l’invariantN est

> 2g − 1. Les preuves de HUISMAN et MONNIER sont bien différentes de celle de

SCHEIDERER, qui est très théorique et ne permet pas a priori d’optimiserl’entier n

en question. En revenant sur cette preuve au début de la section suivante, on a même

l’impression que l’entiern obtenu est un très gros multiple du genre. Dans ce même
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article — [14], Remark 2.14 — SCHEIDERERlaissait entendre qu’on peut également

imposer au diviseur réel de n’avoir aucune multiplicité, etc’est une notion qui nous

servira pour aborder le cas singulier, on la formalise donc :

Notation : Pour une courbe réelleX, N ′(X) désignera le plus petit des entiersn tels

que tout diviseur de degré> n soit linéairement équivalent à un diviseur effectif à

support réel et sans multiplicité.

Remarquons tout de suite queN(X) 6 N ′(X). Dans le cas général on a2.1.2

Théorème (N ′(X) 6 2N(X))

SoitX une courbe réelle telle queX(R) 6= ∅. AlorsN ′(X) 6 2N(X).

Dans la suite on étendra les résultats connus surN à N ′. Le théorème2.4.0.1

l’énonce clairement :

Théorème (N ′ 6 2g − 1 pour les courbes ayant beaucoup de composantes)

SoitX une courbe réelle de genreg > 0 ayantg oug+1 composantes. AlorsN ′(X) 6

2g − 1.

Pour ces invariants, le « plus petit cas » où l’on ne savait donc rien dire aux vues

des résultats précédents est celui des courbes de genre2 avec une seule composante

connexe. Elles feront l’objet d’une bonne partie du premierchapitre et on y prouvera

l’existence de telles courbes avec un invariantN plus grand que5 pourtant strictement

plus grand que3 = 2 × 2 − 1 borne obtenue jusqu’à présent. On verra même —

2.3.4— qu’il en existe des deux types topologiques possibles : séparante ou non. On

verra également que cette valeur est optimale en prouvant que N ′(X) 6 5 pour ces

courbes —2.3.5. On peut ainsi résumer la situation des courbes de genre2 :

Théorème (courbe de genre2 avec une seule composante)

SiX est une courbe de genre2 avec une seule composante alorsN(X) 6 N ′(X) 6 5.

De plus il existe des courbes, certaines séparantes d’autres non, pour lesquelles cette

inégalité est une égalité.

On peut alors se poser des questions sur l’ensemble des courbes vérifiantN ′ = 5

dans l’espace des courbes(g, s) = (2, 1). La première serait de savoir s’il s’agit de

toutes ces courbes.
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1.4.2 Cas singulier

Le cas singulier avait été abordé par MONNIER dans [12] où il montrait queN(X)

pouvait être fini ou non suivant la nature des singularités deX. Plus précisément il

montrait :

Théorème ([12] partie 3)

SiX a une singularité non-réelle ou siX n’a que des singularités isolées dansX(R)

dont l’une n’est pas un nœud, alorsN(X) = +∞

Sans trop rentrer dans les détails, ce que nous ferons de toute façon plus tard, men-

tionnons seulement que l’argument de compacité au coeur de la preuve de SCHEIDE-

RER n’est plus directement valable ici : comme on l’a vue la jacobienne généralisée

n’est plus nécessairement compacte, en particulier quandX a une singularité non-

réelle ou une singularité isolée non-nodale tandis que la partie lisseU(R) resterait

compacte, ce qui prouve qu’on ne peut surjecterU(R)N surJ(R). MONNIER montrait

aussi la finitude deN dans certains cas accompagnés de quelques majorations — dans

ces cas on suppose toujours implicitement queX(R) 6= ∅ :

Théorème ([12] 4.15)

Si X n’a que des nœuds réels et au plus un cusp réel, alorsN(X) est fini. De plus si

la normalisée deX a beaucoup de composantes alorsN(X) 6 2pa.

Dans la seconde partie de cette thèse on essaiera également d’étendre ces résultats.

En itérant les arguments de MONNIER à l’aide d’une construction essentiellement

fournie dans [10] on prouvera queN ′ reste fini sans aucune restriction sur le nombre

de cusps —3.4.1:

Théorème (N et N ′ pour les courbes à singularités ordinaires réelles et cusps

réels)

Si X a pour seules singularités des singularités ordinaires réelles et des cusps réels,

alorsN(X) 6 N ′(X) < +∞.

En le couplant aux résultats de la première partie, on pourraêtre plus explicite sur

les bornes,3.4.2:

Théorème (bornes explicites pourN et N ′ dans quelques cas)

SiX est une courbe singulière obtenue à partir d’une courbe lisse, sa normalisée, qui

a beaucoup de composantes (resp de genre2) à l’aide den diviseurs effectifs sans
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multiplicité ou éventuellement un coefficient2 par étape, disons lesDk de degrédk,

alors

N(X) 6 N ′(X) 6 2g(X̃) − 1 +
n∑

k=1

dk (respN ′(X) 6 5 +
n∑

k=1

dk).

Le premier cas qui ne relève pas directement d’un élargissement des résultats de

MONNIER est le suivant, dont l’énoncé ici est peut-être abscons, mais où ressurgit une

condition de nature topologique,3.5.1:

Théorème (2P + 2Q dans un cas particulier)

Soit X une courbe réelle lisse etQ1, . . . , Qn des points d’une même composante

connexe deX(R). AlorsN(X2Q1+···+2Qn
) < +∞.

Concernant l’invariantM , on devra parfois faire des restrictions de nature topolo-

giques, comme par exemple en3.2.1.1et3.2.1.2. Ici ce sont les singularités ordinaires

qui semblent faire augmenter la borneM , tandis que les singularités non-réelles ne

posent pas de problème particulier??. Voici ces trois énoncés :

Théorème (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets à singularités

ordinaires)

Soit X une courbe lisse qu’on singularise àn reprises avec des diviseurs effectifs

sans multiplicité — lesn singularités résultantes sont ordinaires — à support dans la

partie lisse d’un même lacet à chaque étape. Alors la courbe finale,Y , vérifieM(Y ) 6

pa(Y ) + n.

Théorème (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets sans singula-

rité ordinaire)

Soit X une courbe lisse qu’on singularise à plusieurs reprises à l’aide de diviseurs

effectifs dont les supports sont à chaque fois dans un même lacet et avec un point

multiple au moins pour obtenir une courbeY . AlorsM(Y ) 6 pa(Y ).

Théorème (M pour des courbes singularisées suivant des diviseurs non-totale-

ment réels)

Si X n’a que des singularités non-réelles, ou réelles isolées oudes cusps réels, alors

M(X) 6 pa(X).





2
Cas des courbes lisses

2.1 Retour sur les résultats de SCHEIDERER

Pour commencer, on rappelle la preuve du résultat d’existence de SCHEIDERER.

Ensuite on explicite une de ses remarques qui nous sera utiledans la suite.

Proposition 2.1.1 (un résultat concernant les groupes topologiques)

Soit G un groupe topologique compact dans lequel les éléments d’ordre fini sont

denses dans la composante connexe du neutreG0 etU un ouvert non vide deG. Alors

il existe un entierN tel que tout élément deG0 soit le produit d’au plusN éléments

deU .

Preuve :

On pose pour toutn ∈ N∗, U (n) := {g ∈ G tq ∃(uk)16k6n ∈ Un tq g = u1 . . . un}.

CommeU (n) = ∪u∈Uµu(U
(n−1)), où µu est l’automorphisme de multiplication par

u, et commeU (1) = U est ouvert on voit par récurrence que tous lesU (n) sont ou-

verts. Commeµu est en particulier un homéomorphisme, elle permute les composantes

connexes (qui sont ici en nombre fini, car ouvertes et recouvrant G compact). Cette

permutation envoieG0 sur la composante connexe contenantu = µu(e), qui elle-

même finit par retourner surG0 (décomposition en produit de cycles de la permuta-

tion). Notantk ∈ N la longueur de ce cycle on obtientuk ∈ G0. Par suiteU (k)∩G0 6= ∅

33
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et contient donc, par densité, un élément d’ordre fini : disonsal = e et donce ∈ U (kl).

On fixe alors un ouvertV , qu’on peut supposer symétrique quitte à prendreV ∩ V −1,

tel quee ∈ V ⊂ U (kl) ∩ G0. On note aussiV (n) := {g ∈ G tq ∃(vk)16k6n ∈
V n tq g = v1 . . . vn}. Par symétrie deV , l’ouvert non-videH := ∪n>1V

(n) est un

sous-groupe deG0. Son complémentaire dansG0 s’écrit donc∪h∈G0\Hµh(H) lui aussi

ouvert. BrefH est ouvert et fermé dansG0 connexe, donc égal àG0. Par compacité de

G0 = ∪n>1V
(n), on peut en extraire un sous-recouvrement finiG0 = ∪16n6mV (n) :

c’est bien dire que tout élément deG0 est produit d’au plusm éléments deV eux-

mêmes produits d’au pluskl éléments deU . Bref les éléments deG0 sont produits

d’au plusN := klm éléments deU .¥

On va appliquer ce lemme àJ(R)0 qui est isomorphe à un toreTg connexe, com-

pact et dans lequel les éléments d’ordre fini sont bien denses: si U ⊂ Tg est ou-

vert alors par définitionπ−1(U) ⊂ Rg est ouvert et rencontre doncQg disons en

P := (pi

qi
) = (p′i

q
). Mais alorsπ(P ) ∈ U est d’ordreq.

Lemme 2.1.1 :SoitX une courbe réelle,U ⊂ X(R) un ouvert euclidien non-vide

et P0 un point réel. Alors il existe un entierN tel que tout élément deJ(R)0 puisse

s’écrire
∑K

i=1 Pi − P0 où lesPi ∈ U , K 6 N .

Preuve :

NotonsV := {(Pi)16i6g ∈ X(g) tq Pi ∈ U}. Alors V est un ouvert deX(R)(g) et son

image parϕ : X(R)(g) → J(R), (Pi)1616g 7→ ∑g
i=1(Pi − P0) contient un ouvertW .

D’après le lemme précédent, et les remarques surJ(R)0, on sait qu’il existe un entier

n tel que tout élément deJ(R)0 soit la somme dek 6 n éléments deW , c’est-à-dire

sous la formeD1 + D2 + · · · + Dk − gkP0 avec lesDi effectifs de degrég à support

dansU . N := gn convient.¥

Théorème 2.1.1.1 (SCHEIDERER )

Soit X une courbe réelle telle queX(R) 6= ∅. Alors il existe un entierN tel que

tout diviseur de degré> N soit linéairement équivalent à un diviseur effectif dont le

support est totalement réel. En bref,N(X) est fini.

Preuve :

Avec les notations de la preuve précédente et en notantC0, C1, . . . , Cs−1 les compo-

santes connexes deX(R), on choisit alorss − 1 autres pointsPi ∈ Ci, 1 6 i 6 s − 1

de sorte qu’en translatantJ(R)0 par des combinaisons appropriées de(Pi − P0) on
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obtienne les2s−1 composantes deJ(R) (justement en changeant la parité des degrés

modulo2 dans chaque composante). Bref, tout diviseur de degré0 est linéairement

équivalent à un diviseur s’écrivantD1 + D2 + · · · + Dn − gnP0 +
∑

(Pi − P0), la

dernière somme contenantd′ 6 s− 1 termes. Mais alors siD est un diviseur de degré

d > N := gn + s, D− dP0 est de degré0 est linéairement équivalent à un diviseur de

la forme précédente. Finalement

D ∼ D1 + D2 + · · · + Dn +
∑

Pi + (d − gn − d′)P0.¥

Certes l’entierN = gn+s n’est pas optimal. Par contre, le diviseur obtenu au final

D1 +D2 + · · ·+Dn +
∑

Pi +(d−gn−d′)P0 a une forme particulière : on connait les

Pi et lesDi sont à support dans un ouvert que l’on peut fixer à l’avance (mais qui a une

influence sur l’entierN via n). On utilisera ce fait pour prouver la proposition3.5.1.

D’ailleurs, pour passer au cas singulier on aura le plus souvent besoin de la variante

suivante deN :

Notation : Pour une courbe réelleX et tout ouvert euclidienU de X(X), N ′(U)

désignera le minimum dansN ∪ {∞} des entiersn tels que tout diviseur de degré

plus grand quen soit linéairement équivalent à un diviseur effectif dont lesupport est

totalement contenu dansU et sans multiplicité, c’est-à-dire de la formeP1 + · · ·+Pn,

où lesPi sont dansU et deux-à-deux distincts. Par abus de notation on noteraN ′(X)

à la place deN ′(X(R)).

Une remarque de SCHEIDERER— [14], Remark 2.14 — laissait entendre qu’on a

toujoursN ′(X) < ∞ dans le cas lisse ce que l’on prouve maintenant :

Proposition 2.1.2 (N ′(X) 6 2N(X))

SoitX une courbe réelle telle queX(R) 6= ∅. AlorsN ′(X) 6 2N(X).

Preuve :

Tout d’abord remarquons que siα ∈ J(R), alors pour toutN > N(X), fixant A

un représentant deα on peut trouver un diviseur effectif totalement réel linéairement

équivalent àA+NP0 oùP0 est un point réel arbitrairement fixé. Par suite l’application

ϕP0,N : X(R)N → J(R), (Pi) 7→
∑

i(Pi−P0) est surjective quelque soitN > N(X)

et quelque soitP0. Montrons maintenant queN ′(X) 6 2N(X) et fixons doncD

un diviseur de degré> 2N(X) qu’on écrit 2N + σ où σ ∈ {0, 1} et doncN >

N(X). NotonsU l’ensemble desN -uplets (Pi)16i6N de points deX(R) tels que

i 6= j ⇒ Pi 6= Pj et tel que le système linéaire|∑i Pi| soit sans point-base :U est
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un ouvert dense deX(R) et son image sousϕP0,N contient un ouvert dense. Par suite

ϕP0,N(U)∩(α − ϕP0,N(U)) 6= ∅ et doncα s’écrit sous la formeϕN,P0
(S1)+ϕN,P0

(S2)

où S1 et S2 sont sans multiplicité et réguliers pourϕN,P0
. Quitte à bouger dans leur

fibre respective on peut supposer queS1 + S2 est sans multiplicité et ne contient pas

P0. Par suiteD ∼ S1 +S2 +σP0 qui est un diviseur totalement réel et sans multiplicité

comme désiré. On a bien montré queN ′(X) 6 2N(X).¥

On aura également besoin de la finitude deN ′(U).

Proposition 2.1.3 (N ′(U) est fini)

SoientX une courbe réelle telle queX(R) 6= ∅ et U ⊂ X(R) un ouvert euclidien

rencontrant toutes les composantes connexes deX(R). AlorsN ′(U) est fini.

Preuve :

Soit P0 un point deU et s autres pointsPi ∈ Ci, la i-ème composante deX(R). On

va montrer comme précédemment qu’il existe un entierN tel que pour toutK > N

l’application

ϕP0,K,U : UK → J(R), (Qi) 7→
∑

i

(Qi − P0)

soit surjective. Il s’en suivra de la même façon queN ′(U) 6 2N . Pour ce faire on

réutilise le lemme de cette section : il existeN(U) tel que tout élément deJ(R)0

puisse s’écrire comme la classe de
∑K

j=1 Qj − P0 avec lesQj ∈ U et K 6 N(U).

Soit maintenantα ∈ J(R), alors il existeα +
∑

i[Pi − P0] ∈ J(R)0 en choisissant

les indicesi suivant la parité deα dans lai-ème composante. Ce dernier peut s’écrire∑K
j=1 Qj − P0 avecQj ∈ U et K > N quelconque quitte à rajouter artificiellement

desP0 − P0. Ainsi pour toutK > N(U) + s l’application ϕP0,K,U est surjective.

FinalementN ′(U) 6 2(N(U) + s) est fini.¥

2.2 Cas des genres0 et 1

On va traiter ici les cas des courbes rationnelles et elliptiques ce qui fait que dans

les sections suivantes on supposera toujours les courbes degenre> 2. Pour les courbes

rationnelles, on sait que les classes de diviseurs sont exactement données par le degré

et considérant que le diviseur nul n’est pas effectif on obtientN ′(P1) = 1 et même

N ′(U) = 1 pour tout ouvert non-vide deP1(R). Passons aux courbes elliptiques :
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Proposition 2.2.1 (N ′(X) = 1 pour les courbes elliptiques)

SiX est une courbe elliptique, alorsN ′(X) = 1.

Preuve :

Remarquons que tout diviseurD de degréd > 1 est non-spécial et par RIEMANN -

ROCH on ah0(D) = d et donc on peut supposerD effectif. Par suite sid = 1, D est

nécessairement réduit à un point réel. Supposons maintenant d > 2, alors en lui retirant

d−1 points réels deux-a-deux distincts, notés(Pi)1616d−1 on obtientD−∑
i Pi ∼ P

pour un certainP ∈ X(R) d’après la partie précédente. AinsiD ∼ P +
∑d−1

i=1 Pi

mais il se pourrait queP soit l’un desPi, disonsP1, dans ce cas notonsD + div(f) =

2P +
∑d−1

i=2 Pi avecf ∈ R(X). CommeD est effectif il s’agit du diviseur des pôles de

f tandis que celui de ces zéros est donné par2P +
∑

i Pi où l’on voit quef s’annule

à l’ordre2 enP et au premier ordre en lesPi, i > 2. Quitte à choisir un signe, on peut

prendreε ∈ R∗ suffisamment petit pour queD + div(f + ε) = P ′ + Q′ +
∑

i P
′
i avec

lesP ′, Q′, P ′
i deux-à-deux distincts.¥

Remarquons que dans cette dernière preuve on peut très bien imposer auxPi d’être

dans un certain ouvertU , mais on ne contrôle pas le pointP ce qui empêche a priori

d’avoir un résultat pourN ′(U). A partir de maintenant on supposera toutes les courbes

de genre> 2.

2.3 Courbes de genre2

Vus les résultats déjà connus, le cas de plus petit genre où l’on ne connait niN ni

N ′ est celui d’une courbeX de genre2 ayant une seule composante connexe. On sait

qu’il en existe, en désingularisant par exemple la courbe planey2 = f(x) où f est de

degré5 avec une seule racine réelle. Dans le cass > 1, la borne obtenue jusqu’alors est

2g − 1 qui vaut ici3 et on va donc chercher à savoir si un diviseur de degré3 sur une

telle courbeX est toujours linéairement équivalent à un diviseur effectif totalement

réel. Un tel diviseur satisfaith0 = 2 et on peut donc le supposer effectif. Comme on

le prend non totalement réel, on le suppose même de la formeP + Q + Q. Si son

système linéaire admet un point-base, ce point ne peut être queP car si c’étaitQ + Q

alorsh0(P ) = 2 et X serait rationnelle ; ainsi,h0(Q + Q) = 2 et doncQ + Q est

dans l’uniqueg1
2 et donc linéairement équivalent à un certainR + h(R) où h désigne

l’involution hyperelliptique etR un point réel. FinalementD ∼ P +R +h(R) qui est

totalement réel et sans multiplicité en choisissantR convenablement.
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Il suffit donc de s’intéresser à un système linéaire|P +Q+Q| sans point-base. De

façon équivalente, on peut poser la question en terme de morphisme de degré3 surP1

dont une fibre ne contient qu’un point réel : toutes les autresfibres n’en contiennent-

elles qu’un seul ? (resp : existe-t-il toujours une fibre avectrois points réels ?) Cela

équivaut encore à ce que ce morphisme de degré3 n’ait pas de ramification réelle

(resp : en ait). Ces deux cas sont-ils possibles quand on ne fixeque(g, s) = (2, 1) ?

Si P +Q+Q était linéairement équivalent à un diviseur totalement réel, il en serait

de même deP + h(P ) + Q + Q. Ce diviseur étant encore sans point-base et simple,

on obtient une image quartique plane de la courbeX avec un nœud réel isolé et il

suffit de voir si l’unique composante lisse peut-être coupéequatre fois par une droite

deP2. On peut espérer un contre exemple avec une quartique ayant une composante

convexe et un nœud isolé. SiC1 etC2 sont deux coniques centrées en zéro, l’équation

C1C2 = C1C2(0, 0) semble être un candidat naturel. Ceci motive l’exemple suivant :

Proposition 2.3.1 (« contre-exemple » en genre2)

Il existe une courbe réelle lisse de genre2 ayant une composante et telle queN(X) >

5.

Preuve :

Soit Y ′ la quartique donnée par(x2 + y2 − 1)(ax2 + by2 − 1) = 1 aveca 6= b

strictement plus grands que1. Ainsi l’ellipse d’équationE(x, y) := ax2 + by2 − 1 =

0 est à l’intérieur du cercle d’équationC(x, y) := x2 + y2 − 1 = 0 et 1 est un

maximum local, à l’intérieur de l’ellipse de la fonctionE(x, y)×C(x, y). Celle-ci est

positive à l’extérieur deC et tend vers+∞ à l’infini. La courbeE(x, y)×C(x, y) = 1

présente exactement un ovale à l’extérieur du cercle etN := (0, 0) est son unique point

singulier, isolé : en effet les dérivées partielles suivantx ety valent respectivement :

(x2 + y2 − 1)2ax+2x(ax2 + by2 − 1) = 2x (x2 + y2 − 1)︸ ︷︷ ︸
6=0

(
a +

1

(x2 + y2 − 1)2

)

︸ ︷︷ ︸
>0

et

(x2 + y2 − 1)2by + 2y(ax2 + by2 − 1) = 2y (x2 + y2 − 1)︸ ︷︷ ︸
6=0

(
b +

1

(x2 + y2 − 1)2

)

︸ ︷︷ ︸
>0

qui ne peuvent s’annuler simultanément que si(x, y) = (0, 0).

On veut montrer qu’il existe(a, b) ∈]1, +∞[2, a 6= b tel qu’aucune droite ne coupe
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FIG. 2.1 – Cercle, ellipse et ovale dans le cas(a, b) = (2, 8)

l’ovale plus de trois fois : dans le cas dégénéré oùa = b l’équation se factorise en

(x2 + y2 − 1)(ax2 + by2 − 1) − 1 = (x2 + y2)(a(x2 + y2) − 1 − a)

et l’ovale est un cercle ne présentant aucune inflexion. Commeune inflexion est don-

née par l’annulation simultanée de l’équation(x2 +y2−1)(ax2 + by2−1)−1 et de sa

hessienne, on en déduit que pourb 6= a mais proche dea, l’ovale ne présente aucune

inflexion. Comme il est lisse, il est convexe et aucune droite ne saurait le couper plus

de trois fois comme voulu.

FIG. 2.2 – L’ovale et la hessienne de la courbe dans le cas(a, b) = (2, 8)

graphiques/cercleellipse.eps
graphiques/ovalehessienne.eps
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La courbe projectiveY d’équation(x2 + y2 − z2)(ax2 + by2 − z2) = z4 pos-

sède « en plus » quatre points complexes à l’infini — ou deux points non réels :

(1 : ±i : 0), (
√

b : ±i
√

a : 0) ; ils sont donc lisses. Soit maintenantϕ : X → Y

une normalisation deY etQ + Q le point au-dessus du nœudN . Alors

– X est de même genre géométrique queY qui vaut1
2
(4−1)(4−2)−(2−1) = 2 —

quartique nodale ;

– X n’a qu’un seul ovale carX(R) est homéomorphe àY (R) \ {N}.

Reste à voir queϕ est en fait donnée par le système linéaire|Q+Q+g1
2|. Considérons

alors le projectionPN deY depuis le pointN , on obtient alors le diagramme suivant :

X
Â

Ä //

ϕ

²²

ψ

ÄÄ

BlN(P2)

²²
P1 Y

pNoo Â

Ä i // P2

On va voir queψ est en fait le morphisme hyperelliptique. A prioriψ n’est pas défini

enQ + Q carpN ne l’est pas enN , mais puisqueX etP1 sont lisses, cette application

rationnelle se prolonge bien en un morphismeX → P1. En tirant en arrière le système

des points|P | deP1 on obtient le système|P ′ + P ′′| oùP ′ etP ′′ vus dansY sont les

antécédents par la projectionpN deP ; ce dernier est de dimension1 et de degré2. Par

unicité dug1
2, ψ est bien le morphisme hyperelliptique. Par suite, notant|D| le système

des droites passant parN restreint àY , on aϕ∗(|D|) = g1
2 + Q + Q. En relâchant la

condition « passant parN », on obtient(i ◦ ϕ)∗(H) = |g1
2 + Q + Q| car ce dernier est

déjà de dimension2 et que tout autre point ferait augmenter sa dimension car la courbe

est de genre2. Par suite les diviseurs linéairement équivalents àP ′+P ′′+Q+Q, avec

ψ(P ′) = ψ(P ′′), s’obtenant comme section deY avec des droites deP2, ils ne sont

jamais totalement réels car celles-ci coupentY en quatre points réels uniquement en

passant parN qui correspond au point non-réelQ+Q dansX. Par suiteN(X) > 5.¥

Dans le cours de la dernière preuve on a présenté les graphiques obtenus pour le

paramètre(a, b) = (2, 8), donc «8 semble assez proche de2 pour notre problème »,

mais on donne à la figure2.3, le cas(a, b) = (2, 27) et également une famille d’ovales,

à la figure2.4, pour(a, b) = (2, n3), n = 2, 4, 6, 8, pour voir qu’il n’en est rien « en

général ».

Reprenant la normalisationϕ|Q+Q+g1
2
| : X → Y de la preuve précédente on peut

lire l’involution hyperelliptiqueh dansY comme étant l’application faisant corres-

pondre à un pointP 6= Q + Q l’autre point d’intersection de la droiteNP avec la
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FIG. 2.3 – L’ovale et la hessienne de la courbe dans le cas(a, b) = (2, 27)

FIG. 2.4 – Une famille d’ovales pour(a, b) = (2, n3), n = 2, 4, 6, 8

courbe. Le morphismeψ : X → X
h

= P1 est alors ramifié en les six points fixes

de h, qui sont les quatre points vus surY , (1 : i : 0), (1 : −i : 0), (
√

b : i
√

a :

0), (
√

b : −i
√

a : 0) et Q et Q puisqu’ils sont sur des branches deXC qui se coupent

surYC précisément enN . Notons qu’ils sont tous complexes ce qui implique queX

est séparante d’après le lemme suivant.

Lemme 2.3.1 :Pour une courbeX réelle de genre2 ayant une seule composante, on

a les équivalences suivantes :

– son morphisme hyperelliptiqueψ est ramifié en un point réel,

– ψ(X(R)) ( P1(R),

graphiques/foireux.eps
graphiques/ovalesmultiples.eps
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– X n’est pas séparante.

Preuve :

Supposons dans un premier temps queψ soit sans ramification réelle. Alorsψ(X(R)) =

P1(R) et commeψ est de degré2, au-dessus de tout point réel se trouvent exac-

tement deux points réels. Ainsiψ(XC(C) \ XC(R)) = ψ(XC(C)) \ ψ(XC(R)) =

P1
C(C) \ P1

C(R) qui a deux composantes connexes et doncXC(C) \ XC(R) en a au

moins deux aussi etX est séparante. Supposons maintenant queψ soit ramifié sur

X(R). Alors nécessairementψ est ramifié en deux points réelsP et Q et ψ(X(R))

est un segment d’extrémitésψ(P ) et ψ(Q). Par suite il existeS ∈ P1
C(R) ayant deux

antécédents non-réels et donc nécessairement complexes conjuguésR etR. SiX était

en outre séparante, l’involution hyperelliptiqueh échangerait alors les deux compo-

santes connexes deXC(C) \ XC(R) par continuité. MaisψC est également ramifié en

un point non-réel dont l’antécédent, également non-réel, est fixe parh ce qui est la

contradiction cherchée.¥

Ainsi on a fourni un exemple de courbeX de type(2, 1, 0) tel queN(X) > 5. On

se demande naturellement :

– existe-t-il des courbesX de type(2, 1, 1) tel queN(X) > 5 ?

– toutes les courbes d’un de ces types ont-elle un invariantN > 5 ?

– existe-t-il des courbesX de genre2 avecN(X) > 5 ?

Proposition 2.3.2 (exemple non-séparant)

Il existe des courbes de type(2, 1, 0) et (2, 1, 1) dont l’invariantN est> 5.

Preuve :

On a déjà traité le cas(2, 1, 0) et on cherche donc un exemple non-séparant. L’idée est

encore d’avoir une quartique plane nodale dont le nœud soit,cette fois-ci, à l’extérieur

d’un unique ovale convexe. Considérons les deux équationsC1(x, y) := x2 +y2−1 =

0 etC2(x, y) := ((x − 1 − r)2 + y2) − r2 = 0 qui représentent deux cercles tangents

en(1, 0). Tant quer < 1 la valeur minimale deC1C2 est atteinte à l’intérieur du cercle

C1 = 0 et la fonctionC1C2 présente un minimum local à l’intérieur deC2 = 0, atteint

en N := (xmin, 0) valantm < 0. Par suite la courbeY ′ d’équationC1C2 = m est

formée d’un nœud à l’intérieur deC2 = 0 et d’un ovale à l’intérieur deC1 = 0.

A nouveau, pourr proche de1 cet ovale est convexe et les mêmes arguments

que précédemment montrent que la normaliséeX de la courbe projective(x2 + y2 −
z2)((x−1− r)2 +y2− r2z2) = mz4 est encore de genre2 avec une seule composante
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FIG. 2.5 – La courbeC1C2 = m avecr = 0, 9

et vérifieN(X) > 5. A la différence de ce qui précède, le nœudsN est maintenant à

l’extérieur de l’ovale et les deux droites tangentes à l’ovale passant parN fournissent

deux points fixes réels de l’involution hyperelliptique et le lemme permet de conclure

queX n’est pas séparante.¥

Pour la seconde question, à défaut d’une réponse positive, on va chercher une

éventuelle courbeX dont les invariants(g, s,N) serait(2, 1,6 4). SoitD un diviseur

de degré4 etK un diviseur canonique, alorsD − K, est dans l’alternative suivante :

– il est spécial, auquel casD ∼ 2K qu’on peut rendre totalement réel et sans

multiplicité — P + h(P ) + Q + h(Q) avecP 6= Q réels,

– il est non-spécial et alorsh0(D −K) = 1 etD −K est linéairement équivalent

à un diviseur effectifE de degré2 et à nouveau le seul cas non-trivial est celui

d’un diviseurK + Q + Q.

Ainsi les courbes de la figure 2.4 semblent être des candidatsnaturels pour avoirN 6

4 car même un diviseura priori récalcitrant est linéairement équivalent à un diviseur

totalement réel. Ceci dit, il faudrait contrôler ce fait pourtous les diviseurs. . .

Pour la troisième question on montre qu’en fait, en genre2, N est toujours plus

petit que5.

Proposition 2.3.3 (N 6 5 en genre2)

SoitX une courbe de genre2 avec une seule composante. AlorsN(X) 6 5.

Preuve :

Il suffit de montrer que tout diviseur de degré5 est linéairement équivalent à un divi-

seur effectif totalement réel : en effet, si c’est vrai, alors siD est de degréd > 5 il

suffit de lui retirerd − 5 points réels, lesPi, et d’appliquer le résultat àD − ∑
i Pi de

graphiques/nonseparante.eps
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degré5. Supposons doncD de degré5. Alors en complexe, pour tous pointsP et Q

on ah1(D − P −Q) = h0(K + P + Q−D) = 0 car de degré−1. Ainsi D induit un

plongementXC → P3 de degré5. On projette alors la courbe obtenue depuis un point

réel, qu’on noteP , de celle-ci de sorte à obtenir une courbe plane, qu’on notera Y ,

de degré4 et toujours de genre géométrique2. L’invariant δ(Y ) est alors la différence

des genres arithmétique et géométrique et vaut donc(4−1)(4−2)
2

− 2 = 1 et Y est une

courbe de type PLUCKER. Si jamais l’image de la composante connexe était lisse, le

nombre de points d’inflexion sur cette image serait le doublede celui des bitangentes

réelles, qu’on va noterτ — [7] page 174 preuve de la proposition 7.3. Dans ce cas une

formule de WALL , [15], à savoir :

n + 2τ ′ + i′ = m + 2δ′ + κ′

oùn désigne le degré,τ ′ le nombre de bitangentes en des points non-réels conjugués,

i′ le nombre d’inflexions réelles,m le degré de la courbe duale qui vaut également

n(n − 1) − δ, δ′ le nombre de nœuds réels isolés etκ′ le nombre de cusps réels ; nous

donne

4 + 2τ ′ + 2τ︸ ︷︷ ︸
pair

= 11 + 2δ′︸ ︷︷ ︸
impair

+κ′

dont on conclut queκ′ > 1 car impair. Mais commeX(R) n’avait qu’une seule com-

posante connexe on aboutit à la contradiction selon laquelle l’ovale lisse contient un

cusp. Finalement l’image de cette unique composante connexe contient une singula-

rité, qui d’ailleurs ne peut être qu’un nœud ou un cusp ordinaire carδ = 1. Par suite la

droite deP3 au-dessus de cette singularité coupe la courbe en trois points réels : deux

au-dessus de la singularité en plus deP . En choisissant un plan contenant ces trois

points alignés et un quatrième point réel sur la courbe, on exhibe une section hyper-

plane coupant la courbe en quatre points réels, et donc cinq,ce qui fournit un diviseur

linéairement équivalent àD.¥

Pour mettre en avant l’optimalité du résultat précédent, rappelons qu’on a exhibé

des courbes permettant d’affirmer la proposition suivante :

Proposition 2.3.4 (courbe avecN = 5)

Il existe des courbesX de genre2 avec une seule composante telles queN(X) > 5.

De plus, parmi ces courbes, il en existe des séparantes et desnon-séparantes.

Prouvons maintenant le résultat suivant :
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Proposition 2.3.5 (N ′ 6 5 en genre2)

SoitX une courbe de genre2 avec une seule composante. AlorsN ′(X) 6 5.

Preuve :

Il suffit de montrer que tout diviseur de degré5 est linéairement équivalent à un divi-

seur effectif totalement réel sans multiplicité : en effet,si c’est vrai, alors siD est de

degréd > 5 il suffit de lui retirerd − 5 points réels deux-à-deux distincts, lesPi, et

d’appliquer le résultat àD −∑
i Pi de degré5 où l’on trouve un diviseurE effectif et

sans multiplicité qui lui est linéairement équivalent. Comme il est de degré5 il induit

un plongement dansP3 et quitte à changer légèrement de section hyperplane, on peut

supposer qu’aucun desPi n’est dans le support deE de sorte queD ∼ E +
∑

i Pi

soit la relation cherchée pourD. Supposons doncD de degré5. Ainsi D induit un

plongementX → P3 de degré5. On projette alors la courbe obtenue depuis un point

réel, qu’on noteP , de celle-ci de sorte à obtenir une courbe plane, qu’on notera Y ,

de degré4 et toujours de genre géométrique2. L’invariant δ(Y ) est alors la différence

des genres arithmétique et géométrique et vaut donc(4−1)(4−2)
2

− 2 = 1 et Y est une

courbe de type PLUCKER. Si jamais l’image de la composante connexe était lisse, le

nombre de points d’inflexion sur cette image serait le doublede celui des bitangentes

réelles, qu’on va noterτ — [7] page 174 preuve de la proposition 7.3. Dans ce cas une

formule de WALL , [15], à savoir :

n + 2τ ′ + i′ = m + 2δ′ + κ′

oùn désigne le degré,τ ′ le nombre de bitangentes en des points non-réels conjugués,

i′ le nombre d’inflexions réelles,m le degré de la courbe duale qui vaut également

n(n − 1) − δ, δ′ le nombre de nœuds réels isolés etκ′ le nombre de cusps réels ; nous

donne

4 + 2τ ′ + 2τ︸ ︷︷ ︸
pair

= 11 + 2δ′︸ ︷︷ ︸
impair

+κ′

dont on conclut queκ′ > 1 car impair. Mais commeX(R) n’avait qu’une seule com-

posante connexe on aboutit à la contradiction selon laquelle l’ovale lisse contient un

cusp. Finalement l’image de cette unique composante connexe contient une singula-

rité, qui d’ailleurs ne peut être qu’un nœud ou un cusp ordinaire carδ = 1. Parmi

les droites réelles passant par cette singularité, il en existe qui recoupent la courbe

en deux points distincts et distincts de l’image deP . Par suite, au-dessus d’une telle

droite se trouve un plan réel deP3 qui coupe la courbe selon un diviseur de la forme
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P +Q+R+S+T — ou éventuellementP +Q+R+2S s’il s’agissait d’un cusp, que

l’on peut changer enP ′ + Q′ + R′ + S1 + S2 en changeant légèrement de plan — qui

fournit l’équivalence linéaire cherchée.¥

Pour les courbes de genre2 avec deux ou trois composantes on savait déjà que

N = 3. On en profite pour montrer que dans ces cas,N ′ = 3 aussi.

Proposition 2.3.6

SiX est une courbe de genre2 avec plus de2 composantes connexes, alorsN ′(X) =

3.

Preuve :

Soit en effet un diviseurD de degréd > 3. On lui retired − 3 points réels deux-à-

deux distincts pour obtenir un diviseur de degré3, D′ := D − ∑d−3
i=1 Pi qui est donc

non-spécial —h1(D′) = h0(K −D′) = 0 carK −D′ est de degré−1. Alors de deux

choses l’une :

– ou bienD′ est sans point-base, auquel cas il induit un morphismeϕ|D′| : X →
P1 qui est de degré impair sur1 ou 3 composantes deX(R). Si c’est3 alors

ϕ|D′| induit un homéomorphisme entre chacune des composantes etP1(R) et

parmi toutes les fibres au-dessus d’un point réel, certainesévitent lesPi. Sinon,

on aϕ|D′|(C) = P1(R) où C est la composante où|D′| est de degré impair.

Pour une autre composanteC ′ deX(R) on sait queϕ|D′|(C
′) est un intervalle

deP1(R) — éventuellementP1(R) tout entier. Alors n’importe quelle fibre au-

dessus de l’intérieur de cet intervalle fournit un diviseurde degré3 totalement

réel et sans multiplicité linéairement équivalent àD ; parmi ces-dernières cer-

taines évitent lesPi.

– ou bienD′ a un point-base qui ne peut être non-réel car sinonD′ − (Q + Q)

serait de degré1 et de dimension dimension1 or X n’est pas rationnelle. Soit

doncP un point-base réel, alorsD′ − P est spécial et de degré2 et est donc

canonique et par suiteD′ ∼ P + Q + h(Q). On peut choisirQ de sorte que

Q 6= h(Q) et qu’ils soient différents desPi et deP . Par suite siD était de degré

3 alors c’est fini, et sinon, « au pire des cas » on aD ∼ 2P + S oùS est effectif

totalement réel sans multiplicité et ne contient pasP dans son support. Comme

D est dans ce cas de degréd > 4, il induit un morphismeϕ|D| : X → Pd−g dont

on sait qu’il existe un hyperplanH tel queϕ∗
|D|H = 2P + S et en choisissant

un hyperplanH ′ voisin, on aϕ∗
|D|H

′ = P1 + P2 + S ′ effectif totalement réel et

sans multiplicité comme désiré.
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Tout ceci prouve doncN ′(X) 6 3 et commeQ + Q est génériquement de dimension

nulle, on voit queN ′(X) > 2 ce qui achève la preuve.¥

Dans la suite on supposera implicitement les courbes de genre> 3.

2.4 N ′ pour les courbes maximales

MONNIER et HUISMAN avaient assez vite contrôléN(X) dans le cas des courbes

réelles avec « beaucoup de composantes », c’est-à-dire avecg ou g + 1 composantes

où g est le genre — qu’on appelle respectivementM − 1-courbes etM -courbes. On

avait alorsN(X) 6 2g − 1, borne optimale dans le cas oùX était hyperelliptique.

C’est à ces cas qu’on s’attèle d’abord pourN ′ et on fixe dans cette partie une courbe

réelle lisseX de genreg > 3 avecg oug + 1 composantes.

Lemme 2.4.1 :SoitD un diviseur de degré2g − 1 sur une courbe non-rationnelle.

Alors |D| n’a pas de point-base non-réel.

preuve :

Supposons au contraire queQ + Q soit point-base de|D|. Alors D − (Q + Q) est de

degré2g − 3 et de dimensiondim |D| = g − 1 par RIEMANN -ROCH et donc, notant

K un diviseur canonique, on a encore par RIEMANN -ROCH

h0(K + Q + Q − D)) = h1(D − (Q + Q)) = g + g − 1 − (2g − 3) = 2

etdeg(K + Q + Q−D) = 1 ce qui signifie qu’il existe un pointP tel queh0(P ) = 2

et donc une fonction rationnelle non constante n’ayant qu’un seul pôle d’ordre1 ce

qui est absurde puisque la courbe est supposée non-rationnelle.¥

Lemme 2.4.2 :Si tout diviseur de degré2g − 1 est linéairement équivalent à un

diviseur effectif totalement réel et sans multiplicité, alorsN ′(X) 6 2g − 1.

Preuve :

Soit doncD un diviseur de degréd > 2g. On lui retired − (2g − 1) points réels

deux-à-deux distincts pour obtenirD′ := D − ∑
i Pi de degré2g − 1 qu’on sait, par

hypothèse, linéairement équivalent à un diviseur effectifnon-spécial totalement réel

et sans multiplicité. De deux choses l’une :
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– ou bien|D′| est sans point-base, auquel cas il induit un morphismeϕ|D′| : X →
Pg−1 dont un hyperplanH coupeϕ|D′|(X) en2g − 1 points réels deux-à-deux

distincts : quitte à changer légèrement d’hyperplan on peutsupposer que ces

points sont également distincts des images desPi de sorte queD ∼ ϕ∗
|D′|H +∑

i Pi convient.

– ou bien|D′| a un point-base nécessairement réel d’après le lemme2.4.1qu’on

noteP . Ainsi D′ − P , qui est linéairement équivalent à un diviseurK effectif

totalement réel et sans multiplicité, est aussi spécial et de degré2g−2 et est donc

canonique. Ici on a une nouvelle alternative : siX n’est pas hyperelliptique,

alors |K| est très ample – cf propIV .5.2 de [8] – et puisqu’il est totalement

réel et sans multiplicité on peut choisir un hyperplanH coupantϕ|K|(X) en

2g − 2 points deux-à-deux distincts et distincts des images desPi de sorte que

D ∼ ϕ∗
|K|H+

∑
i Pi convienne ; siX est hyperelliptique,K ∼ ∑g−1

i=1 Qi+h(Qi)

qu’on peut choisir de sorte à ce que

D ∼ P +
∑

i

Pi +

g−1∑

i=1

Qi + h(Qi) = P +
∑

i

Ri

︸ ︷︷ ︸
i6=j⇒Ri 6=Rj

et au pire des cas l’un desRi est P ce qu’on évite en choisissant une autre

section hyperplane deϕ|D|(X) ⊂ Pd−g.¥

A propos de la classe canonique d’une telle courbe avec beaucoup de composantes,

on peut démontrer le lemme suivant, un peu plus général que cequ’on vient de voir,

et qui nous sera utile par la suite.

Lemme 2.4.3 :SoitF un ensemble fini de points deX et P ∈ X(R) \ F . Alors la

classe canonique deX contient des diviseurs effectifs totalement réels sans multipli-

cité. De plus on peut en choisir dont le support ne rencontre pas F . Parmi ceux-ci

on peut en outre imposer qu’il contienneP , quitte à leur autoriser une multiplicité

double en ce point.

Preuve :

Si X est hyperelliptique tous les diviseurs de la forme
∑g−1

i=1 Pi + h(Pi) oùh désigne

l’involution hyperelliptique sont canoniques, et on voit que les deux affirmations de

l’énoncé sont vraies dans ce cas — la relaxe sur la multiplicité double provenant de

l’éventuel cas où le point imposé est stable par l’involution hyperelliptique. SiX n’est
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pas hyperelliptique alors tout diviseur canoniqueK est très ample. On choisit alorsg−
2 points, lesPi dansg− 2 composantes deux-à-deux distinctes et en position générale

de sorte que|K − ∑g−2
i=1 Pi| induise un morphismeX → P1 carg − 1 − (g − 2) = 1

et de degré2g − 2 − (g − 2) = g. Par ailleurs ce morphismeϕ est de degré impair

précisément sur lesg − 2 composantes où l’on a fixé lesPi et celles-ci se surjectent

donc surP1(R). Mais puisqueX(R) a encore au moins deux composantes connexes

on a au choix :

– l’existence d’une composanteC sur laquelleϕ est de degré pair, auquel cas en

choisissant un pointQ dans l’intérieur deϕ(C) on obtientϕ−1(Q) =
∑g

i=1 Qi

deux-à-deux distincts ;

– l’existence de deux composantes sur lesquellesϕ est de degré impair et donc à

nouveau qui revêtent toutP1(R) : ici il suffit de prendre un point réel deP1 dont

la fibre n’a pas de multiplicité, disons là encore
∑g

i=1 Qi.

Dans ces deux cas on aK ∼ ∑g
i=1 Qi +

∑g−2
i=1 Pi qui est donc effectif totalement réel

et qu’on peut choisir sans multiplicité. On peut évidemmentchoisir lesPi et lesQi de

sorte à ce qu’ils évitent n’importe quel ensemble fini ; on peut également choisir l’un

desPi égal à un point imposé.¥

On veux bien sûr prouver que tout diviseur de degré2g − 1 est linéairement équi-

valent à un diviseur totalement réel et sans multiplicité.

Théorème 2.4.0.1 (N ′ 6 2g−1 pour les courbes ayant beaucoup de composantes)

SoitX une courbe réelle de genreg ayantg ou g + 1 composantes. AlorsN ′(X) 6

2g − 1.

Preuve :

Grâce au lemme2.4.2du début de section, il suffit de traiter le cas d’un diviseur de

degré2g−1 exactement. Soit doncD un tel diviseur. On va distinguer trois cas suivant

que :

D a un point-base : dans ce casD admet un point-base réel. NotantP un tel point-

base réel,D−P est spécial de degré2g−2 et donc canonique. D’après le lemme

2.4.3, D − P est linéairement équivalent a un diviseur effectif totalement réel

sans multiplicité ne contenant pasP , ce qui permet de conclure dans ce cas.

D est sans point-base et non-simple: alors par définition-même le morphismeϕ|D| :

X → PN n’est pas birationnel. On dispose de la factorisation suivante, oùY est
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une normalisation deϕ|D|(X) :

X
ϕ|D|//

ψ
##HHHHHHHHHH ϕ|D|(X) // Pr

Y

OO

dont on déduit queψ est un morphisme de degréd > 1. Alors la partie fixe de

|D − P | estψ−1ϕ|D|(P ) − P . Si cette dernière est entièrement non-réelle alors

les autres antécédents deϕ|D|(P ) sont tous non-réels dont on déduit d’une part

queψ est de degré impaird > 3, et d’autre part queψ est de degré impair sur la

composanteC contenantP qui se surjecte donc sur une composante deY (R)

par1.2.2. Comme ceci est valable pour tout pointP , ce qui précède est valable

pour chaque composante deX(R) et deux différentes ne sauraient avoir même

image. Ainsis(X) 6 s(Y ) et vues les hypothèses et l’inégalité de HARNACK

on obtient :

g(X) 6 s(X) 6 s(Y ) 6 g(Y ) + 1.

Par ailleurs, RIEMANN -HURWITZ donne également

2g(X) − 2 = d(2g(Y ) − 2) + degré de ramification⇒ g(Y ) 6
g(X) − 1

d
+ 1

ce qui livre finalementg(X) 6 2d−1
d−1

6 5
2

card > 3 ce qui contredit l’hypothèse

taciteg > 3. Ainsi il existe un point réelP tel que|D − P | admette un autre

point réelP ′ dans sa partie fixe. Par suiteD − P − P ′ est spécial et de degré

2g − 3. On peut alors le compléter par un diviseur effectifP ′′, nécessairement

réduit à un point réel car de degré1, tel queD − P − P ′ + P ′′ soit canonique.

Là encore le lemme2.4.3permet de choisir un diviseurE canonique effectif

totalement réel évitantP etP ′ et contenantP ′′ — si P ′′ = P ouP ′ c’est encore

plus simple — et sans multiplicité, sauf éventuellement double enP ′′. Dans ce

casD ∼ E + P + P ′ − P ′′ permet de conclure.

D est sans point-base et simple: alors on peut lui retirerg − 2 points réels deux-à-

deux distincts de sorte queD′ := D − ∑g−2
i=1 Pi de degrég + 1 satisfasse :

– δ(D′) > g − 1 car en effetδ(D) > 1 car impair et il suffit de choisir lesPi

dans des composantes oùD est pair, puis de compléter par un nombre pair de

points dans une même composante,

– D′ soit sans point-base et non-special : ici on utilise la proposition 1.2.5sur
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les diviseurs simples.

Par suite on dispose deϕ|D′| : X → P1 de degré impair sur au moinsg − 1

composantes. Celles-ci se surjectent donc surP1(R) et il reste ou bien une com-

posante de degré impair siX est uneM−1 courbe ou bien deux composantes de

même parité siX est une courbe maximale, ce qu’on représente par les dessins

suivants, dans le casg = 4 :

P1(R)

ϕD

M -courbe
premier cas d’une

P1(R)

ϕD

M -courbe
second cas d’une

P1(R)

ϕD

(M − 1)-courbe
premier cas d’une

P1(R)

ϕD

(M − 1)-courbe
second cas d’une

On dispose alors de diviseurs totalement réels et sans multiplicité au-dessus de chaque

point des intervalles ouverts marqués en gras sur les figuresprécédentes, parmi les-

quels une infinité évite également lesPi.¥

Suivant encore MONNIER, et à défaut de traiterN ′(X) pour une courbe ayant

moins deg−1 composantes, on peut tenter de rendre un diviseur aussi réelque possible

et lisse. On se contentera du résultat suivant :

Proposition 2.4.1 (un résultat faible pour les courbes avecpeu de composantes)

SoitX une courbe réelle de genreg > 1 ayants > 1 composantes connexes réelles,

alors tout diviseur de degré> 2g + 1 est linéairement équivalent à un diviseur effectif

sans multiplicité dont la partie non-réelle est de degré plus petite queg +1− s (resp :

g − s) si g ≡ s[2] (resp :g 6≡ s[2]).

Preuve :

SoitD un diviseur de degréd > 2g + 1. A nouveau, on va montrer que sid = 2g + 1,

alorsD est linéairement équivalent à un diviseur effectif sans multiplicité dont la partie

non-réelle est de degré plus petite queg + 1 − s et évite un ensemble finiF fixé. On

appliquera alors ce résultat àD −∑d−(2g+1)
i=1 Pi et àF := {Pi, i = 1 . . . d− (2g + 1)}
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pour conclure. Soit doncF un ensemble fini et supposonsd = 2g+1. Commeδ(D) >

1 on peut trouverPi, i = 1 . . . g, g points deux-à-deux distincts et n’appartenant pas à

F tels que pourE := D − ∑g
i=1 Pi on ait :

– h0(E) = h0(E) − g = 2 et on suppose doncE effectif — lesPi font chuter la

dimension de1 à chaque étape ;

– δ(E) ∈ {s, s − 1} suivant queg + 1 ≡ s modulo2 ;

– E soit sans point-base — ici, on utilise la proposition1.2.5carD était simple

vu son degré> 2g.

On considère alors le morphismeϕE : X → P1 induit parE qui induit une surjection

des ous − 1 composantes deX(R) surP1(R) suivant queg + 1 ≡ s modulo2 :

– sig+1 ≡ s, alors on trouve facilement une fibre sans multiplicitéL dont la partie

non-réelle est au plus de degrég + 1 − s et qui éviteF et lesPi, i = 1 . . . g,

– si g ≡ s, alors on trouve facilement une fibre sans multiplicitéL dont la partie

non-réelle est au plus de degrég − s et qui éviteF et lesPi, i = 1 . . . g.

FinalementD ∼ L +
∑g

i=1 Pi fournit l’équivalence linéaire cherchée.¥



3
Cas des courbes à singularités

3.1 Singularisation

On va ici introduire un outil nous permettant d’itérer les arguments que MONNIER

donnait dans [12] pour montrer la proposition1.4.2. Il s’agit d’une légère variation de

ce qui est proposé au paragraphe IV.2 de[10] au cas où la courbe de départ n’est pas

nécessairement lisse.

Soit doncX une courbe d"finie surC irréductible qu’on ne suppose pas nécessai-

rement lisse etD =
∑n

i=1 niPi, un diviseur effectif —ni > 0 — à support dans

le lieu lisse deX — il tiendra le rôle de « module » de [10]. On considère alors

l’espace topologiqueY quotient de celui deX par la relation qui identifie unique-

ment lesPi. En notantS cette classe d’équivalence on peut écrire ensemblistement

Y ≃ {S} ⊔ X \ {P1, . . . , Pn} et identifier les pointsQ ∈ Y \ {S} avec leur unique

antécédent dansX. Ceci montre également queS est fermé carX \ {P1, . . . , Pn} est

ouvert. La projection naturelleπ : X → Y , qui est continue par définition de la topo-

logie quotient, permet aussi de munirY du faisceauπ∗OX . Comme lesPi sont fermés,

pour toutQ ∈ Y \ {S} et tout ouvertU ⊂ X contenantQ — avec identification —

l’ouvert U ′ := U \ {P1, . . . , Pn} est plus petit queU et de la formeπ−1(V ) pourV

53
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ouvert deY — en fait pourV = π(U ′) — et donc

(π∗OX)Q = lim−→
V ∋Q

OX(π−1(V )) = OX,Q

par contre pour le pointsS, on a — l’intersection ayant lieu dansk(X) :

(π∗OX)S = lim−→
V ∋S

OX(π−1(V )) ⊂ ∩n
i=1OX,Pi

Pour prendre en compte les multiplicitésni, on notecS l’idéal de∩n
i=1OX,Pi

formé

des fonctionsf telles que pour touti = 1 . . . n, νPi
(f) > ni. Il s’agit bien d’un idéal

d’après les propriétés des valuations qui existent bien carles pointsPi sont lisses.

Proposition 3.1.1

Avec les notations précédentes, si l’on poseOY,Q := OX,Q pour toutQ ∈ Y \ {S}
etOY,S := C + cS alors on définit via ces germes, un faisceau surY qui en fait une

courbe irréductible qu’on noteXD. On dispose en outre d’un morphisme birationnel

naturelf : X → XD.

Preuve :

Gardons toutes les notations précédentes. L’espace topologiqueY est irréductible : si

F et G sont deux fermés le recouvrant alorsπ−1(F ) et π−1(G) recouvrent l’espace

X irréductible et donc l’un des deux suffit, disonsF ; par surjectivité deπ on a aussi

Y = F . Tous lesOY,Q étant des sous-anneaux deC(X), ils définissent bien un faisceau

surY dont les germes sont lesOY,Q. Etant ou bien les anneaux locauxOX,Q ou bien

l’anneau localC+ cS, (Y,OY ) est un espace localement annelé. Pour définirf : X →
Y on prend bien sûr l’application continueπ et au niveau des faisceauxf ♯ : OX →
π∗OX est défini en chaque pointQ ∈ X par :

– l’identité dans le cas oùQ 6= Pi car alorsOY,Q = OX,Q,

– l’inclusionC + cS → OX,Pi
si P = Pi.

L’identité est évidemment un morphisme local entre anneauxlocaux et l’inclusion

également car les fonctions non-inversibles deC + cS restent non-inversibles dans

OX,Pi
. Clairementf réalise un isomorphisme entre les ouvertsX \ {Pi} et Y \ {S}.

Pour montrer queY est une courbe il ne reste donc plus qu’à exhiber un voisinagede

S isomorphe à une courbe affine. Quitte à prendre un voisinageV deS tel queπ−1(V )

ne contienne aucun point singulier on est ramené au cas oùX est lisse qui fait l’objet

de la proposition 2 page 69 de [10] — et même plus précisément de « On constate
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immédiatement que toutes les conditions du numéro3 sont satisfaites » au numéro4 à

la page suivante.¥

Faisons quelques remarques sur cette construction. La courbe XD continent une

singularité supplémentaire par rapport àX — sauf dans le cas oùD = P est réduit à

un point — à savoirS. Comme indiqué dans [10], en singularisant avecD = 2P , on ne

garde à une constante près, que les fonctions de valuation> 2 etS est un cusp, tandis

qu’en singularisant suivantD =
∑n

i=1 Pi on ne garde que celles ayant même valeur en

lesPi, on obtient une singularité ordinaire àn branches. Remarquons également que

si D et D′ sont deux diviseurs effectifs à supports lisses et disjoints, on peut voirD′

comme diviseur deXD et définir(XD)D′. Cette dernière n’est pas isomorphe àXD+D′ .

Par contre(XD)D′ et (XD′)D ayant exactement les mêmes espaces topologiques et les

mêmes anneaux de germes, elles sont bien égales.

Pour singulariser une courbe réelleX suivant un diviseurD à support dans le

lieu lisse, on identifieD au diviseur deXC invariant par la conjugaison complexe. La

courbe singulière obtenue(XC)D est alors a nouveau munie d’une conjugaison qui

permet de la munir d’une structure réelle. On la notera parfois abusivementXD. Ainsi

(XC)P+P est une courbe réelle présentant un nœud réel isolé. La construction initiale

a toujours du sens siD est a support réel surX auquel cas on a :

Proposition 3.1.2

SoitD un diviseur d’une courbe réelle à support réel dans le lieu lisse, alors(XD)C =

(XC)D.

Preuve :

En effet, dans les deux cas il s’agit de l’espace topologiqueXC dans lequel on a

identifié les pointsPi du support deD. Quand aux anneaux de germes de fonctions

régulières, ils coïncident clairement en les pointsQ 6= Pi tandis qu’enQ = S il s’agit

de

OX,S ⊗ C = (R + cX,S) ⊗ C = C + cX,S ⊗ C = C + cXC,S = OXC,S.¥

Par contre, partant d’une courbe réelleX et se donnant deux points non-réelsP+P

etQ + Q, P + Q est un diviseur deXC et la courbe complexe(XC)P+Q a un sens —

elle n’est par contre pas définie surR. Cette courbe contient les deux points lisses
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P et Q et on peut la singulariser en((XC)P+Q)P+Q. Cette courbe complexe présente

deux nouvelles singularités, qui sont deux nœuds conjugués, et admet également une

structure réelle.

Rappelons que le but de cette « singularisation » est de construire successivement

plusieurs courbes singulièresX → XD1
→ (XD1

)D2
→ · · · → ((XD1

)D2
) . . .Dn

de

plus en plus singulières tout en préservant le caractère finide leurs invariantsN et

M . Remarquons que cette dernière courbeY = ((XD1
)D2

) . . .Dn
peut être obtenue

directement à partir deX par l’opération décrite dans [10], IV.1.3 p. 69. Comme un

des buts est de majorer les invariantsN et M par d’autres invariants classiques, les

genres géométrique,g, et arithmétique,pa par exemple, on utilisera fréquemment la

relation

pa(XD) = pa(X) + degD − 1

qu’on déduit par différence de la proposition 3 page 73 de [10], IV.2.7 où on a, avec

nos notations

g(Y ) +
∑

i

(degDi − 1) = pa(Y ).

On sera ainsi en mesure de quantifier les invariantsN et M de certaines courbes

obtenues par singularisation. Par contre, se donnant une courbe singulière, peut-on

la récupérer en singularisant sa normalisée ? On va voir que même si ce n’est pas

toujours le cas, le modèle singulier qu’on construit pourrait quand même donner des

informations sur la courbe singulière initiale.

Donnons-nous donc une courbe singulièreY de normaliséeπ : X → Y . No-

tantS1, . . . , Sn les points singuliers deY , on dispose dansX de points deux-à-deux

distincts(Pi,j)16i6n;16j6ki
tel queπ(Pi,j) = Si. Pour chacun d’eux, notonsni,j des

entiers tels que

∩jm
ni,j

Pi,j
⊂ mSi

.

De tels entiers existent car il existe
(
∩jmPi,j

)n ⊂ mSi
— [10], IV.1.2. On note alors

Di =
∑ki

j=1 ni,jPi,j pour touti = 1 . . . n. On on dira que la courbe((XD1
)D2

) . . .Dn

est un modèle singulier deY .

Proposition 3.1.3 (lien courbe singulière/modèle singulier)

Soit Y une courbe singulière etY ′ un modèle singulier deY . Alors I(Y ) 6 I(Y ′)

pour I = N,N ′,M .

Preuve :

Le calcul de ces invariants se fait en montrant qu’un diviseur de WEIL D à support
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dans le lieu lisse de la courbe est linéairement équivalent àun diviseurT d’un certain

type — totalement réel, non-réel, sans multiplicité — l’équivalence étant donnée par

une fonction rationnelle inversible aux anneaux locaux despoints singuliersf et vé-

rifiant D − T = div(f). On voit alors toutes ces relations entre diviseurs d’un ouvert

deX et entre fonctions rationnelles dek(Y ) = k(X) = k(Y ′). Ainsi, si on dispose de

l’invariant pourY ′ on a les relations voulues,D − T = div(f) et il suffit de s’assurer

que l’inversibilité def aux points singuliers deY ′ l’implique pour les points singuliers

deY ce qui est garanti par les inclusions∩jm
ni,j

Pi,j
⊂ mSi

.¥

On peut déjà annoncer que le comportement des différents invariants singuliers

sera lié aux degrés des diviseurs servant à singulariser. Par suite, pour traiter une

courbe singulière donnée, il serait bon de contrôler les entiers ni,j. Par définition-

même une singularitéS est dite ordinaire àn branches si sonδS = dim
OY,S

OY,S
oùOY,S

désigne la clôture intégrale deOY,S, vaut n. On dit que c’est un cusp quandS n’a

qu’un seul antécédent par la normalisation et que sonδ vaut2. Dans ces deux cas on

a :

Proposition 3.1.4

SiS est une singularité ordinaire àn branches alors il existen points dans la norma-

lisée, lesPj, tel que∩jmPj
⊂ mS. Si C est un cusp alors son unique antécédentP

dans la normalisée satisfaitm2
P ⊂ mC .

Une courbe singulière et ses modèles singuliers peuvent partager beaucoup de

points communs : des parties lisses isomorphes et des pointssinguliers en couple

pouvant partager mêmeδ. Il n’est cependant pas vrai que deux courbes singulières

dont les lieux lisses sont isomorphes et dont on peut faire correspondre les points

singuliers deux-à-deux de sorte à les mettre par couples analytiquement isomorphes

sont isomorphes. Voici un exemple1 : soientP1, Q1, P2, Q2, P
′
1, Q

′
1, P

′
2, Q

′
2 huit points

deP1
C. Alors les deux courbes

Y = (((((XP1+Q1
)P2+Q2

)2P ′
1
)2Q′

1
)2P ′

2
)2Q′

2
etY ′ = (((((XP ′

1
+Q′

1
)P ′

2
+Q′

2
)2P1

)2Q1
)2P2

)2Q2

ont des lieux lisses isomorphes, car isomorphes àP1\{P1, Q1, P2, Q2, P
′
1, Q

′
1, P

′
2, Q

′
2}

et toutes les deux deux nœuds et quatre cusps. Par contre si elles étaient isomorphes,

cet isomorphisme échangerait les nœuds d’une part et les cusps d’autre part et se relè-

verait en un automorphisme deP1
C échangeant{P1, Q1, P2, Q2} et {P ′

1, Q
′
1, P

′
2, Q

′
2}.

1Cet exemple m’a été soufflé par Michel GRANGER.
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Pour obtenir une contradiction, il suffit de choisir ces deuxquadruplets avec des bi-

rapports différents.

P1 Q1 P2 Q2 P ′
1Q′

1P ′
2Q′

2 P1
C

P1 + Q1

P ′
1 Q′

1 P ′
2 Q′

2

P2 + Q2 P ′
1 + Q′

1

P1 Q1 P2 Q2

P ′
2 + Q′

2

FIG. 3.1 – Deux courbes non-isomorphes qui se « ressemblent »

3.2 M pour une courbe singularisée en respectant les

lacets

Pour rappel, MONNIER a montré quepa(X) 6 M(X) 6 2pa(X) où pa(X) dé-

signe le genre arithmétique de la courbeX. On y utilisait le résultat suivant qui sera à

nouveau utile :

Lemme 3.2.1 :SoitX une courbe de genre arithmétiquepa etU son lieu lisse, alors

pout toutP ∈ U et toutn > pa, l’application ϕP,2n : U (2n) → J, (Pi)16i62n 7→∑2n
i=1 Pi − P est surjective.

Ce lemme permet essentiellement de se ramener au cas effectif:

Lemme 3.2.2 :Sur une courbe de genre arithmétiquepa, tout diviseur de degré pair

sur chaque lacet et de degré total2d > 2pa est linéairement équivalent à un diviseur

effectif.

Preuve :

Soit D un diviseur de degré pair sur chaque lacet et de degré total2d > 2pa et P
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un point quelconque deU . Alors la classe deD − 2dP est dans l’image deϕP,2d car

2d > 2pa : il existe donc
∑2d

i=1 Pi−P linéairement équivalent àD−2dP et en ajoutant

2dP on trouve bienD ∼ ∑2d
i=1 Pi.¥

On va maintenant mettre en œuvre ce qui était annoncé : trouver une condition

pour que la finitude deM(X) implique celle deM(XD) — c’est l’objet du lemme

qui suit. Ensuite on l’itérera pour obtenir quelques propositions plus explicites. Si

D =
∑n

i=1 niPi est diviseur effectif à support dans le lieu lisse d’une courbeX, on

note iciD′ =
∑n

i=1 n′
iPi oùn′

i est le plus petit entier pair plus grand queni.

Lemme 3.2.3 :SoitX une courbe etD =
∑n

i=1 niPi un diviseur effectif à support

dans le lieu lisse deX et dans un même lacet et de degré> 2. Alors

M(XD) 6 max

(
M(X) +

degD′

2
, pa(XD)

)
.

Preuve :

Notonsn = max(M(X) + degD′

2
, pa(XD)). Soit doncE un diviseur deXD de degré

pair sur chaque lacet et de degré total2d > 2n. Comme d’une part2d > 2pa(XD)

d’après le lemme précédent on peut supposerE effectif. D’autre partE − D′ est de

degré> 2M(X) et donc il existe une fonction rationnellef inversible aux anneaux

locaux des points singuliers deX telle queC := E − D′ + div(f) soit totalement

non-réel ce qu’on réécrit :

E + div(f) = C + D′.

Les seuls zéros réels def sont donc lesPi et sont d’ordre pair — c’est le but desn′
i.

Localement enPi, f est de signe constant qui est le même car d’une part lesPi sont

sur un même lacet et d’autre part le nombre de pôles réels, compté avec multiplicité,

entre deux de cesPi est pair, carE est pair sur chaque lacet deXD
2. Quitte à prendre

−f on peut supposer qu’elle est positive sur ce lacet deX. Pour toutε 6= 0, f +ε a les

même pôles quef , par contre ses zéros changent : mais quitte à prendreε petit, ceux

qui étaient non-réels le restent et forment le diviseurC ′ et quitte à prendreε < 0 ce

qui étaient réels pairs, lesPi, deviennent non-réels, disonsQi + Qi. Ainsi

E + div(f + ε) = C ′ +
∑

i

n′
i

2
(Qi + Qi).

2la singularisation suivant cesPi a transformé chacun des intervalles[Pi, Pi+1] en un nouveau lacet
se refermant enS image commune desPi.
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Commef + ε induit une fonction rationnelle inversible en les anneaux locaux des

points singuliers deXD — pour les anciennes singularités, il suffit qu’ε évite un

nombre fini de valeurs, pour la nouvellef y vaut ε — il s’agit bien d’une relation

d’équivalence linéaire surXD entreE et C ′ +
∑

i
n′

i

2
(Qi + Qi) totalement non-réel.

Par suiteM(XD) 6 n. ¥

Proposition 3.2.1 (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets)

Soit X une courbe lisse qu’on singularise à plusieurs reprises à l’aide de diviseurs

effectifs dont les supports sont à chaque fois dans un même lacet pour obtenir une

courbeY . AlorsM(Y ) 6 pa(Y ) + n oùn est le nombre de singularités ordinaires de

Y .

Preuve :

Introduisons quelques notations : on poseX1 := X et on noteDi, i = 1 . . . m le

diviseur effectif à support dans un même lacet qu’on utilisepour singulariser la courbe

Xi := (Xi−1)Mi−1
, i = 2 . . . m + 1. Le nombre de singularités ordinaires deY =

Xm+1 n’est autre que le nombre deDi sans multiplicité. On va prouver le résultat par

récurrence surm ∈ N.

Si on n’a effectué aucune singularisation alors il s’agit juste du résultat lisseM(Y ) =

M(X) = g(X) = pa(X) = pa(Y ) = pa(Y ) + 0. Supposons le résultat vrai pour

m − 1 ∈ N et prouvons-le pourm. D’après le lemme précédent on a

M(Y ) = M(Xm+1) = M((Xm)Dm
) 6 max

{
M(Xm) +

degD′
m

2
, pa((Xm)Dm

)

}
.

Or d’une part on sait quepa((Xm)Dm
) = pa(Xm)+degDm−1 et d’autre part l’hypo-

thèse de récurrence donneM(Xm) 6 pa(Xm) + n oùn est le nombre de singularités

ordinaires deXm. Ainsi l’inégalité précédente se réécrit :

M(Y ) 6 max

{
pa(Xm) + n +

degD′
m

2
, pa(Xm) + degDm − 1

}
.

De deux choses l’une :

– ou bienDm est sans multiplicité auquel casD′
m = 2Dm et donc le maximum

précédent estpa(Xm)+n+degDm = pa(Xm+1)+1+n etY comptant bien une

singularité ordinaire de plus queXm – celle due àDm justement — la formule

M(Y ) 6 pa(Y ) + nombre de singularités ordinaires deY
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est satisfaite,

– ou bienDm contient un point multiple c’est-à-dire qu’il existeni > 1 et donc
n′

i

2
< ni et comme pour les autres indices l’inégalité large est remplie on a

finalementdegD′
m

2
< degDm ce qui donne

M(Y ) 6 max {pa(Xm) + n + degDm − 1, pa(Xm) + degDm − 1} = pa(Y )+n

etY compte encore le même nombren de singularités ordinaires.¥

Étonnamment, c’est la présence de singularités ordinairesqui fait augmenter la

différenceM − pa. Dans les deux cas extrême où on ne met que des singularités

ordinaires, où aucune, on obtient alors les deux propositions suivantes :

Corollaire 3.2.1.1 (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets à sin-

gularités ordinaires)

Soit X une courbe lisse qu’on singularise àn reprises avec des diviseurs effectifs

sans multiplicité — lesn singularités résultantes sont ordinaires — à support dans

la partie lisse d’un même lacet à chaque étape. Alors la courbe finale,Y , vérifie

M(Y ) 6 pa(Y ) + n.

Corollaire 3.2.1.2 (M pour une courbe singularisée en respectant les lacets sans

singularité ordinaire)

Soit X une courbe lisse qu’on singularise à plusieurs reprises à l’aide de diviseurs

effectifs dont les supports sont à chaque fois dans un même lacet et avec un point

multiple au moins pour obtenir une courbeY . AlorsM(Y ) 6 pa(Y ).

Par exemple, sur la courbe cuspidale usuelle, tout diviseurde degré positif pair est

linéairement équivalent à un diviseur dont le support est totalement non-réel.

3.3 M pour des courbes singularisées suivant des divi-

seurs non-totalement réels

Lemme 3.3.1 :Soit X une courbe réelle telle queM(X) < ∞ et D un diviseurs

effectif de la forme
∑

i Pi + Pi ou2nQ ou même
∑

i Pi + Pi + 2nQ. AlorsM(XD) 6

max{M(X) + deg(D)
2

, pa(XD)}

Preuve :

Soit doncE un diviseur de degré> max{2M(X) + deg(D), 2pa(XD)} sur XD.
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Comme précédemment on peut supposerE effectif. Par ailleursE − D est de de-

gré> 2M(X) et donc surX on dispose d’une relationE − D + div(f) = E ′ où E ′

est effectif totalement non-réel etf ∈ R(X)∗ est inversible aux anneaux locaux des

points singuliers deX. On la réecrit

E + div(f) = E ′ + D

où à nouveau on lit les pôles dansE et les zéros dansE ′ +D. Pourε 6= 0, f + ε garde

des zéros non-réels voisins desPi etPi et, pour un choix de signe judicieux, admet de

nouveaux zéros complexes conjugués à la place du zéro d’ordre pair enQ. Par contre

elle devient inversible au pointsPi + Pi etQ, ce qui fournit l’équivalence souhaitée.¥

Partant d’une courbe lisse oùM(X) = g(X) = pa(X), on voit tout de suite que

pa(XD) = pa(X) + degD − 1 croît plus vite queM(X) + deg(D)
2

ce qui donne la

proposition suivante :

Proposition 3.3.1 (M pour des courbes singularisées suivant des diviseurs non-to-

talement réels)

Si X n’a que des singularités non-réelles, ou réelles isolées oudes cusps réels, alors

M(X) 6 pa(X).

Preuve :

Pour les cusps réels et les singularités isolées, cela découle du lemme itéré. Il reste

donc à traiter les singularités non-réelles. Celles-ci n’ont que des points non-réels

au-dessus d’elles dans la normalisée et il suffit donc de se convaincre que siD ∈
Div(XC(C) \ XC(R)) est effectif alorsM(((XC)D)D) 6 pa(((XC)D)D) auquel cas

les arguments sont formellement les mêmes que dans la preuvedu lemme.¥

3.4 N pour les courbes à singularités ordinaires réelles

et cusps réels

Si l’on veut adapter la preuve de [12] à d’autres singularités, on a besoin de dispo-

ser d’un degré suffisamment grand pour pouvoir trouver des diviseurs sans multiplicité

dans une classe d’équivalence donnée, dans le but de pouvoir« bouger » un peu les

hyperplans définissant nos diviseurs tout en restant dans lapartie réelle. C’est pour
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cette raison que l’on s’est plutôt intéressé à l’invariantN ′(X) défini comme le plus

petit entierN tel que tout diviseur de degré> N soit linéairement équivalent à un

diviseur
∑

i Pi où Pi 6= Pj dès quei 6= j sont des points réels (on parlera de diviseur

totalement réel sans multiplicité). La même définition reste valable pour les courbes

singulières à condition de prendre la bonne définition pour l’équivalence linéaire. Clai-

rementN(X) 6 N ′(X).

Lemme 3.4.1 :SoientX une courbe etP, P1, . . . , Pn ∈ X(R) des points réguliers

distincts, alors siN ′(X) est fini il en est de même deN ′(X2P ) et N ′(XP1+···+Pn
)

qui sont respectivement majorés parmax{N ′(X) + 2, pa(X) + 1} etmax{N ′(X) +

n, pa(X) + n − 1}.

Preuve :

On va traiter en parallèle les deux types de singularisation. Soient doncX une courbe

telle queN := N ′(X) soit fini et D un diviseur deX2P (resp :XP1+···+Pn
) dont le

support ne contient pas de point singulier deX2P (resp :XP1+···+Pn
). Il correspond

alors à un diviseur deX ne contenant pas de point singulier deX ni P (resp : ni

aucun desPi). On cherche à montrer que s’il est de degré plus grand qu’un certain

n ∈ N, alors il est équivalent à un diviseur totalement réel sans multiplicité. Quitte

à le supposer de degré> pa, avec icipa(X2P ) = pa(X) + 1 (resppa(XP1+···+Pn
) =

pa(X) + n − 1), il suffit de traiter le cas oùD est effectif. Supposons de plusD

de degré> N + 2 (resp :> N + n). Alors dansX, deg(D − 2P ) > N (resp :

deg(D−(P1 + · · ·+Pn)) > N ) et est donc équivalent à un diviseur effectif totalement

réel sans multiplicité et sans point singulierE, via une fonction rationnellef inversible

dans les anneaux locaux des points singuliers deX :

D + div(f) = E + 2P (resp :D + div(f) = E + P1 + · · · + Pn).

CommeD est effectif,a + f ∈ H0(D) pour touta ∈ R∗ et en le choisissant suffisam-

ment petit (et éventuellement du « bon » signe dans le cas du cusp) on bouge les zéros

def en les conservant distincts, mais sans bouger ses pôles, de sorte que :

D + div(a + f) = E ′ + P ′ + P ′′ (resp :D + div(a + f) = E ′ + P ′
1 + · · ·+ P ′

n).

aveca + f inversible dans les anneaux locaux des points singuliers provenant deX et

dans le nouveau. Les relations précédentes fournissent donc les équivalences linéaires

voulues dansX2P (resp :XP1+···+Pn
) avec un diviseur effectif sans multiplicité.¥
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Remarquons que la preuve précédente s’adapte également telle quelle au cas d’une

singularité donnée par un diviseur effectif de la forme2P + P1 + · · · + Pn, car en

effet la présence d’un2 impose le choix du signe deε tandis que les autres points ne

forcent qu’à le prendre plus petit éventuellement. On a doncégalement la proposition

suivante :

Lemme 3.4.2 :SoientX une courbe etP, P1, . . . , Pn ∈ X(R), alors siN ′(X) est

fini il en est de même deN ′(X2P+P1+···+Pn
) qui est majoré parmax{N ′(X) + n +

1, pa(X) + n}.

Les premiers cas qui nécessitent des techniques différentes sont ceux d’une singu-

larité provenant d’un diviseur du type3P ou2P + 2Q ; on y reviendra dans la section

suivante. Pour le moment, l’idée est bien sûr d’appliquer successivement ces résultats

en partant de courbes dont on sait que l’invariantN ′ est fini, par exemple les courbes

lisses. On pourra même en dire un peu plus dans les cas où on en connait davantage, à

savoir celui des courbes ayant beaucoup de composantes et celui des courbes de genre

2. Commençons par expliciter le premier point :

Proposition 3.4.1 (N et N ′ pour les courbes à singularités ordinaires réelles et

cusps réels)

Si X a pour seules singularités des singularités ordinaires réelles et des cusps réels,

alorsN(X) 6 N ′(X) < +∞.

Voyons maintenant comment être plus précis à l’aide des résultats de la première

partie :

Proposition 3.4.2 (bornes explicites pourN et N ′ dans quelques cas)

SiX est une courbe singulière obtenue à partir d’une courbe lisse, sa normalisée, qui

a beaucoup de composantes (resp de genre2) à l’aide den diviseurs effectifs sans

multiplicité ou éventuellement un coefficient2 par étape, disons lesDk de degrédk,

alors

N(X) 6 N ′(X) 6 2g(X̃) − 1 +
n∑

k=1

dk (respN ′(X) 6 5 +
n∑

k=1

dk).

Preuve :

Traitons le cas où̃X a beaucoup de composantes par récurrence surn ∈ N. Si n = 0

il s’agit juste de la borne lisseN ′(X̃) 6 2g − 1. Supposons maintenant le casn traité.



3.5. 2P + 2Q DANS UN CAS PARTICULIER 65

Alors quelque soitDn+1 comme dans l’énoncé, on a

N ′(X) = N ′((X̃D1
) . . . )Dn+1

) 6 max{N ′((X̃D1
) . . . )Dn

)+dn+1, pa((X̃D1
) . . . )Dn

)+dn+1−1}.

Or l’hypothèse de récurrence montre queN ′((X̃D1
) . . . )Dn

) + dn+1 6 2g(X̃) − 1 +∑n+1
k=1 dk qui est plus grand que l’autre terme valantg(X̃) − (n + 1) +

∑n+1
k=1 dk dès

queg > 1 − n ce qui est toujours le cas ! Le cas où̃X est de genre2 avec une seule

composante connexe fonctionne d’autant plus que la borneN ′(X̃) 6 5 est encore plus

large que2g − 1.¥

On peut alors énoncer une variante :

Proposition 3.4.3

SiX est une courbe singulière avecn nœuds réels etc cusps réels dont la normalisée

a beaucoup de composantes (resp : est de genre2), alorsN(X) 6 N ′(X) 6 g + pa +

n + c − 1 (resp :g + pa + n + c + 1).

Preuve :

Il suffit de comparer au modèle singulierY formé de diviseurs entrant dans le cadre

de la proposition précédente. Alors, disons dans le premiercas :

N(X) 6 N ′(X) 6 N(Y ) 6 2g(X̃)−1+
n∑

k=1

dk = g−1+g+
n∑

k=1

(dk−)+n+c = g+pa+n+c−1.

L’autre cas se traite de manière analogue.¥

3.5 2P + 2Q dans un cas particulier

Pour adapter cette preuve à une courbe du typeX2P+2Q, on a besoin de contrôler

le signe d’une fonction rationnelle candidate pour l’équivalence autour deP et Q

pour pouvoir conclure de la même façon en « bougeant » d’un certain ε 6= 0. On peut

éventuellement le faire avec un argument de type continuité/connexité, et c’est ce qui

explique l’énoncé de la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 (2P + 2Q dans un cas particulier)

Soit X une courbe réelle lisse etQ1, . . . , Qn des points d’une même composante

connexe deX(R). AlorsN(X2Q1+···+2Qn
) < +∞.
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Preuve :

NotonsC la composante connexe deX(R) contenant lesQi et fixons y un intervalle

fermé propre les contenant tous. Alors son complémentaireU dansX(R) est un ouvert

rencontrant tous les ovales et on dispose donc d’un entierN ′(U) tel que tout diviseur

de degré> N ′(U) soit linéairement équivalent à un diviseur simple à supportdans

U . Soit maintenantD un diviseur deY := X2Q1+···+2Qn
de degréd > max(l +

M,N ′(U) + 2n + l), où l est le nombre de lacets etM := M(Y ) < +∞. Alors

en lui retranchant au plusl points réels, on obtient un diviseurD′ de degré pair sur

chaque lacet et de degréd′ > M . On sait alors qu’il est linéairement équivalent dans

Y à un diviseur effectif totalement non-réelD′′. De plusD′′ − 2
∑n

i=1 Qi est de degré

> N ′(U) et donc on dispose def ∈ R(X) telle que :

D′′ + div(f) = S + 2
n∑

i=1

Qi

où S est simple à support dansU . Ainsi f a des zéros d’ordre pair en lesQi, et y est

donc localement de signe constant ; de plus ce signe est partout le même carf n’admet

ni zéro ni pôle entre deux de ces points et est continue. Par suite on peut choisirε 6= 0

tel queZ := D′′ + div(f + ε) soit totalement réel. Cela donne à nouveauD′′ ∼ Z

dansY et doncD est linéairement équivalent àZ+ au plusl point réels comme voulu.

On a doncN(X2Q1+···+2Qn
) 6 l + max(M,N ′(U) + 2n) < +∞.¥

On pourrait traiter de manière analogue une courbeX2Q1+···+2Qn+P1+···+Pm
en

supposantX lisse et qu’il y ait un nombre pair desPj entre deuxQi « consécu-

tifs » de sorte à contrôler le signe def au voisinage desQi. Par contre on ne peut

a priori pas procéder par singularisations successives et traiter le cas d’une courbe

(X2P+2Q)2P ′+2Q′ car on a vraiment besoin du résultat concernant un ouvert arbitraire,

valable uniquement sur une courbe lisse.
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Alexandre B ARDET

Diviseurs sur les courbes réelles

Divisors on real curves

Résumé
Dans un article sur les sommes de carrés,
SCHEIDERER a prouvé que pour toute courbe
algébrique, réelle, projective, irréductible, lisse, ayant
des points réels, il existait un entier N tel que tout
diviseur de degré plus grand que N soit linéairement
équivalent à un diviseur dont le support est totalement
réel. Ensuite HUISMAN et MONNIER ont montré que
dans le cas des courbes avec beaucoup de
composantes connexes, ie. celle en ayant au moins
autant que le genre g, ici supposé strictement positif,
de la courbe, on pouvait prendre N égal à 2g − 1.
MONNIER a également abordé la question pour les
cas des courbes singulières : il en a exhibé pour
lesquelles un tel entier n’existait pas et d’autres pour
lesquelles il existait. Dans cette thèse on étend la
classe des courbes singulières pour lesquelles un tel
entier existe, essentiellement des courbes avec des
nœuds ou des cusps, et on arrive dans certains cas a
contrôlé explicitement cet entier en fonction du genre
de la courbe et du nombre de ces singularités. Pour y
parvenir on utilise d’une part une « singularisation
successive » et d’autre part une variante de l’invariant
où l’on demande qu’en plus les points du support
soient deux-à-deux distincts. Pour ce nouvel invariant,
on étend tel quel les résultats sur les courbes ayant
beaucoup de composantes et on traite celui des
courbes de genre 2 ayant une seule composante, le
« premier » cas jusqu’alors inconnu : dans ce cas la
borne 3 est impossible en général, mais par contre 5
convient.

Abstract
In an article about sums of squares, SCHEIDERER

proved that for every real, algebraic, projective,
irreducible, smooth curve with some real points,
their exists an integer N such that every divisor of
degre not lower than N is linearly equivalent to a
divisor whose support is totally real. Then
HUISMAN and MONNIER proved that for real
curves with many components, ie. those with at
least as many components as the genus g,
assumed here to be positive, of the curve, one
can choose N equal to 2g − 1. MONNIER also
dealed with singular curves: he showed that for
some of them such an integer does not exist and
gave some others where it does exist. In this
thesis we extend the classe of singular curves for
wich such an integer exists, essentially those with
nodes and cusps, and we sometimes manage to
bound such an integer in terms of the genus. To
do so, an "iterative singularisation" is used and
also a slightly different invariant where we ask the
real points of the support to be distinct from
each-other. We extend the results about curves
with many components to that new invariant and
deal with curves of genus 2 having only one
component, which is the "very first" unknown
case so far: in that case, 3 cannot bound the
invariant, but 5 does.

Mots clés
courbe, algébrique, réelle, lisse, singulière,
singularisation, diviseur, équivalence linéaire,
support, genre 2, composante connexe, courbe
maximale, nœuds, cusp.

Key Words
curve, algebraic, real, smooth, singular,
singularisation, divisor, linear equivalency,
support, genus 2, component, maximal curve,
node, cusp.
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