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Chapitre 1

Introduction

1.1 Etat de l’art

Dans certains contextes, les méthodes classiques utilisées pour le calcul de champs rayonnés ou
diffractés en présence d’obstacles de grande taille par rapport a la longueur d’onde, comme 1I’Optique
Physique ou les méthodes de rayons, ne sont pas valides ou deviennent tres lourdes en temps de calcul.
La présence de réflexions-diffractions multiples, par exemple, rend ces méthodes cotiteuses en temps
de calcul et leur validité est remise en cause quand les obstacles ne sont pas en champ lointain les uns
des autres. En présence de surfaces réfléchissantes concaves, les méthodes de rayons posent également

des problemes de caustiques.

Depuis les années 80, des méthodes dites phase-space ont été proposées comme alternative pour
résoudre ces problemes. [1] Ces méthodes représentent les champs sur la base de superpositions de
faisceaux gaussiens élémentaires. Les faisceaux gaussiens présentent ’avantage :

— de ne pas présenter de probleme de caustiques en présence de surfaces courbes;

— de pouvoir étre considérés comme localisés a la fois dans I'espace et dans le domaine spectral, ce
qui permet de sélectionner uniquement les faisceaux qui rayonnent dans les zones d’observation
choisies [2];

— de pouvoir étre suivis facilement dans un environnement complexe, grace a 'approximation
paraxiale ;

— de permettre le calcul de champs en zone non lointaine des sources ou obstacles.

Cependant, la discrétisation des champs sources pour aboutir & une superposition de faisceaux gaussiens
est plus complexe que I’échantillonnage dans le domaine spatial ou spectral utilisé dans les méthodes
classiques. Les méthodes qui ont donné lieu aux développements les plus importants, théoriques ou

pratiques, sont les suivantes :
1. la décomposition en série de Gabor d’une distribution source dans un plan,
2. la décomposition sur un frame de Gabor d’une distribution source dans un plan,

3. la décomposition sur un ensemble de faisceaux a symétrie cylindrique, selon une procédure de

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

discrétisation plus empirique,

4. une décomposition multi-faisceaux 3D & partir d’une distribution sur une surface courbe, sur un

maillage régulier,

5. un échantillonnage sur une sphére par un ensemble de sources complexes (complex point source

beamn expansions).

Une série de Gabor est un ensemble de fonctions gaussiennes translatées dans les domaines spatial et
spectral. Pour discrétiser une distribution de sources dans un plan, on utilise des fonctions gaussiennes
de deux variables dans ce plan . Il a malheureusement été démontré par la théorie mathématique des
représentations temps-fréquence [3,4], et en particulier des frames, que la décomposition en série de
Gabor (méthode 1) est numériquement instable : la sommation obtenue en augmentant le nombre de
fenétres gaussiennes ne converge pas vers la distribution source. Cette instabilité ne permet pas de
représenter correctement des distributions sources en électromagnétisme, comme il a été montré sur

des exemples numériques [5, 6].

La théorie mathématique des frames, et des frames de Gabor en particulier, fournit un cadre rigoureux
permettant de décomposer une distribution de sources électromagnétiques, définie dans une ouverture
équivalente plane, en une somme plus ou moins redondante de fenétres gaussiennes de largeur quel-
conque (méthode 2). Comme dans le cas précédent, les fonctions gaussiennes sont translatées dans le
domaine spatial et dans le domaine spectral associé (vecteurs d’ondes). Les pas de translation dans
ces deux domaines doivent vérifier une contrainte de redondance ou suréchantillonnage, pour que
I’ensemble des fonctions gaussiennes soit complet dans l'espace La(R). Il constitue alors un frame.

L’utilisation de cette théorie en électromagnétisme a été initiée par la these de D. Lugara [5,6].

La méthode 3 a été utilisée par Pathak [7], pour analyser de grandes antennes a réflecteurs. Le domaine
des sources équivalentes est divisé en sous-domaines, et le champ lointain rayonné par chacun de ces
sous-domaines est exprimé sous la forme d’'une somme pondérée de faisceaux gaussiens a symétrie
cylindrique. Les coefficients de pondération de ces faisceaux sont obtenus par résolution de systemes
linéaires. Le défaut de cette méthode est son empirisme : aucune théorie mathématique rigoureuse
ne justifie le choix des parametres utilisés, notamment les directions des faisceaux, et leur largeur. La
convergence n’est donc pas assurée en fonction du nombre de faisceaux lancés, et il faut pour chaque

source, et a chaque fréquence, valider la discrétisation ainsi réalisée.

La méthode 4 a été formulée et validée par la theése d’A. Chabory [3], dans le but pragmatique
de représenter les champs transmis (ou réfléchis) par une surface ou une interface courbe avec un
nombre limité de faisceaux (nettement plus faible que sur un frame). Les positions des origines des
faisceaux sont choisies selon un maillage régulier ; un seul faisceau est lancé de chaque point origine;
sa direction est dérivée du vecteur de Poyinting du champ source en ce point. Cette méthode est bien

adaptée par exemple a I'utilisation du lancer de faisceaux gaussiens en présence d’'un radome.
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La méthode 5 a été proposée plus récemment [4], pour permettre de lancer des faisceaux dans toutes
les directions de I’espace 3D. Une source complexe rayonne sous la forme d’un faisceau gaussien a
symétrie cylindrique. La formule du champ rayonné par une source de ce type est exacte, contraire-
ment a celle d'un faisceau gaussien paraxial, qui utilise 'approximation paraxiale. L’échantillonnage
peut étre appliqué directement a une distribution de sources équivalentes sur une sphere entourant les
sources, ou bien aux champs des modes sphériques sur lesquels peut étre décomposé le champ rayonné.
Dans ce second cas, I’ensemble des coefficients de décomposition de chaque mode sphérique peut étre
pré-calculé. La méthode d’échantillonnage par les sources complexes (d’une distribution équivalente
quelconque ou d’un mode sphérique) n’est pas rigoureuse au sens ou le choix des positions et des
parametres des sources ne fait pas I’'objet d’une théorie rigoureuse, mais répond a des criteres validés

numériquement.

1.2 Objet de la these

La théorie des frames de Gabor est la seule parmi les méthodes de discrétisatisation utilisées
en électromagnétisme, qui assure une base mathématiquement rigoureuse a la décomposition d’une
distribution source. L’objet de cette these est d’utiliser cette théorie pour décomposer des champs ray-
onnés ou diffractés dans toutes les directions de I'espace, alors qu’elle est limitée jusqu’a présent a des
décompositions dans un plan (rayonnement dans un demi-espace), et que les faisceaux se propageant
dans des directions éloignées de la normale a ce plan sont mal représentés par 'approximation parax-

iale.

Le chapitre 2 présente un rappel de la formulation utilisée pour la décomposition dans un plan sur un
frame de Gabor a fenétres gaussiennes et un résumé des formules de faisceaux gaussiens rayonnés par
des fenétres de frame. Le chapitre 3 présente la mise en ceuvre numérique du calcul des coeflicients
de décomposition sur un frame de Gabor a fenétres gaussiennes. Par rapport aux travaux existants,
cette mise en ceuvre est appliquée a des distributions sources qui ne sont pas a variables séparables,
le choix des parametres de calcul est discuté, ainsi que l'influence des parametres et approximations

utilisées.

Le chapitre 4 constitue le coeur de cette these : il présente une méthode originale de partitionnement
spectral sur la base de la partition de 'unité et des fenétres de Hann, qui permet d’utiliser le lancer

de faisceaux gaussiens a partir de frames, pour une rayonnement dans tout 1’espace tridimensionnel.

La méthode de partitionnement spectral proposée calcule le champ électrique rayonné en tout point de
I’espace par sommation de champs électriques partiels rayonnés par des spectres d’onde plane partiels

définis dans six plans spectraux. Grace a une partition de 'unité adaptée a cette application, la somme
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de ces champs partiels permet d’obtenir le champ total rayonné par la source.

Le chapitre 5 présente enfin ’application de la méthode de partitionnement proposée dans le chapitre
4 aux cas d’étude des diagrammes de rayonnement d’antennes théoriques (dipdle demi-onde et réseau
des dipole demi-onde). Une antenne réaliste sert de cas test pour la mise en ceuvre de la décomposition

a partir de données expérimentales discretes.



Chapitre 2
Théorie générale des frames

Nous allons d’abord présenter la définition des frames, la notion de frame étant une généralisation
de la notion de base, et leurs principales propriétés. Nous nous intéresserons ensuite aux propriétés

particulieres des frames de Gabor.

2.1 Définitions et propriétés

Les définitions et les propriétés des frames que nous allons présenter sont générales et valables
quel que soit ’espace de Hilbert H considéré. Nous emploierons cependant le terme de fonctions pour
désigner les éléments de cet espace puisque nous nous placerons dans la suite de ce travail dans le cas

d’un espace de Hilbert fonctionnel, généralement L?(R).

Notations : [6] (.,.) désigne le produit scalaire associé & un espace de Hilbert H, et |||l la norme
associée, ||f]| = V(f, f). Le produit scalaire est défini par (f,g) = /f(x)g*(a:)dac Dans le présent

rapport la transformée de Fourier d’une fonction f sera notée f.

Définition 2.1. Une famille de fonctions (p;)jcz dans un espace de Hilbert H forme un frame s’il

eziste deuz constantes positives A et B, 0 < A < B < o0, telles que, pour toute fonction f dans H,

AFIP < D1 Fenl? < BIFIP (2.1)

JEZ
A et B sont appelées les limites du frame.

Lorsque A = B, le frame est appelé en anglais tight frame. Si A = B = 1 alors la famille (¢;);ez

constitue une base orthonormée. Lorsque A ~ B, le frame est appelé en anglais snug frame.

Tout frame forme une famille complete mais il existe des familles completes qui ne sont pas des frames.

Les frames ont donc des propriétés plus fortes que les familles completes mais néanmoins moins fortes

13
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que les bases. Il est en effet important de remarquer qu’en général les frames, méme les tight frames,
ne sont pas des bases car les fonctions ¢; ne sont pas forcément linéairement indépendantes.

Nous allons introduire la notion importante d’opérateur de frame [6] :

Définition 2.2. Si (¢;)jez forme un frame dans H, alors opérateur de frame F est Uopérateur

linéaire de H vers 1*(Z) = {c = (¢j)jez; |lc|* = >jez |cj|* < oo} défini par :

(Ff)j = {f:¢5) (2.2)

On déduit de (2.1) que F est un opérateur borné et en notant F* son adjoint (F*c =} .7 ¢jp;),

on peut réécrire la définition d’un frame de la facon suivante [6] :
AId<F*F<BId (2.3)
ou Id est 'opérateur identité. Si nous définissons 'opérateur S = F*F on a [6] :
Sf=FFf=>> (0% (24)
JEZL

L’inégalité (2.3) implique en particulier que l'opérateur S est inversible. En appliquant 'opérateur

S~ aux fonctions ¢j, on obtient une nouvelle famille de fonctions ¢;,
$; =51y (2.5)

La fonction ¢; est appelée la fonction duale de la fonction ¢;. Les fonctions (;) ez forment elles

aussi un frame défini dans la proposition suivante [6] :

Proposition 2.1. Les fonctions (4;)jez constituent un frame de limites B~let AL,

BTUIAP <D 1Al < AP (2.6)
JEZ
Llopérateur associé F : H — 12(J), (Ff); = (f,4;) satisfait F = F(F*f)~', F*F = (F*F)~" et
F*F =1d=F*F.

Nous appelons (¢;)jez le frame dual de (¢;);ez. De F*F = Id = F*F, on peut déduire que toute

fonction f € H peut étre représentée a l’aide du frame et du frame dual de la fagon suivante [6] :

F= 8w =D (906 (2.7)

JEZ JEZ
Ces égalités montrent que I'on peut donc reconstruire f & partir des coefficients (f, ;) du moment
que I'on connait les fonctions duales. De plus, on sait aussi décomposer f sur les fonctions ¢;. Ces
décompositions ont d’excellentes propriétés de convergence et de stabilité numérique. La stabilité
numérique d’une décomposition est définie de la fagon suivante [6] : si deux séries de coefficients

((f1,95))jez et ((f2,¥;))jez sont proches, alors nécessairement les fonctions fi et fo sont proches
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également. Cela signifie encore que si Z I{f, gﬁj)]2 est petite alors ||f||? aussi, ce qui implique que
JEZ

Z |(f, <,5j>\2 possede des bornes inférieure et supérieure et correspond donc exactement a la définition

JEZ

du frame (2.1) ou (2.6) [6].

Nous avons déja dit que les frames ne sont pas en général des bases parce que les ; ne sont pas
linéairement indépendantes. Ce qui signifie que la décomposition d’une fonction f donnée sur les fonc-
tions ¢; n’est pas unique. Le choix du frame dual ¢; pour calculer les coefficients de la décomposition

donne des coefficients d’énergie minimale au sens de la proposition ci-dessous [6] :

Proposition 2.2. Si f = chgoj pour ¢ = (¢j)jez € 1(J) et si tous les coefficients ¢j ne sont pas
JEZ
égauz a (f.4)), alors Y _le;l* > D (f. 67

JEZ JEZ

De méme, il existe d’autres familles de fonctions (u;);cz telles que f = Z( f,¢j)u;. La encore,
JEZL
les fonctions w; sont moins économiques que les fonctions ¢; [6] : en effet, si f = Z(f, ©j)u;j, alors
JEZ
Z [(uj, g)|* > Z (45, 9)|* pour toute fonction g € H.
JEZ JEL
Pour que la représentation (2.7) de f soit entierement déterminée, il reste a calculer le frame dual,

a partir de ¥; = S~ 1p;.

B
On peut remarquer que si A et B sont proches, ie. r = 1 1 < 1, alors léquation (2.3) dit

A+ B 2 2
que S est proche de Id , implique que S™! est proche de mld, et p; proche de m(pj.
Plus précisément,
2
f=aog 2 \f e + RS (2:8)
JEZ
U R=1Id 2§, 1l sensuit \|R|]<BiA " 16,8]. Sir est suffi t petit
0 = — ———5. 1l s’ens e = . est suffisamment petit, on
b A+ B b an ~ B+A 2+7r v b et

peut négliger le reste Rf dans (2.8) et on obtient donc une formule de reconstruction pour f, avec une

r
erreur de 5 || f||- Dans le cas ou r est quelconque, on peut obtenir un algorithme de reconstruction

+r
de f avec une convergence exponentielle [8]. Avec la méme définition pour R, on a [6] :

A+ B
s—2 8 a_p
2
soit
2
-1 _ -1
57 = pd-B)
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B-A -
Comme ||R| < B1A- 2:-7" < 1, la série kZ_ORk converge en norme, et tend vers (Id — R)™!, ce
qui permet d’aboutir a :
2 [o¢]
N - k
¢j=51¢j=A+BZRSOj (2.9)
k=0

Si on tronque la sommation, on obtient les approximations dites d’ordre N de la fonction duale :

N

2
~N k
\ S R 2.1
7 A+B &~ ¥ (2.10)

Plus N est grand meilleure est I’approximation. D’autre part nous pouvons estimer ’erreur de recon-
struction de la fagon suivante [6] :

1f =S eMell < IRIVFUA < o) N IA) (2.11)

ez 2471

_r_
24r

< 1, et ce d’autant plus rapidement que r est petit, c’est-a-dire B proche de A.

Le majorant de cette erreur relative, Err = ( )N—H, devient exponentiellement petit quand N aug-

mente puisque
r

On peut ainsi construire un algorithme itératif pour calculer les fonctions @;V 6] :

2
AN _ ' AN—1
Y = m@y + RSOJ' (212)
ou encore
e =>"ajle (2.13)
leZ
avec
2 2
N N-1 N—
aj = m5jl + o A+ B Z Xim 1<90m780l> (2.14)
meZ

ou dj; est la notation de Kronecker définie par d;; = 1 si j =1 et ;; = 0 sinon.

2.2 Frame de Gabor
Soit la famille de fonctions {wy,, € L*(R), (m,n) € Z}, définie par :
Wy () = w(x — ml, )™ =" (2.15)

On appelle frame de Gabor toute famille ainsi définie qui constitue un frame dans L?*(R). Les
fonctions w,,, sont construites a partir de w par translations spatiale et spectrale. D’apres les résultats
précédents, nous savons que si la famille de fonctions wyy,, forme un frame de Gabor, alors on a les

égalités suivantes [6] :

F(@) =Y (s o) T () = Y (f @) Wi () (2.16)

m,n m,n
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ol {Wn} est le frame dual de {wy,, }-

Il reste maintenant a déterminer les hypotheses sous lesquelles une famille de fonctions wi,, con-
struite selon (2.15) peut former un frame. On verra que cela impose en particulier que les parameétres

de translation spatiale (I;) et spectrale (k) soient liés par une contrainte dite de suréchantillonnage.

Si la famille {w,,y, } forme un frame de Gabor de limites A et B, alors :
2
A< |w|? < B (2.17)
lpky

avec nécessairement [yk,; < 27 [6,9]. En concordance avec le théoreme de Balian-Low [§] :

Théoreéme 2.1. Si les fonctions Wy, (z) = w(z — ml,)e™ =% constituent un frame dans L*(R) avec
‘2

luky = 27, alors /dmew(a:) = o0 ou [ dky E2|w(ky)|> = oo; si w est localisée dans les deut

domaines (spatial et spectral), I’ensemble des fonctions wm,, est un frame si et seulement si lyky < 2.

En posant [k, = 27y, ou v, représente le degré d’échantillonnage, les résultats précédents peuvent
alors étre récapitulés de la fagon suivante :
— sous-échantillonnage — v, > 1 : il n’existe pas de frames. Toute famille {wy,,} est incomplete.
— échantillonnage critique — v, = 1 : il existe des frames et des bases orthonormales mais avec
une mauvaise localisation temps-fréquence.
— sur-échantillonnage — v, < 1 : il existe des frames (méme des tight frames) avec une excellente
localisation temps-fréquence.
Une autre caractéristique propre aux frames de Gabor concerne le frame dual. Il est bien str défini
par :

W, = S~ M0, (2.18)

mais on peut facilement vérifier [6,9] que 'opérateur S, et donc S~!, commute avec les translations

spatiale et spectrale, ce qui permet d’écrire :

Won () = W (2 — Ml )™ = W () (2.19)
avec
= S"tw (2.20)

Ainsi, les éléments W, du frame dual sont générés a partir d’une seule fonction w, par translation
dans les domaines spatial et spectral, de la méme fagon que le sont les éléments du frame w,,,. Dans
le cas d’un frame de Gabor, pour obtenir le frame dual, il suffit de calculer la fonction duale w grace
a l'algorithme itératif décrit au paragraphe précédent. Les formules de reconstruction de f (ou de

décomposition) en fonction du frame de Gabor se réécrivent ainsi [6] :

f(x) = Z<fa Winp ) Winn (T) = Z<fa Winp) Winn (T) (2.21)

m,n m,n
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2.3 Frame de Gabor a fenétre gaussienne

Nous allons nous intéresser dans cette section a la famille de fonctions wy,,, construite selon (2.15)

a partir d’une fonction gaussienne w définie par :
2 —nz
w(z) = ,/i e T Z (2.22)
L,

W(ky) = TFw(x)] = /OO w(x)e R dg

— 00

2
W(ky) = \/ V2L, e Fi it (2.23)

Nous appellerons L, la largeur spatiale de la gaussienne w. Nous avons choisi de prendre une

Sa transformée de Fourier, définie par :

a pour expression :

gaussienne normalisée, de sorte que :

/|w(a;)y2dx =1 et /\zb(kx)|2dk:x =27 (2.24)

Nous allons établir dans quelles conditions et avec quels coefficients on peut décomposer une fonction

f sur la famille (2.15) de gaussiennes translatées dans les domaines spatial et spectral :
f(l’) = Z Amnwmn(x) (2.25)
m,n
En effet, la famille de fonctions w,, forme un frame si et seulement si Ik, < 27 (i.e. v, < 1).

En imposant cette contrainte pour les parametres de translation, on est alors assuré de la stabilité des

décompositions, en particulier de :

f(.’L‘) = Z<f’ wmn>wmn($) (2.26)

m,n

Les coefficients de cette décomposition s’obtiennent & l'aide de la fonction duale w [10] :

Apn = (f, Wmn) = /Oo f(z)w),, (z)de = /oo f(z)w*(x — mlm)e*"”“”dx (2.27)

La fonction duale w est approchée a l'ordre N par :

N () = ol we e (@) (2.28)
51,82
avec
N = iéos Sos, + N1 — 2 ZQNA(wmn,ws s2) (2.29)
5182 A+B 1 2 51852 A+an mn 152

ou
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2r <<51f2m>zz )ﬁ% ( (3= m)na )2+¢ (51+m)(522*")lzﬁz:|
2
0

as152 = m(SOSléOsz

Le nombre d’itérations N, pour une erreur relative fixée, va dépendre des choix de v, et [, qui condi-
N+1 B

— avecr = — —1). Il est

24 7‘) A )

important de connaitre les limites A et B du frame pour déterminer la convergence de I’algorithme et

B
tionnent en fait la valeur du rapport e (on sait (2.11) que Err < (

obtenir la fonction duale.

2
Considérer seulement le premier terme dans I'expression de la fonction duale, soit ¢; = mgpj,
revient & reconstruire la fonction f & partir de (2.8) en négligeant le terme Rf.
Si le frame est snug, nous pouvons utiliser I’approximation suivante [2] :
W’ (z) = {Z] w(x) (2.30)
[[w]

En concordance avec [6] nous utiliserons :

lo = Vinle et k=1l (2.31)

Cette condition (frame équilibré) associée & une valeur de v suffisamment faible, garantit que le frame

est snug. La fonction duale est alors proche d’une gaussienne.

Grace a la bonne localisation spatiale et spectrale de la fonction duale, les coefficients A,,, de la
décomposition seront bien localisés eux aussi, ce qui permettra de tronquer les sommations, en théorie

infinies, avec une erreur négligeable et de définir des regles de troncation.

2.4 Décomposition sur un frame de Gabor

Nous présentons dans cette section le principe de décomposition d’un champ électromagnétique
sur un frame de Gabor a fenétre gaussienne dans le cas d’une configuration a deux dimensions (z, 2)
(le champ étant supposé invariant selon y) , pour une ouverture située le long de 'axe z = 0, et pour

une polarisation selon 7.

Comme on le verra par la suite, cette méthode se généralise facilement au cas d’une polarisation
quelconque et pour une configuration a trois dimensions. Le point de départ de la méthode est la

décomposition du champ dans 'ouverture, Ey(x), sur la famille de gaussiennes translatées wy,, () :

Ey(x) = Z A Wi (x) = Z Apnw(z — mly)e™r=* (2.32)

mne” m,ne’
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Les coefficients A, = (Ey, Wmy) sont obtenus grace a (2.33) si la famille des wy,,, forme un frame de
Gabor :

Apn, = / Ey(2)0* (z — ml,)e” ™" dx (2.33)

—00
Une fois calculés les coefficients, on peut non seulement vérifier que (2.32) nous redonne le champ dans

I’ouverture avec une bonne précision, mais aussi calculer le champ lointain rayonné par cette ouverture.

Le spectre d’ondes planes Ey(kx) du champ dans 'ouverture, i.e. la transformée de Fourier de la

distribution dans ’ouverture, s’obtient simplement grace a :

Ey(km) = Z Amnwmn(km)eimmx’% = Z Amneimnlwﬁxw(kx _n/ix)e_imlgcm (2'34)

m,ne’ m,nez

ou le tilde désigne la transformée de Fourier. On peut vérifier que 1’ensemble {wWy,y,, Wn(kz) =

—imlzky

W(ky — nkg)e ,(m,n) € Z*} est un frame de Gabor & fenétre gaussienne.

Les coefficients Ay, = (Ey, W) de (2.34) peuvent donc également s’obtenir gréce & :

—imnlzKky 0o . )
Ay = =5 / By ()i (R — i)™=k ds, (2.35)
™ —00
ou on a : [10]
w(ky) = 27w (ky) (2.36)

2.5 Faisceaux gaussiens

La décomposition sur un frame de Gabor peut étre appliquée a la modélisation de champs électromagnétiques

en espace libre comme en présence d’obstacles, d’interfaces par exemple [6,11,12].

La théorie des frames se généralise au cas des fonctions de plusieurs variables. Nous nous intéresserons
ici au cas des fonctions f(x,y) de deux variables et & la décomposition suivante dans le domaine

spatial :

f(x, y) = Z Amnpqwmnpq(x’ y) = Z Amnpqw($ - mlx, Yy — ply)ei(m@zx—i-qﬁyy) (237)
m,n,p,q€L m,n,p,q€L

et au cas des fonctions f (kz,ky) de deux variables et a la décomposition suivante dans le domaine

spectral :

) —i(mnlyke+pglysy)
e -
f kg, ky) = Z 472 Amnpqwmnpq(kl‘7 ky)

m,n,p,qEL
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e—i(mnlero+pglyry) i(mlyk

B - akz+plyk

- Z 472 Amnpqw(kx — Nkg, ky — q/{y)e ( o (2.38)
m,n,p,q€L

D’apres les résultats précédents, on sait que pour qu’une telle décomposition soit valide et numériquement
stable il faut que la famille de fonctions wy,npq(x,y) forme un frame. Une facon simple de construire

un frame de deux variables est de le construire par produit de frames a une variable :

w(z,y) = w*(z)w’(y) (2.39)
D’ou
Winnpg(2,Y) = Wi, (2)wh, (y) = w” (x — mly)e™ = w? (y — ml,)e' ™Y (2.40)

Nous nous intéresserons plus particulierement au cas ou les fonctions w”(x), w¥(y) sont des gaussiennes

définies par :
2 2
w(z) =\~ 1% et wi(y) =|~—e 5 (2.41)

Les propriétés du frame produit {wpmnp,} dépendent de celles des frames {w¥,,} et {wpe}. On a le

théoreme suivant [6] :

Théoreme 2.2. Soient deuzx familles {pmn, m,n € Z} et {1pq,p,q € Z} qui constituent deux frames
dans L*(R), de frame dual respectif{qz@mn} et {ﬁpq}. Alors, la famille { P pmnpg, Prnpg (2, Y) = Omn(2)pe(y) }
constitue un frame dans L*(R?) et son frame dual est {®rmnpg Pmnpg(,Y) = Gmn(2)Upg(y)}. De plus,
si Ay et By sont les limites du frame ¢pp, Ay et By celles du frame )y, alors AgAy et ByBy, sont

les limites du frame ®pppq-

On déduit aussi de ce théoreme que le frame dual W;,y,pq est généré par translations spatiale et spectrale
d'une seule fonction @ définie sur R? par : w(z,y) = w*(x)wY(y) ott ¥ et WY sont les fonctions duales

respectives de w” et wY. On obtient donc les relations suivantes :

Winnpq (2, Y) = Wi ()] (y) = 07 (x — mlg)e™ Y (y — ply)e' "+ (2.42)

ot {w%,,} et {wp,} sont les frames duaux de {wZ,,} et {wp,}. Les fonctions duales @ et 1Y s’obtien-

nent chacune grace a l'algorithme itératif décrit aux équations (2.28) et (2.29).

Enfin les coefficients Apppg de (2.37) s’expriment par l'intégrale double suivante dans le domaine

spatial :

A = [ $as)ig, )ag o) dody (249
et les coefficients Ay, de (2.38) par l'intégrale double suivante dans le domaine spectral :

efi(mnlz Ko4pglyky

472

) oo )
A = / / Flhs by ()i ey bl (2.44)
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Ces coefficients peuvent étre calculés efficacement grace a la transformée de Fourier discréte a deux
dimensions et ’algorithme de transformée Fourier discrete (TFD) correspondant. Si la fonction f(z,y)
est elle-méme a variables séparables, f(z,y) = g(x)h(y), les coeflicients Ay,npq peuvent alors s’exprimer
comme le produit de deux coefficients A, et A,,, correspondant respectivement a la décomposition
de la fonction g(z) sur le frame w?,,(z) et de la fonction h(y) sur le frame wp,(y), et donnés par
des intégrales simples de type (2.27). La méme propriété s’applique & une fonction f(k,, ky) dans le

domaine spectral.

Supposant qu’on a une distribution quelconque de champ ﬁ(:n, y) définie dans un plan source (xOy),
on note Ey(x,y) et Ey(z,y) les composantes selon = et y de ce champ. D’apres le principe de la
décomposition sur un frame de Gabor, chaque composante du champ peut étre exprimée de la facon

suivante :

Ea(x7 y) = Z Amnpqwm”wq(x y) Q=Y (245)
m,n,p,qEZ

avec . ~
A / / Vi () drdly = / / B, )i ()i (y)dady — (2.46)

On aboutit & des expressions analogues a 1’équation (2.45) pour les spectres d’ondes planes de ces

composantes :
Ea(kwa ky) = TF[EQ(.T},:I/)] = Z Amnpqwmnpq(x y) Z Amnpq mn(m y) (:L',y) (247>
m,n,p,qEZ m,n,p,qEZ
avec :
N efz(mnlzanrpquny
A% = / Bl k) B hnpg s By )lndley, o=y (2.48)

Les composantes selon x et y du spectre d’ondes planes E (kz, ky) sont respectivement les transformées
de Fourier des composantes du champ source E,(z,y) et Ey,(x,y). La composante selon z de ce spectre
~ — —

E.(ky, ky) s’obtient en fonction des deux autres puisque k - E(kz, ky) =0, o k est le vecteur d’onde

de composantes (kz, ky, k) soit :

W

E (kg k) = — <:“Ex(kzx,ky) I?y (b, Ky )) (2.49)
Si on prend en compte (2.49), le champ ﬁ (z,y,z) s’exprime sous la forme :

k - )
E(2,9,2) =1z / / [x—z (ko ky) + @_kyé)Ey(kx,ky)} eilkatthyy+he2) g dk,  (2.50)

En permutant l'intégrale (2.50) et la somme (2.47) et en regroupant les termes, on peut réécrire le

champ ﬁ(w,y, z) comme suit [11] :

1 .
E(x,y, z) = 4— mnpq// ;‘gm(kx)wgq(ky)ez(kxz+kyy+kzz)dkmdky
mn,p,q
4r2 Z Amnm// (9 — k*y fnn(km)@%q(ky)ei(kzm%yy%zz)dkzdky (2.51)

m,n,p,q
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Soit

z (mnlyke+palyky) B z (mnlyke+palyky) By
:U Y,z Z Am”pq ﬁmnl)q :E Y, 2 Amnpq §mnpq(:‘[:a Y, Z)
m,n,p,q m,n,p,q

(2.52)
Le champ E(m, Yy, z) s’exprime donc par une superposition discrete de faisceaux élémentaires ?mnpq(:v Y, 2)

et g%mpq(:c,y, z) qui s’écrivent :

a 1 > a ~x ~ 7 T z
gmnpq (@,9,2) = 5 / / 007 (K, oy Y0E, , (g J 0¥ (K )€ Fo e TRuyTR=2) g ik, (2.53)

. . , R o ky o
?O‘(k‘w, ky) est une fonction vectorielle égale a : & — l,z—zz sia=xz, ou y—FIsia=y.

On peut aussi écrire chaque composante du champ comme une somme de faisceaux élémentaires

(scalaires), ce qui conduit & :

(@,y,2) = Y AL e Mt B (5 2) (2.54)

m,n,p,q
(x,y,z Z Al g el(mnlorio+paly ”y)Bgmpq(w,y,z) (2.55)

m,n,p,q

(z,y, 2 Z Amnpq et(mnlzytia+pglyky) Bzfnpq(%y, z)

m,n,p,q

+ Z AY e eilmnlarotpalysy) B2y (34 2) (2.56)
m,n,p,q
avec

Brinpg(2:9,2) = / / 2 )Y, (y e Fe TRy tha2) g, d, (2.57)
Brpe(T:Y,2) / / ks W (ki )Y (Ky ) et Femthoyhe2) g, ke, (2.58)
Brinpq(€,9,2) = = / / o )04, (o) e e TRy tha2) g, (2.59)

Ces équations peuvent étre synthétisées en une seule :

«a 1 > ot ~T i(kzx z
Brnpq(2:9:2) = 3 / / £ (ke Ty )i, (i 0 (R ) e HRuvth=2) e, ik (2.60)

ou f*(ks, ky) vaut :
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— 1 si on considere « = x ou @ =y

—ky . N
si on considere o = z,
k.
_ky . PR
T si on considere o = 2,
z

2.6 Propagation d’un faisceau élémentaire : approximation paraxi-

ale

Dans cette theése, on va utiliser une approximation de Iéquation (2.53) appelée approximation
paraziale. Les références [11] et [6] démontrent comment cette approximation permet d’obtenir I’ex-

pression suivante pour les composantes du champ électrique rayonné par une fenétre de frame :

A

k

FIGURE 2.1 — Représentation des axes de différents faisceaux élémentaires B,

1
detZ;(0) \2 ... kFTy-1,\F.
Bg’mpq(xa Y, Z) ~ fa(n'%xa ql{y>BO <€()> 6“6216Zg ¢l =) € (261)

detZi (Zl)

ou :

92 2
By —
= (zz,)

et :
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ou I représente la matrice identité, et

—1b b
Zio)y=| " (2.63)
tbia  —ibao

avec les parametres b;; définis avec les conventions de [11] par :

L2 L?
b = —Z(85 2)2 + —L(& ) (2.64)
A A
L2 ~O0" A L2 ~AO0" A
boo = =Z(g5 @)% + —L(35 §)? (2.65)
A A
L‘% ~ol AN/ a0l A L2 ~oT .\ /s ~0T &
bia = boy = —7(% z)(g5 T) — Ty(xi 9) (95 ) (2.66)

ou &7, y;, 2] est la base du repere associé au faisceau.

— T
De ’équation (2.61) il reste a définir &, = [ ! ] et (x;,9i,2) qui sont les coordonnées du point
Yi

d’observation dans le repere (Omp, 27,75, 27) associé au faisceau [6].
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Chapitre 3
Calcul des coeflicients

Dans cette section, nous nous intéressons a la mise en ceuvre numérique du calcul des coefficients
Apn (pour les fonctions d'une variable) et A,ppq (pour les fonctions de deux variables). Ces coefficients

sont donnés par les intégrales (2.33) :
(0.]
—00
et (2.46)
o0
Anan = [ B0 )y
—00
dans le domaine spatial, et par les intégrales (2.35) :
e—imnlwnx oo N
A= 0 [ By ) )k
m — o

et (2.48)

—i(mnlg ke +pglyky) oo
e .,
Apinpg = yo // Ey (s, ky) W (Kay ky)dkzd,

dans le domaine spectral. Les fonctions w et w sont les fonctions duales des fenétres gaussiennes

élémentaires w et W respectivement.

Ces intégrales peuvent étre vues comme des transformées de Fourier (TF) :
— (2.33) de la fonction f définie par f(z) = Ey,(z)w(x —ml;) au point (nk,)
— (2.46) de la fonction f définie par f(x,y) = Ey(x, y)w(x —mly,y — ply) au point (nks, qry)
~ (2.35) de la fonction f définie par f(k,) = E,(ks)w(k, — nk,) au point (ml,)

— (2.48) de la fonction f définie par f(kx, ky) = Ey(k:z, ky)u:)(k:x —Nky, ky —qry) au point (mly, ply)
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Pour cette raison on les calculera grace a I’algorithme de transformée de Fourier discrete (TFD).

3.1 Bornes des sommations

Pour la synthese d’une fonction a une variable, les sommations dans (2.25) dans le domaine spatial :
f(ﬂ?) = ZAmnwmn(x)
m,n

ou dans le domaine spectral :
_ e—z’mnlmmﬂc

doivent étre finies. On introduit des limites pour les indices de sommation selon m et n :
Mipin <m < Mumaz  Nmin <1 < Npag

De fagon générale, comme illustré sur la figure 3.1, on calculera donc les coefficients A,,,, des fenétres
Wmn qui sont centrées a l'intérieur de la bande spatiale ou qui ont dans cette bande une valeur non
négligeable c’est-a-dire supérieure a une valeur €5 donnée. On utilisera en pratique des frames du type
snug [6]. La fonction duale est alors approximativement de méme largeur que la fenétre gaussienne.

Les limites des indices de sommation sont donc de la forme :

Lo, —le . ko, :
Mg, = | Zomin = | Mpow = [%1 N = | min—"s | Nppay = [Homaztle] (3.2

z Rz Ra

avec les notations illustrées par la figure 3.1 :

Min Borne inférieure de 'index m.

M,pae  Borne supérieure de l'index m.

Npin  Borne inférieure de I'index n.

Npazr  Borne supérieure de l'index n.

E(z)  Distribution source.

E(k;) Spectre d’ondes planes de la distribution source.
Borne inférieure de la distribution source.

Ly,,,., Borne supérieure de la distribution source.

ko,,,,  Borne inférieure du spectre d’ondes planes.

ko,,.. ~ Borne supérieure du spectre d’ondes planes.

L, Parametre de largeur spatiale de la fenétre gaussienne.
€1 Valeur seuil de E(z) ou E(k,).
€9 Valeur seuil de la fonction duale.
L
le Demi-largeur spatiale de la fenétre gaussienne : L, —M.

™

2
ly Demi-largeur spectrale de la fenétre gaussienne : L—\/ —mLog(ez).

xT
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1 ; ;
—Distribution source
0.8 ---Fenétres de frame
| LXK
0 6 Y ; v) \‘,, \ \“
=)
0.4
0.2
0
-6
1
/ \ \\\ 1//\\ //\\\\
\ v )
0.5 ¥ .- . . -
— A \ /\XI\ \\ ‘\‘\
g 0 & 2 = A = \\</ \\\ \\ fl\
s K, x
1@ e 2| —_—
1 9
2
-05
—Spectre d'onde plane de la distribution source
---Fenétres de frame
- I !
-4 -2 0 2 4

ky/k
(b) L’analyse spectrale

FIGURE 3.1 — Synthése de E(z) et E(k,).

Pour la synthese d’une fonction a deux variables, on introduit les limites suivantes pour les som-
mations (2.37) dans le domaine spatial :

f(z,y) = Z AmnpqWimnnpq (T, Y)

m,n,p,q€L
ou (2.38) dans le domaine spectral :

f(kﬂw ky) =

e—i(mnlaro+pglyky)

472

>

m,n,p,qEL

AmnpgWmnpg Kz ky)

Avec des notations analogues a celles utilisées pour une variable, les limites des indices de sommation
sont donc de la forme :
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Mg = |50 ] - My = [Eo2apetie)
Prin = |Rmpa s |, [Loumgetles
0% 10~ los K0z maz (3-3)
Nonin = |zminloe | N = [Boomgactln
O — Lkoymm lg, | Qs — (koymam Jrlgy1
ol
M,in  Borne inférieure de 'index m.
Mnar  Borne supérieure de 'index m.
Prin Borne inférieure de 'index p.
Pox Borne supérieure de I'index p.
Npin Borne inférieure de I'index n.
Nz Borne supérieure de 'index n.
Qmin Borne inférieure de I'index gq.
Q.naz  Borne supérieure de l'index gq.
Log,,,, Borne inférieure selon x de la distribution source.
Loy,,,. DBorne supérieure selon = de la distribution source.
Loy,,., Borne inférieure selon y de la distribution source.
Loy,,.. Borne supérieure selon y de la distribution source.
kos,,,, ~ Borne inférieure selon k, du spectre d’ondes planes.
koz,,.. ~ Dorne supérieure selon k; du spectre d’ondes planes.
koy,..., ~ Borne inférieure selon k, du spectre d’ondes planes.
koyme. ~ Borne supérieure selon k, du spectre d’ondes planes.
L, Parametre de largeur spatiale de la fenétre gaussienne selon x.
L, Parametre de largeur spatiale de la fenétre gaussienne selon y.
le, Demi-largeur spatiale de la fenétre gaussienne selon z :  L;{/— Log ©)
le, Demi-largeur spatiale de la fenétre gaussienne selon y : \g Log ©2)
lg, Demi-largeur spectrale de la fenétre gaussienne selon k,, : I —ﬂLog €2).
lg, Demi-largeur spectrale de la fenétre gaussienne selon k, fy —mLog(€a).
Avec les notations précédentes, le nombre de coefficients de frame a calculer est de :
Sz = Mmaz — Mmin + 1 (3.4)
selon = pour chaque n € {Nyin, Nimaz} €t de :
Sy = Praz — Pmin +1 (3.5)

selon y pour chaque ¢ € {Qmin, Qmaz }, quand le calcul est effectué & partir d’une distribution définie

dans le domaine spectral.
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De facon similaire le nombre de coefficients de frame a calculer a partir d’une distribution définie

dans le domaine spatial est de :

Sz = Npaz — Nyin + 1 (3.6)
selon k, pour chaque m € {Mpin, Mpmaz} et de :
Sy = Qma:z: - Qmin +1 (37)

selon k, pour chaque p € {Ppin, Pnax }

3.2 Analyse d’une fonction initiale a une variable dans le domaine
spatial

Dans cette section, nous allons analyser le cas du calcul des coefficients A,,, dans le domaine

spatial pour m fixé, donné par l'intégrale (2.33)

Apn, = / Ey(z)0*(x — mi,)e” ™= dxy

avec ’algorithme de TFD. On se place dans le contexte de la partie 2.4 (distribution E,) pour construire
une fonction périodique et discrete, et on introduit les parametres de troncation ¢; pour tronquer le

champ E,(x) et e pour tronquer la fonction duale (figure 3.1a). On tronque ainsi le signal f(x) :

f(z) = Ey(z)w(z — ml,) si Tomin < T < Tmax

f(x)=0 Si & < Tmin OU T > Tmax

La périodisation de la fonction f(z) est réalisée classiquement de la facon suivante :
B oo
fl@)= > fla+sT) (3.8)
5=—00

ou T, qui est pris supérieur ou égal & Tymar — Tmin, est la période de cette fonction périodisée. On

discrétise cette fonction selon le critere de Nyquist en prenant ses valeurs en x = j77, j = 0,...,5 — 1

2 T
ou 11 = Rl g o avec wi la largeur spectrale de f et wi = ko,,,, — Ko,,, avec les notations
w1
de la section 3.1. On utilise ensuite la formule de Poisson donnée dans le cas général par [13] :
o0 [e.9]
1 .
Z ylx + sT) = T Z G(swp)e"™ 0% olt § est la TF de y et wy = 2% (est le pas d’échantillonnage
S=—00 S=—00

spectral). D’ou :

Fla) = 3 Flswo)etor (3.9)

S§=—00
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soit
f(iTy) = Z fsw Yetswoi T (3.10)
s—foo
et aussi
f(swo — Z f(GTy)etswoiTh (3.11)
D=

ou f est la TF de f. En remplacant T} par sa valeur % on obtient :

Flswo) = 5 Z f( S’> i 575w (3.12)

j==5

qui utilise la fonction discrétisée de f(z) donnée par :

( ) E:E -Hﬂ(§+ﬂ mily) (3.13)

s=—5'
Dans l'algorithme de TFD, pour calculer les coefficients A,,,, on prend initialement la valeur de
T = 2l pour le cas de translation spatiale nulle (m = 0) avec [, la demi-largeur spatiale de la fenétre

. . . ) 27
gaussienne tronquée a eo. Le pas d’échantillonnage maximal autorisé est : wg = T

Pour que les coefficients de la décomposition sur un frame soient un sous-ensemble des coefficients
de Fourier calculés par TFD, il faut que le pas d’échantillonnage wy soit un sous-multiple du pas de

. . . . . . . R
translation r, de la décomposition sur le frame. Pour cela, on introduit le coefficient entier ng = [—~]
wo

K
de facon & définir un pas d’échantillonnage wy = — < @g pour la TFD qui soit un sous-multiple du
no

pas de translation du frame.

De cette valeur wg on déduit la valeur de T', T = —TF, et finalement le nombre d’échantillons S’
wo
nécessaires.
w1 w1
S =[—]=no[—]=mnoS 3.14
2] = o[ 2] = o (3.14)

ol wy représente la largeur spectrale de la fonction f(x) :

Si ’'on prend en considération tout ce qui précede, on calcule les coefficients de la décomposition sur

un frame dans le domaine spatial de la fagon suivante, pour chaque valeur de m,m € { Myin, Minaz}

e . on=0,..58-1 3.15
7‘7
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- _.T
ol fmj = f(j;) donné par (3.13), et Twy = 27 [13]

W

Les coefficients A,,, dans le domaine spatial sont calculés pour n = 0,...,S" — 1. Grace aux pro-
priétés de périodicité de la transformée de Fourier discrete, les coefficients A, sont obtenus & partir

de A,,, de la facon suivante :

Am7n+% = Am.nng si 0

IN A
SANINION

|t
IN A

m,nfg = Amv””O St

Le calcul des coefficients A,,, de la décomposition implique la détermination d’un certain nombre
de parametres qui influent sur la précision de 'analyse. Sur la figure 3.2 nous avons représenté la
relation entre ces parametres dans le domaine spatial. Les notations utilisées sont celles utilisées dans

les équations des chapitres 2, 3 et 4 :

Paramétres
d'entrée Synthése Reconstruction
| iy gy |
V, H ow, 1 | S

I =t el e Niax I

- o i
| L

K g -I I

—>
I == El J l— —S— -
I '
| 3 = Erreurde |l
i | - i calcul ||
|
| € .
W= = ] l
I ! Lx _l Mmax I
I ! _] lx IVIma)t: __________ I
; Vx : Domaine Spectral :

N e T I (R R
l e N Domaine Spatial I

FIGURE 3.2 — Diagramme d’influence (pour l’analyse spatiale d’une distribution).
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Vg Coefficient de sur-échantillonnage.

w1 Largeur spectrale de la fonction f.

wo Pas d’échantillonnage maximal dans le domaine fréquentiel.

wo Pas d’échantillonnage dans le domaine fréquentiel.

Lo Demi-largeur de la distribution source symétrique.

no Rapport entre le nombre d’échantillons pour la TFD et le nombre

de translations spectrales pour le frame.

ly Parametre de translation spatiale.

S Nombre d’échantillons de décomposition sur le frame.

Kz Parametre de translation spectrale.

ko Demi-largeur du spectre de la distribution source symétrique.

Apn Coefficient de décomposition sur le frame.

3.3 Analyse d’une fonction initiale & une variable dans le domaine

spectral

On peut aussi calculer les coefficients de la décomposition sur un frame dans le domaine spectral

en utilisant I'intégrale (2.35) :

fzmnlzﬁz )
Apn, = / E “(ky — nky)e imleka qp

Pour chaque valeur de n,n € {Nyin, Nmaz }, on calcule :

_ efzmnlznz
A = Z fi s O | (3.16)
ou
- 2T ST T
fin=1r0 g) Z E (jS, —I—sT)u?(jS, + 8T — nky) (3.17)
s=—5"'
et Twy = 27.

Dans ce cas doivent étre pris en considération le fait que le domaine de l'analyse est le domaine
spectral et ’espace transformé est le domaine spatial. Pour cette raison, la période T de la fonction

spectrale est d’abord prise égale a T = 2[, pour le cas de translation spectrale zéro (n = 0), ol [,

c’est la largeur spectrale de la fenétre gaussienne tronquée a €s. De cette valeur on déduit : wy = 2%,

l l
ng = [@—Z] de facon a définir un pas d’échantillonnage final wg = n—z < @yp.
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Sur la figure 3.3 nous avons représenté la relation entre ces parametres dans le domaine spectral.

Encore une fois, les notations utilisées sont celles utilisées dans les équations des chapitres 2, 3 et 4.

Parameétres )
d’entrée Synthése Reconstruction
R e
.. T 3
Jor A
L e Nmax_f _Nomax_
[ ———
o T LT
i € A Erreurde
i > s Calcul
: p=—==y
[ _Ig_ - Wa j|
&
F Ie ’) no Mmax
] Lx
E } Ix B w . S
i V 1 : Domaine ;p_ec_tr:ﬂ_:
E 4 i Mmax —————————
2 Wy Domaine Spatial

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

K
ko
Amn

FIGURE 3.3 — Diagramme d’influence (pour l’analyse spectrale d’une distribution).

Coefficient de sur-échantillonnage.

Largeur spatiale de la fonction f.

Pas d’échantillonnage maximal dans le domaine spatial.

Pas d’échantillonnage dans le domaine spatial.

Demi-largeur de la distribution source symétrique.

Rapport entre le nombre d’échantillons pour la TFD et le nombre

de translations spatiales pour le frame.

Parametre de translation spatiale.

Nombre d’échantillons de décomposition sur le frame.

Parametre de translation spectrale.

Demi-largeur du spectre de la distribution source symétrique.

Coefficient de décomposition sur le frame.

Les coefficients A,,,, dans le domaine spectral sont calculés pour m = 0, ..., S’ — 1. Grace aux propriétés

de périodicité de la transformée de Fourier discrete, les coefficients A,,, sont obtenus & partir de A,,,

de la fagon suivante :
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3.4 Analyse d’une fonction initiale a deux variables dans le domaine

spatial

Si on considere 'analyse du champ FEy(z,y) en fonction de deux variables, les coefficients sont

calculés sur la base de ’équation (2.46) :

Amnpg = // Ey(z,y)0" (x — mly,y — ply)e_i(”””"'q”yy)dxdy (3.18)

De la méme fagon que dans la section précédente, on peut calculer les coefficients de (3.18), selon les

étapes suivantes :

T,T. R T —2m’<“" M)
1 _ Ty roo Slz s!
Amnpq - S;’ S:,y JZ_O ]Z_O f]z:]ye Y (319)
xr— y—
n=0,..,5 —1 et q=0,..,5, -1

7 (. T, . T )
ou sz,jy =f <stf,jy5,:ll/> est donné par :
z Y

. 1 T,
f <.7m5,,7]y57/;> =
T Yy

st Sy
' T T (. T T
- Z Z Ey (Jmsff + sasza]yS# + SZJTZ/> w <]ISQ/U + SITI - mlm»]ys# + SyTy _ply> (320)
x Yy x )

Sp=—05, sy:fSé

Les coefficients f_lmnpq sont calculés dans le domaine spatial pour n =0, ...,5, — 1l et ¢ =0, ..., S;/ — 1.
Grace aux propriétés de périodicité de la transformée de Fourier discrete, les coefficients Ay, sont

obtenus a partir de flmnpq de la fagon suivante :

le long de 'axe x

— A ; Sz
Am7n+stap7q - Am’nnOz P st 0 S " S 2

7 .S,
Am,nf%”,p,q = Am,nnom pq S F<n< Sz

le long de I'axe y

sy = Amonpan si 0<¢< Sy
m,mp,q-i—Ty »T0D,4100,, — — 2

— A : Sy
Sy = Am,n,p,qnoy si F<¢g< Sy

m,n,p,q— 5

Sy et Sy, Su, Sy, no,, no,, T, Ty, sz, sy sont les équivalents de S, S, ng, T', s, le long des axes z et y

respectivement.
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3.5 Analyse d’une fonction initiale a deux variables dans le domaine

spectral

Si on considere ’analyse de fonctions de deux variables dans le domaine spectral, les coefficients

du spectre Ey(k;, k,) sont calculés sur la base de I'équation (2.48) :

e~ i(mnlyke+pglyky)

Amnpg = / By (ko k)0 (ky — ki, by — qrey)eMakatPlako) g qk, - (3.21)

De la méme fagon que dans la section précédente, on peut calculer les coefficients de (3.21), selon les

étapes suivantes :

!
—z(mnlz/ig;—i-pqu/iy) T T -1 S (sz+7yp)

A J— Sls/
Amnpg = A2 E E f]z»]y

r y Jz=0 jy=0

m=0,..5, —1 et p:O,...,S;—l

(3.22)

~ ~ T T
ou fj.q, =f (jxsf,jysz,’> est donné par :
x Yy
7 . T$ . Ty
f (Jz%’jy9> =

2 T,
Z Z < =+ sme,ij, + 5,1y ) w (]w St + s, T, — Tlﬁx,jy S/ LANE sy — QIiy)
Se=—5 syf—S’

(3.23)
Les coefficients A;;npq sont calculés dans le domaine spectral pour m = 0,...,S, —1let p =0, ..., SZ’! —1.
Grace aux propriétés de périodicité de la transformée de Fourier discrete, les coefficients A,y sont

obtenus a partir de A,,,,, de la facon suivante :

le long de 'axe z

— 1 . S
Am+STz7n7p7q - Amnoz7n1p7q S1 0 S m S ?:C
_ . S
Am—%"vpvq = Amng,mpq  SI F <m< Sy
le long de 'axe y

sy = Amnpn si 0<p< Sy

m»”,erTy,q »T,P10y, 9 < <3

_ A . Sy
m,n,pf%y’q - Am,n,pnoy,q S1 5 < P < Sy

Sy et Sy, Sz, Sy, no,, oy, Ty Ty, 82, 5, sont les équivalents de ', S, ng, T, s, le long des axes k, et

k, respectivement.



38 CHAPITRE 3. CALCUL DES COEFFICIENTS

3.6 Cas particulier : Distribution initiale a variables séparables

Le champ E,(z,y) de (3.18), ou le spectre d’ondes planes E,(k,, k,) de (3.21), peuvent parfois étre

exprimés comme le produit de fonctions indépendantes le long des axes x et y :

Ey(z,y) = Ej(z)Ey(y) (3.24)
Ey(x,y) = Ej (k) EY(ky) (3.25)

Dans le domaine spatial on peut calculer les coefficients de (3.24) le long des axes x et y sur la base

de I’équation (3.15) de fagon suivante :

le long de 'axe x :

- T,
mn = o Z o€ . n=0,..,5 -1 (3.26)
;I: -0
le long de l'axe y :
Sy—1
y 727”% ,
= Z fpa]y S ) q= 0) 3] Sy -1 (327)
y Jy=0

aussi, on calcule les coefficients de la décomposition sur un frame dans le domaine spectral de (3.25)

de la méme facon et sur la base de I’équation (3.16) :

le long de 'axe k,

—imnly ke T

— T ]zm
Apn = Z Frome s ., m=0,..,8 —1 (3.28)
]z_o
le long de I'axe k,
o el T T 2milLP
Ay = Z fMe Sy , p=0,...5 -1 (3.29)
Sy 3y=0

et finalement
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Amnpq = Amnqu (330)

3.7 Validation de la méthode

Nous allons nous intéresser a la décomposition d’un champ électromagnétique sur des frames de
Gabor. Dans la suite du travail, le terme méthode de frame de Gabor sous-entendra I’'utilisation d’une

fenétre gaussienne, sauf mention contraire.

Pour valider la méthode dans ce contexte, nous considérons pour le moment le cas du rayonnement
dans le demi-espace z > 0 d’une distribution donnée sous forme analytique, située dans le plan z = 0,

pour laquelle on dispose facilement d’une solution de référence.

3.7.1 Fonction d’une variable

Dans cette partie, nous présentons le principe de décomposition d'un champ électromagnétique
sur un frame a fenétres gaussiennes dans le cas d’une fonction & une variable (le champ étant sup-

posé invariant selon y), pour une distribution située dans le plan z = 0, et pour une polarisation selon 7.

La premiere étape consiste a calculer les coefficients de décomposition. Ensuite, on peut vérifier la
précision de la méthode en comparant la distribution initiale avec la reconstruction dans le domaine

spectral grace a :
Mma:t Nm(L.’L‘

Ey(ka) =Y Y Agne™ b, (k) (3.31)

m:Mmin n:Nmzn

ou dans le domaine spatial grace a :

MTTLGJC Nm,aac

m=Mpin "=Nmin
a Domaine spatial

Si’analyse est réalisée dans le domaine spatial, le point de départ de la méthode est la décomposition

de la distribution source, E,(z) sur la famille de gaussiennes translatées {wmn, (m,n) € Z*}.

La formule 3.15 permet de calculer les coefficients de cette décomposition. La figure 3.4 présente
un schéma de 'algorithme de calcul des coefficients (partie de gauche) et de lalgorithme de recon-

struction (ou synthese) qui permet de reconstruire la fonction source par sommation des fenétres de
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frame pondérées par les coefficients (équations (3.31) ou (3.32)). Pour une fonction source donnée

analytiquement, la précision de cette reconstruction pourra étre évaluée.

Elle dépend du degré d’approximation de la fonction duale (2.13) et de la valeur de troncation aussi

bien des fenétres gaussiennes (e2) que du signal initial, dans P'espace initial ou transformé (7).

Distribution Source |

Reconstuction
spatiale

1

1

1

1

1 Sélection
i des
i

1

‘

Reconstuction
spectrale

Coefficients

P S g b

men(kx)eti.m.n.kx.lx)

FIGURE 3.4 — Algorithme de calcul des coefficients (domaine spatial).

L’exemple choisi pour évaluer cette précision est celui d’une fonction fonction porte notée II définie
dans le domaine spatial, de largeur Lo = A. La figure 3.5 représente les coefficients de frame calculés
avec un frame défini par : L, = 1—’\0, et v = 0.1. Les parametres de troncation sont : €; = e; = 1074
On en déduit sur la base du diagramme 3.2 : M, = —22, Myae = 22, Npin = —509, Ny = 509,

S = 2038, ng =2 et S =1019.

Le nombre tres élevé de coefficients dans le domaine spectral est lié a la largeur spectrale du si-

nus cardinal pour une valeur de seuil ¢, = 1074 : ko, .. = 1597.4k.

La figure 3.6 représente la reconstruction de la distribution source, avec les coefficients calculés dans

le domaine spatial avec les parametres ci-dessus.

La figure 3.7 présente l'erreur absolue normalisée obtenue dans ce cas.

Excepté dans la zone de discontinuité, le niveau d’erreur est ~ (—120dB) (figure 3.8).

A partir de I'analyse spatiale, on peut aussi reconstruire la transformée de Fourier de la fonction

source grace a I’équation (3.31). La figure 3.9 représente la reconstruction dans le domaine transformé
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FIGURE 3.5 — Coefficients de frame calculés dans le domaine spatial (fonction porte) avec €; = €3 =
1074,
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F1GURE 3.6 — Reconstruction spatiale d’une fonction porte, analysée dans le domaine spatial avec

Ly=+5,v=01l¢ete =e=10""

de FIII], c’est-a-dire d’un sinus cardinal, avec les coefficients calculés avec les parametres ci-dessus.

Les figures 3.10 et 3.12 présentent ’erreur absolue normalisée obtenue dans ce cas. La fonction si-
nus cardinal ne présentant pas de discontinuité, elle est reconstruite avec un niveau d’erreur de l'ordre

de grandeur de €] et €.

b Domaine spectral

Si la source est connue par son spectre d’ondes planes, le spectre Ey(k:x) est décomposé sur la
famille de gaussiennes translatées w(k;) (équation (3.16)). La figure 3.13 présente le schéma de cal-

cul des coefficients a partir du spectre d’ondes planes d’une distribution source, et sa reconstruction
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FIGURE 3.7 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spatiale de la fonction porte présentée

en figure 3.6, analysée dans le domaine spatial.
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FIGURE 3.8 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spatiale de la fonction porte présentée

en figure 3.6, analysée dans le domaine spatial.

(analogue & la figure 3.4 dans le domaine spatial).

La fonction source est une fonction porte dans le domaine spectral, de valeur 1 sur l'intervalle [—%, g] ;

elle est définie sur le domaine visible : [—k, k].

La figure 3.14 représente les coefficients calculés pour un frame défini par : L, = 10\, et v = 0.1.
Les parametres de troncation sont : €; = e3 = 1074, On en déduit sur la base du diagramme 3.3 :
Mpin, = —682, Myyar = 682, Nppin = —43, Nz = 43, ng = 2, 8 = 2730 et S = 1365.

Le nombre tres élevé de coefficients dans le domaine spectral est lié a la largeur spectrale du si-

nus cardinal pour une valeur de seuil ¢; = 1074,
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FI1GURE 3.9 — Reconstruction spectrale de la transformée de Fourier de la fonction porte présentée en

figure 3.6, analysée dans le domaine spatial.
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F1GURE 3.10 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spectrale présentée en figure 3.9.

La figure 3.16 représente l'erreur absolue normalisée de la reconstruction représenté sur la figure

3.15.

A partir de ’analyse spectrale, on peut reconstruire la fonction transformée F~! de la fonction source
grace a ’équation (3.32). La figure 3.18 représente la reconstruction dans le domaine transformé (spa-
tial) de F 1[I}, avec les coefficients calculés dans le domaine spectral avec les parametres ci-dessus.

La figure 3.16 présente 'erreur absolue normalisée obtenue dans ce cas.

Ces exemples démontrent que le niveau d’erreur dans la reconstruction d’une fonction ne dépend
pas du domaine d’analyse de la fonction. L’erreur est d’autant plus faible que la fonction varie lente-

ment.
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FIGURE 3.11 — Reconstruction spectrale autour de la région de troncation de la transformée de Fourier

de la fonction porte présentée en figure 3.6, analysée dans le domaine spatial.
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FIGURE 3.12 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spectrale présentée en figure 3.9.

3.7.2 Influence des parametres sur la précision de la décomposition de Gabor

Nous allons montrer I'influence des parameétres qui ont un impact important sur le degré de

précision du calcul des coefficients de la décomposition de Gabor : €1, €3 et v.

— Influence des paramétres €1 et eo. Ces parametres ont une incidence directe et fondamentale sur
le degré de précision du calcul de coeflicients de la décomposition. Ils sont directement respons-
ables du niveau de troncation des fenétres gaussiennes (e2) et de la fonction en cours d’analyse
(et son équivalent dans le plan transformé)(e;), ils sont aussi directement responsables de la
valeur du parametre d’échantillonnage S’ dans ’espace transformé et du nombre de coefficients

du frame.

La figure 3.20 représente la reconstruction de la distribution source (fonction porte Ly = ),

avec des coefficients calculés cette fois pour le méme frame L, = 1—’\0, et v = 0.1, mais avec

€1 = €3 = 107, On obtient alors : Myin = —19, Miaz = 19, Npin = —4, Nppaw = 4, S’ = 9,
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FIGURE 3.13 — Algorithme de calcul des coefficients (domaine spectral).
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FIGURE 3.14 — Coefficients de frame calculés dans le domaine spectral (fonction porte) avec €; = €5 =
1074

S =9 et ng = 1. La figure 3.21 présente l'erreur dans ce cas.

La figure 3.22 représente la reconstruction dans le domaine transformé F[II], avec les coefficients

calculés avec les parametres ci-dessus.

La figure 3.23 présente 'erreur dans ce cas.

Le faible degré de précision dans la reconstruction présentée figure 3.20 est di a la valeur élevée

de €1. La fonction transformée étant tronquée a un niveau élevé, sa largeur spectrale n’est pas

suffisante, ce qui produit des oscillations lors de la reconstruction dans le domaine de ’analyse.
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FI1GURE 3.15 — Reconstruction spectrale d’une fonction porte, analysée dans le domaine spectral avec
L,=10\,v=0.1¢t e =€y = 107
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F1GURE 3.16 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spectrale de la fonction porte présentée

en figure 3.15, analysée dans le domaine spectral.

Ce phénomene est connu sous le nom d’effet de Gibbs.

On peut observer sur la figure 3.22 les valeurs k., et kjq: représentant les bornes d’anal-
yse de la fonction dans le domaine transformé. L’analyse sur ce petit intervalle [knmin, kmaz)

néglige une part importante de 'information contenue dans le spectre de la fonction.

Cela se traduit par un faible nombre de coefficients de frame dans le domaine spectral (N, =
—4, Npaz = 4). Au contraire avec le méme frame mais ¢; = 10~* on obtient Ny = —509,

Nz = 509 et une reconstruction précise, présentée en figure 3.6.

A la lumitre des résultats obtenus, on en déduit que le choix des parametres de troncation
€1 et ey peut faire 'objet d’un compromis précision/temps de calcul.

— Influence du facteur de suréchantillonnage v. Si on décide d’utiliser I'approximation d’ordre
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FI1GURE 3.17 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spectrale de la fonction porte présentée

en figure 3.15, analysée dans le domaine spectral.
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FIGURE 3.18 — Reconstruction spatiale d’une fonction sinc avec €, = €5 = 1074, analysée dans le

domaine spectral.

0 pour la fonction duale (équation (2.30)), la précision du calcul des coefficients est d’au-
tant plus faible que v est grand. On observe ainsi un phénomeéne d’oscillation ou ripple, sur
la figure 3.24 qui n’était pas visible sur la figure 3.6. Les parameétres utilisés dans ce cas
sont : pour le frame, L, = %, et v = 0.25. Pour la troncation : € = e3 = 1074, d’ou :

Momaw = 14, Mypin = —14, Nynaw = 322, Nppin = —322, §" = 1290, ng = 2 et S = 645.

Parce que le parametre v influe directement sur le pas d’échantillonnage I, ou x; (2.31), le prin-
cipal avantage d’utiliser une valeur élevée de v, est de réduire le nombre de fenétres gaussiennes,
et donc le temps de calcul, aux dépens cependant de la précision de 'approximation d’ordre 0
de la fonction duale. Une solution alternative pourrait consister a utiliser une approximation
d’ordre supérieur pour la fonction duale, ce qui augmenterait le temps de calcul de coefficients,

mais pas celui du LFG.
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FIGURE 3.19 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spatiale d’une fonction sinc avec

€1 = €5 = 107, analysée dans le domaine spectral.
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FIGURE 3.20 — Reconstruction d’une fonction porte dans le domaine spatial avec € = €5 = 107! et
v =0.1.

3.7.3 Fonction de deux variables

Dans cette partie, nous présentons le principe de décomposition d’un champ électromagnétique ou
d’un spectre d’ondes planes sur un frame de Gabor dans le cas d’une fonction & deux variables, pour

une distribution source gaussienne dans le plan z = 0.
Comme dans le cas précédent la premiere étape consiste a calculer les coefficients.

Ensuite, on peut vérifier la précision de la méthode en comparant la distribution initiale avec sa

reconstruction dans le domaine spectral grace a :

Mm(lﬂ') Nmaw Pma:c Qmaz

Eylkaky) = > D> 3 D Appge’ e ) (i ) (3.33)

M=Mmin "=Nmin P=Pmin (=Qmin
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F1GURE 3.21 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spatiale d’une fonction porte avec

€] = €3 = 1071,
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FIGURE 3.22 — Reconstruction spectrale d’une fonction sinc avec € = €3 = 107! et v = 0.1.

ou dans le domaine spatial grace a :

Mmaz Nmaz Pmaz Qmaa:

Ey(z,y) = Z Z Z Z AminpgWimnpq (T, Y) (3.34)

m:Mmin n:Nmin p:Pmin q:Qmin
a Domaine spatial

Si la décomposition est réalisée dans le domaine spatial, le point de départ de la méthode est la

décomposition de la distribution source, Ey(z, y) sur la famille de gaussiennes translatées {wpmnpq, (M, 1, p,q) €
Z*.

La formule (3.19) permet de calculer les coefficients de cette décomposition.

La figure 3.26 présente un schéma de 'algorithme de calcul des coefficients (partie de gauche) et
de lalgorithme de reconstruction (ou syntheése) qui permet de reconstruire la fonction source par
sommation des fenétres de frame pondérées par les coefficients (équations (3.33) ou (3.34)). Pour une

fonction source donnée analytiquement, la précision de cette reconstruction pourra étre évaluée.
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FIGURE 3.23 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spectrale d’une fonction sinc avec

€1 = €9 = 1071.
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FIGURE 3.24 — Reconstruction d'une fonction porte spatiale avec ¢ = e3 = 1074 et v = 0.25.

Elle dépend aussi du degré d’approximation de la fonction duale (2.13) et de la valeur de troncation

aussi bien des fenétres gaussiennes (e2) que du signal initial, dans Iespace initial ou transformé (e;).
La figure 3.26 représente un schéma de calcul des coefficients a partir de la distribution source.

L’exemple choisi pour évaluer la précision de ce calcul est celui d’'une fonction gaussienne dans le

domaine spatial mathématiquement définie comme :
(7+)
a2
Eywy) ¢ M (3.35)
de largeur L, = \ avec o = x,y.

La figure 3.27 représente les coeflicients du frame et la figure 3.28 représente la reconstruction d’une

distribution source par ’équation (3.34) avec les parametres suivants :
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F1GURE 3.25 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction d’une fonction porte spatiale avec
€1 =€ =104 et v = 0.25.
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FIGURE 3.26 — Algorithme de calcul des coefficients (domaine spatial).

Le frame utilisé est défini par : L, = A, et v, = 0.16 avec a = x, y.
Les parametres de troncation sont : €; = ey = 1072,
D’otu : Mmin = _77 szn = _77 Nmzn = _77 szn = _77 Mmaaz = 77 Pmaa} = 77 Nmax = 77 Qmax = 7)

Sa =15, ng, =1, avec a = x,y.

A A
Pour le cas de la figure 3.28, la reconstruction est faite avec Tm = 0.055 et Ty = 0.055.

La figure 3.29 présente 'erreur dans ce cas.
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FIGURE 3.27 — Coefficients du frame (domaine spatial).
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FIGURE 3.28 — Reconstruction spatiale d’une distribution source gaussienne.

b Domaine spectral

Si la source est connue par son spectre d’ondes planes, E'y(kx, ky) est décomposé sur la famille de
gaussiennes translatées Wynpq(kz, ky) (équation (3.33)). La figure 3.30 présente le schéma de calcul des
coefficients a partir du spectre d’ondes planes d’une distribution source, et sa reconstruction (analogue

a la figure 3.26 dans le domaine spatial).

La figure 3.31 représente les coefficients du frame et la figure 3.32 présente la reconstruction d’un

spectre d’ondes planes mathématiquement défini par :

1
- ——((Lug k) ?+(Luy ky)?
Ey(ky,ky) = \/2Ly, Ly, e g (o) (P o)) (3.36)

associé a une distribution source gaussienne avec L, = 1\, par "équation (3.33) avec les parametres

suivants :

le frame utilisé est défini par : v, = 0.16, Ly = 1\ avec a = x, y.

les parametres de troncation sont : e = 1072 et ¢; = 1072.
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FIGURE 3.29 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction spatiale d’une distribution source

gaussienne (€] = ez = 1072).
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FIGURE 3.30 — Algorithme de calcul des coefficients (domaine spectral).
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Sa =15, ng, =1, avec a =z, y.

Ak
Pour le cas de la figure 3.32, la reconstruction est faite avec kz = 0.03 et Ty = 0.03.

La figure 3.33 présente 'erreur dans ce cas.
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FIGURE 3.31 — Coefficients du frame (domaine spectral).
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FI1cURE 3.32 — Reconstruction spectrale d'un spectre d’ondes planes gaussien.

3.8 Optimisation de la méthode :

Les équations (3.13) et (3.17) a une variable ou (3.20) et (3.23) a deux variables, suggerent d’évaluer

la fenétre gaussienne a tous les points de discrétisation T, <§f + s$> pour x ou ky, et T), (jy + sy>
€T
pour y ou k.

Pour accélérer le calcul des coefficients, on décide de tronquer a la valeur minimale e les somma-
tions dans les équations de la DFT (3.13), (3.17),(3.20) ou (3.23) .

La figure 3.34 illustre la variation de l’erreur absolue normalisée si on tronque & e; = 1071,
La figure 3.35 représente la variation de I’erreur relative pour la méme troncation & ey = 1071,
La figure 3.36 représente la variation de I’erreur absolue normalisée si on tronque & e = 1072,

La figure 3.37 représente la variation de l'erreur relative pour la méme troncation & es = 1072,
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FI1GURE 3.33 — Erreur absolue normalisée dans la reconstruction d’un spectre d’ondes planes gaussien

(sans troncation dans la DFT, € = e = 1072).
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FIGURE 3.34 — Variation de I'erreur absolue normalisée (e; = ez = 1071).

Pour cette analyse (avec e; = 1072), le temps de calcul des coefficients sans troncation est de 13.78sec.,
alors que le temps avec troncation est de 0.78sec., ce qui représente une réduction du 947 du temps

de calcul, pour des erreurs absolue et relative qui restent d’un ordre de grandeur tres faible.

3.8.1 Variation du seuil relatif (¢3) et taux de compression (TC)

Une nouvelle étape dans 'optimisation du temps de calcul lors de la reconstruction (et plus tard du
lancer de faisceauz) consiste a supprimer dans les sommation de faisceaux ou de fenétres gaussiennes
(2.54) a (2.56) et (3.31) a (3.34), les coefficients dont la valeur est inférieure & une valeur seuil donnée.

Dans ce travail, la valeur seuil est calculée comme suit a partir d’un niveau de seuil relatif :

Seuil=Seuil relatif x Valeur absolue maximale des coefficients (3.37)
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FIGURE 3.35 — Variation de Perreur relative (e; = ez = 1071).
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FIGURE 3.36 — Variation de I'erreur absolue normalisée (e; = ez = 1072).

Pour quantifier la réduction du nombre de coefficients, nous introduisons le parametre de tauz de

compression (TC) défini comme suit :

TC = 100 (1 - Nombre de coefficients de module squérz'eur au seuil (3.38)
Nombre total des coefficients
Pour l'exemple de la source gaussienne, et les parametres choisis pour la figure 3.32 (v = 0.16,

€1 = €2 = 1072), si on fait varier le niveau de seuil relatif (e3) dans (3.37), on constate des vari-
ations du taux de compression (TC), du temps de calcul lors de la reconstruction de la fonction source

(TeC) et de l'erreur absolue normalisée maximale (EANM). Le tableau 3.1 présente ces variations.

La figure 3.38 représente I'erreur absolue normalisée et I'erreur relative si on tronque a e = 1072 les
fenétres de frame et si on adopte un niveau de Seuil relatif de 1073. Ces résultats prouvent qu’il

est possible, en jouant sur le seuil relatif de compression, de réduire, de 907 le temps de calcul de

0.04

0.03

0.01
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(a) Sans troncation dans la DFT (b) Avec troncation dans la DFT
FIGURE 3.37 — Variation de Perreur relative (e; = 3 = 1072).
€3 TC TeC* Réduction du TeC || EANM
Sans compression, sans troncation 07 93.63sec 07. 2.17.1074
Sans compression, avec troncation 07 87.23sec 6.8 3.1074
107, avec troncation 55.37 || 43.5sec 53.57. 3.1074
1073, avec troncation 92.227 || 9.75sec 89.67 5.95.10~4
10~1, avec troncation 99.27 || 3.2Tsec 96.57. 0.0598

TABLE 3.1 — Influence du seuil relatif (e3) de compression (e; = e3 = 1072).

*Temps de reconstruction du spectre source gaussien

la reconstruction, tout en préservant un niveau d’erreur tres faible. Lors du calcul du champ rayonné
par LFG, le temps de calcul sera réduit dans les mémes proportions, puisque le nombre de faisceaux

a lancer est égal au nombre de coefficients non négligeables (de module supérieur au seuil).

La troncation et la compression sont particulierement importantes pour réduire a la fois le temps
de calcul de coefficients et le temps de calcul du LFG. On verra dans la suite que cette réduction
est spécialement importante dans le cadre d’une application sur une antenne réelle, ou on a besoin
d’incorporer des modules d’interpolation cubique, qui consomment du temps d’analyse, pour le calcul

du champ de chaque faisceau.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi une relation rigoureuse, via le parametre ng, entre les pas de
translation d’'un frame et la densité d’échantillonnage de la TFD utilisée pour calculer les coefficients

de décomposition d’une fonction sur ce frame. Nous avons également systématisé 'usage de parametres
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FIGURE 3.38 — Erreur relative et erreur absolue normalisée, €] = €3 = 1072 et €3 = 1073.

de troncation €1 (resp. €2) permettant de limiter la largeur de bande spectrale et spatiale de la fonction
a analyser (resp. des fenétres de frame), et de négliger certains termes dans les sommations de TFD.
Ces parametres permettent d’optimiser le temps de calcul des coefficients de frame, pour une précision

donnée, et rendent les algorithmes de calcul de ces coefficients tres flexibles.

Nous avons également introduit dans ce chapitre un seuil relatif au-dessous duquel les coefficients
de frame sont considérés comme négligeables. Nous avons pu démontrer numériquement qu’il est pos-
sible dans certains cas de négliger un grand nombre de coefficients (presque 907 dans I'exemple choisi)
sans remettre en cause la précision des résultats. Le taux de compression des fichiers de coefficients

ainsi que la variation du temps de calcul et du niveau d’erreur ont été présentés sur un exemple.

Ces développements nouveaux vont étre intégrés au calcul des coefficients de frame lors de la mise en

ceuvre de 'algorithme de partitionnement spectral dans les chapitres suivants.



Chapitre 4
Partition dans le domaine spectral

Dans ce chapitre, on suppose connu le champ lointain d’une antenne. Le champ lointain rayonné
dans un demi-espace donné s’exprime en fonction du spectre d’ondes planes dans le plan situé a la
frontiere de ce demi-espace. Si l'on définit le repere (O, Z, 9, 2) de fagon a s’intéresser au rayonnement
dans le demi-espace z > 0, on a la relation suivante entre le champ lointain et le spectre d’ondes planes

dans le plan (O, z,7) :

o —7 . ke . ~ ~ k, . ~
E(r,0,¢) ~ )\—;e“" <(§3 - k—z)cosHjEm(k:x, ky) + (5 — k—yz)cosejEy(k:x, k:y)) (4.1)

avec (1,0, ¢) les coordonnées sphériques du point d’observation, k, = ksinf cos ¢ et k, = ksin6sin ¢.

Connaissant le champ lointain, il est facile grace a cette relation d’en déduire les composantes (Ex, Ey)

du spectre d’ondes planes de la source dans le plan z = 0 (choisi arbitrairement).

La méthode de LFG classique a partir d’un frame consiste a décomposer le spectre de chaque po-
larisation (Ez et Ey) sur un frame de Gabor. Les champs des faisceaux gaussiens rayonnés par les
fenétres de frame, pondérés par les coefficients de décomposition sur I'un ou l'autre frame, peuvent

alors étre superposés pour calculer le champ rayonné en tout point du demi-espace z > 0.
Cette méthode classique présente deux inconvénients :

— le champ n’est calculé que dans un demi-espace, la représentation de champs omnidirectionnels
n’est pas possible.

— le champ proche du plan de décomposition est mal représenté car les faisceaux rayonnés par les
fenétres les plus translatées dans le domaine spectral sont peu paraxiaux (formule paraxial peu
précise).

Pour pouvoir lancer les faisceaux dans tout ’espace, ce chapitre propose d’exprimer le champ lointain
comme la somme de six champs lointains partiels, présents chacun dans un demi-espace. Le spectre

d’ondes planes de chaque champ lointain partiel (spectre partiel) est défini dans un plan différant.

59
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Chaque spectre partiel est obtenu en multipliant le spectre du champ source par une fonction de

partition de I'unité. C’est pourquoi nous appelons cette méthode partitionnement spectral.

Tout d’abord, pour faciliter la compréhension de la formulation théorique du partitionnement spectral,

il convient d’introduire des généralités sur les fenétres de partition.

4.1 Généralités sur la partition de 'unité

Une partition de I'unité est une famille de fonctions positives (x;);jes telles que, en chaque point,
la somme sur toutes les fonctions des valeurs prises par chacune d’elle vaut 1 : Z xj(z) =1.
JjeJ
Dans ce travail, on cherche a utiliser des fonctions x; dont la largeur de bande apres la transformée
de Fourier est minimale. Dans les cas de partition selon une variable, les fonctions y; peuvent étre

obtenues par translation d’une fonction y centrée a 'origine. On impose a x les contraintes suivantes :

- Xx(—z) = x(z) (symétrie)
- x(x) =1 0<z<kp
- x(z) = f(z — k) kp <z <kp+9
- x(z)=0 x>kp+0

ou ¢ et kz sont des valeurs qui définissent la région de transition de x. f(z) est appelée fonction de
transition. Elle doit assurer une transition suffisamment douce pour minimiser la largeur de bande de

TF[x].

La fenétre de Hann est utilisée en traitement de signal car elle satisfait cette contrainte. Elle est

définie sur un intervalle [—4, d] (figure 4.1) par :

1
h(x) = B (1 + cos%x) pour x >0 (4.2)

Par symétrie, on en déduit :

h(z) = h(—x) = = (1 + cos%x) pour z < 0. (4.3)
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FiGURE 4.1 — Fenétre de Hann.

La figure 4.2 représente une fonction de partition x pour laquelle la fonction de transition est définie

a partir d’une fenétre de Hann comme suit :

x(x) =1
x(z) =h(x — k) =
x(x) =0

.%'S—kL—(S

1 s
- _ — — < x< -
2<1+cos(5(m+kL)) kr, —0 <x < —kp
—kr <2<k

(1—?—003%(9&—]@)) kp <ax<kp+90

DO | =

x> k:L + 4
(4.4)

La figure 4.3 représente la superposition de deux fonctions de partition xo et x1. xo = x et x1 est

obtenue par translation de x de 2kr, + 9§ : x1(z) = x(z — (2kr + 0)) ou x est définie comme ci-dessus

avec une fonction de transition déduite de la fenétre de Hann. Sur Uintervalle de transition [kr, kg, + 0]

on vérifie que :

xo(z) + x1()

x(@) + x(z — 2k = 6)
f(.%' — kL) + f(—JZ +2kr, + 6 — kL)

Mz — k) + h(kr + 0 — x)
T 1 0
<1 + cosg(x - kL)) + 3 (1 + Cosg(k:L +0— x))

| NN

avec h la fonction de Hann définie par les équations (4.2) et (4.3).
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FIGURE 4.2 — Fonction de partition y.
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FIGURE 4.3 — Fonctions xo et x1.

On observe sur la figure 4.3 que les parametres kr et § déterminent la largeur des intervalles ou

X0 et x1 sont égales a 0 et 1.

Dans la suite, nous utiliserons des fonctions de partitionnement de ce type pour définir six fonc-

tions de partitionnement spectral y; a deux variables (kxj,k'yj) dans six plans P;, j = 1,..,6.

4.2 Formulation théorique du partitionnement spectral

Dans l’espace tridimensionnel et dans le repere global (O, 2,4, 2") nous allons définir six repeéres

(O', 24,95, %) associés aux six plans P;, j = 1,..,6 (figure 4.5) définis par P; = (O', &5, 7).

Les bases de ces différents reperes sont définies dans le tableau 4.1 et une vue éclatée des différents

plans P;, et de leurs variables associées (kxj,ky].) est présentée en figure 4.4.
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TABLE 4.1 — Relation entre les reperes.

Un spectre d’ondes planes défini dans un plan P; rayonne dans le demi-espace z; > 0, appelé HS;.

Les composantes du champ électrique rayonné dans le demi-espace H.S;, que nous noterons E(j),

s’expriment en fonction du spectre d’ondes planes E() défini dans le plan correspondant Pj, comme
suit :

j —1 ikr; (7
B8 (13,05, 03) ~ P #icos; ) (R, hy,) O =T, Y % (4.5)

avec (15,05, ;) les coordonnées sphériques du point d’observation dans le repere (O, 25, 95, 25), ks,
ksinfjcospj, et ky, = ksinf;sing;.
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FIGURE 4.5 — Relation entre les repeéres.

Les fonctions de partitionnement spectral x; définies dans chaque plan P; seront appelées fonctions
caractéristiques dans la suite. Ces fonctions caractéristiques x; sont prises nulles hors du domaine

visible, c’est-a-dire :

Xj (ki oyy) = 0 si ky 4k >k (4.6)

et permettent de définir des spectres partiels par :

ng](‘]) (kxj7 kyj) = E&JJ) (kl‘] ’ kyJ)X](k$JJ kyj) Oé] = l‘j, yj? Zj (47)

On peut alors exprimer les composantes du champ électrique partiel ng(j )

;77 rayonné en champ lointain

par le spectre d’ondes planes partiel au point M de coordonnées sphériques (7,05, ¢;) dans le repere

7, et (r,0',¢") dans le repére global, comme suit :

. —— o
ng](j)(M) 2 )\—rje K JcosﬂjEzy‘J(,J)(kmj,kyj) aj = Tj,Yj, % (4.8)

ke o
avec costl; = =%, et r; = r’ quel que soit j (O; = O').

Tout point M dans l’espace appartient a trois H.S;. On notera J ’ensemble des indices j tels que
M € HS;. On peut donc obtenir la valeur du champ électrique rayonné en champ lointain en un
point M de quatre manieres différentes : trois en utilisant directement I’équation (4.5), dans I'un des
demi-espaces HSj, j € J; la quatrieme par addition des champs partiels définis par '’équation (4.8).

On peut donc écrire :

EW (M) = Z EXW) (M) pour jedJ (4.9)
jeJ
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Nous allons utiliser cette relation, avec j/ = 1, pour déterminer les relations entre les différentes
fonctions caractéristiques. Compte tenu de la définition des reperes (figure 4.5 et table 4.1), on peut

exprimer le champ E(®) dans la région 0 < ¢ < T et T < ¢ <m comme suit :

EY XY + BX? — g

1 1 2 5
gD | = | B0+ B® + 5
Eg) E?l(l) o E;CQ(Q) + E1>J<5(5)

Grace a I'équation (4.8) on en déduit :

+Ef +Bx" +E5 -y

5

k2 +Eg(/}) (kys Kyy) = kzy +Eg>f1(1) (Kay s Koy )ty +Eg)/<2(2) (Fags yy ) Kz +E§5(5) (kg s Koys )

ad ~x(1 ~x(2 ~x(5
+EWY +EXW _EX® + B

5

ott (kg;,ky,), j € J, sont les projections du vecteur d’onde k = k(sint'cosd’, sind’sing’, cos¢’) dans
les plans P;, j € J. Pour 0 < 0" < T et § < ¢/ < 7, on en déduit, a I'aide du tableau 4.1 : k;; <0,
ky, > 0; kgy <0, ky, > 0; kyzy >0, ky, > 0; par ailleurs, par définition des HS;(j € J), k., > 0(j € J).

On en déduit :

= = k., = k.. =
E(l)(kxlv ky1) = E(I) (km ’ ky1)X1(kx17 ky1)+72E(2)(k$27 kyz)XQ(szv ky2)+k;75E(5) (kx57 kys)X5(kx57 kys)

kz1 Z1

En utilisant (4.8) et la relation (A.6) entre spectres définis dans deux plans, on aboutit a :

E(l)(kxu ky1) = E(l)(kwu kyl) [Xl(kafu kyl) + XQ(szv kyz) + X5(k$57 kys)]
D’ou :
Xl(kxlv ky1) + XQ(kmv ky2) + X5(k$57 kys) =1 (4'10)

On a ainsi démontré que pour une direction de rayonnement définie par 0 < 0’ < g et g <q¢ <m,
donc appartenant aux demi-espaces z; > 0 (HS1), z2 > 0 (HS2) et z5 > 0 (HS5), les fonctions de

partitionnement Y1, x2 et x5 vérifient la relation classique :

ijzl avec J = {1,2,5}
jeJ

Ce résultat peut étre généralisé aux autres régions de l'espace, avec les ensembles J et les domaines

de variation des ko, (o; = z,y,2) correspondants.
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4.3 Définition des fonctions caractéristiques

Outre la relation (4.10) nous choisissons d’imposer aux fonctions caractéristiques dans les six plans

les contraintes suivantes :

1) Les fonctions caractéristiques dans le plan supérieur Ps et inférieur Pg, possedent une symétrie

cylindrique autour de I'axe z; (j =5 ou 6).

2) Les fonctions caractéristiques dans les plans latéraux (Py, P2, P3 ou Py) sont de la forme suivante :

Xj(kxj,kyj) = ij(kxj,kyj)xjy(kyj) avec j=1,.,4 (4.11)
La fonction ij(kyj) réalise le partitionnement avec les fonctions caractéristiques dans le plan

supérieur ou inférieur.

Tout d’abord pour faciliter la compréhension de la définition des fonctions caractéristiques nous nous

.. ) . . . N ™
limiterons dans cette présentation au demi-espace supérieur HS5 o 0 < §' < 5"

Le tableau 4.2 indique quelles fonctions caractéristiques se combinent pour réaliser la partition de
I'unité suivant les sous-régions de ce demi-espace. Un tableau analogue est obtenu dans le demi-espace

. Ve . 7T A . ~
inférieur 5 < 6 < 7 ol g joue le role de ys.

0<¢' <% | xait+txatxs=1
T<¢<m [ xi+tx2txs=1
TSP <T [ atxetxs=1
Ty <om|xs+xatxs=1

™

TABLE 4.2 — Combinaison des fonctions caractéristiques dans la région 0 < ¢’ < 5

D’aprés 'hypothese 1), x5 est une fonction de k., = /kZ, + k2 . Par analogie avec les fonctions de
partition introduites dans la section 4.1, x5(ky;, ky;) sera définie dans trois intervalles, dont un inter-

valle de transition limité par ki, et kr, + 0.
On utilisera dans la suite le fait que dans le demi-espace HSj5 : ky, = k., = \/k* — k2, (j =1,...,4).

k
Si0<k, <kp, (0 <f < HLv), avec cosf, = %, alors xs5(kys, kys) = 1.

Quels que soient les demi-espaces (j = 1,..,4) dans lesquels se trouve un point donné, les x; cor-

respondant sont alors nuls pour les &, € [1 [k% — k%v, k]
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kLU + 51}

P k., appartient

Si kLv S ]{:7‘5 é (kLv + 5”) (HLU é 0/ S Q(Lv+5v))’ avec cos Q(L'u"‘&v) =

a lintervalle de transition de x5 :

— X5(kzs, kys) = ho(krs) ol hy se déduit de la fonction de Hann h :

1
ho(krs) = hlkey = kp,) = 5 <1 + cos(5- (ks - kLU)> (4.12)
— d’apres I'hypothese 2) (et tableau (4.2)) : xjy(ky;) = Xiy(ky,) = 1 — hy(kry) et ky, =k, =
2 .
= Xja(kayy by, ) + Xiw (ke by,) =1 avec j =1 ou 3,7=2 ou 4.

Sur la base du tableau (4.1) on obtient alors :

~ Pour 0 < ¢ < g (HS; N HS,) :

X4y(ky4) = le(km) =1- X5(k:v5v kys) =1- hv(krs)

1 T .
=5 (1 - cos(a(, [k? — k5, — kLv)) j=4,1,

<¢ <7 (HS NHS,) :

le(ky1) = X2y(ky2) =1- XS(kxsv kys)

1 T .
=3 <1—cos(6v(,/k2—k§j _kL'U)) .7 =12,

3
— Pourm < ¢ < 77( (HSyNHSs) :

XQy(kyz) = X3y(ky3) =1- X5(k9657 kys)

1 T
— (1= T2 2 -
=3 <1 cos(év( k? — kg, kLv)) .7 =2,3,
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3
— Pour % < ¢ <2m, (HS3N HSy)

X3y(ky3) = X4y(ky4) =1- X5<k$57 ky5)

kLv + 61)

Si (ke +0.) < kry <k (81,10, <0 < T ), avee cosby, 5, =

, alors x5(kys, ky;) = 0.

Dans cet intervalle on déduit du tableau 4.3 les combinaisons entre fonctions caractéristiques des

T
plans latéraux, dans les différentes régions en fonction de ¢, pour 6’ € [0( Lo+60)> 5} :

0<¢' <% |xa+xa=1
F<¢<Tm | xatxe=1
T<¢ < I xstxe=1
g <om | xs+xa=1

TABLE 4.3 — Combinaison des fonctions caractéristiques dans la région 0, 15,) < 9 < 5

Dans cet intervalle ’hypotheése 2) entraine que :

- Xy =1 pour 7=1,.,4.

— Le partitionnement selon k, est réalisé par les fonctions caractéristiques x; des plans latéraux,

et plus précisément par les fonctions x;, (j =1,..,4)

Pour simplifier, nous étudions d’abord le cas ot § < ¢’ < 7. On a alors :

X1z (Kays Ky, ) + X2z (Kays ky,) = 1 avec kg, positif, kg, négatif et k,, = ky, = k..

On peut définir x1, de la fagon suivante :

Xtz (K s yy) =1 0 < kyy < kg,
Xlx(kwlv kyl) :hx<k1‘1) kLh < kxl < kLh + 5h
Xl:v(kzu kyl) =0 kr, +0n < kg < Ky,
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avec kn(ky,) = /K2 — k2, = ki, (4.13)

en utilisant une fonction de transition A, déduite de la fonction de Hann :

B (ki) = % (1 + cos (;(kx - k:Lh)>> (4.14)

Op, et kr, sont les parametres définissant le domaine de transition le long de 'axe k. Ils dépendent

de k,, car ils doivent vérifier :

kLh(kyl) + 5h(ky1) < kh(kyl)

Sachant que ky, = —k;, = —\/k? — k2 — kz%l = — /k,21 — k2, on peut déduire x2, de x1, de la facon
suivante :
i, + 00 < kay < — /R = (G, + 8)2 < hy <O
Xlx(k1‘171€y1) = 0 XQ.%(kaa kyg) = 1

kL, <key <kp, +0n | — \/ kl% - k%h < kg, < _\/k?z — (b, + dp)?
X1z (Fzy s ky1> = ha(kz,) X2z (Kay kyg) = Gu(kuy) = 1 — hy(ksy)
0 < kay < ki, —ky < oy < =\ — 3,

Xlx(k1‘17kfy1) = ]' XQm(kaa kyg) = O

TABLE 4.4 — Définition mathématique de ya;.

avec ky, = kp(ky,) = \/k* — k2, = kp(ky,) et kr,, 0 fonctions de k,, (j = 1,2). L’expression de

gz se déduit de I'équation (4.14) :
T
<1 — cos <(kx1 = kLh))> (4.15)
n

N

Gu(kzy) =1 — hy(ks,) =

avec ky, =/ ki — k2.

Sur la figure 4.6 deux fonctions x1(kz,, Ky, ), X2(Kzs, Ky, ) sont représentées en k,, = k,, = 0 en fonction
des variables spectrales k;, (figure 4.6a) et k;, (figure 4.6b) pour un choix des parametres kg, , dp
défini par (4.16) et (4.17). D’apres la définition de x; (j = 1,4) : X;j(ke;, ky;) = Xy (ky; )Xz (Ka, ky;)
et x;jy(0) =1, j = 1,..,4. Donc x;(ks;,0) = Xja(kz;,0). On utilise le fait que ky, = /k? — k2, et
koo = —/k? — k2, pour ky, = ky, = 0 (figure 4.5).
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FIGURE 4.6 — Fonctions x14(kz,,0) et x2z(kz,y, 0).

Les fonctions x1 et x2 étant ainsi définies respectivement pour k;, > 0, ky, > 0 et pour k,, < 0,
ky, > 0, elles sont entierement définies par symétrie pour toutes les valeurs de ky, ky, (j=1,2). Mest
alors facile de vérifier qu'avec x3 = x1, X4 = X2 et x6 = X5 (en tant que fonctions de deux variables

réelles k, k) toutes les relations Z X; = 1 sont vérifiées dans tout I’espace. La figure 4.7 représente
JjeJ
les fonctions caractéristiques x1 et yo dans les plans latéraux P; et Ps. La figure 4.8 représente dans

le plan Ps5 la fonction caractéristique x5 , qui possede la symétrie cylindrique autour de I'axe zs.

(a) x1(kays Ky, ) (b) xa(kas, ky,)

FIGURE 4.7 — Fonctions x1 et xo.

La figure 4.9 représente les fonctions caractéristiques x1, x2 et x5 par rapport au domaine visible.

Le choix des parametres ky, et § influe sur la largeur de la fonction a analyser dans ’espace transformé.

Si I'on souhaite que les fonctions de partitionnement soient de largeurs similaires dans les différents

plans, la valeur de kr, + %ﬁ doit étre de % (B = v, h). Le choix du parametre d3 obéit a un com-
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0.8

-10.6

7104

0.2

B | = 5

FIGURE 4.8 — Fonction x5(kzy, kys)-

promis entre largeur spectrale-largeur spatiale : plus dg est faible plus la troncation est abrupte dans
le domaine spectral, ce qui élargit la bande dans le domaine spatial. Pour une évaluation numérique,

nous proposons les valeurs particulieres des variables de transition pour j = 1,..,4 comme suit :

On(ky, ) o (4.16)

ki) = Y : (417
k

fo=57 (4.18)

B _% (4.19)

™

L’équation (4.10) de partition de 'unité (x1 + x2 + x5 = 1) est valide sur le domaine 0 < 0’ < %
et § < ¢’ < m. Tout I'espace tridimensionnel peut étre subdivisé en 8 domaines correspondant a des

intervalles de largeur g selon ¢’ et ¢'.

On doit remarquer que chacun de ces domaines est égal a d’intersection de trois HSj, I'un supérieur
ou inférieur (H S5 ou HSg) et les deux autres latéraux. L’équation de partition de I'unité dans chaque
domaine est donc de la forme : x;, + xj, + Xj; = 1, avec ji € {5,6} et {jo,73} € {1,2,3,4}, j2 # Js.

Les valeurs exactes de ji, jo2, j3 se déduisent de la définition des plans P;, j =1, ..,6.
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(a) Xl(kzlvkyl) (b) XQ(klzakyz)

(c) X5(k925 ) kys)

F1GURE 4.9 — Fonctions x1 X2 et xs.
4.4 Influence des fonctions caractéristiques sur le calcul des coeffi-
cients

La figure 4.10 représente la variation de 1, et xo. le long de I'axe ke 3 =1,2. La fonction 1,

définie précédemment a pour transformée de Fourier inverse :

I i i L
04 -0.2 0 0.2 04 06 0.8 1 - -0.¢ -0. -0. B 0
kn/k kxz/k

(a) X1z (b) X2z

FIGURE 4.10 — Fonctions selon I'axe k;, ou ky,.

1 _kL 1 . 1 kL i
‘Fﬁl [Xlx] = - " —[1- COS(iij1 + ki, + 5h) €Zkzlxdkx1 4+ h 62kzlwdkxl
h
2 —kL, —6n 2 on o ki,
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1 [Fraton ] :
b [ 2 (1= cos(Zky, — ki, + ) | €FTdy, (4.20)
2 kL; 2 (Sh

En développant et en simplifiant I’expression, nous obtenons :

. 6 on
F 1 x1e) = _%Sm (<kL}<+22h><j>>620; <2}x> (4.21)
A Ca

La figure 4.11 représente F~'[x1.], et permet donc de visualiser la largeur de bande spatiale de

Xlz-

0 , ' ‘
‘ —20log, o|F [, |
-50¢ | {1 —20log, o|m/(5%°)|
100 i (b ]
150+ « |
299, 5 0 5 10

x/h
FIGURE 4.11 — F ' [x1,] (amplitude normalisée (dB)).

De méme, la figure 4.12 présente F~ 1[x2,], de largeur légérement supérieure a la largeur spatiale

de Xlz-

0
i —20log, F [,
50 A —20log, (| m/(5°X°)|
-100} o :
-150}
2995 5 0 5 10

x/h
FIGURE 4.12 — F ' [x2,] (amplitude normalisée (dB)).
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0 0
100 100
200 200
300 300
400 400
500 500

(b) Zoom de F~*.

FIGURE 4.13 — F ! [x1] (dB).

0 0

100 100
200 200
300 300
400 400

(b) Zoom de F .

FIGURE 4.14 — F ' [x2] (dB).

D’apres 1'équation (4.21) et les figures 4.11 et 4.12, le comportement asymptotique quand || — oo

de la fonction F _1[x1m], dans le domaine spatial peut étre approché par la fonction T Ceci nous
x

permet d’évaluer la largeur demi-spatiale de cette fonction, en fonction du seuil de troncation €; :

s
B =8 —= 4.22
@ = aw “2)

D’apres la figure 4.12 (transformée de Fourier inverse calculée numériquement), la variation asympto-

tique de xo, est similaire & celle de x1,, par conséquent celle de xs, et x4, également. On peut faire
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100 -100
200 -200
-300 -300
-400 -400

(b) Zoom de F~'.

FIGURE 4.15 — F ! [y5] (dB).

le méme raisonnement pour x5 et xg, et par conséquent pour xj,, j = 1,..,4, en remplacant dans
(4.22) oy, par 6,. La largeur de bande spatiale de la fonction source influe sur le nombre M de fenétres
gaussiennes spatiales le long de I'axe x. D’apres I'équation (3.2), les limites spatiales M, et Mz

sont données par :

Lo, . —l
Mmzn:L mlm :

x

J Moz = |—L0maz+le-|

le

ou [Lo,,,, Lo,,..] est la bande de la fonction source.

Si le spectre d'une fonction source le long de l'axe ko, (@ = z,y,j = 1,..,6) est multiplié par une

fonction caractéristique xjq, alors sa largeur de bande spatiale devient [Lo,,,,, — By o LOamas + By ja].

Les limites des indices spatiaux de frame pour décomposer ce signal deviennent alors :

Lozmam + BXj:c + lex

Mg, = [mee ] (1.23)
M), = — ] (4.24)
P), = [ Lo +ZBX”’ * e (4.25)
Yy
Loy — By —1l
By, = [Fmn | (4.26)
Y

ou :

(Lo in s LOzmas) €6 [Loyins Loyma.) Teprésentent les largeurs spatiales de la distribution source associée
au spectre d’ondes planes source dans le plan Pj, By, et By, représentent les largeurs spatiales des
fonctions de partition selon les axes x; et y;, [, représente la largeur spatiale de la fenétre gaussienne

selon I'axe x; et [, représente la largeur spatiale de la fenétre gaussienne selon I'axe y; (section 3.1).

Les figures 4.16 a 4.19 montrent comment les quatre fonctions caractéristiques définies dans les plans
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FIGURE 4.16 — Fenétres de partition dans le plan (K, ky).

verticaux, x; (j = 1,..,4) partitionnent le domaine spectral dans le plan (k,/, k).

La figure 4.19 représente a la fois la combinaison de x1, x2, X3, x4 et la combinaison de x1, X2,

X35 X4y X5-

4.5 Lancer de faisceaux gaussiens a partir des spectres partiels

Nous nous servirons de la méthode de lancer de faisceaux gaussiens pour calculer les composantes
du champ édlectrique E(a',y/,2') = Eyi’ + Eyy + E,Z en un point M de coordonnées sphériques
(r',0',¢') dans le repere (O, 2,4, 2').
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FIGURE 4.17 — Fenétres de partition dans le plan (K, ky).

Comme indiqué précédemment, un point M appartient a trois demi-espaces HSj, j € J. Dans chacun
de ces demi-espaces les composantes du champ électrique rayonné par le spectre partiel EX(j) sont
calculées par sommation de faisceaux gaussiens apres décomposition du spectre sur un frame de Ga-
bor dans le plan P;. Les coefficients calculés lors de cette décomposition sont notés A;(j(fzmpq (resp.

x(4)

y_|mnpq) pour la polarisation du champ source selon Z; (resp. ;).
J

Les formules (2.54), (2.55), (2.56) sont utilisées pour obtenir les composantes du champ électrique

de la fagon suivante :

EXD (@i z) = 3 AN ) B (2,7, 25) (4.27)
m7n7p7q
EY Dy, yg,2) = D A e P B (2,45, 2) (4.28)
m7n7p7q
‘ S .
E;‘j.(j)(xj,yj,zj) — Z A;CJ(‘Jr)nnpqez(mnlz/-eerpqlzfiz) <l<:J> Bonpg (55 Y5, 2)
zjng

m?n7p7q
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1 1
- 0.8
0.6
= 0
¥>-
0.4
05 -
'11 0 i
k J/k

FIGURE 4.18 — Fenétre de partition x5 dans le plan (kg ky).

, , —ky.
+ Z A;;j(f,,),mpqel(mnlyKy+pquﬁy) <y]q> anpq(xjv Yi Zj) (429)
m7n7p7q Z‘]nq

avec kyn = Nky, ky.q = qky, kzing = \/k2 - k‘%jn - kgjq, et (m,n,p,q) € Z*.

Les champs calculés dans les trois demi-espaces HS;, j € J, sont ensuite superposés de la facon suiv-

ante, compte tenu des relations entre les bases des différents reperes (O0’, Z;,9;, 2;), j € J (tableau 4.1) :
Domaine un : 0 <#' < Jet T <¢' <m

Ce domaine est 'intersection de : HS1 N HS, N HSy et les composantes du champ électrique s’-

expriment comme suit :

By IS o Sy o8
By |=| BO-B® 5o
E. BV + P 4+ X

Domaine deux:Oﬁ@’SgetTrggb’g%“
Ce domaine est l'intersection de : HS3 N HSs N HS5 et les composantes du champ électrique s’expri-

ment comme suit :

E, X — EX? 4 B
By | = | —B - B 4 B
E. E;(g(g) +EZ>/<2(2) +E§5(5)

Domaine trois : 0 < ¢ < T et 37” <¢ <2
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0.8

0.6

0.4

0.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

5
(b) > x; dans le plan (kar, ky)

j=1

FIGURE 4.19 — Somme des fenétres de partition dans le demi-espace supérieur (k,» > 0).

Ce domaine est l'intersection de : HS3 N HSy N HS5 et les composantes du champ électrique s’expri-

ment comme suit :

By EXY + B + B
By | = | —BXY + BXY + BYY
E. B+ By 4+ X

Domaine quatre : 0 < ¢ < T et 0<¢' <7
Ce domaine est l'intersection de : HS1 N HS4 N HSj5 et les composantes du champ électrique s’expri-

ment comme suit :
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Ey BV + B+ B

By | =| BV 4+ B+ BO

E. BV + i + B
Domaine cinq : § < ¢ <met T <¢' <7

Ce domaine est 'intersection de : HSy N HSs N HSg et les composantes du champ électrique s’-

expriment comme suit :

By ~BXY - BX® - g
By | =| BEXV - 4 g©
Ez’ E?3<1(1) + E;fz(z) _ E;(ﬁ(ﬁ)

Domaine six : 3 <¢' <metm < ¢ <3F
Ce domaine est 'intersection de : HS3 N H.Ss N HSg et les composantes du champ électrique s’expri-

ment comme suit :

Eu B - g — pl®
By | =| -BEXY - EX? + E°
E. B + B — gX©

Domaine sept : § <0 < 7 et 37” <¢ <27
Ce domaine est l'intersection de : HS3 N HSy N HSg et les composantes du champ électrique s’expri-

ment comme suit :

Ey EX®) + XM — gX©
By | = | -BXY + EXY + BY©
Ez’ E§3(3) + E;<4(4) _ E;(G(G)

Domaine huit : 5 <#' <7met0<¢' <7
Ce domaine est l'intersection de : HS1 N HS4 N HSg et les composantes du champ électrique s’expri-

ment comme suit :
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Ey B o o R
By | =| BXV+ B + B
B BV + B - gX©

4.6 Illustration de la méthode

Dans cette partie, nous présentons une comparaison entre les champs reconstruits dans un demi-
espace :

— par LFG sans partitionnement.

— par LFG avec partitionnement.
Nous utilisons comme antenne un dipoles demi-onde le long de I'axe O'%’, le frame utilisé est défini

par : vy = 0.16, L, = 10\, et les parametres de troncation sont : €; = €5 = 1071,

Les détails de la mise en ceuvre numérique seront exposés dans le chapitre suivant.

0.03
0.025
0.02
0.015
0.01

0.005

b=

=0

FIGURE 4.20 — |E| , 7/ = 50\, 0 < @' <180 et 0 < ¢/ < 180, SR= 104, calcul par LFG & partir du
plan Py, TeC=1193sec. (sans partitionnement).

La figure 4.20 présente le champ rayonné sur la demi-sphere de rayon 7’ = 50, contenue dans le
demi-espace HS1 (0 < 6 <180 et 0 < ¢’ < 180). Ce champ est calculé par LFG & partir du spectre
partiel EQ)| avec A¢/ = 1°et A9’ = 1°, sans partitionnement. Compte tenu des relations entre repéres,

le plan P; correspond a 'O’z (¢ = 0;¢' = ).

Avec les parametres de frame choisis, on on aboutit a : Npin = Qmin = —25, Npmaz = Qmaz = 25,
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Myin = Prin = =3, Mz = Prae = 3, Se = Sy =7, noq = 1 avec o = x,y. Apreés compression, le

nombre de faisceaux & lancer est de : 220098. Le temps de calcul (TeC) du LFG est de 1193sec.

On observe sur la figure 4.21 une erreur importante preés du plan Py (¢ = 0,7) ou (¢’ = 0, 7). Cette
erreur est due a I'imprécision de Iapproximation paraxiale [6,11] pour les faisceaux trés tournés, qui

contribuent de fagon importante dans cette région.

¢=n/2

0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

=7C

~--¢=0

FIGURE 4.21 — Erreur absolue normalisée, champ |E|, v =50\ 0 <6 <180 et 0 < ¢ < 180,

SR= 10"* (sans partitionnement).

Ce probléme est résolu par le partitionnement car dans la région ot cosfl; ~~ 0 la fonction de partition
X; est égale a zéro. Ce sont des faisceaux gaussiens moins tournés, lancés depuis d’autres plans P;,

j € J qui contribuent de fagon significative au champ dans cette région.

La figure 4.22 représente le méme champ rayonné que la figure 4.20, obtenu cette fois en appliquant
le partitionnement spectral. Aprés compression, le nombre de faisceaux a lancer est de : 680168 et le
temps de calcul (TeC) du LFG est de 3224sec.

Sur la figure on observe que les problemes d’imprécision sont résolus. Les spectres partitionnés définis

dans les plans 1,2,4,5 et 6 participent au calcul du champ électrique.

Dans cette partie, nous avons présenté de premiers résultats qui démontrent que I'utilisation du par-
titionnement permet de réduire l'erreur associée aux faisceaux dont ’axe est trés incliné (kzj,nq ~s
0,7 € J). Le LFG apres partitionnement spectral permet de reconstruire le champ rayonné en 3D par

une antenne non directive.
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=7 -

—---4=0

FIGURE 4.22 — ]E|, =50\ 0<6 <180 et 0 < ¢ < 180, SR= 10"*,calculée par LFG & partir des
plans P1, P2, P4, Ps, Ps, TeC=3224sec. (avec partitionnement).

¢=n/2

- ¢=0

FIGURE 4.23 — Erreur absolue normalisée, |E| pour 7’ =50\, 0 < ¢ <180 et 0 < ¢ < 180, SR=10"*

(avec partitionnement).

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une formulation de partition spectrale, sur la base de la partition de l'unité
appliquée au champ lointain, a été introduite pour représenter le champ rayonné dans l’espace 3D
par une somme de faisceaux gaussiens rayonnés par des fenétres de frame. La décomposition sur des

frames a fenétres gaussiennes est réalisée dans six plans, d’olt sont lancés les faisceaux gaussiens.

Un premier résultat numérique nous a permis de vérifier que cette méthode de partitionnement spectral

résout le probleme de I'imprécision liée a des faisceaux tres tournés.
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Chapitre 5

Application de la partition dans le
domaine spectral au calcul des champs

rayonnés

Cette section de notre étude se consacre & la mise en ceuvre et la validation de la méthode de

partitionnement spectral pour le calcul de champs rayonnés par LFG.

5.1 Réseau de dipdles demi-onde théoriques

Si une antenne est suffisamment directive en élévation, il est possible de représenter son champ
rayonné en utilisantﬁuniquement les spectres partiels EXU) dans les plans Pj, 7 = 1,..,4. 11 suf-
fit que les spectres EX) | j = 1,.. 4, soient entitrement contenus dans la région ky;| < K ol

k

Ymax?

= kg, —lg, avec Iy, la demi-largeur des fenétres de frame dans le domaine spectral (figure 4.19).

Ymazx

Dans cette section nous nous placerons dans ce cas de figure pour tester la technique de partition-
nement spectral dans le cas simplifié ou les fonctions de partitionnement ne dépendent que d’une seule
variable k;, (j =1,..4).

Nous utilisons comme antenne un réseau de N dipoles demi-onde le long de 'axe O'2’; régulierement
espacés de la distance d, a excitation équiphase non uniforme en amplitude (synthese par la méthode

de Dolph-Tchebycheff). Le champ électrique lointain de ce réseau est de la forme [14] :

E(,0,¢) = E°(r', 0/, ¢/ ) FA() (5.1)
ot E9(r',0,¢') est le champ lointain d'un dipole demi-onde isol¢, centré A Dorigine, alimenté par le

courant I :

85
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= ikt cos(E cost')
E°(r,0',¢') = —i60I 2 0
r! sin ¢/

et ['A est le facteur de réseau normalisé, donné par la méthode de Dolph-Tchebycheff :

oux = TOCOS
cosh™1(9)
e hi
o = cosh —o—

avec S, le rapport entre le niveau du lobe principal et celui des lobes secondaires, et T le polynéme
de Tchebycheff d’ordre N — 1 défini par :

N—1 N—1
(ac— :c2—1) —1—(33—1—\/352—1)
2

Tn_i1(z) = (5.3)

A
Dans la suite on prendra d = 5 d’olt p = wcosf'. Si l'on choisit un frame tel que L, il en résulte

une demi-largeur spectrale des fenétres gaussienne pour l'analyse de (section 3.1) :

2
lg, = - —mLog(ez)

d’ou :

Kymaw = KLy — g, (5.4)

Ymazx

/

! i la valeur de 6" définie par : kcos6/

min

Pour j = 1,..,4, ky, = k,» = kcos#'. Si on note 6

alors l'intervalle k, € [—k Ey,n] correspond a 0, . < 0" <1 —0)

Ymax min min-®

T
N
notera 6/, les angles 6’ correspondants. Si on normalise le champ en choisissant [ = 50’ alors la valeur

N
Les maxima des lobes secondaires de F'A sont obtenus pour ¢, = 2n —1)—, 1 < n < 5 On

- 1
maximale de |E%(1/,6', ¢)| & 1/ fixé est —. On devra vérifier que pour la valeur de N choisie :
r

cos (g cos 9{1)
sin 6/,

FA(Y,) <€ (5.5)

Ymax

pour n = | ) + 1]. Cette valeur de n est la plus élevée pour laquelle k cos8!, < k

Ymax *

Avec N = 14 et €3 = 1072, on obtient le F'A présenté sur la figure 5.1.

Apres avoir obtenu le nombre de dipoles, et vérifié (5.5) avec ¢; = 1072, il suffit d’utiliser la formula-

tion présentée au chapitre précédent (section 4.2) pour en déduire les différents spectres partiels dans
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Magnitude [dB]
F & n o
e e e e
i i i i

a
o

= AN

10 20 3 70 80 90
6 [degrees]

FIGURE 5.1 — Facteur de réseau normalisé, N = 14.

les plans P;, j = 1,..,4.

Les figures 5.2 et 5.3 présentent les coefficients de la décomposition sur un frame de Gabor obtenus
a partir de 'analyse de la composante E';Ej (kzj,kyj) des spectres d’ondes planes dans les plans Pj,

j=1,2,5,6, pour le réseau défini précédemment.

Le frame utilisé est défini par : v, = 0.16, Ly = 12\.

Les parametres de troncation sont : e; = 1072 et €3 = 1072,

Il en résulte : Myar = 4, Praz = 6, Mimin = —4, Pmin = —6, Nz = Qmaz = 30, Nimin = Qmin = —30,
no, =no, =1, 5, =9, S, = 13.

x

On peut constater sur la figure 5.3 que la valeur absolue maximale des coefficients dans les plans Ps

et Pg est 1072 fois inférieure & la valeur absolue maximale des coefficients dans les plans P; et Ps.

Si on applique la compression avec e3 = 1073 (section 3.8.1), la valeur absolue maximale des co-
efficients dans les plans Ps et Pg peut étre considérée comme négligeable. Le champ rayonné par
ce réseau peut étre calculé avec les coefficients de décomposition des spectres partiels sur les plans

latéraux uniquement. Ceci confirme notre hypothese de départ.

Les figures 5.4 et 5.6 présentent le module du vecteur champ électrique \E| rayonné par ce réseau
de 14 dipoles théoriques a la distance ' = T20\. Cette distance est égale & 5b, ou b, est la distance

de collimation des faisceaux d’axe perpendiculaire & leur plan source (n = ¢ = 0) [11].
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(n-1 )Sx+m

(n-1 )Sy+m

F1cURE 5.2 — Coefficients du frame de Gabor dans le plan P; et le plan Ps, avec troncation et sans

compression.

Cette contrainte permet de garantir la validité de I’approximation paraxiale pour les faisceaux lancés.

2

De plus, on vérifie que r’ > 27.

1 2
ou D = 3/\ est la plus grande dimension spatiale du réseau 27 =98\ ). Cette derniere con-

dition permet d’utiliser les formules champ lointain du réseau comme champ de référence pour évaluer

la précision de la reconstruction par LFG.

La figure 5.5 présente I'erreur que ’on obtient en comparant la reconstruction faite par la méthode de
lancer de faisceauz gaussiens et le champ lointain du réseau. Cette erreur est au maximum d’environ

1072, valeur qui est cohérente avec les parametres de troncation €; et €3, égaux & 1072
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x 10

(g-1 )Sy+p

(n-1)S +m

F1GURE 5.3 — Coefficients du frame de Gabor dans le plan P5 et le plan Pg.

La reconstruction présentée en figure 5.6, et le faible niveau d’erreur associé, démontrent la validité de
. s . . .
la méthode de partitionnement. Dans le plan ¢’ = 7R des faisceaux issus de deux plans P; contribuent

de facon significative au champ calculé.

5.2 Dipdle demi-onde théorique

Dans cette partie, nous allons utiliser le dipole demi-onde pour tester le partitionnement dans les

six plans spectraux décrits précédemment.
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0.15

0.05

=3n/2

0

FIGURE 5.4 — \E\, réseau de 14 dipoles, ' = 720\, €1 = €3 = 1072, e3=10"3.
Les composantes du champ électrique lointain d’un tel dipole centré a l'origine, aligné selon Oz’,
sont données par :

ik’ cos(z cosf')
E(r',0/,¢/) = —i601—

(5.7)

sin ¢/

Ey(r',0',¢') =0 (5.8)

On normalise le champ en prenant I = % On déduit les composantes des spectres d’ondes planes
dans les plans P;, a partir des composantes cartésiennes du champ électrique, selon la formulation
décrite en section 4.1.

La figure 5.7 présente les coefficients de la décomposition sur un frame de Gabor obtenus a partir de
I’analyse de la composante Exj(kxj, k,,) des spectres d’ondes planes dans tout le domaine visible et

dans les plans P;, j = 1,2, pour le dipole défini précédemment.

Le frame utilisé est défini par : v, = 0.16, Ly = 10A.
Les parametres de troncation sont : eo = 1071, e5 = 1071,
Il en résulte : Mpin = Prin = =3, Nmin = Qmm = —25, Mmaz = Praz = 3, Nmaz = Qmam = 25,

no, =1, S, =9, =7, avec a = z,y.

Pour valider les limites choisies pour les indices spatiaux m et p, on peut synthétiser dans le domaine
spatial dans les plans P;, j = 1,..,6 les sources spatiales correspondant aux spectres ng](_j)(k:xj, Ky, ),

aj = xj,9j, que I'on notera F _1[E§§j)]. Cette synthese est réalisé selon (3.34), par sommation des
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FIGURE 5.5 — Erreur absolue normalisée, ]E\, réseau de 14 dipoles, 1’ = 720, €; = €3 = 1072,

—Reconstruction

° / \ ---Référence

Vil \. | _Erreur absolue

e / \\ normalisée (dB)
-40

60 70 80 100 110 120

90
0',¢'=n/4

FIGURE 5.6 — |E|, réseau de 14 dipoles, 1’ = 720, €; = 3 = 1072, e3=1073.

fenétres de frame dans le domaine spatial, pondérées par les coefficients précédemment calculés.

La figure 5.8 présente cette synthese dans les plans Pi, P4 et Ps. On observe, I'influence du par-
titionnement spectral, qui se traduit par un élargissement spatial par rapport a la source physique.

Ce résultat nous permet de vérifier le calcul de (4.22).

La figure 5.9 présente la reconstruction par la formule (3.33) des spectres d’ondes planes partiels
Eggﬁl) avec o = x,y, z (équation (4.7)).

Les figures suivantes représentent les reconstructions de la composante E, (kgr, ky) du spectre d’ondes

planes dans les différents plans Py, P2, Ps3, P4, Ps, Ps.

Les figures 5.10, 5.11 et 5.12 présentent les composantes cartésiennes du champ électrique rayonné
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(9-1 )Sy+p (n-1 )Sx+m (g1 )Sy+p (n-1 )Sx+m

(a) P1, Ex, (b) P2, Ex,

FIGURE 5.7 — Coefficients du frame de Gabor dans le plan P; et le plan Ps (dipdle demi-onde).

par le dipole demi-onde, calculé par la méthode de LFG a partir de frames dans 6 plans, avec parti-
tionnement. Les frames dans les 6 plans sont identiques a celui utilisé pour le calcul des coefficients
présentés en figure 5.7. De méme e; = €3 = 1071, Le seuil de troncation, pour les coefficients (e3) est
pris égal & 107%. La distance ' = 50\ est choisie car elle correspond & des points situés en champ
lointain du dipole, et elle est égale a %C pour les valeurs de L, et L, choisies, ce qui assure une bonne

précision des formules paraxiales des faisceaux gaussiens.

5.3 Influence des différents parametres dans la méthode de lancer

de faisceaux gaussiens a partir des spectres partiels

5.3.1 Variation du parametres ¢; et ¢

Pour le méme dipole et les mémes frames, les figures 5.13 et 5.14 présentent la reconstruction de la
norme du champ, |E |, et I'erreur absolue normalisée de cette reconstruction obtenues pour des valeurs
des seuils de troncation €; et ey égaux & 1072 et 10~!. On peut constater encore une fois la variation
du degré de précision du champ électrique obtenu par la méthode de lancer de faisceaux gaussiens,

variation provoquée par la variation de ces parametres.

5.3.2 Variation des parametres L, et L,

L, et L, déterminent la largeur de la fenétre gaussienne, donc le nombre de coefficients selon x
et y, la distance de collimation des faisceaux. Si I'on change ces parametres, les conditions de calcul
vont changer, mais on peut constater sur les figures 5.16 et 5.17 que les résultats de reconstruction ne
sont pas modifiés. La figure 5.15, avec une erreur importante, illustre le fait que %, a = z,y, doit

étre suffisamment grand pour que la largeur spectrale des fenétres soit inférieure a une limite liée a la
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(b) F~' dans le plan P4
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(c) F~" dans le plan Ps

FIGURE 5.8 - F _I[E(’,fj(,j )] dans les plans P;, Py et Ps (dipole demi-onde).

bande du spectre a analyser.

Si cette bande est celle de la fonction de partitionnement, alors il faut que :

Oa +kr, +1g, <k (v =m,y) (5.9)

pour que les fenétres gaussiennes utiles a la représentation du signal soient toutes centrées dans le

domaine visible. De cette relation on peut déduire une valeur minimale de L,, :

2y/—mnLog(ez)

Ly >
- k—(5a+kLa)

(5.10)

Pour la valeur de eo = 10~! choisie, on trouve une valeur minimale de L, = 7.3\. Pour L, = 5\,
certaines fenétres ne peuvent étre prise en compte dans 'analyse, d’ou 'erreur importante observée

sur la figure 5.11
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0.2

0.15

0.1

0.05

¢=n/2

(c) B2V

FIGURE 5.9 — Spectres d’ondes planes partiels ngfl) avec a = x,y, z (dipole demi-onde).

5.3.3 Variation de la distance d’observation 7’

Nous allons considérer I’étude d’un dipole demi-onde théorique, analysé avec L, = 10X, v = 0.16,
I = %0 et e = 1071, Lorsque L, = 10\, en concordance avec (5.6), la distance de collimation est
b= %3 = 100X [11]. Si lon fait varier la distance du point d’observation r/, on constate sur la fig-

ure 5.18 une augmentation de I'imprécision du calcul de la norme du champ électrique |E | par LFG.

Cette imprécision est liée au fait qu’a grande distance, les champs éloignés de 'axe des faisceaux
ne se superposent pas a des champs proches de 'axe d’autres faisceaux, en raison d’une plus grande
séparation entre faisceaux adjacents. Les résultats de la figure 5.18 nous permettent de conclure qu’en
fonction de la précision souhaitée de la méthode LFG avec partitionnement spectral peut étre utilisée

jusqu’a r’ = 5b, 20b ou méme 50b.

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0
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(a) Composante E,/(0',¢") du champ électrique (b) Erreur absolue normalisée

FIGURE 5.10 — Composante E,/ (', ¢'), dipole demi-onde, 1’ = 50\, ¢ = €3 = 107! et e3 = 1074

(a) Composante Ey/ (', ¢") du champ électrique (b) Erreur absolue normalisée

FIGURE 5.11 — Composante E, (¢, ¢'), dipole demi-onde, r’ = 50, €1 = e = 107! et €5 = 1077

5.3.4 Variation du seuil relatif (¢3) et taux de compression (TC)

Pour le méme cas d’étude d’un dipole demi-onde théorique, analysé avec L, = 10\, v = 0.16,
I = % et e = 107! dans la région 0 < @' < Tet0<¢ <% avec AP = 2°et A¢’ = 2°, si on fait
varier le seuil relatif (e3) (section 3.8), on peut constater dans le tableau 5.1 une variation du degré
de précision (EANM) et du temps du calcul (TeC).

Cette variation est principalement due a ce que plus la compression est importante plus I’analyse basée
sur les équations (4.27), (4.28) (4.29) est réalisée avec un petit nombre de coefficients de frame. Les
résultats des tableaux 5.1 et 3.1 sont particulierement intéressants : lorsque le seuil relatif passe de
1073 &4 1079, la précision de I’analyse n’est quasiment pas modifiée, mais il y a une réduction impor-
tante du temps de calcul et du nombre de coefficients. Cela nous permet de recommander 1073 ou

10~* comme valeur de e3 pour la compression, en amont du LFG.
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(a) Composante E./(0',¢") du champ électrique (b) Erreur absolue normalisée
FIGURE 5.12 — Composante E./(0',¢'), dipole demi-onde, 1’ = 50, €; = e = 107! et e3 = 1072,

-3

% 10
0.02

6
0.015

4
0.01
0.005 ! %

$=3n/2
(a) |E(0,¢))| (b) Erreur absolue normalisée

FIGURE 5.13 — Amplitude du champ. L, = 10\, e; = €5 = 5.107, 7/ = 50X, 0 < ¢’ < 180, 0 < ¢’ < 360,
€3=1073, et TeC=791.5sec. (temps de calcul du champ rayonné).

€3 TC TeC* Réduction du TeC | EANM
Sans compression et sans troncation 07, 360.5sec 07. 0.0051
Sans compression et avec troncation 07 360.4sec 0.02777 0.0117
10-20 27.147 | 357.4sec 0.97 0.0117
10-6 27.3/. 336.4sec 6.77 0.0117
1073 48.97 || 231.13sec 35.97 0.0118
107! 86.7/ | 44.4sec 87.71 0.0717

TABLE 5.1 — Influence du seuil relatif (e3).

*Temps de calcul du champ rayonné.

5.4 Antenne réelle

Nous allons nous intéresser dans cette section a la représentation des champs rayonnés par som-

mation de faisceaux gaussiens, dans le cas d’une antenne réelle, dont le diagramme de rayonnement
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4
0.025 . e I
0.02 \ . C
0.015 1.4
0.01

1.2
0.005
$=3n/2
(a) |E(0,¢))| (b) Erreur absolue normalisée

FIGURE 5.14 — Amplitude du champ. L, = 10\, e; = €5 = 1073, 7/ = 50\, 0 < ¢’ < 180, 0 < ¢’ < 360,
€3=1073, et TeC=1458.12sec. (temps de calcul du champ rayonné).

0.08
0.06
- 10.04

0.02

(a) |E©, ¢ (b) Erreur absolue normalisée

FIGURE 5.15 — Amplitude du champ. L, = 5\, €1 = epsilony = 1071, ' = 12.5), 0 < ¢’ < 180,
0 < ¢ <360, e3=1073, et TeC=T778sec. (temps de calcul du champ rayonné).

est connu a travers un ensemble de valeurs obtenues par la mesure ou la simulation.

Les données concernant cette antenne nous ont été fournies par Thales, dans le cadre de la col-
laboration initiée par la thése d’I. Ghannoum [11]. Nous utiliserons deux méthodes différentes pour

aborder ce probleme :

— Premiere méthode : Une rotation du repere dans lequel est décrit le diagramme de rayonnement
permet de faire rayonner I'antenne dans le seul demi-espace 2’ > 0. La décomposition sur un

frame est alors effectuée dans un plan, sans partitionnement.

— Deuziéme méthode : On utilise la méthode de décomposition, sur des frames définis dans plusieurs

plans, de spectres partiels obtenus par la méthode de partitionnement.
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(a) |E©,¢") (b) Erreur absolue normalisée

FIGURE 5.16 — Amplitude du champ. L, = 15\, €1 = e = 1071, ' = 112.5\, 0 < ¢’ < 180,
0 < ¢ <360, e3=1073, et TeC=3132.53sec. (temps de calcul du champ rayonné).

(a) |E(', ¢ (b) Erreur absolue normalisée

FIGURE 5.17 — Amplitude du champ. Lo = 20\, €1 = e = 1071, 7/ = 200\, 0 < #' < 180, 0 < ¢’ < 360,
€3 = 1073, et TeC=5555sec. (temps de calcul du champ rayonné).
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TABLE 5.2 — Matrice de rotation, analyse classique (sans partitionnement).
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(a) ' =& =50\

0=31/2

(c) 7" = 5b =500\

0.06
0.05
-10.04
0.03
0.02

0.01

(e) ' = 50b = 5000\

o=dn2

(b) 7’ = b= 100X

0.03
0.025
~10.02
0.015
0.01

0.005

(d) ' = 20b = 2000\

0.1

0.08
0.06
0.04

0.02

(f) 7' = 100b = 10000

FIGURE 5.18 — Erreur absolue normalisée du champ rayonné (dipole demi-onde).
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(b) Eo

FI1GURE 5.19 — Composantes du champ lointain de ’antenne dans le repere initial.
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FIGURE 5.20 — Composantes du champ dans le nouveau repére, en fonction de 6 € [0, g] et ¢ € [0, 27].
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5.4.1 Analyse classique (sans partitionnement)

La figure 5.19 représente les composantes du champ lointain de ’antenne a 430M hz. Ces com-
posantes ne sont pas données dans un repere adapté a la définition d’un spectre d’ondes planes source,
dans un plan unique. Pour cette raison, on effectue un changement de repére de la facon a ce que le
champ soit rayonné dans le demi-espace z > 0 selon la représentation de la figure 5.20.

INEPSERY

Ce changement de repére se fait selon la matrice de rotation 5.2, du repére initial R'(O,#’,¢/,2) au

repere final R(O, 2,79, 2).

On déduit des composantes Ey, Fy dans le nouveau repere, les composantes E, et £, du champ
lointain, dans ce repere. On calcule alors les composantes du spectre d’ondes planes, Ex(k:x,k:y) et

EN'y(k:m, ky), pour les composantes du champ polarisées suivant x et y respectivement. [6]

A
FE
icos® Y

. A .
Ey(ky,ky) = = By et BEy(ky, ky) = —
La figure 5.21 présente ces composantes en fonction de 6, ¢ définis par : k, = ksinfcos¢, k, =

k sin @ sin ¢.

Afin de calculer les coefficients selon (2.48) grace a l'algorithme de TFD, on a besoin des valeurs du
spectre d’ondes planes aux coordonnées d’échantillonnage requises (nky, gky) (n,q) € Z? si ng = 1.
Pour les obtenir, on interpole les valeurs du spectre d’ondes planes calculées précédemment. Dans ce

travail on utilisera des algorithmes d’interpolation cubique (annexe B).

La figure 5.22 représente la composante E‘w(kx,ky) du spectre d’ondes planes source. Sur cette fig-
ure sont représentés deux rectangles, le plus petit représente la région ol le spectre sera synthétisé, et
le plus grand la région d’analyse contenant toutes les gaussiennes dont la valeur est non négligeable
a l'intérieur de la région de synthese, et qui par conséquent contribuent de fagon non négligeable au

spectre a synthétiser.

L’écart entre le grand rectangle et le petit est égale a 2l,, selon ko (o = x,y). lg, (@ = z,y) est
la largeur des fenétres de frame dans le domaine spectral, qui se déduit de L, et du parametre de

troncation es.

Pour la région de synthese présentée en figure 5.22, on obtient la reconstruction présentée figure 5.23.

Les parametres utilisés sont :

pour le frame : v, = 0.09, L, = 10\,
pour la troncation : e; = 1074,
d’ou : Mmaa: - Pma:c - 37 Nmaw = Qmaz - 207 Mmin - szn - _37 Nmin - Qmin - _207 no, = 27
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~

FIGURE 5.21 — Composantes du spectre d’ondes planes dans le plan P(O, &, 7).

Se = 16. On choisit pour la région de synthese : k, € [—0.3k,0.3k] avec o = z, .

La figure 5.24 présente l'erreur absolue normalisée obtenue lors de la synthese de la composante
de spectre E,. Cette erreur est constituée par I'erreur introduite par 'interpolation et par la méthode
de frame de Gabor. Elle est calculée dans la région de synthese aux points de la grille initiale obtenus
dans le domaine spectral apres changement de repere.

Exini kazvk _Ems n kw7k
Err(ky, ky) = [Bzinit(h ky) unth (K by )| (5.11)

’I?’L(I!E(kmky) ’Exznzt(kxa ky)|

avec

Nwmit(k:x, ky) Composante selon x du spectre initial.

~x5ynth(km, ky) Composante selon = du spectre synthétisé.
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-03k 0.3k k /k

A~

FIGURE 5.22 — Composante E,(k.,k,) du spectre dans le plan P (O, &, 7).
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FIGURE 5.23 — Synthese de la composante E, (k,, k,) du spectre dans le plan P(O, Z,7).

La figure 5.25 représente 'erreur introduite par I'utilisation de la méthode de frame de Gabor unique-
ment. Elle est calculée aux points d’échantillonnage utilisés pour I'analyse en prenant les valeurs de

spectre interpolées comme valeurs de référence.

La différence dans la précision des résultats de la figure 5.24 et 5.25 nous permet d’estimer I’erreur
introduite par la méthode d’interpolation. L’intégration d’'un module d’interpolation est obligatoire
quand les données initiales ne sont pas fournies sur une grille d’échantillonnage directement utilisable
pour le calcul de la T DF', ce qui est rarement le cas quand ces données sont issues de mesures en champ
lointain, effectuées sur une grille réguliere en (6, ¢). Les principaux inconvénients de l'intégration de

ce module sont : 'augmentation du temps de calcul et la diminution de la précision.
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-05 -0.5

FIGURE 5.25 — Erreur absolue normalisée (syntheése uniquement).

5.4.2 Analyse avec partitionnement spectral

Dans cette partie de notre étude nous abordons I’étude de la méme antenne selon la deuzieme

méthode, en appliquant le concept de partitionnement spectral.

Pour faciliter les comparaisons, nous partirons du spectre dans le plan z = 0 dans le repere aprés

rotation, et nous prenons en compte uniquement la partie de ce spectre polarisée suivant Z.

Nous assimilons le plan P(z = 0) de ce repere au plan Ps, et le demi-espace z > 0 a HS3. Le
repere associé a H.S3 est donc R(O, 2,7, 2). Les bases associées aux autres plans P; et demi-espaces
sont présentées dans le tableau 5.3. On en déduit que 'antenne ne rayonne pas dans le demi-espace
HS, et qu’il n’y a donc pas de spectre partiel a prendre en compte dans le plan P;.

La figure 5.27 représente le module du spectre E, dans le plan P = Ps. Les directions des normales
2; aux plans Pj, (j = 2,4,5,6) sont représentées sur la figure 5.27. Les limites des régions d’analyse
et de synthese utilisées dans la suite sont représentées dans le plan P. Elle correspondant aux valeurs

numériques suivantes :
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Ky = 0.22k
ky,. = —0.22k
ke . =0.65k
ky, = —0.7k

FIGURE 5.26 — Composantes du champ lointain dans le repere associé au HSs3.

La figure 5.26 représente les composantes (E,, Ey) du champ électrique rayonné dans le repere R. On

en déduit les spectres partiels partitionnés dans les plans P, j = 2, ..,6.
Grace aux relations entre bases présentées dans le tableau 5.3, la composante F,. (1,60, ¢') est obtenue
de la fagon suivante :

2 3 4
E, = —EX® 4 gXB) 4 px®

3
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22, L3

HSs | HSy | HSy | HSy | HS5 | HSg
T3=2 | =21 | —%22 | +24 | +25 | —T¢
Ys=9 | 01 | +92 | +0s | +35 | —Z6
Z3=2| =% | +@2 | =24 | =05 | —Us

TABLE 5.3 — Relation entre les reperes.

S oA (koo tpalania)  Fzan
Ex _ Azz( ‘)mnpqez(mn Ka+pqlsks) (k ) anpq(xg,yg,ZQ)
m,n ? z2ng

b 7p7q

n Z AX(3) ez‘(mnlyny-l-pqufiy)anpq(xg,y3,23)

x3|mnpgq
m7n7p7q

. —Kzun
+ Z Ai(z(j‘)mnpqel(mnlzHz"l‘pqlzﬁz) (—4) anpq($47 y4’ 24) (512)

m,n,p.q zand

Pour définir les limites des spectres partiels a synthétiser dans les différents (sans multiplier par les

fonctions de partitionnement) on utilise les relations suivantes : :

plan P3 :
y3mm = Ymin z3min = Zmin
y3maz = Ymax z3maz = Zmax
plan Ps :
Y2min = NYmin kzmzn =0
Y2max = Mymax 22max = _kxm’bn

plan Py :
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Y4pin = MYymin kz4min =0
Yimax = Ymazx kz4magc Tmax
plan Ps :
T5,min = kymin szmin =0
Lomax = ky’ma$ kz57nu,zc = Ymaz
plan Ps :
kamin — _kymaz ZGmin = 0
T6mazx = _kymzn Z6max = _kymzn
Plan Po Plan Py

krmin2 = \/kz - |kxmzn3 |2 - |kyma13 |2 kxmaa:4 = _\/k2 - |k$ma13 |2 - |kymaz3 |2

k$maac2 - (kLh + 5h)‘k'y2:0 - kLv + 57) kxmin4 - _(kLh + 5h)‘ky4:0 - _(kLv + 511)
k =k k =k
k =k k =k

Yming Yming Yming Yming

Ymaxo Ymaxsg Ymaxy Ymaxsg

TABLE 5.4 — Valeurs minimales et maximales des variables spectrales dans les plans Py et Py.

Plan Ps Plan Pg
kwmi'n5 = Tming kwminS = _k$maz3
kxmars = kl’maw:; kz'mamG - - Tming

kymin5 = _(kLh _ 5h)‘ky5:0 = _(k;Lv + 57)) kyminG = _(kLh + 5h)|ky6:0 = _(kLv + 57})
kymaz5 = _\/k2 - |k$ma23 |2 - |kymaz3 |2 ky'maZG = _(\/kj2 - |kwmzn3 |2 - |kymzn3 |2

TABLE 5.5 — Valeurs minimales et maximales des variables spectrales dans les plans P5 et Pg.

Quand on multiplie les spectres partiels par les fonctions de partitionnement, en prenant les mémes
valeurs pour kr, et 0j, que dans la section 4.3, on obtient, dans le cas étudié ici les valeurs limites des

variables spectrales dans les plans P;, j = 2,4,5,6, données dans les tableaux 5.4 et 5.5.

La figure 5.28 présente les coefficients de la décomposition sur un frame de Gabor obtenus a partir de
I’analyse de la composante Exj (kz;, ky;) des spectres d’ondes planes dans les plans P;, j = 2,3, 4, pour
la région définie précédemment. On vérifie avec les équations (4.18) et (4.19) que selon k. (j = 2,3,4),
la région de synthese est comprise dans I'intervalle ot x; = 1. La contribution des plans Ps et Pg est

donc nulle.



5.5. CONCLUSION 109

Le frame utilisé est défini par : v, = 0.16, L, = 15\.

Les parametres de troncation sont : €; = 1072, e = 1072.

Il en résulte : Myin = Prin = —8, Mimar = Pmar = 8, Qmin(2’3’4) = —12, Qma$<2,3,4) =12, ng, =1,
Sq =17 avec a = x,y.

Nminy = 22, Npag, = 41.

Nping = =30, Npazs = 28.

Nring = =37, Npaz, = —24.

€3 = 1074

La figure 5.29 présente la reconstruction du spectre d’ondes planes source sans partitionnement E’g),

la figure 5.30 présente la reconstruction du spectre d’ondes planes partiel partitionné é§§3), tous les
deux dans la région de syntheése délimitée sur la figure 5.27 dans le plan P3. On peut déduire du
niveau d’erreur de reconstruction des spectres, la précision de calcul des coefficients de frame. Si on
compare le niveau de précision de la reconstruction des figures 5.29 et 5.30 avec la reconstruction de la
figure 5.24, on peut constater encore une fois, la variation de la précision en rapport avec la variation

des parametres €; et ex (égaux & 1074 pour la figure 5.24, & 1072 pour la figure 5.30).

Les figures 5.31 et 5.32 présentent le champ électrique rayonné calculé par la méthode de LFG dans la
région de synthese du champ lointain correspondant a la région spectrale délimitée sur la figure 5.27 a
la distance r’ = 225\ = b. On peut constater une légere amélioration de la précision de la reconstruc-
tion dans les régions proches de ¢’ = %T et ¢ = %T, ol les faisceaux lancés depuis les plans Po et Py
contribuent. L’erreur RM S du calcul avec partitionnement est de 1.046.107%, sans partitionnement
elle est de 1.048.10~%. L’amélioration de cette erreur RM S par le partitionnement est tres faible car
le pargitionnement ne modifie les champs qu’aux limites de la zone d’observation (régions proches de
T

7
¢ = T et Zﬂ) Les figures 5.33 et 5.34 permettent d’observer une légere diminution de I'erreur dans

ces régions.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la validité de la méthode de partitionnement spectral a été numériquement
prouvée, ainsi que sa précision, en comparant le champ lointain théorique d’antennes omnidirection-

nelles au champ synthétisé par LFG a partir de frames apres partitionnement spectral.

Les temps de calcul, liés au nombre de faisceaux lancés, sont importants comparés au calcul di-

rect du champ lointain. Mais 'intérét de cette méthode devra étre testé dans des configurations ou il
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sera possible de lancer les faisceaux dans des régions angulaires limitées, pour prendre en compte les
réflexions multiples par des obstacles, en 3D. Bien que sa validité et sa précision aient été testées en
champ lointain, cette méthode présente I'intérét de permettre le calcul des champs proches des sources
rayonnantes (hors de la zone des champs réactifs), a partir de la connaissance initiale du champ loin-
tain de ces sources. Elle sera donc utile pour simuler les champs rayonnés par une antenne en présence

d’obstacles proches.

Dans ce dernier chapitre, nous avons également proposé une mise en ceuvre de la méthode de parti-
tionnement spectral suivie d’un lancer de faisceaux gaussiens a partir de frames, pour des antennes
réelles, dont le champ lointain n’est pas connu sous forme analytique, mais donné par un ensemble
de valeurs mesurées ou calculées numériquement. L’algorithme integre alors une phase d’interpola-
tion des champs initiaux. On observe une erreur de I'ordre de 1072 lors de la synthese du spectre
source, intégrant la phase d’interpolation, ce qui valide le choix que nous avons fait d’un algorithme

d’interpolation cubique.
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FI1GURE 5.28 — Coefficients de la décomposition dans les plans Py P3 et Py.
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FIGURE 5.29 — Spectre d’ondes planes source dans le plan Ps.
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F1GURE 5.30 — Spectre d’ondes planes partiel partitionné dans le plan Ps.
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FIGURE 5.31 — Composante E,, (1,60, ¢') calculée par la méthode LFG sans partitionnement.
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FIGURE 5.32 — Composante E,, (1,60, ¢') calculée par la méthode LFG avec partitionnement.
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FIGURE 5.34 — Erreur relative (zoom) autour du plan Ps.



Chapitre 6
Conclusion et perspectives

Ce travail de these a été consacré a la décomposition de distributions sources sur des frames de
Gabor a fenétres gaussiennes, dans le but de calculer les champs rayonnés par superposition de fais-

ceaux gaussiens.

Dans le chapitre deux de ce travail nous avons résumé la formulation de la méthode de décomposition
sur un frame de Gabor a fenétres gaussiennes, et les formules des faisceaux gaussiens rayonnés par ces

fenétres.

Le chapitre trois est consacré au calcul des coefficients de frame. Il généralise les travaux antérieurs
en envisageant une distribution source définie dans le domaine spatial ou spectral, qu’il s’agisse d’une
fonction a une ou a deux variables, et dans ce dernier cas, a variables séparables ou non séparables.
Ce chapitre présente également de la fagon la plus générale le lien entre I’échantillonnage utilisé pour
calculer les coefficients de frame par transformée de Fourier discrete, et les contraintes liées au signal
source et au frame choisi. Il introduit des parametres dits de troncation ou seuils €1 et €5 permettant
de considérer comme négligeable le signal source, ou une fenétre gaussienne, en dehors d’une certaine
bande. Ces parametres ont une influence sur le nombre de coefficients a calculer, mais ce chapitre
étudie aussi leur influence sur les résultats et le temps de calcul si on tronque les fonctions elle-mémes.
Les relations entre les différents parametres intervenant dans le calcul des coefficients sont explicitées
et des mises en ceuvre numériques pour des sources définies analytiquement (fonction gaussienne et

impulsion rectangulaire) permettent de valider les choix de parametres visant a optimiser le calcul.

La fin du chapitre introduit un seuil e3 permettant de compresser I'ensemble des coefficients, en
vue d’optimiser le LFG ultérieur. Les résultats obtenus sur des cas tests, pour la reconstruction de la

source, sont tres encourageants.

Ce chapitre permet donc a partir d’'une étude approfondie des parametres de calcul des coefficients,

d’envisager des compromis optimauz précision/temps de calcul selon le besoin de 'utilisateur a la fois
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lors du calcul des coefficients (troncation) et lors du lancer de faisceaux (compression).

Le chapitre quatre introduit une méthode originale de partitionnement spectral qui permet, connaissant
le champ lointain d’une source, de représenter son rayonnement dans tout ’espace par une superpo-
sition de faisceaux gaussiens lancés a partir de frames de Gabor. Ces frames sont définis dans six
plans, et servent a décomposer des spectres partiels, multipliés par des fonctions de partition dans le
domaine spectral. Le champ rayonné en un point est obtenu par superposition des champs rayonnés
par trois spectres d’onde plane partiels définis dans trois plans spectraux. Outre la généralisation a
tout I'espace du calcul de champs par LFG a partir de frames, cette méthode permet de réduire les
imprécisions de calcul associées aux champs des faisceaux trés inclinés (peu paraxiaux), grace aux

fonctions de partition, qui limitent la bande de chaque spectre partiel.

Les caractéristiques spectrales des fonctions de partition influent sur la distribution associée dans
le domaine spatial. Cette influence est étudiée a la fois analytiquement et numériquement, pour des

fonctions de partition dérivées de la fenétre de Hann.

Le chapitre cing valide numériquement la méthode de partition spectrale en 'appliquant au cas d’an-
tennes théoriques (réseau de dipdles demi-onde, dipole demi-onde) et au cas d’une antenne réelle. Pour
les antennes théoriques, les niveaux d’erreurs obtenus sont en cohérence avec les valeurs des parametres

de troncation €1 et €9, ce qui valide la méthode de partitionnement proposée.

Dans le cas d’'une antenne réelle, le champ lointain est généralement donné sous la forme d’un en-
semble discret de valeurs issues soit de mesures soit de simulations. Dans I’algorithme de calcul des
coefficients sont alors introduits des modules d’interpolation. L’erreur associée a l'interpolation est

calculée pour le cas étudié, et reste a un niveau tout a fait acceptable.

En conclusion de cette these, il faut rappeler que la méthode de LFG n’est pas congue pour cal-
culer le champ rayonné en espace libre. Son intérét n’est sensible qu’en présence d’obstacles multiples,
lorsque seul un nombre limité de faisceaux réfléchis par ces obstacles contribuent au champ dans la

zone d’intérét finale.

Dans de tels contextes, la lourdeur de la méthode de frames de Gabor, due a la redondance qu’elle

introduit, est compensée par la réduction du nombre de faisceaux wutiles a propager.

L’efficacité de la méthode (compromis temps de calcul /précision) comparée a d’autres, reste a évaluer

dans ces contextes.



Conventions et notations

et Convention en régime harmonique.

fke) = /OO f(z)e =y Transformée de Fourier (notée aussi F [f]).
—x0

flx) = % / Z f(ky)e™ ®dk, Transformée de Fourier inverse (notée aussi F ! [ f} ).

h* Complexe conjugué de h.

A* (A matrice) Matrice adjointe (transposée conjuguée).

U Vecteur (colonne) quelconque.

U Vecteur unitaire.

al, AT Transposée d’'un vecteur, d’une matrice.

ity Produit scalaire de deux vecteurs.

UNU Produit vectoriel de deux vecteurs.

Kd Partie entiere de 7.

[7] Partie entiere de r + 1.

FE, avec a = z,y, 2 Composantes de E
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Annexe A

Relation entre spectres d’onde plane

définis dans deux plans différents

A partir du spectre d’onde plane d’un champ électromagnétique défini dans un plan P, on peut

calculer le spectre d’onde plane de ce méme champ défini dans un autre plan P’ [11].

On notera :

— (0, 2,4,2) et (O',2',4,2") les repeéres cartésiens liés respectivement aux plans P(O', Z,7) et

PO, #,17), les axes % et 2’ définissent les vecteurs normaux aux plans correspondants.

— E(ky, ky) et E (K, k) les spectres d’onde plane vectoriels du méme champ E respectivement

dans le plan P et P’ (avec k, et k,/ positifs).

— k le vecteur d’onde défini par :

k= kodt + kyj + ko2 = k@ + ky ) + ko2
Soit M(x,y,z) un point quelconque dans l'espace, le champ en ce point M peut étre exprimé en

fonction de E(ky, k,) par :

E(M) :// E(kg, ky)e?*O™M gk, dk, (A.1)

et en fonction de E~’(kzz/, k) par :

E(M) = / / B (kg oy )R O™ e dley (A.2)

[e.9]
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L’équation ( A.1) s’écrit alors :

—

E(M)z// B(ky, k)R OM J(% &) dley dley (A.3)

—

avec J(k, k) le déterminant de la matrice jacobienne du changement de variable (kg ky) — (kg  ky)

Oky ks
O 6]63:/ ok, o k.5 _ ks
HER = ) =F=k
Ok, Ok,
En comparant les équations (A.2) et (A.3), on obtient :
E'(ky, ky) = E(ky, ky)J (K, &) (A.4)

Dans le contexte du partitionnement spectral, on peut généraliser 1'équation (A.4) pour les six P;

comme suit :

-

E(jQ) (kxjw kij) = E(jl) (kl‘jl ) kl/jl )J12(k_i’ k_é) (A'5)

avec la matrice jacobienne du changement de variable (ky,,,ky,,) — (Kx,;, ky;;) définie comme suit :

Okgy Okgy
RN _ 8kz2 8ky2 _ k—iél _ k‘zl
J12(k1,k32) - 8ky1 8ky1 - k} Y - k;2
Okgq Okyy

finalement on peut réécrire I'équation (A.5) pour le changement du plan P; comme :

2. ko =s
E(h)(kwﬂv kyj2) = L 1E(J1)(kl‘j1’kyj1) (A'G)
Z2



Annexe B

La méthode d’interpolation

Dans de nombreux cas de figure, les coordonnées des points d’échantillonnage nécessaires a ’anal-
yse de Gabor a fenétres gaussiennes, ne correspondent avec aucune des coordonnées des points générés
lors les mesures de ’antenne. Pour cette raison, il est alors indispensable d’interpoler les coordonnées
et les valeurs du champ, avec pour finalité d’obtenir la valeur du spectre d’onde plane aux points

nécessaires pour 'analyse de Gabor a fenétres gaussiennes.

Lorsqu’on augmente le degré d’interpolation, la complexité du calcul et le temps de programmation
augmentent eux aussi. C’est pourquoi, dans ce travail, nous avons choisi des méthodes d’interpolation

de troisieme degré ou cubique.

La figure B.1 démontre le principe d’interpolation cubique en une dimension, avec les quatre points

utilisés et la zone d’interpolation associée.

1 T T T T T T

08 Distribution nitiale ! 1
BL : f(kya) ]

f( kxa) B

Amplitude
T

Région d’Interpolation |

FIGURE B.1 — Interpolation cubique en une dimension

La figure B.2 démontre le principe d’interpolation cubique en deux dimensions, et avec les sept points

utilisés et la zone d’interpolation associée.
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F1GURE B.2 — Interpolation cubique en deux dimensions

Dans cette these, nous utiliserons de facon autonome deux méthodes d’interpolation cubique en deux

dimensions. Ces deux méthodes d’interpolation génerent approximativement le méme résultat.
suivante :

B.1 Interpolation cubique Lagrangienne

On se donne n + 1 points (2o, 40), .., (Zn, yn) (avec les z; distincts deux a deux). On se propose

de construire un polynéme de degré minimal qui aux abscisses x; prend les valeurs y;, de la facon

n
LX) =) wils(X) (B.1)
7=0
ot [;(X) est le polynome de Lagrange associé a ces points, défini par :
n
X—z X-

Tj—
R
On a en particulier deux propriétés :

X—x 1 X —xi11

X —x,
Ti =T X — Ti—1Ti — Tit1 T — Tp
— 1; est de degré n pour tout 7

(B.2)
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- lz(l‘]) = 52',]'70 < i,j <n c’est-a-dire ll(ﬂfz) =1let l,(xj) =0 pour j 75 )
Le polynome défini par (B.1) est 'unique polynéome de degré au plus n vérifiant L(x;) = y; pour tout
i [15,16].

En effet :

— d’une part L(X) = Zyili(X) = Yi
§=0

— d’autre part, étant combinaison linéaire de polynoémes de degré n, L est de degré au plus n; si
un autre polynome () vérifie ces propriétés, alors L — @) est de degré au plus n et il s’annule en

n + 1 points distincts (les zx) : L — Q est donc nul, ce qui prouve 'unicité.

B.2 Interpolation spline cubique

Dans le domaine mathématique de I’analyse numérique, une fonction spline est une fonction définie

par morceaux par des polynémes.

Dans les problemes d’interpolation, la méthode des splines est souvent préférée a 'interpolation polyno-
miale, car on obtient des résultats similaires en se servant de polynémes ayant des degrés inférieurs [17],
tout en évitant le phénomene de Runge (configurations ou I’écart maximal entre la fonction et son

interpolation augmente indéfiniment avec n) [15,17].
Une courbe spline est une fonction polynomiale par morceaux définie sur un intervalle [a,b] divisé
en sous intervalles [t;_1,t;] tels que :
a=ty<t1 < - <t 1 <tpr=0b
on la note donc S : [a, b] — R. Sur chaque intervalle [t;_1,¢;] on définit un polyndme
P :ti—1,ti] — R
Cela nous donne, pour une spline a k intervalles :

S(t) = Pl(t) , o <t < ty,
P2(t) 7t1 §t<t21

»n
—~
o~
S~—
I

S(t) = Pu(t) , thq <t <ty

Le cas le plus courant des splines est la spline cubique. Elle est uniforme et définie par des polynémes

de degré 3. Un polynome de degré 3 s’écrivant :

P(t) = a + bt + ct® + dt?
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il nécessite 4 contraintes (a, b, c,d) pour étre défini. Ces 4 contraintes par intervalle vont nous perme-

ttre d’interpoler des courbes splines passant par un ensemble de points donnés, dans différents cas :

Soit un ensemble de points (); que nous souhaitons interpoler par une spline cubique. Nous définissons
un parametre ¢; associé a chaque point @;, qui seront les valeurs pour lesquelles S(t;) = @Q;. De la,

nous avons de multiples manieres d’interpoler.



Résumé — Modélisation d’antennes et de systémes focaux par décomposition sur une famille de

faisceaur gaussiens.

Dans certains contextes, les méthodes classiques utilisées pour le calcul de champs rayonnés ou
diffractés en présence d’obstacles de grande taille par rapport a la longueur d’onde, comme 1’Op-
tique Physique ou les méthodes de rayons, ne sont pas valides ou deviennent tres lourdes en temps de

calcul.

La théorie des frames de Gabor fournit un cadre rigoureux permettant de décomposer une distri-
bution de sources électromagnétiques, définie dans une ouverture équivalente plane, en une somme
plus ou moins redondante de fenétres gaussiennes. Cette décomposition peut servir de base a des al-

gorithme de lancer de faisceaux gaussiens.

Jusqu’a présent cette théorie était limitée a des décompositions dans un plan (rayonnement dans

un demi-espace).

L’objet de cette these est d’utiliser cette théorie pour décomposer des champs rayonnés ou diffractés

dans toutes les directions de I'espace.

Ce travail de these commence par une étude approfondie de 'influence des parametres utilisés pour le
calcul des coefficients de frame. La mise en ceuvre numérique permet de tester I'efficacité de techniques

de troncation et de compression en termes de compromis précision/temps de calcul.

Le cceur de la these consiste en une méthode originale de partitionnement spectral, utilisant des
fonctions de partition de I'unité, qui permet d’utiliser le lancer de faisceaux gaussiens a partir de
frames définis dans six plans, pour un rayonnement dans tout I’espace tridimensionnel. La formulation
de la méthode est présentée. Elle est appliquée a la décomposition en faisceaux gaussiens du champ
rayonné par des antennes théoriques omnidirectionnelles (réseau de dipoles et dipole demi-onde). Une
antenne réaliste sert enfin de cas test pour la mise en ceuvre de la décomposition a partir de données

expérimentales discretes.

Mots clés : frame de Gabor, lancer de faisceauz gaussiens (LFG), partitionnement spectral, par-

tition de l'unité, champ rayonné.



Abstract — Gaussian window frame analysis applied to antennas.

In some contexts, conventional methods used for large problems involving radiated or diffracted field
computations in the presence of obstacles, such as Physical Optics and ray based methods, become

really inaccurate or prohibitively time-consuming.

Gabor frame theory provides a rigorous framework for the initial decomposition of equivalent source
distributions into a redundant set of Gaussian windows. Frame decomposition has been introduced as

a first discretization step into Gaussian Beam Shooting (GBS) algorithms.

Until now, frame decomposition has essentially been restricted to planar source distributions, ra-

diating into one half space.

The main goal of this thesis is to extend the application range of this theory to radiated or diffracted

field decomposition into Gaussian beams propagating into the whole space.

The thesis begins with a thorough study of influence of the parameters used for frame coefficient
calculation. Numerical implementation is used to test the efficiency of truncation and compression

techniques in terms of accuracy / computation time balance optimization.

The core of the thesis consists of an original spectral domain partitioning method involving parti-
tion of unity functions, which allows to use Gaussian beam shooting from frames defined in six planes,
for radiation into the whole three-dimensional space. The formulation of the method is presented and
applied to the decomposition of fields radiated by theoretical omnidirectional antennas (dipole array
and half-wave dipole) into Gaussian beams. A realistic antenna is used as a test case for the imple-

mentation of decompositions based on experimental discrete initial data.

Keywords : Gabor frame, Gaussian beam shooting (GBS), spectral partitioning, partition of unity,
radiated field.



