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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons aux données fonctionnelles.

La généralisation du modele linéaire généralisé fonctionnel au modéle défini
par des équations estimantes est étudiée. Nous obtenons un théoréme du type
théoreme de la limite centrale pour I'estimateur considéré. Les instruments
optimaux sont estimés, et nous obtenons une convergence uniforme des

estimateurs.

Nous nous intéressons ensuite a différents tests en données fonctionnelles. Il
s’agit de tests non-paramétriques pour étudier I'effet d’'une covariable aléatoire
fonctionnelle sur un terme d’erreur, qui peut étre directement observé comme
une réponse ou estimé a partir d'un modele fonctionnel comme le modéle
linéaire fonctionnel. Nous avons prouvé, pour pouvoir mettre en oeuvre les
différents tests, un résultat de réduction de la dimension qui s’appuie sur des
projections de la covariable fonctionnelle. Nous construisons des tests de non-
effet et d’adéquation en utilisant soit un lissage par un noyau, soit un lissage par
les plus proches voisins. Un test d’'adéquation dans le modeéle linéaire fonctionnel

est proposé. Tous ces tests sont étudiés d’un point de vue théorique et pratique.

N° d'ordre : 13.1SAR 09 / D13-09

Abstract

In this thesis, we are interested in the functional data.

The problem of estimation in a model of estimating equations is studied. We
derive a central limit type theorem for the considered estimator. The optimal
instruments are estimated, and we obtain a uniform convergence of the

estimators.

We are then interested in various testing with functional data. We study the
problem of nonparametric testing for the effect of a random functional covariate
on an error term which could be directly observed as a response or estimated
from a functional model like for instance the functional linear model. We proved,
in order to construct the tests, a result of dimension reduction which relies on
projections of the functional covariate. We have constructed no-effect tests by
using a kernel smoothing or a nearest neighbor smoothing. A goodness-of-fit
test in the functional linear model is also proposed. All these tests are studied

from a theoretical and practical perspective.
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Résumé. Dans cette thése, nous nous intéressons aux données fonctionnelles. La
généralisation du modele linéaire généralisé fonctionnel au modéle défini par des
équations estimantes est étudiée. Nous obtenons un théoréme du type théoréme
de la limite centrale pour l'estimateur considéré. Les instruments optimaux sont
estimés, et nous obtenons une convergence uniforme des estimateurs. Nous nous
intéressons ensuite a différents tests en données fonctionnelles. Il s’agit de tests
non-paramétriques pour étudier l'effet d’une covariable aléatoire fonctionnelle
sur un terme d’erreur, qui peut étre directement observé comme une réponse ou
estimé a partir d'un modeéle fonctionnel comme le modéle linéaire fonctionnel.
Nous avons prouvé, pour pouvoir mettre en oeuvre les différents tests, un résultat
de réduction de la dimension qui s’appuie sur des projections de la covariable
fonctionnelle. Nous construisons des tests de non-effet et d’adéquation en utilisant
soit un lissage par un noyau, soit un lissage par les plus proches voisins. Un test
d’adéquation dans le modéle linéaire fonctionnel est proposé. Tous ces tests sont
étudiés d'un point de vue théorique et pratique.

Mots Clés. Données fonctionnelles; Equations estimantes; Tests non-
paramétriques; Lissage par noyau; Modéle de régression; Modéle linéaire
fonctionnel ; Test de non-effet ; Test d’adéquation.
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Abstract. In this thesis, we are interested in the functional data. The problem
of estimation in a model of estimating equations is studied. We derive a central
limit type theorem for the considered estimator. The optimal instruments are
estimated, and we obtain a uniform convergence of the estimators. We are
then interested in various testing with functional data. We study the problem
of nonparametric testing for the effect of a random functional covariate on an
error term which could be directly observed as a response or estimated from
a functional model like for instance the functional linear model. We proved,
in order to construct the tests, a result of dimension reduction which relies on
projections of the functional covariate. We have constructed no-effect tests by
using a kernel smoothing or a nearest neighbor smoothing. A goodness-of-fit test
in the functional linear model is also proposed. All these tests are studied from a
theoretical and practical perspective.

Keywords. Functional data ; Estimating equations ; Nonparametric testing ; Ker-
nel smoothing; Regression model; Functional linear model; Test of no-effect,
Goodness-of-fit test.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Les données fonctionnelles

Les données provenant de diverses branches des sciences (économétrie, biologie,
environnement, ...) sont de plus en plus collectées sous forme de courbes. Cela
s’explique par le perfectionnement des outils de mesure et le progres des outils
informatiques, tant au niveau de la mémoire (probléme du stockage) qu’au niveau
de la rapidité d’exécution des programmes informatiques. Ainsi, de trés grands en-
sembles de données peuvent étre observés. La statistique des données fonctionnelles
qui traite ce genre de données est donc un sujet d’étude de plus en plus important.
Mathématiquement, une définition trés générale des données fonctionnelles, voir
les monographies de Ramsay et Silvermann (2005) et de Ferraty et Vieu (2006)
pour de nombreux exemples, est celle-ci : une donnée fonctionnelle est une obser-
vation d’une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans un espace de dimension
infinie. Dans ce manuscrit, on considére uniquement des données fonctionnelles a
valeurs dans l'espace de fonctions réelles de carré intégrable sur 'intervalle [0, 1]
que nous notons L?[0, 1], bien que les nouvelles méthodologies décrites puissent
s’adapter a des espaces plus généraux.

1.2 Des modéles fonctionnels

1.2.1 Le modéle linéaire fonctionnel
Je commence par la présentation du modéle linéaire fonctionnel avec la situation

la plus courante, c’est-a-dire quand les réponses sont scalaires, pour plus de détails
consulter Cardot et Sarda (2010). L’ensemble des données consiste en une séquence

3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(X;,Y:),i=1,--- ,nou X; est une fonction définie sur un intervalle I de R et Y; €
R. L’hypothése minimale sur les courbes X; est qu’elles sont de carré intégrable
sur . On prend généralement [0, 1] pour I afin de simplifier les développements.
On considére donc L%([0, 1]) que 'on munit de son produit scalaire naturel (f, g) =
fol f(t)g(t)dt et de la norme induite. Cet ensemble est alors un espace de Hilbert.
Les courbes aléatoires sont supposées avoir un second moment fini :

E(||Xi][*) < +o0

On peut alors définir 'opérateur de covariance I :

Vu € L*([0,1]), Tu = E ((X; — E(X;), u)(X; — E(X)))) (1.2.1)
On voit aisément que I' est un opérateur intégral de noyau la fonction covariance
de XZ .

1
vu € L*([0,1]),Vt € [0,1], Tu(t) = / Cov(X;(s), Xi(t))u(s)ds
0

L’opérateur I' est positif, symétrique, Hilbert-Schmidt et donc compact. On rap-
pelle que les valeurs propres de I', A;, 7 = 1,2, ... sont strictement positives et que
0 est le seul point d’accumulation du spectre. On peut maintenant appliquer une
décomposition de Karhunen-Loéve sur la courbe Xj;, en notant v;,7 = 1,2,...,
la séquence de fonctions propres associées aux valeurs propres \;, rangées dans
I’ordre décroissant :

V€ [0,1], Xilt) — B(Xi(1) = D_&us(t)

ou §;,j = 1,2,..., sont des variables aléatoires centrées non-corrélées dont la
variance est égale a \; :E(§;) = 0 et E(&;€5) = A0,

Enfin, nous pouvons écrire le modéle :
1
Y; :a+/ B)X;(t)dt +e,i=1,...,n,
0

ol a est une constante et 3 € L*([0,1]) est une fonction paramétre, ¢; est un
échantillon i.i.d. de variables aléatoires non-corrélées avec X; : E(¢) = 0 et
E(X;(t)e;) = 0 pour t p.s. dans [0,1]. L’'intérét principal réside en ’estimation
du parameétre fonctionnel 3, dont découle celle de la constante. On a

E(X, — E(X,)(Y; —E(Y))) = E(Xi-E(X) / B)(Xi(t) — E(X,)(1))dt
— I8



1.2. DES MODELES FONCTIONNELS d

En identifiant E(X; — E(X;)(Y; —E(Y;)) et Popérateur de covariance croisée A, on
a donc

A=T8 (1.2.2)

L’équation (1.2.2) est une version continue des équations normales que satisfait le
vecteur des coefficients de régression de la régression linéaire multivariée usuelle.
L’existence de  n’est alors pas aussi simple que dans le cas multivarié. En effet,
I'opérateur I' n’admet pas d’inverse continu. Par conséquent, une solution [ ne
peut pas se déduire directement de (1.2.2). D’abord, le paramétre fonctionnel peut
étre identifié seulement dans l’espace orthogonal au noyau de I' : si [ satisfait
(1.2.2) et si By est dans le noyau de I' (I'5; = 0) alors 5+ 3y satisfait aussi (1.2.2).

Considérons v;, 7 = 1,2, ..., un systéme orthonormal complet de fonctions propres,
on peut écrire 5 = jj(ﬂ,vj>vj. Par (1.2.2), on obtient

(E((X; = E(X))(Yi = E(Yi)),v) = A (B v5), J=1,2,...

Maintenant, on cherche une solution dans la fermeture de Im(I') ou on fait I’hy-
pothése, sans perte de généralité, que le noyau de I' est réduit & zéro. On obtient
alors la décomposition pour [ :

= (E((X; — E(X)(Y; — E(Y})), v; <2 E(E(Y; — E(Y;
3:Z< (( ( ))Ag (¥3))) >”J':Z (&( - (Y3)))

Uj,

i—1 j=1

<

et la fonction § est dans L?[0,1] si et seulement si la condition suivante est satis-
faite :

— (E(G(Y; — E(Y))))*
Z((é( (¥2))))

2 < 400
J

Jj=1
Cette condition assure I'existence et I'unicité d’une solution .

L’opérateur de covariance I' étant inconnu, l'estimation de 3 est faite au moyen
d’une méthode de régularisation combinée avec une estimation de I'. Il existe alors
deux classes de procédures d’estimation. La premiére s’appuie sur une méthode de
projection sur un espace de dimension finie dont la dimension croit avec la taille
de I’échantillon. La méthode la plus populaire ici est la régression fonctionnelle en
composantes principales. L’autre classe de procédures est basée sur une décompo-
sition du paramétre fonctionnel dans une base de fonctions de L?[0,1], combinée
avec la minimisation d’une version empirique de (1.2.2) avec I’addition d’un terme
de pénalisation qui a pour effet de régulariser la solution. La base la plus populaire
est celle des fonctions splines.
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Je décris maintenant la régression en composantes principales fonctionnelle. La
classe des estimateurs [ basés sur une ACP fonctionnelle consiste en une régres-
sion des moindres carrés ordinaires (OLS) des réponses Y; sur les vecteurs des
composantes principales, (<QA51, D, € <<;A5K, X;))', ou b1, .., b sont les fonctions
propres associées aux K plus grandes valeurs propres de l'opérateur de covariance
empirique I',, basée sur I’échantillon X,...,X,,. Dans cette définition K est un
entier positif définissant la dimension de ’espace projeté qui joue le méme role
qu’un parameétre fenétre.

L’estimateur FPCR B de (8 est défini comme :
K ~
. A,
B=> =g
Aj

j=1

ou I',, est 'opérateur de covariance empirique,

=1

et A, est 'opérateur de covariance croisée,

1 n
Anzﬁgxm

Les contributions dans ce domaine sont Cardot et al (1999, 2003), Cai et Hall
(2006), Hall et Hosseini-Nasab (2006, 2009), Cardot et al (2007), Hall et Horowitz
(2007) et Reiss et Ogden (2007).

1.2.2 Le modéle linéaire fonctionnel généralisé

Le modéle linéaire fonctionnel généralisé ou modele de quasi-vraisemblance fonc-
tionnel a été étudié par Miiller et Stadtmiiller (2005). Nous sommes toujours dans
le cadre d’un échantillon i.i.d. (Y;, X;), i =1,...,n, ou la variable aléatoire X ap-
partient & L?[0,1] et Y est une variable aléatoire réelle. Nous supposons connaitre
une fonction de lien p. De plus nous avons une fonction variance o%(+) qui est stric-
tement positive. Le modéle linéaire fonctionnel généralisé est déterminé par une
fonction parameétre 6(+) qui est supposée appartenir a L%[0, 1]. Ce modéle s’écrit :

1
Yi=p <oc +/ Q(t)Xi(t)dt) +e, i=1,...,n, (1.2.3)
0

ou
E (e|X) =0,
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Var(e|X) = o*(u)
oup = p <a+ fol Q(t)Xi(t)dt) Soit pj, j = 1,2,..., une base orthonormale de

L?[0,1], X et 0 se décomposent suivant cette base
o0 o0
X:ZGjpj, 9:ZHJp]
j=1 J=1
avec €; des variables aléatoires et les coefficients ;. Il en résulte immédiatement

que
1 (0.0
/ O()X (t)dt =) _ bje;.
0 =1

Miiller et Stadtmiiller approchent le modéle initial (1.2.3) par une série de modéles
dont le nombre de prédicteurs est tronqué a p = p,, et la dimension p,, croit vers
I'infini quand le nombre de données n tend vers I'infini. Ainsi la suite de modéles

considérés est
p
Y, =p (a + Zﬁjey)) +e. (1.2.4)

j=1
En notant 6y = «, on peut estimer le paramétre vecteur inconnu 87 = (6, .. .,6,)
en résolvant 1’équation “score”

U =0,
ou en notant e’ = (eg), e ez(,i)), v, = ?:0 Qjey), w; = p(v;), la fonction score

U, a valeurs vectorielles, est définie par
n
U0) => (Y= m:)p (i) ().
i=1
On peut résoudre cette équation en la réécrivant a l'aide de matrice voir I'article de

Miiller et Stadtmiiller (2005). En notant la solution 7 = (6, ...,6,), on obtient
la fonction estimée

p
0(t) = 0o+ Y 0;p;(1).
j=1

On peut aussi citer 'approche de Cardot et Sarda (2005). Les auteurs estiment le
coefficient fonctionnel du modéle via une vraisemblance pénalisée dans un contexte
d’approximation par des splines. L’identifiabilité du modéle est discuté. Le taux
de convergence L? de I'estimateur est donné sous des hypothéses de régularité du
parameétre fonctionnel. Un récent travail de Dou, Pollard et Zhou (2012) établit les
taux minimax optimaux de convergence pour ’estimation du parameétre fonction-
nel. Ces taux dépendent de l'opérateur de covariance (la décroissance des valeurs
propres) et de la régularité du paramétre fonctionnel.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.3 Les tests d’hypothéses

Une contribution majeure de cette thése se situe dans une nouvelle approche de
construction de tests d’hypothéses en données fonctionnelles. En reprenant une idée
de réduction de la dimension due & Lavergne et Patilea (2008) et en I'adaptant aux
données fonctionnelles, I'hypothése nulle des tests de non-effet et d’adéquation est
réécrite suivant une projection des covariables sur une classe suffisamment riche
d’éléments non-aléatoires d’hypersphére. On peut alors baser les tests sur une
statistique qui découle soit d'un lissage de cette projection par un noyau univarié
comme décrit dans le chapitre 3, et qui donc ne souffre pas de l'effet de la grande

dimension, soit d’une approche par plus proches voisins présentée dans le chapitre
5.

1.3.1 Tests en données fonctionnelles

Je présente dans cette partie trois tests en données fonctionnelles. Le premier test
du a Cardot et al. (2003) traite du modéle linéaire fonctionnel. Il s’agit de tester
une hypothése de non-effet qui est la nullité de 'opérateur de régression (ou la
nullité de la fonction paramétre du modeéle). Le second test que je présente ici
est le test d’'Horvath et Reeder (2011) dans le modeéle fonctionnel de régression
quadratique. Les auteurs proposent de tester 'importance du terme non-linéaire
dans le modeéle. Dans leur procédure de test, ils utilisent I’analyse en composantes
principales fonctionnelles. Le troisiéme test auquel je fais référence est le test de
Delsol et Al. (2010) qui est un test non-paramétrique. Nous pouvons aussi ci-
ter l'article de Cuesta-Albertos et al. (2006) qui propose un test d’adéquation a
des modeles paramétriques. Ils utilisent une projection aléatoire de la variable X
qui appartient & un espace de Hilbert H sur un élément aléatoire de H. Ils gé-
nérent k éléments aléatoires de H et leur statistique de test est le maximum de &
Kolmogorov-Smirnov statistiques.

Test dans le modéle linéaire fonctionnel

Soient X une fonction aléatoire de carré intégrable sur [0,1] et Y une variable
aléatoire réelle, le modele s’écrit

1
Y = / H(t) X (t)dt + e.
0
Cardot et Al. (2003) étudient le test d’hypothése suivant :

Hol ¢:0



1.3. LES TESTS D’HYPOTHESES 9

contre Palternative
H1 . qb 7é 0.

Ils réécrivent 'hypothése nulle en utilisant 'opérateur de covariance croisée A, qui
est défini par

Ax = /1 E[X ()Y ]x(t)dt.

En effet, tester “¢ = 07 est équivalent a tester “A = 0”. D’o1, la nouvelle écriture
de Ho,
HO . A = 0

Notons ()\;),7 = 1,... la suite décroissante des valeurs propres de l'opérateur I et
(V;),j =1,... une suite orthonormale de fonctions propres associées a ces valeurs

propres, ainsi que leurs versions empiriques (S\j),j =1,...et (Vj),j =1,....
Définissons maintenant

Pn
. C1/2
Au() =D N,
j=1
alors la statistique de test proposée est

1 n
Dy, = A_QH\/EAnAnHQa
O—TL

oll 62 est un estimateur de la variance 0% de €. D,, suit approximativement, quand
n est grand, une loi du x? a p, degrées de liberté. On peut aussi considérer le test
basé sur la statistique suivante :

1 1 A
T, = AnAnl? = pn |-
= (Vs A =)

Test dans le modéle fonctionnel de régression quadratique

La régression fonctionnelle quadratique a été étudiée par Yao et Miiller (2010). Le
modéle est le suivant, en supposant la variable X centrée,

1 1,1
Y,=u +/ k(t)X,dt —I—/ / h(s,t) X, (8) X, (t)dtds + €,.
0 o Jo
Pour tester I'importance du terme quadratique, I’hypothése nulle est :
Hy: h(s,t)=0,

contre l'alternative

H1 . h(S,t) #0
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L’idée du test de Horvath et Reeder (2011) est de décomposer h(-,-) dans la base
orthonormale formée par les fonctions propres de 'opérateur de covariance du
processus prédicteur et de fixer un entier positif p qui sert de troncature.

En notant les fonctions propres et les valeurs propres (v;(t),\;), i = 1,..., de
I'opérateur de covariance de X, on peut décomposer h et k dans cette base :

ZCLHUZ —|—Z Z ;.4 Uj Uz )"’Uz( ) (t))v

=1 =1 j=i+1
et
o
i=1
Le modéle peut se réécrire en projetant sur l’espace engendré par {vq,...,v,} :

Y, = M+Zb X, v;) +ZZ 2 — Lgimjy )i (X, 0:)( X0, v5) + €

=1 j=1

mais ne connaissant pas pu et vi(t), on les estime par leurs versions empiriques que

9 Ve _ 1 N ~ : N
I'on note X(t) = + > ,—; Xn(t) et 0;(t). Les fonctions propres correspondant a
une seule valeur propre sont uniquement déterminées & un signe prés : ¢;. On peut
écrire le modeéle sous forme matricielle :

(A
Y=Z|B|+¢e,
Ju!
on Y = (V1,Ya,...,Yn)", A = vech({&i¢ja;j(2 — 11mjy), 1 < i < j < p}T),
B = (élbl,égbz, ce ,épbp)T, € = (EI*, R ,Eﬁ)T et
DT FT 1
Z_ DI FI' 1
DL FT 1

avec .
Dy, = vech ({(#;, X,)(8;, X)), 1 <i < j < p}7),

ﬁn = (<Xn7@1>a <Xn7@2>7 ceey <Xn>@p>)T .

Les auteurs estiment A, B et p en utilisant un estimateur des moindres carrés :

_ (27’2)‘1 iy

t> Dd) :b>
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Soient
1L L.
G=—=)Y DD/,
w2
|
M=— Dn7
v
et N
~2 i €2
N n=1 "
ol €, sont les résidus sous Hy & savoir :
P p P
e =Yo — = > bi(Xo, 0) = > Y (2= Lgimgy) i (X, 03) (X, 85).
i=1 i=1 j=i
La statistique de test est la suivante :
N . . NN N
Uy = AT (G = ™) A
T

Sous certaines conditions et sous ’hypothése Hy, Uy converge en loi vers un x2 a r
degrés de liberté ou r = p(p+ 1) /2 qui est la dimension du vecteur A. Les auteurs
obtiennent que sous Hi, leur statistique de test diverge.

Test de structure sur données fonctionnelles

Considérons le modéle de régression suivant :
Vi=r(Xi) +e&

ou les variables (X;,Y;) pour ¢ de 1 & n sont indépendantes. Pour simplifier, je
traite le cas de I’hypothése nulle de la forme :

Hy: Pr(X)=r(X)) =1
contre la suite d’alternatives
Hy o |lr = 1ol 2wapy) = Tas

ou w est une fonction poids et Px est la loi de X qui est connue. Le cas ou r
appartient a une famille plus générale qu’un singleton est aussi traité dans 'article
de Delsol et al. (2010). Le test est construit a partir de la statistique suivante :

n= | (fj(n (XK (‘Z(fh’—j("))fw(x)dp;((x),

i=1
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ou K est un noyau univarié, d(-,-) est une semi-métrique et h, est un paramétre
fenétre. En normalisant correctement cette statistique, les auteurs obtiennent la
normalité asymptotique de leur statistique de test ainsi que la consistance du test.

Définissons
/ ZK? (") dutaiars(e)

/ 3 K( X“”:))K(d()z—i’“’)) eicw(z)dPx (z).

1<i#j<n n
La statistique de test est

1
I, = ——= (T, — E[T1,]).
Var(szn)
Cette statistique tend vers une loi normale centrée réduite sous Hy et diverge vers
400 sous Hj.

1.3.2 Un test en données finies-dimensionnelles

Il existe une littérature abondante sur les tests non-paramétriques en données
finies-dimensionnelles, notamment pour tester des modéles paramétriques : par
exemple Hérdle et Mammen (1993), Stute (1997), Escanciano (2006) et Guerre et
Lavergne (2002). Le test que je mentionne maintenant est di a Lavergne et Patilea
(2008). J’ai choisi de le présenter car nous avons généralisé l'idée de réduction de
dimension présentée dans ce test aux données fonctionnelles et suivi la procédure
de test dans le chapitre 3.

L’hypothése nulle est de la forme :

Ho: E[U(6)X] =0,

ol #y est un parameétre inconnu qui doit étre estimé et X € R?. Dans le cas d’une
régression paramétrique, U(6) est de la forme U(0) =Y — u(X;0), ot pu(-, -) appar-
tient & une famille paramétrique et § appartient & un sous-ensemble de R?. Le test
repose sur une idée de réduction de la dimension qui montre que tester ’espérance
conditionnelle sachant X est équivalent a tester ’espérance conditionnelle sachant
X', quelque soit 5 de norme 1. Soit

Q(0,8) = E[UOE[U(0)| X'l fs(X'B)],

ou fz(-) est la densité de la variable aléatoire X’ 6 . Définissons

Qn(0,8) = ZU Kh((X X;)'8),
J#Z
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ouU;(0) =Y — u(X;;0) et Kp(-) = K(-/h), ot K(-) est un noyau et h une fenétre.
Ils doivent choisir 8 et pour cela ils utilisent une méthode par pénalisation :

N

/Bn = aﬂigmfllax{nhlﬂ@n(ém /8) - anl{ﬁ?éﬁo}}’
=1

oil 0, est un estimateur de 0o, By est choisi par 'utilisateur et «,,, n > 1, est une
suite de nombres réels positifs décroissants vers 0. La statistique de test est :

T — nh1/2 Qn(éna Bn)

@n (50)

ot 92() est un estimateur de la variance de nh'/2Q,, (6,,, ). Les auteurs ont montré

que cette statistique est asymptotiquement normale sous Hy, ainsi que la consis-
tance du test.

1.4 Contributions des différents chapitres

On présente, ci-dessous, les différentes contributions de la thése répertoriées par
chapitre. Le chapitre 3 est I'objet d'un article soumis qui s’intitule “Projection-
based nonparametric goodness-of-fit testing with functional covariates”. L’article
suivant issu du chapitre 5 s’intitule “Nonparametric testing for no-effect with func-
tional responses and functional covariates”. Ces deux articles ont été écrits en
collaboration avec Valentin Patilea et César Sanchez-Sellero. Les deux autres cha-
pitres font 'objet d’articles en cours.

Chapitre 2 : Nous proposons un nouveau modeéle de données fonctionnelles, il
s’agit d’'un modéle dit de restrictions de moments conditionnels ou modéle dit
d’équations estimantes pour des données fonctionnelles. Ce modé¢le est largement
étudié dans le domaine de I’économétrie pour des données finies-dimensionnelles.
Notre modéle généralise le modeéle linéaire fonctionnel généralisé. Un estimateur
du paramétre fonctionnel d’intérét est proposé, et la convergence de l'estimateur
vers la vraie fonction est démontrée. Nous proposons aussi une estimation des
instruments optimaux.

Chapitre 3 : Une nouvelles méthode de réduction de la dimension pour
des données fonctionnelles est présentée dans le lemme fondamental. Ce lemme
nous permet de formuler de nouvelles statistiques de test pour tester I'effet d’une
covariable fonctionnelle ou l’adéquation & des modéles paramétriques. Notre
statistique de test est une forme quadratique basée sur un lissage par un noyau
univarié et les valeurs critiques asymptotiques sont données par la loi normale
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centrée réduite. Le test est capable de détecter des alternatives non-paramétriques.
Le terme d’erreur peut présenter de I'hétéroscédasticité de forme inconnue. Il
est a souligner que la loi de covariable n’est pas supposée connue. Nous avons
aussi contourné le probléme des petites boules de probabilité, qui reste un sujet a
développer. Les résultats de simulation confirment la théorie et montrent que les
différents tests se comportent bien. Une application sur données réelles est aussi
proposée.

Chapitre 4 : Nous étendons les résultats du chapitre 3 au cas d’une ré-
ponse fonctionnelle. Le test de non-effet pour une réponse fonctionnelle est
étudié en détail. Comme précédemment, aucune hypothése restrictive sur la loi
des variables fonctionnelles n’est requise : les variables ne sont pas supposées
gaussiennes, leurs lois ne sont pas connues. La preuve est similaire a celle du
chapitre 3. Toutefois, la preuve de la convergence vers une gaussienne centrée
réduite est modifiée. En effet, on utilise un théoréme di a Hall (1984).

Chapitre 5 : Une nouvelle approche pour le test de non-effet avec une ré-
ponse fonctionnelle est présentée. La statistique de test étudiée est une forme
quadratique utilisant un lissage par les plus proches voisins et les valeurs critiques
asymptotiques sont données par la loi normale centrée réduite. En utilisant un
lissage par les plus proches voisins, on change complétement les preuves du
chapitre 4. La preuve s’articule autour d’un théoréme central limit de de Jong
(1987) qui est une généralisation de Hall (1984); et l'utilisation permanente des
propriétés des plus proches voisins. Cette nouvelle procédure ainsi que celle du
chapitre 4 peuvent aussi s’appliquer au cas de réponse réelle. Le test est capable
de détecter des alternatives non-paramétriques. Comme pour les autres tests, la
loi de la covariable n’a pas besoin d’étre connue.



Chapitre 2

Estimation par la méthode des
moments généralisée pour des
équations estimantes

2.1 Introduction

Plusieurs modeéles économétriques impliquent des restrictions de moments condi-
tionnels. Hansen (1982) a proposé pour estimer le paramétre d’intérét dans ce
type de modéle la méthode des moments généralisée (méthode G.M.M.). Ces mo-
deles ont été étudiés par la suite par Newey (1993). Plusieurs autres méthodes,
comme par exemple la vraisemblance empirique, ont été proposées depuis ; citons
Kitamura, Tripathi, et Ahn (2004), Smith (2007) et Dominguez et Lobato (2004).
Toutes ces méthodes s’appliquent & des variables finies-dimensionnelles.

Le modele étudié le plus proche de celui que 'on considére est celui de Miiller
et Stadtmiiller (2005). Ils étudient les modéles linéaires fonctionnels généralisés.
L’idée principale est de réduire la dimension des variables fonctionnelles en les dé-
composant dans une base orthonormale et d’utiliser les p premiéres composantes
pour se ramener & un modeéle fini-dimensionnel, puis de faire tendre p = p,, vers
I'infini. Le modéle que 'on consideére ici est une généralisation de ce modéle. Nous
allons utiliser la méme idée de réduction de la dimension. On utilise la méthode
des moments généralisée pour estimer les p premiéres valeurs du parameétre d’in-
téréet fonctionnel dans la décomposition dans la base orthonormale. Cette fonction
parameétre d’intérét remplace le vecteur parameétre d’intérét dans les modéles finis-
dimensionnels de restrictions de moments conditionnels.

Nous obtenons un résultat asymptotique de consistance de l’estimateur vers la
fonction parameétre d’intérét, quand la dimension de troncature croit avec la di-

15
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mension de I’échantillon. Le deuxiéme résultat est un résultat asymptotique limite
(type théoréme centrale limite) de la déviation entre le paramétre fonctionnel es-
timé et le vrai paramétre fonctionnel.

Le chapitre est organisé comme suit : La description du modéle, des notations
et des considérations préliminaires se trouvent dans la Section 2. La procédure
d’estimation du paramétre fonctionnel est décrite dans la Section 3. Les résultats
asymptotiques sont regroupés dans la Section 4. Dans la Section 5, nous estimons
les instruments optimaux dans un cas particulier. Une étude de simulation est
présentée dans la Section 6. Enfin, les preuves des résultats sont détaillées a la fin
du chapitre, Section 7.

2.2 Le modéle

On dispose de n observations i.i.d. z; = (x;,v;), 7 = 1,...,n issues du couple (z,y)
ol z € L?[0,1] est une courbe aléatoire et y est une variable aléatoire réelle. On
notera g une fonction connue a valeurs vectorielles de dimension s x 1. Notre but
est d’estimer un parameétre d’intérét 0y € L]0, 1] définit par

Elg(z,0)|z] =0<=60=06, (2.2.1)

Nous allons nous cantonner au cas :
1
(.0 =5 (v [ a0
0

Le modéle linéaire généralisé fonctionnel étudié par Miiller et Stadtmiiller (2005)
peut s’écrire de la maniére suivante :

i =p (a + /01 O(t)xi(t)dt) Ve, i=1...n, (2.2.2)

ol p est une fonction a valeurs réelles et le terme d’erreur satisfait les conditions
Ele; | ] = 0 et Var(e; | ) = o(u), et p = p (a+f01 G(t)x(t)dt). Le modele
(2.2.1) est une généralisation du modéle (2.2.2). En posant g(y,fol z(t)0(t)dt) =
y—p <a + fol 0(t)x(t)dt>, on retrouve les restrictions de moments conditionnels :

E [g(y, fol z(t)6(t)dt) | x] = 0. Le modéle (2.2.1) que nous étudions ici a donc aussi
comme cas particulier le modeéle linéaire fonctionnel. En effet, il est déja un cas
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particulier du modéle linéaire généralisé fonctionnel (2.2.2); il suffit de prendre
p(z) = z, Vz € R et ainsi nous obtenons

1
yl-:a—i—/ O(t)x;(t)dt +e;, i=1...n,
0

qui est le modéle linéaire fonctionnel.

Un troisieme exemple de modele inclus dans le modeéle d’équations estimantes
(2.2.1) est le modeéle de régression quantile. De plus, ce dernier modéle ne s’écrit
pas sous la forme du modéle linéaire généralisé fonctionnel. Le modéle de régression

quantile s’écrit :
1
P (y < / x(t)@(t)dﬂx) =T.
0

En posant g¢(y,z) = lg<.} — 7, nous retrouvons les restrictions de moments
conditionnels, E [g(y, fol z(t)0(t)dt) | x] =0.

Soit pj, j = 1,2,..., une base orthonormale de l'espace L?[0,1], on a donc
fol p;(t)pr(t)dt = ;1. Ainsi z(t) et 6(t) peuvent se décomposer en :

2(t) = Y epi(t) 00 = 3 03500,

'égalité étant prise au sens des fonctions L?[0, 1], c’est-a-dire presque siirement.
Les coefficients €; et 6; sont donnés par e¢; = [ z(t)p;(t)dt et par ; = [ 0(t)p;(¢)dt.
De I'orthonormalité de la base p;, il vient immédiatement que

o0

/ 000 =3 o,

=1
On tronque alors cette somme aux p = p, premiers termes pour pouvoir se ra-
mener & un modéle fini-dimensionnel. On note z® le vecteur de taille p et €j sa
j-éme composante (notation générique pour désigner la troncation d’un élément
de L?[0,1] en un vecteur de dimension p) :

!/

20 = (61:/le(t)pl(t)dt,...,ep:/le(t)pp(t)dt> |

Nous rencontrons alors un probléme d’approximation de modeéle. En effet, nous

ne sommes pas str de trouver E g(y, >27_; €;600;) | x(p)} = 0. Cependant, quand
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P = p, — +00, nous pouvons écrire, sous de bonnes conditions :

p

9y, > €jth;) | 2®

J=1

E = Os(ry), (2.2.3)

ou 7, est un nombre réel qui tend vers zéro, qu’on définit ci-dessous. En ef-

fet, posons U) = Y0 €, et V) = 3722 e, de tel sorte quon ait

fol z(t)0(t)dt = UJ + V.2, on obtient alors
Elg(y.0;) | +"] = El[g(y.0)) —Elg(y, Uy + ;) | 2] [ 2]
= E[9(y.U)) = 9(y. Uy +V;)) | 2?]

_ / 9(5,U%) — (s, U0 + VO)dE, o0 (5).

Sous les conditions |g(s, u1) —g(s, u2)| < ®(s)|uy —us| et [ P(s)dF, ) (s) < C, Vp,
pour une constante C', nous pouvons majorer l'intégrande :

(/ <1><s>dFW<p)<s>)2 (Vo

< CE[(V;)]

< C* i 0.5 i o5

Jj=p+1 Jj=p+1

E(E* [9(y,Up) | 2™]) < E

S 2 __ 2 _ o 2 0 2 )
ot 0; = Elef]. On peut donc prendre 7, = \/Zj:p+1 05> 72 ps1 03+ Lerreur

d’approximation est directement reliée a Var(Vpo) et est controlée par la suite
des variances de ¢;, et la valeur du vrai parametre. La base p; joue ici un role
primordial, plus les premiers coefficients dans la décomposition sont informatifs,
plus 'erreur d’approximation sera faible.

2.3 Estimation

Avant de pouvoir mettre en oeuvre la méthode, il faut ramener les restrictions de
moments conditionnels & des restrictions de moments inconditionnels. On utilise
pour cela une variable instrumentale A(x) de dimension r x s. De

E [g (y,/xeo) |x] 0,
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o e (v o) 0.

Pour plus de simplicité, on utilise les instruments optimaux B(z®) et dans un
premier temps, on considére ces instruments optimaux connus. Dans cette partie,
nous avons juste besoin de connaitre la définition des instruments optimaux. Les
propriétés ainsi que quelques exemples sont proposés dans la section 5. Rappelons
la définition des instruments optimaux :

on peut écrire

B(z®) = D(Zt(p))/Q_l(l’(p)) ol
D) = B (00 60)a] et
) = Elgly, 2,06 )g(y, 2,057 |2

D(x®)) est une matrice de taille s x p, Q(z)) est une matrice de taille s x s, et
la matrice des instruments optimaux B(z) est donc de taille p x s. Dans notre
notation de la dérivée, nous faisons un abus de notation : en fait

@(y,x(p), gép)) = 2P gl (y, (P, 6,)),
00

dans le cas ou s = 1 et ¢} est la dérivée de g par rapport a la deuxiéme variable.
Nous faisons aussi un abus de notation dans I'expression g(y, z®, 9(()1) )) qui est égal
a g(y, (P, Qép ))) Les instruments optimaux sont évidement inconnues, puisqu’ils
dépendent de 6y, mais nous les utilisons dans ’analyse statistique comme des quan-
tités connues. Nous verrons dans la section 5 comment estimer ces quantités et les
remplacer dans 'estimateur. Soit P une matrice aléatoire p X p semi-définie positive
qui peut-étre dans un premier temps égal a I'identité. Considérons ’estimateur

~ A

6, = arg min 3, () Pg. (6)

0cO
ou
IEN (») .
on(0) = — > Ba)g(yi, Y 0;€)).
i=1 j=1

~

Et eé- représente la j-éme coordonnée de z; dans la base orthonormée. 6,, est un
vecteur de dimension p, que nous comparons a

/

ol = (90,1 = /0 1 Oo(t)py(t)dt, . .. 60y, = /0 1 Ho(t)pp(t)dt> .

C’est 'objet de la section suivante.
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2.4 Reésultats asymptotiques

Introduisons tout d’abord quelques notations : on note ||-|| les normes quadratiques
des vecteurs de R? (bien qu’elles varient avec n), on note de plus Sy ) = Akl,k’l ,

oit A est la matrice (E[D(z)'Q(z)'D(z)])~" de taille p x p; fl(;/:,l) = Al;lg. Pour
(p)

alléger les notations, on écrit g* = B(z;”)g(ys, ?:1 9]'6?), qui est un vecteur de
taille p, de plus g est la k-éme coordonnée du vecteur g'.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir un résultat de consistance :

Lemma 4.1 Sous les conditions
(a) © est compact.
(b) soit ® une fonction telle que pour tout s € R, g(s,-) est Lipschitzienne :

lg(s,u1) — g(s,u2)| < (s)|ug — ual.

(c) la fonction @ définie en (b) vérifie pour une constante C' > 0,
/@(s)dFy|m(s) <C.

(d) condition d’uniformité sur les troncatures :

supESl;p IB(z®)g(y, (=, 6P)))|| < cc.
p

on a
16, — 65| = op(1).

Ce résultat porte sur la consistance de 'estimateur sur les coordonnées de 6(-)
dans la base p;. Il ne s’agit pas d’un résultat sur l'estimateur fonctionnel vers
la vraie fonction 6y(-). Nous nous appuyons sur la démonstration classique de la
consistance de 'estimateur G.M.M. pour démontrer ce résultat. Les hypothéses
données ici sont cependant plus fortes que dans le cas classique. Par exemple, pour
I’hypothése (d), on a besoin d’une uniformité en p, ce qui nous permet d’appliquer
une loi des grands nombres uniformes.

Donnons quelques hypothéses supplémentaires pour établir le résultat central :

Assumption D

(a) La fonction connue g est deux fois dérivable.
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(b) La fonction g vérifie pour un a €]0,1]

H dg dg

(zi7 b) - %

(zi,d)|| <ely)|b—4d||* Vi=1,...,n,Vb,d,

2

09

et
1Bj(zi)llle(yi)| < T(zi), Vi =1,...,p,avec E[l'(z)] <ocoVi=1,...,n.
(c) Conditions sur les coefficients : il existe a, (3, 7y tel que
a B

eoijji ) O-iji ) p:n’y’

awvec v >2, 0>2,0<y<1/4 et

3
l1—2y(a+p—-1)+ =y <0.

2

(d) on a

p ~ ~

og" og"

> fkl,k;sz,k;E[(W)khkz(W)kg,kd =o(n/p*) ,Vk.
k1, ko k! K,
(e) on a
p
Z E[gkl§k2§k3gk‘4]§k1,k‘2§k‘3,k4 = o(n/pQ).
kl,k27k3,k4:1
(f) on a
p
Z E[gkl§k3§k5§k7]E[§k2gk4gkﬁgks]fk)l,k2€k3,k4$k5,k6€k‘7,k8 = 0(n2p2)'
Ep, kg=1

Commentons ces hypothéses. Les conditions sur les coefficients nous permettent
d’écrire p = o(n'/*), r, ~ n=7@*F8=1 et ainsi on obtient la condition nr2p*? = o(1).
Cette derniére condition est utilisée dans les preuves et est valide pour a = g = 2
et 7 = 1/4. Les hypothéses D—(e) — (f) dans le cas du modéle linéaire fonction-

nel généralisé décrit par Miiller et Stadtmiiller (2005) sont exactement les mémes.
C’est-a-dire que si on pose g(v, fol z(t)(t)dt) =y—p (a + fol 9(t)x(t)dt>, alors on
retrouve les conditions M—(3) et M—(4) du théoréme 4.1 de Miiller et Stadtmiiller

(2005). L’hypothése D—(d) s’ajoute du fait que 'on considére un modeéle d’équa-
tions estimantes. Nous pouvons maintenant formuler le résultat principal :
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Theorem 4.2 Sous les hypothéses D et sous les conditions du lemme 4.1, et en
posant A tel que A = (E[D(x)'Q(z)'D(z)])~", on obtient :

n (0, —0) A (6, —6)
V2p

= N(0,1)

Notons
P
i=1

I’estimateur fonctionnel de 6y. Pour pouvoir comparer ces deux fonctions, il faut
une distance dans L?[0, 1]. La distance usuelle ne convient pas, puisque la matrice

R / R
A~! intervient dans le théoréme (4.2) sous la forme <0n — o )) A! <9n — o ))

qui n’est pas la distance usuelle de R”. Soit, pour une fonction g réelle c’est-a-dire
s =1,

E?[g5(y. J 200)|7]
Elg*(y, [ x6o)|2]

un noyau intégral, ot la dérivée de g est prise sur la seconde variable. Sous la
condition,

G(u,t) =E { x(u)x(t)} : (2.4.4)

[EQ[gé(ya f$90)|$] ||:L’||2 < 400

Elg*(y, [ x0o)|2]

G est défini presque partout sur [0, 1]%. En effet, il suffit pour cela de montrer que
G est dans L' ([0, 1)?). Nous avons

//[0,1]2 Glew Dldudt < /4)7”2 g [iz[ié((i7f§io))|5] ’x(U)HSU(t)q dudt

E2[g4(y, [ 20)|x]
. [E[QQ(y,fl’@o)\x]

< ||x||2} < +00

Faisons correspondre & ce noyau intégral la distance dans L?[0,1] définie comme
suit :

2(f. ) = / / (f(w) — g(w)(F(£) — g(£))Clu, t)dtdu, ¥f,g € L2[0, 1],

Nous pouvons aussi définir 'opérateur linéaire intégral Ag correspondant a G :

(Acf)(t) = / £ ()G, )
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Cet opérateur est diagonalisable dans L*[0,1] si [ |G(u,t)]*dudt < oo. Notons
{p]G, )\]G, j =1,2,---}, les fonctions propres et les valeurs propres de I'opérateur
Ag. La distance dg peut s’exprimer comme

dg(f.9) = ZAk (foon — gp0n)

ot f,c ) (respectivement g,c ;) est le k-éme coefficient dans la décomposition de f
(respectivement ¢) dans la base p“. Nous obtenons alors

B, 000) = (05— 00%) 01 (65— 00%) + 30 X003,

J=p+1

ol tous les calculs sont effectués dans la base p©. En effet,

jk)\ // u, t) p] 8)p$ (t)dudt

E2 A yvwa)’Jf] G G
/ / 5 [x<u)$(t) Elg?(y, [ 26o)|z] } pi (w)pi (8)dudt
_ gl Elealy, [ 200)la]
- E{JkEw%%fx%nﬂl
3 E2[g5(y, [ 2P)6;)| )
“E%%fo@fﬂWMM@J
= A

en remplacant les €; par ef qui sont donnés par

o_ _Elgy, [ 20h)| \/E 2y, [ z@0)|x®)] }
€ = / ( q;(t) i (t)dt,
E[QQ(:%fxp 90 \/E y fx‘go |x

Toutes ces considérations donnent le résultat suivant :

Corollary 4.3 Si la fonction 0y(-) vérifie la propriété

> ( / Gdt)2 = 0(?), (2.4.5)

j=p+1

alors .
ndg(0n(-), 00()) — p
V2p

= N(0,1).
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2.5 Les instruments optimaux

Nous nous proposons dans cette partie d’estimer
B(z) = D'(x)Q ()
ol
9y
D(z)=E 2 (Y (X,00))|X ==
est une matrice de taille s X p et ou
Qx) =E[g(Y, (X, 00))g'(Y, (X, 00))| X = ]

est une matrice de taille s x s. On suppose dans la suite que s = 1 pour alléger
les notations.

Faisons une remarque sur les instruments optimaux dans le cas du modéle linéaire
fonctionnel. Les instruments optimaux sont alors connus, en effet si on se place
dans le cadre du modéle linéaire fonctionnel, Y = fol X (t)0o(t)dt + e, alors

g(Y,/XQ):Y—/XG,

D(z) ==z

ainsi

et
Q) = E(e*[z) = o*(x),

ol e est le terme d’erreur dans le modéle linéaire fonctionnel. Le fait de connaitre
les instruments optimaux dans le cas de modeéle particulier renforce la partie
d’estimation dans le cas d’instruments optimaux supposés connus. Il convient
néanmoins d’estimer ces instruments dans le cas ou ils ne sont pas connus. Nous
supposons que les fonctions de régression a estimer ne dépendent que des p
premiéres valeurs de la décomposition de X dans une base, voir ci-dessous la
définition de la semi-métrique d(-,-) et 'hypothése (E)-b.

Soit @ une fonction, on peut s’intéresser au cas, plus général, de 'estimation de
m(z,t) = E[Q(Y,t)|X = x].

K est un noyau et h est un paramétre fenétre associé a K. Nous pouvons mainte-
nant définir 'estimateur :
_ i OV K (R l( X, 7))

e S S K ) 220
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ou x appartient & un sous-espace compact S de L?[0, 1] pour la semi-norme induite
par d(-,-) et t est un réel. Nous établissons un résultat de convergence uniforme
pour m vers m :
sup(, t) = m(z, )] = op(1).
teR,xzeS

Ainsi, en disposant d’'un estimateur initial 0, de 0y, nous pouvons écrire
|ﬁl(l’, <$, 9:n>) - m<x7 <I7 90>)‘
= |m($, <3$, 9n>) - m(x7 <$, 90>) + m(x7 <$, 90>) - m(x, <£B, 90>)‘

< { sup () — miz, )} + Cllaldn — 6ol
teR,zeS

< { sup (. t) —m(z,t)[} + C") 0, — o],
teR,zeS
ou C et C' sont des constantes. La semi-distance d(-,-) joue un role primordial.
On choisit au préalable une base de L?[0, 1] que 'on note (e;) pour j = 1,2,.... La
semi-distance que I'on utilise est induite par la norme usuelle de L?[0, 1]. Rappelons
que

= <><1 _ /O Ber(®)dt. = /0 1 X(t)ek(t)dt>/.

Soit S un compact de L?[0,1] pour la distance d, définissons Papplication ¢ de
L2[0,1] dans R¥ qui & une fonction y fait correspondre Y, S*) = ¢(S) est alors
un compact de R* pour la norme 2. Pour tout ensemble I de R¥, I° est I’ensemble
des e—voisins pour la norme max | - |, qui est |z, = max;<;<j |7, pour x € R*.

Faisons une remarque essentielle, on peut décomposer m(x,t) —m(z,t) de la fagon
suivante :

m(z,t) —m(z,t) = m(z,t)—m(z® ) +m@®, ) —m@® ) +m®, 1) —m(z,t).

Ainsi, le terme 7 (z®, ) — m(x™ t) est ramené a un probléme fini-dimensionnel
que 'on traite a 'aide d’Einmahl et Mason (2005). Faisons maintenant quelques
hypothéses.

Assumption E
(a) Vx € S;0 < Cy¥(h) < P(X € B(z,h)) < C'W(h) < oo, pour C,C" des

constantes. V vérifie
3C* > 0, Jeg, Ve < €, / Y(u)du > C*e)(e),
0

¥(h) — 0 quand h — 0 et

sup ||z — z® || — 0.
z€S

1
hi(h)
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(b) V1,29 € S,Vt € R,
|m(z1,t) — m(zg, t)] < C(t)d(xy, x9)

avec sup,ep C(t) < 4o00.

(c) Vk, X®) admet une densité continue et strictement positive sur S®2, pour
un 0 <e < 1.

(d) K est positif, de support [0,1], d’intégrale 1, sa dérivée existe et vérifie la
condition —oo < C' < K'(t) < C" < 0, pour des constantes C,C". De plus,
nh* — 4o0.

(e) L’enveloppe F est défini par sup,cg |P(y,t)| < F(y), y € R. Elle vérifie
Vm > 2, E[F"(Y)|X =z] < du(z) < C < 40
avec 6,, continue sur S et C' une constante, de plus

sup sup E(F(Y) | X® = 2) < oo,
k zesk)e

pour un [ > 2.

Theorem 5.1 Sous les hypothéses E, on obtient :

sup |m(Iat) - m(:p,t)| = O]P‘(l)'
teR,xzcS

Faisons quelques commentaires : la condition nh* — +o0 est restrictive. h ne doit
pas tendre vite vers 0 et k ne doit pas tendre rapidement vers l'infini. Par exemple,
si on prend h = 1/(logn)™ alors k << logn/(7loglogn). Comparons maintenant
a l'article de Ferraty et al. (2010). Dans les cas usuels, leur condition (H5b) est
vérifiée dés que (logn)? = O(ny(h)). Cette derniére condition est moins restrictive
que nh* — +o0o, car k tend vers l'infini. Cependant, leur condition (H2) est trés
restrictive. Car s’ils prennent une semi-métrique & partir de projections sur un
espace de dimension k fixe (comme leur exemple 4), la condition (H2) est difficile
a vérifier.

2.6 Simulations

La premiére étude que nous avons effectué consiste a estimer la fonction 6, par
une méthode de Monte Carlo. On se fixe une base ¢;, j > 1 qui est une base de
Fourier ¢;(t) = v/2sin(rjt), t € [0,1], j > 1. Nous définissons , dans cette base :

20
Oo(t) = 60,0;(1),
j=1
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2.0

1.5

value
1.0

0.5
|

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

time

FIGURE 2.1 — La fonction 6,.

oufy; =1/j,1<j <3, 6;=0pour j > 3. La figure 2.1 représente la fonction

p. Nous construisons ensuite un échantillon (z;,y;) pour i = 1,...,400 comme
suit
20
2(t) = €;e5(t),
Jj=1

ol les €; sont générés par une loi normale centrée et de variance 1/52. On choisit un
lien logit avec p(t) = exp(t)/(14+exp(t)) et les y; sont générés par y qui suit une une
loi de Bernoulli de paramétre p(z) = p(Z?il 6o ;€;). Une fois obtenu ’échantillon,
on estime # par la méthode décrite plus haut avec p = 5 et une base différente de
¢; a savoir une base spline a 5 éléments. La figure 2.2 représente les fonctions 6,
et 6 obtenu en moyennant sur 1000 réplications la procédure.

2.7 Preuves

Dans toutes les preuves, on prend P = [, sans restriction de généralité.

Preuve du lemme 4.1.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

time

ues + values + values + values + values + values + values + values + values + values + values

FIGURE 2.2 — Estimation de 6, avec les instruments optimaux.

On utilise une version du théoréme 2.1 de Newey et McFadden (1994) :

Theorem 7.1 On suppose qu’il existe une fonction aléatoire Qn(e) tel que 0 mazi-
mise Qn(0).0n suppose de plus qu’il existe une fonction Qy(0) tel que :

(i) Oy est 'unique mazimum de Qu(0),
(i) © est compact,
(111) Qo(0) est continue,

(iv) on a

sup |Qn(6) — Qo(8)] =0,
0O

alors on obtient X
025 0,.

Pour obtenir la convergence uniforme en probabilité de Q,(6), on a besoin d’une
loi uniforme des grands nombres, voir le lemme 2.4 de Newey et McFadden (1994) :

Lemma 7.2 Sous les hypothéses suivantes :

1. les données sont i.1.d.,
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2. © est compact,
3. a(z;,0) est continue en chaque 8 € © avec probabilité un,
4. 1l existe d(z) avec ||a(z,0)]] < d(z) VO € © et E[d(z)] < oo,

on obtient la continuité de Ela(z,0)] et

supH—Za 2,0 a(z 0)]H—>0

pceo T

On pose Qu(0) = §,(0%)3.(07), avee §u(0) = 2321, Blaf”)g(y:, (¢}, 00)).
Posons de plus

Qo(0) = lim |[E [B(z®)g(y, (=@, 6¥))] |2,

n—oo

on a Qo(fy) = 0 qui est 'unique minimum. En effet, s’il existe 0; tel que Qy(6;) = 0,
alors en notant B; la j-éme coordonnée de B, nous avons

E | B,(x?)Elg(y, (a7, 60") | 2] — 0,

D’ou Vj,
E[B;(@)Elg(y, (z,01) | 2] =
D’ou E[g(y, (x,0:) | 2] = 0 et donc 6; = 0.
On applique ensuite la loi uniforme des grands nombres, on a alors par ’hypothése
4 qui est vérifiée par la condition (d) du lemme 4.1 :

. P
sup || (07)) — g,(0")]| — 0,
0cO

ol g,(0%)) = E[B(z®)g(y, (z,6P))]. On a

~

|Qn(0) — Qu(0)] < [Qn(6) — g, (%)) g, (6] + | g, (68 )gp((?(”)) Qo(0)]

< ]G (0%) = go (017 + 20195 (0PN 1190 (6%)) = g,(8™) |
+gp(0%)g,(07) — Qo (6).

D’ou

sup |On(0) — Qo(6)] == 0.
0cO noo

Toutes les hypothéses du théoréeme sont vérifiées, on en déduit que

16, — 657 = 0.
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Preuve du théoréme 4.2.

En posant

~

o’

on a par Taylor, pour un @ compris entre 0 et 6

U(6) = -7 (0)Pga(),

0=U(0) =U(b) + g—g(é) (é - 90) .

D’ou

qui se simplifie en
A agn 7y - A~
Vi (0=00) == (550))  Vngn(oo).
Dans une premiére partie, on s’attache a remplacer @ par 0. v/n <é — 6?0) s’écrit

G G agn - N
|G - o+ G| Vo

o [P [y 2| ]
R T 96 " 96 " gniv0)
Comme pour toute matrice C avec ||Cl|ls < 1on a (I, + C)"t =1, — C + R avec
IRl < (1 = [|C|l2) " YIC|I3, il suffit de montrer que

= 0,(1) and = 0,(1). (2.7.7)

6gn
[0 ]

|50 %

Par la loi de grands nombres,

00 9Gn OGn 1
Tottn) ~ B | o) = o) — A7 = 0,00,

Ceci assure la premiére partie de 'équation (2.7.7). Pour la deuxiéme partie de
I'équation (2.7.7), on peut écrire
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agn agn = ag
EAGEEACIE (20) - 89(%90))
2 2
< —ZHB .8~ G0
2
< Ou([16 = 6oll*) ZHB i) ||le(yq)|
= OP(]')J
avec les hypotheéses
dg dg
< . _ a
|90 - G| < ctwl—al
et
1 Bj(x:)lle(ys)| < T'(z) E[l'(2;)] < o0,
car

J=1 J=1

On étudie maintenant Z,A™Z, ot Z, = (%2(6))~ 1\/_gn(60) On cherche quel
terme est dominant dans la décomposition suivante de Z A~1Z,.