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Introduction

Mon travail de recherche de ces derniéres années a porté essentiellement sur
létude des anneaux (commutatifs) arithmétiques et plus particuliérement sur les
anneaux de valuation. Dans cette introduction je fais une présentation de tous ces
résultats, mais, dans les chapitres qui suivent je me limite aux anneaux de valuation.

J’ai commencé par m’intéresser aux anneaux a type de module borné, c’est a
dire, les anneaux pour lesquels il existe un entier n tel que tout module de type
fini soit une somme directe de modules engendrés par au plus n éléments. J’ai
obtenu une résolution compléte de ce probléme dans le cas local. Cela a fait ’objet
de 3 publications. En adaptant une méthode de Paolo Zanardo ([41]), dans [6],
je montre que si I'idéal maximal est de type fini, alors 'anneau est de valuation
presque maximal, c’est a dire que n = 1. Dans [7], je me passe de cette hypothése et
j'obtiens des résultats plus généraux qui permettent de réduire I’étude du probléme
au cas ol 'anneau de valuation est archimédien. Dans [11], j’établis un résultat sur
les modules uniformes qui résoud le probléme d’une fagon définitive lorsque I’anneau
est local, a savoir : tout anneau local & type de module borné est un anneau de
valuation presque maximal et donc n = 1. Ce travail est exposé au Chapitre 6,
avec quelques petites modifications par rapport aux articles cités ci-dessus. Ces
modifications prennent en compte des résultats plus récents qu’on peut trouver
dans les chapitres 2, 3 et 4.

Le dernier résultat sur les modules uniformes m’a permis de résoudre un autre
probléme : caractériser les anneaux de valuation intégres R qui admettent une
extension immédiate maximale de rang fini. Je montre qu’ils sont presque maximaux
par étage, ¢’est a dire qu’il existe une suite finie décroissante d’idéaux premiers (L)
tels que Ry, /Li41 soit presque maximal. Comme 1’a montré Peter Vamos ([38]),
ceci est nécessaire pour la caractérisation des anneaux de valuation intégres pour
lesquels il existe un entier m vérifiant que tout module sans torsion de rang fini
soit une somme directe de sous-modules de rang au plus m. La aussi j’ai obtenu
quelques résultats significatifs lorsque I’anneau est presque maximal, en adaptant le
travail de E. Lady lorsque R est discret de rang 1 ([28]). On montre que m < 3. Ce
travail fait 'objet d’un article qui est actuellement soumis. J’ai exposé ces travaux
& Brixen en Italie en septembre 2007, alors que j’étais invité par des collégues des
universités de Rome, Udine et Padoue.

D’autres travaux ont été utiles & la résolution de ces problémes. En particulier,
dans [8] il est montré que sur un anneau de valuation dont le spectre premier est dé-
nombrable, tout module unisériel est de type dénombrable. De plus on étend a tous
les anneaux de valuation un critére de presque maximalité d’Eben Matlis ([31]) : un
anneau de valuation est presque maximal si est seulement si tout module monogéne
de présentation finie a une enveloppe injective unisérielle. Une étude des anneaux
de valuation pour lesquels les modules FP-injectifs sont finiment injectifs est faite
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8 INTRODUCTION

avec au moins le résultat suivant : ces anneaux sont presque maximaux. Dans cet
article on fait une étude approfondie des anneaux de valuation pour lesquels tout
module injectif est plat. Ces résultats sont exposés dans les chapitres 2 et 3.

Les résultats obtenus dans [10] peuvent étre utiles pour caractériser les anneaux
a type de module borné dans le cas global. On y montre que les anneaux pour
lesquels tout module de type fini a une “unique” RD-suite de composition dont
les quotients sont monogénes et indécomposables, sont exactement les CF-anneaux
introduits par T. Shores et R. Wiegand ([36]). Si on suppose que les localisés en
les idéaux maximaux sont presque maximaux, alors on obtient les anneaux pour
lequels les modules de type fini sont sommes directes de modules monogénes. Il est
également montré que sur un CF-anneau, un module de type fini a sa dimension de
Goldie égale a la longueur de toutes ses RD-suites de composition si et seulement
si il est une somme directe de modules monogénes.

Pour les autres résultats sur les anneaux arithmétiques, voici un bref résumé
du contenu de chaque article :

-Dans [9], on montre que les anneaux arithmétiques ont une A-dimension < 3, et
pour certaines sous-classes cette A-dimension est < 2. On résoud aussi un probléme
posé par Henriksen : tout anneau de Bézout & spectre minimal compact est un
anneau d’Hermite.

-Dans [12]| on montre que sur un anneau de valuation R, la localisation en un
idéal premier P préserve 'injectivité pour les modules, sauf si P est I’ensemble des
diviseurs de zéro de R, s’il n’est pas maximal et s’il n’est pas plat. On en déduit que,
sur un anneau intégre de Priifer h-semilocal, le localisé, par rapport & une partie
multiplicative, d’un module injectif est injectif. Ce travail est exposé au Chapitre 5.

-Dans [13] on étend & tous les anneaux de valuation les résultats sur les en-
veloppes pure-injectives des modules unisériels, de type fini ou polysériels, obtenus
par R. B. Warfield ([40]) ou par L. Fuchs et L. Salce ([24]) dans le cas intégre,
en utilisant I’enveloppe pur-injective de I’anneau et ses propriétés. C’est exposé en
détail au Chapitre 4.

-Dans [17] on montre qu'un anneau est propre (tout élément est somme d’un
idempotent et d’un élément inversible) si et seulement si R est un anneau de Gelfand
et si 'ensemble des idéaux maximaux est compact et totalement discontinu pour
la topologie de Zariski. De plus si tout R-module indécomposable a son anneau
d’endomorphismes local, alors R est propre et ses localisés en ses idéaux maximaux
sont des anneaux de valuation. On montre que les anneaux pour lesquels les modules
indécomposables vérifient une condition de finitude (de type fini, de type cofini,
noethérien, artinien, de longueur finie, etc...) sont les anneaux de dimension de
Krull nulle avec un radical de Jacobson T-nilpotent. En outre, dans [19], on montre
qu’un anneau arithmétique R a ses anneaux de matrices fortement propres (tout
élément est somme d’un idempotent et d’un élément inversible qui commutent) si
et seulement si ses localisés en ses idéaux maximaux sont henséliens.

-Dans [15] on étend aux anneaux commutatifs semihéréditaires les résultats sur
les modules de présentation finie obtenus par Brewer, Katz, Klinger, Levy et Ullery
sur les anneaux de Priifer intégres ([3], [2] et [30]). En particulier tout module de
présentation finie sur un anneau héréditaire est somme directe de modules engendrés
par au plus 2 éléments, ce qui généralise un vieux résultat sur les anneaux de
Dedekind. J’avais présenté ce travail a Cortona en Italie, en juin 2004, invité par
des collégues des universités de Rome, Udine et Padoue.
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-Dans [18] on étudie les anneaux de valuation intégres R pour lesquels les
produits de modules libres sont séparables. Si les localisés de R sont de type dé-
nombrable, une condition nécessaire et suffisante est que R; soit maximal, ou J est
I'intersection de toutes les puissances de I'idéal maximal.

-Dans [16], on étudie les modules simplement, finiment ou localement projectifs
sur les anneaux de valuation. On obtient que tout module simplement projectif
(respectivement plat) sur un anneau de valuation R, est finiment projectif si et
seulement si R a son anneau de fractions maximal (respectivement artinien). Des
conditions nécessaires et suffisantes sont données pour qu’un anneau de valuation
soit fortement cohérent ou 7-cohérent.

-Enfin [14] est consacré & des anneaux qui ne sont pas nécessairement arithmeé-
tiques. On y introduit les notions de RD-platitude et de RD-coplatitude, ce qui
permet de caractériser les anneaux commutatifs pour lesquels tous les modules
artiniens sont RD-injectifs. On montre aussi qu'un anneau commutatif est parfait
(respectivement produit d’un anneau pur semi-simple avec un anneau fini) si et
seulement si tout module RD-plat est RD-projectif (respectivement tout module
RD-coplat est RD-injectif).






CHAPITRE 1

Préliminaires et définitions

1. Anneaux de valuation

On dit qu’un module M sur un anneau R est unisériel si I’ensemble de ses
sous-modules est totalement ordonné pour l'inclusion. On dit que R est un anneau
de valuation si R est un module unisériel sur lui-méme. Dans la suite, lorsque R est
un anneau de valuation, on note par P son idéal maximal, par Z I’ensemble de ses
diviseurs de zéro, qui est un idéal premier, et par () = Rz son anneau de fractions.

LEMME 1.1. Soient R un anneau de valuation, M un R-module, 1 € R et
y € M tel que ry # 0. Alors :

(1) (0:y)=7(0:ry);
(2) st (0:y) #0 alors (0:y) est de type fini si et seulement si (0 : ry) lest
aussi.

DEMONSTRATION. Il est clair que r(0 : 7y) C (0 : y). Soit @ € (0 : y). Puisque
ry # 0, (0 : y) C rR. il existe t € R tel que a = rt et on vérifie facilement
que t € (0 : ry). La seconde affirmation est une conséquence immédiate de la
premiére. O

LEMME 1.2. Soient R un anneau de valuation, I un idéal propre non nul de R
etpe P. Alors :

(1) pI =1 si est seulement si (I :p)=1;
(2) Yr e P, pl #1 etrl #0 implique prl # 1l ;

(3) sipIl =1 alors :
i)VneN, prI=Tet([:p")=1;
it) Vae I, p(Ra:I)=(Ra:1)
iii) Ya € I, si p™a # 0 alors (Ra : I) = (Rap™ : I).

DEMONSTRATION. (1). Supposons que pI = I. Soit r € (I : p). Si rp = 0, de
pl # 0 on déduit que (0:p) C Tetr € I. Sirp#0alors rp=tpavect € I, dou
on obtient Rt = Rr et r € I.

Supposons que (I :p) = 1. Alors p ¢ I d’oa Vr € I 3t € P tel que r = pt. On
obtient t € (I : p) = 1.

(2). Siprl = rl alors Va € I, 3b € I tel que rpb = ra. Si ra = 0, on a
a € (0:r)Cpl car rI #0. Sira # 0, on obtient Ra = Rpb C pl.

(3)i) est évident.
(3)ii). Soit r € ((Ra : I) : p). Alors prl C Ra et I C Ra. Donc ((Ra : 1) :
p) = (Ra : I) et en utilisant 1) on a p(Ra : I) = (Ra : I).

(3)iii). L’inclusion (Rp™a : I) C (Ra : I) est évidente. Si b € (Ra : I), alors

bI C Ra et donc bp™I C Rp™a. Puisque p™I =1, b€ (Rp™a: I). O

11
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Ce lemme est similaire a [24, Lemma I1.2.1].

LEMME 1.3. Soient R un anneau local, P son idéal mazimal, U un R-module
unisériel, r € R, et x,y € U. Alors :

(1) sirz =ry # 0. alors Rz = Ry;
(2) si R(x+vy) C RxURy alors Rx = Ry.

DEMONSTRATION. On peut supposer que x = ty avec t € R. It s’ensuit que
(1 —t)ry = 0 (respectivement = +y = (¢t + 1)y). Puisque ry # 0 (respectivement
R(z 4+ y) C Ry), on en déduit que t est inversible. O

LEMME 1.4. Soit R anneau de valuation et A un idéal propre de R. Alors
A # NpgaRr si et seulement si il existe t € R tel que A= Pt et N.gaRr = Rt.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € Npg 4 Rr\ A. Il est clair que Rt = N,¢ 4 Rr et on en
déduit que A = Pt. a

Comme dans [24, p.338], pour tout module non nul M sur un anneau de va-
luation R on pose
M*={s€ R|sM # M}.
Lorsque A est un idéal propre non nul de R, on a, d’aprés le lemme 1.2,
A'={seR|(A:s) # A}
Alors A*/A est 'ensemble des diviseurs de zéro de R/A . En particulier 0f = Z.

LEMME 1.5. Soient R un anneau de valuation, A un idéal propre de R et
t€ R\ A. Alors A* = (A : t)%.

DEMONSTRATION. Si t ¢ A* le résultat est évident. On peut donc supposer
quet € A¥. Soit a € (A:t)!. Sia € (A:t)alorsa € A% Sia ¢ (A :t), il existe
cd (A:t)tel que ac € (A : t). Il s'ensuit que act € A et ct ¢ A, dott a € At
Réciproquement soit a € Af. Il existe ¢ ¢ A tel que ac € A. Si a € (A : t) alors
ac(A:t)" . Sia¢ (A:t)alorsat ¢ A. Puisque ac € A, on a c = bt pour un b € P.
Puisque ¢ ¢ A il ensuit que b ¢ (A : t). De abt € A on déduit successivement que
abc (A:t)etac (A:t)t. O

On dit qu'un module est uniforme si U'intersection de deux sous-modules non
nuls quelconques est non nulle. Par exemple tout module injectif indécomposable
est uniforme.

Soit U un module uniforme sur un anneau de valuation R. On sait que, si z et
y sont des éléments non nuls de U tels que (0: 2) C (0 : y) alors il existe ¢ € R tel
que (0:y) = ((0:x):t): voir [32]. Comme dans [24, p.144], on pose

Uy={seR|JuecUu#0et su=0}
Alors Uy est un idéal premier et on a le lemme suivant.

LEMME 1.6. Soient R un anneau de valuation et U un R-module uniforme.
Alors, pour tout élément non nul u de U, Uy = (0 : u)*.

DEMONSTRATION. On pose A = (0 : u). Soit s € AF. Il existe t € (A : s) tel
que tu # 0. On a stu = 0, d’out s € Uy. Réciproquement soit s € Uy. Il existe
0#zcUtelquese (0:z) C(0:2) =A% On a la derniére égalité d’aprés le
lemme 1.5. ]
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2. Auto-FP-injectivité

Un R-module E est dit FP-injectif (ou absolument pur) si Ext}%(F, E) =0,
pour tout R-module F' de présentation finie. Un anneau R est dit auto-FP-injectif
s’il est FP-injectif en tant que R-module. Une suite exacte 0 - FF - F — G — 0
est pure si elle reste exacte quand on la tensorise avec un R-module quelconque.
Dans ce cas on dit que F est sous-module pur de E. Rappelons qu'un module F est
FP-injectif si et seulement si c’est un sous-module pur de tout surmodule ([37]).
On dit que F est sous-module relativement divisible de E si rENF =rF, Vr € R.
Tout module de présentation finie sur un anneau de valuation est une somme directe
finie de sous-modules monogénes d’aprés [39, Theorem 1]. Par conséquent, sur un
anneau de valuation, un sous-module est pur si et seulement si il est relativement
divisible.

On sait d’aprés |25, Lemma 3| que les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes pour un anneau de valuation R :

(1) tout élément non inversible est diviseur de 0.
(2) Vac Rona(0:(0:a)) = Ra.

PROPOSITION 1.7. Soit R un anneau de valuation vérifiant les conditions (1)
et (2). Alors on a :
(i) si I est un idéal de R tel que I # (0 : (0 : I)) il existe a € R tel que
Ra=(0:(0:1)) et I = Pa;
(i) si P est non fidéle alors pour tout idéal I on a I = (0:(0:1));
(ii) R est un anneau auto-FP-injectif.

DEMONSTRATION. (i) Voir [27, Proposition 1.3].
(ii) d’apres (i) il suffit de montrer que Va € P (0: a) # (0 : Pa). Soit Rs 'idéal
minimal de R. Alors 3b € P tel que s =ab. D'ou b ¢ (0:a) et b€ (0: Pa).
(iii) Voir [5, Théoréme 2.8].
(]

Si I est un idéal de R, on dit qu’il est archimédien if I* = P. Alors I est
archimédien si et seulement si R/I est auto-FP-injectif.

3. Pure-injectivité et maximalité

On dit qu’un anneau R est linéairement compact (pour la topologie discréte)
si toute famille (r; + A;)ier, ou Vi € I, r; € R et A; est un idéal de R, ayant la
propriété d’intersection finie, a une intersection non vide. Si R est un anneau de
valuation, on dit qu’il est maximal s’il est linéairement compact et on dit qu’il est
presque mazimal si R/A est maximal pout tout idéal propre non nul A.

Un R-module F' est pur-injectif si pour toute suite exacte pure

0-N—-M-—=L—0
de R-modules, la suite suivante
0 — Homg(L, F) - Homgr (M, F) — Homg(N,F) — 0
est exacte. Un R-module B est une extension pure-essentielle d’un sous-module
A si A est un sous-module pur de B et, si pour tout sous-module K de B, soit

KNA#0,s0it KNA=0et (A+ K)/K n’est pas un sous-module pur de B/K.
On dit que B est une enveloppe pure-injective de A si B est pur-injectif et une
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extension pure-essentielle de A. D’aprés [40] ou [24, chapter XIII] tout R-module
M a une enveloppe pure-injective et deux enveloppes pure-injectives quelconques
de M sont isomorphes.



CHAPITRE 2

Sur les anneaux de valuation qui sont des
IF-anneaux

Dans ce chapitre on présente des résultats parus dans [8]. C’est pratiquement
la traduction de la deuxiéme section de cet article.

1. Caractérisation des anneaux de valuation qui sont des IF-anneaux

On commence par donner quelques résultats sur les modules injectifs indécom-
posables sur un anneau de valuation. Dans la suite, si R est un anneau de valuation,
on pose E = E(R), H= E(R/Z) et F = E(R/Rr) pour tout r € P, r # 0. Rap-
pelons que, si r et s sont des éléments non nuls de P, alors E(R/Rr) = E(R/Rs),
(see [32]).

PROPOSITION 2.1. Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout anneau de
valuation R :

(1) les modules E et H sont plats;

(2) les modules E et H sont isomorphes si et seulement si Z n’est pas fidéle.

DEMONSTRATION. On suppose d’abord que Z = P, et par conséquent R est
FP-injectif. Soit x € E, x # 0, et 7 € R tels que rx = 0. Il existe a € R tel que
ar € Ret ar # 0. Alors (0 : a) C (0 : ax), d’ou il existe d € R tel que ax = ad.
D’aprés le lemme 1.1 (0 : d) = (0 : z), et on en déduit qu’il existe y € E tel que
x = dy. Il s’ensuit que r ® x = rd ® y = 0. Donc F est plat. Maintenant si Z # P,
alors E = Eg(Q). Par conséquent E est plat sur Q) et R.

Q étant auto-FP-injectif, Fq(Q/Z) = H est plat d’aprés [5, Théoréme 2.8].

Si Z n’est pas fidéle, il existe a € Z tel que Z = (0 : a). On en déduit que
H = E(Ra) = E. O

On dit qu'un module G est finiment injectif si pour tout sous-module A d’un
module arbitraire B tout homomorphisme ¢ : A — G se prolonge a B.

On établit que E et F sont générateurs de la catégorie des R-modules finiment
injectifs . Plus précisément :

PROPOSITION 2.2. Soient R un anneau de valuation et G un module finiment
injectif. Alors il existe une suite exacte pure : 0 - K — I — G — 0, telle que I
soit somme directe de sous-modules isomorphes a E ou F.

DEMONSTRATION. Il existe un épimorphisme ¢ : L = @ cpa Ry — G, ot A est
un ensemble et Ry = R, VA € A. Soit u, : B, — L le monomorphisme canonique.
Pour tout pv € A, ¢ ou, peut se prolonger a v, : E,, = G, ou E,, = E,Vu € A.
On note ¢ : ®,eaE, — G, épimorphisme défini par la famille (¢,),ea. On pose
A = Hompg(F,G) et p: F®) — G le morphisme défini par les élements of A. Alors

15
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1 et p induisent un épimorphisme ¢ : I = EW ¢ F(A) 5 @. Puisque, pour tout
r € P,r # 0, chaque morphisme g : R/Rr — G peut se prolonger & F — G, il
s’ensuit que K = ker ¢ est un pur sous-module de I. O

Rappelons que R est cohérent si tout idéal de type fini de R est de présentation
finie. Comme dans [4] on dit que R est un IF-anneau si tout R-module injectif est
plat. Des propositions 2.1 et 2.2 on déduit des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’'un anneau de valuation soit un IF-anneau.

THEOREME 2.3. Soit R un anneau de valuation qui n’est pas un corps. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) R est cohérent et auto-FP-injectif;

(2) R est un IF-anneau;

(3) F est plat

4) F

(5) P n’est pas un R-module plat;
(6

) il existe r € R,r #£ 0, tel que (0: 1) soit un idéal principal non nul.

DEMONSTRATION. (1) = (4). D’aprés [4, Corollary 3|, pour tout r € P,r # 0,
il existe t € P,t # 0, tel que (0:t) = Rr. Donc R/Rr =2 Rt C R C E. On en déduit
que F =2 F.

(4) = (3) est une conséquence de la proposition 2.1.

(3) = (2). Si G est un module injectif, alors d’apreés la proposition 2.2 il existe
une suite exacte pure 0 - K — I — G — 0 ou [ est une somme directe de sous-
modules isomorphes & E ou F. D’aprés la proposition 2.1 I est plat, d’'ou G Vest
aussi.

(2) = (1). Voir [4, Theorem 2].

(1) = (6) est une conséquence immeédiate de [4, Corollary 3].

(6) = (5). On note (0 : r) = Rt. Sir®t = 0 dans Rr ® P alors, d’aprés |1,
Proposition 13, p. 42|, il existe s et d dans P tels que ¢ = ds et rd = 0. Donc
d e (0:7) et d ¢ Rt. D’ott une contradiction. Par conséquent P n’est pas plat.

(5) = (1). Si Z # P, alors P = U,g¢zRr, d’'out P est plat. Donc Z = P. Si R
n’est pas cohérent, il existe r € P tel que (0 : r) ne soit pas de type fini. D’aprés le
lemme 1.1 (0 : s) n’est pas de type fini pour tout s € P, s # 0. Par conséquent, si
st =0, il existe p € Peta € (0: s) tels que t = ap. Il s’ensuit que st = sa®@p =0
dans Rs ® P. D’ou P est plat. On obtient une contradiction. ([l

Le théoréme suivant permet de donner des exemples d’anneaux de valuation
qui sont des IF-anneaux.

THEOREME 2.4. Tout anneau de valuation R vérifie les conditions suivantes :

(1) pour tout 0 #r € P, R/Rr est un IF-anneau;
(2) pour tout idéal premier J C Z, Ry est un IF-anneau.
DEMONSTRATION. (1). Pour tout a € P\ Rr il existe b € P\ Rr tel que r = ab.

On en déduit facilement que (Rr : a) = Rb d’ot R/Rr est un IF-anneau d’apres le
théoréme 2.3.
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(2). L’inclusion J C Z implique qu’il existe s € Z\ J et 0 # r € J tels que
sr = 0. Si on pose R' = R/Rr alors R; = R/;. D’aprés (1) et [5, Proposition 1.2]
R est un IF-anneau. [l

2. Relation entre E(R/P) et F
Les lemmes suivants sont utiles pour montrer 'importante proposition 2.7.

LEMME 2.5. Tout anneau de valuation R vérifie l'une des conditions suivantes :
(1) i Z # P alors E = PE.
(2) st Z=P alors E=R+ PE et E/PE >~ R/P.

DEMONSTRATION. (1).Sip € P\ Z alors E = pE.

(2). Pour tout z € PE, (0:x) #0dou 1 ¢ PE. Soit € E\ R. Il existe r € R
tel que 0 # rz € R. Puisque R est auto-FP-injectif, il existe d € R tel que rd = rzx.
D’aprés le lemme 1.1 (0 : d) = (0 : ). On en déduit que x = dy pour un y € E.
Alors x € PE si d € P. Si d est inversible, de la méme facon on trouve ¢,c € R et
z€ Etelsquetc=t(x—d) #0et x—d=cz. Puisquer € (0:2z—d)=(0:¢)
alorsce Pet v € R+ PE. O

LEMME 2.6. Soient R un anneau de valuation et U un R-module uniforme. Si
x,y €U, x ¢ Ry ety ¢ Rz, alors Rx N Ry n’est pas de type fini.

DEMONSTRATION. Supposons que RxtN Ry = Rz. On peut supposer qu’il existe
t € Petde R tels que z = ty = tdx. 1l est facile de vérifier que (Rx : y — dx) =
(Rx:y)=(Rz:y) =Rt C(0:y—dzx).Ilsensuit que Rex N R(y — dx) = 0. Cest
en contradiction avec le fait que U soit uniforme. g

PROPOSITION 2.7. Soit R un anneau de valuation qui n’est pas un corps. Ap-
pliquons le foncteur Homg(—, E(R/P)) a la suite exacte canonique

(S):0—>P—R— R/P—0. Alors:
(1) si R n’est pas un IF-anneau on obtient la suite exacte
($1):0— R/P — E(R/P) - F — 0, avec F = Homg(P, E(R/P)),
(2) si R est un IF-anneau on obtient la suite exacte
(S2):0—>R/P— E(R/P) - F— R/P—0,
avec PF = Homp(P, E(R/P)).

DEMONSTRATION. (1). (S) induit la suite exacte suivante :

0 - R/P - E(R/P) — Hompg(P, E(R/P)) — 0. D’aprés le théoréme 2.3 P
est plat, d’'ot Hompg(P, E(R/P)) est injectif. Soient f et g deux éléments non nuls
de Hompg (P, E(R/P)). Il existe x et y dans E(R/P) tels que f(p) = px et g(p) = py
pour tout p € P. Soit Rv le sous-module minimal non nul de E(R/P). D’apreés le
lemme 2.6 il existe z € (Rz N Ry) \ Rv. Alors 'application h définie par h(p) = pz
pour tout p € P est non nulle et appartient & Rf N Rg. Donc Hompg (P, E(R/P)) est
uniforme. Maintenant soit a € R tel que af = 0. Il s’ensuit que Pa C (0: z) = Pb
pour un b € R. On en déduit que (0 : f) = Rb. Donc F = Hompg(P, E(R/P)).

(2). D’abord on suppose que P n’est pas de type fini. On déduit de la premiére
partie de la démonstration que Hompg (P, E(R/P)) C F. On garde les notations de
(1). On a (0 : f) = Rb et il existe ¢ € P tel que (0 : ¢) = Rb. Par conséquent
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f € ¢F C PF. Réciproquement soient y € PF et b € P tels que (0 : y) = Rb.
Puisque R’ = R/Pb n’est pas un IF-anneau on déduit de (1) que

Homp (P/bP, E(R/P)) = {z € F | bP C (0: 2)} = Er/(R'/rR)

ou 0 # r € P/bP. Donc Hompg (P, E(R/P)) = PF. On obtient le résultat d’aprés
le théoréme 2.3 et le lemme 2.5.

Si P = pR alors E(R/P) = E = F. La multiplication par p induit la suite
exacte (Sz2). O

De cette proposition 2.7 on déduit des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un anneau de valuation soit un IF-anneau. Comme dans [37], la dimension FP-
injective d’un R-module M (FP —i.d.g M) est le plus petit entier n > 0 tel que
Ext?'l(N ,M) = 0 pour tout R-module de présentation finie N. La proposition
suivante est utile pour obtenir ces résultats.

PRrROPOSITION 2.8. Soit U un module uniforme et FP-injectif sur un anneau de
valuation R. On suppose qu’il existe un élément non nul x de U tel que Z = (0 : x).
Alors :

(1) U est un Q-module ;
(2) pour tout R-sous-module propre A de Q, U/Ax est fidéle et FP-injectif.

DEMONSTRATION. (1). Pour tout 0 #y € U, (0:y) =sZou (0:y) = (Z:
s) = Z (voir [32]). Donc (0:y) C Z. Si s € R\ Z alors la multiplication par s dans
U est injective. Puisque U est FP-injectif, cette multiplication est bijective.

(2).Si R C Ailexiste s € R\ Z tel que sA C Ret il existe y € U tel que x = sy.
Alors Az = Asy et (0 : y) = Z. Par conséquent on peut supposer que A C R, aprés
éventuellement avoir remplacé A par As et x par y. Soit ¢ € R. Puisque (0:¢) C Z
il existe z € U tel que x = tz. Donc 0 # = + Az = t(z + Az) d’ot U/Ax est fidéle.
Soient t € Ret y € U tels que (0:¢) C (0:y+ Ax). Alors (0: t)y C Az C Q. 1
est facile de vérifier que (0 : t) est un idéal de Q. Puisque Qx est le Q-sous-module
minimal non nul de U on obtient que (0:¢) C (0 : y). Puisque U est FP-injectif on
conclut que U/Az V'est aussi. ]

COROLLAIRE 2.9. Soit R un anneau de valuation. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) R n’est pas un IF-anneau.
(2) i.d g R/P =1.
(3) FP —id.r R/Z = 1.

DEMONSTRATION. (1) < (2). C’est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 2.7.

(1) & (3). Si R est un IF-anneau alors Z = P et FP —i.d.g R/Z > 1 d’aprés la
proposition 2.7. Supposons que R n’est pas un [F-anneau et que Z # P. Soit x € H
tel que Z = (0 : z). D’aprés la proposition 2.8 H/Rx est FP-injectif. Il s’ensuit que
FP —id.rR/Z = 1. 0

La proposition 2.7 permet de généraliser des résultats bien connus dans le cas
ol R est intégre. Le théoréme suivant est une généralisation de la premiére partie
de [31, Theorem 4].
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THEOREME 2.10. Soit R un anneau de valuation. Alors R est presque maximal
si et seulement si ' est unisériel.

DEMONSTRATION. D’apreés [25, Theorem| F est unisériel si R est presque maxi-
mal. Réciproquement si F' est unisériel, en utilisant la suite exacte (S7) ou (S3) de
la proposition 2.7, il est facile de montrer que E(R/P) est unisériel. On conclut en
utilisant [25, Theorem)]. O

Ces deux propositions seront utilisées dans les chapitres suivants.

PROPOSITION 2.11. Soient R un anneau de valuation et U un module uniforme
FP-injectif. On suppose que Uy = Z = P. Alors :

(1) U est fidéle si P est de type fini ou fidéle ;

(2) si P nlest ni fidéle ni de type fini alors ann(U) = (0 : P) si E(U) 2
E(R/P) et U est fidele si E(U) = E(R/P).

DEMONSTRATION. Si E(U) & E(R/P), soit u € U tel que (0 : u) = P. Alors
pour tout 0 # ¢t € P, (0:t) C P. Donc il existe z € U tel que tz = u # 0. Par
conséquent U est fidéle. On suppose dans la suite que E(U) % E(R/P).

(1). D’abord on suppose que P = Rp. Alors, pour tout idéal A qui n’est pas
de type fini, il est facile de vérifier que A = (A : p). Par conséquent, pour tout
u € U, (0 : u) est principal d’aprés le lemme 1.6, d’ou E(U) & E. Maintenant on
suppose que P est fidéle. Alors P n’est pas de type fini. Pour un 0 # u € U on
pose A = (0:u). Soit 0 # ¢ € P. Alors (0:t) C P. L’égalité A* = P implique qu’il
existe s € P\ Atel que (0:¢) C(A:5).Onasuz#0et (0:su)=(A:s). Onen
déduit qu’il existe z € U tel que tz = su # 0.

(2). On garde les notations de (1). Si ¢t ¢ (0 : P) on montre comme dans la
premiére partie de la démonstration qu’il existe z € U tel que tz # 0. D’autre part,
pour tout s ¢ (0: A), (0: P) C sA. Donc ann(U) = (0: P). O

PROPOSITION 2.12. Soient R un anneau de valuation qui soit un IF-anneau et
V un R-module unisériel tel que, pour tout x € V' \ {0} (0: x) ne soit pas de type
fini. Alors V' est FP-injectif si et seulement si V' est fidéle.

DEMONSTRATION. Supposons V fidele. Soient s € Ret x € V tels que (0: s) C
(0 : z). On va montrer que x € sV. Puisque R est cohérent (0 : s) est principal,
d’ott on a (0 : s) C (0 : z). Donc s(0 : ) # 0. Aussi, il existe u € V tel que
(0:u) Cs(0:2x) C(0:x)car V est fidéle et unisériel. Donc « € Ru et il existe
r € R tel que x = ru. D’apres le lemme 1.1 (0 : u) = r(0 : x). On en déduit que
r(0:2) C s(0:z). Dour € Rs. On obtient x = sau avec a € R.

Réciproquement, supposons V' FP-injectif. Puisque R est cohérent P est de
type fini ou fidéle. Donc V est fidéle d’aprés la proposition 2.11. O






CHAPITRE 3

Modules unisériels de type dénombrable

Dans ce chapitre on présente des résultats parus aussi dans [8]. C’est prati-
quement une traduction de la quatriéme section de cet article. Cependant certains
résultats sont légérement améliorés et étaient déja annoncés dans [11] et [13].

Dans ce chapitre on garde les mémes notations que dans le chapitre 2.

D’abord quelques lemmes qui vont étre utiles dans la suite.

On dit quun R-module M est de type cofini (respectivement codénombrable) si
M est un sous-module d’un produit fini (respectivement dénombrable) d’enveloppes
injectives de modules simples.

LEMME 3.1. Soient R anneau de valuation et A un idéal propre de R. On
suppose que R/A n'est pas de type cofini. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) toute famille F d’idéaux contenant proprement A et telle que A = Nrexrl
contient une sous-famille dénombrable (I,)nen d’idéaux de R vérifiant
Ini1 C 1, VneN et A=Npenln;

(2) il existe une famille dénombrable (an)nen d’éléments de R vérifiant
A C Ranpy1 C Ray,¥n € N et A =NpenRay;

(3) R/A est de type codénombrable.

DEMONSTRATION. Sinous prenons a,, € I,\I,+1,Yn € N, alors A = N,,enRay,.
Par conséquent (1) = (2).

Il est évident que A = NpenRa, si et seulement si A = NyenPay,, et cette
derniére condition est équivalente & :

R/A est un sous — module de H (R/Pa,) C E(R/P)".
neN

Donc les conditions (2) et (3) sont équivalentes.

Pour (2) = (1) on construit une suite (I,)neny de F de la fagon suivante : on
choisit Iy € F tel que a9 ¢ Iy et Vn € N on choisit 1,11 € F tel que I,,11 C
Ra, N1,. O

LEMME 3.2. Soit R un anneau (non nécessairement commutatif). Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
(1) tout R-module & gauche monogéne est de type codénombrable ;
(2) tout R-module & gauche de type fini est de type codénombrable.
DEMONSTRATION. Seulement (1) = (2) a besoin d’étre montré. Soit M un R-

module & gauche engendré par {zj, | 1 < k < p}. On fait une récurrence sur p. Soit N
le sous-module de M engendré par {xy, | 1 < k < p—1}. L’hypothése de récurrence

21
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implique que N est un sous-module de G et M/N un sous-module de I, ou G et
I sont produits d’une famille dénombrable d’enveloppes injectives de R-modules
a gauche simples. L’inclusion N — G se prolonge & un morphisme ¢ : M — G.
Soit ¢ le morphisme composé M — M/N — I. On définit A : M - G &I
par A(z) = (¢(z), p(x)) pour tout z € M. 1l est facile de montrer que A est un
monomorphisme et ensuite de conclure. ([

PROPOSITION 3.3. Soit R un anneau de valuation tel que Z = P. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) R et R/(0: P) sont de type codénombrable ;
(2) P est de type dénombrable ;

(3) tout R-module injectif indécomposable U tel que Uy = P contient un sous-
module pur unisériel de type dénombrable.

De plus, quand ces conditions sont satisfaites, tout idéal A tel que A* = P est de
type dénombrable et R/A est de type codénombrable.

DEMONSTRATION. (1) = (2). On peut supposer que P n’est pas de type fini.
Si (0: P) = NypenRsn, ot 8, & (0: P) et s, ¢ Rsyi1, Yn € N, alors, en utilisant
[27, Proposition 1.3], il est facile de montrer que P = U,en(0 : s,,). Puisque
(0:5,) C(0:8p41), Vn € N, on en déduit que P est de type dénombrable.

(2) = (1). On suppose d’abord que P est principal. Alors (0 : P) est le sous-
module minimal non nul de R, et (0: P2)/(0 : P) est le sous-module minimal non
nul de R/(0: P). Donc R et R/(0: P) sont de type cofini. Maintenant on suppose
que P = UpenRt, ol thy1 ¢ Rt, pour tout n € N. Comme ci-dessus on obtient
que (0: P) = Npen(0 : ty,). Puisque (0 : ty41) C (0 : t,) pour tout n € N il s’ensuit
que R/(0 : P) est de type codénombrable. Si (0: P) # 0 alors R est de type cofini.

(3) = (1). 11 suffit de montrer que R/(0 : P) est de type codénombrable. On
peut supposer que P n’est pas principal. Alors E(R/(0 : P)) 2 F % E(R/P) et
F; = P. Soit U un sous-module pur et unisériel de F. Soit {z,, | n € N} un systéme
générateur de U tel que x,1 ¢ Rx, pour tout n € N. D’aprés la proposition 2.11
on a légalité : (0: P) = Npen(0: ). Ona (0: zp41) C (0: x4,), Yn € N sinon
Rzp4+1 = Rxy,. Par conséquent R/(0 : P) est de type codénombrable.

(1) = (3). Si P est principal alors un idéal A satisfait A% = P si et seulement
si A est principal (voir la démonstration de la proposition 2.11). Il s’ensuit que U
contient un sous module pur isomorphe & R. On suppose maintement que P n’est
pas de type fini. D’aprés la proposition 2.11 on a ann(U) = 0 ou ann(U) = (0 : P).
Quitte & remplacer R par R/(0 : P) on peut supposer que P et U sont fidéles
et R est un IF-anneau. Supposons qu’il existe x € U tel que (0 : ) = 0. Alors
Rz = R est un sous-module pur de U. On suppose maintenant que (0 : x) #
0, Ve € U. On pose A =(0:z) pourun 0 # x € U et B = (0 : A). Pour tout
0#yeUtelque (0:y) C Aona (0:y) =sA pour un s € R\ B d’aprés
[24, Proposition IX.2.1]. Puisque U est fidéle, on a Nycp\psA = 0. D’autre part
R est de type codénombrable et donc il existe une famille dénombrable (s,,)nen
d’éléments de R\ B telle que Npensnd = 0 et Vn € N, s,4.1R C s, R. On pose
to =1, t1 = s1. Pour tout entier n > 1, soit ¢,,41 € P tel que s, = spy1tpy1. On
obtient une famille (¢,)neny d’éléments de R telle que tg...t,A # 0, Vn € N, et
Nnento - - -t A = 0. Par récurrence sur n on construit une suite (z,)nen telle que
(0:x,) =to...th,A, Yn € N. On pose g = x. Puisque t,+1(0 : x,) # 0 on a
(0 : tpy1) C (0 : x,). La FP-injectivité de U implique qu’il existe x,41 € U tel
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que T, = tpy1Tnt1. D'aprés le lemme 1.1 on a (0 : z,41) = to...tht1A. Soit V
le sous-module de U engendré par {x, | n € N}. Alors V est unisériel et fidéle.
Supposons qu'il existe 0 # v € V tel que (0 : v) soit principal. Puisque R est un
IF-anneau, 3s € R tel que (0 : s) = (0 : v). La FP-injectivité de U implique qu’il
existe u € U tel que v = su. On a (0: u) = s(0 : v) = 0 d’aprés le lemme 1.1. On
obtient une contradiction. D’aprés la proposition 2.11 V' est FP-injectif et donc un
sous-module pur de U.

Maintenant on montre la derniére assertion. Si P est principal alors A est
aussi et R/A est de type cofini. Supposons que P = UpenRs,. Si A = Pt pour
un t € R alors A est de type dénombrable et R/A est de type cofini. On peut
supposer que (A : t) C P pour tout t € R\ A. Il est clair que A C Npen(4 : sp).
Sib e Npen(A4: sp), alors b € (A : P) et il s’ensuit que P C (A : b). Donc b € A,
A =Npen(4 : s,) et R/A est de type codénombrable. Soit s € P\ (0: A). On a
((0: A):s)=(0:s4) D (0: A). On en déduit que (0: A)¥ = P. Par conséquent
R/(0 : A) est de type codénombrable. Si (0 : A) = Pt pour un t € R, alors tA
est l'idéal minimal non nul de R et en utilisant le lemme 1.3 on montre que A
est principal. Si (0 : A) = NpenREt, alors on prouve que A = Upen(0 : t,), en
utilisant [27, Proposition 1.3], quand A n’est pas principal. Donc A est de type
dénombrable. ]

On dit qu’un anneau de valuation R est archimédien si son idéal maximal P
est le seul idéal premier non nul. C’est équivalent & : Va,b € P,a # 0,3n € N tel
que b" € Ra. En utilisant cette derniére condition on va montrer que P est de type
dénombrable.

LEMME 3.4. Soit R un anneau de valuation archimédien. Alors son idéal maxi-
mal P est de type dénombrable.

DEMONSTRATION. On peut supposer que P n’est pas de type fini. Soit r € P.
Alors il existe s et t dans P tels que r = st et il existe ¢ € P tel ¢ ¢ RsU Rt. Donc,
pour tout r € P il existe ¢ € P tel que ¢*> ¢ Rr. Maintenant on considére la suite
(an)nen d’éléments de P définie de la maniére suivante : on choisit un élément non
nul ap de P et par récurrence sur n on choisit a,41 tel que afb 11 ¢ Ra,. On en
déduit que a%" ¢ Ray, pour tout entier n > 1. Soit b € P. Il existe p € N tel que
bP? € Rag. Soit n un entier tel que 2™ > p. Il est facile de vérifier que b € Ra,,. Alors
{an | n € N} engendre P. O

En utilisant ce lemme, on déduit de la proposition 3.3 le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.5. Soient R un anneau de valuation et N son nilradical. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout idéal premier J C Z, J est de type dénombrable et R/J est de
type codénombrable ;

(2) pour tout idéal premier J C Z qui est la réunion de l’ensemble des idéauz
premiers contenus proprement dans J il y a un sous-ensemble dénombrable
dont la réunion est J, et pour tout idéal premier J C Z qui est l'intersec-
tion de l’ensemble des idéaux premiers contenant proprement J il y a un
sous-ensemble dénombrable dont l’intersection est J;
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(3) tout R-module injectif indécomposable contient un sous-module pur unisé-
riel non nul de type dénombrable.

De plus, quand ces conditions sont vérifiées, tout idéal A de Q) est de type dénom-
brable et Q/A est de type codénombrable.

DEMONSTRATION. (3) = (1). Pour tout idéal premier J C Z, R; est un R-
module unisériel FP-injectif. On vérifie facilement que tout sous-module unisériel et
pur de E(Ry) est isomorphe & R;. Donc R est de type dénombrable. Il est évident
que J = NpenRt,, ot t, ¢ J pour tout n € N si et seulement si {t;! | n € N}
engendre R ;. Donc R/.J est de type codénombrable. D’aprés la proposition 3.3 JR ;
est de type dénombrable sur R;. On en déduit que J est de type dénombrable sur
R aussi.

(1) = (3). Soient U un R-module injectif indécomposable et J = Uy. On
suppose d’abord que J C Z. Puisque R/J est de type codénombrable et J de type
dénombrable, R; et JR; sont de type dénombrable. D’aprés la proposition 3.3 U
contient un sous-module pur de type dénombrable sur R; et sur R aussi. Si Z C J
alors U = E(R/A) ou A est un idéal fidéle. Soient V' un sous-module unisériel
FP-injectif de type dénombrable de H et € V tel que (0 : ) = Z. D’aprés la
proposition 2.8 V/Ax est FP-injectif et isomorphe a un sous-module de U.

(1) = (2). On suppose que J est la réunion des idéaux premiers contenus
proprement dans J. Soit {a, | n € N} un systéme générateur de J tel que a, 1 ¢
Ra,, pour tout n € N. On considére (I,,),en une suite d’idéaux premiers contenus
proprement dans J définie de la fagon suivante : on choisit Iy tel que ag € Iy et
pour tout n € N on choisit I, tel que Ray,+1 U, C I,41. Alors J est la réunion
de cette famille (I,),cn. Maintenant si J est Uintersection des idéaux premiers
contenant proprement J, on montre d’une facon similaire que J est l'intersection
d’une sous-famille dénombrable de ces idéaux premiers.

(2) = (1). D’aprés le lemme 3.1 on peut supposer que V(J)\ {J} a un élément
minimal I. Si a € I\ J alors J = NuenRa™. 1l reste a prouver que J est de type
dénombrable. Si J = N alors R; est archimédien. Si J # N, on peut supposer que
D(J) a un élément maximal I. Alors R;/IR; est archimédien aussi. Dans les deux
cas JR est de type dénombrable sur R; d’aprés le lemme 3.4. D’autre part R/.J
est de type codénombrable, d’ott Ry est de type dénombrable sur R. Observons que
JR; = J/0;. On en déduit que J est de type dénombrable sur R aussi.

Montrons la derniére assertion. On pose J = Af. Alors J C Z. D’aprés la
proposition 3.3 A est de type dénombrable sur R ;. Puisque R; est de type dénom-
brable sur R il s’ensuit que A est de type dénombrable sur R aussi. D’autre part,
puisque Rj/AR; est de type codénombrable, l'inclusion Q/A C R;/AR; implique
que /A Vest aussi, d’aprés le lemme 3.1. d

De ce corollaire on déduit les résultats suivants :
COROLLAIRE 3.6. Soit R un anneau de valuation. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) tout R-module de type fini est de type codénombrable et tout idéal de R
est de type dénombrable ;

(2) pour tout idéal premier J qui est la réunion de l’ensemble des idéaux pre-
miers contenus proprement dans J il y a un sous-ensemble dénombrable
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dont la réunion est J, et pour tout idéal premier J C Z qui est l’intersec-
tion de l’ensemble des idéaux premiers contenant proprement J il y a un
sous-ensemble dénombrable dont l’intersection est J;

(3) tout module unisériel est de type dénombrable.

DEMONSTRATION. 1l est évident que (1) = (2).

(2) = (1). Quand R satisfait la condition (D) : Z = P, on a le résultat d’apreés
le corollaire 3.5. Retournons au cas général. Soient A un idéal non principal de R
et 7 € A;r # 0. Alors anneau quotient R/Rr satisfait la condition (D). Donc
A est de type dénombrable et R/A est de type codénombrable. Si R est intégre,
alors comme dans la preuve du corollaire 3.5 on montre que R est de type codé-
nombrable. Si R n’est pas intégre, alors ) satisfait (D) et par conséquent @ est de
type codénombrable sur Q). D’aprés le lemme 3.1 R est de type codénombrable. Le
lemme 3.2 permet de conclure.

(3) = (2). Soit J un idéal premier. Alors J etR; sont des R-modules unisériels.
Aussi ils sont de type dénombrable. Si R est engendré par {t,! | n € N}, out, ¢ J
Vn € N, alors J = NyenRE,. 11 est alors facile d’obtenir (2).

(1) = (3). Soient U un module unisériel et J = U* U Uy. Alors U est un R -
module. Mais R/J de type codénombrable est équivalent & Ry de type dénombrable.
Donc U est de type dénombrable sur R si et seulement si U est de type dénombrable
sur Rjy. Aussi on peut supposer que J = P.

Supposons d’abord que U¥ = P. Si PU C U alors U = Ru ot u € U \ PU.
Supposons maintenant que PU = U. Soient r, s € P tels que rU # 0. Si rU = rsU
alors d’aprés le lemme 1.3 on a U = sU, d’ot une contradiction. Soit {p, | n € N}
un systéme générateur de P tel que ppt1 ¢ Rpy. Alors U = Upenp,U. On peut
supposer que p,U # 0, ¥n € N. Aussi on a p,U C p,+1U pour tout n € N. Soit
Up € ppi1U \ prU pour tout n € N. Alors U est engendré par {u, | n € N}.

Supposons maintenant que Uy = P. Supposons que (0 : u) = (0 : U) pour un
u € U. Soit v € U tel que u = av pour un a € R. D’apreés le lemme 1.1 (0 : u) =
((0 : v) : @). On obtient que (0 : v) = ((0:v) :a) = (0:U). Puisque (0 : v)* = P,
d’aprés le lemme 1.6 a est inversible, et par conséquent U est monogéne. Supposons
maintenant que (0 : U) C (0 : u) pour tout w € U. On a (0 : U) = Nyer(0 : u).
D’aprés le lemme 3.1 il existe une famille dénombrable (uy,)neny d’éléments de U
telle que (0 : U) = Npen(0 : uy) et upt1 ¢ Rup, ¥n € N. Soit w € U. Puisque
(0:u) #(0:U), il existe n € N tel que (0 : uy,) C (0: u). Donc w € Ru,, et U est
engendré par {u, | n € N}. O

COROLLAIRE 3.7. Soit R un anneau de valuation tel que Spec(R) soit dénom-
brable. Alors :
(1) tout R-module de type fini est de type codénombrable ;

(2) tout R-module unisériel est de type dénombrable.






CHAPITRE 4

Enveloppes pure-injectives

Dans ce chapitre on présente des résultats parus dans [13]|. Ce sont princi-
palement des généralisations de résultats déja connus dans le cas ot I'anneau de
valuation est intégre, établis par R. Warfield d’une part et L. Fuchs et L.Salce
d’autre part : voir [40] et [24, Chapter XII].

Dans tout ce chapitre, si M est un R-module, son enveloppe pure-injective sera
notée M.

1. Propriétés de R

PROPOSITION 4.1. Soient R un anneau de valuation, E un module injectif et
r € P. Alors E/rE est injectif sur R/rR.

DEMONSTRATION. Soient J un idéal de R tel que Rr C Jet g: J/Rr — E/rE
un homomorphisme non nul. Pour tout z € F on note par & 'image de = dans
E/rE. Soit a € J\ Rr tel que § = g(a) # 0. Alors (Rr : a) C (rE : y). Soit t € R
tel que 7 = at. On a ty = rz pour un z € E. Il s’ensuit que t(y — az) = 0. Aussi,
puisque at =7 # 0, on a (0:a) C Rt C (0: y — az). L'injectivité de E implique
qu’il existe z € E tel que y = a(z + z). On pose x, = x + 2. Si b € J \ Ra alors
a(xq —xp) € rE. Donc zp € 24+ (rE :g a). Puisque E est pur-injectif, d’aprés [40,
Theorem 4] il existe € Ngeyxy + (TE g a). On en déduit que g(a) = aZ pour
tout a € J. O

PROPOSITION 4.2. Tout anneau de valuation R a les propriétés suivantes :
(1) pour tout x € R il existe a € R, pePetyc R tels que T = a + pay ;

(2) pour tout idéal archimédien A de R, R/AR est une extension essentielle
de R/A;

(3) R/PR=~R/P.

DEMONSTRATION. (3) est une conséquence immédiate de (1).

On déduit aussi (2) de (1). Puisque R est un sous-module pur de R, Papplication
canonique R/A — E/Aﬁ est injective. Soit x € R \ R+ AR. Onaz =a + pay
ola€ R, pe Pety e R. Donc pa ¢ A. Puisque A est archimédien, il existe
re(A:pa)\ (A:a). Dourz € R+ AR\ AR.

On proceéde par étapes pour montrer (1).

Etape 1. Supposons que R soit auto-FP-injectif. Dans ce cas, R =~ Er(R)
d’apres [24, Lemma XIII1.2.7]. On peut supposer que z ¢ R. Alors il existe d € R
tel que dr € R et dx # 0. Puisque R est un sous-module pur de Ronadr=db
pour un b € R. D’aprés le lemme 1.1 (0 : 2) = (0 : b), d’ott # = bz pour un z € R
puisque R est injectif. De la méme fagon, il existe ¢, u € R tels que cz = cu # 0.

27
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On obtient (0:u) = (0: 2z) = b(0:b) = 0. Donc u est inversible. Puisque z —u ¢ R,
il existe s, qeRetyeﬁtelsqueo#sq:s(z—u) €Ret z—u=gqy. On a
ce€(0:z—u)=(0:q). Donc ¢ € P. On pose a = bu et p = qu™"' et on obtient
T = a+ pay.

Etape 2. Maintenant on montre que ﬁ/rﬁ = Eg/rr(R/TR) pour tout 0 # r €
P. Si NgzoaR = 0 alors c’est une conséquence immédiate de [21, Theorem 5.6].
Sinon P n’est pas fidéle, R est auto-FP-injectif et R~ Egr(R). D’aprés l'étape 1
et 'implication (1) = (2) la condition (2) est vérifiée. D’aprés la Proposition 4.1
E/rl/% est injectif sur R/rR.

Etape 3. Maintenant on montre (1) dans le cas général. Si N,.orR # 0, alors
R est auto-FP-injectif. On a le résultat d’aprés I’étape 1. Si N,»orR = 0, on pose
T= ﬂr;ﬁorR Montrons que T' = 0. Soit x € TN R. Alors z € RN rR=rR pour
tout r€ R, r #20. Doncz=0et TN R =0. SmentacER, r,a € Ret z €T tels
que rz = a+z. Il existe y € R tel que z = ry. On obtient r(x—y) = a, d’ou il existe
b € R tel que b = a. Il s’ensuit que R est un sous-module pur de R/T Pulsque
R est une extension pure-essentielle de R on en déduit que T'= 0. Soit x € R On
peut supposer que = ¢ R. Il existe 0 # r € R tel que = ¢ rR.Siz € R+ rR alors
T =a+ry, avecaeRetyG}A% Onaa¢rRsinonx€r]§ Donc r = pa pour un
peP.Six ¢ R+rR alors, pulsque R/Rr est auto-FP- aneCtlf des étapes 1 et 2 on
déduit quex—a—pazErRouaeR pePetzeR 1l est évident que a ¢ rR.
Il est maintenant facile de conclure. (I

Comme dans le cas intégre on a :
PROPOSITION 4.3. R est un R-module fidélement plat.

DEMONSTRATION. Soient z € R et 7 € R tels que rx = 0. D’aprés la proposi-
tion 4.2 il existe a € R, p € P et y € R tels que x = a + pay. Donc rpay € R. On
en déduit qu’il existe b € R tel que ra(l + pb) = 0. D’ou

ra=0etr@zr=ra® (1+py)=0.

Puisque R est pur dans }AB, la proposition est démontrée. ([l

2. Enveloppes pure-injectives des modules unisériels

Le lemme suivant et la proposition 4.5 seront utiles pour montrer la pure-
injectivité de certains modules dans la suite.

LEMME 4.4. Soient U un module et M un module plat. Alors, pour toutr,s € R,
M®R (SU U T’) (M ®p sU : ‘M®rU T)

DEMONSTRATION. On pose L = M ®@RgU. Soit ¢ le composé de la multiplication
par r dans U avec la surjection canonique U — U/sU. Alors (sU :y r) = ker(¢).
On en déduit que M ®pg (sU :y r) est isomorphe a ker(1y, ® ¢) car M est plat. On
vérifie facilement que 1,; ® ¢ est le composé de la multiplication par r dans L avec
la surjection canonique L — L/sL. Donc M ®p (sU ¢y r) = (sL :p 7). O

PROPOSITION 4.5. Tout R-module pur-injectif M a la propriété suivante : si
(z:)icr est une famille d’éléments de M et (A;)icr une famille d’idéaux de R telles
que la famille M = (x; + A;M);cr ait la propriété d’intersection finie, alors M a
une intersection non vide. La réciproque est vraie si M est plat.
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DEMONSTRATION. Soit ¢ € I tel que A; ne soit pas de type fini. D’aprés le
lemme 1.4 soit A; = Pry, soit A; = Neecpr\a,cR. Si, Vi € I tel que A; ne soit pas
de type fini, on remplace x; + A;M par x; + r;M dans le premier cas, et par la
famille (2; +cM).cp\ 4, dans le second cas, on déduit de M une famille N qui ala
propriété d’intersection finie. Puisque M is pur-injectif, il existe x € M appartenant
a chaque élément de la famille N d’aprés [40, Theorem 4]. On peut supposer que
la famille (4;);es; n’a pas de plus petit élément. Aussi, si A; n’est pas de type fini,
il existe j € I tel que A; C A;. Soit ¢ € A; \ PA; tel que z; + cM € N. Alors
r—x;€cM C A;M et z; —x; € AyM. Donc ¢ — x; € A; M pour tout i € I.

Réciproquement, si M est plat, alors, d’apres le lemme 4.4 on a (sM :p; ) =
(sR :7)M pour tout s, € R. On utilise [40, Theorem 4] pour conclure. O

PROPOSITION 4.6. Soient U un module unisériel et M un module plat pur-
injectif. Alors M @p U est pur-injectif.

DEMONSTRATION. Soit L = M ®gU. On utilise [40, Theorem 4] pour montrer
que L est pur-injectif. Soit (x;);er une famille d’éléments de M telle que la famille
F = (z; + Ni)ier ait la propriété d’intersection finie, o N; = (s;L :f ;) et
ri,8; € R, Vi € I.

D’abord on suppose que U = R/A ou A est un idéal propre de R. Donc L =
M/AM. It s; ¢ A alors N; = (s;M :pp r;)JAM = (Rs; : ;)M /AM. On pose A; =
(Rs; : r;) dans ce cas. Si s; € A alors N; = (AM :pp 1) JAM = (A :r;))M/AM. On
pose A; = (A : r;) dans ce cas. Pour tout i € I, soit y; € M tel que x; = y; + AM. 1l
est évident que la famille (y; + A;M),;cr a la propriété d’intersection finie. D’aprés
la proposition 4.5 cette famille a une intersection non vide. Donc F a aussi une
intersection non vide.

Maintenant on suppose que U n’est pas de type fini. Il est évident que F a une
intersection non vide si x; +N; = L, Vi € I. On peut donc supposer qu’il existe ig €
I tel que x;, + N;, # L. Soient I' = {i € I | N; C N;, } et F' = (2; + N;)iep . Alors
F et F' ont la méme intersection. D’aprés le lemme 4.4 N;, = M Qg (8;,U v 14,)-
On en déduit que (s;,U :py 14,) C U car Ny, # L. Donc Ju € U tel que x;, + N;, C
M®grRu. Alors, Vi e I', x;+ N; C M®gr Ru. On M®g Ru = M /(0 : u)M. D’apreés
la premiére partie de la démonstration M /(0 : u)M est pur-injectif. On remplace
R par R/(0: u) et on suppose que (0: u) = 0. Soit A; = ((s;U :py ;) 1 u), Vi € I'.
Alors N; = A; M, Vi € I'. D’aprés la proposition 4.5 F' a une intersection non vide.
Donc F a une intersection non vide aussi. [

Il est maintenant possible de déterminer ’enveloppe pure-injective de tout mo-
dule unisériel . On obtient une généralisation de [24, Corollary XIIL5.5]

THEOREME 4.7. Tout anneau de valuation R vérifie les conditions suivantes :

(1) soient U un R-module unisériel et J = U* U Ug. Alors }/%; ®Qr U est len-
veloppe pure-injective de U. De plus, U est une extension essentielle de U
st J = Uy.

(2) pour tout idéal propre A de R, E/AI/:E est l’enveloppe pure-injective de
R/A. De plus R/AR = Er/a(R/A) si A est archimédien.

DEMONSTRATION. (1). Si s € R\ J alors la multiplication par s dans U est
bijective. Donc U est un Rj-module. Aprés avoir remplacé R par Rj, on peut
supposer que J = P. On pose U = R; ®r U.
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Supposons que P = U*. D’aprés [40, Proposition 6] U=U®®V ouV est un
sous-module de U. Soit v € V. Alors v = r @u ot u € U et # € R. D’aprés
la proposition 4.2 x = a + pay, ol a € R, p € Pet y € R. Puisque pU C U,
' € U\ (PuUpU). Alors u = cu’ avec ¢ € R et v = cau’ + pcay @ v’. On a
you =z+wounweVetze U. Donc ca/ + pcaz = 0. Puisque U est pur dans
U, il existe 2/ € U tel que cau’ + pcaz’ = 0. Si v # 0 l'égalité v = (1+py) @ cav’
implique cau’ # 0. D’aprés le lemme 1.3 on obtient v’ € pU, d’otl une contradiction.
Donc V = 0. _ R

Supposons que P = Uy. Si0 # z € U alors z =2z ®@uotu € Uetz e R.
D’aprés la proposition 4.2 il existe a € R, p € Pet y € R tels que T = a + pay.
Donc z = au + y ® pau. Soit A = (0 : au). D’aprés le lemme 1.6 A* = P. Donc
(0:pau) = (A:p)# A Soit r € (A:p)\ A. Alors 0 #£rz e U.

(2). On applique la premiére condition en prenant U = R/A. Dans ce cas,
U* = P. L’enveloppe pure-injective de R/A est la méme sur R et sur R/A. Puisque
R/A est auto-FP-injectif quand A is archimédien on utilise [24, Lemma XIII1.2.7]
pour démontrer la derniére assertion. O

Comme dans [35], si 2 € R\ R, on dit que B(z) = {r € R | z ¢ R+ rR} est
Iidéal large de x. Alors la proposition 4.9 est une généralisation de [35, Proposition
1.4]. Le lemme suivant est utile pour montrer cette proposition.

LEMME 4.8. Soit J un idéal propre tel que J = N.g jcR. Alors JR = ﬂcchﬁ.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 4.7 }A%/ JR est I’enveloppe pure-injective
de R/J. Dans la démonstration de I’étape 3 de la proposition 4.2 il a été montré
que ﬂa;ﬁoaﬁ =0 si Ngx0aR = 0. On applique donc ce résultat & R/J pour obtenir
le lemme. (I

La topologie des idéaur de R est la topologie linéaire qui a pour base de voisi-
nages de 0 les idéaux non nuls.

PROPOSITION 4.9. Soit A un idéal propre. Alors R/A est séparé et non complet
pour sa topologie des idéauz si et seulement si A = B(xz) pour un x dans R\ R.

DEMONSTRATION. Pour montrer que R/B(x) est séparé, on fait comme dans
[35, Proposition 1.4], on montre que a ¢ B(z) implique que pa ¢ B(z ) pour un
peEP.Onax=r+ayour € Rety¢€ R. D aprés la proposition 4.2, R= R—i—P}A‘Z
Aussiy = s+pz,avecs € R, p € Pet z € R. On obtient z = r+as+paz € R—l—paR
Pour tout a ¢ B(z), = € rq+aR pour un r, € R. Si la famille (r, +aR).¢p(z) a une
intersection non vide, alors, en utilisant le lemme 4.8, on obtient que x € R—I—B(x)ﬁ,
d’ot une contradiction. Donc R/B(x) est non complet.

Réciproquement, supposons R/A séparé et non complet. Alors il existe une
famille (r, + aR)a¢ 4 qui a la propriété d’intersection finie et une totale intersection
vide. Puisque R est pur-injectif, la totale intersection de la famille (r, + aR)a¢ A
contient un élément x qui n’appartient pas a R. Il est clair que B(z) C A. Si
z=r+bRavecr € Retbe Aalorsr € re + aR pour tout a ¢ A, puisque R est
un sous-module pur de R. D’ott une contradiction. Donc A = B(x). O

Le lemme suivant est une généralisation de [35, Lemma 1.3].
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LEMME 4.10. Soit x € R tel que x = r + ay pour r,a € R ety € R. Alors
B(y) = (B(z) : a).

DEMONSTRATION. Soit ¢ ¢ B(y). Alors y = s+ tz avec s € R et z € R. Il
s’ensuit que x = r + as + aty. Donc t ¢ (B(z) : a).

Réciproquement, si t ¢ (B(x) : a) alors on obtient les égalités suivantes x =
r4+ay =s+tazavecs € Ret z € R. Puisque R est un sous-module pur de R ,on a
a(y—tz—b) = 0 avec b € R. De la platitude de R on déduit que (y—tz—b) € (0 : a)R.
Mais ta ¢ B(x) implique que ta # 0, d’ou (0 : a) C Rt. Donc t ¢ B(y). O

Si U est un module unisériel sur un anneau de valuation integre, il est dit
standard sl existe deux sous-modules A et B de @ tels que A C Bet U = B/A;
dans le cas contraire il est dit non-standard.

Si U est un module unisériel non-standard sur un anneau de valuation intégre
R alors U est indécomposable d’aprés [21, Proposition 5.1] et il existe un module
unisériel standard V tel que U=V d’aprés [24, Theorem XII1.5.9]. Donc, R@RU ~
R® r V n’implique pas U = V. Cependant, il est possible d’obtenir la proposition
suivante :

PROPOSITION 4.11. Soient U et V des modules unisériels et J = Ut U Us.

Supposons que R Qr U = R Qr V. Alors U et V sont isomorphes si l'une des
conditions suivantes est satisfaite :

(1) Ut =J et J #J?,
(2) U est de type dénombrable.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : ﬁ@R U— §®R V l’isomorphisme. Soit 0 # u € U.
Alors ¢(u) =z Qv oux € RetveV. D’aprés la proposition 4.2 on peut supposer
que 2 = 1+ py avec p € P et y € R. On montre d’abord que (0 : u) = (0 : v). Il est
évident que (0 : v) € (0 : ). Soit r € (0: u). Alors z @ rv = 0. De la platitude de
R on déduit qu'il existe s € R et z € R tels que r = sz et sTv = 0.SiseP alors
on obtient que 1 = ge pour un ¢ € P et un e € R. Puisque R est pur dans R, il
s’ensuit que 1 € P. C’est absurde. Donc s est inversible et r € (0 : v).

Soient v, v’ des éléments non nuls de V et x, 2’ € 1+ PR tels que z®v = ' ®v'.
Il existe t € R tel que v = tv’. On va montrer que ¢ est inversible. On obtient que
(¢ —tr)®@v" = 0. Sit € P, comme ci-dessus on déduit que v = 0, d’ot une
contradiction.

Soient w € U et v € V comme dans la premiére partie de la démonstration.
D’aprés le lemme 1.6 on a Uy = (0 : u)* = (0 : v)* = V4. Soit p € P. On va
montrer que u € pU si et seulement si v € pV. Si v = pw pour un w € V alors
d(u) = prw = pe(z) pour un z € R®pU. Puique U est un sous-module pur, alors
u = pu’ pour un v’ € U. Réciproquement, si u = pu’ pour v’ € U et ¢p(v') =2’ @0’
onv' eVeta el+ Pﬁ on obtient que =’ @ pv’ = x ® v. De ci-dessus, on déduit
que v € pV. Done, Ut = Vﬁ

On peut maintenant démontrer que U et V sont isomorphes quand la premiére
condition est satisfaite. Dans ce cas U et V sont des modules sur R;. Puisque
J # J? , JR; est un idéal principal de R;. Puisque JU C U et JV CV, U et V
sont monogénes sur R ;. Soient u € U et v € V comme dans la premiére partie de la
démonstration, et supposons que U = Rjyu. Si v =rw avec r € Ry et w € V alors
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on obtient, comme ci-dessus que u = ru’ pour un v’ € U. Donc r est inversible et
U et V sont isomorphes.

Soit {u;}ier un systéme générateur de U. Pour tout ¢ € I, soient v; € V et
z; € 1+ PR tels que ¢(u;) = z; ® v;. Supposons que (0: U) C (0: u), Vu € U.
De la premiére partie de la démonstration on déduit que (0: V) C (0:v), Yo € V.
On a Nier(0: u;) = (0 : U). Donc Nicr(0: v;) = (0: V). Aussi, Vo € V il existe
i €1 tel que (0:v;) C (0: ). Donc v € Rv;. Maintenant, supposons Ju € U tel
que (0 : u) = (0 : U). D’aprés [24, Lemma X.1.4] J = U*. On peut supposer que
J = J? et I est infini. Alors JU = U et JV = V. Soit v € V. 1l existe p € J tel
que v € pV. Mais il existe i € I tel que u; ¢ pU. Aussi, v; ¢ pV. Donc v € R v;.
Maintenant supposons que I = N. Soit (ay)nen une suite d’éléments de P tels que
Up = ApUnt1, YN € N. On pose ¢(ug) = vg. Supposons que ¢(u,) = Sy, OU Sy,
inversible. D’aprés la seconde partie de la démonstration il existe une unité ¢,, telle
que anvpi1 = the(uy). On pose donc p(u,41) = t,, tv,41. Par récurrence sur n, on
obtient un isomorphisme ¢ : U — V. ]

~

Soit T' = Endg(R). D’aprés [21, Proposition 5.1] et [24, Theorem XIII.3.10]
T est local. Pour tout R-module M, R ®pk M est un T-module a gauche. Comme
dans [22] on dit qu'un T-module a gauche unisériel F' est contractable s’il existe
deux T-sous-modules G et H de F tels que 0 C H C G C F et FF = G/H. Dans le
cas contraire F' est dit incontractable.

PROPOSITION 4.12. Soit U un R-module unisériel. Alors :
(1) R®p U est un T-module unisériel incontractable ;
(2) Endy(R®p U) est un anneau local.

DEMONSTRATION. (1). Soit z € 1 + PR. D’abord on montre que Rz est un
sous-module pur de R. Soient a,b € Rety € R tels que by = ax. D’aprés la
proposition 4.2 y = c+pcz avecc € R, p € Pet z € R. Supposons que a ¢ Rbe.
Alors bc = ra avecr € P. Six = 1+ qgx’ avec q € P et 2’ € 1/%, on obtient que
a(l—r)=a(rpz —qa’) = aty avect € Pet y € R. Puisque R est un sous-module
pur de R il existe s € R tel que a(l —r —ts) = 0. On déduit que a = 0, d’on
une contradiction. Donc a € Rbc. En utilisant des arguments similaires on montre
facilement que Rz est fidéle.

Soient 2,2/ € ROpU.Onaz=r®uet 2 =2 @u ot z,2 € 1+ PR et
u,u’ € U. Supposons que v’ = ru avec r € R. L’homomorphisme ¢ : Rz — Rraz’
tel que ¢(x) = ra’ est bien défini et peut se prolonger a R. On obtient que ¢z = 2.
Donc R ®pgr U est unisériel sur T.

Supposons que R ®p U soit contractable sur T. D’aprés [22, Lemma 1.17] il
existe z € R ®gr U tel que Tz soit contractable. Ona z =z ®u ot x € 1 + PR et
weU.Donc Tz = R Qg Ru. 1l existe 2z’ € Tz et un T-épimorphisme non injectif
a: Tz — Tz. Soit K = Ker a. On peut supposer que a(z’) = 2. Ona 2/ = 2/ @ ru
ott 2’ € 1+ PR et r € R. Soit y un élément non nul de K. Alors y = t2/ = ay’ ® ru
avect € T,y €1+ PR et a € R. Mais il existe s,s' € T tels que 2’ = sy’ et
y = s'2’. Donc 0 # az’ @ ru € K. Puisque y # 0 on a aru # 0. D’autre part
z ® aru = afar’ @ ru) = 0. Il s’ensuit que aru = 0 d’ou une contradiction. Donc
R® r U est incontractable.

(2) est une conséquence immeédiate de (1) et [22, Proposition 9.24]. O
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PROPOSITION 4.13. Soit ¢ un nombre cardinal. On considére un R-module M
engendré par au plus ¢ éléments et un R-sous-module pur U de M. Alors U est
engendré par au plus ¢ éléments.

DEMONSTRATION On vérifie facﬂement que R® r U est un sous- module pur
de R Qr M. D’apres la proposition 4.6 R QR U est pur-injectif. Donc R Qr U est
un facteur direct de B ® r M. D’autre part R® r M est un T- module engendré par
au plus ¢ éléments. Alors on peut dire la méme chose de R® rU. On peut supposer
que R® r U est engendré par (1 ® u;)iecs, out I est un ensemble de cardinal ¢ et
u; € U, Vi € 1. Soit V' le sous-module de U engendré par (uz)zel Alors l'inclusion
V' — U induit un isomorphisme R® rV — R® r U. Puisque R est fidélement plat
onaV =U. d

3. Enveloppes pure-injectives des modules polysériels

On dit qu'un module M est polysériel s’il a une suite de composition pure
0O=MycM,C---CM, =M,

(i.e. My est un sous-module pur de M, Vk, 0 < k < n) ou My/Mj_1 est unisériel
Vk, 1 < k < n. D’aprés [24, Lemma 1.7.8], si M est de type fini, M a une suite de
composition pure, o My /Mj_1 = R/Aj et Ay est un idéal propre, Vk, 1 < k < n.
On note par gen M le nombre minimal de générateurs de M. D’apreés [24, Lemma

V.5.3] n = gen M. La suite suivante (A1, --- , A,) est appelée la suite d’annulateurs
de M et elle est uniquement déterminée par M, a l'ordre prés (voir [24, Theorem
V.5.5]).

On peut maintenant étendre le résultat obtenu par Warfield[40] dans la cas
intégre pour les modules de type fini.

THEOREME 4.14. Soit M un R-module de type fini. Alors :
M~RerM~R/A\R® - ®R/AR,
ot (A1, ,Ay) est la suite d’annulateurs de M.

DEMONSTRATION. Il est facile de vérifier que M est un sous-module pur de
R ®gr M. On a que R ®pr M7 est aussi un sous-module pur de R ®r M. D’aprés la
proposition 4.6 R®p M, est pur-injectif. Il s’ensuit que R ®r M = (R ®r Ml)
(R®RM/M1) Par récurrence sur n on obtient que Rz M = R/AlRQB BR/A,R.
Donc R®p M est pur- injectif. D’ apreb [40, Proposition 6] M est un facteur direct
de R®R M. Donc R RQr M = M @V, ou V est un sous-module de R RQr M
D’ apres la proposition 4.2 on déduit que, Vz € R ®r M, il existe m € M, pePet
Yy € R®RM tels que £ = m + py. Supposons que x € V. Il existe z € MetveV
tels que x = m+pz+pv. Il s’ensuit que x = pv, d’ou V = PV. D’autre part, R/AR
est indécomposable d’aprés [21, Proposition 5.1] et End(R/AR) est local d’aprés
[44, Theorem 9] ou [24, Theorem XIII.3.10], pour tout idéal propre A. D’aprés le
théoréme de Krull-Schmidt V = R/A;, R® - & I%/Akpﬁ ou {ki, - ,kp} est une
partie de {1,--- ,n}. Si V # 0, d’aprés la proposition 4.2 on obtient V' # PV. Cette
contradiction compléte la démonstration. (Il

Le rang de Malcev d’'un module N est le nombre cardinal
Mr N =sup{gen M | M C N, gen M < co}.
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La proposition suivante est identique & la premiére partie de [24, Proposition
XII.1.6]. Nous en donnons une démonstration différente.

PROPOSITION 4.15. La longueur de toute suite de composition pure d’un module
polysériel M est égale & Mr M.

DEMONSTRATION. Soit 0 = My C My C --- C M,, = M une suite de compo-
sition pure de M. Comme dans |24, Corollary XII.1.5] on montre que Mr M < n.
L’égalité est vérifiée pour n = 1. De la suite de composition pure de M, on déduit
une suite de composition pure de M/M; de longueur n — 1. D’aprés ’hypothése de
récurrence M /M, contient un sous-module de type fini Y avec gen Y =n — 1.

Supposons que Y soit engendré par {ys, ..., Yy, }. Soient xa, ..., x, € M tels que
Yk = T + M7 et F' le sous-module de M engendré par xo,...,2,. Si FNM; = M,
alors M7 C F et M; est un sous-module pur de F. Dans ce cas M; est de type fini
d’aprés la proposition 4.13. Il s’ensuit que la suite suivante est exacte :

My — r — Y — 0
PM; PF PY '
On a donc gen Y = gen F' — gen M; < n — 2. On obtient une contradiction car

gen Y = n—1. Donc FNM; # M. Soit 1 € My \ F N M. Soit X le sous-

0—

module de M engendré par x1,...,z,. Clairement Rx; = M; N X. On va montrer
que Pxy = Rx; N PX. Soit x € Rx; N PX. Alors x = pzzzl apxr = rrp ol
pe Petr, ay,..., a, € R. 1l s’ensuit que pzzz; axxy = (r — pai)zy. Donc

(r —pay)ry € MiNF C Rxy. On en déduit que r — pa; € P d’ou r € P. Donc
x € Pxy. Par conséquent la suite suivante est exacte :

Px, PX PY '

Donc gen X = n. O

0—

On étudie maintenant les enveloppes pure-injectives des modules polysériels.

THEOREME 4.16. Soit M wun module polysériel avec la suite de composition
pure suivante :
O=MyCcM;C---CM,=M
Pour tout entier k, 1 < k <n on pose Uy, = My, /My_1. Alors :

(1) 4l existe un sous-ensemble I de {k e N |1 <k <n} tel que M = @keﬂ/]; ;
(2) R ®pr M est pur-injectif et isomorphe a EB’,:Z‘]/% ®pr Uy ;
(3) la collection (1/% ®r Uk)i1<k<n est uniquement déterminée par M.

DEMONSTRATION. (1). Soit N un sous-module pur de M. L’inclusion N — N
peut se prolonger & w : M — N. Soit f: M- N & m défini par f(z) =
(w(z),x + N), pour tout x € M. Il est facile de vérifier que f est un pur mo-
nomorphisme. Il s’ensuit que M est un facteur direct de N @ M\/N Donc, par
récurrence sur n, on obtient facilement que M est un facteur direct de @Zi?ﬁ\k
Puisque, Vk € N, 1 < k < n, (/]; est indécomposable d’apreés [21, Proposition 5.1] et
EndR([/J;) est local d’aprés [44, Theorem 9] ou [24, Theorem XII1.3.10], on applique
le théoréme de Krull-Schmidt pour conclure.

(2). On fait comme dans la démonstration du théoréme 4.14.
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(3). Puisque R® rRM et R® r Ui sont des T-modules, on conclut d’aprés la
proposition 4.12 et le théoréme de Krull-Schmidt. O

COROLLAIRE 4.17. Si M est polysériel et de type dénombrable alors deux suites
de composition pure de M ont a l'ordre prés des quotients isomorphes.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 4.16 la collection (ﬁ ®r Uk)i1<k<n est
uniquement déterminée par M. Il reste & montrer que, si U et V sont des modules
unisériels tels que R® rU = R® rV alors U 2 V. C’est une conséquence immédiate
des propositions 4.13 et 4.11. O






CHAPITRE 5

Localisations des modules injectifs

Dans ce chapitre on présente principalement des résultats parus dans [12].
Cependant le résultat sur les anneaux de Priifer h-semilocaux va étre publié dans
un article intitulé "Localizations of injective modules over arithmetical rings" a
paraitre dans Communications in Algebra.

Si S est une partie multiplicative d’un anneau noethérien R, il est bien connu
que ST1E est injectif pour tout R-module injectif E. L’exemple suivant montre que
ce résultat n’est généralement pas vrai si R n’est pas noethérien.

EXEMPLE 5.1. Soient K un corps et I un ensemble infini. On pose R = K7,
J=KD et S={1l—-7r|reJ} Alors R/J = S™'R, R est un module injectif,
mais R/J n’est pas injectif d’aprés [33, Theorem)].

E. C. Dade fut probablement le premier a étudier les localisations des modules
injectifs. D’apres [20, Theorem 25], il existe un anneau R, une partie multiplicative
S et un module injectif G tels que S~'G ne soit pas injectif. Dans cet exemple on
peut choisir R intégre et cohérent.

Cependant, pour certaines classes d’anneaux non noethériens, les localisations
des modules injectifs sont aussi injectives. Par exemple :

PROPOSITION 5.2. Soit R un anneau héréditaire. Pour toute partie multiplica-
tive S de R et pour tout R-module injectif E, ST'E est injectif.

Il existe des anneaux héréditaires non noethériens.

DEMONSTRATION. Soit F le noyau de I'application canonique : E — S~1E.
Alors E//F est injectif et sans S-torsion. Soit s € S. On a (0 : s) = Re, ol € est un
idempotent de R. Il est facile de vérifier que s + e est régulier . Donc, si z € F, il
existe y € F tel que = (s + e)y. Il est clair que eE C F. Donc x + F = s(y + F).
La multiplication par s dans E/F est bijective, d’'ou E/F = S'E. O

Dans la proposition 5.2 et 'exemple 5.1, R est un anneau cohérent. D’apreés
[5, Proposition 1.2] S™!FE est FP-injectif si £ est un module FP-injectif sur un
anneau cohérent R, mais on ne peut se passer de ’hypothése de cohérence : voir |5,
Exemple p.344].
1. Localisation sur les anneaux de valuation

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 5.3. Soient R un anneau de valuation, et E un module injectif
(respectivement FP-injectif). Alors :

(1) pour tout idéal premier J # Z, E; est injectif (respect. FP-injectif) ;

37
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(2) Ez est injectif (respect. FP-injectif) si et seulement si E ou Z est plat.

DEMONSTRATION. Soient J un idéal premier et £ un module. Si F est FP-
injectif, E est un sous-module pur d’un module injectif M. On en déduit que E;
est un sous-module pur de M;. Donc, si M; est injectif on conclut que E; is
FP-injectif. Maintenant on suppose que F est injectif.

(1). Supposons que J C Z. Soit s € Z \ J. Alors il existe 0 # r € J tel que
sr = 0. Donc rE est contenu dans le noyau de I'application canonique : £ — E;.
De plus Ry = (R/rR)y et Ey = (E/rE);. D’aprés la proposition 4.1, E/rE est
injectif sur R/rR et d’aprés le théoréme 2.4 R/rR est un IF-anneau. Donc E/rE
est plat sur R/rR. De la proposition 4.6 on déduit que E; est pur-injectif et de [5,
Proposition 1.2] que E; est FP-injectif. Donc E; est injectif.

Supposons que Z C J. On pose

F={x€E|JC((0:2)} et G={z€E|JC(0:2)}.

Soient x € E et s € R\ J tels que sz € F (respectivement G). Alors sJ C (0 : )
(respectivement sJ C (0 : x)). Puisque s ¢ J on a sJ = J. Par conséquent z € F
(respectivement G). La multiplication par s dans E/F (et E/G) est bijective car
E est injectif. Donc E/F et E/G sont des modules sur Ry et E; = E/F. On a
G =2 Homp(R/J, E). Il S’ensuit que F/G = Hompg/(J, E). Mais J est un module plat.
Donc E/G est injectif. Soient A unidéalde Ry et f : A — E/F un homomorphisme.
Alors il existe un homomorphisme g : R; — E/G tel que gou =pofouu: A — R;
et p: E/F — E/G sont les applications canoniques. Il s’ensuit qu’il existe un
homomorphisme h : R; — E/F tel que ¢ = p o h. On vérifie facilement que
po (f —howu) = 0. Donc il existe un homomorphisme ¢ : A — G/F tel que
vol=f—hououwv:G/F — E/F est I'inclusion. D’abord supposons que A
est de type fini sur Ry. On a A = Rja. Si 0 # ¢(a) = y+ F, ou y € G, alors
(0:a) CZ CJ=(0:y). Puisque E est injectif il existe z € E tel que y = ax.
Donc f(a) = a(h(1) + (z + F)). Maintenant on suppose que A n’est pas de type
fini sur Ry. Si a € A alors il existe b € A et r € J tel que a = rb. On obtient
¢(a) =rL(b) =0. Donc f = hou.

(2). On garde les mémes notations que ci-dessus. Alors Ez = E/F. Si Z est
plat, on fait comme ci-dessus pour montrer que Ez est injectif. Si F est plat alors
F = 0, dou Ez = E. Supposons maintenant que Fz soit FP-injectif et Z non
plat. D’aprés le théoréme 2.3 Ry est un IF-anneau. Il s’ensuit que E est plat. Par
conséquent F' est un sous-module pur de E. Supposons qu’il existe 0 # =z € F. Si
0#se Zalors (0:s) CZ C (0:x). Donc il existe y € E tel que x = sy. D’aprés
le lemme 1.1 (0 : y) = s(0 : ) C Z. Puisque F est un sous-module pur, on peut
supposer que y € F. D’ou Z C (0 : y). On obtient une contradiction. Donc F' = 0
et E est plat. O

2. Localisation sur les anneaux de Priifer

Voici une conséquence du théoréme 5.3. Rappelons qu'un anneau intégre R est
h-semilocal si R/I est semilocal pour tout idéal non nul 7. On dit qu’un anneau
intégre R est de Priifer si Rp est de valuation pour tout idéal maximal P de R.

LEMME 5.4. Soit R un anneau de Priifer qui soit h-semilocal. Pour tout idéal
mazimal P, soit F(py un Rp-module injectif et soit F' = []pcyiax g F(p)- Alors,
pour toute partie multiplicative S, S™'F est injectif.
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DEMONSTRATION. Soient T{p) le sous-module de torsion de F(p), G(p) =
Fipy/Tipy, T = Tlpemax e TP) € G = [lpemax g G(p)- Alors G est sans tor-
sion et F = T & G. 1l est évident que S™'G est injectif. Soit 77 = @ pemax rT(p)-
Puisque R est h-semilocal, on vérifie facilement que T’ est le sous-module de torsion
de T. Donc, T" est injectif et S~1(T/T") est injectif. Pour tout idéal maximal P,
S_lT(p) est injectif d’aprés le théoréme 5.3. Puisque S™!T" est le sous-module de
torsion de [[penax S _1T( p), on en déduit successivement l'injectivité de S -7
et S7IT. O

THEOREME 5.5. Soit R un anneau de Priifer qui soit h-semilocal. Alors, pour
tout module injectif G et pour toute partie multiplicative S, S™'G est injectif.

DEMONSTRATION.

Soient E = H Egr(R/P) et F = Homg(Hompg(G, E), E).
PeMax R
Alors E est un cogénérateur injectif et G est isomorphe a un facteur direct de F.
Puisque R est cohérent, Homg(G, E) est plat d’aprés [24, Theorem XIII.6.4(b)].
Donc F est injectif. On pose F(py = Homgr(Homg(G, E),Er(R/P)). Alors F(p)
est un Rp-module injectif et F' = [[pcyrax g F(p)- D’aprés le lemme 5.4 STLF est
injectif. On conclut que S~'G est injectif aussi. (]

COROLLAIRE 5.6. Soit R un anneau de Priifer intégre et semilocal . Alors, pour
tout module injectif G et pour toute partie multiplicative S, S™'G est injectif.

Les exemples suivants montrent que la condition h-semilocal n’est pas nécessaire
pour que les localisations des modules injectifs en toute partie multiplicative soient
encore injectives.

EXEMPLE 5.7. Soit R l'anneau défini dans [26, Example 39]. Alors R est un
anneau de Priifer qui n’est pas h-semilocal. Mais, comme R est la réunion d’une
famille dénombrable de sous-anneaux principaux, il est facile de vérifier que, pour
toute partie multiplicative S, R satisfait [20, Condition 14]. Donc, pour tout module
injectif G , ST1G est injectif d’aprés [20, Theorem 15].

Ici un autre exemple que m’a communiqué L. Salce. Soit R ’anneau construit
comme dans [24, Chapter III, Example 5.5], qui est un exemple classique par
Heinzer-Ohm d’un anneau intégre presque de Dedekind qui ne soit pas h-semilocal.
Si on part avec un corps dénombrable K, alors R est dénombrable, donc les condi-
tions (14a) et (14c) de [20] sont satisfaites. La condition (14b) doit étre vérifiée
pour tout idéal principal I, et c’est facile de voir que c’est vrai.

Par conséquent, la question suivante est non résolue :
Question : Caractériser les anneauzr de Priifer intégres tels que les localisations
des injectifs en toute partie multiplicative soient encore injectives.






CHAPITRE 6

Anneaux & type de module borné

Ce chapitre est une synthése des résultats parus dans [6], [7] et [11]. Méme si
la fagon de démontrer les résultats n’a pas vraiment changé, il y a quelques petites
modifications qui prennent en compte de nouveaux résultats, en particulier ceux
concernant ’enveloppe pure-injective RdeR qu’on trouve dans le Chapitre 4.

On dit qu’'un anneau R est a type de module borné s’il existe un entier n > 0 tel
que tout R-module de type fini soit somme directe de sous-modules engendrés par
au plus n éléments. 11 est facile de voir que si R est a type de module borné et si
S est une partie multiplicative de R, alors S™'R est aussi a type de module borné.
D’aprés un résultat de Warfield ([39]), on a que Rp est un anneau de valuation
pour tout idéal maximal de R si R est a type de module borné.

On sait déja que si R est un anneau de valuation presque maximal tout module
de type fini est somme directe de sous-modules monogénes : voir [25] et [29]. Dans
ce chapitre on va montrer que tout anneau local R & type de module borné est
un anneau de valuation presque maximal. Pour ce faire, on va montrer que R/A
est complet pour sa topologie des idéaux, pour tout idéal non nul A tel que A #
Pr, Vr € R, en distinguant les cas A non archimédien et A archimédien. Pour le
cas non archimédien, on généralise les méthodes utilisées par Paolo Zanardo dans
[41].

1. Cas non archimédien

On dit qu'un R-module M a une dimension de Goldie égale & n si son enveloppe
injective E(M) est une somme directe de n modules injectifs indécomposables. On
note Gd M la dimension de Goldie de M.

On va établir la proposition suivante :

PROPOSITION 6.1. Soient R un anneau de valuation et I un idéal non nul
et non archimédien de R. Si R/I est non complet pour sa topologie des idéauz,
alors, Vn € N*, il existe un R-module indécomposable M avec gen M = n + 1 et

Gd M =n.

Les deux lemmes suivants sont nécessaires pour la démonstration de cette pro-
position.

LEMME 6.2. Soient I un idéal propre non nul de R, = € R \Retac R\I.Si
ax € IR alors x € (I : a)R.

DEMONSTRATION. On a ax = cy, avec c € [ et y € R. Puisque a ¢ I, il existe
d € (I:a) tel que ¢ = ad. On a l'égalité a(x — dy) = 0. Puisque R est plat, on en
déduit que (z —dy) € (0: a)RC (I : a)R. Donc z € (I : a)R. O

41
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LEMME 6.3. Soiente € R\ (RUPR), [ =B(e),a€l,a#0 etJ=(Ra:I).
On suppose que I est non archimédien. Alors :

~

(1) Vbe J, e, € R\ P avec (e —ep) € (Ra:b)R;
(2) IR = Mpes(Ra: b)R;
(3) soient ¢,d € R avec ¢+ de € IR. Alors c, deIb.

DEMONSTRATION. (1). On peut supposer que b ¢ Ra. Alors (Ra : b) = Rcou ¢
vérifie I’égalité a = be. Puisque I n’est pas de type fini, on a bl C Ra d’ou I C Rec.
Puisque I = B(e), on e € R + cR. Par conséquent, e = e, + cyp avec e, € R et
Yy € R. Puisque e ¢ Pﬁ, ep est inversible.

(2). Puisque I est non archimédien on a I = Ncg;Re. D’aprés le lemme 4.8 on
alR = ﬂcglcﬁ. Soit ¢ ¢ I. Alors 3b € R tel que a = be. 1l est facile de vérifier que
be Jetona (Ra:b) = Re.

(3). Supposons que ¢ ¢ I* et montrons d’abord que Rc = Rd. Si d = rc avec
r € Ralorsonac(l+re) € IR d’on (14re) e (I: c)ﬁ C PR d’apres le lemme 6.2.
On ne peut donc avoir r € P puisque 1 ¢ PR. De méme si ¢ = rd avec r € R alors
r est inversible car e ¢ PR. Il s’ensuit que d(e+7) € IR et donc e € R+ IR d’aprés
le lemme 6.2 et puisque d ¢ I*. On obtient une contradiction car I = B(e). On a
donc bien ¢,d € I*. O

Rappelons ici quelques résultats sur la structure des modules de type fini sur
un anneau de valuation ; voir [34] ou [23, Chapitre 9].

PROPOSITION 6.4. Soit M un R-module de type fini sur un anneau de valuation
R tel que gen M = n. Alors :

(1) 3 une suite de composition 0 = My C My... C M,, = M, ou, Vk, 1 <
k < mn,, Mg, est un sous-module pur de M et My/My_1 est un module
monogene ;

(2) deux suites de composition de M, admettent des modules quotients iso-
morphes, aprés éventuellement permutation des indices ;

(3) tout module M de type fini admet un sous-module de base B, c’est-a-dire
que B est une somme directe finie de modules monogénes et B est un
sous-module pur et essentiel de M;

(4) on a toujours Gd M < gen M; et Gd M = gen M si et seulement si M
est une somme directe de modules monogenes.

REMARQUE 6.5. Dans [10] on caractérise les anneaux commutatifs qui véri-
fient les deux premiéres conditions de la proposition 6.4. On trouve que ce sont
exactement les CF-anneaux introduits par Thomas Shores et Roger Wiegand dans
[36]. Ces anneaux vérifient aussi une condition similaire a la quatriéme condition
ci-dessus : on remplace gen M par la longueur des suites des composition pure de
M. De plus, si les localisés par rapport aux idéaux maximaux sont presque maxi-
maux, alors ces anneaux sont ceux pour lesquels tout module de type fini est somme
directe de modules monogénes.
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PREUVE DE LA PROPOSITION 6.1. D’aprés la proposition 4.9, il existe e € }A%\
(R U PR). Puisque I est non archimédien, il existe p € P\ I*. Fixons un entier
n > 0. Puisque p?>("~VI = I, il existe a € I tel que p>®Ya # 0. Pour tout k,
1 <k <mn, on pose Ay = Rap?*=1. On définit n éléments de R\ R de la facon
suivante : e; = e et pour tout k, 2 < k < n, ex = 1 + p*¥~Le. Soit J = (Ra: I). On
a, Vk, 1 < k < n, d’aprés les lemmes 4.10 et 1.2, B(ey) = p* =11 = I, et d’aprés le
lemme 1.2, J = (A : I).

D’apres le lemme 6.3, pour tout entier k£, 1 < k < n, il existe une famille
{eb | b € J} d’éléments inversibles de R, tels que (e —€%) € (A : b)R.

On définit maintenant un R-module M engendré par{zg,z1,...,z,} avec les
relations suivantes :

—(0:xz,)=Ar pourtoutk, 1<k<n

—(0:x) = Ay

-VYbe J, brg=b (22:1 eixk)
Alors on a le lemme suivant :

LEMME 6.6. (1) Le systeme de relations qui définit M est compatible.
(2) On a<x1,22,...,2, >=®F Rx; et donc Gd M > n.
3) ann(zo+ < z1,..., 25, >) = J.

3)
(4) <x1,...,2y > est un sous-module pur de M.
()

{J, A1, As,..., A,} sont les annulateurs des modules quotients mono-
génes dans toute suite de composition de M.

Ce lemme 6.6 est pratiquement identique & [41, Lemme 3] et se démontre de
la méme fagon.

Comme dans [41] on va supposer que M est décomposable et montrer que c’est
impossible. Nous allons suivre la méme démarche.

Tout d’abord, en utilisant la proposition 6.4, on montre que si M est décom-
posable, M contient un facteur direct monogéne, voir [41, Lemme 2]. On peut
écrire M = Ryo® < y1,Y2,---,Yn > OU {yo,¥1,---,Yn} est un systéme générateur
minimal de M. Posons, Vi, 0 < i < n, y; = Z?:o a;jxj, ou a;; € R, Vi, Vj,
0 <4, j < n. Alors la matrice T = (a;;)o<i,j<n €St inversible et det T est inversible.
D’aprés I'unicité des suites de composition, (0 : y9) € {J, A1, As,..., Ay}

Etape 1 : On a (0:yo) # J.
Sinon Vb € J, on a

O—byo—bZaOJm‘J —bZa07+aooe i)-
Jj=1

7=0

D’aprés le lemme 6.6, b(ao; + agoe; ) € Aj = (0: z;). De (ej —eb) € (4 : bR,
on déduit que b(ap; + agoe;) € AJR et donc (apj + agoe;) € Mes(4; : b)}A% = IR
d’aprés le lemme 6.3. D’aprés ce lemme, ag; € P et ago € P. Donc si (0 : yo) = J,
on obtient que Vj, 0 < j < n, ap; est non inversible ; c’est en contradiction avec T’

inversible.

Etape 2 : Soient cg,cy,...,c, les coefficients de la premiére colonne de T~1.
Alors ¢;A; C(0:yo), Vi, 1 <i<n.
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De I’égalité x = Tflg on déduit que
Via 1 SZSTL, Ti — CiYo €< Y1,Y2,- -, Yn > -
Puisque 4; = (0: z;) et que RyoN < y1,...,4yn >=0, on a ¢;A; C (0: yo).

Etape 3: Ona —co+ Y oy cie; € IR.
Soit b € J et soit d = (d?) le vecteur ligne d = b(—1,¢€%, ..., el )T~1. Alors nous
avons

d.y = b(—1, e, el =b(—zo + Zefxi) =0.
i=1

Donc dgyo €< Y1,...,Yn > et par conséquent dgyo = 0. Nous obtenons que
dy = b(—co+ Y1, cie?) € (0 : yp). Puisque (0: yo) C Ay (1lére étape), et comme
(e; —eb) € (4A; : b)R C (A; : B)R, Vb € J, il Sensuit que —co + Yo cie; €
Mpes (A1 : b)R = IR (Lemme 6.3).

Etape 4 : 3m, 2 <m <mn, qu’on peut choisir minimal tel que ¢, € U(R).

Puisque Vi, 2 <i<mn, e; = 1+p"~le,ona —co+cie+ Y, ,ci(l+p'~le) € Iﬁ,
soit (—co+ X1y ¢i) + (c1 + X1, eip e = ¢ + de € IR. D’apres le lemme 6.3,
onacé€ Petde P Puisque d € P, on a donc ¢; € P. Puisque ¢ € P, et
{co,c1,¢,. .. ey} NU(R) # 0, co ne peut pas étre le seul élément inversible ; donc
Im € {2,...,n} tel que ¢, soit inversible.

Etape 5 : Soit m comme dans Uétape 4. Alors (0:yo) = Ak avec 1 < k < m.

Puisque ¢ € Rp’ et d € Rp?, Vj > 1, on a donc Rd C Rec,,p™'. D’autre
part Vj > m, Re;p’ =t C Repp™ ™. D’apres le lemme 1.3, 3k, 1 < h < m tel que
Repp" ' = Re,p™ ' = Rp™~ L. D’aprés le lemme 1.3 on a Re, = Rp™". On en
déduit que :

(0 . yO) D ChAh _ pm_hAh :pm—h.p2(h—1)Al — pm+h—2A1 S p2(m—1)A1 — Am
et donc nécessairement (0 : yg) € {A1, Ao, ..., Apm_1}, c'est-a-dire que

(0: yo) = Ay pour un entier k < m.

On peut enfin obtenir la contradiction. Soit ¢ € Ay \ Agy1. Alors nous avons :

n
0 = tyg = tagowo + Z taojxj.
j=k+1
n

D'on t( Z (ao; 4 agoef)z;) = 0. On a donc t(ag; 4 agoef)z; =0

Jj=k+1
et (aoj +a00€§») € (AJ : t) CP Vj>k+1.
Puisque ¢1,...,¢;m—1 € P,et m > kona

n n
1 =agoco + E QpiC; = QoCo + E agp;c; modP.

=1 i=m

Puisque —co + > i, cie; € IR C PR (étape 3), on a
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1= Z ci(ap; + agoe;) = ci(ag; + agoel) = 0 mod PR.
D’ou la contradiction. [l

2. Cas archimédien

La démonstration de la proposition suivante est une étape primordiale pour
prouver le Théoréme 6.15. Pour la définition d’un anneau de valuation archimédien
voir le chapitre 3.

PROPOSITION 6.7. Soit R un anneau de valuation archimédien pour lequel il
existe un entier n > 0 tel que tout module uniforme de type fini soit engendré par
au plus n éléments. Alors R est presque maximal.

LEMME 6.8. Soient R un anneau de valuation cohérent et archimédien, Y un
R-module injectif, X un sous-module pur de Y et Z =Y/X. Alors Z est injectif.

DEMONSTRATION. X est FP-injectif car ¢’est un sous-module pur d’un module
injectif. Donc, puisque R est cohérent, Z est aussi FP-injectif d’aprés [5, Théoréme
1.5]. Soient J un idéal de R et f : J — Z un homomorphisme. D’aprés le corol-
laire 3.6, J est de type dénombrable. Il existe donc une suite (a,), .y d’éléments
de J tels que J = UpenRay, et a, € Rany1 Vn € N. Puisque Z est FP-injectif,
Vn € N, il existe z, € Z tel que f(a,) = anzy,. Il Sensuit que a,(zn41 — 25) = 0,
Vn € N. Par récurrence sur n on construit une suite (y,),cy d’éléments de Y tels
que zp, = yp + X et an(Ynt1 — yn) = 0, ¥n € N. Supposons yo, .. ., y, construits.
Soit y, ., € Y tel que zpy1 =y, + X. Alors a,(y,, 11 — yn) € X. Puisque X
est un sous-module pur de Y il existe x,11 € X tel que an(y;LJr1 — UYn) = ApTpi1.
On pose Yn+1 = Y41 — Tnt1. Llinjectivité de Y implique qu’il existe y € Y tel
que an(y —yn) =0, Yn € N. On pose z = y + X. Alors il est facile de vérifier que
fla) =az, Ya € J. O

LEMME 6.9. Soit R un anneau de valuation archimédien. On suppose que R
est un IF-anneau non noethérien. Alors

(1) P est le seul idéal premier de R ;
(2) P n’est pas de type fini;
(3) P est fidéle.

DEMONSTRATION. Puisque R est auto-FP-injectif, Va € P, (0: a) # 0 d’aprés
le théoréme 2.3. Donc P est le seul idéal premier.

Si P était de type fini alors tous les idéaux premiers seraient de type fini, et on
aurait donc R noethérien.

Si P n’était pas fidéle, il existerait a € R tel que P = (0 : a). On en déduirait
que P est de type fini car R est cohérent, d’otl une contradiction. ([

LEMME 6.10. Soit R un anneau de valuation archimédien. On suppose que R
est un IF-anneau non noethérien.

Soit E un module injectif non nul. Si Mr E < n alors il existe un sous-module
pur unisériel non nul U de E tel que Mr E/U <n — 1.
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DEMONSTRATION. FE contient un facteur direct indécomposable F' qui est donc
injectif. D’aprés la proposition 3.3 F' contient un sous-module pur unisériel U,
qui est aussi pur dans E. Ensuite on fait comme dans la démonstration de la
proposition 4.15, en remplacant M par E et M; par U pour obtenir que Mr F >
Mr E/U + 1. |

PREUVE DE LA PROPOSITION 6.7. Soit F la famille des idéaux non nuls A de
R tels que R/A ne soit pas maximal. Si F # 0 on pose J = UgerA. Alors J
est un idéal premier d’aprés [24, Lemma I1.6.5]. Puisque R est archimédien, on a
soit J = P ou F = (). Donc R est presque maximal si et seulement si il existe un
idéal propre non nul I # P tel que R/I soit maximal. Par conséquent, on peut
remplacer R par R/rR ot 0 # r € P et supposer que R est un IF-anneau d’aprés
le théoréeme 2.4. Soit ' un R-module injectif indécomposable. Puisque Mr E < n,
en utilisant les lemmes 6.10 et 6.8, on montre qu’il existe une suite de composition
pure de E de longueur m < n,

O=FEyCFEFiC...CFE,,=F

telle que Ej/FEk_1 soit unisériel et E/FEy_; injectif, Vk, 1 < k < m. On pose
U = E/E,,_;. Puisque U est fidéle d’aprés la proposition 2.11 il existe € U tel
que 0 C (0:2) CP.Onpose [ =(0:x).Soit V={yeU|IC(:y)} Alors
V est un module injectif sur R/I. Supposons qu'il existe y € V tel que © = sy
avec s € R. D’aprés le lemme 1.1 T C (0 : y) = sI. Puisque I* = P, car P est
le seul idéal premier, 'égalité sI = I implique que s est inversible. Il s’ensuit que
V = Rz = R/I. Donc R/I est auto-injectif. D’aprés [27, Theorem 2.3] R/I est
maximal. Donc R est presque maximal. O

De la proposition 6.7 on déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.11. Soient R un anneau de valuation intégre et archimédien, R
une extension immédiate mazximale de R, @ et Q leurs corps de fractions respectifs.
Si[Q : Q] < oo, alors R est presque maximal.

~

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immeédiate du fait que gen M < [@ :
Q)] pour tout module uniforme de type fini M d’apres [42, Theorem 2.2]. |

Ce corollaire joue un role essentiel pour montrer le résultat suivant qui fait
partie d’un article intitulé "Valuation domains with a maximal immediate extension
of finite rank" soumis pour publication.

THEOREME 6.12. Soient R un anneau de valuation intégre, R une extension
immédiate mazimale de R, Q et Q leurs corps de fractions respectifs.
Si [Q : Q] < o0, alors il existe une famille finie d’idéaux premiers

P=Ly>LiD>---D2Ly-1DL,,20

telle que Ry, /Li+1 soit presque maximal, Vk, 0 <k <m —1 et Ry, est mazimal
8t Ly, # 0.
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3. Le Théoréme
Pour démontrer le théoréme 6.15, les deux propositions suivantes sont utiles.

PROPOSITION 6.13. Soient A un idéal propre de R et L un idéal premier tels
que A* C L et A n'est pas de la forme rL ot r € R. Alors Ry /Ay est complet pour
sa topologie des idéaux st R/A Uest aussi.

famille d’idéaux de Ry telles que a; € a; + A; si A; C Aj et Ap - NicrA;.
On peut supposer A; C Ly, Vi € I. Donc, a; + Ly = a; + L, Vi,j € 1. Soit
be€a;+ Ly, Vi € I. On en déduit que a; —b € Ly, Vi € [ et donc a; — b = % ol

¢i € R, Vi € I.Soit, Vi € I, A} 'image réciproque de A; par 'application canonique
R — Ry On vérifie que ¢; € ¢; —|—A; si A C A; et A= Ner A} car A* C L. Puisque

DEMONSTRATION. Soient (a;);c; une famille d’éléments de Ry, et (A;);er une

R/ A est complet pour sa topologie des idéaux, ¢ € R tel que %—i—b—ai €A, Viel.

Donc Ry, /A est aussi complet pour sa topologie des idéaux. ([

PROPOSITION 6.14. Soit R un anneau de valuation. Supposons qu’il existe un
idéal premier non mazximal J tel que R/J soit presque mazimal. Alors, pour tout
idéal archimédien I, R/I est complet pour sa topologie des idéaux.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un idéal archimédien I, I # Pr
Vr € R, tel que R/I ne soit pas complet pour sa topologie des idéaux. D’aprés
la proposition 4.9 il existe e € R \ R tel que B(e) = I. Soient J un idéal pre-
mier non maximal et ¢ € P\ J. Alors I # (I : t) C J. Soit s € (I : ), s # 0.
Puisque B(e) = I il existe u € R et # € R tels que e = u + sz. On en déduit
que B(z) = (I : s). D’apreés la proposition 4.9 R/B(z) est non complet pour sa
topologie des idéaux et J C Rt C B(z). On obtient que R/J n’est pas presque
maximal. (I

THEOREME 6.15. Tout anneau local R a type de module borné est un anneau
de valuation presque mazximal.

DEMONSTRATION. On sait déja que R est un anneau de valuation d’aprés [39].
D’apreés la proposition 6.1 R/I est complet pour la topologie des idéaux pour tout
idéal non archimédien I. D’apreés la proposition 6.14 il suffit de montrer que R/L
est presque maximal pour un idéal premier L # P. Soit J la réunion de tous les
idéaux premiers différents de P. Alors J est aussi premier.

Si J # P, alors R/J est archimédien et donc presque maximal d’aprés la
proposition 6.7. Dans ce cas le théoréme est démontré.

Supposons que J = P. Soit L un idéal premier non maximal et non nul. On
remplace R par R/L et on suppose donc R intégre dans la suite. Soit I un idéal
premier non maximal et A un idéal de R;. Si A’ est I'image réciproque de A par
I'application canonique R — Ry alors (A’)* C I. D’aprés les propositions 6.1 et
6.13 Ry/A est complet pour sa topologie des idéaux. Donc R; est maximal. Soit

1
X = Spec R\ {P}. Il est évident que R C Nyex Ry. Soit ¢ € @ \ R. Alors ¢ = — ou

s € P. Puisque P = Ujecx ! il existe un idéal premier non maximal I tel que s € I,
d’out a ¢ R;. Donc R = NjexRy. D’aprés [43, proposition 4] R est linéairement
compact pour la topologie de la limite projective. Puisque R est séparé pour cette
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topologie linéaire, tout idéal non nul est ouvert et fermé. Donc R est linéairement
compact pour la topologie discréte. ([l
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