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Introduction générale

La notion de fonction presque-périodique (p.p.) est introduite pour la pre-

miére fois par H. Bohr en 1925-1926. Jouant un réle important dans ’étude
des équations différentielles, elle a été développée aprés par d’autres auteurs,
notamment par Bochner qui a donné, en 1933, une propriété équivalente a
la définition donnée par Bohr.
Comme généralisation des fonctions p.p., Bochner a introduit la notion de
fonctions presqu’automorphes (p.a.) pour lesquelles certaines propriétés fon-
damentales des fonctions p.p. ne sont pas vérifiées. Cette notion a été déve-
loppée aussi par G.M. N'Guérékata dans [39].

En 1941 Fréchet a introduit la notion de fonction asymptotiquement

presque-périodique, et en 1992, C. Zhang a généralisé cette notion en intro-
duisant les fonctions pseudo presque-périodiques.
Dans le but d’étudier I'existence et ['unicité des solutions "mild" de quelques
équations différentielles abstraites, les auteurs de [24], [23], [25] et [10] ont
introduit aussi la nouvelle notion de fonction pseudo presque-périodique avec
poids. Comme généralisation de ces fonctions, on trouve les fonctions pseudo
presqu’automorphes avec poids, introduites par Blot, Mophou, N’Guérékata
et Pennequin dans [14].

L’existence et 'unicité des solutions p.p., asymptotiquement p.p., pseudo
p.p- et pseudo p.p. avec poids (respectivement p.p., asymptotiquement p.a.,
pseudo p.a. et pseudo p.a. avec poids, ) sont d’une grande importance dans
I’étude qualitative de la théorie des équations différentielles & cause a leurs
applications dans plusieurs domaines comme la biologie mathématique, la
physique, la théorie du contréle et d’autres domaines. Parmi ces applica-
tions, on trouve comme modéle oscillatoire important dans le domaine de la
physique, I’'équation de Liénard forcée. En 1960, A. Perov a étudié I'existence
et 'unicité d’une solution presque-périodique d’une équation plus générale
que celle de Liénard, de la forme

X'(t) = M(t, X(t)). (0.1)

Dans le méme travail, 'auteur a prouvé d’abord I’existence et 'unicité d’une
solution bornée de I’équation (0.1) ; il a aussi constaté que cette solution peut



étre presque-périodique ou méme périodique en ajoutant des conditions sur
la fonction M de cette équation. Toujours dans le but d’étudier I'existence et
I'unicité des solutions presque-périodiques de I’équation de Liénard, on peut
citer le travail de Cieutat dans [19] sur le systéme

P(0) 4 (TFG(0) + Cot) = e(t),

et aussi celui de Blot, Cieutat et Mawhin dans [8] sur la recherche d’une
solution presque-périodique de I’équation différentielle forcée

2" () + [b(t)] + B)|2'(t) — F(t, z(t)) = e(t). (0.2)

De méme existe l'article de Cieutat [20] sur un cas plus général que (0.2),
qui est

2" (t) = f(t,x(t), 2/ (),

ou il a appliqué des résultats utilisés dans [8] pour ’équation (0.2).

Plan de la thése

Les principaux résultats obtenus dans ce travail concernent ’existence
et 'unicité des solutions de différents types de I'équation de Liénard forcée
et des résultats de dépendance pour les solutions S-asymptotiquement w-
périodiques d’équations d’évolution.

Pour réaliser notre objectif, nous utilisons des outils d’analyse fonctionnelle
non linéaire et des résultats sur les équations linéaires qu’on trouve dans les
travaux suivants : [9], [10], [11], [12], [24], [38].

Dans le Chapitre I, on rappelle les définitions et propriétés de di-
vers types de fonctions presque-périodiques en abordant quelques résultats
d’existence de solutions presque-périodiques pour quelques types d’équations
différentielles et des solutions "mild" presqu’automorphes pour une équation
différentielle non homogéne.

Dans le Chapitre II, on établit un résultat d’existence et d’unicité
d’une solution presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) z,
de la famille d’équations suivantes :

2" (t) + f(z(t), p).2'(t) + g(z(t), p) = ep(t), (0.3)

pour un p, dans un voisinage de 0 , dans un espace de Banach, et pour
ep p.p. (respectivement p.a.). Pour aboutir & notre résultat, on traduit le
probléme dans un cadre d’analyse Fonctionnelle Non Linéaire et on applique
le théoréme des fonctions implicites.
On considére aussi deux cas particuliers de la famille (0.3), qui sont

2(t) + f1(2(0).2(8) + g1 (@(t)) = e(t),



et
a"(t) + f2(2(t),q)-2"(t) + g2(x(t), @) = e(t).

Dans le Chapitre III, nous étendons les résultats du chapitre 2 aux
fonctions asymptotiquement p.p., asymptotiquement p.a., pseudo p.p., pseudo
p-a., pseudo p.p. avec poids et pseudo p.a. avec poids.

Dans le Chapitre IV, nous étudions la dépendance différentielle des
solutions S-asymptotiquement w-périodiques du probléme de Cauchy

a'(t) = A)x(t) + f(t, x(t).u(t)) =(0)=¢

par rapport a u et & la valeur initiale £. Pour atteindre 'objectif de ce
chapitre, nous utilisons les propriétés des fonctions S-asymptotiquement w-
périodiques du probléme linéaire forcé de Cauchy suivant :

2'(t) = At)z(t) +e(t) z(0) = .

Nous établissons aussi de nouvelles propriétés sur les opérateurs de superpo-
sition.



Chapitre 1

RAPPELS SUR DIVERS
TYPES DE FONCTIONS
PRESQUE-PERIODIQUES

Résumé. Ce chapitre est une collection de résultats qui seront utiles
pour la suite de la thése. On rappellera quelques définitions et propriétés
des fonctions presque-périodiques, et de méme on donnera la définition et
quelques propriétés des fonctions presqu’automorphes, fonctions asymptoti-
quement p.p., asymptotiquement p.a., pseudo p.p., pseudo p.a., pseudo p.p.
avec poids et pseudo p.a. avec poids.

Pour toute la suite, (E, || - ||z ) et (F,| - ||r) sont deux espaces de Banach.

1 Fonctions presque-périodiques

Définition 1.1 Un ensemble T de R est dit relativement dense dans R s’
existe un nombre réel £ > 0, tel que, T N[a,a+ €] #0 pour tout a € R.

Définition 1.2 (Harald Bohr) Soit f € CO(R,E). On dit que f est presque-
périodique (p.p.) au sens de Bohr si pour Ve > 0 l’ensemble

T:={reR; supllft+7)—-f(H)le<e}
teR

est relativement dense dans R. [28], [30].
Alors on dit que f est presque-périodique au sens de Bohr si

Ve>0, 3 >0, VaeR, It € [o,a+ (], sup|f(t+71)— f(t)|e <e.
teR

On notera par AP’(R,E) ou AP(E) l'espace des fonctions presque-
périodiques au sens de Bohr & valeurs dans E.



Proposition 1.1 AP%(E) muni de la norme de la convergence uniforme

[flloo == sup{llf(D)l[e; € R}
est un espace de Banach. [2], [16], [30]

exemple 1.1 [5/
t — f(t) = sin 27t +sin 27t\/2 est une fonction presque-périodique. En effet
pour un € > 0, st on choisi T un entier et que pour un autre entier g on a

|T\ﬂ2) —q| < 5=, on obtient
f(t+7) = sin(2nt 4 277) + sin(27tV2 + 277V2),

alors
ft+7) = sin(27t) + sin(27tV2 + (2\ — 1)e 4 2mq),

ot A € [0,1], donc puisque q est un entier et si on pose (2A — 1) = 6 on
obtient

f(t+7) = sin(27t) + sin(27tV2 + Oe); avec 0 € [—1,1].

En appliquant le théoréeme des accroissements Finis sur la fonction t — sint
entre A = 27t\/2 et B := 27Tt\/(2) + 0 on obtient

ft+71) = f(t) + 0Occos((); avec( € [A, B].

Puisque ¢ € [A, B], donc ¢ = 27mt\/2 + afe avec a € [0,1]. Posant 6 cos(¢) =
o', alors
flt+7)=f(t)+eb0; avect €[-1,1].

Propriétés 1.1 [2]
Si f € AP%(E), alors
— f est uniformément continue.
— Limage de f est relativement compacte dans E, donc f est bornée sur
R.
- Si F est un espace de Banach, g : E — F est une application continue
sur l'adhérence de limage de f, alors go f € AP(E).
- Si f € APY(EYNCY(R,E) et f' est uniformément continue sur R, alors
f e AP(E).
- On note H(t) = fot f(s)ds. Si l’image de H est relativement compact
dans E, alors H € AP°(E).

Proposition 1.2 Soit f : R = E, et a € R. On définit Uopérateur de
translation

Ta(f)(t) = f(t + a)'

Si f € AP%(E), alors pour tout a € R, on a 7,(f) € AP°(E).
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Soit BCY(R, E) I’ensemble des fonctions continues bornées de R dans E.

Théoréme 1.1 (Bochner) Soit f € BCY(R,E), Alors f € APY(E) si et
seulement si {7,(f); a € R} est relativement compact dans BC?(R, E) muni
de la norme de la convergence uniforme. [2]

Pour k£ € N*, on note

dif
dti

APME) .= {f € APY(E)NnC*R,E); Vi=1,..., k € AP°(E)}.

Proposition 1.3 Muni de la norme

k

dif
1F | apk ey = sup [If ()l|s + ) supl|
teR 7 teR

dt?

@&
AP*(RE) est un espace de Banach.

2 Fonctions presque-périodiques avec un paramétre

Définition 2.1 Soit f € C°(R x E,F). on dit que f est presque-périodique
en t uniformément par rapport a x sur tout compact K de E lorsque :

Ve >0, 3¢ >0, Va € R, 37 € [a,a+¥], supsup || f(t+7,2)—f(t,2)||r < e.
teR zeK

L’ensemble des fonction presque-périodiques en ¢t uniformément par rapport
a x de R x E sur F est noté APU(R x E,F).

Lemme 2.1 (/18] lemme 3.4). Soit f € APU(R xE,F) et soit u € AP°(E)
alors on a [t — f(t,u(t))] € AP°(F).

Théoréme 2.1 ([13], théoréme 3.5). Si f € CO(RXE,F) est presque-périodi-
que uniformément en t par rapport 6 x alors l'opérateur de Nemytski construit
sur f, Ny : APY(E) — APY%F) défini par Uapplication N¢(u) = [t —
f(t,u(t))], est continu.

Pour la démonstration on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.2 ([13], lemme 3.7). Soit f € APU(R x E,F). Alors on a, pour
tout compact IC dans E et pour tout € > 0, il existe § = 6(K, ) tel que, pour
tout x € K et pour tout z € E, si ||x — z|| < ¢ alors || f(t,z) — f(t, 2] <e¢,
pour tout t € R.
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Démonstration du théoréme 2.1.

On fixe u € AP°(E), et ¢ > 0. Puisque K = m est un compact, on
considére § = §(K,¢) donnée par le lemme 2.2. Alors pour v € AP%(E) qui
satisfait ||v — uljeo < 6, on a ||v(t) — u(t)|] < 6, pour tout t € R, et avec

u(t) € K. Donc le lemme 2.2 implique qu’ on a
1f(t,0(8) = f(Eu®)] <,
pour tout t € R; on passe au sup sur t et on obtient
N (v) = Ny(w) oo < e.
O

Théoréme 2.2 ([13], théoréme 5.1). Soit f € APU(RXE,F) tel que Dy f(t, )
existe pour tout (t,x) € ExR (au sens de Fréchet) et tel que Dy f € APU(Rx
E, L(E,IF)). Alors lopérateur de superposition Ny(u) := [t — f(t,u(t))] de
APY(E) sur AP°(F) est de classe C', et on a

DNy(u).w = [t — D, f(t,u(t)).v(t)], pour chaque u, v € AP(E).

Démonstration du théoréme 2.2
Puisque D, f € APU(R X E, L(E,F)), et par 'utilisation du théoréme 2.1 on
a:
Np,s est continu de AP°(E) dans AP°(L(E,T)). (2.1)

On fixe u € AP%(E) et on pose :
Vte R L(t) := Dy f(t, u(t)). (2.2)
L € APY(L(E,F)) d’aprés (2.1). La fonction F de R x E dans F, donnée par
F(t, z) :== L(t)z, (2.3)

est dans APU(R x E,F). En effet, puisque F = B o (L o pry,pre) ou B est
Vopérateur défini de L(E,F) x E dans F par B(T,z) = T.x et pr1, pro les
deux projections sur R x E, alors F' est continu comme une composition
d’opérateurs continus. On fixe I compact dans E et € > 0. Soit p > 0 tel que
lz|| < p pour tout x € K. et puisque L est presque-périodique, pour tout
teR,on a

U= E(%), VreR, Irer,r+4 telsque ||[L{t+7)— L) <

b.\m

Par conséquent on a

S
[E@+72) = Ft,o)|| < [ L(t+7) = LE)|l[l=] < LPTE
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d'on F' € APU(R x E,FF). D’aprés le lemme 2.1 on a
Vo€ APY(E)  Aw:= [t — Dof(t,u(t))v(t)] € AP°(F). (2.4)

D’aprés le théoréme de la moyenne ([26], p.164), on a, pour tout v € APY(E),
et pour tout t € R,

1t u(t) +o(t) = f(E,u(t) = Do f(t, u(t))o(@)] (2.5)
< SUPcefu(t)ut)+o(e) (| Def (E,6) = Daf( u())[] - [lo(®)]].

On pose £ = u(R), on applique le lemme 2.2, et on obtient : pout tout
e > 0, il existe 6 = §(KC, ¢) tels que pour tout x € K et pour tout z € E, si
|lx — z|| < 0 alors ||Dyf(t,x) — Dy f(t, z|| < &, pour tout ¢ € R. On fixe € et
on considére v € APY(E) tel que ||v]|o < §, alors pour tout ¢ € R et pour
tout ¢ €]u(t),u(t) +v(t)[ on a || —u(t)]] < I et alors

”Dxf(t)g) - sz(tvu(t))n <,
donc l'inégalité (2.5) implique :
1t u(®) + o)) — (£ u®) = Def @t u(t))o@)]| < ellv()]].
On passe au sup sur ¢t € R et on obtient
[N (u+v) = N (u) = Avfloo < 0]l
pour ||v]|e < & donc Ny est Fréchet-différentiable, et
DN¢(u) -v = [t — Dy f(t,u(t))v(t)]. (2.6)

Il suffit de montrer la continuité de DNy. Par 'utilisation de (2.1) et du
théoréme 2.1, on a : pour tout u € AP°(E) et pour tout £ > 0, il existe n =
n(u,€) tel que, pour tout ug € AP°(E), si |[u — w1l <7 alors | Np, r(u) —
Np, f(u1)]| < e. Donc si on fixe u € APY(E) et € > 0, alors pour v € AP(E)
tel que ||v]jcoc <1 on a

1Dz f (&, w(t))v(t) = Da f (8, ur () v(B)]] < [|De f (£, u(t)) =D f (£, ua ()] [l0(@)]

< |INp,f(u) = Np, p(ua)]| - [v]lec < e

En passant au sup sur R on obtient
IDN(w) v = DNp(ur) - vlloe < =,
et si on passe au sup sur v € APY(E) tel que |[v]|oo < 1, on obtient
IDNy(t,u(t)) ~ DNy (tua(8)) o <

d’ot la continuité de DNy. O
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Remarque 2.1 Si ¢ € CO(E,F), et si on pose f(t,x) = ¢(x), pour tout
(t,z) e RxE, alors on a f € APUR x E,F).

Corollaire 2.1 ([13], p.56).

Soitn € Ny et ¢ € C™(E,F). Alors lopérateur de superposition Ny : u — ¢ou
est de classe C™ de AP°(E) sur AP°(F) et pour tout u, v, ... v, € AP°(E),
on a

D" Ny(u).(v1,. .., vn) = [t — D "G(u(t)).(v1(t), - .. va(t))].

Lorsque f € CO(R x R, R™) est presque-périodique en ¢ uniformément par
rapport & x, on note

A(f) ={NeR; M{f(t,x)e” ™}, # 0},
+T
f

1 .
={\eR; lim — (t,z)e"Adt # 0},

—+00 2T -T

Le module de f, noté Mod(f) est le sous-groupe de R engendré par A(f).

3 Existence d’une solution presque-périodique pour
certains types d’équations différentielles.

Dans cette partie, on donne des théorémes sur 'existence et ’unicité
d’une solution presque-périodique de divers types d’équations, comme les
équations différentielles non linéaires Ccll—f = Az + f(t), v = Ay+q(t,y,¢e)
et l'équation X'(t) = M(t,X(t)), et aussi les équations forcées z”(t) +

%(VF(x(t))) + Cx(t) = e(t), 2"(t) + [b(t) + B(t)]2'(t) — F(t,z(t)) = e(t).

Théoréme 3.1 ( Bohr-Neugebauer) ([44], p.207) .
Si A une matrice constante dont les valeurs propres sont toutes 4 partie réelle
non nulle, f une fonction vectorielle continue presque-périodique, I’équation

dx

posseéde une solution presque-périodique unique x, et il existe un nombre o
qui ne dépend que de A tel que :

sup [[z(t)[| < asup [[f@)]-
teR teR

Théoréme 3.2 (A.I. Perov) [41].
Soit la fonction M : R x H — H & valeurs dans un espace de Hilbert H,
continue par rapport a t (—oo <t < 4+00) et satisfaisant :



14

(1) La condition de Lipschitz par rapport ¢ X :
[M(t, X1) — M(t, X2)|| < K[| X1 — Xof|.
(2) VteR; VX;,X9€H,
(M(t, X1) = M(t, X2)|A(X1 — Xa)) > 0] X1 — Xo%,

ol A est un opérateur borné auto-adjoint et 0 est une constante positive.

Alors, sit — ||M(¢t,0)|| est bornée, l’équation
X'(t) = M(t,X(t)),

posséde une unique solution bornée. Si de plus M est périodique par rapport
at (M(t+T,X)=M(t, X)) ou uniformément presque-périodique pour tout
compact K C H, alors cette solution bornée est T-périodique ou presque-
périodique, respectivement.

Théoréme 3.3 (P. Cieutat) [19].
Sur le systéme de Liénard

d
2" () + a(VF(x(t))) + Cx(t) = e(t), (3.1)
on suppose vérifices les hypothéses suivantes :
(A) C est un opérateur linéaire symétrique et inversible de R™ vers R™.
(B) VF est le gradient d’une fonction convere de classe C? de R™ vers R.

(C) Jci > 0 tel que Yy, 90 € R™
(VF(x1) — VF(x2)|x1 — 29) > ci|z1 — 2|
(D) Jk. > 0 tel que V1,29 € R"

[VF(z1) = VF(z2)|| < kuflwy — a2

Si e(-) € AP°(R™) alors il existe une unique solution xo presque-périodique
de l’équation (3.1). De plus, o € AP?(R™) et Mod(wg) C Mod(e).

Théoréme 3.4 (J.K. Hale) ([31], p.123)
Soit Uéquation

y' = Ay +q(t,y,e), (32)
ol € est un paramétre, y, q des fonctions vectorielles et A une matrice

constante (n X n). On suppose les conditions suivantes vérifiées :

1. Les valeurs propres de la matrice A sont toutes & partie réelle non nulle.
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2. q est une fonction presque-périodique en t uniformément par rapport @
(y,e) pour |ly|| < R, (R>0)et0<e<egy (g0>0).

3. Il existe deuz fonctions n(e, p) et M(g) continues et croissantes de €, p
pour 0 <e <eyet0<p<R et tel que : n(0,0) =0, M(0) =0 et

la(t,y1.€) — q(t,y2, )| < (e, p)llyr — v
q(t,0,e) < M(e),
pour —oo <t < +00, [ly1]l < p, [ly2f] < p, 0<e <eo.

Alors I existe § > 0, 1 > 0 tels que :

1. Il existe une solution y*(t,e) de l’équation (3.2) pour 0 < & < g1, tel
que y* est presque-périodique en t pour tout € dans |0, e1].

2. y*(t,e) est continue en & dans ]0,1].
3. y*(t,e) = 0 pour e — 0 uniformément en t €] — 0o, 4+00|.
4. y* est Uunique solution de (3.2) pour 0 < ||y|| <4, Vt €] — oo, +0o0|.

Théoréme 3.5 [8] (J. Blot, P. Cieutat, J. Mawhin)
Soit Uéguation différentielle forcée suivante

2"(t) + [b(t)I + B(t)]2'(t) — F(t,z(t)) = e(t), (3.3)
ot F:RxR" -R" b:R—R, B:R— L(R") ete:R— R".
sous les conditions :
1. Jex € (0,+00), VteR, Vz, y e R", tel que

(F(t,) — F(t,2) — (BB 0y~ 2) > ealy —

ot B*(t) est le transposé de B(t)

2. e € APY(RM)

3. F est une fonction presque-périodique en t uniformément par rapport
axreR”

4. be AP°(R)

5. B € APY(L(R™)),

il existe une unique solution u € C*(R,R"™) N APY(R"™), de I’équation (3.3)
dans R. En plus on a u € AP?(R™), et si b et B sont des constantes on a
Mod(u) C Mod(F + e).
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4 Fonctions presqu’automorphes

Définition 4.1 [15] Une fonction continue f : R — E est dite presqu’au-
tomorphe (p.a.) si pour toute suite de nombres réels (sp)n, on peut extraite
une sous-suite (s),)y, telles que :

lim f(t+s))=g(t) estbien définie pour tout t € R,

n——4o00

et
lim g(t—s,)=f(t)  pour chaque t € R.

n—-+4o0o

On note par AAY(E) I'ensemble des fonctions presqu’automorphes de R dans
E. On a AA%(E) C BC°(R,E), et AA°(E), muni de la norme || - ||o0, est un
espace de Banach. Pour k£ € N*, on note

di f

AAYE) .= {f € AAL(E)NC*(R,E); Vi=1,..., k i

c AAY(E)}.

Proposition 4.1 AA*(E), muni de la norme

k .

d' f
oo (= Su t + su — (1) ||E,
Illoe = sup £ Oz + 3 sup g (Ol

est un espace de Banach.

Propriétés 4.1 (/39/, p. 13). Si f, fi, fo : R — E des fonctions pres-
qu’automorphes, alors on a :

— f1+ fo est presqu’automorphe.

— cf est presqu’automorphe quand c € R.

- 1a(f)(t) = f(t+ a) est presqu’automorphe pour tout a fixé dans R.

— sup;er || f(t)]] < 00 ; f est une fonction bornée.
L’image Ry = {f(t): t € R} est relativement compacte dans E.

5 Fonctions presqu’automorphes avec un paramétre

Définition 5.1 ([13/, p. 45). Une fonction f : R x E — F est dite pres-
qu’automorphe en t uniformément pour x si

(1) f(-,z) € AAY(F) pour tout x € .
(2) pour tout compact K C E et pour tout € > 0, il existe § = 6(K,e) > 0

satisfaisant || f(t,y) — f(t,2)|| < € pour chaque t € R et pour tout
y, z € K tels que ||y — z|| < 0.

On note par AAU(R x E,F) Uensemble des fonctions presqu’automorphes
dans t uniformément pour x.
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Lemme 5.1 (18], lemme 9.4) Soit f € AAUR x E,F) et u € AA(E).
Alors on a [t — f(t,u(t))] € AA°(F).

Pour f € AAU(R x E,F) et par le lemme 5.1 on peut donner la définition
d’opérateur de superposition suivant :

Ny AAY(E) — AAY(F), Ny(u) = [t — f(t,u(t))].

Théoréme 5.1 Soit f: R X E — F une fonction. Alors on a léquivalence
entre les assertions suivantes :

(i) f € AAU(R x E,F).
(ii) L’opérateur de superposition Ny est continu de AA°(E) dans AA°(F).

Avant de passer a la démonstration de ce théoréme on donne d’abord le
lemme suivant.

Lemme 5.2 ([13/, lemme 9.6). Soit f € AAU(R x E,F). Alors on a : pour
tout compact KC dans E et pour tout € > 0, il existe § = §(IC, ¢) tels que pour
tout x € K et pour tout z € E, si ||x — z|| <6 alors || f(t,x) — f(t,2)| <e¢,
pour tout t € R.

Démonstration du théoréme 5.1

(1 = ii).

La démonstration de cette implication est la méme que celle du théoréme

2.1, si on remplace 'utilisation du lemme 2.2 par le lemme 5.2.

(it = 1).

(1) Pour tout = € E, on consideére la fonction constante u, : R — E donnée
par uy(t) = z. Alors on a u, € AAY(E), et puisque Nf(AA°(E)) C
AA°(F), on obtient donc f(-,x) = Nf(uy) € AAY(F).

(2) Puisque la fonction
U:E— AA°E), U(z) = u,,

est continue, et puisque Ny est continu, alors la composition NyoU est
aussi continue sur E. Alors par 'utilisation du théoréme de Heine, pour
tout compact IC, la fonction [x +— f(-,x) = NyoU(z)] est uniformément
continue sur .

Donc de (1) et (2) on a f € AAU(R x E,F).

Théoréme 5.2 ([13], p.67). Soit f € AAU(RXE,F) tel que D, f(t,x) existe
pour tout (t,z) € R X E (au sens de Fréchet) et tel que D,f € AAU(R x
E, L(E,F)). Alors l'opérateur de superposition N¢(u) := [t — f(t,u(t))] de
AAYE) dans AA°(F) est Fréchet continiment différentiable, et on a

DNy(u).w = [t — Do f(t,u(t)).v(t)], pour chaque u, v € AA’(E).
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La démonstration de ce théoréme est similaire & celle du théoréeme 2.2 en
remplacant 'utilisation du théoréme 2.1 par le théoréme 5.1, et par le rem-
placement de l'utilisation du Lemme 2.1 par le Lemme 5.1.

Remarque 5.1 Si ¢ € C°(E,F) et si on pose f(z,t) = ¢(x) pour tout
(x,t) e EXR, alors f € AAU(E x R, F).

6 Existence et unicité d’une solution "mild" pres-
qu’automorphe pour I’équation différentielle non
homogeéne.

On a besoin d’abord de quelque définitions importantes avant de donner
le théoréme d’existence et d’unicité d’une solution mild presqu’automorphe
de I’équation différentielle non homogéne

o' (t) = Az(t) + f(t), tER, (6.1)

Définition 6.1 Une famille & un parameétre (T(t))i>0 d’opérateurs linéaires

bornés sur un espace de Banach E est un semi-groupe fortement continu

( ou Cy-semi-groupe) si

(i) T(0) = Iz

(ii) V(s,t) >0, T(s+t)=T(s)oT(t)

(iii) Vz € E, lim_,o+ T(t)r = z, ce qui implique, Yo € E la fonction
t — T(t)x est continue de [0,400) sur E.

Définition 6.2 Le Cy-semi-groupe (T(t))i>0 est exponentiellement stable
sl existe K > 0, w < 0 tel que

IT@)| < Ke™,  pour chaque t >0 .

Définition 6.3 [39/. On définit le générateur infinitésimal A d’un semi-

groupe fortement continu (T'(t))¢>0 comme l'opérateur A : D(A) CE — E

ol :

D(A) ={z €E, lim Tz = existe}
t—0

et

Vi€ D(4), Az = lim LWEZT
t—0 t

Dans le cas ou A est borné alors
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Définition 6.4 [39/.
La fonction x contindment dérivable et telle que x(t) € D(A) pour chaque t €
R est dite solution classique de l’équation (6.1) si elle vérifie cette derniére.

Définition 6.5 [39/.
La fonction x € C°(R,E) donnée par

t
z(t) =Tt —a)x(a) + / T(t—s)f(s)ds,
pour tout a € R et pour tout t > a, est dite solution mild de (6.1).

Il est clair que toute solution classique est une solution mild. L’inverse n’est
pas toujours vrai.

Théoréme 6.1 (/39/, p.56).

Soit f € AA°(E) et A un générateur infinitésimal d’'un Co-semi-groupe expo-
nentiellement stable, alors l’équation (6.1) posséde une unique solution mild
presqu’automorphe sur R.

7 Fonctions asymptotiquement presque-périodiques
(respectivement asymptotiquement presqu’auto-
morphes)

On note par BC(R x E,F) 'ensemble des fonctions continues et bornées
de R x E vers F. On considére les deux espaces suivants :

Co(E) :={u e BC(R,E) : |t1\im |lu(t)|| = 0},
— 00
Co(R x E,F) := {u € BO(R x E,F) : limpy_, [|u(t, )| = 0 uniformément
pour tout compact dans E}.

Définition 7.1 . [38] Une fonction continue et bornée u : R — E est
dite asymptotiquement presque-périodique (respectivement asymptotiquement
presqu’automorphe) si u se décompose comme suit :

U= U] + U2
ot uy est presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) et us €
Co(E).

On note par AAPY(E) (respectivement AAA°(E)) I'ensemble des fonctions
asymptotiquement presque-périodiques (respectivement asymptotiquement
presqu’automorphes). AAP?(E) (respectivement AAA®(E)) muni de la norme
|| [[oo est un espace de Banach.
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Définition 7.2 . [38] Une fonction continue et bornée v : R x E — F est
dite asymptotiquement presque-périodique (respectivement asymptotiquement
presqu’automorphe) en t uniformément par rapport & x sur tout compact de
E st u se décompose comme suit :

U= U] + u2

ot uy est presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) en t uni-
formément par rapport & x sur tout compact de E et ug € Co(R x E, F).

On note par AAPU (R x E,F) (respectivement AAAU (R x E,F)) 'ensemble
des fonctions asymptotiquement presque-périodiques (respectivement asymp-
totiquement presqu’automorphes) en ¢ uniformément par rapport & x sur
tout compact de E.

Remarque 7.1 La décomposition de u dans les deux définitions 7.1 et 7.2
est unique.

Théoréme 7.1 Soit f une fonction de R X E vers F telle que f(t,x) =
fi(t,z) + fa(t, x) et telle que f est une fonction asymptotiquement presque-
périodique en t uniformément par rapport 4 x sur tout compact de E alors
pour x € AAPY(E) on a f(-,2(-)) € AAPO(F).

Pour la démonstration voir ([13], Lemme 8.3)

Théoréme 7.2 [37] Soit f une fonction de R x E vers F telle que f(t,z) =
fi(t,z) + fa(t,x) et telle que f est une fonction asymptotiquement presqu-
automorphe en t uniformément par rapport & x sur tout compact de E et on

a fo(t,x) est uniformément continue sur tout sous ensemble borné K de E,
alors pour v € AAAY(E) on a f(-,z(-)) €€ AAA(F).

Pour la démonstration voir ([37], Théoréme 2.3). Pour k € N*, on note

dif

AAPF(E) := {f € AAP*(E)nC*(R,E); Vi=1,..., k -7 € AAP(E)}
AAARE) == {f € AAAY(B)NCH(R,E); Vi=1,..., k Cfltf € AAAY(E)}.

8 Fonctions pseudo presque-périodiques (respecti-
vement pseudo presqu’automorphes)

Soit I'espace

] 1 +T
Po(E) := {u e BORE): Jim /T u(s)|[ds = 0.
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Py(RxE,F):={ue BC(RxE,F): u(-,z) € BC(R,E) pour tout x € E et
1 +T
lim / |lu(s, z)||ds = 0 uniformément pour z € E}
-T

Définition 8.1 ./23/, [38] Une fonction continue et bornée u : R — E est
dite pseudo presque-périodique (respectivement pseudo presqu’automorphe) si
u se décompose comme suit :

U= Uy + u2

ot uy est presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) et ug €
Py(E). La fonction uy est appelée la partie presque-périodique (respective-
ment presqu’automorphe) de u et ug est appelée la perturbation ergodique de
la fonction u.

On note par PAPY(E) (respectivement PAA’(E)) I'ensemble des fonctions
pseudo presque-périodiques (respectivement pseudo presqu’automorphes).
PAP°(E) (respectivement PAA®(E)), muni de la norme ||- ||, est un espace
de Banach.

Définition 8.2 . [23], [38] Une fonction continue et bornée u: R xE — FF
est dite pseudo presque-périodique (respectivement pseudo presqu’automorphe)
en t uniformément par rapport a x sur tout compact de E si u se décompose
comme suit :

U= U] + u2

ot uy est presque-périodique (respectivement presqu’automorphes) en t uni-
formément par rapport G x sur tout compact de E et ug € Py(R x E, F).

On note par PAPU (R x E, F) (respectivement PAAU (R x E,F)) I’ensemble
des fonctions pseudo presque-périodiques (respectivement pseudo presqu’au-
tomorphes) en ¢ uniformément par rapport & x sur tout compact de E.

Remarque 8.1 La décomposition de v dans les deux définitions 8.1 et 8.2
est unique.

Dans [48] le théoréme donné par Zhang pour la composition pour les fonc-
tions pseudo presque-périodiques dans un espaces de Banach de dimension
finie, est généralisé par Amir et Maniar dans [3] pour le cas d’un espace de
Banach de dimension infinie.

Théoréme 8.1 Soit f une fonction de RXIE vers F pseudo presque-périodique
en t uniformément par rapport & x sur tout compact de E tel que [ vérifie la
condition de Lipschitz :

Hf(t,!lf) - f(tvy)H]F < ka - yHE7 fO‘I’ all x, yE Ea teR.
alors pour x € PAPY(E) on a f(-,z(-)) € PAP°(F).
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Pour la démonstration voir ([3], Théoréme 5).

Théoréme 8.2 Soit f une fonction de R x E wvers F tel que f(t,x) =
fi(t,x) + fa(t,x) et tel que f est une fonction pseudo presqu’automorphe
en t uniformément par rapport a x sur tout compact de E et on a
~ f(t,x) est uniformément continue sur tout sous-ensemble borné K de
E
~ fa(t,z) est uniformément continue sur tout sous-ensemble borné K de
E
alors pour v € PAA°(E) on a f(-,x(-)) € PAA°(F).

Pour la démonstration voir ([37], Théoréme 2.4)
Pour k£ € N*, on note

PAPY[E) := {f € PAP(E)NC*(R,E); Vi=1,..., k Cfltf € PAP'(E)}
PAAKE) := {f € PAAY(E)NC*(R,E); Vi=1,..., k th € PAA°(E)}.

9 Fonctions pseudo presque-périodiques avec poids
(respectivement pseudo presqu’automorphes avec
poids)

Soit £}, (R, (0,00)) I'ensemble des toutes les fonctions p : R — (0, 00)

qui sont positives et localement Lebesgue-intégrables sur R.
Pour r > 0, soit

+r
m(r, p) := / p(x)dz, pour toutp € L}, (R, (0,00)),

et on définit

Us = {p € L], (R, (0,00)) : lim m(r,p) = oo}

r—00

For p € Uy on considére

+r
Py(E, p) := {u € BO(R,E) : lim / lu(s)[lp(s)ds = 0.

r—oo m(r,p) J_,

Py(RxE,F,p):={ue BCRxE,F): u(-,xz) € BC(R,F) pour tout z € E

+r
et lim / lu(t, s)||p(s)ds = 0; uniformément pour z € E}
e () )
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Définition 9.1 . [24/, [14] Une fonction continue et bornée u: R — E est
dite pseudo presque-périodique avec poids (respectivement pseudo presqu’au-
tomorphe avec poids) si u se décompose comme suit :

U= Uy + U

ot uy est presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) et ug €
PO (]Ev p)

On note par WPAPY(E, p) (respectivement W PAA’(E, p)) I'ensemble des
fonctions pseudo presque-périodiques avec poids (respectivement pseudo pres-
qu’automorphes avec poids).

Définition 9.2 . [2/], [14] Une fonction continue et bornée u: R xE — FF
est dite pseudo presque-périodique avec poids (respectivement pseudo pres-
qu’automorphe avec poids) en t uniformément par rapport & x sur tout com-
pact de E st u se décompose comme suit :

U= U] + u2

ot uy est presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) en t uni-
formément par rapport & x sur tout compact de E et ug € Py(R x E, F, p).

On note par WPAPU (R x E,F, p) (respectivement WPAAU (R x E,|F, p))
I'ensemble des fonctions pseudo presque-périodiques avec poids (respective-
ment pseudo presqu’automorphes avec poids).

Remarque 9.1 La décomposition de v dans les deux définitions 9.1 et 9.2
n’est pas unique.

Soit
Ur = {p € Ux : psatisfait (H)},
ot (H) est la condition suivante due a : [9]

(H) Pour tout 7 € R, il existe une constante 8 € (0,00) et un intervalle
borné I tel que

p(t+ 1) < Bp(t) presque pour tout t € R\ I.

Soit g une mesure positive sur R. La fonction u est dite pu-pseudo presque
périodique (respectivement u pseudo presqu’automorphe) si u = g + ¢, avec
g est une fonction presque-périodique (respectivement presqu’automorphe)
et ¢ satisfait :

1
lim ——— [¢(s)ldu(s) =0,
im /[_W] s)||du(s

T—00 M[—?"’ ’]”]
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ou p[—r,r| est la mesure de [—r,r]. On peut remarquer que une fonction
pseudo presque périodique avec poids (respectivement pseudo presqu’auto-
morphe avec poids) est une fonction p— pseudo presque périodique (respecti-
vement pu— pseudo presqu’automorphe), oil la mesure p est absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue et sa dérivée de Radon-Nikodym
par rapport a la mesure de Lebesgue est p = C(li—‘;. p satisfait (H) si et seule-
ment si la mesure y satisfait :

Pour tout 7 € R, il existe 8 > 0 est un intervalle borné I tel que

plat+7: acK}) < Bu(K),

pour tout K € B (B est la tribu de Lebesgue de R), satisfait K NI = 0,
Remarque 3.1 [9].

Lemme 9.1 Soit p € Ur. Alors on a
WPAP'(E, p) := AP°(E) @ Py(E, p),
(respectivement WPAAY(E, p) := AA°(E) @ Py(E, p)). De plus on a
WPAPU(R x E,F, p) := APU(R x E,F) ® Py(R x E,F, p),
(respectivement W PAAU (R X E,F, p) := AAUR X E,F)® Py(R x E,F,p)).

Pour la démonstration voir (Corollaire 2.29 [10]) pour le cas WPAP°(E, p)
et (Théoréme 4.7 [9]) pour le cas WPAA®(E, p).

Lemme 9.2 Soit p € Ur. Alors (WPAP°(E,p),| - |leo) (respectivement
(WPAA°(E, p), || - |loc)) est un espace de Banach.

Pour la démonstration voir (Corollaire 2.31 [10]) pour le cas WPAP°(E, p)
et (Théoréme 4.9 [9]) pour le cas WPAAY(E, p).

Théoréme 9.1 Soit f une fonction de RXE vers F pseudo presque-périodique
avec poids en t uniformément par rapport & x sur tout compact de E tel que
f vérifie la condition de Lipschitz :

||f(t7‘/1:) - f(tay)HF < ka - yHE7 fOT all T, yE ]E7 teR.
alors pour € WPAPY(E, p) on a f(-,z(-)) € WPAP(F, p).

Pour la démonstration voir (|24], Théoréme 3.4)

Théoréme 9.2 Soit p € Uy et f une fonction de R x E vers F tel que
flt,x) = fi(t,x) + fao(t,x) et tel que f est une fonction pseudo presqu-
automorphe avec poids en t uniformément par rapport ¢ x sur tout compact
de & et on a
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— f(t,x) est uniformément continue sur tout sous ensemble borné K de
E

— fa(t,z) est uniformément continue sur tout sous ensemble borné K de

E

alors pour x € WPAA®(E, p) on a f(-,z(-)) € WPAA (R, p).

Pour la démonstration voir ([14], Théoréme 2.10)
Pour k € N* on note

dif
dt?

d'f
dt?

WPAPHE,p) := {f € WPAP(E,p)nC*(R,E); Vi=1,..., k € WPAP'(E, p)}

WPAAKE, p) .= {f € WPAA’(E, p)nC*(R,E); Vi=1,..., k c WPAAE, p)}.



Chapitre 2

PETITES OSCILLATIONS
PRESQU’AUTOMORPHES
ET
PRESQUE-PERIODIQUES
DE L’EQUATION DE
LIENARD FORCEE.

1 Introduction

Soit P un espace de Banach, f : Rx P — Retg: Rx P — R
deux fonctions. On fixe (ep)pep qui est une famille de fonctions presque-
périodiques ou presqu’automorphes. On considére la famille d’équations de
Liénard forcées suivantes :

(€ p)  2"(t) + fx(t),p).2'(t) + g(x(t), p) = ep(t).

A partir de 0 € P pour lequel ey = 0 et pour lequel la fonction nulle
est une solution de (&, p), on donne des conditions pour établir le résultat
suivant : pour tout p appartenant a un voisinage de 0, il existe une solution x),
presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) de (€,p) ou e, est
presque-périodique (respectivement presqu’automorphe) et la dépendance
p — e, est continfiment différentiable. Alors ce qui implique que x, est
uniformément convergente vers 0 quand p converge vers 0.

On considére aussi la famille d’équations suivantes.

(Fre)  a"(t) + f(z(t)2'(t) + g1(x(t)) = e(t).
est un cas particulier de (£, p) en prenant P 'espace des fonctions presque-
périodiques (ou fonctions presqu’automorphes) et en posant f(x,p) = fi(x),

26
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g(x,p) = gi1(x) et p — e, est Papplication identité.
Enfin on considére la famille d’équations :

(Greq)  a"(8) + falw(t), @) () + ga(w(t),q) = e(t)

ou ¢ appartient a l’espace de Banach @), est un cas particulier de (&€, p) en
prenant p = (eaQ)v f(x>ea(J) = f2($aQ)7 g(x,e,q) = 92($,Q) et €(e,q) — €

Sur (F,e) et (G,e,q) on obtient les mémes résultats obtenues sur (&, p).
Notons que (£, p) ne sont pas des cas particuliers des équations différentielles
2" (t) 4+ [b(t)I + B(t)]2'(t) + F(t,z(t)) = e(t), puisque le terme [b(t)I + B(t)]
ne contient pas x(t), et notons que (&€, p) ne sont pas des cas particuliers
des équations différentielles 2”(t) + LV F(2(t)) + Cz(t) = e(t), puisque le
C est linéaire et g n’est pas linéaire. Notons aussi que (€, p) ne sont pas des
cas particuliers des équations différentielles 2/(t) = Ax(t) + q(t,z,e) on A
est une matrice constante non nulle. Maintenant nous décrivons le contenu
de ce chapitre. Dans la section 2 nous précisons les notations des espaces de
fonctions qui sont utilisés dans le chapitre et nous rappelons certaines de leurs
propriétés. Dans la section 3 on formule les résultats principaux du chapitre.
Dans la section 4 on donne la démonstration des théorémes principaux.

2 Préliminaires

Pour X et Y deux espaces de Banach, £(X,Y") est 'espace de Banach
des opérateurs linéaires continus de X dans Y, et || - ||z est la norme des
opérateurs :

IT)lc = sup [Txlly.
llzllx <1

Pour F € C°(R x R x R,R), une solution p.p. (respectivement p.a.) d’une
équation différentielle du seconde ordre a”(t) = F(¢, z(t), 2'(t)) est une fonc-
tion z € AP?(X) (respectivement AA%(X)) qui est une solution classique
de I’équation différentielle.

Le lemme suivant généralise le théoréme de Bohr-Neugebauer (Théoréme
3.1 du chapitre 1) sur les solutions presqu’automorphes, et qu’on 'utilise dans
notre preuve.

Lemme 2.1 Soit A € L(R™,R"™) tel que toutes ses valeurs propres ont une
partie réelle différente de zéro. Alors, pour tout h € AAY(R™), il existe une
unique solution presqu’automorphe de ’équation différentielle

u'(t) = Au(t) + h(t). (2.1)

Démonstration
On note par Ay, ..., A\, les valeurs propre de A, v < n. on fixe h € AA°(R).
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Etape 1 :
Le cas o RA, < 0 pour tout k =1, ..., v.
Dans cette situation l'origine est un point foyer ([34] p. 145) pour le systéme
dynamique
u = Au

et par l'utilisation du théoréeme 1 de [34] (p. 145), il existe K € (0,00) et
w € (0,00) tels que

Vi e [0,00), e < K.e ™.

D’aprés la terminologie de la théorie des semi-groupes, cette derniére condi-
tion signifie que (etA)tzo est un Cp-semi-groupe exponentiellement stable. On
remarque que : dire que u est une solution classique de (2.1) est équivalent a
dire que u est une solution mild de (2.1) (au sens donné dans le chapitre 1)
puisque le domaine de A est R™. Alors, le Théoréme 6.1 du chapitre 1 assure
I’existence d’une unique solution p.a. de 2.1.

Etape 2 :
Dans le cas ou A, > 0 pour tout k =1,...,v.
u est une solution de (2.1) sur R si et seulement si v est une solution sur R
de I'équation
V() = —Av(t) — h(—t.) (2.2)

ol v est définie par

v(t) == u(—t).
Puisque les valeurs propre de —A sont —Aq, ..., —A,. Et puisque ¢ — —h(—t)
appartient 3 AAY(R™), et par 'application de la premiére étape sur le systéme
dynamique (2.2), il existe une unique solution p.a. de (2.2), notée v. Donc la
fonction v définie par

est I'unique solution p.a. de (2.1).

Etape 3 : Dans le cas complexe.
On peut considérer le systéme complexe associé a (2.1).

2(t) = Az(t) + C(t), =2(t) e C",¢(t) e C™. (2.3)

Soit

2(t) = 2(t) + iy(t),
avec z(t) € R™ et y(t) € R™ sont des solutions de (2.3). Puisque A est réel, x
est une solution de 2.1 avec h = R(, et y est une solution de 2.1 avec h = 3¢.

Dans un premiér temps on suppose que R\ < 0 pour tout k =1,...,v.
Quand ¢ € AA°(C™), alors R(¢ et 3¢ appartiennent & AAY(R™), et par 1'uti-
lisation de la premiére étape, il existe une unique solution p.a. z de (2.1)
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pour h = R( et il existe une unique solution p.a. y de (2.1) pour h = ¢, et
donc z := x + 4.y est I'unique solution p.a. de (2.3).

Avec le méme raisonnement, on utilise la deuxiéme étape pour le cas ou
RN, > 0 pour tout k = 1,...,v. On obtient pour tout ¢ € AA’(C") qu’il
existe une unique solution a.p. de (2.3).

Etape 4 :
Dans le cas ou il existe un nombre entier m tel que 1 < m < v satisfaisant

RA\ <Opourl <k<m

et
R > 0pour m < k < .

On note par E(A, \;) le sous-espace spectral associé & Aj. On pose comme
dans ( [34] p. 110)

E_=FEAMN)®..0EA )

et
E+ = E(A, )\m+1) D...D E(A, )\IJ)
On a
(Cn == E_ @ E+
avec
A(E_) CE_et A(Ey) C E4.
On note

A_ e L(E_,E_)
la restriction de A sur E_, et on note
Ap € L(EL Ey)

la restriction de A sur F.. Les valeurs propre de A_ ont des parties réelles
négatives et les valeurs propres de Ay ont des parties réelles positives.

Pour h € AAY(R"™) on peut considérer h = h + i.0, un élément de
AA°(C™). On pose
h=h_@hy

ot h_ € AAY(E_) et hy € AAY(E,). Par I'utilisation de la troisiéme étape,
il existe z_ € AA'(E_) 'unique solution p.a. de

2 (t)=A_z_(t)+h_(t),
et il existe z, € AAY(E,) 'unique solution p.a. de
2 (t) = Avzg (t) + hae(t).

Alors z := z_ @z est l'unique solution p.a. de (2.3) avec {( = h, et donc x :=
Rz est I'unique solution p.a. de (2.1). O
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3 Reésultats

D’abord on donne une liste d’hypothéses concernant ’équation (€, p).
Al) feCYR x P,R) et g€ CYR x P,R).
A2) ¢(0,0) =0.
A3) prr e, € CHP,APP(R)) et eg = 0.
A4) £(0,0) # 0 lorsque £(0,0)2 < 42200 o
898% # 0 lorsque f(0,0)% > 69(0 0
(A5) prse, € CH(P,AAY(X)) et eg = 0

)
Sur les solutions p.p. de (&€, p), on donne le résultat suivant :

(
(
(
(

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (A1-A}), il existe un voisinage U de 0
dans AP?(R), un voisinage V de 0 dans P et une application p — z[p] de
classe C' de V dans U qui satisfaite les conditions suivantes :

(i) o] =
(11) Pour tout p € V, x[p] est une solution p.p. de (€,p).
(115) Six € U est une solution p.p. de (€,p) avec p € V, alors x = x[p].

Sur les solutions p.a. de (£, p), on donne le résultat suivant :

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (A1-A2) et (A4-A5), il existe un voisi-
nage Uy de 0 dans AA%(R), un voisinage V; de 0 dans P et une application
p > 24[p] de classe C* de V1 dans Uy qui satisfont les conditions suivantes :

(1) 2,[0] =0
(11) Pour tout p € V1, z,[p] est une solution p.a. de (€,p).
(153) Six € Uy est une solution p.a. de (E,p) avec p € V1, alors x = x,[p).

Pour I'équation (F,e), la liste des hypothéses est :

(A6) f1 € CYR,R) et g1 € C(R,R).

(A7) g1(0) = 0.

(A8) £1(0) # 0 lorsaue /1(0)® < 4g}(0), et ¢}(0) # 0 lorsque 1(0)? > 4g} (0).
Sur les solutions p.p. et p.a. de (F,e) on donne le résultat suivant :

Corollaire 3.1 Sous les hypothéses (A6-A8), il existe un voisinage VW de 0
dans AP°(R) (respectivement AAY(R)), un voisinage U de 0 dans AP?(R)
(respectivement AA%(R)) et une application e — z[e] de classe C*, de W
dans U qui satisfont les conditions suwivantes :

(i) z[0] =
(1) Pour tout e € W, x[e] est une solution p.p. (respectivement p.a.) de
(F.e).
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(113) Six € U solution p.p. (respectivement a.a.) de (F,e) avec e € W dans
AP°(R) (respectivement AA°(R)), alors on a x = z[e].

Démonstration

D’abord, nous traitons le cas de p.p.. On pose P := AP°(R). On défi-
nit f : R x AP°(R) — R en posant f(z,e) := fi(z), et on définit g :
R x AP’(R) — R en posant g(x,e) := g1(z). On définit p — e, comme un
opérateur identité de AP?(R) dans AP°(R). Alors (F,e) devienne (&, p).
L’hypothése (A6) implique (A1), 'hypothése (A7) implique (A2). Puisque
I'opérateur identité est un C'-diffeomorphisme, alors I'hypothése (A3) est
vérifiée, et 'hypothése (A8) implique (A4).

Alors on obtient la conclusion par I'utilisation de théoréme 3.1. Le raisonne-
ment est le méme dans le cas de p.a. par 'utilisation du théoréme 3.2 au lieu
du théoréme 3.1. O

Les hypothéses pour l'équation (G, e, q) sont les suivantes :
(A9) fo € CHR x Q,R) et g» € C1(R x Q,R).
(A10) ¢2(0,0) = 0.
(A11) £2(0,0) # 0 lorsque f5(0,0)2 < 422(00) "¢
w # 0 lorsque f»(0,0)% > 4892(0 0

Sur les solutions p.p. et p.a. de I’équation (G,e,q), on donne le résultat
suivant, :

Corollaire 3.2 Sous les hypothéses (A9-A11), il existe un voisinage Wa de
0 dans AP°(R) (respectivement AAY(R)), un voisinage Us de O dans AP%(R)
(respectivement AA%(R)), un voisinage Vo de 0 dans Q et une application
e ze, q] de classe C, de Wa x Vo dans Us qui satisfont :

(i) 00,0 = 0.
(i) Pour tout e € Wy dans APY(R) (respectivement AA°(R)) et pour tout
q € Vo, zle, q| est une solution p.p. (respectivement a.a.) de (G,e,q).

(115) Si x € Uy est une solution p.p. (respectivement a.a.) de (G,e,q) avec
e € Wy dans AP°(R) (respectivement AA°(R)) et q € Vs, alors on a
x = zle,q].

Démonstration

D’abord, on commence par le cas de p.p.. On pose P := AP’(R) x Q. On
définit f : R x APY(R) x Q — R en posant f(z,e,q) := fa(x,q), et on définit
g:Rx AP°(R)xQ — R en posant g(z, e, q) := g2(x,q). On définit (e, q) — e
de AP°(R) x @Q dans AP°(R) comme la projection de AP°(R) x Q sur le
premier ensemble . Alors (G, e, q) devient (&, p).

L’hypothése (A9) implique (A1), 'hypothése (A10) implique (A2), puisque
I'opérateur de projection est linéaire et continu, alors il est de classe C' donc
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(A3) est vérifiee. ’hypothese (A11) implique (A4).

Alors on obtient la conclusion par 'utilisation du théoréme 3.1. Le raisonne-
ment est le méme dans le cas p.a. par l'utilisation du théoréme 3.2 au lieu du
théoréme 3.1. O

4 Démonstration des théorémes

On définit 'opérateur non linéaire ® : AP%(R) x P — AP°(R) (respec-
tivement AA%(R) x P — AA°(R))

O(z,p) = [t = 2"(t) + f(2(t), p).2"(t) + g(2(t), p) — ep(t)] (4.1)

ott x € AP?(R) (respectivement AA%(R)) et p € P.
Il est facile de remarquer que, z € AP?(R) (respectivement AA?(R)) satisfait
®(z,p) = 0 si et seulement si = est une solution p.p. (respectivement p.a.)
de (€,p).
Pour bien organiser notre démonstration des deux théorémes (3.1 et 3.2),
on va la découper en des lemmes avec leurs démonstrations pour assurer les
hypothéses du théoréme des fonctions implicites ([17], p. 61) sur ®(z,p) =0
et donc l'existence et l'unicité d’une solution p.p (respectivement p.a) de
(&,p).

Sous les hypothéses (A2) et (A3) (respectivement (A2) et (A5)), 0 est une
solution p.p. (respectivement p.a.) de (£,0), et alors on a ’égalité suivante :

®(0,0) = 0. (4.2)

Lemme 4.1 Sous les hypothéses (A1-A3) (respectivement (A1-A2) et (A5)),
Vopérateur ® est bien défini, et il est de classe C' de AP%(R) x P (respec-
tivement AA%(R) x P). De plus la dérivée partielle de ® par rapport a la
premiére variable, au point (x,p) = (0,0), est donnée par

0g(0,0)

D, ®(0,0).y = [t — 3" (t) + f(0,0).9/(t) + 5 V(2]

oty € AP%(R) (respectivement AA%(R)).

Démonstration
Soit 1es20pérateurs linéaires suivants :
- j? : AP2(R) — APY(R) (respectivement AA%(R) — AA°(R)) est
défini par

—z:=a. (4.3)

Puisque
2

1=z %lleo < l12"lloo + [12”lloc + +l| oo,
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on a
2

I

dt?
Alors lopérateur linéaire % est continu, donc de classe C!, et on a
pour tout x, y dans AP?(R) (respectivement AA?(R))

2o < |2l g2

2 2
D) = 250

% : APY(R) — APY(R) (respectivement AA'(R) — AA(R)) est
défini par

d
P x. (4.4)
Puisque
d /
I 2lloo < fl2lloe + [[2]loo,
on a

d
Il < llzllpor-
Alors 'opérateur linéaire % est continu, donc de classe C', et on a

pour tout x, y dans AP!(R) (respectivement AA!(R))

C D) = 2 60)

in; : AP?(R) — APY(R) (respectivement AA%(R) — AAY(R)) est
défini par

D

ing(z) :== . (4.5)
Puisque
2]l + l12"llo0 < ll2lloo + 12"]lo0 + [12” oo,
on a
|zllpcr < [zl poe,
d’ou

in1 (7)] g < ||zl pe2-

Alors I'opérateur linéaire in; est de classe C!, et on a, pour tout z, y
dans AP?(R) (respectivement AA?(R))

Ding ((-))(y(-)) = i1 (y(-))-

ing : AP?(R) — AP°(R) (respectivement AA%(R) — AA%(R)) est
défini par
ing(z) := . (4.6)
Puisque
2]l < Nl#lloo + 12" loo + 2" [|oos
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on a
2]l < NIzl 52,
d’ou
[in2(7)[loe < llzll pe2-

Alors Popérateur linéaire iny est de classe C!, et on a, pour tout z, y
dans AP?(R) (respectivement AA?(R))

Ding(z(-))(y(+)) = ina(y(-))
Donc on a,
d2
dt?’ dt’
Maintenant nous définissons les opérateurs de Nemytski (dite aussi opérateur

de superposition) construits sur les fonctions f et g :
— Ny : AP°(R) x APY(P) — AP(R)
(respectivement AAY(R) x AA(P) — AAO(R)) défini par

Ny(z,p) := [t = f(x(t),p(t))], (4.8)

— Ny : AP'(R) x AP°(P) — AP°(R)
(respectivement AAY(R) x AA%(P) — AA°(R)) défini par

Ny(z,p) = [t = g(z(t), p(1))]- (4.9)

iny,iny sont de classe C''. (4.7)

Dans le cas de la presque-périodicité, d’aprés (A1) et le corollaire 2.1 du
chapitre 1, Ny et N, sont de classe C! sur AP?(R) x APY(P) = AP°(Rx P).
Dans le cas presqu’automorphe, si on pose

f(z,pt) == f(z,p) et g(z,p,t) :=g(z,p) pour tout (z,p,t) eRxP xR
et par l'utilisation de la remarque 5.1 du chapitre 1, on obtient
f, g€ AAUR x P x R,R),

et
Dy fs Dwpd € AAUR x P x R, L(R x P,R)),

donc les fonctions f, g et D(m,)f, Dy ) g satisfont les hypothéses du Théo-
réeme 5.2 du chapitre 1 pour lesquelles N et N sont de class C!, donc N ¥
et Ny sont de classe C 1. Alors on a la propriété :

Ny et N, sont de classe C. (4.10)

Dans le cas presque-périodique (respectivement presqu’automorphe), le
corollaire 2.1 du chapitre 1 (respectivement théoréme 5.2 du chapitre 1)
donne la formule de la différentielle de I'opérateur de Nemytski.

DNy, p)y = [t oo LEOO) (a.11)
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Do Ny(wp)y = [t 2 () (4.12)

pour tous z,y € AP°(R) (respectivement AA°(R)) et pour tout p € AP°(P)
(respectivement AA°(P)).

On peut assimiler le point p € P a la fonction constante ¢ — p qui appar-
tienne & AP°(P) (respectivement AA°(P)), ¢a nous permet de considérer P
comme un sous-espace vectoriel fermé de AP?(P) (respectivement AA°(P)).
Donc on peut considérer les restrictions suivantes des opérateurs Ny et N, :

~ S APY(R) x P — AP°(R) (respectivement AA°(R) x P — AA°(R))

définie par
Sf(xap) = [t = f((l,‘(t),p)], (413)
~ Sy : AP°(R) x P — APY(R) (vespectivement AA°(R) x P — AA°(R))
définie par
Sg(x,p) := [t = g(x(t),p)], (4.14)
ott x € APY(R) (respectivement AA°(R)) et p € P.

Puisque la restriction d’une fonction de classe C' & un sous-espace de

Banach est de classe C', on a

St et S, sont de classe C, (4.15)

et les conséquences de (4.11) et (4.12) sont les formules suivantes :

D5y p)y = [t IO (4.16)
D5y (. p)y = 1o OO (1.17)

pour tout z,y € AP°(R) (respectivement AA°(R)) et pour tout p € P.

Maintenant on considére les opérateurs suivants :

— 7 : AP?(R) x P — AP%(R) (respectivement AA?(R) x P — AA%(R))

défini par
mi(z,p) = (4.18)
On a
|zl pe2 < sup(l|z|[ge2, llpllp),
donc

Im1(2; p)l[Be2 < (2, )l B2 p-

Alors I'opérateur linéaire 71 est continu, donc il est de classe C.
— m9: AP?(R) x P — P (respectivement AA%(R) x P — P) défini par

m2(z,p) :=p. (4.19)

Ipllp < sup(|[z[| pcz, llpllp),
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donc
[m2(z, p)llp < (=, p)ll Bc2x P

Alors Iopérateur linéaire 75 est continu, donc il est de classe C1.
— B:R xR — R défini par

B(r,s) :==r.s,

est un opérateur bilinéaire continu donc B est de classe C*
On considére 'opérateur de Nemystki construit sur B, Ng : APY(R) x
APY(R) — AP°(R) défini par

Np(u,v) := [t — u(t).v(t) = B(u(t),v(t))]. (4.20)

Par l'utilisation du Corollaire 2.1 du chapitre 1 (respectivement Théo-
réme 5.2 du chapitre 1) donc Np est de classe C', et on a

DNp(a,b)(u,v) := [t = DB(a(t), b(t))(u(t), v(t))],
donc
DNg(a,b)(u,v) := [t — Bla(t),v(t)) + B(u(t), b(t))],
alors
DNg(a,b)(u,v) = Np(a,v) + Np(u,b).
~ C:AP?(R) x P — AP°(R) (respectivement AA%(R) x P — AA°(R))
défini par
C(z,p) == —ep. (4.21)

On note par ¢ : P — AP°(R) (respectivement P — AA°(R)) la
fonction p — e,, ¢ est de classe C! d’apres (A3) (respectivement (A5)),

et C' = —¢ omy est de classe C!' comme une composition de fonctions
de classe C!.

Donc
71,2, Ng et C' sont de classe C. (4.22)
Maintenant on note que 1’égalité suivante est vérifiée :

2 d

P = @OWl“‘NBO(S‘fo(inQ o, m), %o(inl omy))+Sgo(ingom, m) +C.

(4.23)

Par l'utilisation de (4.7), (4.15), (4.22), (4.23) et les régles habituelles du

calcul différentiel dans les espaces de Banach, on obtient que ® est de classe
Ct.

De (4.23) on déduit que
2

d
= + Np o (Sf o (ing,0), — oiny) + Sy o (ing,0) + C(.,0),

(.,0) o
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et alors, pour tout y € AP?(R) (respectivement AA%(R)), et par I'utilisation
des formules classiques du calcul différentiel dans les espaces de Banach et
(4.16), (4.17), on obtient

d? d
D,®(0,0).y = @y—FNB(DxSf(O, 0).y,0)+Np(S¢(0,0), %.y—i-Dng(O, 0).y+0,

donc, pour tout t € R, on a

(D2®(0,0).y)(t) = y"(t) + f(0,0).5/(t) +

Lemme 4.2 Sous les hypothéses (A1-A4) (respectivement (A1-A2) et (A4-
A5)), D®(0,0) est bijectif de AP?(R) sur AP°(R) (respectivement de AP?(R)
sur APY(R)).

Démonstration

Soit b € AP°(R). Nous voulons montrer qu’il existe une unique y € AP?(R)
tel que D,®(0,0).y = b. En utilisant la formule prouvée par le lemme 4.1,
cette équation est équivalente & dire que y est une solution p.p. de I’équation
différentielle linéaire du seconde ordre (qui est I’équation de Duffing) :

dg(0,0)
ox

y"(t) + £(0,0).9/(t) + y(t) =b(t). (4.24)

Le systéme différentiel suivant du premier ordre est équivalent a 1’équa-
tion (4.24) :

X'(t) = M.X(t) + B(t) (4.25)
0= i | 50= [y Lewri=| agn g
X(t) = , B(t) := ,et M = o
ot X(t) [ y'(t) (t) b(t) € _dgg;ﬁ) —£(0,0)
Le polynéme caractéristique de M est
99(0,0)
2
A°+ £(0,0).M+ T

On note par A\ et A\ les deux valeurs propres (égales ou différentes) de M.
Dans le cas ol A1, A2 € R, c¢.-a-d.

0g(0,0)

2
70,0 > 422522,

la condition (A4) implique que A\; # 0 and Ay # 0 car on a

0g(0,0)

= A1. A2
O 1-A2
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Dans le cas ou A1, A\ € C\ R, c.-a-d.

£(0,0)2 < 48920’0),

X

la condition (A4) implique que RA; # 0 et RAg # 0 puisque
£(0,0) = =28\ = —2R\o.

Alors les hypothéses du théoréme 3.1 de Bohr-Neugebauer (du chapitre 1)
sont vérifiées, et donc il existe une unique solution p.p. X € AP(R?) de
(4.25). Par conséquent, la premiére coordonnée de X, notée par y, est 'unique
solution p.p de (4.24). Donc y est 'unique élément dans AP%(R) qui vérifie

D,®(0,0).y = 0.

Le méme raisonnement tient dans le cas presqu’automorphe en utilisant le

lemme 2.1 au lieu du théoréme 3.1 de Bohr-Neugebauer (du chapitre 1).

En effet, soit b € AA°(R) et y € AA%(R). Dire D, $(0,0).y = b est équivalent

a dire que y est une solution p.a. de (4.24) qui est aussi équivalent a dire que
t .

X(t):= { g?j’((t)) ] est une solution p.a. de (4.25).

La condition (A4) est équivalente a dire que les parties réelles des valeurs
propre de M sont non nulles. Alors par 'utilisation du lemme 2.1 on obtient
Iexistence d’une unique solution p.a. X de (4.25), et alors I'existence d’une
solution p.a. y de (4.24), et c’est I'unique solution y € AA?(R) qui satisfait

D,®(0,0).y = b.
g

Par l'utilisation de (4.2), du lemme 4.1, du lemme 4.2 et du théoréme
des fonctions implicites ([17], p. 61) on obtient 'existence d’un voisinage U
(respectivement U;) de 0 in AP?(R) (respectivement AA%(R)), un voisinage
V (respectivement V;) de 0 in P et une application p ~ z[p] de classe C!
(respectivement p — z[p|), de V dans U (respectivement de V; dans U;) qui
satisfont les conditions suivantes :

a/ z[0] = 0, qui est la condition (i) du théoréme 3.1 (respectivement
théoréme 3.2).

b/ ®(z[p],p) = 0 pour tout p € V (respectivement V;), on assure alors
que z[p] est une solution p.p. (respectivement p.a.) de (€, p) pour tout
p € V (respectivement V), et c’est la conclusion (ii) du Théoréme 3.1
(respectivement théoréme 3.2).

c/ {(z,p) elU xV : ®(x,p) = 0} = {(z[p],p) : p € V} (respectivement
{(z,p) € Uy x V1 : ®(z,p) = 0} = {(z[p|,p) : p € V1}) et donc la
conclusion (iii) du théoréme 3.1 (respectivement théoréme 3.2).

Ainsi le théoréme 3.1 et le théoréme 3.2 sont prouvés.



Chapitre 3

DIFFERENT TYPES
D’OSCILLATIONS DE
L’EQUATION DE LIENARD
FORCEE.

1 Introduction

Soit la famille des équations suivantes

(€p)  2"(t)+ f(2(t),p) 2'(t) + g(x(t), p) = ep(t)
ol P est un espace de Banach, f : Rx P - Retg: R x P — R deux
fonctions, pour tout p € P, e, est une fonction de R dans R.

Pour e, une fonction p.p. (presque périodique au sens de Bohr) (res-
pectivement p.a. (presqu’automorphe)), dans le chapitre 2 (Théoréme 3.1,
Théoréme 3.2) nous avons prouvé I'existence d’une solution z, p.p. (respec-
tivement p.a.) de (&€, p), en utilisant une méthode de perturbation dans un
cadre d’analyse fonctionnelle non linéaire, voir [6].

Dans le présent chapitre nous étendons ce résultat aux fonctions asymp-
totiquement p.p., asymptotiquement p.a., pseudo p.p., pseudo p.a., fonctions
pseudo p.p. avec poids et les fonctions pseudo p.a. avec poids.

Pour réaliser cet objectif, nous utilisons des outils d’analyse fonctionnelle
non linéaire, et des résultats sur les solutions d’équations linéaires dus & :
Zaidman, Lizama, N’Guérakata, Diagana, Cieutat, Ezzinbi, Morphou, Pen-
nequin et Blot.

Nous considérons aussi deux cas particuliers de (£, p) qui sont

2 () + f(x(t)) - 2'(t) + g((t)) = e(t)

39
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et
.%'”(t) + f(%(t), Q) ’ xl(t) + g(x(t% Q) - €(t).

Pour l'existence d’une solution asymptotiquement p.p., asymptotiquement
p-a., pseudo p.p., pseudo p.a., pseudo p.p. avec poids et pseudo p.a. avec
poids, pour les deux cas précédents, nous obtenons des résultats similaires &
ceux obtenus sur la famille (€, p).

Maintenant nous décrivons le contenu de ce chapitre. Dans la section
2, nous fixons nos notations, nous rappelons quelques résultats sur les opé-
rateurs de Nemytski et sur les équations linéaires. Dans la section 3, nous
donnons le théoréme principal de ce chapitre avec sa preuve. Dans la section
4, on donne deux corollaires pour les deux cas particuliers de (€, p).

2 Préliminaires

Soit X un espace de Banach. Pour p € Uy, E°(X) désigne I'un des es-
paces suivants AAP?(X), AAA°(X), PAP?(X), PAAY(X), WPAP®(X, p),
WPAAY(X, p).

BK(R, X) désigne I'espace des fonctions v € BCO°(R, X) tel que u(R) est
relativement compact, on note par F(X) := E%(X) N BK(R, X).

(E°X), [.]loe), (F(X),]|.]lsc) sont des espaces de Banach. E'(X) désigne
'espace des fonctions u € BCY(R, X) tel que u,u’ € E°(X). Muni de la
norme || - ||gc1, E'(X) est un espace de Banach. E%(X) désigne l'espace
des fonctions u € BC?(R, X) tel que u,v’,u” € E°(X). Muni de la norme
|- | g2, E%(X) est un espace de Banach.

Lemme 2.1 Soit X el Y deuz espaces de Banach, el soit ¢ : X — Y une

fonction continue.
Alors Uopérateur de Nemytski Ny : F(X) — F(Y'), défini par

Ng(u) = [t — o(u(t))],
est conlinu.

Démonstration

Pour E°(X) = APY(X) et E°(Y) = AP%(Y) ce résultat est prouvé dans
[13], corollaire 3.13.

Pour E°(X) = AA%(X) et E°(Y) = AAY(Y) ce résultat est une conséquence
du théoréme 9.6 dans [13].

Pour E°(X) = AAPY(X) et E°(Y) = AAP°(Y), en remplacant R, par R,
ce résultat est une variation du théoréme 8.4 dans [13].

Notons que le cas des fonctions pseudo presque-périodiques (respectivement
pseudo presqu’automorphes) est un cas particulier des fonctions pseudo pres-
que-périodiques avec poids (respectivement pseudo presqu’automorphes avec
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poids) en prenant p(t) := 1 pour tout ¢ € R; en notant que la mesure as-
sociée est exactement la mesure de Lebesgue, il suffit donc de prouver le
cas des fonctions pseudo presque-périodiques avec poids et pseudo pres-
qu’automorphes avec poids. On utilise le corollaire 4.12 dans [10] (respec-
tivement corollaire 5.10 dans [9]), nous savons que Ng(WPAPY(X,p)) C
WPAPY(Y, p) (respectivement Ny(WPAA(X,p)) C WPAAY(Y,p)). On a
aussi Ng(BK (R, X)) C BK(R,Y). En effet, Vu € BK(R, X), puisque ¢ est
continue on a @(u(R)) est un compact, alors ¢(u(R)) est un ferme, et donc
d(u(R)) = ¢(u(R)), ce qui donne

$(u(R)) = ¢(u(R)). (2.1)

D’une autre part

alors on a

On obtient donc d’aprés (2.1)

$(u(R)) C ¢(u(R)). (2.2)

alors ¢(u(R)) est relativement compact, et donc Vu € BK(R, X) on a

Ny=¢ouec BK(R,Y).

On obtient donc pour F(X) = WPAPY(X,p) N BK(R,X) et F(Y) =
WPAPY(Y,p) N BK(R,Y) (respectivement F(X) =W PAA’(X, p)
NBK (R, X) et F(Y)=WPAA(Y,p) N BK(R,Y)),

N4(F(X)) C F(Y).

Pour la continuité de Ny sur F(X), on peut suiver la méme démonstration
dans le cas de V'espace des fonctions presque-périodiques ([13], corollaire
3.13), seulement on remplace I'espace APY(X) par F(X) et AP°(Y) par
F(). O

Remarque 2.1 Si X un espace de Banach de dimension finie, alors F(X) :=
E°(X).

Lemme 2.2 Soit X et Y deuz espaces de Banach, et soit ¢ : X — Y une
fonction Fréchet contindment différentiable. Alors Uopérateur de Nemytski
Ny : F(X) — F(Y) est Fréchet continiment différentiable de F(X) dans
F(Y), etona

DNy(u).v = [t — Dg(u(t)).v(t)] pour tout u, v e F(X).
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Démonstration

Pour E°(X) = APY(X) et EO%(Y) = APY(Y) ce résultat est prouvé dans
[13], corollaire 5.3.

Pour EY(X) = AA%(X) et E°(Y) = AA(Y) ce résultat est une conséquence
du théoréme 9.7 dans [13].

Pour E%(X) = AAP%(X) et EY(Y) = AAPY(Y), remplagant R par R, ce
résultat est une variante du théoréme 8.5 dans [13].

Pour le cas E°(X) = WPAPY(X,p) et E°(Y) = WPAPY(Y, p) (respecti-
vement E%(X) = WPAA®(X,p) et E°(Y) = WPAA'(Y, p)), nous savons
que pour F(X) = WPAPY(X,p) N BK(R,X) et F(Y) = WPAP°(Y,p) N
BK(R,Y) (respectivement F(X)=WPAA(X,p)

NBK (R, X) et F(Y) = WPAA(Y, p) N BK(R,Y)),

Ny(F(X) C F(Y),

et on a

(Do) ou € F(L(X,Y)), VYue F(X).

Pour démontrer que Ny est Fréchet continiment différentiable de F'(X) dans
F(Y), et que

DNy(u).v = [t — Dp(u(t)).v(t)] pour tout u, v € F(X),

on peut suiver la méme démonstration dans le cas de 'espace des fonctions
presque-périodiques ([13], corollaire 5.3), seulement on remplace l'espace
APY(X) par F(X) et APY(Y) par F(Y). O

Lemme 2.3 Soit A € L(R™,R") tel que toutes les valeurs propres de A ont
une partie réelle différente de zéro. Soit p € Ur, alors pour tout h € E9(R™),
il existe une solution dans E°(R™) de I’équation différentielle

u'(t) = Au(t) + h(t). (2.3)
Démonstration

Pour le systéme dynamique v’ = Au, dans le cas ou toutes les valeurs
propres de A ont une partie réelle négative, par l'utilisation du théoréme 1
dans ([34], p.145), il existe M € (0,00), et w € (0,00) tel que

|| < Me™™,  pour tout ¢ > 0,
alors (e');>0 est un Cp-semi-group exponentiellement stable ([39], p.56).
Pour h € E°(R™) et par I'utilisation du corollaire 3.6 dans [38] dans le cas
de AAPY(R™), AAA°(R"™), PAP°(R"), PAA°(R"), et par l'utilisation du
théoréme 6.1 dans [9] dans le cas de WPAA®(R", p), et par I'utilisation du
théoréme 5.4 dans [10] dans le cas de WPAPC((R", p), il existe une unique
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mild solution dans E°(R™) de (2.3), alors il existe une unique solution dans
E°(R™) de (2.3), puisque le domaine de A est R™.

Dans le cas ou toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle posi-
tive, on pose v(t) =: u(—t), alors 'équation (2.3) est équivalente a

V' (t) = —Au(t) — h(—t). (2.4)

Dans le cas de AAPY(R"), AAAY(R"™), PAP°(R"), PAA°(R"), pour h €
E°(R™), la fonction t ~ —h(—t) appartient & E°(R™), mais dans le cas
ot E°(R") = WPAPY(R"™, p) ou WPAAY(R"™, p), t — —h(—t) appartient
a WPAPY(R", p) ou a WPAAY(R", pl), ou p'(t) =: p(—t). Puisque les
valeurs propres de —A ont une partie réelle négative, alors par 'utilisation
du premier cas, il existe une unique solution v dans WPAP°(R"™, p') ou dans
WPAAY(R™, p') de (2.4), et par conséquent il existe une unique solution u
de (2.3) dans E°(R™), définie par u(t) := v(—t).

Maintenant on considére le systéme complexe associé & 2.3 :
2 (t) = Az(t) + L(t), z(t) € C", L(t) e C™. (2.5)
Puisque C™ est isomorphe a R™ x R™, alors si on utilise la norme

12, y) [l e = max({[]|gn, [|y[lr-)

et pour L € E%(C™) on a RL la partie réelle de L et JL la partie imaginaire
de L appartient & EO(R™). Soit 2(t) = x(t) +iy(t) avec z(t) € R™, y(t) € R",
une solution de (2.5). Puisque A est réelle, et si on suppose que ses valeurs
propres ont une partie réelle négative, alors par 1'utilisation du premier cas
et pour L € E°(C™), il existe une unique solution z € E°(R"™) de I’équation

2/ (t) = Ax(t) + RL(t),
et une unique solution y € E°(R™) de 1’équation
y'(t) = Ay(t) + IL(2).

Donc z := z + iy est 'unique solution de (2.3) dans E°(C").
On utilise le méme raisonnement dans le cas ot toutes les valeurs propres de
A ont une partie réelle positive.

Dans le cas o0l une partie des valeurs propres de A sont de partie réelle
négative et une autre avec une partie réelle positive, on a

C"=S_a85,

ou S_ (respectivement S, ) est la somme directe des sous-espaces propres
spéctrals associés aux valeurs propres de A qui ont une partie réelle négative
(respectivement partie réelle positive) ([34], p.110).
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Soit A_ € L(S_,S_) (respectivement A, € L£(S;,S5:)) la restriction
de A sur S_ (respectivement sur S, ), alors les valeurs propres de A_ ont
une partie réelle négative (respectivement les valeurs propres de A4 ont une
partie réelle positive). Pour h € E°(R™), on peut considérer h comme un
éléement de E°(C") donconah =h_@hy ot h_ € E%(S_) (respectivement
hy € E°(Sy)). Par I'utilisation du cas complexe, il existe une unique solution
z_ (respectivement zy) de 2/ (t) = A_z_(t)+h_(t) (respectivement 2/, (t) =
Ayzi(t) + hy(t)) dans E°(S_) (respectivement dans EY(Sy)). alors avec
L =honaz:=z_ &z est l'unique solution de (2.5), et par conséquent
x = MRz est 'unique solution de (2.3). O

3 Reésultats

On énonce le théoreme principal de ce chapitre.

Théoréme 3.1 Soit p € Ur. Sous les hypothéses
(A1) f € CLY(R x P,R) et g € C}*(R x P,R),
(A2) 9(0,0) =0,
(A3) p s e, € CL(P,E°(R)) et eg =0,
(A4) £(0,0) # 0 lorsque f(0,0)? < 4%, et
% # 0 lorsque f(0,0)% > 4%,
il existe un voisinage U de 0 dans E*(R), un voisinage V de 0 dans P et une

application p +— z[p] de classe C' de V dans U qui satisfont les conditions
suivantes :

(1) z[0] = 0.
(i) Pour tout p € V, x[p] est une solution de (£,p) dans E°(R).

(i) Si x € U est une solution de (€,p) dans E°(R) avec p € V, alors
z = z[p].

On définit opérateur non linéaire ® : E2(R) x P — E°(R) en posant

O(x,p) = [t = 2"(t) + f(2(t),p).2"(t) + g(2(t), p) — ep(t)] (3.1)

otz € E%(R).

1l est facile de remarquer que z € E?(R) satisfait ®(x,p) = 0 si et seulement
si  est une solution de (£,p) dans E°(R).

Sous les hypothéses (A2) et (A3), 0 est une solution de (£,0) dans E°(R),
et alors on a 1’égalité suivante :

®(0,0) = 0. (3.2)



45

Lemme 3.1 Sous les hypothéses (A1-A3), opérateur ® est bien défini, et

il est de classe C' sur E*(R) x P. De plus la différentielle partielle de ® par

rapport a la premiére variable, au point (x,p) = (0,0), est donnée par
99(0,0)

D, ®(0,0).y = [t — y"(t) + f(0,0).9/(t) + o V()]

oty € E%(R).

Démonstration
On consideére les opérateurs linéaire suivants :
2 . 2
— 4. E?(R) — APO(R) défini par Ly := 2.

a2z a2
Puisque
2
Iz 2lles < 2" loo 4 12" lloo + +ll2 0o
donc
d2
H@UCH@ < ||z[lpc2-

Alors opérateur linéire % est continu, donc de classe C', et on a,
pour tout z, y dans E%(R),

d? d?
D @())(y()) = 25 ().
_ % : BY(R) — E°(R) défini par %x =
Puisque

d
1= 2llo0 < |2 lloo + ll2lloo,
donc

| S5l < 7l

Alors 'opérateur linéaire % est continu, donc de class C'!, et on a, pour
tout z, y dans E1(R),

d d

DL )W) = L)
— iny : E2(R) — EY(R) défini par ing(z) := .
Puisque
12]loe + ll2lloo < 1z lloo + 12'lloc + [l2"[loc
donc
[zl ger < llzllpee,
d’ou

[y (2)[| per < llzllpee-
Alors I'opérateur linéaire in; est de classe C', et on a, pour tout z, y
dans E?(R),
Diny (z(:))(y(+)) = i1 (y(-))-
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— ing : AP%(R) — AP°(R) est défini par ing(z) := .

Puisque
[2lloe < [1Zlloc + 12" loo + 12" [l
donc
[z]loe < [zl Be2,
d’ou

ling(2)[loo < [zl pez-
Alors I'opérateur linéaire ing est de class C!, et on a, pour tout z, y
dans E?(R),
Ding(z(-))(y()) = ina(y(-))

Donc on a pour tout z € E%(R).

d?> d

dt2’ dt’
Maintenant nous définissons les opérateurs de Nemytski (dit aussi opérateurs
de superposition) construits sur les fonctions f et g : Ny : F(Rx P) = F(R)
et Ny : F(R x P) — F(R) définis par Ny(z,p) = [t — f(z(t),p(t))] et
Ny(z,p) := [t = g(x(t),p(t))]. Par 'utilisation du lemme 2.2 Ny et N, sont
de classe C! sur F(R) x F(P) assimilés & F(R x P), et par le méme lemme
on obtient les formules différentielles des deux opérateurs Ny et Ny :

iny,iny sont de classe C. (3.3)

Dy Ny(x,p)y = [t s 202 )

(3.4)
Dy Ny(z,p).y = [t s 2020 (4]

T

pour tout z, y € F(R). Evidemment F(R) x F(P) = E°R) x F(P) et
F(R) = E°(R)

On peut assimiler le point p € P & la fonction constante ¢t — p qui
appartient a F'(P), ce qui nous permet de considérer P comme un sous
espace vectoriel fermé de F'(P). Donc on peut considérer les restrictions des
opérateurs Ny et N, suivantes :

St E°R) x P — E°(R) définie par

Sp(a,p) = [t = f(x(t),p)],
et Sy E°(R) x P — E°(R) définie par

g(z,p) = [t = g(z(1),p)];
otz € E°(R) et p € P.

Puisque la restriction d’une fonction de classe C'! sur un sous-espace de
Banach est de classe C'! donc on a

Sy et S, sont de classe C*, (3.5)
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et des conséquences de (3.4) sont les formules suivantes :

D, Sg(a,p).y = [t > 2LEDD) 4 (4))

(3.6)
D, Sy(x,p).y = [t s 222D ()]

pour tout z,y € E°(R) et pour tout p € P.

Maintenant on considére les opérateurs suivants :
— m : E*(R) x P — E%(R) défini par 7 (z,p) := 2. On a

]l 2 < sup([|z||ge2, [Pl P),

donc
[m1(z,p)ll B2 < (@, p)| Bo2x P

Alors I'opérateur linéaire 7 est continu, donc il est de classe C1.
— my : B?(R) x P — P défini par m(z,p) := p. On a

Ipllp < sup([|ll ez, lIpllP),

donc
[m2(z,p)llP < [z, p)|| Bo2x P-

Alors opérateur linéaire 7o continu, donc il est de classe C!.

— B : R xR — R défini par B(r,s) := r.s est un opérateur bilinéaire
continu donc B est de classe C'.
On considére opérateur de Nemystki construit sur B, N : E%(R) x
E°(R) — E°(R) défini par Np(u,v) := [t — u(t).v(t) = B(u(t),v(t))].
Par D'utilisation du lemme 2.2 et la remarque 2.1 'opérateur Np est
de classe O, et on a

DNp(a,b)(u,v) := [t = DB(a(t),b(t))(u(t), v(t))],
donc
DNg(a,b)(u,v) := [t — B(a(t),v(t)) + B(u(t), b(t))],

alors
DNg(a,b)(u,v) = Np(a,v) + Np(u,b).

- C : E*(R) x P — E°R) défini par C(x,p) := —e,. On note par
e: P — E°R) la fonction p — e, € est de classe C! d’apres (A3), et
donc C' = —eomy est de classe C'' comme une composition de fonctions
de classe C'.
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Maintenant on note que 1’égalité suivante est vérifiée :

d? d
P = @om—l—NBo(Sfo(ing oy, m2), ao(inl omy))+Sgo(ingom, ma) +C.
(3.7)

Pour y € E%(R) et par l'utilisation des régles habituelles du calcul différentiel
dans les espaces de Banach et (3.6), on obtient

2
)= e
donc, pour tout t € R,

+ Np o (Sf o (ing,0), 4 oing) 4+ Sy o (ing, 0) + C(., 0),

(., 0
(- o

(D2®(0,0).y)(t) = y"(t) + £(0,0).5/(t) +
qui est la formule annoncée. O

Lemme 3.2 Sous les hypothéses (A1-A4), D,®(0,0) est bijectif de E*(R)
sur EO(R).

Démonstration
Soit b € E°(R). Nous voulons montrer qu’il existe une unique y € E?(R)
tel que D,®(0,0).y = b. en utilisant la formule prouvée par le lemme 3.1,
cette équation est équivalente a dire que y est une solution dans EY(R)
de I'équation différentielle linéaire du seconde ordre (qui est 1’équation de
Duffing) :

0g(0,0)

ox

y'(t) + £(0,0).4/(t) + y(t) = b(t). (3.8)

Soit le systeéme différentiel du premier ordre équivalent a I’équation (3.8) :

X'(t) = M.X(t) + B(t) (3.9)
\ _ | v® _| 0 | .0 1
on X(t) := [ yy,(t) } B(t) := [ b(t) ] et M = [ o000 |

Pour p € Urp et puisque la conditions (A4) et les hypothéses du lemme 2.3
sont vérifiées, alors il existe une unique solution X € E'(R?) de (3.9). Donc
la premiére coordonnée de X, notée par y, est 'unique solution de (3.8) dans
E1(R) et par conséquent y est 'unique élément dans E?(R) qui satisfait

D,®(0,0)y = b.
0

Par T'utilisation de (3.2), lemme 3.1, lemme 3.2 on peut appliquer le
théoréme des fonctions implicites ([17], p. 61) donc il existe un voisinage U
de 0 dans E?(R), et un voisinage V de 0 dans P et une fonction de classe C*
p — z[p|, de V sur U tel que on a :
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a/ z[0] =0, et c’est la condition (i) de notre théoréme.

b/ ®(z[p],p) = 0 pour tout p € V, qui assure z[p| est une solution de
(€,p) dans E*(R) pour tout p € V.

¢/ {(z,p) eU xV : ®(x,p) = 0} = {(z[p],p) : p € V} et donc on a la
conclusion (iii) du théoréme principal de ce chapitre.

4 Cas particuliers

On considére ’équation

(Fre)  2"(t) + fi(z(t) - 2'(t) + g1 (x(t)) = e(t),
qui est un cas particulier de (&£,p), si on pose P est l'espace E°(X), et
f(z,p) = fi(z), g(x,p) = g1(x) et p — e, et la fonction Identité.

Pour lexistence d’une solution de (F, ¢) dans E°(R) on donne le corollaire
suivant.

Corollaire 4.1 Soit p € Urp. Sous les hypothéses suivantes :

(A6) f1,91 € C*,

(A7) 91(0) =0,

(A8) f1(0) # 0 quand f1(0)* < 4¢1(0), et g1(0) # 0 quand f1(0)* > 4g/(0),

il existe un voisinage W de 0 dans E°(R), et un voisinage U de 0 dans E*(R)
et une fonction de classe C' e — x[e], de W dans U tels que :

(1) z[0] = 0,
(ii) pour tout e € W, z[e] est une solution de (F,e) dans E°(R),

(iii) Six € U est une solution de (F,e) avec e € W dans E°(R), alors on
ax = zle].

Le deuxiéme cas particulier de (€, p) est

(G.e.q)  2"(t) + fa(z(t), q) - 2'(2) + g2(2(t), ¢) = e()

ol g est dans un espace de Banach @, on pose p = (e,q), f(z,e,q) = fa(z, q),
g(x,e,q) = g2(x,q) et e q) = e. Pour 'existence d'une solution de (G, e, q)
dans E°(R) on a le résultat suivant :

Corollaire 4.2 Soit p € Ur. Sous les hypothéses suivantes :
(A10) f2,92 € Ct,
(A11) g2(0,0) =0,
(A12) £2(0,0) # 0 quand f5(0,0)? < 4292000 " o4 202000) -4 ) guand f,(0,0)% >

892 (070)
4 or 7
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alors il existe un voisinage Wy de 0 dans E°(R), et un voisinage Us de 0
dans E*(R), un voisinage Vo de 0 dans Q et une fonction de classe C*,
e zle, q], de Wa x Vo dans Us tel que on a
(i) z[0,0] =0,
(ii) pour tout e € Wy dans E°(R) et pour tout ¢ € Vs, xle,q| est une
solution de (G, e,q) dans E°(R),

(iii) Si x € Uy est une solution (G, e,q) avec e € Wy dans E°(R) et q € Vs,
alors on a x = xle, q].



Chapitre 4

RESULTATS DE
DEPENDANCE POUR LES
SOLUTIONS
S-ASYMPTOTIQUEMENT
w-PERIODIQUES D’
EQUATIONS D’EVOLUTION

1 Introduction

Nous considérons les équations d’évolution controlées sous la forme du
probléme de Cauchy suivant

() = A@)x(t) + f(t, x(t), u(t), ©(0)=¢ (1.1)

ot la famille des opérateurs linéaires non bornés (A(t))cr, génére un w-
périodique processus évolutif exponentiellement stable, avec w € (0, 00), ou
f:Rx X xY — X est une fonction linéaire et X et Y sont deux espaces
de Banach.

Dans ce chapitre nous étudions les solutions S-asymptotiquement w-
périodiques en un point de vue de la dépendance ; plus précisément lorsque u
est une fonction S-asymptotiquement w-périodique nous étudions la dépen-
dance différentielle de la solution S-asymptotiquement w-périodique de (1.1)
par rapport & u et la valeur initiale &.

Nous donnons des conditions pour assurer une telle dépendance. Pour réa-
liser notre objectif, nous utilisons les propriétés des solutions S-asymptotique-

o1
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ment w-périodiques du probléme linéaire forcé de Cauchy suivant
'(t) = A(t)z(t) +e(t), x(0) =, (1.2)
notamment des résultats qui sont établis dans [12| et dans [33].

Des résultats de dépendance ont été établis en [6], (chapitre 2) et [11]
pour les solutions presque-périodiques et presqu’automorphes des équations
d’évolution. Dans les travaux précédents, ’équation linéaire (1.2) posséde une
solution unique pour un type de fonctions sans utiliser la condition initiale ;
il s’agit d’une différence importante avec le présent chapitre.

Maintenant nous décrivons le contenu de ce chapitre. Dans la section 2, on
précise nos définitions et notations sur les espaces de fonctions et les proces-
sus évolutifs. Dans la section 3 nous établissons des nouvelles propriétés sur
les opérateurs de Nemytskii sur les espaces des fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques. Dans la section 4 nous établissons un résultat de dépendance
des solutions S-asymptotiquement w-périodiques de (1.1) par rapport a la
condition initiale £ et & la fonction de controle u.

2 Notations

Soit X et Y deux espaces de Banach. BCY(R,, X) désigne I'espace des
fonctions bornées et continues de R4 dans X.

[#]loc = sup |z(t)],
teR4

est la norme usuelle dans BCY(R,, X).

Définition 2.1 [33/, [12] Soit w € (0, 00).
Une fonction x € BCO(R,, X) est dite S-asymptotiquement w-périodique si
elle vérifie

lim (z(t +w) — z(t)) = 0.

t—o0

On note par SAP,,(X) Uespace des fonctions S-asymptotiquement w-périodiques.
Théoréme 2.1 (SAP,(X),| - ||) est un espace de Banach.

Pour la démonstration voir [12].
Py(X) désigne I'ensemble des parties bornées de X. On note par
Bx(0,R) :={¢{ € X : [¢| < R}
la boule fermée du centre zéro et de rayon R.

Définition 2.2 Soit f: Ry x X — Y une fonction. on dit que f est bornée
uniformément continue si on a les conditions suivantes :
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(i) feC'Ry x X,Y).
(ii) Pour tout B € Py(X),

f(R4 x B) € Pp(Y).
(iii) VB € Py(X), Ve € (0,00), F0(B,¢) € (0,00), Yz, 1 € B on a
|z —a1| <0(B,e) = (Vt € Ry, [f(t,2) = f(t,21)| < ).
On note par UC,(Ry x X,Y) l’espace de ces fonctions.

Lorsque f est indépendante de ¢, nous considérons la définition suivante.

Définition 2.3 Soit ¢ : X — Y wune fonction. on dit que ¢ est bornée
uniformément continue si on a les conditions suivantes :
(a) Pour tout B € Pp(X),

¢(B) € Py(Y).

(b) VB € Py(X), la restriction ¢, est uniformément continue.

On note par UCy(X,Y) Uespace de ces fonctions.

Pour ¢ € UC,(X,Y) on considére la fonction f : Ry x X — Y définie par
f(t,x) = ¢(x) pour tout (¢,x) € Ry x X. Puisque Py(X) contient toutes les
boules de X, et puisque la continuité uniforme implique la continuité donc
la condition (b) de la définition 2.3 implique la condition (i) de la définition
2.2. Puisque la condition (a) de la définition 2.3 implique la condition (ii) de
la définition 2.2 et la condition (b) de la définition 2.3 implique la condition
(iii) de la définition 2.2, alors f € UC,(R4 x X, Y).

Définition 2.4 Soit f € UC,(R4xX,Y). On dit que f S-asymptotiquement
w-périodique uniformément sur les ensembles bornés de X si on a la condition
suivante :

lim (sup | (f(t +w,z) — f(t,z) |) =0 pour tout B € Py(X).

t—o00 xEB

On note par USAP,,(R;y x X, Y) Uespace de ces fonctions.

Remarque 2.1 Soit ¢ € UCH(X,Y) et e € SAP,(Y). On pose f(t,x) =
o(x)+e(t) pour tout (t,x) € Ry x X. Notons que la condition de la définition
précédente tient toujours, car elle est

lim (sup | (f(t+w,z) — (f(t,x) |) = lim (e(t + w) — e(t)|) = 0.

t—o00 zE€B t—o00

Done f e USAP,(Ry x X,Y).



o4

Notre définition 2.4 est différente de la définition 4.3 de [33], puisque
dans [33] f est continue sur Ry x X et dans la définition 2.4, f est de plus
uniformément continue sur les bornés. Et donc la définition 4.3 de [33] est
plus faible que la nétre. La motivation de choisir une notion plus forte est
d’obtenir la continuité des opérateurs de Nemytskii sans aucune condition
de Lipschitz. Notons que, pour f indépendante de ¢, notre Définition 2.4
coincide avec la définition 4.3 de [33].

Apres ces conditions de continuité, on considére des notions qui concernent
la différentiabilité au sens de Fréchet.

Définition 2.5 soit f € UC,(R.xX,Y). On dit que f est C* uniformément
sur les sous-ensembles bornés de X si la différentielle partielle Do f(t,x)
existe pour tout (t,x) € Ry x X, et Dof € UCH(R4 x X, L(X,Y)). On note
par UCE (R4 x X,Y) Uespace de ces fonctions.

Les conditions pour qu’une fonction f : Ry x X — Y soit dans UC} (R4 x
X,Y), sont les suivantes

(i) feC'Ry x X,Y).
(ii) Pour tout B € Pp(X),

f(Ry x B) € Py(Y).
(iii) VB € Py(X), Ve € (0,00), 36(B,¢) € (0,00), Vo 21 € B on a
[z —a1| <0(B,e) = (Vt € Ry, [f(t,2) = f(t,21)| < ).
(iv) Pour tout (t,z) € Ry x X, Daf(t,x) existe, et
Dyf € CORy x X, L(X,Y)).
(v) Pour tout B € Py(X),
Dy f(Ry x B) € Pp(L(X,Y)).
(vi) VB € Py(X), Ve € (0,00), 301(B,¢) € (0,00), Vx 21 € Bon a
[z —a1| < 61(B,e) = (Vt € Ry, [D2f(t, @) — Do f(t,21)] < e).

Si (iv) et (v) sont vérifiées, alors, pour tout B € Pp(X), en prenant R €
(0,00) et utilisant le théoréme de la moyenne, on obtient, pour tout (¢, x) €
R4 x B,

|t )| < [ftz) = f(E,0)]+[f(E0)],

et donc

|f(t,2)| < sup [Daf(¢,2)| .||+ |f(¢,0)],
2€B(0,R)
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et avec les conditions (iv) et (v) et f(Ry x {0}) € P(Y), on obtient (ii).
En plus pour B € Py(X), et si on utilise (iv) et (v) et le théoréme de la
moyenne, on obtient, pour tout z,x, € B

|f(t,x) = f(t,z)| < sup [Daf(t, 2)| [z — 2],
z€B(0,R)

ot B C B(0, R), et donc on obtient (iii). Et ainsi nous pouvons abréger la
liste des conditions qui assurent I'appartenance a UCY (R4 x X,Y).

Remarque 2.2 Soit f € UC,(Ry x X,Y), f € UCH Ry x X,Y) si et
seulement st f satisfait

(a) feC'Ry x X,Y).
(b) Pour tout (t,z) € Ry x X, Daof(t,z) existe, et

Dof € CO(Ry x X, L(X,Y)).

(¢) F(Ry x{0}) € Pp(Y).
(d) Pour tout B € Pyp(X),

Dyf(Ry x B) € Pp(L(X,Y)).
(e) VB € Py(X), Ve € (0,00), 301(B,¢) € (0,00), Vx 21 € B on a
|z —z1| < 61(B,e) = (Vt € Ry, |Daf(t,x) — Daf(t,x1)| < e).

Définition 2.6 soit ¢ : X — Y une fonction. On dit que ¢ est C' unifor-
mément sur les sous-ensembles bornés de X st

(a) ¢ € UCH(X,Y).

(b) ¢ € CHX,Y).

(¢c) Dp e UCL(X, L(X,Y)).

On note par UC’I}(X, Y) lespace de ces fonctions.

Utilisant la remarque 2.2, nous pouvons abréger la liste des conditions
qui assure l'appartenance 3 UC’I}(X7 Y).

Remarque 2.3 Soit ¢ : X — Y une fonction. On dit que ¢ € UCE(X,Y)
s1 on a les conditions suitvantes :

(a) € CHX,Y).

(B) Pour tout B € Py(X), Do¢(B) € Pp(L(X,Y)).

(7) VB € Py(X), la restriction D¢, est uniformément continue.
Définition 2.7 Soit f € UC}H (R4 x X,Y). On dit que f est C' uniformé-

ment S-asymptotiquement w-périodique sur les sous-ensembles bornés de X
st on a:
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— Do f(t,x) existe pour tout (t,z) € Ry x X.
~ feUSAP,(R; x X,Y).
~ Dof € USAP, (R, x X, L(X,Y)).
On note par USAPL(R, x X,Y) l’espace de ces fonctions.

Remarque 2.4 Soit ¢ € UC}H(X,Y) et e € SAP,(Y). Posant f(t,x) :=
o(x) + e(t) pour tout (t,x) € Ry x X, utilisant la remarque 2.1, puisque
6 € UCH(X,Y) et Dé € UCH(X, L(X,Y)) done f € USAP, (R, x X,Y) et
Dyf =D¢p e USAP,(Ry x X, L(X,Y)), alors on a

f € USAPIR, x X,Y)

Remarque 2.5 Pour e € BC°(R,,Y) et M € BC°(R.,L(X,Y)), on
considére la fonction f: Ry x X =Y définie comme suit

ft,x) = M(t)x + e(t), pour tout (t,z) € Ry x X.
Alors avec
DQf(t7$) = M(t)v

on déduit que f € UCLRT x X,Y) et si en plus e € SAP,(Y) et M €
SAP,(L(X,Y)), alors f e USAPY(R; x X Y).

Aprés ces définitions relatives & des espaces de fonctions, on donne des
définitions relatives aux équations d’évolution.

Définition 2.8 (/40 Définition 5.3, p. 129) La famille 4 deuzx paramétres
des opérateurs linéaires bornés (U(t,s))i>s sur X est appelée un systéme
d’évolution si on a les conditions suivantes :

(1) pour toutt € R, U(t,t) =1 (I est lopérateur identité sur X ),
(2) pour toutt>s>r, U(t,s)oU(s,r)=U(t,r),

(3) pour tout x € X, la fonction (t,s) — U(t,s) est fortement continue sur
F:={(t,s) €R? : t > s},

c.-a-d. la fonction
(t,s) — Ult,s).x

est continue de F' dans X pour tout r € X.

Définition 2.9 un systéme d’évolution sur X (U(t,s))t>s

(1) est appelé w périodique (w > 0) si

Ult+w,s+w)=U(t,s), pour toutt > s.
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(2) est appelé exponentiellement stable si il existe K > 1 et a > 0 tel que
U, $)|le < K.e ) pour tout t > s.

Définition 2.10 Soit (A(t))icr, une famille des opérateurs non bornés sur
un espace de Banach X. On dit que (A(t))cr, génére un systéme d’évolution
(U(t,8))t>s sur X siona :

(1) Pour tout t > s, pour tout x € D(A(s)),
U(t,s)x € D(A(t))
(2) Pour tout s € R, pour tout x € D(A(s)), la fonction
t—U(t,s)x
est différentiable sur {t e R : t > s} et

oU(t,s)x

5t = A(t)U(t,s)x.

(3) Pour tout t > so, pour tout x € D(A(so)) la fonction
s— U(t,s)r

est différentiable en s = sg et

oU(t, s)x

s |s=so= —U(t, s0)A(s0)x.

Remarque 2.6 On précise quelques éléments dans [40], p. 129-130. Pour
e € COYRY, X), la fonction x € CO(RT, X) est dite solution classique du
probléme (1.2) o x € C°([0,00), X) N C((0,0), X), x(t) € D(A(t)) pour
tout t € Ry et elle vérifie (1.2) (cf. [40], p. 126). Sous les conditions de la
définition 2.10, on peut métre la solution classique x de (1.2) sous la forme

z(t) = U(t,0)¢ + /Ot U(t,s)e(s)ds pour tout t € R,. (2.1)
En effet, en utilisant la définition 2.10, la fonction
r—= U(t,r)u(r)
est dérivable sur [0,t], et puisque u est une solution de (1.2) donc dg—(:) =

A(r)u(r), et d’aprés la définition 2.8 on a, 8U8(:’T) = —U(t,r)A(r), alors on
obtient

oU (t,r)u(r)

5 =U(t,r)e(r). (2.2)
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Soit (rn)n une suite a valeurs dans [0,t] tel que

lim 7, = rs.
n—oo

D’apres la définition 2.8, on a pour tout x € X,

lim U(t,rp)z = U(t, )z,

n—o0

puisque U(t,ry,) une suite d’applications linéaires continues de X dans X,
convergeant simplement, pour n infini, vers une limite U(t,r.), alors en uti-
lisant le théoréme de Banach-Steinhaus ([45], p. 327), U(t,r,) converge uni-
forément sur tout compact K de X, c-a-d

lim sup |U(t,r,)x — U(t,r«)z| = 0.

n—oo reK
Alors pour {e(ry), n € N} C K et puisque
Ut rn)e(rn)=U(t, re)e(ra)| < U rn)e(rn) =U(t ra)e(rn) [+HU(E 7o) e(rn) —e(rs)],

on déduit que la fonction r — U(t,r)e(r) est continue sur [0,t] et l’intégration
de Uéquation (2.2) de 0 &t nous donne (2.1).

Définition 2.11 [12] La fonction x € C°(Ry, X) est dite solution mild du
probléme (1.2) si on a la relation

t
z(t) = U(t,0)¢ —I—/ Ul(t,s)e(s)ds, pour toutt € Ry.
0

Définition 2.12 [12] La fonction u € CO(Ry, X) est dite solution mild du
probléeme (1.1) si on a la relation

u(t) = U(t,0)¢ —|—/0 Ul(t,s)f(s,u(s),e(s))ds, pour toutt € R.

3 Opérateurs de Nemytskii

En premier temps nous étudions la continuité des opérateurs de Nemyts-
kii.

Pour f: Ry x X — Y une fonction, Uopérateur de Nemytskii par rapport
a f est Popérateur

Ny [t ()] o [t £ u(t)]
Théoréme 3.1 Soit f € UC,(R4+ x X,Y). Alors on a

Nf € CO(BCO(]R-H X)7 BCO(R+7Y))
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Démonstration
On fixe u € BC°(R4, X). On pose
y(t) :== f(t,u(t)), pour toutt € Ry;

et donc nous définissons la fonction y : R4 — Y. Puisque w est bornée, alors
on a

U(R+) S Pb(Y),

et par 'utilisation de (ii) de la définition 2.2, on obtient

y(Ry) C f(Ry x u(Ry)) € Py(Y).

Et donc y est bornée. Notons que

y = fol(idr,,u).

Puisque u, idg, et f (d’aprés (i) de Définition 2.2) sont continues, alors il
en est de méme pour y. Et donc Ny : BCO(R4, X) — BC°(R4,Y) est bien
défini.

Maintenant nous étudions la continuité de Ny. On fixe v € BCO(Ry, X).
Alors il existe R € (0,00) tel que

u(Ry) C Bx(0,R).
On pose
By = B(0,R+1) € Py(X).
On fixe ¢ € (0,00). Soit u; € BCO(R, X) tel que
[ = urlee < 6(Bu,é),

tel que §(By, €) donner par (iii) dans Définition 2.2 que ’on peut choisir plus
petit que 1. Alors pour tout ¢ € Ry, on a

lur ()] < ua(t) — w(t)] + |u(t)],
et donc on a
lui(t)| < R+ 1.

Alors u1(Ry) C By. Par utilisation de (iii) de la définition 2.2 et puisque
on a
lu — u1loo < 6(B1,€), pour tout t € Ry,

on obtient
|f(t,u(t)) — f(t,u1(t))| <e, pourtout te Ry,
c-a-d
[Ny(u) = Ny(ur)lloo < e.
D’ou la continuité de Ny. O

En utilisant les commentaires aprés la définition 2.3, on obtient le corol-
laire du théoréme 3.1 suivant.
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Corollaire 3.1 Soit ¢ € UC,(X,Y). Alors on a

Ny € C°(BC°(Ry, X), BC'(R,,Y)).

Théoréme 3.2 Soit f € USAP,(Ry x X,Y). Alors on a
Ny € C°(SAP,(X),SAP,(Y)).

Démonstration

Nous savons que N¢(SAP,(X)) C SAP,(Y) d’apreés [33] ou Théoréme 3.14
de [12]. Puisque la restriction d’un opérateur continu est continue, on obtient
la continuité de Ny d’apres le théoréme 3.1. O

En utilisant la remarque 2.1 on obtient le corollaire du théoréme 3.2.

Corollaire 3.2 Soit ¢ € UCy(X,Y). Alors on a
Ny € C°(SAP,(X),SAP,(Y)).

Ce résultat est une amélioration du théoréme 3.7 de [12].

Maintenant nous traitons la différentiabilité des opérateurs de Nemytskii.

Théoréme 3.3 Soit F € UCL(R4 x X,Y). Alors on a
Np € CY{(BC°(R, X), BC°(R,,Y)),
et on a pour tout u, h € BC°(R, X)
DNp(u).h = [t = DyF(t,u(t)).h(t)].

Démonstration
Nous fixons u € BC?(R,, X) et nous étudions la différentiabilité de Nx en
u. Il existe R € (0,00) tel que

u(R4) C Bx(0, R).
On pose
¢ := sup |DyF(t,u(t))| < oc.
t€R+
Nous introduisons la fonction A : Ry x X — Y comme suit
A(t,z) := Do F(t,u(t)).x.
Pour h € BC°(R,, X), la fonction

[t At h(1))] = [t = DoF(t, u(t)).h(t)]
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est continue et on a

sup [A(t, h(t))] < ¢f|hl]co-

teR4

Et donc on a
NA(BC°(Ry, X)) € BCO(R,,Y).

Nous voyons que la linéarité de A et I'inégalité précédente assurent sa conti-
nuité.
Par conséquent on obtient
Np € L(BC'(Ry, X), BC°(R,,Y)).
Nous fixons arbitrairement € € (0,00), et on pose
B; .= Bx(0,R+1),
et on considére h € BO°(R, X) tel que

Ih|loo < min{d(By,e€),1},

ot §(Bi,¢€) provient de la Définition 2.2 sur DoF. Alors nous utilisons le
théoréeme (|1] p. 92), et on obtient, d’aprés la définition de 6(Bj,€), pour
tout t € Ry,

[F'(t, u(t) + h(t)) — F(t, u(t)) — D2F(t,u(t)).h(t)] <

sup  [DaF (&) — DaF (t,u(t))|-[h(t)] < €|h(t)].
selu(t) u(®)+h()]

Alors si en prenant le sup par rapport a t € Ry on obtient
INF(u+h) = F(u) = No(h)]loo < €[|Ploo,
d’ou la différentiabilité au sens de Fréchet de N en u, et en plus on a
DNp(u).h = Np(h) = [t — DaF(t,u(t)).h(t)].
Maintenant on démontre la continuité de D Ng. Puisque
DyF e UC,(Ry x X, L(X,Y)),
en utilisant le théoréme 3.1 on obtient
Np,r € C°(BC°(Ry, X), BC°(R,, L(X,Y))).
Pour tout u, u; € BO°(Ry, X), on a

|DNFp(u) — DNp(u1)l|lz = ” S”up DNp(u).h — DNFp(u1).h|lso
o<1
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< sup sup [DaF(t,u(t)) — DoF (1w (1)) In(0),
[lhlloo <1 teRy

et donc on a

[DNp(u) = DNp(u1)z < Sup [D2F (t,u(t)) — D2 F(t,ui(t))],

teER4
donc
|DNp(u) — DNp(u1)llz < [[Npyr(u) — Npyr(ur)l|oo,
et alors la continuité de Np,r implique la continuité de DNFp. O

En utilisant les commentaires aprés la définition 2.2, on obtient le corol-
laire du théoréme 3.3 suivant.

Corollaire 3.3 Soit ¢ € UCL(X,Y). Alors on a
Ny € CH(BC°(Ry, X), BC'(R,,Y)),
et on a pour tout u, h € BC°(Ry, X)
DNy(u).h = [t = Do(u(t)).h(t)].

Théoréme 3.4 Soit f € USAPL(Ry x X,Y). Alors on a
Ny € CHSAP,(X),SAP,(Y)),
et on a pour tout u, h € SAP,(X)
DNy(u).h = [t = Do f(t,u(t)).h(t)].

Démonstration
Puisque f € USAPL(R; x X,Y) on a donc f € UCH(R4 x X,Y). En
utilisant le théoréme 3.3 on obtient

Nf € Cl(BCO(R-HX)aBCO(R—HY))'
D’aprés le théoréme 3.2 on a
N¢(SAP,(X)) C SAP,(Y).

Puisque la restriction d’un opérateur de classe C! est de classe C1, N ¢ est de
classe C! sur SAP,,(X), et la formule de la différentielle est une conséquence
de celle du théoréme 3.3. U

En utilisant la remarque 2.4 on obtient le corollaire du théoréme 3.4.

Corollaire 3.4 Soit ¢ € UC}(X,Y). Alors on a

Ny € CH(SAP,(X),SAP,(Y)),
et on a pour tout u, h € SAP,(X)

DNg(u).h = [t = Do(u(t)).h(t)].
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4 Résultat principal

On considére les conditions suivantes :
(A1) : (A(t))ter, géneére un processus évolutif w-périodique exponentielle-
ment stable (U(t,s))i>s sur X.
(A2) : fEeUSAPL(R, x (X xY),X).

Théoréme 4.1 On suppose que (A1) et (A2) sont satisfaites. Soit uy €
SAP,(Y) et soit & € X. On suppose qu’il existe une solution mild xo €
SAP,(X) de (1.1) pour u = ug et & = &. On suppose en plus qu’on a la
condilion suivante :

a
sup |Daf(t,zo(t), uo(t)] < T (4.1)
t€R+

ot k et a viennent de la condition (2) de la définition 2.9.

Alors il existe un voisinage ouvert N de & dans X, et un voisinage ouvert

X de xg dans SAP,(X), et un voisinage ouvert U de ug dans SAP,(Y), et

une fonction x: N x U — X de classe O tels que on a

(i) z(o,u0) = wo.

(ii) Pour tout ({,u) € N x U, z(&,u) est une solution mild de (1.1) dans
SAP,(X).

(iii) Pour ({,z,u) € N x X X U, si x est une mild solution de (1.1) dans
SAP,(X), alors on a x = z(&,u).

Ce théoréme donne des conditions pour s’assurer que, au voisinage d’une
mild solution S-asymptotiquement w-périodique z¢ de (1.1) et pour la valeur
initiale &y et le paramétre ug, et quand £ est proche de &y et u proche de uy,
il existe x mild solution S-asymptotiquement w-périodique pour £ et u, et x
est une fonction de classe C! de ¢ et u.

5 Preuve du résultat principal

D’abord, nous introduisons 'opérateur
U: X x SAP,(X)x SAP,(Y) - SAP,(X)
défini par

U, z,u) = [t — U(t,0)§+/0 Ul(t,s).f(s,z(s),u(s))ds]. (5.1)

Notons que ¥ (&, z,u) = z signifie que = est une mild solution S-asymptotiquement
w-périodique de (1.1).
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Lemme 5.1 Sous les hypothéses (A1) et (A2), Uopérateur VU est bien défini

et il est de classe C' sur X x SAP,(X) x SAP,(Y), de plus la différentielle
partielle par rapport au deuxiéme variable est

DoV (&, z,u).h = [t — /0 Ul(t,s).Daf(s,z(s),u(s)).h(s)ds]. (5.2)

Pour la démonstration de ce lemme on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 5.2 [12] Soit f € SAP,(X) et (U(t,s))t>s un processus évolutif
w-périodique exponentiellement stable. Alors la fonction

t
u(t) ::/0 Ul(t,s).f(s)ds

est aussi dans SAP,(X).

Pour la démonstration de ce lemme voir (le lemme 4.2, [12]).

Lemme 5.3 Soit f € SAP,(X) et (U(t,s))t>s un processus évolutif w-
périodique exponentiellement stable, alors toute mild solution de

{ 2(t) = A(t)z(t) + f(t) Pourt >0,
z(0) = o,

appartient & SAP,(X), ot (A(t))i>0 géneére (U(t,s))t>s.

Pour la démonstration de ce lemme voir le théoréme 4.3 dans [12].

Démonstration du lemme 5.1

Six € SAP,(X) et u € SAP,(Y), alors (z,u) € SAP,(X x Y), en utili-
sant le Théoreme 3.2 on obtient Ny¢(z,u) € SAF,(X), et par I'utilisation du
lemme 5.2, on a

[t |—>/O U(t,s).f(s,z(s),u(s))ds] € SAP,(X).

En utilisant (5.3) avec un terme de forcing égal a zéro, on obtient
[t — U(t,0)¢] € SAP,(X).

Alors l'opérateur W est bien défini de X x SAP,,(X)xSAP,(Y) vers SAP,(X).

Maintenant nous étudions la différentiabilité continue de ¥. Nous intro-
duisons les deux opérateurs suivants

E: X x SAP,(X) x SAP,(Y) — SAP,(X)
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défini comme suit

E(& z,u) = [t — U(t,0)¢]

et
F:X xSAP,(X) x SAP,(Y) —» SAP,(X)

défini comme suit
t
Fgan) = [t [ U(t9).f(s,(5),u(s))ds].
0
Remarquons que ¥ = E + F. Nous voyons que FE est linéaire et on a,
pour tout (&, z,u) € X x SAP,(X) x SAP,(Y),

IE(& 2, u)lloc = sup [U(t,0)¢] < K|¢] < K sup |(§, z,u)l,
teR 4 teR 4

et d’ott la continuité de E, donc E est de classe C1.
Pour étudier F', on considére 'opérateur

ma3: X X SAP,(X) x SAP,(Y) = xSAP,(X) x SAP,(Y)

défini comme suit
772,3(57 Z, ’LL) = ('1:7 U)

Il est clair que my3 est linéaire et continu, donc il est de classe C'. On
considére aussi I'opérateur

I': SAP,(X) — SAP,(X)

défini comme suit

t
() = [t / Ut 5).0(s)ds].
0
D’aprés le lemme 5.2, I' est bien défini. I' est linéaire et on a de plus,

K
IP@)loc < —l[vlloc,

qui est valable pour tout v € SAP,(X), d’ou la continuité de I'. Alors T" est
de classe C'. En utilisant le théoréme 3.4, on obtient,

N; € CY(SAP,(X x Y),SAP,(X)).

Puisque
F:FONfO']TQ’g,

donc F est de classe C' comme composition d’opérateurs de classe C?.
En utilisant la régle de la différentiabilité des fonctions composées, on obtient,
pour tout (&, z,u), (I,h,k) € X x SAP,(X) x SAP,(Y),
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DF (&, z,u).(I,h, k) = DI'(Ny o ma 3(§, z,u)) o DN¢(m23(&, 2, u))
oDmy3(&,x,u).(I, h, k), (5.3)
puisque m 3 et I' sont linéaires, on a
Dmos(&,z,u).(I, h, k) = (h, k),

et donc (5.3), pour tout (&, z,u), (I,h,k) € X x SAP,(X) x SAP,(Y), est
équivalente a

DF (&, x,u).(I, h, k) = DT'(Ng(x,u)) o DNg(x,u)).(h, k),

car T' est linéaire on a, pour tout (&, z,u), (I,h,k) € X x SAP,(X) x
SAP,(Y),
DF(€, 2, u).(1, b, k) = T(DN;(z,w)).(h, ),

et donc la différentielle partielle par rapport au deuxiéme variable est la
suivante :

DyF (&, x,u).h =T (DoNyg(x,u)).h) =
it / ULt 5).Daf (s, 2(s), u(s))-h(s)ds].
0

D’ou la formule (5.2). O

Maintenant on considére 'opérateur
W:X x SAP,(X) x SAP,(Y) — SAP,(X)

défini comme suit :

W z,u) =o— Y z,u).

D’aprés le lemme 5.1
W est de classe C. (5.4)

Puisque z( est une solution S-asymptotiquement w-périodique de (1.1) avec
& =&y et u=wup, on a donc

W (&0, 20, ug) = 0. (5.5)

De plus on a
DoW (&0, 0, u0) = I — DaW(&o, 20, uo),

ou I est V'opérateur identité sur SAP,(X). En utilisant le lemme 5.1, pour
tout h € SAP,,(X) et pour tout ¢t € R} on a

|[D2¥ (&0, o, uo) 1] (t)| = I/O U(t,s).D2f(s,z0(s), uo(s)).h(s)ds|
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t
g/o K.e*"=*)ds(sup [Daf (s, z0(s), uo(s))]) 1]l

teR4

donc K

H [DQ\Il(§07 Zo, UO)Hﬁ < ( sup |D2f($, 1‘0(8), UO(S))D.f,

teR4 a
et par l'utilisation de I’hypothése (4.1) on obtient alors
[1D2% (€0, 20, o)l < 1
qui nous donne
DoW (&9, 20, up) est inversible. (5.6)

Et donc d’aprés (5.4), (5.6) et (5.5) et I'utilisation du théoréme des fonctions
implicites (théoréme 4.7.1 dans [17]) sur la fonction W on obtient notre
résultat.

6 Application

On considére ’équation d’évolution parabolique avec coeflicients pério-
diques par rapport au temps
azg;’z) —a1(t)Ax(t, z) + az(t)x(t, 2) = g(z(t, 2), u(t, 2)) + h(t, z) sur
Ry x Q
z(t,z) =0 sur Ry x 00
z(0,2) =£(2) sur Q

(P)

ou © est un sous-ensemble ouvert non vide de RY de frontiére lipchitzienne,
a1 and ag sont deux fonctions continues w-périodique de R sur R avec w > 0
et infrepai(t) > 0, et £ € Co(QR) == {p € CO'(LR) : ¢}, = 0}. Pour
appliquer notre résultat principal, nous considérons 'espace X := Cp(£2, R)
muni de la norme uniforme, 'opérateur linéaire B : X — X défini par
D(B):={p € XNHQ): Ap € X} et By := Ay pour tout ¢ € D(B) ot
A est I'opérateur laplacien. On considére la famille des opérateurs linéaires
définie par

A(t)p = a1(t)By — as(t)p avec ¢ € D(A(t)) =D(B) ou teR. (6.1)
Clairement la famille (A(t)):cr génére le systéme d’évolution défini par
t t
Ult,s) = exp(—/ ag(r)dr)T(/ ai(r)dr) ou t>s (6.2)

dans le sens de la définition 2.8 et la définition 2.10, ou (T'(t))icr, est un
C° semi-groupe généré par l'opérateur linéaire B. On considére la solution
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mild ¢t — z(t) = [z — z(t,2)] dans X = Cp(Q,R) de (P) qui appartient a
SAP,(Co(2,R)) ot w € SAR,,(Cp(2,R)) dans le sens de la définition 2.12.
D’apreés le corollaire 3.5.1 dans [18] il existe K > 1 et A\ > 0 tel que

IT(t)] < Ke ™! pour tout t € Ry. (6.3)

On considére les hypothéses suivantes sur le probléme parabolique (P).

(H1) a1, as € C°(R,R) sont w-périodiques (w > 0), m := infer a1(t) > 0 et
infer az(t) > 0.
(H2) h:R;y xRY — R est une fonction continue bornée tel que h|JR+><BQ =0
et
lim sup |h(t + w, z) — h(t,2)| = 0.

t—o00 2€Q

(H3) g € CYR x R,R), g(0,0) = 0.
(H4) 1l existe R € (0,00) tel que

sup ‘8g(r,s)| m\i
il lsl<r 0T K

ot A; et K sont donnés par (6.3).

Par (6.3) et (H1) il est évident que le systéme d’évolution (U(t,s)):>s est
w-périodique et exponentiellement stable :

U(t,s)] < Ke ™79 pour tout ¢ > . (6.4)

Théoréme 6.1 Sous (H1)-(H}), on suppose qu’il existe & € Co(2, R), ug €
SAP,(Co(S,R)) et zg € SAP,,(Co(2,R)) tel que xo est une solution mild de
(P) avec & = &y et u = ug. On suppose aussi qu’on a les conditions suivantes.

lzo(t, 2)] < R et |up(t,z)| < R pourtout (t,z) € Ry x Q. (6.5)

Alors il existe un wvoisinage ouvert N de & dans Co(2,R), un wvoisinage
ouvert X de xy dans SAP,(Cy(Q,R)) un voisinage ouvert U de ug dans
SAP,(Co(S,R)), et une fonction z: N x U — X de classe C* tel que on a

(i) x(80,u0) = o.

(it) Pour tout (§,u) € N'xU, z(&, u) est une mild solution S-asymptotiquement
w-périodique de (P).

(111) Pour (§,u,x) € NxUXX, six est une mild solution S-asymptotiquement
w-périodique de (P) alors v = z(&,u).
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Démonstration
On pose X =Y := Cp(Q2, R) muni de la norme la topologie uniforme. Posant
F:R x Q — R, défini comme suit

Fi=go (z,u),

tel que g : R x R — R est une fonction continue et  : R x O — R, et
u : R x Q — R deux fonctions continues. Utilisons le lemme 3.10 dans
[13], puisque Q est compact et F est continue comme il est une composition
des fonctions continues, donc I'opérateur Ng : CO(Q,R) — C%(Q,R) défini
comme suit

Nr(o) = [z = F(o(2), 2)],

est continu pour tout ¢ € C°(Q2,R). On remarque que, pour tout o €
C°(,R) on a

NE(0) = Ngo(au) (@) := [z g o (z(e(2), 2), u(e(2), 2))]-
Soit ¢ : @ — R et ¥ : Q — R qui sont dans C°(Q, R) définies comme suit
p(2) = z(0(2),2) et P(z) :=ulo(2),2),
et donc
Ngo(x,u)(@) = [Z = g(cp(z), w(z)] = Ng(@ﬂb)
Donc l'opérateur de Nemytskii

Ny(p, ) := [z = g(0(2),9(2))]

est continu de Cp(Q, R) x Co(Q, R) vers Co(2,R). Puisque RY et R sont de
dimension finie, en utilisant un raisonnement similaire que celui de la preuve
du théoréme 3.3, on obtient que N, est de classe C1 de CO(Q,R) x CY(Q,R)
sur CY(Q,R) et on a

DNy(p,9)(0,09) = [z — Dg(e(2),¥(2))(0¢(2), 6¢(2))] (6.6)
et en particulier

DN, 61 = [z s ZZEDVED 5y (6.7

Puisque ¢g(0,0) = 0 on obtient
Ng(CQ(Q,R) X CO(Q,R)) C C()(Q,R),

et puisque X = Y = Cp(,R) est un sous-espace de Banach de C°(Q,R),
on obtient 'assertion suivante :

N, € CH(X x Y, X). (6.8)
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Et on a donc la condition («) de la remarque 2.3.

Si B € Py(X xY) alors il existe p € (0,00) tel que B C Bxxy(0,p) la
boule fermée dans X x Y. Puisque R? est de dimension finie, la boule fermée
Br2(0, p) est compact. Puisque Dg est continue, g(Bpr2(0, p)) est compact et
par conséquent il est borneé, c.-a-d. il existe M € (0, 00) tel que |Dg(r, s)| <
M pour tout (r,s) € Br2(0, p). Alors pour tout (p,1) € B, on a

(p(2),v(2)) € Brz(0,p) pour tout z € Q,
ce qui implique
|Dg(¢(2),%(2))] < M pour tout z € Q,

et par conséquent avec (6.6) on obtient ||[DNy(p,v)||cc < M pour tout
(¢,1) € B. Et donc la condition (3) de la remarque 2.3 est satisfaite.

En plus puisque Dg est continue sur un ensemble compact Bp2(0, p), utili-
sant le théoreme de Heine, Dg est uniformément continu sur Bgz(0, p), et on

a
{ Ve > 0,36, > 0,V(r, s), (r1,s1) € Br2(0, p),
(Ir = 71| < 0, |s = s1] < bc) = |Dyg(r, s) — Dg(r1,s1)| < €.

Alors pour @, wv ¥1, wl € BXXY(O7P)7 et pour HSO - SleOO < 56 et ||1/}:
1/|oo < 8., on obtient [Dg(ip(2),1(=)) — Dg(o1(2), 1 (2))] < e for all = € O,
alors [|[DNy(¢,%) — DNg(e1,%1)||lec < €. Et donc la condition () de la
remarque 2.3 est satisfaite.
Et par conséquent

N, € UC}(X x Y, X). (6.9)

Maintenant on considére
hi(t) :== [z — h(t,2)] € X.

D’aprés (H2) on a

hi € SAPR,(X). (6.10)
On définit la fonction f: Ry x X XY — X en posant
f@t, @, 9) := Ng(p,90) + ha(t) (6.11)

pour tout (t,p, 1) E R x X x Y.
D’aprés (6.9), (6.10) et (6.11) et 'utilisation de la Remarque 2.4 on obtient

fEUSAPL(R, x (X xY), X). (6.12)

En utilisant (H4) et (6.5) on obtient

0 t t A
sup sup g(x0< 72)7”0( 72)) < mKl
teR4 20 r
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et d’apres (6.7) et (6.11) on déduit que

mA
sup || Daf (£, 2o (1), uo(t)l| = sup [|D1Ny(wo(t), uo (1)) < —=-
teR4 teR4

Et donc toutes les hypothéses du théoréme 4.1 sont vérifiées, d’oli notre
résultat.

g
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