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Dans cette these :

— Un schéma de subdivision est dit "linéaire" s'il est : uniforme, stationnaire et défini sur
un maillage régulier. Le principe de subdivision est dit uniforme si les mémes regles
sont appliquées sur tout le réseau de contréle. De plus, si les régles sont identiques a
chaque itération, on parle de principe stationnaire.

— Un schéma de subdivision "quasi-linéaire" est un schéma qui unifie deux schémas
linéaires de type géométriques différents dont I'un est approximant et I'autre est inter-
polant.

— Un maillage "bi-régulier" est un maillage homéomorphe a une grille bi-réguliére.

— Une grille réguliére dans les deux moitiés d’'un plan est appelée grille "bi-réguliere”.
Lorsque tous les éléments de la grille bi-réguliére sont des triangles (resp. quadrila-
teres), on parle de grille "triangle/triangle" (resp. "quad/quad") et lorsque nous avons
les deux types d’éléments on parle de grille "mixte" ("quad/triangle").

k Etape ou niveau de subdivision

i Indice

Z Ensemble des entiers : Z ={...,-2,-1,0,1,2, ...}

7t Ensemble des entiers positifs et non nuls : Z* = {1,2,...}

/e Ensemble des entiers négatifs et non nuls : Z= = {..., -2, -1}
Z§ Ensemble des entiers positifs et nuls : Z] = {0, 1,2, ...}

Ly Ensemble des entiers négatifs et nuls : Z; = {..., -2, -1,0}
1) Espace des suites

Q) Espace des suites bornées

I'() Espace des suites a support fini

D Domaine ouvert et borné
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¢ ou
[x]
axb

a®b
C¥ = C*(R?)

S

SlAa

S (AasAp)
SiuL, @
Siue,a)
p’oup

Grille de pas 27% : X* = {(xF = 27%i,i € Z, x € 7}

Matrice inversible A, € R

Grille définie en fonction d’une matrice A, Xa, = Ao Z*
Grille bi-réguliére : X, 4, = Aa(Zy X 2571 U Ag(Zg X Z571)
Domaine fermé borné d’une grille quadrangulaire
Frontiére du domaine ¢&;

Zone d’une grille quadrangulaire

Grille 4—réguliere : 7, () = UL, (& U 0¢)

Domaine fermé borné d’une grille triangulaire
Frontiére du domaine &,

Zone d’'une grille triangulaire

Grille 6-réguliére : S, (T) = UL, (& U d¢)
Combinaison : #')w

Partie entiére de x

Produit de convolution

Produit tensoriel

Espace de Holder

Schéma ou opérateur de subdivision

Schéma de subdivision sur une grille réeguliere X,
Schéma de subdivision sur une grille bi-réguliere X,ua,)
Schéma de subdivision sur une grille 4—réguliere
Schéma de subdivision sur une grille 6-réguliére

Points de contr6le initiaux

p*ou (S¥p) ou (S p*1) Points de controle a I'étape k
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S®p Fonction limite de (S*p) quand p — oo

S Opérateur de subdivision limite de S

0 Opérateur quasi-interpolant

o* Opérateur quasi-interpolant disecret

T opérateur de subdivision inverse

8i0 Symbole de Kronecker (6o = 1,6;0 =0 pour i+ 0)
1) Fonction de base (échelle) d’'un schéma de subdivision

Fonction limite d’'un schéma de subdivision associée aux
aux donneées initiales p = 6;0

Om Fonction B-spline de base de degré m

d"p Opérateur aux différences d’ordre m

Sm Schéma aux différences d’ordre m associé au schéma §
o(S) Rayon spectral du schéma de subdivision S

p(Aa, Ap) Rayon spectral conjoint des deux matrices associées a S
MF Maillage a I'étape k : M* = (F¥, p*)

Fk Faces du maillage M*

a Masque de subdivision

supp(a) Support a € I'(Z*)

M Matrice de subdivision

M et M? Les deux matrices de passage entre deux étapes

Soienti = (iy, iy, ...... i) € 25, keZ et x e R,
lil = lir] + liol + o + i & X = X2 xd
Soient X,Y CR*, ze R* et 0 € R,
X+Y={x+yxeX yeY}

X+z={x+2zx € X},
60X = {6x|x € X}.

On définit C"(R*) comme 'espace des fonctions de classe C™ de R* vers R.

15

Soit r,, I'espace des polyndbmes de degré total au plus égal a m. On suppose que r,, est

engendré par la famille des monémes. i.e :
(X)) = span{f|f : X - R, f(x) = x',i € Z°,0 < |i| < m)}.
Id : X c R* — R® est 'opérateur d’identité défini par :
Id(x) = x,VYxe X
Pour i > 0 et pour x € R*, les dérivées partielles sont données par :

ol
Ol xy..0bxg

i
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Considérerons que V est le vecteur des dérivées partielles :

_( 9 9 9
T 0x; 0x 7 Ox,

),

et définissons A comme le produit scalaire avec lui-méme du vecteur des dérivées par-

tielles : X X )
0 0 0
A=VV)= — + — 4+ ..+ —.
(92)61 62)62 82)65
Pour X C R¥, nous définissons I(X) comme I'espaces des suites a valeurs réelles :

IX) ={fIf : X = R},

Soit I*(X) I'espace des suites bornées que I'on munit de la norme correspondante :

llx|l = sup |xi
ieN

et soit /'(X) I'espace des suites bornées a support fini.

Pour tout p € I(Z*), p; (resp. (S p);) représente une valeur de p (resp. (S p)) pour i € Z*, ou
S est 'opérateur de subdivision.

Soit o~ un opérateur de dilatation défini sur 'ensemble C(R*) par :

of()=r (5)-
Soit ! 'opérateur inverse de I'opérateur de dilatation o défini par :

o f() = f(2)

Nous définissons un opérateur de translation & de sorte qu’il renvoie tous les points (i, j)
d’'un ensemble vers les points (i, j + 1) dans le méme ensemble par :

EX = 1@, j+ DIG, ) € X},
Toute au long de ce document, nous utilisons la norme du maximum suivante :

lIxll0 = max{|x;|, i € N}.



Les outils de modélisation 3D sont essentiels pour de nombreuses applications telles
gue I'animation, la géoscience, la médecine ou I'architecture. Néanmoins, I'utilisation de
gros modeéles peut devenir compliquée lorsque l'utilisateur fait face aux probléemes de
stockage ou de transmission. C’est pourquoi les schémas de subdivision et les schémas
de subdivision inverses sont largement utilisés ; soit pour lisser des objets 3D pour les
uns, soit pour minimiser le colt d’encodage de l'information pour les autres.

Les problémes d’interpolation et d’approximation représentent un vaste sujet qui s’étend
de I'ajustement de mesures a la conception d’images de synthése, en passant par la créa-
tion de polices de caractéres. Au XVIlleme siéecle, Lagrange s’est intéressé au probléeme
d’interpolation. A cette époque, l'interpolation et 'approximation servaient surtout a relier
ou approcher des mesures. Cependant, il faudra attendre jusqu’au XXéme siécle, avec
'arrivée des machines a commandes numériques, pour que les chercheurs et les des-
sinateurs s’intéressent de preés aux courbes et surfaces approximantes et interpolantes
afin de dessiner les piéces pour pouvoir les produire. Puis, les courbes et les surfaces
approximantes et interpolantes ont vu leurs domaines s’étendre avec I'apparition de I'in-
formatique et l'introduction des schémas de subdivision.

Les schémas de subdivision interpolants sont généralement utilisés lorsqu’on veut faire
passer la courbe ou la surface limite par les points de contréle initiaux. Lavantage d’'un
schéma de subdivision interpolant est donc de pouvoir aisément contraindre la forme a
passer par certains points donnés méme si parfois des renflements imprévus peuvent
apparaitre sur la surface limite générée par ce type de schémas de subdivision. Le choix
se porte cependant sur l'utilisation des schémas approximants lorsqu’on veut obtenir une
courbe ou une surface limite de continuité maximale méme si on a moins de contrdle sur
la courbe ou la surface limite, dans le sens ou nous ne pouvons pas contraindre la surface
limite a passer par des points bien choisis. Dans ces approches, toute combinaison de
portions de surfaces interpolées et de portions de surfaces approchées peut étre désirée.

En ingénierie inverse, les points de données sur les surfaces viennent souvent de me-
sures par capteurs (par exemple scanner laser 3D). Il peut étre utile d’utiliser des sché-
mas interpolants pour ajuster les données 3D obtenues avec suffisamment de précision
et de confiance et seulement des schémas approximants pour les données bruitées par
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exemple. En CAQO, des contraintes peuvent étre imposées a certaines parties des objets.
Ces contraintes peuvent avoir une tolérance variable allant de 0 pour des contraintes d’in-
terpolation, a e pour des inexactitudes géométriques tolérées sur des positions relatives
ou sur des caractéristiques d’objets conduisant alors a des contraintes d’approximation.

Parallelement la qualité visuelle d’'une surface de subdivision dépend fortement du
maillage initial. Les régions composées de triangles sont souvent utilisées pour récupérer
des maillages obtenus par des procédés d’acquisition divers (lasers notamment) ou pour
bénéficier des propriétés géométriques des triangles. A l'inverse, que ce soit pour des
raisons de symétrie (en particulier pour les personnages en production audiovisuelle, ou
pour des raisons de préservation d’orientations "naturelles" pour des surfaces de CAO),
certains designers préférent utiliser des régions composées de carreaux quadrilatéraux.
Il est donc parfois trés utile de considérer des surfaces avec une structure de maillage
initial mixte (ou quad/triangle).

Le cadre de la premiére partie de cette thése concerne la modélisation des formes et des
objets a partir de maillages bi-réguliers ou n—réguliers avec des conditions de contraintes
mixtes (Approximant/interpolant)(voir figure 1.1).

(a) ®) (©)

FIGURE 1.1 — Quelques exemples de grilles associées a des maillages bi-réguliers et
n—réguliers. (a)-grille bi réguliére triangle/triangle, (b)- grille bi-réguliére quad/triangle, (c)-
grille n—réguliere quad

Lobjectif est d’introduire des schémas de subdivision qui unifient deux schémas linéaires
de types géométriques différents, a savoir un schéma interpolant et un schéma approxi-
mant sur des zones différentes du méme maillage. Lapplication de deux schémas de
subdivision de types géométriques différents sur le méme réseau de contrble se raméne
a un probleme de raccord entre les deux schémas. Les frontieres communes entre les
zones d’application d’un schéma de subdivision approximant et un schéma de subdivi-
sion interpolant sont appelés les zones de raccord et le nombre de ces zones varie en
fonction de la valence d’'un sommet intérieur et du nombre de zones d’application des
deux schémas approximant et interpolant (voir figure 1.2). Ce qui nous donne la possibi-
lité de définir ces schémas de subdivision de plusieurs fagons sur une grille et donc de
construire des formes et des objets différents a partir d’'un seul maillage.
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FIGURE 1.2 — Quelques exemples de zone d’application de deux schémas approximant
et interpolant ainsi que les zones de raccord. Les arcs bleus clairs pour les zones d’appli-
cation d’un schéma interpolant, les arcs jaunes pour les zones d’application d’un schéma
approximant, les droites rouges pour les frontieres communes et le rectangle rouge pour
la zone de raccord.

1.1.2/ SUBDIVISION INVERSE

Lutilisation de modeéles 3D complexes peut poser un probléeme quand I'utilisateur doit
faire face aux problémes de stockage et de transmission. Il peut donc étre intéressant,
inversement aux principes de subdivision, de passer d’'un maillage fin a un maillage de
plus en plus grossier, minimisant ainsi le cot d’encodage de 'information de connectivité.
La subdivision inverse nous permet de reconstruire exactement un maillage grossier du
niveau précédent a partir d’'un maillage fin issu de subdivision. Aprés chaque étape de
subdivision inverse, on conserve les éléments (faces, arétes, sommets) et on recrée le
maillage du niveau précédent.

La problématique liée a la subdivision inverse dans cette thése est de reconstruire un
maillage quad/triangle grossier a partir d’'un maillage plus fin issu d’'une subdivision
quad/triangle de Levin-Levin [Levin 2003b] et de Schaefer-Warren [Schaefer 2005] (voir
figure 1.3).
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FIGURE 1.3 — Subdivision quad/triangle inverse

Les schémas quad/triangle de Levin-Levin et de Schaefer-Warren sont deux schémas
qui combinent les regles du principe de Catmull-Clark [Catmull 1978] et celles de Loop
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[Loop 1987] sur une grille quad/triangle (figure 1.1-(b)). La reconstruction d’'un maillage
grossier a partir d'un maillage quad/triangle fin issu de I'application d’un de ces deux
schémas nécessite I'application de trois schémas de subdivision inverse différents. Le
schéma inverse de Loop sur la zone triangulaire de la grille, le schéma inverse de Catmul-
Clark sur la zone quadriangulaire de la grille ainsi qu’'un schéma inverse intermédiaire
dans la zone qui contient des quads et des triangles en méme temps.

Dans le domaine de la CAO et des mathématiques, les surfaces de subdivision repré-
sentent une fagon de créer des surfaces lisses développant de plus en plus un maillage
linéaire par morceaux. La surface lisse finale peut étre calculée comme étant la limite du
procédé itératif de subdivision de chaque face polygonale en un sous-ensemble de faces
approchant au mieux la surface lisse finale. Les procédés de subdivision sont par nature
des algorithmes récursifs. La méthode débute a partir d’'un maillage donné. Un schéma
de subdivision (p € I*(Z*) + (S p) € [*(Z*)) est alors appliqué a ce maillage. Ce procédé
agit sur le maillage en le subdivisant, en créant de nouveaux points et de nouvelles faces.
La position des nouveaux points est calculée a partir de celle des anciens points qui sont
les plus proches. Litération (p**! = S¥p), représente un algorithme de raffinement, qui
permet de définir une courbe ou une surface a partir des points de contréle initiaux. Ini-
tialement, la notion de schéma de subdivision a été introduite par [Chaikin 1974] pour
accélérer la construction de courbes splines. La courbe obtenue est alors définie aux
points dyadiques.

Diverses propriétés mathématiques comme la convergence, la classe de continuité,
I'ordre d’approximation, la reproduction des polynémes et la quasi-interpolation sont in-
téressantes a étudier :

— La convergence implique I'existence d’'une fonction de base ¢ = §*6;( définie comme
la fonction limite du schéma appliqué aux points initiaux (6;0);cz. Pour les schémas
linéaires, I'étude des propriétés se ramene a I'étude de la fonction de base ¢. Ainsi,
diverses techniques ont été développées pour analyser la convergence et la classe de
continuité d’un schéma de subdivision.

— Lordre d’approximation, permet de contréler les erreurs pour des points initiaux prove-
nant de I'échantillonnage d’une fonction.

— La reproduction des polynédmes de degré donné est une condition importante liée a la
classe de continuité et a I'ordre d’approximation d’'un schéma de subdivision.

— La quasi-interpolation ou les théories de I'approximation est une condition trés impor-
tante liée a la reproduction des polynémes et a I'ordre d’approximation.

Les schémas de subdivision peuvent étre classés en deux catégories : les schémas in-
terpolants et les schémas approximants. Pour les schémas interpolants, les valeurs pg;rl
vérifient p5*! = pk. On est alors amené pour construire pi*! & un probléme d'interpo-
lation. La reproduction des polynd6mes conduit a favoriser une interpolation poynémiale,
en général de Lagrange. Pour les schémas approximants, les premiers ont été définis

a partir des coefficients d’'une relation de raffinement vérifiée par les fonctions B-splines
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uniformes de base. La fonction limite ¢ est alors la fonction B-spline correspondante.
Connaissant ses propriétés, on peut en deduire les propriétés des schémas B-splines.

Chaque catégorie de ces schémas a ses avantages et ses inconvénients : les sché-
mas approximants ont une courbe (surface) limite de continuité optimale pour le nombre
de coefficients qui interviennent mais un mauvais ordre d’approximation, tandis que les
schémas interpolants présentent un ordre d’approximation maximal mais une mauvaise
continuité de la surface limite (voir figure 1.4).

(@ ©)

(@)
©

FIGURE 1.4 — En haut, le schéma interpolant 4 points avec un bon ordre d’approximation
mais une mauvaise continuité de la courbe limite. En bas, le schéma approximant B-
spline cubique avec une bonne continuité de la courbe limite mais un mauvais ordre
d’approximation

Afin d’améliorer la continuité de la courbe limite des schémas de subdivision interpolants,
des schémas hybrides ont été construits [DFH05, CLY06]. Une premiére idée due a N.
Dyn et al. [DFHO05] est de mixer le schéma 4 points avec un schéma B-spline quadratique
pour améliorer la continuité de la courbe limite. On obtient un schéma de subdivision
appelé schéma 4 points approximant de continuité C> et d’ordre d’approximation optimal 3
(voir figure 1.5). Autrement dit, on gagne au niveau de la continuité de la courbe limite par
rapport au schéma 4 points interpolant mais on perd au niveau de I'ordre d’approximation.

A notre connaissance il n’existe que des schémas qui visent & améliorer la continuité de
la courbe limite d’'un schéma de subdivision au détriment de I'ordre d’approximation.

Nous nous intéressons a un probléme différent, au lieu de mixer les régles d’'un schéma
approximant et un schéma interpolant, nous les combinons afin de construire des sché-
mas de subdivision d’une continuité maximale dans certaines régions et d’ordre d’ap-
proximation maximal dans d’autre régions.
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(a) (&)

FIGURE 1.5 — A gauche la courbe /imite générée par l'application du schéma interpolant
4 points pour p = (6,0):([Dyn 1987]). A droite la courbe limite générée par I'application du
schéma approximant 4 points pour p = (6,0); ([Dyn 2005]).

C’est dans cette derniére problématique que se place la premiére partie de nos travaux :
Peut-on créer des schémas de subdivision qui combinent un schéma approximant et un
schéma interpolant sur un réseau de contréle ? Quelles contraintes peut-on raisonna-
blement imposer si on raccorde deux schémas de subdivision de types géométriques
différents ?

Les propriétés mathématiques (convergence, continuité) d’'une surface de subdivision a
la limite sont simplement observables dans les zones régulieres. Les problemes sur-
viennent aux alentours des sommets dits extraordinaires. En effet, dans les zones ou le
maillage est irrégulier, les regles de subdivision ne permettent pas de trouver I'équation
reproduite par le schéma de subdivision. Il faut donc proposer des régles qui permettent
d’optimiser le comportement de la surface limite dans le cas irrégulier.

Les schémas B-spline bi-cubique et B-spline bi-quadratique ont été adapté pour étre ap-
pligués a des maillages irréguliers grace aux travaux de Catmull et Clark [Catmull 1978]
et Doo et Sabin [Doo 1978]. Un peu plus tard, Loop [Loo87] a utilisé I'analyse propre afin
de généraliser les régles de subdivision du schéma Box-spline triangulaire quartique aux
sommets extraordinaires.

[l faudra attendre les années 90 ([N. Dyn 1990], [D. Zorin 1996a], [D. Zorin 1997],
[Kobbelt 1996]) pour que les chercheurs proposent des schémas de subdivision surfa-
ciques interpolants (schéma de Butterfly et schéma de Kobbelt) et généralisent les régles
de subdivision de ces schémas a des maillages irréguliers.

Cependant, nous nous intéressons au méme probléeme mais pour des schémas qui uni-
fient un schéma approximant et un schéma interpolant. Autrement dit, nous nous intéres-
sons a la généralisation des regles de subdivision d’'un schéma approximant/interpolant
aux sommets irréguliers dans la zone de raccord.
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FIGURE 1.6 — Probleme de raccord d’une courbe (resp. surface) issue de I'application d’'un
schéma approximant et une courbe (resp. surface) issue de I'application d’'un schéma
interpolant.

1.2.3/ SCHEMAS DE SUBDIVISION QUAD/TRIANGLE

Récemment, I'étude et la construction des schémas de subdivision quad/triangle ont
attiré l'attention. A partir d’'un maillage quad/triangle (figure 1.3 & droite) composé de
quadrangles et de triangles, le schéma de subdivision quad/triangle produit un maillage
mixte de plus en plus fin. La construction et I'étude des propriétés mathématiques de
ces types de schéma de subdivision ont été établies (dans le cas régulier) [Levin 2003b],
[Schaefer 2005], [Q.T. Jiang 2009]. Des régles de subdivision particuliéres dans la zone
mixte entre deux schémas de subdivision de méme type géométrique (approximant-
approximant, interpolant-interpolant) ont été données. Ces schémas de subdivision sont
connus pour étre définis sur des support trop large.

La construction de ces schémas est motivée par le fait que I'application de certains sché-
mas de subdivision classiques sur un maillage quad/triangle fait apparaitre de multiples
défauts comme la présence d’oscillations radiales au niveau des sommets irréguliers si-
tués dans la zone mixte qui contient des quadrangle et des triangles.

Dans cette thése la structure quad/triangle est doublement utilisée. D’'un coté, nous
nous demandons comment raccorder deux schémas de subdivision de types géome-
triques différents sachant que I'un est défini sur un maillage triangulaire et I'autre sur un
maillage quadrangulaire (voir figure 1.7) et d’un autre coté, nous allons utiliser la structure
quad/triangle pour la subdivision inverse.

1.2.4/ SUBDIVISION QUAD/TRIANGLE INVERSE

Reconstruire un maillage grossier M* & partir d’un maillage fin M**! issu d’'une subdivision
revient & trouver les positions exactes des points de contréles p* & partir des positions des
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FIGURE 1.7 — Probléme de raccord d’'une surface issue de l'application d’un schéma
interpolant sur un maillage triangulaire et une surface issue de I'application d’un schéma
interpolant sur un maillage quadrangulaire.

points de contrdles (S p*). Pour cela, nous utilisons les formules des régles de subdivision
qui donnent les positions des points (S p¥) sur le maillage M**! et les formules inverses
qui donnent les positions des points (p*) du maillage M* afin de construire un systéme
d’équations. La solution de ce systéme d’équations donne la position exacte des points p*
sur le maillage M*. Cependant, nous ne pouvons pas utiliser cette méthode pour inverser
les schémas de subdivision quad/triangle a cause de leurs supports trop larges. En effet,
le support trop large de ces schémas de subdivision implique I'existence de plusieurs
regles de subdivision d’ou un systéme d’équations difficile a résoudre.

Ceci constitue la problematique de la deuxiéme partie de nos travaux. A partir d’'un
maillage fin issu d’'une subdivision quad/triangle peut-on reconstruire le maillage gros-
sier ? Et quelle est la méthode utilisée pour cela ?

Dans cette these, nous nous sommes penchés sur deux aspects distincts : d’'une part,
la construction d’'un nouveau type de schémas de subdivision que nous avons appelé
schémas de subdivision quasi-linéaires et d’autre part, la construction de schémas de
subdivision quad/triangle inverse.

La contribution majeure de cette thése est I'introduction de la notion de schémas quasi-

linéaires. En particulier :

— Nous introduisons un cadre général de schémas de subdivision quasi-linéaires (section
5.3). Sa généralité donne lieu a de nombreux schémas intéressants applicables sur de
multiples maillages.

— Nous montrons que ces schémas de subdivision reproduisent des polynémes de degré
donné (chapitre 5, section 5.3 , Lemme 6) .

— Nous étudions les propriétés d’approximation d’'une large classe de schémas quasi-
linéaires (chapitre 5, section 5.3.4).
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— Nous décrivons comment des schémas quasi-linéaires peuvent étre construits et nous
donnons quelques exemples (chapitre 5, section 5.5 et section 5.6).

— Nous verrons que nous pouvons construire différents schémas quasi-linéaires sur le
méme maillage et nous donnons des exemples et de multiples cas possibles pour cela
(chapitre 6).

— Nous proposons des reégles qui généralisent quelques schémas quasi-linéaires a des
maillages n—réguliers (irréguliers) (Chapitre 6).

Notre contribution dans la partie subdivision inverse est de proposer :

— Une formule du schéma inverse de Catmull-Clark d’'un maillage quadrangulaire. Cette
formule est paramétrable, et peut étre appliquée directement pour inverser le schéma
quad moyennage de Warren et Wimer [Warren 2002].

— Une nouvelle méthode basée sur les théories de I'approximation et de la reproduction
des polynémes afin de déterminer les formules inverses pour certains schémas de
subdivision linéaire et quad/triangle.

Ce mémoire est divisé en trois parties.

La premiere partie en elle méme est composée de trois chapitres.

Nous introduisons les notations et les techniques d’études des schémas de subdivision
qui seront utilisées tout au long de cette thése. Aprés un bref rappel des définitions et
des techniques d’étude de la convergence, nous nous intéressons a I'étude de la classe
de continuité des fonctions limites associées aux schémas de subdivision. Nous donne-
rons quelques conditions nécessaires et suffisantes de la continuité C”. Nous mettons
'accent sur une technique d’étude des conditions suffisantes a savoir le test du rayon
spectral conjoint et une propriété tres importante li€e aux conditions nécessaires a savoir
la reproduction des polynémes.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons aux théories de quasi-interpolations
ainsi qu’aux théories de reproduction des polynémes. Nous mettons en évidence les
différents liens entre les notions de reproduction des polynémes, la quasi-interpolation,
I'ordre d’approximation. Nous verrons que ces théories représentent un moyen éfficace
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pour construire des schémas de subdivision convergents. Par la suite, nous abordons
deux grandes familles de schémas de subdivision a savoir les schémas approximants et
les schémas interpolants. Nous mettons I'accent sur les avantages et les inconvénients
de chaque catégorie de ces schémas et nous donnons quelques schémas de subdivision
existants dans la littérature qui répondent a différents problemes issus de I'application de
ces schémas de subdivision. Notre contribution dans ce chapitre sera de proposer des
formules aux fonctions limites d’un schéma de subdivision ainsi qu’aux opérateurs quasi-
interpolants. Ces formules seront utilisées pour la construction ainsi que pour montrer
certaines propriétés sur les schémas que nous allons proposer dans la deuxieme partie
de cette these.

Dans ce chapitre, nous faisons un rapide tour d’horizon des schémas de subdivision sur-
faciques les plus courants qui seront utilisés pour la construction des schémas quasi-
linéaires. Ensuite, nous abordons quelques travaux qui portent sur I'amélioration des
schémas de subdivision aux voisinages des points irréguliers. Nous mettons I'accent sur
les schémas quad/triangle (approximant-approximant) qui seront utilisés dans la partie
subdivision inverse.

La deuxieme partie est le coeur de la présente théese.

Nous présentons la définition des schémas de subdivision quasi-linéaires et les hypo-
théses que nous formulons a leur sujet. Dans un premier temps, nous donnons un
cadre général pour les schémas de subdivision quasi-linéaires définis sur des maillages
bi-réguliers que nous allons développer dans ce chapitre. Pour cette classe de sché-
mas, nous établissons des théorémes de convergence, de reproduction des polynémes,
de quasi-interpolation et d’ordre d’approximation. Nous les appliquons ensuite pour la
construction et I'étude de différents schémas que nous allons proposer. Nous propo-
sons notamment la construction et I'étude des schémas quasi-linéaires définis sur des
maillages bi-réguliers (quad/quad, quad/triangle, triangle/quad, triangle/triangle). Pour fi-
nir, nous donnerons divers exemples de ces schémas de subdivision.

Dans le chapitre 6, on s’intéresse surtout a la généralisation des regles de subdivi-
sions de quelques schémas quasi-linéaires proposés dans le chapitre 5 a des maillages
n—réguliers. Dans un premier temps, nous généralisons ces schémas a des maillages
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4—régulier (resp. 6-régulier). Nous verrons que nous pouvons construire différents sché-
mas quasi-linéaires sur ces maillages. Ensuite, nous proposons une méthode pour gé-
néraliser ces schémas de subdivision a des maillages irréguliers.

Dans cette partie de thése, nous nous intéressons au probléme de la subdivision inverse.

Le chapitre 7 est consacré a la construction des schémas de subdivision inverse. Aprés
un bref rappel des définitions et I'état de I'art, on s’intéresse a un résultat donné dans
[Lanquetin 2006]. On compléte ce résultat, dans le but de I'étendre a d’autre schémas
quadrangulaires. Par la suite, nous développons une nouvelle méthode basée sur les
théories de la reproduction des polyndmes pour inverser des schémas de subdivision
uniforme et mixte.

Ce document se termine sur une conclusion qui résume le document, mentionne les
objectifs atteints et ouvre des perspectives a notre travail.






SUBDIVISION LINEAIRE






2

SCHEMAS DE SUBDIVISION ET
REPRODUCTION DES POLYNOMES

Dans ce chapitre, nous donnons des notations, des définitions et quelques propriétés
de la subdivision linéaire ainsi que quelques notions de reproduction des polynémes.
Nous donnons également des techniques pour étudier la convergence et la continuité
des schémas de subdivision linéaires.

2.1/ SCHEMAS DE SUBDIVISION

Les schémas de subdivisions (p € I(Z*) — (Sp) € [(Z*) : p**' = (S p*)) ont été introduits
pour la construction de courbes ou de surfaces. Quand on les applique successivement,
on construit un algorithme de raffinement, qui permet de définir une courbe ou une sur-
face a partir de points initiaux. Initialement, la notion de schémas de subdivision a été
introduite pour accélérer la construction de courbes B-splines. La courbe obtenue est
alors définie aux points dyadiques.

En effet, les premiers schémas de subdivision ont été définis a partir des coefficients de
relation de raffinement vérifiée par les fonctions B-splines.

Une courbe B-spline uniforme est définie par :

N
CH) = ) ¢ult=i)pi, (2.1
i=1

ou p; sont les points de contrdle initiaux et ¢,, sont les fonctions B-spline de base uniforme
de degré m.

Une fonction B-spline de base de degré m est le résultat de la convolution de la fonction
¢m—1 par la fonction ¢y :

t 1+% 1
Gm(t) = Pm-1(2) * po(t) = f 1 Pm-1(x)dx = f | Om-1(x+ S)dx,
avec .

1 1
1 pour -5 <1t<3,

$o() = { 0 sinon.
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Soit ¢,, une fonction B-spline de degré m, alors nous avons les propriétés suivantes :

1. ¢ € C"! est polyndmiale par morceaux.
2. V1 € R, ¢u(0) > 0 €t supp(dy) = [-[3m] = 1,m ~ [m]].

3. Y onit-i)=1,i€Z,teR.
i€Z

4. Les fonctions B-splines vérifient la relation de raffinement suivante :

m—[%m]

bun)=27" ( me )¢m<2z—j). (2.2)

i+ 1+ [im
v A [3m]

A partir de I'équation (2.1) qui représente la définition d’une courbe B-spline et la relation
de raffinement d’une fonction B-spline de base (2.2), nous obtenons la relation suivante :

CHy= ). ¢ult—ipi = ) dut=ip} = .. = > (2t = p, (2.3)
i€ i€ i€Z

ou {pi}icz, est 'ensemble des points de contréle initiaux et {pf}iez 'ensemble des points
de contr6le a la k—iéme itération.

A partir de I'’équation (2.3) nous pouvons montrer que les nouveaux points p} peuvent
étre donnés par la relation suivante :

P} = Z ai-2jmpj» (2.4)
JEZ

avec :

i :{ 2—m( H’If[l%m] ) Vi e [-[im] - 1,m - [$m]]],
0 sinon.

Un schéma de subdivision est défini comme la généralisation de la définition donnée

par la relation (2.4). Afin de généraliser cette définition, nous supposons que les points

de contrdle sont indexés sur la grille Z* et on travaillera avec des suites de I(Z*). Nous

définissons un opérateur de subdivision S : I(Z*) — [®(Z*) de sorte que les points de

contrble a la k—iéme itération sont donnés par :

pk+l — (Spk).

Alors, on a la définition suivante :

Définition 1 Un schéma de subdivision S : (Z*) — I(Z*) est un opérateur linéaire défini
en fonction d’une suite (a;);czs €t un ensemble de points de contréle par :

VpelZH)NieZ :(Sp)= Z ai2jp;. (2.5)
JEZS

La suite (a;);c7s est appelée le masque du schéma de subdivision. Le support du masque
est 'ensemble {i € Z°/a; # 0}. Dans la suite, on supposera que supp(a) = [€], & ]°* avec
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{lell, le2]} < +oo C’est-a-dire que la construction de (S p); fait intervenir un nombre fini de
points.

Définition 2 Un schéma de subdivision stationnaire est défini comme ['application ré-
pétée d’'un opérateur de subdivision S sur un ensemble de points de contrble initiaux
p € U(Z%)

VkeZt, pMl=©ph == *p). (2.6)

Remarque 1 Faisant intervenir les indices pairs et impairs de la suite (a;)iczs, la relation
(2.5) peut étre vue comme un systéme de 2° relations

— Dans le cas des courbes s = 1

(Sphi= 2 mi2jpj= X aypPiy €L, 2.7)
JEZL UEZ
et
(Sphiv1 = 2 @i2js1Pj = X A1 Pip> 1€ 2L (2.8)
JEZL UEZ

— Dans le cas des surfaces s = 2

(Sp)2i+7] = Z a2i+77—2jpj = Z 32,u+npi—;u 77 € {(09 0)’ (1’0)’ (09 1)9 (1’ 1)} (29)
JEZ2 ueZ?

Les relations (2.7) a (2.9) représentent les formules qui donnent les régles de subdivision.

Enfin, il est nécessaire d’introduire une notion polynémiale a un schéma de subdivision.
En effet, la notion polynémiale est d’'une importance cruciale pour étudier la convergence
et la régularité d’un schéma de subdivision.

Dans cette sous-section nous travaillerons avec s = 1, mais le résultat énoncé sera vrai
pour s quelconque aprés adaptation.

Soit S un schéma de subdivision et a = {a;,i € Z} son masque. Ce schéma de subdivision
peut étre représenté par un polyndme de Laurent, dit transformée en z. La transformée
en z d'une suite a = (a;)icz €st donnée par :

a@d) =) ad. (2.10)

i€Z
Par ailleurs, nous pouvons écrire la relation (2.5) comme :

(S p)(@) = a(2)p(), (2.11)
ou a(z) est appelé le polynéme caractéristique du schéma de subdivision S.
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Apres avoir introduit la notion des schémas de subdivision, nous nous intéressons main-
tenant a la convergence d’'un schéma de subdivision. Dans cette section, nous présen-
tons une définition de la convergence uniforme, une condition nécessaire de convergence
appelée condition de reproduction des constantes et une condition nécessaire et suffi-
sante de convergence d’'un schéma de subdivision. La définition et les deux critéres de
convergence que nous allons présenter ici seront d’'une grande utilité dans la suite de ce
document.

— La définition de la convergence uniforme est un outil trés important pour démontrer
certaines propriétés sur les schémas de subdivision linéaire comme elle sera utilisée
apres adaptation pour démontrer certaines propriétés sur les schémas de subdivision
que nous allons proposer dans cette thése.

— La condition de reproduction des constantes est la condition de convergence la plus
importante méme si elle est nécessaire mais pas suffisante. Cette condition peut étre
vue comme un cas particulier de reproduction des polynédmes que nous allons aborder
dans ce chapitre.

— La condition nécessaire et suffisante de convergence que nous allons présenter ici
fournit un moyen intuitif et efficace pour construire la fonction limite d’'un schéma de
subdivision.

Démontrer la convergence uniforme d’'un schéma de subdivision revient a montrer I'exis-
tence d’'une fonction limite continue approchant les itérations du schémas. La définition
suivante donne une notion de convergence uniforme qui sera utilisée pour démontrer
certaines propriétés sur les schémas de subdivision.

Définition 3 (Convergence uniforme) On dit qu'un schéma de subdivision S converge
uniformément si pour toute suite de points initiaux p = {p; € R, i € Z*}, il existe une fonction
continue F € C(R®) telle que pour tout compact D € R et tout € > 0, il existe K(e, D) tel
que :

(S¥p)i = F27%i) < €,k > K(e, D), i € Z° N 2*D. (2.12)

Ceci est équivalent a :

Vp € I(Z*),3F € CRY) = lim [I(S*p)i = FQ™ Dl zerip = 0. (2.13)

La fonction F = S p est dite fonction limite du schéma S associée aux points initiaux p.

La condition de reproduction de constantes est mieux connue sous le nom de condition
de masque. On dit que S reproduit les constantes si :

VYieZ’, pi=c= (Sp)=c. (2.14)
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Cette propriété est équivalente a une condition simple sur le masque a donnée dans une
des deux propositions suivante :

Proposition 1 Soit S un schéma de subdivision convergeant uniformément vers une
fonction non nulle alors son masque vérifie :

iEZZS @iyu =1 avec pef0,1}. (2.15)

Proposition 2 (Interprétation en polynémes de Laurent) Soit S un schéma de subdi-
vision et a(z) son polynéme caractéristique, alors son masque vérifie :

al)y=2 ,a(-1)=0, (2.16)

La condition de reproduction des constantes est une condition nécessaire mais elle n’est
pas suffisante a la convergence. Pour plus de détails, voir [Cavaretta 1991].

Les propositions 1 et 2 nous ont fourni une condition nécessaire pour qu’un schéma de
subdivision soit uniformément convergent. Ici, nous donnons une condition nécessaire et
suffisante pour que la fonction limite d’un schéma de subdivision converge uniformément
ainsi que la méthode de construction de cette fonction.

Avant d’énoncer la proposition qui fournit une condition nécessaire et suffisante pour
qgu’un schéma de subdivision soit uniformément convergent, donnons la définition sui-
vante :

Définition 4 On définit une suite de fonctions (S*p);,i € Z* par :

S*pyi= ) (" poti- j), (2.17)
JEZS

Proposition 3 Soit une fonction continue ® € C(R®) a support compact vérifiant :

> dx—-j)=1, xeR*

= J (2.18)
et soit S un schéma de subdivision reproduisant des constantes. Alors la convergence
uniforme du schéma de subdivision S implique la convergence uniforme de la suite de
fonctions (S* p)ren,

: k k= N _ Qoo
Jlim ;(5 p)®Q2%i - j)=S%p, (2.19)
JEL®
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Réciproquement, si @ vérifie la condition de stabilité L™ :

JA,B>0,Vp € (Z*) tel que Allplle <l ZZ Pj@(x = lleo < BlIplleo (2.20)
JELF

alors la convergence uniforme de la suite de fonctions (S*p)icz, entraine la convergence
uniforme du schéma de subdivision S .

Preuve 1 Pour une preuve, voir [Dyn 1992].

En pratique, puisque I'on trouve facilement des fonctions qui vérifient la relation (2.18), on
peut utiliser ce critére pour construire des schémas de subdivision. Dans la suite, nous
allons introduire des fonctions qui vérifient la relation (2.18). Ces fonctions sont appelées
fonctions de base et permettent de relier un schéma de subdivision a la fonction qu'il
engendre a la limite.

Soit ® une fonction continue ® € C(R?), a support compact vérifiant la relation (2.18). On
considere que cette fonction est engendrée par un choix particulier de points de contréle
initiaux p = &; et on définit une fonction ® : R® — R comme la fonction limite du schéma
associée a la suite initiale (6;0);ezs par (voir figure 2.1) :

1 i=0,
¢ = Sooéi,o avec 5,‘,0 = { 0 sinon (221)
2 : 2 — 2 — 22—
Filromsmgrnnl et e, oo
/\ /X A ﬁy
0 —_— \' I 0 ::irﬁ{ : +\i:: G:HHE:?E — el
-2 0 2 -4 -2 0 2 4 -5 0 5 =10 0 10

P SUPSOO OOOOOO [T IUU PO SO SO YO OO0 USO8
/?\ TN Facy

o (VNS SR ‘
= 0 3 33 0 24 "2 § B

3
i

FIGURE 2.1 — Les deux lignes représentent un polygone défini par le vecteur de points
de contréle initiaux p = ;0 et trois pas de subdivision successifs : S6;9, S>8;0 et S35;0.
a) S représente le schéma défini par le masque a; = [%, 1, %]. b) S représente le schéma
défini par le masque a; = §[1,4,6,4,1].

La construction des fonctions de base d’un schéma de subdivision peut étre vue comme
le processus inverse qui relie une courbe de subdivision a un schéma de subdivision. Au-
trement dit, a partir d’'un schéma de subdivision qui reproduit des constantes, on introduit
un opérateur T qui va permettre de relier un schéma de subdivision S a la fonction de
base ¢.
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La méthode de construction utilise la fonctionnelle définie par :

T(®)(t) = Z a; D2t — i)

i€Z®

avec @ une fonction continue, a support compact vérifiant la propriété (2.18). Trouver les
fonctions de base ¢ revient a résoudre le probléme fonctionnel T'® = ¢.

Dans la suite, s’il existe une fonction de base et si § converge uniformément alors ¢ vérifie
les propriétés suivantes :

Corollaire 1 1. ¢ a un support compact.
2. ¢ vérifie la relation de raffinement : NVt € R®, ¢(t) = Y, a;¢(2t — i).
i€z’

3. VieR,VpeZ', ¥ pip(t—i)= 2 (Spp(2t —i).
i€ i€z’

4. YteR*%, Y ¢(t—1i)=1.
i€z’

5 VteRS,VpeZ, (S¥p)i= Y piot—j)= Y (Skp)jp2kt - j).
JEZLS JEZLS

(La méthode de construction des fonctions de base est donnée de fagon détaillée dans
[Dyn 1992)).

Lexistence de cette fonction ne suffit pas a avoir la convergence du schéma de subdivi-
sion. Afin de montrer la convergence uniforme, on a besoin d’avoir une condition supplé-
mentaire sur la fonction de base ¢. Le théoréme suivant donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un schéma de subdivision S engendré par la fonction de base ¢ soit
uniformément convergent.

Théoreme 1 On suppose qu'il existe une fonction de base ¢ € C(R*) a support compact
vérifiant la relation de raffinement (corollaire 1, propriété 2), avec la suite (a;)iczs Verifiant
la condition nécessaire de convergence (2.15). De plus, si ¢ vérifie la condition de stabilité
L* (2.20), alors le schéma de subdivision S converge uniformément.

Preuve 2 Pour une preuve voir [Dyn 1992].

Dans la suite, nous allons donner des techniques pour étudier la classe de continuité d’'un
schéma de subdivision. On parle de classe de continuité d’'un schéma de subdivision
convergeant pour parler de la continuité C™ des fonctions limites associées.

Une fois que I'on s’est assuré de la convergence d’un schéma de subdivision, on s’in-
téresse a la classe de continuité de ce schéma. Comme pour la convergence uniforme,
il existe des conditions nécessaires et des conditions suffisantes. Les conditions néces-
saires sont généralement basées sur I'étude des polyndmes trigonométriques (masques)
ou les matrices de subdivision (valeurs propres) associées a un schéma de subdivision.
Tandis que les conditions suffisantes sont basées sur I'étude des fonctions limites asso-
ciées a ce schéma.
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Dans cette section, nous donnerons des outils et des techniques pour étudier les condi-
tions suffisantes de la continuité C™ des schémas de subdivision. Ces techniques uti-
lisent soit des schémas aux différences, soit le test du rayon spectral, soit encore le test
du rayon spectral conjoint. Nous nous intéressons plus particulierement a la technique
basée sur le test du rayon spectral conjoint. Ce test est connu pour étre difficile a calculer
et il est rarement utilisé pour vérifier la continuité des schémas de subdivision linéaires.
Néanmoins, il est le seul moyen connu pour vérifier la continuité C” des schémas de
subdivision que nous allons proposer dans les chapitres 4 et 5. Nous revenons ensuite
(section 2.4) sur les conditions nécessaires de la continuité et nous verrons que la repro-
duction des polynémes donne une condition nécessaire a la continuité C™.

Dans la suite, nous nous placerons dans le cas s = 1. Mais les résultats restent vrais pour
s quelconque.

Dans cette partie, on fait un rapide tour d’horizon de quelques outils nécessaires pour
démontrer les propriétés les plus importantes de la fonction limite S p.

Un opérateur aux différences d’ordre m noté d™ est un opérateur qui correspond a 'opé-
rateur différentiel D™ de degré m dans le cas discret.

On définit un opérateur aux différences d’ordre m, noté 4™ par :

m [ m " .
@ pi= 21" ,( ; )pf_[f;w d"pt = d(d" pb).

Pour m = 1, 'opérateur aux différences d’ordre 1 est défini comme la distance entre deux
points de contrdle successifs par (dpX) = (pf.‘+1 - pb). Le polynéme de Laurent associé a d
estdonnépard(z)=1-z.

Nous donnons ici la définition d’'un schéma aux différences d’ordre m et son polynéme
caractéristique.

On appelle schéma aux différences d’ordre m, le schéma S, (s'il existe) défini a partir
d’'un schéma de subdivision S en fonction d’'un opérateur aux différences divisées d’ordre
m, 2"(d" p*) par :

pr=Sp-l = (@"p" =8S,.2"d"p-") . (2.22)

Le polynéme caractéristique du schéma aux différences S,, d’'ordre m est donné dans la
proposition suivante :

Proposition 4 (Interprétation en polynémes de Laurent) Soit S un schéma de subdi-
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vision et (a;)iczs SOon masque. Si a(z) est le polynéme caractéristique du schéma de sub-
division S, alors a,,(z) = 2"za(z)(z + 1)~ est le polynéme caractéristique du schéma s ,.

Dans cette partie, on s’intéresse aux classes de fonction a- hélderienne. La classe de
continuité hdlderienne ou la condition de Hdlder est une condition suffisante mais pas
nécessaire pour qu’'une application définie entre deux espaces métriques soit continue.
Elle est souvent utilisée pour montrer que la fonction limite est plus que continue.

Nous noterons par C“ la continuité hélderienne et C"*+*= |a continuité hdlderienne d’ordre
m.

Définition 5 (Continuité hélderienne C*) Soit D c R® un ensemble. La fonction f : D —
R* est dite a-hélderienne (f € C%), s’il existe une constante 8 > 0 telle que :

@) = O _

VYx,y €D, <B. (2.23)
lx =yl

La continuité hdldérienne d’une fonction dépend d’un parameétre réel strictement positif
a €]0,1[, et prend en compte toutes les variations de la valeur de la fonction sur son
ensemble de définition.

Définition 6 (Continuité holdérienne C™**") Soit f une fonction m fois contindment dif-
férentiable sur un ensemble D c R*. La fonction f : D — R* est dite de continuité hélde-
rienne C™* % g’jl existe une constante g > 0 telle que :

|2 [ = S f )]
<

Vx,y € D,
lx = y|om

(2.24)

Notons que I'application des deux définitions 5 et 6 a un schéma de subdivision nécessite
une définition appropriée pour le cas discret.

On appellera rayon spectral de S, la quantité :
-
oS ) = limJ—moHS}gz”éo’ (225)
qui vérifie :

p(Sw) = inflp/Aj;¥j 2 J¥p € (ZS) [IShplle < p/lplleo}, (2.26)

ou j est la constante de contraction. Plus la constante de contraction est petite, plus la
continuité est grande.
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Le rayon spectral conjoint est une quantité qui donne le plus grand taux de croissance
asymptotique que l'on peut obtenir en multipliant des matrices choisies dans un en-
semble. C’est une quantité qui apparait dans un grand nombre d’applications, en théorie
des ondelettes, en théorie des nombres, etc. Il est aussi utilisé pour montrer les condi-
tions nécessaires et suffisantes de la convergence et la continuité d'un certain type de
schémas de subdivision.

Par définition le rayon spectral conjoint de deux matrices Y, Y; est donné par :

p(Yo, 1) = lim sup(max{I¥e Ye, .- Yalle, € € (0, 1), = 1o D7, (2.27)

-1

Ce test a été introduit pour étre appliqué a des schémas de subdivision linéaire grace
aux travaux de Goodman et al [Goodman 1994] et Rong-Qing Jia [Jia 1995] et adapté
par A. Levin et D. Levin [Levin 2003b] pour étre appliqué a des schémas de subdivision
quad/triangle (bi-régulier). Depuis le test du rayon spectral conjoint est le seul moyen
connu pour Vérifier la continuité C™ d’'un schéma de subdivision (bi-régulier).

Les schémas aux différences et le test du rayon spectral sont des outils efficaces pour
montrer la convergence, et ceci grace au théoréme suivant :

Théoreme 2 Si S vérifie la condition de reproduction des constantes (2.15) alors le
schéma aux différences d’ordre 1 existe et les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Le schéma S converge uniformément.
2. Le schéma aux différences S| converge uniformément vers zéro.
3. p(S1) < 1.

De plus, S*p € C* avec a = —log, p(S1) et on dira que la fonction limite S*p est de
continuité C“.

Preuve 3 Pour une preuve, voir ([Dyn 1992], [Cavaretta 1991].

Forme matricielle d’'un schéma de subdivision

Pour effectuer le test du rayon spectral conjoint, nous avons besoin de deux matrices M’
et M2. Pour cela, nous utilisons la définition matricielle d’un schéma de subdivision. N.
Dyn [Dyn 1992] a montrée que pour un schéma convergeant, I'expression

(S<pyi= ). pigit—j)= ) (S p)je2“t - j)

JEZLS JELS
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(corollaire 1, propriété (5)), permet d’écrire la relation(2.5) sous forme matricielle en fai-
sant intervenir un nombre fini de points. En effet, pour un schéma de subdivision S défini
en fonction d’'un masque a a support fini, il existe un ensemble fini des points de contréle
initiaux P;, qui contient tous les points de contrble correspondant aux valeurs dyadiques
dans l'intervalle [, + 1]. Lapplication d’'un schéma de subdivision linéaire a 'ensemble P;
donne deux nouveaux ensembles de points de contréle a I'échelle 1,

(S P)y; et (S P)yi,1 correspondant aux deux intervalles dyadiques [i, (2i + 1)2=(V] et

[2i + 127D G + 1)].

On peut alors en déduire I'existence de deux matrices de passage entre deux échelles,
M et M?. Supposons que supp(a) = [, e]. Les relations (2.7) et (2.8) peuvent étre
données sous forme matricielle par (voir figure 2.2) :

(SP)i = M'P; et (SP)air1 = M2P; (2.28)

MIA =aj-y j,l € [[61 + 1,62]]
OUP;={pis;i:jelle +1,e]} et p .
i {pz+J J [[ 1 2]]} { M?,l =aji1-2 ],l c IIGI + ],52]]

%41 2043

FIGURE 2.2 — Un polygone de contréle et I'application des deux matrices M' et M?

Exemple 1 Soit S un schéma de subdivision linéaire défini en fonction d’'un masque a
sur le support Q = {-2,-1,0,1,2}, alorson a :

(S p)i-1 ay a; 0 O Di-1
(S pi ap ap ay 0 Di

_ , 229
(S p)ais1 0 aq4 a O Di+1 ( )
(SP)iv2 0 ao ay ax )\ pin2

et



42 Chapitre 2. Schémas de subdivision et reproduction des polynémes

(Sp)i ap ap a 0 Di-1
(S p)ais1 0 a1 a O Di

= 2.30
(S p)ir2 0 ao ay a || pin ( )
S p)iss 0 0 a1 a Dis2

On peut alors remarquer que les composantes de la matrice M' apparaissent dans la
matrice M* mais décalées d’une ligne.

Test du rayon spectral conjoint

La condition sur le rayon spectral conjoint qui donne la convergence uniforme d’un
schéma de subdivision est donnée dans [Jia 1995]. Rong-Qing Jia [Jia 1995] a mon-
tré que si S reproduit les constantes alors le rayon spectral du schéma aux différences
S, est le méme que le rayon spectral conjoint de deux matrices Y, et Y; associées au
schéma aux différences S, et que le rayon spectral conjoint de ces derniéres matrices
est le méme que le rayon spectral conjoint des deux matrices M! et M? associée a S sur
une nouvelle base V, i.e.

p(S1) = p(Yo, Y1) = p(M |y, M|y). (2.31)

Nous savons que S reproduit des constantes donc 1 est valeur propre des matrices M!
et M2. Lidée est d'utiliser une matrice de passage V afin de représenter les matrices M'
et M? dans une autre base de sorte que :

1 Cy

Y — v-ImMly =
M) =V /\/(V—(0 Yo

), M2 = V“M2V=( (1) ICVII ) (2.32)

ou Yy, Y; sont les matrices associées au schéma aux différences S ;.

Enfin, nous calculons le rayon spectral conjoint des deux matrices Y, et Y; (avec I'équa-
tion (2.27)). D’aprés le théoreme 2 et I'équation (2.32), il est nécessaire et suffisant que
p(Yo, Y1) < 1 pour que le schéma S converge uniformément.

De plus, §*p € C* avec @ = —log,(p(Yy, Y1)) et on dira que la fonction limite S*p est C*
continue.

1

Exemple 2 A partir de I'exemple précédent et pour a = [ 3 % 1, les deux

matrices M! et M? sont données par :

ool—
S]]
E o8

1 1 1 3 1
O L
Ml:éifoaM2=of§1
(I o1
0 5 1 3 003 3
1.0 00
11 0 0. .
PourV = 1110 , il est possible de vérifier que :
11 11
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1 200
, 1 C 0o 2 1 o
1IN _ -1 aqgqlys 0 _ 3
(M)—VMV_(O Yo)‘Oé%O
1
00 3 3
et
1%%0
' 1 C 01 32 0
2N vl a2y Iy _ 8
(M)—VMV—(O Yl)‘oogé
1 3
00 5 3

A partir du polynéme caractéristique du schéma aux différences 181,
1a1(2) = za(z)(z + 1), nous pouvons facilement vérifier que les deux matrices Y, et Y; sont
les matrices associées au polynéme caractéristique du schéma aux différences %S 1-

Soit § un schéma de subdivision convergent uniformément. Pour conclure sur la conti-
nuité C™ du schéma, on a besoin de montrer que S, existe et que 2™S,,,1 converge
vers 0. Ou de fagon équivalente :

Théoreme 3 S’il existe un schéma aux différences S,,., d’ordre m + 1 tel que 2™S .1
converge vers 0 alors :
S¥peC™.

De plus, S®p € C"™* avec a,, = —m — log, p(S +1), on dira que la fonction limite S p est
de continuité C™tam,

Le théoréeme précédent donne un moyen efficace pour montrer les conditions suffisantes
de la C™ continuité des schémas de subdivision linéaires. Malheureusement, nous ne
pouvons pas utiliser les résultats de ce lemme dans le cas de la subdivision quasi-linéaire
(partie 2). Dans la partie 2 (section 5.5), nous verrons comment le test du rayon spectral
conjoint peut étre adapté afin de montrer les conditions suffisantes de la C™ continuité de
ce type de schéma de subdivision.

Dans cette section, nous allons voir que la reproduction des polynémes de degré donné
est une condition importante liée aux conditions nécessaires de la continuité C™ ainsi
qgu’a I'ordre d’approximation d’'un schéma de subdivision.

Compte tenu de ce qui va suivre, nous évoquerons la paramétrisation d’'un schéma de
subdivision et nous donnerons la définition d’'une suite de polynédmes.

Soit {pj?},-ezx une suite de points de controle a la k—iéme itération. On associe les points
de controle p* a des valeurs de parameétres x¥ avec xf < xf et xf  —xf =27%
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Dans le cas ou les valeurs de paramétres sont données par :
woliiezken 2.33
;= ?l, i€Z,keN, (2.33)

on dit que la paramétrisation est primale (voir la figure 2.3 en bas a droite).

Dans le cas ou les valeurs de parameétres sont donnés par :
1. 1 .
X = = 3) i€ ZkeN, (2.34)

on dit que la paramétrisation est duale (voir la figure 2.3 en bas a gauche).

FIGURE 2.3 — Paramétrisation d’'un schéma de subdivision. A gauche, paramétrisation
duale et a droite, parameétrisation primale .

Définition 7 Soit p = (p))iczs une suite de points de contréle. On dit que la suite p =
(piiczs est une suite de polynémes de degré m s’il existe un polynéme f € r,, de sorte
que p; = f(x;) pour touti € Z°.

Une condition nécessaire pour qu’un schéma de subdivision S reproduise des polynémes
de degré m est qu’il génére des polynbmes du méme degré que les fonctions limites pour
certaines données initiales. Pour les schémas de subdivision linéaires, cette propriété est
équivalente a une condition simple sur le masque a en utilisant le formalisme algébrique
de la transformée en z.

Définition 8 On dit qu'un schéma de subdivision S défini par son masque a génére des
polynémes de degré m si :

a(z) est divisible par: (1 +z™. (2.35)

Preuve 4 Pour une preuve, voir [Cavaretta 1991].
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La condition (2.35), assure tout simplement I'existence d’un schéma aux différences S,
d’ordre m.

Le théoréme suivant montre que sous certaines conditions sur le masque d’'un schéma
de subdivision «, tout schéma de subdivision convergent S qui génére des polyndmes de
degré m, garantit la reproduction des polynémes du méme degré.

Théoreme 4 Soit S un schéma de subdivision qui génere des polynémes de degré m,
les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. a(z) est divisible par (1 + z)'*.

2. S reproduit des polynémes de degré au plus m. i.e. Vf € my,,m < m il existe un
ensemble des points de contréle initiaux p de sorte que S*p = f. Par ailleurs, p est
échantillonnée a partir d’'un polynéme du méme degré et avec le méme coefficient
dominant. En d’autres termes, il existe g € n,,, de sorte que p; = g(x;) pour touti € Z

et (f -8 € -1

Preuve 5 Pour une preuve, voir [Cavaretta 1991](chapitre 6).

Dans la littérature, la notion de reproduction des polynémes se décline de deux facons.
Pour faire la différence entre les deux définitions nous utilisons les termes suivants :
reproduction exacte et reproduction simple.

Définition 9 On dit qu’'un schéma de subdivision S reproduit de fagon exacte les poly-
némes de degré au plus m a chaque itération si pour tout polynéme de degré au plus
m

Si VieZ' pk=fob), alors (Sph = fOh, (2.36)
pour tout f € m,,(R?).

Ce qui veut dire qu’a chaque étape de subdivision on conserve les points de contr6le a
I'échelle k comme un sous-ensemble des points de contrble a I'échelle k + 1.

Définition 10 Soit S un schéma de subdivision convergent, on dit que S reproduit de
facon exacte les polynémes de degré au plus m si pour tout polynébme f de degré m
VYieZ*, pi = f(x), alors S¥p = f.

Cela signifie que les points du réseau de contrdle initial sont sur la surface limite et le
principe de subdivision est dit interpolant (voir figure 2.4). A partir de ces deux définitions,
nous pouvons facilement montrer les affirmations données dans le lemme suivant :
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FIGURE 2.4 — lllustration de la reproduction exacte des polynémes. Les étoiles repreé-
sentent les points de contréles initiaux p;. La courbe représente la fonction limite S*p = f
du schéma 4 points pour p; = f(x;) = f(i) = i>.

Lemme 1 Un schéma de subdivision S qui reproduit de facon exacte les polynémes de
degré m a chaque itération reproduit également de fagon exacte les polynémes de degré
m et inversement. i.e Yi € Z, p* = f(x¥) :

S = f) e s*p = f, (2.37)

pour tout f € m,,(R*). De plus, pour f € n,,(R®) et p; = f(x;),S*p est un polynéme ayant le
méme coefficient dominant que f.

Preuve 6 Pour une preuve, voir [Dyn ]

Ce lemme peut étre interprété de la fagon suivante, si on connait la fonction limite d’un
schéma de subdivision qui reproduit les polyndmes de facon exacte, on peut trouver
le schéma associé a cette fonction limite et inversement, comme le montre I'exemple
suivant :

Exemple 3 (Schéma 4 points) On considere le schéma 4 points défini sur le support
[-3,3]. Les régles de subdivision de ce schéma sont données par :

{ S p)i = pi, (2.38)
(S phi+1 = a_3pi—1 +a_1p; + a1pis1 + a3pis2.

Ce schéma est connu pour reproduire les polynémes de degré 3 de fagon exacte. A partir
des équations (2.33) et (2.36), nous avons :

xf.‘ = z—lki,
pi=f(xh),
(S phyi = fxk*h,

pour k = 0 nous aurons

x? =1,
{ pi = f(0) = £@),
Sp)i = f(x) = f(30),
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dans cet exemple, nous voulons montrer la relation suivante :

o (Sp)i = pi,
STp ‘f@{ (Sphint = FGQRi+ 1)

Calcul de S a partir de S

Nous avons déja (S p).i = pi, il nous reste a trouver les poids de la régle
(Sphir1 = a3pi-1 +a_1p; + a\piy1 + azpiy2.

Les poids de cette regle sont donnés a partir de la condition suivante :
1
(S fQi+ 1) = f(5Qi+1). (2.39)
A partir de cette derniere relation et pour f(x) = x™,m € {0, 1,2, 3}, nous aurons :

1 as+aj+a+az3=1,
X! =—a-z+a;+2az= %,
X2 az+ap +4az = %,
X —as+a+8az = %.
La solution de ce systéme est donnée par : {a_3,a-1,a1,a3} = {~1¢. 16> 15> 16} C€ QUI
représente les poids de la regle impaire du schéma 4 points.

Calcul de S a partir de S

Pour I'opération inverse il est facile de vérifie que :

(Skp)ai = f@), i €[-3,3]

Vfen(R): { (Skf(zi +1) = %f(%(zl +1))

Lim (S*p)ai = £)
klim (S¥f(2i + 1)) = im0 727 f(5(2i + 1))

= S%p=1f, fem®).

Rappelons que les seuls résultats connus concernent les schémas qui reproduisent les
polynémes de fagon exacte, sont sur les schémas de Lagrange centrés, c’est-a-dire ceux
ou l'interpolation de Lagrange utilise le méme nombre de points a droite et a gauche du
point a construire.

Les schémas B-splines sont parmi les schémas qui reproduisent les polynédmes de degré
donné de facon simple. En effet, le principe de ces schémas de subdivision est d’ap-
proximation, les points du réseau de contrdle initial ne sont pas sur la surface limite et
a chaque itération, ceux de l'itération précédente sont déplacés ou éventuellement sup-
primés (voir figure 2.5). Linconvénient majeur de ce principe réside dans le fait que la
fonction limite est tres difficile a prévoir a partir du réseau de contr6le initial.
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Définition 11 On dit que S reproduit de fagcon simple les polynémes de degré au plus m
si pour tout polynéme f de degré au plus m, Vi € Z°, p; = f(x;), il existe g € n,,(R®) tel
queS®p=g.

FIGURE 2.5 — lllustration de la reproduction simple des polynémes. Les étoiles repré-
sentent les points de contréles initiaux p;. La courbe représente la fonction limite S p du
schéma B-spline cubique (pour p; = f(i) = i2, les points de contréle p; convergent vers
une fonction g,S%p = g = i* + 1).

Dans ce cas, on ne peut pas déduire les résultats donnés dans le lemme précédent. Une
question se pose alors : peut-on construire un schéma de subdivision S qui reproduise
les polynébmes de facon simple a partir de sa fonction limite et inversement ?

La réponse a cette question fera I'objet des trois premiéres sections du chapitre suivant.
Elle sera aussi I'idée que nous allons adapter pour construire les schémas de subdivision
quasi-linéaires dans la deuxiéme partie.

Dans la suite on dira que S reproduit les polyndbmes de fagon exacte pour parler de la
reproduction exacte et on dira reproduit les polyndmes pour parler des deux types de
reproduction.

Nous avons vu dans la section (2.2) que si S reproduit les constantes, il existe un schéma
aux différences S| d’ordre 1 (théoréme 2). Dans le cas de la reproduction des polynémes
de degré quelconque, on peut généraliser cette affirmation, de la fagon suivante :

Proposition 5 SiS reproduit les polynémes de degré au plus m alors il existe un schéma
aux différences d’ordre au plus m + 1.

Preuve 7 Pour une preuve, voir [Cavaretta 1991] (proposition 1).

Les deux propositions suivantes donnent les conditions nécessaires de la continuité C™
d’'un schéma de subdivision qui reproduit des polyn6mes de degré au plus m.
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Proposition 6 SoitS un schéma de subdivision uniformément convergent défini en fonc-
tion d’'un masque {a; : i € Z} et une fonction de base ¢. Si ¢ € C™ alors S reproduit les
polynémes de degré au plus m.

Preuve 8 Pour une preuve, voir [Cavaretta 1991] (corollaire 8.2).

Corollaire 2 Soit S un schéma de subdivision linéaire. Si S reproduit les polynémes de
degré au plus m, alors les valeurs A; = {1,27',...,27"} sont les valeurs propres de la
matrice de subdivision associée a ce schéma. De plus, si S reproduit de fagon exacte
les polynémes de degré au plus m alors les valeurs A; = {1,27},...,27"} sont les valeurs
propres des deux matrices M' et M?.

Le simple fait que les valeurs propres A; = {1,271, ...,27"} soient les valeurs propres de la
matrice de subdivision associé a un schéma de subdivision qui reproduit les polynémes
de degré au plus m ne suffit pas a avoir les conditions nécessaires de la continuité C” du
schéma. On a besoin d’avoir une condition supplémentaire sur les valeurs propres.

Proposition 7 Soit S un schéma de subdivision convergent reproduisant les polynémes
de degré au plus m dont la fonction limite est C™ alors A; = {1,277, ...,27"} sont les valeurs
propres de la matrice de subdivision associé a S. De plus, toutes les valeurs propres 1;,
différentes de (29,1 = 0, ...m}, sont de modules strictement plus petits que 2.

Remarque 2 Les valeurs A; = {1,271, ...,27™} sont les valeurs propres associées aux vec-
teurs propres z*,z € R®, k € Z*,0 < |k| < m. Ce qui correspond & :

1. Pours =1, 2; = {1,271,272,273...,27™} sont les valeurs propres associées aux vec-
teurs propres {1, x, x*, x>, ..., x™}.

2. Pours =2,A; ={1,271,271,272,272 272, 27™} sont les valeurs propres associées
aux vecteurs propres {1, x,y, xy, x>, y*, ..., Xy |k + k| < m}.

Une fois que l'on s’est assuré de la convergence et de la continuité d’'un schéma de
subdivision, on souhaite aussi contréler les erreurs provenant de I'échantillonnage d’'une
fonction. Lordre d’approximation d’'un schéma de subdivision permet de mieux contrdler
les erreurs sur les points initiaux provenant de I'’échantillonnage d’une fonction. Avant
de donner le théoréeme qui fait le lien entre la reproduction des polyndmes et I'ordre
d’approximation, nous donnons une définition de I'ordre d’approximation d’'un schéma de
subdivision.

Soit § un schéma de subdivision uniformément convergent. On associe les points de
contrble p; a des valeurs de parameétres x; avec x; < x;+1 et h = max;{x;+1 — x;}, h € R. Alors
on a la définition suivante :

Définition 12 Onditque S est un schéma de subdivision approximant d’ordre m s’il existe
une constante c tel que :

VfeC"(0,1),Yp; = f(ih),i € Z° = |IS(p) — flloo < ch™.
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Cela veux dire qu’'une approximation dont le terme d’erreur est O(h™) est dite d’ordre m.

Pour les schémas linéaires qui reproduisent les polyndmes de facon exacte, on obtient
en utilisant la formule de Taylor [Kui98].

Théoréeme 5 Si S reproduit de fagon exacte les polynémes de degré au plus m alors il
est approximant d’ordre m + 1.

Preuve 9 Pour une preuve, voir [Kuijt 1998].

Dans le cas de la reproduction simple des polyndmes, on ne peut pas déduire cette pro-
priété sur I'ordre d’approximation. Il est donc naturel de se poser la question suivante :
peut-on estimer I'ordre d’approximation d’un schéma de subdivision qui reproduit les po-
lynémes de fagon simple ?

La réponse a cette question sera donnée dans la section 4 du chapitre suivant. La repro-
duction des polynédmes de fagon générale donne donc :

x reproduction exacte,

— une condition suffisante pour I'ordre d’approximation (théoréme 5),

— la possibilité de construire un schéma de subdivision a partir de sa fonction limite

« reproduction exacte et simple :

— une condition suffisante pour I'existence de schémas aux différences (proposition 5)
— une condition nécessaire a la C" continuité (proposition 6,7).

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions sur schémas de subdivision li-
néaires qui sont des outils fondamentaux pour la construction de courbes et de surfaces.
Nous avons mis I'accent sur une technique et une approche qui donnent les conditions
nécessaires et suffisantes de la continuité C™ d’un schéma de subdivision a savoir le
test du rayon spectral conjoint et la reproduction des polynémes qui seront utilisés pour
vérifier les conditions de la continuité C” des schémas que nous allons proposer dans la
partie 2. Dans le chapitre suivant, nous donnerons un moyen de construction de schémas
de subdivision.



Nous avons présenté les principales techniques que nous allons utiliser pour étudier
la convergence et la continuité des schémas de subdivision quasi-linéaires. Nous nous
intéressons maintenant a la méthode qui sera utilisée pour construire ces schémas de
subdivision. Il sera aussi question d’'un moyen pour contréler I'erreur pour des points
initiaux provenant de I'’échantillonage d’une fonction, a savoir 'ordre d’approximation d’'un
schéma de subdivision. Dans le chapitre précédent, nous avons vu que tout schéma
de subdivision S qui reproduit de facon exacte les polynémes de degré au plus m a
chaque itération reproduit également de fagon exacte les polyn6mes de degré au plus
m et inversement ainsi que tout schéma qui reproduit de fagon exacte les polynémes de
degré au plus m est approximant d’ordre m + 1.

Dans ce chapitre nous allons voir que tout schéma de subdivision S convergent qui re-
produit de facon simple les polyndmes de degré au plus m "peut également" reproduire
des polyndbmes du méme degré, si les points de contrdle initiaux p sont traités par un
opérateur optimal adapté, appelé opérateur quasi-interpolant Q. Ce qui nous permet de
construire un schéma de subdivision qui présente un ordre d’approximation optimal a par-
tir de sa fonction limite. Un quasi-interpolant Q est un opérateur d’approximation obtenu
comme combinaison linéaire de fonctions a support borné,

of = ) biD'f. (3.1)

Cet opérateur a été introduit dans le domaine des théories de I'approximation afin de
montrer que toute fonction f peut étre approchée par une fonction limite Qf de sorte que
Qf représente la meilleure approximation polynémiale de f.

Dans la section 3.1, nous allons voir qu’on peut construire des données initiales Qp a
partir des points de contréle initiaux p pour que I'opérateur limite d’'un schéma de sub-
division S vérifie (§*Qp = f © SQf = Qof) pour tout f € =, (R*). Dans la section
3.2, nous utilisons les paramétrisations paire et impaire ainsi que les propriétés de sy-
métrie sur des schémas de subdivision afin de proposer une formule de la fonction limite
des schémas de subdivision. Dans la section 3.3, nous verrons comment l'identification
des relations entre un opérateur de subdivision limite S, un opérateur de subdivision S
et un opérateur quasi-interpolant O peuvent étre appliqués pour construire un schéma
de subdivision convergent. Dans la section 3.4, nous allons voir comment I'extension de
I'opérateur quasi-interpolant Q a un opérateur quasi-interpolant discret Q* peut étre uti-
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lisée afin de montrer que tout schéma de subdivision reproduisant de fagon simple les
polynomes de degré au plus m posséde un ordre d’approximation optimal.

On dispose de deux résultats fondamentaux pour la reproduction exacte des polynédmes :
le théoreme 4 et le lemme 1. Deux questions dans le cas de la reproduction simple des
polynémes se posent alors :

— Comment montrer que S*p est un polynéme ayant le méme coefficient dominant que
f?

— Comment montrer que tout schéma de subdivision S qui reproduit les polynémes de
degré au plus m a chaque itération reproduit également des polynémes de degré au
plus m et inversement ?

La réponse a ces deux questions revient a montrer que pour tout schéma de subdivision
S convergent qui génére des polyndmes de degré au plus m "peut également” reproduire
des polynbmes du méme degré, si les points de contréle initiaux p sont traités par un
opérateur quasi-interpolant optimal adapté Q, de sorte que :

VOpi = Qf(D),S70pi =S0f = f  SOf = Qo f,
ou o est un opérateur de dilatation défini par :

af() =f(§)-

Lidée est de traiter les points de contréle initiaux p; par un opérateur Q qui peut étre
vu ici comme un opérateur d’échantillonnage afin de prévoir la fonction limite générée
par I'application d’'un schéma de subdivision approximant a un ensemble de points de
contréle initiaux (voir figure 3.1). Autrement dit, au lieu d’appliquer le schéma de subdivi-
sion sur un ensemble de points de contrdle p; et chercher par la suite vers quelle fonction
limite ces points de contréles convergent, on applique le schéma de subdivision sur un
ensemble de points de contr6le bien choisi dont on connait déja la fonction limite générée
par I'application de ce schéma de subdivision.

Lutilisation de I'opérateur quasi-interpolant sera d’'une grande utilité dans la suite de ce
document. En effet, traiter les points de contréle par un opérateur quasi-interpolant donne
un moyen efficace pour construire des schémas de subdivision convergents a partir de
leurs fonctions limites (section 3.3). De plus, I'extension de cet opérateur a un opérateur
quasi-interpolant discret 0* donne un moyen concret pour montrer I'ordre d’approximation
de ces schémas de subdivision (section 3.4).

Revenons aux deux questions posées précédemment, la premiére question a un lien
direct avec la génération des polynémes.

Lemme 2 Soit r,,(Z*) un espace de polynémes de degré au plus m. Si S : m,(Z%) —
m.(Z*%) une application de r,,(Z*) vers n,,(Z*), et S convergent, alors S est une application
de n,,(Z°) vers rm,,(R*) et S génere des polynémes de méme degré que les fonctions
limites S p pour certaines données initiales p, pour tout p € r,,(Z°).
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FIGURE 3.1 — La figure a gauche représente la fonction limite S*p du schéma B-spline
cubique (pour p; = f(i) = i%, les point de contréle p; convergent vers une fonction g, S < p =
g =i+ %). La figure a droite représente la fonction limite S*Qp du schéma B-spline
cubique appliqué a I'ensemble de points de contrble échantillonné par I'application d’'un
opérateur Q (pour p; = f(i), Op; = Of(@i) = i* — % les points de contréle Qp; convergent
vers une fonction f,S*Qp = f = i%).

Preuve 10 Pour la preuve, voir [Levin 2000].

Ce lemme montre tout simplement que le schéma de subdivision S génére des poly-
némes du méme degré que les fonctions limites S < p.

La réponse a la deuxiéme question est donnée dans le lemme suivant :

Lemme 3 Si S® est une application injective de n,(Z*) vers r,,(R*), alors il existe un
opérateur Q : n,,(R*) — m,,(Z*) qui représente I'opérateur inverse de S de sorte que :

S0 =1d < SQ =00, sur m,(R". (3.2)

De plus, pour tout f € r,,(R¥) les coefficients dominants de Qf sont les mémes que ceux
de f.

Preuve 11 Pour la preuve, voir [Levin 2000]

Cela signifie qu'il existe un opérateur Q qui représente I'opérateur inverse de S tel que :

1. SQ = Qo dans l'espace n,,(R*), c’est-a-dire que les deux opérateurs S et o sont
similaires dans 'espace n,,,(R).

2. §¥Qf = f,Vf € mu(RY), c'est-a-dire que S reproduit des polynémes de degré au
plus m et que les coefficients dominants de Qf sont les mémes coefficients domi-
nants de f pour tout f € m,,,(R).

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la fonction limite d’'un schéma de subdi-
vision jouait un réle important dans I'’étude de la continuité d’'un schéma de subdivision.
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Dans cette section nous donnerons une formule a I'’équation de la fonction limite S*p
dans le but de l'utiliser pour la construction des schémas de subdivision.

A. Levin a montré dans [Levin 2003a], que la fonction limite S < p peut étre donnée comme
une fonction polynomiale par I'équation suivante :

Vfemn SO0 =f+ Y, SDF) (3.3)

I<lilgm

ou les moments m; sont donnés par :

mi= > (BB (3.4)

BEZs

Dans ce qui suit, nous travaillons sur I'espace des polyndmes de degré au plus 3, afin de
proposer une autre formule plus adaptée a la fonction limite d’'un schéma de subdivision
reproduisant les polyndmes de degré au plus 3. Cette formule sera utilisée par la suite
(partie 2) pour montrer certaines propriétés sur les schémas de subdivision que nous
allons proposer dans cette thése.

Proposition 8 Soit S un schéma de subdivision défini par son masque a sur un support
Q. Si S vérifie la condition de raffinement 5 (corollaire 1), alors la fonction limite S p peut
étre donnée comme une fonction polynomiale par :

Vf em(R),STf() = f()+ VLV f(), (3.5)
ou L € R* est une matrice carrée de dimension (s, s) et

0? o2
A=VV)= —+ .. + —.
V) 6%x 02 x;

Afin de montrer cette proposition, nous donnons la définition et le corollaire suivants.

Définition 13 (schémas symétriques) Soit S un schéma de subdivision défini en fonc-
tion d’un masque a sur un support Q.
— Ondit que le schéma S est de symétrie impaire si :

a_q¢ = day, @ €Q. (3.6)
— On dit que le schéma S est de symétrie paire si :
d_y = Ag-1, @€ Q. (3.7)

Corollaire 3 Soit S un schéma de subdivision défini en fonction d’'un masque a sur un
support Q. Soit ¢ la fonction de base associée a S alors :

— le schéma S est primal :
a-q = aq © ¢(=P) = ¢(B), @B, (3.8)
— le schéma S est dual :

A-q = do-1 © $(-P)=¢B-1), a,BeQ. (3.9)
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Preuve 12 Soit S un schéma de subdivision uniformément convergent. Son masque
(aq)ecq détermine une unique fonction continue a support compact ¢ qui satisfait les pro-
priétés suivantes :

VB € Q. 6(8) = ) aop(2B - ) (3.10)
aeQ)
DB =1. (3.11)
LeQ

a—q = aq = ¢(—P) = ¢(B)
— Pour montrer que , nous avons seulement besoin de
A—q =a1-q = P(—P) =d(B—1)
calculer les valeurs de ¢ a partir des deux équations (3.10) et (3.11).

H(—P) = ¢B) = a-q = aa
— Pour montrer que , NoOUS supposons que :
H(—PB) = ¢(1 = B) = a—q = aa—1
{ ¢(=B) = ¢(B)
¢(=p) =¢B-1)

pour tout a, € Q

2 (=2 —a)= 3 a,(26 - a)
aeQ aeQ

=
2 aap(=2B—a)= 3 a,p2B-a-1)
aeQ aeQ
2 aop(=2B+a) = 3 a.p(2B - a)
aeQ aeQ)

=
2 a-od(-2B+0a) = 2, anp(2B—a -2)
aeQ aeQ)
2 a-op(=2B - ) = X anp(2B—-a)
aeQ aeQ)

=
2 a-op(=2B - @) = X aa19((2B-a)—1)
aeQ) aeQ)
a_q = Qg

=
d—q = do-1

Preuve 13 (preuve de la proposition) SoitS un schéma de subdivision primal défini sur
un support Q = [—e, €]| qui vérifie la condition 5 (corollaire 1), alors :

$™p.=SVf() = ) f@(.~a)= ) fB+ )P VS €mpm <3. (3.12)

aeQ LeQ

Etant donné un polynéme f de degré au plus m < 3, le développement de f en série de
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Taylor est donné par :

fC+B) = X EDfO=fO+ ¥ EDif.

0<lil<m 1<lil<m

Par substitution dans I'équation (3.12), on obtient la relation suivante :

$f0 = 2O+ 3 EDiF()$(—B)

1<lil<m

=0 2 6P+ T( 3 EDIF()P(-B)

BeQ 1<lil<m

= fO+ 3 (3 Ee-pDif)

1<lil<m BeQ

=fO+ X (X l'qﬁ( ~B)D'f()) + Z ,.¢( -B)D'f(),

1<)il<m BeQ~

Q=[-e€ €]
{ Q" =[-€0[ ,
QF =710, €]

avec

S SO =fO+ X (X SLDIFO)GEB) + LD FO)P-B)).

1<il<m BeQt

A partir de I'équation (3.8)(Corollaire 3) nous avons ¢(—B) = ¢(B), alors :

SUF) =fO+ X (Y LG pDIf())

1<)il<m peQ*

=fO+ ¥ (% LIo-pD¥fQ)

1<2il<m peQr

my;

2i
2] D™ (), (3.13)

= Vf €mu(R),STFO=F+

1<|2il<m

ou les moments my; sont donnés par :

mi= ) 20(-B)B.

BeQt

Pouri = (i, iy, ...... iy) € Z° et x e RS, i| = |ig] + lio] + ... + |isl, ! = i1 0in)..04!), et x' = x1 x2 ..... xé“’.
Pouri > 0, les dérivées partielles D' sont données par:

ol f

Di - .
f 0" x1..0% x;g

Par substitution dans I'équation (3.13) nous aurons :

Vfem(RY),STf() = f()+ VLV f(),
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m200..0 M110,..0 - - MmM0o,..11
mi10,..0 M020.,..0 .

L=C . . . . (3.14)
mo,....1,1 . .. mo.2

Dans le cas d’un schéma dual, on utilise la méme preuve pour le cas d’un schéma primal
avec :
{ Q=[-€e-1]
P =¢B-1) "

Exemple 4 SoitS : (Z) — I(Z) I'opérateur de subdivision B-spline cubique défini par un
masque a = g5 355l surle support Q = [-2,2]]. Soit ¢ une fonction de base polynémiale
par morceaux.

A partir des équations (3.10) et (3.11), on peut voir que :

$(-2)=¢2) =0
$p(=1) = ¢(1) = ¢
¢(0) = 3

Comme l'opérateur de subdivision B-spline cubique S reproduit des polynémes de degré
3, d’apres la propriété 2, S reproduit des polynémes de degré 3, et (S®p), est donné a
partir de I'équation (3.13) par :

o ) _ & 2i
Vf € m3(R), (ST p)y = S f(x)—f(x)+l<%:<3 e (3.15)

ou les moments my; sont donnés par :

mi= ) 20(-pB”. (3.16)

BeQrt
L'équation (3.16) donne :
1
my = 2¢(1) + 2¢(2) = 3

Par substitution dans I'équation (3.15), on trouve :

1
(STP)e = (ST f(x) = f(x) + A (). Vf € m3(R). (3.17)

Pour p, = f(x) = x*, k € [0, 3] alors :

S =1
S =x
S°(x?) = x> + %
S =x+x

A partir de la proposition 8 et la premiére partie de I'équivalence donnée dans I'équation
(3.2)(lemme 3), nous donnons une proposition qui nous permettra par la suite de calculer
I'opérateur quasi-interpolant Q a partir d’'un schéma de subdivision S.
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FIGURE 3.2 — Chaque ligne représente un polygone défini par le vecteur de points de
contréle initiaux p et trois pas de subdivision successive : (S p), (S*p) et (S3p) ou S est le
schéma B-spline cubique. La premiére ligne : p = 6,9. La deuxiéme ligne p = x*> converge
vers S®p = x> + 1.

Proposition 9 Soient S : n3(R*) — m3(Z*) une application injective, Q : n3(Z*) — m3(R*)
un opérateur quasi-interpolant. Alors la relation S* Q = Id implique :

S®F() = FO) + VLV () & Of() = () = VLV f(),¥f € m(R®), L € R¥, (3.18)
Preuve 14 OnaS®Q =1Id, alors Vf € m3(R?) :
S*®OfO) =10
e STQfO) =82(f() - VLV'f()
e SO =8T(f()=ST(VLV' f()
e STQfO) =O+ VLV () - (VLV' f() + |4%=4 GmDYfO)),

onaVfemns, DYf(.) =0, dou la preuve de la relation (3.18).i.e.

Si S®=I1d+VLV': Q=1d-VLV'.

Remarque 3 Notez que l'opérateur quasi-interpolant des schémas qui reproduisent de
facon exacte les polynémes de degré au plus m est donné par :

Of =f Vfem®). (3.19)

En effet, a partir du lemme 1, nous avons Sp = S f = f. De plus nous avons S*Qf = f
doncVf € m(R"), Of = f.



3.3 Construction des schémas de subdivision convergents 59

Les théories de la reproduction des polyndmes représentent un moyen efficace pour
construire des schémas de subdivision convergents. Dans le chapitre précédent (exemple
3), nous avons vu qu’on peut construire un schéma de subdivision qui reproduit de fagon
exacte les polynémes de degré donné a partir de sa fonction limite.

Dans cette section nous allons voir comment l'identification des relations entre un opé-
rateur de subdivision S et un opérateur quasi-interpolant QO peut étre appliquée pour
construire des schémas de subdivision convergents dans le cas de la reproduction simple
des polynémes. Nous donnons également un exemple d’application, pour mieux com-
prendre la relation entre I'opérateur quasi-interpolant Q et I'opérateur de subdivision S.

La deuxieme partie de I'équivalence donnée dans I'équation (3.2) va nous permettre
de calculer I'opérateur de subdivision S a partir d’'un opérateur quasi-interpolant Q a
I'équation connue. En effet, la relation :

SQ = Qo, (3.20)

donne des informations importantes sur les valeurs et vecteurs propres de S. Soient
fx)=xK k<3, xeR’ etof(x) = f(3), par substitution dans I'équation (3.20) :

SQf(x) = Qo f(x) = 27400, k<3. (3.21)

A partir de I'’équation (3.21) nous pouvons voir que pour tout k < 3, Q(xX) est le vecteur
propre de S associé a la valeur propre 27,

Proposition 10 Soit (S p). € I(Z*) une regle de subdivision en un point r € Z* défini sur
un support fini A = {ty,12, ......, Tn} € Z° par:

(Sp)‘r =apry +...+appq,. (322)

Soit (Pr), un vecteur-colonne de dimension | T |, qui représente les poids de la regle

(S P,
(Pr); = (ay,....ay), (3.23)

Si S vérifie la relation (3.21), alors les poids (Pr). sont définis comme étant solutions de
I'équation suivante :

ZQ(A)(PI”)T = dQ(T)’ (324)

ou ) est une matrice de dimension (C,,,, % |Ql) etd est un vecteur-colonne de dimen-
sion C: ., tel que :

{ Tk = 0N (r))
di =270 (1)
pour tout0 < |k| <m, et j e {l,...|Al}.

Exemple 5 Pour un ensemble de points de contréle p € 7, nous définissons un ensemble
de nouveaux points de contréle (S p)., pour T € [2i — 1,2i + 1], par le schéma B-spline
cubique. Lensemble des nouveaux points de contréle (S p). contient deux types de régles
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de subdivision (voir la figure 3.3) :

D, Subdivision
(Sp),. g
2i-1 ()i
P._
. pz'+1
[ ] 3 & *——a— 4§
i-1 i i+] A-1 2% 2%+

FIGURE 3.3 — Un exemple de subdivision : schéma B-spline cubique sur le support [i —
1,1+ 1]

e Regle pour les points pairs :

(S p)i = appi-1 + aopi + arpis1.

e Regle pour les points impairs :

{ (S pi-1 = bopi-1 + b1p;
(Spis1 = copi + c1pis1

A partir de I'équation (3.21) les variables {a;, j = 0,1,2}, {bj, j = 0,1} et {c;, j = 0, 1} sont
déterminées par les trois conditions suivantes :

S©@pai = 5 (Qp)
S(Qphi-1 = 3(Qp)ai-1
S(Qpir1 = 5(Qp)is1

S(Qf)2i) = 2 (Q)(20)
e 1§ SENRi-1) =$(Qf)(2i—1)
S(@P)2i+1) = 3(QN)2i+1)

Notons que Q est 'opérateur quasi-interpolant B-spline cubique donné dans I'exemple 4
par I'équation suivante,

1
0p=0f =f - ZAf.
Supposons que : f(x) = x*, k = 0,1,2,3. La substitution de f(x) par x*, k = 0,1,2,3
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donne :
ap+a; +ap =1
(i—Dag+ia; + 0+ Day =i ,
(=% = Dao + ()* = Par + (i + D* = Day = 1(2)* - )
b() + by =1
(i—l)bo+ib1 = %(21._1) s
(=12 = Dbo+ () - Dby =3(Qi-1)*-1)
co+C =1
ico+ (i + ey =3Qi+1)

(= Peo + i+ 1P = Per = 3(Q2i+ 1D = 3)
Les solutions de ces trois systemes sont données par

1,

ool—
NN
ool—

aj I[
bj =Cj

I
—
=
I—
[S—

S

d’ou les regles de subdivision B-spline cubique.

Dans le chapitre précédent (section 2.4.4), nous avons vu que tout schéma de subdivision
S qui reproduit de fagon exacte les polynédmes de degré au plus m est approximant d’ordre
m + 1. Dans le cas de la reproduction simple de polynémes, on ne peut pas déduire une
telle propriété mais on peut introduire un opérateur quasi-interpolant discret Q* : C(R*) —
I(Z*) afin de montrer que nous pouvons avoir un ordre d’approximation optimal. Ceci sera
particulierement intéressant pour les schémas B-splines.

Dans la section précédente nous avons défini 'opérateur Q comme un opérateur de
Tm(Z°) vers mp(R?).

Dans cette section, nous allons voir comment I'extension de cet opérateur dans C(R*)
de I(Z*) peut étre utilisée afin de montrer que nous pouvons avoir un ordre d’approxima-
tion optimal. Supposons que S est un schéma de subdivision approximant uniformément
convergent, alors nous avons I'égalité S*Qf = f pour tout f € m,(R*). Etant donné que
S est un opérateur invariant par translation sur I'espace de polynéme r,,, alors I'opé-
rateur Q qui représente I'opérateur inverse de S est aussi invariant par translation sur
T

La proposition 8 montre que Q peut étre représenté comme une somme d’opérateurs
différentiels,

Q=) b (3.25)

li|<m

Pour I'extension de I'opérateur Q a un opérateur invariant par translation Q* : C(R*) —
I(Z*), on utilise les opérateurs aux différences d™ d’ordre m a la place des opérateurs
différentiels donnés dans I'’équation (3.25). Lutilisation des opérateurs aux différences
dans cette équation, donne une preuve du lemme suivant :
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Lemme 4 (Extension a C(R*) — I(R*)) Lopérateur Q : n,(Z*) — r,,(R*) peut étre étendu
a un opérateur invariant par translation Q* : C(R%) — I(Z*) qui est bornée et local, a savoir,
qu’il existe un domaine ouvert et borné D € R* et une constante ¢ > 0, de sorte que :

10" FDI < cllflleo,isD-

Exemple 6 Lopérateur quasi-interpolant B-spline cubique est donné par
Of = f-inf Vfem®), (3.26)
avec A = %. Pour tout p; = f(x;) l'opérateur aux différences d’ordre 2, d*> est donné par :

d*f(x)) = f(xir1) = 2£(x) + f(xiz1) (3.27)

On remplace I'opérateur différentiel a% donné dans I'équation (3.25) par I'opérateur aux
différences d*> d’ordre 2, I'opérateur quasi-interpolant discret B-spline cubique est donné
par:

Q" f(xi) = =g f(xi-1) + 3f(x) = 5 f(xis)  Vf € m3(R). (3.28)

Par un calcul simple, on montre qu’il existe un domaine ouvert et borné D € R et une
constante ¢ = ‘3‘ > 0, de sorte que :

4
10" f()] < §||f||oo,i+D

Lextension de I'opérateur Q a C(R*) donne un ordre d’approximation optimal. C’est-a-dire
que nous pouvons approcher toute fonction continue f par S*Q*f. Cette méthode est
connue sous le nom de quasi-interpolation (pour plus de détail sur la quasi-interpolation
voir les travaux de C. de Boor et al. ([deBoor 1990], [deBoor 1992]). Pour les schémas
B-splines, on obtient en utilisant les résultats du lemme précédent et la formule de Taylor
[Levin 2000].

Lemme 5 SoitS un schéma de subdivision uniformément convergent, soit Q* : C(R*) —
I(Z*) un opérateur borné (dans le sens du Lemme 4) de sorte que :

S®Of =f fenm,(R%.
Alors il existe une constante ¢ de sorte que :
IS0 f = fll < cllD"™! fllw,

pour tout f € C™L(R?), |ID"! f]le < o0 avec la notation ||D"*! |l = max{||DS flleo, Is] = m+1}

(le maximum des opérateurs différentiels de degré m + 1).
Preuve 15 Pour une preuve, voir [Levin 2000].

Le lemme précédent montre que S*Q*f est trés proche localement de la meilleure ap-
proximation uniforme de f dans C”*!(R*). Tandis que dans le cas de la reproduction
exacte des polynémes S*Q*f est la meilleure approximation uniforme de f (voir figure
3.4).
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FIGURE 3.4 — Les ensembles de points de contréle Qp; = Qf(i) = Q(i*) qui générent
des fonctions limites S*Q*f. A gauche, I'ensemble de points de contréle qui génére la
fonction limite d’un schéma interpolant. A droite, I'ensemble de points de contréle qui
génere la fonction limite d’un schéma approximant (ici le schéma B-spline cubique).

A partir du lemme 5, nous pouvons estimer les erreurs provenant de I'échantillonnage
des points de contrdle p;. En effet, pour f € C™'(R?), et pour tout p¥ = f(xb),xk =
%i = ih, on démontre les estimations d’erreurs suivantes, avec la notion ||D"*! f|l, =
max{||D* flle, Is] = m + 1}.

e Pour les fonctions :

IS0 f = fll < k™ ID"™! flloo.

e Pour les dérivées partielles d’'ordre j<m + 1 :

ID/S®Q* f = D/ f|| < k™ I ID"™! fllo.

Aprés avoir introduit les notions et les propriétés les plus importantes des schémas de
subdivision, nous nous intéressons dans la section suivante a deux familles de ces sché-
mas de subdivision : les schémas approximants et les schémas interpolants. Nous pré-
sentons les avantages et les inconvénients de chacune de ces catégories. Nous donnons
également quelques schémas de subdivision existants dans la littérature qui répondent a
quelques-uns des inconvénients des schémas interpolants.

Dans cette section, on fait un rapide tour d’horizon des schémas linéaires les plus cou-
rants ainsi que quelques-unes de leurs propriétés les plus importantes. Compte-tenu de
ce qui va suivre, nous évoquerons un moyen d’obtenir des schémas a plusieurs variables
convergents.

Un moyen pour construire des schémas a plusieurs variables convergents est de les
définir comme produit tensoriel. Soient S| : [(Z*") — IZ*") et S, : (Z**) — I(Z**) deux
schémas de subdivision définis par leurs masques a; € I(Z*') et a, € I(Z**). Le schéma
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de subdivision S = §; ® S, : [(Z51*%2) — 1(Z*1*%2) est défini comme produit tensoriel des
deux schémas S et S, par:

SPhii = D,  @i-21@0u-2pPij (3.29)

(J1,J2)€Z°1+2

De plus si ¢ et ¢, sont les fonctions de base de S et S», alors la fonction de base ¢ de
S est donnée par :

¢(1) = P(11)p(11), V1t = (11, 1) € RT 2. (3.30)

Les schémas B-splines uniformes représentent un bon exemple des schémas de sub-
division approximants. En effet, comme nous avons vu précédemment, les schémas B-
splines sont les premiers schémas développés pour construire une approximation de la
courbe B-spline grace a une relation de raffinement vérifiée par les fonctions B-splines
de base ¢,,. A partir de cette relation de raffinement, on construit les schémas de subdi-
vision B-splines de degré au plus m en fonction d’'un masque a;,,,i € Z° sur un support
Q = [-[im] = 1,m - [3m]]°, avec :

Pour s = 1

“m m+1 .
) 2 (i+1+[%m]) Vi e [-[3m[-1,m - [3m]]]

0 sinon

Pour s =2

iy mQiym Vi € H—[%m] —-1,m- [%m]]]2
Aim =

0 sinon

Les schémas de subdivision B-splines sont définis en fonction d’'un masque «;,, par :

Vp e UZ)NI€ L' (Sp)i= ). aiajmpj
JEZS

Propriété 1 (Schémas B-spline) Soit S un schéma de subdivision B-spline de degré m
défini en fonction d’un masque a; ,, alors nous avons :
1. Vi € supp(a;m), aim > 0 c’'est-a-dire que toutes les valeurs du masque sont positives.

2. Le schéma S défini en fonction du masque a; ,, reproduit des constantes (satisfait la
condition du masque 1.15).

3. S reproduit de fagon simple les polynémes de degré au plus m.
4. S garantit I'existence d’un schéma aux différences d’ordre m + 1.

5 Soop e Cm_l(RS).
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Le masque de ce schéma de subdivision vaut :

=71l 3
a2z a1 ay a1 ]=[7 7

FN[8)
ENE
—

et les régles de subdivision sont données par :

(Sp)i=3pi+ipic1 et (Sphiv = Lpi+3pit

La fonction limite et 'opérateur quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sont don-
nés par :

S¥f() =fl-H+iaf(-5
Vf e m(R) (3.31)
0f() =f(-D-3af(.—-D

Le masque de ce schéma de subdivision vaut :

1
[a2 a1 ay a1 ax 1= 3

Al

I—

ool—
[S—
S

1
2
et les regles de subdivision sont données par :

(SP)i = §Pi-t + 3Di+ §Pi-1 et (Sphisi = 3pi+ 3pi1 -

La fonction limite et 'opérateur quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sont don-
nés par :

SUf() =f+gof
Vf e m3(R) (3.32)
Of() =f-gsf

Le schéma B-spline bi-cubique est généré par le produit tensoriel de deux schémas B-
splines cubiques uniformes. Son masque a est donné par :

1 4 6 4 1

1 1 1 4 16 24 16 4
a= §[1,4,6,4,1]®§[1,4,6,4,1]: a 6 24 36 24 6
4 16 24 16 4

1 4 6 4 1

La fonction limite S p est définie sur le support [-2,2]%. La surface limite de ce schéma
de subdivision est de continuité C?. Les opérateurs limite et quasi-interpolant de ce
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schéma de subdivision sont donnés par :

O =

s=r0 =r0+49( o | |70

Vf e m3(R?) (3.33)

O =
— O

f() =f(.)—%V( )V’f(.)

Une Box spline est une spline définie comme la "densité d’'ombre" générée par une boite.
Dans le cas particulier d’une boite de dimension m projetée sur une droite, cette densité
correspond exactement a la fonction B-spline de base de degré m—1. Pour plus de détails
sur les Box-spline voir [Boor 93]. La Box-spline définie sur un maillage triangulaire régulier
par la matrice de direction :

Z (1 100 11
o011 1 1)
est connue pour étre une fonction polynomiale par morceaux de continuité C2.

Le masque de ce schéma de subdivision peut étre représenté par le polynéme de Laurent
suivant,

1+75z2
a(z1,z2) = 4 l_[ % (3.34)
{e1,e2}ex
sur le support [—2, 2]%. Par substitution, nous avons :
00 1 21
| 02 6 6 2
a:1—6 1 6 10 6 1
26 6 20
1 2 1 00

Lopérateur quasi interpolant de ce schéma de subdivision qui représente I'opérateur in-
verse de S est défini sur 'ensemble des polynémes de degré 3 par :

— =

1
of() =10 - EV( )V’f(.), f € m(R). (3.35)

BO|— =
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FIGURE 3.5 — A gauche, /cjz courbe limite générée par I'application du schéma B-spline
cubique (pour p = (6:9);). A droite, la surface limite générée par I'application du schéma
B-spline bi-cubique.

Lun des nombreux avantages des fonctions B-splines est gu’elles permettent de
construire des schémas dont on connait la fonction limite et la classe de continuité. De
plus, la continuité de la surface limite est maximale pour le nombre de points qui inter-
vient dans leurs construction. Linconvénient majeur de ces schémas de subdivision est
lié a l'ordre d’approximation. En effet, les schémas B-splines de degré m reproduisent
les polynbmes de degré m mais pas de fagon exacte. Par conséquent, il est difficile de
connaitre leur ordre d’approximation (voir figure 3.5). C’est pour pallier ce défaut que I'on
se tourne vers l'utilisation des schémas de subdivision définis comme une interpolation
polyndmiale.

Contrairement aux schémas approximants, a chaque étape de subdivision on conserve
les points de contréle a I'échelle k comme un sous-ensemble des points de contr6le a
I'échelle k + 1, donc le masque vérifie :

1 pour j=0

ari =00.; = .
2j = €0, {O sinon

La forme générale des régles de subdivision d’'un schéma de subdivision interpolant est
donnée par :

Spri  =pi
Spriv1 = 2 aiw2jpi-j.
JEZS

Compte tenu du travail qui va suivre et leur lien avec le schéma 4 points, I'utilisation des
polynémes de Lagrange centrés donne un bon moyen pour la construction des schémas
interpolants.

Soit f;,; le polynébme de Lagrange de degré (21 + 2r — 1) construit a partir des points
{i + J,(pi+j) j=—1+1,..r}. Pour I = r, on dit que le polynéme de Lagrange est centré. Dans ce
cas-la on prend r points a gauche et r points a droite afin de construire des nouveaux
points {i + % (S p)ai+1)}- Les nouveaux points sont donnés par :
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1 - o1
(Sphirt = finli+ 3) = D) Lojli+5)picj. (3.36)

Jj=—r+l

ou L; est un polynéme de Lagrange :

- x—k
Liw= ] T
k=-r+1
k#j

On définit alors le schéma correspondant par :

(S r,rp)li = Ppi
SrPist = X Loj(3)picj,
JEZLS

oU agjy1 = L_j(%) et S, , est le schéma de Lagrange centré.

Le support du masque de ces schémas de subdivision est alors supp(a) = [-2r+1,2r—1]
et contient 4r + 1 termes.

Propriété 2 (Schémas de Lagrange centré) Soit S un schéma de subdivision de La-
grange centré de degré 2r — 1, alors nous avons :

1. Le schéma S reproduit des constantes.

2. § reproduit de fagcon exacte les polynémes de degré au plus 2r — 1.
3. S garantit I'existence d’un schéma aux différences d’ordre 2r.

4. S®p e C"I(RS) avec m(r) < r.

Le masque de ce schéma de subdivision vaut :

1
a3 an ay ay ay a a3l=[-% 0 & 1 & 0 —-% 1],
et les régles de subdivision sont données par :
(Sphi=pi et (Sphist = —TgPi-1 + 15Pi + T5Pist — 1gDi
i i i+1 16Pi-1 16Pi T 1gPi+1 i6Pi+2 -

La fonction limite de ce schéma de subdivision est C'. Rappelons que la courbe B-spline
qui utilise le méme nombre de points est C2. Le schéma de Lagrange centré 4 points
est parmi les schémas de subdivision interpolants les plus utilisés. Dans la littérature en
trouve différentes variantes de ce schéma de subdivision, basées sur I'introduction d’un
parametre w. Ce schéma de subdivision correspond au schéma 4 points proposé dans
[Dyn 1987] pour w = % Le masque du schéma 4 points de N. Dyn, J.A. Gregory et D.
Levin [Dyn 1987] est défini en fonction d’'un parameétre de tension w sur un support [-3, 3]
par :

1 1
a= [—w,0,5+w,1,5+w,0,—w].
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La courbe limite du schéma 4-points est C! pour 0 < w < ‘“é‘/g, et son opérateur quasi-

interpolant pour w = % est donné par :

0f() = fO,Yf € ;3(R). (3.37)

Le schéma de Kobbelt est généré par le produit tensoriel de deux schémas 4 points
[Kobbelt 1996]. Son masque est donné par :

1 1 1 1
a=[-w,0,=-+w,1,=+w,0,-w][-w,0,= +w,1, = +w,0,—w] =

2 2 2 2

w? 0 —-ww+ %) -w  —ww+ %) 0 w?

0 0 0 0 0 0 0
“ww+13) 0w+ w+g w+3)P 0 —ww+1d)

—w 0 w+ % 1 w+ % 0 —w ,
—ww + %) 0 w+ %)2 w+ % w+ %)2 0 —ww+ %)

0 0 0 0 0 0 0

w? 0 —-ww+ %) -w  —ww+ %) 0 w?

sur le support Q = [-3, 3]°.

Pourw = 11—6 le schéma de Kobbelt reproduit des polyn6mes de degré 3. Dans ce cas I'opé-
rateur quasi-interpolant de Kobbelt qui représente I'opérateur inverse de S* est 'opéra-
teur d’identité.

Vfen,Of = f. (3.38)

Le schéma de Butterfly est un schéma interpolant appliqué uniquement sur des réseaux
triangulaires [N. Dyn 1990]. Ce schéma est généré a partir du schéma 4 points. Le
masque du schéma de Butterfly défini en fonction d’un paramétre de tension w sur un
support Q = [-3, 3]? est donné par :

0 0 0O 0 -w —w O
0 0O -w 0 2w 0 -w
0 -w 2w % % 2w —w
a=| 0 0 1 1 5 0 O
-w 2w % % 2w —w 0
-w 0 2w 0 —-w O 0
0O -w —-w 0 O 0 0

Le schéma de Butterfly est de régularité C' pour tout 0 < w < — “8\/5, et son schéma aux

différences d’ordre 1 est de continuité héldorienne d’ordre 1 — e pour tout 0 < € < 1.

Pour w = 1—16 le schéma de Butterfly reproduit des polynémes de degré 3. Lopérateur
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quasi-interpolant de Butterfly qui représente I'opérateur inverse de S est 'opérateur
d’identité c’est-a-dire que :
Vfemns,Qf = f. (3.39)

FIGURE 3.6 — A ga:zuche, la courbe limite générée par I'application du schéma 4 points
(pour p = (60..)n)- A droite, la surface limite générée par I'application du schéma de But-
terfly pour w = .

Ces schémas de subdivision présentent I'avantage d’avoir un bon ordre d’approximation,
mais ils ont une continuité faible (voir figure 3.6).

3.5.3/ SCHEMAS APPROXIMANTS INSPIRES DES SCHEMAS INTERPOLANTS

Afin d’améliorer la régularité d’'un schéma de subdivision interpolant, N. Dyn et al.
[Dyn 2005] ont proposé un schéma approximant inspiré d’'un schéma interpolant (schéma
4 points approximant). Lidée est de mixer le schéma 4 points de Lagrange centré S,,
avec un schéma B-spline de degré 2 en translatant de % et % les valeurs du polynébme de
Lagrange f;», dans les nouveaux points (S p)»; et (S p)i+1 respectivement,i.e.

(Sphi = fizo() = % Loj(Dpiej et (Sphisnt = piz2(3) = ¥ Lj(Dpisj. (3.40)
JEZS JEZS

On obtient les regles suivantes :
(SpPai = —ThgPi-1 + 1R Pi + T Pic1 — TgPis2:
(3.41)

__.5 35 105 7
(Sphi+1 = —pgPi-1 + 755Pi + Ty Pi+1 — TagPi+2-

Par l'introduction d’'un parameétre de tension w ce schéma de subdivision peut étre donné
par :

(Spai ==Twpici + G +3w)p;i + (5 + 3W)pis1 — Swpisa,
(Sphivt = =5wpisi + (5 +3w)p;i + (3 + 3w)pic1 — Twpisa.

Ce qui correspond au schéma B-spline de degré 2 pour w = 0 et au schéma 4 points
approximant représenté par ces regles dans I'équation (3.41) pour w = ﬁ

Ce schéma de subdivision est de continuité C? et de continuité héldorienne C>¢7 (voir
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figure 3.7). Lordre d’approximation est égal a 3, a condition de prendre les données
initiales p = (g((i - %)h))l-. On peut étendre cette méthode en utilisant des polynémes de
Lagrange centrés p, - mais on ne peut rien dire sur la convergence et la régularité dans
le cas général.

= = = T T T - =) = =) o 1 2 3 [ = = & +

(a)- Le schéma 4 points (b)-Le schéma 4 points interpolant  (c)-Le schéma B - spline de degré 2

FIGURE 3.7 — A gauche, le schéma interpolant 4 points avec un ordre d’approximation
optimal mais une mauvaise continuité. Au milieu, le schéma 4 points approximant. A
droite, le schéma approximant B-spline quadratique avec une continuité optimale mais
un mauvais ordre d’approximation

Dans ce chapitre, nous avons donné un moyen concret pour la construction des sché-
mas de subdivision a partir de leurs fonctions limites. Nous avons mis I'accent sur deux
familles de schémas de subdivision : les schémas approximants et les schémas interpo-
lants. Nous avons donné quelques-unes de leurs propriétés les plus importantes ainsi
que les avantages et les inconvénients de chaque famille.

Dans le chapitre suivant, nous donnons quelques notions de maillages, ainsi que
quelques schémas de subdivision surfaciques les plus courants. lls seront utilisés par
la suite dans le cadre de notre travail.






4

GENERALISATION DES SCHEMAS DE
SUBDIVISION A DES MAILLAGES
IRREGULIERS

Les propriétés mathématiques d’une surface de subdivision a la limite sont simplement
observables dans les zones régulieres. Les problemes surviennent aux alentours des
sommets dits extraordinaires. En effet, dans les zones ou le maillage est régulier, 'opéra-
teur de subdivision S reproduit les polynémes de degré m, et ainsi on connait I'équation
et la continuité de la surface limite. Dans les zones ou le maillage est irrégulier, les régles
de subdivision ne permettent pas de trouver I'équation reproduite par § . Il faut donc pro-
poser des régles qui permettent d’optimiser le comportement de la surface limite dans le
cas irrégulier.

4.1/ NOTIONS DE MAILLAGE

Un maillage est constitué de points de contréle, connectés les uns aux autres par des
faces ou facettes de forme polygonale. Lorsque toutes les faces sont des triangles (qua-
drangle), on parle de maillage triangulaire (resp. quadrilatéral), et lorsque nous avons les
deux types de facettes on parle d’un maillage mixte (quad/triangle, quelconque).

Soit M un maillage composé d’un ensemble d’éléments E, appartenant au domaine X
fermé borné par la frontiere d¢;. Chaque élément E; est composé de nceuds, notés p.
La définition mathématique d’un maillage est donnée par [Castillo, 1991, George and
Borouchaki, 1997].

Définition 14 (Maillage définition mathématique) On dit que le maillage M est
conforme au domaine &;, si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. M = UE, est homéomorphe a X.
2. p €&

3. Pour tout élément E; de {E,}, nous définissons par K; sa partie intérieure, alors pour
fout K; € M pour touti # j : K;n K; = 0 (Condition de recouvrement entre les
éléments du maillage).

4. PourtoutE; € M, ||K;|| # 0.
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Eléement du maillage

N

i

MNoeud intérieur

MNoeud de bord

FIGURE 4.1 — lllustration de la notion de maillage

Nous faisons la différence entre la géométrie qui caractérise la forme du domaine et
la topologie qui est le résultat du découpage spatial du domaine sur lequel s’appuie le
maillage. La topologie est donc une classification des objets de type arétes, faces, etc.
Nous distinguons plusieurs types de maillages, définis par le nombre de nceuds associés
a chaque élément et par le nombre de liaisons pour chague noeud.

La connectivité décrit les liaisons entre les sommets des éléments. On parle de maillage
a connectivité réguliére si les noeuds de méme type (dans le domaine) ont toujours le
méme nombre de noeuds voisins, ou sont associés au méme nombre d’éléments. Autre-
ment dit lorsqu’il est homéomorphe a une grille réguliére du plan euclidien. Ici nous par-
lons de deux types de ces grilles : les grilles quadrangulaires et les grilles triangulaires.
Pour les maillages quadrangulaires (resp. triangulaires), la valence de sommets est 4
(resp. 6) et il est possible d’établir une base vectorielle (u, v) qui repére les sommets par
un vecteur de coordonnées (voir figure 4.2). Le principal avantage des maillages réguliers
est une connaissance immédiate du voisinage et des indices de chaque nceud. En effet,
le nombre de nceuds est constant dans chaque direction de maillage. La connaissance
des indices d’'un nceud donne la position relative dans la grille. Cet avantage se trouve
étre aussi son principal inconvénient car les maillages réguliers ne sont pas adaptés a
tous les types de géométrie.

Dans le cas d’un maillage non-régulier, la connectivité est de type quelconque, et le
nombre de voisins de chaque nceud différe localement. Comme exemples des maillages
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JAVAVAVAVA
IVAVAVAVAY,
” JAVAVAVAVA

!
U Uu

FIGURE 4.2 — Les grilles réguliéres.

non-réguliers : les maillages semi-réguliers et les maillages bi-réguliers.

Un maillage semi-régulier est un maillage qui a une connectivité réguliere par morceaux
(voir figure 4.3). Un tel maillage posséde un ou plusieurs sommets extraordinaires, au
voisinage desquels les sommets sont réguliers.

FIGURE 4.3 — Grille semi-réguliere.

Nous parlons de maillage a connectivité bi-réguliere lorsqu’il est homéomorphe a une
grille bi-réguliére du plan. Une grille bi-réguliére est une grille qui contient deux zones
régulieres et chaque zone contient un type d’élément comme dans la figure 4.4.



76 Chapitre 4. Généralisation des schémas de subdivision a des maillages irréguliers

Zone (I} y Zone (I}

TAVAVAVAYA

S
/,/’“ LT
Elément de type quadrilatae Elémentdetype trangle

FIGURE 4.4 — Grille bi-réguliere (quad/triangle).

Les travaux sur les surfaces de subdivision ont trouvé leurs motivations dans le besoin de
représenter des surfaces lisses (continuité C' ou plus) et arbitraires (topologie et genre
quelconque). La subdivision est adaptée aux surfaces grace aux travaux de Catmull et
Clark [Catmull 1978]. La surface spline sous-jacente est basée sur le produit tensoriel bi-
cubique. Lextension des regles aux points extraordinaires permet au maillage de contréle
de maitriser les frontieres et les courbures.

Dans la méme année, Doo et Sabin [Doo 1978] ont analysé le comportement des prin-
cipes de subdivision quadratiques aux points extraordinaires a I'aide du calcul matriciel.
lls ont réussi a écrire le procédé de raffinement comme multiplication de matrices et
I'analyse du spectre de ces matrices permet de prévoir I'allure de ces surfaces. En 1987,
Loop [Loop 1987] décrit un principe de subdivision défini sur une grille triangulaire. Loop
a utilisé I'analyse propre pour déterminer les coefficients de ce principe autour des points
extraordinaires. Ce principe généralise les Box-splines triangulaires quartiques étudiées
par Boehm [Boeh83] et Prautzsch [Prau84].

Dyn, Levin et Gregory [N. Dyn 1990] généralisent le principe du schéma 4 points aux
surfaces. lls proposent le principe interpolant de Butterfly en 1990. Ce principe ne
peut étre appliqué que sur des maillages triangulaires. La surface limite est de conti-
nuité C! sur les mailles réguliéres mais pas aux points extraordinaires. Par la suite Zo-
rin et al. ([D. Zorin 1996b] ; [D. Zorin 1997])ont proposé une modification de ce principe
pour générer des surfaces de continuité C! & partir des maillages arbitraires. En 1996,
[Kobbelt 1996], propose un schéma d’interpolation défini sur des maillages quadrangu-
laires comme le produit tensoriel du principe 4 points. Ce schéma est de continuité C'
pour tous les sommets intérieurs indépendamment de leur valence et il peut étre appliqué
sur des maillage ouverts.

Dans le cadre de notre travail nous nous intéressons a quelques surfaces de subdivision.
Nous faisons un rapide tour d’horizon des schémas de subdivision les plus courants, et
nous donnons quelques-unes de leurs propriétés les plus importantes (masques, régles,
continuité). Pour plus de détails, voir les cours Siggraph 2000 [Zorin 2000b], et les articles
cités par la suite.
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Ce schéma est proposé en 1978 par Catmull et Clark [Catmull 1978]. C’est I'un des sché-
mas les plus utilisés dans l'industrie. Il s’agit d’'un schéma primal approximant. La surface
limite est C? partout sauf au voisinage des points extraordinaires ol le schéma est C!. La
continuité du plan tangent de ce schéma a été analysée par Ball et Storry [Ball 1988], et
la continuité C' par Peters et Reif [Peters 1997]. Le schéma B-spline cubique peut étre
utilisé comme le schéma de bord pour le schéma de Catmull-Clark. Ce principe s’ap-
plique a des maillages quadrilatéraux mais les regles de subdivision sont généralisées a
des maillages quelconques. Les regles de subdivision de ce schéma de subdivision sont
données dans la figure 4.5.

1
4 4
1 1

4 4
a)Regle point face

1 1

16 16
3 3
8 [ |8
1 1
16 ]'6 w . . . - .
b) Régle point aréte d) Regle point pair intérieur
f———
1 1 1 3 1
2 2 g 4 g
¢)Régle point impair debord ¢) Régle point pair de bord

FIGURE 4.5 — Les regles de subdivision intérieures et de bords de Catmull-Clark : a =

l-n(e+p),B = Zi ety = -5 ou : n représente la valence du schéma. Ces valeurs

n? 4n2

assurent la continuité C' de la surface limite.

Le schéma dual de Doo-Sabin [Doo 1978] permet de générer par produit tensoriel des
surfaces B-splines bi-quadratiques uniformes. Il s’applique a des maillages quadrilatéraux
mais les regles de subdivision ont été adaptées pour des maillages quelconques. Seuls
les bords nécessitent une régle spéciale. Doo a observé que sur les bords, on peut utiliser
le schéma B-spline quadratique et Nasri dans [Na87] a proposé d’autres régles de bord.
La figure 4.6 présente les régles a utiliser pour appliquer ce schéma. Simultanément la
continuité C! de ce schéma est prouvée par Peters et Reif [Peters 1997].



78 Chapitre 4. Généralisation des schémas de subdivision a des maillages irréguliers

1 2
5 16
3 - I 9
16 16
an—l
a) Régle point intérieur extraordinaire c)Regle point intérieur ordinaire

1 3
1 3
b) Régle point de bord

FIGURE 4.6 — Les différentes régles de subdivision de Doo-Sabin : ay = 4—11 + % a; =

ﬁ(3 + 2cos(%)), i =1,..,n— 1. Catmull et Clark proposent des coefficients plus simples
pourceschéma:ag=31+ 4+, a1 =ap1=3+4,ai=2,i=2,..,n-2.

Le schéma de Kobbelt est un schéma primal interpolant proposé par Kobbelt
[Kobbelt 1996] pour des maillages quadrangulaires. Le schéma est basé sur le produit
tensoriel du schéma 4 points et il est de continuité C'. Ce schéma de subdivision peut
s’appliquer en deux temps. D’abord on calcule les points arétes, puis on calcule les points
faces a partir des points arétes déja calculés. Les régles de subdivision de ce schéma de
subdivision sont donnés dans la figure 4.7.

—_— 56 == e
256 256 256
81 81
256 256
_2 ——
256 256
2 -
256 81 81 256
256 56
1 -9 _9 1
356 256 256 256

}
9
e 2 2 1 X . . R . ..
16 16 16 ¢) -Régle point face adjacent a un point extraordin aire

b)- Reégle point de bord impair

FIGURE 4.7 — Les regles de Kobbelt. S’agissant d’'un schéma interpolant, seules les
regles pour les points impairs sont nécessaires.
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Le schéma de Loop proposé en 1987 par Charles Loop [Loop 1987], s’applique unique-
ment sur des maillages triangulaires. Les faces créées lors de la subdivision sont tou-
jours triangulaires et les surfaces générées sont des Box-splines quartiques uniformes.
Ce schéma est le plus courant aujourd’hui pour les maillages triangulaires. Il assure une
continuité C? partout sauf aux points extraordinaires. Les régles intérieures et de bords
du schéma de Loop sont représentées dans la figure 4.8.

1
8
3
8
3
1 8
8
a) Régle point intérieur impair c)Reégle point intérieur pair
A
—_— 1 3 1

IR s 1 8

b)Régle phoint debord impair d) Régle point de bord pair

FIGURE 4.8 — Les régles du schéma de Loop. @ = 12 = (3 + L cos(£))?), = 1 - na n
représente la valence.

Hoppe et al. [H. Hoppe 1994] ont proposé une modification de ces régles aux bords des
surfaces, pour assurer la continuité du plan tangent. Mais ces modifications rendent I'éva-
luation des bords dépendant des sommets intérieurs proches.

Dyn, Levin et Gregory ([N. Dyn 1990]) généralisent aux surfaces le principe 4 points qu’ils
ont proposé pour les courbes. lls proposent le principe interpolant de Butterfly en 1990.
Il ne peut étre appliqué que sur des réseaux triangulaires. La surface limite est de conti-
nuité C! aux points ordinaires mais pas aux points extraordinaires de valence égale a 3
ou supérieure a 7 ([D. Zorin 1997]). Zorin, Schrdéder et Sweldens ont proposé une modi-
fication de ce principe pour générer des surfaces de continuité C' a partir des maillages
arbitraires ([D. Zorin 1996a]; [D. Zorin 1997]).

Pour ce schéma, seules les régles pour les points impairs sont nécessaires (la position
d’un point pair lorsqu’il est généré est sa position sur la surface limite (voir figure 4.9).
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FIGURE 4.9 — Le schéma de Butterfly modifié : pour n = 3,59 = 3,512 = —15, pour
n=4,sy = %, sy = —%, s13=0etpourn>5,s; = %(}1 + cos(%) + %cos(% ).
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FIGURE 4.10 — Le schéma de Butterfly modifié : regles points crétes. a)-c) : régles points
crétes ordinaires. d) régles points crétes extraordinaires, co = 1—(1/(n—1)) sin 8, sin i6,/(1—
cosby), cio = cip = 1/4cosif, — (1/4(n — 1))sin26, sin2i6,/(cos B, — cos26,) et c¢;j =
1/n(sini6, sin j6, + 1/2sin2i6, sin2j6,) avec j =0, ..,n etd, =n/(n —1).

Sur les bords, on peut utiliser le schéma 4 points. Pour atteindre la continuité C' sur les
bords, des regles de créte spéciales doivent étre utilisées (figure 4.10).
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Létude du comportement de la surface de subdivision a la limite au voisinage d’un point
de contrdle extraordinaire porte sur la matrice de subdivision dont on évalue les vecteurs
et valeurs propres. En effet, la décomposition de la matrice de subdivision en valeurs
et vecteurs propres est un outil standard et efficace pour analyser les propriétés de la
surface limite. Certaines propriétés de la surface limite, telles que la continuité, sont liées
a ces éléments propres. Ainsi, on peut chercher a construire un schéma de subdivision
a partir des vecteurs et valeurs propres répondant a un ensemble de propriétés particu-
lieres. De nombreux travaux ont fixé les conditions nécessaires ainsi que les conditions
suffisantes de la continuité d’'une surface limite. La continuité d’'un schéma de subdivision
est liée a I'existence d’une paramétrisation autour d’un point de contréle irrégulier. A par-
tir d’un point de contréle pair intérieur irrégulier, on considére des anneaux autour de lui
pour avoir suffisamment de points de contrble afin de construire une bande de surface
réguliére. La matrice qui contient les coefficients du calcul des mémes anneaux topolo-
giques aprés un pas de subdivision représente la matrice de subdivision. A la limite, les
vecteurs propres de cette matrice de subdivision définissent la position des sommets au-
tour du point irrégulier, tandis que ses valeurs propres donnent le coefficient de diminution
de ces vecteurs propres a chaque étape de subdivision.

David Doo et Malcolm Sabin, ont a I'origine, donné des conditions nécessaires de conver-
gence d’'un schéma de subdivision vers une surface limite de continuité C> en estimant
les deux premiéres dérivées de la surface limite autour d’'un point extraordinaire. Ball et
Storry [Ball 1988] ont proposé les conditions suffisantes a la continuité des tangentes.
Par la suite, Reif [Reif 1995] a déterminé les conditions nécessaires et suffisantes de la
continuité C! d’une surface limite. Vers la fin des année 90, Prautzsch [Prautzsch 1998] et
Zorin [Zorin 1998] ont proposé des conditions nécessaires et suffisantes de la régularité
C" de la surface limite. Récemment, Gérot et al [C.Gérot 2005] ont proposé un ensemble
de conditions nécessaires & la convergence C? afin d’améliorer le comportement de la
surface limite.

Malgré les nombreuses contributions apportées par 'ensemble des travaux sur I'amé-
lioration du comportement de la surface limite, un schéma de subdivision stationnaire
reste limité. En effet, I'application de ce type de schéma de subdivision a un maillage ir-
régulier fait apparaitre de multiples défauts, comme la présence d’oscillations, des effets
indésirables "artéfacts" au niveau des sommets irréguliers. Il existe plusieurs types d’os-
cillations, leurs origines sont diverses, et pour la plupart mal connues (pour plus de détails
voir [Sabin 2002] et [Destelle 2010]). Nous citerons ici seulement les oscillations radiales.
Ces oscillations viennent de l'interaction entre points de contréle irréguliers quand ils sont
voisins. La figure 4.11 illustre les oscillations radiales que I'on obtient lorsque 'on subdi-
vise une forme simple constituée uniquement de sommets irréguliers avec un anneau de
sommets de faible valence.

Lapplication dun schéma de subdivision linéaire sur un maillage bi-régulier
(quad/triangle) fait apparaitre des oscillations radiales, au niveau des sommets irrégu-
liers situés dans la zone mixte qui contient des quadrangles et des triangles. C’est pour
palier a ce défaut que I'on se tourne vers les schémas quad/triangle.
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FIGURE 4.11 — Exemple dun artefact polaire (cadre rouge) et d’oscillations
radiales[Destelle 2010].

Récemment, I'étude et la construction des schémas de subdivision quad/triangle définis
sur un maillage bi-régulier ont attiré I'attention. A partir d’'un maillage mixte composé de
quadrangles et de triangles, le schéma de subdivision quad/triangle produit un maillage
bi-régulier de plus en plus fin. Lutilisation de la structure quad/triangle pour la concep-
tion des surfaces est motivée par le fait que dans la modélisation CAQO, les concepteurs
veulent souvent travailler sur des modéles avec des maillages quadrilatéraux dans cer-
taines régions et triangulaires dans d’autres. Ceci afin d’obtenir des surfaces de subdivi-
sion avec une meilleure qualité visuelle. La construction et I'étude des propriétés mathé-
matiques de ces types de schéma de subdivision (dans le cas régulier) ont été établies,
des masques de subdivision particuliers dans la zone mixte entre deux schémas de sub-
division du méme type géomeétrique (approximant-approximant, interpolant-interpolant)
ont également été donnés. Dans cette section, nous citerons quelques schémas de sub-
division quad/triangle.

Nous allons présenter ici trois schémas de subdivision quad/triangle. Considérons la grille
quad/triangle donnée dans la figure 4.4. Nous définissons un schéma de subdivision sur
cette grille qui coincide avec le schéma de Catmull-Clark sur la moitié gauche de la grille,
et le schéma de Loop sur la moitié droite de la méme grille.

En 2003, J. Stam et C. Loop [Stam 2003] ont introduit un schéma de subdivision
quad/triangle sur une grille bi-régulier. Ce schéma de subdivision reproduit le schéma
de Catmull-Clark sur la moitié gauche de la grille pour x < 0 et le schéma de Loop sur la
moitié droite de la grille pour tout x > 0. La zone bi-réguliere (x = 0) a été subdivisée par
un masque de moyennage des deux schémas de subdivision. Le principe de ce schéma
de subdivision comprend deux étapes. La premiére étape consiste a subdiviser chaque
aréte en deux, chaque quad en quatre et chaque triangle en quatre. Puis dans la seconde
étape, chague sommet est déplacé par une combinaison linéaire de lui méme et ses voi-
sins directs. Lorsque le sommet est entierement entouré par des triangles ou des quads,
les auteurs utilisent les deux premieres régles présentées dans la figure 4.13 (4.12-(a) et
4.12-(b)). Sinon lorsque le sommet est entouré par trois triangles et deux quads, J. Stam
et C. Loop ont introduit une troisiéme régle. Cette régle est définie comme le moyennage
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simple des deux premiéres regles (voir la figure 4.12-(c)). Afin de généraliser ce schéma
de subdivision a des maillages irréguliers, les auteurs ont utilisé une relation simple entre
les poids des trois régles dans le cas général. Les auteurs ont montré que leur schéma
de subdivision est de continuité C? partout, sauf aux points extraordinaires et dans la
zone bi-réguliére ol leur schéma est C'. lls ont donnés une preuve formelle pour montrer
que leur schéma ne peut pas étre de continuité C>.
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FIGURE 4.12 — Régles de subdivision du schéma quad/triangle de Stam-Loop.

Afin d’améliorer la continuité du schéma quad/triangle qui combine les régles du principe
de Catmull-Clark et celles de Loop le long des arétes quad/triangle ordinaire, A. Levin
et D. Levin [Levin 2003b] ont présenté un nouveau concept de décompression appelé
"unzipping". Décompresser un maillage ici signifie que la position initiale de chaque som-
met est déformée (déplacée) par des combinaisons affines. Ce concept reproduit des
nouvelles régles de subdivision dans la zone bi-réguliere le long des arétes quad/triangle
ordinaires.

Contrairement au choix de la définition du schéma quad/triangle donné dans [Stam 2003],
A. Levin et D. Levin ont défini un schéma de subdivision S sur la grille quad/triangle qui
coincide avec le schéma de Catmull-Clark pour x < 0 et le schéma de Loop pour x > 0.

Le fait de choisir une autre définition de S sur la grille quad/triangle donne des régles
différentes de celles proposées par J. Stam et C. Loop (voir la figure 4.13).

Le principe de ce schéma de subdivision comprend trois étapes. La premiére étape
consiste a appliquer la regle de décompression (figure 4.13-(c)) le long des arétes
quad/triangle ordinaires afin de séparer les deux maillages. Aprés I'application de cette
régle le long des arétes quad/triangle ordinaires, les sommets des polygones quadrila-
teres conservent leur position initiales, tandis que les sommets des maillages le long des
arétes quad/triangle sont déplacés. La deuxieéme étape consiste a appliquer les régles
des deux schémas de subdivision de Catmull-Clark et de Loop de fagon séparée dans
les deux moitiés de la grille. Une fois que nous avons appliqué les deux schémas de sub-
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division dans les deux moitiés de la grille, nous appliquons les deux regles particulieres
présentées dans la figure 4.13 (4.13-(a) et 4.13-(b))de sorte que ces deux regles utilisent
uniqguement les sommets du maillage initial.

||—l
-
w|"‘

IS
[r2]

1 12
2

-

1
48

1
12

a) Régle point intérieur pair b)Régle point intérieur impair c)Reégle décompresson

FIGURE 4.13 — Regles de subdivision le long des arétes quad/triangle ordinaires du
schéma quad/triangle de Levin-Levin. a) régle point intérieur, b) régle point aréte et c)
régle de décompression "unzipping”

Ensuite, les auteurs ont utilisé le test de rayon spectral conjoint, pour prouver que leurs
régles et I'application du concept de décompression "unzipping" générent une surface de
continuité C? dans la zone bi-réguliére (le long des arétes quad/triangle ordinaire).

En 2005, S. Schaefer et J. Warren [Schaefer 2005] ont utilisé les régles donnés par J.
Stam et C. Loop dans [Stam 2003] et le concept de décompression "unzipping" donné
dans [Levin 2003b] afin de proposer des nouvelles régles de subdivision dans la zone
bi-réguliere le long des arétes quad/triangle ordinaires. Les régles de leur schéma de
subdivision dans la zone bi-réguliére sont données dans la figure 4.14.

Pour montrer que leur schéma est de continuité C?, les auteurs utilisent encore les résul-
tats de A. Levin et D. Levin [Levin 2003b].

Récemment Q. Jiang et al. [Q.T. Jiang 2009] ont proposé un schéma de subdivision
quad/triangle qui unifie deux schémas de subdivision interpolants, a savoir le schéma
de Kobbelt [Kobbelt 1996] et le schéma de Buterffly [Dyn 1991]. Les auteurs ont utilisé
une autre méthode pour définir les schémas et les régles de subdivision. Cette mé-
thode est développé par C.K. Chui et Q.T. Jiang ([Chui 2003],[Chui 2008]) et consiste
a définir I'équation de raffinement de la fonction de base d’un schéma de subdivision
par un autre formalisme appelé "Matrix-valued" (sous une forme matricielle). Leur idée
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FIGURE 4.14 — Regles de subdivision le long des arétes quad/triangle ordinaires du
schéma quad/triangle de Schaefer-Warren. a) régle point intérieur, b) régle point aréte
et c) les deux regle de décompression "unzipping".

est d’écrire le formalisme d’'un schéma de subdivision quad/triangle comme une fonc-
tion de raffinement non homogéne. Les auteurs ont proposé des regles de subdivi-
sion dans la zone mixte afin de raccorder deux schémas de subdivision interpolants.
Pour montrer la continuité de leurs schémas, les auteurs ont adapté le test du rayon
spectral conjoint ([Levin 2003b]) afin de I'appliquer a leurs schémas. Pour plus de dé-
tails sur la méthode utilisée pour la construction de ces schémas voir [Q.T. Jiang 2009],
[Chui 2003],[Chui 2008], [Chui 20086].

Dans ce chapitre on s’est intéressé a quelques schémas de subdivision surfaciques ainsi
qu’a quelques travaux sur 'amélioration des schémas de subdivision aux voisinages des
points irréguliers. Les schémas de subdivision évoqués dans ce chapitre seront utilisés
soit pour la construction des schémas quasi-linéaires (partie 2), soit pour la construction
des schémas inverses (partie 3).
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5

SCHEMAS DE SUBDIVISION
QUASI-LINEAIRE SUR UN MAILLAGE
BI-REGULIER

5.1/ INTRODUCTION

Parmi les schémas linéaires évoqués dans la partie |, deux grandes familles se dis-
tinguent clairement : les schémas interpolants et les schémas approximants. Chaque
catégorie de ces schémas a ses avantages et ses inconvénients. Les inconvénients de
ces deux types de schémas de subdivision sont liés a la continuité et a I'ordre d’approxi-
mation des fonctions limites générées par chacun de ces schémas de subdivision.

La construction et I'étude des schémas de subdivision dans le but d’améliorer la continuité
des fonctions limites pour les uns et mieux contrbler les erreurs sur les points initiaux
provenant de I'’échantillonnage d’une fonction pour les autres, ont été établies. Mais dans
la littérature il n’existe aucun travail consacré a I'étude et a la construction des schémas
de subdivision qui combinent ces deux types.

Dans cette partie, on s’intéresse surtout a la construction et a I'étude des schémas
de subdivision quasi-linéaires permettant de combiner deux schémas de subdivision de
types géométriques différents.

Dans un premier temps, nous donnons un cadre général pour ces schémas de subdivi-
sion. Pour cette classe de schémas, nous établirons des propriétés de convergence, de
préservation des coefficients dominants, de reproduction des polynémes, de continuité,
de quasi-interpolation et d’'ordre d’approximation. Ensuite, nous proposons la méthode
de construction de ces schémas de subdivision et nous donnons des exemples d’appli-
cations.

5.2/ DEFINITIONS

Dans la suite, nous considérons une grille réguliere X comme un ensemble de points de
R* et nous remplagons I'ensemble des entiers Z* utilisé dans la partie | par 'ensemble
des points X.
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FIGURE 5.1 — Les grilles triangulaires.

Considérons une grille réguliere X dans R*, et définissons cette grille en fonction d’'une
matrice inversible A € R** par :
X4 = AZ? (5.1)

Nous avons vu dans le chapitre 4 qu’une grille réguliere du plan peut étre définie a partir
d’'une base vectorielle (u,v) qui repére les sommets par un vecteur de cordonnées. Ici,
nous parlons de deux types de grilles : les grilles quadrangulaires et les grilles triangu-
laires et nous les définissons en fonction de deux matrices inversibles : A; € R¥? pour
les grilles quadrangulaires et A, € R>* pour les grilles triangulaires.

Dans le cas des grilles quadrangulaires, la matrice est donnée par A; = (u;|v;) ou les deux
vecteurs uj, v, sont les deux vecteurs unitaires (1,0) et (0, 1), la grille quadrangulaire est
alors définie par :

Xa, = A" = ( 0 )ZZ = ()6, y) € Z2) (5.2)

Dans le cas des grilles, triangulaires la matrice est donnée par A, = (u|v;). Les valeurs
des vecteurs u; et v, dépendront de la forme de la grille et de la direction de chacun des
vecteurs.

La figure 5.1, représente deux grilles triangulaires réguliéres, les vecteurs u,, v, associés
a ces deux grilles sont donnés par : u, = (1, —%) et v, = (0, 1) pour la grille donnée dans la
partie gauche de la figure 5.1 et par u; = (1,0) et v, = (—%, 1) pour la grille donnée dans
la partie droite de la figure 5.1.

Pour la suite, posons A, = et nous définissons la grille triangulaire associée a

1
= 1
2
cette matrice par :
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FIGURE 5.2 — Visualisation graphique d’un schéma de subdivision linéaire sur une grille
triangulaire. Les points noirs représentent les différents nouveaux points (points pairs et

impairs). ("‘ai_—32j’ al?_zj, ...) représentent les régles qui déterminent les nouveaux points.

1 0
1

Xa, = Aa72 = ( )ZZ ey - Solny) € 22, (5.3)

1
2
Dans ce qui suit, nous donnons la définition d’'un schéma de subdivision linéaire sur une
grille réguliére X,,, A, € R™, a = {1, 2}. Lobjectif est de définir ce schéma de subdivision
en fonction d’'un ensemble de regles {af‘}ileA,iezs sur I'axe des abscisses (Ox). Chaque
masque de cet ensemble contient une ou plusieurs régles et chaque reégle détermine un
nouveau point sur 'axe (Oy).

Pour tout i = (i, ....i5) € Xa,,@ = 1,2, pour tout p € I(X4,) et pour i} € A = [[w;, w2]l nous
définissons un schéma de subdivision linéaire sur la grille X,, en fonction d’un ensemble
de regles {a'}i e iczs Par :

Vp € lXa,), Yi € Z5,is €A, (Sp)agi= ) dily (Pa, . (5.4)
JEZS

Cette définition joue un rbéle important dans la visualisation des nouveaux points sur la
grille comme le montre la figure 5.2. Nous expliquons cela de fagon plus détaillée dans la
section 5.4.

Dans le chapitre 3, nous avons donné des formules pour les fonctions limites des sché-
mas de subdivision linéaires. Dans ce qui suit nous allons voir que ces formules dé-
pendent aussi de la grille associée a la définition d’'un schéma de subdivision.

Définition 15 Pour tout opérateur S* : n,,(Z°) — r,,(R*), pour toute matrice A € R et



92 Chapitre 5. Schémas de Subdivision Quasi-linéaire sur un maillage bi-régulier

pour tout f € n,,(R*) nous définissons /’opérateurSl‘;;’ : m3(AZ%) — 1, (R¥),m < 3 par :

Snf@ =87 fia = ST f(g(2), (5.5)
avecg R - R’ g(z) = Az.

Proposition 11 Soit S* : n,,(Z°) — n,(R*),m < 3 défini comme dans la proposition 8
par:

Vf€muym<3,8S°f=f+VLV'YS,

avec L € R™. Alors I'opérateur S|} est donné par :

Suf(@) = fiaz + (VALA'V') fiaz, (5.6)
et l'opérateur quasi-interpolants Q : n,,(AZ*) — r,,(R*),m < 3 est donné par :

Ouf@) = fiaz — (VALA'V") fig.. (5.7)

Preuve 16 Pour toutg : R* — R, g(z) = Az, Vg(z) = A,

Saf@ =8%f(82) = () + (VLV) f((2))
= f(8(@) + [(Vf(g)L(V' f(g(2))]
= f(8(2) + [(Vf(ADL(V' f(A2)]
= fiaz + (VALA'VY) fig..

Par la méme méthode ou par I'utilisation de la relation S\xQu = Id (proposition 9), nous
pouvons facilement montrer la relation (5.7).

La proposition 11 montre que les formules des opérateurs S~ et Q dépendront du choix
de la matrice qui définit la grille Xy4.

Exemple 7 Revenons au choix de la matrice A, dans le cas d’une grille triangulaire.
Cet exemple montre que le choix de la matrice A, donne des formules différentes aux
opérateurs S et Q d’'un schéma Box-spline quartique a trois directions.

Nous avons vu dans le chapitre 3 que les formules des opérateurs S~ et Q d’un schéma
Box-spline quartique a trois directions sont données par :

1_(1 1
0 pr _ 2 t
S f—f+6V(% 1)Vf,
Io( 1 3\
Qf=f—6V 1 V[
2
_1
Pour A, = ( (1) 12 ) et a partir des relations (5.6) et (5.7), on trouve :

1
S%S@) = fiae + V( s

= O

) VtﬁAzz’
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O ool—
()

014, f (@) = fiape — V( )thIAzz'

1
6
1

0 . ‘
Par contre, pour A, = ( ) les opérateurs S n, et Qua, sont donnés par :

1
5 1

(g )fomzz, (5.8)

[evReN[E

S5 f@) = firy: + V(

0 )V’fmzz. (5.9)
8

Pour la suite, nous utilisons la formule donnée dans I'équation (5.9) comme l'opérateur
quasi-interpolant du schéma de Loop.

S o=

O, () = fiarz = V(

Remarque 4 Notons que pour les schémas de subdivision linéaires définis sur une grille
quadrangulaire, ainsi que pour les schémas interpolants, nous avons :

{ Sli\jl =87,
O, = 0.

Dans la littérature, une grille réguliére dans les deux moitiés du plan qui contient deux
types d’éléments différents est appelée grille bi-réguliere.

A la différence des autres définitions nous considérons toute grille réguliére dans les
deux moitiés du plan x > 0 et x < 0 comme grille bi-réguliere. Nous appelons schéma de
subdivision quasi-linéaire régulier tout schéma de subdivision composé de deux schémas
linéaires de types géométriques différents (approximant, interpolant) de chaque cété de
'axe y d’une grille bi-réguliere.

Considérons les deux grilles régulieres X4, et X4, définies précédemment par les équa-
tions (5.2) et (5.3) et définissons chacune de ces grilles comme I'union de deux grilles
(voir figure 5.3) :

XA1 = X(AhAl) = XZ] UX;\—l = A1(26 X 7. UA[(ZS— X 7.

|
= {65, y) € Z2 % < 0} U {(o (5, ) € Z2, x > 0) (5.10)

et

Xp, = X(Az,Az) = XXZ U X:{z = AZ(ZS X Z)U AQ(Z?)' X 7))

= {(ry - L0l(xy) € Z2,x < 0} U {(x,y - Lo)l(x.y) € 22, x 2 0), (5.11)
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X, X, X, X,
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FIGURE 5.3 — A gauche la grille triangle/triangle et a droite la grille quad/quad.

X, - X

4y 4 4

AN

FIGURE 5.4 — A gauche la grille quad/triangle et & droite la grille triangle/quad.

Nous appelons la grille définie par I'équation (5.10) grille quad/quad et la grille définie par
'équation (5.11) grille triangle/triangle.

Nous définissons les deux grilles bi-régulieres quad/triangle et triangle/quad données
dans la figure 5.4, par :

Xy =X3 UXE = A1(Zg X Z) U AL X Z)

SN € SO ULy - bolep e 22 xz 0, 1)

et
XAy =X, UXT = Ax(Zy X Z) U A1(Zy X Z)

= {06,y — L0l ) € 72, x < 0} U{(x, »)I(x, y) € Z2, x > 0}, (5.13)

Les définitions (5.10)-(5.13) garantissent que les grilles sont uniformes dans les deux

moitiés du plan {x < 0} et {x > 0} et que les deux moitiés des grilles sont alignées sur une
frontiere commune, i.e.

Ae({0} X Z) = Ag({0} X 2), o, B = 1, 2. (5.14)
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Considérons un schéma de subdivision quasi-linéaire Sa,.4, défini sur une grille bi-
réguliere X, 4., @,8 = 1,2. Supposons que ce schéma coincide avec un schéma inter-
polant Sia, SUr la moitié gauche de la grille et un schéma de subdivision approximant S;a,j

sur la moitié droite de cette grille. En se basant sur les définitions des grilles bi-régulieres
et la définition d’'un schéma de subdivision linéaire sur une grille réguliére (équation (5.4)),
nous donnons une définition symbolique de ce schéma de subdivision.

Définition 16 On définit un schéma de subdivision quasi-linéaire S sur un support
A = [lwr, w2]l € X(a,.45), @, 8 = 1,2 en fonction d’'un ensemble de regles

i )
{a;'}i en iez2> paAI :

(S Py = Z ai:l_zj(p)t,a(j)’ Vp € l(Xa,.ap), Vi € Z°, Vi) € A, (5.15)
JELS

ou ¢ : Z° — Xa,.az €St déefini par :

Aai i1 < 0,
() =1 (YAa +0Ap)i i1 =0, (5.16)
Aﬁi i1 >0,

avec (y,0) € [0,1] x [0,1] ety + 0 = 1.

Alorspourf=1-7y:

Ayl i1 <0,
o) =4 (Ao + (A =)Ap)i i1 =0, (5.17)
Aﬁi i1 > 0.

La définition de ce schéma de subdivision en fonction d’'un ensemble de régles, nous
permettra de visualiser la fagon d’obtenir I'équation (5.15) graphiquement (figure 5.5),
comme elle nous permet de donner la définition suivante :

Définition 17 Un schéma de subdivision quasi-linéaire est dit stationnaire si les régles
de ce schéma de subdivision sont identiques a chaque itération c’est-a-dire si les regles
a“1, ...,a"? sont identiques a chaque itération.

Nous avons vu dans la définition 3 (chapitre 2) qu’'un schéma de subdivision S converge
uniformément si :

Vp € l(Z%), AF € C(R%) :  Tim [[(S*p)i = FQ i)l zsrop = O
]—)00

Nous avons vu aussi que cette définition est utilisée pour exprimer la fonction limite F =
S*p a partir d’'une fonction de base et de sa relation d’échelle (proprité 5 (corollaire 1)).
La définition de la convergence uniforme d’'un schéma de subdivision défini sur une grille
bi-réguliére est donnée de la méme facon par la définition :



96 Chapitre 5. Schémas de Subdivision Quasi-linéaire sur un maillage bi-régulier

FIGURE 5.5 — Visualisation graphique d’'un schéma de subdivision quasi-linéaire sur
une grille bi-réguliére. Les points noirs représentent les différents nouveaux points.

(..a ;_321., “,-2_2,-’ ...) représentent les régles qui déterminent ces nouveaux points.

Définition 18 On dit qu'un schéma de subdivision S, a4 converge uniformément si :

Vp € lX4oap), AF € CRY - lim (S Phiag.ag)i = FQ Do zsmoip = 0, (5.18)

a condition que la limite de 27*X(a, a4, k — co converge vers un sous-ensemble dense de
R*. Cette condition garantit que si la fonction limite existe, alors elle est unique.

Contrairement a la subdivision linéaire, la fonction limite Sl‘amAﬁ)p d’'un schéma de sub-
division défini sur une grille bi-réguliére ne peut pas étre exprimée a partir des fonctions
de base (propriété 5, corollaire 1). Alors, nous ne pouvons pas non plus exprimer cette
fonction comme une fonction polynémiale (chapitre 3(section 3.4)). Dans la sous- section
suivante, nous définissons 'opérateur limite SI‘amAB) a partir de la définition des opéra-
teurs limites S et Srjﬁ des deux schémas linéaires.

Nous observons une différence significative entre le cas linéaire et le cas non-linéaire.
Dans les deux cas, nous nous demandons comment choisir les points de contréle de
sorte que nous obtenons un polynéme a la limite. La réponse se présente sous la forme
d’'un opérateur Q qui représente I'opérateur inverse de S sur un sous-espace de poly-
némes. Dans le cas linéaire, afin d’obtenir un polynédme a la limite, nous avons dd prendre
des points de contrdle qui se trouvent sur un polynéme, alors que ce n’est plus pareil dans
le cas quasi-linéaire.

Lopérateur Q n'est pas un opérateur de n,(R*) dans r,(Xa,.4,), €t nous considérons de
facon plus générale :
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O4n.Ap)  Tm(R”) = I(X(a,.44)-

Cependant, nous aurons besoin d’'une notion paralléle de la préservation de coefficient
dominant. On dit que Qya,.4;) : Tm(R*) — I(X(4,.4,) Préserve les coefficients dominants, si

Vf € m(R®) = |Q)a,.40f(X) = f(0)] = OIxl[") Vk < m. (5.19)

Dans ce qui suit nous allons montrer que sous certaines conditions, un schéma de subdi-
vision quasi-linéaire reproduit des polyndmes de degré au plus m. Cela revient a montrer
la relation suivante :

S harn Qidatp) = 1d S S a4 QiAnap) = Qlie. AT (5.20)

Soient Sy, un schéma de subdivision linéaire interpolant défini sur une grille réguliére
Xa,, @ = 1,2 et SFA[, un schéma de subdivision linéaire approximant défini sur une grille

réguliere X4,, 8= 1,2. Nous avons montré dans le chapitre 3 que :
1. Slga reproduit des polynédmes de degré m si pour tout (SEA(,)OO 2 l(Xa,) & (Rl
existe Op, mm(R%) — I(X4,) de sorte que :
(S |74(Y)OOQ|74(Y = Id @ S|74(YQ|74(Y = Ql_A(lO-' (5-21)

2. S;ﬂ reproduit des polyndmes de degré m si pour tout (S;‘ﬁ)"o D (Xay) — R I
existe ngﬁ : mm(R%) — I(Xa,) de sorte que :

(Sia,)" Oy, = 1d © Sy, Oy, = Oy, (5.22)
Nous définissons I'opérateur de subdivision S“amAﬁ) l(Xa,.a5) = Tm(RY) par
(5,7 x <0,
) 0 o _ — \o00 0 _
Sitnn = Sanag)” = 7SR )T+ T =MSE)™ x=0, (5.23)
Sr,;ﬁ ® x>0,

et nous supposons qu’il existe un opérateur Qya, .4, : Tm(R*) — I(X(4,.4,) de sorte que
S a A QiAo = 1d.

Proposition 12 Soient S, Ay 1 Xaga,) = mn(RY) une application injective, Qya,.ag) :

mm(R®) — I(Xa,.a,) UN Opérateur quasi-interpolant. Alors la relation
S, ) O\4,.4p = 1d, implique :

(§,)° x<0
oo _ 0 oo - [ed) _ + [o%) —
Sty =1 (+Am/:5>) Y87+ A=) x=0
(S |A/i) x>0
(5.24)

Ql(jf“’ x <0,
© Qanap =1 Quagay =79, +1=1CQ,, x=0,
y x>0,

|Ae
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avec .

(S0, x<0
o - )® _ + \oo _
Ganp =1 YO)THA=NER)™ x=0
(55, x>0
(5.25)
1d x <0,
={ Id+ (1 = y)(VAGLALV) x =0,
Id + (VAGLALY') x>0,
et
O, x <0,
Ql(A(hAﬁ) = YQITAQ + (1 - ’)/)Ql-zﬁ X = O’
I‘Z{I x> 0’
(5.26)
1d x <0,

Id - (1 - y)(VAGLALY")  x =0,
Id - (VAGLALY') x> 0.

Preuve 17 Nous montrons la relation (5.24) pour 'ensemble des polynémes de degré au

plus 3. ¥ f € n3(R?), pour tout A,, Ag € R*? et pour tout z = ( ;‘ ) e R?,

SH*f(Ax2) x<0
Sihaap /@ = { Y T)®f(A) + (1 = y)(S )T f(Agz) x=0
(8™ f(Apz) x>0
f(Aq2) x<0
=3 Y(S)¥f(Ae) + (1 =S¥ f(Agz) x=0 .
f(Ag2) + (VAﬂLA'IBVt)f(AIBZ) x>0

Pour x = 0 et a partir de I'équation (5.14), Az = Apz, alors Vf € n3(R?), f(Aaz) = f(Ag2),

f(A(tZ) x<0
Stnoapf@ =4 S+ - V(VAGLALV) fa,: x=0
J(Agz) + (VAGLALV") f(Apz) x>0
ﬁAaZ x < 0,
= S hoan/ @ = fiage + (1 = Y(VALALV) fia,e x =0,
Jiagz + (VAGLALY") fias: x>0,

d’ou la preuve de la relation (5.25). De la méme maniére nous pouvons montrer la relation
(5.26).

Maintenant, nous supposons que :

flAnz x<0,
QI(A(hAﬂ)f(Z) = ﬁAﬁz -(- ’)’)(VAﬁLAéVt)ﬁAﬁZ x=0, ,
fitge = (VALAYY ) fiye - x>0,

et nous montrons que S5, , O\, = 1d
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(ST fiae x<0
S hnig Qi4eap f(2) = S Aot Uiage = (1 = V(VARLAGY) fiagzl x=0
(S )53, gz = (VASLALV) fic] x>0

A partir de la remarque (3) (chapitre 3) et la remarque (4), nous avons :
(S_)lolzafl‘AHZ = Id7
et a partir de la proposition (11) on a :
(S+)|OX,3[f|AﬁZ - (VAﬁLA‘tBVt)ﬁABZ] =1Id.
Il nous reste a montrer que :

(S ONn ap Ufiage = (1 = VI(VASLAGY) fia] = 1d. (5.27)

(SO, ap itz = (1= MVASLARY) fiase] = (SO, s (fiase)
~(L=Y)SG, 4, (VABLALY) fiag:)
= fiage + (1 = VI(VABLALV) fiage — (1 = Y)[(VABLALV") fiay:
+ 3 GiDY fiagel,

nous avons, pour tout x = 0 et pour tout f € m3(R?), D* fia,. = 0, alors,

S, 49 @40 [@) = firges

d’ou la preuve de la relation (5.27).

Afin de montrer la relation (5.20), nous montrons que I'opérateur quasi-interpolant Qya,.4,)
d’'un schéma de subdivision quasi-linéaire préserve les coefficients dominants (relation
5.19)

Proposition 13 Soit O, .4, un opérateur de r,,(R*) dans I(Xa,.a,) défini par I'équation
(5.26). Si Q) et QI*/;B préservent les coefficients dominants alors Qya,.a, préserve les
coefficients dominants.

Preuve 18 Qyu,.4, préserve les coefficients dominants si :

Vf € m(R) = 1Qa,40.f@) = f@I = Olll")  pour tout k <m.
Cela revient a démontrer que :

Vf € m(RY) = 100y, 4, f@ = f@I = ORI pour tout k< m

On a,
10, 4 f @ = F@I = YO f@ + (1 =NQ, f ~ [
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= O, f+ (=00, f—vf ~ A=AV [~ 1+ A =NIQh [~ 1,

Par hypothese, Q,, et Qltx,; préservent les coefficients dominants alors,
YO, [+ =VQl f~vf =1 =fl= Ol pour tour k<m.

Lemme 6 SoitS‘ D (X (Agag) = T(RY), SOIt Qa, A @ Am(R*) — I(X(a,.a,) 'OpErateur

|(AmA/3)
inverse de Sl‘a A" Si Q\a,.45 Préserve les coefficients dominants pour tout f € n3(R®)
alors :
S\ tutp QAntp) = 1d © Sia,.45) QiAnp) = QiAnitp)T (5.28)

Preuve 19 Nous considérons o, S a,.ag), S E‘Z )
sur I'espace des polynémes de degré au plus 3.

et Q\a,.a5) COMmMe des opérateurs définis

Supposons que S, 4 QiAnap = 1d. Nous multiplions les deux cétés de I'égalité
S ma,Aﬁ)S (Aw-Ag) = O ma,Aﬁ)’
par l'opérateur quasi-interpolant Qya, ., Nous aurons :
S oS 1Aap) Qiantp) = TS |G 4,y QliAp)
Pour tout f € m3(R?) :
S thatnS 1Aatn) Qg ap ] = TS\ a0y Qiasapf = O f.
D’un autre cété nous avons,
Sittatp Qtoap =1d = S\ 4\ Qa,apof = of

alors :

S oS 14029 Qidatp)f = S (4, 9 Qida )T f

= 514045 QiAnAp) = Ql(AnApT

Pour tout f € m3(R*) et pour toutn < 3,0 f = 27" f, nous supposons que
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S ﬁAa,Aﬁ>Q|<An,Aﬁ)f = QA ap0 > (5.29)

et nous montrons que S Aﬁ>Q|(AmAﬁ) = Id, a partir de la définition de la convergence
uniforme (équation 5.18), i.e :

Jim (1S P, ap)i = FQ 7 Dlloo 22 = 0. (5.30)

A partir de I'équation (5.29) et de la définition de I'opérateur de dilatation o f = 27" f,
n<3,

k _ —nk
Sitatn Qtatnf = Qan.ap2™" f

= 1S Pltwan)i = FQ Do zsrip = 27 1O A0t f = Flloo zsr2tp-

A partir de la proposition 11, Oia,.45) Préserve les coefficients dominants, alors :

101040 = flloo zsn2tp = 02",
d’ou la preuve de la relation (5.30).

Dans le chapitre 3, nous avons vu que les schémas de subdivision B-splines ont un
ordre d’approximation optimal, tandis que les schémas interpolants présentent un ordre
d’approximation maximal. Précédemment, il a été montré que si : Q : 7,(R*) — 7, (Z°%)
satisfait, Vf € n,,, S*Qf = f, alors Q peut étre étendu a un opérateur invariant par trans-
lation Q* : C(R*) — I(Z*) qui est borné et local. Lextension de cet opérateur est utilisée
afin de montrer I'ordre d’approximation m + 1 des schémas de subdivision approximants
(section 2.5).

Ici, nous verrons que I'extension de I'opérateur quasi-interpolant Qy,.4,) a un opérateur
quasi-interpolant discret Qi A peut étre utilisée afin de montrer que nous pouvons es-

timer I'ordre d’approximation d’'un schéma de subdivision quasi-linéaire.

Dans le cas de la subdivision quasi-linéaire, 'opérateur Qy,.4, n'est pas nécessaire-
ment invariant par translation. Alors nous supposons que l'opérateur Qya,.a,) : mm(Z°) —
I(X(a,.45)) PeUL étre étendu a un opérateur borné et local Ql*(A(,,Aﬁ) P C(R®) — I(X(a,.a4) €t
nous montrons qu’il existe un domaine ouvert et borné D € R* et une constante ¢ > 0 de
sorte que pour touti € Z :

|Q|*(A(Y,Aﬂ)f(i)| < cllflleo,i+p-

Lemme 7 Lopérateur Qya,.ay : Tn(Z*) — I(X(a,.4,) peUL étre étendu a un opérateur in-
variant par translation Ql*z Audg) C[R*) — U(X,.a4) qui est borné et local, a savoir, qu'il
existe un domaine ouvert et borné D € R* et une constante ¢ > 0, de sorte que :

104 4 S DI < el fllsois -
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Afin de montrer ce lemme, nous donnons la définition suivante :

Définition 19 On dit qu’'un schéma de subdivision linéaire S défini sur un support Q est
local, si pour touti € R® et pour tout p € I(Xy)), j € {a, B},

Pli+onx,, = 0= (S p)i = 0. (5.31)

Preuve 20 Soit Qya,.a5) : 7m(Z*) — (X(,.45) I'Opérateur quasi-interpolant d’un schéma
de subdivision quasi-linéaire défini par :

Q‘;‘H i1 < 0,

_ 0 o
Qaetp) =\ Qiagay 1=0
b o

ou 0, est l'opérateur quasi-interpolant d’un schéma interpolant, Qaﬁ l'opérateur quasi-
interpolant d’'un schéma approximant et Qﬁ Aodp) l'opérateur quasi-interpolant mixte.

Nous supposons qu'il existe un opérateur quasi-interpolant discret QI*( Aushg) de sorte que :

Q,) <0,
QI?AH,Aﬁ) = (Q&A(,,Aﬂ))* ii =0,
Q) >0,
et nous montrons que :
194040 DN < cll flloo i+ 00Xt 0 (5.32)

e Pour i, < 0, l'opérateur Oia, A correspond a l'opérateur quasi-interpolant discret d’'un
schéma interpolant (On ),

IQF{AG,Aﬁ)f(i)I =1(Q),) fO),
alors il est possible de montrer qu'il existe une constante ¢, = 1 de sorte que :
Q)" fDI = If D] < N flloo (i+0)X s, » (5.33)
ou Q- représente le support du schéma interpolant (S Eta)*
e Pour i, > 0, l'opérateur Qr( Aushg) correspond a l'opérateur quasi-interpolant discret d’'un

schéma approximant (Ql*;\ﬁ)*, alors a partir de la définition 19 et le lemme 4 (chapitre 3),
nous pouvons montrer qu'il existe ¢, > 0, tel que :

Q)" F DI < ctllflleois@rinxa, (5.34)

ou QF représente le support du schéma approximant (S ;xﬁ). Il nous reste a montrer la
relation (5.32) pour i; = 0,

QY 4, 4, O = XQ, ) F )+ (1 = Y@ )



5.3 Schémas de subdivision quasi-linéaire 103

= Q") a, ap FO <A@, FO+ (L= PIQ", FO.

A partir des deux équations (5.33) et (5.34), nous aurons :

Q04,4 F@I < V| fllsoivarns, + (1 = Veallfllegisarn,, (5.35)

On a d’'un coté Xy, C Xa, A5 €t Xa, C X(a,.a5 €1 d'un autre cote, QF C Q- alors :

(1 + Q") N Xay) C((+Q7) N Xa,.80),
(5.36)

(i + Q)N Xap) €+ Q)N Xa,0)-

A partir de ces derniéres équations et I'équation (5.35), nous pouvons affirmer que :

1(Qlta, ap)" DI < llfllon, 425X 10.00)5 (5.37)

d’ou l'existence d’une constante c =y + c»(1 — y) et d’'un domaine ouvert et borné D.

Apres avoir montré que l'opérateur Qya,.a, peut étre étendu a un opérateur quasi-
interpolant discret Oia Ay NOUS montrons dans le lemme suivant que nous pouvons

approcher toute fonction f € C"*!(R*) par S o Qi ap)-

Lemme 8 Soit Sa,.4,) Un schéma de subdivision quasi-linéaire, soit Oy, g CR’) —
I(Xa,.az)) Un opérateur borné (dans le sens du Lemme 7)de sorte que :

Sitatn QtaapS =1 [ € mm(R?).
Alors il existe une constante c telle que :

o0 * 1
”S|(A‘,,AIB)Q|(AQ,A,3)f - fll< C||Dm+ Sleos

pour toute f € C"™ ' (R?®), ID™! fllo < oo avec la notation ||D"*! flle = Max{|IDS flle, 5| =
m + 1}(le maximum des opérateurs différentiels de degré m + 1).

Preuve 21 Afin de montrer ce lemme, nous supposons que :

1657, )™(05 )" = e <0
”SmmAﬁ)Q;AmAB)f - f”oo = ”(SﬁAa,Aﬁ))w(QﬁAmAﬁ))*f - f”oo x=0
||(S|;ﬁ)°°(Q|Zﬁ)*f = flleo x>0
el nous montrons que :
IS, )"0 )" f = flleo = c1ID™! fllo x<0
SO, 4 )™@0% 4 ) f = fllo < 2D fll x=0
|( > ﬁ) |( > [f)
IS p )7 (QR ) = flle < 3D flleo x>0

Nous avons :
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e Pourx <0, le schéma (S, n)” reproduit les polynéme de degré m de fagon exacte. Alors
il est approximant d’'ordre m + 1 et (S, A, )""(Q| A, )" f représente la meilleure approximation

uniforme de f dans C"*'(R®) sur la moitié gauche de la grille, i.e

IS 14, )V (Qp )" f = flleo < ctllD™! flleo

e Pour x > 0, le schéma (S ;1;;)00 reproduit les polynémes de degré m de fagon simple. Alors
d’apres le lemme 5, nous povons estimer son ordre d’approximation et (S |*f"ﬁ)‘”(Qlj‘ﬁ)"‘ f est

plus proche de la meilleure approximation uniforme de f dans C"*'(R®) sur la moitié
droite de la grille, i.e

IS 5,7 f = flleo < e3lID™! fllco.

Il nous reste a montrer qu'il existe une constante c, telle que :

1S a0 " (@it 40" f = fllss < €2llD"™! flloo. (5.38)

Pour cela, nous utilisons la propriété de reproduction des polynémes et le polynéme de
Taylor. Nous avons montrer précédement (proposition 12) que pour tout f € r,,(R*) :

(S|(A Aﬁ)) QﬁAa,Aﬁ)f = f

Soit T,,.f(.) le polynéme de Taylor de degré m autour de z défini par :

1 .
Tnaf ()= ) (.~ Df).

lil<m ~°

A partir des deux derniéres relations et pour tout f € C"(R*) nous pouvons ecrire :

(S ang) Qi 4,) @ = [@) = (S g, 47 (Qa, ) (f = TN

A partir de la définition 19 et la preuve du lemme 7, nous pouvons montrer qu'il existe un
domaine ouvert et borné et une constante c'2 de sorte que pour toutz € R* :

1S 0, 40 (Cla, 40) (f = Tz N@N < €l 4" (f = Tniellcozsr-

De plus, (Ql(z A Aﬁ))”‘ est borné et local (relation 5.37), alors :

QA 40) (F = TinzDllszra < Ellf = Tnlloo s
Nous savons que pour tout f € C"™(R),
If = T lloo e < €5 D™ fllo.
Alors les deux derniéres relations fournissent la preuve de I'équation (5.38).

Le lemme précedent montre que S5 , Oy, 4./ est tres proche localement de la
meilleure approximation uniforme de f dans C™*!(R*) sur la grille entiére X4, .4,). Main-
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tenant, nous nous intéréssons a I'estimation d’erreurs et a I'ordre d’approximation des
schémas quas-linéaires. Comme pour le cas de la subdivision linéaire, nous pouvons
estimer les erreurs provenant de I'échantillonage des points de contréle d’'un schéma de
subdivision quasi-linéaire. Pour f € C"™*!(R®), pour tout p§ = f(xf),xf = i = hi, on dé-
montre les estimations d’erreurs suivantes, avec la notion || f|lc = max{||D” f|le, ly| = m+1},
a partir du Lemme 8.

e Pour les fonctions :

”SI(AQ,A;;)QKAH,Aﬁ)f — fllo =

II(S@”)W(Q@(Y)*f — fllo < ct ™D flloo ¥ <0
IS D0 )" Q0 4 ) f = flle < 2B D™ flleg x=0
IS5 )0™(Q )" f = flle < csh™ DL £, 0

e Pour les dérivées partielles d’ordre j, j <m+ 1 :

ID’S G440 CLlanan ) — DAl =

IDIS 1, )°(Qp )*f = flleo < et B D™ fll x<0
”(DJSﬁAa,Aﬁ))m(QﬁAa,Aﬁ))*f - f”oo < Czhm+1_|]|||Dm+1f||oo x=0
1657, )" f = fllo < esh™ 1D £ 0

Rappelons ici que I'estimation des erreurs ne rentre pas dans le cadre de notre travail,
pour plus de détails sur ce sujet voir par exemple les travaux de de Boor [deBoor 1990,
deBoor 1992].

Pour un ensemble de points de contréle {p;,i = (i1,i2) € Xa,.4}, Nous définissons un
ensemble de nouveaux points de contréle {(S p).;} sur la grille %X(AQ,A/;) : par un schéma
interpolant (S~ p)a,i.i € %X(AQ,A[,) sur la moitié gauche de la grille (i; < 0),

(S™P)ayi = Xjezs ai-l_zj(P)Aa(j) pour i <0,

et par un schéma de subdivision approximant (S*p)a, sur la moitié droite de la grille
(i1 > 0),

(S*Pagi = Ljezs ai', {Plagy pour iy > 0.
La fonction limite de ce schéma de subdivision est donnée par :

(57 i <0
) 0\c0 _ — \NoO o .
Sitin =1 S ey =YER)T+A=NEEI® =0, (5.39)
(S5, >0

et son opérateur quasi-interpolant est donné par :
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Qlj% i < 0
Qv =3 Qapny =7, TA=MQ, 1=0 . (5.40)
|‘2(1 il > 0

Notre objectif est de trouver des regles de subdivision particuliéres sur la zone mixte (sur
'axe y (i; = 0) et au voisinage de cet axe) qui assurent le bon raccord de deux schémas
de subdivision de types geéométriques différents.

Dans un premier temps, nous utilisons les équations (5.4) et (5.15) et la notion de localité

d’'un schéma de subdivision afin de trouver un ensemble de régles qui déterminent les

nouveaux points dans la zone mixte.

Définition 20 Soit Sp,-a=12un schéma de subdivision interpolant défini sur un sup-

port Q™ = [[€, 62_]]2. Soit A~ = [[w], w5 | X Z € X4,. On dit que Slley’a = 1,2 est local sur le

support A=, si :

— les nouveaux points de contréle impairs (S ", Phi-1,i € A~ C Xa,,i1 < 0 dépendent
seulement des points p1;_1y,a-)na-»

— les nouveaux points de contrdle pairs (S, p)i,i € A~ C Xa,,i1 < 0 dépendent seule-
ment des points p; i.e ((S A, D) = pi).

Définition 21 Soit S l;ﬁ, B = 1,2 un schéma de subdivision approximant défini sur un sup-

port Q" = [, 62+]]2_ Soit A = [[w}, wj ]l X Z un support qui représente un sous ensemble

de la grille X4,. On dit que S I;ﬁ, B =1,2 est local sur le support A*, si :

— les nouveaux points de contréle impairs (S ;4“ phist,i € AY C Xqu,ip > 0 dépendent
seulement des points p1 i, 1y40+)na+s

— les nouveaux points de contréle pairs (S |1—\,3 Poii € AT C Xyy,01 > 0 dépendent seule-

ment des points p ;;,q+)na+-

A partir de ces deux définitions et pour A~ = [wy,—11XZ, AT = [[1,w; ]| X Z, nous pouvons
affirmer que :

Proicisayna- = 0= Sy Poi-1 =0 i € o, ~1]
: (5.41)
pi=0= (S, pri=0 i1 € [w;,-1]
et .
Piisiranna- = 0= (S Pt =0 i1 €[, o7]]
(5.42)
Piairannar = 0= (S )i =0, i €[[l,w]

Nous nous intéressons maintenant aux deux extrémités des deux intervalles [w;,-1]
et [1, w71, afin de définir les régles de bords {(S|;\ D)2is (S‘;‘ap)zi_l} pour i = (i1,i2),i1 =
w]’, -1,ip € Z et {(Slt\ap)Zi’(Sler‘lap)%H} pour i = (i1,02),01 = l,a);,iz € Z. En effet :

e Pour ij = oy, (S, Prie1 (S |y phai) représentent les régles de bords extérieurs du

schéma S, .
IAq
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e Pour ij = w}, {(Slzﬁp)gi_l,(SIZﬁp)zi} représentent les régles de bords extérieurs du
schéma Slj;ﬁ.

e Pour i; = -1, (S, Pri1: (S _phai) représentent les régles de bords intérieurs du
schéma Sia,-
e Pouri; =1, {(S l;ﬁp)gi_l, (S@ﬁp)Zi} représentent les regles de bords intérieurs du schéma
St

1Ag

Des modifications de la plupart des schémas de subdivision ont été proposées pour tenir
compte des bords extérieurs de la surface, dont on ne souhaite pas que leur raffine-
ment dépende des sommets intérieurs, pour pouvoir coller des morceaux de surfaces
sans risque de trou ("crack") au cours de la subdivision. Par conséquent, des schémas
de subdivision de dimension 1 (s = 1) peuvent étre utilisés comme des regles de bord
extérieur pour les schémas S, et SlJ/r&,;'

A 'opposé des régles de bords extérieurs, il est nécessaire que les régles de bords
intérieurs dépendent des sommets intérieurs pour pouvoir raccorder les deux schémas
de subdivision S, et Sﬁiﬁ' Par conséquent, nous supposons que :

(4, P2i-1 =0, pour iy =-1,
(5.43)

(S, P)2i = pi»  pour iy = -1,
et

(S;‘ﬂp)zi =0, pour ij=1. (5.44)
Le repérage des nouveaux points issus de I'application d’un schéma de subdivision quasi-
linéaire dans la zone mixte passe par trois étapes :
Premiére étape : A partir de I'équation (5.4), nous définissons les deux schémas de sub-
division S, et Sl*/;ﬁ en fonction de deux ensembles de reégles y~ = {af‘},»]e,\f,iezz pour S,

ety = {a;l}il€A+’i€Zz pour S‘j‘ﬁ par :

Vp € lXp) Vi€ Z° Vi € AT, (SpIai= . dlly (Pa,y (5.45)
JEZLS
et
Vp € I(Xp)) Vi € 7 Viy € A*, (Spagi = Y. @y (Playjs (5.46)
JEZLS
avec .
A™ = [wy,-1]
At =[1,wi]

Deuxiéme étape : A partir des deux équations (5.42) et (5.43), nous obtenons :

pour i; = —1,
(S pri-1=0=a7=0 (5.47)
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- a’atata’ aaa o -

FIGURE 5.6 — Visualisation graphique des deux schémas de subdivision S n, ets l;ﬁ.

et pouri; =1,
(Sih,pri=0=a; =0. (5.48)

Donc, a partir des équations (5.44) a (5.47) les nouveaux points issus de I'application
des deux schémas S, et SFA/; sont déterminés par les deux ensembles de régles : y~ =

(@®1,..,a5, a7 a7 ety ={d®,a*,d%, ...,a*?} (voir figure 5.6).
Troisiéme et derniére étape : A partir de 'équation (5.15) et pour A = [wy.w; 1, nous

définissons le schéma de subdivision quasi-linéaire en fonction d’'un ensemble de regles
x =1{a*1,...,d" ....a*:} alors,

1. x Ny~ = x~, représente 'ensemble des régles de subdivision qui déterminent les
nouveaux points issus de I'application du schéma interpolant S, SUr la moitié
gauche de la grille (figure 5.6 a gauche).

2. x nx* = x*, représente 'ensemble des regles de subdivision qui déterminent les
nouveaux points issus de I'application du schéma approximant Sﬁxﬁ sur la moitié
droite de la grille (figure 5.6 a droite).

3. ¥\ uxH=x"=1{a3,a",a" a',a?}, représente 'ensemble des régles de subdi-
vision qui déterminent les nouveaux points dans la zone mixte (voir figure 5.7).

Apres avoir repére les différents ensembles de nouveaux points dans la zone mixte, nous
nous intéressons maintenant aux regles de subdivision qui définissent ces nouveaux
points ainsi qu’a la méthode que nous allons utiliser pour le calcul de ces regles.

Comme exposé précédemment, 'ensemble des regles de subdivision particuliers

{a>3,a7",d d',a?) contient cing régles répartis sur 'axe des abscisses. Chacun de ces
regles représente une ou plusieurs régles reparties sur I'axe des ordonnées et chaque
régle détermine un nouveau point. Donc nous aurons cinq ensembles de nouveaux
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FIGURE 5.7 — Visualisation graphique d’un schéma de subdivision quasi-linéaire sur une
grille quad/triangle. (les points verts représentent les nouveaux points issus de I'appli-
cation d’un schéma interpolant S A, les points rouges représentent les nouveaux points
dans la zone mixte et les points noirs représentent les nouveaux points issus de I'appli-
cation d’'un schéma approximant SfAﬁ ). (.a™>,...,a,..) représentent les régles qui déter-
minent ces nouveaux points.

POINtS = {(S(4,.40P)-3.j} (S 1Asa0P)-1.} {(S 14045 P01} 1S 140 a9 P11 (S (4,4 P)2.j}: POUT
tout j € %X(A(Y,Aﬁ)-

Pour calculer les régles de subdivision qui déterminent ces nouveaux points, nous utili-
sons la relation entre I'opérateur de subdivision quasi-linéaire Sy, .4,) et 'opérateur quasi-
interpolant Qya,.4, associé a ce schéma de subdivision ainsi que la propriété de localité
d’un schéma de subdivision.

Nous avons vu dans le chapitre 3 (proposition 10) que la détermination d’une régle de
subdivision a un point 7 sur un support A = {71, 72, ....., Tn},

(Sp)e =b1pr, + ... + bype,, (5.49)

revient a résoudre le systéme d’équations suivant :

Zony(Pr)r = dow), (5.50)
dont les inconnues sont les poids de la régle (Pr), = {by, ..., by}.
Dans le cas quasi-linéaire I'opérateur quasi-interpolant Qya,., est défini par les trois
opérateurs Qs QﬁAa,A,,) et Q;ﬂ qui déterminent son évaluation le long de la grille X, 45)-
Alors le support A C X(4,.4, d'une regle de subdivision a un point = implique aux plus les

trois opérateurs quasi-interpolants, d’ou la nécessité de décomposer le support en trois
sous supports A = {A~, A%, A"}

Soit (Sja,.49)P)r> T € %X(A”,Aﬁ) une régle de subdivision en un point = défini sur un support
fini A C X(AmA,s) ={r1,72,..... ,Tpt par:
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(S|(A(,,Aﬁ)[9)r =bi1pr + ... + bype,. (5.51)

Nous définissons les poids d’'une regle de subdivision (Pr), sur le support A C X4, 4, =
{A=, A% A*} par :

(Pr)‘r = {(Pr)T|A—$(Pr)T|A0’(Pr)T|A+}’

avec :
(Pr)d,- = {bii=1,.,IATI},
(Pr)yo = Abii = IA7], ..., IA°]), (5.52)
(Pr)eye = Abisi = [A%, ..., IATI).

Si S 4,45 Vérifie la relation (5.28) et pour tout f(z) = x"1y*2, (x,y) € R, 0 < k| = |ki| + |k2| <
m, nous aurons la relation suivante :

S 40tp) Qntp) f@) = Qa0 f(@) = 2770 f(2), (5.53)
A partir des deux équations (5.51) et (5.52), les poids (Pr), de la régle de subdivision
sont définis comme étant solutions de I'équation suivante :

ZQKAQ,A/;)(A)(P Ne = dQ\(Aa,Aﬁ)(T)’ (5.54)

ou : (Pr), est un vecteur-colonne (1 :| A |) de dimension | A |,

(Pr)T = (a19 sy al’l)t, (555)
Z0u,up(n) UNE Matrice de dimension (C;,,, ,x|Al) composée de trois sous matrices 20, (A

m+s
ZQI(EAH,A/;)(AO) et ZQ%(Aﬂ de dimension (C,,|AS]), (C, IA%) et (C IAT]) (respectivement)
telle que :

m+s m+s m+s

0, (y)(T) T EA,
Tpj =9 Qa,ap @Y 7 €A, (5.56)
Qf, (W)  Tie A,

et dg,, 4, €stun vecteur-colonne de dimension C;,_; :

diy = 27 Mok yR)(r). (5.57)

Comme nous venons de le voir, la définition et le calcul d’'une régle de subdivision dé-
pendent du choix du support A. Le choix des différents supports donne des régles de
subdivision différentes. Lenjeu est de trouver des régles de subdivision définies sur les
plus petits supports possibles.

Compte tenu de la définition d’'un schéma de subdivision quasi-linéaire (équations (5.15)
et (5.17)), nous pouvons distinguer deux cas particuliers :

Premier cas : Pour y = 0, le schéma de subdivision quasi-linéaire est défini par :
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(S1a, P)Aci = Xjezs a?_z PGy 11 <0.
(SAatp) Pt = , (5.58)
(S r,}‘ﬁp)Aﬁi = Xjezs ai-l_szAﬁ(j) i1 > 0.
Dans ce cas ci, nous avons trois ensembles des nouveaux points a déterminer :
{(S1Antp P31 (S (4wt P)-1.71 (S (A0 P)o,s), POUN tOUL j € 1X(4, 0.
Deuxieme cas : Pour y = 1, le schéma de subdivision quasi-interpolant est défini par :

(S\a, PIAui = Xjezs Qin).i-2j/(P)aai) i1 <0
(SA0apPleti) = (5.59)
(S fAﬁP)Aﬁi = X jezs AGy.i-2j(Plagy 11> 0.

Alors les ensembles des nouveaux points a déterminer dans ce cas sont :

(S 140apP)-1.j1 (S a0t PI1sh {(S |(Ag.ap) 2.7}, POUN tOUL j € X (4, .45)-

Mais comme nous avons déja vu, dans le cas général (y € [0,1]) il existe au moins
cing ensembles de nouveaux points a déterminer : {(Sya,.49P)-3}, {(SiA,.4pP)-1.i};
{(S140.40)P)0, 1 (S 14,40 P)1.j}s (S (4,40 P)2.5}, POUr tOUL j € %X(AmAp). Nous constatons donc
que :

e Pour y = 0, les nouveaux points {(Sya,.45P)-3.} {(S|4,.45P)o.j} coincident avec les nou-
veaux points{(Slgap)_g,j}, {(Slj%p)o,j} pour tout j € %X(Aa,Aﬁ).i.e :

supp((S|a,.49P)-3.7) = supp((S,, P)-3.j)
(5.60)
supp((Sia,.apnP)o.j) = supp((S,, Po.j)

e Pour y = 1, les nouveaux points {(Sa,.4,2)1.j}, {(Sya,.45P)2.;} cOincident avec les nou-
veaux points {(Sl-;‘ﬁp)l’j}, {(Sl*/;ﬁp)z,j} pour tout j € %X(Aa,Aﬁ).i.e :

supp((S\a,.a0P)1.7) = supp((S C;\ﬁp)l,j)-

(5.61)
supp((Sa,.apP)2.j) = supp(Sjy p).j)-
Alors pour tout y € [0, 1] et pour tout j € %X(Aa,Aﬁ), nous pouvons affirmer que :
supp((Syy P)1.j) S supp((Sia,apnP)1.j)
supp((S f;‘ﬂp)z, DS supp((Sia,.anP)2,j) (5.62)

supp((S; P)-3.) € supp((Sia,apP)-3.))
supp((Sy ploj) S supp((Sia,.apPo.j)

Les équations (5.60) et (5.61) peuvent étre interprétées comme suit : les support des
régles de subdivision qui déterminent les nouveaux points (Sa,.a,)P)-3.j, (S|4,.45)P)0.)>
(S 1a0apPI1.js (Sa,.45P)2.; ONt Une forme tres proche de la forme des supports des regles
C]Ui déterminent les nouveaux points S |(A{,,Aﬂ)p)—3,j, S|(A‘,,A,3)P)O,j, (Sl(A,y,AB)P)l,j: S |(A{,,Aﬁ)p)2,j
respectivement. De plus :

1. Pour y = 0, les supports des régles qui determinent (Sya,.a,p)-3; (resp.
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(SIaa40P)0,j) SONt identiques aux supports des regles qui déterminent (S, p)-3,;
(resp. 7, plo.j).

2. poury = 1, les supports des regles qui déterminent (S a,.a,)P)1.; (resp. (Sya,.45P)2.))
sont identiques aux supports des régles qui déterminent (S |zﬁp)z,j (resp. Sl*;‘ﬁp)l,j) .

Pour les supports des régles qui déterminent les nouveaux points (Sa,.44p)-12;+1 NOUS
choisissons des petits supports de sorte que I'équation (5.53) admette une solution
unique.

Un schéma de subdivision quasi-linéaire est défini en fonction de deux schémas de sub-
division linéaires sur les deux moitiés de la grille dont on connait déja les continuités.
Dans cette section, nous nous intéressons aux conditions nécessaires et suffisantes de
la C™ continuité de ce schéma de subdivision dans la zone mixte (sur I'axe y).

Le procédé utilisé pour déterminer les conditions nécessaires de la C™ continuité d’'une
surface limite d’'un schéma de subdivision quasi-linéaire est basé sur les théories de la
reproduction des polyndémes ainsi que les conditions sur les valeurs propres de la matrice
associée a ce schéma de subdivision. Pour cela, nous fixons une aréte N sur I'axe y et
nous définissons une matrice de subdivision M associée au schéma Sy, .4, de sorte
qu’apres un pas de subdivision la matrice M contienne tous les points de contréle de la
surface qui influencent I'aréte N.

Dans la section 5.3.3, nous avons montré que les schémas de subdivision quasi-linéaires
reproduisent des polynémes de degré au plus m si la fonction limite associée a ce schéma
de subdivision (Sa,.4,p) Vérifie la relation (5.28).

A partir des deux propositions 7 et 13, nous donnons la proposition suivante :

Proposition 14 Soit S\,.4, un schéma de subdivision quasi-linéaire dont la fonction

limite (S, A p) € C™ vérifie la condition de reproduction de polynémes (5.28), alors les

valeurs A; = {1,271, ...,27™} sont les valeurs propres de la matrice de subdivision M. De
plus toutes les valeurs propres de M différentes de {27¢,d = 0,...,m} sont de module
strictement inférieur a 27".

Pour vérifier les conditions suffisantes de la C™ continuité d’'un schéma de subdivision
quasi-linéaire, nous allons utiliser le test du rayon spectral conjoint. Ce test a été adapté a
des schémas quad/triangle par Levin-Levin [Levin 2003b] et utilisé ensuite, par Schaefer-
Warren [Schaefer 2005] et Jiang et al [Q.T. Jiang 2009], pour prouver les conditions suf-
fisantes de la continuité C2.

Lapplication de ce test aux schémas de subdivision quasi-linéaires passe par trois
étapes :
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1. La premiére étape consiste a définir deux matrices de subdivision M' et M? qui
transforment une aréte N située sur I'axe y en deux plus petites arétes N; et N,.
Aprés un pas de subdivision, les deux matrices M! et M? contiennent tous les
points de contréle de la surface qui influencent les deux arétes N; et N,. Pour cela,
nous définissons un ensemble de points L afin de définir les deux matrices M! et
M?. Lensemble L représente un sous ensemble de points de contrdle de la grille
initiale et elle dépend des supports des régles de la subdivision considérée.

Soit L € Xa, .44 défini par :

L = {(i1, j1)s - (s Jizp)- (5.63)

Soient M! une matrice de subdivision prenant ses valeurs de L dans L aprés un
pas de subdivision, et M? une matrice de subdivision prenant ses valeurs de L dans
(L, ou £ est un opérateur de décalage donné par : ¢ L = {(i, j + 1)/(i, j) € L}.

L ik, i) = (s Ji1)

Pour tout p = 64 jo).jn = { 0 , la matrice M! est définie par :

sinon
M = (m] r<isizisk<in = S iAgan S - (5.64)
et la matrice M? par :
M = (mlz,k)lslleLlsklel = (S1(A0-Ap) 0 ji) i ji+1) (5.65)

2. Ensuite, nous cherchons une matrice de passage V afin de diagonaliser les deux
matrices de subdivision M! et M?. Le choix évident pour la construction de la ma-
trice V est d'utiliser simplement tous les vecteurs propres de M!. Toutefois, cette
approche peut étre numériqguement instable si la matrice est composée de petites
valeurs propres. Pour éviter les problemes d’instabilité, nous utilisons les vecteurs
propres a gauche et a droite de la matrice M'. Lutilisation de ces vecteurs propres
donne une matrice V telle que :

IV _-iaqly [ X Co
MY =V MV_(O YO) (5.66)

_ 11 1
avec T = (1, 3, 5, .- 5m)-

La matrice V est composée des vecteurs propres a droite de la matrice M! associés
aux valeurs propres de T et complétée par le noyau de vecteurs propres a gauche
de la matrice M' associés aux valeurs propres de Y. Pour diagonaliser la matrice
M? on utilise tout simplement la matrice V. Lutilisation de cette matrice donne :

(5.67)

W a2 © Ci
M =V MV—(O Y,

ou @ est une matrice triangulaire supérieure qui a les mémes valeurs que T sur sa
diagonale.

3. Enfin, on utilise les matrices Y et Y; pour calculer le rayon spectral conjoint,
1
PM(Yo, Y1) = (Max||Ye Ye,_, .. Yo llw)F, (5.68)

avec ¢ € {0, 1}.
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A. Levin et D. Levin ont montré dans [Levin 2003b] que, s’il existe k tel que :

1
pM(xy, 1) < o

alors le schéma de subdivision est de continuité C” sur I'axe de raccord y. De plus,
s'il existe k € N et pl(¥y, ¥)) < 5 alors S®p € C"™® avec @ = -m — log 2(p¥)) si
2ml+] < p[k](YO’ Y]) < zim

Dans cette section, nous proposons divers exemples de schémas de subdivision quasi-
linéaires définis sur des maillages bi-réguliers.

Notre objectif est de trouver des régles de subdivision particuliéres sur I'axe y et au voisi-
nage de cet axe de sorte que I'ensemble de ces regles forme un schéma de subdivision
d’'une meilleure continuité possible (C' ou C?). Les schémas de subdivision que nous
allons présenter dans cette section sont des schémas qui reproduisent des polynémes
de degré au plus 3. Mais d’aprés la section précédente, pour construire des schémas de
continuité C2, nous pouvons nous contenter de schémas qui reproduisent des polyémes
de degré 2. Notons qu’il est possible de définir des schémas qui reproduisent des poly-
némes jusqu’au degré 3, mais cela ne peut pas améliorer la continuité sur I'axe y au-dela
de C2.

Dans le premier exemple, nous proposons des schémas qui reproduisent des polyndmes
de degré 3 ainsi que des schémas qui reproduisent des polynédmes de degré 2. Nous
verrons que le fait de définir 'un ou l'autre de ces schémas de subdivision ne change pas
grand chose au niveau de la continuité de la courbe limite dans la zone de raccord. Par
contre, au niveau de cette zone le degré d’ordre d’approximation n’est pas le méme dans
les deux cas.

Pour le reste des exemples nous ne proposons que des schémas qui reproduisent des
polyndmes de degré 2. Le choix de privilégier ce type de schémas dans cette thése est
dd a la simplicité de la construction et de I'implémentation de ces schémas de subdivision
par rapport aux schémas qui reproduisent les polynémes de degré 3.

Dans cet exemple, nous construisons des schémas de subdivision quasi-linéaires univa-
riés en fonction d’'un parametre y , qui coincident avec le schéma interpolant 4 points et le
schéma approximant B-spline cubique. Les regles de ces schémas de subdivision seront
utilisées par la suite comme les régles de bords extérieurs des schémas quasi-linéaires
bi-variés.

Dans le cas des courbes la grille bi-réguliére correspond a un intervalle X = [—-a, a].

Considérons la grille bi-réguliere X donnée dans la figure 5.8. Nous définissons un
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FIGURE 5.8 — (a)-(e) : les nouveaux points de contréles dans la zone de raccord, (f)-(9) :
les regles de subdivision des schémas 4 points et B-spline cubique.

schéma de subdivision quasi-linéaire S,x sur la grille X par le schéma interpolant 4 points
S surla moitié gauche de la grille et par le schéma de subdivision approximant B-spline
cubique Sl} sur la moitié droite de la grille.

La fonction limite de ce schéma de subdivision est donnée en fonction d’'un paramétre y
par :

f(x) x<0
S S =4 f+50=Paf) x=0 fen , (5.69)
)+ :f(x) x>0

et son opérateur quasi-interpolant par :

f(x) x<0
Oyxf(x) =1 f)—+(1—yaf(x) x=0 femns . (5.70)
() = £af(x) x>0

Nous définissons les régles (S xp)i, i € [-3,2] sur les supports A;, j € [-3,2] avec :

{3
{2
Ai=3 AN =1{-2,-1,0,1}, (5.71)
(-1
(-1
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par :
(Syxp)—3 =bip3+bypo+Db3p_y+bypo,
(Syxp)-1 =cip2+cap_1 +c3po + capi,
Syxp)i =1 Syxpo dip-s +dyp_| + d3po + dspy, (5.72)
(Syxph1  =e1p-1 +expo+e3p1 +esp,
Syxp1 = fir-1+ fapo + f3p1 + fap2.

A partir de I'équation (5.52) les variables bj,c;.dj, fj, j € [1,4], sont déterminées par les
conditions suivantes :

Syx(Qyxpla; = (Oyxop)-3,
Syx(Qyxpa, = (Oyxop)-1,
Syxp)i =3 Syx(Qyxpla, = (Qyxopo, (5.73)
Syux(Qyxpa;, = (Qyxopi,
Syx(QyxpPn, = (OQyxop)a.

Pour tout f(x) = x*, x € R,0 < k < 3, nous aurons les relations suivantes :

Syx(QyxNias = 27Qyx -3
Syx(QuxHin,  =27KQyx -1,
Syxp)i =13 Syx(QyxNine = 27(QyxNos (5.74)
Syx(QuxHia, =27 Qyx 1,
Syx(QyxHin,  =270yx

Notons que Q,x est 'opérateur quasi-interpolant donné dans I'’équation (5.70). La solu-
tion de chaque équation du systéeme (5.74) est donnée a partir de I'équation (5.55) ou
les inconnues sont les poids (Pr); des regles (S, xp)i, i € [-3,2]l. Les poids des regles du
schéma quasi-linéaire S ,jx sont donnés en fonction d’'un paramétre y dans le tableau 5.1.

bi = by = ~55(30), b = by = 16(550) | ¢1 = ~3(S7imm)- 2 = 3y
3 = 8(++3137),C4 g(%)

dy =~ 4( %71:173y) dy = 6( 371:12)/) el:%ﬂl)f €= T—Iﬁly’

& = § iy 1 e = 5ty e3 = 3(Sgiity)- @4 = 3 (g

f1:4( 48+11g) Ja= —48+611y

fs = 3 Camarip) fo = 3(mity)

TABLE 5.1 — Les poids des régles de subdivision particulieres du schéma quasi-linéaire
univarié.

Nous définissons les regles (S,xp)i. i € [-3,2] sur les supports A] j€-3,2] avec :
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A, ={-3,-2,-1,0},
A, =1{-2,-1,0}
Ai = A’p ={-1,0,1}, (5.75)
Al = {_1’ 09 1}’
A2 = {Oa ’2}’
par :
Syxp)-3 = blp 3+ bgp 2+ b3p 1 + b, po,
(Syxp)-1 =cp2+ Czl? 1+ C3Po,
(Slep)i = (Slep)O = d,lp 1+ d’zpo + 6{3171, (5.76)
Syxp)t  =ep-1+e;p0 + e3P,
(Syixph =f1p0+f2p1 +f3p2-

A partir de I'équation (5.52) les variables b, jell,4letc,d, e, f;,je€ll,3] sont déter-

minées par les conditions suivantes

Syx(Qyxp), N, = (Oyixop)-3,
Syx(Qyixp), N, = (Qyixop)-1,
(Syxp)i =3 Syx(Qyxp), N, = (@yixopo, (5.77)
Syx(Qyxp), N, = (Qyixopi,
Syix(Qyixp), N, = (QyixoP)2.

De la méme fagon que pour les schémas qui reproduisent des polynémes de degré 3,
pour tout f(x) = x*, x € R,0 < k < 2, nous aurons les relations suivantes :

Syxp)i =1 Syx(Qyx i,
S y\X(leXf)m’l

S y\X(QyIXf)M;

Sy\X(QVle)|A:3
Sy\X(leXf)M:l

= 27K Qyx f)-3,
= 27K Qyx f)-1,
=27"MQyx o,
= 2_k(Q7IXf)1,
=275Qyx -

(5.78)

La solution de chaque équation de ce systéme est donnée a partir de I'équation (5.55)

ou les inconnues sont les poids (Pr); des regles
de subdivision sont donnés dans le tableau 5.2.

(Syxp)ii € [-3,2]l. Les poids des regles

b, =b, = —%(111”),19/2 = by = 5( 51++2y7) ¢ = _%1(1512;)’ 2 2(5+y)
c3 = 4(5+y)
d =d 4(‘71:%) ey = 3(=k), €, = ~ L=,
; - 2<-;1;;> 3= 35
f1, - fs 43_1(6+27) fz 9612;)

TABLE 5.2 — Les poids des régles de subdivision particuliéres du schéma quasi-linéaire

univarié.
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Pour vérifier les conditions nécessaires de la continuité C™ des courbes limites de ces
schémas de subdivision au voisinage du point origine, nous fixons une aréte [—1,1] et
nous définissons une matrice de subdivision M de taille 6 x 6 de sorte qu’apres un pas de
subdivision la matrice contienne tous les points de contréle de la courbe qui influencent
l'aréte [-1,0]. Les matrices de subdivision des schémas quasi-linéaires univariés qui re-
produisent les polyndbmes de degré 3 sont données par :

_ 3 1ty 1 l6+11y 1 l6+1ly 1+y
G0 LN ACED -3GH 0 0
0 0 1 0 0 0
_1,-19+10y 3 ,-63+31y 123 —1+7y
0 (—37+l3y) 8( 37+13y) 8= %7+13y) 8( 37+13y) 0
0 _3( —1+y ) 6( —1+y ) (—l 9+137) ( —1+y ) 0
4\ -37+13y 37+13y 4\ 37413y 2 -37+13y
0 0 3y —24 ( —16+5y ) _( Y )
—48+117 —48+11y 2\ 748411 28 —48+11y
0 0 ( ) -6 1(—144+3 y) g( —4+y )
4 —48+11y —48+11y 4% —48+11y 2% —48+11y

et les valeurs propres sont :

111 3 (1 vy, 1( 25y% — 127y + 444
24’8 32° 24y 2 143y2 - 1031y + 1776
Tandis que les matrices des schémas qui reproduisent les polynémes de degré 2 sont
données en fonction d’'un paramétre y par :

Yy e[0,1],4; = 1

3 1 1,25+2 1,25+2 1
4(11 +y Z( 1+;:y) Z( 1+;/) _Z(W) 0 0
0 0 1 0 0 0
1,142 9
0 _Z(stryy) 2(51+y) W ? 0
3, -1+ 1,-11+ =1+
0 0 ¥(—7+2yy) 57(—7+21) 4( 7+2yy) 0
Y
0 0 i(—7+2y) _E(—7+2y) 2(—97+227) 0
3 1,9+ 1
0 0 0 Z(6+2y) 2( 6+yy) Z(6+2y)
Les valeurs propres de ces matrices sont :
, 11 3 3 1 —19 - 35y + 69>
=12~ - = YTV yelo,1].

T2 A6+y) AH6+y) 4 292+ 3y-35

A partir des valeurs propres /l[,/I;. , pour tout y € [0, 1] et pour tout i = 1, ...,6, nous avons

{/lle,%,él, 9,J<% pour j=3,..,6
l=1,§,0j, 0}<§ pour j=3,.,6

d’ou les conditions nécessaires de la continuité C!.
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Pour les conditions suffisantes, nous effectuerons le test du rayon spectral conjoint. Pour
cela, nous définissons un ensemble de points L afin de définir les deux matrices M' et
M?. Pour les schémas quasi-linéaires univariés présentés ici nous choisissons L comme
un ensemble de |L| = 7 points : L = {i,i € [-3,3]]}, et nous définissons les deux matrices
apres un pas de subdivision par (voir figure 5.9) :

M L>L
M L—>L

avec (L = {i + 1,i € [-3,3]}). A partir des valeurs propres de ces deux matrices et la
proposition 14, nous constatons que :

1. Pour tout y €]0, 1], les schémas de subdivision quasi-linéaires univariés ne peuvent
pas étre de continuité C? et les deux matrices M' et M? sont données sur la nou-
velle base V par les deux équations (5.66) et (5.67) avec :

|

1 %
6‘(0%)

2. Pour y =0, les valeurs propres des deux matrices M' et M? sont :

=

Il
—_
—_
= O

1111 _3
AllMl = 1’ 2°4°8° §’_6_4’O
pour m=23
1 11 29 — 71
Ailye = 1,2, 78> 500 F 51313 0
et
’ 1 1 1 19 3
Ailm =1, 2.3 8> 1200 ~35- 0
pour m=72

Aile = 1, 2°4>8°28°

d’ou les conditions nécessaires de la continuité C2.

Appliquons la technique du rayon spectral conjoint a des schémas de subdivision quasi-
linéaires univariés qui reproduisent les polynémes de degré au plus 3 (m = 2,3) pour

v =10, % 1}, nous aurons les résultats de continuité présentés dans le tableau suivant,
Schémas Schémas 5.72 (m = 3) Schémas 5.76 (m = 2)
0% 0 1/2 1 0 1/2 1
1 7 _ 1069 | .3 _ 1613 | 3 _ 607 7 _ 609 3_ 152 3 _ 144
pr<3 PP=7%1 | P =ma6 | PP =182 || P =154 | P =135 | P =317
Cl+a C1,9252 C1,8726 C1,7063 Cl,8927 C1,7725 Cl,3022

TABLE 5.3 — Continuité des schémas quasi-linéaires univariés.
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FIGURE 5.9 — Les ensembles de définition des deux matrices M'! et M? associées aux
schémas quasi-linéaires univariés. a) Lensemble L, b) 'ensemble de définition de la ma-
trice M! et c) 'ensemble de définition de la matrice M?.

Rappelons ici que pour v = 0 les schémas quasi-linéaires univariés satisfont les condi-
tions nécessaires de la continuité C2. Alors il est possible de montrer que ces schémas
peuvent étre de continuité C? a condition de trouver une matrice de passage V qui vérifie
les relations (5.66) et (5.67).

Nous verrons ici que I'extension de l'opérateur quasi-interpolant Q,x a un opérateur
quasi-interpolant discret Q;IX peut étre utilisée afin de montrer que nous pouvons es-
timer I'ordre d’approximation d’un schéma de subdivision quasi-linéaire univarié. S, x,
v € [0, 1] sont des schémas de subdivision quasi-linéaires univariés qui reproduisent des
polynémes de degré au plus 3. Par le lemme 8, les schémas S,x sont approximants
d’ordre au plus 4.

Pour obtenir un ordre d’approximation au plus 4, nous avons besoin d’étendre les opé-
rateurs Q,x a des opérateurs bornés et locaux Q;lX dans le sens du lemme 7. Pour
pi = f(x;) = f(i), on remplace 'opérateur différentiel A = 3—221. donné dans I'’équation (5.70)
par I'opérateur aux différences d> d’'ordre 2, les opérateurs quasi-interpolants discrets
associes aux schémas quasi-linéaires univariés sont donnés en fonction d’'un parameétre
v,y € [0,1] par :

o i<0
Q@D =1 LA -pfi-D+ B2 - L -nfi+1) i=0 (5.79)
—sfi=D+3f) - sfG+1) i>0

Par un calcul simple, on montre facilement qu’il existe des domaines ouverts et bornés
D, et des constantes ¢, de sorte que |Q;|X|oo < ¢llflleoitn, s

|(Q_);|Xf|oo < ||f||00,i+Dy i<0
10 floe =3 1@, floo < FE W fllwisn, =0 (5.80)
|(Q+);k,|xf|oo < é”f”oo,i+D7 i>0

Pour toute fonction continue 1, nous utilisons Qf comme points de contr6le initiaux. Nous
avons S;TXQﬂXf = f, alors la fonction f est la fonction limite du schéma S,x. Par exemple,
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FIGURE 5.10 — En haut a gauche, les points qui générent la fonction limite du schéma
4-points. En haut a droite les points qui générent la fonction limite du schéma B-spline
cubique. En bas, les points qui générent la fonction limite des schémas quasi-linéaires
univariés (les schémas qui unifient le schéma 4-point pour i < 0 et le schéma B-spline
cubique pour i > 0). Le point rouge représente le point de contréle Qpy poury = 1, le
point bleu représente le point de contrble Qpo poury = 1/2 et le point vert représente le
point de contréle Qp, poury = 0.

afin d’obtenir la fonction f = x* & la limite, les points de contréle que nous avons besoin
sont (voir figure 5.10) :

1 211

of =(..41,—=

37, 5, ?’ )

La figure 5.10 montre que I'ordre d’approximation dans la zone mixte des schémas de
subdivision quasi-linéaires qui unifient le schéma 4 points et le schéma B-spline cubique
dépend d’'un paramétre y. En effet, a partir de cette figure et du lemme 8, nous pouvons
montrer que plus la constante y est grande, plus I'approximation est bonne. Autrement dit,
plus y est petite, plus I'erreur issue de I'échatillonnage des points de contrble est grande.

Les schémas de subdivision quasi-linéaires univariés que nous avons proposés dans cet
exemple sont des schémas qui reproduisent des polynémes de degré au plus 3. Nous
concluons donc que ces schémas ont un ordre d’approximation au plus 4 dans la zone
de raccord (4 pour les schémas qui reproduisent les polynémes de degré 3 et 3 pour les
schémas qui reproduisent les polyndmes de degre 2).
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La figure 5.11 représente les courbes générées a l'aide de l'application de différents
schémas quasi-linéaires uni-variés, définis en fonction d’'un paramétre y sur un polygone
de contréle. Le principe de ces schémas de subdivision combine les régles du principe
du schéma 4 points, et celles du schéma B-spline cubique sur deux parties différentes du
méme polygone de contr6le. En bleu (resp. jaune), les courbes ou une partie interpolante
(resp. approximante) de la courbe et le point en rouge représente le point de raccord des
deux courbes.

Dans la figure 5.12, nous présentons deux exemples de comparaisons. Dans la pre-
miére ligne de cette figure, nous affichons les trois courbes générées par I'application
du schéma quasi-linéaire uni-varié qui reproduit les polynémes de degré 3 (resp. degré
2) pour des valeurs différentes de y. Dans la deuxiéme ligne de la méme figure, nous
affichons des courbes générées par I'application des schémas quasi-linéaires de degré
différents pour la méme valeur du paramétre vy.

Afin de mieux aborder les avantages et les inconvénients liés a la continuité et a I'ordre
d’approximation de chagu’un de ces schémas, nous supposons que le point p; pour i = 0
est le point de la frontiére qui sépare les deux parties de chaque polygone de contréle.

Pour |i| > 0 : La continuité de la courbe limite de ces schémas est la méme que celle des
deux schémas linéaires qui les définissent. C’est a dire C? pour tout i > 0 et C' pour tout
i<0.

Pour i = 0 : La continuité des schémas quasi-linéaires uni-variés au point de raccord dans
les deux cas (reproduction des polynémes de degré 2 et 3) est C! pour tout y € [0, 1]. Mais
la différence entre ces schémas porte sur la continuité numérique. En effet, les courbes
limites présentées dans les figures 5.11 et 5.12 confirment les résultats données dans
le tableau 5.3. La continuité numérique de ces schémas de subdivision dépend de deux
parameétre différents. D’un coté le degré m de la reproduction des polynémes et d’'un autre
coté le paramétre y. A partir des deux figures 5.11 et 5.12 et le tableau 5.3, deux cas se
distinguent clairement, le premier cas est lié au paramétre y tandis que le deuxiéme est
lié aux deux paramétres m et y en méme temps.

1. Pour le premier cas, nous constatons que plus le paramétre y est petit, plus la conti-
nuité numérique est grande. Ce qui est logique, en effet pour y = 1 nous appliquons
le schéma 4 points pour i < 0 et le schéma B-spline cubique pour i > 0. Dans ce
cas, le point de raccord se comporte comme un point interpolant, et les regles du
schéma 4 points influencent sur les régles du schéma B-spline cubique dans la
zone de raccord, et pour y de plus en plus inférieur a 1, c’est le cas contraire.

2. Pour le deuxieme cas, nous constatons que pour y € [0, %] la courbe limite des

schémas de subdivision quasi-linéaires uni-variés qui reproduisent les polynémes
de degré 2 est proche de la courbe limite des schémas qui reproduisent les poly-
némes de degré 3, méme si la continuité numérique d’'un schéma qui reproduit les
polynémes de degré 2 pour vy = 0 est plus proche de la continuité numérique du
schéma qui reproduit les polyndme de degré 3 pour y = %
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Nous rappelons aussi que pour (y € [0,%],m = 2) et pour (y € [0,1],m = 3), la conti-
nuité numérique au point de raccord est supérieur ou égale a la continuité numérique du
schéma 4 points.

Pouri<—1eti>1 : Dans ces deux cas, I'ordre d’approximation des schémas quasi-
linéaires uni-variés est le méme que celui du schéma 4 points pour i < —1 et celui de
B-spline cubique pour i > 1 (voir figures 5.11 et 5.12).

Pour i € [-1,1] : Comme dans le cas de la continuité numérique, I'ordre d’approximation
des schémas quasi-linéaires uni-variés dans l'intervalle [-1, 1] dépend des deux para-
métres y et m. A 'opposé de la continuité numérique et & partir des figures 5.11 et 5.12,
nous pouvons voir que plus vy est petite, plus 'ordre d’approximation est faible. Revenons
maintenant au lien entre I'ordre d’approximation et le degré de la reproduction des po-
lyn6mes. On observe immédiatement qu’il y a une confusion possible entre le degré et
I'ordre et il faudra donc veiller a étre précis. Nous avons vu dans la sous-section précé-
dente que les schémas quasi-linéaires uni-variés reproduisent les polynémes de degré
au plus 3 alors ils ont un ordre d’approximation au plus 4 (4 pour les schémas de de-
gré 3 et 3 pour les schémas de degré 2). Nous avons aussi vu dans la section 1.2.3
que l'erreur d’approximation ou I'ordre d’approximation dépend d’une fonction d’erreur
ch™1ID™! f]l... Lorsque h est assez petit, la fonction d’erreur décroit comme ch*!. Plus
m est grand, plus la décroissance est rapide. Ainsi, une fonction ch* décroit plus vite
qu’une fonction ci®. Pour avoir une idée intuitive du comportement de telles fonctions,
il suffit d’observer que lorsque 4 est divisée par deux, la fonction ¢! diminue selon
un facteur approximatif de 2”*!. Donc I'erreur est plus petite quand le degré m est plus
grand. Ce qui confirme les résultats données dans les figures 5.11 et 5.12. En se basant
sur cette constatation, nous pouvons justifier les deux petits défauts qui apparaissent
au niveau des points de raccord des schémas quasi-linéaires qui reproduisent les poly-
némes de degré 2 pour y = % 1. Autrement dit, dans le cas des schémas qui reproduisent
les polynbmes de degré 2, nous avons trois fonctions d’erreurs qui décroissent a deux
vitesses différentes.

Dans cette partie, nous construisons un schéma de subdivision quasi-linéaire, qui unifie
le schéma interpolant de Butterfly et le schéma approximant de Loop.

Considérons la grille triangle/triangle X4, 4,y donnée dans la figure 5.3. Nous définissons
un opérateur quasi-interpolant sur cette grille qui coincide avec le schéma de Butterfly
sur la moitié gauche de la grille et le schéma de Loop sur la moitié droite de la grille.
Les regles de ces deux schémas de subdivision sont données dans les figures 4.8-4.10.
Les opérateurs quasi-interpolants de Butterfly et Loop sont donnés a partir des équations
(3.39) et (5.9) par :

Onf=f Butter fly

1/6 O

. . (5.81)
Q|A2f= f—V( 0 1/8 )Vf Loop
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Schéma 4 points interpolant. Schéma B -spline cubique.
/
Schéma quasi - linéaire cubique (¥ =0). Schéma quasi - linéaire quadratique (¥ =0).
J ‘/";
: 5 oo . 1 ; 5 o g . 1
Schéma quasi- linéaire cubique(y = 5). Schéma quasi- linéaire cubique(y = E).
/J N _/f
Schéma quasi - linéaire cubique (¥ =1). Schéma quasi - linéaire cubique (¥ =1).

FIGURE 5.11 — Différentes courbes générées par I'application des schémas de subdivi-
sion quasi-linéaires uni-variés en fonction d’'un paramétre y. De haut en bas : schémas
linéaires, schémas quasi-linéaires uni-variés pour y = 0, schémas quasi-linéaires uni-
variés poury = 3 et schémas quasi-linéaires uni-variés pour y = 1. De gauche a droite,
la premiére ligne : schéma interpolant 4 points et schéma B-spline cubique, lignes 2,3
et 4 schémas quasi-linéaires uni-variés qui reproduisent les polynémes de degré 3 et
schémas quasi-linéaires uni-variés qui reproduisent les polynémes de degreé 2.
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@ ®)

(© (d)

FIGURE 5.12 — (a) (resp. (b)) Les trois courbes générées par l'application du schéma
quasi-linéaire uni-varié qui reproduit les polynémes de degré 3 (resp. degré 2) (les points :
rouge, vert et orange représentent les points de raccord des deux schémas 4 points et
B-spline cubique poury = 0, % 1 réspectivement). (c) comparaison entre le schéma quasi-
linéaire qui reproduit les polynémes de degré 3 et celui de degré 2 poury = 0 (point de
raccord rouge pour le schéma qui reproduit les polynémes de degré 3 et point de raccord
vert pour celui qui reproduit les polynéme de degré 2). (d) comparaison entre le schéma
quasi-linéaire qui reproduit les polynémes de degré 3 et celui de degré 2 poury =1 (la
courbe vert rouge pour le schéma qui reproduit les polynémes de degré 3 et la courbe
bleu jaune pour celui qui reproduit les polynémes de degré 2)
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Nous définissons un schéma de subdivision quasi-linéaire (S y,.4,)) en fonction d’un pa-
rametre y sur la grille X, 4, : par le schéma interpolant de Butterfly (S, ) sur la moitié
gauche de la grille et le schéma de subdivision approximant de Loop (Slgz) sur la moitié
droite de la grille. La fonction limite de ce schéma de subdivision est donnée par :

f(@) x<0
B 1/6 O . 3
S)O/T(ALAZ)f(Z) — f(Z) + (1 Y)V( 0 1/8 )V f(Z) x=0 f € 3 ’ (582)
CRA B LT CIE

et son opérateur quasi-interpolant est donné par :

f@ x<0
o 16 0 \., _

Q@ =1 7O yw( 0 1/8)Vf @ x=0 fem (5.83)
f(z)—V( 1(/)6 1(/’8 )V’f(z) x>0

Pour un ensemble de points de contrdle {p;;,(i,)) € Xwu, )} avec j = j - 3i,j € Z,
nous définissons un ensemble de nouveaux points de contréle {(Syias,40)P; 35 (i,)) €
%X<A2,Az>}- Par la méme méthode exposée plus haut (section 5.3.5) les ensembles des
nouveaux points a déterminer sont : {(Si(4,,4,)P)_3 ;S yiar,40 P2 31 (S yiar,a0P)_1 3}
(S22 P)0. 31 1S yiaranP)y i1 (S yiarapP)y 5}, POUN tOUL j € 3 X4, 4, (vOIr figure 5.13).

Il existe trois ensembles de nouveaux points dans la moitié gauche de la grille $Xa,.4,),
deux ensembles sur la moitié droite et un ensemble sur I'axe y. Chaque ensemble contient
un ou deux types de nouveaux points différents (points pairs et points impairs) et chaque
nouveau point est déterminé par une régle de subdivision sur un support.

Les ensembles des nouveaux points dans cette partie de la grille sont {(Sj4,.4,)2)-3,;},
{(Sy1a.80)P)-2,j} €L {(S 14,40 P)-1.}-

Lensemble des nouveaux points {(S,4,.4,)P)-3,;} : Cet ensemble ne contient que des
points impairs (Syia,.4nP) 32511 € Syranp)_32j-1» J € X4y EN raison de linva-

riance des indices, les regles qui déterminent ces deux points sont identiques. Les points
(Syi4s,40)P)_323+1 SONt déterminés par la formule suivante (figure 5.14-(a)) :




5.6 Exemples : schémas quasi-linéaires 127

X

\/ \/

N/
/ N/ \//\\/\

ANVANVANVA

FIGURE 5.13 — Visualisation graphique des ensembles de nouveaux points du schéma
de subdivision quasi-linéaire triangle/triangle (les points verts représentent I'ensemble
des nouveaux points issus de I'application du schéma de Butterfly S Ay les points rouges
représentent I'ensemble des nouveaux points dans la zone mixte et les points noirs re-
présentent 'ensemble des nouveaux points issus de I'application du schéma de Loop

Sih,)-

(SyianP) 32501 = (Sylaoa)P)32j41 = A00P_3 jy 1 + A01P-2,j41F
ao2p-2,j + ao3p-2,j-1 + A0ap_y ;13 +AosP_y jy 1+ (5.84)
aosP—y,j-1 + ao7po, ;-

Lensemble des nouveaux points {(S 4,4, 1) ;} : Cet ensemble contient deux types de

points de contréle : les points pairs (Sylaa0P)_20; = p-1;) et les points impairs
(Syl4r,40)P) 20341 L2 régle qui détermine les nouveaux points impairs est donnée par
(figure 5.14-(b)) :

(SyianP)22j-1 = (SylaoanP) ppj41 = @1IP-2,j41 +a12P-2 j+
A13p-2,j-1 + A4P_y jy1 + QISP j 1+ A16P0j+1+ (5.85)
aizpo,j + aigpo,j-1-

Lensemble des nouveaux points {(S,ja,.4,p)-1,;} : Cet ensemble ne contient que des

points impairs (Syia,.4nP)_1 2511 € Syranp)_125-1» J € Xy En raison de linva-
riance des indices, les regles qui déterminent ces deux points sont identiques. Les points
(Syi4s,40)P)_1 2341 SONt déterminés par la formule suivante (figure 5.14-(c)) :

(Sy@2anP) 12541 = (SylaranP) 1)L = @21P-2,j +a2p_y jy3+
a3p_y jo1 + @ap_y 1+ a25Po.j+1 + A26P0.j+ (5.86)
az7po,j-1-



128 Chapitre 5. Schémas de Subdivision Quasi-linéaire sur un maillage bi-régulier

/
T I
T |<+>
/

@ (5) )

FIGURE 5.14 — Les supports des régles de subdivision particulieres au voisinage de 'axe
y (i < 0).

LES REGLES DE SUBDIVISION SUR LAXE y (i =0) :

Sur I'axe y il existe un seul ensemble de nouveaux points {(Syj,4,)P) ;}, cet ensemble
contient deux types de points de controle (S y,,4,)P)02; €t (Syia2,4,)P)o 2341+ LES SUppOTrts
qui définissent ces deux nouveaux points sont donnés dans la figure 5.15 et les formules
qui les déterminent sont données par :

(SyiaranPlon; =  (SoArAnP02j = A31P_y jy1 +a32p_y j 1+
a33po,j+1 +a34po,j + a3spo,j-1 + a3ePy j 1+ (5.87)
asipy,j-1s

(SyiaranPlogjes =  (SyiAranPo2j+1 = aa1P_y j,1 + asap-1 jra+
@43P0,j+1 + A44P0,j + A45P0,j-1 + Q46D i L

(5.88)

FIGURE 5.15 — Les supports des regles de subdivision particulieres sur I'axe y(i = 0).

LES REGLES DE SUBDIVISION AU VOISINAGE DE UAXE y (i > 0) :

Dans cette partie de la grille, les ensembles de nouveaux points a déterminer sont
{240 P)1 (S Y4240 P2 3
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Lensemble des nouveaux points {(S 4,4, p); ;} : En raison de linvariance des indices,

nous avons besoin d’'une seule regle pour déterminer les nouveaux points de cet en-
semble (figure 5.16-(a)) :

SyizanPipjr1 = (SylaeanP)i gl = d51P0,j+1 +d52D0,j +as3po,j-1+

(5.89)
asapy,ji3 + asspy,jil + asepP, ;-1 +asips,j.

Lensemble des regles {(S,4,P),;} 1 Cet ensemble contient deux types de points

(S yiaraP)2n; € (Sylar,40)P)2 0741~ CES deux nouveaux points sont définis sur les deux
supports présentés dans les figures 5.16-(b) et 5.16-(c) par les formules suivantes :

(Sya2.40P)227 = (Syiar,A)P) 2+ 1) = @61P0,j+1 + A62P0,j + A63Py jy3+

(5.90)
ac4pPy,ji + aespy,j-1 + aeeP2,j+1 t A67P0,j>

et

(SyaranP25e1 =  (SylAranP)-22j = a71P0,j+1 + a72p0,j + a73p0,j-1+
arapy,jul + arspy,j-1 + azep2,j-

SIS B2

(5.91)

l\ ’\
T[> K I

0 1 2

() (b) (©)

FIGURE 5.16 — Les supports des régles de subdivision au voisinage de l'axe y (i > 0).

Les équations (5.84) a (5.91) représentent les regles de subdivision particulieres dans la
zone mixte (sur I'axe y et au voisinage de cet axe). Les poids de ces régles de subdivision
sont calculés a partir de la définition et du choix de 'opérateur quasi-interpolant Q,,.4,)
surla grllle triangle/triangle X(AZ,AZ)’ de sorte que la condition S)’l(Az,Az)QV\(Az,Az) = Qy|(A2,A2)0'
soit satisfaite sur I'espace des polynémes de degré 2. Dans cet exemple, I'opérateur
quasi-interpolant Q,y4,.4,) est défini comme dans I'équation (5.81). Compte tenu de la
définition de cet opérateur, les regles de subdivision particuliéres sont trouvées a partir
de I'’équation (5.54), pour k = |k; + k| = 2 en fonction d’un parameétre y. Les poids de ces
regles de subdivision sont donnés dans le tableau 5.4.

Les régles du schéma 4 points et les regles du schéma B-spline cubique peuvent étre
utilisées respectivement comme des régles de bords extérieurs pour les schémas de
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Butterfly et Loop. Par conséquent les schémas quasi-linéaires univariés qui reproduisent
des polynémes de degré 2 (figure 5.8 et tableau 5.2) peuvent étre utilisés a leur tour
comme des régless de bord extérieur pour les schémas quasi-linéaires triangle/triangle.

Le support trop large des schémas quasi-linéaires nous impose la définition de régles
de bords supplémentaires plus complexes. Un certain nombre de cas doivent étre consi-
dérés de facon séparée, voir figure 5.17 pour les supports de ces régles de bords et le
tableau 5.5 pour les poids qui définissent ces regles.

o 3 +y 1
o = a3 = dod = A0T = ~zTi5yy0 402 = A0S = 8(11+ ), do1 = dos = 3
S | 1 1
aj =apz =daje=dajg = —y¢. 412 =417 = 5,13 = d15 = 5
_ 2y+1 _ 2y+1 _ 1,19+y
=- (5+y) ap =ay = —§(F= 517 )-423 = 5(555)
_3 _ 1,74 _3
a4 = §(5+y), 25 = —5(55).a26 = §

_ _ _ _ _ _ 3/ 1=y _ 9, 1-¥
a3| = axn = a3 = ass = aze = a37 = 3(g= ), a34 = 1 = 5(3=)

3, -1+ 1 1+4 45, 1
as = ass = 3(5375), aax = das = 76(35), das = aas = ass = — 15 (=735),
6+ 3 1 pataal 2+
as| = —3(% Ty ) 052 = 3,053 = ass = —3(gh5), ass = g(—557), ase = 2 &)
as = 2( Y )
ST = 72\ 6+y
o 1154y
del = de2 = de3 = de5 = deo = deT = 8(6+y)’a64 1\ "6y )
1 1,3+ _3
an = arp = —4(e5),an = $(E), a4 = azs = L2, az6 =
8 6+y 41\ 6+y 4 6+y 4(6+y)

TABLE 5.4 — Les poids des régles de subdivision particulieres du schéma quasi-linéaire
triangle/triangle en fonction d’un parameétre vy.
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FIGURE 5.17 — Les supports des regles de bords sur l'axe y et au voisinage de cet axe.
a) les regles de bords dans la moitie gauche de la grille triangle/triangle, b) une régle de
bord sur l'axe y et c) les regles de bords sur la moitie droite de la grille.
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T T
boo = 0,bo1 = by = —3,bo3 = bos = —5.bos = 1
1,142 17+7 1,745y -1+
by = _11(77;57) b1 = &( T+§y) b3 = 5(5 =2, b4 = (7+57)
1,17+ +
bis = 5( y+57) bie = (y+§y)
byt = 0,by = 2,bo3 = 2,bp4 = —1%,b25s = 0,bag = 0
21 = 0,02 = 5,b23 = 5,b24 75> b25 = 0, byg
142 50+37 2 142
b3 = (7+57) 1932 40(7+5) b3z = 5( 7+57),l734 =—55( 7+57)
_ —13+y
b3s = —4( 45 ) &
_ 1+y 3 _ _ 3/ 4ty 1+4y
by = 4( —735y)- 042 = 0,b43 = 3. bas = —3(5357)- bas = x( —7i27,)
buc = 1+4y
46 — 4( 7+2)’)
_ 18+7y 18+y
bsy = 6(+65+y) b5y = 8( 6+y ), bs3 = 2(6+7) bsy = 8( 6+y)
_1 Y _lr Y
bss = 8( 6+y ), bse = 2(6+7)
1, —18+ 1 1 3,645 1
be1 = —5(Z51) b2 = g.bes = 5, bes = (51 bes = bes = —3(55)
_ 3.1 _3 _ 3,3+ _ 1 _ 3,1
by = 4(6 ),b72 =0,b73 = 5,b74 = Z(#),bﬁ = —g(%),b% = 1(65)

TABLE 5.5 — Les poids des régles de bords du schéma quasi-linéaire triangle/triangle en
fonction d’un parametre vy.

Comme dans le cas des courbes (exemple précédent), les conditions nécessaires de
continuité sont basées sur les valeurs propres des matrices de subdivision. Pour les
conditions suffisantes, nous effectuerons le test du rayon spectral conjoint. Pour les sché-

mas de cet exemple nous choisissons L comme un ensemble de |L|

et nous définissons les deux matrices aprés un pas de subdivision par :

avec /L =

1
L:{(i,j+5i),—2§i§2,—4$j§4},

{

Mt
M2

métre y est donnée dans le tableau 5.6.

L—->L
:L— (L

= 45 points :

{G,j+ 1),(, j) € L}. La continuité de différents schémas en fonction du para-
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Schémas Schémas 5.72
1 1
4 0 7 2 .
k 1 14 _ 1673 1 10 _ 522 1 12 _ 848 1 2
P <z P =G <3 |P =fiir<z2|P =1 <z |pP <l
Cm+a C2,l 148 Cl ,3002 Cl 2792 CO,8927

TABLE 5.6 — Continuité du schéma quasi-linéaire triangle/triangle en fonction d’'un para-
metrevy.

Notons ici, qu'a partir des valeurs propres des matrices de subdivision, nous pouvons
montrer que :

— Pour tout y €]0, 1[, le schéma quasi-linéaire triangle/triangle ne peut pas étre de conti-
nuité C2.

— Pour y = 0, les valeurs propres de M' et M*> sont 1,1,4,1 > 4;,j = 5,...,45, avec 1
comme valeur propre triple. D’aprées la proposition 14, ce schéma de subdivision ne
peut avoir une fonction limite de continuité C!.

Nous verrons dans la section conclusion et perspectives, que le fait de choisir d’autres
supports nous permet d’améliorer la continuité de la fonction limite de quelques schémas
de subdivision.

Dans cet exemple, nous proposons un schéma de subdivision quasi-linéaire défini sur un
maillage triangle/quad, qui unifie le schéma interpolant de Butterfly et le schéma approxi-
mant de Catmull-Clark.

Les régles de ces deux schémas de subdivision sont données par les figures 4.9, 4.10 et
4.5 et leurs opérateurs quasi-interpolants sont donnés par :

Ouf=f Butterfly

1/6 0

(5.92)
Wik f—V( 0 l/6)V’f Catmull — Clark

Nous définissons ainsi un schéma de subdivision quasi-linéaire (Sa,.4,)) sur la grille
Xy.a,) - par le schéma interpolant de Butterfly (S4,) sur la moitié gauche de la grille
et par le schéma de subdivision approximant de Catmull-Clark (Sljh) sur la moitié droite
de la grille. La fonction limite de ce schéma de subdivision est donnée par :
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f(@) x<0
1/6 0 B
SEan /@) = f(z)+(1—7)V( 0 1/6 )V’f(z) x=0 fem (5.93)

ra v 10 v xso0

et son opérateur quasi-interpolant est donné par :

Ou,f=1@ x<0

16 0\,
QI(EAz,Aﬂf:f(Z)_(]_y)V( 0 1/6)Vf(z) x=0 fem

Qlaranf(@) = . (5.94)

gt =r@-5[ 100 g |y o

Lopérateur quasi-interpolant QY sur I'axe y est choisi pour étre défini comme une com-
binaison des deux opérateurs Q- et Q*. Pour les schémas que nous avons proposés
précédemment, nous avons vu que différents choix de I'opérateur Q° donnent différentes
regles de subdivision. Afin de construire un schéma de subdivision quasi-linéaire qui uni-
fie le schéma de Butterfly et le schéma de Catmull-Clark, nous supposons que Q° = Q*
(y = 0). En effet, en expérimentant avec d’autres choix de Q° sur I'axe y, nous avons
constaté que pour certains d’entre eux, il n’existe pas de solution unique aux systémes
d’équations qui déterminent les regles de subdivision dans la zonne de raccord. Pour
y = 0 et a partir de I'équation (5.94), nous aurons

O, f = 1) x<0

Oiaranf(@) = (5.95)

R 16 0\,
|A|f:f(z)_v( (/) 1/6 )Vf(Z) x>0

Dans ce cas et comme nous avons vu dans la section (5.3.5), les deux ensembles de
nouveaux points {(S4,.4,)P)1,j} €t {(Sya,.4,)P)2,j} coincident avec les deux ensembles issus
de I'application du schéma de Catmull-Clark dans la moitié droite de la grille {(Slj‘lp)l,j}
et {(S};,p)2,j}- Il nous reste a déterminer quatre ensembles de nouveaux points dont trois
ensembles au voisinage de I'axe y et un ensemble sur I'axe y (voir figure 5.18).
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FIGURE 5.18 — Les ensembles des regles de subdivision sur la grille triangle/quad (les
points verts représentent les régles du schéma de Butterfly, les points rouges repré-
sentent 'ensemble des régles de subdivision dans la zone mixte et les points noirs repré-
sentent 'ensemble des regles de subdivision du schéma de Catmull-Clark).

Les ensembles des nouveaux points au voisinage de I'axe y sont {(S,4,)P)_3 3},

|
{(S1a2,40P) 0 31 €S (4240 P)-1 31 T € 3 XK(A24))-
Afin de déterminer les nouveaux points de ces ensembles, nous définissons un ensemble
de points de controle p;;, i € Xuya,),J = J - %i, J € 7Z sur une zone réguliere de la
grille triangulaire et nous prenons les mémes supports donnés dans la figure 5.14. De la
méme fagon que pour 'exemple précédent, les régles de subdivision qui déterminent les
ensembles de nouveaux points au voisinage de I'axe y sont données par :

» Reégles points arétes (Sy,4,)P)_3,3+ (figure 5.14-(a)) :

SlaranP)s2501 = (Sia0P) 32541 = a81P_3 j L + AP jr1+
ag3p-2,j + AsapP-2,j-1 ¥ AssP_y ji3 +as6P_y ji 1+ (5.96)
agip_j j-1 + aggpo, ;-

* Regles points arétes (Su,,4,)P)_2,3+1 (figure 5.14-(b)) :

SiaranP) 22311 = Sia40P) 2pj L = A91P-2,j+1 + A92p-2,j+
agzp-2 j-1 + a94p_1,j+% + a95p_1’j_%+ (5.97)
agePo,j+1 + Ag7po,j + agg Po,j-1-

» Régles points arétes (S,4,)p)_1 5.1 (figure 5.14-(c)) :
S1a2a0P)-12561 = SaranP)_12j41 = @101P-2,j + A102P_y jo3+

a03p_y i 1 taap_y i_1 +aspo,j+1 + aioepo,j+ (5.98)
»JT7a 2J72
ao7po,j-1-
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Pour construire 'ensemble des nouveaux points sur I'axe y, nous définissons un en-
semble de points de controle

. + j—%i i<0 | , o
Py i€ l-1L11, j= j2 iso /€ Z, sur une zone quad/triangle réguliere
(valence=3). Lensemble des nouveaux points de controle {(S|u,.4,)p);} est déterminé
par les deux regles suivantes :

» Regles points pairs (S,.4,)P)g;(figure 5.19-(a)) :

(S1asanPlo2; = (SiananPlozj = ainp_yjpy taiep_y 1 +anspojrit (5.99)
aiapo,j + aispo,j-1 + arePi,j+1 t airpi,j + anigpi,j-1.

» Régles points arétes (S,.4,)P)2j+1) (figure 5.19-(b)) :

(SiaranPlogjer = (SiaranPIo2js1 = aaip_y jy1 +a122P0,j+2 + @123P0 jr1+ (5.100)
aizapo,j + ai2spo,j-1 + aizePi,j+1 + ai2pi,j-

_ <4
f <;

-1 0 1

e an
|
—

(a) (b)

FIGURE 5.19 — Les supports des regles de subdivision particulieres sur I'axe y(i = 0).

Les équations (5.96) a (5.101) représentent les régles de subdivision particuliéres dans
la zone mixte (sur I'axe y et au voisinage de cet axe). Les poids de ces regles de subdi-
vision sont donnés a partir de I'équation (5.54) de sorte que la condition S,.4,)Qi4,.4,) =
O\4,.4))0 SOit satisfaite sur I'espace des polynémes n,. Les poids de ces regles de subdi-
vision sont donnés dans la figure 5.20.
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1 1 7
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FIGURE 5.21 — Les régles de bords.
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FIGURE 5.20 — Les régles de subdivision particulieres appliquées le long et au voisinage
de l'axe y.

Pour les regles de bords extérieurs de ce schéma de subdivision, nous utilisons le
schéma de subdivision univarié qui reproduit les polynédmes de degré 2 présentés dans
la figure 5.8 et le tableau 5.2 pour v = 0. Pour le reste, nous proposons des régles de
bords supplémentaires plus complexes, voir figure 5.21.
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Le schéma de subdivision quasi-linéaire présenté dans cette partie est de continuité C?
dans la zone de raccord (sur I'axe y). En effet, pour

1
[={G,j+ Ei),i:—2,—1,—4$j§4}u{(i,j),0§i$2,—4§j§4},
et pour tout :
M LS L
M?>:L— (L

il existe une matrice V telle que :

1V _ -1 1 _ T CO
MY =V MV—(O Yo)

2N 1 2 _ @ Cl
M2 =V MV—(O Y,

ol T = (1,4,1,4,1,1) et © est une matrice triangulaire supérieure qui a les mémes

valeurs que T sur sa diagonale :

0.16 0.19 -0.06 0.05 -0.05

0.5 0 -0.19 0.09 -0.19
0 050 -0.16 0.16 -0.13
0 0 0.25 0 0
0 0 0 0.25 0

0 O 0 0 0 0.25

1
0
0
0
0

Appliquons le test du rayon spectral conjoint (équation 5.68) aux deux matrices Y; et Y;.
Nous constatons qu'il existe k = 14, tel que : pl'*I(¥y, ;) = & < 1. Nous concluons donc

que ce schéma est C? dans la zone mixte.

Le schéma proposé dans cet exemple est stationnaire et facile a mettre en ceuvre. Nous
utilisons un grand nombre de régles de subdivision sur les bords mais leur support est
compact.

La figure 5.22 montre que ce schéma est aussi performant que les schémas de Catmull-
Clark et Butterfly.

La figure 5.23 représente les surfaces créées a 'aide de I'application du schéma quasi-
linéaire triangle/quad qui unifie le schéma de Butterfly et le schéma de Catmull-Clark.
Les images qui présentent les lignes de réflexion dans les figures 5.21 et 5.22 montrent la
bonne qualité de la courbure des surfaces générées par ce schéma de subdivision le long
de la frontiere triangle/quad. Rappelons ici que les lignes de réflexion sont basées sur la
réflexion de lumiére sur la surface par rapport a un observeteur et permettant de détecter
les irrégularités géométriques de la surface. Dans les deux derniéres lignes de la figure
5.28, nous distinguons clairement toutes les caractéristiques des deux types de surfaces
générées par le schéma interpolant de Butterfly d’'un coté et le schéma approximant de
Catmull-Clark de I'autre (bon ordre d’approximation et continuité faible d’'un coté, et bonne
continuité et ordre d’approximation faible de 'autre).
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TS
P
QSRR
SRS
0% 0‘0":::‘0‘

FIGURE 5.22 — Comparaison entre le schéma de Butterfly (en haut), schéma de Catmull-
Clark (au centre) et le schéma quasi-linéaire qui unifie le schéma interpolant de Butterfly
et le schéma approximant de Catmull-Clark sur un maillage triangle/quad (en bas). De
gauche a droite : les mailles de contréle, les surfaces limites, des mailles de couleur
(jaune pour les triangles, bleu pour les quads), et les lignes de réflexion.
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FIGURE 5.23 — Différentes surfaces générées par I'application du schéma quasi-linéaire
triangle/quad.
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Dans cet exemple, nous proposons deux schémas de subdivision quasi-linéaires. Le pre-
mier schéma unifie le schéma de Kobbelt et le schéma de Catmull-Clark et le deuxiéme
unifie le schéma de Kobbelt et le schéma de Loop. Pour la construction de ces deux sché-
mas de subdivision nous allons utiliser les théories de la reproduction des polynédmes
ainsi que la propriété du produit tensoriel.

Les régles de subdivision des schémas de Kobbelt, Loop et Catmull-Clark sont données
dans les figures 4.7, 4.8 et 4.5 respectivement et leur opérateurs quasi-interpolants sont
donnés par :

Q|;\1f =f Kobelt
. 16 0 \o,
QlAzf:f_V( 0 1/8 )Vf Loop (5.101)

1/6 0
Qﬂ:hfzf—v( (/) 1/6 )th Catmull — Clark

Nous définissons deux schémas de subdivision quasi-linéaires (S,.4,)) et (Sya,.4,)) sur
les grilles X, 4,) €t X(a,.4,) Par le schéma interpolant de Kobbelt (S|, ) sur la moitié gauche
de la grille et le schéma de subdivision approximant de Catmull-Clark (Sl*/;”) sur la moitié
droite de la grille pour le premier schéma et par le schéma interpolant de Kobbelt (S, )
sur la moitié gauche de la grille et le schéma de subdivision approximant de Loop (S‘;z)
sur la moitié droite de la grille pour le deuxieme schéma. Les fonctions limites de ces
deux schémas de subdivision sont données par :

f@ x<0
B 1/6 0 ; B
S8 flo=] TOT ”V( 0 1/6)Vf(z> x=0 fem (5.102)
f(z)+V( e 1(/)6)V’f(z) £ 0
pour le premier schéma et par :
f(@) x<0

f(z)+(1—7)V( e 198)fo<z> x=0 fem

S a0/ = : (5.103)

f(z)+V( 1(/)6 1(/)8 )fo(z) x>0

pour le deuxieme schéma de subdivision quasi-linéaire. Comme pour I'exemple pre-
cédent, nous supposons que y = 0 et nous définissons les deux opérateurs quasi-
interpolants de ces deux schémas de subdivision par :
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O, f =/ x<0

O anf(@ = , (5.104)

1/6 0
0 s =r@-9( 0% (0 7@ w0

pour le schéma quasi-linéaire qui unifie le schéma de Kobbelt et le schéma de Catmull-
Clark et par :

O, f =1 x<0

Qa4 f(2) = , (5.105)

0 s =r@-v( 10 g 7@ w0

pour le deuxieme schéma quasi-linéaire qui unifie le schéma de Kobbelt et le schéma
de Loop. A la différence des autres schémas proposés précédemment, nous utilisons
le produit tensoriel pour construire les régles de subdivision particulieres de ces deux
schémas de subdivision au voisinage de I'axe y sur la moitié gauche de la grille. En effet,
a cause des supports trop larges des régles de subdivision qui définissent le schéma
de Kobbelt, nous ne pouvons pas trouver une solution unique aux systemes d’équations
(5.54), qui donnent les poids des regles de subdivision particulieres dans la moitié gauche
de la grille. D’ou la nécessité d'utiliser le produit tensoriel. La particularité de ces deux
schémas de subdivision est qu’ils partagent deux regles de subdivision dans la moitié
gauche de la grille.

Les ensembles de nouveaux points dans la zone de raccord de ces deux sché-
mas de subdivision sont donnés dans la figure 5.24 pour le premier schéma, et
dans la figure 5.7 pour le deuxiéme schéma ou les deux ensembles {(S|a4,.4,)P)1,;} et
{(S1a,,40)P)2,j} coincident avec les deux ensembles issus de I'application du schéma de
Loop {(S,,p)1,;} et {(S}},p)2,;}. Il nous reste a déterminer trois ensembles de nouveaux
points pour chaque schéma dont deux ensembles dans la moitié gauche de la grille
{(S1ar,.40)P)-3,13(S 4,40 P)-1,5}, pour le premier schéma et {(S|a,.4,)P)-3.;} {(Sia,.40)P)-3,7}
J € Xa,,4,) pour le deuxieme schéma et un ensemble {(S|4,.4,)P)o,j} (resp. {(Sa,.42)P)o,;})
sur l'axe y.

Les ensembles des nouveaux points au voisinage de I'axe y des deux schémas de sub-
division sont {(S,.4,)P)-3,/}:A(S (a,.4)P)-1.;} (resp. {(Sya,.a4)P)-3,}A(S (4.4 P)-1.7})-

Pour déterminer les ensembles {(S|u4,.4,)P)-3,j} €t {(S|a,.4,)P)-3,j}, hous considérons une
partie réguliere de la grille quadrangulaire dont les points {Pijlijexa,» i € [-3,01. Les
ensembles des nouveaux points {(S,.4,)p)-3,;} et

{(Sya,.4)P)-3,j} peuvent étre classés en deux groupes distincts :

e Les points arétes (Syu,.4)p)-32; (resp. (Sya,.4,p)-32;) sont donneés sur le support
[-3,0] x Z par la premiere équation du systéme (5.76) :
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FIGURE 5.24 — Les ensembles des régles de subdivision sur la grille quad/quad (les
points verts représentent les regles du schéma Kobbelt, les points rouges représentent
I'ensemble des regles de subdivision dans la zone mixte et les points noirs représentent
I'ensemble des regles de subdivision du schéma de Catmull-Clark).

S1ananpp)-32jli-301xz = (§|(A1,A2)P)73,2j|[[—3,01]/xz (5.106)
=blp_3’j+b2p_2’j+b3p_1,j+b4p0,j. )

e Les points faces (Sia,.4)P)-32j+1((S|4,.42)P)-32j+1) Sur le support [-3,0]] X Z C Xa,
sont calculés en appliquant le produit tensoriel de (Sa,.4,)p)-32; €t (S|4,.4))P)2i2j+1 (resp.

(SiAranP)-32) €1 (S|a,.4,)P)2i2j+1) OU les points (Sya,.4)P)2i2j+1
(resp. (Sya,.4,)P)2i2j+1) sont calculés en appliquant le schéma 4 points dans la direction
des regles de la grille correspondante,

(S1aanP)i2j+1 = (SiAa.4)P)2i2j41 = @Pjj-1 + BPij + BPij+r1 + apijs2, (5.107)
avec:a=-%.8=%.

Les points faces sont donnés par :

S1ananp)-32j+1li-3,01xz = (Sya1.4,)P)-32j+111-3.01xZ
= (S|(A],A1)P)2i,2j+/1 ®,(S |/(A1,;41)p)—3,2j|[[—3,O]]><Z (5.108)
= [a,8,8,a] ®[b,,b,, b5, b,].

Les poids de ces régles de subdivision sont présentés dans la figure 5.25.

Chacun de ces ensembles contient deux types de points :



144 Chapitre 5. Schémas de Subdivision Quasi-linéaire sur un maillage bi-régulier

(S(Al A )p)Zi,2j+1

J+2+
Jj+1+8
? (S(A, ,Aljp)—s,z_f-q
J B Ly
e

il i ﬁf(S(Al,AlJp)—lzj

5% 5 g

—e—+—1

3 == —1 0

FIGURE 5.25 — Les poids des réegles de subdivision au voisinage de l'axe y. a = —%, B =

2
16°

FIGURE 5.26 — Les poids des régles de subdivision au voisinage de 'axe y. (a) les poids
régles points faces (Sya,.a)p)-12j+1, (b) les poids régles points arétes (Sa,.a)P)-12),
(c)les poids regles points faces (S,,4,)P)-1,2j+1-

e Les regles points arétes (S, 4,)p)-1,2j (resp.(Sa,.4,)P)-12;) sont données sur le support
[-2,0] x Z par la deuxiéme équation du systéme (5.76) :

(SiananP)-125l1-2.01xz = (S (a4 P)=12jl[-2.01xZ = €1 P=2,j + CoP-1,j + C3P0,j- (5.109)

e Les regles points faces (Su,.4,)p)-12j+1 €t (Sya,.4,)P)-12j+1 sur le support [-2,0] x Z
sont données par :

Siaanpp)-12j+1l1-201xz = (S1a1.40)P)-12j+11[-2,01xZ
= (Sia,apP)2i2j+1 ® (Sa1.4nP)-12jl1-2,01xZ (5.110)
= [a,B,8,a]®[0, ¢}, c,, bs].

Les poids de ces régles de subdivision sont donnés dans la figure 5.26.
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Pour la construction des ensembles des régles de subdivision {(S4,.4,)P)o,;} €t
{(S|(a,,40)P)0,}, nous considérons une partie réguliére de la grille quad/quad X, 4,) (resp.
quad/triangle X4, 4,)) dont les points {p; 5},i € [-1, 1] avec :

J ,1<0

j=jpourtout j € X, ., €t]= { i<Li lis0 pour tout j € X4, a,)-
Les ensembles de nouveaux points {(Sya,4,)P)o,;} €t {(Sia,,4,)P)o,;} sONt classés en deux

groupes distincts :

e Les nouveaux points pairs intérieurs (Sya,.4,)P) 27 €t (Si4,.4,)P)o 27 SONt donneés par :

(SiananPloz; = SiananPlo2j = a151P-1,j+1 + di52p-1,j + d153P-1,j-1+
a154Po,j+1 + A155P0,j + A156P0,j-1 + A157P1,j+1 + A158P1,j+ (5.111)
aisopi,j-,

sur la grille quad/quad et par :

(Sia140P)o2; = (SiA1.40P)02j = G161P-1,j+1 + A162P-1,j + A163P-1,j-1+ (5.112)
a164P0,j+1 T A165P0,j T A166P0,j-1 + A167P1 j+1 T A168P1 5>

sur la grille quad/triangle.

e Les regles points arétes Sy,.4,)(P)o27+1 €t Sia,.40)(Plo27+1 SONt données par :

S1anan(Pogie1 = Sianan(P)ozjsl = ar71p-1,j+1 + a172p-1,j+
ai73po,j+2 + a174Po,j+1 + a175p0,j + A176Po, j-1 (5.113)
+a177p1,j+1 + A178P1, j+1,

sur la grille quad/quad et par :

(S1A1A0)Po2+1 =  @181P-1,j+1 + A182P-1,j + A183P0,j+2 + A184P0, j+1+ (5.114)
aigspo,j + a186Po,j-1 + A187P1 j+1»

sur la grille quad/triangle. La figure 5.27 représente les supports des nouvelles régles de
subdivision sur I'axe y avec des poids inconnus.

Les poids de ces régles de subdivision sont donnés a partir de I'équation (5.54),
de sorte que les conditions Syu,.4,)Qi4,.4) = Qia,.4)0 pour le schéma quad/quad et
S14,.40)0l41.4,) = Ola,.a,)0 pour le schéma quad/triangle soient satisfaites sur I'espace
des polynémes ;. Les poids de ces régles de subdivision sont donnés dans les figure
5.25, 5.26 et le tableau 5.7 pour le schéma quad/quad, ainsi que dans les figures 5.24,
5.26 et le tableau 5.8 pour le schéma quad/triangle.

Pour les régles de bords extérieurs de ces deux schémas de subdivision, nous appliquons
les regles de bords extérieurs utilisées dans I'exemple précédent. Pour les regles de
bords supplémentaires de ces deux schémas de subdivision, voir la figure 5.28.



146 Chapitre 5. Schémas de Subdivision Quasi-linéaire sur un maillage bi-régulier
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FIGURE 5.27 — Les poids des régles de subdivision sur 'axe y.

— _ _ 37 _ _ _ _ 3 _ _ _ _ 27

a3l = a134 = —5gp-,d132 = 4133 = 4135 = A138 = 3g,A136 = A137 = d1310 = 41311 = 130°
— )

aizg = a3 = 780

171 = A17n = =, a173 = A176 = ——s, a174 = A175 = 22,4177 = d17g = =

171 = 4172 = 56,4173 = 4176 = — 113> 4174 = 4175 = 1132, 4177 = 4178 = 34

— _ _ _ _ _ _ _ 1 _5

ais1 = di1s52 = Ags53 = dis4 = dis6 = Ad157 = A158 = d159 = 78> aiss = 5

TABLE 5.7 — Les poids des regles de subdivision du schéma quasi-linéaire quad/quad.

29 21 _ I5
ai4] = a144 = —7350, 0142 = 4143 = A145 = A148 = 7350, A146 = A147 = A1410 = A1411 = gz

3
al49 = a2 = 35,

_3 _ __1 _ _ 183 _3
aigl = a182 = 3¢, A183 = A186 = —gg> 4184 = Q185 = 743> 4187 = 33

3 _ 9 _ _ _ _3 _ 19
5430 4162 = 173 G164 = Q166 = A167 = 168 = 3¢, A165 = 33

aiel = 4163

TABLE 5.8 — Les poids des regles de subdivision du schéma quasi-linéaire quad/triangle.
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FIGURE 5.28 — Les poids des régles de subdivision sur l'axe y.

Comme pour les schémas précédents et pouro =1,2:

L():{(i,j),—3SiSO,—3SjS3}U{(i,7),i: 1,2,3,-3<j<3}
avec .

-~ Jj pour o=1
J=y . L _
J+3i pour o0=2

ce qui correspond & I'ensemble de définition de la matrice de subdivision M| associée
au schéma quasi-linéaire quad/quad pour o = 1, et a 'ensemble de définitions de la
matrice de subdivision M, associée au schéma quasi-linéaire quad/triangle pour o = 2.
Les valeurs 1, 1,1, 1, 1. 1, sont les valeurs propres dominantes des deux matrices M et

M?2 pour o = 1,2, donc il existe une matrice V, telle que :

/ _ T, C?
(M])() = V() ]M(I)VO = ( 00 Yg )

, 0, C¢
2V — y-lARYy — o L
M), =V MV, —( 0 v )

ol T, = (1,3,4, 1,1, 1) et ®, est une matrice triangulaire supérieure qui a les mémes

valeurs que T, sur sa diagonale.

L'application du test du rayon spectral conjoint (équation 5.68) aux deux matrices Y et
y? donne : pl'"\v), v < pl"™(¥2,¥?) < L. Nous concluons donc que les deux sché-
mas quasi-linéaires quad/quad et quad/triangle sont C? dans la zone mixte. Les schémas
proposés dans cet exemple sont stationnaires et faciles a mettre en oeuvre. La figure
5.29 représente les surfaces générées par I'application du schéma de subdivision quasi-
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FIGURE 5.29 — Différentes surfaces générées par I'application du schéma de subdivision
quasi-linéaire quad/triangle (Kobbelt/Loop). De gauche a droite : les mailles de contréle,
les surfaces limites, des mailles de couleur (jaune pour les triangles, bleu pour les quads),
et les lignes de réflexion.

linéaire quad/triangle, et la figure 5.30 représente les surfaces générées par I'applica-
tion du schéma de subdivision quasi-linéaire quad/quad. Les deux figures montrent que
les deux schémas quasi-linéaires quad/quad et quad/triangle sont aussi performant que
le schéma quasi-linéaire triangle/quad présenté dans le troisieme exemple, méme si la
constante de contraction du rayon spectral conjoint qui détermine leur classes de conti-
nuité est plus élevée que celle du schéma quasi-linéaire triangle/quad.

5.7/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouveau type de schémas de subdivision.
Pour cette classe de schémas, nous avons établi des propriétés de convergence, de re-
production des polynémes, de quasi-interpolation et d’ordre d’approximation. Nous avons
notamment donné des exemples d’application qui montrent la bonne qualité visuelle des
surfaces limites générées par ces schémas de subdivision.
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5.7 Conclusion

FIGURE 5.30 — Différentes surfaces générées par I'application du schéma de subdivision

: les mailles de

contréle, les surfaces limites, des mailles de couleur (jaune pour les triangles, bleu pour

quasi-linéaire quad/quad (Kobbelt/Catmull-Clark). De gauche a droite
les quads), et les lignes de réflexion.
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La méthode que nous avons utilisée pour trouver les regles de schémas de subdivision
quasi-linéaires est basée sur les propriétés de la reproduction des polynémes. Dans les
zones ou le maillage est bi-régulier, 'opérateur de subdivision S reproduit les polynémes
de degré au plus m, et ainsi on connait I'équation et la régularité de la surface limite.
Dans les zones ou le maillage est irrégulier, les régles de subdivision ne permettent pas
de trouver I'’équation reproduite par S. Il faut donc proposer des regles qui permettent
d’optimiser le comportement de la surface limite dans le cas irrégulier. Dans le chapitre
suivant, nous étendrons les regles de subdivision de quelques schémas quasi-linéaires
proposés précédemment a des maillages n—réguliers.



Dans le chapitre précédent, nous avons proposé des schémas de subdivision quasi-
linéaires définis sur des maillages bi-réguliers. Dans ce chapitre nous nous intéressons a
la généralisation de quelques uns de ces schémas de subdivision a des maillages irrégu-
liers. Les schémas quasi-linéaires que nous allons traiter ici sont : le schéma qui combine
les régles du principe de Kobbelt et celles de Catmull-Clark sur un maillage quad/quad,
ainsi que le schéma qui combine les régles du principe de Butterfly et celles de Loop
sur un maillage triangle/triangle. La généralisation de ces schémas de subdivision a des
maillages irréguliers se fait en deux temps. Dans un premier temps, nous généralisons les
régles de ces schémas a des maillages n—réguliers avec n = 4,6 (n = 4 pour les maillages
quadrangulaires et n = 6 pour les maillages triangulaires). Autrement dit, au lieu de défi-
nir les schémas quasi-linéaires sur des grilles bi-réguliéres, nous les définissons sur des
grilles régulieres de sorte que chaque schéma unifie deux schémas linéaires de types
géomeétriques differents et chaque schéma linéaire est défini sur au moins une zone ré-
guliere de ces grilles. Ensuite, nous proposons une méthode pour généraliser les régles
de subdivision de ces schémas a des maillage irréguliers.

Un maillage n-régulier peut étre vu comme un maillage semi-régulier. A la différence de
la définition d’'un maillage semi-régulier (section 4.2.3), nous définissons un maillage n-
régulier comme un maillage qui posséde un seul sommet extraordinaire au voisinage
duquel les sommets sont réguliers. Nous parlons de maillage a connectivité n-réguliere
lorsque le maillage est homéomorphe a une grille n-réguliére du plan. Une grille n-
réguliere est une grille qui contient n zones régulieres du méme type d’élément (voir
figure 6.1). Par abus de langage, on dira que la grille est "n-réguliére triangle" (resp. "n-
réguliere quad") lorsque la grille contient n zones triangulaires régulieres (resp. n zones
quadrangulaires réguliéres) et on dira que la grille est "6-réguliere" (resp. "4-réguliére")
lorsque la grille contient 6 zones triangulaires régulieres (resp. 4 zones quadrangulaires
régulieres) .
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AVAVAVAVAV, W

FIGURE 6.1 — Les grilles n-réguliéres : a gauche la grille n-réguliéere triangle et a droite
la grille n-réguliére quad.

Considérons la grille quadrangulaire réguliére X4, définie précédemment par I'équation
(5.2) (chapitre 5). A la différence de la définition de la grille bi-réguliére, nous considérons
une grille 4-réguliere comme l'union des 4 zones Uj‘zl(ri) de sorte que chaque zone T;

est définie par un domaine &; fermé borné par une frontiere 9¢; (voir figure 6.2) :

avec

4 4
X =y = J&vae = @ uaenv..u@uag,
i=1

i=1

T = &U0E =AIZ; XxZH = {(x,ylx,y) € Z2,x <0,y > 0}
= &U0E =A(Zy X Zy) = {(x,y)l(x,y) € Z2,x <0,y <0}
[3= &U0ES =A(L) xZy) = {(x,yl(x,y) € Z*, x>0,y <0}
Ty= &V =ANZEXZH = {(x,ylx,y) € Z*, x>0,y >0}

Rappelons ici que les domaines &;,i = 1...4 sont définis comme suit :

&= AZ XZY= {(uylxy) €Z*x<0,y>0

&L= AZ XZ)= {(x,)Ixy) €Z*x<0,y<0

§3= AI(Z+XZ_)= {(X,Y)|(X,J7)EZZ,X>OJ<O
{

}
}
}
&= MZXZY) = {(xnylxy) €Z* x>0,y>0}

et leurs frontiéres sont définies par des demi-droites comme suit :

0&1 = {([0x),[0Y)I(x,y) € Z>,x <0,y > 0}
0& = {([0x),[OY)(x,y) € Z2,x < 0,y < 0}
0& = {([0x),[0Y)I(x,y) € Z?,x > 0,y < 0}
0és = {([0x), [OY)I(x,y) € Z2,x > 0,y > 0}

(6.1)

(6.4)

Les définitions (6.1) et (6.2) garantissent la régularité des 4 zones de la grille. De plus,
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les quatres zones de la grille sont alignées entre elles sur des frontieres communes.

(@

(b) (c) (d) (e)

FIGURE 6.2 — (a) la grille 4-réguliere quad, (b) la zone &, (c) la zone &, (d) la zone &; et
(e) la zone &, .

De la méme facon que pour la grille 4-réguliére, nous considérons une grille triangulaire
réguliere X,, (figure 5.3 a droite) et nous définissons cette grille en fonction de 6 zones
par (voir figure 6.3) :

6 6
X = o) =& vag) = € vagpu..uE vz, (6.5)
i=1 i=1
avec ,
f] = {(x9y - %x)|(x’y) € Zz’x < an > —%X}
5'2 = {(x,y— %x)l(x,y) €7Z?,x <0, %x <y< —%x}
§'§ = {(x,y- %x)l(x,y) €eZ? x< 0,y < %x} (6.6)
&= {xy-350lx,y) € Z*, x>0,y < —$x} : '
&= oy -3y €Z2,x>0,~5x <y < 1)
56 = {(x9y - %x)|(x,)7) € Zzax > 0,)’ > %X}
et )
9 = {(10x).[-3x)lx < 0}
06, = (=3, [30)lx < 0)
0¢, = {([5x),[0x))|x < 0}
3 2 .
66, = (([0x).1-40)x 2 0} ° 6.
95 = (=32, [30)lx > 0}
0ég = {([3x),[0x))|x = 0}
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X

FIGURE 6.3 — La grille 6-réguliere, les zones gl'. et les frontiéres de ces zones agl’..

6.2/ SCHEMA DE SUBDIVISION QUASI-LINEAIRE SUR UNE GRILLE
n-REGULIERE (n = 4, 6)

6.2.1/ SCHEMAS QUASI-LINEAIRES SUR UNE GRILLE 4-REGULIERE

Considérons un schéma de subdivision quasi-linéaire SIUL(F» défini sur une grille 4-
réguliére |J7_,(T';) qui coincide avec un schéma interpolant Sl}j sur un nombre fini de
zones et un schéma de subdivision approximant SED) sur le reste des zones pour tout
J # 1. Nous definissons le schéma de subdivision S| s ) sur la grille UL, () en fonction

des deux schémas §, . | et Sﬁr,) par :

;)
(S )y PUU T\ (@8 00000
Vr <4V # LS| s 1P = j#l (6.8)
= +
S g, rpP e

de sorte que :

— Le schéma interpolant S, est défini en fonction d’'un ensemble de masques sur
J
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chaque zone I'; comme dans 'équation 5.5, par :

4
00 2 -
Vpel (U(Fi)), VpeZr, (S|(rj)p)(U;:1(Fj)\Uj.,(ﬁfjﬂﬁfl))p = Z aﬁl_zg(p)(ultl(r‘.))g, (69)
i=1 A

— le schéma approximant S}, est défini en fonction d'un ensemble de masques sur
chaque zone I'; par :

4
00 2
Vpel (U(Fi)), Vp e zs, (S Q—rl)p)(u“:r(ri))p = Z aﬁl_zg(p)(ule(ri))g’ (61 0)

i=1 0cZ’
A partir de la définition d’un schéma de subdivision quasi-linéaire sur une grille 4— régu-
liere (équation 6.8), nous constatons qu'il existe plusieurs fagons pour définir ce schéma
de subdivision. Compte tenu de la symétrie des zones de la grille 4— réguliére, nous
dénombrons deux fagons possibles.

La premiere facon : elle consiste a appliquer le schéma interpolant sur une zone ou des
zones qui partagent les mémes frontieres et le schéma approximant sur le reste des
zones. Ce qui nous donne les trois cas possibles suivants :

1. Le premier cas consiste a appliquer le schéma interpolant S\, sur le domaine &;
J

et le schéma approximant SQD) sur les zones I';, 1 = 2,3,4 et leurs frontiéres (voir
figure 6.4-(a)),

(S|, Pess

S\ 4 P = : (6.11)
T {(Sirll’)(r,)p =234

2. Le deuxieme cas consiste a appliquer le schéma interpolant S\, sur les deux do-
J

maines & et & ainsi que sur la frontiére commune entre ces deux domaines 9¢;Ndé;

et le schéma approximant S(+r,) sur les deux zones I'; et I'y (voir figure 6.4-(b)),

(S 1. P2 uoenoey)
@mgmwh={ g o (6.12)
iy PU, e

ce qui coincide avec le schéma quasi-interpolant quad/quad présenté dans le qua-
trieme exemple du chapitre précédent.

3. Pour le troisieme cas, nous appliquons le schéma interpolant S\, sur les domaines
J

&1,4; etla zone T, et le schéma approximant S(+r1> sur la zone T'4(voir figure 6.4-(c)),

($ il“j)p)(flUrzU&)p

(6.13)
(S Erl)p)(l"z;)p

St mPle = {
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(@)

FIGURE 6.4 — Les trois cas de I'application d'un schéma quasi-linéaire sur une grille
4—réqguliere (les zones d’application d’un schéma interpolant en bleus et les zones d’ap-
plication d’un schéma approximant en jaunes).

La deuxieme fagon : elle consiste a appliquer les deux schémas interpolant et approxi-
mant de facon arbitraire. Ce qui donne quatre cas possibles, les trois cas exposés précé-
demment ainsi que le cas que nous donnons dans I'équation suivante (voir figure 6.5),

(S P ues)y
S\ ¢ eimeaPo = I e , (6.14)
(Ui €060 70 (SFEFI)P)(qun)p .]2274

FIGURE 6.5 — Un exemple qui montre des zones d’application d’un schéma quasi-linéaire
sur une grille 4—réguliére de fagon arbitraire (les zones d’application d’un schéma inter-
polant en bleus et les zones d’application d’un schéma approximant en jaunes).

Considérons un schéma de subdivision quasi-linéaire S, s (v, défini sur une grille 6-
réguliere U, (T") qui coincide avec un schéma interpolant S sur un nombre fini de

J
zones et un schéma de subdivision approximant S;F/) sur le reste des zones pour tout
1
Jj # 1. Nous définissons le schéma de subdivision § ) Sur la grille U?zl(l";.) en fonction

des deux schémas S, etS*, par:
) )
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) PUUs U e o e
V<6, # L(S) s Pl = (6.15)

(S ey P, TN 8, 0 o

Les deux schémas de subdivision Sﬂr’) et Sl+ sont définis sur des zones de la grille
j /

J

US,(T) comme dans les équations (6.9) et (6.10).

Comme dans le cas de la subdivision quasi-linéaire sur une grille 4-réguliére, il y a deux
facons pour appliquer un schéma quasi-linéaire sur une grille 6-réguliére.

La premiere fagon : elle consiste a appliquer le schéma interpolant sur des zones qui
partagent les mémes frontiéres et le schéma approximant sur le reste des zones.

(S ) P, )\, N0, u@€,ndE,, o
Vr <6, # L(S| o 1Py = . (6.16)

(S ey PUUL, @ nagg e o,

Ce qui nous donne les cing schémas suivants :

1. Le premier schéma (voir figure 6.6-(a)),

S ) PUULT)\@e o uiae naey
Pour r=1VYj+#l, (SIU?:I(T;)‘D)/) = . (6.17)

Ch o P () (9 n€, (0, o p
2. Le deuxiéme schéma (voir figure 6.6-(b)),

) PU )@ o uiagy nae,
Pour r=2Vj#l, (SIU?Zl(TZ)p)/’ = . (6.18)

(S ey PXU N\ o otos e o

3. Le troisieme schéma (voir figure 6.6-(c) ),

S ) PUUL )@ o uiadsnog, o
Pour r=3,Vj#l, (SlU?:l(r;)p)p = (6.19)

Ch it )1’)<U"’ JCO\(OE| NOEHU(O,NIE,))p

ce qui coincide avec le schéma quasi-interpolant triangle/triangle présenté dans le
deuxieme exemple du chapitre précédent.

4. Le quatrieme schéma (voir figure 6.6-(d)),

O ) p)<u4 L)\ NOEL)U@E, NIEL)p
Pour r=4,Yj#I, (SIU,‘;I(F;)p)p = . (6.20)
O ) p)(u° SICO\(OE, NEHU(0E,NIE))p
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5. Le cinquiéme schéma (voir figure 6.6-(e)),

(S ir;)l’)wj:.(r;)\«af; NOE)U(OE,NEN)) P
Pour r=5Vj#l, (SlUis:l(r;)p)p = . . (6.21)
S 1) Phan@e nag e nogp

®)

=
B

(d)

(o)
(@)
FIGURE 6.6 — Les cing cas d’application d’un schéma quasi-linéaire sur une grille

6-réguliere (les zones d’application d’un schéma interpolant en bleu et les zones d’appli-
cation d’'un schéma approximant en jaune).

La deuxieme facon : la deuxieme fagon consiste a appliquer les deux schémas de sub-

division Sfr’ et SEF,) de fagon arbitraire. Dans ce cas, nous pouvons définir plusieurs
J 1

schémas de subdivision quasi-linéaires sur la grille 6-réguliére. Nous donnerons ici deux
exemples (voir figure 6.7) :

) P riur UL @€ na,
(S| Uiﬁ:l(r;)p)p = > (622)

+
1y Py ur,ur\UL, @€ o, o
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et
5y P urgurpag nagy e naguia,nagy

(S|U§’_l(l"'.)p)f’ = . (6.23)
_1 (@ N ,
(S i )p)((r;ur; UT)\((9&, NOEL)U(IE;NIE,)U(0E,NDEL) )p

(@) ()

FIGURE 6.7 — Deux exemples qui montrent des zones d’application d’un schéma quasi-
linéaire sur une grille 6-réguliére de fagon arbitraire (les zones d’application d’un schéma
interpolant en bleu et les zones d’application d’un schéma approximant en jaune).

Nous observons une Iégére différence entre la subdivision quasi-linéaire sur une grille
bi-réguliere que nous avons présentée dans le chapitre précédent et la subdivision quasi-
linéaire sur une grille n—réguliére (n = 4,6) donnée dans ce chapitre.

Dans les deux cas, un schéma de subdivision quasi-linéaire est défini en fonction de deux
schémas linéaires de types géométriques différents. La seule différence entre les deux
variantes de ces schémas de subdivision réside dans la fagon de définir les deux sché-
mas linéaires. En effet, un schéma de subdivision quasi-linéaire sur une grille bi-réguliére
est défini en fonction de deux schémas de subdivision linéaires de sorte que chaque
schéma est défini sur une grille réguliére. Par contre, un schéma de subdivision quasi-
linéaire sur une grille n—réguliere est défini en fonction de deux schémas de subdivision
linéaires de sorte que chaque schéma est défini sur une ou plusieurs zones réguliéres
d’une grille.

Dans le chapitre précédent (proposition 11), nous avons donné une formule générale a
la fonction limite d’'un schéma de subdivision linéaire sur une grille réguliére. A partir de
cette proposition et les définitions (6.2) et (6.6), nous donnons la définition suivante :

Définition 22 Soient X, une grille réguliére, T c X, une zone réguliére de cette grille et
S un schéma de subdivision linéaire. Pour tout opérateur S : n,,(Z*) — m,,(R?), pour
toute matrice A € R>*? et pour tout z € T, nous définissons I'opérateur Sr: 13 (AZ%) —

m,(R?),m < 3 par :

Srf@) = fiae + (VALA'V) fia, z €T, (6.24)
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et 'opérateur quasi-interpolants Q : n,,(AZ*) — n,,(R?), m < 3 par :
Orf(@) = fiaz — (VALA'V") fia.,z € T. (6.25)

Nous notons par S|U4 e NUITY les opérateurs limite et quasi-interpolant d’'un schéma
i=1
quasi-linéaire sur une grille 4-réguliére et par Sluﬁ @y Qe @) les opérateurs limite et
i=1 =1\
quasi-interpolant d’'un schéma quasi-linéaire sur une gnlle 6-réguliére.

Nous définissons ces opérateurs par :

1. Vr<4,Vj£1,8% P (UL @) = mp(R2),

UL, @)’

S, ))wf(Z) z€ (U @Tp \ U0 N ogp)
(@)= |(r l))oof(z) z€ U]l(aé:j N aé:l) , (626)
(s (r))""f(Z) ze (UL, 0\ U0, 1 661)

etVr <4.Vj# 1, Q) ¢ )t TR — (UL @),

|U;‘1(r>

(Qirj))f(z) z€ (U @)\ Uju0¢; N ogp)
(Q| U:}:l(ri))f(Z) = (QK]" [))f(z) zZ€ U] l(aé:] N 0&)) . (627)
(Q|([‘ ))f(z) Z€ (U] r+1(rl) \ U],l(a‘fj N afl))

2. Vr<6,Vj#l S (UL ) - mu(R),

U, @)
(S ir )7f@).z € Uy T\ U080 0€,)
Sie )@= (s ﬁrll))“’f(z) z € Uju(0€, N g)) , (6.28)
S )" f@rz€ (U1 M)\ U 1(0¢; 1 0€)))

. 2 00 6
etVr<6,Yj# 1 Qs )t (R = I°(UL, ),

0y (@2 & (Ujey T\ (08, 0 )

Qe )f@) = Qi RUCERLY J(OE, N 0E)) . (6.29)

(Q|J(rr Pf@,z€ (U?=r+l(r;) \ Uj,l(af/j N OE))p
Notons ici que les deux opérateurs (S?
Sy Q) 1€

00 0 - . ye
T )) , (Ql(rﬂ)) coincident avec les opérateurs

(S T D7 =S )”
{ (Q|(r 2 =@y (639
et les deux opérateurs (Sl(zF ), (Qﬁr ) sont définis par :
{ (S\(EF,,))OO =Y )T+ A =ES )™ (6.31)
0 — - _ + :
(Q|<r )= VQKF) ¢l V)Ql(r)
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A cause de I'existence de plusieurs facons possible de définir un schéma de subdivision
quasi-linéaire sur une grille 4-réguliere (6-réguliere), nous rappelons ici que les opé-
rateurs quasi-interpolants Q, Ut @y 9 e @) préservent les coefficients dominants pour
tout f € m3(R?) et que les résultats du lemme 6 restent vrais dans le cas de la subdivision
quasi-linéaire sur une grille n—réguliére pour n = 4, 6,i.e pour tout f € n3(R?),

{ SOEJ“ o, QuLaf = oSy emQuLaf = QuL,mf 6.32)

ik, (F)Qm?:l(r;)f:f‘:’S\U,-il(r,’.)Qlu anf =Que,anof

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que les schémas quasi-linéaires ont
un ordre d’approximation maximal sur une moitié de la grille et un ordre d’approxima-
tion optimal sur la deuxieme moitié. Afin de généraliser ces résultats a des schémas
quasi-linéaires définis sur une grille 4—réguliére (resp. 6-réguliére), nous supposons que
lopérateur Q) 1« ) : (R — (UL, (T) (resp. Qe @) mm(R2) - 12U, @)
peut étre étendu a un opérateur borné et local Q| Ut @ . C(R?) — l°°(Ul.:1(F,~)) (resp.
i=1

Q|u,.6:1 ) C(R?) — (S, (T})) de sorte que : si Qe Tm(R?) = (U, () (resp.
0 e,@) Tn(R?) — l‘x’(U6 l(F ))) satisfait la relation (6.32), il existe un domaine ouvert et
borné D' € R? (resp. D" € R?) et une constante ¢ (resp. ¢’) tel que :

|U?_ T )f(a)|oo sc ”f”oo a+D’ (633)

|Q| U?=l(r’_)f(a)|oo < C ”f”oo,m.p”

Ensuite, nous montrons que nous pouvons approcher toute fonction f par

o f (resp.§~ Q' sy

SOO
UL, @) = TUL @) IUS, @)= 1UL, @)

Lemme 9 SOITS|U41(F) (resp. SIUGI(F)

sur une grille 4—réguliére (resp. 6-réguliére) , soit Q* , : C(R?) — l"°(U4 (@) (resp.

UL, @)
Q| U C(R?) — lw(Uf’zl(Fi))) un opérateur borné. Alors il existe une constante c telle
=1\ i
que:

) un schéma de subdivision quasi-linéaire défini

(6.34)

_ < m+1
IS |U4|(F)Q|U4 (F)f fll < calllD Slloo,
IS > =l < allD™! flls

U, (@) |U61<r

pour tout f € C"™Y(R?), ||flle < oo avec la notation ||flle = max{||D? flleo, [yl = m + 1}( le
maximum des opérateurs différentiels de degré m + 1).

Preuve 22 A partir des définitions et du choix des opérateurs S| U@’ Y UL, @y S| e,

0, e, @) (équations (6.27)-(6.32)) et la preuve du lemme 7 (chapitre 5), nous pouvons
montrer que pour tout f € C"*(R?) :
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ISR 1)@ /@~ f@ll =
IS i)™ (Q ) f@) = f@lleo < € ID™ flloos - 2 € (U () \ U9 0 960)
ISt )@ f (@) = f@lleo < € ID™ flloo 2 € US4y @D

(6.35)

20870 Qs o,/ @ = f@lle =

IS )™ (@ S @ = [ @l = D™ flko, 2 € (U T\ U@ 0 057)

168 0 )™ (@) F@ = F@ls < D™ flls 2 € U (08 0108

"

I8 g )™(@5r @) = f @l < G ID™ fllos 2 € (ULyn 0D\ U8 0 36))
(6.36)

Comme dans le cas bi-régulier, a partir du lemme précédent nous pouvons estimer les
erreurs provenant de I'échantillonage des points de contréle d’'un schéma de subdivision
quasi-linéaire sur une grille 4—réguliére (resp. 6-réguliére) et donc I'ordre d’approximation
de ces schémas de subdivision.

Dans cette section, nous nous intéressons tout particulierement aux différents cas pos-
sibles pour la construction d’'un schéma de subdivision quasi-linéaire sur une grille 4—
réguliere (resp. 6-réguliere). La méthode que nous allons utiliser pour la construction
de ces schémas de subdivision est la méme que celle utilisée pour la construction des
schémas quasi-linéaires sur des grilles bi-régulieres (section 5.4).

Le premier cas consiste a appliquer le schéma interpolant S|(r) sur le domaine &; et le

schéma approximant S+ ) sur les zones I, 1 = 2, 3,4 (voir figure 6.4-(a)). La fonction limite
et 'opérateur quasi- mterpolant de ce schéma de subdivision sont donnés par :

pourr=1,¥j#1, 8% LU (@) = mp(R?),

Ui @)
(S22 € (T (061 0 6) U 061 0 £2)

VO i (6.37)

|(rl)) f(z) z€ U[ zrl



6.3 Construction

(O )f (@), z € T\ (961 N £a) U (061 N £2))

(Q| U, (ri))f(z) =

régles de Catmull-Clark.

Qi )f @,z € Ui, T

Les regles de subdivision dans la partie interpolante de ce schéma de subdivision sont
données dans la figure 6.8 et les régles sur la frontiere commune sont données dans la
figure 6.9. Notez que dans la partie approximante, nous appliquons tout simplement les

(6.38)

9 - _ s 9 3
1936 1936 1936 1 100 _9 3 9 _27
400 400 | EEO 220 880
625 625
1936 1936 75
75 75 2 |25 550
1936 1936 | _ 3 25 ki 880 45
° 100 100 176
Y ®
75 75
1936 625 625 1936 ) 81 - 45
1936 - . 5 < 176
1036 400 27 400 “5% 75
= 320
100
o 75 75
_ EN o
1936 1936 1936 1536 3 _2 _27
880 220 880
(a) (b) (c)
704 3 320 50 -135 3
704 Er g
225 225 7
27 704 704 z o 0 81 25 | 1
704 704 130 320 ksl 0
[ ]
27 27 27 * 7
_27 _27 0 0 81 a5 | 3
704 704 330 = 3
225 925 370 >
704 Zoa
3 3
704 704 3’5{5 —3—3—0 _3 1 9
_25 _35 -2 = X
704 704 80
(d) (e (f) (g)

FIGURE 6.8 — Les regles de subdivision dans la partie interpolante du schéma 4—régulier
quad/quad définit dans I'équation (6.12).
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3 3 1 76
80 3 % 28 1 3 3
80 % 28 7 — 7%
7 5
3 10 3 1 7 RS 3
80 * 20 P — 28 5 >
19
3 3 1 L 3 3
80 ; 80 28 ) 28 75 ; 75
80 28 76
(@) (b) (c)
1
~103 .
“1m2
3 21 3 3 45 3
= 52 > 55 m =

3z 3 3% 45
g 1z
1
11z
(d) (e)

FIGURE 6.9 — Les regles de subdivision sur les frontieres communes du schéma
4—régulier défini dans I'équation 6.11.

Le deuxiéme cas consiste a appliquer le schéma interpolant Sﬁr,) sur les deux domaines
&) et & et la frontiere commune entre ces deux domaines 9¢; N ¢, et le schéma approxi-
mant S(}I) sur les deux zones I'; et 'y (voir figure 6.4-(b)). Ce qui coincide avec le schéma
quasi-interpolant quad/quad présenté dans le quatrieme exemple du chapitre précédent.

Les régles de subdivision de ce schéma sont données dans le tableau 5.7.

Pour le troisiéme cas, nous appliquons le schéma interpolant S\, sur les domaines &, &3
J

etla zone I'; et le schéma approximant S ., sur la zone I'; (voir figure 6.4-(c)).
La fonction limite et 'opérateur quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sont don-

nés par :
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— . %) . 70O 4 . N 2
pour r=3,Vj #1, S, (UL ) = 1),

S )7 @1z € (Ui Tj\ (061 N &) U (963 N €9)

S FEJ?ZI(D))f (2) = (6.39)
&) |4(—r1))oc>f(z)’ z€Tly

(Qr))f(2)z € (szz [\ (061 Néy) U (083 Nég))

(Q| U?:|(Fi))f(z) = (640)

(Q‘-:F]))f(z),z € l—‘4

Dans ce cas, les nouveaux points a déterminer dans la partie interpolante sont données
dans les figures 6.8-(d,e,f,g) et 6.10. Les regles de subdivision sur la frontiere commune
sont données dans les figures 6.9-(b,e) et 6.11.

11

91

3 | 211

175

175

—_— - 520 = — 119 1 3 3
35860 7360 2560 — 3072 3072 -— 30 P
640 3072 1024 320 g0 160
81 81 81 81 27
256 256 e
s o1 | 31 256 256 569 7% %0 ,
256 2560 | 256 1024 16
[ ] [ ] P
9 91 9 31
“338 81 [ 2560 |~ 81 2
256 56 81 256 81 256 s - 160
258 26 256 320 =
80
1 9 9 % 1 5 5 27 . "
56 “%56  73%g ] 5= 5= 5= 3072 | L 32
256 256 256 256 256 256 330 80 0
(a) ® (c)
27 107 _ 107 3 1 _3 33
2560 T3860 2560 -—— 320 80 320
320
827 827 27
827 827 o 27
2560 2560 -2 80
_ 107 3 320 £
2560 640 320
[ ] [ ]
_ 107 3 39
2560 827 327 40 _9 27 320
2560 5560 320 80
1 s _s 2 1 3 =
256 256 256 2560 320 80
(e)

FIGURE 6.10 — Jes nouveaux points a déterminer dans la partie interpolante du schéma

(6.13).
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1 ! 8 3
1 2% 1 _3 2 % 3
s 28 = 5 ) g %

13 105 17
5 13 -
758 756
1 - 1 0 3 756 3 23 3
FES e 28 2 92
®
13
1 1 =6 105 42 il 3
28 X 28 26 92 3 92
78 92
3
~7%
(@) ) (©)

FIGURE 6.11 — les nouveaux points a déterminer dans la partie interpolante du schéma
(6.13).

Le quatriéme et dernier cas consiste a appliquer le schéma interpolant Sir,) Sur les deux
domaines &1, &; et le schéma approximant Sﬁm sur les zones I',, T4 (voir figure 6.4-(a)). La
fonction limite et 'opérateur quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sont donnés
par :

pourr=1LYj# 1 S®, (UL T)) = 1R,
|U,‘:1(ri) !

Sigr )7 f @)z € (081 0 &)

S rfj?:l(ri))f(Z) - (641)
(S )" F2)z € (T2 UTy)

(Qirj))f (2),z € (061 N &3))
(Q| Uf=|(ri))f(z) = (6.42)
(QFEFI))f(Z)’Z € (FZ ) I_‘4)
Les regles de subdivision a appliquer dans les parties interpolantes de la grille sont les

regles du premier cas données dans la figure 6.8. Les régles particuliéres de ce schéma
sur la frontiere commune sont données dans la figure 6.12.
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3 3
3 5 3 > 80 3 &
80 m 80 80
7 — 72
3 10 3 2 LA 3
so[—® 0 80 80
3
3
3 3 3 3 k) 19 32
80 m 80 80
3 3
20 80
(@) )] (o)

FIGURE 6.12 — Reégles de subdivision particulieres du schéma (6.14) sur la frontiere
commune .

Le premier cas consiste a appliquer le schéma interpolant S‘r,) sur le domaine §/1 et le

J

schéma approximant S+ ) sur le reste de la grille excepté les deux frontiéres 651 et 656

(voir figure 6.6 — (a)). La fonctlon limite et I'opérateur quasi-interpolant de ce schéma de
subdivision sont donnés par : Vr=1,¥Yj# 1, S® l“(Uf:I(I“ ) = 1,(R?),

1UiZ @)
(S| "F@:2 € (T \ @, N 0)
(S5 )@ = § fgr SRz € 08,0 9) (6.43)
(S S,z € (UL T)\ 08, 0 9gy)
etVr=1Vj# LS, o IP(UL @) - mn(R?),
(G )f@-2 € (T @€, 0 35
(O, @) = (Qﬁrﬂ))f (2),z € (€] N OEy)) (6.44)

(QF )f@),z € (UL,[T)\ (6, N OE))

)

ou les opérateurs (S‘(zr ))°° et Ql(zr ) sont définis dans I'équation (6.32). Les différents types
! !

de régle de ces scherﬁas de subjdlwsion sont donnée dans les figures suivantes :

— figure 6.13 , les régles particuliéres dans la zone choisie pour appliquer le schéma
interpolant ()

— figure 6.14, les regles particuliéres sur les frontieres communes entre les deux zones
(€, N 9Ey)

— figure 6.15, les régles particuliéres dans les zones choisies pour appliquer le schéma
approximant US_, () \ (3¢, N 8&;)
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1.2y+1
_§(5+;f)
1 74
119+117) 857
_1(“’2?’) 8 S+p
6 3+y
3
257+37 1,27+1 3
24 3+ B 475+y
1 142y, '
——( ) 1 2y+1
12°3+7 8(5+,x)
(0
_-3
H1+5)
3154y
8(11+7)
315+ _3
811+ a7
_-3
411+9)
(d) (e)
1 5+7
1 . ) ,L(5+7) L(sv—n,y) —ﬂ(“?)
_E fl [ 247345 24" 3+y
2 16
1 ! 1 1
Z 1 3 z
. 8 3 8
- 1 ]
i B 1 _ 1 5+ 1 3711y
16 - T 24(3—7) 20 E ) _L5+n
2434y
o) (g) (h)

FIGURE 6.13 — Reégles de subdivision particuliéres du schéma (6.17) dans les zones
d’application d’'un schéma interpolant.
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3. 1-x 31—y
3, 1-y 1r iG55
2=y 4124y 47134y

1144y }
18 1-y \
|18 17 \4 Zy

Ly 1 12-4y

444y 18 1-;
)
© 4 13-4y
(@) )
1, 144y
E(77+2;f)
5.7
_E( ! ) E(—7+3;f)
16 —7+2y
s 3342,
e _3
T==2) A 4 3. +r 4'-6+y
4 -Tr2y 1= L
— ¥
2 / 3 -1l+p
A1 4_6+;) 1=
16 =7 +27 —o+]
i( 1+4y ) 3
16" —7+25 8
(d) (e)

FIGURE 6.14 — Regles de subdivision particulieres du schéma (6.17) sur les frontieres
communes.
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_3 -4+ 1
P 3
3 (== rrid 2.1,
(— ; 3 12+y7 48 18’
8(76“;) _l( /’) g 48
73( 6+;f) 2124y
8 —6+7 3.7 2 1,1
16 B 1.36+19y. 4 8 il v 1 1
16 =16+ 4 oy
_1 124y ' 3¢ 17+;) £ a8 T
16 =6+ 4 .
1(_1‘)+{[) "’(17+ f) 1 v §+i:f
3 3 —6+y -7 l(]2+5;/) a8’ 8 48
E(?} 3 12+y 8 12+y
(@ ®) ()
1 v
3 -2 (=)
412+ 7) 8 12+y
_3
A +12) 1(36+?/)
o 12+
v
T s e
124y
11542y
(1?+/)
Lz Ls+ry
812+ 11247
(d) (e)
_3
86+7) 1y
Z(6+;f) Lz Lo+27
86+ 47 6+y
1 —-6+y
3%+,
‘ 1(18+l]/) 1(3+ f)
L v 6+ 4°6+y v j(—:’l+;)
3 iy
115+ B [
1% 6+r oz, 19+2,
86+ 46+
1, 7 32+
_3(6+ ,) §(6+;/)
N (g) )

FIGURE 6.15 — Reégles de subdivision particuliéres du schéma (6.17) dans les zones
d’application d’un schéma approximant.

Le deuxieme cas consiste a appliquer le schéma interpolant S|_r) sur les deux zones

I, et T, sans les frontieres 8¢, et 8¢, et le schéma approximant S\, sur le reste de

la gr|IIe, excepté les deux frontiéres 651 et 856 (voir figure 6.6-(a)). La fonction limite et
I'opérateur quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sontdonnés par : Vr =2,V # [,

) . joo 4 4 2
ST gy UL TD) = mu®),
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(S )7 F @)z € (U3 () \ (€, N ) U (98, N 3EY))

) / , , ;
S |DEJ~6 (l"'.))f(z) = (SEF’.I))OOf(Z)’Z € (651 n 666) U (662 N 863) (6.45)
o (SF )" f(2),z € (USy(T) \ ((B€] N 0Eg) U (98, N 6E3)

)
etVr=2¥j#1L Q0 o) TR = (UL T)),

(9 (-2 & (U (T \ (@€, 1 359 U 38, 1 685))
Q@) 2 € (98, N 06g) U (06, 0 963) (6.46)

Qi )@z € (U85 \ (B8, N 0Eg) U (98, N BEY)

Les regles de subdivision de ce schéma de subdivision sont données dans le tableau 6.1.

(Q| U?zl(r;))f(z) =

Regles | Co6té interpolant Coté approximant Frontieres communes
Figures | 6.13 — (c,e,£),6.16 — (a,b,c) | 6.15—(b,c,d, f,g,h), | 6.14 — (a,d),
6.16 — (a, b, c) 6.16 — (d) 6.16 — (e, f)

TABLE 6.1 — Les régles de subdivision particuliéres du schéma (6.18).

3

@
3 v
57 \
3
T A
18, 1-y
1 —6+y _1s }
_3(12:;;) R
(d) () ()

FIGURE 6.16 — Différentes regles de subdivision particuliéres des schémas (6.18).
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Le troisieme cas consiste a appliquer le schéma interpolant S‘r,) sur les deux zones 1"'1
J

et F sans les frontiéres d¢ et 656 le schéma approximant S|<r) sur le reste de la grille

excepté les deux frontiéres ag—‘] et 8.56 (voir figure 6.6-(a)). La fonction limite et I’opérateur

quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sont donnés par : Vr =3,Yj # 1, S

I°(UL, @) = mn(R?),

U, @’

(§ gr P72 € (UL (T) \ (9&, N 0gy) U (98 N DE,))

(@) = (S0, ¥ f(2),2 € (9€] N OEQ U (9€; N FE)) (6.47)

)

S ;F ))°°f(z) zE€ (U6 AT\ (8] N OEY) U (0€; N BE,))

IUf’ i)

(o) (o) 6 4 2
etVr=2,¥j#1, Slulﬁl(m (U= @) = mm(R),

(@ )@z (UL (@) \ (B, N 0g) U (9 N DE)
)f(@) = Q4 RUCET (0E, N OE) U (9, N OE,) (6.48)

<Q;r Df(@),z € (UMD \ (B8, N 9Ey) U (98, N DE))

Ce qui coincide avec les schémas quasi-interpolant triangle/triangle présentés dans le
deuxieme exemple du chapitre précédent. Les régles de subdivision de ce schéma sont
données dans le tableau (5.4).

|u,6 (@)

Le quatrieme cas consiste a appliquer le schéma interpolant S;r,) sur les deux zones

J

F et F sans les frontiéres 9¢ et 656 et le schéma approximant S|<r) sur le reste de

Ia grille excepté les deux frontieres 551 et 55@ (voir figure 6.6-(a)). La fonction limite et
I'opérateur quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sont donnés par : Vr =4,V # [,
Sy P ULIT)) = mn(R2),

=1\

(s « )>°°f<z> z€ (UL () \ ((B€) N 8 U (8€, N BE))
)f(2) = |(r l))“’f(z) z € (08, N 0EQ) U (9&, N BES) (6.49)

§ ;r ))°°f<z) z € (ULs(T) \ (¢, N ) U (3¢, N 0EL))

0 00 4 /
SUVr=4Nj#LSY il (UL @) = mu(R),

|U?1(r>

(Qp )12 € (Ui T \ (B8] N8 U (98, 1 6E5)))
)f(@) = (O f(@):2 € (08, N ) U (98, N %) (6.50)

<Q;r f@),z€ (USLs(T) \ ((F€, N BE) U (9€, N BEL))

Les régles de subdivision de ce schéma de subdivision sont données dans le tableau 6.2.

|u,° @)



6.3 Construction

Cété approximant

Frontieres communes

Regles | Coté interpolant
Figures | 6.13 — (c, e, g), 6.15-(f,g,h), 6.14 — (a, d),
6.17 — (a, b, c) 6.17-(f, g, h) 6.17 —(d, e)

TABLE 6.2 — Les regles de subdivision particulieres du schéma (6.20).

(a)
3. 1-y
FTae
9, 1-y
AT
(d)
3 2+7,
Lory 5(6+;f)
46+y
] 1y
\ )
3
§ 118411y,
8 6+

)

(&)
-1+y
s
15
7
_1_
A13-47)

b _L=9+7y v
47 6+y
1 5+2;f) 5

2 4+y

7= \

(g)

Ll
ity

3,-3+y

e e=ast)

1197+41 § L+

8 1L+

+2;f) 3
1+y 3

1.13+5y.
8 11+yp

)

(c)
L 1347y
1117437y
15 _—13+y
4 117437y
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FIGURE 6.17 — Différentes régles de subdivision particuliéres du schéma (6.20)
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Le cinquiéme cas consiste a appliquer le schéma interpolant Sir’) sur les deux zones F'l
J
et I', sans les frontieres d¢ et ag; le schéma approximant SQD) sur le reste de la grille

excepté les deux frontiéres ag’l et 65; (voir figure 6.6-(a)). La fonction limite et 'opérateur
quasi-interpolant de ce schéma de subdivision sont donnés par : Vr=5,¥j #1, S

U, @) :
I°(UL @) = mn(R?),

(S )7 F (@) 2 € (U3 (T) \ (98, 0 9Eq) U (98 1 OE))

) , , , ,
(S® )f(2) = (S, ) f(2).z € (0§, NOEG) U (065 N BE() . (6.51)

UL, @) T’ / / / / /
S ‘JEF;))OOf(Z),Z € (T) \ (B¢, NOEY) U (9E5 N BEY)))
= ; o . oo 4 4
etVr=5Yj#L S0, 1 INULIT)) = mn(@®2),
Q) f@) € (U321 T\ (B¢, N g L (3¢ N 0€p))
(S @)@ = (Qﬁr;lgf(z), z € (08, N9, U (9€; N OE,) C (652)

(QF)f(2),z € Ty \ (B, N &) U (9E5 N DEy)))

)

Les regles de subdivision de ce schéma de subdivision sont données dans le tableau 6.3.

Regles | Cobté interpolant Cété approximant Frontieres communes
Figures | 6.13 —(c,e, £),6.17 — (b,c), | 6.15—(f,g,h),6.17 = (f), | 6.14 — (a,d),
6.18 — (a,b) 6.18 — (c,d, e) 6.18 — (f,9)

TABLE 6.3 — Les regles de subdivision particulieres du schéma (6.21).
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FIGURE 6.18 — Différentes régles de subdivision particuliéres du schéma (6.20)

AUTRES CAS (SCHEMA (6.22) ET (6.23))

Précédemment, nous avons vu gqu’il existe d’autres cas possibles pour définir un schéma
de subdivision 6-régulier, nous avons aussi donné deux exemples : le schéma (6.22) et
le schéma (6.23) (voir figure 6.7). Pour les schémas quasi-linéaires 6-régulier que nous
avons proposés précédemment, nous avons vu que différents choix des zones d’appli-
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cation des deux schémas Slzr,) et S, donnent différentes regles de subdivision. En
J

expérimentant avec d’autres choix des zones d’application des deux schémas S ﬂr’.) et
Sﬁm’ nous avons constaté que la plupart des régles de subdivision pour tous les jcas
restants sont données dans un des schémas 6-régulier présentés précédemment. Par
contre, nous avons besoin de définir des regles supplémentaires au point origine et au
voisinage de ce point pour chaque cas. Il est possible de traiter tous les cas, mais nous
nous contentons de donner ici les régles des deux schémas (6.22) et (6.23). Les regles
de subdivision de ces deux schémas de subdivision sont données dans les tableaux 6.4
et 6.5.

Schéma (6.22) | C6té interpolant Cété approximant | Frontieres communes
Figures 6.13 - (a,b,c,d,e, f,g,h) | 6.15—=(f,g,h), 6.14 — (a,d),
6.18 — (c,d, e) 6.19 — (a,c)

TABLE 6.4 — Les régles de subdivision particuliéres du schéma (6.22).

Schéma (6.23) | C6té interpolant Cété approximant | Frontiéres communes
Figures 6.13 — (a,b,c,d,e, f, g, h) | 6.15—(f, g h), 6.14 — (a,d, e),

6.16 — (a,b, c), 6.17 - (g, f) 6.17 — (e),

6.17 - (f,g,h) 6.19 — (b, ¢)

TABLE 6.5 — Les régles de subdivision particuliéres du schéma (6.23).

3. 1=y
31y 157

s )
1-2¢121, ?

2 12-4y

(a) )

FIGURE 6.19 — Différentes régles de subdivision particuliéres des schémas (6.22) et
(6.23) .
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Les schémas de subdivision que nous allons étudier ici sont définis en fonction de deux
schémas de subdivision linéaires sur deux ou plusieurs zones séparées de la grille dont
on connait déja les continuités et la continuité dans les zones de raccord éloignées du
point de contréle central. Dans cette section, nous nous intéressons aux conditions né-
cessaires et suffisantes de la continuité C™ de ces schémas de subdivision autour d’un
point de contréle central régulier (voir figure 6.20).

% |

(@) ®)

FIGURE 6.20 — Situation autour d’un point central.

Pour vérifier les conditions nécessaires de la continuité C™ de ces schémas de sub-
division au point de contréle central, nous définissons des matrices de subdivision qui
contiennent tous les points de contr6le de la surface qui influencent ce point de contréle
aprés un pas de subdivision. Pour les schémas de subdivision quasi-linéaires présentés
dans ce chapitre nous choisissons un ensemble de 49 points pour les schémas définis
sur les maillages 4—réguliers et de 61 points pour les schémas définis sur les maillages
6-réguliers. Puis, nous calculons les valeurs propres de ces matrices. Si les valeurs
propres vérifient les conditions de la proposition 14 alors nous concluons que les condi-
tions nécessaires de la continuité C™ sont satisfaites. Les valeurs propres et les condi-
tions nécessaires de la continuité C” de différents schémas quasi-linéaires présentés
précédement sont données dans les tableaux 6.6 et 6.7.

Schémas Valeurs propres Continuité C™
Schéma (6-11) | 1,7,5 < |Al,i=3,..,48. C!
Schéma (6.12) | 1,5,5, 3, 5.3 <|4il,i=6,..,48. | C?
Schéma (6-13) | 1,5,5 < |4l,i=3,..,48. C!
Schéma (6-14) | 1, 5,5 <|Al,i=3,..,48. C!

TABLE 6.6 — Les valeurs propres et les conditions nécessaires de la continuité C™ des
schémas quasi-linéaires définis sur une grille 4—réguliere.
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Schémas vy Valeurs propres Continuité C™
Schéma (6-17)2(6.19) | y=0 | 1,5, 4,7, 4.3 <|4l,i=6,..,60. | C2
Schéma (6.20) et (6.21) | y=0 | 15,5 <|4l,i=3,..,60. C!
Schéma (6.22) et (6.23) | y=0 | 1,5,5,7, 5.3 <|4l,i=6,..,60. | C*
Schéma (6.17) a (6.23) | y=3 | L5,5 <|Al.i=3,..,60. C!

TABLE 6.7 — Les valeurs propres et les conditions nécessaires de la continuité C™des
schémas quasi-linéaires définis en fonction d’un parametre y sur une grille 6—réguliére.

Ici nous n’abordons que les conditions suffisantes de la continuité C"™ des schémas quasi-
linéaires définis dans un des cas présentés dans les figures 6.4 et 6.6 au point de controle
central. Autrement dit dans les cas ou nous n’avons que deux frontieres communes entre
les zones d’'application des deux schémas linéaires. Pour vérifier les conditions suffi-
santes de ces schémas de subdivision, nous fixons deux arétes de la frontiére commune
adjacentes au point de contr6le central. Compte tenu de la symétrie et de I'invariance
de reparamétrisation, nous supposons que la premiere aréte est située sur I'axe y. Puis,
nous définissons deux matrices de subdivision M! et M? de sorte qu’aprés un pas de
subdivision les deux matrices devraient contenir tous les points de contréle de la surface
qui influencent les deux arétes. Dans ce cas les deux matrices de subdivision sont définis
par :

{ MU LS L
ML /L
oU L C X(a,.a, €st défini par :
L =A{G1, j1)s - Qs Jiz)}s
et /' est un opérateur de translation donné par :
{L=(G+6,j+1),G )€ L),

avec :
— 6 =1, si la deuxiéme aréte est sur la moitié gauche de la grille (voir figure 6.21).

— 6 =0, si la deuxieme aréte est sur I'ax y.

— 0 = -1, sila deuxieme aréte est sur la moitié droite de la grille.

Les ensembles de points L et /'L qui déterminent les deux matrices M' et M? de diffé-
rents schémas sont donnés dans le tableau 6.8.
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FIGURE 6.21 — A gauche : 'ensemble de points L qui représente un sous ensemble de
la grille 4—réguliére quad (o, les points de contréle qui déterminent 'ensemble de points
L, les deux droites rouges représentent les frontieres communes, en vert les deux arétes
de la frontiére adjacente au point central). A droite, 'ensemble de point L aprés un pas
de subdivision (les étoiles représentent les 49 points de contréle des deux matrices M'
et M?).

Schémas | Ensembles L Ensembles 'L

(6-11) {(G, j).i € [-3,3],j€[-3,3]) {i+1,j+1),3,j) € L)
(6.12) {(G, j).i € [-3,3],j € [-3,3]) {(G,j+ 1), ))e L)
(6.13) {(G, j).i € [-3,3],j € [-3,3]) {(i-1,j+1),3G,j) € L}
(6-17) {G,j—2i),i€[-3,2],je [-4,41} |{G+1,j+1),G))eL}
(6.18) {G,j+50),i€[-3,2],je [-4.41} |{G+1,j+1),G))eL}
(6.19) {G, j— 3i),i € [-3,00, j € [-4,4T}U

(Gj+ 30 iell2]jel=441 | {G.j +1).Gj)eL)
(6.20) G j- %i),i €[-2,3],je[-4.41} | {G- l,j, +1), (3, j,) € L}
(Gj+30.i€1-2,31.j€[-4.41} [{G-1j +1.G.J) €L}

TABLE 6.8 — Les ensembles de points L et 'L qui déterminent les deux matrices M' et
M? de différents schémas quasi-linéaires.

Ensuite, nous appliquons le test du rayon spectral conjoint exposé dans la section 5.2.2.
Si le rayon spectral conjoint vérifie la relation :

1
oM (Yo, Y1) < >
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nous concluons que le schéma est de continuité C™ sur la frontiere commune au voi-
sinage du point central. Le rayon spectral conjoint et la continuité de schémas quasi-
linéaires sur un maillage 4—régulier (resp. 6—régulier) sont donnés dans le tableau 6.9.
(resp. 6.10).

Schémas Rayon spectral conjoint | Continuité C™
Schéma (6-11) | p®1(¥,,¥)) < 1 C!
Schéma (6.12) | p!""l(Yy, Y1) < 1 C?
Schéma (6.13) | pP®1(Yo, Y1) < 5 C!

TABLE 6.9 — Le rayon spectral conjoint et la continuité C™ de quelques schémas quasi-
linéaires sur un maillage 4—régulier.

Schémas v | Rayon spectral conjoint | Continuité C™
Schéma (6-17) 0 | p(Yo, Y1) < 5 C?
Schéma (6.18) 0 | pl®1(Yo, Y1) < 1 Cc?
Schéma (6.19) 0 | p(Yo, Y1) < ; C?
Schéma (6.20) 0 | pPI(Yo, Y1) < 4 C!
Schéma (6.21) 0 | pPlYo, Y1) < 5 C!
Schémas (6.17) a (6.21) | 5 | Fk/pM (¥, Y1) < 5 C!

TABLE 6.10 — Le rayon spectral conjoint et la continuité C™ de quelques schémas quasi-
linéaires sur un maillage 6-régulier (poury = 0, % ).

A partir des conditions nécessaires et suffisantes de la continuité C” autour d’un point

central présentés dans les tableaux 6.6, 6.7, 6.9 et 6.10, nous concluons que :

— Les schémas quasi-linéaires sur la grille 4—réguliére sont de continuité C?> dans le cas
bi-régulier (deux zones interpolantes et deux zones approximantes) et C! dans les
autres cas.

— Pour y = 0, les schémas quasi-linéaires sur la grille 6-réguliére sont de continuité C?
si le nombre de zones d’application du schéma interpolant est inférieur ou égal au
nombre de zones d’application du schéma interpolant et C' dans les autres cas.

— Poury = % tous les schémas définis sur la grille 6-réguliére sont de continuité C'.

Nous rapplons que dans le cas ou nous avons plus que deux frontiéres communes sur la

grille, on ne peut rien dire sur les conditions suffisantes de la classe de continuité.

Dans cette section nous généralisons les schémas de subdivision présentés précédem-
ment a des maillages n-réguliers avec n # 4 dans le cas quad/quad et n # 6 dans le
cas triangle/triangle. Généraliser ces schémas de subdivision a des maillages irréguliers
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revient a proposer des régles de subdivision adaptées a ces types de maillages. En ex-
périmentant avec différents cas irréguliers (différents choix de la valence n d’'un point
central), nous avons constaté que les régles de subdivision au voisinage de ce point
sont données dans un des cas exposés précédemment. Il nous reste a proposer une
régle d’'un point central dans le cas général (valence quelconque). Pour cela, nous utili-
sons une relation simple entre le poid du sommet intérieur et les poids des sommets qui
forment son voisinage direct.

Considérons la situation d’un point de contréle central ppo donnée dans la figure 6.22 et
supposons que le nouveau point pair (S p)o,o est donné par I'équation suivante :

Syt a@pPloo = Bp-11+Bp-10+Bp-1-1+Bpor+ (6.53)
@poo +Bpo.-1+PBpi1+PBpio+Bpi-1. '

pS,l ﬂ
pfl.l p].l ﬁ ﬁ
o o
). Py 5 5 5
Py, 2y ¥i) B
Do B

FIGURE 6.22 — Situation générale pour un point de contréle ordinaire au point central
(0,0).

Les poids de cette regle de subdivision sont calculés a partir de la définition et du choix
de l'opérateur quasi-interpolant (Q, Ule(ri)) sur la grille 4-réguliere Uj‘zl(l"i), de sorte que
la condition (6.32) soit satisfaite sur 'espace des polyndmes de degré 2. Dans ce cas
I'opérateur quasi-interpolant (Q, Ut @) est défini comme dans I'équation (6.27). Compte
tenu de la définition de cet opérateur, les régles de subdivision particulieres sont trouvées
a partir de I'équation (6.53), pour k = |k; + k2| = 2 qui représente un systéme d’équations.
A partir des trois premiers cas qui définissent les trois schémas (6.11) a (6.13) (section
6.4.1) nous aurons les trois systemes suivants :

()G )04 659
S MR EY 659
s G- 659
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ou les relations (6.54) a (6.56) sont les équations qui déterminent les poids des régles
présentées dans les figures 6.9-(a), 6.9-(b) et 6.11-(c) respectivement. A partir des équa-
tions (6.54) a (6.56), nous pouvons introduire un parametre : qui représente le nombre
des points de contr6le qui forment le voisinage direct d’un point intérieur et qui appartient
aux zones d’application du schéma interpolant de sorte que :

Lo 25 )=(4) 6

La solution de ce systéme est donnée par :
= 3L
{ F= g (6.58)

Pour : = 1,2,3 et par substitution dans I'équation (6.58), nous trouvons les poids des
régles présentées dans les figures 6.9-(a,b,c), 6.11-(a,c) et 6.12-(a,b). Afin de généraliser
la régle d’un point pair central a une grille n—quad réguliére (n # 4) (valence quelconque),
nous considérons la situation d’'un point de contréle poo donnée dans la figure 6.23 de
sorte que :

a=1-2nB. (6.59)

FIGURE 6.23 — Situation générale pour un point de contréle extraordinaire au point central
(0,0).

A partir de I'’équation (6.58) nous avons :

31
'B_Z(12+l

A partir des deux équations (6.59) et (6.60), nous aurons :

) (6.60)
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_3 1
{7 2 (6.61)
T 2442143n

Comme dans le cas précédent, nous considérons la situation d’un point de contréle cen-
tral poo donnée dans la figure 6.24. La formule de la regle qui détermine le nouveau point
pair (S p)o,o est donnée par I'équation suivante :

(Syue @Ploo = ﬁlp_l,% +ﬂ/P_1,_% +B poi +a poo +B po-1+

, ) 6.62
Bris+Bp s (6:62)

avec :

@ =1-68. (6.63)

Puy /8

p(—l_l 2) p(l_l )

Py ﬁ ﬂ

p(1-1 )

Py

FIGURE 6.24 — Situation générale pour un point de contréle ordinaire au point central
(0,0) .

A partir des régles de subdivision des points pairs intérieurs données dans les figures
6.14-(a,b,c), 6.16-(f), 6.17-(d) et 6.18-(g), nous pouvons montrer que :

{ B = iois) (6.64)

’ _ _ 2 1_7
@ =1-3(525)

ou 1 est le nombre des points de contréle qui forment le voisinage direct d’'un point inté-
rieur et qui appartient aux zones d’application du schéma interpolant.
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B B

FIGURE 6.25 — Situation générale pour un point extraordinaire au point central (0,0).

Pour la généralisation de la régle du point pair intérieur a une grille n—réguliére triangle
(n # 6, valence quelconque), nous considérons la situation du point de contréle po o don-
née dans la figure 6.25 de sorte que :

@ =1-ng. (6.65)

A partir de I'équation (6.64) nous pouvons montrer la relation suivante entre les poids o’

etfg :
/ _E 1_')/ ’
B = 2(—15+7+21)a/, (6.66)

A partir des deux équations (6.65) et (6.66), nous avons :

B = 30+2 3(41_73) ]
e sy (6.67)
@ = 30+ 2y +4i+3n(1—y)

La figure 6.26, représente les surfaces créées a I'aide de I'application d’'un schéma quasi-
linéaire sur un maillage 4—régulier quad qui unifie le schéma interpolant de Kobbelt et le
schéma approximant de Catmull-Clark. Ce schéma est défini par le schéma de Kobbelt
sur une zone réguliere du maillage et par le schéma de Catmull-Clark sur les trois zones
restants. La surface limite de ce schéma quasi-linéaire est de continuité C? dans les zones
d’application du schéma de Catmull-Clark (les zones en jaune) ainsi que sur les frontieres
communes intérieurs (en rouge) excepté le point central, et de continuité C! dans la
zone d’application du schéma de Kobbelet (la zone en bleu) et au point central. Lordre
d’approximation de ce schéma de subdivision est maximal dans la zone d’application du
sechéma de Kobbelt et optimal sur les frontiéres communes et les zones d’application du
schéma de Catmull-Clark.



6.6 Résultats 185

FIGURE 6.26 — Exemple d’un schéma quasi-linéaire sur un maillages 4—régulier (schéma
(6.11)). De gauche a droite : les mailles de contrble, des mailles de couleur (jaune pour
les zones d’application du schéma de Catmull-Clark, bleu pour les zones d’application
du schéma de Kobbelt), les surfaces limites avec les deux zones en bleu et jaune et les
frontiéres en rouge, et les surfaces limites.

La figure 6.27, représente les surfaces créées a I'aide de I'application de différents sché-
mas quasi-linéaires sur un maillage 5-régulier quad. Dans cette figure le maillage de
départ contient un seul point irrégulier (valance 5). Les schémas quasi-linéaires sont dé-
finis par le schéma interpolant de Kobbelt sur certains zones régulieres du maillage et
par le schéma approximant de Catmull-Clark sur d’autres zones. Dans cette figure, nous
avons appligué les schémas approximant et interpolant de la fagon suivant :

— a) le schéma approximant sur une zone et le schéma interpolant sur trois zones.

— b) le schéma approximant sur trois zones et le schéma interpolant sur deux zones.

— ¢) le schéma approximant sur quatre zones et le schéma interpolant sur une zone
Lapplication de chaque schéma quasi-linéaire donne une forme différente a la surface
limite. En effet, dans les lignes des images «) et b), nous distinguons clairement les zones
d’application des deux schémas approximant et interpolant, et nous trouvons toutes les
caractéristiques des deux types de surfaces générées par des schémas interpolants d’un
coté et des schémas approximants d’un autre (bon ordre d’approximation et continuité
faible d’'un coté, et bonne continuité et ordre d’approximation faible d’'un autre). Dans la
ligne des images ¢), la forme générale de la surface limite est plus proche de la forme de
la surface limite générée par 'application du schéma de Catmull-Clark (ligne d)) méme si
la surface limite est de continuité C' dans la zone d’application du schéma interpolant.

Dans la figure 6.28, les images présentent les surfaces limites générées par I'application
des schémas quasi-linéaires sur un maillage 7-régulier quad et les lignes de réflexion
et montrent la bonne qualité de la surface générées par ces schémas sur les frontieres
communes.
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Dans les sections précédentes, nous avons proposé des régles pour les points de
contrbles centraux irréguliers. Létude de la continuité au voisinage de ces points de
contrdle dépend de la valence de ces derniers et du nombre de zones d’application des
deux schémas linéaires. Nous n’avons fourni aucune preuve formelle de la continuité au
voisinage de ces points. Cependant, nous avons étudié les valeurs propres de quelques
un de ces schémas de subdivision. Létude que nous avons menée concerne les schémas
quasi-linéaires quad/quad (resp. triangle/triangle) pour des valeurs de valence n = 5, ..., 10
(resp.n =17,...,10), dans le cas ou nous avons deux zones d’application d’'un schéma in-
terpolant sachant que les deux zones sont adjacentes a une frontiere commune. Les
valeurs propres de ces schémas de subdivision vérifient les conditions nécessaires de la
continuité C!, présentées par D. Zorin dans [Zorin 2000a]. De plus, les cartes caractéris-
tigues semble étre réguliéres et injectives. Quelques unes de ces cartes sont présentées
dans la figure 6.29.

Enfin, I'étude menée dans ce chapitre et le chapitre 5, montrent que les schémas quasi-
linéaires triangle/triangle donnent de meilleurs résultats que les schémas quasi-linéaires
quad/quad. Il reste cepandant a donner des exemples qui montrent la qualité visuelle des
surfaces limites générées par ces schémas de subdivision afin de confirmer ces résultats.

Dans ce chapitre, nous avons généralisé la définition des schémas quasi-linéaires a des
maillages quadrangulaires (resp. triangulaires) réguliers. Cette généralisation nous a per-
mis de construire de nombreux schémas intéressants applicables sur des maillages ré-
guliers. La méthode que nous avons utilisée pour construire ces schémas de subdivision
est la méme que celle utilisée lors de la construction des schémas quasi-linéaires sur des
maillages bi-réguliers (chapitre précédent). Ensuite, nous avons adapté le test du rayon
spectral conjoint afin de I'appliquer pour vérifier la classe de continuité de ces schémas
de subdivision.

Enfin, nous avons proposé une méthode permettant de généraliser les regles de subdi-
vision des schémas quasi-linéaires a des maillages irréguliers. Cette méthode est basée
sur une relation simple entre les poids d’une regle point pair central et les poids des points
de contréle qui forment son voisinage direct.
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FIGURE 6.27 — Différents schémas quasi-linéaires sur un maillage 5-régulier quad (va-
lance 5) et comparaison avec le schéma de Catmull-Clark. De gauche a droite : le
maillage 5—-régulier quad, des mailles de couleur (jaune pour les zones d’application du
schéma de Catmull-Clark, bleu pour les zones d’application du schéma de Kobbelt), les
surfaces limites avec les deux zones en bleu et jaune et les frontiéres en rouge, et les
surface limites. a) schéma quasi-linéaire avec une zone approximante et quatre zones
interpolantes. b) schéma quasi-linéaire avec trois zone approximantes et deux zones in-
terpolantes. b) schéma quasi-linéaire avec quatre zone approximantes et une zone inter-
polantes. c) schéma de Catmull-Clark sur un maillage 5—-régulier quad.
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FIGURE 6.28 — Différents schémas quasi-linéaires sur un maillage 7-régulier quad (va-
lance 7). De gauche a droite : le maillage 7-régulier quad, des mailles de couleur (jaune
pour les zones d’application du schéma de Catmull-Clark, bleu pour les zones d’applica-
tion du schéma de Kobbelt), les surfaces limites avec les deux zones en bleu et jaune et

les frontiéres en rouge, et les lignes de réflexion.

FIGURE 6.29 — Deux cartes caractéristiques au voisinage de deux points de contrble
centraux irréguliers de valence 5 et 7.
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Les procédés de subdivision inverse sont par nature des algorithmes récursifs. La mé-
thode débute a partir d’'un maillage fin donné M**! = (F¥*1, (S¥p)). Un schéma de subdivi-
sion inverse T : (S p) € (Z°) — (p) € I(Z*) est alors appliqué a ce maillage afin de recréer
le maillage grossier M* = (F¥, p*). La position des points p* au niveau k de subdivision
est calculée a partir de celles des points au niveau k + 1 de subdivision.

Les études menées dans les chapitres précédents ont montré que les schémas de subdi-
vision quad/triangle, malgré de nombreux avantages, présentent aussi quelques défauts
a cause de leurs supports trop larges. En effet, cet inconvénient rend difficile I'utilisation
des méthodes classiques pour trouver les formules inverses d’'un schéma de subdivision.

Dans cette partie, nous présentons une nouvelle méthode basée sur les théories de
la reproduction des polynémes afin de déterminer les formules inverses pour certains
schémas de subdivision linéaires et quad/triangle. Dans ce chapitre nous allons montrer
la relation suivante :

TSQ=0eTQ =05, (7.1)

ol o=V est 'opérateur de dilatation inverse défini par : "V f(.) = f(2.),Vf € m,,(R?).

Dans un premier temps, nous supposons qu’il existe un opérateur de subdivision inverse
T. Puis nous montrons comment I'identification des relations entre 7, S et Q peuvent étre
appliquées pour inverser les schémas de subdivision linéaires et mixtes (quad/triangle).

La relation TQ = Qo=" est considérée comme une équation linéaire ol I'inconnue est
I'opérateur de subdivision inverse T. La solution de cette équation donne les masques
des schémas de subdivision linéiares inverses (B-splines cubique, Catmull-Clark, et
Loop). La méme méthode peut étre utilisée pour calculer différents masques de sub-
division inverse mixtes.

Dans ce chapitre nous commengons par rappeler les notions ainsi que I'état de l'art de
la subdivision inverse linéaire. Nous nous intéressons plus particulierement aux travaux
de S. Lanquetin et M. Neveu [Lanquetin 2006], afin de proposer une autre formule du
schéma inverse de Catmull-Clark. Nous verrons également que la méthode utilisée pour
inverser les schémas de subdivision linéaires ne peut pas étre appliquée pour inverser
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des schémas de subdivision a supports trop larges. Par la suite, nous proposons une
nouvelle méthode pour inverser des schémas de subdivision linéaires et mixtes et nous
donnons des exemples d’application.

Récemment, I'étude et la construction des schémas de subdivision inverse ont trouvé
leurs motivations dans le besoin de représenter des maillages grossiers, en conser-
vant les propriétés du maillage de subdivision précédent. Cette approche autorise de
nombreuses extensions : la simplification du maillage, la déformation du modeéle po-
lyédrique, la compression des données du modele polyédrique et la construction d’'un
modele simplifié basse résolution. En appliquant un schéma de subdivision sur un
maillage de contr6le, la surface de subdivision converge vers une surface paramétrique.
Le principe de subdivision inverse représente la multirésolution entre le modele para-
métrique et le modele polyédrique. Apres les deux premiers articles de [D. Zorin 1997]
et [DeRose 1997], qui décrivent la représentation en multirésolution d’'un maillage trian-
gulaire basé sur le schéma de subdivision de Loop, la construction des schémas de
subdivision inverse ont attiré I'attention. En se basant sur la représentation en multiré-
solution, de nombreux travaux de construction des schémas de subdivision inverse sont
proposés : Samavati et al [Samavati 1999] et Hassan et al [Hassan 2005] ont présenté
une méthode pour inverser le schéma de Chaikin. Les travaux de Hassan et al sont éten-
dus a la construction d’un masque inverse basé sur le principe de subdivision de Loop
[Hassan 2005]. En se basant sur la méthode décrite dans [Samavati 1999], les mémes
auteurs ont proposé les masques inverse du schéma de Doo-Sabin [Samavati 2002].
Chen et al ont proposé une méthode pour inverser le schéma interpolant V3 permettant
la compression d’'un maillage triangulaire arbitraire [Chen ]. Une méthode progressive
a été construite pour stocker des maillages dans un environnement réseau. Samavati
et Bartels ont présenté des masques dans le cas régulier (valence six) afin d’'inverser
les schémas de Butterfly et de Loop [Samavati 2006]. Par la suite Samavati et al, ont
généralisé le masque inverse du schéma de Loop pour les points ordinaires et extraor-
dinaires [Samavati 2007]. Ces masques de subdivision inverse peuvent étre utilisés pour
les maillages géométriques et pour les coordonnées de texture. S. Lanquetin et M. Neveu
ont présenté des formules générales permettant de recréer les maillages grossiers issus
de la subdivision inverse de Catmull-Clark [Lanquetin 2006]. Dans ces travaux, les au-
teurs ont considéré les cas de subdivision inverse pour les points ordinaires et extraordi-
naires d’un maillage quelconque. Récemment, Samavati et al ont introduit une approche
de la subdivision inverse utilisant les opérations de décomposition et de reconstruction
pour la représentation de la multiresolution d’'un maillage géométrique [Samavati 2009].
Les formules de décomposition par la subdivision inverse sont construites en se basant
sur le principe des moindres carrés.

Définition 23 (Maillage de subdivision inverse) Un maillage de subdivision M* est un
maillage polyédrique a I'étape de subdivision k(k > 1,k € N). Ce maillage est défini
par un ensemble de points de contréle p* muni de la topologie induite par le maillage
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M* auquel il est associé. Pour s = 2, le maillage de subdivision a I'étape k peut étre
défini par 'ensemble M* = (F*, p*) o F* représentent les faces du maillage M, et p*
représentent 'ensemble des points de contréle de M*. Le processus de la subdivision
inverse représente progressivement une suite de maillages intermédiaires, d’'un maillage
dense M* vers un maillage plus grossier :

Mk - MY S S oMt = MO,

Définition 24 (Subdivision inverse) La subdivision inverse est un processus de décom-
position d’un maillage de subdivision en un maillage grossier a I'étape de subdivision
précédente. Un schéma de subdivision inverse a I'étape k + 1 (k € N) est une suite d’opé-
rateurs {(S*)~'} qui calculent inversement un ensemble de points (S p*) € M**!, afin de
recréer un ensemble de points de contréle p* € M*. C’est-a-dire que pour un ensemble
de points de contréle (S p*) de M**', on définit un ensemble de points de contréle p* de
M* par I'application d’un opérateur de subdivision inverse T € [(Z*) :

p* =TS ph (7.2)

Proposition 15 Soit (S p*);, i = 0, ...,1} un ensemble de points de contréle de M**! issu
de l'application d’'un schéma de subdivision a I'étape k + 1. Pour le processus inverse, il
est nécessaire de construire un masque défini de p**! vers p* afin de calculer les points
inverses { pf, i =0,...,n}. Le nouveau masque doit satisfaire les conditions suivantes :

1. Lopération du nouveau masque doit étre affine c’est-a-dire que la somme des poids
qui forment le masque inverse est égale a 1.

2. Supposons que les poids d’une regle d’'un schéma de subdivision sont donnés de
fagon symétrique, alors les poids qui forment le masque inverse de ce schéma de
subdivision conservent la méme symétrie.

Le principe du schéma de Catmull-Clark s’applique a des maillages quadrilatéraux mais
les régles de subdivision sont généralisées a des maillages quelconques. Méme si le
maillage de départ n’est pas quadrilatéral, a partir de la premiére subdivision tous les
maillages le deviennent. Les sommets issus d’un c6té sont toujours de valence 4. Ceux
issus d’'un sommet conservent la méme valence et les sommets générés par une face
ont une valence correspondant au nombre de c6tés de cette face. Ce principe permet de
générer par produit tensoriel des surfaces B-splines bi-cubiques uniformes. S. Lanque-
tin et M. Neveu ont présenté les formules générales permettant de recréer les maillages
grossiers de la subdivision inverse de Catmull-Clark [Lanquetin 2006]. Dans leurs tra-
vaux, les auteurs ont proposé un masque de subdivision inverse de Catmull-Clark pour
les points ordinaires et extraordinaires d’'un maillage quelconque. Mais ce masque ne
peut pas étre appliqué pour inverser d’autres schémas de subdivision quadrilatéraux tels
gue le schéma de Warren et Weimer [Warren 2002]. Dans ce qui suit, nous présentons
deux formules inverses du schéma de Catmull-Clark. La premiere formule donnée dans
[Lanquetin 2006] est définie sur un maillage quelconque alors que la deuxieme est défi-
nie sur un maillage quadrangulaire. Cette deuxiéme formule peut étre également utilisée
pour inverser le schéma de Warren et Weimer [Warren 2002].
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Soit M* = (F, p*) un maillage de subdivision quelconque a I'étape k. Chaque face, aréte
ou point intérieur du maillage M* peut produire un point du maillage M**! = (F*1, (S p*)).
A I'étape (k + 1) de subdivision de Catmull-Clark, trois types de nouveaux points sont
créés : les points faces, les points arétes et les points pairs intérieurs (figure 7.1). Ces
points sont notés f*!, i1, (S p*); respectivement. Les nouveaux points du maillage M**!
sont calculés de la fagon suivante :

Subdivision

Subdivision inverse

FIGURE 7.1 — La situation générale pour un point de contréle extraordinaire pt avant et
apres subdivision (maillage quelconque).

Pour chaque face du maillage M* un nouveau point face est créé en faisant la moyenne
des n sommets du polygone :

Flt = lz v (7.3)

Un point aréte est créé en faisant la moyenne des extrémités de I'aréte et des points faces
adjacents nouvellement créés :

1
et = i+ e+ T+ D, (7.4)

1

Un point intérieur est donné par la formule suivante :

n n
Woon=2 4 1 ko, 1 k+1
(Sp)l’— " pl+;z:le]+;z;f] . (75)
J: J:
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Soit M1 = (F*1 (S pb)) un maillage issu de I'application du schéma de subdivision
de Catmull-Clark a 'étape (k + 1). Considérons la situation autour d’'un point extraordi-
naire donnée dans la figure 7.1. A partir de cette figure, nous avons les nouveaux points
(S ph)i, f1*1, €1 et nous voulons trouver la position du point intérieur p* par un nouveau
masque affine. La formule inverse du schéma de Catmull-Clark est donnée par :

pE=a (Sphi+f Y ey (7.6)
i=1 i=1

ot a,B,y, sont les poids de la régle inverse.

Afin de calculer les poids de cette régle inverse, nous remplagons par les formules (7.3)-
(7.5) dans 'équation (7.6) nous obtenons :

v (m=2a  nf k kel BN e
Ph= (= + S P+ <—+ Z +5+y);ﬁ- L)
Par comparaison, il suffira d’établir une égalité a partir de I'’équation (7.7) :

(n—2)(t/ nﬁ, -1

n

n2+ﬁ —O
(1_ I

7 + ’y =0
La solution de ce systéme d’équations est donnée par :

n 4 1
-3’ n(n-3) nn-23)

Vn+3,,8,y)= (n ),

et la formule inverse du schéma de Catmull-Clark est donnée par :

ot k+l 1 C k+1
= (=38P 3)2 n_3));f,~ : (7.8)

Afin de généraliser la formule inverse de Catmull-Clark a d’autres schémas de subdivi-
sion quadrangulaires. Nous supposons que M* = (F*, p*) est un maillage de subdivision
quadrilatéral a I'étape k. Dans ce cas les nouveaux points du maillage M**! sont donnés
par les formules suivantes :

(13) o fAl=1l(pb+eb+ek  +fh. (7.9)

k+1 _ 3 k4 3k 1k 1 k 1 rk 1 rk
(74)@ €i+ —gpl- +§€l- +E€. +—6€l +Ef +Ef; (710)
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Subdivision inverse

FIGURE 7.2 — La situation générale pour un point de contréle extraordinaire pt avant et
apres subdivision (maillage quadrangulaire).

(15) & (Spk)i=apf+,32je’;+yzjﬁ, (7.11)

avec:a=1-nB+y),B=755.7= 15

Soit M**! = (F¥! (S p*)) un maillage issu de la subdivision de Catmull-Clark a I'étape k+1.
Considérons la situation autour d’un point extraordinaire donnée dans la figure (7.2). Pour
le processus inverse nous avons (S p*);, f£*1, ¢! et nous voulons trouver la position du
point intérieur pf par un nouveau masque affine. Nous supposons que la position du point
intérieur pf.‘ est donnée par :

pE=a Spi+f ) ey YA (7.12)
i=1 i

oua’,B,7, sont les poids de la régle inverse (voir figure 7.3). A partir des équations (7.9)
a (7.12) nous obtenons :

3,1, A PR VAR P DV VAR
P} = (e +§ﬁn+17 n)(S P+ (@ p+ 5 +§y>;ef+l+m+§ﬁ +Zv);ﬁk”- (7.13)

Par comparaison, il suffira d’établir une égalité a partir de I'’équation (7.13) :
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FIGURE 7.3 — Masque inverse de Catmull-Clark dans le cas général.

aa: + %?,I’,l + %y:n =1,
ap+ ?ﬂ/ + v = 0,
ay+gB +7v =0.
La solution de ce systéme d’équation, pour a = 1 — n(B + y), est donnée par :

’

_ 1
@ =175

q _ 2 _‘B
B _4%, (7.14)
Y = _-2T:EEB'

1
4n2>

Pour g = % ety= la formule inverse de Catmull-Clark est donnée par :

k_ I ky 4 C k+1 1 N k+1
Pi =3P n(n—3);e" +n(n—3);ff ’ (7.15)

et le masque inverse dans le cas régulier (pour n = 4) est donné dans la figure 7.4.

1 ! 1
4 4
1 4 1
1 1
4 1 4

FIGURE 7.4 — Le masque inverse de Catmull-Clark dans le cas régulier.
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La figure 7.5 illustre un exemple de la subdivision inverse de Catmull-Clark. La figure
représente la surface limite et I'application de deux étapes de subdivision inverse de
Catmull-Clark.

||||||||||

FIGURE 7.5 — La surface limite et I'application de deux étapes de subdivision inverse de
Catmull-Clark.

Dans cette section nous avons utilisé deux formules différentes du schéma de Catmull-
Clark, afin de trouver la formule inverse de ce schéma de subdivision. La premiére for-
mule donnée dans [Lanquetin 2006] est définie sur un maillage quelconque tandis que la
deuxieme est définie sur un maillage quadrangulaire. Le fait de proposer une formule du
schéma inverse de Catmull-Clark sur un maillage quadrangulaire nous permet de géné-
raliser cette formule a d’autre schéma quadrilatéraux comme le schéma de moyennage
de Warren et Wimer [Warren 2002]. En effet dans la section suivante, nous allons voir
que cette formule est paramétrisable, et peut étre appliquée directement pour inverser le
schéma quadrangulaire de moyennage de Warren et Wimer [Warren 2002].

7.5/ SCHEMA DE SUBDIVISION QUAD MOYENNAGE INVERSE

Le schéma de subdivision quad moyennage est introduit en 2003 par Warren et Wei-
mer [Warren 2002]. Le principe de ce schéma de subdivision est basé sur le principe
de Catmull-Clark. Le processus de subdivision de moyennage, présenté par Warren et
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Weimer génére des surfaces de régularité C?, mais pas nécessairement aux points ex-
traordinaires.

Soit M* = (F¥, p*) un maillage de subdivision quadrilatéral & I'étape k. Chaque face,
aréte ou sommet intérieur du maillage M* peut produire un point du maillage M**! =
(F1, pF+1y_ A I'étape (k + 1) de la subdivision quad moyennage, les formules des points
faces, points arétes et points sommets sont donnés par les formules de Catmull-Clark
dans le cas d’un maillage quadrilatéral (équations (7.9)-(7.11)) avec :

|-¥lwz]e

\{
Il
=

n

La formule (7.12) est paramétrable, et peut étre appliquée directement pour inverser le
schéma quad moyennage. Les poids de la formule inverse de ce schéma de subdivision
sont donnés a partir du systeme (7.14) par :

=4,
ﬁ,__%’
Y =5

Notons que nous pouvons obtenir les mémes résultats a partir de la décomposition et
la généralisation du masque inverse de Catmull-Clark dans le cas régulier. En effet,
le masque inverse de Catmull-Clark peut étre décomposé en somme de quatre sous-
masques :

I -1 4 1 =20 0 -2 1 0 0 0 0 0 0
-1 4 -1 |=|l-2 4 0|+[0 4 2]|+|0 4 2|+ -2 4 0]
i -1 3 0 0 0 0 0 0 0 -2 1 1 =20

et le masque inverse du schéma quad moyennage dans le cas général (valence n) peut
étre donné comme la somme de n» masque comme l'illustre la figure 7.6.

La méthode décrite précédemment pour inverser le schéma de Catmull-Clark peut étre
utilisée pour inverser d’autre schémas de subdivision comme le schéma B-spline quadra-
tique, le schéma B-spline cubique et le schéma de Loop. Cette méthode est basée sur un
principe simple. A partir des formules qui définissent un ensemble de points de contréle
{(Sp", i =0,..,1} al'étape k + 1 de subdivision, et sous certaines conditions nous défi-
nissons une formule inverse pour recréer un ensemble de points {p%, i = 1,...,n} a I'étape
k de subdivision. Cette formule est définie comme combinaison affine des points de I'en-
semble {(SpY);, i = 0,...,1}. Les termes de cette formule inverse représentent les poids
d’une regle de subdivision inverse et ils sont donnés comme étant solution d’un systéme
d’équation. Dans le cas des schémas de subdivision définis sur des supports trop large
comme les schémas quad/triangle, 'ensemble de point de contréle {(S p*);} contient plu-
sieurs regles de subdivision, il est donc impossible d’établir un systéme d’équation. D’ou
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FIGURE 7.6 — La généralisation du masque inverse de Catmull-Clark a un masque géné-
ral quad moyennage.

la nécessité de proposer une autre méthode afin d’inverser ces schémas de subdivision.

Dans cette section, nous présentons une nouvelle méthode pour inverser certains sché-
mas de subdivision linéaires. Cette méthode est basée sur les théories de la reproduc-
tion des polynémes. Dans un premier temps, nous supposons qu’il existe un opérateur
de subdivision inverse T de sorte que la relation (7.1) sois satisfaite. Puis, nous mon-
trons comment l'identification des relations entre les opérateurs T, S et Q peuvent étre
appliquées afin d’inverser des schémas de subdivision.

Pour des raisons de simplicité, nous supposons que s = 1, mais tous les résultats seront
vrais pour s quelconque. Nous rappelons également que les résultats qui vont suivre ne
sont applicables que pour les schémas approximants primaux.

Soit {pj.‘, i € A} un ensemble de points de contrble qui représente un polygone (maillage)
de contréle d’'un schéma de subdivision a I'étape k. Nous définissons un schéma de
subdivision S : I[(Z*) — I(Z*) de sorte que les points de contrble a la (k + 1)—iéme itération
sont donnés par : pf*! = (S p*). Lapplication de ce schéma de subdivision a I'ensemble
de points de contréle {p*, i € A} donne un nouveau ensemble {S p¥, i € A'}.

Pour le processus inverse, il est nécessaire de construire un opérateur de subdivision in-
verse T : (Z*) — I(Z*) de sorte que les points de contrdle a la k—iéme itération sont don-
nés par : p* = T(S p*). Lapplication de 'opérateur T & 'ensemble des points de contrdle
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{p**1, i € A"} permet de reconstruire 'ensemble {p%, i € A}.

l
Lidée est d’utiliser la propriété de localité d’'un schéma de subdivision afin d’écrire 'opé-
rateur inverse en fonction d’'un masque b = {b;, j € Z*}, défini sur un support fini.

Soient {p,, 7, € A},A = {11,...,7,...,7,} un ensemble de points de contrble et {(Sp).-, T;- €

A}, A = {7},...7,...7,} un ensemble de nouveaux points de contréle. Supposons que
les points de contréle p,, ..., p;, sont les voisins directs du point p,. Supposons que (S p).
est le nouveau point pair correspondant au point de contréle p. et (Sp)T/I, ...,(Sp)T;’ sont
les nouveaux points impairs correspondants aux points p;,, ..., pr, @pres un pas de subdi-
vision (voir figure 7.7). A chaque étape de subdivision, des nouveaux points impairs sont
inséreés, et le nouveau point pair (S p),» est déplacé par combinaison affine des anciens
points.

Proposition 16 Si/a formule de la regle point pair (S p),; apres une étape de subdivision
est donnée en fonction des poids des points de contréles qui forment le voisinage directe
de p. sur le support A alors la position du point p. est donnee en fonction de (S p) sur

le support A" = 7+ A. C'est-a-dire que :
Si le nouveau point de contréle (S p),, dépend des points {p,,, i € A} alors le point p,
dépend seulement des points {(Sp),, T, € A'},A" = T+ A, et nous supposons que la

T’
1

formule du point p. est donnée par :

(e = D by slSp)y (7.16)

T; ET+A

Subdivision inverse

(Sp),

P (Sp), L
~ [(Sp)

/

(Sp),,

Subdivision

FIGURE 7.7 — Situation générale pour un point de contréle pair.

Preuve 23 La situation générale pour un point de contréle pair (figure 7.7) change d’'un
schéma a un autre. Ce qui nécessite une preuve différente pour chaque situation et
pour chaque schéma. Ici, nous montrons la proposition 16 pour le schéma B-spline cu-
bique. Considérons la situation d’un point de contréle p; donnée dans la figure 7.8. Soit
{pr, T € AL, A =[i—1,i+ 1] un ensemble de points de contréle qui représente une portion
d’'un polygone de contréle. Lapplication d’un schéma de subdivision B-spline cubique a
cet ensemble de points de contréle donne un ensemble de nouveaux points (S p).. Les

nouveaux points de contréle sont donnés par les formules suivantes :

(S Phiffi-1,i+1] = G2pi-1 + aopi + a_2pis1, (7.17)
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(S pi-fi-1,) = a1pi-1 + aipi, (7.18)

(S P)ic1fii+1] = a1pi + a—1Dis1. (7.19)

A partir des équations (7.17)-(7.19), il est facile de montrer qu'il existe un masque inverse
qui représente I'ensemble des poids inverses (b}, j € 7 de sorte que la position du point
pi est donnee en fonction des points {(S p)./} sur le support AN =i+[i-1,i+1]par:

pi= D, by(Spp. (7.20)

7 €[2i-1,2i+1]

L'équation (7.20) peut-étre représentée sous forme matricielle par :
p=T(Sp), (7.21)

ou T est l'opérateur de subdivision inverse.

Dans le chapitre 3, nous avons utilisé une relation entre I'opérateur de subdivision S,
'opérateur limite S et 'opérateur quasi-interpolant Q pour construire des schémas de
subdivision linéaires. Dans cette section, nous montrons comment la relation entre I'opé-
rateur de subdivision inverse T et 'opérateur quasi-interpolant Q peut étre appliquée afin
de construire un schéma de subdivision linéaire inverse.

Théoréme 6 SoitS : [(Z°) — I(Z*) un opérateur de subdivision convergent uniformément,
supposons que S Q = Id, ou I'opérateur quasi-interpolant Q : n,,(R*) — I(Z*) préserve les
coefficients dominants. S'il existe un opérateur de subdivision inverse T : I(Z°) — Z°),
alors on a I'équivalence suivante :

TSQ=0oTQ=Q0"! (7.22)

Preuve 24 Nous considérons o, S, Q et T comme des opérateurs définis sur I'espace
des polynémes de degré au plus m.

Supposons qu'il existe un opérateur de subdivision inverse T tel que :
SO =0,
D’apres le lemme 3 (chapitre 3), nous savons que :

S0 = 0o,
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alors :
T(SQ)=TQo) =0,

En multipliant les deux cétés de I'égalité par I'opérateur de dilatation inverse (o)~!, nous
aurons :

TQ = Qo .

Soient T un opérateur de subdivision inverse, Q un opérateur quasi-interpolant et o~V
un opérateur de dilatation inverse. Supposons que :

TQ = Qo™

multiplions les deux cétés de I'égalité par 'opérateur de dilatation (o), et remplagons Qo
par S Q, alors :

TSQ =0

P. Subdivision

i-1 i i+l 2i-]l % 2+l

Subdivision inverse
FIGURE 7.8 — Situation générale pour un point de contréle B-spline cubique.

A partir de ce théoréme, nous obtenons des informations importantes sur les valeurs et
vecteurs propres de T. Vx € R*, Yk € R*, on définit un monéme f € x,,(R*) par :

fx) = *k<m et of(x) = Z(k)f(x),

par substitution dans I'équation (7.22) :

TQf(x) = Qo Vf(x) =20 Qf(x);k <m (7.23)

& TO() =20 0(h), (7.24)
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a partir de la derniére relation nous pouvons constater que pour tout k < m, Q(x*) repré-
sente un vecteur propre de T associé a la valeur propre 29,

La relation TQ = Qo' est considérée comme une équation linéaire ou I'inconnue est
I'opérateur de subdivision inverse T. A partir de I'équation (7.24), on établit un systéme
d’équations linéaires dont la solution correspond aux poids d’une régle de subdivision
inverse b; qui détermine I'opérateur de subdivision inverse T.

Proposition 17 Soit (Pr), € Z(ZS) les poids d’une régle inverse en un point v € Z° défini
sur un support fini A" = {Tl, Ty an Ty} € 75,

Les poids de la regle inverse (Pr)T, sont définis comme étant solutions de I'équation
suivante :

P = dys (7.25)
ou (Pr)' est un vecteur-colonne (1 : |A'|) de dimension|A'|, ¥’ o) une matrice (C;,, ¢ X IA'])
etd est un vecteur-colonne de dimension C3,, . tel que :

Q(xk)(T ) (7.26)
d = ZkQ(xk)(T ) '

pour tout0 < |kl <m, et j e {1,....]A'}.

Exemple 8 (Schéma inverse B-spline Cubique) Considérons la situation d’un point de
contréle p; donnée dans la figure 7.8. D’apres la Proposition 16, la formule inverse du
schéma B-spline cubique peut étre définie en fonction d’'un masque sur le support [2i —
1,2i + 1] par :

Pilzi-12i+11 = b-1(S p)ai-1 + bo(S p)ai + b1(S pai+1,

Les trois variables {b_1, by, b1} qui représentent les poids de la régle inverse du schéma
B-spline cubique sont déterminées par la condition suivante :

TOfBlpic1.2is1 = 2MQF (), Vf € i3(RY), k = 1,...,3,

ou Q est I'opérateur quasi-interpolant B-spline cubique donné par I’équation suivante,

1 :
Of = = GVINf € m(RY).

En substituant par les monémes de degré inférieur ou égal 3 (ici de degré 2), nous obte-
nons un systéme de trois équations :

1: b_1+b0+b1=1,
x:  (2i—1Db_; + Qiby+ 2i + Dby = 2i, (7.27)
X (=17 = Dby + (202 = DPbo + (2i + 1)? = Dby = 4@ - D).

Ce systéme peut-étre représenté sous forme matricielle (comme dans I'équation (6.25))
par:
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1 1 1 1
i1 i i+1 ](m)}:[ 2i ]
Q@i-1Y -3 (@)P-3 @i+1)P-3 4 - 3)

La solution de ce systéme d’équations qui représente les poids de la régle inverse (Pr),
en un point i sur le support A" = [2i — 1,2i,2i + 1] est donnée par :
1

/ 1
w; = (b—hbo’bl) = (_5’29__

2)'

Comme dans le cas de la subdivision (chapitre 5), nous considérons une grille réguliére
Xa,,a = 1,2 comme un ensemble de points X4, c R* et nous remplagons I'ensemble des
entiers Z* par 'ensemble de points X,4,, @ = 1, 2.

Ou X4, est une grille quadrangulaire réguliére définie dans I'équation (5.2) et X4, est une
grille triangulaire réguliére définie dans I'équation (5.3).

Nous définissons un schéma de subdivision S|4, qui coincide avec le schéma B-spline
bi-cubique sur la grille X4, et un schéma de subdivision S 4, qui coincide avec le schéma
de Loop sur la grille X4,.

Les opérateurs quasi-interpolants de ces deux schémas de subdivision sont définis sur
les deux grilles X4, et X,, par :

Onf=f- V( 1(/)6 1(/)6 )th B — spline  bi — cubique
f € m@®?) (7.28)
1/6 0
Q|A2f=f—V( 5 s )fo Loop

Rappelons ici que :

1. les formules inverses d’'un point pair de ces deux schémas de subdivision sont
données par I'équation (7.16) (proposition 16),

2. pour tout Sia, : I(Xa,) — I(Xa,) €t pour tout Qa, = (S5 )D & mu(R®) — I(Xa,).
S’il existe un opérateur de subdivision inverse T)s, : I(X4,) — [(X4,), alors on a
I'équivalence suivante :

T, S, =1d © Tia,Qu, = Q0 (7.29)

Exemple 9 (Schéma inverse de B-spline bi-cubique) Pour un point ordinaire, consi-
dérons la situation générale représentée dans la figure 7.9. Soit p € I(X4,) un ensemble
de points de contrble définis sur le support A; C Xg4,,

Ar= {G-1j+ DG~ LG =1j=1D,Gj+ 1,050 6 j+1),G+ 1)),
(+1,j+D,G+1,j- 1}
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D’aprés la figure 7.9 les points de contrble {p,, ., }.,.)ea \q,j) forment le voisinage direct du
point Di,j-

Apres I'application de I'algorithme B-spline bi-cubique a I'ensemble de points de contréle
{Pu i) € A1, nous aurons un ensemble de nouveaux points {(Sa, p)}.

L'ensemble des nouveaux points de controle {(Sa,p)} contient trois types de points de
contréle :

e Points faces (S\a, p)2i-12j+1, (S 14, P)2i-12j-1> (S1a, P)2ir1,2j+1, (S|4, P2is1.2j-1-
e Points arétes {(S|a, p)2i-12j (S1a, P)2i2j+1, (S|4, P)2i2j-1, (S|4, P)2iv12)}-

e Point pair intérieur (Sa, p)2i2;.

Subdivision (Sp)) i
pi—l,j—l -_— e
A S N : _____ Sp)
P, P.. E ; . | — ( 20412
L5 ; - %é/
"E ...... " Sorpmm i
! H:\\.
(SP)ELEJ‘

Subdivision inverse

FIGURE 7.9 — Situation générale pour un point intérieur du schéma B-spline bi-cubique.

La position du point pair intérieur (S, p)eizj €St donnée en fonction des points qui
forment le voisinage direct du point p; ; sur le support A par :

(S14,Pni2j = aopi-1,j+1 + a1pi—1,j + axpi-1,j-1 + a3pi js1 + aspij + aspij-1+
aePi+1,j+1 T a7Pix1,j + agPit1,j-1,

alors d’apres la proposition 16, la position du point p; ; est donnée sur le support A’l, par:

Pij = bo(Sia,p)i-12j+1 + b1(S|a,p)2i-12j + b2(S |4, P)2i-12j-1 + b3(S|a, P2ipjs1+
ba(S\a, P)i2j + b5(S1a,P)2i2j-1 + be(S1a, P)2iv1,2j+1 + b7(S 14, P)2is12j+
bs(S |4, P)2i+12j-1

avec :

A,l = {(2l - 172j+ 1)7 (21_ 172])a(2l - 192j_ 1)7 (2la 2.]+ 1),(21, 2])7(2l’ 2]+ 1)a
Qi+1,2j+ 1), + 1,2)), (2 + 1,2 — 1).

Soient (Pr)/z(i, J) = (bi,i = 1..... |A'1 |) les poids de la régle inverse du schéma B-spline bi-
cubiques en un point (i, j). En raison de l'invariance des indices sur la grille X4,, nous
calculons les poids de cette regle inverse pour (i, j) = (0,0). Dans ce cas le support A'1
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est donné par :
A,2 ={(-1,1),(-1,0),(-1,-1),(0,1),(0,0), (0, 1), (1, 1)(1,0), (1, - 1)}. (7.30)

Les poids de la regle inverse (Pr)'1 0,0) = (bj,j = 1,...,9) de ce schéma de subdivision
sont donnés a partir de la condition suivante :

TQu, f(i. j, = 201, £(0,0),Vf € m5(RY), k| < 2,

ou l'opérateur quasi-interpolant est donné dans I'équation (7.28). La solution est donnée
par le systéeme suivant :
Z g P20 = dg, 0y (7.31)

avec .

|

—

|

—

|

—
—_— O
S O =

]
—

1
1 1
0
-1 0 1 0 0 0 1 0 -1

2/3 2/3 2/3 -1/3 -1/3 -1/3 2/3 2/3 2/3
2/3 -1/3 2/3 2/3 -1/3 2/3 2/3 -1/3 2/3

bo
by
by
(Pr), =] b3 |,
by
bs
be

et

SO O =

di = 25014, (¥*)(0,0) =

WAl

Sous certaines conditions de symétrie, les poids de la régle inverse de ce schéma de
subdivision qui représentent la solution de ce systéeme sont donnés par :

bo=by =be =bg = 1,
by =4,
by = bz =bs = by =-1.

Le masque inverse de ce schéma de subdivision est donné dans la figure (7.10).

Exemple 10 (Schéma inverse de Loop) De la méme facon que pour le schéma B-
spline bi-cubique, nous considérons la situation générale représentée dans la figure 7.11.
Soit {p,2)}x.:) € A1 Un ensemble de points de contréle définit sur la grille X», avec :
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'63
b[} bﬂ
b, b, b,
52 b 58

FIGURE 7.10 — Le masque inverse du schéma B-spline bi-cubique.

- _1
=12 §T1,
A= {(-Lj+D.G-1,7-.Gj+D,G ) GJ-D), (7.32)

(+1L,j+H,G+1,j-1)
Supposons que les points de controles {p, 7))}, z,)eny\i.5 forment le voisinage du point
Dij-

L'application de l'algorithme de Loop a cet ensemble donne un ensemble de nouveaux
points de contréle {S 4, p « ., avec
1

,€'Z>}<r’l,€’z>e/\1’

o . ~ 1 . Y1 A A s N

A, = {(21 1,{1 +12),(21 1,{1 12),(21,2J+1),(21,21),(21,21 1), (7.33)
Qi+ 1,2j+5),@Qi+ 1,27 - 5.

La formule des nouveaux points pair (S |a,p),;»; correspondant au point (p); ; apres un pas
de subdivision est donnée par :

(S1a:P)inj = a0(p)iy je1 +@1(p)iyj1 +a3(p); g + aa(p);j+

aS(p)i,j_l + a6(p)i+]7}+% + a7(p)i+]7}_%a

alors d’apres la proposition 16, la formule inverse qui donne la position du point p, ; est
donnée sur le support A'2 par:

pij= byS |A2p)2i—l,2]+% +b,(S |A2p)2i—l,2j—%) +D3(S14, 0010541 + Dy (S1a,P)2i 05+
b5(S1a,P)ainj-1 + be(S |A2p)2i+1,2j'+% +b,(S |A2p)2i+1,2j—%'

Soit (Pr),(i, j) = (b;,i = 1....|A})) les poids de la régle inverse du schéma de Loop en un
point (i, 7).
En raison de l'invariance des indices sur la grille X4,, nous avons seulement besoin de
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T P Subdivision
e (SP)JHI.J ?4-—1
\ P 1
HLT+—
T ‘ 2
\
¢ (Sp)(gfg;)
Subdivision inverse

FIGURE 7.11 — Situation générale pour un point intérieur du schéma de Loop dans le cas
regulier.

calculer les poids de cette régle inverse pour (i, j) = (0,0). Dans ce cas le support A'2 est
donné par :

, 1 1 1 1
A2 = {(_19 5)7 (_13 _5)7 (09 1)’ (09 0)’ (07 _1)9 (1’ 5)5 (1’ _E)} (734)

Les poids de la régle inverse en un point (0,0) sont déterminés par la condition suivante :

TQu.fin, = 2kitklg . £(0,0),Vf € 7,

et la solution est donnée par le systéeme suivant :

20,y P2 =dg, 00 (7.35)
avec :
1 1 1 1 1 1 1
-1 -1 0 0 0 1 1
1 1 1 1
L T | T ey
Ek,'— % 12 2 2
L0 0o o -1
Z 2 1 1 _1 1% 2
3 3 3 3 3 3 3
0 0 f-f ot

N — o~

(Pr), =

ShRW
-

ST
~n

=)}
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et

S O o =

dy = 250" (x*)(0,0) =

_4
3
1

FIGURE 7.12 — Le masque inverse du schéma de Loop dans le cas régulier.

Sous certaines conditions sur la symétrie des poids de la régle inverse, la solution de ce
systeme d’équations est donnée par :

{bz)z b;:b’zzb;:b’s:%:b;:bgz_l
b, = 2
4 2°

Le masque du schéma de Loop dans le cas régulier est donné dans la figure 7.12.

Dans cette section, nous adapterons la méthode utilisée précédemment pour inverser des
schémas de subdivision linéaires afin d’inverser les schémas quad/triangle de Schaefer-
Warren [Schaefer 2005] et Levin-Levin [Levin 2003b] présentés dans le chapitre 4.

Considérons une grille quad/triangle X4, 4,y € R?, qui est uniforme dans les deux moi-
tiés du plan, comme dans la figure 5.4. Les schémas quad/triangle de Schaefer-Warren
[Schaefer 2005] et Levin-Levin [Levin 2003b] sont des schémas qui unifient le schéma de
Catmull-Clark et celui de Loop.

Nous définissons un opérateur de subdivision S, 4,) sur la grille X, 4,) qui coincide
avec le schéma de Catmull-Clark S 4, sur la moitié gauche de la grille, et le schéma de
Loop S 4, sur la moitié droite de la grille. Le schéma S, 4, est de régularité C? dans les
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deux moitiés de la grille X4, 4,) et il reproduit des polyndmes 7, de degré 2, ce qui im-
plique I'existence d’un opérateur inverse de Sih ) qui reproduit des polynémes m.. Nous
définissons un opérateur quasi-interpolant sur cette grille qui coincide avec I'opérateur
quasi-interpolant du schéma de Catmull-Clark Q4, sur la moitié gauche de la grille, et
'opérateur quasi-interpolant du schéma de Loop Qp, sur la moitié droite de cette grille.
Afin de traiter les deux schémas quad/triangle en méme temps, nous définissons un opé-
rateur quasi-interpolant sur I'axe y, Q° , comme une combinaison convexe des deux

. I(A1.A, )
opérateurs Qu, et Qua, de la forme symbolique suivante :

Ql(zAl,Az) =v0u, + (1 =y)0pa,.

Le choix de l'opérateur quasi-interpolant QﬁAl A correspond a y = 0 pour le schéma

quad/triangle de Levin-Levin et y = 1 pour le schéma quad/triangle de Schaefer-Warren.
Pour tout f(z) = f(x,y), les fonctions limites de ces deux schémas de subdivision sont
données par :

1
Sn,f@ =f(z)+v( (/)6 1(/)6 )V’f(z) x <0,
Siaaanf@ =1 S an/@ =YS3 f@Q+ (A =NSK f(2) x=0 fem, (7.36)
S@ﬂ@:ﬂ@+v(%6l%)v7@ x>0,

et leurs opérateurs quasi-interpolants par :

1/6 0
auf@=r@-v( 1% 0 e <o

Ql(A],Az)f(Z) = QﬁAl,Az)f(Z) = YQ|A1f(Z) + (1 - y)Q|A2f(Z) x=0 f € 12, (737)

1/6 O
Q@ﬂa=ﬂ@—v(é lm)Wﬂ@ 0.

Nous définissons un opérateur de subdivision inverse Ty, 4, sur la grille raffiner X, )
qui coincide avec le schéma inverse de Catmull-Clark T4, sur la moitié gauche de cette
grille, et le schéma inverse de Loop T4, sur la moitié droite du méme grille. Les masques
de ces deux schémas de subdivision inverse sont donnés dans les figures 7.10 et 7.12.
Notre objectif est de trouver les régles de subdivision inverses particulieres sur la zone
mixte (sur I'axe y) qui correspond aux regles de subdivision particulieres de Levin-Levin
et Schaefer-Warren. Ces régles de subdivision inverses particulieres sont construites
a partir de la définition et du choix de I'opérateur quasi-interpolant Qya,.4,) sur la grille
quad/triangle X, 4,), de sorte que la condition de la proposition suivante soit satisfaite.

Proposition 18 Soit S, 4,) : I(X(a,.4,) — I(X(a,.4,)) Un opérateur de subdivision conver-

geant uniformément. Supposons que S, , Oy, = Id. Alors il existe un opérateur de
subdivision inverse T : [(X(a,.a,) — (X, 4,)) de sorte que :

-1
TiA1.40S1(A1.4y) = 1d & Tia,,.40)Qia1.42) = Q)(A1.40) T (7.38)
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Preuve 25 La preuve de cette proposition est similaire a la preuve du théoreme 6.

Pour construire les régles de subdivision inverses particulieéres d’'un schéma quad/triangle

sur I'axe y, nous définissons un ensemble de points de contréle

%a a>0
a>0

{Paphn, a@c[-1,1], B= { IB_ﬁ
(figure 7.13),

1 1
={=Lj+ D=L (=L j=D.0.j+ D, (0. 7).0.j = D. (1, j+ 5). (1. j = )}

Les points {p, z}ia\©.) forment le voisinage du point po;.

1 Subdivision
(0,2/+1)
s
(A1:Az)p)(0,2_j+1f2)
-— s, -mp)(o 27)

Subdivision inverse

FIGURE 7.13 — Situation générale pour un point de contréle intérieur.

La regle particuliere du point pair Sy, 4, P)o2; €st donnée sur le support A par :

(S1a,.40)P)02j = cCop-1,j+1) + C1Pp-1,j + C2p-1,j-1 + C3P0,j+1 + Capo,j + C5po,j-1+
6Py j+g T CIP,j-1

D’apreés la proposition 16, la formule inverse est donnée sur le support A" par :

Poo = b, (S|(A1A2)p) 1.2j+1 +b (S|(A1A2)p) 12j +b (S|(A1A2)p) 12j-1+
b (Sl(A1 AD)02j+1 + b, (Sl(A1 AnD)o2j + b, (Sl(A1 A)P02j-1F
b (S a1.AP)1 254 ‘b 7S11a0 D)y -1

J € Z, sur une zone quad/triangle réguliere

(7.39)

(7.40)

Soit (Pr) (0, j) les poids de la régle inverse du schéma quad/triangle en un point (0, j).
Comme dans les cas précédent, nous avons seulement besoin de calculer les poids de

cette régle inverse pour (i, j) = (0,0) sur le support A’,

1 1
= {(_17 1)’ (_1’0)’ (_l’ _1)’ (O’ 1)’ (09 0)7 (O’ _1)’ (1’ E)’ (1’ _5)}

(7.41)
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Les poids de la régle inverse (Pr) (0, j) sont déterminés & partir de la condition suivante :

T a0 Qiaranfin = 2"7104,.4,)(0,0), Y f € ma,

avec .
Fx,y) = X192 ¥(x,y) e R%,0 < |k + ko| < 2,

et la solution est donnée par le systéme suivant :

2Q\(Al,Az)(/\/)(Pr) ©,0)= dQI(AlsAﬁ(O’O)' (7.42)
Lopérateur quasi-interpolant Qy, 4,) est défini par les trois opérateurs Q,,, Q&Al Ay €1 On,
qui déterminent sont évaluation le long de la grille X4, 4,). Le support A" de la régle de
subdivision inverse implique les trois opérateurs quasi-interpolants, d’ou la nécessité de
décomposer le support en trois sous-supports,

(A:)‘= {(=1,1),(=1,0),(=1,-D},
(A,)0 = {(0,1),(0,0), (0, -1)}, (7.43)
(A= {5, (1, =5}
Nous décomposons également I'ensemble des poids de la regle inverse particuliere en
trois sous-ensemble de sorte que chaque sous ensemble est défini sur un sous-support,

(Pr) (0,0), = {(Pr) (0,0)pry-» (P) (0,0) "0, (PF) (0,0} 71+, (7.44)

avec .
(Pr) (0,0)p)- = {b;.i= 1A},
(Pr) (0,0) a0 = {b; i =[(A)[....(A)]),
(Pr) (0,0)xye = {b; i = [(A)]...I(A)*]).

A partir des équations (7.43) et (7.44), nous pouvons écrire I'équation (7.42) sous la
forme suivante :

P2

’ ’

N> o Z
O, (A )-)| Ot 4y (A )0>|

1 XI(Pr) (0,0)7r,-|(Pr) (0,0 "0 (Pr) (0, 0), 7]
= 4p00y

O, (A)*)

(7.45)
avec .

’

Q|(A1,A2)(/\') -

’ ’

[2 Ql(zAl’Az)((A’)O)le‘AZ((A/)+)

2 ]

O, (A'))

’

OayapA)

t X

est une matrice de dimension (C . |A'|) alors :

m+s

Nous savons que X

ZQ|A1((A')‘)’ ZQ‘(ZAIAAZ)((A')O) € Q|A2((A')+)
(C3,4 J(A)TD), (CS, [N et (C5,. J(A) D).

m+s
d

sont des sous matrices de dimension respectives

’ _ H H A
oA, 4,) ESTUN vecteur colonne de dimension |C},_ .

A partir de I'équation (7.45), pour y = % les poids de la régle inverse du schéma de
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Shaefer-Warren sur I'axe y sont donnés par le systeme suivant :

I 1 1|1 1
-1 -1 -1, 0 O
I 0 -1|1 0
2 2 2 _1 _1
P A1y 3
3 3 3 24 24
-1 0 1,0 O

et pour y = 1 les poids de la régle inverse du

donnés par le systéeme suivant :

111 11
1 -1 -1 0 0
1 0 -1 1 0
2 2 2 1 1
U ST A |
3 3 3 3 3
10 1 0 0

RI— O WII— = =

O =

= —

RI—= O W= = =

O W

1 1
1 0
_1 , 0
2 | x@r)©0,00=] 4 |, (7.46)
3 —3
0 -3
_% 0

schéma de Levin-Levin sur I'axe y sont

1 1
1 0
1 , 0
2 |x @ 0,0=| (7.47)
3 -3
1
0 =3
_% 0

Les deux relations (7.46) et (7.47) représentent deux systémes de 6 équations avec 8
inconnues. Ces deux systemes n’admettent pas une solution unique.

D’apres la proposition 15, nous savons que si les poids d’'une régle d’'un schéma de
subdivision sont donnés de facon symétrique, alors les poids de la regle inverse de ce
schéma de subdivision conservent la méme symétrie.

Pour le schéma de Levin-Levin, a partir de la figure 4.13 et I'équation (7.39), nous avons

alors

co =
Cl =
Co

Sous ces conditions de symétrie entre les poids de la régle inverse particuliere du schéma
de Levin-Levin, la solution du systéme d’équation (7.44) est donnée par :

”

b
b
b

= O

b =

o

I

S wloe S S

L
12°

1
3

La regle inverse particuliére de ce schéma de subdivision est donné dans la figure 7.14.



7.7 Subdivision quad/triangle inverse 215
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| =

e

Bl-
_

FIGURE 7.14 — Regle inverse particuliére du schéma de Levin-Levin.

Pour le schéma inverse de Schaefer-Warren, méme si on utilise les conditions de sy-
métrie entre les poids de la regle inverse, nous ne trouvons pas de solution unique au
systeme d’équations (7.46). Afin de résoudre ce systéme d’équations, nous utilisons les
deux systemes (7.31) et (7.35) qui donnent les poids des regles inverses des deux sché-
mas de Loop et B-spline bi-cubique respectivement.

Sur 'axe y et pour y = % I'opérateur quasi-interpolant intermédiaire Q est donné

par :

0
[(A1,A2)

1 1
Ql?Aqu) = §Q|Al + EQlAz' (7.48)

Cet opérateur est choisi de sorte que la régle inverse en un point sur la frontiére d’'une
grille quad/triangle puisse étre construite a partir des deux régles inverses B-spline bi-
cubique et de Loop sur les deux moitiés de la grille. Compte tenu de la poroposition qui
va suivre nous donnons la définition suivante :

Définition 25 Pour tout i € 72, pour tout z = ;C , on définit un demi-moment 6; en un

point i associé a une regle inverse de subdivision sur la moitié droite d’une grille raffinée
par:

[
b= >, (=380 -2e.

Z€LSTIXL

ou ¢ est le delta de Kronecker.

Exemple 11 Pour les deux schémas inverses de Catmull-Clark et Loop, les demi-
moments au point (0,0) sont donnés par :

1 1 1 1
wmm=5@n(?)+;®(g)+;>n(ﬂ)+Z(i)+en(é)
>

a4 )-(0)
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et
' 1 1.{0) 15(0) 1 1(0 1
doon=3-0( 1)+ 29[ )29 5 )+

wH(4)(3)

Proposition 19 Soit Q° un opérateur quasi-interpolant intermédiaire défini dans
[(A1,A2)

I'équation (7.48). Soit 60, et 6,0, les deux demi-moments des deux schémas inverses
B-spline bi-cubiques et Loop respectivement. Si 6,0, = 60,0, alors la solution du systéme :

{ ZQAI(A'I)(P Ny =dg, 00

’ i (7-49)
(Pr), = dQIA2 0.0)

N— —
S~

O, (AY)

implique la solution du systeme (7.45).

Preuve 26 Nous avons vu dans les deux exemples précédents (exemple 9 et 10) que
les poids (Pr)'1 et (Pr)'2 des deux régles inverses B-spline bi-cubiques et de Loop sont
donnés de fagon symétrique. Les fonctions monémes de degré pair sont des fonctions
paires, et les fonctions monémes de degré impair sont des fonctions impaires dans R®.
Les propriétés des fonctions paires et impaires sont conservées par I'application d’un
opérateur quasi-interpolant Q,4, dans le sens que nous aurons 'z € 7> :

O, f(2) = Ou, f(—2)  pour toute fe€m(R?) paire
O, f@) = -0, f(=z) pour toute f € nz(Rz) impaire

Pour des raisons de symétrie du support A'l, nous avons pour tout a € A'l, —a € A'l. La
premiere équation du systeme (7.49) peut étre décomposée de la facon suivante :

’ ’ ’ ’ ’

(PP, = [ .z ]z ,
Q|A1<Al>( =1 le((Al)*)l Q&]«Al)O)l Q|Al<<A1>+>]
x[(Pr). , |(Pr) ., |Pr) 7.
[(,r)”(Al),I( r)ll(Al)Ol( r)ll(Al)*] (7.50)
:dQ|A.<0,0>

ou A'1 est le support de la regle inverse du schéma B-spline bi-cubique inverse,

(A:)I = {(_1’ 1)7(_190)7 (_1’_1)}
(A7 = {1, 1D,(1,0), (1, -}

La dernere équation peut-étre donnée par :

’

z .2 , + [0 ) ,

( le((Al)*)l Q&l((/\l)o)lo] (0] Q&l<<A1>°)| Q|Al<<A1>+>D
'[(Pr)u(A’l)-|(Pr)1|(A/1)Ol(Pr)1|(A',)+] =4g,,00
=z > IXIPrY, PR, T

’ ’ ’ - r ’
O, (A7) (A} a2 g
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' = (Pr)

2 ’ ’
[ Q(}, ((AD” Q\Al((A])+) 1|(A )0
1A

|(Pr)1|(A =4y, 0o

A partir de la propriété de symétrie entre (Pr) - et (Pr)ll(A . et la définition du demi-

moment 6 oy NOUS pouvons assurer / egallte su1vante ;

»

Q|A1(A;)_|2Q\A1(A1)0)][(Pr) _I (Pr)

HAD='2 1A )0] JIQMI(O,O)- (7.52)

Le vecteur dig, ) est construit a partir du vecteur idel(O,O) et le demi-moment du

schéma B-spline bi-cubique sur la moitié gauche de la grille -6y de sorte que les com-
posantes du vecteur &Q‘Al 0.0) correspondent aux composantes du vecteur %d’QlA (0.0) Pour
(0,

A . A . . L X . . .
les monémes pairs et pour les monémes impairs ici ( y ) coincide avec le demi-moment

—9(0’0).
Les mémes considérations valent pour la deuxiéme équation du systeme (7.49).

’

X O A;)OIE O A;)J[ (Pr).

21(A, )°|(Pr)2|(/\ )+] d_ZQ\AZ(O,O)‘ (7.53)

dans laquelle le vecteur dZQIA (00) €st construit & partir du vecteur } Q| 0.0 €t le demi-

moment sur la moitié droite de la grille 0(0 0

ou A'2 est le support de la régle inverse du schéma de Loop inverse,

(A); =1(=1,5).(-1,.=3)}
(A9 =1(0.1).(0,0), (0, —1>} (7.54)
(A ={-LD,-1,-)

En utilisant les équations (7.52) et (7.53) nous pouvons écrire :
Ou, (A~ |ZQ|A1 (A )0>|Z

L=,
Q|A2(A2)O| Oja, (M)

[ I

[(Pr), . |5 (Pr)

-2 i) (Pr),

roly (Pr)2|(A Wl Pyl = drgy 00+ d20,, 00y

de sorte que :

1 / ) '
[ 1 5Pl L pr M) = g, a (A1) (0.0) ] (7.55)

z
Qua, (AD?) | 20u,(A, )°|

avec

(Pr) (0,0) 0 = (Pr) + (Pr)

1(A])° 21(A5)°

A partir des équations (7.43), (7.51), (7.54) et les deux derniéres équations nous obte-
nons le systéeme d’équations suivant :

’

o am®an, o mPa P OOy IPry O 0l ) (0. Opay-]

dQUI(A A )(0 0,
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qui est le systeme (7.48) pour Q° = Lou, + 10,. Dot la preuve de la proposition
19 A1.42) — 2% 2+l

La définition des vecteurs demi-moments et la proposition 19, montrent tout simplement
que le masque inverse particulier (dans la zone mixte) du schéma de Schaefer-Warren
peut-étre donné comme le moyennage des deux régles inverses des deux schémas B-
spline bi-cubique et Loop. Dans I'exemple suivant, nous donnons la méthode pour calcu-
ler les poids de la regle inverse du schéma quad/triangle de Schaefer-Warren au point
(0,0).

Exemple 12 Le systeme d’équations linéaires (7.35) qui fournit les poids de la regle
inverse du schéma de Loop au point (0,0) est :

111 1 111 ZQ 1
1 -1]0 0 o1 1 ) 0
1 1 1 1

LR S O T RS e e , ? 0
32 1 1 1|3 2 B by =] s
3 3 3 3 3 3 3 b 3
0 0|2 -3 3]0 0 % -1
1 1 1 1

-2 210 0 0]3 — bz 0

La premiere ligne de cette matrice est calculée a partir de la relation Qu,(1) = 1 qui re-
présente le vecteur identiquement égal a 1 sur le long du support A/z. L'action de Qyu,(f)
sur les monémes de degré un sur le support A'2 reproduit la grille elle méme. Par consé-
quent, nous interprétons les lignes 2 et 3 comme le support Ay. Les lignes 4, 5 et 6

correspondent aux évaluations de Q,(f) pour un monéme f de degré deux sur le sup-
port A.

Selon la répartition effectuée dans I'équation (7.53), on enléve les deux premiéres co-
lonnes de la matrice, on multiplie les poids de la régle inverse sur la frontiere et le vecteur
de la seconde égalité par % et on insére le demi-moment 9;0,0) dans les lignes 2 et 3 du
vecteur de la secondes égalité, nous aurons :

1
11 1)1 1 1y !
0 0 0|1 1 272 -4
1o -1t —1| 35 0
2 2 Iy =
L1 112 2 2%4 _2
3 3 313 3 b’ 3
3 1 3 1
i 7103000 bz -3
o o o|F -1 0

Le méme type de considérations s’applique sur le systeme (7.31), nous aurons alors :

1 1 11 1 1 bo 3
-1 -1 -1/ 0 0 0 by 3
1 0 -1|1 0 -1 by 0
202 2 |_1 _1 _1 Ip, |7 -2
300 22 1 2, 3
3 3 3 3 3 3 2Y4 3
-1 0 1]/0 0 0 1bs 0

Rappelons ici que le vecteur de la seconde égalité donné dans le systéme (7.31) qui
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fournit les poids du schéma inverse de Catmull-Clark au point (0,0) est multiplié par % et
le vecteur demi-moment -6, est inséré dans les lignes 2 et 3.

D’apres la proposition (7.54) et pour
AP =AY = Ay = {(1,0),(0,0),(~1,0)},

les poids de la régle inverse du schéma de Schafer-Warren au point (0,0) sont donnés
par le systéeme suivant :

bo
11 111 11 bi 1
-1 -1 -1|0 0 01 1 by 0
1 1 1 14/
S U B A | I rCl
SRR T S U AN T I SO | I P ;
5 073 3| m "u om0 0 | 2bs+3b, %
-1 o 1{0 o o]} -1 b 0
9

7

A partir de ce dernier systéme et le systéme (7.46), les poids de la régle inverse du
schéma de Schaefer-Warren au point (0,0) sont donnés par :

bo
by
by
1 1,/
%b3 + ?bg
?b4 + ?b;,)
2bs + 20,
b
»
by

N N N Nen)
1l
[N |
*“|woo|u.“” RIS

N

Ne)

S S SSSSS
|
£ —=—00ln

~

Le masque inverse de Schaefer-Warren est donné dans la figure 7.15.
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%Q+%Q
b, l.b lb B,
b lbﬁlb b,
. 2
b b b b,
b b,
1
b 1, S50 b
2> 1, 1
~b,+—b,
2772
_3
8
1 Loy iy 1
4 2 2l 4 4 1
1 13 -
1 w42 ! -1 :
- 2 202
1 1
! ey ) E 1 !
2 20D 273 4 5

FIGURE 7.15 — Le masque inverse du schéma de Schaefer-Warren qui est donné comme
le moyennage des masques inverse B-spline bi-cubique et Loop .

Dans ce chapitre, et dans un premier temps nous nous sommes intéressés aux travaux
de S. Lanquetin et M. Neveu [Lanquetin 2006], afin de proposer une autre formule du
schéma inverse de Catmull-Clark sur un maillage quadrangulaire. Cette formule est para-
métrisable et peut étre appliquée directement pour inverser le schéma quad moyennage
de Warren et Wimer [Warren 2002]. Par la suite, nous avons présenté une nouvelle mé-
thode basée sur les théories de la reproduction des polynémes et la localité d’'un schéma
de subdivision afin de déterminer les formules inverse pour certains schémas de subdivi-
sion. Nous avons montré comment 'identification des relations entre les opérateurs T, S
et Q peuvent étre appliquées pour construire les masques inverses de quelques schémas
de subdivision lingaires. La relation TQ = Qo1 est considérée comme une équation
linéaire ou l'inconnue est 'opérateur de subdivision inverse T. La solution de cette équa-
tion donne les poids des régles de subdivision inverse(B-spline cubique, Catmull-Clark et
Loop). Enfin, nous avons utilisé cette méthode pour calculer différentes regles de subdi-
vision inverses mixtes (quad/triangle). En particulier, nous avons proposé cette méthode
afin d’inverser des schémas de subdivision définis sur des supports trop larges.
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Nous nous sommes intéressés dans cette thése a deux aspects différents : d’'une part
la construction des schémas de subdivision quasi-linéaires qui unifient deux schémas
de types géométriques différents, a savoir un schéma interpolant et un schéma approxi-
mant et d’autre part a la fagon de construire des schémas de subdivision quad/triangle
inverses.

Les travaux présentés dans le cadre de la subdivision décrivent la construction d’'un nou-
veau type de schémas de subdivision, et leurs applications, soit pour la résolution de
qguelques problémes provenant de I'application des schémas de subdivision linéaires sur
des zones bien choisies d’'un maillage de contréle, soit pour la modélisation et la construc-
tion d’objets composés de zones issues de I'application d’'un schéma approximant et de
zones issues de I'application d’'un schéma interpolant.

Dans un contexte linéaire, on a, tout d’abord, proposé une formule de la fonction limite
d’'un schéma de subdivision linéaire (proposition 8). Ce qui nous a permis de I'utiliser afin
de construire et d’étudier les schémas de subdivision quasi-linéaires.

Dans une seconde partie, aprés avoir donné un cadre général pour les schémas de sub-
division linéaires définis sur des maillages réguliers, on s’est intéressé a I'étude et a la
construction d’'une classe de schémas qui unifient deux schémas linéaires de type géo-
métriques différents sur des maillages bi-réguliers. On a alors établi des propriétés de
convergence, de préservation des coefficients, de reproduction des polynémes et d’ordre
d’approximation. Nous avons proposé notamment, la méthode de construction de ces
schémas de subdivision et nous avons présenté différents schémas de subdivision. En-
suite, nous avons utilisé le test du rayon spectral conjoint, pour prouver la classe de conti-
nuité de ces schémas de subdivision dans les zones bi-réguliéres (les zones de raccord
de ces schémas de subdivision).

Les schémas de subdivision quasi-linéaires définis sur des grilles bi-régulieres que nous
avons proposé dans cette theése sont :

1. Schémas de subdivision uni-variés qui unifient le schéma 4 points et le schéma
B-spline cubique.
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2. Schéma de subdivision qui unifie le schéma interpolant de Butterffy et le schéma
approximant de Loop sur un maillage triangle/triangle.

3. Schéma de subdivision qui unifie le schéma de Butterffy et le schéma de Catmull-
Clark sur un maillage triangle/quad.

4. Schéma de subdivision qui unifie le schéma de Kobbelt et le schéma de Catmull-
Clark sur un maillage quad/quad.

5. Schéma de subdivision qui unifie le schéma de Kobbelt et le schéma de Loop sur
un maillage quad/triangle.

Par la suite, on s’est intéressé aux deux schémas quasi-linéaires quad/quad et tri-
angle/triangle. Nous avons dans un premier temps généralisé les régles de subdivision
de ces deux schémas a des maillages n— réguliers (n = 4 pour le schéma quad/quad et
n = 6 pour le schéma triangle/triangle). Cette généralisation des régles nous a permis
de définir plusieurs schémas de subdivision sur le méme maillage. Dans un deuxiéme
temps, nous avons proposé des regles de subdivision pour le cas général (de valence
quelconque).

Les travaux présentés dans le cadre de la subdivision inverse décrivent la fagon de
construire des schémas de subdivision quad/triangle inverse.

Dans un premier temps, nous avons proposé une formule du schéma inverse de Catmull-
Clark dans le but de I'utiliser afin d’'inverser d’autre schémas quadrangulaires comme le
schéma quad moyennage de Warren et Weimer [WWO02].

Dans un deuxieme temps, nous avons présenté une nouvelle méthode basée sur les
théories d’approximation et la localité d’'un schéma de subdivision afin de déterminer
les formules inverse pour certains schémas de subdivision linéaires (schéma inverse B-
spline cubique, schéma inverse de Loop, schéma inverse de B-spline bi-cubique). Pour
cela nous avons établi des propositions et un théoreme afin de montrer que les poids
d’'une régle inverse d’'un schéma de subdivision peuvent étre donnés a partir d’'une rela-
tion simple entre 'opérateur de subdivision S, 'opérateur quasi-interpolant Q et I'opéra-
teur de subdivision inverse T. Enfin, nous avons utilisé cette méthode afin d’inverser les
schémas quad/triangle de Levin-Levin et Schaefer-Warren.

Chacune de ces parties ouvrent de nombreuses perspectives. Tout d’abord, concer-
nant les schémas de subdivision quasi-linéaires plusieurs questions restent ouvertes;
en particulier, le choix des supports associés aux regles de subdivision dans les zones
de raccord, la généralisation des regles de subdivision des schémas quasi-linéaires
quad/triangle a des maillages irréguliers ou encore I'étude du comportement de la surface
limite de ces schémas de subdivision au voisinage d’un point extraordinaire.
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Dans le chapitre 4, nous avons proposé une méthode pour la construction et le choix
des supports des régles de subdivision des schémas quasi-linéaires dans la zone de
raccord. Différents choix de ces supports donnent différentes regles de subdivision. En
expérimentant avec d’autres choix de ces supports, nous avons constaté que pour cer-
tains d’entre eux il n’existe pas de solution unique aux systemes d’équations qui déter-
minent les poids des regles de subdivision. Nous avons aussi constaté que le fait de
choisir d’autre supports nous permet d’améliorer la continuité de la fonction limite de
certains schémas de subdivision. En effet, remplacer le support de la regle point impair
au voisinage de l'axe y (i > 0) (figure 5.14-(a)) par le support donné dans la figure 8.1,
nous permet d’avoir une continuité C'!82* de la surface limite du schéma triangle/triangle
présentés dans le deuxiéme exemple (section 5.6.2) pour y = 0 au lieu de C*%%’. Pa-
rallélement, les systemes d’équations qui donnent les poids des regles de subdivision
associées a ce support n"'admettent pas de solution unique pour tout y €]0, 11.

-
/ /

14 1 35
= 104

FIGURE 8.1 — En haut les deux supports possible d’'une regle de subdivision particuliére
surl'axey (i > 0). En bas les regles de subdivision associées a ces deux supports.

Deux questions naturelles se posent alors. La premiére question porte sur la possibi-
lité de trouver d’autres regles de subdivision définies sur d’autres supports qui donnent
une meilleure continuité possible aux surfaces limites. La deuxiéme concerne la possibi-
lité de traiter les schémas de subdivision de fagon séparée afin de proposer des regles
appropriées pour chaque schéma et pour chaque cas.
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Dans le chapitre 6, nous avons proposé une méthode de généralisation des regles de
schémas quasi-linéaires quad/quad et triangle/triangle a des maillages irréguliers. Cette
méthode est basée sur une constatation et une relation simple entre les poids des régles
de subdivision. En effet, pour les régles points impairs au voisinage d’un point de contréle
central irrégulier nous avons constaté que ces régles sont données tout simplement a
partir des regles de subdivision points impairs au voisinage d’un point de contréle central
4—régulier pour les schémas quad/quad et 6-régulier pour les schémas triangle/triangle.
Pour les nouveaux points pairs les régles de subdivision sont données a partir d’'une
relation entre le poid du point irrégulier central et les poids des points qui forment son voi-
sinage direct. Malheureusement cette méthode ne peut pas étre utilisée afin de proposer
des régles de subdivision a des schémas quad/triangle. Cela revient aux nombres de
différents poids qui interviennent dans la définition de la régle de subdivision d’un point
central de ces schémas de subdivision (voir figure 8.2). En effet, il est difficile de trouver
une relation entre le poids du point de contrdle pair et les poids des points de contrbles
qui forment son voisinage direct. Il faut donc proposer une autre méthode qui permette
de définir des régles de subdivision des schémas quad/triangle adaptées a des maillages
irréguliers.

B

FIGURE 8.2 — A gauche les poids d’une régle point intérieur d’'un schéma quasi-linéaire
quad/triangle. A droite la situation au tour d’un point intérieur irrégulier.

Tout au long de cette thése, nous avons utilisé le test du rayon spectral conjoint afin de
vérifier les conditions suffisantes de la continuité C”. Mais a notre connaissance ce test
s’applique que dans le cas ou nous avons qu’une seule frontiere commune entre les
zones d’application des deux schémas de subdivision. Il faut donc proposer une autre
méthode pour vérifier les conditions suffisantes de la continuité C™ pour les autres cas.
Nous avons quelques idées qui restent a prouver. Une de ces idées est d’estimer le rayon
spectral conjoint de quatre matrices. Pour cela, nous définissons quatre ensembles de
points L, /1L, &»L et {14, L. De sorte que 'ensemble L représente un sous ensemble de
points de contréle de la grille initiale au voisinage du point central et £, &, et {14 sont
trois opérateurs de translation, i.e.



8.2 Tendances et perspectives 227

L =A{(, ), )) € Xa,.a0)}
OL=A{G+1,)),3G ) €L}
OL=A{G, j+ 1,30 ) €L}
HOL={G+1,j+1),3,)) € L}

Ensuite, nous définissons quatre matrices M', M?>, M? et M* sur ces ensembles de
points par :

M L L

MziL—>§1L
ML — 6L
ML — OOl

de sort que les matrices M',i = 1,...,4 sont données sur une autre base par :

MY = VMY =( o< )

0 Y

Enfin, nous calculons le rayon spectral conjoint des quatre matrices Y’,i = 1, ..., 4.






1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

2.1

2.2

2.3

2.4

Quelques exemples de grilles associées a des maillages bi-réguliers et
n—réguliers. (a)-grille bi réguliére triangle/triangle, (b)- grille bi-réguliére
quad/triangle, (c)- grille n—régulierequad . . . . . ... ... ... .....

Quelques exemples de zone d’application de deux schémas approximant
et interpolant ainsi que les zones de raccord. Les arcs bleus clairs pour
les zones d’application d’'un schéma interpolant, les arcs jaunes pour les
zones d’application d’'un schéma approximant, les droites rouges pour les
frontieres communes et le rectangle rouge pour la zone de raccord.

Subdivision quad/triangle inverse . . . . .. . .. ... .0 ..

En haut, le schéma interpolant 4 points avec un bon ordre d’approximation
mais une mauvaise continuité de la courbe limite. En bas, le schéma ap-
proximant B-spline cubique avec une bonne continuité de la courbe limite
mais un mauvais ordre d’approximation . . . . . . . ... ... ... ....

A gauche la courbe limite générée par I'application du schema interpolant
4 points pour p = (6;0)i([Dyn 1987]). A droite la courbe limite générée par
I'application du schéma approximant 4 points pour p = (6,0); ([Dyn 2005])). .

Probléme de raccord d’'une courbe (resp. surface) issue de Il'application
d’'un schéma approximant et une courbe (resp. surface) issue de I'applica-
tion d’'un schéma interpolant. . . . . . . ... ... ... ... ... ... .

Probléme de raccord d’une surface issue de I'application d’un schéma in-
terpolant sur un maillage triangulaire et une surface issue de Il'application
d’'un schéma interpolant sur un maillage quadrangulaire. . . . . . . . . . ..

Les deux lignes représentent un polygone défini par le vecteur de points de
contréle initiaux p = 6, et trois pas de subdivision successifs : S50, S*6;0
etS36;0. a) S représente le schéma défini par le masque a; = [3,1,11. b) S
représente le schéma défini par le masque a; = %[1 ,4,6,4,11. . . .. .. ..

Un polygone de contréle et I'application des deux matrices M' et M?

Paramétrisation d’un schéma de subdivision. A gauche, paramétrisation
duale et a droite, paramétrisation primale. . . . . ... ... ... .....

lllustration de la reproduction exacte des polynémes. Les étoiles repre-
sentent les points de contréles initiaux p;. La courbe représente la fonction
limite S °p = f du schéma 4 points pour p; = f(x;) = f@)=i>. . ... ....

22



230 TABLE DES FIGURES

2.5

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5

lllustration de la reproduction simple des polynémes. Les étoiles repré-
sentent les points de contréles initiaux p;. La courbe représente la fonction
limite S p du schéma B-spline cubique (pour p; = f(i) = i, les points de
contréle p; convergent vers une fonction g,S¥p = g = i> + % ) 48

La figure a gauche représente la fonction limite S*p du schéma B-spline
cubique (pour p; = f(i) = i2, les point de contréle p; convergent vers une
fonction g,S%p = g = i + %). La figure a droite représente la fonction
limite S Qp du schéma B-spline cubique appliqué a 'ensemble de points
de contréle échantillonné par I'application d’un opérateur Q (pour p; = f(i),
Qpi = Of(i) = -1, les points de contréle Qp; convergent vers une fonction

Chaque ligne représente un polygone défini par le vecteur de points de
contréle initiaux p et trois pas de subdivision successive : (S p), (S*p) et
(S3p) ou S est le schéma B-spline cubique. La premiére ligne : p = 6;. La
deuxiéme ligne p = x> converge vers S p=x>+ L. . ... ... ... ... 58

Un exemple de subdivision : schéma B-spline cubique sur le support [i —
Li+ 1] . . e e e e e e 60

Les ensembles de points de contréle Qp; = Qf(i) = Q(i?) qui générent des
fonctions limites S*Q*f. A gauche, I'ensemble de points de contréle qui
génére la fonction limite d’'un schéma interpolant. A droite, I'ensemble de
points de contréle qui génére la fonction limite d’un schéma approximant
(ici le schéma B-spline cubique). . . . . . . . . . .. ... ... . ... ... 63

A gauche, la courbe limite générée par I'application du schéma B-spline
cubique (pour p = (6,0);)- A droite, la surface limite générée par I'application
du schéma B-spline bi-cubique. . . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 67

A gauche, Ia courbe limite générée par I'application du schema 4 points
(pour p = (don)n). A droite, la surface limite générée par I'application du
schéma de Butterfly pourw = . . . .. ... ... 70

A gauche, le schéma interpolant 4 points avec un ordre d’approximation
optimal mais une mauvaise continuité. Au milieu, le schéma 4 points ap-
proximant. A droite, le schéma approximant B-spline quadratique avec une

continuité optimale mais un mauvais ordre d’approximation . . . . . . . .. 71
lllustration de la notion de maillage . . . . . . . ... ... ... ... .... 74
Les grilles régulieres. . . . . . . . . . . ... 75
Grille semi-réguliére. . . . . . . . . . ... ... . 75
Grille bi-réguliere (quad/triangle). . . . . . . . . . . ... ... ... 76

Les régles de subdivision intérieures et de bords de Catmull-Clark : « =
1-n(@+pB),B= % ety = ﬁ ou : n représente la valence du schéma. Ces
valeurs assurent la continuité C' de la surface limite. . . . . . ... ... .. 77



4.6

4.7

4.8

4.9

TABLE DES FIGURES 231

Les différentes régles de subdivision de Doo-Sabin : ay = § + =, a; =
(3 +2cos(E)), i =1,..,n— 1. Catmull et Clark proposent des coefficients
plus simples pour ce schéma :ag = 3 + &, a1 = @y = §+ 3, & = £,

I= 2, =2 o e e e e e e e e e e e e e e 78

Les régles de Kobbelt. S’agissant d’'un schéma interpolant, seules les
regles pour les points impairs sont nécessaires. . . . . . . ... ... .... 78

Les régles du schéma de Loop. @ = 1(3 —= (3 + 1 cos(Z))?), = 1 — na ,n

représente lavalence. . . . . . . . . . ... 79
Le schéma de Butterfly modifié : pourn = 3,50 = 3,512 = —15, pour n =
4,50 = %,sz = —é,sm =0etpourn>S5,s; = %(‘lL + cos(%) + %cos(d'g’)). .... 80

4.10 Le schéma de Butterfly modifié : regles points crétes. a)-c) : régles

points crétes ordinaires. d) regles points crétes extraordinaires, ¢y =

1 — (1/(n — 1))sin8,sinif,/(1 — cosb,), cio = c¢in = 1/4cosif, —
(1/4(n — 1))sin26),sin2i6,/(cos 6, — cos26,) et c¢;; = 1/n(sinib,sin jO, +
1/2sin2i6, sin2j6,) avec j =0,...,ne€t6, =x/n—-1). . . . . ... ... .. .. 80
411 Exemple dun artefact polaire (cadre rouge) et d'oscillations
radiales[Destelle 2010]. . . . . . . . . . 82
4.12 Reégles de subdivision du schéma quad/triangle de Stam-Loop. . . . . . . . 83

4.13 Reégles de subdivision le long des arétes quad/triangle ordinaires du

schéma quad/triangle de Levin-Levin. a) régle point intérieur, b) regle point
aréte et c) regle de décompression "unzipping” . . . . . ... .. ... ... 84

4.14 Reégles de subdivision le long des arétes quad/triangle ordinaires du

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

schéma quad/triangle de Schaefer-Warren. a) régle point intérieur, b) regle
point aréte et c) les deux régle de décompression "unzipping”. . . . . . .. 85

Les grilles triangulaires. . . . . . . . . . .. 90

Visualisation graphique d’un schéma de subdivision linéaire sur une grille
triangulaire. Les points noirs représentent les différents nouveaux points
(points pairs et impairs). (..a_>, ., ....a> ., ., ...) représentent les régles qui dé-

i-2j°° i-2j°
terminent les nouveaux points.J R 91
A gauche la grille triangle/triangle et a droite la grille quad/quad. . . . . . . 94
A gauche la grille quad/triangle et a droite la grille triangle/quad. . . . . . . 94

Visualisation graphique d’'un schéma de subdivision quasi-linéaire sur une
grille bi-réguliére. Les points noirs représentent les différents nouveaux
. _3 2 Ve \ . pe .
points. (..._al._zj, Qi ;> ) FEPrEsentent les regles qui déterminent ces nou-
Veaux Points. . . . . ... 96

Visualisation graphique des deux schémas de subdivision S n, ets ;1;;' ...108



232 TABLE DES FIGURES

5.7

5.8

5.9

Visualisation graphique d’un schéma de subdivision quasi-linéaire sur une
grille quad/triangle. (les points verts représentent les nouveaux points is-
sus de l'application d’'un schéma interpolant S W, les points rouges repré-
sentent les nouveaux points dans la zone mixte et les points noirs repré-
sentent les nouveaux points issus de I'application d’'un schéma approxi-
mantSy, ). (..a™,..,a>,..) représentent les régles qui déterminent ces nou-

VeauX POINES. . . . . . o e e

(a)-(e) : les nouveaux points de contréles dans la zone de raccord, (f)-(g) :
les régles de subdivision des schémas 4 points et B-spline cubique.

Les ensembles de définition des deux matrices M' et M? associées aux
schémas quasi-linéaires univariés. a) Lensemble L, b) 'ensemble de défi-
nition de la matrice M! et ¢) I'ensemble de définition de la matrice M?.

5.10 En haut a gauche, les points qui générent la fonction limite du schéma 4-

5.11

5.12

5.13

points. En haut a droite les points qui génerent la fonction limite du schéma
B-spline cubique. En bas, les points qui générent la fonction limite des
schémas quasi-linéaires univariés (les schémas qui unifient le schéma 4-
point pour i < 0 et le schéma B-spline cubique pouri > 0). Le point rouge
représente le point de contréle Qp, poury = 1, le point bleu représente le
point de contrble Qpy poury = 1/2 et le point vert représente le point de
contréle Qpo poury =0. . . . . . . e e e

Différentes courbes générées par I'application des schémas de subdivi-
sion quasi-linéaires uni-variés en fonction d’'un paramétre y. De haut en
bas : schémas linéaires, schémas quasi-linéaires uni-variés pour y = 0,
schémas quasi-linéaires uni-variés poury = % et schémas quasi-linéaires
uni-variés poury = 1. De gauche a droite, la premiére ligne : schéma inter-
polant 4 points et schéma B-spline cubique, lignes 2,3 et 4 schémas quasi-
linéaires uni-variés qui reproduisent les polynémes de degré 3 et schémas
quasi-linéaires uni-variés qui reproduisent les polynémes de degré 2.

(a) (resp. (b)) Les trois courbes générées par l'application du schéma
quasi-linéaire uni-varié qui reproduit les polynémes de degré 3 (resp. de-
gré2) (les points : rouge, vert et orange représentent les points de raccord
des deux schémas 4 points et B-spline cubique poury = 0, %,1 réspecti-
vement). (¢) comparaison entre le schéma quasi-linéaire qui reproduit les
polynémes de degré 3 et celui de degré 2 pour y = 0 (point de raccord
rouge pour le schéma qui reproduit les polynémes de degré 3 et point de
raccord vert pour celui qui reproduit les polynéme de degré 2). (d) compa-
raison entre le schéma quasi-linéaire qui reproduit les polynémes de degré
3 et celui de degré 2 poury = 1 (la courbe vert rouge pour le schéma qui
reproduit les polynémes de degré 3 et la courbe bleu jaune pour celui qui
reproduit les polynébmes de degré?2) . . . . . .. ... ... ... ...

Visualisation graphique des ensembles de nouveaux points du schéma
de subdivision quasi-linéaire triangle/triangle (les points verts représentent
I'ensemble des nouveaux points issus de l'application du schéma de But-
terfly S Ay les points rouges représentent 'ensemble des nouveaux points
dans la zone mixte et les points noirs représentent I'ensemble des nou-

veaux points issus de I'application du schéma de Loop S FAZ )

109

. 115

. 120

. 124



TABLE DES FIGURES 233

5.14 Les supports des regles de subdivision particuliéres au voisinage de I'axe

YE<0) o e e e e e 128
5.15 Les supports des regles de subdivision particuliéres sur I'axe y(i =0). . . . 128
5.16 Les supports des régles de subdivision au voisinage de l'axey (i > 0). . . . 129

5.17 Les supports des régles de bords sur I'axe y et au voisinage de cet axe. a)
les regles de bords dans la moitie gauche de la grille triangle/triangle, b)
une regle de bord sur I'axe y et c) les régles de bords sur la moitie droite
delagrille. . . ... . . . . .. 131

5.18 Les ensembles des régles de subdivision sur la grille triangle/quad (les
points verts représentent les régles du schéma de Butterfly, les points
rouges représentent 'ensemble des regles de subdivision dans la zone
mixte et les points noirs représentent 'ensemble des régles de subdivision

du schéma de Catmull-Clark). . . . . . .. .. ... ... ... .. ..... 135
5.19 Les supports des régles de subdivision particuliéres sur I'axe y(i=0). . . . 136
5.21 Lesréglesde bords. . . . . . . . . . . ... 137

5.20 Les régles de subdivision particulieres appliquées le long et au voisinage

5.22 Comparaison entre le schéma de Butterfly (en haut), schéma de Catmull-
Clark (au centre) et le schéma quasi-linéaire qui unifie le schéma in-
terpolant de Butterfly et le schéma approximant de Catmull-Clark sur
un maillage triangle/quad (en bas). De gauche a droite : les mailles de
contréle, les surfaces limites, des mailles de couleur (jaune pour les tri-
angles, bleu pour les quads), et les lignes de réflexion. . . . . . . ... ... 139

5.283 Différentes surfaces générées par l'application du schéma quasi-linéaire

5.24 Les ensembles des regles de subdivision sur la grille quad/quad (les points
verts représentent les regles du schéma Kobbelt, les points rouges repré-
sentent I'ensemble des régles de subdivision dans la zone mixte et les
points noirs représentent 'ensemble des régles de subdivision du schéma
de Catmull-Clark). . . . . . . . . . . e 143

5.25 Les poids des régles de subdivision au voisinage de l'axe y. @ = — 1. = . 144

5.26 Les poids des régles de subdivision au voisinage de 'axe y. (a) les poids
regles points faces (Sya,.ahp)-12j+1, (b) les poids regles points arétes

(Sia,,4)P)-12j, (C)les poids régles points faces (Sia, aopP)-12j+1- - « « « « - . 144
5.27 Les poids des regles de subdivision sur laxey. . . . . ... ... ... ... 146
5.28 Les poids des régles de subdivision surl'axey. . . .. .. ... ....... 147

5.29 Différentes surfaces générées par l'application du schéma de subdivi-
sion quasi-linéaire quad/triangle (Kobbelt/Loop). De gauche a droite : les
mailles de contréle, les surfaces limites, des mailles de couleur (jaune pour
les triangles, bleu pour les quads), et les lignes de réflexion. . . . . . . . .. 148



234 TABLE DES FIGURES

5.30 Différentes surfaces générées par I'application du schéma de subdivision
quasi-linéaire quad/quad (Kobbelt/Catmull-Clark). De gauche a droite : les
mailles de contréle, les surfaces limites, des mailles de couleur (jaune pour
les triangles, bleu pour les quads), et les lignes de réflexion. . . . . . . . ..

6.1 Les grilles n-réguliéeres : a gauche la grille n-réguliére triangle et a droite la
grille n-réguliere quad. . . . . . . .. ..

6.2 (a) la grille 4-réguliere quad, (b) la zone &, (c) la zone &, (d) la zone &; et
(e)lazoneé&y . . . . . . e

6.3 La grille 6-réguliére, les zones §; et les frontiéres de ces zones ag;.

6.4 Les trois cas de l'application d’'un schéma quasi-linéaire sur une grille
4—réguliére (les zones d’application d’un schéma interpolant en bleus et
les zones d’application d’un schéma approximant en jaunes). . . . . . . . .

6.5 Un exemple qui montre des zones d’application d’'un schéma quasi-linéaire
sur une grille 4—réguliere de facon arbitraire (les zones d’application d’un
schéma interpolant en bleus et les zones d’application d’'un schéma ap-
proximant en jaunes). . . . . . . . . e e e e

6.6 Les cinq cas dapplication d'un schéma quasi-linéaire sur une grille
6-—réguliere (les zones d’application d’un schéma interpolant en bleu et
les zones d’application d’un schéma approximant en jaune). . . . . . . . . .

6.7 Deux exemples qui montrent des zones d’application d’'un schéma quasi-
linéaire sur une grille 6—réguliére de fagon arbitraire (les zones d’appli-
cation d’'un schéma interpolant en bleu et les zones d’application d’un
schéma approximantenjaune). . . . . . . . . . .. ...

6.8 Les regles de subdivision dans la partie interpolante du schéma 4—régulier
quad/quad définit dans I'équation (6.12). . . . . . . . . . .. ... ... ...

6.9 Les regles de subdivision sur les frontieres communes du schéma
4—réqgulier défini dans I'équation 6.11. . . . . . . . . . . .. ... ... ...

6.10 les nouveaux points a déterminer dans la partie interpolante du schéma

6.13 Regles de subdivision particulieres du schéma (6.17) dans les zones d’ap-
plication d’un schéma interpolant. . . . . . ... ... ... ... .. ...,

6.14 Regles de subdivision particulieres du schéma (6.17) sur les frontiéres
COMMUNEBS. . . . . . o i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

6.15 Regles de subdivision particulieres du schéma (6.17) dans les zones d’ap-
plication d’'un schéma approximant. . . . . . . .. ... .. ... ......

6.16 Différentes régles de subdivision particulieres des schémas (6.18). . . . . .

6.17 Différentes régles de subdivision particulieres du schéma (6.20) . . . . . .

169



TABLE DES FIGURES 235

6.18 Différentes regles de subdivision particulieres du schéma (6.20) . . . . . . 175
6.19 Différentes régles de subdivision particulieres des schémas (6.22) et (6.23) .176
6.20 Situation autour d’'un pointcentral. . . . . . . .. ... ... .. ... ..., 177

6.21 A gauche : I'ensemble de points L qui représente un sous ensemble de la
grille 4—réguliere quad (o, les points de contréle qui déterminent 'ensemble
de points L, les deux droites rouges représentent les frontieres communes,
en vert les deux arétes de la frontiére adjacente au point central). A droite,
I'ensemble de point L aprés un pas de subdivision (les étoiles représentent
les 49 points de contréle des deux matrices M' et M?). . . . . . ... ... 179

6.22 Situation générale pour un point de contréle ordinaire au point central (0,0). 181

6.23 Situation générale pour un point de contréle extraordinaire au point central

6.24 Situation générale pour un point de contréle ordinaire au point central (0,0) . 183
6.25 Situation générale pour un point extraordinaire au point central (0,0). . . . . 184

6.26 Exemple d’un schéma quasi-linéaire sur un maillages 4—régulier (schéma
(6.11)). De gauche a droite : les mailles de contréle, des mailles de couleur
(jaune pour les zones d’application du schéma de Catmull-Clark, bleu pour
les zones d’application du schéma de Kobbelt), les surfaces limites avec
les deux zones en bleu et jaune et les frontiéres en rouge, et les surfaces
limites. . . . . . . . e e e e 185

6.27 Différents schémas quasi-linéaires sur un maillage 5-régulier quad (va-
lance 5) et comparaison avec le schéma de Catmull-Clark. De gauche a
droite : le maillage 5-régulier quad, des mailles de couleur (jaune pour
les zones d’application du schéma de Catmull-Clark, bleu pour les zones
d’application du schéma de Kobbelt), les surfaces limites avec les deux
zones en bleu et jaune et les frontieres en rouge, et les surface limites.
a) schéma quasi-linéaire avec une zone approximante et quatre zones
interpolantes. b) schéma quasi-linéaire avec trois zone approximantes et
deux zones interpolantes. b) schéma quasi-linéaire avec quatre zone ap-
proximantes et une zone interpolantes. c¢) schéma de Catmull-Clark sur un
maillage 5-régulierquad. . . . . . .. . ... ... 187

6.28 Différents schémas quasi-linéaires sur un maillage 7-régulier quad (va-
lance 7). De gauche a droite : le maillage 7-régulier quad, des mailles de
couleur (jaune pour les zones d’application du schéma de Catmull-Clark,
bleu pour les zones d’application du schéma de Kobbelt), les surfaces li-
mites avec les deux zones en bleu et jaune et les frontiéres en rouge, et
les lignes de réflexion. . . . . . . . . . ... 188

6.29 Deux cartes caractéristiques au voisinage de deux points de contréle cen-
traux irréguliers de valence 5et7. . . . . . . . . ... 0. 188

7.1 La situation générale pour un point de contréle extraordinaire pj.‘ avant et
apres subdivision (maillage quelconque). . . . . . . . ... ... ... ... 194

7.2 La situation générale pour un point de contréle extraordinaire p* avant et
apres subdivision (maillage quadrangulaire). . . . . . . ... .. ... ... 196



236 TABLE DES FIGURES

7.3 Masque inverse de Catmull-Clark dans le cas général. . . . . .. ... ... 197
7.4 Le masque inverse de Catmull-Clark dans le cas régulier. . . . . . ... .. 197
7.5 La surface limite et I'application de deux étapes de subdivision inverse de

Catmull-Clark. . . . . . . . . e 198
7.6 La généralisation du masque inverse de Catmull-Clark a un masque géné-

ral quad moyennage. . . . . . . . . ... 200
7.7 Situation générale pour un point de contréle pair. . . . . . . ... ... ... 201
7.8 Situation générale pour un point de contréle B-spline cubique. . . . . . . . 203
7.9 Situation générale pour un point intérieur du schéma B-spline bi-cubique. . 206
7.10 Le masque inverse du schéma B-spline bi-cubique. . . . . . . . .. .. ... 208
7.11 Situation générale pour un point intérieur du schéma de Loop dans le cas

régulier. . . . . . . e e e e e e e e 209
7.12 Le masque inverse du schéma de Loop dans le cas régulier. . . . . . . .. 210
7.13 Situation générale pour un point de contréle intérieur. . . . . . .. ... .. 212
7.14 Régle inverse particuliére du schéma de Levin-Levin. . . . . . . ... ... 215

7.15 Le masque inverse du schéma de Schaefer-Warren qui est donné comme

8.1

le moyennage des masques inverse B-spline bi-cubique et Loop .. . . . . . 220

En haut les deux supports possible d’une regle de subdivision particuliere
sur laxe y (i > 0). En bas les régles de subdivision associées a ces deux
SUPPOIIS. . . o o o e e e e e e e e 225

8.2 A gauche les poids d’'une régle point intérieur d’un schéma quasi-linéaire

quad/triangle. A droite la situation au tour d’'un point intérieur irrégulier. . . . 226



5.1

5.2

5.3
5.4

5.5

5.6

5.7
5.8

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

6.7

6.8

6.9

Les poids des régles de subdivision particulieres du schéma quasi-linéaire

UNIVAKIG. . . . . . o e e e e e 116
Les poids des regles de subdivision particulieres du schéma quasi-linéaire

UNIVAri6. . . . . . . e e e e e e e e e e e e 117
Continuité des schémas quasi-linéaires univariés. . . . . . . ... ... .. 119

Les poids des réegles de subdivision particulieres du schéma quasi-linéaire
triangle/triangle en fonction d’'un parametrey. . . . . . . .. ... ... ... 130

Les poids des regles de bords du schéma quasi-linéaire triangle/triangle
en fonction d’un paramétrey. . . . . . .. ... 132

Continuité du schéma quasi-linéaire triangle/triangle en fonction d’un pa-
rametre y. . . . .. e e e e 133

Les poids des régles de subdivision du schéma quasi-linéaire quad/quad. . 146
Les poids des régles de subdivision du schéma quasi-linéaire quad/triangle. 146

Les régles de subdivision particuliéres du schéma (6.18). . . . . . ... .. 171
Les régles de subdivision particuliéres du schéma (6.20). . . . . .. .. .. 173
Les régles de subdivision particuliéres du schéma (6.21). . . . . . ... .. 174
Les régles de subdivision particuliéres du schéma (6.22). . . . ... .. .. 176
Les regles de subdivision particuliéres du schéma (6.23). . . . . ... ... 176

Les valeurs propres et les conditions nécessaires de la continuité C™ des
schémas quasi-linéaires définis sur une grille 4—réguliere. . . . . . . . . .. 177

Les valeurs propres et les conditions nécessaires de la continuité C™des
schémas quasi-linéaires définis en fonction d’'un paramétre y sur une grille
6-—réguliere. . . . . . . .. e e e e 178

Les ensembles de points L et ¢ L qui déterminent les deux matrices M' et
M? de différents schémas quasi-linéaires. . . . . . ... ... ........ 179

Le rayon spectral conjoint et la continuité C™ de quelques schémas quasi-
linéaires sur un maillage 4—régulier. . . . . . . ... ... ... ... .. 180

6.10 Le rayon spectral conjoint et la continuité C™ de quelques schémas quasi-

linéaires sur un maillage 6-régulier (poury = 0, % ) 180






[Ball 1988] A. A. Ball et D. J. T. Storry. Conditions for tangent plane continuity
over recursively generated B-spline surfaces. ACM Transactions on Graphics,
vol. vol.7,no0.2,pp.83102, 1988.

[Catmull 1978] E. Catmull et J. Clark.  Recursively generated b-spline surfaces
on arbitrary topological surfaces. Computer Aided Geometric Design,
vol. vol.10,n0.6,pp.350355, 1978.

[Cavaretta 1991] A.S. Cavaretta, W. Dahmen et C.A. Micchelli. Stationary subdivision.
Memoirsof the American Mathematical Society, vol. vol.93(453), 1991.

[C.Gérot 2005] C.Gérot, L. Barthe, N. Dodgson et M. Sabin. Subdivision as a sequence
of sampled C? surfaces. N. Dodgson, M. Floater and M. Sabin, Eds. Advances
in Multiresolution for Geometric Modelling, springer-Verlag, vol. vol.,pp.259-270,
2005.

[Chaikin 1974] G. Chaikin. An algorithm for high speed curve generation. Computer
Grpahics and Image Processing, vol. vol.3,pp.346-349, 1974.

[Chen] R. Chen, X. Luo, G. Zheng et R. Ling. Multi-resolution compression of meshes
based on reverse interpolatory \3 subdivision scheme. International Journal of
Computer Science and Network Security.

[Chui 2003] C.K. Chui et Q.T. Jiang. Surface subdivision schemes generated by
reffinable bivariate spline function vectors. Appl. Comput. Harmonic Anal,
vol. vol.15,pp.147-162, 2003.

[Chui 2006] C.K. Chui et Q.T. Jiang. Matrix-valued subdivision schemes for gene-
rating surfaces with extraordinary vertices. Comput. Aided Geom. Design,
vol. vol.23,pp.419-438, 2006.

[Chui 2008] C.K. Chui et Q.T. Jiang. From extension of Loop’s approximation scheme to
interpolatory subdivisions. Comput. Aided Geom. Design, vol. vol.25,pp.96-115,
2008.

[D. Zorin 1996a] P. Schroder D. Zorin et W. Sweldens. Interpolating Subdivision for
Meshes with Arbitrary Topology. Computer Graphics Proceedings (SIGGRAPH
96), vol. vol., pp.189-192, 1996.

[D. Zorin 1996b] P. Schréder D. Zorin et W. Sweldens. Interpolating subdivision for
meshes with arbitrary topology. In Proceedings of the 23rd annual conference
on Computer graphics and interactive techniques ACM Press, vol. vol,pp.189192,
1996.

[D. Zorin 1997] P. Schroder D. Zorin et W. Sweldens. Interactive Multiresolution Mesh
Editing. Computer Graphics Proceedings, Annual Conference Series, 1997.

[deBoor 1990] C. deBoor. Quasiinterpolants and approximation power of multivariate
splines. M. Gasca and C. A. Michelli, editors, Computation of curves and surfaces,
Dordrecht, Netherlands : Kluwer Academic Publishers, vol. vol.,pp.313-345, 1990.



240 BIBLIOGRAPHIE

[deBoor 1992] C. deBoor et A. Ron. The exponentials in the span of the multiinteger
translates of a compactly supported function : quasiinterpolation and approxima-
tion order. Journal of London Mathematical Society (2), vol. vol.45,pp.519-535,
1992.

[DeRose 1997] T. DeRose, M. Lounsbery et J. Warren. Multiresolution analysis for sur-
faces of arbitrary topological type. ACM Trans. Graph, vol. vol.16,no. 1,pp.77-85,
1997.

[Destelle 2010] F. Destelle. Adaptation de schémas de subdivision pour la reconstruc-
tion d’objet sans artefact. PhD thése, Institut national polytechnique de Grenoble,
Gipsa-lab, France, 2010.

[Doo 1978] D. Doo et M sabin. Behaviour of recursive subdivision surfaces near extraor-
dinary points. Computer Aided Design, vol. vol.,pp 356-360, 1978.

[Dyn] N. Dyn, M. A. Sabin, K. Hormann et Z. Shen. Polynomial Reproduction by Sym-
metric Subdivision Schemes.

[Dyn 1987] N. Dyn, J. A. Gregory et D. Levin. A four-point interpolatory subdivision
scheme for curve design. Computer Aided Geometric Design, vol. vol.4,pp.257-
268, 1987.

[Dyn 1991] N. Dyn, J. A. Gregory et D. Levin. Analysis of uniform binary subdivision
schemes for curve design. Constr. Approx, vol. vol.7,pp.127-147, 1991.

[Dyn 1992] N. Dyn. Subdivision schemes in computer aided geometric design. Computer
Aided Geometric Design, vol. vol.20(4),pp.36-104, 1992.

[Dyn 2005] N. Dyn, M. S. Floater et K. Hormann. A C2 four-point subdivision scheme with
fourth order accuracy and its extensions. In M. DEhlen, K. Mgrken, and L. L. Schu-
maker, editors, Mathematical Methods for Curves and Surfaces : Troms§ 2004,
Modern Methods in Mathematics, vol. vol.,pp.145-156. Nashboro Press, Brent-
wood, TN, 2005.

[Goodman 1994] T. N. T. Goodman, C. A. Micchelli et J. D.Ward. Spectral radius formulas
for subdivisionoperators, in Recent Advances in Wavelet Analysis". edited by L. L.
Schumaker and G. Webb, Academic Press, vol. vol.,pp.335-360, 1994.

[H. Hoppe 1994] M. Halstead H. Jin J. Mcdonald J. Schweitzer H. Hoppe T. Derose et
W. Stuetzle. Piecewise Smooth Surface Reconsruction. In Computer Graphics
Proceedings, Annual Conference Series, vol. vol., pp.295-302, 1994.

[Hassan 2005] M.F. Hassan et N. A. Dodgson. Reverse subdivision. Advances in Multi-
resolution for Geometric Modelling. Springer, vol. vol.,pp.271-283, 2005.

[Jia 1995] Rong-Qing Jia. Analysis of uniform binary subdivision schemes for curve de-
sign. Adv. Comput. Math, vol. vol.3,pp.309341, 1995.

[Kobbelt 1996] L. Kobbelt. A variational approach to subdivision. Comput. Aided Geom.
Des, vol. vol.18,n0.8,pp.743761, 1996.

[Kuijt 1998] F. Kuijt. Convexity Preserving Interpolation. Stationary Nonlinear Subdivision
and Splines, vol. PhD thesis, University of Twente (The Netherlands), 1998.

[Lanquetin 2006] S. Lanquetin et M. Neveu. Reverse Catmull-Clark subdivison. In The
14-th International Conference in Central Europe on Computer Graphics, Visuali-
zation and Computer (WSCG), 2006.

[Levin 2000] A. Levin. Combined Subdivision schemes. PhD thesis, Tel-Aviv University,
2000.



BIBLIOGRAPHIE 241

[Levin 2003a] A. Levin. Polynomial generation and quasi-interpolation in stationary non-
uniform subdivision. Comput. Aided Geom, vol. vol.20(1), pp.41-60, 2003.

[Levin 2003b] A. Levin et D. Levin. Analysis of quasi-uniform subdivision. Applied and
Computational Harmonic Analysis, vol. vol.15(1), pp.18-32, 2003.

[Loop 1987] C. Loop. Smooth subdivision surfaces based on triangles. M.S. thesis,
university of Utah, 1987.

[N. Dyn 1990] D.Levin N. Dyn et J. Gregory. A butterfy subdivision scheme for surface
interpolation with tension control. ACM Trans. Graph, vol. vol.9,n0.2,pp.160169,
1990.

[Peters 1997] J. Peters et U. Reif. Analysis of generalized B-spline subdivision algo-
rithms. SIAM Jornal of Numerical Analysis, 1997.

[Prautzsch 1998] H. Prautzsch. Smoothness of subdivision surfaces at extraordinary
points. Advances in Computational Mathematics, vol. vol.9,pp.377-389, 1998.

[Q.T. Jiang 2009] B.B. Li Q.T. Jiang et W.W. Zhu. Interpolatory quad/triangle subdivi-
sion schemes for surface design. Computer Aided Geometric Design, vol. vol.26,
pp.904-922, 2009.

[Reif 1995] U. Reif. A unified approach to subdivision algorithms near extraordinary ver-
tices. Computer Aided Geometric Design, vol. vol.12,n0.2,pp.153-174, 1995.

[Sabin 2002] M. A. Sabin et L. Barthe. Atrtifacts in Recursive Subdivision Surfaces.
curves and Surfaces Fitting : St Malo 2002, editors A. Cohen, J.L. Merrien and
L.L. Schumaker, vol. vol.,pp.353-362, 2002.

[Samavati 1999] F. Samavati et R. Bartels. Multiresolution curve and surface representa-
tion by reversing subdivision rules. Computer Graphics Forum, vol. vol.18,pp.97-
120, 1999.

[Samavati 2002] F. Samavati, M. A. Nezam et R. Bartels. Multiresolution surfaces having
arbitrary topologies by a reverse Doo subdivision method. Computer Graphics
Forum, vol. vol.21,n0.2,pp.121-134, 2002.

[Samavati 2006] F. Samavati et R. Bartels. Diagrammatic tools for generating
biorthogonal multiresolutions. International Journal of Shape Modeling,
vol. vol.12,no.1,pp.47-73, 2006.

[Samavati 2007] F. Samavati, H. Pakdel et C. Smith. Reverse of Loop subdivision. Iranian
Journal of Mathematical Sciences and Informatics, vol. vol.2,no.1,, 2007.

[Samavati 2009] F. Samavati. CPSC589/689 Course notes. University of Calgary, 2009.

[Schaefer 2005] S. Schaefer et J. Warren. On C? Subdivision for Triangle/Quad Meshes.
Transaction on Graphics, vol. vol.24, pp.28-36, 2005.

[Stam 2003] J. Stam et C. Loop. Quad/triangle subdivision. Computer Graphics,
vol. vol.22(1), pp.79-85, 2003.

[Warren 2002] J. Warren et H. Weimer. Subdivision Methods for Geometric design. Mor-
gan Kaufmann, New York, 2002.

[Zorin 1998] D. Zorin. Stationary subdivision and multiresolution surface representations.
PhD thesis, Pasadena, Ca, USA, 1998.

[Zorin 2000a] D. Zorin. Smoothness of subdivision on irregular meshes. Construt. Ap-
prox, vol. vol.16,n0.3,pp.359-397, 2000.

[Zorin 2000b] D. Zorin et P. Schréder. Subdivision for modeling and animation. In SIG-
GRAPH Courses Notes, 2000.









Les schémas de subdivision et les schémas de subdivision inverse sont largement utilisés en infor-
matique graphique; les uns pour lisser des objets 3D, et les autres pour minimiser le colt d’encodage
de l'information. Ce sont les deux aspects abordés dans cette thése.

Les travaux présentés dans le cadre de la subdivision décrivent I'études et la construction d’'un nou-
veau type de schémas de subdivision. Celui-ci unifie deux schémas de subdivision de type géomé-
triques différents. Cela permet de modéliser des objets 3D composés de zones issues de I'application
d’'un schéma approximant et de zones issues de I'application d’'un schéma interpolant. Dans le cadre
de la subdivision inverse, Nous présentons une méthode de construction des schémas de subdivi-
sion bi-réguliers inverses (quadrilateres et triangles).

Mots-clefs :Schémas de subdivision, schémas de subdivision inverse, reproduction des poly-
némes, génération des polynémes, subdivision quad/triangle, approximation, interpolation, quasi-
interpolation.

Subdivision schemes are commonly used to generate a smooth shape from a much more coarse
one. The reverse subdivision is designed to describe a high resolution mesh from a coarse one. Both
of these tools are used in numerous graphical modelisation domains. In this thesis, we focused on
two distinct aspects: on one hand the construction of quasi-linear subdivision schemes and on the
other hand the construction of reverse quad/triangle subdivision schemes. The work, presented in
the context of the subdivision, describes the construction of a new type of subdivision schemes, and
theirs applications to solve some problems coming from the application of linear subdivision schemes.
The work presented in the context of the reverse subdivision describes a new method to reverse the
quad/triangle subdivision schemes.

Keywords: Subdivision schemes, reverse subdivision, polynomial reproduction, polynomial genera-
tion, quad/triangle subdivision, approximation, interpolation, quasi-interpolation.
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