
HAL Id: tel-00907854
https://theses.hal.science/tel-00907854v1
Submitted on 21 Nov 2013 (v1), last revised 13 Dec 2013 (v3)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Development and Verification of Probability Logics and
Logical Frameworks

Petar Maksimovic

To cite this version:
Petar Maksimovic. Development and Verification of Probability Logics and Logical Frameworks.
Logic in Computer Science [cs.LO]. Université Nice Sophia Antipolis, 2013. English. �NNT : �. �tel-
00907854v1�

https://theses.hal.science/tel-00907854v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


 

UNIVERZITET U  

NOVOM SADU 
 

FAKULTET TEHNIČKIH NAUKA  
U NOVOM SADU 

UNIVERSITÉ DE NICE  
SOPHIA ANTIPOLIS 

ECOLE DOCTORALE DE SCIENCES ET 

TECHNOLOGIES DE L'INFORMATION  

ET DE LA COMMUNICATION 

 

 

PETAR MAKSIMOVIĆ 

 
DEVELOPMENT AND VERIFICATION OF 

PROBABILITY LOGICS AND LOGICAL 

FRAMEWORKS 

 
DOCTORAL DISSERTATION 

 
CO-TUTELLE DOCTORAL STUDIES BETWEEN 

THE UNIVERSITY OF NOVI SAD AND  

THE UNIVERSITY OF NICE SOPHIA ANTIPOLIS 

 
 

JURY: 

 

PRESIDENT: 

REVIEWERS: 

 

EXAMINERS: 

 

 

ADVISORS: 

 

INVITED: 

ZORAN MARKOVIĆ 

PIERRE LESCANNE 

HUGO HERBELIN 

FURIO HONSELL 

MARINA LENISA 

ZORAN OGNJANOVIĆ 

SILVIA GHILEZAN 

LUIGI LIQUORI 

JOVANKA PANTOVIĆ 

JOËLLE DESPEYROUX 

RESEARCH PROFESSOR, MATHEMATICAL INSTITUTE SANU 

PROFESSOR EMERITUS, ENS LYON 

RESEARCH DIRECTOR, INRIA, TEAM πρ2
 

FULL PROFESSOR, UNIVERSITY OF UDINE 

ASSOCIATE PROFESSOR, UNIVERSITY OF UDINE 

RESEARCH PROFESSOR, MATHEMATICAL INSTITUTE SANU 

FULL PROFESSOR, UNIVERSITY OF NOVI SAD 

RESEARCH DIRECTOR, INRIA, TEAM LOGNET 

FULL PROFESSOR, UNIVERSITY OF NOVI SAD 

RESEARCHER, I3S, TEAM MDSC 

 
 

 

NOVI SAD/SOPHIA ANTIPOLIS, 2013. 



 



 
 
 
 
 
 

In loving memory of my father and of my grandfather. 
You will always live on in my heart. 

 
 
 

For my mother, who has stood by me through 
all these years with the strength and courage  
that I can only pray to have someday myself. 

 
 
 

Without you, none of this would have been possible. 



 



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❋✐✈❡ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ■ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t❤❡ ❣♦♦❞ ❢♦rt✉♥❡ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦✛❡r❡❞ ✇❤❛t t❤❡♥ ✇❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r②
✜rst ❝♦✲t✉t❡❧❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧ st✉❞✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❙❡r❜✐❛ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❡✳ ❆t ✜rst✱ r❡❧✉❝t❛♥t❧②✱ ■ t✉r♥❡❞ t❤❡
♦✛❡r ❞♦✇♥✱ ❜✉t ❛❢t❡r ❛ ❧✐tt❧❡ s♦✉❧ s❡❛r❝❤✐♥❣✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❚❤❛t t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠② ❧✐❢❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♠② st✉❞✐❡s✱ ■ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡st r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ ♠② ✜❡❧❞ ♦❢ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ✜rst✲❤❛♥❞ t❤❡
♠❛❣✐❝ t❤❛t ✐s s❝✐❡♥❝❡✳ ■t ✇❛s ❛ ♦♥❝❡✲✐♥✲❛✲❧✐❢❡t✐♠❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣
❛s ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t♦ ❜❡✱ ✐t ❤❛s ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦ st❛♥❞ ❡❝❧✐♣s❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ♣❡♦♣❧❡ t❤❛t
■ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❧✐❢❡❧♦♥❣ ❢r✐❡♥❞s❤✐♣s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✇✐t♥❡ss❡❞
❜♦t❤ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❞✐ss♦❧✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝✉❧t✉r❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤ts ❛♥❞ ✐❞❡❛s ♦♥ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛♥❞
❡✈❡r②t❤✐♥❣✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❣r♦✇♥ ✐♠♠❡♥s❡❧② ❛s ❛ ♣❡rs♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡♥s❡ ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✱
t❤✐s ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ ♠② ❧✐❢❡ ❛rr✐✈❡s t♦ ❛ ❝❧♦s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠❡s ❢♦r ♠❡ t♦ s❤❛r❡ ♠②
❣r❛t✐t✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ✐t t♦ ❜❡ t❤❡ ❛♠❛③✐♥❣ ❥♦✉r♥❡② t❤❛t ✐t tr✉❧② ✇❛s✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② t❤r❡❡ ❞❡ ❢❛❝t♦ ❛❞✈✐s❡rs ✲ ♣r♦❢❡ss♦rs ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐✱ ❩♦r❛♥
❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✱ ❛♥❞ ❙✐❧✈✐❛ ●❤✐❧❡③❛♥✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ▲✉✐❣✐✱ ❢♦r ②♦✉r ♦♣t✐♠✐s♠✱ ❡♥t❤✉s✐❛s♠✱ ❞❡❞✐❝❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ②♦✉r ❡♥❞❧❡ss ✢♦✇ ♦❢ ✐❞❡❛s✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❩♦r❛♥✱ ❢♦r ②♦✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥s✐❣❤ts✱ ❛♥❞ ♠❡t✐❝✉❧♦✉s✲
♥❡ss✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❙✐❧✈✐❛✱ ❢♦r ②♦✉r ❝❛❧♠♥❡ss✱ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ✉♥②✐❡❧❞✐♥❣ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧❧
❢♦r ❣✐❢t✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡✱ ❧✐❢❡✲❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ■ ❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ②♦✉ ❢♦r❡✈❡r✳

■♥ ▼❛② ❛♥❞ ❏✉♥❡ ✷✵✶✶✱ ■ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ✈✐s✐t✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❯❞✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❢❡ss♦rs ❋✉r✐♦ ❍♦♥s❡❧❧✱ ▼❛r✐♥❛
▲❡♥✐s❛✱ ❛♥❞ ■✈❛♥ ❙❝❛❣♥❡tt♦✱ ♦♥ ✇❤❛t ✇❛s t❤❡♥ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦✛ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ♦✉r ❤❡❛❞s✱ ❜✉t ✇❤❛t ❤❛s
s✐♥❝❡ ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❦❡②st♦♥❡ ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✳ ❨♦✉r ♠❡t❤♦❞✐❝❛❧♥❡ss✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞r✐✈❡ ❤❛✈❡
❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ✐♠♣r♦✈❡ ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✇♦r❧❞ ♦❢ t②♣❡❞
λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ❡✈❡r ♠♦r❡ s♦✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧❧ s♦ ♠✉❝❤ ❢♦r t❤❛t✳

■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♣r♦❢❡ss♦r P✐❡rr❡ ▲❡s❝❛♥♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❢❡ss♦r ❍✉❣♦ ❍❡r❜❡❧✐♥✱ ❢♦r ❞♦✐♥❣
♠❡ t❤❡ ❤♦♥♦✉r ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❢♦r ♠② t❤❡s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦❢❡ss♦r ❩♦r❛♥ ▼❛r❦♦✈✐➣ ❛♥❞
♣r♦❢❡ss♦r ❏♦✈❛♥❦❛ P❛♥t♦✈✐➣✱ ❢♦r ❣r❛❝✐♦✉s❧② ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥✉r②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ ❣♦❡s t♦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t♦ ♠② ❢r✐❡♥❞s✱ ♦❧❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❛❧✐❦❡✳ ❨♦✉
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ♥❡✈❡r✲❡♥❞✐♥❣ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❧♦✈❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✱ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇✐tt✐♥❡ss✱ ✐♥ ❣♦♦❞ t✐♠❡s ❛♥❞
❜❛❞✳ ■ ❛♠ s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ②♦✉ ✐♥ ♠② ❧✐❢❡✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉✳

❇❡❧❣r❛❞❡✱ ◆♦✈✐ ❙❛❞✱ ❯❞✐♥❡✱ ❛♥❞ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ✷✵✵✽✲✷✵✶✸✳





❆❜str❛❝t

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛t❤s✿ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ♦❢ t②♣❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦✲
r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❞②♥❛♠✐❝s✱ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝s ♦❢ t♦❞❛②✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧s ❢♦r ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✱ s❡r✈✐♥❣ ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♦r ❞❡❝✐s✐♦♥✲s✉♣♣♦rt
s②st❡♠s✱ ♦❢t❡♥ ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❡①♣❡rt s②st❡♠s t❤❛t ✜♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❣❛♠❡
t❤❡♦r② ♦r ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❝✉r✐t② t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s✉❜✲
❥❡❝t t♦ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✐t❤❡r r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♥❛✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡
❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ LF ♦r ❛♥② ♦t❤❡r t②♣❡✲t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♦r t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ♦r ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❧♦❣✐❝s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❖♣❡r❛t♦rs ✲ ▲P❈P✱ ✐ts s②♥t❛①✱
s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛♥❞ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ✐t s♦ ❛s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡✱
♠❛❦✐♥❣ ✐t t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡✈✐❞❡♥❝❡✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s LPPQ
1 ❛♥❞ LPPQ

2 ✐♥ t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q✳
❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ❡①t❡♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♠♦❞❛❧✲❧✐❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❢❡❛t✉r❡
❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ LPPQ

1 ❛❧❧♦✇s ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ LPPQ
2 ❞♦❡s

♥♦t✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤❡✐r ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✲ s♦✉♥❞♥❡ss✱ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥❞
♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❥✉st✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t LFP ✲ ❛ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❊①t❡r♥❛❧ Pr❡❞✲
✐❝❛t❡s✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦✐♥❣ t②♣❡s ❛♥❞ t❡r♠s ✐♥t♦ LF✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❛❝❧❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t LFP s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✭str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✮✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣
❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❡❛s② ♣r♦♦❢s ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛❞❡q✉❛❝②✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✲ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ ❈❛❧❧✲❜②✲❱❛❧✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱
t❤❡ ❉❡s✐❣♥✲❜②✲❈♦♥tr❛❝t ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❍♦❛r❡ ▲♦❣✐❝✱ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s
✐♥ ❍✐❧❜❡rt ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡✱ ❛♥❞ ◆♦♥✲❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✭❡♥❝♦❞❡❞ ❢♦r t❤❡
✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❛♥ LF✲❧✐❦❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✮✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ LFP ✇❡ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ s✐❞❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ❡❧❡❣❛♥t❧②✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝❧❡❛♥❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡ ♣r♦♦❢s✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧
❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢s ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡rt s②st❡♠s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✈❡r✐✜❡❞ ❧♦❣✐❝s✱ ❛♥❞ ♣❛✈❡ ✇❛② ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s r♦♦♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ LFP
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ LFP ❛♥❞
❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ✐ts ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳
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■ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s ✶✾

✷ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs ✷✶

✷✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✷ ❆♥ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
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■■■ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✶✼

✶✵ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s ❛♥❞ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦ ✶✶✾

✶✵✳✶ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✶✵✳✷ ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✷✸



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❚❤❡ λ✲❝✉❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ λ✲❝✉❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✸ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ λ✲❝✉❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✹ ❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ❈✉❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✸✳✶ LPPQ
2 ❆①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷ LPPQ
2 ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✹✳✶ LPPQ
1 ❆①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✷ LPPQ
1 ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✻✳✶ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲s②♥t❛① ♦❢ LFP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✻✳✷ ▼❛✐♥ ♦♥❡✲st❡♣✲βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ LFP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✻✳✸ βL✲❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t ❢♦r ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ LFP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✻✳✹ βL✲❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ LFP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✼✳✶ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ LFP t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✽✳✶ ❙②♥t❛① ♦❢ LFCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✽✳✷ ❊r❛s✉r❡ t♦ s✐♠♣❧❡ t②♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✽✳✸ ❍❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❦✐♥❞s ❛♥❞ ❢❛♠✐❧✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✽✳✹ ❍❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✾✳✶ LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σλ ❢♦r t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✾✳✷ LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
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✾✳✼ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣS ❢♦r ❝❧❛ss✐❝ S4 ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝ ✐♥ LFP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽





❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
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✶✳✷✳✸ ❚❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

❈♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❝♦✲t✉t❡❧❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦✈✐ ❙❛❞✱ ❙❡r❜✐❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱
❋r❛♥❝❡✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛ ♣✐❧♦t P❤✳❉✳ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚❡♠♣✉s ❉❊❯❑❙ ✭❉♦❝t♦r❛❧ ❙❝❤♦♦❧ t♦✇❛r❞s ❊✉r♦♣❡❛♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❙♦❝✐❡t②✮
Pr♦❥❡❝t ❏❊P✲✹✶✵✾✾✲✷✵✵✻✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤r❡❡
❛♥❞ ❛ ❤❛❧❢ ②❡❛rs✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✿

• ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ t❤❡ ❙❡r❜✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❆rts✱ ❇❡❧❣r❛❞❡✱ ❙❡r❜✐❛
❛♥❞ t❤❡ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦✈✐ ❙❛❞✱ ❙❡r❜✐❛ ✭✉♥❞❡r s✉♣❡r✈✐s✐♦♥
♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ Pr♦❢❡ss♦r ❩♦r❛♥ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ❛♥❞ Pr♦❢❡ss♦r ❙✐❧✈✐❛ ●❤✐❧❡③❛♥✮✳

• ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡✱ ❋r❛♥❝❡ ✭✉♥❞❡r s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ■◆❘■❆ ❘❡s❡❛r❝❤ ❉✐✲
r❡❝t♦r ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐✮✳

• ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ ❯❞✐♥❡✱ ■t❛❧② ✭✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ Pr♦❢❡ss♦rs ❋✉r✐♦ ❍♦♥s❡❧❧✱ ▼❛r✐♥❛ ▲❡♥✐s❛✱
❛♥❞ ■✈❛♥ ❙❝❛❣♥❡tt♦✮✳

▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ❉✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥
♣❛t❤s✿ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❢ t②♣❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱
❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣✳

❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝s ♦❢ t♦❞❛②✳ ❖♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❧♦❣✐❝s✳ ■♥ t❤❡✐r ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠s✱ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✲r❡❧❛t❡❞ st❛t❡✲
♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♦✛❡r ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❞❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ s✉❝❤ st❛t❡♠❡♥ts✱ ✐♥
❛ ♠❛♥♥❡r ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ✉s✐♥❣ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✱ s❡r✈✐♥❣ ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♦r ❞❡❝✐s✐♦♥✲s✉♣♣♦rt s②st❡♠s✱ ♦❢t❡♥ ❢♦r♠ ❛
❜❛s✐s ❢♦r ❡①♣❡rt s②st❡♠s t❤❛t ✜♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ♦r ♠❡❞✐❝✐♥❡✳ ❆s
s✉❝❤✱ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ st❡♣ ❢♦r ♦♥❡ t♦ t❛❦❡✳ ❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧♦❣✐❝s ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
tr❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✲ t❤❛t ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❛ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ✭LPCP✮✱ ✐ts s②♥t❛①✱ s❡♠❛♥t✐❝s✱
❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str♦♥❣❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥ ❈♦q ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss✱ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❢♦r t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❧♦❣✐❝s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦
❧♦❣✐❝s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦✉t❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ r❡✲✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦❞❛❧✲❧✐❦❡ ❧♦❣✐❝s✳

❚❤❡ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ♦r LF ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡tt❡r✲❦♥♦✇♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t♦❞❛②✳
❆❢t❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✾✸✱ ✐t ❤❛s ❢♦✉♥❞ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❛❣❡ ✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡s❡❛r❝❤✳
■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ♦❢ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✬s λ✲❝✉❜❡ ❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✶✾✾✷❪✱ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ❤❛✈❡ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦r♠❛❧
s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✐t❤❡r r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t ♦r
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♥❛✐✈❡❧②✱ ✐♥ LF ♦r ❛♥② ♦t❤❡r t②♣❡✲t❤❡♦r② ❜❛s❡❞ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♦r t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ♦r ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❡✈❡❧ ✭♠♦❞❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❣✐❝s✱ ❢♦r ♦♥❡✮✳ ❇❡❛r✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡♥❝♦❞❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ LFP ✲ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ LF ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❚❤❡s❡
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛❝t ❛s ❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐t ✉♥t✐❧ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✭♣♦ss✐❜❧②
❡①t❡r♥❛❧❧②✮ ✈❡r✐✜❡❞ t♦ ❜❡ tr✉❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♥♦t ♦♥❧② ❝❛♥ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s②st❡♠s
✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❡❛s❡✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ ♠❛♥❛❣❡ t♦✱ ✐♥ ❛ s❡♥s❡✱ s❡♣❛r❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
❜② ✏♦✉ts♦✉r❝✐♥❣✑ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❡r✐✜❡r✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ LFP ✭❈❤❛♣t❡r ✺✮ ♣r❡s❡♥t ✐ts
t②♣❡ s②st❡♠ ✭❈❤❛♣t❡r ✻✮ ♣r♦✈❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✼✮✱
❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ LFCP ✭❈❤❛♣t❡r ✽✮✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣s
✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ LFP ✭❈❤❛♣t❡r ✾✮✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡
t❤r❡❡❢♦❧❞✿

✶✳ ❆ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ✭LPCP✮ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ str♦♥❣❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡✱

✷✳ ❋♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss✱ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❢♦r t✇♦
r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❈♦q✱ ❛♥❞

✸✳ LFP ✲ ❛ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✲
✇♦r❦ LF ✇✐t❤ ❝❛❧❧s t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❛❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s✱
✇❤✐❝❤ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❡❛s✲
✐❡r ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡rs✿

✶✳ P❡t❛r ▼❛❦s✐♠♦✈✐➣✱ ❉r❛❣❛♥ ❉♦❞❡r✱ ❇♦❥❛♥ ▼❛r✐♥❦♦✈✐➣ ❛♥❞ ❆❧❡❦s❛♥❞❛r P❡r♦✈✐➣✳ ❆ ▲♦❣✐❝
✇✐t❤ ❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ❑❛t❛ ❇❛❧♦❣❤✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 13th

❊❙❙▲▲■ ❙t✉❞❡♥t ❙❡ss✐♦♥✱ ♣♣✳ ✶✵✺✲✶✶✹✱ ✷✵✵✽✱ ❍❛♠❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②✳

✷✳ ❉r❛❣❛♥ ❉♦❞❡r✱ ❇♦❥❛♥ ▼❛r✐♥❦♦✈✐➣✱ P❡t❛r ▼❛❦s✐♠♦✈✐➣✱ ❆❧❡❦s❛♥❞❛r P❡r♦✈✐➣✳ ❆ ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤
❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ◆✳❙✳ ✽✼✭✶✵✶✮✱
♣♣✳ ✽✺✲✾✻✱ ✷✵✶✵✳



✶✳✶✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ▲♦❣✐❝ ✸

✸✳ P❡t❛r ▼❛❦s✐♠♦✈✐➣✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❙❡✈❡r❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s
✐♥ t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q✳ ❋✐rst ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s ❛♥❞ t❤❡✐r
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❇♦♦❦ ♦❢ ❆❜str❛❝ts✱ ♣✳ ✷✺✱ ❇❡❧❣r❛❞❡✱ ❙❡r❜✐❛✳ ✷✾✲✸✵ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✷✵✶✶✳

✹✳ P❡t❛r ▼❛❦s✐♠♦✈✐➣✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s ✐♥ ❈♦q✳ ❚❨P❊❙ ✷✵✶✸✿ ❚②♣❡s ❢♦r Pr♦♦❢s ❛♥❞ Pr♦✲
❣r❛♠s✱ ❇♦♦❦ ♦❢ ❆❜str❛❝ts✱ ♣♣✳ ✻✵✲✻✶✱ 19t❤ ❚❨P❊❙ ▼❡❡t✐♥❣✱ ❆♣r✐❧ ✷✷✲✷✻✱ ✷✵✶✸✱ ❚♦✉❧♦✉s❡✱
❋r❛♥❝❡✳

✺✳ ❋✉r✐♦ ❍♦♥s❡❧❧✱ ▼❛r✐♥❛ ▲❡♥✐s❛✱ ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐✱ P❡t❛r ▼❛❦s✐♠♦✈✐➣✱ ■✈❛♥ ❙❝❛❣♥❡tt♦✳ LFP ✲ ❆
▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❊①t❡r♥❛❧ Pr❡❞✐❝❛t❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ▲❋▼❚P ✷✵✶✷✿ ❚❤❡ ❙❡✈❡♥t❤
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦s ❛♥❞ ▼❡t❛✲❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡✱
♣♣✳ ✶✸✲✷✷✱ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ✵✽✲✵✾ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✷✵✶✷✳

✻✳ ❋✉r✐♦ ❍♦♥s❡❧❧✱ ▼❛r✐♥❛ ▲❡♥✐s❛✱ ▲✉✐❣✐ ▲✐q✉♦r✐✱ P❡t❛r ▼❛❦s✐♠♦✈✐➣✱ ■✈❛♥ ❙❝❛❣♥❡tt♦✳ ❆♥ ❖♣❡♥
▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✸✱ t♦ ❛♣♣❡❛r✳

✶✳✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ▲♦❣✐❝

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✱ r❡✢❡❝t✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞✱ ✐♥
t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❛rt✱ ❢r♦♠ ❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✾❪✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦❣✐❝ t♦❣❡t❤❡r ✇❛s t❤❡
❢❛♠♦✉s ●❡r♠❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡r ●♦tt❢r✐❡❞ ❲✐❧❤❡❧♠ ▲❡✐❜♥✐t③✳ ❆s ❤❡ s❡❛r❝❤❡❞
❢♦r ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜❛s✐s ❢♦r ❛❧❧ s❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ s♦✉❣❤t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❧♦❣✐❝ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐s ❡ss❛②s ❬▲❡✐❜♥✐t③ ✶✻✻✺✱ ▲❡✐❜♥✐t③ ✶✻✻✾✱
▲❡✐❜♥✐t③ ✶✼✻✺❪✱ ▲❡✐❜♥✐t③ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❣❛♠❡s
♦❢ ❝❤❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❧♦❣✐❝ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♦♥ ❛♣♣❛r❡♥t❧②
❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❝❧❛✐♠s✳ ❍❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❛❧❝✉❧✐✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❛s
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
❦♥♦✇♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ r❡✈❡rs❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝❛✉s❡s✱
♦♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ ▲❡✐❜♥✐t③✬s ❧♦❣✐❝❛❧ ✇♦r❦s
✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❧♦♥❣ ❛❢t❡r ❤✐s ❞❡❛t❤ ✭✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✵✵s✮✱ ❤❡ ❞✐❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❧♦✇❡rs✱
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❢ ✇❤♦♠✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ✇❡r❡ t❤❡ ❜r♦t❤❡rs ❏❛❝♦❜✉s
❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❚❤♦♠❛s ❇❛②❡s✱ P✐❡rr❡ ❙✐♠♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❇❡r♥❛r❞ ❇♦❧③❛♥♦✱ ❆✉❣✉st✉s ❉❡
▼♦r❣❛♥✱ ●❡♦r❣❡ ❇♦♦❧❡✱ ❏♦❤♥ ❱❡♥♥✱ ❈❤❛r❧❡s ❙✳ P❡✐r❝❡✱ ❡t❝✳

❏❛❝♦❜✉s ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✇❛s t❤❡ ✜rst ✇❤♦ ♠❛❞❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ▲❡✐❜♥✐t③✬s ✐❞❡❛s ✐♥ ❤✐s ✉♥✜♥✐s❤❡❞
✇♦r❦ ❬❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✶✼✶✸✱ P❛rt ■❱✱ ❈❤❛♣t❡r ■■■❪✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❍✉②❣❡♥✬s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣❛♠❜❧❡ ✐♥ ❣❛♠❡s ♦❢ ❝❤❛♥❝❡✱ ❤❡ ♦✛❡r❡❞ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❍❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✇♦r❞ ❛r❣✉♠❡♥t t♦
r❡♣r❡s❡♥t st❛t❡♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❍❡
❞✐✈✐❞❡❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❢r♦♠ ♣r❡♠✐s❡s t♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦r ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡r❡ t♦
❡①✐st ❝♦♥t✐♥❣❡♥t❧② ✭✐✳❡✳ ✐t ✐s tr✉❡ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ b > 0✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ c > 0✮ ❛♥❞
✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②✱ t❤❡♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❡st❛❜❧✐s❤ b

b+c ❛s t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t② ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✇❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

■♥ ❬❇❛②❡s ✶✼✻✹❪✱ ❚✳ ❇❛②❡s ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ r❡s✉❧t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ♠♦❞❡r♥
♥♦t❛t✐♦♥✱ ❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (A|B) ✇❤❡r❡ A ✐s
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✏P (E) ∈ [a, b]✑✱ ❛♥❞ B ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✏❛♥ ❡✈❡♥t E ♦❝❝✉rr❡❞ p ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❝❝✉r q t✐♠❡s ✐♥ p+ q ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr✐❛❧s✑✳ ❆✳ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❞❡✈♦t❡❞ ❛ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ ❬❞❡ ▼♦r❣❛♥ ✶✽✹✼❪
t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ❞❡❢❡♥s❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢
❧♦❣✐❝✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞
tr✐❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ t❤❡♠✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦✱ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ♠❛❞❡ s♦♠❡
♠✐st❛❦❡s✱ ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ ❤✐s ✐❣♥♦r✐♥❣ ♦❢ ✭✐♥✮❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ●✳ ❇♦♦❧❡ ✐♥ ❬❇♦♦❧❡ ✶✽✹✼✱ ❇♦♦❧❡ ✶✽✺✹❪ ❧❡❞ t♦ ❛ r❛♣✐❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❇♦♦❧❡ s♦✉❣❤t t♦ ♠❛❦❡ ❤✐s s②st❡♠ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭♦r✐❣✐♥❛❧❧②
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑✮ ❇♦♦❧❡ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t ❤❡ ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡✱ ❝♦♥✲
❝❡r♥❡❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s {f1(x1, . . . , xm)✱ . . .✱ fk(x1, . . . , xm)✱ F (x1, . . . , xm)}
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p1 = P (f1(x1, . . . , xm))✱ . . .✱ pk = P (fk(x1, . . . , xm))✱ ❛♥❞
❛s❦❡❞ ❢♦r P (F (x1, . . . , xm)) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ p1, . . . , pk✳ ❍❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧♦❣✐❝ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❡✈❡♥ts ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❍❡ r❡str✐❝t❡❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t
❛♥② ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢✱ ♠❛②❜❡ ✐❞❡❛❧✱ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ♦r✲❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♥❞✲❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ s✉❝❤
❛ ✇❛②✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❇♦♦❧❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s✉❝❤ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t t♦ ❋♦✉r✐❡r✲▼♦t③❦✐♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❍✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ♣r♦✈✐❞❡❞
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❛s✐s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ❬❍❛✐❧♣❡r✐♥ ✶✾✽✹✱ ❍❛✐❧♣❡r✐♥ ✶✾✽✻❪ ❛ r❛t✐♦♥❛❧❡
❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇♦♦❧❡✬s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤❡ ✶✽✼✵✬s✱ ❏✳ ❱❡♥♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❧♦❣✐❝✳ ❱❡♥♥ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✐s t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts✳
❆ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✵ ♦r
✶✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥② r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✵✱ ✶❪✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✐❛♥s ✇❡r❡ ❞✐ss❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t t❤❡ ♦t❤❡rs ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤ ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡♦r② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❤♦ ❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❘✐❝❤❛r❞
✈♦♥ ▼✐ss ❛♥❞ ❍❛♥s ❘❡✐❝❤❡♥❜❛❝❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❣❛r❞❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❢r♦♠ t❤❛t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦rs
✇❡r❡ ●❡♦r❣ ❇♦❤❧♠❛♥♥ ❬❇♦❤❧♠❛♥♥ ✶✾✵✶❪✱ ❙❡r❣❡✐ ◆❛t❛♥♦✈✐❝❤ ❇❡r♥st❡✐♥ ❬❇❡r♥st❡✐♥ ✶✾✶✼❪✱ ❛♥❞ ➱♠✐❧
❇♦r❡❧ ❬❇♦r❡❧ ✶✾✷✹✱ ❇♦r❡❧ ✶✾✷✺❪✳ ❚❤❡s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❝✉❧♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ ❆✳ ◆✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❛①✐♦♠❛✲
t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✶✾✸✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❧✐❦❡ ❏♦❤♥ ▼✳ ❑❡②♥❡s
❬❑❡②♥❡s ✶✾✷✶❪✱ ❍❛♥s ❘❡✐❝❤❡♥❜❛❝❤ ❬❘❡✐❝❤❡♥❜❛❝❤ ✶✾✸✺✱ ❘❡✐❝❤❡♥❜❛❝❤ ✶✾✹✾❪✱ ❛♥❞ ❘✉❞♦❧❢ ❈❛r♥❛♣
❬❈❛r♥❛♣ ✶✾✺✵✱ ❈❛r♥❛♣ ✶✾✺✷❪ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❇♦♦❧❡✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦❣✐❝✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ t❤❡ ♠❛✐♥ str❡❛♠s ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ✇❡r❡ ❛❧♠♦st s❡♣❛r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ ❳❳ ❝❡♥t✉r②✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐♥
t❤❡ ❧❛st q✉❛rt❡r ♦❢ t❤❡ ♥✐♥❡t❡❡♥t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡r❡ ✇❛s
❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❛t ❡✛♦rt ✇❛s ●♦tt❧♦❜ ❋r❡❣❡✳ ❍❡ tr✐❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
❚r✉t❤✲✈❛❧✉❡s✱ ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛❜str❛❝t ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋r❡❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤♦♠
❡✈❡r② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♥❛♠❡ ❢♦r tr✉t❤ ♦r ❢❛❧s✐t②✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋r❡❣❡✱ t❤❡ tr✉t❤
✈❛❧✉❡s ❤❛❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ st❛t✉s t❤❛t ❤❛❞ ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝✉❧♠✐♥❛t❡❞
✇✐t❤ ❑✉rt ●ö❞❡❧✬s ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r ✜rst ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❬●ö❞❡❧ ✶✾✷✾❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤♦s❡ ✇♦r❦s✱
✜rst ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ♣❧❛②❡❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
❧❛t❡ ✶✾✼✵s ❛ ✇✐❞❡r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s r❡❛♣♣❡❛r❡❞✳



✶✳✶✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ▲♦❣✐❝ ✺

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ▲❡✐❜♥✐t③ ❛♥❞ ❇♦♦❧❡✱
✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ❍✳ ❏❡r♦♠❡ ❑❡✐s❧❡r✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❤✐s ❢❛♠♦✉s ♣❛♣❡r ❬❑❡✐s❧❡r ✶✾✼✼❪ ✇❛s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ ♠♦❞❡❧✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s✳

❑❡✐s❧❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q✉❛♥t✐✜❡rs✱ s✉❝❤ ❛s Px > r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (Px > r)φ(x) ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡ s❡t {x : φ(x)} ❤❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ r✳ ❆
r❡❝✉rs✐✈❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ✭t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② LAP ✮ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜②
❉✳ ❍♦♦✈❡r ❬❍♦♦✈❡r ✶✾✼✽❪✱ ✉s✐♥❣ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ✐♥✜♥✐t❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧♦❣✐❝
✭❜✉t ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✐✜❡rs ✲ ∀ ❛♥❞ ∃✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛rs✱ ❑❡✐s❧❡r ❛♥❞
❍♦♦✈❡r ♠❛❞❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡② ♣r♦✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❣r❛❞❡❞✱ ❛♥❛❧②t✐❝✱ ❤②♣❡r✜♥✐t❡ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧✲
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r② ❤❛s ❡♥❣❡♥❞❡r❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧♦❣✐❝s ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ LAP ✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ LAI ✱
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❑❡✐s❧❡r ✶✾✽✺❪ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ LAP ✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡①♣r❡ss ♠❛♥②
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛♥ ❡❛s✐❡r ✇❛②✳ ■♥ t❤✐s ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs

∫

. . . dx
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡rs Px > r✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ LAI ✐s ♥♦t r✐❝❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣r❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥♦t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①✲
♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ σ✲❛❧❣❡❜r❛s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✱ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦✲
❝❡ss✱ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡✱ ♦♣t✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥
❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛✲
t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝s LAE ❛♥❞ LAad✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❡✐s❧❡r ✐♥ ❬❑❡✐s❧❡r ✶✾✽✺❪✱ ❛r❡ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r② ♦❢
t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜② ❘♦❞❡♥❤❛✉s❡♥ ✐♥ ❬❘♦❞❡♥❤❛✉s❡♥ ✶✾✽✷❪✱ ❋❛❥❛r❞♦ ✐♥
❬❋❛❥❛r❞♦ ✶✾✽✺❪✱ ❑❡✐s❧❡r ✐♥ ❬❑❡✐s❧❡r ✶✾✽✻❛✱ ❑❡✐s❧❡r ✶✾✽✻❜❪✱ ❍♦♦✈❡r ✐♥ ❬❍♦♦✈❡r ✶✾✽✼❪✱ ❛♥❞ ❘❛➨❦♦✈✐➣
✐♥ ❬❘❛➨❦♦✈✐➣ ✶✾✽✺✱ ❘❛➨❦♦✈✐➣ ✶✾✽✻✱ ❘❛➨❦♦✈✐➣ ✶✾✽✽❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✶✾✽✵s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s ❜❡❣❛♥ t♦ ❣r♦✇✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✿
❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ❡t❝✳ ▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs
❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡①♣r❡ss ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✏♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❍♦♠❡r ✇r♦t❡ t❤❡ ■❧✐❛❞ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❤❛❧❢✑✱
t❤✉s ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♦♥❡✬s ❞✐s❜❡❧✐❡❢ ✐♥t♦ t❤❡ tr✉t❤❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❛t st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤♦s❡
♣❛♣❡rs ✐s ❬◆✐❧ss♦♥ ✶✾✽✻❪ ✭❛ r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬◆✐❧ss♦♥ ✶✾✾✸❪✮ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡rt s②st❡♠ ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✇❤❡r❡ ◆✐❧ss♦♥ tr✐❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛s ❛ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❙❡♥t❡♥❝❡s ♦❢ t❤✐s
❧♦❣✐❝ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❤❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❛s ✏✐❢ α ❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✱ ❛♥❞ β ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ α ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ β ✐s r✑✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ◆✐❧❧s♦♥ ❣❛✈❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡♥t❛✐❧✲
♠❡♥t t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s✱ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞
s❡♥t❡♥❝❡s✳ ◆✐❧❧s♦♥✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐t ♠♦t✐✈❛t❡❞ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r✱ ●❛✐❢♠❛♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛
♣❛♣❡r ❬●❛✐❢♠❛♥ ✶✾✽✻❪ t❤❛t st✉❞✐❡❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s✳

■♥ ❬❋❛❣✐♥ ✶✾✾✵❪✱ ❋❛❣✐♥✱ ❍❛❧♣❡r♥ ❛♥❞ ▼❡❣✐❞❞♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✭s✐♠✐❧❛r t♦ LPPQ

2 ✱ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❛t ❧♦❣✐❝ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

n
∑

i=1

aiw(αi) ≥ s,

✇❤❡r❡ ai ❛♥❞ s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ αi ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ w(αi) ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t αi ❤♦❧❞s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜❛s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆ ✜♥✐t❛r② ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✇❛s ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡
t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡✐r ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ s✐♠♣❧❡
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦♥❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♦❧s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❛❧ ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡rs ❬❋❛❣✐♥ ✶✾✾✹✱
❍❛❧♣❡r♥ ✶✾✾✶❪✱ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝ ♦❢
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ LPPQ

1 ✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s
✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❆❜❛❞✐ ✶✾✾✹✱ ❍❛❧♣❡r♥ ✶✾✾✵❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❣✐❝ ✐s ♥♦t r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❡♥✉♠❡r❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ♥♦ ✜♥✐t❛r② ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♠❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ♦✈❡r t❤❡
❧❛st ✷✵ ②❡❛rs✱ ❜② ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛t t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ t❤❡ ❙❡r❜✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠②
♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❆rts✱ ❧❡❞ ❜② ▼✐♦❞r❛❣ ❘❛➨❦♦✈✐➣✱ ❤✐♠s❡❧❢ ❛ st✉❞❡♥t ♦❢ ❍✳ ❏❡r♦♠❡ ❑❡✐s❧❡r✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ t❤❡r❡ ❡①t❡♥❞s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♦r ✜rst ♦r❞❡r✮ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t
♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ st✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡
❡✐t❤❡r tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P≥sα ✇✐t❤ t❤❡
✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ ✏t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α ❤♦❧❞s ✐s ❛t ❧❡❛st s✑✳

❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ♠♦❞❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝s
❝♦♥s✐st ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❑r✐♣❦❡ ♠♦❞❡❧s ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇♦r❧❞s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❧❞s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛①✐♦♠ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ str♦♥❣❧②
❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✏❡✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❤❛s ❛ ♠♦❞❡❧✑✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
✏❡✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❛ ♠♦❞❡❧✑✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss
♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❡✈❡r②
✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❡✳❣✳ {¬P=0α} ∪ {P< 1

n
α |n ∈ N}✮✳ ❚❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❜✉t

❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s✿

• LPP1✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✉✐❧t ❛t♦♣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ✇✐t❤ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✾❛✱
❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✵❪ ✭❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s ❧♦❣✐❝✱ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱

• LPP
Fr(n)
1 ✱ s✐♠✐❧❛r t♦ LPP1✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ r❛♥❣❡

{0, 1n , . . . ,
n−1
n , 1} ❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✻✱ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✾❛✱ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✵❪✱

• LPPLTL
1 ✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ s✐♠✐❧❛r t♦ LPP1✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❧✐♥❡❛r✲t✐♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝

LTL ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✽✱ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✾❛✱ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✻❪✱

• LPP2 ❛♥❞ LPP
Fr(n)
2 ✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s s✐♠✐❧❛r t♦ LPP1 ❛♥❞ LPP

Fr(n)
1 ✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t

✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✾❛✱ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✵✱ ❘❛➨❦♦✈✐➣ ✶✾✾✸❪ ✭❛
✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s ❧♦❣✐❝✱ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱

• LPP2,�✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ s✐♠✐❧❛r t♦ LPP2✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✽❪✱

• LPP I
2 ✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ s✐♠✐❧❛r t♦ LPP1✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛s

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❬▼❛r❦♦✈✐➣ ✷✵✵✸❛✱ ▼❛r❦♦✈✐➣ ✷✵✵✸❜✱ ▼❛r❦♦✈✐➣ ✷✵✵✹❪✱

• LFOP1✱ LFOP
Fr(n)
1 ✱ ❛♥❞ LFOP2✱ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❢ LPP1✱ LPP

Fr(n)
1 ✱ ❛♥❞ LPP2

❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✵✱ ❘❛➨❦♦✈✐➣ ✶✾✾✾❪✱

• LQp
✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞Qp ♦❢ ♣✲❛❞✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❬■❧✐➣✲❙t❡♣✐➣ ✷✵✶✷❪✱

• LFOCP ❛♥❞ LFPOIC=✱ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥❞✐❞✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s ❬▼✐❧♦➨❡✈✐➣ ✷✵✶✷✱ ▼✐❧♦➨❡✈✐➣ ✷✵✶✸❪✳



✶✳✷✳ ❆ ❲♦r❞ ♦♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ✼

❇r✐❡✢② ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❢✉③③② ❧♦❣✐❝s✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ❢✉③③② ❧♦❣✐❝s✳ ❏✉st ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✱ ❢✉③③② ❧♦❣✐❝s ❛❧s♦ ❢❛❧❧ ✐♥t♦
t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧♦❣✐❝s✱ ✐✳❡✳ ❧♦❣✐❝s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✉s✉❛❧❧② ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✵✱ ✶❪✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛ ✜♥❡
❣r❛♥✉❧❛t✐♦♥ ❛t♦♣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜✐♣♦❧❛r ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ tr✉t❤✳ ❚❤❡ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉③③② ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛
❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐ts ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❧♦❣✐❝s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ(p1, . . . , pn)
✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs
❢r♦♠ t❤❡ s❡t {p1, . . . , pn}✳ ❚❤❡r❡✱ ❡✈❡r② ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❛✉t♦❧♦❣② ❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢✉③③② ❧♦❣✐❝s ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ tr✉t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✉t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ t✲♥♦r♠s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ s✲♥♦r♠s ✭♦r t✲❝♦♥♦r♠s✮ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥
❢✉③③② ❧♦❣✐❝s ✐s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✳

✶✳✷ ❆ ❲♦r❞ ♦♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✐

λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠ ✐♥✈❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✷✵s✱ ✇❤♦s❡ ❛✐♠ ✇❛s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ✶

❚❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❡r✐♦❞s✿ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❝♦♠♣r✐s❡❞
s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❢r✉✐t❢✉❧ ✐♥✐t✐❛❧ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ✶✾✷✵s ❛♥❞ ✶✾✸✵s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢
✐ts ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐s t❤❡ ✜rst ♣r♦♦❢ t❤❛t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧♦❣✐❝ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ◆❡①t ❡♥s✉❡❞
❛ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛❧♠♦st ✸✵ ②❡❛rs ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ st❛❣♥❛t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ r❡s✉❧ts s✉❝❤ ❛s
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❢♦✉♥❞ ♠❛♥② ✉s❡s ❧❛t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✻✵s✱ ❝❛♠❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❡♦r②✱ ♥❡✇❧②✲❢♦✉♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❛♥❞ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❡r✐♦❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✾✻✵s ♦♥✇❛r❞✱ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞
❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡ s②st❡♠s✱ ❞❡❡♣ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❣✐❝ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t❤❛♥ t❤❡
t②♣❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❘✉ss❡❧❧ ♦r t❤❡ s❡t t❤❡♦r② ♦❢ ❩❡r♠❡❧❧♦✱ ❆❧♦♥③♦ ❈❤✉r❝❤ ❝❛♠❡ t♦ ✐♥✈❡♥t t❤❡ ✜rst
λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ✶✾✷✽ ❬❈❤✉r❝❤ ✶✾✸✷❪✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ❢❡❛t✉r❡❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λx[M ] ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
{F}(X)✱ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s✱ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r λx.M ❛♥❞ (F X)✳
❚❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❬❈❤✉r❝❤ ✶✾✸✷❪ ✇❛s ❛ t②♣❡✲❢r❡❡ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡
❧❛✇ ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠❛❧ r✉❧❡s ♦❢ λ✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡❞ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♣♦♥ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s②st❡♠ ✇❛s r❡✈✐s❡❞ ❛ ②❡❛r ❧❛t❡r ❬❈❤✉r❝❤ ✶✾✸✸❪✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡✈✐s❡❞ ♣❛♣❡r ❈❤✉r❝❤ st❛t❡❞ ❛ ❤♦♣❡ t❤❛t
●ö❞❡❧✬s ✭t❤❡♥✮ r❡❝❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❬❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ ❲❤✐t❡❤❡❛❞ ✶✾✶✸❪
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①t❡♥❞ t♦ ❤✐s ♦✇♥ r❡✈✐s❡❞ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❛r② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤✐s
s②st❡♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ■♥ t❤✐s r❡✈✐s❡❞ ♣❛♣❡r✱ ❈❤✉r❝❤ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ λ✲t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ t♦❞❛② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❈❤✉r❝❤ ♥✉♠❡r❛❧s✳

■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦s ♦❢ ❈❤✉r❝❤✱ ❑❧❡❡♥❡ ❛♥❞ ❘♦ss❡r✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ ❈❤✉r❝❤✬s ✶✾✸✸
❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣✉r❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✿ t❤❛t t❤❡
✶✾✸✸ ❧♦❣✐❝ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✲
tr✐❣✉✐♥❣ ✉s❡s✳ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ❬❈❤✉r❝❤ ❛♥❞ ❘♦ss❡r ✶✾✸✻❪✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ λ✲❞❡✜♥❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦✈❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❜♦t❤ ❍❡r❜r❛♥❞✲●ö❞❡❧ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❑❧❡❡♥❡ ✶✾✸✻✱ ❈❤✉r❝❤ ✶✾✸✻❪ ❛♥❞ ❚✉r✐♥❣✲❝♦♠♣✉t❛❜❧❡

✶❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ♠♦st❧② ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬❈❛r❞♦♥❡ ✷✵✵✺❪✳



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❚✉r✐♥❣ ✶✾✸✼❪✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❈❤✉r❝❤ t♦ ❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t λ✲❞❡✜♥❛❜✐❧✐t② ❡①❛❝t❧② ❝❛♣t✉r❡❞
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐t②✱ t♦❞❛② ❦♥♦✇♥ ❛s ❈❤✉r❝❤✬s ❚❤❡s✐s✳

◆✉♠❡r♦✉s ❛❞✈❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
②❡❛rs ❛♥❞ ❛r❡ st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ♠❛❞❡ t♦❞❛②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✐✱ ❧♦❣✐❝s ❛♥❞
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ▼❛♥② s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠ ❛❧❧✱ ♦r ❡✈❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡❧②✱ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❜♦♦❦✲✇♦rt❤② ❡✛♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♥❝❡ t❤✐s t❤❡s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✐✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ ♠♦♠❡♥t t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳
❆ t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ t②♣❡s✳ ❍❡r❡✱ t②♣❡s
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ ♥❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❧❛♠❜❞❛ t❡r♠s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❡t
♦❢ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ❛ t②♣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s✉❝❤ ❢♦r♠❛❧✐s♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ t②♣❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✿ t❤❡ s✐♠♣❧②✲t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❋♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ t②♣❡s✱ ✇❡ ❦✐♥❞❧② r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦
❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✶✸❪✳

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❙✐♠♣❧②✲❚②♣❡❞ ▲❛♠❜❞❛ ❈❛❧❝✉❧✉s

❚❤❡ s✐♠♣❧②✲t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s λ→ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

• ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜① ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜❛s❡ t②♣❡s B✳ ❚❤❡ t②♣❡s ✐♥ B ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t②♣❡
❝♦♥st❛♥ts ♦r ❛t♦♠✐❝ t②♣❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜❛s❡ t②♣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛t ♦r ❜♦♦❧✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ s❡r✈❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥t❡❣❡rs ♦r ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

• ●✐✈❡♥ B✱ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t②♣❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② τ ::= b | τ → τ ✱ ✇❤❡r❡ b ∈ B✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ σ → τ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥♣✉t t❤❛t ✐s ♦❢ t②♣❡
σ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t t❤❛t ✐s ♦❢ t②♣❡ τ ✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✈❛❧✐❞ t②♣❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛t ♦r
♥❛t → ♥❛t ♦r (❜♦♦❧ → ♥❛t) → ❜♦♦❧✳

• ❆♥♦t❤❡r ✐t❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜① ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❡r♠ ❝♦♥st❛♥ts C✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ c ∈ C ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
✐ts ❜❛s❡ t②♣❡ b ∈ B✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t ♥❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡r♠ ❝♦♥st❛♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✵✱ ✶✱ ❡t❝✳ ❚❡r♠ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r♠
✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ t②♣✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡✳

• ●✐✈❡♥ C✱ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❡r♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② M ::= c | x | λx:τ.M | MM ✱ ✇❤❡r❡ c ∈ C ✲ ❛
t❡r♠ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛ t❡r♠ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥❧② t❤❡ t②♣❡s ❢♦r t❡r♠ ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t②♣✐♥❣
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦
♥❡❡❞ ❛ t②♣✐♥❣ ❝♦♥t❡①t Γ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ t②♣❡s✱ s✉❝❤ ❛s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
x:σ✱ y:τ ✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ λ→ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ✱ t❤❡♥ x ✐s ♦❢ t②♣❡ σ✿

Γ, x:σ,Γ′ ⊢ x : σ

✷✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ❤❛s ✐ts ❜❛s❡ t②♣❡ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥t❡①t✿

c ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t②♣❡ T
Γ ⊢ c : T

✸✳ ■❢✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ x ❤❛s t②♣❡ σ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛tM ✐s ♦❢ t②♣❡ τ ✱ t❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥t❡①t
✇✐t❤♦✉t x✱ λx:σ.M ✐s ♦❢ t②♣❡ σ → τ ✿

Γ, x:σ ⊢M : τ

Γ ⊢ λx:σ.M : σ → τ



✶✳✷✳ ❆ ❲♦r❞ ♦♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ✾

✹✳ ■❢✱ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥t❡①t✱ M ✐s ♦❢ t②♣❡ σ → τ ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t s❛♠❡ ❝♦♥t❡①t N ✐s ♦❢ t②♣❡ σ✱ t❤❡♥
✐♥ t❤❛t s❛♠❡ ❝♦♥t❡①t M N ✐s ♦❢ t②♣❡ τ ✿

Γ ⊢M : σ → τ Γ ⊢ N : σ
Γ ⊢M N : τ

❯s✐♥❣ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ❜❛s❡ t②♣❡s σ✱ τ ✱ ❛♥❞ ρ✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t❡①t {x:σ}✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡r✐✈❡✿

✶✳ x:σ ⊢ x:σ ❜② r✉❧❡ ✷✳

✷✳ ⊢ λx:σ.x : σ → σ ❢r♦♠ ✶✱ ❜② r✉❧❡ ✸✳

♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t❡①t {x:σ, y:τ}✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡r✐✈❡✿

✶✳ x:σ, y:σ ⊢ x:σ ❜② r✉❧❡ ✷✳

✷✳ x:σ ⊢ λy:τ.x : τ → σ ❢r♦♠ ✶✱ ❜② r✉❧❡ ✸✳

✸✳ ⊢ λx:σ.λy:τ.x : σ→(τ→σ) ❢r♦♠ ✷✱ ❜② r✉❧❡ ✸✳

♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t❡①t {x:σ→(τ→ρ), y:σ→τ, z:σ}✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡r✐✈❡✿

✶✳ x : σ→(τ→ρ), y : σ→τ, z:σ ⊢ x : σ→(τ→ρ) ❜② r✉❧❡ ✷✳

✷✳ x : σ→(τ→ρ), y : σ→τ, z:σ ⊢ y : σ→τ ❜② r✉❧❡ ✷✳

✸✳ x : σ→(τ→ρ), y : σ→τ, z:σ ⊢ z:σ ❜② r✉❧❡ ✷✳

✹✳ x : σ→(τ→ρ), y : σ→τ, z:σ ⊢ xz : τ→ρ ❢r♦♠ ✶ ❛♥❞ ✸✱ ❜② r✉❧❡ ✹✳

✺✳ x : σ→(τ→ρ), y : σ→τ, z:σ ⊢ yz : τ ❢r♦♠ ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❜② r✉❧❡ ✹✳

✻✳ x : σ→(τ→ρ), y : σ→τ, z:σ ⊢ xz (yz) : ρ ❢r♦♠ ✹ ❛♥❞ ✺✱ ❜② r✉❧❡ ✹✳

✼✳ x : σ→(τ→ρ), y : σ→τ ⊢ λz:σ.xz (yz) : σ→ρ ❢r♦♠ ✻✱ ❜② r✉❧❡ ✸✳

✽✳ x : σ→(τ→ρ) ⊢ λy:σ→τ .λz:σ.xz (yz) : (σ→τ)→(σ→ρ) ❢r♦♠ ✼✱ ❜② r✉❧❡ ✸✳

✾✳ ⊢ λx:σ→(τ→ρ).λy:σ→τ .λz:σ.xz (yz) : (σ→(τ→ρ))→((σ→τ)→(σ→ρ)) ❢r♦♠ ✽✱ ❜② r✉❧❡ ✸✳

❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s r❡s❡♠❜❧❡
t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❢r♦♠ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧✮ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤✐s
✐s ♥♦t ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

✶✳✷✳✶✳✶ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠✱ λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ❢❡❛t✉r❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② →β ✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

(λx:σ.M)N →β M [N/x]

✇❤❡r❡ M [N/x] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❡r♠ M ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❢r❡❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❜st✐t✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ N ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t❡r♠ (λx:σ.x)M r❡❞✉❝❡s t♦ x[M/x] ≡ M ✱ ❛♥❞
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t λx:σ.x ❜❡❤❛✈❡s ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (λx:σ.M)N ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ β✲r❡❞❡①❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ t❡r♠ M ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ β✲r❡❞❡①❡s✳

■❢ ♦♥❡ ✇❡r❡ t♦ ✈✐❡✇ λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ❛s ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦
♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❡♣✳ ❚❤❡s❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛♥
❡✐t❤❡r t❡r♠✐♥❛t❡✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡r♠ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❢♦r t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥s t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✱ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙tr♦♥❣ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆ t❡r♠ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥s
♦❢ ❡✈❡r② t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❡r♠✐♥❛t❡s t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❆ t❡r♠ ❝❛❧❝✉❧✉s s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♣r♦❣r❛♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ❜✉t r❡♥❞❡rs t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❚✉r✐♥❣✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❆s t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ β✲r❡❞❡①❡s ❛t ❛ t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ t❡r♠✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❛s❦ ✐s ✏❉♦❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t❄✑✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt②
❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s✿

❈♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ■❢✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ✏◆♦✳✑✱ t❤❡♥ t❤❡
❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ →→β t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ →β ✱
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

■❢ M→→βM
′ ❛♥❞ M→→βM

′′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ M ′′′✱ s✉❝❤ t❤❛t M ′→→βM
′′′ ❛♥❞ M ′′→→βM

′′′✱

❢♦r ❡✈❡r② t❡r♠ M ♦❢ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥✢✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✐✱ ❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ♠❡❡t ❛t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡② ♠✉st ♠❡❡t ❛t
t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ❛ t❡r♠ M
r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ t❡r♠ M ′ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡♥ t❤✐s ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ M ′′ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ s✉❝❤ t❤❛t M r❡❞✉❝❡s t♦ M ′′✱ t❤❡♥ M ′ ❛♥❞ M ′′ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢②✿

❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② st❛t❡s t❤❛t t②♣✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉❜❥❡❝t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ Γ ⊢M : σ✱ ❛♥❞ M →β M

′✱ t❤❡♥ ❛❧s♦ Γ ⊢M ′ : σ✳

❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❚②♣❡ ❈❤❡❝❦✐♥❣✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t Γ✱ t❡r♠ M
❛♥❞ t②♣❡ σ✱ ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t Γ ⊢M : σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❚②♣❡ ■♥❤❛❜✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ t②♣❡
σ✱ ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❡r♠ M ✱ s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢M : σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

❚❤❡ s✐♠♣❧②✲t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t②♣❡
✐♥❤❛❜✐t❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❢❛✐r❧② r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ♥❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ ❢✉❧❧
r❡❝✉rs✐♦♥ ♥♦r ❝♦♥str✉❝t ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t②♣❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦ ♦❢✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝
t②♣❡s ♦r t②♣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦r t❡r♠s✳

✶✳✷✳✷ ❚❤❡ ▲❛♠❜❞❛ ❈✉❜❡

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧②✲t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛❧✐s♠s r❡❧②✐♥❣
♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t②♣❡s t♦ λ✲t❡r♠s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s ✭t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t②♣❡s✮✱ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t②♣❡s ✭t②♣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t②♣❡s✮✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ✭t②♣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❡r♠s✮✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t②♣❡s ✭t❡r♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ t②♣❡s✮✱ ❡t❝✳ ❆♥ ❡❧❡❣❛♥t ✇❛② t♦ s✉❜s✉♠❡ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s ❇❛r❡♥❞r❡❣t✬s λ✲❝✉❜❡ ❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✶✾✾✷❪✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

❍♦✇ ❞♦❡s t❤❡ λ✲❝✉❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡s❡ ❡✐❣❤t
λ✲❝❛❧❝✉❧✐❄ ❋✐rst✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞ s♦rts✱ ❛♥❞ ♥❛♠❡ t❤❡♠ ∗ ❛♥❞ �✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛♥❞✱ ♣❡r❤❛♣s✱ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❦♥♦✇♥ ❛s Type ❛♥❞ Kind✳ ■❢ ✇❡ ❧❡t S = {∗,�}✱
❛♥❞ s, s1, s2 ∈ S✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡✐❣❤t s②st❡♠s ✈✐❛ ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ r✉❧❡s ✭❋✐❣✉r❡
✶✳✷✮ ❛♥❞ r✉❧❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡
(s1, s2) s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛①✐♦♠s
❛♥❞ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✐❣❤t s②st❡♠s✳

❖♥❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✏♠♦❞✉❧❛r✐t②✑ ♦❢ t❤✐s
s❡❣♠❡♥t ♦❢ t②♣❡❞ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✐✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ t♦ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t
s②st❡♠s ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r✐❣❤t✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡s



✶✳✷✳ ❆ ❲♦r❞ ♦♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ✶✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ λ✲❝✉❜❡

♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ r✉❧❡ s❝❤❡♠❛✱ ❛❦✐♥ t♦ s✐♠♣❧② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✲♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦
❝♦♠❜✐♥❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ ✐t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡ (∗, ∗) ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ (s1, s2) ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ s✐♠♣❧②✲t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s λ→✱ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡s ✉s ✐♥
t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

✶✳ ❯♣✇❛r❞✿ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ (�, ∗) r✉❧❡✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ s②st❡♠ λ2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♦r ●✐r❛r❞✬s ❙②st❡♠ ❋ ❬●✐r❛r❞ ✶✾✼✷❪✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❡r♠s
✇✐t❤ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s✱ s✉❝❤ ❛s Πα:∗.(α → α)✱ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t②♣❡s✱
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ λ→✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ⊢ Πα:∗.(α→ α) : ∗✱ ✇❡
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜r✐♥❣ ✐♠♣r❡❞✐❝❛t✐✈✐t② ✭s❡❧❢✲r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣✮ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t②♣❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✭t❤❡ ❢♦✉r s②st❡♠s ♦♥ t❤❡ t♦♣ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡✮✳

✷✳ ❋♦r✇❛r❞✿ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ (�,�) r✉❧❡✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ s②st❡♠ λω✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs
s✉❝❤ ❛s λα:∗.α → α ✭t②♣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t②♣❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ λ→ ♦r λ2✳ ❚❤❡ s②st❡♠s
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡✳

✸✳ ❙✐❞❡✇❛②s✿ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ (∗,�) r✉❧❡✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ s②st❡♠ λP ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
t②♣❡s✱ ♦r t②♣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❡r♠s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s A:∗ ⊢ (A → ∗) : � ✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t A → ∗ ✐s t❤❡
❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦♥ A✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ s②st❡♠s ✭λ2P ✱ λω ❛♥❞ λC✮ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ✇✐t❤ λC✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳

❖♥❡ ♠❛② ✈✐❡✇ t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✐ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❛♠✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣❡r❤❛♣s s♦♠❡✇❤❛t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧②✱ t❤❡② s❤❛r❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝
❛♥❞ ❤❛✈❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ❚②♣❡❞ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✐ ❛r❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱
✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t②♣❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ❍❛s❦❡❧❧ ❛♥❞ ▼▲✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ ❛❧❜❡✐t ♠♦r❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ t②♣❡❞ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ λ✲❝✉❜❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ λ✲❝✉❜❡

✶✳✷✳✸ ❚❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

■t ✇❛s ✜rst ♥♦t✐❝❡❞✱ ❜② ❍❛s❦❡❧❧ ❈✉rr② ❬❈✉rr② ✶✾✸✹❪✱ t❤❛t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs
✭K ❛♥❞ S✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧②✲t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ❢♦r ✐♥✲
t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❙♦♠❡ t✇❡♥t② ②❡❛rs ❧❛t❡r ❬❈✉rr② ✶✾✺✽❪✱ ❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❍✐❧❜❡rt✲
st②❧❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❢r❛❣♠❡♥t✱ t♦ t❤❡ t②♣❡❞ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r②
❧♦❣✐❝✱ ✇❤✐❧❡ ❍♦✇❛r❞ ❬❍♦✇❛r❞ ✶✾✽✵❪ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ st❛t❡ t❤❛t ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ t②♣❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s
t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✐t t❡❧❧s ✉s t❤❛t t✇♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞



✶✳✸✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q ✶✸

♥♦t ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✲ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✐ ✭❛s ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❧♦❣✐❝s ✭❛s ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✮ ✲ ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✲
❛s✲t②♣❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t②♣❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ t②♣❡❞ λ✲
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❤❛❜✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ✐♥❤❛❜✐t✐♥❣ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✐ts ♣r♦♦❢✳ ❊✈❡♥
❢✉rt❤❡r✱ t❤✐s t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ λ✲❝✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱
✐♥ ❛ ❢♦r♠❛t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ λ✲❝✉❜❡ ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❝✉❜❡✮✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡
❧♦❣✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❝✉❜❡ ❛r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✳

P❘❖P Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✭PP▲✮ P❘❖P✷ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r PP▲
P❘❖Pω ❲❡❛❦❧② ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r PP▲ P❘❖Pω ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r PP▲
P❘❊❉ Pr❡❞✐❝❛t❡ ❧♦❣✐❝ ✭P❘▲✮ P❘❊❉✷ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r P❘▲

P❘❊❉ω ❲❡❛❦❧② ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r P❘▲ P❘❊❉ω ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r P❘▲

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ❈✉❜❡

✶✳✸ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q

❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ♦r ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✐s ❛ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ✇✐t❤✐♥ ✐t ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r st❛t❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦r ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❛t ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ ❛ss✐st❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✈❡r✐✜❡s
t❤❛t t❤❡s❡ st❡♣s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ st❡♣s t❤❡♠s❡❧✈❡s ♠♦st❧② ♠✐♠✐❝ ♣❡♥✲❛♥❞✲♣❛♣❡r r❡❛s♦♥✐♥❣✱
❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡♥ t❤❡♦r❡♠s✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡✳ ❲❤✐❧❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t
❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞✱ ✐t ✐s t❤❡ ✉s❡r ✇❤♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ tr✉❧② ❣✉✐❞❡s t❤❡
♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❝❧❡❛r❧② ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❢r♦♠ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✱ ✇❤♦s❡ t❛s❦
✐s t♦ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❝❡rt❛✐♥t② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣❡♥✲❛♥❞✲♣❛♣❡r ♣r♦♦❢s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡❧② ♦♥ ❛ tr✉st❡❞ ❝♦r❡ ✲ ❛



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ✐s ❜❛s❡❞✱ t❤❛t ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧②
✈❡r✐✜❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❝♦rr❡❝t✱ ❛♥❞ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♠❛❞❡✳
❚❤✐s ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t② ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts ✭s✉❝❤ ❛s ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ❛✈✐❛t✐♦♥✱
r♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ s❡❝✉r✐t②✮ ✇❤❡r❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢❛✉❧ts ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧✐❢❡✲t❤r❡❛t❡♥✐♥❣ r✐s❦✳

❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❛❧❧
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠s✳ ❚❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❤❛s ♣❛✈❡❞ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs r❡❧② ♦♥ s❡t t❤❡♦r② ❛♥❞
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t♦❞❛②✿

• ❆❈▲✷ ✲ ❆ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝ ❢♦r ❆♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❈♦♠♠♦♥ ▲✐s♣ ❬❑❛✉❢♠❛♥♥ ✷✵✵✵❪
✐s ❛ s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ t❤❡♦r② ✐♥ ❛ ✜rst✲
♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✭❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞❡s✮
t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❇♦②❡r✲▼♦♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ❬❇♦②❡r ✶✾✾✺❪✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt
❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ♠♦st❧② ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞
❤❛r❞✇❛r❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳

• ❆❣❞❛ ❬❚❤❡ ❆❣❞❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠ ✷✵✶✸❪ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
♣r♦♦❢s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ■t ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉♣♣♦rt ❢♦r
t❛❝t✐❝s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ st②❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❤❛s ♦r❞✐♥❛r② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ t②♣❡s✱ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ r❡❝♦r❞s✱ ❧❡t
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❍❛s❦❡❧❧✲❧✐❦❡ s②♥t❛①✳

• ❈♦q ❬❚❤❡ ❈♦q ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠ ✷✵✶✸✱ ❇❡rt♦t ✷✵✵✹❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ λC ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❬❈♦q✉❛♥❞ ✶✾✽✽✱ P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ ✶✾✾✻❪✱ ❛♥❞ ✐s✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t t❤❡ ✈❡r② ✏t♦♣✑ ♦❢ t❤❡ λ✲❝✉❜❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛ss❡rt✐♦♥s✱ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡
❛ss❡rt✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❛❝t✐❝s ❢♦r t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s✱ ❛♥❞ ❝❛♥
❡①tr❛❝t ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✐ts ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ✐♥ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤
✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭■◆❘■❆✮✳ ❈♦q ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ t②♣❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❝❛❧❧❡❞ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛▼▲✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❈❛♠❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧②✲✢❡❞❣❡❞ ♦❜❥❡❝t✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❧❛②❡r✱ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ■◆❘■❆✳

• ❍❖▲ ❬●♦r❞♦♥ ✷✵✶✸❪ ✭❍✐❣❤❡r ❖r❞❡r ▲♦❣✐❝✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣
s②st❡♠s s❤❛r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✭❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r✮ ❧♦❣✐❝s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❙②st❡♠s ✐♥
t❤✐s ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐❜r❛r② ✐♥ s♦♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤✐s ❧✐❜r❛r②
✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦✈❡♥ t❤❡♦r❡♠s s♦ t❤❛t ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤✐s t②♣❡
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
✐♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡♦✲
r❡♠s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ❧❛t❡st s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤✐s ❢❛♠✐❧② ✐s ❍❖▲✹
❬❚❤❡ ❍♦❧✹ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠ ✷✵✶✸❪✳

• ■s❛❜❡❧❧❡ ❬❚❤❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠ ✷✵✶✸❪ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✱ s✉❝❝❡ss♦r
♦❢ t❤❡ ❍❖▲ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ■t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼▲✱ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❧♦❣✐❝❛❧
❝♦r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ■s❛❜❡❧❧❡ ✐s ❣❡♥❡r✐❝✿ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ✭❛ ✇❡❛❦
t②♣❡ t❤❡♦r②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝s ❧✐❦❡ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✭❋❖▲✮✱ ❍✐❣❤❡r✲
♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✭❍❖▲✮ ♦r ❩❡r♠❡❧♦✲❋r❛❡♥❦❡❧ s❡t t❤❡♦r② ✭❩❋❈✮✳ ■s❛❜❡❧❧❡✬s ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✱
■s❛❜❡❧❧❡ ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s ❡✣❝✐❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡
❛♥❞ ❛ t❛❜❧❡❛✉① ♣r♦✈❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❛r✐♦✉s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳



✶✳✸✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q ✶✺

• P❱❙ ❬❚❤❡ P❱❙ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠ ✷✵✶✸❪ ✐s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐③❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ P❱❙ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
t❤❡♦r✐❡s✱ ❛ t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r✱ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r✱ ✈❛r✐♦✉s ✉t✐❧✐t✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r✲
❛t♦r ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ t❡st❡r✱ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❦❡r♥❡❧
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❈❤✉r❝❤✬s t②♣❡ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ❛♥❞ ✐s ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❧② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t②♣❡❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✳

• ❚✇❡❧❢ ❬❚❤❡ ❚✇❡❧❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠ ✷✵✶✸❪ ✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢②✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞
♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❧♦❣✐❝s✳ ■t ❢❡❛✲
t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ λP
❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ LF ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ t❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇♦r❦✐♥❣s ♦❢ ❈♦q✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❈♦q ♦✛❡rs ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t♦♦❧s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✿

• ❆❧❧ t❤❡ t♦♦❧s ♦❢ λC✳ ❆s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❈♦q ✐s t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ s✉❜s✉♠❡s λC✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✱
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❈♦q ❤❛✈❡ ❛ t②♣❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t②♣❡s ❤❛✈❡
t❤❡✐r ♦✇♥ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ s♦rts✳ ■♥ ❈♦q✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦rts✿ Type ❛♥❞ Prop✱ t❤❡
❢♦r♠❡r ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

• ■♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✱ ✐✳❡✳ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t②♣❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛s❡✲❜②✲❝❛s❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡✱ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❡r♠s ♦❢ t❤❛t
t②♣❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❧✐sts✱
❜✐♥❛r② tr❡❡s✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡♥❝♦❞❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛s

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♥❛t ✿ ❚②♣❡ ❂ ✵ ✿ ♥❛t ⑤ ❙ ✿ ♥❛t ✲❃ ♥❛t✳

• ■♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ♦✈❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✱ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥✲
❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈♦q✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛
❝✉st♦♠ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❤❛s t♦ ✜rst ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❝♦rr❡❝t✳

• Pr♦♦❢ t❛❝t✐❝s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r♦♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦r t❛❝t✐❝s✱ r❡❛❞✐❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❛❝t✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡ s✐♠♣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ✭✐♥tr♦s✱ ❛♣♣❧② ♦r r❡❢❧❡①✐✈✐t②✮✱
✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡rs ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥✮ ♦r t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s ✭♦♠❡❣❛✮✳

• ❘❡❝♦r❞s✳ ❈♦q ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r r❡❝♦r❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦❜✲
❥❡❝ts✳ ❯s✐♥❣ r❡❝♦r❞s✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡❧❡❣❛♥t❧② ❡①♣❧♦✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s t♦ ❡①♣r❡ss
s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

❘❡❝♦r❞ t②♣❡❘❡str✐❝t✐♦♥ ✭❯ ✿ ❚②♣❡✮ ✭❲ ✿ ❯ ✲❃ Pr♦♣✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

♠❦❚②♣❡❘❡s ④♦r✐❣❯ ✿❃ ❯❀ ✐♥❲ ✿ ❲ ♦r✐❣❯⑥✳

✇❤❡r❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ❯ ❛♥❞ ✐ts s✉❜s❡t ❲ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ♥❡✇ t②♣❡
t②♣❡❘❡str✐❝t✐♦♥ ❯ ❲ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❯ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❲✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t❤r❡❡ t❤✐♥❣s ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ ❛❜♦✉t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ ✐t ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✈❡r ❯ ❛♥❞ ❲✱ ✐t ❢❡❛✲
t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ✭s✐♥❝❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❲ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡r♠ ❯✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❲ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡r♠ ♦r✐❣❯✮✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥♦t❤❡r ♦❢ ❈♦q✬s ✉s❡❢✉❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦❡r❝✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✿❃✱ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧s t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t②♣❡
t②♣❡❘❡str✐❝t✐♦♥ ❯ ❲ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛s ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t②♣❡ ❯✳

• ■♥✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✱ ❈♦q ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ✐♥✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝♦♥✜♥❡s ♦❢
❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ❛r❡ str❡❛♠s✱ ❧❛③② ❧✐sts
❛♥❞ ❧❛③② ❜✐♥❛r② tr❡❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s
✐s ❜✐s✐♠✐❧❛r✐t②✳

• ▼♦❞✉❧❡s✳ ❈♦q ♣r♦✈✐❞❡s ♣r❡✲❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝ts✱ ❧❡♠♠❛s✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠s r❡❣❛r❞✲
✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t♦♣✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s s❡t t❤❡♦r②✱ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛❧❧ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥
✐♠♣♦rt❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❤✐s ♦✇♥ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞
❛♥❞ r❡✲✉s❡❞ ❛❝r♦ss ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❆s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❈♦q ✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✭❈❧❛ss✐❝❛❧✮ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠ t♦ t❤❡
❛①✐♦♠ ♣♦♦❧✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛s♦♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡r♠s✳

• Pr♦❣r❛♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❈♦q ❤❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①tr❛❝t ❝❡rt✐✜❡❞ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♣r♦❣r❛♠s ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❈♦q ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❈♦q ♣r♦♦❢s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛♥❣✉❛❣❡
♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛▼▲✱ ❍❛s❦❡❧❧ ♦r ❙❝❤❡♠❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱
❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❈♦♠♣❈❡rt
❈ ❝❡rt✐✜❡❞ ❝♦♠♣✐❧❡r ♦❢ ❈✲❧✐❣❤t ✭❛ ❧❛r❣❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❈ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮✱ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐❢❡✲❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✐ss✐♦♥✲❝r✐t✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❬▲❡r♦② ✷✵✵✾❛❪ ❬▲❡r♦② ✷✵✵✾❜❪✳

• ❈♦q■❉❊✳ ▲❛st✱ ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ❈♦q ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ❈♦q■❉❊✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦♦❢ ❝♦❞❡✱ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♦♥s ❛t ❤✐s ❞✐s♣♦s❛❧✳

❙♦ ❢❛r✱ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❈♦q✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❞❡♥✉♠❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡♥✉♠❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ●ö❞❡❧✬s
■♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❙t✐r❧✐♥❣✬s ❢♦r♠✉❧❛✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡s ✇❡ ❝♦✉❧❞ s✐♥❣❧❡ ♦✉t t❤❡ ❋♦✉r ❈♦❧♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✭st❛t✐♥❣ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥②
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s r❡❣✐♦♥s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❛♣✱ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r ❝♦❧♦rs ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦❧♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ s♦ t❤❛t ♥♦ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✮
❬●♦♥t❤✐❡r ✷✵✵✹❪ ♦r✱ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✭st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♣
♦❢ ♦❞❞ ♦r❞❡r ✐s s♦❧✈❛❜❧❡✮ ❬●♦♥t❤✐❡r ✷✵✶✷❪✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈♦q✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
❢♦r♠✉❧❛ (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ t❛✉t♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s st❛t❡❞
❛s ❛ ▲❡♠♠❛✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳
P❛r❡♥t❤❡s❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ♠♦st❧② ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ Pr♦♣ ✐s t❤❡ s♦rt ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ❡①❛♠♣❧❡ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ❇ ❈ ✿ Pr♦♣✱ ✭❆ ✲❃ ✭❇ ✲❃ ❈✮✮ ✲❃ ✭✭❆ ✲❃ ❇✮ ✲❃ ✭❆ ✲❃ ❈✮✮✳

Pr♦♦❢✳ ✴✴ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t ✐s ❡♠♣t② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t

❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

✐♥tr♦s ❆ ❇ ❈✳ ✴✴ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ♦❢ s♦rt Pr♦♣ ✭❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✲ tr✉❡

❛♥❞ ❢❛❧s❡✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣✉❧❧ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛s ❆ ✿ Pr♦♣✱ ❇ ✿ Pr♦♣✱ ❛♥❞

❈ ✿ Pr♦♣✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢♦r❛❧❧ ♣❛rt ❛s t❤❡ ❣♦❛❧✳

✐♥tr♦s ❍❛❜❝ ❍❛❜ ❍❛✳ ✴✴ ❲❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❆ ✲❃ ❇ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❆ ❛s ❛♥

❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ ❇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♣✉❧❧ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✲

❍❛❜❝ ✿ ❆ ✲❃ ✭❇ ✲❃ ❈✮ ✐s t❤❡ ❢✐rst ♦♥❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❍❛❜ ✿ ❆ ✲❃ ❇✱ ❛♥❞ ❍❛ ✿ ❆✱

❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ❈ ✐♥ t❤❡ ❣♦❛❧✳



✶✳✹✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✼

❛♣♣❧② ❍❛❜❝✳ ✴✴ ❆❧s♦✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❣♦❛❧ ❈✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❆ ✲❃ ❈✱

✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉❢❢✐❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❆✳ ❍❡r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

❆ ✲❃ ✭❇ ✲❃ ❈✮✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉❢❢✐❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❆ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❇✳ ❚❤✐s s♣❧✐ts t❤❡

❣♦❛❧ ✐♥ t✇♦ ✲ ♦♥❡ ❢♦r ❆✱ ♦♥❡ ❢♦r ❇✳

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ✴✴ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❆ ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❛♣♣❧② ❍❛❜✳ ✴✴ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s ❇✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❆ ✲❃ ❇ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❣♦❛❧✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉❢❢✐❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❆✳

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ✴✴ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❆ ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

◗❡❞✳ ✴✴ ❆❧❧ t❤❡ ❣♦❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥✳

✶✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✐✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✴♦r r❛♥❞♦♠♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ ❬P❛r❦ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ λ◦✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥✐✲
❢♦r♠❧② s✉♣♣♦rts ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✲ ❞✐s❝r❡t❡✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤♦s❡ ♥♦t
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ■ts ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❛r❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✱ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠
t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1] t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
λ◦ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❆▼▲ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts ♣r❛❝t✐❝❛❧✐t② ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥ r♦❜♦t✐❝s✱ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ r❡❛❧ r♦❜♦ts✳

■♥ ❬❍✉r❞ ✷✵✵✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ❍❖▲✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡s✳ ◆❡①t✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡
❛✉t❤♦r ♣r♦❝❡❡❞s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t t❡r♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✶✱ ❛♥❞ s❤♦✇s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❜② ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞
❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❛t s❡tt✐♥❣✳

■♥ ❬❍✉r❞ ✷✵✵✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡❝❤❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❧♦❣✐❝ ❢♦r t❤❡ ❣✉❛r❞❡❞
❝♦♠♠❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣●❈▲ ❬▼♦r❣❛♥ ✶✾✾✾❪✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❖▲ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ♣●❈▲ ✐s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥✐❝ ✭❛r❜✐tr❛r②✮ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐③❡❞ t❤❡♦r② s✉♣♣♦rts t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦♦❢ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞
♣●❈▲ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ♣❛rt✐❛❧✲❝♦rr❡❝t♥❡ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t s❡t ♦❢
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❬❆✉❞❡❜❛✉❞ ✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡❧② ♦♥ ❬❍✉r❞ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❬P❛r❦ ✷✵✵✻❪ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
r❡❛s♦♥ ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❡tt✐♥❣ ✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❈♦q✮ ❛❜♦✉t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s❛t✐s✜❡s ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥
❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡ t❤❛♥ ✐♥ ❬❍✉r❞ ✷✵✵✷❪✱ ♦♥ ❛ ♥❡❡❞✲t♦✲❤❛✈❡ ❜❛s✐s ✭❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ✜♥✐t❡❧②
❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s✮✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✐♥ ♣✉t ♦♥
♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

LPCP ✲ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

❈♦♥t❡♥ts

✷✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✷ ❆♥ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✸ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✹ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✺ ❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✻ ❆♥ ■♥t❡r❧✉❞❡✿ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❊✈✐❞❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✼ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ LPCP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✽ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

LPCP ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧♦❣✐❝✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐ts s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str♦♥❣❧② ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥✳ LPCP ✐s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❛❦s✐♠♦✈✐➣ ✷✵✵✽✱ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✾✱ ❋❛❣✐♥ ✶✾✾✵✱ ▲✉❦❛s✐❡✇✐❝③ ✷✵✵✷✱
❘❛➨❦♦✈✐➣ ✷✵✵✹✱ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✺❪ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✲r❡❧❛t❡❞ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐❢②
❜♦✉♥❞s ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠
❬▼❛❦s✐♠♦✈✐➣ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ 13th ❊❙❙▲▲■ ❙t✉❞❡♥t ❙❡ss✐♦♥ ✐♥ ❍❛♠❜✉r❣✱
✐♥ ✷✵✵✽✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❥♦✉r♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬❉♦❞❡r ✷✵✶✵❪✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ P✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ▼❛t❤❡♠❛t✐q✉❡✱ ✐♥ ✷✵✶✵✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✐♥ LPCP ✇❡ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦♣❡r❛t♦rs CPi, i ∈ I✱ ✇❤❡r❡ I ❞❡♥♦t❡s ❛ ✜♥✐t❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs t❛❦❡ ❛s
✐♥♣✉t t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s α ❛♥❞ β✱ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛s ♦✉t♣✉t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α
❤♦❧❞s ✐❢ β ❤♦❧❞s✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠
r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❤✐s ♦✇♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ✇r✐t❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✏❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t α ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t β ✈✐❡✇❡❞ ❜② ❛❣❡♥t i ✐s ❛t ❧❡❛st t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ α ❣✐✈❡♥ γ ✈✐❡✇❡❞ ❜② ❛❣❡♥t j ❛♥❞ t✇✐❝❡ γ ❣✐✈❡♥ α ✈✐❡✇❡❞ ❜② ❛❣❡♥t k✳✑ ❛s

CPi(α, β) > CPj(α, γ) + 2 · CPk(γ, α).

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPCP✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✲
✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧♦❣✐❝ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t
❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❍❛❧♣❡r♥ ✷✵✵✻❪✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞r❡ss ❛ ♠✐♥♦r ✐ss✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✐❛♥ s❡♥s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥t ✏α ❣✐✈❡♥ β✑ ❝❛♥



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ P (β) > 0✱ ❛♥❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥t✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

P (α|β) = P (α ∧ β) · P (β)−1. ✭✷✳✶✮

❆s t❤❡ −1 ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦t t♦t❛❧✱ s✐♥❝❡ 0 ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ✐❢ P (α|β)
✇❡r❡ t♦ ❜❡ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ t❡r♠✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ α✱ β✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P (β)✳

❲❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t −1 ✐s ❛
t♦t❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥t♦
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts✿ P (α|β) = P (α∧ β)P (β)−1. ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ P (β) = 0✱ t❤❡♥ P (α∧ β) = 0✱ ❛♥❞

P (α|β) = P (α ∧ β)P (β)−1 = 0 · P (β)−1 = 0.

■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❝❧♦s❡❧② ❛t t❤✐s ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0−1 ✐s
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ P (α|β)✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ P (β) = 0 t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡ ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❤❛✈❡ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ 0−1 t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝
LPCP ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ❢♦r LPCP ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ LPCP ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✳

✷✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPCP

▲❡t V ar = {pn | n < ω} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛❧❧
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦✈❡r V ar ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ForC ✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t
✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✶✳ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ V ar ⊂ ForC ✱

✷✳ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ✐❢ α ❛♥❞ β ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱
t❤❡♥ ¬α ❛♥❞ α ∧ β ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ¬ ❛♥❞ ∧ t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛♥♥❡r ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡♥♦t❡❞ ❜② α✱ β ❛♥❞ γ✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ✐♥❞❡①❡s✳ ◆❡①t✱ ❧❡t I ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ s❡t Term ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡r♠s ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• Term(0) = {s | s ∈ Q} ∪ {CPi(α, β) | α, β ∈ ForC , i ∈ I}✳

• Term(n+ 1) = {f, (f+ g), (s · g), (−f) | f, g ∈ Term(n), s ∈ Q}✳

• Term =
∞
⋃

n=0
Term(n)✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡r♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f, g ❛♥❞ h✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ✐♥❞❡①❡s✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r
♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✿ f + g ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t (f + g)✱ f + g + h ✇✐❧❧
r❡♣r❡s❡♥t ((f + g) + h)✳ ❋♦r n > 3✱

∑n
i=1 fi ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ((· · · ((f1 + f2) + f3) + · · · ) + fn)✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ −f ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t (−f) ❛♥❞ f − g ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t (f + (−g))✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣



✷✳✶✳ ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPCP ✷✸

❜❡❤✐♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡r♠s ✐s ❢♦r t❤❡♠ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✇❡✐❣❤t❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛♥❞
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧
♥✉♠❜❡rs✮ ✐♥t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

( n
∑

i=1

si · CPi(αi, βi)

)

+ s. ✭✷✳✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ α ❛♥❞ β ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ i ∈ I✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
t❡r♠ CPi(α, β) t♦ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ✏t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ α ❣✐✈❡♥ β ✈✐❡✇❡❞ ❜② ❛❣❡♥t i✑✳ ❚♦
❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐t✐♥❣ Pi(α) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ CPi(α,⊤)✱ ✇❤❡r❡ ⊤ ❞❡♥♦t❡s
❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t❛✉t♦❧♦❣② ✐♥st❛♥❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f > 0✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✶✳ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱

✷✳ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ✐❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱
t❤❡♥ ¬f ❛♥❞ f ∧ g ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ tr❡❛t ¬ ❛♥❞ ∧ ❛s t❤❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✱ ❛s ✐♥
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② φ, ψ ❛♥❞ θ✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤
✐♥❞❡①❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ForP ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿

✶✳ f 6 0 r❡♣r❡s❡♥ts −f > 0✳

✷✳ f > 0 r❡♣r❡s❡♥ts ¬(f 6 0)✳

✸✳ f < 0 r❡♣r❡s❡♥ts ¬(f > 0)✳

✹✳ f = 0 r❡♣r❡s❡♥ts f 6 0 ∧ f > 0✳

✺✳ f 6= 0 r❡♣r❡s❡♥ts ¬(f = 0)✳

✻✳ f > g r❡♣r❡s❡♥ts f− g > 0✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ f 6 g✱ f > g✱ f < g✱ f = g ❛♥❞ f 6= g ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❇② ✏❢♦r♠✉❧❛✑✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡
♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ♥♦r ❢♦r t❤❡ ♥❡st✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs
CPi✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α ∧ CPi(β, γ) ≥ 0 ♦r ❢♦r♠✉❧❛s
s✉❝❤ ❛s CPi(CPj(α, β), γ) ✐♥ LPCP✳ ❋♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Φ,Ψ ❛♥❞ Θ✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤
✐♥❞❡①❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② For✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPCP✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧
❦✐♥❞ ♦❢ ❑r✐♣❦❡ ♠♦❞❡❧✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ M ✐s ❛♥② q✉❛❞r✉♣❧❡ 〈W,H, {µi | i ∈ I}, v〉 s✉❝❤ t❤❛t✿

• W ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✇♦r❧❞s✳

• H ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s❡ts ♦✈❡r W ✳

• ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ I✱ µi : H −→ [0, 1] ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳

• v : ForC × W −→ {0, 1} ✐s ❛ tr✉t❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ¬ ❛♥❞ ∧✳ ❚❤❛t ✐s✱
v(¬α,w) = 1− v(α,w) ❛♥❞ v(α ∧ β,w) = v(α,w) · v(β,w)✳



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ M ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② [α]M t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ w ∈ W s✉❝❤ t❤❛t v(α,w) = 1✳ ■❢
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ❝❧❡❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ [α] ✐♥st❡❛❞ ♦❢ [α]M ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t M ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐❢
[α] ∈ H ❢♦r ❛❧❧ α ∈ ForC ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t M = 〈W,H, {µi | i ∈ I}, v〉 ❜❡ ❛♥② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ |= r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ M |= α ✐❢ v(α,w) = 1 ❢♦r ❛❧❧ w ∈W ✳

✷✳ M |= f > 0 ✐❢ fM > 0✱ ✇❤❡r❡ fM ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

• sM = s✳

• CPi(α, β)
M = µi([α ∧ β]) · µi([β])

−1✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ I✳

• (f+ g)M = fM + gM ✳

• (s · g)M = s · gM ✳

• (−f)M = −(fM )✳

✸✳ M |= ¬φ ✐❢ M 6|= φ✳

✹✳ M |= φ ∧ ψ ✐❢ M |= φ ❛♥❞ M |= ψ✳

❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ M = 〈W,H, {µi | i ∈ I}, v〉
s✉❝❤ t❤❛t M |= Φ❀ Φ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ✐t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s❡t
T ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ M s✉❝❤ t❤❛t M |= Φ ❢♦r ❛❧❧ Φ ∈ T ✳
❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❡❛❝❤
t❛✉t♦❧♦❣② ✐♥st❛♥❝❡✳

✷✳✷ ❆♥ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LPCP

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r LPCP✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s
♦❢ ♦✉r ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② AXLPCP✱ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿ ❛①✐♦♠s ❢♦r
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛①✐♦♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s✳

❆①✐♦♠s ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✿

❆✶❛✳ τ(p1, . . . , pn) ✲ ❛❧❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s

❆✶❜✳ τ(Φ1, . . . ,Φn) ✲ ❛❧❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s

❆①✐♦♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭i ∈ I✮✿

❆✷✳ Pi(α) > 0✳ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❆✸✳ Pi(⊤) = 1✳ ❙♦♠❡t❤✐♥❣ tr✉❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉r
❆✹✳ Pi(⊥) = 0✳ ❙♦♠❡t❤✐♥❣ ❢❛❧s❡ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♦❝❝✉r
❆✺✳ Pi(α↔ β) = 1 → Pi(α) = Pi(β)✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣r♦❜❛❜❧❡
❆✻✳ Pi(α ∨ β) = Pi(α) + Pi(β)− Pi(α ∧ β)✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✕❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❆✼✳ P (β) = 0 → CP (α, β) = 0; ❉✐s❛❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ③❡r♦

❈❛♣t✉r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿



✷✳✷✳ ❆♥ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LPCP ✷✺

❆✽✳ (Pi(α ∧ β) ≥ r ∧ Pi(β) ≤ s) → CPi(α, β) ≥ r · s−1✱ s 6= 0✳
❆✾✳ (Pi(α ∧ β) > r ∧ Pi(β) ≤ s) → CPi(α, β) > r · s−1✱ s 6= 0✳
❆✶✵✳ (Pi(α ∧ β) ≥ r ∧ Pi(β) < s) → CPi(α, β) > r · s−1✱ s 6= 0✳
❆✶✶✳ (Pi(α ∧ β) ≤ r ∧ Pi(β) ≥ s) → CPi(α, β) ≤ r · s−1✱ s 6= 0✳
❆✶✷✳ (Pi(α ∧ β) < r ∧ Pi(β) ≥ s) → CPi(α, β) < r · s−1✱ s 6= 0✳
❆✶✸✳ (Pi(α ∧ β) ≤ r ∧ Pi(β) > s) → CPi(α, β) < r · s−1✱ s 6= 0✳

❆r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s✿

❆✶✹✳ r > s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r r > s✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ > ✇✐t❤ > ♦❢ Q
❆✶✺✳ r > s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r r > s✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ≥ ✇✐t❤ ≥ ♦❢ Q
❆✶✻✳ s · r = sr✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ · ✇✐t❤ · ♦❢ Q✱ ♣❛rt ✶
❆✶✼✳ s+ r = s+ r✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ + ✇✐t❤ + ♦❢ Q
❆✶✽✳ f+ g = g+ f✳ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ ✰
❆✶✾✳ (f+ g) + h = f+ (g+ h)✳ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ♦❢ +
❆✷✵✳ f+ 0 = f✳ 0 ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❢♦r +
❆✷✶✳ f− f = 0✳ ■♥✈❡rs❡ t❡r♠s ❢♦r +
❆✷✷✳ (r · f) + (s · f) = r + s · f✳ ❉✐str✐❜✉t✐✈✐t② ♦❢ · ✇✐t❤ +
❆✷✸✳ s · (f+ g) = (s · f) + (s · g)✳ ❉✐str✐❜✉t✐✈✐t② ♦❢ + ✇✐t❤ ·
❆✷✹✳ r · (s · f) = r · s · f✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ · ✇✐t❤ · ♦❢ Q✱ ♣❛rt ✷
❆✷✺✳ 1 · f = f✳ ◆❡✉tr❛❧✐t② ♦❢ 1
❆✷✻✳ f > g ∨ g > f✳ ❚♦t❛❧✐t② ♦❢ ≥
❆✷✼✳ (f > g ∧ g > h) → f > h✳ ❚r❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ≥
❆✷✽✳ f > g → f+ h > g+ h✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ≥ ✇✐t❤ +
❆✷✾✳ (f > g ∧ s > 0) → s · f > s · g✳ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ≥ ✇✐t❤ ·
❆✸✵✳ f = g → (φ(. . . , f, . . .) → φ(. . . , g, . . .)). ❈♦♥t❡①t✉❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r t❡r♠s

■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✿

❘✶✳ ❋r♦♠ α ❛♥❞ α→ β ✐♥❢❡r β❀ ❢r♦♠ φ ❛♥❞ φ→ ψ ✐♥❢❡r ψ✳

❘✷✳ ❋r♦♠ α ✐♥❢❡r Pi(α) = 1✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✳

❘✸✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s {φ → f > −n−1 | n = 1, 2, 3, . . . } ✐♥❢❡r φ→ f > 0✳

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛①✐♦♠s ❆✷ t❤r♦✉❣❤ ❆✻ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❆✼ t❤r♦✉❣❤ ❆✶✸ ❝❛♣t✉r❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Q ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ R✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❆✶✹ t❤r♦✉❣❤ ❆✸✵ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ ❘✶ ✐s ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❢♦r♠✉❧❛s✱ ❘✷ r❡s❡♠❜❧❡s ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❛r② r✉❧❡ ❘✸ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦♥✲❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ❘✸✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❤❡r❡♥t ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✶ ♦❢ LPCP ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t♥❡ss✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐st t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✲ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r♦ss ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❘✷✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❉❡r✐✈❛❜✐❧✐t②✮✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✷ ✭T ⊢ Φ✮ ✐❢
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛t ♠♦st ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Φ0,Φ1, . . . ,Φ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② Φi ✐s ❛♥ ❛①✐♦♠
♦r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t T ✱ ♦r ✐t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳
P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ✭⊢ Φ✮ ✐❢ ✐t ✐s ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

✶■♥ LPCP✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ✐s
s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s s❡t ✐s t❤❡ s❡t {φ → f > 0} ∪ {φ → f < −n−1 | n = 1, 2, 3, . . . }✳

✷❲❡ r❡❢❡r t♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ T ❛s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r ❤②♣♦t❤❡s❡s✳



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❈♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ❙❡ts✮✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠ ForC ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠ ForP t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❞❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢r♦♠
T ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ T ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭▼❛①✐♠❛❧❧② ❈♦♥s✐st❡♥t ❙❡ts✮✳ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t T ♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♠❛①✐✲
♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② α ∈ ForC ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ✐❢ T ⊢ α t❤❡♥ α ∈ T ❛♥❞ (Pi(α) = 1) ∈ T ✱
❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② φ ∈ ForP ✱ ❡✐t❤❡r φ ∈ T ♦r ¬φ ∈ T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❉❡❞✉❝t✐✈❡❧② ❈❧♦s❡❞ ❙❡ts✮✳ ❆ s❡t T ✐s ❞❡❞✉❝t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡❞ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② Φ ∈ For✱ ✐❢
T ⊢ Φ✱ t❤❡♥ Φ ∈ T ✳

❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
♠❛② ❜❡ ❛♥② s✉❝❝❡ss♦r ♦r❞✐♥❛❧ ❧❡ss❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ✉♥❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♦r❞✐♥❛❧ ω1✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡
✐♥✜♥✐t❡ ✭❝♦✉♥t❛❜❧❡✮ ♣r♦♦❢s ✐♥ LPCP✳

✷✳✸ ❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ LPCP

❚❤❡ ✜rst ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ❛❜♦✉t ♦✉r ❧♦❣✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss t❤❡♦r❡♠✱
✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❡❛s✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❙♦✉♥❞♥❡ss✮✳ ■❢ Φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ AXLPCP✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✈❛❧✐❞✳

Pr♦♦❢✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ AXLPCP ❛r❡ ✈❛❧✐❞✱
❛♥❞ t❤❛t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡r✈❡ ✈❛❧✐❞✐t②✳ ❆s t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞
t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✿

❘✶✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s α ❛♥❞ α → β ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t α ❛♥❞
α → β ≡ ¬(α ∧ ¬β) ❛r❡ tr✉❡ ✐♥ ❡✈❡r② ✇♦r❧❞ w ∈ W ♦❢ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ M = 〈W,H, {µi|i ∈
I}, v〉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ¬(α ∧ ¬β) ✐s tr✉❡✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t β ✐s tr✉❡✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣❛rt ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ✐s ♣r♦✈❡♥ s✐♠✐❧❛r❧②✳

❘✷✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ α ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t α ✐s tr✉❡ ✐♥ ❡✈❡r②
✇♦r❧❞ w ∈W ♦❢ ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧M = 〈W,H, {µi|i ∈ I}, v〉✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t [α] =W ✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t µi([α]) = µi(W ) = 1✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ♠❡❛♥s t❤❛t
M |= Pi(α) = 1✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘✸✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s {φ → f ≥ −n−1 | n = 1, 2, 3, . . .}
✐s ✈❛❧✐❞✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ M = 〈W,H, {µi|i ∈ I}, v〉✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t M |= {φ →
f ≥ −n−1 | n = 1, 2, 3, . . .}✳ ◆♦✇✱ ✐❢ M 6|= φ✱ t❤❡♥ M |= φ → f ≥ 0 ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱
❛s t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧✮ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❛❧s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t
M |= φ✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t M |= {f ≥ −n−1 | n = 1, 2, 3, . . .}✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t M |= f ≥ 0✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t {fM ≥ 1

n | n = 1, 2, 3, . . .}✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t fM ≥ 0✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳

✷✳✹ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPCP

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ t❛❦❡ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡
❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳



✷✳✹✳ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPCP ✷✼

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭❉❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❧❡t Φ,Ψ ∈ ForC
♦r Φ,Ψ ∈ ForP ✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t T ⊢ Φ → Ψ ✐✛ T ∪ {Φ} ⊢ Ψ✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t T ⊢ Φ → Ψ✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r Φ ❛♥❞ Ψ ❛r❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T∪{Φ} ⊢ Φ → Ψ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t T∪{Φ} ⊢ Φ✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ✭✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❘✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ∪{Φ} ⊢ Ψ✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❧❡t T ∪ {Φ} ⊢ Ψ✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ T ⊢ Φ → Ψ✳ ■♥ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡ ✇❛s ❘✶✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡❡❞s ❥✉st ❛s
❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ◆❡①t✱ ❧❡t t❤❡ ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡ ❜❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❘✷✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t Ψ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Pi(α) = 1✱ ❢♦r s♦♠❡ i ∈ I✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ∪{Φ} ⊢ α✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ α✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡ ❘✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ Pi(α) = 1✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛✉t♦❧♦❣② φ0 → (φ1 → φ0) ❛♥❞
t❤❡ ❛①✐♦♠ ❆✶❜✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ T ⊢ Φ → (Pi(α) = 1)✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t t❤❡ ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡ ❜❡ ❘✸✳ ❚❤❡♥✱ Ψ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ φ → f > 0 ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✱
❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❛t T ⊢ Φ → (φ → f > −n−1) ❢♦r ❛❧❧ n✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
(φ0 → (φ1 → φ2)) ↔ ((φ0 ∧ φ1) → φ2) ✐s ❛ t❛✉t♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ (Φ ∧ φ) → f >

−n−1✱ ❢♦r ❛❧❧ n✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠ ❆✶❜✳ ◆♦✇✱ ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❘✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
T ⊢ (Φ ∧ φ) → f > 0✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❛✉t♦❧♦❣② ❛s ❛❜♦✈❡✱ t❤❛t T ⊢ Φ → Ψ✳ ❲✐t❤ t❤✐s
♣r♦♦❢✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ✇❤② t❤❡ ❵φ →✬ ✏♣r❡✜①✑ ✐♥ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡ ❘✸ ✕ ✇✐t❤♦✉t ✐t✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ t❛✉t♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❘✸✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■❢ T ∪{φ→ f > 0} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r n s✉❝❤ t❤❛t T ∪ {φ→ f < −n−1} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱ ✐✳❡✳ t❤❛t T ∪ {φ→ f < −n−1} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥t❡❣❡rs n✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs n✱ T ∪ {φ→ f < −n−1} ⊢ ⊥✳ ❋r♦♠
t❤✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

T ⊢ φ→ f > −n−1,

❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs n✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❘✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ φ → f > 0✱ ❛♥❞
s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ♠✉st ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♦❢✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐✳❡✳ ❧❡t ForP = {φi | i ∈ ω}✸✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ T ∗ ♦❢ T ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ T0 = T ∪ {α ∈ ForC | T ⊢ α} ∪ {Pi(α) = 1 | T ⊢ α, i ∈ I}✳

✷✳ ■❢ Ti ∪ {φi} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥ Ti+1 = Ti ∪ {φi}✳

✸✳ ■❢ Ti ∪ {φi} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥✿

✭❛✮ ■❢ φi ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ψ → f > 0✱ t❤❡♥ Ti+1 = Ti ∪ {ψ → f < −n−1}✱ ✇❤❡r❡ n ✐s ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t Ti+1 ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✹✳

✭❜✮ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ Ti+1 = Ti✳

✸❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✹❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ n ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

✹✳ T ∗ =
⋃∞

n=0 Tn✳

❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ Ti ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡
t❤❛t T ∗ ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❧❡t T ∗ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥✿

✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ φ ∈ ForP ✱ ❡✐t❤❡r φ ∈ T ∗ ♦r ¬φ ∈ T ∗✳

✷✳ T ∗ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐✳❡✳

✭❛✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ α ∈ ForC ✱ s✉❝❤ t❤❛t α /∈ T ∗✳

✭❜✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ φ ∈ ForP ✱ s✉❝❤ t❤❛t φ /∈ T ∗✳

✸✳ T ∗ ✐s ❞❡❞✉❝t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐❢ T ∗ ⊢ Φ t❤❡♥ Φ ∈ T ∗✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✿ ❧❡t φ ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ φ ∈ T ∗ ❛♥❞
¬φ ∈ T ∗✱ ♦r ♥❡✐t❤❡r φ ∈ T ∗ ♥♦r ¬φ ∈ T ∗✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡
t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✱ φ ≡ φi ❛♥❞ ¬φ ≡ φj ✱ ❛♥❞ ❧❡t k = max(i, j)✳ ❚❤❡♥✱ ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Tk+1 ⊢ φ✱ ❛♥❞ Tk+1 ⊢ ¬φ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡♥ ✇❡
❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t Tk+1 ⊢ φ ∧ ¬φ✱ ✐✳❡✳ t❤❛t Tk+1 ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Tk+1 ∪ {φ} ⊢ ⊥✱ ❛♥❞ t❤❛t Tk+1 ∪ {¬φ} ⊢ ⊥✳
❋r♦♠ t❤✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥
♦❜t❛✐♥ t❤❛t Tk+1 ⊢ φ✱ ❛♥❞ Tk+1 ⊢ ¬φ✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❛t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Tk+1 ⊢ φ∧¬φ✱ ✐✳❡✳ t❤❛t
Tk+1 ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

✷✳ ✭❛✮ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛❞❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ T ∗✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ T ∗ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ T0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ t♦ ❤♦❧❞ t❤❛t
❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ α ❛r❡ ✐♥ T ∗✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ α ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥ T0✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛ α✱ s✉❝❤ t❤❛t α /∈ T ✳

✭❜✮ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐t❡♠ ✶✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ T0 ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦✈❡♥ t❤❛t T ∗ ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳

✸✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ∗ ⊢ Φ✳

✭❛✮ ▲❡t Φ ❜❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ Φ ∈ ForC ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Φ ∈ T0 ⊆ T ∗✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ Φ ∈ ForP ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r i s✉❝❤ t❤❛t Φ ≡ φi ♦❢ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ ⊢ Φ✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t Ti ⊢ φi ❛♥❞ s♦ Φ ∈ Ti+1 ⊆ T ∗✳

✭❜✮ ▲❡t T ∗ ⊢ Φ ≡ β ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ∗ ⊢ α ❛♥❞ T ∗ ⊢ α → β ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡
❘✶✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ T ∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t α→ β ∈ T ❛♥❞ α ∈ T ✱ ❛♥❞ ❢r♦♠
t❤❡r❡✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ T0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t β ∈ T0 ⊆ T ∗✳

✭❝✮ ▲❡t T ∗ ⊢ Φ ≡ φ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ∗ ⊢ ψ ❛♥❞ T ∗ ⊢ ψ → φ ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡
❘✶✱ ❛♥❞ ❧❡t ψ ≡ φi✱ ψ ≡ φj ✱ ❛♥❞ φ → ψ ≡ φk ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ φ
✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ Tl✱ ✇❤❡r❡ l > max(i, k) + 1✳ ◆❡①t✱ ❧❡t ¬φ ≡ φm✳
■❢ φm ∈ Tm+1✱ t❤❡♥ ¬φ ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ Tn✱ ✇❤❡r❡ n > m + 1✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② n > max(i, k,m) + 1✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t Tn ⊢ φ ∧ ¬φ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ Tn✳ ❚❤✉s✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ¬φ 6∈ T ∗✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❣✐✈❡♥ ✐t❡♠ ✶✱ ✐t ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ t❤❛t φ ∈ T ∗✳



✷✳✹✳ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPCP ✷✾

✭❞✮ ▲❡t T ∗ ⊢ Φ ≡ Pi(α) = 1✱ ❢♦r s♦♠❡ i ∈ I ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ∗ ⊢ α ❜② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡ ❘✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t T ⊢ α ❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ T0✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t Pi(α) = 1 ∈ T0 ⊆ T ∗ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✳

✭❡✮ ▲❡t T ∗ ⊢ Φ ≡ φ → f > 0 ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ∗ ⊢ φ → f > −n−1✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 0✳
❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❛t φ → f > −n−1 ∈ T ∗✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 0✳
◆❡①t✱ ❧❡t φ→ f > 0 = φi ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t φi /∈ T ∗✳
❚❤❡♥✱ Ti ∪ {φi} ♠✉st ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r
n✱ φ → f < −n−1 ∈ Ti+1✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐t❡♠ ✸❛ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ◆❡①t✱ ❧❡t φ → f ≥
−n−1 ≡ φj ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ max(i, j) + 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
Tk ⊢ φ → f < −n−1 ❛♥❞ Tk ⊢ φ → f ≥ −n−1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ Tk✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t Φ ∈ T ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

◆❡①t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t
s❡t T ∗✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ M∗ = 〈W,H, {µi|i ∈ I}, v〉 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ W ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s w : ForC −→ {0, 1} ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• w ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ¬ ❛♥❞ ∧✳

• w(α) = 1 ❢♦r ❡❛❝❤ α ∈ T ∗✳

✷✳ v : ForC ×W −→ {0, 1} ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② v(α,w) = 1 ✐✛ w(α) = 1✳

✸✳ H = {[α] | α ∈ ForC}✳

✹✳ µi : H −→ [0, 1] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② µi([α]) = sup{s ∈ [0, 1] ∩Q | T ∗ ⊢ Pi(α) > s}✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ M∗ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳

Pr♦♦❢✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t H ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s❡ts ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ µi ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ✜♥✐t❡❧②
❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t [α]∩[β] = [α∧β]✱
[α] ∪ [β] = [α ∨ β] ❛♥❞ H \ [α] = [¬α]✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t H ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s❡ts✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µi✱ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✭µi([α]) ≥ 0✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❛①✐♦♠ ❆✷ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µi✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t µi(W ) = 1 ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
t❤❡ ❛①✐♦♠ ❆✸✱ s✐♥❝❡ W = [⊤]✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❛❞❞✐t✐✈✐t②✳
▲❡t µi([α]) = a✱ µi([β]) = b ❛♥❞ µi([α ∧ β]) = c. ❲❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❛t

µi([α ∨ β]) = a+ b− c.

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs Q ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ R✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
a0 < a1 < a2 < · · · ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ a0 > a1 > a2 > · · · ✐♥ Q s✉❝❤ t❤❛t lim an =
lim an = a✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µi ❛♥❞ ✐t❡♠ ✶ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ∗ ⊢ Pi(α) > an
❛♥❞ t❤❛t T ∗ ⊢ Pi(φ) < an✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs n✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s (bn)n∈ω ❛♥❞ (cn)n∈ω✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s (bn)n∈ω ❛♥❞ (cn)n∈ω ✐♥ Q✱
s✉❝❤ t❤❛t lim bn = lim bn = b ❛♥❞ lim cn = lim cn = c✳ ❋♦r t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
T ∗ ⊢ Pi(β) > bn ∧ Pi(β) < bn ❛♥❞ T ∗ ⊢ Pi(α ∧ β) > cn ∧ Pi(α ∧ β) < cn✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

T ∗ ⊢ Pi(α) + Pi(β)− Pi(α ∧ β) > an + bn − cn

❛♥❞
T ∗ ⊢ Pi(α) + Pi(β)− Pi(α ∧ β) < an + bn − cn



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs n✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❆✻ ❛♥❞ ❆✸✵✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ∗ ⊢ Pi(α ∨ β) >

an + bn − cn ❛♥❞ t❤❛t T ∗ ⊢ Pi(α ∨ β) < an + bn − cn, ❢♦r ❛❧❧ n✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

µi([α ∨ β]) = sup{r ∈ Q | T ∗ ⊢ Pi(α ∨ β) > r}

❛♥❞ lim an + bn − cn = lim an + bn − cn = a+ b− c, ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t µi([α ∨ β]) = a+ b− c.

◆♦✇✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✭❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮✳ ❊✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❤❛s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t
T ∗✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ M∗✱ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t M∗ |= Φ ✐✛ Φ ∈ T ∗ ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ M∗ |= Φ✱ t❤❡♥ Φ ∈ T ∗✿

✶✳ ❆s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡✱ ❧❡t M∗ |= α✳ ❇② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t T ∗ ⊢ α✱ ❛♥❞ α ∈ T ∗✳

✷✳ ▲❡t M∗ |= f > 0✱ ✐✳❡✳ fM
∗
≥ 0✳ ■❢ f > 0 /∈ T ∗✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ T ∗✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r n✱ s✉❝❤ t❤❛t f < −n−1 ∈ T ∗✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ M∗✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t fM

∗
< 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t f > 0 ∈ T ∗✳

✸✳ ▲❡tM∗ |= ¬φ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ |=✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛tM∗ 6|= φ✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t φ 6∈ T ∗✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❜② ✐t❡♠ ✶ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ¬φ ∈ T ∗✳

✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t M∗ |= φ ∧ ψ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ |=✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M∗ |= φ ❛♥❞ M∗ |= ψ✳
❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t φ✱ ψ ∈ T ∗✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❜② ✐t❡♠ ✸ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t φ ∧ ψ ∈ T ∗✳

❍❡r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❛t T ∗ ⊢ CPi(α, β) ≥ r ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t µi([αi∧βi])µi([βi])
−1 ≥

r. ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ t❤❛t µi([αi ∧ βi])µi([βi])
−1 < r✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❡①✐st a, b ∈ Q✱ s✉❝❤ t❤❛t

a > µi([αi ∧ βi])✱ b ≤ µi([βi])✱ ❛♥❞ µi([αi ∧ βi])µi([βi])
−1 < a

b < r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡♥
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t T ∗ ⊢ Pi(α ∧ β) < a ❛♥❞ T ∗ ⊢ Pi(β) ≥ b✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❜② ❆✶✷✱
t❤❛t T ∗ ⊢ CPi(α, β) < a · b−1✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t
T ∗ ⊢ CPi(α, β) ≤ r ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t µi([αi ∧ βi])µi([βi])

−1 ≤ r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
µi([αi]|[βi]) = sup{r ∈ Q | T ∗ ⊢ CPni

(α, β) > r}✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✿ ✐❢ Φ ∈ T ∗✱ t❤❡♥ M∗ |= Φ✿

✶✳ ❆s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡✱ ❧❡t Φ = α ∈ ForC ✳ ■❢ α ∈ T ∗✱ ✐✳❡✳ T ∗ ⊢ α✱ t❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ M∗✱
M∗ |= α✳

✷✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t f > 0 ∈ T ∗✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❆✶✻✕❆✶✾✱ ❆✷✷✕❆✷✺ ❛♥❞ ❆✸✵✱ ✇❡
❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t

T ∗ ⊢ f = s+

m
∑

i=1

si · CPni
(αi, βi) ❛♥❞ T ∗ ⊢ s+

m
∑

i=1

si · CPni
(αi, βi) > 0,

❢♦r s♦♠❡ s, si ∈ Q ❛♥❞ s♦♠❡ αi, βi ∈ ForC , ni ∈ I✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡
✐♥t❡♥❞❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❡r♠s ✭❝❢✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❆✼✱ ❆✶✻✱ ❆✷✵
❛♥❞ ❆✸✵✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜t❡r♠s ♦❢ f ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s CPi(α, β) ✇✐t❤ Pi(β) = 0✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t T ∗ ⊢ Pni

(βi) > 0✳

◆❡①t✱ ❧❡t ai = µni
([αi ∧ βi]) ❛♥❞ bi = µni

([βi])✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

s+

m
∑

i=1

si · ai · b
−1
i > 0. ✭✷✳✸✮
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s (cinci,k )k∈ω ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s (cdeci,k )k∈ω

✐♥ Q✱ s✉❝❤ t❤❛t lim cinci,k = lim cdeci,k = aib
−1
i ✱ ❢♦r i ∈ {1, . . . ,m}✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

T ∗ ⊢ CPni
(α, β) > cinci,k ∧ CPni

(α, β) < cdeci,k ✱ ❢♦r i ∈ {1, . . . ,m} ❛♥❞ k ∈ ω✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t T ∗ ⊢ si > 0✱ ❢♦r 1 6 i 6 l✱ ❛♥❞ T ∗ ⊢ si < 0✱
❢♦r l < i 6 m✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

T ∗ ⊢ s+
l

∑

i=1

si · c
inc
i,k +

m
∑

i=l+1

si · c
dec
i,k 6 s+

m
∑

i=1

si · CPni
(αi, βi)

❛♥❞

T ∗ ⊢ s+
l

∑

i=1

si · c
dec
i,k +

m
∑

i=l+1

si · c
inc
i,k > s+

m
∑

i=1

si · CPni
(αi, βi)

❢♦r ❛❧❧ k✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

s+

m
∑

i=1

si · ai · b
−1
i = sup{r ∈ Q | T ∗ ⊢ s+

m
∑

i=1

si · CPni
(αi, βi) > r}.

◆♦✇✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ T ∗ ⊢ s+
m
∑

i=1

si · CPni
(αi, βi) > 0✳

✸✳ ▲❡t ¬φ ∈ T ∗✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ✐t❡♠ ✶ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t φ 6∈ T ∗✳ ◆❡①t✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M∗ 6|= φ✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❛t M∗ |= ¬φ✳

✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t Φ = φ ∧ ψ ∈ T ∗✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ✐t❡♠ ✸ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t φ✱ ψ ∈ T ∗✳
◆❡①t✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M∗ |= φ ❛♥❞ M∗ |= ψ✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❜② t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t M∗ |= φ ∧ ψ✳

✷✳✺ ❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ LPCP

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❯♣ t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡✈❡r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝♦♥❥✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ ♦r ❛ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛s✐❝
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∧

i

fi > 0 ∧
∧

j

gj < 0. ✭✷✳✹✮

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t p1, . . . , pn ❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✳ ▲❡t
A1, . . . , A2n ❜❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

±p1 ∧ · · · ∧ ±pn,

✇❤❡r❡ +p = p ❛♥❞ −p = ¬p✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t Ai ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡✲❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
⊤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ α ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡
s❡t Iα ⊆ {1, . . . , 2n} s✉❝❤ t❤❛t

α↔
∨

i∈Iα

Ai



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

✐s ❛ t❛✉t♦❧♦❣②✳ ◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r❡✇r✐t❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ❛s

∧

i

∑

i′

sii′CPni′

(

∨

k∈Iα
ii′

Ak,
∨

l∈Iβ
ii′

Al

)

> ri ∧
∧

j

∑

j′

sjj′CPnj′

(

∨

k∈Iα
jj′

Ak,
∨

l∈Iβ
jj′

Al

)

< rj .

▲❡t t❤❡ s❡t {i1, . . . , im} ⊆ I ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦r
✐♥❞❡①❡s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛♥❞ ❧❡t σi(x(1,i1), . . . , x(2n,i1), . . . , x(1,im), . . . , x(2n,im))✱
δj(x(1,i1), . . . , x(2n,i1), . . . , x(1,im), . . . , x(2n,im)) ❜❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s

∑

i′

sii′ ·

(

∑

k∈Iα
ii′

∩Iβ
ii′

x(k,ni′ )

)

·

(

∑

l∈Iβ
ii′

x(l,ni′ )

)−1

> ri

❛♥❞
∑

j′

sjj′ ·

(

∑

k∈Iα
jj′

∩Iβ
jj′

x(k,nj′ )

)

·

(

∑

l∈Iβ
jj′

x(l,nj′ )

)−1

< rj .

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t χ(x(1,i1), . . . , x(2n,i1), . . . , x(1,im), . . . , x(2n,im)) ❜❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

∧

h∈{1,...,m}

x(1,ih) + · · ·x(2n,ih) = 1 ∧
∧

k,h

x(k,ih) > 0.

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡

∃x(1,i1) . . . ∃x(2n,i1) . . . ∃x(1,im) . . . ∃x(2n,im)

(

∧

i

σi(x̄) ∧
∧

j

δj(x̄) ∧ χ(x̄)

)

✭✷✳✺✮

✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡❛❧s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ✜❡❧❞s ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ✏−1✑ ❛♥❞ ✏−✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❛❜❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✏−1✑
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

ϕ(x, y) : (x = 0 → y = 1) ∧ (x 6= 0 → xy = 1),

s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡ (∀x)(∃1y)ϕ(x, y) ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✜❡❧❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ψ(. . . , x−1, . . .) ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ψ(. . . , y, . . .)∧ϕ(x, y) ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ✜❡❧❞s LOF

✕ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ s❡❡ ❬❙❤♦❡♥✜❡❧❞ ✶✾✻✼❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❛r❦❡r ✷✵✵✷❪✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s ♦❢ LOF ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡❛❧s ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ −1 s♦ t❤❛t 0−1 = 1 ❞♦❡s ♥♦t
❛✛❡❝t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ α ❣✐✈❡♥ β ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0 ✐✛
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ α ∧ β ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ β✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ✶✾✾✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ P❙P❆❈❊ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣
♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠ ♦✉r ❧♦❣✐❝ ✐♥t♦ t❤❛t ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✿

CP (α, β) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ω(α∧β)
ω(β) ✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛s✐❧② ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ✶✾✾✵❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝
❢r♦♠ ❬❋❛❣✐♥ ✶✾✾✵❪ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❝❛s❡ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦✉r ❧♦❣✐❝
✐s ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ P❙P❆❈❊✳



✷✳✻✳ ❆♥ ■♥t❡r❧✉❞❡✿ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❊✈✐❞❡♥❝❡ ✸✸

✷✳✻ ❆♥ ■♥t❡r❧✉❞❡✿ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❊✈✐❞❡♥❝❡

■♠❛❣✐♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✿ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝♦✐♥s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛✐r ✭✇✐t❤ ❛ ❤❡❛❞ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡
❛♥❞ ❛ t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 50% ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❜✐❛s❡❞ ✭❡✳❣✳ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❧② 1% ❢♦r t❤❡ t❛✐❧ t♦ ❛♣♣❡❛r ♦♥ t♦♣✮✳ ❲❡
❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t♦ss❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥s✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇
✇❤✐❝❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❛ts♦❡✈❡r r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s t♦
✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥ ❤❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡❡♥ t♦ss❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t♦ss❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦r ❛❣❛✐♥st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✇❡
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❝❛♣t✉r❡ ♦✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛tt❡r ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✺✵ t♦ss❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤r❡❡ t❛✐❧s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡
❝♦✐♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✺✵ t♦ss❡s ✇✐t❤ ✷✹ ❤❡❛❞s
❛♥❞ ✷✻ t❛✐❧s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✐♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛✐r ♦♥❡✳

❚❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧②
♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡♥❞s ❝r❡❞❡♥❝❡ t♦ ✈❛r✐♦✉s s❝✐❡♥t✐✜❝ t❤❡♦r✐❡s
❬●♦♦❞ ✶✾✺✵✱ P♦♣♣❡r ✶✾✺✾✱ ❈❛r♥❛♣ ✶✾✻✷✱ ▼✐❧♥❡ ✶✾✾✻❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t❤✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦✐♥ t♦ss✮✱ ♥♦♥✲♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s ✭s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✐♥ t♦ss✮✱ ❛♥❞✱ ♠❛✐♥❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❬❍❛❧♣❡r♥ ✶✾✾✸✱ ❞❡ ❆❧❢❛r♦ ✶✾✾✼✱ ❍❡ ✶✾✾✺❪✱ ✐t ✇❛s
♥♦t ✉♥t✐❧ ❬❍❛❧♣❡r♥ ✷✵✵✻❪ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✇❛s ❛❧s♦ r❡❛❧✐③❡❞✳

✷✳✼ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ LPCP

■♥ ❬❍❛❧♣❡r♥ ✷✵✵✻❪✱ ❍❛❧♣❡r♥ ❛♥❞ P✉❝❡❧❧❛ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t
❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s H✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s O✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P1

❛♥❞ P2 ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ E(o, h) ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ o ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s h✱ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ♣♦s❡❞ ❛♥
♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛①✐♦♠❛t✐③❡ t❤❡✐r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ e r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✏✇❡✐❣❤t✑ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P1 t♦ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P2✱ ✉s✐♥❣ ❉❡♠♣st❡r✬s ❘✉❧❡ ♦❢ ❈♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬❍❛❧♣❡r♥ ✷✵✵✻❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇
❤♦✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ LPCP✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ V ar = H∪O✱
✇❤❡r❡ H = {h1, . . . , hm} ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ O = {o1, . . . , on} ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡♥♦t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ H ∩O = ∅✳

✷✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ✕ CP1 ❛♥❞ CP2✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❛s ♣r✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀

✸✳ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s②♥t❛❝t✐❝ ♦❜❥❡❝t ✕ E(o, h)✱ ✇❤❡r❡ o ∈ O✱ h ∈ H✳

✹✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Term(0) ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦✿

Term(0) = {s | s ∈ Q} ∪ {CPi(α, β) | α, β ∈ ForC , i ∈ I} ∪ {E(o, h)|o ∈ O, h ∈ H}.



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦rs

✺✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❡①t✉♣❧❡ 〈W,H, {µi|i ∈ I}, v, e〉✱ ✇❤❡r❡ ✇❡
❤❛✈❡ e : ({[o]|o ∈ O} × [{[h]|h ∈ H}]) → [0, 1] ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

e([o], [h]) =
µ1([o ∧ h]) · µ1([h])

−1

∑m
k=1 µ1([o ∧ hk]) · µ1([hk])

−1
,

❢♦r o ∈ O, h ∈ H✳

✻✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡✿

E(o, h)M = (CP1(o, h)
M ) ·

( m
∑

k=1

CP1(o, hk)
M

)−1

,

❢♦r o ∈ O, h ∈ H.

✼✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✐♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠s✿

❆✸✶✳ (
∨m

i=1 hi) ∧ (
∧

i 6=j(hi → ¬hj))✳

❆✸✷✳ (
∨n

i=1 oi) ∧ (
∧

i 6=j(oi → ¬oj))✳

❆✸✸✳
∧n

i=1(CP1(oi, h1) + . . .+ CP1(oi, hm) > 0)✳

❆✸✹✳ (CP1(oi, hj) > r ∧ CP1(oi, h1) + . . .+ CP1(oi, hm) 6 s) → E(oi, hj) > r · s−1✳

❆✸✺✳ (CP1(oi, hj) > r ∧ CP1(oi, h1) + . . .+ CP1(oi, hm) < s) → E(oi, hj) > r · s−1✳

❆✸✻✳ (CP1(oi, hj) > r ∧ CP1(oi, h1) + . . .+ CP1(oi, hm) 6 s) → E(oi, hj) > r · s−1✳

❆✸✼✳ (CP1(oi, hj) 6 r ∧ CP1(oi, h1) + . . .+ CP1(oi, hm) > s) → E(oi, hj) 6 r · s−1✳

❆✸✽✳ (CP1(oi, hj) 6 r ∧ CP1(oi, h1) + . . .+ CP1(oi, hm) > s) → E(oi, hj) < r · s−1✳

❆✸✾✳ (CP1(oi, hj) < r ∧ CP1(oi, h1) + . . .+ CP1(oi, hm) > s) → E(oi, hj) < r · s−1✱

✽✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✿

R4.
oi

P2(hj) = CP1(hj |oi)
, i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}.

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥✱ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❧❛✐❞✲♦✉t ♣r♦♦❢s✱ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ t❤❡s❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛❝❡ ✐s ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ P❙P❆❈❊✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡
❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❍❛❧♣❡r♥ ✷✵✵✻❪✳

✷✳✽ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠ ❢♦r LPCP✲
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs CPi, i ∈ I✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❆s ✐t ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ ❬✈❛♥ ❞❡r ❍♦❡❦ ✶✾✾✼❪✱ ✐t ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜♥✐t❛r② str♦♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② r✉❧❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❢❛✐r❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤❡r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
✐t t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡✱
♠❛❦✐♥❣ ✐t t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡✈✐❞❡♥❝❡✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s

❢♦r LPP
Q
2

✲ ❛ ❘❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤♦✉t ■t❡r❛t✐♦♥s ✲

✐♥ t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q

❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ ❙②♥t❛① ♦❢ LPPQ
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPPQ
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✸ ❆ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✹ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPP

Q
2

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✹✳✶ ❙♦✉♥❞♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✹✳✸ ◆♦♥✲❈♦♠♣❛❝t♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✹✳✹ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ LPPQ
2 ✲ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❡①t❡♥❞s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P≥rα✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛ α ❤♦❧❞s ✐s ❛t ❧❡❛st r✳ ❚❤✐s ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t ✐ts s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧❧②
♣r♦✈❡ ✐ts ♠❛✐♥ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s♦✉♥❞♥❡ss✱ str♦♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥❞
♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❈♦q✳

✸✳✶ ❙②♥t❛① ♦❢ LPP
Q
2

■♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ LPPQ
2 ✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✿ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs✿ φ = {p0, p1, . . .}✱ ❛♥❞
t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✿ ¬c ❛♥❞ →c✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ForC ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

• ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs✱ ❛♥❞

• ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✿ ✐❢ α, β ∈ ForC ✱ t❤❡♥ ¬cα, α→c β ∈ ForC ✳

❚❤❡s❡ ❛r❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝
❛♥❞✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r ♦♥✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ✉s ❛s ❛ ❜❛s❡
❧♦❣✐❝ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❢♦r❈✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈♦q✬s ❜✉✐❧t✲✐♥ t②♣❡ ❢♦r ♥❛t✉r❛❧



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐♥ ❈♦q

♥✉♠❜❡rs ♥❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ¬c ❛♥❞ →c ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs
◆❡❣❈ ✿ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦r❈ ❛♥❞ ■♠♣❈ ✿ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦r❈✳

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Q[0,1] t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳
❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs
P≥s, s ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✿ ¬p ❛♥❞ →p✳ ❆ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P≥sα✱ ✇❤❡r❡ s ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ α ∈ ForC ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ForP ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

• ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞

• ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✿ ✐❢ A,B ∈ ForP ✱ t❤❡♥ ¬pA,A→p B ∈ ForP ✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ P≥sα✱ ❢♦r
s ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ α✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α ❤♦❧❞s ✐s ❛t ❧❡❛st s✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧❛②❡r ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❧❛②❡r ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❆s ✇❡ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡✐t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✈✐❛
❛ ❜✐♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✱ ♥♦r ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐t❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s
❧♦❣✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s s✉❝❤ ❛s p0 → P≥ 1

2

p1 ♦r P≥ 1

2

(P≥ 1

3

p0)✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ✜rst r❡q✉✐r❡ ❛ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♣❧❛② t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❡❝♦r❞ t②♣❡s✱
❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t t②♣❡ ◗❝✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❝♦r❞ t②♣❡
✐s ❝❛❧❧❡❞ ◗✵✶✱ ❛♥❞ ❝♦❡r❝❡s t♦ ◗❝✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
t②♣❡ ❢♦rP✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ¬p ❛♥❞ →p ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♥str✉❝t♦rs ◆❡❣P ❛♥❞
■♠♣P ✭❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✮✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r
❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs P≥s ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

⑤ P❣❡ ✿ ◗✵✶ ✲❃ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦rP

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s For
LPPQ

2

✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❋❖❘✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✿

For
LPPQ

2

= ForC ∪ ForP .

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❋❖❘ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

⑤ ❈❧❛s ✿ ❢♦r❈ ✲❃ ❋❖❘

⑤ Pr♦❜ ✿ ❢♦rP ✲❃ ❋❖❘✳

❍❡r❡✐♥❛❢t❡r✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❈♦q ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧
s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ∨c ✭❖r❈✮✱ ∧c ✭❆♥❞❈✮✱ ↔c

✭❊q✉❈✮✱ ❛♥❞ ∨p ✭❖rP✮✱ ∧p ✭❆♥❞P✮✱ ↔p ✭❊q✉P✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✱ ✇❤✐❧❡✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿

✭P❧t✮ P<sα ❢♦r ¬pP≥sα✳ ✭P❧❡✮ P≤sα ❢♦r P≥1−s¬cα✳
✭P❣t✮ P>sα ❢♦r ¬pP≤sα✳ ✭P❡q✮ P=sα ❢♦r P≥sα ∧p P≤sα✳
✭P♥❡✮ P 6=sα ❢♦r ¬pP=sα✳ ✭❋❛❧❈✮ ⊥c ❢♦r ¬c(α→c α)✳
✭❋❛❧P✮ ⊥p ❢♦r ¬p(A→p A)✳

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t s ∈ Q[0,1]✱ α ∈ ForC ✱ ❛♥❞ A ∈ ForP ✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❋❛❧❈ ❛♥❞ ❋❛❧P

❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② α ❛♥❞ A✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✸✳✷✳ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPPQ
2 ✸✼

✸✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPP
Q
2

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡✕✇♦r❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❦✐♥ t♦ ♠❛♥② ♠♦❞❛❧

❛♥❞ ♠♦❞❛❧✲❧✐❦❡ ❧♦❣✐❝s✱ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❢♦r ✉s ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❛①✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❆♥ LPPQ
2 ✲♠♦❞❡❧ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ M = 〈W,H,M, v〉✱ ✇❤❡r❡

• W ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s ✇♦r❧❞s✳

• H ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦♥ W ✳

• µ ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ : H → Q[0,1]✳

• v ✐s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ v :W × φ→ {true, false}✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ tr✉t❤✲✈❛❧✉❡s t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞s✳ ■t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ✉s✉❛❧✳

■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t♦ ✇❤❛t ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ t❡r♠ ✏r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞✑ ✐♥ t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ r❡❢❡rs t♦✱ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t
♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❈♦q✳ ❋♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s❡ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❈♦q✬s ❊♥s❡♠❜❧❡ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❤✐❝❤
tr❡❛ts s❡ts ♦❢ t②♣❡ ❯ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❯ t♦ Pr♦♣✱ ❈♦q✬s s♦rt ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇♦r❧❞
w ∈W ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿

❘❡❝♦r❞ ❊❧❡♠❲ ✭❯ ✿ ❚②♣❡✮ ✭❲ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❯✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

♠❦❊❧❡♠❲ ④♦r✐❣❯ ✿❃ ❯❀ ✐♥❲ ✿ ■♥ ❴ ❲ ♦r✐❣❯⑥✳

■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✉s❡ ♦❢ ❈♦q✬s ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✇♦r❧❞s✳ ◆♦✇✱ ✇✐t❤
❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ▼❡❛s✉r❡◗❝ ❜❡✐♥❣ s❤♦rt❤❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ s❡ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ❯✱ ❛♥❞ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❯ → ◗❝✱ ❛♥❞ ❆❖❙ ❛♥❞ ❋❆▼❴◗❝ ❜❡✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❝❤❡❝❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥
s❡t ♦❢ s❡ts ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ✭✐✳❡✳ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✉♥✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥
❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ✭✐✳❡✳ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♠❡❛s✉r❡s ✵✱ t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡
s❡t ♠❡❛s✉r❡s ✶✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡✮✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿

❘❡❝♦r❞ ▼♦❞❡❧❴❙✐♠♣ ✭❯ ✿ ❚②♣❡✮ ✭❲ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❯✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

♠❦▼❙✐♠♣ ④▼❈❴❲♦r❧❞s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

▼❈❴❆❧❣❡❜r❛ ✿ ❆❧❣❡❜r❛ ❯ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

▼❈❴▼❡❛s✉r❡ ✿ ▼❡❛s✉r❡◗❝ ❯ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

▼❈❴❱❛❧✉❛t✐♦♥ ✿ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮ ✲❃ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣❀

▼❈❴❊❧❡♠❲❙❴❈❞ ✿ ✐♥❤❛❜✐t❡❞ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

▼❈❴❲♦r❧❞s❴❈❞ ✿ ▼❈❴❲♦r❧❞s ❂ ❋✉❧❧❴s❡t ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

▼❈❴■s❴▼♦❞❡❧ ✿ ✭❆❖❙ ❯ ▼❈❴❆❧❣❡❜r❛✮ ∧ ✭❋❆▼❴◗❝ ❯ ▼❈❴▼❡❛s✉r❡ ▼❈❴❆❧❣❡❜r❛✮⑥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉r ❜❛s✐❝ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦✉r s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❊❧❡♠❲ t②♣❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡
♠❡❡t t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✇♦r❧❞s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ t②♣❡ ❯✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s❡ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✇♦r❧❞s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦q ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥❤❛❜✐t❡❞



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐♥ ❈♦q

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❤❛❜✐t❡❞ ✭❆ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ Pr♦♣ ✿❂ ✐♥❤❛❜✐ts ✿ ❆ ✲❃ ✐♥❤❛❜✐t❡❞ ❆

t❤❛t✱ ✐❢ ❆ ✐s t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ t②♣❡✱ st❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ ❆✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❋✉❧❧❴s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❧✐❜r❛r②

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❋✉❧❧❴s❡t ✭❯ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❯ ✿❂ ❋✉❧❧❴✐♥tr♦ ✿ ∀①✿❯✱ ❋✉❧❧❴s❡t ❯ ①✳

t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❯✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
❊♠♣t②❴s❡t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❧✐❜r❛r②

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❊♠♣t②❴s❡t ✭❯ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❯ ✿❂ ✳

t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❯✳ ▲❡t ✉s ♣r♦❝❡❡❞✱ ❛❢t❡r t❤✐s ❜r✐❡❢ ❞❡t♦✉r ✐♥t♦
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ LPPQ

2 ✲♠♦❞❡❧ M
❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ α✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞s ✭✇♦r❧❞s✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ α ✐s tr✉❡
✕ {w|v(w,α) = true} ❜② [α]M ✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t
t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♦♥❧② [α] ✐♥st❡❛❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❆♥ LPPQ
2 ✲♠♦❞❡❧ M ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐❢ [α]M ∈ H✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ ForC ✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥✇❛r❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✭▼♦❞❡❧❴▼❡❛s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧
❞❡♥♦t❡ ❜② LPPQ

2,Meas✳ ▼❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈♦q ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼♦❞❡❧❴❙✐♠♣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ |=⊆ LPPQ
2,Meas × For

LPPQ
2

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡✈❡r② LPPQ
2 ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ M = 〈W,H,M, v〉 ❛♥❞ ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ Φ✿

• ✐❢ Φ ∈ ForC ✱ M |= Φ ✐✛ v(w,Φ) = true✱ ❢♦r ❛❧❧ w ∈W ✳

❈❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐✛ t❤❡② ❛r❡ tr✉❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞s✳

• ✐❢ Φ ∈ ForP ✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P≥sα✱ M |= Φ ✐✛ µ([α]M ) ≥ s✳

❚❤✐s ✐s ❤♦✇ ✇❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛
P≥sα ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐✛ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ α ❤♦❧❞s ❤❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ s✳

• ✐❢ Φ ∈ ForP ✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ¬pA✱ M |= Φ ✐✛ M 2 A✳

• ✐❢ Φ ∈ ForP ✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A→p B✱ M |= Φ ✐✛ M 2 A ♦r M |= B✳

■♥ ❈♦q✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s❈✱ t❤❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧sP✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s❙❡t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❈♦q✬s ❜✉✐❧t✲✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s❡tt✐♥❣✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡♦r❡♠s ❢r♦♠ ❈♦q✬s ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐❜r❛r② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢s✱ ✇❡ ❞❡
❢❛❝t♦ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❧❡❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦q✱ ❛♥❞ ❞✐❞♥✬t ❡♥❝♦❞❡ ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
♦❢ LPPQ

2 ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ LPPQ
2 ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ M s✉❝❤

t❤❛tM |= Φ❀ Φ ✐s ✈❛❧✐❞ ✭❱❛❧✐❞✮ ✐❢M |= Φ✱ ❢♦r ❛❧❧ LPPQ
2 ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧sM ❀ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s

T ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ LPPQ
2 ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ M s✉❝❤ t❤❛t M |= Φ✱

❢♦r ❛❧❧ Φ ∈ T ✳



✸✳✸✳ ❆ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✸✾

✸✳✸ ❆ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❛①✐♦♠❛t✐❝
s②st❡♠ ❜② Ax

LPPQ
2

✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐ts s❡♠❛♥t✐❝s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ t❛s❦ ✐s✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡❛s✐❧②
s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆❈❚✳ ❆❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❆P❚✳ ❆❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❆P✶✳ P≥0α✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡✐♥❣ tr✉❡ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳

❆P✷✳ P≤rα→p P<sα✱ ❢♦r s > r✳
❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤≤ ❛♥❞<✱ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆P✸✳ P<rα→p P≤rα✳
❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ < ✐♥t♦ ≤✱ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆P✹✳ P≥rα→p (P≥sβ →p (P≥1¬c(α ∧c β) →p P≥r+s(α ∨c β)))✱ ❢♦r r + s ≤ 1✳
■❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α ❛♥❞ β ❤♦❧❞ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t ❧❡❛st r ❛♥❞ s✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ✇♦r❧❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ α ❛♥❞ β ❜♦t❤ ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α ∨ β ❤♦❧❞s ✐s ❛t ❧❡❛st
r + s✳ ❚❤✐s ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r
t✇♦ s❡ts✱ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❡♠♣t②✳

❆P✺✳ P≤rα→p (P<sβ →p P<r+s(α ∨c β))✱ ❢♦r r + s ≤ 1✳
■❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α ❤♦❧❞s ✐s ❛t ♠♦st r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t β ❤♦❧❞s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ s✱
t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α∨β ❤♦❧❞s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ r+s✳ ❙❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆P✻✳ P≥1(α→c β) →p (P≥rα→p P≥rβ)✳
■❢ α →c β ✐s tr✉❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t α ❤♦❧❞s ✐s ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t β ❤♦❧❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ LPPQ
2 ❆①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛

▼♦❞✉s P♦♥❡♥s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✿ ❢r♦♠ α ❛♥❞ α→c β✱ ✐♥❢❡r β✳

▼♦❞✉s P♦♥❡♥s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✿ ❢r♦♠ A ❛♥❞ A→p B✱ ✐♥❢❡r B✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥✿ ❢r♦♠ α✱ ✐♥❢❡r P≥1α✳

❉♦♠❛✐♥ ❊♥❢♦r❝❡♠❡♥t✿ ❢r♦♠ A→p P6=rα✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ ✐♥❢❡r A→ ⊥p✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ LPPQ
2 ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤✐s ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❢♦r♠ ✐t ✐s ♥♦t
♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛s ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛✱
✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❦✐♥❣ t❤r❡❡ ❍✐❧❜❡rt✲st②❧❡ ❛①✐♦♠s✳ ❆❧s♦✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛①✐♦♠ ✭❆❈❚✮
❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐s
❛ s✉❜❧♦❣✐❝ ♦❢ LPPQ

2 ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts ✭♦♥❡



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐♥ ❈♦q

♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡♠♣t②✮✿ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❛❧s ♦♥❧②
✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥s ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛rt t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ❧✐❢t✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♥❡✱ ✇✐t❤
♥♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡❛♥s ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝
LPPQ

2 ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t r✉❧❡ s❡r✈❡s ❢♦r
♣r❡s❡r✈✐♥❣ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛❝t✐❝ ♥♦t✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✭❉❡r✐✈❛❜❧❡✮ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✭♣r❡♠✐s❡s✮
T ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② T ⊢ Φ✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Φ0, . . . ,Φk,Φ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤
Φi ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡t T ✱ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛✱ ♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ Φ
❢r♦♠ T ✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊢ Φ✮ ✐❢ ✐t ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛s ✭✐s❚❤❡♦r❡♠✮✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ T ⊢ Φ ❛s ❛ tr❡❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ✇❤♦s❡ r♦♦t ✐s t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ Φ✱ ✐♥ ✇❤♦s❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❡t T ♦r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛✱ ❛♥❞
✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧❡❛✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①✐st✐♥❣ ♥♦❞❡s ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s ✭♣r♦♦❢❴t❡r♠✮✳

■♥ ❈♦q✱ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✱ ❛s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❡❡✲str✉❝t✉r❡
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠ ✭❆P✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢
str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❆①❆P✵✼ ✭❆ ✿ ❢♦r❈✮ ✭r s ✿ ◗✵✶✮ ✭❍❈♦♥❞ ✿ s ❃ r✮ ✿ ❋❖❘ ✿❂

Pr♦❜ ✭■♠♣P ✭P❧❡ r ❆✮ ✭P❧t s ❆✮✮✳

⑤ ❞❜②■❘▼P❝ ✿ ∀ ✭❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✮ ✭❆ ❇ ✿ ❢♦r❈✮ ✭♣❆ ♣❆❇ ✿ ♣r♦♦❢❴t❡r♠✮✱

❞❡r✐✈❡s ❚ ♣❆ ✭❈❧❛s ❆✮ → ❞❡r✐✈❡s ❚ ♣❆❇ ✭❈❧❛s ✭■♠♣❈ ❆ ❇✮✮ →
❞❡r✐✈❡s ❚ ✭❞■❘▼P❝ ♣❆ ♣❆❇✮ ✭❈❧❛s ❇✮✳

❍❡r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t r✉❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✉♥t❛❜❧②
♠❛♥② ♣r❡♠✐s❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥
❈♦q ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ♣r♦♦❢s ✿ ♥❛t ✲❃ ♣r♦♦❢❴t❡r♠✮✱ ❥✉st ❛s
✐♥ ❬❍♦♥s❡❧❧ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣✱ ❛s ❛♥ ❛①✐♦♠✱ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ Q[0,1] ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❢❴♥❛t❴◗✵✶ ✿ ♥❛t ✲❃ ◗✵✶✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛❞♦♣t✐♥❣
s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❛①✐♦♠ ✇❛s t❛❦❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛❝t t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡①✐sts✱
❛♥❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✉t ♦❢ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♦♥s✐st❡♥t✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛ α ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ A ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✐t✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡
✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✭■♥❝♦♥s✐st❡♥t❴❆❧t❡r♥❛t❡✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢
T ⊢ ⊥c ♦r T ⊢ ⊥p ✭■♥❝♦♥s✐st❡♥t✮✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✭▼❛①❴❈♦♥s✐st❡♥t✮
✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

• ❢♦r ❡❛❝❤ α ∈ ForC ✿ ✐❢ T ⊢ α✱ t❤❡♥ α ∈ T ❛♥❞ P≥1α ∈ T ✳

• ❢♦r ❡❛❝❤ A ∈ ForP ✿ ❡✐t❤❡r A ∈ T ♦r ¬pA ∈ T ✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LPPQ
2 ✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞

❧✐❦❡ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❧❛✐❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r r❡✢❡❝t t❤❡ ♣r♦✈✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❈♦q✱ ❜✉t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❤✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡ ❢♦r♠✳



✸✳✹✳ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPPQ

2

✹✶

✸✳✹ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ AxLPPQ
2

✸✳✹✳✶ ❙♦✉♥❞♥❡ss

❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ Ax
LPPQ

2

✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡r✈❡ ✈❛❧✐❞✐t②✳ ❍❡r❡✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛ AP4 ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢s t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡r✈❡ ✈❛❧✐❞✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

▲❡♠♠❛ ✸ ✭❱❛❧✐❞✐t② ♦❢ AP4✮✳ P≥rα→p (P≥sβ →p (P≥1¬c(α ∧c β) →p P≥r+s(α ∨c β))) ✐s ✈❛❧✐❞
❢♦r ❛❧❧ α, β ∈ ForC ✱ r, s ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ r + s ≤ 1 ✭✈❛❧✐❞❴❆P✵✹✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t M = 〈W,H, µ, v〉 ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t M |= P≥rα✱
M |= P≥sβ✱ ❛♥❞ M |= P≥1¬c(α∧c β)✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t M |= P≥r+s(α∨c β)✳ ❋r♦♠
♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t [α] ≥ r✱ [β] ≥ s✱ ❛♥❞ [¬c(α ∧c β)] = 1 ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ µ✱ t❤❛t [α ∧c β] = 0✳

◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ ♠♦♠❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t [α ∧c β] = [α] ∩ [β]✳ ❋✐rst✱ ❧❡t w ∈ [α ∧c β]✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t v(w,α ∧c β) = true✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ tr✉t❤t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ∧c✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❛t v(w,α) = true ❛♥❞ v(w, β) = true✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t w ∈ [α] ❛♥❞ w ∈ [β]✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❛t w ∈ [α] ∩ [β]✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t w ∈ [α] ∩ [β]✳ ❚❤❡♥✱ v(w,α) = true
❛♥❞ v(w, β) = true✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ tr✉t❤t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ∧c✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t
v(w,α ∧c β) = true✱ ✐✳❡✳ t❤❛t w ∈ [α ∧c β]✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t [α ∨c β] = [α] ∪ [β]✳

◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t µ([α] ∪ [β]) = µ([α]) + µ([β]) − µ([α] ∩ [β])
✭❋❆▼❴◗❝❴✉♥✐♦♥❴s♣❧✐t✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t µ([α] ∪ [β]) ≥ r + s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

▲❡♠♠❛ ✹ ✭❱❛❧✐❞✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ Ax
LPPQ

2

✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✮✳ ▲❡t α, β ∈ ForC ✱ A,B ∈ ForP ✳

✶✳ ■❢ α ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞ α→c β ✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ β ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✭✈♣❴▼P❝✮✳

✷✳ ■❢ A ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞ A→p B ✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ B ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✭✈♣❴▼P♣✮✳

✸✳ ■❢ α ✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ P≥1α ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✭✈♣❴P◆✮✳

✹✳ ■❢ A→p P 6=rα ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ t❤❡♥ A→p ⊥p ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✭✈♣❴❉❊✮✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ M = 〈W,H, µ, v〉 ∈ LPPQ
2,Meas✱ α, β ∈ ForC ✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t✿
M |= α ❛♥❞ M |= α→c β.

❋r♦♠ t❤✐s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ t❤❛t M |= β✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ♦✉r ♣r♦♦❢✳

✷✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳

✸✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ M = 〈W,H, µ, v〉 ∈ LPPQ
2,Meas✱ α ∈ ForC ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❛t M |= α✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t [α]M =W ✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
µ([α]M ) = 1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t M |= P≥1α✱
❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♦❢✳

✹✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ M = 〈W,H, µ, v〉 ∈ LPPQ
2,Meas✱ A ∈ ForP ✱ α ∈ ForC ✳

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
M |= A→p P 6=rα, ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]. ✭✸✳✶✮



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐♥ ❈♦q

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t M |= A →p ⊥p✳ ■❢ M 2 A✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♦♥✇❛r❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t M |= A✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱
❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ |=✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

µ([α]) 6= r, ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1],

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ M |= A ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦✈❡♥ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✭❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ LPPQ
2 ✮✳ ■❢ Φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ Ax

LPPQ
2

✱ t❤❡♥ Φ ✐s ✈❛❧✐❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✷❴◗❴❙♦✉♥❞♥❡ss ✿ ∀ ✭Φ ✿ ❋❖❘✮✱ ✐s❚❤❡♦r❡♠ Φ → ❱❛❧✐❞ Φ✳

✸✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss

✸✳✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢
Ax

LPPQ
2

✐s t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✐t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✭❉❡r❴❝❧❛s❴P❴✐♥❞❡♣✮✳
■❢ T ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ T ′ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ α ∈ ForC ✱ t❤❡♥

T ∪ T ′ ⊢ α ✐♠♣❧✐❡s T ⊢ α.

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ∪ T ′ ⊢ α✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♥t❛①✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t✇♦ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧
❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❥✉st ❛s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼ ✭❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❋♦r♠✉❧❛s✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞
A,B ∈ ForP ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

T ∪ {A} ⊢ B ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T ⊢ A→p B.

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✷❴◗❴❉❡❞✉❝t✐♦♥❴❚❤❡♦r❡♠❴Pr♦❜ ✿ ∀ ✭❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✮ ✭❆ ❇ ✿ ❢♦rP✮✱

❉❡r✐✈❛❜❧❡ ✭❯♥✐♦♥ ❋❖❘ ❚ ✭❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❋❖❘ ✭Pr♦❜ ❆✮✮✮ ✭Pr♦❜ ❇✮ ↔

❉❡r✐✈❛❜❧❡ ❚ ✭Pr♦❜ ✭■♠♣P ❆ ❇✮✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❛s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ∪ {A} ⊢ B✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
B ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦r t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡ ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ♦r ❛s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳

▲❡t T ∪{A} ⊢ B ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ B ✐s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P≥1α✱ ❢♦r s♦♠❡ α ∈ ForC ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ∪ {A} ⊢ α✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ α✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ B✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
T ⊢ A→p B ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s✳

▲❡t T ∪ {A} ⊢ B ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ B ✐s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A′ →p ⊥p✱ ❢♦r s♦♠❡ A′ ∈ ForP ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ T ∪ {A} ⊢
A′ →p P 6=rα✱ ❢♦r s♦♠❡ α ∈ ForC ✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱
T ⊢ A →p (A′ →p P 6=rα)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ A →p (B →p C) ↔ (A ∧p B) →p C ✐s ❛ t❛✉t♦❧♦❣②
✭✇❤❡r❡ A,B,C ∈ ForP ✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ T ⊢ (A∧pA

′) →p P 6=rα✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ (A ∧p A

′) →p ⊥p✱ ❛♥❞ ❢r♦♠
t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❛✉t♦❧♦❣② ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ A→p B✳



✸✳✹✳ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPPQ

2

✹✸

✸✳✹✳✷✳✷ ▼❛①✐♠❛❧❧② ❈♦♥s✐st❡♥t ❊①t❡♥s✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ LPPQ
2 ✱ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧②

❝♦♥s✐st❡♥t s❡t✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❧❛✐♠s✿

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❉❡r✐✈❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ T ∪ T ′ ⊢ Φ✱
❛♥❞ ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ T ′ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡♥ T ⊢ Φ✱ ✇❤❡r❡ Φ ∈ FOR ✭❉❡r❴❛❞❞❚❤♠✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✭❈♦♥s✐st❡♥❝②❴❛❞❞❚❤♠✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ T ∪ T ′ ⊢ Φ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

▲❡♠♠❛ ✼✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ A✱ ❡✐t❤❡r
T ∪ {A} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ♦r T ∪ {¬pA} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♦♥s✐st❡♥❝②❴①♦r✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❛t ❜♦t❤ T ∪ {A} ❛♥❞ T ∪ {¬pA} ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❛t T ∪ {A} ⊢ ⊥c ♦r T ∪ {A} ⊢ ⊥p✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✱ ✐❢ T ∪ {A} ⊢ ⊥c

✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ ⊥c ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t T ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t T ∪{A} ⊢ ⊥p✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t T ∪{¬pA} ⊢ ⊥p✳
❇② t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ A → ⊥p✱ ❛♥❞ T ⊢ ¬pA → ⊥p✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❣✐✈❡♥ t❤❛t (A →p B) →p (¬pA →p B) →p B ✐s ❛ t❛✉t♦❧♦❣② ✭✇❤❡r❡ A,B ∈ ForP ✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
t❤❛t T ⊢ ⊥p✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t T ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s
♦✉r ♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✽✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡ts T ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s A✱ B✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

✶✳ ❊✐t❤❡r A ∈ T ♦r ¬pA ∈ T ✭▼❈♦♥s❴❆❴◆❡❣❆❴♣✮✳

✷✳ A ∈ T ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T ⊢ A ✭▼❈♦♥s❴■♥❴❉❡r✮✳

✸✳ ■❢ ¬pA ∈ T ✱ t❤❡♥ A /∈ T ✭▼❈♦♥s❴◆❡❣P✮✳

✹✳ ■❢ A ∧p B ∈ T ✱ t❤❡♥ A ∈ T ❛♥❞ B ∈ T ✭▼❈♦♥s❴❆♥❞P✮✳

✺✳ ■❢ A ∨p B ∈ T ✱ t❤❡♥ A ∈ T ♦r B ∈ T ✭▼❈♦♥s❴❖rP✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠✱
✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✱ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠❛❧
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳

▲❡♠♠❛ ✾✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② α ∈ ForC ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
✉♥✐q✉❡ q(α) ∈ Q[0,1]✱ s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ P=q(α)α✳ ✭✉♥✐q✉❡❴❡①✐st❡♥❝❡❴▼✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s♣❧✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
α ∈ ForC ✱ ❛ q ∈ Q[0,1] s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ❡①✐sts✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ q ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ q ∈ Q[0,1]✱ s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ P=qα✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✭✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✽✱
✐t❡♠ ✶✮ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ Q[0,1]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ P 6=qα✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛①✐♦♠ ❆P✶✱ t❤❡ t❛✉t♦❧♦❣②
P 6=qα → (P≥0α → P 6=qα)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ q ∈ Q[0,1]✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t T ⊢ P≥0α → P 6=qα✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐♥ ❈♦q

❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ P≥0α → ⊥p✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❞ ✭❛s P≥0α ✐s
❛♥ ❛①✐♦♠✮ T ⊢ P≥0α✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ ⊥p✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❚✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ q ∈ Q[0,1]✱ s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ P=qα✳

◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ q1, q2 ∈ Q[0,1]✱ s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ P=q1α ❛♥❞ T ⊢ P=q2α✳
■❢ q1 = q2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❧❛✐♠✳ ◆❡①t✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t q1 < q2✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t
T ⊢ P≤q1α ✭❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P=✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠ ❆P✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ P<q2α✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P=✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ P≥q2α✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ q1 > q2 ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

❖♥✇❛r❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s
✐♥ T ❜② TClas✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ T ❜② TProb✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T = TClas∪TProb✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ T ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② CC(T ) ✭❈❧❛s❉❈♦♥s✮✱ ❛s

CC(T ) = {α | α ∈ ForC , T ⊢ α},

❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P≥1 ♦♣❡r❛t♦r ✭❊①t❡♥❞P❣❡✶✮ ❛s

PN(T ) = {P≥1α | α ∈ CC(T )}.

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r✐♠❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ T ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T0 ✭♠❛❦❡❚✵✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ T ✱ ❛s✿

T0 = T ∪ CC(T ) ∪ PN(T ),

❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✿

▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ T0 ✐ts ♣r✐♠❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✿

✶✳ ❋♦r ❛♥② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ α✱ ✐❢ T0 ⊢ α t❤❡♥ α ∈ T0 ✭❝❧❛s❴✐♥❴❚✵✮✳

✷✳ ❋♦r ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ A✱ ✐❢ T0 ⊢ A t❤❡♥ T ⊢ A ✭♣r♦❜❴✐♥❴❚✵✮✳

✸✳ T0 ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❚✵❴❝♦♥s✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛rts ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T0 ⊢ α
❛♥❞ T0 ⊢ A✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t T0 ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ T0
✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r T0 ⊢ ⊥c ♦r T0 ⊢ ⊥p✳ ▲❡t ✜rst T0 ⊢ ⊥c✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✜rst
♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❛t ⊥c ∈ T0✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡✐t❤❡r ⊥c ∈ T ♦r ⊥c ∈ CC(T )✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ ⊥c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ T ✳ ◆❡①t✱ ❧❡t T0 ⊢ ⊥p✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t T ⊢ ⊥p✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ T ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ T0
♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛✱ s✐♠✐❧❛r ✐♥ st②❧❡ t♦ ▲❡♠♠❛ ✾✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✿

▲❡♠♠❛ ✶✶✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ A✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛ α✱ ✐❢ T ∪ {A} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r p(α) ∈ Q[0,1] s✉❝❤ t❤❛t
T ∪ {A} ∪ {P=p(α)α} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ✭❈❴P❡q❴❡①✐st❡♥❝❡✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ T ∪ {A} ∪ {P=rα} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱
✐✳❡✳ t❤❛t T ∪{A}∪{P=rα} ⊢ ⊥p ✭T ∪{A}∪{P=rα} ⊢ ⊥c ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s t❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ ▲❡♠♠❛ ✺✱
T ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✮✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱
T ∪ {A} ⊢ P=rα → ⊥p✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❤❛✈✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ T ∪ {A} ⊢



✸✳✹✳ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPPQ

2

✹✺

P 6=rα✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✮ t♦ ❤❛✈✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
r ∈ Q[0,1]✱ T ⊢ A →p P 6=rα✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t T ⊢ ⊥p✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ T ✳

◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s α0, α1, α2, . . .
✭❢❴❡♥✉♠❴❝ ✿ ♥❛t ✲❃ ❢♦r❈✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛sA0, A1, A2, . . . ✭❢❴❡♥✉♠❴♣
✿ ♥❛t ✲❃ ❢♦rP✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ Q[0,1] ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❡①✲
✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛①✐♦♠s ✐♥ ❈♦q✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡ts Tn ✭❚♥❴❝♦♥st✮✱ ❢♦r
n ≥ 1✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Tn+1 =

{

Tn ∪ {An} ∪ {P=p(αn)αn} ✐❢ Tn ∪ {An} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱
Tn ∪ {¬pAn} ∪ {P=p(¬cαn)¬cαn} ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡♥ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ ✶✷✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Tn ❤♦❧❞✿

✶✳ ❋♦r ❛❧❧ n ≥ 0✱ Tn ⊆ Tn+1 ✭❚♥❴✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮✳

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ n ≥ 0✱ Tn ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❚♥❴❛❧❧❴❝♦♥s✐st❡♥t✮✳

✸✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s α✱ ✐❢ α ∈ Tn t❤❡♥ α ∈ T0 ✭❚♥❴❝❧❛s❴♦r✐❣✐♥✮✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ T ∗ ♦❢ T ✱ ❛s

T ∗ =

∞
⋃

i=1

Ti.

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ▼❈❴❊①t❡♥s✐♦♥ ✭❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✮ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘ ✿❂

✭❢✉♥ ❆ ✿ ❋❖❘ ⇒ ∃ ❦ ✿ ♥❛t✱ ■♥ ❋❖❘ ✭❚♥❴❝♦♥st ❚ ❦✮ ❆✳✮

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ Pr♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡
♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ T ✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❝❛♣t✉r❡❞ ❡❧❡❣❛♥t❧② ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r✳ ❋♦r T ∗ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✿

▲❡♠♠❛ ✶✸ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ T ∗✮✳

✶✳ ❋♦r ❛❧❧ A ∈ ForP ✱ ❡✐t❤❡r A ∈ T ∗ ♦r ¬pA ∈ T ∗ ✭▼❈❊❴♠❛①✮✳

✷✳ ⊥p /∈ T ∗ ✭▼❈❊❴♥❋❛❧P✮✳

✸✳ T ⊆ T ∗ ✭❚❴✐♥❴▼❈❊✮✳

✹✳ ■❢ T ∗ ⊢ α✱ t❤❡♥ T0 ⊢ α✱ ❢♦r α ∈ Forc ✭▼❈❊❴❝❧❛s✮✳

✺✳ ■❢ T ∗ ⊢ A✱ t❤❡♥ A ∈ T ∗✱ ❢♦r A ∈ Forp ✭▼❈❊❴♣r♦❜✮✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ T ∗✳

✷✳ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❢ ⊥p ∈ T ∗✱ t❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ T ∗✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k✱ s✉❝❤
t❤❛t ⊥p ∈ Tk✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ Tk✳

✸✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ❛s T ⊆ T0✱ ❛♥❞ T0 ⊆ T ∗✳
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✹✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ∗ ⊢ α✳ ❋✐rst✱ ✐❢ α ∈ T ∗✱ t❤❡♥✱ ❜②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ T ∗✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k✱ s✉❝❤ t❤❛t α ∈ Tk✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✷✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❛t α ∈ T0✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ T0 ⊢ α ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ◆❡①t✱ ✐❢ α ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡
♦❢ ❛ t❛✉t♦❧♦❣②✱ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t T0 ⊢ α✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t T ∗ ⊢ α
❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ∗ ⊢ β ❛♥❞ T ∗ ⊢ β →c α✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❛t T0 ⊢ β ❛♥❞ t❤❛t
T0 ⊢ β →c α✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥ T ∗ → α ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳

✺✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ∗ ⊢ A✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t❛✉t♦❧♦❣② ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ A ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛①✐♦♠s✳ ◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t T ∗ ⊢ A ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ∗ ⊢ B
❛♥❞ T ∗ ⊢ B →p A✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❇②
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❛t B ∈ T ∗ ❛♥❞ t❤❛t B →p A ∈ T ∗✳ ▲❡t i✱ j✱
❛♥❞ k ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ B✱ B →p A✱ ❛♥❞ A✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t T ∗✱ ❛♥❞ ❧❡t m = max(i+ 1, j + 1, k + 1)✳
❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t B✱ B →p A✱ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r A ♦r ¬pA ❛r❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❡t Tm✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐❢ ¬pA ∈ Tm✱ t❤❡♥ Tm ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛s ❜♦t❤ A ❛♥❞ ¬pA ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠
✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t A ∈ Tm✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❛t A ∈ T ∗✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ A
❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ♣❡r❤❛♣s
s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❡❛s✐❧②✱ ❛s t❤❡♥✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t A ∈ T0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t T ∗ ⊢ A
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡♥✱ A ≡ A′ →p ⊥p✱ ❛♥❞
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ∗ ⊢ A′ →p P 6=rα✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ s♦♠❡ α ∈ ForC ✱ A′ ∈ ForP ✳
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t P=p(α)α ∈ T ∗✱ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥t❡❣❡r p(α)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❤❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t A′ →p P 6=rα ∈ T ∗✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r = p(α)✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t A′ /∈ T ∗ ❛♥❞ ¬pA

′ ∈ T ∗✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Tn ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ◆♦✇✱ ❧❡t i ❛♥❞ j ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
¬pA

′ ❛♥❞ A′ →p ⊥p ✐♥ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t
T ∗✱ ❛♥❞ ❧❡t m = max(i + 1, j + 1)✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t ¬pA

′ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r A′ →p ⊥p

♦r ¬p(A
′ →p ⊥p) ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❡t Tm✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ t❛✉t♦❧♦❣② ¬pA →p (A →p B✱ ✐❢

¬p(A
′ →p ⊥p) ∈ Tm✱ t❤❡♥ Tm ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

❆s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▲❡♠♠❛✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ T ∗ ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

✸✳✹✳✷✳✸ ❚❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ M∗ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛s T ✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

❲♦r❧❞s✳ ▲❡t w ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs φ t♦ {true, false}
✭♥❛t ✲❃ Pr♦♣✮✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② wext✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s W ✭❲♦r❧❞s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞
❡①t❡♥s✐♦♥s s❛t✐s❢② ❡✈❡r② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ T ✿

W = {w | w : φ→ {true, false}, {wext(α) = 1 | α ∈ ForC , T ⊢ α}}.

❆❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❙✉❜s❡ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ H ✭❍✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

H = {[α] | α ∈ ForC},
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✇❤❡r❡ [α]✱ ❛s ❡❛r❧✐❡r✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s ❢r♦♠W ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ α ✐s s❛t✐s✜❡❞✳
■t ✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡♥ t❤❛t H✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢
s✉❜s❡ts ♦✈❡r W ✿ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ✭❍❴❡♠♣t②❴s❡t❴✐♥❴❍✮✱ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
✭❍❴❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴✐♥❴❍✮✱ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✜♥✐t❡ ✉♥✐♦♥ ✭❍❴✉♥✐♦♥❴✐♥❴❍✮✳

▼❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛♣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts H ✐♥t♦ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧
Q[0,1]✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ H ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡
µ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✾✿

µ([α]) = q(α), ✇❤❡r❡ T ∗ ⊢ P=q(α)α.

▲❡♠♠❛ ✾ st❛t❡s t❤❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ q(α) ❡①✐sts ❢♦r ❡❛❝❤ α ∈ ForC ✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s
✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ µ✱ ❛♥❞
❤❛✈❡ ♠♦st❧② ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✉♥t❛♥❣❧✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡ts
❛♥❞ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✿

• ■❢ [β] ⊆ [α]✱ t❤❡♥ T ⊢ α→c β ✭▼❴✐♥❝❧✉❞❡❞❴❞❡r✐✈❛❜❧❡✮✶✳

• ▼❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✿ µ([α]) = 1− µ([¬cα]) ✭▼❴♥❡❣❛t✐♦♥✮✳

• ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t②✿ µ([α]) ≥ 0✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ ForC ✭▼❴❋❆▼❴♥♦♥♥❡❣✮✳

• ▼❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✿ µ(∅) = 0 ✭▼❴❋❆▼❴❡♠♣t②❴s❡t✮✳

• ▼❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t✿ µ(W ) = 1 ✭▼❴❋❆▼❴❋✉❧❧❴s❡t✮✳

• ❆❞❞✐t✐✈✐t②✿ µ ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ✭▼❴❋❆▼❴❛❞❞✐t✐✈❡✮✳

❱❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ v : W × φ → {true, false} ✭✈✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛s
v(w, pi) = w(pi)✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ M∗ = 〈W,H, µ, v〉 ✭❈♦♥st❴▼♦❞❡❧❴❙✐♠♣✮✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✶✹✳ M∗ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭❈♦♥str✉❝t✐♦♥❴✐s❴▼❡❛s✉r❛❜❧❡❴▼♦❞❡❧✮✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r α ∈ ForC ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t [α]M∗ ∈ H✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ H✳

✸✳✹✳✷✳✹ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

❲✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦r❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛s ♦♥ t❤❡
r♦❛❞ t♦ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ T ∗ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧②
❝♦♥s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ T ✱ ❛♥❞ M∗ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ T ∗✳

▲❡♠♠❛ ✶✺✳ α ∈ T ∗ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ M∗ |= α✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ ForC ✭❈♣t❴✐❢❢❴❝✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡tM∗ |= α✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t α ∈ T0✱ ✐✳❡✳ ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ T0✮ t❤❛t T ⊢ α✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ❝❧❛✐♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳

❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t α ∈ T ∗✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ T ∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ α✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ w ∈ W ✱ v(w,α) = true✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ M∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t v(w,α) = wext(α) = true✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇♦r❧❞s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ T ❛r❡ tr✉❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞s✳

✶■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛s ❛♥ ❛①✐♦♠ ✐♥ ❈♦q
✭▲PP✷❴◗❴❈❧❛ss✐❝❛❧❴❙tr♦♥❣❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss❴♠♦❞❡❧s❴❚✮✳



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐♥ ❈♦q

▲❡♠♠❛ ✶✻✳ A ∈ T ∗ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ M∗ |= A✱ ❢♦r ❛❧❧ A ∈ ForP ✭❈♣t❴✐❢❢❴♣✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ A✳ ❋✐rst✱ ❧❡t A = P≥rα✱ ❛♥❞ ❧❡t P≥rα ∈ T ∗✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✾
❛♥❞ ✐t❡♠ ✷ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✽✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ q(α) ∈ Q[0,1]✱ s✉❝❤ t❤❛t P=q(α)α ∈
T ∗✱ ✇❤✐❧❡✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✽✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t q(α) ≤ r✳ ◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❛t M∗ |= P≥rα✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t M∗ |= P≥rα✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ q(α)✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
▲❡♠♠❛ ✾✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ T ∗ ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❛t T ∗ ⊢ P≥rα✳

◆❡①t✱ ❧❡t A = ¬pB✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ❛♠♦✉♥ts t♦ B /∈ T ∗ ↔ ¬pB ∈
T ∗✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t❡♠ ✶ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✸✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t A = A′ →p B′✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ❛♠♦✉♥ts t♦ A′ /∈
T ∗ ∨ B′ ∈ T ∗ ↔ (A′ →p B

′) ∈ T ∗✳ ■❢ A′ /∈ T ∗ ♦r B′ ∈ T ∗✱ t❤❡♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s
¬pA →p (A → B) ❛♥❞ B →p (A →p B)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ A′ →p B

′✱ ❛♥❞✱ ❜②
✐t❡♠ ✺ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t A′ →p B

′ ∈ T ∗✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❡❛s✐❧② ✉s✐♥❣
✐t❡♠ ✶ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✸✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❧❡♠♠❛s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

▲❡♠♠❛ ✶✼✳ Φ ∈ T ∗ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ M∗ |= Φ✱ ❢♦r ❛❧❧ Φ ∈ For ✭❈♣t❴✐❢❢✮✳

❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠✿

▲❡♠♠❛ ✶✽✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ M = 〈W,H, µ, v〉 ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t M |= T ✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ Φ ∈ For✱ ✐❢ T ⊢ Φ✱ t❤❡♥ M |= Φ
✭❙tr♦♥❣❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss❴❈♦♥s✐st❡♥t❴❚❴r❧✮✳

Pr♦♦❢✳ ❇② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ⊢ Φ✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ Φ ∈ T ❛♥❞
✐♥ ✇❤✐❝❤ Φ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠ ♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦❧❧♦✇
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭■❍✮✳ ◆❡①t✱
❧❡t T ⊢ Φ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
Φ ≡ P≥1α✱ ❢♦r s♦♠❡ α ∈ ForC ✱ ❛♥❞ t❤❛t T ⊢ Φ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ⊢ α✳ ❇② t❤❡ ■❍✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t M |= α✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t α ✐s tr✉❡ ✐♥ ❡✈❡r② ✇♦r❧❞✱ ✐✳❡✳ t❤❛t [α] = W ✱ ✐✳❡✳ t❤❛t µ([α]) = 1✳
❚❤✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ♠❡❛♥s t❤❛t M |= P≥1α✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t
T ⊢ Φ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Φ ≡ A→p ⊥p✱
❛♥❞ t❤❛t T ⊢ Φ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ⊢ A →p P 6=rα✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ s♦♠❡ α ∈ ForC ✱
A ∈ ForP ✳ ❇② t❤❡ ■❍✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M |= A →p P 6=rα✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ M |= A
✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ M |= ⊥p ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t M 2 A✱ ✐✳❡✳ t❤❛t M ⊢ ¬pA✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ M |= A→p ⊥p✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿

❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✭❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPPQ
2 ✮✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s LPPQ

2 ✲❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s LPPQ

2,Meas✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭▲PP✷❴◗❴❙tr♦♥❣❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✷❴◗❴❙tr♦♥❣❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✿ ∀ ❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✱

❈♦♥s✐st❡♥t ❚ ❁✲❃ ❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡ ❚✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ❧❡t T ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t M∗ |= T ✱ ✐✳❡✳ t❤❛t M∗ |= Φ✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛
Φ ∈ T ✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✶✼✱ t❤✐s ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Φ ∈ T ∗✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ ❛s ❡✈❡r②
❢♦r♠✉❧❛ Φ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❚ ✐s ❛❧s♦✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ T0✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ T ∗✳

◆❡①t✱ ❧❡t T ❜❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦❞❡❧ M = 〈W,H, µ, v〉 s✉❝❤ t❤❛t M |= Φ✱
❢♦r ❛❧❧ Φ ∈ T ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✽✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t M ♠♦❞❡❧s ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ T ✳ ■❢
T ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t M |= ⊥c ♦r M |= ⊥p✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ T ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳



✸✳✹✳ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPPQ

2

✹✾

✸✳✹✳✷✳✺ ❙✐♠♣❧❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPPQ
2 ✳

❚❤❡ ❙✐♠♣❧❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠✱
✇✐t❤ ❤❡❧♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✶✾✳ ■❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ t❤❡♥ ✐t
✐s ❛❧s♦ LPPQ

2 ✲❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♣t❴❈♦♥s❈❧❛s❴❈♦♥s✮✳

Pr♦♦❢✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ❣✐✈❡♥ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ LPPQ
2 ✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✭❙✐♠♣❧❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPPQ
2 ✳✮✳ ■❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s LPPQ

2,Meas✲✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s

❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ LPPQ
2 ✳ ✭▲PP✷❴◗❴❙✐♠♣❧❡❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✷❴◗❴❙✐♠♣❧❡❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✿ ∀ Φ ✿ ❋❖❘✱ ❱❛❧✐❞ Φ ✲❃ ✐s❚❤❡♦r❡♠ Φ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❋✐rst✱ ❧❡t Φ ≡ α ❜❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ■❢ α ✐s LPPQ
2,Meas✲

✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ ¬cα ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠✱ {¬cα} ✐s ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❡♥t✱ ✐✳❡✳ {¬cα} ⊢ ⊥c ♦r {¬cα} ⊢ ⊥p✳ ■❢ {¬cα} ⊢ ⊥c✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ⊢ α ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ■❢ {¬cα} ⊢ ⊥p✱ ❛♥❞ {¬cα} 0 ⊥c✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t {¬cα} ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛❧s♦✱ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▲❡♠♠❛✱ ❛❧s♦ LPPQ

2 ✲❝♦♥s✐st❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❧❡t Φ ≡ A ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✐❢ A ✐s LPPQ
2,Meas✲✈❛❧✐❞✱

t❤❡♥ ¬pA ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠✱ {¬pA} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱
✐✳❡✳ {¬pA} ⊢ ⊥c ♦r {¬pA} ⊢ ⊥p✳ ■❢ {¬pA} ⊢ ⊥p✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥ ⊢ A ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ {¬pA} ⊢ ⊥c✱ t❤❡♥ s✐♥❝❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ∅ ⊢ ⊥c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ∅✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠✳

✸✳✹✳✸ ◆♦♥✲❈♦♠♣❛❝t♥❡ss

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t T = {P 6=0α}∪{P< 1

n
α| n ∈ N+}✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡

r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♣❝❴■♥❝♦♥s❴❚✮✳ ❇② t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠✱ T ✐s
♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ T ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♣❝❴❋✐♥✐t❡❴❙❛t❴❚✮✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ❢♦r LPPQ

2 ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭◆♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ LPPQ
2 ✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ LPPQ

2 ✲❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ✐s
✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✷❴◗❴◆♦♥❈♦♠♣❛❝t♥❡ss ✿ ∃ ❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✱

✭∀ ❚✬ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✱ ❋✐♥✐t❡ ❴ ❚✬ → ■♥❝❧✉❞❡❞ ❴ ❚✬ ❚ → ❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡ ❚✬✮ ∧
¬ ❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡ ❚✳

✸✳✹✳✹ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②

❇② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t s❤♦✇♥ ❢♦r LPCP ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r LPPQ

2 ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❈♦q✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✱
♣♦ss✐❜❧②✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✱ ❛s ❛ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧✳



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
2 ✐♥ ❈♦q

✸✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ LPPQ
2 ✲ ❛ r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥s

♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠
❢♦r LPPQ

2 ✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❈♦q t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LPPQ
2 ✕ s♦✉♥❞♥❡ss✱

str♦♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ LPCP✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t
♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s

❢♦r LPP
Q
1

✲ ❛ ❘❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ■t❡r❛t✐♦♥s ✲ ✐♥

t❤❡ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥t ❈♦q

❈♦♥t❡♥ts

✹✳✶ ❙②♥t❛① ♦❢ LPPQ
1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPPQ
1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✸ ❆ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✹ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPP

Q
1

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✹✳✶ ❙♦✉♥❞♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✹✳✸ ◆♦♥✲❈♦♠♣❛❝t♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❧♦❣✐❝ LPPQ
1 ✲ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ s✐♠✐❧❛r t♦ LPPQ

2 ✱ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡
✐ts ♠❛✐♥ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❈♦q✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
s②♥t❛①✱ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ LPPQ

2 ❛♥❞ LPPQ
1 ✳

✹✳✶ ❙②♥t❛① ♦❢ LPP
Q
1

❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ LPPQ
1 ✐s s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ LPPQ

2 ✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs✿ φ = {p0, p1, . . .}
✭♥❛t✮✱ ❛♥❞ t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✿ ¬ ✭◆❡❣ ✿ ❋❖❘ ✲❃ ❋❖❘✮✶ ❛♥❞ → ✭■♠♣ ✿ ❋❖❘ ✲❃ ❋❖❘ ✲❃

❋❖❘✮✱ ✇❤❡r❡ ❋❖❘ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ LPPQ
1 ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❈♦q✳ ▲❡t ✉s ❛❣❛✐♥ ❞❡♥♦t❡ ❜② Q[0,1] ✭◗✵✶✮

t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈♦q ❥✉st ❛s ❢♦r LPPQ
2 ✱ ❛♥❞ ❧❡t

✉s ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs P≥s, s ∈ Q[0,1] ✭P❣❡ ✿ ◗✵✶ ✲❃ ❋❖❘

✲❃ ❋❖❘✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s For
LPPQ

1

✭❋❖❘✮ ♦❢ LPPQ
1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t

t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

• ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs✳

• ✐❢ α ∈ For✱ s ∈ Q[0,1]✱ t❤❡♥ P≥sα ∈ For✳

• ✐❢ α✱ t❤❡♥ ¬α ∈ For✳

✶❏✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❈♦q ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
1 ✐♥ ❈♦q

• ✐❢ α, β ∈ For✱ t❤❡♥ α→ β ∈ For✳

■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♠❛✐♥ s②♥t❛❝t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ LPPQ
1 ❛♥❞ LPPQ

2 ✿ ✇❤✐❧❡ ✐♥
LPPQ

2 ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ✐♥ LPPQ
1 ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s

❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❡q✉❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
P≥sα✱ ❢♦r s ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ α✱ ✐s st✐❧❧ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ α ❤♦❧❞s ✐s
❛t ❧❡❛st s✳ ❆s ✇❡ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐t❡r❛t❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❧♦❣✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❢♦r♠✉❧❛s s✉❝❤ ❛s P≥ 1

2

(P≥ 1

3

p0)✱

❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ✏❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ p0 ✐s ❛t ❧❡❛st 1/3✱ ✐s ❛t
❧❡❛st 1/2✑✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ∨ ✭❖r✮✱ ∧ ✭❆♥❞✮✱ ❛♥❞↔ ✭❊q✉❈✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✱
✇❤✐❧❡✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿

✭P❧t✮ P<sα ❢♦r ¬P≥sα✳ ✭P❧❡✮ P≤sα ❢♦r P≥1−s¬α✳
✭P❣t✮ P>sα ❢♦r ¬P≤sα✳ ✭P❡q✮ P=sα ❢♦r P≥sα ∧ P≤sα✳
✭P♥❡✮ P 6=sα ❢♦r ¬P=sα✳ ✭❋❛❧✮ ⊥ ❢♦r ¬(α→ α)✳

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t s ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ α ∈ For✳

✹✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPP
Q
1

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝ LPPQ
1 ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡✕✇♦r❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ✐s s♦♠❡✇❤❛t

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ LPPQ
2 ✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ t❤❡

r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❆♥ LPPQ
1 ✲♠♦❞❡❧ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ M = 〈W,Prob, v〉✱ ✇❤❡r❡

• W ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s ✇♦r❧❞s✱

• Prob ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥s t♦ ❡❛❝❤ w ∈W ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ Prob(w) =
〈W (w), H(w), µ(w)〉✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

✕ W (w) ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡t ♦❢ W ✳

✕ H(w) ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦♥ W (w)✳

✕ µ(w) ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ : H(w) → Q[0,1]✳

• v ✐s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ v :W × φ→ {true, false}✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ tr✉t❤✲✈❛❧✉❡s t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞s✳ ■t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ✉s✉❛❧✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤✐s t✐♠❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞s ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ s✉❜s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s✱ ❛❧❣❡❜r❛
♦❢ s✉❜s❡ts✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ LPPQ

2 ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✇❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✏❣❡♥❡r❛❧✑ ♠❡❛s✉r❡
♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❈♦q✱ ✇✐t❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ✇♦r❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ s✉❜s❡ts ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ✐♥ LPPQ

2 ✱ ✉s✐♥❣ r❡❝♦r❞ t②♣❡s ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
❜❡✐♥❣ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❲✱ ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ ❯✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t②♣❡✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡s
❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✹✳✷✳ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ LPPQ
1 ✺✸

❘❡❝♦r❞ Pr♦❜❙♣❛❝❡ ✭❯ ✿ ❚②♣❡✮ ✭❲ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❯✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

♠❦P❙♣❛❝❡ ④❣❲♣ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

❣❍♣ ✿ ❆❧❣❡❜r❛ ✭❊❧❡♠❲ ❴ ❣❲♣✮❀

❣▼♣ ✿ ▼❡❛s✉r❡◗❝ ✭❊❧❡♠❲ ❴ ❣❲♣✮❀

P❙❴◆❡s❴❈♦♥❞ ✿ ❣❲♣ ❁❃ ❊♠♣t②❴s❡t ❴❀

P❙❴❆❧❣❴❈♦♥❞ ✿ ❆❖❙ ❴ ❣❍♣❀

P❙❴▼❡❛❴❈♦♥❞ ✿ ❋❆▼❴◗❝ ❴ ❣▼♣ ❣❍♣⑥✳

■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣t✐♥❡ss ♦❢ W (w)✱
H(w) ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦✈❡r W (w)✱ ❛♥❞ µ(w) ❜❡✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥
H(w) ✕ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡✳ ▼♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s✿

❘❡❝♦r❞ ▼♦❞❡❧❴❙✐♠♣ ✭❯ ✿ ❚②♣❡✮ ✭❲ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❯✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂

♠❦▼❙✐♠♣ ④▼❈❴❲♦r❧❞s ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

▼❈❴P❙♣❛❝❡ ✿ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮ ✲❃ ✭Pr♦❜❙♣❛❝❡ ❯ ❲✮❀

▼❈❴❱❛❧✉❛t✐♦♥ ✿ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮ ✲❃ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣

▼❈❴❊❧❡♠❲❙❴❈❞ ✿ ✐♥❤❛❜✐t❡❞ ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮❀

▼❈❴❲♦r❧❞s❴❈❞ ✿ ▼❈❴❲♦r❧❞s ❂ ❋✉❧❧❴s❡t ✭❊❧❡♠❲ ❯ ❲✮⑥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦✉r s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s ❡♥❝♦♠✲
♣❛ss❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❊❧❡♠❲ t②♣❡✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✇♦r❧❞s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
❜② ❛ t②♣❡ ❯✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s❡ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✇♦r❧❞s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
s❝❡♥❛r✐♦✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ |= s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡✈❡r② LPPQ
1 ✲

♠♦❞❡❧ M = 〈W,Prob, v〉✱ ❡✈❡r② ✇♦r❧❞ w ∈W ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ Φ ∈ For
LPPQ

1

✿

• ✐❢ Φ ∈ φ✱ t❤❡♥ M,w |= Φ ✐✛ v(w)(Φ) = true✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❡tt❡rs ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✐✛ t❤❡② ❛r❡ tr✉❡ ✐♥ t❤❛t ✇♦r❧❞✳

• ✐❢ Φ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ¬α✱ M,w |= Φ ✐✛ M,w 2 α✳

• ✐❢ Φ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α→ β✱ M,w |= Φ ✐✛ M,w 2 α ♦r M,w |= β✳

• ✐❢ Φ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P≥sα✱ M,w |= Φ ✐✛ µ(w)([α]M,w) ≥ s✱
✇❤❡r❡ [α]M,w ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t {u ∈ W (w)|M,w |= α}✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s ✐♥ W (w) ✐♥
✇❤✐❝❤ α ❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r LPPQ

2 ✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥✇❛r❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✭▼♦❞❡❧❴▼❡❛s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧
❞❡♥♦t❡ ❜② LPPQ

1,Meas✳ ▼❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❆♥ LPPQ
1 ✲♠♦❞❡❧ M ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐❢ [Φ]M,w ∈ H(w)✱ ❢♦r ❛❧❧ Φ ∈ For

LPPQ
1

✳

❛♥❞ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈♦q ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼♦❞❡❧❴❙✐♠♣✳
❲❡ r❡♣r❡s❡♥t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s❙❡t✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❈♦q✬s ❜✉✐❧t✲✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ ❈♦q✬s ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐❜r❛r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ LPPQ
1 ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ M =

〈W,Prob, v〉 ❛♥❞ ❛ ✇♦r❧❞ w ∈ W s✉❝❤ t❤❛t M,w |= Φ❀ Φ ✐s ✈❛❧✐❞ ✭❱❛❧✐❞✮ ✐❢ M,w |= Φ✱ ❢♦r
❛❧❧ LPPQ

1 ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s M = 〈W,Prob, v〉 ❛♥❞ ❛❧❧ ✇♦r❧❞s w ∈ W ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s❀ ❛
s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ LPPQ

1 ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ M =
〈W,Prob, v〉 ❛♥❞ ❛ ✇♦r❧❞ w ∈W ✱ s✉❝❤ t❤❛t M,w |= Φ✱ ❢♦r ❛❧❧ Φ ∈ T ✳



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
1 ✐♥ ❈♦q

✹✳✸ ❆ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❆①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ LPPQ
1 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛①✐♦♠

s❝❤❡♠❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧
♣✉r❡❧② s②♥t❛❝t✐❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❛①✐♦♠❛t✐❝
s②st❡♠ ❜② Ax

LPPQ
1

✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

❆P❚✳ ❆❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✳

❆P✶✳ P≥0α✳

❆P✷✳ P≤rα→ P<sα✱ ❢♦r s > r✳

❆P✸✳ P<rα→ P≤rα✳

❆P✹✳ P≥rα→ (P≥sβ → (P≥1¬c(α ∧c β) → P≥r+s(α ∨c β)))✱ ❢♦r r + s ≤ 1✳

❆P✺✳ P≤rα→ (P<sβ → P<r+s(α ∨c β))✱ ❢♦r r + s ≤ 1✳

❆P✻✳ P≥1(α→ β) → (P≥rα→ P≥rβ)✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ LPPQ
1 ❆①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛

▼♦❞✉s P♦♥❡♥s✿ ❢r♦♠ α ❛♥❞ α→ β✱ ✐♥❢❡r β✱

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥✿ ✐❢ α ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✱ ✐♥❢❡r P≥1α✱

❉♦♠❛✐♥ ❊♥❢♦r❝❡♠❡♥t✿ ❢r♦♠ β → P 6=rα✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ ✐♥❢❡r β → ⊥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ LPPQ
1 ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r LPPQ
2 ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s

¬c ❛♥❞ ¬p✱ ❛♥❞ →c ❛♥❞ →p r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ¬ ❛♥❞ →✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t r✉❧❡ ✐s
♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛❝t✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✭❉❡r✐✈❛❜❧❡✮ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✭♣r❡♠✐s❡s✮
T ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② T ⊢ Φ✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Φ0, . . . ,Φk,Φ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤
Φi ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡t T ✱ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛✱ ♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ Φ
❢r♦♠ T ✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊢ Φ✮ ✐❢ ✐t ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛s ✭✐s❚❤❡♦r❡♠✮✳

❆❣❛✐♥✱ ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ T ⊢ Φ ❛s ❛ tr❡❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ Φ ❛s t❤❡ r♦♦t✱ ✇✐t❤
❢♦r♠✉❧❛s ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❡t T ♦r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ❛s ❧❡❛✈❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
♥♦♥✲❧❡❛✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①✐st✐♥❣ ♥♦❞❡s ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✭♣r♦♦❢❴t❡r♠✮✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞
✐ts r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ♠❛② s❡❡♠ s♦♠❡✇❤❛t ❝✐r❝✉❧❛r✳ ❚❤✐s ✐♠♣r❡❝✐s❡♥❡ss ✐s st❛♥❞❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ ♣❡♥✲❛♥❞✲
♣❛♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❣✐❝s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✏❜❡✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡♠✑✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
❦❡♣t ❤❡r❡ ♦♥❧② s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠s
♦❢ LPPQ

1 ❛♥❞ LPPQ
2 ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛❜✐❧✐t②✱ ❥✉st ❛s ✐t ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ❡♥❝♦❞✐♥❣✳



✹✳✹✳ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPPQ

1

✺✺

❏✉st ❛s LPPQ
2 ✱ LPPQ

1 ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs t♦ ♣r♦♦❢
t❡r♠s ✭♣r♦♦❢s ✿ ♥❛t ✲❃ ♣r♦♦❢❴t❡r♠✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ Q[0,1] ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❢❴♥❛t❴◗✵✶ ✿ ♥❛t ✲❃ ◗✵✶✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♦♥s✐st❡♥t✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛ α ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✐t✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✭■♥❝♦♥s✐st❡♥t❴❆❧t❡r♥❛t❡✮✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ T ⊢ ⊥ ✭■♥❝♦♥s✐st❡♥t✮✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T
✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✭▼❛①❴❈♦♥s✐st❡♥t✮ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❡✐t❤❡r ✐t ♦r ✐ts
♥❡❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ T ✭α ∈ T ♦r ¬α ∈ T ✮✳

✹✳✹ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ AxLPPQ
1

✹✳✹✳✶ ❙♦✉♥❞♥❡ss

❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ Ax
LPPQ

1

✐s ♣r♦✈❡♥ ❥✉st ❛s t❤❛t ♦❢ Ax
LPPQ

2

✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛t❛ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡r✈❡ ✈❛❧✐❞✐t②✳ ❍❡r❡✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❛ AP4 ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢s t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡r✈❡ ✈❛❧✐❞✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

▲❡♠♠❛ ✷✵ ✭❱❛❧✐❞✐t② ♦❢ AP4✮✳ P≥rα → (P≥sβ → (P≥1¬(α ∧ β) → P≥r+s(α ∨ β))) ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r
❛❧❧ α, β ∈ For

LPPQ
1

✱ r, s ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ r + s ≤ 1 ✭✈❛❧✐❞❴❆P✵✹✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t M = 〈W,Prob, v〉 ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ w ∈ W ✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t M,w |=
P≥rα✱M,w |= P≥sβ✱ ❛♥❞M,w |= P≥1¬(α∧β)✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛tM,w |= P≥r+s(α∨
β)✳ ❋r♦♠ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t [α]M,w ≥ r✱ [β]M,w ≥ s✱ ❛♥❞ [¬(α ∧c β)]M,w = 1
♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ µ(w)✱ t❤❛t [α ∧ β]M,w = 0✳ ❏✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t [α∧c β]M,w = [α]M,w ∩ [β]M,w ❛♥❞ [α∨c β]M,w = [α]M,w ∪ [β]M,w✳
●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t µ(w)([α]M,w ∪ [β]M,w) = µ(w)([α]M,w)+µ(w)([β]M,w)−
µ(w)([α]M,w ∩ [β]M,w) ✭❋❆▼❴◗❝❴✉♥✐♦♥❴s♣❧✐t✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t µ(w)([α]M,w ∪ [β]M,w) ≥ r+ s✱ ❛♥❞
❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

▲❡♠♠❛ ✷✶ ✭❱❛❧✐❞✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ Ax
LPPQ

1

✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✮✳ ▲❡t α, β ∈ For
LPPQ

1

✳

✶✳ ■❢ α ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞ α→ β ✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ β ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✭✈♣❴▼P✮✳

✷✳ ■❢ α ✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ P≥1α ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✭✈♣❴P◆✮✳

✸✳ ■❢ β → P 6=rα ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ t❤❡♥ β → ⊥ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✭✈♣❴❉❊✮✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ M = 〈W,Prob, v〉 ∈ LPPQ
1,Meas✱ w ∈ W ✱ α, β ∈

For
LPPQ

1

✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

M,w |= α ❛♥❞ M,w |= α→ β.

❋r♦♠ t❤✐s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ t❤❛t M,w |= β✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ♦✉r ♣r♦♦❢✳

✷✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥M = 〈W,Prob, v〉 ∈ LPPQ
1,Meas✱ w ∈W ✱ α ∈ For

LPPQ
1

✱

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M,w |= α✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t [α]M,w = W ✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ µ(w)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t µ([α]M,w) = 1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t M,w |= P≥1α✱ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♦❢✳



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
1 ✐♥ ❈♦q

✸✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ M = 〈W,Prob, v〉 ∈ LPPQ
1,Meas✱ w ∈ W ✱ α, β ∈

For
LPPQ

1

✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

M,w |= β → P 6=rα, ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]. ✭✹✳✶✮

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t M,w |= β → ⊥✳ ■❢ M,w 2 β✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳ ▲❡t ✉s
♦♥✇❛r❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t M,w |= A✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ |=✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t

µ(w)([α]) 6= r, ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1],

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ(w)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ M |= β
✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ✭❙♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ LPPQ
1 ✮✳ ■❢ Φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ Ax

LPPQ
1

✱ t❤❡♥ Φ ✐s ✈❛❧✐❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✶❴◗❴❙♦✉♥❞♥❡ss ✿ ∀ ✭Φ ✿ ❋❖❘✮✱ ✐s❚❤❡♦r❡♠ Φ → ❱❛❧✐❞ Φ✳

✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss

❙✐♥❝❡ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ LPPQ
1 ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ LPPQ

2 ✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝
t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❜♦t❤ ❧♦❣✐❝s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛r❡✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r♦♦❢ s❡❣♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✹✳✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳

❏✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ str♦♥❣
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❛s t❤❡r❡ ❡①✐sts
♦♥❧② ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ✭❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r LPPQ
1 ✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ α, β ∈ For

LPPQ
1

✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

T ∪ {α} ⊢ β ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T ⊢ α→p β.

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✶❴◗❴❉❡❞✉❝t✐♦♥❴❚❤❡♦r❡♠ ✿ ∀ ✭❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✮ ✭❆ ❇ ✿ ❋❖❘✮✱

❉❡r✐✈❛❜❧❡ ✭❯♥✐♦♥ ❋❖❘ ❚ ✭❙✐♥❣❧❡t♦♥ ❋❖❘ ❆✮✮ ❇ ↔ ❉❡r✐✈❛❜❧❡ ❚ ✭Pr♦❜ ✭■♠♣ ❆ ❇✮✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❛s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ✐♠♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ∪ {α} ⊢ β✱ ❛♥❞ ✐s ♠♦st❧②
✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ T ∪ {β} ⊢ β ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ β ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P≥1γ✱ ❢♦r s♦♠❡ γ ∈ For

LPPQ
1

✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t γ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t T ⊢ γ✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ⊢ β✱
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ T ⊢ α→ β ❢♦❧❧♦✇s✳



✹✳✹✳ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPPQ

1

✺✼

✹✳✹✳✷✳✷ ▼❛①✐♠❛❧❧② ❈♦♥s✐st❡♥t ❊①t❡♥s✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❡①t❡♥❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧②
❝♦♥s✐st❡♥t s❡t✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❧❛✐♠s✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ▲❡♠♠❛ ✻✱ ▲❡♠♠❛ ✼✱ ❛♥❞
▲❡♠♠❛ ✽✿

▲❡♠♠❛ ✷✷✳ ❉❡r✐✈❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ T ∪ T ′ ⊢ F ✱
❛♥❞ ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ T ′ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡♥ T ⊢ F ✱ ✇❤❡r❡ F ∈ FOR ✭❉❡r❴❛❞❞❚❤♠✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✭❈♦♥s✐st❡♥❝②❴❛❞❞❚❤♠✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✸✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ α✱ ❡✐t❤❡r T ∪ {α} ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ♦r T ∪ {¬α} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♦♥s✐st❡♥❝②❴①♦r✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✹✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡ts T ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s α✱ β✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

✶✳ ❊✐t❤❡r α ∈ T ♦r ¬α ∈ T ✭▼❈♦♥s❴❆❴◆❡❣❆✮✳

✷✳ α ∈ T ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T ⊢ α ✭▼❈♦♥s❴■♥❴❉❡r✮✳

✸✳ ■❢ ¬α ∈ T ✱ t❤❡♥ α /∈ T ✭▼❈♦♥s❴◆❡❣✮✳

✹✳ ■❢ α→ β ∈ T ✱ t❤❡♥ ¬α ∈ T ♦r β ∈ T ✭▼❈♦♥s❴■♠♣✮✳

✺✳ ■❢ α↔ β ∈ T ✱ t❤❡♥ α ∈ T ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ β ∈ T ✭▼❈♦♥s❴❊q✉✮✳

✻✳ ■❢ α ∧ β ∈ T ✱ t❤❡♥ α ∈ T ❛♥❞ β ∈ T ✭▼❈♦♥s❴❆♥❞✮✳

✼✳ ■❢ α ∨ β ∈ T ✱ t❤❡♥ α ∈ T ♦r β ∈ T ✭▼❈♦♥s❴❖r✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✶ ❜♦t❤ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ♣r♦♦❢✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥
✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✿

▲❡♠♠❛ ✷✺✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✱ ❢♦r♠✉❧❛s α ❛♥❞ β✱ ✐❢ T ∪{β} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱
t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r p(α) ∈ Q[0,1] s✉❝❤ t❤❛t T ∪ {β} ∪ {P=p(α)α} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳
✭P❡q❴❡①✐st❡♥❝❡✮

❍❡r❡✐♥❛❢t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ T0 = T ✱
❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s α0, α1, α2, . . . ✭❢❴❡♥✉♠ ✿ ♥❛t ✲❃ ❋❖❘✮✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ s❡ts Tn ✭❚♥✮✱ ❢♦r n ≥ 1✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Tn+1 =

{

Tn ∪ {αn} ∪ {P=p(αn)αn} ✐❢ Tn ∪ {αn} ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱
Tn ∪ {¬αn} ∪ {P=p(¬αn)¬αn} ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡♥ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ ✷✻✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Tn ❤♦❧❞✿

✶✳ ❋♦r ❛❧❧ n ≥ 0✱ Tn ⊆ Tn+1 ✭❚♥❴✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮✳

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ n ≥ 0✱ Tn ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❚♥❴❛❧❧❴❝♦♥s✐st❡♥t✮✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ T ∗ ♦❢ T ✱ ❛s

T ∗ =

∞
⋃

i=1

Ti.

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ▼❈❴❊①t❡♥s✐♦♥ ✭❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✮ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘ ✿❂

✭❢✉♥ ❆ ✿ ❋❖❘ ⇒ ∃ ❦ ✿ ♥❛t✱ ■♥ ❋❖❘ ✭❚♥ ❚ ❦✮ ❆✳✮



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
1 ✐♥ ❈♦q

❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈♦q ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ Pr♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ♦♥❧②
❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ T ✳ ❋♦r T ∗ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡
♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✿

▲❡♠♠❛ ✷✼ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ T ∗✮✳

✶✳ ❋♦r ❛❧❧ α ∈ For
LPPQ

1

✱ ❡✐t❤❡r α ∈ T ∗ ♦r ¬α ∈ T ∗ ✭▼❈❊❴♠❛①✐♠❛❧✮✳

✷✳ ⊥ /∈ T ∗ ✭▼❈❊❴♥♦❴❋❛❧✮✳

✸✳ T ⊆ T ∗ ✭❚❴✐♥❴▼❈❊✮✳

✹✳ ■❢ T ∗ ⊢ α✱ t❤❡♥ α ∈ T ∗✱ ❢♦r α ∈ For
LPPQ

1

✭▼❈❊❴✐♥✮✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ T ∗✳

✷✳ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❢ ⊥ ∈ T ∗✱ t❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ T ∗✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k✱ s✉❝❤ t❤❛t
⊥ ∈ Tk✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ Tk✳

✸✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ❛s T = T0✱ ❛♥❞ T0 ⊆ T ∗✳

✹✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ⊢ α✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ A ❤❛s ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t α ✐s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ P≥1β✱ ❛♥❞ t❤❛t β ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✳ ◆❡①t✱ ❧❡t k ❜❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ β ✐♥ t❤❡
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ β ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ▲❡♠♠❛ ✷✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
Tn+1 = Tn ∪ β✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

❆s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▲❡♠♠❛✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✳ T ∗ ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

✹✳✹✳✷✳✸ ❚❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ ✷✽✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② α ∈ For
LPPQ

1

✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

✉♥✐q✉❡ q(α) ∈ Q[0,1]✱ s✉❝❤ t❤❛t T ⊢ P=q(α)α✳ ✭✉♥✐q✉❡❴❢♦r❴▼✮

Pr♦♦❢✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✳

▲❡♠♠❛ ✷✾✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ α ✐s ✐♥ ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡ts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✳
✭✐♥❴❛❧❧❴▼❈♦♥s❴t❤♠✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❋♦r t❤❡ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡ts T ✱ ✐t ❤♦❧❞s
t❤❛t α ∈ T ✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t T ′ = {¬α} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛♥❞ ❧❡t T ′∗ ❜❡ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t❤❛t ❜♦t❤ ¬α ∈ T ′∗ ✭❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ α ∈ T ′∗ ✭❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s
t❤❡♥ T ′∗ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t {¬α} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❛t {¬α} ⊢ ⊥✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ∅ ⊢ ¬α → ⊥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡r❡✱ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ∅ ⊢ α✳



✹✳✹✳ ❑❡② Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ax
LPPQ

1

✺✾

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ M∗ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥t s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✳ ◆♦✇✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❲♦r❧❞s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✇♦r❧❞s W ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡ts ✭❈▼❴❲♦r❧❞s✮✳

❱❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ v : W × φ → {true, false} ✭✈✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛s
v(w, pi) = true ✐❢ pi ∈ w✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ false ✭❈▼❴❱❛❧✉❛t✐♦♥✮✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❙♣❛❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❧❞ w ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❙✉❜s❡ts ♦❢ ❲♦r❧❞s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ w ∈ W ✱ ✇❡ t❛❦❡ W (w) = W ✭❈▼❲♣✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❧❞s✳

• ❆❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❙✉❜s❡ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ H(w) ✭❈▼❍♣✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

H(w) = {[α] = {w ∈W : α ∈ w} | α ∈ For
LPPQ

1

}.

■t ✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡♥ t❤❛t H(w)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦✈❡r W (w)✿ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✱ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱
❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✜♥✐t❡ ✉♥✐♦♥✳ ✭❈▼❴❆❧❣❴❈♦♥❞✮

• ▼❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛♣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ s✉❜s❡ts H(w) ✐♥t♦ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t
✐♥t❡r✈❛❧ Q[0,1]✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ H(w) ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❞❡✜♥❡ µ(w) ✭❈▼▼♣❴t♦❴◗✵✶✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✽✿

µ(w)([α]) = q(α), ✇❤❡r❡ T ∗ ⊢ P=q(α)α.

▲❡♠♠❛ ✷✽ st❛t❡s t❤❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ q(α) ❡①✐sts ❢♦r ❡❛❝❤ α ∈ For
LPPQ

1

✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡

♠❡❛s✉r❡ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❏✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ LPPQ
2 ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡

♣r♦✈❡♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ µ(w)✿

✕ ▼❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✿ µ(w)([α]) = 1− µ(w)([¬α]) ✭❈▼▼♣❴♥❡❣❛t✐♦♥✮✳

✕ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t②✿ µ(w)([α]) ≥ 0✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ For
LPPQ

1

✭❈▼▼♣❴❋❆▼❴♥♦♥♥❡❣✮✳

✕ ▼❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✿ µ(∅) = 0 ✭❈▼▼♣❴❋❆▼❴❡♠♣t②❴s❡t✮✳

✕ ▼❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t✿ µ(W ) = 1 ✭❈▼▼♣❴❋❆▼❴❋✉❧❧❴s❡t✮✳

✕ ❆❞❞✐t✐✈✐t②✿ µ ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭❈▼▼♣❴❋❆▼❴❛❞❞✐t✐✈❡✮✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧M∗ = 〈W,Prob, v〉 ✭❈▼▼♦❞❡❧❴❙✐♠♣✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❧❛✐♠ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✵✳ M∗ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭❈▼❴✐s▼❡❛s✮✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r α ∈ For
LPPQ

1

✱ ❛♥❞ ❛❧❧ w ∈ W ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t [α]M∗,w ∈ H(w)✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s tr✉❡✱ ❛s t❤✐s ✇❛s ❤♦✇ H(w) ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳

✹✳✹✳✷✳✹ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

❲✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♠♠❛ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ t❛❝❦❧❡
str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✿

▲❡♠♠❛ ✸✶✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ M = 〈W,Prob, v〉 ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ w ∈ W ✱
❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t M,w |= T ✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ α ∈ For

LPPQ
1

✱ ✐❢ T ⊢ α✱ t❤❡♥

M,w |= α✳



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝ LPPQ
1 ✐♥ ❈♦q

Pr♦♦❢✳ ❇② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ T ⊢ α✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ α ∈ T ❛♥❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ α ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛①✐♦♠ ♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❢♦❧❧♦✇ ❞✐r❡❝t❧②
❢r♦♠ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭■❍✮✳ ◆❡①t✱ ❧❡t
T ⊢ α ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t α = P≥1β✱
❢♦r s♦♠❡ β ∈ For

LPPQ
1

✱ ❛♥❞ t❤❛t β ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❤❡ ❙♦✉♥❞♥❡ss t❤❡♦r❡♠✱ β ✐s

t❤❡♥ ✈❛❧✐❞✱ ✐✳❡✳ M,w |= β ❢♦r ❛❧❧ w ∈ W ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t [β]M,w = W (w)✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t µ(w)([β]M,w) = 1✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❛t M,w |= P≥1β✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ❝❧❛✐♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t T ⊢ α ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
α = β → ⊥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ⊢ β → P 6=rγ✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ s♦♠❡
β, γ ∈ For

LPPQ
1

✳ ❇② t❤❡ ■❍✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛tM |= β → P 6=rγ✱ ❢♦r ❛❧❧ r ∈ Q[0,1]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱M |= β ✐s

♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❛t M |= ⊥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t M 2 β✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ M |= β → ⊥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✺ ✭❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPPQ
1 ✮✳ ❆ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s T ✐s LPPQ

1 ✲❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s LPPQ

1,Meas✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭▲PP✶❴◗❴❙tr♦♥❣❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✷❴◗❴❙tr♦♥❣❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✿ ∀ ❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✱

❈♦♥s✐st❡♥t ❚ ❁✲❃ ❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡ ❚✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ❧❡t T ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
LPPQ

1,Meas✲♠♦❞❡❧ M = 〈W,Prob, v〉 ❛♥❞ ❛ ✇♦r❧❞ w ∈ W ✱ s✉❝❤ t❤❛t M,w |= α✱ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s
α ∈ T ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ M∗✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇♦r❧❞
✇✐❧❧ ❜❡ T ∗✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ✇♦r❧❞s ✐♥M∗ ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s❡ts✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❡❛s✐❧②✱
❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ α✱ t❤❛t M∗, T ∗ |= α ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α ∈ T ∗✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❛t M,w |= α✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ T ✱ ❛s T ⊆ T ∗✳

◆❡①t✱ ❧❡t T ❜❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦❞❡❧ M = 〈W,Prob, v〉 ❛♥❞ ❛ ✇♦r❧❞ w ∈W
s✉❝❤ t❤❛t M,w |= α✱ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ T ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t M ❛♥❞ w ♠♦❞❡❧ ❛❧❧
❢♦r♠✉❧❛s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ T ✳ ■❢ T ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t M,w |= ⊥
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ T ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

✹✳✹✳✷✳✺ ❙✐♠♣❧❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPPQ
1 ✳

❚❤❡ ❙✐♠♣❧❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✻ ✭❙✐♠♣❧❡ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ LPPQ
1 ✳✮✳ ■❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ Φ ✐s LPPQ

1,Meas✲✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s

❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ LPPQ
1 ✳ ✭▲PP✶❴◗❴❙✐♠♣❧❡❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✶❴◗❴❙✐♠♣❧❡❴❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✿ ∀ Φ ✿ ❋❖❘✱ ❱❛❧✐❞ Φ ✲❃ ✐s❚❤❡♦r❡♠ Φ✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ α ✐s LPPQ
1,Meas✲✈❛❧✐❞✱ t❤❡♥ ¬α ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss

❚❤❡♦r❡♠✱ {¬α} ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐✳❡✳ {¬α} ⊢ ⊥✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ ⊢ α ❢r♦♠ t❤❡
❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸ ◆♦♥✲❈♦♠♣❛❝t♥❡ss

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t T = {P 6=0α}∪{P< 1

n
α| n ∈ N+}✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡

r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t T ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♣❝❴■♥❝♦♥s❴❚✮✳ ❇② t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠✱ T ✐s
♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ T ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❈♣❝❴❋✐♥✐t❡❴❙❛t❴❚✮✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ❢♦r LPPQ

1 ✿



✹✳✺✳ ❙✉♠♠❛r② ✻✶

❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ✭◆♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ LPPQ
1 ✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ LPPQ

1 ✲❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ✐s
✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ▲PP✶❴◗❴◆♦♥❈♦♠♣❛❝t♥❡ss ✿ ∃ ❚ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✱

✭∀ ❚✬ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❋❖❘✱ ❋✐♥✐t❡ ❴ ❚✬ → ■♥❝❧✉❞❡❞ ❴ ❚✬ ❚ → ❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡ ❚✬✮ ∧
¬ ❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡ ❚✳

✹✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ LPPQ
1 ✲ ❛ r❛t✐♦♥❛❧❧②✲✈❛❧✉❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠ ❢♦r
LPPQ

1 ✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❈♦q t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LPPQ
1 ✕ s♦✉♥❞♥❡ss✱

str♦♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ LPCP ❛♥❞ LPPQ
2 ✱ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ LPPQ

1 ❛♥❞ LPPQ
2

❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ s②♥t❛①✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ LPPQ
1 ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❧❡❣❛♥t

❛♥❞ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LPPQ
1 ✐♥ ❈♦q r❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥

✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡♥✲❛♥❞✲♣❛♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❜r♦✉❣❤t t♦ ❧✐❣❤t t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛❜✐❧✐t②✳
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Pr❡❞✐❝❛t❡s





❈❤❛♣t❡r ✺

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ LFP

❈♦♥t❡♥ts

✺✳✶ ❆ ❇r✐❡❢ ❉❡t♦✉r ✐♥t♦ P❤✐❧♦s♦♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✸ ❙②♥♦♣s✐s ♦❢ t❤❡ ❯♣❝♦♠✐♥❣ ❈❤❛♣t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

❚❤❡ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ LF✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❍❛r♣❡r ✶✾✾✸❪✱ ✐s ❛ t②♣✐♥❣ s②st❡♠ ❢❡❛✲
t✉r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✳ ■t ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❛✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❧♦❣✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦♦❢✲❝❤❡❝❦✐♥❣✴♣r♦♦❢✲❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ LF ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❧♦❝❦❡❞
t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡ ⋄✲♠♦❞❛❧✐t② ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡
LP
N,σ[ρ]✱ ✇❤❡r❡ P ✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦♥ t②♣❡❞ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞

♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ LFP ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✐♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❧♦❝❦❡❞

t②♣❡s ✉s✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t② r✉❧❡s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧♦❝❦ ❝♦♥str✉❝t♦r ❢♦r
❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts LP

N,σ[M ] ♦❢ t②♣❡ LP
N,σ[ρ]✱ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (O·Lock)✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✱

❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❧♦❝❦ ❞❡str✉❝t♦r✱ UP
N,σ[M ]✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ (O·Unlock) ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝
♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧② ❡①t❡r♥❛❧❧②✱ ♦♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦rr❡❝t✱ ✐✳❡✳ ❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ ❥✉❞❣❡♠❡♥t✳

Γ ⊢Σ M : ρ Γ ⊢Σ N : σ

Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : LP

N,σ[ρ]
(O·Lock)

Γ ⊢Σ M : LP
N,σ[ρ] Γ ⊢Σ N : σ P(Γ ⊢Σ N : σ)

Γ ⊢Σ UP
N,σ[M ] : ρ

(O·Unlock)

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② r✉❧❡ ❢♦r ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ❧♦❝❦✲
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭L✲r❡❞✉❝t✐♦♥✮✱ UP

N,σ[L
P
N,σ[M ]] →L M ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❦✱ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❧♦❝❦✳ ❚❤❡ L✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳
LFP ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✈❡r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❧✐♠✐t❡❞✶ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s P✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥

❞❡r✐✈❛❜❧❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢Σ N : σ✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ LFP ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐s ♥♦t
s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡✐r tr✉t❤ ✐s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✈✐❛ ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❀ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ t❤✐s ❡①t❡r♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❝❛❧❧✳ ❚❤✉s✱ LFP ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✏♠♦❞✉❧❡s✑ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✈✐❛ L✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ Pr❛❣♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❧♦❝❦❡❞
t②♣❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t♦r✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜② ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ {❝❤❡❝❦✐♥❣✱
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥} ♦❢ s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r♦♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ♦r t♦♦❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢
t❡r♠s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❜✉t ❥✉st r❡❝♦r❞ t❤❛t

✶❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♥❡❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s♦ t❤❛t ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ LFP ❤♦❧❞s✱ ❝❢✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ LFP

❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ {❤❛s t♦ ❜❡ ✭❧♦❝❦✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✭✉♥❧♦❝❦✮} ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱
✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ t②♣❡ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t❡r t♦♦❧s✱ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✵✷❪✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r② ♦❢ LFP ✳ ❙tr♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛r❡
♣r♦✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❋♦r s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡
t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ ✐✳❡✳ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛♥❞
βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ LFP ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❲❡
❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ LFP ✱ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❬❲❛t❦✐♥s ✷✵✵✷✱ ❍❛r♣❡r ✷✵✵✼❪✱ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ βη✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢s ♦❢
❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥ LFP t❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♠♦♦t❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ s✐❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡s✱ ❝❢✳
❬❆✈r♦♥ ✶✾✾✽✱ ❈r❛r② ✷✵✶✵❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡♥❝♦❞❡ s✉❜✲str✉❝t✉r❛❧ ❧♦❣✐❝s✱ ♥❛♠❡❧② ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ▲✐♥✲
❡❛r ▲♦❣✐❝✱ ❝❢✳ ❬P♦❧❛❦♦✇ ✶✾✾✾✱ ❈r❛r② ✷✵✶✵❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ LFP ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② s✉♣♣♦rt
♣r♦❣r❛♠ ❝♦rr❡❝t♥❡ss s②st❡♠s ❛♥❞ ❍♦❛r❡✲❧✐❦❡ ❧♦❣✐❝s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ ♦t❤❡r s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ LFP ✈✐❛ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳

❆s ❢❛r ❛s ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ LFP ✐s ❛ st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ♦❢
s❤❛❧❧♦✇ ✈s ❞❡❡♣ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ✇✐t❤ ♦✉r ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❜❡✐♥❣ s❤❛❧❧♦✇ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❜② ❈❤✉r❝❤✬s
t❤❡s✐s✱ ❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ LFP ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ✈❡r② ❞❡❡♣ ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣s✱ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ LF✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st❛t❡ ✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ❞❡❡♣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP ✳

LFP ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♥❡❛t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧✲❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥ts
❢r♦♠✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥
♥❡❡❞❧❡ss❧② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❜✉t ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱ ♦r✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♠❡❛♥s ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

✺✳✶ ❆ ❇r✐❡❢ ❉❡t♦✉r ✐♥t♦ P❤✐❧♦s♦♣❤②

❙✐♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝✴❞❡❞✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱
♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❞❡❜❛t✐♥❣ ♦✈❡r ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❡ss❡♥✲
t✐❛❧❧② ❛♥❛❧②t✐❝ ♦r s②♥t❤❡t✐❝❄ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s✉♠❡ t♦ ❣✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ✐ss✉❡✱ ✇❡ ❞♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣✐❝s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛st
❛❣❛✐♥st t❤❛t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✛❡r s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛❧❜❡✐t ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡r♥ r❡❛❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✈s✳ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡✱ ✐♥ ♦✉r ✈✐❡✇✱ t❤♦s❡ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛①✐♦♠s ✈s✳ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r✉❧❡s✱ ♣r♦♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣
✈s✳ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ ✐♥❤❛❜✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ✈s✳ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t②♣❡s✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦✐♥❣ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❛❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ LFP ✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠❡❛♥s ♦❢
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❥✉❞❣❡♠❡♥ts✳ ■♥ st❛♥❞❛r❞ LF✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ✇❛②s ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤✐s
❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ t②♣❡s t♦ ❜❡ ✐♥❤❛❜✐t❡❞ ♦r ♣♦st✉❧❛t✐♥❣ t❤❛t t②♣❡s ❛r❡ ✐♥❤❛❜✐t❡❞
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❧♦❝❦❡❞✴✉♥❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ♦❢ LFP ♦♣❡♥ t❤❡ ❞♦♦r t♦ ❛♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞
t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ t♦♦❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ t♦♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♦r ❡✈❡♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✈✐s✉❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥❝✐❡♥t t✐♠❡s ❢♦r ❣✐✈✐♥❣
t❤❡ ✜rst ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P②t❤❛❣♦r❛s✬ t❤❡♦r❡♠✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ LFP ✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠❛❧ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣✉r❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✈✐♥❞✐❝❛t❡s
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✏♣r♦♦❢ ❝✉❧t✉r❡s✑ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♣r❛❣♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❲❡st❡r♥ tr❛❞✐t✐♦♥✳



✺✳✶✳ ❆ ❇r✐❡❢ ❉❡t♦✉r ✐♥t♦ P❤✐❧♦s♦♣❤② ✻✼

❖♥❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❛✐s❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ LFP ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s✿ ✏❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t r✐❣♦r♦✉s ❡♥♦✉❣❤✦ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛✐♥s ♦❢ r✐❣♦r♦✉s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦♦❢
❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥s✦✑✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s
♣♦✐♥t ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ tr✉❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ❞♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❛ ♠②t❤✱ ❛s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡
❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✵✷✱ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✶✾✻✽❪ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✳ ■t ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ r❡q✉❡st
t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❤❡❝❦❡r ❜❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❜② ❤❛♥❞✳ ❆❧t❡r♥❛t❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝❡rt❛✐♥❧② ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② ✐t ✐♥ ❛ str✐❝t s❡♥s❡✳ ❇✉t ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐❢ ♣r♦♣❡r❧② r❡❝♦r❞❡❞✱
❛r❡ ♥♦t ✉s❡❧❡ss ❛♥❞ ❝♦♠❡ ❛t ❛ s♦♠❡✇❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ r✐❣♦r♦✉s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞
❜❧❛t❛♥t ❛①✐♦♠s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❡①♣❡❞✐t❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré✬s Pr✐♥❝✐♣❧❡
❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✵✷❪✱ ♦r ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞✉❧♦ ❬❉♦✇❡❦ ✷✵✵✸❪✱ ♦r ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠♦r❡ ♣❡rs♣✐❝✉♦✉s ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❛s ❙❝❤♦♣❡♥❤❛✉❡r ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❬❙❤♦♣❡♥❤❛✉❡r ✷✵✵✽❪✳ ❖♥ ❛ ❧✐❣❤t❡r ♥♦t❡✱ ❥✉st
r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❛♥❡❝❞♦t❡ ♦❢ ❛ ❢❛♠♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❧❡❝t✉r✐♥❣ ❛t ❛ s❡♠✐♥❛r✱ ✇❤♦✱ ❤❛❧❢✇❛② t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♣r♦♦❢✱ s❛✐❞✿ ✏❆♥❞ t❤✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s✦✑ ❏✉st t♦ s❛② ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ❧❛t❡r✿ ✏❇✉t ✐s ✐t r❡❛❧❧② tr✐✈✐❛❧
❤❡r❡❄ ❍♠♠. . .✑✳ ❆♥❞ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t t❡♥ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ s✐❧❡♥❝❡ tr✐✉♠♣❤❛♥t❧② ❡①❝❧❛✐♠❡❞✿ ✏❨❡s✱ ✐t ✐s
✐♥❞❡❡❞ tr✐✈✐❛❧✦✑✳ ❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ s✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡❄ ❙❤♦✉❧❞ ✇❡ ❥✉st r✉❧❡ ✐t ♦✉t❄

❆♥❡❝❞♦t❡ ❛s✐❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❛r ❞❡❡♣❡r r❡❛s♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❛t ❡❛s✐❧②✱ ❛♥❞ t❤✐s ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✳
❈♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❛rr②✐♥❣
♦✉t ✐ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ✐t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t 11 ∗22 ∗33 = 108✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞
♥❡❡❞ t♦ r❡✐❢② t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❛r❦✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✵✷❪ ♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬❈❤❧✐♣❛❧❛ ✷✵✶✸❪✱ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦♥❝❡ ❛♥❞
❢♦r ❛❧❧✮✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ♣r♦♦❢ t❡r♠s s♠❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ✏s❝❤❡♠❛t✐❝✑✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝r❡❛t❡s r♦♦♠ ❢♦r ✏♣❧✉❣❣✐♥❣✲✐♥✑ ❛♥② ✈❡r✐✜❡r✱
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✐ts s♦✉♥❞♥❡ss ✐♥t❡r♥❛❧❧②✳

❇✉t ✇❤❛t ❝❛♥ tr✉❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡✱ ✐✳❡✳ t❤❛t
✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦✉r ✐♥t❡♥❞❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❄ ❊♥t❡r t❤❡ ▼ü♥❝❤❤❛✉s❡♥ ❚r✐❧❡♠♠❛
✐♥ ❛❧❧ ✐ts ❣❧♦r②✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❡✿

• ■♥✜♥✐t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ♣r♦♦❢s r❡q✉✐r✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦
❣♦ ❡✈❡r ❢✉rt❤❡r ❜❛❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s♥✬t ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜② ✐ts ✈❡r② ♥❛t✉r❡ ❞♦❡s
♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳ ❏✉st ❛s❦ ❆❝❤✐❧❧❡s ❤♦✇ ❤✐s ❞✐❛❧♦❣✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❚♦rt♦✐s❡ ✇❡♥t✱ ✐❢
❤❡ ❡✈❡r ❣❡ts ♦✉t ♦❢ ✐t✱ t❤❛t ✐s ❬❈❛rr♦❧❧ ✶✽✾✺❪✳ ❖❦✱ ❤♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡♥✳✳✳

• ❆ ▲♦❣✐❝❛❧ ❈✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦✉♥❞✱
❢❛❧❧s ❜❛❝❦ ♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳
❍♠♠♠✳✳✳ t❤✐s ❢❡❡❧s ❧✐❦❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣ r❡❛❞② t♦ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✳ ❖❦ t❤❡♥✱ ✇❡
r❡❛❧❧② ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦✳✳✳

• ✏❏✉st ❞♦ ✐t✑✳ ❇r❡❛❦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♣r♦❝❧❛✐♠ ✇❤❛t t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡✳
❊♥t❡r ❛①✐♦♠s✳ ❚❤✐s ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏s✉✣❝✐❡♥t r❡❛s♦♥✑✱
✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ✈❛r② ❢r♦♠ ♣❡rs♦♥ t♦ ♣❡rs♦♥✳ ❲❤❡r❡ ❞♦ ✇❡ st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t
s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠✉st ❤♦❧❞❄

❚❤❡ ♠♦r❛❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❢♦r♠❛❧ st❛t❡♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣s✱ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✱ ❞♦ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣s ❛♥❞ ♣r❛❣♠❛t✐❝
✉s❛❣❡s ❝❛♥♥♦t ❡✈❡r ❜❡ ❞♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥t❡r♥❛❧❧② t♦ ❛♥② s②st❡♠✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡s♦rt
t♦ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♦✉ts✐❞❡ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆♥❞ ❛♥② s✉❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t
❝❛♥✱ ❛t ❜❡st✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✉r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱ ♦♥❡ ✐s ❧❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❣r❡ss✳ ❋✉❧❧②



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ LFP

✐♥t❡r♥❛❧✐③❡❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜✉t ❡✈❡♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❛❦❡s ✉s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦ ✏❥✉st ❞♦ ✐t✑✳

❖♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥t✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ LF ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❲❤❛t ✐s ❛ ▲♦❣✐❝❄✑
✇❛s✿ ✏❆ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥ LF✑✳ ■♥ LFP ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❛♥s✇❡r✱ ♥❛♠❡❧② ✏❆ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥
LFP ✑✱ s✐♥❝❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦✛ t❤❡ t②♣❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
❇✉t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤✐s ✈❡r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ ❛♥s✇❡r ❛ ❢❛r ♠♦r❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿

✏❲❤❛t ✐s ❛ Pr♦♦❢ ❈✉❧t✉r❡❄✑✳

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ ❬❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✶✸❜✱ ❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✶✸❛❪✱ ❛♥❞ ❝♦♥✲
t✐♥✉❡s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ❬❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✼✱ ❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✽❛❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ LF✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✐s t❤❛t ♦❢ st✉❝❦✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ❛♥❞ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠
r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❜② ❈✐rst❡❛✲❑✐r❝❤♥❡r✲▲✐q✉♦r✐ ❬❈✐rst❡❛ ✷✵✵✶❪✱ ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ P✉r❡ ❚②♣❡ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ P❛tt❡r♥s ❬❇❛rt❤❡ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤✐s t②♣✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r
t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❛❜❧❡ t❡r♠s✱ ❛s ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✼❪✳ ■♥
❬❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✼✱ ❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✽❛❪ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ t②♣❡ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ❛♥❞ ✇❡
❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✜r❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❤♦❧❞s ♦♥ ❛ t❡r♠ ♦r
❥✉❞❣❡♠❡♥t✳ ■♥ LFP ✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t②
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❙t❛♥❞❛r❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❧♦❝❦ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛s ♥❡✇ t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs
r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Π✬s ❛♥❞ λ✬s ❛❧❧♦✇s LFP t♦ ❜❡ ❛ ♠❡r❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞
LF✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❛♥❞ s✉❜s✉♠❡s✱ ✐♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t ✇❛②✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛♥❞
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠s ♦❢ ❬❈✐rst❡❛ ✷✵✵✶✱ ❇❛rt❤❡ ✷✵✵✸✱
❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✼✱ ❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✽❛❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❙②st❡♠s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✵✷❪✱ ♦r ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞✉❧♦
❬❉♦✇❡❦ ✷✵✵✸❪✱ ✇❤❡r❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥
LFP ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❜str❛❝t❧② s✉❜s✉♠❡ t❤❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇❧❛♥q✉✐ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞✲
❞r❡ss❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✿ ❤♦✇ t♦ ♦✉ts♦✉r❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r② ✐♥ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡❞ ✇❛② ✈✐❛ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡✳ ❖♥❡
♦t❤❡r s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❣♦❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ LFP ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈♦✉s✐♥❡❛✉ ✷✵✵✼❪✱
✇❤❡r❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♥❛♠❡❞ λΠ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❋ ✇✐t❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❡♠♣♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✏tr❛❞✐t✐♦♥❛❧✑
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ ▲❋ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≡β ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ≡βR✱ ✇❤❡r❡ R ❞❡♥♦t❡s t❤❡
s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♥❝♦❞❡ ❛❧❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ P✉r❡ ❚②♣❡ ❙②st❡♠s ✭P❚❙✮ ✐♥t♦ t❤❡ λΠ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡✐r
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ λΠ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦
❛♥❞ LFP ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡s ❛ s✐♠♣❧❡r ♠❡t❛t❤❡♦r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭❛t ❧❡❛st ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞
✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✴✉♥❧♦❝❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ✐s
t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ LF✱ ❜✉t ♦♥❧② ❡①t❡♥❞ ✐t✳

■♥ ❬❱✐r❣❛ ✶✾✾✾❪✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▲❋ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱
♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦♦r t♦ ♥❡✇ ✇❛②s ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t②♣❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆s ❛ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥❝❡✱ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❡r ❢♦r♠
✭♥❛♠❡❧②✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦♥ t②♣❡s✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt



✺✳✸✳ ❙②♥♦♣s✐s ♦❢ t❤❡ ❯♣❝♦♠✐♥❣ ❈❤❛♣t❡rs✳ ✻✾

♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❚❡r♠ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭❍❚❘❙✮ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❍❚❘❙ ♠✉st ❛❞❤❡r❡ t♦ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ▲❋✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ t♦ ✉s❡ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ t♦
r❡✇r✐t❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r r✉❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♠✉st ♣r❡s❡r✈❡ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞♥❡ss ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❋✱ ✐s t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s ❡♠❡r❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❡♠✲
❜♦❞②✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s s❡r✈❡❞ ❛s ❛ st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡
t♦ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❚✇❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❞♦♠❛✐♥s
❬P❢❡♥♥✐♥❣ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤❡s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② ❢♦r ✉s❡rs t♦ ✇♦r❦ ❡❛s✐❧② ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝ts ✭s✉❝❤ ❛s
r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✮✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❚✇❡❧❢ ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡ q✉✐t❡ ❧❡♥❣t❤②
♦r ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❜❡❛r✐♥❣ ♦♥ ♣r♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ■♥ ❬P❢❡♥♥✐♥❣ ✶✾✾✸❪✱ t✇♦
t❡r♠s ✐♥❤❛❜✐t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥t t②♣❡ ❛r❡ s❡t t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
♣r♦♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ❣r❡❛t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ✇♦r❦ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r✉❧❡s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t t❡r♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥
t❤❡ s②st❡♠ ❛♥②✇❛②✳ ❲✐t❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♠♦✈❡ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r✱ ❛♥❞ ❞♦ ❛✇❛② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇✐t❤
✐rr❡❧❡✈❛♥t t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r♦♦❢
✈❡r✐✜❡r✳ ❲❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡✱ t❤❛t ♦♥❡ s✉❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱
♣♦ss✐❜❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛r✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠❛②✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦r♠❛❧ LF ❝❛♥♥♦t✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
✐♥s♣❡❝t t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ❬P✐❡♥t❦❛ ✷✵✵✽✱ P✐❡♥t❦❛ ✷✵✶✵❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥
t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❧❛②❡r❡❞ ✉♣♦♥ LF✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ LFP ✐t ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬▲✐❝❛t❛ ✷✵✵✾❪✱ ❜✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡rs ♣r❡❝✐s❡❧②✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ ▲❋ ✐s t❤❡ ❉❡❧♣❤✐♥ s②st❡♠
❬P♦s✇♦❧s❦② ✷✵✵✾❪✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡✱
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✱ ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞❛t❛t②♣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ✇❡❧❧✱
t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❛❝❧❡✳

LF ✇✐t❤ ❙✐❞❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭▲❋❙❈✮✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❙t✉♠♣ ✷✵✵✾❪✱ ✐s ♠♦r❡ r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✏✐t ❡①t❡♥❞s LF t♦ ❛❧❧♦✇ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ✜rst✲♦r❞❡r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✑✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛✐♠s ❛t ❢❛❝t♦r✐♥❣ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢
✭❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✮ s✐❞❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢✳ ❙✉❝❤ ❛ t❛s❦ ✐s ❞❡❧❡❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ t②♣❡
❝❤❡❝❦❡r✱ ✇❤✐❝❤ r✉♥s t❤❡ ❝♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❞❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t ✐t ②✐❡❧❞s t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❢♦r s♦❧✈❡rs
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ▼♦❞✉❧♦ ❚❤❡♦r✐❡s ✭❙▼❚✮✳

✺✳✸ ❙②♥♦♣s✐s ♦❢ t❤❡ ❯♣❝♦♠✐♥❣ ❈❤❛♣t❡rs✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ LFP ✱ ✐ts t②♣✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ LFP ✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ LFP ✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ LFP ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥t♦
LFP t❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s ✐♥ ❍✐❧❜❡rt ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡✱ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❍♦❛r❡ ▲♦❣✐❝✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧
❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ LFP ✳





❈❤❛♣t❡r ✻

❚❤❡ LFP ❙②st❡♠

❈♦♥t❡♥ts

✻✳✶ ❚❤❡ LFP ❚②♣❡ ❙②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻✳✷ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❊q✉❛❧✐t② ✐♥ LFP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻✳✸ ❙❡✈❡r❛❧ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ LFP ❚②♣✐♥❣ ❙②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✹ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ LFP s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜✈❡ s②♥t❛❝t✐❝
❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❝♦♥t❡①ts✱ ❦✐♥❞s✱ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦r t②♣❡s✱ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ♣s❡✉❞♦✲s②♥t❛① ✐s✱
❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❛t ♦❢ LF ✭❝❢✳ ❬❍❛r♣❡r ✶✾✾✸❪✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❦ ❝♦♥str✉❝t♦r ✭LP

N,σ[−]✮ ♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❦ ❞❡✲
str✉❝t♦r ✭UP

N,σ[−]✮ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✐s✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t②♣❡s ♦r ❦✐♥❞s ❛ss✐❣♥❡❞✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ❝♦♥st❛♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❧♦❝❦ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ ✉♥❛r② ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡❞✐✲
❝❛t❡ P✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ t②♣❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢Σ N : σ✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ LFP
s②st❡♠ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❡①t❡r✲
♥❛❧ ❜② ♥❛t✉r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✭♠♦r❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❜✉t
✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t ✐t s♦ ❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

◆♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛✲
t✐♦♥✿ M,N, . . . ∈ O ❞❡♥♦t❡ ♦❜❥❡❝ts✱ c, d, . . . ❞❡♥♦t❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥st❛♥ts✱ x, y, z, . . . ❞❡♥♦t❡ ♦❜❥❡❝t
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ σ, τ, ρ, . . . ∈ F ❞❡♥♦t❡ t②♣❡s✱ a, b, . . . ❞❡♥♦t❡ ❝♦♥st❛♥t t②♣❡s✱ K ∈ K ❞❡♥♦t❡s ❦✐♥❞s✱
Γ ∈ C ❞❡♥♦t❡s ❝♦♥t❡①ts✱ Σ ∈ S ❞❡♥♦t❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ P ❞❡♥♦t❡s ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ L
❛s t❤❡ ❧♦❝❦ s②♠❜♦❧✱ ❛♥❞ t♦ U ❛s t❤❡ ✉♥❧♦❝❦ s②♠❜♦❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ T t♦ ❞❡♥♦t❡ ❛♥② t❡r♠ ♦❢
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭❦✐♥❞✱ ❢❛♠✐❧②✱ ♦r ♦❜❥❡❝t✮✱ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❛t❡❣♦r② t♦ ✇❤✐❝❤ T
❝❛♥ ❜❡❧♦♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ, x:σ✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
x ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ❢r❡❡ ✐♥ Γ ♦r ✐♥ σ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✬s

Σ ∈ S Σ ::= ∅ | Σ, a:K | Σ, c:σ ❙✐❣♥❛t✉r❡s

Γ ∈ C Γ ::= ∅ | Γ, x:σ ❈♦♥t❡①ts

K ∈ K K ::= Type | Πx:σ.K ❑✐♥❞s

σ, τ, ρ ∈ F σ ::= a | Πx:σ.τ | σN | LP
N,σ[ρ] ❋❛♠✐❧✐❡s ✭❚②♣❡s✮

M,N ∈ O M ::= c | x | λx:σ.M |M N | LP
N,σ[M ] | UP

N,σ[M ] ❖❜❥❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲s②♥t❛① ♦❢ LFP



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ LFP ❙②st❡♠

✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥❞❡①❡❞✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛
t❡r♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞ ❞❡str✉❝t♦rs✳
❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Dom(Σ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Dom(∅) = ∅

Dom(Σ, a:K) = Dom(Σ) ∪ {a}

Dom(Σ, c:σ) = Dom(Σ) ∪ {c}

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t❡①t Dom(Γ) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Dom(∅) = ∅

Dom(Γ, x:σ) = Dom(Γ) ∪ {x}

t❤❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛ t❡r♠ Fv(T ) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Fv(Type) = Fv(a) = Fv(c) = ∅

Fv(x) = {x}

Fv(Πx:σ.T ) = (Fv(σ) ∪ Fv(T ))\{x}

Fv(λx:σ.T ) = (Fv(σ) ∪ Fv(T ))\{x}

Fv(T N) = Fv(T ) ∪ Fv(N)

Fv(LP
N,σ[T ]) = Fv(N) ∪ Fv(σ) ∪ Fv(T )

Fv(UP
N,σ[T ]) = Fv(N) ∪ Fv(σ) ∪ Fv(T )

t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛ t❡r♠ Bv(T ) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Bv(Type) = Bv(a) = Bv(c) = Bv(x) = ∅

Bv(Πx:σ.T ) = Bv(σ) ∪ Bv(T ) ∪ {x}

Bv(λx:σ.T ) = Bv(σ) ∪ Bv(T ) ∪ {x}

Bv(T N) = Bv(T ) ∪ Bv(N)

Bv(LP
N,σ[T ]) = Bv(N) ∪ Bv(σ) ∪ Bv(T )

Bv(UP
N,σ[T ]) = Bv(N) ∪ Bv(σ) ∪ Bv(T )

❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❤❡r❡✱ ✇❡ r❡✐t❡r❛t❡ t❤❛t x 6= y✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡
✇♦r❦✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✬s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✿

Type[M/x] = Type

a[M/x] = a

c[M/x] = c

x[M/x] = M

(Πy:σ.T )[M/x] = Πy:σ[M/x].T [M/x]

(λy:σ.T )[M/x] = λy:σ[M/x].T [M/x]

(T N)[M/x] = T [M/x]N [M/x]

(LP
N,σ[T ])[M/x] = LP

N [M/x],σ[M/x][T [M/x]]

(UP
N,σ[T ])[M/x] = UP

N [M/x],σ[M/x][T [M/x]]



✻✳✶✳ ❚❤❡ LFP ❚②♣❡ ❙②st❡♠ ✼✸

✻✳✶ ❚❤❡ LFP ❚②♣❡ ❙②st❡♠

❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r LFP ✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✱ ♣r♦✈❡s ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✿

Σ sig Σ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ s✐❣♥❛t✉r❡
⊢Σ Γ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ Σ

Γ ⊢Σ K K ✐s ❛ ❦✐♥❞ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ
Γ ⊢Σ σ : K σ ❤❛s ❦✐♥❞ K ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ
Γ ⊢Σ M : σ M ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ

❙✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❈♦♥t❡①ts✱ ❑✐♥❞s✳ ❙✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❝♦♥t❡①ts✱ ❛♥❞ ❦✐♥❞s ♦❢ LFP ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
✉s✉❛❧ ♠❛♥♥❡r✿

∅ sig (S·Empty) ❆♥ ❡♠♣t② s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ s✐❣♥❛t✉r❡✳

Σ sig ⊢Σ K a 6∈ Dom(Σ)

Σ, a:K sig
(S·C·Fam)

❆ ✈❛❧✐❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
❢r❡s❤ ❢❛♠✐❧② a✱ ✇❤♦s❡ ❦✐♥❞ K ✐s ❛ ❦✐♥❞ ✐♥ t❤❡
❡♠♣t② ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳

Σ sig ⊢Σ σ:Type c 6∈ Dom(Σ)

Σ, c:σ sig
(S·C·Obj)

❆ ✈❛❧✐❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
❢r❡s❤ ♦❜❥❡❝t c✱ ✇❤♦s❡ t②♣❡ σ ❤❛s ❦✐♥❞ Type ✐♥
t❤❡ ❡♠♣t② ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳

Σ sig

⊢Σ ∅
(C·Empty)

❆♥ ❡♠♣t② ❝♦♥t❡①t ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❛♥② ✈❛❧✐❞
s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳

⊢Σ Γ Γ ⊢Σ σ:Type x 6∈ Dom(Γ)

⊢Σ Γ, x:σ
(C·Var)

❆ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t Γ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❝❛♥ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ✐s
♦❢ ❦✐♥❞ Type ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

⊢Σ Γ

Γ ⊢Σ Type
(K·Type)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥
Type ✐s ❛ ❦✐♥❞ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ, x:σ ⊢Σ K

Γ ⊢Σ Πx:σ.K
(K·Prod)

■❢K ✐s ❛ ❦✐♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ, x:σ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡
Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❞✉❝tΠx:σ.K ✐s ❛ ❦✐♥❞
✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

❋❛♠✐❧✐❡s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦♠✐t t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞
❧✐tt❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ✐t✱ ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ r✉❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s✳

⊢Σ Γ a:K ∈ Σ

Γ ⊢Σ a : K
(F·Const)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥
❛♥② ❢❛♠✐❧② a ♦❢ ❦✐♥❞ K ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Σ ❛❧s♦ ❤❛s
❦✐♥❞ K ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ, x:σ ⊢Σ τ : Type

Γ ⊢Σ Πx:σ.τ : Type
(F·Prod)

■❢ τ ❤❛s ❦✐♥❞ Type ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ, x:σ ❛♥❞ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❞✉❝t Πx:σ.τ ❤❛s
❦✐♥❞ Type ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ LFP ❙②st❡♠

Γ ⊢Σ σ : Πx:τ.K Γ ⊢Σ N : τ

σ N : K[N/x]
(F·App)

■❢ σ ❤❛s ❦✐♥❞ Πx:τ.K ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ N ❤❛s t②♣❡ τ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ N t♦ σ ❤❛s ❦✐♥❞ K✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ x ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r N ✱ ✐♥
Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ ρ : Type Γ ⊢Σ N : σ

Γ ⊢Σ LP
N,σ[ρ] : Type

(F·Lock)

■❢ ρ ❤❛s ❦✐♥❞ K ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡
Σ✱ ❛♥❞ N ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ t②♣❡
❧♦❝❦✐♥❣ ρ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ♦♥ Γ ⊢Σ N : σ ❤❛s
❦✐♥❞ Type ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ σ : K Γ ⊢Σ K
′ K=βLK

′

Γ ⊢Σ σ : K ′
(F·Conv)

■❢ σ ❤❛s ❦✐♥❞ K ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡
Σ✱ ❛♥❞ K ✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ K ′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❦✐♥❞ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ σ ❛❧s♦ ❤❛s ❦✐♥❞ K ′ ✐♥ Γ
❛♥❞ Σ✳

❖❜❥❡❝ts✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t r✉❧❡s✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤♦s❡ ♦❢ LF ✐♥ t❤❡✐r ❡♥t✐r❡t②✱ ❛♥❞ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ r✉❧❡
❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦❡❞ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ r✉❧❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✉♥❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤
❧♦❝❦❡❞ t❡r♠s✳

⊢Σ Γ c:σ ∈ Σ

Γ ⊢Σ c : σ
(O·Const)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱
t❤❡♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t c ♦❢ t②♣❡ σ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Σ
❛❧s♦ ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

⊢Σ Γ x:σ ∈ Γ

Γ ⊢Σ x : σ
(O·Var)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱
t❤❡♥ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♦❢ t②♣❡ σ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
Γ ❛❧s♦ ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ, x:σ ⊢Σ M : τ

Γ ⊢Σ λx:σ.M : Πx:σ.τ
(O·Abs)

■❢ M ❤❛s t②♣❡ τ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ, x:σ ❛♥❞
s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λx:σ.M
❤❛s t②♣❡ Πx:σ.τ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ M : Πx:σ.τ Γ ⊢Σ N : τ

M N : τ [N/x]
(O·App)

■❢ M ❤❛s t②♣❡ Πx:σ.τ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞
s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ N ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱
t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ N t♦ M ❤❛s t②♣❡
τ ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ x ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r N ✱ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ M : ρ Γ ⊢Σ N : σ

Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : LP

N,σ[ρ]
(O·Lock)

■❢ M ❤❛s t②♣❡ ρ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ s✐❣✲
♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ N ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱
t❤❡♥ M ✱ ❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ♦♥
Γ ⊢Σ N : σ ❤❛s t②♣❡ ρ✱ ❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡❞✐❝❛t❡ P ♦♥ Γ ⊢Σ N : σ✱ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

P(Γ ⊢Σ N : σ)
Γ ⊢Σ M : LP

N,σ[ρ]
Γ ⊢Σ N : σ

Γ ⊢Σ UP
N,σ[M ] : ρ

(O·Unlock)

■❢M ❤❛s t②♣❡ ρ✱ ❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P
♦♥ Γ ⊢Σ N :σ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡
Σ✱ N ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ ❛♥❞ P(Γ ⊢Σ

N :σ) ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ M ✱ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ P ♦♥
Γ ⊢Σ N :σ ❤❛s t②♣❡ ρ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ M : σ Γ ⊢Σ σ
′ : Type σ=βLσ

′

Γ ⊢Σ M : σ′
(O·Conv)

■❢ M ❤❛s t②♣❡ σ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ σ ✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ σ′✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❦✐♥❞ Type ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ M
❛❧s♦ ❤❛s t②♣❡ σ′ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳



✻✳✷✳ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❊q✉❛❧✐t② ✐♥ LFP ✼✺

■♥ LFP ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ t❡r♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ s✉❝❤ t❡r♠s✱ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✭s✉❝❤ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ ❧♦❝❦✱
♦r ❛♥ ✉♥❧♦❝❦✮ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Γ ⊢Σ α ❛♥② t②♣✐♥❣
❥✉❞❣❡♠❡♥t✱ ❜❡ ✐t Γ ⊢Σ T : T ′ ♦r Γ ⊢Σ T ✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ❥✉❞❣❡♠❡♥ts✱ T ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❛t ❥✉❞❣❡♠❡♥t✳

✻✳✷ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❊q✉❛❧✐t② ✐♥ LFP

■♥ LFP ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s
❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ L✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✏❧♦❝❦✲r❡❞✉❝t✐♦♥✑✮✳ L✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱
s❡r✈❡s ❛s ❛ ❧♦❝❦✲r❡❧❡❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❡r❛s✐♥❣ t❤❡ U ✲L ♣❛✐r ✐♥ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ UP

N,σ[L
P
N,σ[M ]]✱

t❤✉s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❧❡❛s✐♥❣M ✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥t♦ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② →βL✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP ✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡✲st❡♣ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❚❤❡r❡✱ ♦♥❡
❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ♥❡✇ r✉❧❡ (L·O·Main)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✲ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❦ ❜② ❛♥ ✉♥❧♦❝❦✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉♥❧♦❝❦
❞❡str✉❝t♦r ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❧♦❝❦ ❝♦♥str✉❝t♦r✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ (O·Unlock)
❛♥❞ (O·Lock) t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳
❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t②♣❡s ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✱ ❛s t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❧♦❝❦ ❞❡str✉❝t♦r t♦ ❛ t❡r♠ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❧♦❝❦s ✐ts t②♣❡✱ ❛s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡
(O·Unlock) r✉❧❡✳

(λx:σ.M)N →βL M [N/x] (β·O·Main) ❙t❛♥❞❛r❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥

UP
N,σ[L

P
N,σ[M ]] →βL M (L·O·Main)

❆ ❧♦❝❦ ❞✐ss♦❧✈❡s ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❧♦❝❦✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ▼❛✐♥ ♦♥❡✲st❡♣✲βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ LFP

σ →βL σ
′

Πx:σ.τ →βL Πx:σ′.τ
(F·Π1·βL)

τ →βL τ
′

Πx:σ.τ →βL Πx:σ.τ ′
(F·Π2·βL)

σ →βL σ
′

σN →βL σ
′N

(F·A1·βL)
N →βL N

′

σN →βL σN
′

(F·A2·βL)

N →βL N
′

LP
N,σ[ρ] →βL LP

N ′,σ[ρ]
(F·L1·βL)

σ →βL σ
′

LP
N,σ[ρ] →βL LP

N,σ′ [ρ]
(F·L2·βL)

ρ→βL ρ
′

LP
N,σ[ρ] →βL LP

N,σ[ρ
′]

(F·L3·βL)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ βL✲❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t ❢♦r ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ LFP

❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ♦♥❡✲st❡♣ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❦✐♥❞s ❛♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ →→βL s②♠❜♦❧ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ →βL✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ βL✲❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②✱ ❛s t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❦✐♥❞s✱ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ LFP ❙②st❡♠

T →βL T
′

T=βLT
′

(βL·Eq·Main) T=βLT (βL·Eq·Refl)

T=βLT
′

T ′=βLT
(βL·Eq·Sym) T=βLT

′ T ′=βLT
′′

T=βLT
′′

(βL·Eq·Trans)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ βL✲❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ LFP

✻✳✸ ❙❡✈❡r❛❧ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ LFP ❚②♣✐♥❣ ❙②st❡♠

■♥ t❤❡ LFP t②♣✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♣♣❡❛r ♦♥❧② ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r✉❧❡ (O·Unlock)✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t② ✐s ♥♦t ❝❤❡❝❦❡❞ ❛t r❡❞✉❝t✐♦♥✲t✐♠❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♥❧♦❝❦ ❞❡str✉❝t♦rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r❡❞✐❝❛t❡s ✇❤❡♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ LFP ✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✮✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♦♠✐t t❤❡ ✉♥❧♦❝❦ ❞❡str✉❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❛❧t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ ❞❡❧❡❣❛t❡ t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥st❡❛❞✱
✈✐❛ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢✿

LP
N,σ[ρ] →βL ρ, ✐❢ P(Γ ⊢Σ N : σ) (L·F·Main·Alt),

LP
N,σ[M ] →βL M, ✐❢ P(Γ ⊢Σ N : σ) (L·O·Main·Alt).

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ t②♣❡❞✱ ✉t✐❧✐③✐♥❣
r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : LP

N,σ[ρ] P(Γ ⊢Σ N : σ)

Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] →βL M : LP

N,σ[ρ]

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛s ✐♥ ❬❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✽❜❪✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛ ❧✐tt❧❡ ❡❛s✐❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦
r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜❛❝❦ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❜✉t ✐♥t♦ ❦✐♥❞s ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡✇❤❛t s✉♣❡r✢✉♦✉s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❛❣❡ ❢♦r t❤❡♠ ✐♥ LFP ✳

✻✳✹ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ LFP ✳
◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ L✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❧♦❝❦✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❧♦❝❦✱ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤✐s
♥❡✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❝❧♦s✉r❡✲
✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❡✈❡r❛❧
❝♦♠♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐❞❡❛s ♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦✳



❈❤❛♣t❡r ✼

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP

❈♦♥t❡♥ts
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✼✳✹ ❆ ❲♦r❞ ♦♥ t❤❡ ❊①♣r❡ss✐✈❡ P♦✇❡r ♦❢ LFP ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✼✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP ✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✐s str♦♥❣❧② ♥♦r✲
♠❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LF ✭s❡❡ ❬❍❛r♣❡r ✶✾✾✸❪✮✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ◆❡✇♠❛♥✬s ▲❡♠♠❛
❬◆❡✇♠❛♥ ✶✾✹✷❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s r❡✲
q✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✇❡ t❡r♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❲❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s {Pi}i∈I ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ✐❢
❡❛❝❤ P ✐♥ t❤❡ s❡t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❈❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✿

✶✳ ■❢ Σ ❛♥❞ Ω ❛r❡ ✈❛❧✐❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ Σ ⊆ Ω✱ ❛♥❞ P(Γ ⊢Σ α) ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ P(Γ ⊢Ω α) ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳

✷✳ ■❢ Γ ❛♥❞ ∆ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①ts✱ Γ ⊆ ∆✱ ❛♥❞ P(Γ ⊢Σ α) ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ P(∆ ⊢Σ α) ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳

❈❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✿ ■❢ P(Γ, x:σ′,Γ′ ⊢Σ N : σ) ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ Γ ⊢Σ N ′ : σ′✱ t❤❡♥
P(Γ,Γ′[N ′/x] ⊢Σ N [N ′/x] : σ[N ′/x]) ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳

❈❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥✿

✶✳ ■❢ P(Γ ⊢Σ N : σ) ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ N →βL N
′ ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ P(Γ ⊢Σ N

′ : σ) ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳

✷✳ ■❢ P(Γ ⊢Σ N : σ) ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ σ →βL σ
′ ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ P(Γ ⊢Σ N : σ′) ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳

✼✳✶ ❙tr♦♥❣ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t LFP ✐s str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r
t❤✐s✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LF✱ ❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬❍❛r♣❡r ✶✾✾✸❪✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ −UL : LFP → LF✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s LFP t❡r♠s ✐♥t♦ LF t❡r♠s ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ L ❛♥❞ U
s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❡r♠ T ✇✐t❤
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ LFP t❡r♠ T ✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r T t♦



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP

❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ L✲s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ t♦
❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ −UL : LFP → LF✿

✶✳ Type−UL = Type✳ a−UL = a✳ c−UL = c✳ x−UL = x✳

✷✳ (Πx:σ.T )−UL = Πx:σ−UL.T−UL✳

✸✳ (λx:σ.T )−UL = λx:σ−UL.T−UL✳

✹✳ (T M)−UL = T−ULM−UL✳

✺✳ (LP
N,σ[T ])

−UL = (λxf :σ
−UL.T−UL)N−UL✳

✻✳ (UP
N,σ[T ])

−UL = (λxf :σ
−UL.T−UL)N−UL✳

✇❤❡r❡ xf ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❢r❡❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ T ✳ ■ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♣r❡s❡r✈❡
t❤❡ N ❛♥❞ σ✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ♦❢ t❤❡ L ❛♥❞ U s②♠❜♦❧s✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦
β✲r❡❞✉❝❡ t♦ T ✐♥ ♦♥❡ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ −UL✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢
❧♦❝❦s ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦s ❢r♦♠ ❛♥ LFP t❡r♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞ −UL t♦ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts
♦❢ LFP ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts ♦❢ LF✿

(∅)−UL = ∅

(Σ, a:K)−UL = Σ−UL, a−UL:K−UL

(Σ, c:σ)−UL = Σ−UL, c−UL:σ−UL

(∅)−UL = ∅

(Γ, x:σ)−UL = Γ−UL, x−UL:σ−UL

❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ LFP ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ LF✿

(Σ sig)−UL = Σ−UL sig

(⊢Σ Γ)−UL = ⊢Σ−UL Γ−UL

(Γ ⊢Σ K)−UL = Γ−UL ⊢Σ−UL K−UL

(Γ ⊢Σ σ : K)−UL = Γ−UL ⊢Σ−UL σ
−UL : K−UL

(Γ ⊢Σ M : σ)−UL = Γ−UL ⊢Σ−UL M
−UL : σ−UL

❲✐t❤ −UL ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ →βL ✐♥ LFP ✱ →→β ✐♥ LF✱ ❛♥❞ −UL✮✳

✶✳ ■❢ K →βL K
′ ✐♥ LFP ✱ t❤❡♥ K−UL→→βK

′−UL ✐♥ LF✳

✷✳ ■❢ σ →βL σ
′ ✐♥ LFP ✱ t❤❡♥ σ−UL→→β σ

′−UL ✐♥ LF✳

✸✳ ■❢ M →βL M
′ ✐♥ LFP ✱ t❤❡♥ M−UL→→βM

′−UL ✐♥ LF✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ =βL ✐♥ LFP ✱ =β ✐♥ LF✱ ❛♥❞ −UL✮✳

✶✳ ■❢ K=βLK
′ ✐♥ LFP ✱ t❤❡♥ K−UL=βK

′−UL ✐♥ LF✳

✷✳ ■❢ σ=βLσ
′ ✐♥ LFP ✱ t❤❡♥ σ−UL=βσ

′−UL ✐♥ LF✳

✸✳ ■❢ M=βLM
′ ✐♥ LFP ✱ t❤❡♥ M−UL=βM

′−UL ✐♥ LF✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ −UL ♠❛♣s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ LFP ✐♥t♦ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ LF✳

Pr♦♦❢✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❧❡t LP
N,σ[ρ] →βL LP

N ′,σ[ρ] ❢r♦♠ N →βL N ′✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (F·L1·βL)✳

❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭■❍✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t N−UL→→β N
′−UL✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✇❡

❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✐s (λxf :σ
−UL.ρ−UL)N−UL→→β(λxf :σ

−UL.ρ−UL)N ′−UL✱ ❛♥❞ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ■❍✱ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥t❡①t ❢♦r β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ LF✳

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❧❡t (λx:σ.M)N →βL M [N/x]✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (β·O·Main)✳ ❍❡r❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s (λx:σ−UL.M−UL)N−UL→→βLM

−UL[N−UL/x]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡✲st❡♣ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ LF✳

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❧❡t UP
N,σ[L

P
N,σ[M ]] →βL M ✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (L·O·Main)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❣♦❛❧ (λxf :σ−UL.(λyf :σ
−UL.M)N)N→→βM

−UL✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥
♦♥❡✲st❡♣ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ LF✱ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ xf ❛♥❞ yf ✳

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ t❤❛t K=βLK
′✱ ❢r♦♠ K →βL K

′✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (βL·Eq·Main)✳
❋r♦♠ t❤❡ ■❍ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t K−UL→→βK

′−UL ✐♥ LF✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❛t K−UL=βK

′−UL ✐♥ LF✳

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ LP
N,σ[ρ] : Type✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ ρ : Type ❛♥❞ Γ ⊢Σ N : σ✱

✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (F·Lock)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ■❍✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL ρ−UL : Type✱ ❛♥❞
Γ−UL ⊢Σ−UL N−UL : σ−UL✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s Γ−UL ⊢Σ−UL (λxf :σ

−UL.ρ−UL)N−UL :
Type✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❙✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ LF✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL σ−UL : Type✱
❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t xf /∈ Dom(Γ−UL)✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ LF✱ t❤❛t Γ−UL, xf : σ−UL ⊢Σ−UL ρ−UL : Type✱
❛♥❞✱ ❢r♦♠ t❤❡r❡✱ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL λxf :σ

−UL.ρ−UL : Πxf :σ
−UL.Type✳ ◆♦✇✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ LF✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL (λxf :σ
−UL.ρ−UL)N−UL :

Type[N−UL/xf ]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦✉r ❝❧❛✐♠✱ ❛s✱ s✐♥❝❡ ♥♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ Type✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Type[N−UL/xf ] ≡ Type✳

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ σ : K ′✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ σ : K✱ Γ ⊢Σ K✱ ❛♥❞
K=βLK

′✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (F·Conv)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ■❍s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL σ−UL : K−UL✱
Γ−UL ⊢Σ−UL K ′−UL✱ ❛♥❞ K=βK

′✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ❣♦❛❧✱ Γ−UL ⊢Σ−UL σ−UL :
K ′−UL✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ LF ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❢❛♠✐❧✐❡s✳

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : LP

N,σ[ρ]✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ M : ρ ❛♥❞

Γ ⊢Σ N : σ✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (O·Lock)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ■❍✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL M−UL : ρ−UL

❛♥❞ Γ−UL ⊢Σ−UL N−UL : σ−UL✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s Γ−UL ⊢Σ−UL (λxf :σ
−UL.M−UL)N−UL :

(λyf :σ
−UL.ρ−UL)N−UL✳ ❋✐rst✱ ❛s ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL λxf :σ

−UL.M−UL :
Πxf :σ

−UL.ρ−UL✳ ◆♦✇✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ LF✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t
Γ−UL ⊢Σ−UL (λxf :σ

−UL.M−UL)N−UL : ρ−UL[N−UL/xf ]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧②
❤❛✈❡ ✐s t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL (λxf :σ

−UL.M−UL)N−UL : ρ−UL✱ ❛s✱ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ xf ✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t ρ−UL[N/xf ] ≡ ρ−UL✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t
Γ−UL ⊢Σ−UL (λyf :σ

−UL.ρ−UL)N−UL : Type✳ ◆♦✇✱ ❛s✱ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ yf ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
ρ−UL=β(λyf :σ

−UL.ρ−UL)N−UL✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ LF ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts t♦ ♦❜t❛✐♥
♦✉r ❝❧❛✐♠✳



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP

• ❋♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ UP
N,σ[M ] : ρ✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ M : LP

N,σ[ρ]✱ Γ ⊢Σ N : σ✱

❛♥❞ P(Γ ⊢Σ N : σ)✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (O·Unlock)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ■❍✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL

M−UL : (λxf :σ
−UL.ρ−UL)N−UL ❛♥❞ Γ−UL ⊢Σ−UL N−UL : σ−UL✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡

✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✐s Γ−UL ⊢Σ−UL (λyf :σ
−UL.M−UL)N−UL : ρ−UL✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐✲

♦✉s ✐t❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL ρ−UL : Type ❛♥❞ t❤❛t (λxf :σ−UL.ρ−UL)N−UL=βρ
−UL✱

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ LF ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Γ−UL ⊢Σ−UL M−UL : ρ−UL✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M−UL=β(λyf :σ

−UL.M−UL)N−UL✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❧❛✐♠
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ LF✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ −UL ♠❛♣s ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠s ♦❢
LFP ✐♥t♦ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠s ♦❢ LF✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✭❡✐t❤❡r LF✲ ♦r LFP ✲✮ t❡r♠ T ❛s maxβ(T )✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥
♥♦t✐❝❡ t❤❛t L✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❝r❡❛t❡ ❡♥t✐r❡❧② ♥❡✇ β✲r❡❞❡①❡s✱ ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ✏✉♥❧♦❝❦✑ ♣♦t❡♥t✐❛❧
β✲r❡❞❡①❡s✱ ✐✳❡✳ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ UP

N,σ[L
P
N,σ[λx:τ.M ]]T ✱ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t λx:τ.M T ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

β✲r❡❞❡①✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s r❡s✉❧t✐♥❣ β✲r❡❞❡① ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ (UP
N,σ[L

P
N,σ[λx:τ.M ]]T )−UL✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② LFP ✲t❡r♠ T ✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t maxβ(T ) ≤ maxβ(T
−UL)✳ ❆s LF ✐s str♦♥❣❧②

♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t maxβ(T
−UL) ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r❝✐♥❣ maxβ(T ) ✐♥t♦ ❜❡✐♥❣ ✜♥✐t❡✱

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❖♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② LFP ✲t❡r♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ LFP✲t❡r♠ T ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ✐ts
♠❛①✐♠❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥② LFP ✲t❡r♠ ❤❛s ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② L✲r❡❞❡①❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥② r❡❞✉❝t✐♦♥s
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤r♦✉❣❤ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❜②
❛ ✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♣❡r β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ LFP ✲t❡r♠ T ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
L✲r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s t♦
❜❡ ✜♥✐t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ✜♥✐t❡✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② L✲r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s✉❝❤ ❛ t❡r♠ T ❝❛♥♥♦t ❡①✐st ✐♥
LFP ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❙tr♦♥❣ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✽ ✭❙tr♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LFP✮✳

✶✳ ■❢ Γ ⊢Σ K✱ t❤❡♥ K ✐s βL✲str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✳

✷✳ ✐❢ Γ ⊢Σ σ : K✱ t❤❡♥ σ ✐s βL✲str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✳

✸✳ ✐❢ Γ ⊢Σ M : σ✱ t❤❡♥ M ✐s βL✲str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✳

✼✳✷ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡

❙✐♥❝❡ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜②
◆❡✇♠❛♥✬s ▲❡♠♠❛✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ✏r❛✇ t❡r♠s✑ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✢✉❡♥t✳
❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉t✐♥❡✿

▲❡♠♠❛ ✸✷ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧❡♠♠❛ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✮✳

✶✳ ■❢ N →βL N
′✱ t❤❡♥ M [N/x]→→βLM [N ′/x]✳

✷✳ ■❢ M →βL M
′✱ t❤❡♥ M [N/x]→→βLM

′[N/x]✳



✼✳✷✳ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✽✶

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✿

▲❡♠♠❛ ✸✸ ✭▲♦❝❛❧ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ LFP✮✳ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✿

✶✳ ■❢ K →βL K ′ ❛♥❞ K →βL K ′′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ K ′′′✱ s✉❝❤ t❤❛t K ′→→βLK
′′′ ❛♥❞

K ′′→→βLK
′′✳

✷✳ ■❢ σ →βL σ
′ ❛♥❞ σ →βL σ

′′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ σ′′′✱ s✉❝❤ t❤❛t σ′→→βL σ
′′′ ❛♥❞ σ′′→→βL σ

′′′✳

✸✳ ■❢ M →βL M ′ ❛♥❞ M →βL M ′′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ M ′′′✱ s✉❝❤ t❤❛t M ′→→βLM
′′′ ❛♥❞

M ′′→→βLM
′′′✳

Pr♦♦❢✳ ❇② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s T →βL T ′ ❛♥❞ T →βL T ′′✳ ❆❧❧ t❤❡
❝❛s❡s ❢♦r T ❦✐♥❞ ♦r ❢❛♠✐❧②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r T ♦❜❥❡❝t ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s ❤❡r❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜❛s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✿

✶✳ ▲❡t ✉s ❤❛✈❡✱ ❜② t❤❡ ❜❛s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (β·O·Main)✱ t❤❛t (λx:σ.M)N →βL M [N/x]✳ ▲❡t ✉s
❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t (λx:σ.M)N →βL (λx:σ′.M)N ✱ ❢r♦♠ σ →βL σ

′✱ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧♦s✉r❡✲
✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ♠❡t ❢♦r M ′′′ ≡ M [N/x]✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ →→βL✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t M [N/x]→→βLM [N/x]✱ ❛♥❞ ❛❧s♦✱ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (β·O·Main)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
(λx:σ′.M)N →βL M [N/x]✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❤❛✈✐♥❣ (λx:σ′.M)N→→βLM [N/x]✳

✷✳ ▲❡t ✉s ❤❛✈❡✱ ❜② t❤❡ ❜❛s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (β·O·Main)✱ t❤❛t (λx:σ.M)N →βL M [N/x]✳ ▲❡t
✉s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t (λx:σ.M)N →βL (λx:σ.M ′)N ✱ ❢r♦♠ M →βL M ′✱ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❢♦r M ′′′ ≡ M ′[N/x]✳ ❇② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (β·O·Main)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
(λx:σ.M ′)N →βL M ′[N/x]✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ (λx:σ.M ′)N→→βLM

′[N/x]✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❛t M [N/x]→→βLM

′[N/x] ❢r♦♠ ♣❛rt ✷ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✷✳

✸✳ ▲❡t ✉s ❤❛✈❡✱ ❜② t❤❡ ❜❛s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (β·O·Main))✱ t❤❛t (λx:σ.M)N →βL M [N/x]✳ ▲❡t
✉s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t (λx:σ.M)N →βL (λx:σ.M)N ′✱ ❢r♦♠ N →βL N ′✱ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❢♦r M ′′′ ≡ M [N ′/x]✳ ❇② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (β·O·Main)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
(λx:σ.M)N ′ →βL M [N ′/x]✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ (λx:σ.M)N ′→→βLM

′[N/x]✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❛t M [N/x]→→βLM [N ′/x] ❢r♦♠ ♣❛rt ✶ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✷✳

✹✳ ▲❡t ✉s ❤❛✈❡✱ ❜② t❤❡ ❜❛s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (L·O·Main)✱ t❤❛t UP
N,σ[L

P
N,σ[M ]] →βL M ✱ ❛♥❞ ❧❡t

✉s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t UP
N,σ[L

P
N,σ[M ]] →βL UP

N ′,σ[L
P
N,σ[M ]]✱ ❢r♦♠ N →βL N

′✱ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ♠❡t ❢♦r M ′′′ ≡ M ✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ →→βL✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t M→→βLM ✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s
✉s ✇✐t❤ ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t UP

N ′,σ[L
P
N,σ[M ]]→→βLM ✳ ❚❤✐s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥s✿ ❢r♦♠ N →βL N
′✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t UP
N ′,σ[L

P
N,σ[M ]] →βL

UP
N ′,σ[L

P
N ′,σ[M ]]✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❛t UP

N ′,σ[L
P
N ′,σ[M ]] →βL M ✱ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝✲

t✐♦♥ r✉❧❡ (L·O·Main)✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t UP
N ′,σ[L

P
N,σ[M ]]→→βLM ✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜❝❛s❡s ❛r❡

❤❛♥❞❧❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r❧②✳

❍❛✈✐♥❣ ♣r♦✈❡♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✽✱ ▲❡♠♠❛ ✸✸ ❛♥❞ ◆❡✇♠❛♥✬s ▲❡♠♠❛✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r LFP ✿



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP

❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ LFP✮✳ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✿

✶✳ ■❢K→→βLK
′ ❛♥❞K→→βLK

′′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛K ′′′✱ s✉❝❤ t❤❛tK ′→→βLK
′′′ ❛♥❞K ′′→→βLK

′′′✳

✷✳ ■❢ σ→→βL σ
′ ❛♥❞ σ→→βL σ

′′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ σ′′′✱ s✉❝❤ t❤❛t σ′→→βL σ
′′′ ❛♥❞ σ′′→→βL σ

′′′✳

✸✳ ■❢M→→βLM
′ ❛♥❞M→→βLM

′′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛M ′′′✱ s✉❝❤ t❤❛tM ′→→βLM
′′′ ❛♥❞M ′′→→βLM

′′′✳

✼✳✸ ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭■♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮✳

✶✳ ■❢ Πx:σ.T=βLT
′′✱ t❤❡♥ T ′′ ≡ Πx:σ.′T ′✱ ❢♦r s♦♠❡ σ′✱ T ′✱ s✉❝❤ t❤❛t σ′=βLσ✱ ❛♥❞ T ′=βLT ✳

✷✳ ■❢ LP
N,σ[ρ]=βLθ✱ t❤❡♥ θ ≡ LP

N ′,σ′ [ρ′]✱ ❢♦r s♦♠❡ N ′✱ σ′✱ ❛♥❞ ρ′✱ s✉❝❤ t❤❛t N ′=βLN ✱ σ′=βLσ✱
❛♥❞ ρ′=βLρ✳

✸✳ ■❢ Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : LP

N,σ[ρ]✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ M : ρ✳

✹✳ ■❢ Γ ⊢Σ λx:σ.M : Πx:σ.τ ✱ t❤❡♥ Γ, x:σ ⊢Σ M : τ ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ✐t❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❜② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r βL✲❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲
❝♦♥t❡①t ❢♦r ❦✐♥❞s ❛♥❞ t②♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡♠ ✐s ♣r♦✈❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (F·Lock)✱ ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐t❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣r♦♣❡rt② ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡s✳

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ✭❙✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ♣❛rt ✶✮✳

✶✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ⊢Σ ∅ ❤❛s ❛ s✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Σ sig✳

✷✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Σ, a:K sig ❤❛s s✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ Σ sig ❛♥❞ ⊢Σ K✳

✸✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Σ, f :σ sig ❤❛s s✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ Σ sig ❛♥❞ ⊢Σ σ:Type✳

✹✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ⊢Σ Γ, x:σ ❤❛s s✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ Σ sig✱ ⊢Σ Γ✱ ❛♥❞ Γ ⊢Σ σ:Type✳

✺✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Γ ⊢Σ α ❤❛s s✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ Σ sig ❛♥❞ ⊢Σ Γ✳

✻✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ D ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t Γ ⊢Σ α✱ ❛♥❞ ❛ s✉❜t❡r♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢
t❤✐s ❥✉❞❣❡♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ❤❛✈✐♥❣ t❤✐s s✉❜t❡r♠ ❛s ❛ s✉❜❥❡❝t✳

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢
♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❤♦❧❞s✳
❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ✭❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✮✳ ■❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡✴❝♦♥t❡①t
✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥✿

✶✳ ■❢ Σ ❛♥❞ Ω ❛r❡ ✈❛❧✐❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ Σ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ Ω✱
t❤❡♥ Γ ⊢Σ α ✐♠♣❧✐❡s Γ ⊢Ω α✳

✷✳ ■❢ Γ ❛♥❞ ∆ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①ts ✇✳r✳t✳ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ Γ
❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ∆✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ α ✐♠♣❧✐❡s ∆ ⊢Σ α✳



✼✳✸✳ ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✽✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ✭❙✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ♣❛rt ✷✮✳ ■❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡✴❝♦♥t❡①t ✇❡❛❦✲
❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥✿

✶✳ ■❢ Γ ⊢Σ σ : K✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ K✳

✷✳ ■❢ Γ ⊢Σ M : σ✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ σ : Type✳

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢
♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r ❝✉t✱ ❤♦❧❞s ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ✭❚r❛♥s✐t✐✈✐t②✮✳ ■❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡✴❝♦♥t❡①t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ t❤❡♥✿ ✐❢ Γ, x:σ,Γ′ ⊢Σ α✱ ❛♥❞ Γ ⊢Σ N : σ✱ t❤❡♥ Γ,Γ′[N/x] ⊢Σ

α[N/x]✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t②♣❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡
✉♥❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✿ Γ ⊢Σ M [N/x] : τ =⇒ Γ ⊢Σ (λx:σ.M)N : τ ✱ ❢♦r Γ ⊢Σ N : σ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❯♥✐❝✐t② ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ ❦✐♥❞s✮✳ ■❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡✴❝♦♥t❡①t
✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ t❤❡♥✿

✶✳ ■❢ Γ ⊢Σ σ : K1 ❛♥❞ Γ ⊢Σ σ : K2✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ K1=βLK2.

✷✳ ■❢ Γ ⊢Σ M : σ1 ❛♥❞ Γ ⊢Σ M : σ2✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ σ1=βLσ2.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss
♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t②✱ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✵ ✭❙✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ LFP✮✳ ■❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ t❤❡♥✿

✶✳ ■❢ Γ ⊢Σ K✱ ❛♥❞ K →βL K
′✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ K

′✳

✷✳ ■❢ Γ ⊢Σ σ : K✱ ❛♥❞ σ →βL σ
′✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ σ

′ : K✳

✸✳ ■❢ Γ ⊢Σ M : σ✱ ❛♥❞ M →βL M
′✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ M

′ : σ✳

Pr♦♦❢✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t②♣❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
t②♣❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✉❧❡s (F·Lock)✱ (O·Lock)✱ ❛♥❞ (O·Unlock) ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡♠✐s❡
Γ ⊢Σ σ : Type✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✉❧❡ (O·Unlock) ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥♦t❤❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡♠✐s❡ Γ ⊢Σ LP

N,σ[ρ] : Type✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳

Γ ⊢Σ ρ : Type Γ ⊢Σ N : σ Γ ⊢Σ σ : Type

Γ ⊢Σ LP
N,σ[ρ] : Type

(F·Lock)

Γ ⊢Σ M : ρ Γ ⊢Σ N : σ Γ ⊢Σ σ : Type

Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : LP

N,σ[ρ]
(O·Lock)

Γ ⊢Σ N : σ

Γ ⊢Σ σ : Type

Γ ⊢Σ M : LP
N,σ[ρ]

Γ ⊢Σ LP
N,σ[ρ] : Type P(Γ ⊢Σ N : σ)

Γ ⊢Σ UP
N,σ[M ] : ρ

(O·Unlock)

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ LFP t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Γ ⊢Σ M ❛♥❞ M →βL M
′✳

❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❛s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ (β·O·Main) ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐s ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s
❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ♠♦st❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ λx:σ.M N : τ [N/x]✱ ❜② t❤❡ r✉❧❡ (O·App)✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ λx:σ.M : Πx:σ.τ ✱
❛♥❞ Γ ⊢Σ N : σ✱ ❛♥❞ t❤❛t (λx:σ.M)N →βL M [N/x] ❜② t❤❡ r✉❧❡ (β·O·Main)✳ ❋r♦♠
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t Γ, x:σ ⊢Σ M : τ ✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❞ Γ ⊢Σ N : σ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ Γ ⊢Σ M [N/x] : τ [N/x]✱ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳

✷✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ UP
N,σ[L

P
N,σ[M ]] : ρ✱ ❜② t❤❡ r✉❧❡ (O·Unlock)✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ LP

N,σ[M ] :

LP
N,σ[ρ]✱ Γ ⊢Σ N : σ✱ Γ ⊢Σ σ : Type✱ ❛♥❞ P(Γ ⊢Σ N : σ)✱ ❛♥❞ t❤❛t UP

N,σ[L
P
N,σ[M ]] →βL M

❜② t❤❡ r✉❧❡ (L·O·Main)✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ Γ ⊢Σ M : ρ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞
✐t❡♠ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳

✸✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ UP
N,σ[M ] : ρ✱ ❜② t❤❡ r✉❧❡ (O·Unlock)✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ M : LP

N,σ[ρ]✱ Γ ⊢Σ

LP
N,σ[ρ] : Type✱ Γ ⊢Σ N : σ✱ Γ ⊢Σ σ : Type✱ ❛♥❞ P(Γ ⊢Σ N : σ)✱ ❛♥❞ t❤❛t UP

N,σ[M ] →βL

UP
N,σ′ [M ]✱ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❝❧♦s✉r❡✲✉♥❞❡r✲❝♦♥t❡①t✱ ❢r♦♠ σ →βL σ

′✳ ❋✐rst✱ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ σ′ : Type✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡✱ ❢r♦♠ σ →β : σ

′✱ t❤❛t
σ=βLσ

′✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✉s✐♥❣ Γ ⊢Σ N : σ✱ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ (O·Conv)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Γ ⊢Σ N : σ′✳
◆❡①t✱ s✐♥❝❡ Γ ⊢Σ LP

N,σ[ρ] : Type ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ r✉❧❡
(F ·Lock)✱ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ ρ : Type ❛♥❞ Γ ⊢Σ N : σ✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ Γ ⊢Σ N : σ′✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❛t Γ ⊢Σ LP

N,σ′ [ρ] : Type✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ❣✐✈❡♥ σ=βLσ
′✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t LP

N,σ′ [ρ] →βL LP
N,σ′ [ρ]✱

❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ M : LP
N,σ[ρ]✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ r✉❧❡

(O·Conv) t♦ ♦❜t❛✐♥ Γ ⊢Σ M : LP
N,σ′ [ρ]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r

t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t P(Γ ⊢Σ N : σ′) ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠
r✉❧❡ (O·Unlock) t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ Γ ⊢Σ UP

N,σ′ [M ] : ρ✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡

❛r❡ st❡♣s ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Γ ⊢Σ σ
′ : Type✱ ❛♥❞ Γ ⊢Σ LP

N,σ[ρ] : Type✮✱ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❤❛❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠ ♥♦t ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤✐s t❤❡♦r❡♠✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② t❤❛t Γ ⊢Σ α ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ✐✛ Γ ⊢Σ α ✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ LFP s②st❡♠ ✭✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ s②st❡♠s ❞❡r✐✈❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✮✱
❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ ❙✉❜❥❡❝t
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
LFP s②st❡♠✳

✼✳✹ ❆ ❲♦r❞ ♦♥ t❤❡ ❊①♣r❡ss✐✈❡ P♦✇❡r ♦❢ LFP

❱❛r✐♦✉s ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❛r✐s❡ ❛s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ LFP ✳ ❲❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✿

• LFP ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡❀ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❛s ✉s✉❛❧✳

• ■❢ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❛❜❧❡ ✐♥ LF✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥❤❛❜✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
LF ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳

• ❆❧❧ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ LF✲❞❡✜♥❛❜❧❡ ❜② ❈❤✉r❝❤✬s t❤❡s✐s✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡♥ ♦♥ ❤♦✇ ✏❞❡❡♣✑ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥s✇❡r✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✏❞❡❡♣✑ ❛♥❞ ✏s❤❛❧❧♦✇✑ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✐❧❧
❧❛❝❦✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡ t♦✇❛r❞s s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r②✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ❤❡r❡ ❜❡✐♥❣ ✏s❤❛❧❧♦✇✑ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✈✐❛ ❈❤✉r❝❤✬s
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t❤❡s✐s ❜❡✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✈❡r②✱ ✈❡r② ❞❡❡♣✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❡✳❣✳ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✏M,N
❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦s❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✑✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ LFP ✳

• ❖♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ LF ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢✱ s❛②✱ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s✱
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❆✈r♦♥ ✶✾✾✽✱ ❈r❛r② ✷✵✶✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✾✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❛r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s✐❣♥❛t✉r❡s ❛s ❛ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ❢✉♥❝t♦r ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ LFP ❥✉❞❣❡♠❡♥ts t♦ LF ❥✉❞❣❡♠❡♥ts✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t✱ ❛s ❢❛r ❛s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ LFP ✐s ♠♦r❛❧❧② ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ LF✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♣r❛❣♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♥❡❛t
❢❛❝t♦r✐♥❣✲♦✉t ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ♦t❤❡r✱ ❡✳❣✳ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ ♦r str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ♦❢
♠❛❦✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t✳

• ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣ ✭t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❝❧✉tt❡r❡❞ ❜② ❛✉①✐❧✐❛r② ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♥❡❡❞❡❞ t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s②st❡♠
✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦♦❧ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐ss✉❡ ❛t ❤❛♥❞
✭❡✳❣✳ ❛♥❛❧②t✐❝ t❛❜❧❡❛✉① ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧æ✮✳

✼✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t LFP s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s✿ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳ ❙tr♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❤♦❧❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♥❡❡❞ t♦ ❛❜✐❞❡ ❜② ❝❡rt❛✐♥
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ LFP ✱ t❤❡② ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳





❈❤❛♣t❡r ✽

❚❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ LFP ❋r❛♠❡✇♦r❦

❈♦♥t❡♥ts

✽✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❚②♣❡ ❙②st❡♠ ❢♦r LFC
P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✽✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFC
P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✽✳✸ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ LFP ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② LFCP ✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❬❲❛t❦✐♥s ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❬❍❛r♣❡r ✷✵✵✼❪✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭L✲r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ❜❡s✐❞❡ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❡①t❡♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ η✲r✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ LP

N,σ[U
P
N,σ[M ]] →η M ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❦

t②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦r✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ LFCP s②st❡♠ ❞❡✜♥❡s ✇❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ LFP ❛r❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ LFCP ✐s t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s t❤❡
❜❛s✐s ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳
❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ st❛♥❞❛r❞ LF✱ ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ❛❞♠✐t ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ t❤❡ LFP ❥✉❞❣❡♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ LFCP ✐s ♥♦t
❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❢✉❧❧ η✲❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♦♥❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❛❞❡q✉❛❝② r❡s✉❧ts✳

✽✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❚②♣❡ ❙②st❡♠ ❢♦r LF
C
P

■♥ LFCP ✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳

α ∈ A α ::= a | αN ❆t♦♠✐❝ ❋❛♠✐❧✐❡s

σ, τ, ρ ∈ F σ ::= α | Πx:σ.τ | LP
N,σ[ρ] ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❋❛♠✐❧✐❡s

A ∈ Ao A ::= c | x | AM | UP
N,σ[A] ❆t♦♠✐❝ ❖❜❥❡❝ts

M,N ∈ O M ::= A | λx:σ.M | LP
N,σ[M ] ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖❜❥❡❝ts

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❙②♥t❛① ♦❢ LFCP

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r LFCP ✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts ♦❢ LFP ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✱ ♣r♦✈❡s ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✿

Γ ⊢Σ σ Type σ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ
Γ ⊢Σ α⇒ K K ✐s t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② α ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ
Γ ⊢Σ M ⇐ σ M ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ
Γ ⊢Σ A⇒ σ σ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ t❡r♠ A ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ

❚❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ✐ts❡❧❢ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦
♦♠✐t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❝♦♥t❡①ts✱ ❛♥❞ ❦✐♥❞s✱ s✐♥❝❡ t❤❡②
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ LFCP ❛s t❤❡② ❛r❡ ✐♥ LFP ✳



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❚❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ LFP ❋r❛♠❡✇♦r❦

❆t♦♠✐❝ ❋❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥ t②♣❡s✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤❡r❡❞✐t❛r②
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r✳

⊢Σ Γ a:K ∈ Σ

Γ ⊢Σ a⇒ K
(A·Const)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ ❛♥② ❢❛♠✐❧②
a ♦❢ ❦✐♥❞ K ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Σ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② ✇✐t❤ ❦✐♥❞
K ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ α⇒ Πx:σ.K1

Γ ⊢Σ M ⇐ σ
K1[M/x]Kσ = K

Γ ⊢Σ αM ⇒ K
(A·App)

■❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② α ❤❛s ❦✐♥❞ Πx:τ.K1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ
❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ M ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ σ ✐♥ Γ
❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ M t♦ σ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧②✱
❛♥❞ ❤❛s ❦✐♥❞ K1✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ x ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❤❡r❡❞✐t❛r✐❧② s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r M ✱ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❋❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t❤❡
❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

Γ ⊢Σ α⇒ Type

Γ ⊢Σ α Type
(F·Atom)

■❢ α ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❦✐♥❞ Type ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
Γ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ α ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧②
✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ, x:σ ⊢Σ τ Type

Γ ⊢Σ Πx:σ.τ Type
(F·Prod)

■❢ τ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ, x:σ ❛♥❞
s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❞✉❝t Πx:σ.τ ✐s
❛❧s♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ ρ Type Γ ⊢Σ N ⇐ σ

Γ ⊢Σ LP
N,σ[ρ] Type

(F·Lock)

■❢ ρ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞
s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ N ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ σ
✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ t②♣❡ LP

N,σ[ρ]✱ ❧♦❝❦✐♥❣ ρ ✇✐t❤
❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ♦♥ Γ ⊢Σ N ⇐ σ✱ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❢❛♠✐❧② ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

❆t♦♠✐❝ ❖❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♠♣r✐s❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳

⊢Σ Γ c:σ ∈ Σ

Γ ⊢Σ c⇒ σ
(O·Const)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t c
♦❢ t②♣❡ σ ✐♥ Σ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ t❡r♠ ✇✐t❤ t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

⊢Σ Γ x:σ ∈ Γ

Γ ⊢Σ x⇒ σ
(O·Var)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡
x ♦❢ t②♣❡ σ ✐♥ Γ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ t❡r♠ ✇✐t❤ t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ A⇒ Πx:σ.τ1
Γ ⊢Σ M ⇐ σ
τ1[M/x]Fσ = τ

AM ⇒ τ
(O·App)

■❢ A ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ t❡r♠ ✇✐t❤ t②♣❡ Πx:σ.τ1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ
❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ M ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ σ ✐♥ Γ
❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢M t♦ A ❤❛s t②♣❡ τ1✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ x ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❡r❡❞✐t❛r✐❧② s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r
M ✱ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ A⇒ LP
N,σ[ρ]

Γ ⊢Σ N ⇐ σ
P(Γ ⊢Σ N ⇐ σ)

Γ ⊢Σ UP
N,σ[A] ⇒ ρ

(O·Unlock)

■❢ M ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ ρ✱ ❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡
P ♦♥ Γ ⊢Σ N ⇐ σ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ N ✐s
❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ ❛♥❞ P(Γ ⊢Σ N :σ)
❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ M ✱ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ P ♦♥ Γ ⊢Σ N :σ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝
t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ ρ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳



✽✳✶✳ ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❚②♣❡ ❙②st❡♠ ❢♦r LFCP ✽✾

(a)− = a

(α)− = ρ

(αM)− = ρ

(σ2)
− = ρ2 (σ)− = ρ

(Πx:σ2.σ)
− = ρ2 → ρ

(σ′)− = ρ′

(LP
N,σ[σ

′])− = LP
N,σ[ρ

′]

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❊r❛s✉r❡ t♦ s✐♠♣❧❡ t②♣❡s

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖❜❥❡❝ts✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❧♦❝❦✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳

Γ ⊢Σ A⇒ α

Γ ⊢Σ A⇐ α
(O·Atom)

■❢ Γ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ ❛♥②
❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t c ♦❢ t②♣❡ σ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Σ ✐s ❛❧s♦ ❛
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ, x:σ ⊢Σ M ⇐ τ

Γ ⊢Σ λx:σ.M ⇐ Πx:σ.τ
(O·Abs)

■❢M ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ τ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ, x:σ
❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λx:σ.M ✐s ❛
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ Πx:σ.τ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

Γ ⊢Σ M ⇐ ρ Γ ⊢Σ N ⇐ σ

Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] ⇐ LP

N,σ[ρ]
(O·Lock)

■❢ M ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ ρ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ
❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❛♥❞ N ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡
σ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✱ t❤❡♥ M ✱ ❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P
♦♥ Γ ⊢Σ N ⇐ σ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ t②♣❡ ρ✱ ❧♦❝❦❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ♦♥ Γ ⊢Σ N ⇐ σ✱ ✐♥ Γ ❛♥❞ Σ✳

■♥ LFCP ✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts Γ ⊢Σ M ⇐ σ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♠❛❦❡s
✉s❡✱ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s (A·App) ❛♥❞ (O·App)✱ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐s T [M/x]mρ = T ′✱ ✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ t❡r♠ s✉❜st✐t✉t❡❞✱ x
✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r✱ T ✐s t❤❡ t❡r♠ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥t♦✱ T ′ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱
ρ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡ t②♣❡ ♦❢M ✱ ❛♥❞ m ✐s t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ❦✐♥❞s✱
❛t♦♠✐❝✴❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛t♦♠✐❝✴❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❝♦♥t❡①ts✮✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ t②♣❡ ρ ♦❢ M ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❡r❛s✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t♦ s✐♠♣❧❡ t②♣❡s✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✳

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❑✐♥❞s

Type[M0/x0]
K
ρ0 = Type

(S·K·Type)
σ[M0/x0]

F
ρ0 = σ′ K[M0/x0]

K
ρ0 = K ′

(Πx:σ.K)[M0/x0]
K
ρ0 = Πx:σ.′K ′

(S·K·Pi)

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❆t♦♠✐❝ ❋❛♠✐❧✐❡s

a[M0/x0]
f
ρ0 = a

(S·F·Const)
α[M0/x0]

f
ρ0 = α′ M [M0/x0]

O
ρ0 =M ′

(αM)[M0/x0]
f
ρ0 = α′M ′

(S·F·App)

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❋❛♠✐❧✐❡s

α[M0/x0]
f
ρ0 = α′

α[M0/x0]
F
ρ0 = α′

(S·F·Atom)
σ1[M0/x0]

F
ρ0 = σ′1 σ2[M0/x0]

F
ρ0 = σ′2

(Πx:σ1.σ2)[M0/x0]
F
ρ0 = Πx:σ′1.σ

′
2

(S·F·Pi)

σ1[M0/x0]
F
ρ0 = σ′1 M1[M0/x0]

O
ρ0 =M ′

1 σ2[M0/x0]
F
ρ0 = σ′2

LP
M1,σ1

[σ2][M0/x0]
F
ρ0 = LP

M ′
1
,σ′

1

[σ′2]
(S·F·Lock)

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❍❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❦✐♥❞s ❛♥❞ ❢❛♠✐❧✐❡s



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❚❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ LFP ❋r❛♠❡✇♦r❦

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❆t♦♠✐❝ ❖❜❥❡❝ts

c[M0/x0]
o
ρ0

= c
(S·O·Const)

x0[M0/x0]
o
ρ0

=M0 : ρ0
(S·O·Var·H)

x 6= x0
x[M0/x0]

o
ρ0

= x
(S·O·Var)

A1[M0/x0]
o
ρ0

= λx:ρ2.M
′
1 : ρ2 → ρ M2[M0/x0]

O
ρ0

=M ′
2 M ′

1[M
′
2/x]

O
ρ2

=M ′

(A1M2)[M0/x0]
o
ρ0

=M ′ : ρ
(S·O·App·H)

A1[M0/x0]
o
ρ0

= A′
1 M2[M0/x0]

O
ρ0

=M ′
2

(A1M2)[M0/x0]
o
ρ0

= A′
1M

′
2

(S·O·App)

σ[M0/x0]
F
ρ0

= σ′ M [M0/x0]
O
ρ0

=M ′ A[M0/x0]
o
ρ0

= LP
M ′,σ′ [M1] : L

P
M ′,σ′ [ρ]

UP
M,σ[A][M0/x0]

o
ρ0

=M1 : ρ
(S·O·Unlock·H)

σ[M0/x0]
F
ρ0

= σ′ M [M0/x0]
O
ρ0

=M ′ A[M0/x0]
O
ρ0

= A′

UP
M,σ[A][M0/x0]

o
ρ0

= UP
M ′,σ′ [A′]

(S·O·Unlock)

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❖❜❥❡❝ts

A[M0/x0]
o
ρ0

= A′

A[M0/x0]
O
ρ0

= A′
(S·O·R)

A[M0/x0]
o
ρ0

=M ′ : ρ

A[M0/x0]
O
ρ0

=M ′
(S·O·R·H)

M [M0/x0]
O
ρ0

=M ′

λx:σ.M [M0/x0]
O
ρ0

= λx:σ.M ′
(S·O·Abs)

σ1[M0/x0]
F
ρ0

= σ′
1 M1[M0/x0]

O
ρ0

=M ′
1 M2[M0/x0]

O
ρ0

=M ′
2

LP
M1,σ1

[M2][M0/x0]
O
ρ0

= LP
M ′

1
,σ′

1

[M ′
2]

(S·O·Lock)

❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♥t❡①ts

·[M0/x0]
C
ρ0

= ·
(S·Ctxt·Empty)

x0 6= x x 6∈ Fv(M0) Γ[M0/x0]
C
ρ0

= Γ′ σ[M0/x0]
F
ρ0

= σ′

Γ, x:σ[M0/x0]
C
ρ0

= Γ′, x:σ′
(S·Ctxt·Term)

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❍❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡ (O·Atom) ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r
t♦ α ❜❡✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ❢♦r ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱
t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t x : Πz:a.a ⊢Σ x ⇐ Πz:a.a ✐s ♥♦t ❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ ❛s Πz:a.a ✐s ♥♦t ❛t♦♠✐❝✱ ❤❡♥❝❡
⊢Σ λx:(Πz:a.a).x ⇐ Πx:(Πz:a.a).Πz:a.a ✐s ♥♦t ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ⊢Σ λx:(Πz:a.a).λy:a.xy ⇐
Πx:(Πz:a.a).Πz:a.a✱ ✇❤❡r❡ a ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❦✐♥❞ Type✱ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❢♦r
❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s✱ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t x : LP

N,σ[ρ] ⊢Σ x ⇐ LP
N,σ[ρ] ✐s ♥♦t ❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ LP

N,σ[ρ] ✐s ♥♦t

❛t♦♠✐❝✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ⊢Σ λx:LP
N,σ[ρ].x ⇐ Πx:LP

N,σ[ρ].L
P
N,σ[ρ] ✐s ♥♦t ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

x:LP
N,σ[ρ] ⊢Σ LP

N,σ[U
P
N,σ[x]] ⇐ LP

N,σ[ρ] ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ ✐❢ ρ ✐s ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ❤♦❧❞s

♦♥ Γ ⊢Σ N ⇐ σ✳ ❍❡♥❝❡ ⊢Σ λx:LP
N,σ[ρ].L

P
N,σ[U

P
N,σ[x]] ⇐ Πx:LP

N,σ[ρ].L
P
N,σ[ρ] ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳ ■♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ η✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠s ❜❡t✇❡❡♥ LFP ❛♥❞ LFCP ✳



✽✳✷✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFCP ✾✶

✽✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFCP

❲❡ st❛rt ❜② st✉❞②✐♥❣ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ t✇♦ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❜② ❡✐t❤❡r ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s
❢♦r ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r LFCP ✱ ❛♥❞✴♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t✳ ❆s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡
♣✉r❡❧② t❡❝❤♥✐❝❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦♠✐t t❤❡♠✳ ❇✉t✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥t ✐♥ LFP ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❲❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ LFCP ✲♣r❡❞✐❝❛t❡s✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s {Pi}i∈I ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
✐♥ LFCP ✐❢ ❡❛❝❤ Pi ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡r❡❞✐t❛r②
s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳

▲❡♠♠❛ ✸✹ ✭❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳

✶✳ ❋♦r ❛♥② T ✐♥ {K,A,F ,O, C}✱ ❛♥❞ ❛♥② M ✱ x✱ ❛♥❞ ρ✱ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ T ′ s✉❝❤ t❤❛t
T [M/x]mρ = T ′ ♦r t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ T ′✳

✷✳ ❋♦r ❛♥② M ✱ x✱ ρ✱ ❛♥❞ A✱ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ A′ s✉❝❤ t❤❛t A[M/x]oρ = A′✱ ♦r t❤❡r❡ ❡①✐st
M ′ ❛♥❞ ρ′✱ s✉❝❤ t❤❛t A[M/x]oρ =M ′ : ρ′✱ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❝❤ A′ ♦r M ′✳

▲❡♠♠❛ ✸✺ ✭❍❡❛❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✐③❡✮✳ ■❢ A[M0/x0]
o
ρ0 =M : ρ✱ t❤❡♥ ρ ✐s ❛ s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ρ0✳

▲❡♠♠❛ ✸✻ ✭❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s✮✳

✶✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t A[M0/x0]
o
ρ0 = A′ ❛♥❞ A[M0/x0]

o
ρ0 =M : ρ✳

✷✳ ❋♦r ❛♥② T ✱ ✐❢ T [M0/x0]
m
ρ0 = T ′✱ ❛♥❞ T [M0/x0]

m
ρ0 = T ′′✱ t❤❡♥ T ′ = T ′′✳

✸✳ ■❢ Γ ⊢Σ α⇒ K✱ ❛♥❞ Γ ⊢Σ α⇒ K ′✱ t❤❡♥ K = K ′✳

✹✳ ■❢ Γ ⊢Σ A⇒ σ✱ ❛♥❞ Γ ⊢Σ A⇒ σ′✱ t❤❡♥ σ = σ′✳

▲❡♠♠❛ ✸✼ ✭❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t x 6= x0 ❛♥❞ x 6=M0✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

✶✳ ■❢ M2[M0/x0]
O
ρ0 = M ′

2✱ T1[M2/x]
m
ρ2 = T ′

1✱ ❛♥❞ T1[M0/x0]
m
ρ0 = T ′′

1 ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ T ✱
s✉❝❤ t❤❛t T ′

1[M0/x0]
m
ρ0 = T ✱ ❛♥❞ T ′′

1 [M2/x]
m
ρ2 =M ′ : ρ✳

✷✳ ■❢ M2[M0/x0]
O
ρ0 = M ′

2✱ A1[M2/x]
o
ρ2 = M : ρ✱ ❛♥❞ A1[M0/x0]

o
ρ0 = A✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥

M ′✱ s✉❝❤ t❤❛t M [M0/x0]
O
ρ0 =M ′✱ ❛♥❞ A[M2/x]

o
ρ2 =M ′ : ρ✳

✸✳ ■❢ M2[M0/x0]
O
ρ0 = M ′

2✱ A1[M2/x]
o
ρ2 = A✱ ❛♥❞ A1[M0/x0]

o
ρ0 = M : ρ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥

M ′✱ s✉❝❤ t❤❛t A[M0/x0]
o
ρ0 =M ′ : ρ✱ ❛♥❞ M [M2/x]

O
ρ2 =M ′✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✶ ✭❚r❛♥s✐t✐✈✐t②✮✳ ▲❡t Σ sig✱ ⊢Σ ΓL, x0:ρ0,ΓR ❛♥❞ ΓL ⊢Σ M0 ⇐ ρ0✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ❚❤❡♥

✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts Γ′
R s✉❝❤ t❤❛t [M0/x0]

C
ρ0 = Γ′

R ❛♥❞ ⊢Σ ΓL,Γ
′
R✳

✷✳ ■❢ ΓL, x0:ρ0,ΓR ⊢Σ K t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts K ′ s✉❝❤ t❤❛t [M0/x0]
K
ρ0K = K ′ ❛♥❞ ΓL,Γ

′
R ⊢Σ K

′✳

✸✳ ■❢ ΓL, x0:ρ0,ΓR ⊢Σ σ Type✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts σ′ s✉❝❤ t❤❛t [M0/x0]
F
ρ0σ = σ′ ❛♥❞ ΓL,Γ

′
R ⊢Σ

σ′ Type✳

✹✳ ■❢ ΓL, x0:ρ0,ΓR ⊢Σ σ Type ❛♥❞ ΓL, x0:ρ0,ΓR ⊢Σ M ⇐ σ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st σ′ ❛♥❞ M ′ s✉❝❤
t❤❛t [M0/x0]

F
ρ0σ = σ′ ❛♥❞ [M0/x0]

O
ρ0M =M ′ ❛♥❞ ΓL,Γ

′
R ⊢Σ M

′ ⇐ σ′✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❚❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ LFP ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡♦r❡♠ ✷✷ ✭❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t②♣✐♥❣✮✳ ■❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ LFCP ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❧❡♠♠❛s ✐♥ t❤❡♦r❡♠s ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFCP ✳ ◆♦✇✱
✇❡ ❝❛♥ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ LFCP ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ LFP s②st❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✸ ✭❙♦✉♥❞♥❡ss✮✳ ❋♦r ❛♥② ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ♦❢ LFCP ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡
✐♥ LFP ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ P(Γ ⊢Σ M : σ) ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Γ ⊢Σ M : σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ❛♥❞
P(Γ ⊢Σ M ⇐ σ) ❤♦❧❞s ✐♥ LFCP ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❤♦❧❞✿

✶✳ ■❢ Σ sig ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✱ t❤❡♥ Σ sig ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳

✷✳ ■❢ ⊢Σ Γ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✱ t❤❡♥ ⊢Σ Γ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳

✸✳ ■❢ Γ ⊢Σ K ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ K ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳

✹✳ ■❢ Γ ⊢Σ α⇒ K ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ α : K ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳

✺✳ ■❢ Γ ⊢Σ σ Type ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ σ : Type ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳

✻✳ ■❢ Γ ⊢Σ A⇒ σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ A : σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳

✼✳ ■❢ Γ ⊢Σ M ⇐ σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ M : σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ✐t❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥
❞✐r❡❝t❧②✱ ❛s t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ❦✐♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✱
✇❤✐❧❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❧② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ LPCP
✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r✉❧❡ (A·App)✳
▲❡t ✉s ❤❛✈❡ αM ⇒ K[M/x]Kσ ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ α ⇒ Πx:σ.K✱ ❛♥❞ Γ ⊢Σ M ⇐ σ✳ ❇② t❤❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✭✐♥ LFP✮ Γ ⊢Σ α : Πx:σ.K ❛♥❞ Γ ⊢Σ M : σ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡
(F·App) ♦❢ LFP ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ αM : τ [M/x]✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣♦❛❧ ✐s Γ ⊢Σ αM : τ [M/x]Kσ ✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ (F·Conv)✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t
Γ ⊢Σ τ [M/x]Kσ ❛♥❞ t❤❛t τ [M/x]=βLτ [M/x]Kσ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉❜❥❡❝t ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ LFP ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✳ ❚❤❡
❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✉❧❡ (F·App) ✐s ✉s❡❞ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✳

❱✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❛❧❧ LFP ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭η✲❧♥❢✮ ❛r❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✳ ❚❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐♥ η✲❧♥❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ η✲r✉❧❡ t♦
t❤❡ ❧♦❝❦ ❝♦♥str✉❝t♦r✿

λx:σ.Mx→η M LP
N,σ[U

P
N,σ[M ]] →η M.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳ ❆♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ξ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ t❡r♠ ♦❢ ❛♥ LFP ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐s
❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts t②♣❡ ♦r ❦✐♥❞ Π #»x 1:

#»σ 1.
#»

L1[. . .Π
#»xn:

#»σ n.
#»

Ln[α] . . .]✱
✇❤❡r❡

#»

L1, . . . ,
#»

Ln ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❧♦❝❦s✱ ✐❢ ξ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❝♦♥t❡①ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
#»

U n[(. . . (
#»

U 1[ξ
# »

M1]) . . .)
# »

Mn]✱
✇❤❡r❡

# »

M1, . . . ,
# »

Mn✱
#»

U 1, . . . ,
#»

U n ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ♦❢ Π✬s ❛♥❞
❧♦❝❦s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❏✉❞❣❡♠❡♥ts ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✮✳

• ❆ t❡r♠ T ✐♥ ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ✐❢ T ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ T ✐s ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ✇✳r✳t✳ ✐ts ❝❧❛ss✐✜❡r ✐♥ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t✳

• ❆ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ✐❢ ❛❧❧ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✐t ❛r❡ ✐♥ η✲❧♥❢✳



✽✳✷✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFCP ✾✸

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
t❤❡♦r❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ LFP ✐♥ η✲❧♥❢✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ LFCP ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✹ ✭❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ LFP ❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ❋♦r ❛♥②
♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✐♥ LFP ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ LFCP ✇✐t❤✿ P(Γ ⊢Σ M ⇐ σ) ❤♦❧❞s ✐❢
Γ ⊢Σ M ⇐ σ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ❛♥❞ P(Γ ⊢Σ M : σ) ❤♦❧❞s ✐♥ LFP ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✶✳ ■❢ Σ sig ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ❛♥❞ ✐s LFP✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ Σ sig ✐s LFCP✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

✷✳ ■❢ ⊢Σ Γ ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ❛♥❞ ✐s LFP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ⊢Σ Γ ✐s LFCP✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

✸✳ ■❢ Γ ⊢Σ K ✐s ✐♥ η✲❧♥❢✱ ❛♥❞ ✐s LFP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ K ✐s LFCP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

✹✳ ■❢ Γ ⊢Σ α : K ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ❛♥❞ ✐s LFP✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ α⇒ K ✐s LFCP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

✺✳ ■❢ Γ ⊢Σ σ:Type ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ❛♥❞ ✐s LFP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ σ Type ✐s LFCP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

✻✳ ■❢ Γ ⊢Σ A : α ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ❛♥❞ ✐s LFP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ A⇒ α ✐s LFCP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

✼✳ ■❢ Γ ⊢Σ M : σ ✐s ✐♥ η✲❧♥❢ ❛♥❞ ✐s LFP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ t❤❡♥ Γ ⊢Σ M ⇐ σ ✐s LFCP ✲❞❡r✐✈❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s ❜② ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ s②♠❜♦❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✐t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s Type ❛♥❞ ∅ ✐s ✶✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t✴✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✷✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ U ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ L✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ✐ts s②♠❜♦❧s ♣❧✉s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t
❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡✳

✶✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✷✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✸✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✹✳ ■❢ Γ ⊢Σ α : K ✐s ✐♥ η✲❧♥❢✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t α = aN1 . . . Nn✱ K ≡ Type✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t✿

✭❛✮ a : Πx1:σ1 . . . xn:σn.Type ∈ Σ✱ ✇✐t❤ Πx1:σ1 . . . xn:σn.Type ✐♥ η✲❧♥❢✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱
❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t σi ✐s ✐♥ η✲❧♥❢✳

✭❜✮ Γ ⊢Σ Ni : σ′i ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✱ ❢♦r 1 ≤ i ≤ n✱ ✇❤❡r❡ σ′i ✐s ✐♥ η✲❧♥❢✱ ❛♥❞ σ′i =βL

σi[N1/x1, . . . , Ni−1/xi−1]✳

◆♦✇✱ ❢r♦♠ ✭❛✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Γ ⊢Σ a ⇒ Πx1:σ1 . . . xn:σn.Type ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✳
◆❡①t✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ✭❜✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Γ ⊢Σ Ni ⇐ σ′i ✐s
❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ ❈▲❋ ❢♦r ❛❧❧ i✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (A·App)✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t
Γ ⊢Σ aN1 . . . Nn ⇒ Type✳

✺✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ σ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢❛♠✐❧② ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❛s❡s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✻✳ ✭❛✮ ■❢ Γ ⊢Σ c : α✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✉❧❡ (O·Const) ♦❢ LFP ✱
❢r♦♠ ⊢Σ Γ ❛♥❞ c : σ ∈ Γ✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ⊢Σ Γ ✐♥ LFCP ✱ ❛♥❞
t❤❛t c : σ ∈ Γ✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (O·Const) ♦❢ LFCP ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
Γ ⊢Σ c⇒ σ✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❚❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ LFP ❋r❛♠❡✇♦r❦

✭❜✮ ■❢ Γ ⊢Σ x : σ✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✉❧❡ (O·Var) ♦❢ LFP ✱
❢r♦♠ ⊢Σ Γ ❛♥❞ x : σ ∈ Γ✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ⊢Σ Γ ✐♥ LFCP ✱
❛♥❞ t❤❛t x : σ ∈ Γ✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (O·Var) ♦❢ LFCP ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
Γ ⊢Σ x⇒ σ✳

✭❝✮ ▲❡t Γ ⊢Σ AM : α ❜❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFP ✱ ❛♥❞ ❜❡ ✐♥ η✲❧♥❢✳ A✱ ❛s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✱ ✐s
t❤❡♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

UP1

N1,σ1
[. . . [UPk

Nk,σk
[c|x{M1 . . .Mn}]

#   »

Mk]
#         »

Mk−1 . . .]
#   »

M1.

❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t c ✭♦r x✮ ✐s ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❝❧❛ss✐✜❡r✱
❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛❧❧ Ni✱ σi✱ Mi✱

#  »

Mi✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s M ❛♥❞ α✱ ❛r❡ ✐♥ η✲❧♥❢✳ ❆❧s♦✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ Mi✱

#  »

Mi✱ ❛♥❞ M ❛r❡ ✐♥ η✲❧♥❢✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ c ✭♦r x✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭♦r ❝♦♥t❡①t✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ η✲❧♥❢✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ M ❜② σ✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ A ❜② Πz:σ.τ ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ M ⇐ σ✱ ❛♥❞ t❤❛t Γ ⊢Σ A ⇐ Πz:σ.τ ✳ ❋r♦♠
t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛s ✐t ♦♥❧② ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✉❧❡ (O·Atom)✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t Γ ⊢Σ A⇒ Πz:σ.τ ✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✿

✐✳ α ≡ a✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛t♦♠✐❝ t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡✱ ❛s a ✐s ✐♠♠✉♥❡ t♦ ❜♦t❤
❤❡r❡❞✐t❛r② ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣❡t t❤❛t τ ≡ a✱ ✇✐t❤
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ (O·App) ♦❢ LFCP t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ Γ ⊢Σ AM ⇒ α✳

✐✐✳ α ≡ aM1 . . .Mn✱ ❛ ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛t♦♠✐❝ t②♣❡ ♦❢ ❛r✐t② n✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t τ ≡ aM ′

1 . . .M
′
n✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛tM ✱ ❛♥❞ ❛❧❧Mi✱M ′

i ❛r❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠
✭❛s t❤❡② ❛r❡ ✐♥ η✲❧♥❢✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t τ [M/z] ≡ a[M/z]M ′

1[M/z] . . .M ′
n[M/z] ≡

aM1 . . .Mn ≡ α✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❤❡r❡❞✐t❛r②
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❤❡r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ τ [M/z]Fσ = α✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡
(O·App)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ Γ ⊢Σ AM ⇒ α✳

✭❞✮ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Γ ⊢Σ UP
N,σ[A] : α

′✳ ❇② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s
♦❢ LFP ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ❤❛❞
t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ Γ ⊢Σ UP

N,σ[A] : α✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ A : LP
N,σ[α]✱ Γ ⊢Σ N : σ✱ ❛♥❞

P(Γ ⊢Σ N : σ)✱ ✇❤❡r❡ α=βLα
′✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Γ ⊢Σ N ⇐ σ✳

❯s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (O·Conv) ♦❢ LFP ✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣❡t Γ ⊢Σ A : LP
N,σ[α

′] ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤✐s✱

❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t Γ ⊢Σ A ⇐ LP
N,σ[α

′]✳ ❙✐♥❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦♥❧②

❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✉❧❡ (O·Atom)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Γ ⊢Σ A ⇒ LP
N,σ[α

′] ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ LFCP ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✐♥
LFP ✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ (O·Unlock) ♦❢
LFCP t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ Γ ⊢Σ UP

N,σ[M ] ⇒ α′✳

✼✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ M ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✭❜✮ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Γ ⊢Σ λx:σ.M : θ✳ ❇② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢
LFP ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t θ ≡ Πx:σ′.τ ′✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧
❥✉❞❣❡♠❡♥t ❤❛❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ Γ ⊢Σ λx:σ.M : Πx:σ.τ ✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ Γ, x:σ ⊢Σ M : τ ✱
✇❤❡r❡ σ=βLσ

′✱ ❛♥❞ τ=βLτ
′✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ σ✱ M ✱ σ′ ❛♥❞ τ ′ ❛r❡ ✐♥ η✲❧♥❢✱ t❤❡② ♠✉st

❛❧s♦ ❜❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t σ ≡ σ′✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ Γ ⊢Σ λx:σ.M : Πx:σ.τ ′✳
❯s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (O·Conv) ♦❢ LFP ✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣❡t Γ, x:σ ⊢Σ M : τ ′✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤✐s✱ ❜②
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t Γ, x:σ ⊢Σ M ⇐ τ ′✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡
(O·Abs) ♦❢ LFCP ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ Γ ⊢Σ λx:σ.M ⇐ Πx:σ.τ ′✳

✭❝✮ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : θ✳ ❇② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢

LFP ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t θ ≡ LP
N ′,σ′ [ρ′]✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧

❥✉❞❣❡♠❡♥t ❤❛❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ Γ ⊢Σ LP
N,σ[M ] : LP

N,σ[ρ]✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ Γ ⊢Σ M : ρ ❛♥❞



✽✳✸✳ ❙✉♠♠❛r② ✾✺

Γ ⊢Σ N : σ✱ ✇❤❡r❡ N=βLN
′✱ σ=βLσ

′✱ ❛♥❞ ρ=βLρ
′✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ M ✱ N ✱ σ✱ N ′✱ σ′✱

❛♥❞ ρ′ ❛r❡ ✐♥ η✲❧♥❢✱ t❤❡② ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t N ≡ N ′ ❛♥❞
σ ≡ σ′✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ Γ ⊢Σ LP

N,σ[M ] : LP
N,σ[ρ]

′✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡
❤❛✈❡ Γ ⊢Σ N ⇐ σ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ (O·Conv) ♦❢ LFP ✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣❡t Γ ⊢Σ M : ρ′ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤✐s✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t Γ ⊢Σ M ⇐ ρ′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ (O·Lock) ♦❢ LFCP t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ Γ ⊢Σ LP

N,σ[M ] ⇐ LP
N,σ[ρ

′]✳

❲❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P
✐♥ LFP ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ LFCP ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡
t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ LFP ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ η✲❧♥❢✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t x:LP

N,σ[ρ] ⊢Σ

x : LP
N,σ[ρ] ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛♥ η✲❡①♣❛♥❞❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ♦♥

N ✱ ❛s t❤❡ r✉❧❡ (O·Unlock) ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❤♦❧❞s✳

✽✳✸ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ LFP ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭LFCP✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ LFP ✱
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ η✲❧♦♥❣
♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦❡❞ t❡r♠s ❛♥❞ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
♣r♦✈❡♥ t✇♦ t❤❡♦r❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ LFP ❛♥❞ LFCP ✱ ♥❛♠❡❧② s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ LFCP ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❛❜❧❡
✐♥ LFP ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ LFP t❤❛t ❛r❡ ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ LFCP ✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣
❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ LFP ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❛✲❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡♥❝♦❞✐♥❣s
❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳ ❲❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
r✉❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♥❛✐✈❡❧②✱
✐♥ ❛ t②♣❡ t❤❡♦r②✲❜❛s❡❞ ▲❋✱ ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦r t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ r✉❧❡s ♥❡❡❞
t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ♦r ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠♣❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s✉❜✲str✉❝t✉r❛❧
❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ ❧♦❣✐❝s ❬❆✈r♦♥ ✶✾✾✷✱ ❆✈r♦♥ ✶✾✾✽✱ ❈r❛r② ✷✵✶✵❪✳

❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇✐t❤
❛ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r LFP ✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s✳
◆❡①t✱ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s♦rt
♦❢ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡
❣✐✈❡ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬P♦❧❛❦♦✇ ✶✾✾✾❪✱ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ LFP ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ✐ts ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝ ✐♥ LFP ✱ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳

❆s ❢❛r ❛s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LF✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝♦♠♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② t❤❡♦✲
r❡♠s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭η✲❧♥❢✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✹✳

✾✳✶ ❚❤❡ ❯♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✿

M,N, . . . ::= x | M N | λx.M,



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❢r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜♦t❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦✈❡r
s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r✲❆❜str❛❝t✲❙②♥t❛① ✭❍❖❆❙✮
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡✳ ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡✲❛✈♦✐❞✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡t❛❧❛♥❣✉❛❣❡✳

♥❛t ✿ ❚②♣❡ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs
✵ ✿ ♥❛t ❩❡r♦ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r
❙ ✿ ♥❛t ✲❃ ♥❛t ❚❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥

❢r❡❡ ✿ ♥❛t ✲❃ t❡r♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♣♣ ✿ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧❛♠ ✿ ✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮ ✲❃ t❡r♠ ❆❜str❛❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σλ ❢♦r t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ LFP s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ ♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛s ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s
❢♦r r❡♣❡❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙ t♦ ✵✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ {xi}i∈N\{0} ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❝♦♥st❛♥ts
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭❢r❡❡ ♥✮✱ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✭❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛✮ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♥✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❍❖❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
εX ✱ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t♦ t❡r♠s ♦❢ LFP ✿

εX (xi) =

{

xi✱ ✐❢ xi ∈ X
(free i)✱ ✐❢ xi 6∈ X

,

εX (MN) = (app εX (M) εX (N)),

εX (λxi.M) = (lam λxi:term.εX∪{xi}(M)),

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❧❛✉s❡✱ xi 6∈ X ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ λ✲t❡r♠ xn ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❢r❡❡✮ ✇✐❧❧
❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ⊢Σ✭❢r❡❡ ♥✮✿t❡r♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ λ✲t❡r♠ λxn.xn ✭✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜♦✉♥❞✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ⊢Σ (lam λxn✿t❡r♠✳xn✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ✇❡ ✏♦♣❡♥✑ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λxn.M ✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜♦❞② M ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❜♦❞② M
❛s xn:term ⊢Σ ε{xn}M ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ xn ❛s ❛ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ✏❜✐♥❞❛❜❧❡✑
✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✉st ♥❡✐t❤❡r ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞ ♥♦r ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❛❜✐❞❡ ❜② t❤❡
✏❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
❤❛♥❞❧❡ ✏♦♣❡♥✑ t❡r♠s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ◆❡①t✱ ❧❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✺ ✭❆❞❡q✉❛❝② ♦❢ s②♥t❛①✮✳ ▲❡t {xi}i∈N\{0} ❜❡ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡
λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ εX ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s t❡r♠s ✇✐t❤
❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s M ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts Γ ⊢Σλ

M : term ✐♥ η✲❧♥❢✱
✇❤❡r❡ Γ = {xi : term | xi ∈ X}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛ t❡r♠ M ✱
✇✐t❤ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X = {x1, . . . , xk}✱ ❛♥❞ N1, . . . , Nk✱ ✇✐t❤ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Y✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

εY(M [N1, . . . , Nk/x1, . . . , xk]) = εX (M)[εY(N1), . . . , εY(Nk)/x1, . . . , xk].

Pr♦♦❢✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ✐s st❛♥❞❛r❞✳ ❚❤❡
✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ εX ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❜②



✾✳✶✳ ❚❤❡ ❯♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✾✾

❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✏❞❡❝♦❞✐♥❣✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ δX ♦♥ t❡r♠s ✐♥ η✲❧♥❢✿

δX ((free i)) = xi ✭✇❤❡r❡ xi 6∈ X ✮

δX (xi) = xi ✭✇❤❡r❡ xi ∈ X ✮

δX ((app M N)) = δX (M) δX (N)

δX (lam λxi:term.M) = λx.δX∪{xi}(M)

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ η✲❧♥❢s✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ Σλ✱ ✐t
✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t δX ✐s t♦t❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ η✲❧♥❢ ♦❢ t②♣❡
t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ U ✲t❡r♠✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❝♦♥str✉❝t♦rs ✐♥ Σλ ✉s❡ L✲t②♣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ M ✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t δX (εX (M)) =M ❛♥❞ t❤❛t εX ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✳

✾✳✶✳✶ ❆ ❈❧♦s❡r ▲♦♦❦ ❛t t❤❡ ❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ Pr❡❞✐❝❛t❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦♥ ♣r♦♦❢ t❡r♠s✱ t❤❡
♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❝❤❡t②♣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
✐s✿ ✏❣✐✈❡♥ ❝♦♥st❛♥ts ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠♦❞❛❧✐t② D ✐♥ s✉❜t❡r♠s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡
❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② C✑✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡✱ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦✱ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❤r❛s❡s✿ ✏❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✑✱ ✏♦♥❧② ♦♥❝❡✑✱✏❛s t❤❡ r✐❣❤t♠♦st✑✱ ✏❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r✑✱ ❡t❝✳ C ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ t❤❡
s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜t❡r♠ ♦r t♦ t❤❛t ♦❢ ✐ts t②♣❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣
♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ LFP t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t
♣❛✐rs ♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✿

♣❛✐r ✿ ❚②♣❡ ❬❴✱ ❴❪ ✿ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ✲❃ ♣❛✐r

❋✉rt❤❡r ♦♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
✭❢r❡❡ ✐✮✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❈♦✉♥t✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ♦♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦✉♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❡r♠s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r ❝♦✉♥t (Γ ⊢Σ [(free i), M] : pair)✱
❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ xi✱ (i > 0) ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ▼✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❝♦✉♥t (Γ ⊢Σ [(free i), M] : pair) ⇒
❧❡t ♥♦r♠❂◆❋✭▼✮ ✐♥

♠❛t❝❤ ♥♦r♠ ✇✐t❤

⑤ ① ❂❃ ✵

⑤ ✭❢r❡❡ ❥✮ ❂❃ ✐❢ ❥❂✐ t❤❡♥ ✶ ❡❧s❡ ✵

⑤ ✭❛♣♣ ◆ ◆✬✮ ❂❃ ❝♦✉♥t (Γ ⊢Σ [(free i), N] : pair) ✰ ❝♦✉♥t (Γ ⊢Σ [(free i), N′] : pair)
⑤ ✭❧❛♠ ◆✮ ❂❃ ❝♦✉♥t (Γ ⊢Σ [(free i), (N (free 0))] : pair)
❡♥❞

✇❤❡r❡ ✭❢r❡❡ ✵✮ ✐s ❛ ✏❤♦❧❡ ✜❧❧❡r✑ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧ ❝r♦ss❡s ❛ ❧❛♠ ❜✐♥❞❡r✱ ❛♥❞ ◆❋✭▼✮ ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ▼✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❛✲♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP ✳

▲✐st✐♥❣ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r❡❡❱❛r (Γ ⊢Σ M : term)
r❡t✉r♥✐♥❣ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ▼ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❢r♦♠
❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✇✐t❤♦✉t ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✿

❢r❡❡❱❛r (Γ ⊢Σ M : term) ⇒
❧❡t ♥♦r♠❂◆❋✭▼✮ ✐♥

♠❛t❝❤ ♥♦r♠ ✇✐t❤

⑤ ① ❂❃ ♥✐❧

⑤ ✭❢r❡❡ ✐✮ ❂❃ ✐❢ ✐❂✵ t❤❡♥ ♥✐❧ ❡❧s❡ ❬✭❢r❡❡ ✐✮❪

⑤ ✭❛♣♣ ◆ ◆✬✮ ❂❃ ♠❡r❣❡ ✭❢r❡❡❱❛r (Γ ⊢Σ N : term)✱ ❢r❡❡❱❛r (Γ ⊢Σ N′ : term))
⑤ ✭❧❛♠ ◆✮ ❂❃ ❢r❡❡❱❛r (Γ ⊢Σ (N (free 0)) : term)

❡♥❞



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

✇❤❡r❡ ♠❡r❣❡ ✭▲✱▲✬✮ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡r❣✐♥❣ t✇♦ ❧✐sts ▲ ❛♥❞ ▲✬ ✇✐t❤♦✉t ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■❢
✇❡ ✇❡r❡ t♦ ✉s❡ ❛♣♣❡♥❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡❱❛r ✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ▼ ✐♥ t❤❡✐r ♦r❞❡r ♦❢
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ s✉❝❤ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❢r❡❡❱❛r ❛s ❢r❡❡❱❛r❖❝❝ ✳

❖❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❤❡t❤❡r ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ ❛ t❡r♠ ♦r ♥♦t ✐s ♥♦✇
❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t ✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

❢r❡❡■♥ (Γ ⊢Σ [(free i), M] : pair) ⇒
❧❡t ♥♦r♠❂◆❋✭▼✮ ✐♥

♠❛t❝❤ ♥♦r♠ ✇✐t❤

⑤ ① ❂❃ ❢❛❧s❡

⑤ ✭❢r❡❡ ❥✮ ❂❃ ❥❂✐

⑤ ✭❛♣♣ ◆ ◆✬✮ ❂❃ ❢r❡❡■♥ (Γ ⊢Σ [(free i), N] : pair) ∨ ❢r❡❡■♥ (Γ ⊢Σ [(free i), N′] : pair)
⑤ ✭❧❛♠ ◆✮ ❂❃ ❢r❡❡■♥ (Γ ⊢Σ [(free i), (N (free 0))] : pair)

❡♥❞

✇❤❡r❡ i > 0✳ ❆s t❤❡ tr✉t❤❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞♦❡s ♥❡✐t❤❡r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♥♦r ♦♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳
❆s t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
❛♥② ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦r ❧❡❛✈❡ r♦♦♠ ❢♦r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢r❡❡■♥

✐s ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ LFP ✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ M ❜❡✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t②♣❡ t❡r♠ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜✉t t❤❛t
t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❡✛❡❝t t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳

▲❡❢t♠♦st ❛♥❞ r✐❣❤t♠♦st ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡❱❛r❖❝❝✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❧❡❢t♠♦st (Γ ⊢Σ [(free i), M] : pair) ❛♥❞ r✐❣❤t♠♦st (Γ ⊢Σ [(free i), M] :
pair)✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞ ✐❢ ✭❢r❡❡ ✐✮ ✐s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ✭r✐❣❤t♠♦st✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❢r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ▼✿

❧❡❢t♠♦st (Γ ⊢Σ [(free i), M] : pair) ⇒
❧❡t ▲❂❢r❡❡❱❛r❖❝❝ (Γ ⊢Σ M : term) ✐♥

♠❛t❝❤ ▲ ✇✐t❤

⑤ ♥✐❧ ❂❃ ❢❛❧s❡

⑤ ❬❧✱ ▲✬❪ ❂❃ ❧❂✭❢r❡❡ ✐✮

❡♥❞

r✐❣❤t♠♦st (Γ ⊢Σ [(free i), M] : pair) ⇒
❧❡t ▲❂r❡✈❡rs❡ ✭❢r❡❡❱❛r❖❝❝ (Γ ⊢Σ M : term)✮ ✐♥

♠❛t❝❤ ▲ ✇✐t❤

⑤ ♥✐❧ ❂❃ ❢❛❧s❡

⑤ ❬❧✱ ▲✬❪ ❂❃ ❧❂✭❢r❡❡ ✐✮

❡♥❞

✇❤❡r❡ r❡✈❡rs❡ ✭▲✮ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ▲✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢r❡❡■♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❧❡❢t♠♦st ❛♥❞ r✐❣❤t♠♦st

❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ LFP ✳

❈❧♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ❚❡r♠s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r❡❡❱❛r ✭♦r ❢r❡❡❱❛r❖❝❝✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✐♥s♣❡❝t
✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ ▼ ✐s ❝❧♦s❡❞ ♦r ♥♦t✿

❝❧♦s❡❞❚❡r♠ (Γ ⊢Σ M : term) ⇒ ✭❢r❡❡❱❛r (Γ ⊢Σ M : term) ❂ ♥✐❧✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢r❡❡■♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❝❧♦s❡❞❚❡r♠ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✇❡❧❧✲
❜❡❤❛✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ LFP ✳



✾✳✶✳ ❚❤❡ ❯♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✶✵✶

✾✳✶✳✷ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ❈❛❧❧✲❜②✲❱❛❧✉❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❙tr❛t❡❣②

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭❚❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ ✭❈❇❱✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t✲
❡❣② ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

⊢CBV M =M (refl) ❘❡✢❡①✐✈✐t②

⊢CBV N =M

⊢CBV M = N
(symm) ❙②♠♠❡tr②

⊢CBV M = N ⊢CBV N = P

⊢CBV M = P
(trans) ❚r❛♥s✐t✐✈✐t②

⊢CBV M = N ⊢CBV M ′ = N ′

⊢CBV MM ′ = NN ′
(app) ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

v ✐s ❛ ✈❛❧✉❡
⊢CBV (λx.M)v =M [v/x]

(βv) ❈♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥

⊢CBV M = N

⊢CBV λx.M = λx.N
(ξv) ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛❜str❛❝t✐♦♥

✇❤❡r❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ♦✉r ❡♥❝♦❞✐♥❣✮ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆s t❤❡ r✉❧❡ (βv) ❤❛s ❛ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢
L✲t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭LFP s✐❣♥❛t✉r❡ ΣCBV ❢♦r λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❈❇❱ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

tr✐♣❧❡ ✿ ❚②♣❡

❁❴✱ ❴✱ ❴❃ ✿ t❡r♠ ✲❃ ✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮ ✲❃ ✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮ ✲❃ tr✐♣❧❡

❡q ✿ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ✲❃ ❚②♣❡

r❡❢❧ ✿ Π▼✿t❡r♠✳✭❡q ▼ ▼✮

s②♠♠ ✿ Π▼✿t❡r♠✳Π◆✿t❡r♠✳✭❡q ◆ ▼✮ ✲❃ ✭❡q ▼ ◆✮

tr❛♥s ✿ Π▼✱◆✱P✿t❡r♠✳✭❡q ▼ ◆✮ ✲❃ ✭❡q ◆ P✮ ✲❃ ✭❡q ▼ P✮

❡q❴❛♣♣ ✿ Π▼✱◆✱▼✬✱◆✬✿t❡r♠✳✭❡q ▼ ◆✮ ✲❃ ✭❡q ▼✬ ◆✬✮ ✲❃ ✭❡q ✭❛♣♣ ▼ ▼✬✮ ✭❛♣♣ ◆ ◆✬✮✮

❜❡t❛✈ ✿ Π▼✿✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮✳Π◆✿t❡r♠✳L❱❛❧
◆ [❡q ✭❛♣♣ ✭❧❛♠ ▼✮ ◆✮ ✭▼ ◆✮]

①✐✈ ✿ Π①✿t❡r♠✳Π▼✱◆✿✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮✳Lξ
〈①✱▼✱◆〉[✭❡q ✭▼ ①✮✭◆ ①✮✮✲❃✭❡q ✭❧❛♠ ▼✮✭❧❛♠ ◆✮✮]

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❱❛❧ ❛♥❞ ξ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛♥❞ tr✐♣❧❡ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ tr✐♣❧❡s ♦❢ t❡r♠s
✇✐t❤ t②♣❡s t❡r♠✱ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ❛♥❞ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✿

• ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❱❛❧ (Γ ⊢Σ ◆ ✿ t❡r♠) ❤♦❧❞s ✐✛ ❡✐t❤❡r ◆ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭✐✳❡✳ ❛
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✭❢r❡❡ ✐✮✮❀

❱❛❧ (Γ ⊢Σ N : term) ⇒
❧❡t ♥♦r♠❂◆❋✭◆✮ ✐♥

♠❛t❝❤ ♥♦r♠ ✇✐t❤

⑤ ❛♣♣ ▼✬ ◆✬ ❂❃ ❢❛❧s❡

⑤ ❴ ❂❃ tr✉❡

❡♥❞



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

• ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ξ(Γ ⊢Σ❁①✱▼✱◆❃ ✿ tr✐♣❧❡) ❤♦❧❞s ✐✛ ① ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭✐✳❡✳ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡
✭❢r❡❡ ✐✮✮✱ ▼ ❛♥❞ ◆ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ① ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ▼ ❛♥❞ ◆✳

ξ(Γ ⊢Σ❁①✱▼✱◆❃ ✿ triple) ⇒
❧❡t ♥❳❂◆❋✭①✮✱ ♥▼❂◆❋✭▼✮✱ ♥◆❂◆❋✭◆✮ ✐♥

♠❛t❝❤ ♥❳ ✇✐t❤

⑤ ✭❢r❡❡ ✐✮ ❂❃ ❝❧♦s❡❞❚❡r♠ ✭♥▼✮ ∧ ¬❢r❡❡■♥ (Γ ⊢Σ [(free i), nM] : pair) ∧
❝❧♦s❡❞❚❡r♠ ✭♥◆✮ ∧ ¬❢r❡❡■♥ (Γ ⊢Σ [(free i), nN] : pair)

⑤ ❴ ❂❃ ❢❛❧s❡

❡♥❞

❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s❛t✐s❢② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❛t✱ t❤❡r❡❜②✱ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✻ ✭❆❞❡q✉❛❝② ♦❢ ❈❇❱ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ {xi}i∈N\{0} ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ⊢CBV M = N ♦♥
t❡r♠s ✇✐t❤ ♥♦ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❈❇❱ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❤✱ s✉❝❤ t❤❛t ⊢ΣCBV

h : (eq ε∅(M) ε∅(N)) ✐s ✐♥ η✲❧♥❢✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ε=∅ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢CBV M = N
✭♦♥ t❡r♠s ✇✐t❤ ♥♦ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ✐❢ ∇ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
⊢CBV M =M

t❤❡♥ ε=∅ (∇) = (refl ε∅(M)) : (eq ε∅(M) ε∅(M))❀

• ✐❢ ∇ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭s②♠♠✮ ❛s ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡✱ t❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠ ❤ s✉❝❤ t❤❛t ⊢ΣCBV

h : (eq ε∅(N) ε∅(M))✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ε=∅ (∇) =
(symm ε∅(M) ε∅(N) h) : (eq ε∅(M) ε∅(N))❀

• ✐❢ ∇ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭tr❛♥s✮ ❛s ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡✱ t❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t❡r♠s ❤ ❛♥❞ ❤✬ s✉❝❤ t❤❛t ⊢ΣCBV

h : (eq ε∅(M) ε∅(N))✱ ❛♥❞ ❛❧s♦
⊢ΣCBV

h′ : (eq ε∅(N) ε∅(P ))✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❛t ε=∅ (∇) = (trans ε∅(M) ε∅(N)
ε∅(P ) h h′) : (eq ε∅(M) ε∅(P ))❀

• ✐❢ ∇ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭❡q❴❛♣♣✮ ❛s ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡✱ t❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t❡r♠s ❤ ❛♥❞ ❤✬ s✉❝❤ t❤❛t ⊢ΣCBV

h : (eq ε∅(M) ε∅(N)) ❛♥❞
⊢ΣCBV

h′ : (eq ε∅(M
′) ε∅(N

′))✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❛t ε=∅ (∇) = (eq❴app ε∅(M) ε∅(N)
ε∅(M

′) ε∅(N
′) h h′) : (eq (app ε∅(M) ε∅(M

′)) (app ε∅(N) ε∅(N
′)))❀

• ✐❢ ∇ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
v ✐s ❛ ✈❛❧✉❡

⊢CBV (λxi.M)v =M [v/xi]

t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❛t ε=∅ (∇) = U❱❛❧
ε∅(v)

[(betav (λxi:term.ε{xi}(M)) ε∅(v)) : (eq (app (lam

λxi:term.ε{xi}(M)) ε∅(v)) ((λxi:term.ε{xi}(M))(ε∅(v))))]
✶❀

✶◆♦t✐❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❧♦❝❦ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ LFP ❡♥❝♦❞✐♥❣✿ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✇❡ ❦♥♦✇✱ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r✉❧❡✮✱ t❤❛t v ✐s ❛ ✈❛❧✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ✈❛❧✉❡s
✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣t② ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ v ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λxi.N ✭♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❡♠♣t②✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭❧❛♠ λxi✿t❡r♠✳ε{xi}(N)✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❱❛❧
✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ♦♥ s✉❝❤ t❡r♠s ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✻✮✱ ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❱❛❧ ❤♦❧❞s ♦♥ ⊢CBV ε∅(v) : term✳



✾✳✶✳ ❚❤❡ ❯♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✶✵✸

• ✐❢ ∇ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭ξv✮ ❛s t❤❡ ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡✱ t❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❡r♠ ❤✱ s✉❝❤ t❤❛t ⊢ΣCBV

h : (eq ε∅(M) ε∅(N))✷✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s✱ ✇❡
❤❛✈❡✿ ε=∅ (∇) = (Uξ

T,tr✐♣❧❡[(xiv ε∅(xi) λxi:term.ε{xi}(M) λxi:term.ε{xi}(N))]h): (eq (lam
λxi:term.ε{xi}(M)) (lam λxi:term.ε{xi}(N)))✱ ✇✐t❤ ❚ ❜❡✐♥❣ 〈ε∅(xi)✱(λxi:term.ε{xi}(M)),
(λxi:term.ε{xi}(N))〉✳

❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ε=∅ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ❢♦❧❧♦✇s
❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✏❞❡❝♦❞✐♥❣✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ=∅ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ⊢ΣCBV

h : (eq M N) ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣✉r❡❧② t❡❝❤♥✐❝❛❧✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ r✉❧❡ ✭βv✮✱ ❛s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❙♦✱ ✐❢ ✇❡
❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ΣCBV ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❤ ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ s✉❝❤ ❛s U❱❛❧

◆,t❡r♠[❜❡t❛✈ ▼ ◆] ✇❤♦s❡ t②♣❡
✐s ✭❡q ✭❛♣♣ ✭❧❛♠ ▼✮ ◆✮ ✭▼ ◆✮✮ ✭✇❤❡r❡ M ≡ λxi:term.M

′✱ ✇✐t❤ ▼′ ✐♥ η✲❧♥❢✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❱❛❧ ✭⊢ΣCBV

N : term✮ ♠✉st ❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ◆ ✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ δ∅(N)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❤ ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿

δ∅(N) ✐s ❛ ✈❛❧✉❡

⊢CBV δ∅(lam (λxi:term.M
′))δ∅(N) = δ∅((λxi:term.M

′) N),

❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t δ∅((lam (λxi:term.M
′))) = λxi.δ{xi}(M

′) ✭s❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✺✮✱ ❛♥❞
t❤❛t λxi.δ{xi}(M

′)δ∅(N) = δ{xi}(M
′)[δ∅(N)/xi] ✭β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❇❱ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✮✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t

δ∅((λxi:term.M
′) N) = δ∅(M

′[N/xi]) ✭β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ LFP✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❛t δ{xi}(M
′)[δ∅(N)/xi] =

δ∅(M
′[N/xi]) ✭❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▼′✮✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ❜②

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s t❤❛t δ=∅ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t♦t❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ δ=∅
t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ε=∅ ✱ ♠❛❦✐♥❣ ε=∅ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ LFP ✱ ❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ r❡str✐❝t❡❞
η✲r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ♦♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬P❧♦t❦✐♥ ✶✾✼✺❪✱ ✐✳❡✳ λx.xx = λx.xλy.xy

❡t❛ ✿ Π▼✿✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮✳Lη
M [(eq (lam M) (lam (λx:term.(M (lam λy:term.(app x y)))))))]

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ η(Γ ⊢Σ ▼ ✿ ✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮) ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ❛❜str❛❝t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ▼ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✾✳✶✳✸ ❈❛♣t✉r✐♥❣ ❉❡s✐❣♥✲❜②✲❈♦♥tr❛❝t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ s♦ ❛s t♦
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t ♣❛r❛❞✐❣♠ ✭s❡❡✱
❡✳❣✳✱ ❬▼❡②❡r ✶✾✾✶❪✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝♦♥❞✭❈✱▼✮✱ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s t❤❛t ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t C ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ M
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② C(M)✮ ❤♦❧❞s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ s✉❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡♥tr②
✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐t ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s②♥t❛① ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C ✐s ♦♠✐tt❡❞✱
❛♥❞ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭✐♥✮❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❍♦❛r❡
▲♦❣✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ C ♠✉st ❜❡ ✏s♦♠❡t❤✐♥❣✑ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ tr✉❡
♦r ❢❛❧s❡✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

M,N, . . . ::= x | M N | λx.M | cond(C,M),

✷◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ M ❛♥❞ N ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭✭❢r❡❡ ✐✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ {xi} ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ xi ❞✐r❡❝t❧② ❛s t❤❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡t❛❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ LFP ✳



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

♥❛t ✿ ❚②♣❡ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs
✵ ✿ ♥❛t ❩❡r♦ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r
❙ ✿ ♥❛t ✲❃ ♥❛t ❚❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥

❜♦♦❧ ✿ ❚②♣❡ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
❢r❡❡ ✿ ♥❛t ✲❃ t❡r♠ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♣♣ ✿ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧❛♠ ✿ ✭t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✮ ✲❃ t❡r♠ ❆❜str❛❝t✐♦♥
❝♦♥❞ ✿ ✭t❡r♠ ✲❃ ❜♦♦❧✮ ✲❃ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t λ✲❝❛❧❝✉❧✉s

❚❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ ✭❈❇❱✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

C(v) ❤♦❧❞s ❛♥❞ v ✐s ❛ ✈❛❧✉❡

⊢CBV cond(C, v) = v
(cond)

❍❡r❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ✜rst✲❝❧❛ss ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

cond(Q, (M (cond(P, N))))

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t N ✇❡r❡ t♦
✏♣❛ss✑ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ P ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥tr❛❝t✮ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥MN ✇❡r❡
t♦ ✏♣❛ss✑ t❤❡ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ Q ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♥tr❛❝t✮✳

❲❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✭❡✳❣✳✱
♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✮ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❡r♠s✱ ✇❤✐❧❡ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ LFP s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r ♦✉r
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❛t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ✭❜♦♦❧ ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
tr✉❡ ❛♥❞ ❢❛❧s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C ♦♥ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t M✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t♦rs s♦ ❢❛r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❡ ❢✉❧❧②
s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ εX ✱ ♠❛♣♣✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t❡r♠s ♦❢ LFP ✱ ✇❤❡r❡ X ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ {xi}i∈N\{0}
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

εX (xi) =

{

xi✱ ✐❢ xi ∈ X
(free i)✱ ✐❢ xi 6∈ X

εX (MN) = (app εX (M) εX (N)),

εX (λxi.M) = (lam λxi:term.εX∪{xi}(M)),

εX (cond(C,M)) = (cond εX (C) εX (M)).

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈❇❱ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ LFP ✳
❆❧❧ t❤❡ r✉❧❡s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝t♦r ❝♦♥❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❢♦r ❞❡s✐❣♥ ❜② ❝♦♥tr❛❝t λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❈❇❱ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳
❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✿

❝♦♥❞✈ ✿ Π❈✿✭t❡r♠ ✲❃ ❜♦♦❧✮✳Π▼✿t❡r♠✳L❊✈❛❧
✭❈ ▼✮,❜♦♦❧[✭❡q ✭❝♦♥❞ ❈ ▼✮ ▼✮]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❊✈❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✾✳✷✳ ❙✉❜str✉❝t✉r❛❧ ▲♦❣✐❝s ✶✵✺

• ❊✈❛❧ (Γ ⊢Σ✭❈ ▼✮✿❜♦♦❧) ❤♦❧❞s ✐✛ ▼ ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❈ ❛♥❞ ▼

❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈ ♦♥ t❤❡ t❡r♠ ▼ ❤♦❧❞s✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐s ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❈✮
❛❧❧♦✇ t❤❡ ❊✈❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ❛
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ βL✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❛♥❞ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t ♣r❡❞❡❝❡ss♦r
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭t❛❦✐♥❣ ♥❛t ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡r♠s✮✿

✭❧❛♠ λ①✿♥❛t✳✭❝♦♥❞ ✭λ③✿♥❛t✳✭③ ≥ ✵✮ ✭✭❝♦♥❞ ✭λ②✿♥❛t✳✭② ❃ ✵✮✮ ①✮ ✲ ✶✮✮✮

✾✳✷ ❙✉❜str✉❝t✉r❛❧ ▲♦❣✐❝s

◆❡①t✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s✉❜str✉❝t✉r❛❧ ❧♦❣✐❝s✳ ■♥ ♠❛♥② ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s✱ r✉❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t
t♦ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r ♣r❡♠✐s❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ❛r❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦r t❤❡ �✲✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ▼♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱
❬❆✈r♦♥ ✶✾✾✷✱ ❆✈r♦♥ ✶✾✾✽✱ ❈r❛r② ✷✵✶✵❪✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥✇❛r❞ ♦❢t❡♥ ✉s❡ ❛♥
✐♥✜① ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❜✐♥❛r② ❧♦❣✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✾✳✷✳✶ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s ✐♥ ❍✐❧❜❡rt st②❧❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ LFP ❛❧❧♦✇s ❢♦r s♠♦♦t❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✏r✉❧❡s ♦❢
♣r♦♦❢✑ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✏r✉❧❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣❧② ♦♥❧② t♦ ♣r❡♠✐s❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② t♦
❛❧❧ ♣r❡♠✐s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ✐♥ r✉❧❡s ♦❢
♣r♦♦❢ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s K✱ KT ✱ K4✱ KT4 ✭S4✮✱ KT45 ✭S5✮ ✐♥
❍✐❧❜❡rt st②❧❡✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ✭K✱ KT ✱ K4✱ KT4 ✭S4✮✱ KT45 ✭S5✮✮ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❍✐❧❜❡rt ❛①✐♦♠s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ (A1−A3) ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② (�) ❛♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② (⋄)
♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❢❡❛t✉r❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ✭t❤❡ NEC r✉❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✮ ❛s ❛ r✉❧❡ ♦❢ ♣r♦♦❢✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ✐❢ φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ♠❛✐♥ t❛s❦ ❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ ❡❧❡❣❛♥t❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s r✉❧❡ ♦❢ ♣r♦♦❢
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♦❢ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s✳

A1 : φ→ (ψ → φ)

A2 : (φ→ (ψ → ξ)) → (φ→ ψ) → (φ→ ξ)

A3 : (¬φ→ ¬ψ) → ((¬φ→ ψ) → φ)

K : �(φ→ ψ) → (�φ→ �ψ)

⊤ : �φ→ φ

4 : �φ→ ��φ

5 : ♦φ→ �♦φ

MP :
φ φ→ ψ

ψ

NEC :
φ
�φ ✐❢ φ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠

C A1 +A2 +A3 +MP
K C +K +NEC
KT K + T
K4 K + 4
KT4 KT + 4
KT45 KT4 + 5

❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ❍✐❧❜❡rt st②❧❡ r✉❧❡s ❢♦r ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

♦ ✿ ❚②♣❡

→ ✿ ♦ ✲❃ ♦ ✲❃ ♦

¬ ✿ ♦ ✲❃ ♦

� ✿ ♦ ✲❃ ♦

♦ ✿ ♦ ✲❃ ♦

❚r✉❡ ✿ ♦ ✲❃ ❚②♣❡

❆✶ ✿ Πφ✱ψ✿♦✳❚r✉❡✭φ→✭ψ→φ✮✮
❆✷ ✿ Πφ✱ψ✱ξ✿♦✳❚r✉❡✭φ→✭ψ→ξ✮✮→✭φ→ ψ✮→✭φ→ ξ✮✮
❆✸ ✿ Πφ✱ψ✿♦✳❚r✉❡✭✭¬φ→ ¬ψ✮→✭✭¬φ→ ψ✮→ φ✮✮
❑ ✿ Πφ✱ψ✿♦✳❚r✉❡✭�✭φ→ψ✮→✭�φ→�ψ✮✮
❚ ✿ Πφ✿♦✳❚r✉❡✭�φ→φ✮
✹ ✿ Πφ✿♦✳❚r✉❡✭�φ→��φ✮
✺ ✿ Πφ✿♦✳❚r✉❡✭♦φ→�♦φ✮
▼P ✿ Πφ✱ψ✿♦✳❚r✉❡✭φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭φ→ψ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭ψ✮
◆❊❈ ✿ Πφ✿♦✳Π♠✿❚r✉❡✭φ✮✳L❈❧♦s❡❞

♠ [❚r✉❡✭�φ✮]

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✿ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ� ❢♦r ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s ✐♥ ❍✐❧❜❡rt st②❧❡

❚❤❡ LFP s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ♠♦❞❛❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s r✉❧❡ ❛r❡ st❛♥❞❛r❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s✐❞❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥
r✉❧❡✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❈❧♦s❡❞ (Γ ⊢Σ ♠✿❚r✉❡ (φ))✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ✐✛ ✏❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ♠ ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ♦✑✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ ♣r♦♦❢✱ ✐❢ ♦ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♦❢ t❡r♠ s❛t✐s❢② s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r✱ ❜② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t②♣❡ ❚r✉❡ ✭✳ ✳ ✳ ✮ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
t❡r♠✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡
♥♦t✐❝❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥s♣❡❝t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t②♣❡❞
❥✉❞❣❡♠❡♥ts✱ ❛s ✐♥❞❡❡❞ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ LFP ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ✇✐t❤♦✉t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❛♥❞
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ ❛ s♦✉♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ LFP ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ �φ✱ ❜②
❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ❚r✉❡✭�φ✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t✐♦♥ r✉❧❡✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❈❧♦s❡❞ ✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ♣❛ss❡❞ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ❈❧♦s❡❞ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲❝♦♥t❡①ts Γ ❛♥❞ Γ′✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
t❤❡ t❡r♠ ▼✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥❞❡①✮✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✭❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡t❛♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ LFP✮✱ ♥❛♠❡❧②✿

• ◆❋✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛ t②♣❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s ✐t t♦ ✐ts ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠❀

• ❚②♣❡■♥❢✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❡ ❝♦♥t❡①ts Γ✱ Γ′✱ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❛♥❞ ❛ t❡r♠ ▼ ❛♥❞
❡①❡❝✉t❡s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❛ t②♣❡ τ s✉❝❤ t❤❛t Γ,Γ′ ⊢Σ M : τ
❤♦❧❞s ♦r ✉♥❞❡❢ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✳

❚❤❡ t✇♦ ❜❛s❡ ❝❛s❡s ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❡r♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②
❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧♦s❡❞ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❈❧♦s❡❞ ✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❛s❡s ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❧♦❝❦❡❞ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦❡❞ t❡r♠s✮ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②✳



✾✳✷✳ ❙✉❜str✉❝t✉r❛❧ ▲♦❣✐❝s ✶✵✼

❈❧♦s❡❞ ✭Γ,Γ′ ⊢Σ M : o✮ ⇒ tr✉❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s

❈❧♦s❡❞ ✭∅,Γ′ ⊢Σ M : σ) ⇒ tr✉❡ ❚❡r♠s ✇✐t❤ ♥♦ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❈❧♦s❡❞ ✭Γ,Γ′ ⊢Σ MN : τ✮ ⇒ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✐❢ ✭❚②♣❡■♥❢✭Γ,Γ′,Σ, M✮❂Πx:τ1.τ2✮
t❤❡♥ ✭❈❧♦s❡❞ ✭ΓM,Γ

′
M ⊢Σ M : Πx:τ1.τ2✮ ∧ ❈❧♦s❡❞ ✭ΓN,Γ

′
N ⊢Σ N : τ1✮✮

❡❧s❡ ❢❛❧s❡

❈❧♦s❡❞ ✭Γ,Γ′ ⊢Σ λx:σ.M : τ✮ ⇒ ❆❜str❛❝t✐♦♥s

✐❢ ✭◆❋✭τ✮❂Πx:σ′.σ′′✮

t❤❡♥ ❈❧♦s❡❞ ✭ΓM, x:σ
′,Γ′

M ⊢Σ M : σ′′✮

❡❧s❡ ❢❛❧s❡

❈❧♦s❡❞ ✭Γ,Γ′ ⊢Σ L P
N,σ [M] : τ✮ ⇒ ▲♦❝❦s

✐❢ ✭◆❋✭τ✮❂L P
N′,σ′ [ρ]✮

t❤❡♥ ✭❈❧♦s❡❞ ✭ΓM,Γ
′
M ⊢Σ M : ρ✮ ∧ ❈❧♦s❡❞ ✭ΓN,Γ

′
N ⊢Σ N : σ✮ ∧ ❈❧♦s❡❞ ✭Γσ,Γ

′
σ ⊢Σ σ : Type✮✮

❡❧s❡ ❢❛❧s❡

❈❧♦s❡❞ ✭Γ,Γ′ ⊢Σ U P
N,σ [M] : τ✮ ⇒ ❯♥❧♦❝❦s

✐❢ ✭❚②♣❡■♥❢✭Γ,Γ′,Σ, M✮❂L P
N′,σ′ [τ ′]✮

t❤❡♥ ✭❈❧♦s❡❞ ✭ΓM,Γ
′
M ⊢Σ M : L P

N′,σ′ [τ ′]✮ ∧ ❈❧♦s❡❞ ✭ΓN,Γ
′
N ⊢Σ N : σ✮ ∧ ❈❧♦s❡❞ ✭Γσ,Γ

′
σ ⊢Σ σ : Type✮✮

❡❧s❡ ❢❛❧s❡

❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❈❧♦s❡❞

❆❞❡q✉❛❝② t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ εX ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ LFP ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s✿

εX (x) = x✱ ✇❤❡r❡ x ∈ X ,

εX (¬φ) = ¬εX (φ),

εX (φ→ ψ) = εX (φ) → εX (ψ),

εX (�φ) = �εX (φ),

εX (♦φ) = ♦εX (φ).

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡✱ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✼ ✭❆❞❡q✉❛❝② ♦❢ s②♥t❛①✮✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ εX ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧
❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s φ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts Γ ⊢Σ�

φ : o ✐♥
η✲❧♥❢✱ ✇❤❡r❡ Γ = {x : o | x ∈ X}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ φ✱
✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X = {x1, . . . , xk}✱ ❛♥❞ ψ1, . . . , ψk✱ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Y✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❤♦❧❞s✿ εY(φ[ψ1, . . . , ψk/x1, . . . , xk]) = εX (φ)[εY(ψ1), . . . , εY(ψk)/x1, . . . , xk]✳

■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② φ1, . . . , φn ⊢ φ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ φ✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s φ1, . . . , φn✱ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt✲st②❧❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s✱ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ♦✉r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
st❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✽ ✭❆❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ tr✉t❤ s②st❡♠✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
φ1, . . . , φk ⊢ φ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt✲st②❧❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❤ s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢Σ�

h : (True εX (φ1 →
. . . → φk → φ)) ✐♥ η✲❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❤❡r❡ X = {x1, . . . , xn} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ φ1, . . . , φk, φ ❛♥❞ Γ = {x : o | x ∈ X}✳

✾✳✷✳✷ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s ✐♥ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❙t②❧❡✳

■♥ LFP ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s S4 ❛♥❞ S5 ✐♥ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥
st②❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r S4 ❛♥❞ S5✱ ❡✳❣✳ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
Pr❛✇✐t③✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ r❛t❤❡r ❡❧❛❜♦r❛t❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ s✉❜❢♦r♠✉❧❛❡ ✇❤❡r❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✻ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r✉❧❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ S4 ❛♥❞ S5 ✭à



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

Γ, φ ⊢ φ
(start)

Γ, φ ⊢ ψ

Γ ⊢ φ→ ψ
(→ −I)

Γ ⊢ φ→ ψ Γ ⊢ φ

Γ ⊢ ψ
(→ −E)

Γ,¬φ ⊢ ff

Γ ⊢ φ
(ff − I)

Γ ⊢ ff

Γ ⊢ φ
(ff − E)

∆ ⊢ �Γ �Γ ⊢ φ

∆ ⊢ �φ
(�− I · S4)

�Γ0,¬�Γ1 ⊢ φ

�Γ0,¬�Γ1 ⊢ �φ
(�− I · S5)

Γ ⊢ �φ

Γ ⊢ φ
(�− E)

Γ ⊢ �(φ→ ψ) Γ ⊢ �φ

Γ ⊢ �ψ
(→� −E)

∅ ⊢ φ

∅ ⊢ �φ
(�′ − I)

Γ ⊢ �φ

Γ ⊢ ��φ
(�� − I)

Γ ⊢ ♦φ

Γ ⊢ �♦φ
(�♦ − I)

NC start+ (→ −I) + (→ −E) + (ff−I) + (ff−E)

S4 NC + (�− I · S4) + (�− E)
S5 NC + (�− I · S5) + (�− E)

NK NC + (→� −E) + (�′ − I)
NKT NK + (�− E)
NK4 NK + (�� − I)
NKT4 NKT + (�� − I)
NKT45 NKT4 + (�♦ − I)

❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✿ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝ r✉❧❡s ✐♥ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡

❧❛ Pr❛✇✐t③✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s NK✱ NKT ✱ NK4✱ NKT4✱ NKT45✳ ❙♦ ❛s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ r✉❧❡ ❢♦r � ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ S4 ✭✭�✲■·S4✮✮ ❛❧❧♦✇s ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✳ ❆❣❛✐♥✱
t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❈❧♦s❡❞ ✱ ❇♦①❡❞❙✹ ❛♥❞ ❇♦①❡❞❙✺ ✳

♦ ✿ ❚②♣❡

❢❢ ✿ ♦

¬ ✿ ♦ ✲❃ ♦

→ ✿ ♦ ✲❃ ♦ ✲❃ ♦

� ✿ ♦ ✲❃ ♦

♦ ✿ ♦ ✲❃ ♦

❚r✉❡ ✿ ♦ ✲❃ ❚②♣❡

✐♠♣■ ✿ Πφ✱ψ✿♦✳✭❚r✉❡✭φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭ψ✮✮ ✲❃ ❚r✉❡✭φ→ ψ✮
✐♠♣❊ ✿ Πφ✱ψ✿♦✳❚r✉❡✭φ→ ψ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭ψ✮
❢❢■ ✿ Πφ✿♦✳✭❚r✉❡✭¬φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭❢❢✮✮ ✲❃ ❚r✉❡✭φ✮
❢❢❊ ✿ Πφ✿♦✳❚r✉❡✭❢❢✮ ✲❃ ❚r✉❡✭φ✮

❇♦①■❙✹ ✿ Πφ✿♦✳Π♠✿❚r✉❡✭φ✮✳L
❇♦①❡❞❙✹
♠ [❚r✉❡✭�φ✮]

❇♦①■❙✺ ✿ Πφ✿♦✳Π♠✿❚r✉❡✭φ✮✳L❇♦①❡❞❙✺
♠ [❚r✉❡✭�φ✮]

❇♦①❊ ✿ Πφ✿♦✳❚r✉❡✭�φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭φ✮
✐♠♣❇♦①❊ ✿ Πφ, ψ✿♦✳❚r✉❡✭�✭φ→ ψ✮✮ ✲❃ ❚r✉❡✭�φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭�ψ✮
❇♦①■✬ ✿ Πφ✿♦✳ Π♠✿❚r✉❡✭φ✮✳L❈❧♦s❡❞

♠ [❚r✉❡✭�φ✮]
❇♦①❇♦①■ ✿ Πφ✿♦✳❚r✉❡✭�φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭��φ✮

❇♦①❉✐❛♠♦♥❞■ ✿ Πφ✿♦✳❚r✉❡✭♦φ✮ ✲❃ ❚r✉❡✭�♦φ✮

❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✿ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣS ❢♦r ❝❧❛ss✐❝ S4 ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝ ✐♥ LFP



✾✳✷✳ ❙✉❜str✉❝t✉r❛❧ ▲♦❣✐❝s ✶✵✾

❆s ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✲st②❧❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❈❧♦s❡❞ (Γ ⊢Σ ♠✿❚r✉❡ (φ)) ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✏❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♠ ❤❛✈❡ t②♣❡ ♦✑✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡
t❤❡ r✉❧❡ ✭�′✲■✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ φ ♠✉st ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝ S4✱ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❇♦①❡❞❙✹ (Γ ⊢Σ ♠✿ ❚r✉❡(φ)) ✐s t❤❛t
❛❧❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♠ ♦❝❝✉r ✐♥ s✉❜t❡r♠s ✇❤♦s❡ t②♣❡ ❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡ True(�ψ)
♦r ✐s ♦✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝ S5✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❇♦①❡❞❙✺ (Γ ⊢Σ ♠✿ ❚r✉❡(φ)) ❤♦❧❞s
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♠ ❤❛✈❡ t②♣❡ ♦❢ s❤❛♣❡ True(�ψ)✱ True(¬�ψ) ♦r ♦✳ ■t
✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✏tr✐❝❦✑ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ s♦✉♥❞
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ LFP ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ �φ ✐s t♦ ❧♦❝❦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤❡ t②♣❡ ❚r✉❡✭�φ✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❇♦①■✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ♦✉r ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ ❚❤❡♦r❡♠s ✷✾ ❛♥❞ ✸✵ ❜❡❧♦✇✳ ❆s ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ εX ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ❛s
❢♦❧❧♦✇s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ LFP ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s✿

εX (x) = x✱ ✇❤❡r❡ x ∈ X ,

εX (ff) = ff,

εX (¬φ) = ¬εX (φ),

εX (φ→ ψ) = εX (φ) → εX (ψ),

εX (�φ) = �εX (φ),

εX (♦φ) = ♦εX (φ).

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡✱ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✾ ✭❆❞❡q✉❛❝② ♦❢ s②♥t❛① ❢♦r ♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡✮✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ εX ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ❛♥❞ t❤❡
t❡r♠s φ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐♥ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts Γ ⊢Σ φ : o ✐♥ η✲❧♥❢✱ ✇❤❡r❡ Γ = {x : o | x ∈ X}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ φ✱ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X = {x1, . . . , xk}✱
❛♥❞ ψ1, . . . , ψk✱ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Y✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ εY(φ[ψ1, . . . , ψk/x1, . . . , xk]) =
εX (φ)[εY(ψ1), . . . , εY(ψk)/x1, . . . , xk]✳

❚❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ tr✉t❤ s②st❡♠ ♦❢ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞
❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t Γ ⊢ φ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✵ ✭❆❞❡q✉❛❝② ♦❢ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡✮✳ ▲❡t X = {x1, . . . , xn}
❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s φ1, . . . , φk, φ✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t {φ1, . . . , φk} ⊢ φ ✐♥ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
st②❧❡✱ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❤ s✉❝❤ t❤❛t Γ ⊢Σ h : (True εX (φ)) ✐♥ η✲❧♥❢✱ ✇❤❡r❡ Γ = {x1: o, . . . , xn : o,
h1 : (True εX (φ1)), . . . , hk : (True εX (φk))}✳

✾✳✷✳✸ ◆♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥ LFP ♦❢ ❛ s✉❜str✉❝t✉r❛❧ ❧♦❣✐❝ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬P♦❧❛❦♦✇ ✶✾✾✾❪✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✭◆❈▲▲✮✱ ✈✐❛ ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Γ;∆;Ω ⊢M : A,

✇❤❡r❡ M ✐s ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠✱ A ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤✐❧❡ Γ✱ ∆✱ ❛♥❞ Ω ❛r❡ ❛❧❧ s❡ts ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❜✉t
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ Γ ✐s ❛♥ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❝♦♥t❡①t ✭❛❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮✱ ∆ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t❡①t ✭❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ Ω ✐s ❛♥



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥t❡①t✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✴❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ r✐❣❤t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ →→✿

Γ; ·; z:A ⊢ z:A
(ovar)

Γ;∆; (Ω, z:A) ⊢M :B

Γ;∆;Ω ⊢ λ>z:A.M :A→→B
(→→ I)

Γ;∆1; Ω1 ⊢M :A→→B Γ;∆2; Ω2 ⊢ N :A

Γ; (∆1 ⋊⋉ ∆2); (Ω1,Ω2) ⊢M
>N :B

(→→ E)

✇❤❡r❡ t❤❡ ⋊⋉ s②♠❜♦❧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✳

■♥ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✏♦r❞❡r❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t❤❡②
✇❡r❡ ♠❛❞❡✑✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ z ❛s t❤❡ ❧❛st ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐♥
❛♥ LF✲❜❛s❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠✳ ❚❤❡ ❧❛st
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐s t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❧❡❢t♠♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥✱
✐♥ LFP ✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❢♦r❝❡ s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♦r❞❡r❡❞ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ◆❈▲▲ ✐♥t♦ LFP ✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s②st❡♠ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬P♦❧❛❦♦✇ ✶✾✾✾❪✮✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s (→→ I) ❛♥❞ (→→ E) ❛r❡✿

✐♠♣❘✐❣❤t■♥tr♦ ✿ Π❆✱❇✿♦✳Π▼✿✭❚r✉❡ ❆✮✲❃✭❚r✉❡ ❇✮✳L❘✐❣❤t♠♦st

M,(True A)→(True B)[(True (impRight A B))]✱

✐♠♣❘✐❣❤t❊❧✐♠ ✿ Π❆✱❇✿♦✳✭❚r✉❡ ✭✐♠♣❘✐❣❤t ❆ ❇✮✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❆✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❇✮✱

✇❤❡r❡ ❚r✉❡ ✿ ♦ ✲❃ Type ✐s t❤❡ tr✉t❤ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t②♣❡ ♦✮ ❛♥❞ ✐♠♣❘✐❣❤t

✿ ♦ ✲❃ ♦ ✲❃ ♦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ →→ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ r✐❣❤t ♦r❞❡r❡❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡❞✲
✐❝❛t❡ ❘✐❣❤t♠♦st ✭Γ ⊢Σ M : ✭❚r✉❡ ❆✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❇✮✮ ❝❤❡❝❦s t❤❛t ▼ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ M ≡ λz : (True A).M✬✱ ✇✐t❤ ▼✬ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③ ♦❝❝✉rs
♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❢r❡❡ ♦♥❡ ✐♥ ▼✬✳

❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✴❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ♦r❞❡r❡❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✱ t❤❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s s✐♠✐❧❛r❀ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Γ;∆; (z:A,Ω) ⊢M :B

Γ;∆;Ω ⊢ λ<z:A.M :A B
( I)

Γ;∆1; Ω1 ⊢M :A B Γ;∆2; Ω2 ⊢ N :A

Γ; (∆1 ⋊⋉ ∆2); (Ω1,Ω2) ⊢M
<N :B

( E)

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ▲❡❢t♠♦st ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ ✿

✐♠♣▲❡❢t■♥tr♦ ✿ Π❆✱❇✿♦✳Π▼✿✭❚r✉❡ ❆✮✲❃✭❚r✉❡ ❇✮✳L▲❡❢t♠♦st

M,(True A)→(True B)[(True (impLeft A B))]✱

✐♠♣▲❡❢t❊❧✐♠ ✿ Π❆✱❇✿♦✳✭❚r✉❡ ✭✐♠♣▲❡❢t ❆ ❇✮✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❆✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❇✮✱

✇❤❡r❡ ✐♠♣▲❡❢t ✿ ♦ ✲❃ ♦ ✲❃ ♦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡  ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ ❧❡❢t ♦r❞❡r❡❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ▲❡❢t♠♦st ✭Γ ⊢Σ M : ✭❚r✉❡ ❆✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❇✮✮ ❝❤❡❝❦s t❤❛t ▼ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ M ≡ λz : (True A).M✬✱ ✇✐t❤ ▼✬ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③ ♦❝❝✉rs
♦♥❧② ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❢r❡❡ ♦♥❡ ✐♥ ▼✬✳

❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s✱ ❛❣❛✐♥✱ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r❡❞✲
✐❝❛t❡ ✏❡♥s✉r✐♥❣✑ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ⊸ ❝♦♥str✉❝t♦r ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✉❧❡s



✾✳✷✳ ❙✉❜str✉❝t✉r❛❧ ▲♦❣✐❝s ✶✶✶

❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ◆❈▲▲ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Γ; y:A; · ⊢ y:A
(lvar)

Γ; (∆, y:A); Ω ⊢M :B

Γ;∆;Ω ⊢ λ̂y:A.M :A⊸ B
(⊸ I)

Γ;∆1; Ω ⊢M :A⊸ B Γ;∆2; · ⊢ N :A

Γ; (∆1 ⋊⋉ ∆2); Ω ⊢M ˆN :B
(⊸ E)

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s (⊸ I) ❛♥❞ (⊸ E) ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✐♠♣▲✐♥❡❛r■♥tr♦ ✿ Π❆✱❇✿♦✳Π▼✿✭❚r✉❡ ❆✮✲❃✭❚r✉❡ ❇✮✳L▲✐♥❡❛r
M,(True A)→(True B)[(True (impLinear A B))]✱

✐♠♣▲✐♥❡❛r❊❧✐♠ ✿ Π❆✱❇✿♦✳✭❚r✉❡ ✭✐♠♣▲✐♥❡❛r ❆ ❇✮✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❆✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❇✮✱

✇❤❡r❡ ✐♠♣▲✐♥❡❛r ✿ ♦ ✲❃ ♦ ✲❃ ♦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ⊸ ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ▲✐♥❡❛r ✭Γ ⊢Σ M:✭❚r✉❡ ❆✮✲❃✭❚r✉❡ ❇✮✮ ✈❡r✐✜❡s t❤❛t ▼ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ M ≡ λz : (True A).M✬✱ ✇✐t❤ ▼✬ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③ ♦❝❝✉rs
❢r❡❡ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ ▼✬✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ◆❈▲▲ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s
♣❛rt t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

(Γ1, x:A,Γ2); ·; · ⊢ x:A
(ivar)

(Γ, x:A);∆;Ω ⊢M :B

Γ;∆;Ω ⊢ λx:A.M :A→ B
(→ I)

Γ;∆;Ω ⊢M :A→ B Γ; ·; · ⊢ N :A

Γ;∆;Ω ⊢MN :B
(→ E)

❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✴❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ✿

✐♠♣■♥tr♦ ✿ Π❆✱❇✿♦✳Π▼✿✭❚r✉❡ ❆✮✲❃✭❚r✉❡ ❇✮✳ ✭❚r✉❡ ✭✐♠♣ ❆ ❇✮✮✱

✐♠♣❊❧✐♠ ✿ Π❆✱❇✿♦✳✭❚r✉❡ ✭✐♠♣ ❆ ❇✮✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❆✮ ✲❃ ✭❚r✉❡ ❇✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ r✉❧❡s→→E ✱  E ❛♥❞⊸ E ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❡r♠s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥❢r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❡q✉❛❝② t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✶ ✭❆❞❡q✉❛❝②✮✳ ▲❡t X = {P1, . . . , Pn} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ ❬P♦❧❛❦♦✇ ✶✾✾✾❪✮ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s A1, . . . , Ak, A✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t (A1, . . . , Ai−1); (Ai, . . . , Aj−1); (Aj , . . . , Ak) ⊢ A ✐♥ ◆❈▲▲✱ ❛♥❞
♣r♦♦❢ t❡r♠s ❤ s✉❝❤ t❤❛t ΓX , h1:(True εX (A1)), . . . , hk:(True εX (Ak)) ⊢ h : (True εX (A)) ✐♥ η✲
❧♦♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s hi, . . . , hj−1 ♦❝❝✉r ✐♥ ❤ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ hj , . . . , hk ♦❝❝✉r ✐♥ ❤

♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ΓX ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡①t P1 : o, . . . , Pn : o✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
♦❜❥❡❝t✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s P1, . . . , Pn✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥✱ ❡✳❣✳ ❬❈r❛r② ✷✵✶✵❪✮ ♦❢ ❛♥
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥ ❛♥ LF✲❧✐❦❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢
t❤✐s ❛❞❡q✉❛❝② r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✉❜str✉❝t✉r❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ◆❈▲▲✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s✱
♥♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❣✐st ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❛s ❢❛r ❛s t❤❡♦r❡♠s✱ ✐✳❡✳ ♣r♦♦❢s
✇✐t❤ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❣♦✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s st❛♥❞❛r❞❀ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ tr✉❧② ❢r❡❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜✐♥❞✲
❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ❝♦✉❧❞ ❜❡ st❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣✱ ❛s ✐♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛s❡✱ tr✉❧② ❢r❡❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❜② ❝♦♥st❛♥ts✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❛ ❞❡❡♣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡♥❢♦r❝❡
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥t❡①ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡
❧♦❝❦s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠s✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

✾✳✸ ■♠♣ ✇✐t❤ ❍♦❛r❡ ▲♦❣✐❝

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞ ■♠♣✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts
❍♦❛r❡ ▲♦❣✐❝✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ■♠♣ ✐s✿

p ::= skip ♥✉❧❧
| x := expr ❛ss✐❣♥♠❡♥t
| if cond then p else p ❝♦♥❞✐t✐♦♥
| p; p s❡q✉❡♥❝❡
| while cond {p} ✇❤✐❧❡

❖t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♦❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜♦t❤ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❛♥❞
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❞❡♥♦t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❧②
✐♥t❡❣❡rs ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ✐♥t✮ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛s
❝❧♦s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❍❖❆❙ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆✈r♦♥ ✶✾✾✷❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ LFP ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ LF✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❤❡r❡ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❜② ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t②♣❡ ✈❛r✱ ❛♥ ✐♥t✲❧✐❦❡
t②♣❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✐♥t ✐ts❡❧❢✱ s♦ ❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❢♦r ■♠♣✮✳

✐♥t ✿ ❚②♣❡ ❜♦♦❧ ✿ ❚②♣❡ ✈❛r ✿ ❚②♣❡

❜❛♥❣ ✿ ✈❛r ✲❃ ✐♥t ✵✱✶✱✲✶ ✿ ✐♥t ✰ ✿ ✐♥t ✲❃ ✐♥t ✲❃ ✐♥t

❂ ✿ ✐♥t ✲❃ ✐♥t ✲❃ ❜♦♦❧ ❛♥❞✱ ✐♠♣ ✿ ❜♦♦❧ ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ ❜♦♦❧

♥♦t ✿ ❜♦♦❧ ✲❃ ❜♦♦❧ ❢♦r❛❧❧ ✿ ✭✐♥t ✲❃ ❜♦♦❧✮ ✲❃ ❜♦♦❧

❙✐♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t②♣❡ ✐♥t ♠❛② ❜❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❛❧❧ ❝♦♥str✉❝✲
t♦r✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ εexpX ♠❛♣♣✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ t②♣❡ ✐♥t ✐♥ X ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ■♠♣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ LFP ✿

εexpX (0) = 0, εexpX (1) = 1, εexpX (−1) = ✲✶

εexpX (x) =

{

x ✐❢ x ∈ X
(bang x) ✐❢ x 6∈ X

εexpX (n+m) = (✰ εexpX (n) εexpX (m)), εexpX (n = m) = (❂ εexpX (n) εexpX (m))

εexpX (¬e) = (♥♦t εexpX (e)), εexpX (e ∧ e′) = (❛♥❞ εexpX (e) εexpX (e′))

εexpX (e ⊇ e′) = (✐♠♣ εexpX (e) εexpX (e′)), εexpX (∀x.φ) = (❢♦r❛❧❧ λx:int.εexpX∪{x}(φ))

✇❤❡r❡ ① ✐♥ ✭❜❛♥❣ ①✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
t②♣❡ ✈❛r✮✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✭❢r❡❡✮ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r x❀ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❜✐♥❞❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x r❡♥❞❡r❡❞ ❛s ❛ LFP ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t②♣❡ ✐♥t ✐♥ ❍❖❆❙ st②❧❡✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢
✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❢♦r ■♠♣ ✇✐t❤ ❝♦♠♠❛♥❞✮✳
❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♣r♦❣ ✿ ❚②♣❡

■s❦✐♣ ✿ ♣r♦❣

■s❡q ✿ ♣r♦❣ ✲❃ ♣r♦❣ ✲❃ ♣r♦❣

■s❡t ✿ ✈❛r ✲❃ ✐♥t ✲❃ ♣r♦❣

■✐❢ ✿ Π❡✿❜♦♦❧✳♣r♦❣ ✲❃ ♣r♦❣ ✲❃ L◗❋
❡,❜♦♦❧[♣r♦❣]

■✇❤✐❧❡ ✿ Π❡✿❜♦♦❧✳♣r♦❣ ✲❃ L◗❋
❡,❜♦♦❧[♣r♦❣]



✾✳✸✳ ■♠♣ ✇✐t❤ ❍♦❛r❡ ▲♦❣✐❝ ✶✶✸

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ◗❋ ✭Γ ⊢Σ ❡✿❜♦♦❧✮ ❤♦❧❞s ✐✛ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❡ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡r ❢r❡❡✱ ✐✳❡✳ ✐t
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦r❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t♦r✳ ❲❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t ◗❋ ❛s ❛ ✏❣♦♦❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✑ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱
r✉❧✐♥❣ ♦✉t ❜❛❞ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ✐♥✈❛❧✐❞ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧♦❝❦❡❞ t❡r♠s✳

❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ εprogX ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
■♠♣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ LFP ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

εprogX (skip) = Iskip

εprogX (x := e) = Iset x εexpX (e)

εprogX (p; p′) = Iseq εprogX (p) εprogX (p′)

εprogX (if e then p else p′) = U◗❋
εexpX (e),❜♦♦❧

[(Iif ε
exp

X (e) ε
prog

X (p) ε
prog

X (p′))] ✭✯✮

εprogX (while e {p}) = U◗❋
εexpX (e),❜♦♦❧

[(Iwhile ε
exp

X (e) ε
prog

X (p))] ✭✯✮

✇❤❡r❡ ✭✯✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t e ✐s ❛ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❧❡❣❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✮✳
◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ tr✉❡✿ ❜♦♦❧ ✲❃ ❚②♣❡ s✉❝❤ t❤❛t ✭tr✉❡ ❡✮ ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡ ✐s
tr✉❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❥✉❞❣♠❡♥t ❤♦❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭LFP s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❢♦r ❍♦❛r❡✮✳

❛r❣s ✿ ❚②♣❡

❁❴ ✱ ❴❃ ✿ ✈❛r ✲❃ ✭✐♥t ✲❃ ❜♦♦❧✮ ✲❃ ❛r❣s

❤♦❛r❡ ✿ ❜♦♦❧ ✲❃ ♣r♦❣ ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ ❚②♣❡

❤♦❛r❡❴■s❦✐♣ ✿ Π❡✿❜♦♦❧✳✭❤♦❛r❡ ❡ ■s❦✐♣ ❡✮

❤♦❛r❡❴■s❡t ✿ Πt✿✐♥t✳Π①✿✈❛r✳Π❡✿✐♥t✲❃❜♦♦❧✳LP set

〈①✱❡〉[✭❤♦❛r❡ ✭❡ t✮ ✭■s❡t ① t✮ ✭❡ ✭❜❛♥❣ ①✮✮]

❤♦❛r❡❴■s❡q ✿ Π❡✱❡✬✱❡✬✬✿❜♦♦❧✳Π♣✱♣✬✿♣r♦❣✳✭❤♦❛r❡ ❡ ♣ ❡✬✮ ✲❃

✭❤♦❛r❡ ❡✬ ♣✬ ❡✬✬✮ ✲❃

✭❤♦❛r❡ ❡ ✭■s❡q ♣ ♣✬✮ ❡✬✬✮

❤♦❛r❡❴■✐❢ ✿ Π❡✱❡✬✱❜✿❜♦♦❧✳Π♣✱♣✬✿♣r♦❣✳✭❤♦❛r❡ ✭❜ ❛♥❞ ❡✮ ♣ ❡✬✮ ✲❃

✭❤♦❛r❡ ✭✭♥♦t ❜✮ ❛♥❞ ❡✮ ♣✬ ❡✬✮ ✲❃

✭❤♦❛r❡ ❡ U◗❋
b,❜♦♦❧[(Iif b p p′)] ❡✬✮

❤♦❛r❡❴■✇❤✐❧❡ ✿ Π❡✱❜✿❜♦♦❧✳Π♣✿♣r♦❣✳✭❤♦❛r❡ ✭❡ ❛♥❞ ❜✮ ♣ ❡✮ ✲❃

✭❤♦❛r❡ ❡ U◗❋
b,❜♦♦❧[(Iwhile b p)] ✭✭♥♦t ❜✮ ❛♥❞ ❡✮✮

❤♦❛r❡❴■❝♦♥s ✿ Π❡✱❡✬✱❢✱❢✬✿❜♦♦❧✳Π♣✿♣r♦❣✳✭tr✉❡ ✭✐♠♣ ❡✬ ❡✮✮ ✲❃

✭❤♦❛r❡ ❡ ♣ ❢✮ ✲❃

✭tr✉❡ ✭✐♠♣ ❢ ❢✬✮✮ ✲❃

✭❤♦❛r❡ ❡✬ ♣ ❢✬✮✱

✇❤❡r❡ P set✭Γ ⊢Σ 〈①✱❡〉✿❛r❣s✮ ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡ ✐s ❝❧♦s❡❞✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥st❛♥t✮ ①

❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❡✳

❙✉❝❤ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♠♦✉♥t t♦ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❛t ♥♦ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞
❜② ① ❛✛❡❝ts t❤❡ ✏♠❡❛♥✐♥❣✑ ♦r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡ ✭♥♦♥✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✐s
t❤❛t ✐❢ e = εexpX (E)✱ p = εprogX (P ) ❛♥❞ e′ = εexpX (E′)✱ t❤❡♥ ✭❤♦❛r❡ ❡ ♣ ❡✬✮ ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❍♦❛r❡✬s tr✐♣❧❡ {E}P{E′} ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✭s❡❡✱
❡✳❣✳✱ ❬❆✈r♦♥ ✶✾✾✷❪✮✱ ✐s t❤❛t ✐♥ LFP ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❧❡❣❛t❡ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ◗❋ ❛♥❞ P set ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s ❝❤❡❝❦s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥♦♥✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❧❛✉s❡s ❢♦r ❣✉❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❧♦♦♣✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦❝❦ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❧❡❣❛❧❧② ❞❡r✐✈❡ Γ ⊢Σ ♠✿✭❤♦❛r❡ ❡ ♣

❡✬✮ ♦♥❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍♦❛r❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳

✸❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

✾✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲❈❤❡❝❦❡rs ❛s ❖r❛❝❧❡s ❢♦r LFP

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ ❤♦✇✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲❝❤❡❝❦❡r ❜❛s❡❞ ♦♥
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ P❛rt ✶ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❛❝❧❡ ✐♥ t❤❡ LFP
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r s②st❡♠✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ LPPQ
2 ✱

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✲ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤✐s ❧♦❣✐❝ ✐♥ LFP ✐s ♥❛t✉r❛❧
❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❈♦q ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❧❡tt❡r✿

♣♣ ✿ ❚②♣❡ ❜❛s❡ ✿ ♣♣ ✲❃ ❢♦r❈ P❣❡ ✿ ◗✵✶ ✲❃ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦rP

❢♦r❈ ✿ ❚②♣❡ ♥❡❣❈ ✿ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦r❈ ♥❡❣P ✿ ❢♦rP ✲❃ ❢♦rP

❢♦rP ✿ ❚②♣❡ ✐♠♣❈ ✿ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦r❈ ✲❃ ❢♦r❈ ✐♠♣P ✿ ❢♦rP ✲❃ ❢♦rP ✲❃ ❢♦rP

❋❖❘ ✿ ❚②♣❡ ❈❧❛s ✿ ❢♦r❈ ✲❃ ❋❖❘ Pr♦❜ ✿ ❢♦rP ✲❃ ❋❖❘

✇❤❡r❡ ◗✵✶ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣❛✐rs ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ♣♣ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

❖♥❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤✐s ❧♦❣✐❝ ❛s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ✐s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❈♦♥s✐st❡♥t✱
✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❛ ❧✐st✹ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s f1, . . . fn ♦❢ t②♣❡ ❋❖❘✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ✐s ❝❧♦s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ✐ts❡❧❢✱ ✇❤❡♥ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s❡t✱ ✐s LPPQ

2,Meas✲
s❛t✐s✜❛❜❧❡✺✳ ❚❤✐s ❝❤❡❝❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡r♥❛❧ t♦ LFP ✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❙❆❚✲❝❤❡❝❦❡r✳ ❙✐♥❝❡ LPPQ

2 ✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❜✐♥❞❡rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱
❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❈♦♥s✐st❡♥t ✐s ✐♥❞❡❡❞
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ✭♣♦ss✐❜❧② ❞❡❝✐s✐♦♥✲s✉♣♣♦rt✮
s②st❡♠ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ LFP ✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

LSatisfiable
<f1,...,fn>,list[M ] : LSatisfiable

<f1,...,fn>,list[ρ]

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ s❡❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ LFP ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ LF✱ ❛s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲❝❤❡❝❦❡r ✐♥ LF ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✱ ✐❢ ♥♦t ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦✳

✾✳✺ ❙❡✈❡r❛❧ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ LFP

❆r❣✉❛❜❧②✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t st✐❧❧ ✇♦♥❞❡r ✇❤❡t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
✐t ✇♦rt❤ ✐t✳ ❲❤② s❤♦✉❧❞ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♦✉ts♦✉r❝❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t s②st❡♠ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ t♦♦❧✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s✐♠♣❧② t❛❦❡ ❛ ✏♠♦♥♦❧✐t❤✐❝✑ st❛♥❝❡✱ ❡♥❝♦❞✐♥❣
❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❤✐s ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧❡❣✐t✐♠❛t❡
str❛t❡❣②✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré Pr✐♥❝✐♣❧❡✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦
t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❍♦♥s❡❧❧ ✷✵✵✶❪✮✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦
♣r♦✈❡ r✐❣♦r♦✉s❧② t❤❛t ✐❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt② P ❤♦❧❞s ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ❛❧s♦
❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (νx)P ✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t x 6∈ fn(P )✳ ❖♥ ♣❛♣❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤✐s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t P ≡ (νx)P ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢r❡s❤♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❢♦r❝❡ t❤❡ ✉s❡r t♦ s♣❡❧❧ ♦✉t ✐♥ ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧ ❡✈❡♥ tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♦❢s ❧✐❦❡ P ≡ (νx)P ✳

✹❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧✐st ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ LFP ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs
♥✐❧ ✿ ❧✐st ❛♥❞ ❝♦♥s ✿ ❋❖❘ ✲❃ ❧✐st ✲❃ ❧✐st✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

✺❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❙tr♦♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r LPP
Q
2

✭❚❤❡♦r❡♠ ✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ❛t ✇✐❧❧ t❤❡
t❡r♠s ✬❵❝♦♥s✐st❡♥t✑ ❛♥❞ ❵✬s❛t✐s✜❛❜❧❡✑✳



✾✳✺✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ LFP ✶✶✺

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛①✐♦♠s✿

P |0 ≡ P 0 ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✇✳r✳t✳ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
P |(νx)0 ≡ P (νx)0 ≡ 0

(νx)(P |0) ≡ P (νx)(P |Q) ≡ P |(νx)Q ✐❢ x 6∈ fn(P )
(νx)P ≡ P 0 ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✇✳r✳t✳ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❍❡r❡✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✉s✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✱ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞
s②♠♠❡tr② ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✳ ❙✉r❡❧②✱ t❤✐s ✐s r❛t❤❡r t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❦✐❧❧ t♦
❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✿ ✐t ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✲❧✐❦❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ❡✳❣✳ t❤❛t 2 + 2 = 4 ✭❬P♦✐♥❝❛ré ✶✾✵✷✱
❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✵✷❪✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s❛✈❡ ✐t ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡✲✉s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❧❛r❣❡r ♣r♦♦❢
t❡r♠s✱ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ s❧♦✇❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✻✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ s✉❝❤ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ tr✐✈✐❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✭❛♥❞
♣♦ss✐❜❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞✮ t♦♦❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✉s❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢r❡❡ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✏❝r❡❛t✐✈❡✑
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐ts❡❧❢ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢r❡❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ✏✉♥✐♥t❡r❡st✐♥❣✑ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ Pr❡❝✐s❡❧② t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣✐r✐t ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ LFP ✿ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❢❛❝t♦r✐③❡ ❛♣❛rt ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♣r♦♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❢r❡❡✐♥❣
❤✐♠s❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣ ✏✉s❡❧❡ss✑ ❛♥❞ tr✐✈✐❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♦✉ts♦✉r❝✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♥❛♠❡❧②

P ≡ P ′ P ′ −→ Q′ Q′ ≡ Q

P −→ Q

❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ LFP ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

L❙tr✉❝t
〈P,P′,Q′,Q〉[(red P Q)]

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ s②♠❜♦❧ s❡r✈❡s t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ −→✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❙tr✉❝t ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P ≡ P ′ ❛♥❞ Q′ ≡ Q✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ LFP ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r✉❧❡

C A→ B A ≡ C
B

✐♥ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞✉❧♦ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

⊇≡: ΠA,B,C:o.Πx:True(A→ B).Πy:True(C).L≡
〈A,C〉[True(B)].

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❧♦❝❦❡❞✴✉♥❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ✐♥ LFP ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞✉❧♦ ♦r t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❡①t❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❊q✉❛❧✐t② ❘✉❧❡ t♦ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ LFP ✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ r❡✢❡❝t ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❆s ❛ ✜♥❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❞r❡ss ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ LFP ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞②
❣r❛s♣ t❤❡ ❣✐st ♦❢ t❤✐s ♣❤✐❧♦s♦♣❤② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿

❘❡❢❧❡❝t✐♦♥ ✿ Π①✿♦✳ LisTrue
x,o [(True x)]✳

✻❆s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t s♠❛❧❧✱ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❈❤❧✐♣❛❧❛ ✷✵✶✸❪✮✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥t❡r♥❛❧❧②✳



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP

✾✳✻ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ LFP ✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st❛♥❞❛r❞ LF✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦❞❡❞
t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ s❤♦✇♥ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❛❧
❧♦❣✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜rst ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥ ❛♥ LF✲t②♣❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
▲❛st❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞
❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ ❤♦✇ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲❝❤❡❝❦❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❛❝❧❡ ♦❢ LFP ✳
❆❧❧ t❤❡ ✇❤✐❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②st❡♠s ✐♥ q✉❡st✐♦♥✱ t❤✉s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳



P❛rt ■■■

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s





❈❤❛♣t❡r ✶✵

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s ❛♥❞ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r

❋✉rt❤❡r ❲♦r❦

❈♦♥t❡♥ts

✶✵✳✶ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✶✵✳✷ ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✶✵✳✶ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✇♦ ♥♦t❛❜❧❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s ✲ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t②♣❡ t❤❡♦r② ✲ t✇♦ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡ ②❡t ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞✱
❜r♦✉❣❤t t♦❣❡t❤❡r ❜② t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tt❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt
♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✲ LPCP✱
❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s♦✉♥❞♥❡ss✱ str♦♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✮ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t✇♦ ✲ LPPQ

1 ❛♥❞ LPPQ
2 ✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ LPCP✲ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs CPi, i ∈ I✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts s②♥t❛①✱ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛♥❞ ❛ s♦✉♥❞ ❛♥❞
str♦♥❣❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ s②st❡♠✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② r✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❛s
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❢❛✐r❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤❡r❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❛
P❙P❆❈❊ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ s♦ ❛s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡✱
♠❛❦✐♥❣ ✐t t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡✈✐❞❡♥❝❡✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧♦❣✐❝s LPPQ
1 ❛♥❞ LPPQ

2 ✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❈♦q✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❧♦❣✐❝s ❤❛s ✐ts ♦✇♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡② ❜♦t❤ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♠♦❞❛❧✲❧✐❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs P≥r✱ ❢♦r r ∈ Q[0,1]✱ ❛♥❞ ❜♦t❤
❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ■♥
LPPQ

2 ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❛ t✇♦✲❧❛②❡r❡❞ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❛②❡r ❜✉✐❧t ❛t♦♣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ♣r♦❤✐❜✐ts
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳
LPPQ

1 ✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s
✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❧♦❣✐❝s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦❞❡❞ t❤❡✐r s②♥t❛①✱
s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛♥❞ ❛①✐♦♠ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡♠s✱
♥♦t❛❜❧② s♦✉♥❞♥❡ss✱ str♦♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦r♠❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s✱
✐✳❡✳ ❥✉st✐✜❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥s✳



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s ❛♥❞ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦

❚❤❡ LFP ❋r❛♠❡✇♦r❦ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✜✈❡ t❤r♦✉❣❤ ♥✐♥❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❊①t❡r♥❛❧ Pr❡❞✐❝❛t❡s✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
LF✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❧♦❝❦✐♥❣ t②♣❡s ❛♥❞ t❡r♠s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❡①t❡r♥❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t LFP s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥❢♦r❝❡❞✱ s✉❜❥❡❝t
r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✲ ❈▲❋P✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r
❡❛s② ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❉❡s✐❣♥✲❜②✲❈♦♥tr❛❝t
♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ❍♦❛r❡ ❧♦❣✐❝✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝s ✐♥ ❍✐❧❜❡rt
❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡✱ ❛♥❞ ◆♦♥✲❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ LFP ✇❡
❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ s✐❞❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ❡❧❡❣❛♥t❧②✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡✱ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝❧❡❛♥❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡ ♣r♦♦❢s✳

✶✵✳✷ ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s✳ ❆s ❢❛r ❛s ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝ LPCP✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
st②❧❡ ♦❢ ❞❡ ❋✐♥❡tt✐✳ ❖♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜rst✲♦r❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ r❡s❡❛r❝❤❡❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥ ❬▼✐❧♦➨❡✈✐➣ ✷✵✶✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ LPCP t♦ ✜rst✲♦r❞❡r
❢♦r♠✉❧❛s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❛r② ❛①✐♦♠ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ✐ts s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
✇✐t❤ r❡s❡♣❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❑r✐♣❦❡✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r② ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ❬❉♦❞❡r ✷✵✶✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡✈✐❞❡♥❝❡✳

❋♦r♠❛❧ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s✳ ■♥ t❤✐s s❡❣♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐❞❡❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✈❡r✐✜❡❞ ❧♦❣✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡✲
✉s❡❞ ❢♦r ❧♦❣✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❆❧s♦✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❈♦q t♦♦❧s ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ r❡❛❧ ♦r
♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦✲
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ t♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦r t❤❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ r❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝♦❞❡ ✐s ♥♦t r❡✲✉s❛❜❧❡ ♣❡r s❡✱ t❤❡ ♠❛❦✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ t❤❡
❝♦❞❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✇❡❡❦ ❢♦r ❛ ❈♦q ✉s❡r ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞ ❧♦❣✐❝s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
❢♦r♠❛❧❧② ✐s t❤❡✐r ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐♥ ❈♦q✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❡rt✐✜❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❆❚✲s♦❧✈❡r✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ②✐❡❧❞ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ✭r❡❧❛t✐✈❡❧②✮ ❢❛st ❝♦❞❡✳

Pr♦s♣❡❝ts ❢♦r LFP ✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ LFP s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ✜rst✲♦r❞❡r ♣r❡❞✐❝❛t✐✈❡ t②♣❡ t❤❡♦r②✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡rt❡① ✭✶✱✵✱✵✮ ♦❢ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✬s ❝✉❜❡ ❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✶✾✾✷❪✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞
✇♦rt❤✇❤✐❧❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr② t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♠♣r❡❞✐❝❛t✐✈❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r
❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇❡r❡ ♣r♦✈❡♥✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t ❛ t❛s❦✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇♦✉❧❞
❜r✐♥❣ ✉s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ LFP ✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t②♣❡❞
r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥❧♦❝❦ ❞❡str✉❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ❛❧t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ t❤❡
❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ L✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t r❡q✉✐r❡



✶✵✳✷✳ ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦ ✶✷✶

t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡ ✉♥❞❡r s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡t❛✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ✇✐s❤ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛❧❧s ♠❛❞❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐s t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ LFP ✐♥ ✇❤✐❝❤ L✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✜r❡✱ t❤✉s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ U ✲L ♣❛✐rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡r♠✳ ▼♦r❡
♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ LFP ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦❝❦❡❞ t②♣❡s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ δ✲r✉❧❡s à ❧❛ ▼✐ts❝❤❦❡
✭❝❢✳ ❬❇❛r❡♥❞r❡❣t ✷✵✶✸❪✮✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✈✐❡✇ ❧♦❝❦ r✉❧❡s✱ ❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧❡✈❡❧✱ ❛s δ✲r✉❧❡s r❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r
❛r❣✉♠❡♥t ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ ♦❜❥❡❝t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ LFP t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❞❡s✐❣♥✲❜②✲❝♦♥tr❛❝t
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t LFP ❝❛♥ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥
♥❡❡❞ ♦❢ ❜❡tt❡r ❢♦r♠❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t♦♣✐❝ s❤❛❧❧♦✇ ✈s✳ ❞❡❡♣ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
❛s✲t②♣❡s ❢♦r ♠♦❞❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳

◆❡①t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✏❡♠❜❡❞❞✐♥❣✑ t❤❡ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❚❡r♠
❘❡✇r✐t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ❛s ✐♥ ❬❱✐r❣❛ ✶✾✾✾❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❚✇❡❧❢ ✐♥ LFP ❛s
❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s s❡❡♠ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ ♦✉r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❥✉st ❛s ✐♥ ❬❱✐r❣❛ ✶✾✾✾❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛❧s♦ ✉s❡❞ ◆❡✇♠❛♥✬s ▲❡♠♠❛ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼✮ t♦ ♣r♦✈❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐ss✉❡
♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞♥❡ss ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r② ♦❢ LFP ✳

❖♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❡✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ LFP ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✜♥❞ ✐ts ✉s❛❣❡ ✐♥ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ✐❢ ❝❡rt❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡r❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ r❡❞❡①✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ st✉❝❦ ✉♥t✐❧ ❛ ✏❣♦♦❞✑ ♠❡ss❛❣❡ ❛rr✐✈❡s ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✜r✐♥❣
✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭❛ ❝♦♠♠♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❤❡r❡ ✏❜❛❞✑ r❡✲
q✉❡sts ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ ✏❣♦♦❞ ♦♥❡s✑ ❛r❡ s❡r✈❡❞✮✳ ❙✉❝❤ ❞②♥❛♠✐❝ ✭r✉♥✲t✐♠❡✮ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦✉❧❞ ❤❛r❞❧②
❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ r✐❣✐❞ t②♣❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ✇❤❡r❡ ✏❜❛❞✏ t❡r♠s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ❛ ♣r✐♦r✐
✭❬◆❛♥❡✈s❦✐ ✷✵✵✽❪✮✳

▲❛st✱ ❜✉t ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❧❡❛st✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ LFP ✐s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥s
t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ♦r ❛tt❡♠♣t t♦ ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✱ ♦r ❤♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❛❝❧❡s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱
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❬▼❛r❦♦✈✐➣ ✷✵✵✸❛❪ ❩✳ ▼❛r❦♦✈✐➣✱ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘❛➨❦♦✈✐➣✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝ ◗✉❛rt❡r❧②✱ ✈♦❧ ✹✾✱ ♣❛❣❡s ✹✶✺ ✕ ✹✷✹✱ ✷✵✵✸✳ ✭❈✐t❡❞
♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬▼❛r❦♦✈✐➣ ✷✵✵✸❜❪ ❩✳ ▼❛r❦♦✈✐➣✱ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘❛➨❦♦✈✐➣✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ▲✬■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭◆♦✉✈❡❧❧❡ ❙❡r✐❡✮✱ ✈♦❧✳ ✼✸✱
♥♦✳ ✽✼✱ ♣❛❣❡s ✸✶ ✕ ✸✽✱ ✷✵✵✸✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬▼❛r❦♦✈✐➣ ✷✵✵✹❪ ❩✳ ▼❛r❦♦✈✐➣✱ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ❛♥❞ ▼✳ ❘❛➨❦♦✈✐➣✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ Pr♦♣❡r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧
❇❛s❡ ❢♦r Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▲♦❣✐❝❄ ✐♥ ▲✳❆✳ ❩❛❞❡❤✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛s❡❞ ❙②st❡♠s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
■P▼❯ ✷✵✵✹✱ P❡r✉❣✐❛✱ ■t❛❧②✱ ♣❛❣❡s ✹✹✸✕✹✺✵✱ ❏✉❧②✱ ✹✲✾✱ ✷✵✵✹✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬▼❛❦s✐♠♦✈✐➣ ✷✵✵✽❪ P✳ ▼❛❦s✐♠♦✈✐➣✱ ❉✳ ❉♦❞❡r✱ ❇✳ ▼❛r✐♥❦♦✈✐➣ ❛♥❞ ❆✳ P❡r♦✈✐➣✳ ❆ ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤
❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ❑❛t❛ ❇❛❧♦❣❤✱ ❡❞✐t♦r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 13th

❊❙❙▲▲■ ❙t✉❞❡♥t ❙❡ss✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✵✺✕✶✶✹✱ ✷✵✵✽✳ ❍❛♠❜✉r❣✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✶✳✮

❬▼❛r❦❡r ✷✵✵✷❪ ❉✳ ▼❛r❦❡r✳ ▼♦❞❡❧ ❚❤❡♦r②✿ ❛♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✷✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮

❬▼❡②❡r ✶✾✾✶❪ ❇✳ ▼❡②❡r✳ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♥tr❛❝t✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❖❜❥❡❝t✲❖r✐❡♥t❡❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✵✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧ ✱ ❊♥❣❧❡✇♦♦❞ ❈❧✐✛s ✱ ◆❏✱ ✶✾✾✶✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✸✳✮

❬▼✐❧♥❡ ✶✾✾✻❪ P✳ ▼✐❧♥❡✳ log[P (h|eb)/P (h|b)] ✐s t❤❡ ❖♥❡ ❚r✉❡ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ ❈♦♥✜r♠❛t✐♦♥✳ P❤✐❧♦s♦✲
♣❤② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✻✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✷✶✕✷✻✱ ✶✾✾✻✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✸✳✮

❬▼✐❧♦➨❡✈✐➣ ✷✵✶✷❪ ▼✳ ▼✐❧♦➨❡✈✐➣ ❛♥❞ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✳ ❆ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝✳
▲♦❣✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■●P▲✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✷✸✺✕✷✺✸✱ ✷✵✶✷✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✻
❛♥❞ ✶✷✵✳✮

❬▼✐❧♦➨❡✈✐➣ ✷✵✶✸❪ ▼✳ ▼✐❧♦➨❡✈✐➣ ❛♥❞ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✳ ❆ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝
✇✐t❤ ■t❡r❛t✐♦♥s✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭◆♦✉✈❡❧❧❡ ❙❡r✐❡✮✱ ✈♦❧✳ ✾✸✱ ♥♦✳ ✶✵✼✱
♣❛❣❡s ✶✾✕✷✼✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬▼♦r❣❛♥ ✶✾✾✾❪ ❈✳ ▼♦r❣❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼❝■✈❡r✳ ♣●❈▲✿ ❢♦r♠❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♣❛❣❡s ✶✹✲✷✼✱ ✶✾✾✾✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✼✳✮

❬◆❛♥❡✈s❦✐ ✷✵✵✽❪ ❆✳ ◆❛♥❡✈s❦✐✱ ❋✳ P❢❡♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❇✳ P✐❡♥t❦❛✳ ❈♦♥t❡①t✉❛❧ ▼♦❞❡❧ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❆❈▼
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♥♦✳ ✸✱ ✷✵✵✽✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✷✶✳✮



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✷✾

❬◆❡✇♠❛♥ ✶✾✹✷❪ ▼✳ ❍✳ ❆✳ ◆❡✇♠❛♥✳ ❖♥ ❚❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✹✸✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✷✷✸✕✷✹✸✱ ✶✾✹✷✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✼✳✮

❬◆✐❧ss♦♥ ✶✾✽✻❪ ◆✳ ◆✐❧ss♦♥✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▲♦❣✐❝✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✽✱ ♣❛❣❡s ✼✶✕✽✼✳ ✶✾✽✻✳
✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬◆✐❧ss♦♥ ✶✾✾✸❪ ◆✳ ◆✐❧ss♦♥✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▲♦❣✐❝ ❘❡✈✐s✐t❡❞✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✺✾✱ ♣❛❣❡s
✸✾✕✹✷✳ ✶✾✾✸✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✳✮

❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✻❪ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✱ ▼✳ ❘❛➨❦♦✈✐➣✳ ❆ ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ P✉❜✲
❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ▲✬■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭◆♦✉✈❡❧❧❡ ❙❡r✐❡✮✱ ✈♦❧✳ ✻✵✱ ♥♦✳ ✼✹✱ ♣❛❣❡s ✶✕✹✱ ✶✾✾✻✳
✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✽❪ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✳ ❆ ▲♦❣✐❝ ❢♦r ❚❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❲♦r❦✲
s❤♦♣ ♦♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠✐s❡❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❊❙❙▲▲■ ✬✾✽✱ ❙❛❛r❜r✉❡❝❦❡♥✱
●❡r♠❛♥②✱ ✶✾✾✽✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✶✾✾✾❛❪ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✳ ◆❡❦❡ ✈❡r♦✈❛t♥♦s♥❡ ❧♦❣✐❦❡ ✐ ♥❥✐❤♦✈❡ ♣r✐♠❡♥❡ ✉ r❛↔✉♥❛rst✈✉✳
P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✳ P▼❋ ❑r❛❣✉❥❡✈❛❝✱ ✶✾✾✾✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✵❪ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘❛➨❦♦✈✐➣✳ ❙♦♠❡ ❋✐rst✲❖r❞❡r Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲♦❣✐❝s✳ ❚❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✹✼ ♥♦✳ ✶✲✷✱ ♣❛❣❡s ✶✾✶ ✕ ✷✶✷✱ ✷✵✵✵✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✳✮

❬❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣ ✷✵✵✺❪ ❩✳ ❖❣♥❥❛♥♦✈✐➣✱ ❩✳ ▼❛r❦♦✈✐➣ ❛♥❞ ▼✳ ❘❛➨❦♦✈✐➣✳ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛
▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ■♠♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ▼❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡ ✭◆♦✉✈❡❧❧❡ ❙❡r✐❡✮✱ ✈♦❧✳ ✼✽✱ ♥♦✳ ✾✷✱ ♣❛❣❡s ✸✺✕✹✾✱ ✷✵✵✺✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✶✳✮
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