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Introduction

La mécanique quantique est née au début du xxe siècle pour apporter une réponse à
certains problèmes laissés en suspens par les théories classiques de la mécanique de Newton
et l’électromagnétisme de Maxwell. L’introduction des quanta de rayonnement par Planck
dans la description du rayonnement du corps noir n’a été qu’une première étape menant
à une nouvelle interprétation des spectres atomiques, ou de l’effet photoélectrique par
Einstein [1], qui consacra la notion de photon, grain de lumière élémentaire. La théorie
développée par la suite dans les années 1920 a révolutionné notre compréhension du monde
microscopique. Ceci a conduit à de nombreuses innovations technologiques qui ont façonné
le monde moderne : le laser et le transistor ne sont que deux exemples, omniprésents dans
notre quotidien, de technologies reposant sur la mécanique quantique.

Jamais mise en défaut par l’expérience jusqu’à aujourd’hui (c’est d’ailleurs l’une des
théories les mieux vérifiées de la physique), la mécanique quantique conserve pourtant une
part de mystère, car elle bouleverse un certain nombre de notions que la physique classique,
fondée sur l’observation des phénomènes macroscopiques, considérait comme allant de soi.
C’est particulièrement le cas de la notion de mesure.

La mesure en physique est de façon générale l’acquisition d’information sur les proprié-
tés d’un système. En physique classique, il s’agit pour l’observateur de connaître la valeur
que prend une certaine grandeur (position, énergie) dans le système, en le faisant interagir
avec un appareil de mesure. L’interaction laisse sur l’appareil de mesure une «empreinte»
associée à la valeur prise dans le système, sans que l’état de celui-ci ne soit modifié.

La mécanique quantique apporte des modifications fondamentales à cette formulation.
On peut toujours y définir un état du système par la valeur que prend une grandeur obser-
vable dans cet état (on parle alors d’état propre de l’observable en question). Cependant,
toute superposition d’états étant possible, la valeur d’une observable dans un état donné
peut présenter une indétermination fondamentale. Les résultats d’une mesure idéale, dite
de von Neumann [2], sont décrits par les postulats suivants [3] :

– le résultat de la mesure d’une grandeur physique sur un système ne peut donner que
l’une des valeurs propres de l’observable associée Ô, notées {oi} ;

– la probabilité d’obtention du résultat est liée à la décomposition de l’état du système
sur la base des vecteurs propres {|oi〉} : notant |ψ〉 l’état du système, elle vaut P (oi) =
|〈oi|ψ〉|2 ;

– après la mesure le système est projeté dans l’état propre |oi〉 correspondant au résultat
obtenu.
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2 Introduction

Le dernier de ces postulats, le postulat de projection, indique en particulier que contraire-
ment au cas classique, une mesure sur un système peut en modifier l’état.

Par ailleurs, si dans l’état obtenu la grandeur mesurée a une valeur bien définie, rien
ne garantit que cette valeur soit préservée ultérieurement. La mesure a en effet une action
en retour [4] sur le système, liée aux inégalités de Heisenberg : si deux observables Ô et Q̂
ne commutent pas, la mécanique quantique impose une borne minimale aux incertitudes
sur les grandeurs associées :

∆O ·∆Q ≥
∣

∣

∣

〈[

Ô, Q̂
]〉∣

∣

∣
/2.

Suite à une mesure de l’observable Ô l’incertitude sur O est réduite, et celle sur Q est
donc augmentée. Or la dynamique du système peut faire que cette indétermination se
transmette ultérieurement à la grandeur O. Par exemple, après une mesure de position
sur une particule, l’indétermination de son impulsion est augmentée : lors de l’évolution
ultérieure cette dispersion des impulsions conduit à une indétermination de la position, qui
ne prendra pas nécessairement la même valeur lors d’une mesure suivante.

La notion de mesure quantique non destructive (mesure QND), pour laquelle la répé-
tabilité de la mesure est imposée, est apparue dans les années 1970 [5, 6, 7, 8] . Pour que
la mesure puisse donner le même résultat, il faut que l’observable affectée par l’action en
retour n’influe pas sur l’évolution de l’observable mesurée. Ceci est le cas si cette dernière
est une constante du mouvement : le système, une fois projeté dans un état propre, n’évo-
lue plus, et toute mesure ultérieure donnera le même résultat. La mesure QND minimise
donc les fluctuations de l’observable mesurée. Elle permet plus généralement la préparation
d’états pour lesquels les fluctuations de la grandeur mesurée sont réduites : états comprimés
de la lumière [9], de spin atomique collectif, état de nombre de photons déterminé. Cette
diminution du bruit est très intéressante dans le domaine de la métrologie, où les fluctua-
tions fondamentales de l’état quantique fixent la limite de précision atteignable [10, 11].
La mesure QND a d’ailleurs initialement été introduite dans ce but, dans le contexte de la
détection d’ondes gravitationnelles. Il s’agissait, dans les premiers détecteurs, constitués de
grandes barres d’aluminium à température cryogénique appelées barres de Weber, d’effec-
tuer une mesure d’incertitude minimale du nombre d’excitations mécaniques, celui-ci étant
modifié par le passage d’une onde gravitationnelle. Des stratégies de mesure analogues sont
toujours d’actualité pour les détecteurs interférométriques modernes [12].

De nombreuses mesures QND ont été réalisées depuis les années 1990 dans toutes sortes
de systèmes [13] ; nous ne donnerons ici que quelques exemples. Les premiers résultats
mettant en évidence un caractère QND ont été obtenus dans le domaine de l’optique
quantique [14]. Un exemple typique de mesure exploite l’effet Kerr dû aux non-linéarités
d’un milieu. Un faisceau signal traversant un tel milieu induit une modification de l’indice
optique fonction de l’intensité du faisceau ; un deuxième faisceau sonde d’intensité faible
verra sa phase modifiée en fonction de l’amplitude du faisceau signal. Cette phase peut
être mesurée à l’aide d’un interféromètre, et l’on réalise ainsi une mesure non destructive
des fluctuations d’intensité du signal. Ce sont les non-linéarités du milieu qui permettent le
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couplage du signal à la sonde : c’est pourquoi les conditions de la mesure QND ont pu être
atteintes, non avec un milieu cristallin, mais avec des atomes dans un jet atomique [15] ou
un nuage d’atomes froids [16].

Des mesures QND ont pu être effectuées sur des ions piégés [17, 18], permettant la
première observation de sauts quantiques : ceux-ci surviennent lorsque la mesure QND est
répétée en présence d’une perturbation (par exemple la relaxation due à l’environnement).
Le système peut transiter brusquement d’un état propre à un autre, donnant aux résultats
obtenus (dans le cas des ions piégés, la valeur de l’énergie de l’électron) l’allure de paliers
successifs.

Mentionnons enfin la mesure non-destructive des états propres du mouvement cyclotron
d’un électron dans un piège de Penning [19] : l’existence d’un couplage entre le mouvement
cyclotron et les oscillations dans l’axe du piège permet, par un suivi de cette fréquence
axiale, d’observer les sauts quantiques entre les états de Fock correspondant au nombre
d’excitations du mouvement cyclotron.

Dans notre dispositif expérimental d’électrodynamique quantique en cavité (CQED),
des mesures quantiques non destructives de la lumière à l’échelle du photon unique ont
pu être réalisées . Le champ micro-onde piégé entre les miroirs d’une cavité Fabry-Pérot
de grande finesse est sondé par des atomes de Rubidium, comme schématisé à la figure 1.
Les atomes sont placés dans des états de Rydberg circulaires, constituant en pratique un

Figure 1 – Principe de notre expérience d’électrodynamique quantique en cavité. Des
atomes de Rydberg circulaires interagissent avec un mode du champ électromagnétique
piégé dans une cavité Fabry-Pérot micro-onde de très haute finesse.

système à deux niveaux très stable. Ces états ont un grand temps de vie et un fort dipôle
électrique qui les couple au champ piégé. Dans ces conditions, nous pouvons atteindre le
régime de couplage fort, où les deux systèmes se comportent de façon quantique : l’atome
est sensible à la présence de quelques photons seulement dans la cavité. Lorsque l’on se
place en régime dispersif, où la transition atomique est désaccordée par rapport à la fré-
quence de la cavité, l’atome n’échange pas d’énergie avec le champ, mais subit un effet
de déplacement lumineux de ses niveaux d’énergie, proportionnel au nombre de photons n
dans la cavité [13]. Ce déphasage peut être mesuré à l’aide d’un interféromètre atomique
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(interféromètre de Ramsey [20]), ce qui permet d’effectuer une mesure QND du nombre
de photons. Cette technique a d’abord été appliquée à la mesure répétée des états à 0 ou
1 photon [21], qui peuvent être corrélés aux états orthogonaux |e〉 et |g〉 de l’atome. Les
sauts quantiques de la lumière ont été observés. Puis elle a permis la mesure des états de
Fock contenant de 0 à 7 photons [22]. Une particularité de cette mesure, la périodicité du
déphasage subi par l’atome, a été exploitée pour préparer des états chats de Schrödinger
du champ, par une mesure de parité du nombre de photons [23].

Cette dernière remarque souligne l’intérêt des mesures QND sur le plan fondamental.
Elles permettent d’illustrer les postulats de la théorie sur des systèmes simples et bien
contrôlés. Les mesures du nombres de photons réalisées dans notre groupe sont ainsi un
exemple de mesure généralisée. La mesure d’un atome après son intrication avec le champ
permet une mesure «partielle» du champ qui n’est en général pas une mesure projective.
C’est la répétition de telles mesures faibles 1 qui permet de réaliser la projection de l’état
du champ.

De plus, la mesure étant non destructive, le champ piégé dans la cavité peut être
mesuré en continu. De cette façon, on peut étudier la décohérence du système induite par
le couplage avec l’environnement : les sauts quantiques en sont une manifestation, mais
une étude d’ensemble des mesures consécutives à la préparation d’un état de Fock permet
en fait de caractériser complètement le processus de décohérence [25]. Les résultats de
mesures QND peuvent également être exploités pour caractériser complètement les états
quantiques préparés, par des méthodes de reconstruction d’état. Ceci a été appliqué dans
notre laboratoire aux états chats de Schrödinger, dont le «film» de la décohérence a pu
être reconstitué [23].

Des mesures QND ont par la suite été réalisées sur d’autres systèmes, par exemple sur le
spin collectif d’un nuage d’atomes froids [26], permettant de produire des états comprimés
de spin. Dans le domaine de l’électrodynamique des circuits, les conditions de la mesure
QND ont été atteintes pour la mesure d’un qubit supraconducteur [27], ainsi que, plus
récemment, pour des photons uniques dans un guide d’onde coplanaire [28].

Les mesures quantiques non-destructives sont d’un grand intérêt dans le contexte de
l’information quantique. En optique, par exemple, la possibilité de mesurer non destructi-
vement un faisceau propageant permettrait de distribuer l’information en différents points
d’un réseau sans la modifier [29]. Le calcul quantique [30] exploite quant à lui les propriétés
quantiques de systèmes simples, comme la superposition d’états, pour dépasser les limites
d’un ordinateur classique dans la résolution de certains problèmes, comme la factorisation
des grands nombres [31]. La réalisation du calcul quantique requiert de pouvoir préparer
de façon bien contrôlée l’état de mémoires quantiques (système à deux niveaux formant
un bit quantique, ou qubit, oscillateur harmonique) servant de support au calcul, et de
pouvoir leur faire subir les opérations définies par des portes quantiques élémentaires. La
préparation d’états non classiques peut être effectuée par des mesures QND, projetant le

1. La notion de mesure faible est définie ici par opposition à la mesure «forte» que constitue une mesure
projective. Elle n’a pas en particulier de lien direct avec la notion de mesure faible, comme mesure des
valeurs faibles (weak values) d’une observable [24].
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système dans un état propre de la mesure. La possibilité de répéter la mesure permet en
outre d’améliorer la qualité de la préparation en présence d’imperfections [32]. L’intrica-
tion qui est établie dans ces mesures entre le système mesuré et un système «mètre» peut
être également vue comme la réalisation d’une opération élémentaire de calcul quantique.
Ainsi la mesure dans notre dispositif d’un champ contenant 0 ou 1 photon [21] réalise-t-elle
l’opération à 2 qubits C-NOT :

C− NOT : |0, g〉 → |0, g〉 |0, e〉 → |0, e〉
|1, g〉 → |1, e〉 |1, e〉 → |1, g〉.

Dans cette opération, la modification de l’état d’un qubit (l’atome dans l’état |g〉 ou |e〉)
est conditionnée à l’état du second (le champ contenant 0 ou 1 photon). Cette porte à deux
qubits est essentielle, puisqu’elle forme avec les portes à un qubit «phase» et «rotation» :

phase : |0〉 → |0〉 |1〉 → eiϕ|1〉,
rotation : |0〉 → cos θ|0〉 − sin θ|1〉 |1〉 → sin θ|0〉+ cos θ|1〉,

un ensemble de portes «universel», permettant en principe par combinaison la réalisation
de tout protocole de calcul quantique [33].

Contrôle quantique

Le développement de modèles théoriques de la mesure [4] et la réalisation expérimentales
de mesures quantiques ont également permis d’ouvrir un nouveau champ de recherche,
le contrôle quantique [34]. Il s’agit là d’exploiter les mesures réalisées sur un système,
l’information qu’elles apportent mais aussi leur action en retour, pour manipuler le système
ou l’appareil de mesure afin d’atteindre un but précis. Ce contrôle prend donc généralement
la forme d’une boucle de rétroaction.

Dans une première classe d’expériences, la rétroaction quantique s’effectue directement
sur le système, à l’aide d’opération unitaires, afin de contrôler son état ou son évolution [35].
Ce n’est que dans les années 2000 que certains aspects de la rétroaction quantique ont pu
être réalisés. Smith et al. [36] sont ainsi parvenus à bloquer l’évolution d’un système formé
d’un nuage atomique en couplage fort avec le champ piégé dans une cavité optique. Dans
cette expérience la cavité est pompée en permanence, et il s’établit un état stationnaire
du système atomes – champ. Si un photon s’échappe de la cavité, un état non classique
est préparé, dans lequel le système effectue des oscillations de Rabi quantiques. Ces os-
cillations peuvent être «gelées» en modifiant l’amplitude du forçage. Cette rétroaction est
conditionnée à la détection d’un photon unique s’échappant de la cavité, qui prépare l’état
non classique : cette expérience ne fait donc intervenir qu’une seule opération de la boucle
de rétroaction. Dans une autre expérience, Gillett et al. [37] ont réalisé la correction de
l’état de qubits optiques par rétroaction quantique. Un qubit est soumis à des déphasage
en traversant une fibre, puis une mesure faible permet de choisir la rétroaction optimale
permettant de restaurer au mieux l’état initial, quel qu’il soit parmi les deux états (non-
orthogonaux) considérés.
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La première démonstration d’un protocole de rétroaction quantique continue a été réa-
lisée dans notre groupe [38], inspirée par une proposition de Geremia [39]. Le temps de vie
considérable du champ piégé dans la cavité micro-onde (65ms) permet en effet de réaliser
une mesure faible à l’aide d’un atome, et d’effectuer une rétroaction à une échelle de temps
très courte devant le temps d’évolution des états contenants un petit nombre de photons.
La connaissance exacte des paramètres de la mesure et de la relaxation dans le système
permet d’estimer précisément et en temps réel l’état du champ dans la cavité, en fonction
des résultats successifs obtenus. À chaque actualisation de cette estimation, une rétroaction
est appliquée pour «rapprocher» l’état du champ de l’état cible, un état de Fock à n pho-
tons. On combat ainsi la relaxation, en corrigeant les sauts quantiques du système. Dans
cette première réalisation, la rétroaction a consisté à injecter un champ cohérent dans la
cavité, dont l’amplitude et la phase sont optimisées. Nous avons de cette façon pu préparer
et stabiliser les états de Fock contenant de 1 à 4 photons dans la cavité.

Les performances de cette méthode ont été cependant limitées par la nature de la
rétroaction : l’injection d’un champ cohérent permet de corriger l’énergie de l’état mais
introduit également des cohérences entre nombres de photons, qui doivent être éliminées
pour produire un état de Fock. Cette différence entre le comportement que l’on cherche
à contrecarrer (les sauts quantiques), et la correction appliquée (injection d’un champ
classique) limite l’efficacité de la correction, et donc l’efficacité du protocole.

Figure 2 – Dispositif expérimental de la rétroaction quantique effectuée à l’aide d’ac-
tionneurs atomiques [40]. Le champ piégé dans la cavité micro-onde C est sondé par des
atomes de Rydberg à l’aide d’un interféromètre de Ramsey constitué des deux cavités R1

et R2. Les détections successives permettent au contrôleur K d’actualiser son estimation de
l’état du champ, et de décider de l’envoi d’actionneurs résonants. Pour ce faire il contrôle
le régime d’interaction via le potentiel V appliqué au miroir de la cavité, et l’état préparé
via les impulsions micro-ondes émises par les sources S1 et S2.

Une deuxième implémentation a donc été réalisée, où les corrections sont cette fois
appliquées par des objets quantiques, des atomes résonants qui peuvent déposer ou absorber
un photon unique dans la cavité [40]. De cette façon l’état du champ est à chaque instant un
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mélange statistique d’états nombres, et la correction des sauts quantiques est plus efficace.
Le principe de cette expérience est schématisé à la figure 2. Des atomes sondes tra-

versent la cavité C réalisant une mesure QND faible du nombre de photons. Ceci permet
l’estimation de l’état du champ en temps réel par l’ordinateur K. À intervalles régulier
celui-ci peut décider de l’envoi d’atomes «actionneurs» résonants pouvant augmenter ou
diminuer le nombre de photons dans la cavité. La détection de ces atomes est également
prise en compte dans l’estimation d’état. Le régime d’interaction, dispersif pour les atomes
sondes, ou résonant, est contrôlé par effet Stark via le potentiel V appliqué à l’un des
miroirs de la cavité. Les cavités R1 et R2 formant un interféromètre de Ramsey permettent
le contrôle de l’état de l’atome. Ce protocole de contrôle a permis la stabilisation des états
de Fock contenant jusqu’à 7 photons, comme illustré à la figure 3.

Depuis ces résultats, le fonctionnement de boucles de rétroaction quantique a aussi pu
être démontré sur des qubits supraconducteurs. Vijay et al. [41] sont parvenus, par la mesure
en continu d’un qubit couplé à une cavité micro-onde à stabiliser les oscillations de Rabi du
système : une mesure faible de l’état du qubit permet d’ajuster en temps réel l’amplitude du
champ résonant. Les oscillations ainsi «régulées» persistent sur des durées bien plus longues
que le temps caractéristique de déphasage du qubit lié au couplage à l’environnement. La
stabilisation «stroboscopique» de trajectoires d’un qubit supraconducteur a également été
réalisée [42] : dans ce protocole, le système subit à intervalles réguliers, au cours de son
évolution, une rotation devant l’amener dans l’état fondamental |g〉. Une mesure QND du
qubit est effectuée, suivie, si l’état n’est pas celui attendu, d’une correction : on ramène
le système dans l’état fondamental, puis le système est ensuite replacé sur la trajectoire
que l’on souhaite stabiliser (en l’occurrence les oscillations de Ramsey de l’état superposé
1/
√
2(|e〉+ |g〉).

Mesure adaptative

Outre son grand intérêt dans la préparation et le contrôle de l’état d’un système, la
rétroaction trouve d’autres applications qui se rapportent à la mesure de l’état. Schéma-
tiquement, on peut suite à une mesure partielle agir non pas sur le système, mais sur
l’appareil de mesure. On parle dans ce cas de mesure adaptative. Ceci est d’un grand in-
térêt pour le domaine de la métrologie quantique. En effet les limites de précision de la
plupart des mesures interférométriques ou spectroscopiques sont données non pas par les
inégalités fondamentales d’Heisenberg, mais sont liées au protocole de mesure, ce qui défi-
nit une limite quantique standard. Si l’utilisation d’états non classiques (tels qu’on peut en
préparer par exemple à l’aide de mesures QND) permet en principe d’améliorer la précision
des mesures pour atteindre la limite de Heisenberg [43, 44], cet objectif peut également
être atteint à l’aide de méthodes adaptatives où les caractéristiques de l’appareil réalisant
la mesure sont variées au cours de celle-ci [45].

La notion de mesure adaptative a été initialement formulée dans le cadre de la me-
sure de la phase d’un mode optique, dont l’optimisation peut être utile par exemple à la
communication à l’aide de variables continues.
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Figure 3 – Exemple de trajectoire de rétroaction quantique à actionneurs atomiques [40].
De haut en bas on a représenté les détections des atomes sondes réalisant une mesure
QND du nombre de photons, la distance à l’état cible (ici l’état de Fock à 7 photons) que
l’on cherche à minimiser connaissant une estimation de l’état, le choix d’actionneur fait en
temps réel (on peut émettre ou absorber un photon), et enfin l’évolution des populations
estimées dans les différents nombres de photons en niveaux de couleur. Partant du vide
de photons, le champ évolue rapidement vers un état de Fock à 7 photons avec une très
bonne fidélité, qui est stabilisé sur une durée arbitraire (en l’absence de rétroaction, le
temps caractéristique de la décohérence de l’état à 7 photons est de 10ms environ).
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Une telle mesure s’effectue en combinant le faisceau dont on veut déterminer la phase
à un «oscillateur local», de fréquence voisine, sur une lame semi-réfléchissante (cette confi-
guration est représentée, au sein d’un dispositif plus complexe, à la figure 4). Les signaux
mesurés par deux photodiodes en sortie du dispositif peuvent être soustraits l’un à l’autre
pour obtenir le signal issu de l’interférence des faisceaux, que l’on filtre pour obtenir la
composante basse fréquence

I(t) = EOLES cos ((ωOL − ωS)t+ (Φ− ϕ)) ,

où EOL et Φ désignent la phase et l’amplitude de l’oscillateur local, ES et ϕ celles du signal
mesuré.

Dans une mesure homodyne du champ, les fréquences de l’oscillateur local et du signal
sont les mêmes. Pour la valeur de phase Φ = ϕ+π/2, la mesure est sensible à des variations
δϕ de la phase autour de la valeur ϕ :

I(t) ≃ EOLESδϕ.

Cette sensibilité n’est cependant optimale qu’au voisinage d’une valeur connue. Dans le
cas d’une mesure hétérodyne, les fréquences sont distinctes : l’analyse de Fourier de I(t)
permet d’obtenir l’amplitude et la phase du signal mesuré. Si la variable d’intérêt est la
phase, cette méthode extrait donc plus d’information que nécessaire. Si la mesure s’effectue
à nombre de «ressources» (les détections de photons) constant, l’incertitude sur la mesure
de la phase est donc plus grand que pour une mesure homodyne. Elle permet cependant
la mesure d’une phase inconnue.

Wiseman [46] a montré qu’une mesure homodyne adaptative, où l’oscillateur local est
ajusté selon l’estimation courante de la phase de sorte à mesurer la quadrature de phase
seulement permettait d’approcher une mesure optimale. Ceci a été réalisé expérimentale-
ment pour de petits champs cohérents par Armen et al. [47] dont les résultats montrent
que la variance sur l’estimation d’une phase inconnue est effectivement réduite par l’emploi
d’une mesure adaptative.

Ces idées ont été ensuite étendues à la mesure d’une phase variable dans différents
contextes tels l’homodynage d’un champ ou l’interférométrie [48]. La réduction d’incerti-
tude apportée par la mesure adaptative à l’estimation d’une phase variant aléatoirement
a été montrée par Wheatley [49]. Les performances de cette mesure peuvent être encore
améliorées par l’emploi d’états comprimés du champ [50] : on réduit dans ce cas à la fois
les incertitudes liées à la méthode de mesure et celles intrinsèques à l’état mesuré ; la dé-
monstration expérimentale du suivi d’une phase aléatoire à l’aide d’états comprimés a été
faite par Yonezawa et al. [51]. Le principe de cette expérience est schématisé à la figure 4.

Cette problématique d’estimation de phase se retrouve en interférométrie, où l’on
cherche à estimer un déphasage introduit dans l’un des bras d’un interféromètre. Les
méthodes de mesures adaptatives s’y appliquent donc facilement : c’est ici un élément
déphaseur contrôlable, présent dans l’autre bras de l’interféromètre, sur lequel s’effectue la
rétroaction. L’optimisation se pose ici en termes de ressources, c’est-à-dire du nombre de
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(a) (b)
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Figure 4 – Mesure adaptative d’une phase aléatoire [51] (a) Schéma expérimental de
la mesure homodyne adaptative : un état comprimé en phase, dont la phase ϕ(t) varie
aléatoirement est combiné sur une lame semi-réfléchissante à un oscillateur local (OL) de
même fréquence, dont la phase Φ(t), peut être modulée en temps réel. La différences des
intensités détectées sur les deux voies fournit un signal I(t) dont la sensibilité aux variations
de la phase est maximale pour Φ(t) = ϕ(t) + π/2. (b) Courant mesuré en fonction de la
phase relative, et représentation dans le plan de phase des signaux au voisinage de la
condition optimale. L’analyse en temps réel des signaux détectés permet d’optimiser la
phase de l’oscillateur local pour assurer une sensibilité maximale aux variations de ϕ(t).
Par contraste, dans une mesure hétérodyne, l’oscillateur local est désaccordé par rapport
au signal mesuré. Le vecteur qui le représente dans le plan de phase est en rotation : la
sensibilité à la phase n’est pas toujours optimale.

photons N devant traverser l’interféromètre et être détectés pour fournir une incertitude
donnée sur la mesure de la phase. Les méthodes usuelles de comptage des photons en sortie
de l’interféromètre imposent une limite «de bruit de grenaille» (shot noise limit) à cette
précision, qui évolue en fonction du nombre de ressources employées comme 1/

√
N . L’uti-

lisation d’états intriqués permet en principe d’atteindre la limite fondamentale de 1/N liée
à une inégalité de Heisenberg. La mesure adaptative a permis dans ce contexte de réaliser
la mesure d’une phase inconnue avec une précision meilleure que le bruit de grenaille à
l’aide d’états intriqués de quelques photons et du simple comptage de photons [52, 53].
L’estimation d’une phase au sein d’un interféromètre a également été réalisée avec une
précision approchant la limite de Heisenberg par une mesure adaptative sur des photons
uniques non intriqués [54].
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L’estimation d’un paramètre d’un système dont on possède plusieurs copies peut éga-
lement bénéficier d’une stratégie de mesure adaptative. L’estimation adaptative de la po-
larisation d’un photon a ainsi été réalisée par Okamoto et al. [55, 56].

Un problème lié est celui de la discrimination entre deux états non-orthogonaux [57]
d’un système dont on possède plusieurs copies. Il a été étudié expérimentalement par Hig-
gins et al. [58] sur les états de polarisation de photons uniques. Ces expériences ont montré
la supériorité d’une mesure adaptative locale – c’est-à-dire pour laquelle la mesure est
adaptée à chaque copie pour optimiser le résultat de la détection suivante – pour la discri-
mination entre des états purs. En présence de bruit, i.e. pour des états dépolarisés, cette
supériorité est perdue, et ces auteurs ont recours à une optimisation globale du protocole
de mesure : les mesures locales sont optimisées (numériquement) de façon à conduire à la
plus faible probabilité d’erreur après la mesure de toutes les copies disponibles. Signalons
que de manière similaire, il a été proposé [59] d’appliquer des algorithmes d’apprentissage
à l’optimisation des mesures adaptatives dans le contexte de l’interférométrie, ce qui peut
conduire à de meilleurs performances.

Notons que le problème de la discrimination entre états se pose aussi en optique, où deux
états cohérents de faible amplitude ne sont pas orthogonaux. La distinction optimale entre
états peut être réalisée en principe à l’aide d’états chats de Schrödinger, superpositions
cohérentes des deux états à distinguer, ce qu’il est très difficile de faire en pratique. Cook
et al. [60] ont montré expérimentalement que la performance optimale peut être obtenue
par rétroaction quantique sur le système, la mesure effectuée étant simplement le comptage
de photons : le champ est déplacé en continu en fonction des résultats donnés par le
compteur. Bien que cette expérience réalise une rétroaction sur le système et non l’appareil
de mesure, elle optimise en fait l’acquisition d’information dans le même esprit que les
mesures adaptatives présentées ci-dessus.

Si les expériences décrites jusqu’ici s’attachent seulement à la mesure de paramètres
classiques, comme la phase d’un champ, ou à l’estimation de paramètres lorsque la nature
quantique des sondes entre en jeu (phase d’un interféromètre, polarisation d’un photon), les
résultats présentées dans ce mémoire appartiennent à une dernière catégorie d’expériences
qui exploitent l’idée d’une mesure adaptative dans le contexte de la mesure quantique non
destructive de systèmes quantiques simples.

Celle-ci est souvent obtenue comme la répétition de mesures faibles non projectives, qui
fournissent une information partielle sur l’état. Si l’on peut acquérir plus rapidement une
information sur le système en adaptant la mesure, alors en vertu du principe d’action en
retour, l’état du système sera plus rapidement projeté dans l’état propre correspondant.
Des méthodes d’optimisation de la mesure d’un qubit [61], ou d’un système de dimen-
sion finie supérieure [62] ont ainsi été proposées. Ces mesures adaptatives non destructives
permettent donc d’optimiser la projection, ou la préparation de l’état. Remarquons que
la préparation déterministe d’états par mesure adaptative seulement est également pos-
sible [63, 64]. La répétition de mesures QND bien choisies peut amener progressivement
un qubit dans un état cible : la seule rétroaction sur le système dans cette situation est
l’action en retour de la mesure.
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L’idée de mesure adaptative a en fait été exploitée dès les premières mesures QND sur
des systèmes d’ions, par Hume et al. [32]. Ces expériences montrent l’amélioration de la
fidélité de la mesure d’un qubit par répétition d’une mesure QND non projective. Elles
appliquent également ce principe à un système de deux ions : dans ce cas-là trois états sont
accessibles au système, et à chaque répétition de la mesure le temps d’interaction entre les
deux ions et un qubit auxiliaire servant à la mesure QND est choisi (entre deux valeurs)
pour distinguer optimalement les états les plus probables, étant donné l’information déjà
acquise.

Une mesure adaptative peut être également d’un grand intérêt dans notre dispositif
d’électrodynamique en cavité. La mesure projective dans un état de Fock du champ est
obtenue comme la limite de multiples interactions et détections atomiques, chaque atome de
Rydberg réalisant une mesure faible du nombre de photons. En optimisant les paramètres
de cette mesure partielle on peut accélérer la projection du système dans un état de Fock.
On extrait en fait plus rapidement de l’information du système : ceci pourrait également
permettre d’améliorer le temps de réponse, et donc les performances, des algorithmes de
rétroactions quantiques [65].

Nous avons donc réalisé une mesure adaptative non destructive du nombre de photons.
La figure 5 donne le schéma de principe de nos expériences. Des atomes de Rydberg traver-
sant la cavité supraconductrice C permettent de réaliser une mesure faible du champ piégé
à l’aide de interféromètre de Ramsey constitué des deux cavités R1 et R2. Les résultats
des détections successives permettent une estimation en temps réel de l’état du champ,
prenant en compte toutes les informations disponibles. À partir de cette estimation, nous
pouvons adapter notre appareil de mesure, en modifiant en temps réel la phase de l’in-
terféromètre, par application d’un potentiel aux miroirs de R2. La phase est choisie pour
optimiser l’acquisition d’information sur le nombre de photons. Le temps nécessaire à la
préparation d’états non classiques du champ de nombre de photons déterminé est ainsi
nettement réduit par rapport à une mesure usuelle non adaptative.

Mon arrivée au laboratoire a coïncidé avec la mise en place du dispositif de contrôle
en temps réel permettant les expériences de rétroaction quantique [65]. La participation
aux expériences de rétroaction quantique à actionneurs classiques [38] ou quantiques [40]
a donc constitué une partie importante de mon travail de thèse. Ces travaux sont décrits
en détail dans les thèses de Clément Sayrin [66] pour la rétroaction par injection de champ
cohérent, et Xingxing Zhou [67] pour la rétroaction à actionneurs atomiques. Il ne seront
donc pas discutés dans ce mémoire, consacré à la présentation de la mesure adaptative non
destructive du nombre de photons.

Le premier chapitre sera consacré à la présentation du dispositif expérimental. Les
propriétés des deux systèmes en présence, le champ piégé dans une cavité Fabry-Pérot et
les atomes de Rydberg seront décrites ainsi que la façon dont elles peuvent être contrôlées.
Un description théorique des atomes et du champ et de leur interaction sera également
présentée.

Dans un second chapitre nous nous intéresserons au régime d’interaction dispersif qui
permet la réalisation d’une mesure quantique non destructive du nombre de photons. Les
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Figure 5 – Schéma de l’expérience de mesure adaptative : le champ piégé dans la cavité
Fabry-Pérot C de grande finesse interagit avec des atomes de Rydberg préparés dans la
boîte B. Un interféromètre de Ramsey (cavités R1 et R2) permet de mesurer l’effet de dé-
placement lumineux induit par le champ sur les atomes. L’information issue des détections
successives permet l’estimation de l’état en temps réel par l’ordinateur K, qui optimise
la phase de l’interféromètre en modifiant les potentiels appliqués aux miroirs de R2 (on
représente l’un de ces potentiels, noté Vφ).

résultats antérieurs, obtenus par une méthode non adaptative au cours des thèses de Chris-
tine Guerlin [68] et Julien Bernu [69] seront rappelés. Nous montrerons ensuite comment
l’extraction d’information par une mesure faible peut être optimisée, ce qui nous amènera
à formuler le principe des expériences réalisées.

La mise en œuvre expérimentale de ces expériences fera l’objet du troisième chapitre.
Nous y présenterons le dispositif mis en place pour permettre le contrôle en temps réel de
l’expérience, ainsi que la calibration des paramètres expérimentaux nécessaires à l’estima-
tion d’état.

Le dernier chapitre de ce mémoire présentera finalement les résultats expérimentaux
obtenus. Nous montrerons comment une mesure adaptative permet effectivement d’amé-
liorer la rapidité de convergence de la mesure QND, et permet donc la préparation plus
efficace d’états de Fock.
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Chapitre I

Atomes et photons en cavité

Les objets étudiés dans nos expériences d’électrodynamique en cavité sont en principe
extrêmement simples. Nous parvenons dans notre dispositif à mettre en présence les pho-
tons d’un seul mode du champ électromagnétique, et un atome réduit à sa plus simple
expression, où seuls deux niveaux électroniques jouent un rôle. Par contre, cette simplicité
conceptuelle a pour pendant une grande complexité expérimentale. En effet, ces systèmes
simples doivent être isolés de l’environnement extérieur, où ils interagissent usuellement
avec beaucoup d’atomes et de nombreux modes du champ. Il nous faut aussi pouvoir
contrôler les états quantiques du champ et de l’atome pour mener à bien nos expériences.

Ce chapitre a donc pour but de présenter les deux constituants fondamentaux que
sont le champ et les atomes utilisés, tant sur le plan théorique qu’expérimental, ainsi
que les outils que nous possédons pour les manipuler. Après un aperçu de la structure
globale du dispositif, une première partie sera consacrée à la description du mode du
champ électromagnétique, qui est notre véritable objet d’étude. Nous passerons ensuite aux
atomes, qui nous permettent de sonder le champ. Nous présenterons les états atomiques
utilisés, et comment nous préparons et contrôlons l’état atomique. Nous décrirons enfin
dans une dernière partie l’interaction entre les deux systèmes, ainsi que le régime limite
utilisé dans nos expériences.

I.1 Vue d’ensemble du dispositif expérimental

Avant d’étudier plus en détail les constituants de l’expérience, il est utile de présenter
l’architecture globale du dispositif expérimental. Ce montage, dans son état actuel, est le
fruit du travail de thèse de Sébastien Gleyzes, dans le mémoire duquel [70] on pourra trouver
de nombreux détails. Il a permis, bien avant les travaux présentés dans ce manuscrit, de
nombreuses expériences marquantes pour l’électrodynamique en cavité, dont les thèses de
mes prédécesseurs [68, 69, 71, 66, 67] ont rendu compte.

Les principaux constituants du montage sont schématisés à la figure I.1. Nous revien-
drons en détail sur la majorité d’entre eux dans la suite de ce chapitre, nous contentant ici
d’une brève description.
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Des atomes de rubidium sont issus d’une enceinte à vide chauffée à 225 ◦C 1. Un ensemble
de diaphragmes permet la collimation d’un faisceau atomique se propageant dans le reste
de l’expérience, également sous vide poussé 2. Un premier ensemble de faisceaux lasers
permet de sélectionner des atomes de vitesse 250m/s. Ces atomes subissent ensuite une
préparation pulsée dans les états dits de Rydberg, au centre d’un «boîte à circulariser» où
ils sont soumis à des impulsions de champs laser, radiofréquence, et micro-onde. Un «train»
d’atomes de Rydberg est ainsi préparé, et traverse le cœur de l’expérience.

Celui-ci est articulé autour d’une cavité micro-onde supraconductrice de grande finesse,
contenant le champ piégé que nous étudions. Les atomes traversent la cavité et interagissent
avec le champ. De part et d’autre de la cavité C de grande finesse se trouvent deux autres
cavités micro-onde, R1 et R2, de finesse volontairement modérée : dans ces zones des
impulsions de champ classique permettent la manipulation de l’état interne de l’atome.
Les cavités R1 et R2 définissent, comme nous le verrons plus tard, un interféromètre de
Ramsey ; nous leur donnons donc couramment le nom de zones de Ramsey. Une même
source micro-onde alimente les deux zones de Ramsey, dont l’un des miroirs, percé, permet
l’injection de champ. L’injection de champ dans C se fait à l’aide d’une autre source,
latérale, couplée par diffraction. Après avoir traversé les cavités, les atomes sont ionisés
dans le détecteur D, ce qui permet la mesure de leur état interne, et le signal électronique
résultant, amplifié, est envoyé à un ordinateur de contrôle.

Comme le montre la figure I.1, le dispositif actuel est en fait conçu pour accueillir deux
cavités supraconductrices et trois zones de Ramsey. Cependant lors de la mise en place du
montage qui a abouti aux expériences présentées ici, la finesse de la première cavité s’est
avérée trop faible pour permettre son utilisation dans des expériences. Elle fut donc placée
hors de résonance pour ne pas perturber les atomes la traversant, et nous étudierons ici le
champ d’une seule cavité.

Isoler notre système des interactions avec l’environnement passe, comme déjà men-
tionné, par une mise sous vide poussé. Ceci requiert également un dispositif cryogénique.
En effet, la très grand finesse de la cavité micro-onde est obtenue par l’emploi de nio-
bium, qui est supraconducteur en dessous de 9,3K. Par ailleurs, si nous voulons contrôler
l’état du champ, il faut réduire au maximum le nombre de photons «thermiques» issu
du rayonnement de corps noir dans la cavité. Les expériences se déroulent donc au sein
d’un cryostat constitué d’un cylindre creux contenant de l’azote liquide à 77K, dans lequel
s’insère un cœur à hélium au bas duquel est monté le dispositif expérimental. Le cœur du
cryostat comprend un bain de 4He à 4,2K, qui alimente une boîte sur laquelle on pompe
pour atteindre 1,5K. Ceci permet de liquéfier de l’3He, qui est également pompé pour
atteindre la température finale de 0,8K environ, température à laquelle sont réalisées nos
expériences. Afin d’éviter que des photons issus des parties plus chaudes du cryostat ne
soient piégés dans la cavité, le dispositif est placé dans une boîte d’écrantage, thermalisée
à 0,8K, dont les trous d’accès sont sous-coupure à la fréquence de la cavité, soit 51,1GHz.

1. Cette température a été augmentée comparativement à des expériences précédentes, où elle était de
185 ◦C, pour compenser une baisse des détections atomiques.

2. Le vide au cœur de l’expérience est de l’ordre de 10−9mbar.
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De nombreuses précautions sont également prises pour éviter que des photons des parties
hautes du cryostat n’arrivent à la cavité, par les guides micro-ondes ou les câbles coaxiaux
descendant au cœur du montage, précautions au sujet desquelles on trouvera plus de détails
dans la thèse de Sébastien Gleyzes [70].

I.2 Une cavité Fabry-Pérot de grande finesse

Nous consacrons cette partie à la description de la pièce maîtresse de notre dispositif : la
cavité micro-onde supraconductrice. Véritable «boîte à photons» à l’image de celle utilisée
dans les expériences de pensée du début du xxe siècle, elle permet le piégeage du champ,
et une fort couplage aux atomes. À ce titre elle répond à plusieurs contraintes. Nous
présenterons dans un première section les caractéristiques de cette cavité : la géométrie
et le mode retenus, comment elle est fabriquée et incluse dans le montage expérimental.
Dans une deuxième section nous donnerons la description théorique d’un mode du champ
quantifié, qui est véritablement l’objet de notre étude.

I.2.1 Caractéristiques

Nous voulons isoler dans la cavité un mode du champ électromagnétique, pour le son-
der avec des atomes. Ce mode doit donc avoir un volume faible, et un temps de vie aussi
grand que possible, pour que de nombreux atomes puissent interagir avec le champ pendant
son évolution. De manière équivalente, la finesse de la cavité, et la réflectivité des miroirs,
doivent être maximales. L’utilisation, courante dans les domaines micro-onde et radio-
fréquence, d’un matériau supraconducteur, le niobium, confère à nos miroirs cette grande
réflectivité. Une stratégie possible pour augmenter davantage la finesse serait l’emploi d’une
cavité fermée, où le passage des atomes se fait par des trous sous coupure [72, 73]. Ceci
nous est interdit, car nous verrons que la préservation des états atomiques utilisés requiert
l’application d’un champ électrique directeur, ce qui est impossible avec une cavité fermée.
Les inhomogénéités de champ électrique au voisinage des trous de passage risqueraient
également de détruire les cohérences atomiques. La solution retenue a donc été une cavité
ouverte, constituée de deux miroirs en configuration Fabry-Pérot, en cuivre recouvert de
niobium [74].

I.2.1.a Géométrie

La géométrie des miroirs est présentée à la figure I.2. Dans l’approximation paraxiale,
les modes propres d’une cavité Fabry-Pérot sont les modes «transverses électromagné-
tiques» [75], TEMqnm,où q désigne le nombre de ventres de l’onde stationnaire entre les
miroirs, et n et m décrivent le profil transverse. Nous utilisons un mode de profil gaussien
(n = m = 0), dont la fréquence est donnée par :

νq =
c

2d

(

q +
1

π
arccos

(

1− d

R

))

, (I.1)
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où c est la vitesse de la lumière, R le rayon de courbure des miroirs, et d la distance
les séparant. Le rayon de courbure de nos miroirs est d’environ 40mm et la distance d
de 28mm, permettant d’obtenir une fréquence de 51,1GHz pour le mode TEM900. Cette
fréquence est choisie pour permettre comme nous le verrons l’interaction résonante avec
les atomes, et le choix d’un mode impair assure que les atomes, passant au centre de la
cavité orthogonalement à son axe, traversent un ventre du champ et soient maximalement
couplés.

L’amplitude du champ E pour le mode considéré est donnée en coordonnées cylindriques
(l’axe (Oz) coïncidant avec l’axe de la cavité, et l’origine étant prise en son centre) par :

E(r, z) ≡ Emf(r, z) = Em
w0

w(z)
cos

(

kz − arctan
λz

πw2
0

+
r2k

2R(z)

)

e
− r2

w(z)2 , (I.2)

où Em est l’amplitude au centre de la cavité (r = z = 0), λ = 5,87mm est la longueur
d’onde, et k = 2π/λ le vecteur d’onde associé. f est une fonction sans dimension définissant
le profil du mode, normalisée à 1 en son maximum. Le terme exponentiel décrit le profil
transverse gaussien du mode, dont le col, ou «waist» varie le long de l’axe :

w(z) = w0

√

1 +

(

λz

πw2
0

)2

, avec w0 =
λ

2π

√

d(2R− d). (I.3)

w0 est le col du mode au centre de la cavité, valant 5, 96mm. Le terme sinusoïdal dans
l’équation (I.2) décrit lui les neuf ventres de champ de l’onde stationnaire et notamment
l’évolution du rayon de courbure du front d’onde lorsque l’on s’éloigne du centre de la
cavité :

R(z) = z

(

1 +

(

πw2
0

λz

))

. (I.4)

Ces aspects du profil du mode sont représentés schématiquement sur la figure I.2.

Dans ces conditions, le volume du mode vaut :

V =

∫

|f(r)|2 d3r =
πw2

0d

4
≃ 770mm3, (I.5)

soit l’équivalent de quelques λ3. Le champ est donc très bien confiné dans cette géométrie,
ce qui contribue à ce que l’interaction avec les atomes soit importante. On peut en effet
montrer (voir plus bas, au paragraphe I.2.2.a) que l’amplitude des fluctuations de point
zéro au centre du mode est donnée par [13] :

E0 =
√

~ωcav

2ǫ0V
≃ 1,5 · 10−3 V/m, (I.6)

où ωcav = 2πνcav est la pulsation du mode considéré et ~ la constante de Planck réduite.
Pour les paramètres de notre cavité, les fluctuations du champ ont donc une valeur déjà
d’ordre macroscopique !
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(b)(a)()(a)

trajet 
des atomes

(b)

Figure I.2 – Schéma des miroirs de la cavité micro-onde supraconductrice. (a) Vue de
dessus et vue de trois-quarts. (b) Schéma du résonateur. Les cotes sont en millimètres.
w(z) est le col du mode à la cote z. Le schéma n’est pas à l’échelle par souci de lisibilité.

Nous avons jusqu’ici passé sous silence l’existence de deux modes dégénérés à la fré-
quence considérée, correspondant aux deux polarisations linéaires possibles dans le plan
orthogonal à l’axe de la cavité. Cette dégénérescence, exacte pour des miroirs idéalement
sphériques, est une nuisance dans la pratique : en effet, l’usinage des miroirs ne peut être
parfait, et les défauts géométriques créent une levée de dégénérescence accidentelle de
l’ordre de la dizaine de kHz. C’est aussi, comme nous le verrons, l’ordre de grandeur de la
fréquence caractéristique du couplage atome – champ ce qui signifie que les atomes peuvent
se coupler différemment aux deux modes en même temps. Pour éviter cette situation, on
fait le choix de lever explicitement la dégénérescence : la surface des miroirs est en fait
toroïdale, avec deux rayons de courbure de 39,4mm et 40,6mm, ce qui sépare en fréquence
les deux modes de polarisation de 1,2MHz. Cette séparation, grande comparée au couplage
atome – champ, nous permet de nous ramener au cas idéal d’un unique mode du champ
en interaction avec les atomes : dans les expériences présentées ici, il s’agit du mode basse
fréquence (BF).

I.2.1.b Une très grande finesse

Pour obtenir les temps de vie les plus élevés possibles avec une cavité ouverte, il faut
minimiser les pertes de photons, qui ont deux sources : l’absorption à la surface du miroir,
ou la diffraction hors du mode de la cavité. L’emploi de niobium supraconducteur vise à
combattre la première, mais la seconde impose également que les miroirs aient une forme
très précise et une excellente qualité de surface. C’est ce qui a conduit au développement
des miroirs actuels, à base d’un substrat de cuivre, l’usinage du cuivre étant en effet bien
plus aisé que celui du niobium. Un usinage au diamant permet d’obtenir des miroirs avec
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une rugosité très faible de 6 nm rms, et une précision sur la forme à grande échelle de l’ordre
de 300 nm crête à crête. Sur ces miroirs en cuivre nous déposons finalement deux couches
de niobium de 6µm chacune, par pulvérisation cathodique magnétron 3 [77].

De cette façon ont été obtenues des cavités aux temps de vie exceptionnels pouvant
atteindre 130ms [74]. Le temps de vie Tcav est plus précisément le temps d’amortissement
de l’énergie moyenne du champ dans la cavité : il est relié à sa largeur spectrale ∆νcav par
la relation 2π∆νcavTcav = 1 [78]. La largeur spectrale de la cavité actuelle, de 2, 5Hz pour
le mode BF, correspond à un temps de vie de 65ms 4.

Une telle mesure spectrale étant délicate (très sensible aux bruits éventuels qui élar-
gissent la raie), nous avons plus souvent recours à une méthode utilisant l’absorption du
champ par les atomes [74] : on enregistre après une injection de micro-onde à la fréquence
du mode dans la cavité l’évolution de la population détectée dans un niveau atomique
excité à cette fréquence en fonction du temps. Cette population ζ(t) est une fonction η de
l’intensité, laquelle décroît exponentiellement. On a donc formellement :

ζ(t) = η(I0 exp(−t/Tcav)),

pour une intensité initiale I0. Si nous reproduisons l’expérience pour une intensité I0ep,
avec p entier relatif, on observera une évolution ζ ′(t) de la population, donnée par :

ζ ′(t) = η(I0 exp((pTcav − t)/Tcav) = ζ(t− pTcav).

On obtient donc un ensemble de courbes translatées les unes par rapport aux autres d’un
nombre entier de fois le temps de vie, qui peut être ainsi aisément déterminé. C’est ici la
largeur intrinsèque de la cavité qui fixe le temps de décroissance exponentielle du champ
Tcav, donc l’espacement des courbes. Cette méthode est insensible aux éventuelles fluctua-
tions de la fréquence de la cavité si la transitions atomique reste sensible au champ sur une
gamme de fréquence assez large.

La qualité du résonateur obtenue peut être quantifiée à l’aide d’autres paramètres, tels
la finesse

F =
ISL

∆νcav
= 2, 3 · 109, (I.7)

où ISL = c/2d = ν/q est l’intervalle spectral libre, ou le facteur de qualité

Q =
νcav
∆νcav

= 2, 1 · 1010. (I.8)

3. Ce procédé, initialement développé et réalisé dans l’équipe de P. Bosland, E. Jacques et B. Visentin
au CEA, était utilisé dans la fabrication de cavité accélératrices pour les accélérateurs de particules [76].
Le dépôt est depuis peu effectué dans notre laboratoire.

4. La cavité «historique» au temps de vie de 130ms, grâce à laquelle de nombreuses expériences (et
thèses) ont pu être réalisées, s’est malheureusement détériorée lors d’une ouverture du cryostat : encore
présente dans le montage actuel, c’est la cavité inutilisée mentionnée à la partie I.1.
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Les valeurs obtenues pour ces paramètres sont remarquables pour une cavité ouverte,
tous domaines de fréquences confondus, et comparables aux meilleurs résultats pour des
cavités fermées dans ce domaine de fréquence [73].

Remarquons pour finir que la contrainte sur la forme des miroirs est telle qu’elle interdit
le perçage d’un trou de couplage permettant l’injection contrôlée de micro-onde dans la
cavité : cette injection est donc réalisée à l’aide d’un guide d’onde latéral, dont les photons
se couplent au mode de la cavité. Ce couplage s’effectue par des modes de diffraction de la
cavité (responsables réciproquement d’une partie des pertes de la cavité, et de la limitation
du temps de vie). Il s’est avéré robuste en termes d’amplitude et de phase, et permet
avec les puissances micro-ondes disponibles de réaliser des injections allant de la fraction
à la centaine de photons (on pourra se reporter pour plus de détails aux thèses de Julien
Bernu [69] et Clément Sayrin [66]).

I.2.1.c Contrôle de la fréquence

La façon dont interagissent les atomes et le champ piégé dans la cavité dépend de
la différence entre les fréquences de la transition atomique et du mode de la cavité. Ce
désaccord doit donc être contrôlé avec précision : la fréquence caractérisant le couplage
étant d’environ 50 kHz, nous devons ajuster la fréquence de la cavité avec une précision de
l’ordre du kHz, ce qui correspond à un ajustement nanométrique de la distance entre les
miroirs. Pour cela les miroirs sont montés dans le dispositif sur un bloc cavité présenté à
la figure I.3.a. Dans le bloc, la plaque portant le miroir supérieur est pressée à l’aide de
ressorts sur des tubes piézo-électriques. Des cales en cuivres, intercalées entre les tubes et
les plaques portant les miroirs, permettent de régler grossièrement la fréquence de la cavité
avant le montage final : leur épaisseur est ajustée au µm via des décapages chimiques,
soit une précision de l’ordre du MHz sur la fréquence finale. Les tubes piézo-électriques
permettent ensuite le réglage fin de la fréquence lorsque le montage est à froid. Une source
de haute tension contrôlée au volt près permet d’accéder à une gamme de fréquences de
5MHz, avec un facteur de conversion de 2, 5 kHz/V environ.

Pour suivre et contrôler la fréquence de la cavité à froid, une mesure est réalisée à
l’aide des atomes. Nous reviendrons en détail sur la méthode dont nous donnons ici le
principe (voir la section I.4.2). Les atomes se comportent comme ayant deux niveaux, |g〉
(état fondamental) et |e〉 (état excité). Dans l’expérience considérée, la fréquence de la
transition entre ces niveaux est proche de la résonance de la cavité, et ils peuvent échanger
de l’énergie avec le champ : un atome initialement dans l’état |g〉 peut être transféré dans
l’état |e〉 avec une probabilité d’autant plus grande qu’il y a de photons dans le mode.
L’expérience consiste alors à réaliser dans la cavité des injections micro-ondes de fréquence
variable et de durée fixée, puis à sonder le champ dans la cavité à l’aide d’un ensemble
d’environ 40 atomes préparés dans l’état |g〉 : quand la fréquence injectée ν est proche de
la résonance de la cavité, la probabilité πe que les atomes soient dans l’état |e〉 en sortie de
la cavité augmente, du fait des nombreux photons piégés. Le tracé de πe en fonction de ν
donne le spectre de la cavité présenté à la figure I.4 (la durée d’injection est de 500ms) : un
ajustement lorentzien permet d’accéder à la largeur spectrale, qui prend pour cet exemple
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Figure I.3 – Contrôle de la fréquence du mode. (a) : éléments du montage fixant la
distance entre les deux miroirs. (b) : variation de la fréquence du mode avec la tension
appliquée aux tubes piézo-électriques. L’écart ∆νcav est pris par rapport à la fréquence de
51,099GHz. Un ajustement linéaire donne un facteur de conversion de 2,37 kHz/V.

sa valeur limitée par le temps de vie, soit 2, 5Hz. En répétant cette mesure pour différentes
valeurs de la tension appliquée aux tubes piézo-électriques nous pouvons accéder au facteur
de conversion entre tension et fréquence ; la figure I.3.b en donne un exemple, sur une plage
de quelques centaines de volts.

I.2.2 Description théorique

Après avoir présenté comment nous parvenons à isoler et contrôler un mode du champ
électromagnétique, il nous faut maintenant donner les éléments de théorie qui permettent
sa description dans le cadre de la mécanique quantique.

I.2.2.a L’oscillateur harmonique quantique

La dynamique d’un mode du champ électromagnétique comme celui que nous considé-
rons ici est celle d’un oscillateur harmonique. L’évolution du champ dans la cavité peut
s’écrire :

E(r, z) = iE0ǫf(r, z) (α(t)− α∗(t)) , (I.9)

où E0 est un facteur de normalisation, ǫ le vecteur unitaire décrivant la polarisation du
mode, et f la fonction de profil définie par l’équation (I.2). L’amplitude complexe α est
appelée variable normale du mode, et son évolution, α(t) = α0e

−iωcavt (avec ωcav = 2πνcav)
décrit les oscillations du champ.
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Figure I.4 – Spectre de résonance de la cavité micro-onde (mode BF). La probabilité
qu’un atome préparé dans l’état |g〉 quitte la cavité dans l’état |e〉 après avoir interagi de
façon résonante avec le champ qu’elle contient est tracée en fonction de la fréquence de
l’injection remplissant le mode au préalable. Le longueur de l’injection est de 500ms.

La quantification du champ peut alors être effectuée [79], en remplaçant α et son conju-
gué α∗ par deux opérateurs a et a†, hermitiens conjugués l’un de l’autre, vérifiant la relation
de commutation :

[

a, a†
]

= ✶. (I.10)

Le calcul de l’énergie du champ électromagnétique fournit alors le hamiltonien de l’os-
cillateur harmonique quantique :

Hcav = hνcav

(

a†a+
✶

2

)

, (I.11)

où h est la constante de Planck. Cette écriture impose de fait la valeur de E0, mentionné
dans l’équation (I.6). Les relations de commutation (I.10) permettent alors de démontrer
que les valeurs propres de N̂ ≡ a†a sont les entiers naturels n ∈ N. Les états propres
associés (qui sont donc des états propres du hamiltonien), notés |n〉, sont appelés états de
Fock, ou encore états nombres. Ils possèdent donc un nombre entier de quanta d’énergie
hνcav, ou photons. Ce sont ces états que nous cherchons à mesurer de façon optimale dans
les expériences présentées ici.

L’action des opérateurs a, a† et N̂ sur les états |n〉,

a|n〉 = √
n|n− 1〉 a†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉 N̂ |n〉 = n|n〉, (I.12)
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leur vaut respectivement les noms d’opérateurs création, annihilation et nombre de photons.

Les états propres que nous avons obtenus sont des états non-classiques. On se convain-
cra en effet à l’aide des relations ci-dessus que la valeur moyenne du champ électrique
dans ces états, 〈n|Ê|n〉, est nulle 5. Pour décrire dans le cadre quantique l’analogue d’un
champ classique, nous avons besoin d’une autre classe d’états, appelés états cohérents, in-
troduits par Glauber [80]. Ils peuvent être définis comme les états propres de l’opérateur
d’annihilation de valeur propre α complexe :

a|α〉 = α|α〉, (I.13)

Ils peuvent se décomposer sur la base des états de Fock sous la forme :

|α〉 = e−
|α|2
2

∑

n≥0

αn

√
n!
|n〉. (I.14)

Dans ces états le nombre de photons peut par conséquent prendre plusieurs valeurs,
avec une loi de probabilité poissonienne :

P (n) = |〈n|α〉|2 = e−|α|2 |α|2n
n!

. (I.15)

La valeur moyenne et l’écart-type du nombre de photons dans l’état α valent alors :

〈N̂〉 = 〈α|N̂ |α〉 = |α|2 〈∆N̂〉 = |α|. (I.16)

Finalement, l’évolution d’un état cohérent sous l’action du hamiltonien Hcav prend la
forme :

|α(t)〉 = e−iωcavt
2

∣

∣αe−iωcavt
〉

. (I.17)

Ce résultat met en évidence l’intérêt des états cohérents pour décrire un champ «semi-
classique» : dans l’état |α〉, la valeur moyenne 〈α|Ê|α〉 du champ électrique redonne la va-
leur du champ classique de l’équation (I.9). Ce que nous appellerons dorénavant l’amplitude
α du champ cohérent est maintenant directement liée aux nombre de photons. À la limite
des grands nombres de photons, les fluctuations de N deviennent négligeables devant sa
valeur moyenne, et l’état cohérent s’approche de plus en plus d’un champ classique d’am-
plitude complexe α macroscopique.

I.2.2.b Couplage à l’environnement

Nous avons décrit ci-dessus un mode du champ isolé. Ce n’est bien évidemment pas
le cas en pratique : nous couplerons le mode à une source micro-onde afin d’y injecter
des photons, et nous aurons également à prendre en compte l’interaction du mode avec
l’environnement.

5. La valeur moyenne du carré du champ, à laquelle est liée l’énergie du champ, n’est pas nulle, y
compris en particulier pour le vide de photons |0〉, d’où l’existence des fluctuations de point zéro.



26 Chapitre I. Atomes et photons en cavité

Relaxation Étant donné le couplage avec les degrés de liberté de l’environnement (par
exemple les modes extérieurs auxquels le mode étudié est couplé par diffraction), des pho-
tons peuvent quitter le mode de la cavité. Un photon de l’environnement peut inversement
se coupler dans le mode. Si l’environnement est à température T , l’équilibre est atteint
quand les populations de nombres de photons obéissent à la statistique de Bose-Einstein :

Pth(n) = e
−n~ωcav

kBT

(

1− e
− ~ωcav

kBT

)

, (I.18)

où kB est la constante de Boltzmann. Le nombre moyen de photons dans cet état d’équilibre
thermique est :

nth =
1

e
~ωcav
kBT − 1

. (I.19)

Dans les conditions de nos expériences, ωcav = 2π · 51,1GHz et T = 0,8K, il y a donc
seulement nth = 0,05 photons d’origine thermique.

Pour effectuer nos expériences, nous ne nous contenterons cependant pas de l’état
d’équilibre thermique. Comme nos mesures s’effectueront sur des échelles de temps com-
parables au temps de vie, il nous faut pouvoir décrire la relaxation du champ. Du fait du
couplage avec l’environnement s’établissent en principe de nombreuses corrélations entre le
système et des degrés de liberté extérieurs, ce qui rendrait très complexe la description du
champ. On peut cependant montrer [13, 81] que si l’environnement auquel le système est
couplé est suffisamment grand (avec de nombreux degrés de libertés), et «sans mémoire»
(hypothèse de Markov : cela revient à dire que les corrélations dans l’environnement per-
sistent sur un temps très court devant le temps d’évolution du système), il est possible
d’établir une équation d’évolution pour le système seul.

Cette équation maîtresse pour la matrice densité ρ du champ prend la forme dite de
Lindblad [82] :

dρ

dt
= − i

~
[H, ρ] + Lρ, (I.20)

Lρ =
∑

µ

(

LµρL
†
µ −

1

2
L†
µLµρ−

1

2
ρL†

µLµ

)

. (I.21)

On reconnaît dans cette équation un premier terme qui décrit l’évolution hamiltonienne.
Il peut être éliminé simplement en passant en représentation d’interaction par rapport au
hamiltonien Hcav. L’évolution élémentaire en représentation d’interaction sera donc donnée
par :

ρ(t+ dt) = (✶+ dtL) ρ(t), (I.22)

résultat qui nous sera utile par la suite
Les opérateurs Lµ décrivent les processus élémentaires pouvant survenir du fait du

couplage à l’environnement. Ici, le mode peut perdre ou gagner un photon, au profit ou
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aux dépens de l’environnement 6. Ceci conduit à la définition de deux opérateurs de saut
L+ et L− proportionnels aux opérateurs de création et d’annihilation :

L− =
√
κ−a, L+ =

√
κ+a

†. (I.23)

La probabilité qu’il y ait gain ou perte d’un photon est alors donnée par :

p+ = Tr
(

L†
+L+ρ

)

= κ+Tr
(

aa†ρ
)

= κ+(1 + 〈n〉), (I.24)

p− = Tr
(

L†
−L−ρ

)

= κ−Tr
(

a†aρ
)

= κ−〈n〉. (I.25)

Ceci permet de relier les taux κ+ et κ− entre eux : en effet, à l’équilibre thermique à la
température T fixée par l’environnement, 〈n〉 = nth et les probabilités de saut doivent être
égales, ce qui implique :

κ+
κ−

=
nth

nth + 1
. (I.26)

On peut donc définir un unique taux de relaxation κ, avec

κ+ = nthκ κ− = (nth + 1)κ. (I.27)

Prenant en compte toutes ces réécritures, nous pouvons établir des équations simples sur
les populations de nombres de photons, puisque seuls les états de Fock vont véritablement
nous intéresser ici :

dp(n)

dt
= κ(1 + nth)(n+ 1)p(n+ 1) + κnthnp(n− 1)− [κ(1 + nth)n+ κnth(n+ 1)]p(n).

(I.28)

Ceci permet notamment d’établir l’évolution du nombre de photons moyen :

d〈N̂〉
dt

= −κ
(

〈N̂〉 − nth

)

. (I.29)

L’énergie contenue dans le mode décroît donc exponentiellement : le temps caractéris-
tique de cette décroissance est le temps de vie Tcav introduit précédemment. On a donc
κ−1 = Tcav. Tcav peut aussi s’interpréter comme le temps de vie d’un photon : en effet, à
température nulle, l’équation (I.28) donne pour un état de Fock contenant initialement n
photons (p(n) = 1 à t = 0) une décroissance exponentielle de p(n), en Tcav/n 7. S’il y a un
photon dans la cavité, il est donc perdu en un temps caractéristique Tcav.

6. Cette interprétation du couplage à l’environnement, et donc les opérateurs choisis, ne sont en général
pas uniques. Il conduisent cependant tous à la même équation maîtresse et à la même évolution moyenne
du système (voir [13], section 7.5, ou [83]).

7. A température non-nulle, l’évolution n’est plus exactement exponentielle, et le taux de départ est
faiblement modifié : d’après l’équation (I.28), il devient (Tcav/(n+ nth(2n+ 1)))

−1
.
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Injection L’injection de photons dans la cavité se fait à l’aide de sources micro-ondes,
qui émettent à une pulsation ω dans les modes des guides d’ondes descendant dans le
cryostat, eux-mêmes faiblement couplés à la cavité. In fine, le hamiltonien d’interaction
décrivant l’injection est simplement donné par le couplage à un courant classique [13] :

HI
inj = −

∫

d3r j(r, t) ·AI(r), (I.30)

AI(r) =
E0
ωc

ǫf(r, z)(ae−iωcavt + a†eiωcavt), (I.31)

j(r, t) = J0(r)e
−iωt + J0

∗(r)eiωt. (I.32)

AI est le potentiel vecteur du champ dans la cavité, écrit en représentation d’interaction
par rapport au hamiltonien libre Hcav, et J0 est l’amplitude complexe du courant associé
à l’injection. Dans le hamiltonien d’interaction se trouvent donc quatre termes : pour
ω proche de ωcav, deux d’entre eux ont une fréquence élevée de l’ordre de 2ω, et deux
une fréquence proche de zéro. On peut considérer que l’effet sur l’évolution des termes
oscillant rapidement est négligeable 8. Cette approximation conduit à la forme suivante
pour l’interaction résonante (en représentation d’interaction) :

HI
inj = i~(γa† − γ∗a). (I.33)

Le taux γ s’obtient en prenant en compte l’intégrale spatiale et les produits scalaires dans
l’équation (I.30). L’opérateur d’évolution du système lors d’une injection résonante est
donc donné par :

Uinj = exp(−iHI
injt/~) = eγta

†−γ∗ta ≡ D(γt), (I.34)

où nous avons défini l’opérateur déplacement D(α) = eαa
†−α∗a. Il doit son nom au fait

que son action sur un champ cohérent prend la forme très simple d’une translation dans
l’espace des phases :

D(α)|β〉 = eαβ
∗−α∗β|α + β〉. (I.35)

En particulier, on a :

D(γt)|0〉 = |γt〉. (I.36)

Par conséquent, le couplage de la cavité vide à une source classique aboutit à la création
d’un champ cohérent dans la cavité. Pour des durées d’injection tinj faibles devant le temps
de vie de la cavité, l’amplitude du champ croît linéairement 9 : α = γtinj. Nous pourrons

8. Cette approximation est connue sous de le nom d’approximation de l’onde tournante, ou RWA pour
rotating wave approximation en optique quantique.

9. Dans le cas général où le temps de vie fini est pris en compte, l’amplitude injectée s’écrit : α(t) =
2γTcav(1− e−t/2Tcav).
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contrôler le taux d’injection γ en variant la phase et la puissance de la source micro-onde.
Nous considérerons ici l’approximation t≪ Tcav toujours vérifiée.

En pratique, la source classique nous est fournie par un synthétiseur de fréquence
12, 8GHz environ (Anritsu3692). À sa sortie est montée une diode PIN qui nous permet
d’émettre de façon contrôlée des impulsions micro-onde avec une précision temporelle de
l’ordre de 100 ns. Ce impulsions sont ensuite quadruplées en fréquence, puis leur intensité
modulée par un atténuateur variable de précision (0 – 80 dB), avant d’être envoyées dans
les guides d’onde du cryostat.

I.3 Des atomes à deux niveaux

Pour étudier le mode du champ de la cavité décrit dans la section précédente, nos
expériences exploitent l’interaction dipôlaire électrique entre le champ et les atomes le
traversant. Le but de cette section est de décrire les états atomiques utilisés, appelés états
de Rydberg circulaires. Nous présenterons dans une première partie les caractéristiques de
ces états, et comment ils sont préparés dans notre montage expérimental. Nous verrons
alors que la description de l’atome peut être réduite à celle, très simple, d’un système à
deux niveaux, qui sera donnée dans une deuxième partie. Nous introduirons enfin la notion
d’interférométrie de Ramsey, à la base de toutes nos mesures.

I.3.1 Atomes de Rydberg circulaires

Afin de constituer une bonne «sonde» pour le champ, un atome doit avoir deux carac-
téristiques essentielles :

– il est nécessaire qu’il existe une transition atomique au voisinage de la fréquence
micro-onde du mode considéré,

– le couplage avec le champ doit être fort, pour que l’atome soit sensible au niveau du
photon unique ; pour cela, il faut minimiser la relaxation des niveaux considérés, i.e.
avoir des temps de vie longs, et maximiser autant que possible le dipôle atomique.

Les états circulaires de Rydberg, dans lesquels nous excitons des atomes de Rubidium 85
permettent, comme nous allons le voir, de satisfaire ces critères.

I.3.1.a Propriétés

On appelle états de Rydberg des états électroniques de grand nombre quantique prin-
cipal 10 n [84]. Dans le cas d’un atome alcalin comme le Rubidium, l’électron de valence
se retrouve sur une orbite très éloignée du noyau atomique. Ces états présentent donc de
fortes valeurs de dipôle électrique. L’état est de plus dit circulaire [85] s’il est de moment
angulaire maximal : les nombres quantiques orbital et magnétique sont alors maximaux
(l = |m| = n − 1) et la fonction d’onde de l’électron prend la forme d’un tore, d’où le

10. Dans cette section consacrée à la description des niveaux atomiques, la notation n désignera le
nombre quantique principal. Elle est réservée dans toute la suite de ce mémoire au nombre de photons.
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nom «circulaire». L’atome correspond bien dans cet état à l’image «planétaire» du mo-
dèle de Bohr. De fait, les principales propriétés de ces états circulaires (que nous noterons
dorénavant |nC〉) peuvent être déduites du modèle de Bohr.

Orbite : Le rayon de l’orbitale de l’état |nC〉 peut être obtenu en écrivant la condition de
quantification du nombre de longueur d’ondes de De Broglie sur l’orbite circulaire :
il vaut rn = n2a0, où a0 = 0,53Å est le rayon de Bohr. Il est donc très grand pour les
états de grand n considérés : pour n = 50 on trouve un diamètre d’environ 0,25µm.

Énergie : Du fait de cette orbite éloignée, le cœur atomique constitué du noyau et des
autres électrons se comporte comme un noyau ponctuel de charge +1. L’énergie de
l’état |nC〉 est donnée en bonne approximation par 11 : En = −RRb/n

2 où RRb est
l’unité d’énergie de Rydberg RRb ≈ hcR∞ ≈ 13,6 eV, modifiée pour prendre en
compte la masse finie du noyau atomique (R∞ est la constante de Rydberg). Par
conséquent la fréquence de transition |nC〉 ↔ |(n− 1)C〉 varie comme :

ωn ≈ 2
RRb

~

1

n3
.

Cette fréquence est dans le domaine micro-onde pour n de l’ordre de 20 à 60 : nous
utilisons les états |50C〉 ≡ |g〉 et |51C〉 ≡ |e〉, déjà mentionnés au paragraphe I.2.1.c,
pour lesquels la fréquence de transition est au voisinage de celle de la cavité (voir la
figure I.5).

Dipôle : Le dipôle de la transition |nC〉 ↔ |(n− 1)C〉, polarisée σ+ peut être calculé : il
vaut ( [13, p. 254]) dn = n2 |q|a0√

2
, où q est la charge de l’électron, et croît donc, comme

le rayon, en n2. Pour la transition e↔ g considérée, d51 ≈ 1800|q|a0, soit près de 500
fois la valeur du dipôle de la transition D2 du rubidium, couramment utilisée dans
le refroidissement atomique. Les atomes circulaires de Rydberg se comportent donc
comme de véritables antennes, très sensibles au champ, ce qui permet de le sonder
au niveau du photon unique.

Temps de vie : Enfin, du fait des règles de sélection pour les transitions dipôlaires élec-
triques, le seul canal de relaxation de l’état |nC〉 est la transition |nC〉 ↔ |(n− 1)C〉.
Par conséquent, le temps de vie de ces niveaux, qui peut également être obtenu par
un calcul classique, est très élevé : il évolue comme n−5. Les temps de vie respectifs
de nos niveaux |e〉 et |g〉 sont de 31,5ms et 28,5ms, respectivement, ce qui signifie
que la relaxation atomique est négligeable durant la traversée du montage par les
atomes (qui dure environ 1ms).

I.3.1.b Un système à deux niveaux bien contrôlé

Les états circulaires paraissent donc des états idéaux pour sonder le champ piégé. Il faut
cependant s’assurer, indépendamment de la relaxation, que nous pouvons nous restreindre

11. Ce résultat ne prend pas en compte les structures fine et hyperfine, ni une correction du type défaut

quantique liée à la pénétration du cœur par l’électron de valence : elles sont négligeables pour les états
circulaires considérés (voir à ce sujet par exemple [86] ou [87]).
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Figure I.5 – Niveaux de Rydberg circulaires utilisés dans nos expériences. La transition
atomique à 51, 099GHz est dans le domaine micro-onde.

à un système de niveaux circulaires. Ceci est grossièrement faux en champ nul, où l’état
|nC〉 est dégénéré avec les 2500 états de la «multiplicité» de même nombre quantique
n. Puisqu’expérimentalement les champs électrique et magnétiques ne sont jamais nuls,
cela signifie que le moindre perturbation de ces champs peut transférer l’atome de l’état
circulaire vers les autres états, dits elliptiques, de la multiplicité [88].

Cette dégénérescence peut être levée en appliquant à l’atome un champ électrique sta-
tique F : c’est l’effet Stark. La symétrie sphérique étant brisée, le nombre quantique orbital
l n’est plus conservé : il doit être remplacé par le nombre quantique parabolique n1 [84, chap.
6], prenant des valeurs entières entre 0 et n − |m| − 1, pour n et m donnés (ceux-ci de-
meurent de bons nombres quantiques). La figure I.6 donne l’exemple de la répartition des
niveaux d’énergie en champ électrique pour les multiplicités n = 50 et n = 51.

En présence du champ électrique, il est possible de montrer que les énergies E des
niveaux |n,m, n1〉 admettent un développement d’ordre 2 en fonction du champ électrique
F , E = E(0) + E(1) + E(2), avec

E(0) = − 1

2n2
, (I.37)

E(1) =
3

2
knF, (I.38)

E(2) = − 1

16

(

17n2 − 3k2 − 9m2 + 19
)

n4F 2, (I.39)

où k = 2n1 − n + |m| + 1, et les énergies E et les champs F sont exprimés en unités
atomiques (E0 = 27, 2 eV,F0 = 5, 14 · 109 V/cm ). L’effet Stark linéaire (premier ordre)
introduit une levée de dégenérescence entre les niveaux circulaires et les deux niveaux de m
immédiatement inférieur (m=n-2) de l’ordre de 100MHz/(V/cm). La transition circulaire-
circulaire (∆m = +1) peut donc être aisément distinguée des transitions vers les niveaux
elliptiques pour lesquelles ∆m = 0. La dégénérescence entre le niveau circulaire et le niveau
|n,m = n− 3, n1 = 1〉 n’est levée qu’au second ordre : l’effet étant beaucoup plus faible, la
transition ∆m = −1 à partir du niveau |50C〉 est très proche de la transition circulaire-
circulaire (la levée de dégénérescence est d’une centaine de kHz/(V/cm)2). Cependant,
l’éléments de matrice du dipôle de la transition circulaire–circulaire s’avère environ 70 fois
plus élevé que celui de cette transition parasite (voir la figure I.6). On peut donc considérer
en bonne approximation la transition σ+ entre niveaux circulaires comme une transition
fermée.
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Figure I.6 – Diagramme d’énergie des niveaux de Rydberg n = 50 et n = 51 pour un
atome hydrogénoïde en présence d’un champ électrique. L’effet Stark quadratique, correc-
tion de second ordre, n’est pas représenté. Le dipôle de la transition σ+ |50C〉 → |51C〉,
de 1776|q|a0, est 66 fois plus grand que le dipôle de la transition σ− de même fréquence
|50C〉 → |n = 51,m = 48, n1 = 1〉. Préparé dans un des états circulaires, l’atome se com-
porte comme un atome à deux niveaux.

Contraintes expérimentales : Comme nous venons de le voir, un champ électrique,
définissant un axe de quantification, est nécessaire à la préservation des états circulaires
constituant notre système à deux niveaux. Il faut donc qu’au long du trajet des atomes à
travers le montage nous appliquions un champ électrique bien défini, dont les variations
soient lentes à l’échelle des énergies entre niveaux voisins, afin d’éviter le tranfert vers les
états elliptiques.

Le champ doit également doit être aussi homogène que possible : en effet la fréquence
de la transition |e〉 ↔ |g〉 est insensible à l’effet Stark au premier ordre (E(1) = 0 pour les
niveaux circulaires), mais le terme quadratique conduit à une modification de la fréquence
de transition de −255kHz/(V/cm)2. Toute inhomogénéité de champ sur la largeur du jet
atomique conduira donc à des dispersions d’énergie et (cf. section I.3.3) à des déphasages
des niveaux nuisant à notre mesure. Nous appliquons donc un potentiel électrique bien
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défini à toutes les pièces du montage, pour fixer ce champ électrique directeur 12. Cette
contrainte impose notamment la géométrie ouverte de nos cavités, comme mentionné à la
section I.2.1. L’effet Stark quadratique sur la transition à l’avantage de nous permettre
d’accorder la transition atomique à l’échelle de la centaine de kHz, soit l’ordre de grandeur
du couplage atome – champ. Nous pouvons donc à loisir placer l’atome à ou hors résonance
avec le champ par l’application d’un potentiel à l’un des miroirs de la cavité 13.

Choix de n : Finalement, le choix des atomes circulaires avec n = 50 et n = 51 s’explique
par un compromis : nous avons vu qu’augmenter n permettait d’augmenter le temps de
vie et le couplage au champ. Cependant, la fréquence de la transition diminue, ce qui
signifie que des températures de plus en plus basses sont requises si l’on veut que le champ
thermique soit négligeable. Par ailleurs un couplage très élevé peut conduire à une trop
grande sensibilité aux inhomogénéités de champ résiduelles, et à la déterioration des signaux
expérimentaux.

I.3.1.c Préparation

Circularisation des atomes de rubidium Expliquons maintenant comment nous par-
venons à préparer des atomes de Rubidium dans les états circulaires. La procédure de
«circularisation» mise en place dans notre expérience, adaptée de [89], permet d’exciter
l’atome dans un niveau d’énergie élevé puis de lui transférer de nombreux quanta de mo-
ment angulaires menant à l’état circulaire. Elle se déroule intégralement dans une boîte
en niobium supraconducteur (que nous appelons boîte à circulariser), où l’atome subit des
transitions optiques et micro-ondes en présence de champs électriques lentement variables
et d’un champ magnétique statique de 18G 14. La mise en œuvre de cette procédure est
complexe, et nous n’en donnons ici que les grandes lignes. Elle est décrite précisément dans
la thèse de Paulo Nussenzveig [87], et l’on trouvera également des détails expérimentaux
dans la thèse de Tristan Meunier [90]. Elle est schématisée à la figure I.7.

12. On trouvera plus de détails sur le réglage de ces potentiels dans la thèse de Sébastien Gleyzes [70].
13. Cette discussion n’a pas mentionné la sensibilité au champ magnétique (effet Zeeman) : pour la

transition considérée ∆m = +1, la sensibilité est donc d’un magnéton de Bohr, soit 1, 4MHz/G. Pour
les mêmes raisons que celles mentionnées pour le champ électrique, le champ magnétique doit donc être
bien contrôlé sur le trajet des atomes. Plusieurs précautions sont donc prises afin d’annuler le champ
magnétique et de minimiser les gradients résiduels au cœur de l’expérience (emploi de bobines externes
pour compenser le champ terrestre et nombreux blindages magnétiques, voir [70]).

14. L’emploi d’un supraconducteur vise à confiner le champ magnétique pour éviter de pertuber les
atomes circulaires préparés par effet Zeeman.
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Figure I.7 – Préparation des atomes dans les niveaux de Rydberg circulaires.
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La première étape de la circularisation s’effectue en champ électrique nul et a pour
point de départ le niveau hyperfin de l’état fondamental du rubidium

∣

∣5S1/2, F = 3
〉

.À
l’aide de trois faisceaux de longueurs d’ondes 780 nm, 776 nm, et 1, 26µm issus de diodes
laser, les atomes sont d’abord excités dans l’état de Rydberg |52f,m = 2〉 15. Les deux pre-
miers faisceaux de polarisation σ+ réalisent un pompage optique des atomes dans les tran-
sitions

∣

∣5S1/2, F = 3,mF = 3
〉

→
∣

∣5P3/2, F = 4,mF = 4
〉

puis
∣

∣5P3/2, F = 4,mF = 4
〉

→
∣

∣5D5/2, F = 5,mF = 5
〉

; le dernier faisceau de polarisation π conduit à l’état de Rydberg
|52f,m = 2〉 (étape 1). Dans cette étape le laser à 780 nm est pulsé pour une durée typique
de 2µs, qui constitue l’origine des temps pour la préparation et les étapes ultérieures du
parcours des atomes.

Il est alors nécessaire, pour distinguer les états de différent moments angulaires de la
multiplicité de Rydberg, de continuer la préparation en champ électrique non-nul : un
champ électrique est établi adiabatiquement, et l’état |52f,m = 2〉 se branche sur l’état
elliptique |n = 52,m = 2, n1 = 1〉. C’est l’étape 2, appelée Stark switching.

C’est à ce stade que le champ magnétique joue un rôle crucial : pour arriver dans l’état
circulaire, l’atome doit absorber 49 photons de radiofréquence en effectuant les transitions
σ+ schématisées sur la figure I.7. Le champ magnétique permet de lever la dégénéres-
cence avec les transitions σ− : seules les transitions σ+ entre niveaux de m voisins sont
alors résonantes à 255MHz pour m ≥ 3. Le champ électrique est alors varié adiabatique-
ment autour d’une valeur (2, 4V/cm) qui amène la transition |n = 52,m = 2, n1 = 1〉 ↔
|n = 52,m = 3, n1 = 1〉 à résonance avec les transitions suivantes, ce qui permet d’effectuer
un anticroisement géant des niveaux de l’atome habillé par la radiofréquence. Ce passage
adiabatique rapide conduit de façon déterministe à l’état circulaire |52C〉 (étape 3).

L’état préparé n’est pas complètement pur : c’est pourquoi l’atome est finalement sé-
lectivement amené dans les états circulaires de n inférieur à l’aide d’impulsion micro-ondes
dans une étape appelée purification (étape 4). Celle-ci s’effectue dans un champ électrique
plus grand (5 V/cm environ), afin que les transitions soient bien résolues, et conduit par une
transition à un photon de fréquence 48, 2GHz ou à deux photons de fréquence 49, 6GHz,
aux états |e〉 et |g〉 respectivement. On obtient finalement des états circulaires très purs : les
expériences présentées dans ce mémoire partent d’un état |g〉 d’une pureté de 95% environ.

Contrôle de la position et de la vitesse Dans nos expériences, nous souhaitons
pouvoir appliquer à un atome traversant le montage différents champs (dans les zones de
Ramsey, le détecteur...) pour des durées et à des instants bien précis. La connaissance à
chaque instant de la position exacte des atomes dans le montage est donc indispensable.

La position transverse des atomes dépend des caractéristiques du fasceau atomique.
Les atomes sont issus d’un «four», chambre à vide contenant du rubidium chauffé à 225 ◦C
dont la vapeur s’échappe par un trou de diamètre 0, 7mm. La partie divergente de ce
faisceau atomique est coupée par une succession de diaphragmes refroidis à la température
de l’azote liquide, puis un diaphragme final de diamètre 0, 7mm à l’entrée de la boîte à

15. Les effets de structure fine et hyperfine sont négligeables dans cet état de haute énergie, justifiant
l’abandon d’une notation spectroscopique plus précise.
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circulariser définit un «jet atomique». L’axe de ce jet est aligné sur le cœur de l’expérience
afin que les atomes passent par le centre des modes des cavités successives (ce qui maximise
le couplage aux champs). Ce diamètre réduit nous permet de minimiser les dispersions de
couplage au champ entre atomes successifs (rappelons-nous que la taille du lobe central du
mode de la cavité est λ/2 ≈ 3mm).

La position longitudinale des atomes doit être connue avec précision pour pouvoir ma-
nipuler l’atome sur son trajet. La préparation des atomes étant pulsée à l’aide du laser à
780 nm, il nous suffit que les atomes aient une vitesse connue pour connaître leur position à
chaque instant dans le montage. Or en sortie du four, la distribution des vitesses atomiques
est maxwellienne, et s’étend typiquement de 200m/s à 600m/s. On doit donc sélectionner
une classe de vitesse bien plus étroite. Pour ce faire, on utilise la séparation entre les deux
niveaux hyperfins du rubidium

∣

∣5S1/2, F = 2
〉

et
∣

∣5S1/2, F = 3
〉

, d’environ 3GHz. Seuls les
atomes dans l’état F = 3, point de départ de la circularisation, seront excités. On réalise
donc avant la préparation des états de Rydberg un pompage optique sélectif en vitesse [91]
à l’aide de deux lasers à 780 nm, qui exploite l’effet Doppler pour n’exciter dans le niveau
∣

∣5S1/2, F = 3
〉

que les atomes d’une certaine classe de vitesse. La figure I.8 représente les
niveaux électroniques mis en jeu pour cette sélection de vitesse.

(a)

(b) (c)ͷ�ଷ/ଶ
ͷ�ଵ/ଶ

ͷ�ଷ/ଶ
ͷ�ଵ/ଶ

F=2

F=3

�′ = Ͷ�′ = ͵�′ = 2�′ = ͳ
�′ = Ͷ�′ = ͵�′ = 2�′ = ͳ

∆� ∆�′

repompeurdépompeur

laser dépompeur

laser repompeur

jet atomique

Γ5�య/మ

Figure I.8 – Sélection de vitesse. (a) Dispositif utilisé pour la sélection en vitesse des
atomes. (b) Un premier laser dépompeur perpendiculaire au jet atomique amène tous
les atomes dans le niveau F = 2 via F ′ = 3. (c) Un second laser repompeur fai-
sant un angle θ avec le jet ramène dans F = 3 via F ′ = 3 les atomes de vitesse
v = ∆ωλrep/2π cos θ souhaitée. Une seconde classe de vitesse est également sélectionnée
via F ′ = 2 : v′ = ∆ω′λrep/2π cos θ.

Le premier laser, dit dépompeur, est accordé sur la transition entre les niveaux hy-
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perfins
∣

∣5S1/2, F = 3
〉

et
∣

∣5P3/2, F
′ = 3

〉

. Appliqué orthogonalement à l’axe du jet, il trans-
fère donc indifféremment toutes les classes de vitesses dans le niveau

∣

∣5S1/2, F = 2
〉

. Le
deuxième faisceau, dit repompeur, est lui légèrement désaccordé vis-à-vis de la transi-
tion

∣

∣5S1/2, F = 2
〉

↔
∣

∣5P3/2, F
′ = 3

〉

. Ce faisceau faisant un angle de 63◦ environ avec
l’axe du jet, seuls les atomes pour lesquels l’effet Doppler compense ce désaccord ∆ω ≈
2π · 145MHz sont effectivement excités. Finalement ne sont pompés dans le niveau de dé-
part

∣

∣5S1/2, F = 3
〉

que des atomes de vitesse 250m/s environ.
La largeur de la classe de vitesses sélectionnée est de quelques dizaines de mètres par

seconde (voir la figure I.9). La traversée de l’expérience durant 1 ms en moyenne, on
obtiendrait dans ces conditions des dispersions longitudinales centimétriques au niveau des
détecteurs. Cette largeur peut être réduite encore davantage par une sélection en temps
de vol : si le dépompeur reste allumé en continu, le repompeur est pulsé, pour une durée
de 4µs. Cette impulsion de repompeur est émise environ 1400µs avant l’impulsion laser
à 780 nm de l’excitation vers les états circulaires, de sorte que seuls les atomes ayant la
bonne vitesse pour subir les deux impulsions soient finalement excités. Cette sélection en
temps de vol a par ailleurs l’avantage d’éliminer une classe parasite de vitesse plus élevée
pour laquelle l’effet Doppler compense le désaccord avec la transition vers

∣

∣5P3/2, F
′ = 2

〉

(voir la figure I.8). Ce sont alors la durée des impulsions de la sélection en temps de vol qui
fixent la largeur de la distribution de vitesses. On parvient ainsi à sélectionner des atomes
de vitesse (250 ± 2)m/s. L’extension de l’échantillon atomique au niveau des détecteurs
est alors de 4mm environ ; quelle que soit la position de l’atome dans l’échantillon, il
pourra donc être détecté, le diamètre du trou du détecteur étant de 6mm (voir plus bas le
paragraphe I.3.1.d).

Taux de répétition : Le champ que nous cherchons à mesurer à l’aide des atomes étant
sujet à la relaxation, il est avantageux d’envoyer les atomes dans la cavité le plus fréquem-
ment possible. Les facteurs limitant le taux de répétition proviennent essentiellement de la
procédure de circularisation : les variations de champ électriques qui accompagnent cette
préparation s’effectuent en un temps de 70µs. Par ailleurs l’impulsion de purification n’est
pas bien confinée dans la boîte à circulariser mais remplit une grande partie du montage de
photons micro-onde. À la sortie de la boîte à circulariser les atomes traversent une zone de
gradients de champ électrique, dans laquelle leur état pourrait être modifié par ces photons.
La période de répétition est donc optimisée pour éviter ce phénomène, et la préparation
est finalement répétée toutes les 83µs 16.

Nombre d’atomes par échantillon L’excitation des atomes vers les états circulaires
de Rydberg est en fait un processus poissonien (c’est le cas de chaque excitation laser dans
la préparation). À l’issue de la circularisation on obtient donc en fait un «échantillon»
atomique qui contient un nombre na aléatoire d’atomes obéissant à une statistique de

16. Des «croisements» entre les impulsions du repompeur et du laser à 780 nm d’atomes successifs peuvent
conduire à l’excitation d’atomes parasites, ou «fantômes», pouvant apparaître dans les signaux de détection.
Ces effets doivent également être pris en compte dans le choix de la période de préparation
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Figure I.9 – Distribution de vitesse des atomes : en noir, sans sélection de vitesse ; en
bleu, avec le laser repompeur allumé en continu ; en rouge (et dans l’encart), avec le laser
repompeur allumé 4µs.

Poisson :

Pa(na) = e−na
na

na

na!

de moyenne na et d’écart-type
√
na. Ce nombre d’atomes peut être ajusté en variant la

durée des impulsions laser du repompeur et du laser à 780 nm, dont le choix résulte donc
d’un compromis entre le nombre d’atomes et la dispersion des vitesses. En pratique il est
préférable d’avoir un nombre d’atomes réduit et avec peu de fluctuations pour pouvoir
décrire correctement leur interaction avec le champ. Nous verrons que pour les expériences
présentées dans ce mémoire nous souhaitons éviter les évènements à plus de deux atomes.
Ceci a conduit au choix de valeurs de na de l’ordre de 1, pour une dispersion de vitesse
de 4m/s environ (cette valeur est obtenue pour les durées d’impulsion de 4µs pour le
repompeur et le premier laser d’excitation).

I.3.1.d Détection

Expliquons pour conclure cette section comment nous pouvons mesurer l’état de l’atome
après sa traversée de l’expérience. Cette détection se fait par ionisation : les atomes de
Rydberg étant fortement excités, il suffit d’un champ de l’ordre de 100V/cm pour arracher
l’électron de valence, pour n ≈ 50. Le champ d’ionisation dépend de l’énergie de l’élec-
tron [84], ce qui permet de distinguer les multiplicités de n différents. Si l’on s’assure de
manipuler des états circulaires suffisamment purs, la valeur du champ indique donc l’état,
|e〉 ou |g〉, détecté.
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Le montage expérimental comporte deux détecteurs, dont la conception est décrite en
détail dans la thèse d’Alexia Auffèves-Garnier [92]. Nous nous contenterons de donner
le principe du détecteur utilisé dans les expériences présentées ici, schématisé sur la fi-
gure I.10.a. Après qu’ils ont interagi avec la cavité, les atomes passent entre une cathode
plate et une anode percée d’un trou de 6mm. Le potentiel de l’anode étant fixé, on applique
lors de la traversée d’un échantillon atomique une rampe temporelle de tension à l’anode.
Le champ électrique variable créé par cette rampe de détection arrache alors l’électron de
l’atome à un instant de la rampe qui dépend de l’état atomique. L’électron est ensuite
collecté par un ensemble de lentilles électrostatiques puis amplifié à l’aide d’un multiplica-
teur d’électrons. L’instant auquel nous recevons le signal de détection nous indique donc
le niveau d’énergie de l’atome. La figure I.10.b montre la forme de la rampe de détection
ainsi que les signaux d’ionisation, bien séparés, associés aux niveaux |50C〉,|51C〉, et |52C〉.
En pratique nous définissons des fenêtre temporelles (également symbolisées figure I.10.b)
le long de la rampe de détection : la réception d’un signal électronique dans l’une de ces
fenêtres correspond à la détection de l’état circulaire associé.

(b)(a)

jet atomique

Figure I.10 – Détection des atomes. (a) Schéma de principe du détecteur. Un potentiel
électrique variable appliqué sur une des électrodes du détecteur permet l’ionisation des
atomes présents au dessus du trou de l’anode. L’électron arraché est focalisé par des len-
tilles électrostatiques vers un multiplicateur d’électrons. (b) Signal temporel de détection
enregistré pour une rampe de potentiel donnée et moyenné sur ≈ 5000 échantillons. Les
trois niveaux circulaires |52C〉, |51C〉, et |50C〉 sont bien distinguables via la définition de
trois fenêtres de détection.

Élimination des atomes elliptiques résiduels : Nous avons déjà indiqué que la détection
par ionisation permet la mesure des états circulaires, si ceux-ci sont suffisamment purs.
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En effet les états elliptiques ont sensiblement le même champ d’ionisation que les états
circulaires pour une multiplicité donnée. L’étape de purification dans la préparation des
atomes a précisément pour but d’obtenir des atomes circulaires de bonne pureté : elle
transfère sélectivement les atome dans l’état |52C〉 aux états |51C〉 ou |50C〉. L’échantillon
atomique peut, après cette étape, encore contenir des atomes dans des états elliptiques de
la multiplicité n = 52. Ceux-ci pourraient lors de la traversée de l’expérience être transférés
vers les multiplicités inférieures, où la détection ne permettrait pas de les distinguer des
états circulaires, alors que leur évolution est différente. Il est donc nécessaire de les éliminer :
à cette fin deux électrodes (dites électrodes «balais») sont placées à la sortie de la boîte
à circulariser, grâce auxquelles on applique un champ électrique ionisant la multiplicité
n = 52. Les échantillons atomiques ne contiennent alors plus que des atomes circulaires.

I.3.2 Modèle de l’atome à deux niveaux

Nous avons montré comment il était possible expérimentalement d’isoler un système
fermé de deux niveaux atomiques très sensibles au champ, reliés par une transition micro-
onde. Formellement, nous considérerons donc que la cavité interagit avec une série d’atomes
à deux niveaux idéaux. Le but de cette section est de donner le formalisme associé à ce
système très simple en mécanique quantique. Il nous permettra de décrire la manipulation
de l’état interne de l’atome.

I.3.2.a Espace des états – sphère de Bloch

L’espace de Hilbert considéré a pour base {|e〉, |g〉}. Un état pur s’écrit dans cette base :

|Ψat〉 = ce|e〉+ cg|g〉,

avec |ce|2+ |cg|2 = 1. Sans perte de généralité l’on peut prendre ce réel et paramétrer l’état
par deux angles θ ∈ [0, π] et φ ∈ [0, 2π], sous la forme

|Ψat〉 = cos
θ

2
|e〉+ eiφ sin

θ

2
|g〉. (I.40)

Notre système à deux niveaux est formellement analogue à un spin 1
2
. On peut donc

définir dans la base {|e〉, |g〉} les opérateurs de Pauli :

σx =

(

0 1
1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0
0 −1

)

. (I.41)

qui constituent avec l’identité ✶at une base des observables du système. Le hamiltonien
s’écrit en particulier :

Hat =
hνat
2
σz, (I.42)

où νat = ωat/2π est la fréquence de la transition atomique, et où nous avons choisi pour
origine des énergies la moyenne des énergies des niveaux |e〉 et |g〉. On peut également
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construire par analogie avec le spin 1
2

le pseudospin atomique S = ~σ/2, où σ est le
vecteur de composantes cartésiennes σx,σy, et σz. L’état de l’atome est alors défini sans
ambiguïté indifféremment par la donnée des angles θ et φ de l’équation (I.40) ou par celle
des valeurs moyennes des composantes du pseudospin (on omettra dorénavant le préfacteur
~/2, artificiel ici) :

〈Sx〉 = sin θ cosφ, 〈Sy〉 = sin θ sinφ, 〈Sz〉 = cos θ. (I.43)

Figure I.11 – Représentation de l’état d’un système à deux niveaux sur la sphère de Bloch
et de son évolution libre.

Ceci conduit à une représentation géométrique simple de l’espace des états : la sphère
de Bloch [93] (voir la figure I.11). Chaque état pur |Ψat〉 est représenté par un vecteur
unitaire u de coordonnées sphériques θ et φ. Les valeurs moyennes du spin dans cet état
sont données par les projections du vecteur u. L’état associé est donc noté |+u〉 par analogie
aux états propres de spin |±x,y,z〉. L’état |−u〉 = |+−u〉 représenté par le vecteur opposé
est orthogonal à |+u〉 et forme avec lui une base de l’espace des états. Nous aurons besoin
de la suite de la probabilité de mesure dans l’état |+v〉 pour un état |Ψat〉 quelconque. Elle
est liée à la projection du spin selon v par :

πv = |〈Ψ|+v〉|2

=
1

2
+

1

2
〈Sv〉 =

1

2
+

1

2
u ·v. (I.44)
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L’évolution libre sous l’effet du hamiltonien (I.42) prend une forme simple :

|Ψat(t)〉 = e−iωatt/2 cos
θ

2
|e〉+ ei(φ+ωatt) sin

θ

2
|g〉, (I.45)

ce qui s’interprète comme la précession de Larmor du pseudospin atomique : le vecteur
u(t) effectue une rotation à la fréquence ωat autour de l’axe Oz.

Nous pouvons finalement définir les opérateurs de création et de destruction d’excitation
atomique, σ+ et σ− respectivement, comme

σ+ = |e〉〈g|, σ− = |g〉〈e|. (I.46)

L’opérateur dipôle électrique D = qR, hermitien, est non-diagonal dans la base {|e〉, |g〉},
ces états étant de parité opposée, et peut donc s’écrire

D = d(ǫaσ− + ǫ
∗
aσ+), (I.47)

où l’on a introduit le paramètre réel d et le vecteur complexe unitaire ǫa via

q〈g|R|e〉 = dǫa. (I.48)

I.3.2.b Contrôle de l’état interne

Dans les expériences que nous présentons ici, l’étude du champ est permise par son inter-
action avec les atomes préparés dans des superpositions des états |e〉 et |g〉 bien contrôlés.
L’état interne de l’atome, initialement préparé dans |g〉, est modifié avant (et après) la
traversée de la cavité à l’aide d’un champ électrique classique. Cette interaction est décrite
par le hamiltonien dipôlaire

Hr = −D ·Er(t), (I.49)

faisant intervenir le dipôle atomique et le champ électrique classique

Er(t) = iEr
(

ǫre
−i(ωrt+ϕ) − ǫ

∗
re

i(ωrt+ϕ)
)

. (I.50)

Le passage pour l’atome dans le référentiel tournant à ωr
17 permet de simplifier l’interac-

tion : le hamiltonien dans ce référentiel fait intervenir des termes constants et des termes
oscillant rapidement à une pulsation de l’ordre de 2ωr. Nous faisons alors une nouvelle fois
(cf. paragraphe I.2.2.b), une approximation séculaire, ou de l’onde tournante, et négligeons
ces termes pour obtenir le hamiltonien (dans le référentiel tournant) :

H̃ =
~∆r

2
σz − i

~Ωr

2

[

e−iϕσ+ − eiϕσ−
]

, (I.51)

17. Le vecteur d’état dans le référentiel tournant est défini par
∣

∣

∣
Ψ̃
〉

= exp(iωrtσz/2)|ψ〉, avec |Ψ〉 le

vecteur d’état dans le référentiel initial.
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où nous avons noté ∆r = ωat − ωr le désaccord atome/champ. Ωr est la pulsation de Rabi
classique, donnée par :

Ωr =
2d

~
Erǫ∗a · ǫr. (I.52)

Ωr peut être supposée réelle sans perte de généralité. On peut alors mettre H̃ sous la
forme :

H̃ =
~Ω′

r

2
σ ·n, (I.53)

avec

Ω′
r =

√

Ω2
r +∆2

r, n =
1

Ω′
r

[∆rez + Ωr (− sinϕ0ex + cosϕ0ey)] . (I.54)

La forme (I.53) est similaire à celle du hamiltonien libre Hat =
hνat
2
σ · ez. L’évolution

dans le référentiel tournant est donc une rotation autour de l’axe engendré par le vecteur
unitaire n, de pulsation Ω′

r. Pour des désaccords élevés n ≈ ez et Ω′
r ≈ ∆ : on retrouve

la précession de Larmor dans le référentiel tournant, et il n’y a pas d’interaction. Pour
∆ = 0, n est dans le plan équatorial de la sphère de Bloch ; il est directement orthogonal à
la direction repérée par la phase du champ ϕ. L’atome effectue alors une rotation autour
de cet axe à la pulsation de Rabi classique : ce sont les oscillations de Rabi classiques. Un
exemple d’une telle évolution est donné à la figure I.12, dans le cas particulier où n = ey
(ϕ = 0) et où l’état de départ est |e〉.

L’évolution des états propres atomiques à résonance se résume donc à :

|e〉 → cos
Ωrt

2
|e〉+ sin

Ωrt

2
eiϕ|g〉, |g〉 → −e−iϕ sin

Ωrt

2
|e〉+ cos

Ωrt

2
eiϕ|g〉. (I.55)

En particulier, pour le temps tπ/2 tel que :

Ωrtπ/2 =
π

2
, (I.56)

les états circulaires sont transformés en des superpositions à poids égaux :

|e〉 → 1√
2

(

|e〉+ eiϕ|g〉
)

, |g〉 → 1√
2

(

−e−iϕ|e〉+ |g〉
)

. (I.57)

Cette manipulation, que nous appellerons dans la suite impulsion π/2, est l’élément de
base des expériences que nous voulons réaliser.

Mise en œuvre : les zones de Ramsey L’atome peut être soumis à deux impulsions
de champ classique, avant et après la cavité, dans deux cavités appelées zones de Ramsey.
Le champ dans ces cavités doit être bien confiné, afin de n’interagir qu’avec un atome à la
fois. Il suffit alors de quelques photons pour modifier l’état atomique, et il est cependant
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Figure I.12 – Manipulation de l’état interne de l’atome. Un champ électrique oscillant
résonant avec l’atome à deux niveaux induit une oscillation de Rabi classique de pulsation
Ωr : un atome initialement dans l’état |e〉 passe continûment des états |e〉 à |g〉 via la
superposition à poids égaux 1/

√
2(|e〉+ eiϕ|g〉). La phase ϕ (prise ici égale à 0) du champ

fixe l’axe de rotation à résonance.

nécessaire de pouvoir considérer le champ comme classique. D’autre part un fort facteur
de qualité risque d’augmenter l’émission spontanée des atomes dans l’état excité par effet
Purcell [94]. Un comportement classique est en fait possible aux faibles nombres de photons,
dans la mesure où l’on impose au champ une forte dissipation [95]. La réalisation des cavités
Ramsey impose donc d’avoir un mode bien localisé, mais pour lequel le facteur de qualité
est faible. Cette double contrainte est satisfaite par la fabrication d’un cavité mixte [70],
représentée à la figure I.13. Une première cavité de bon facteur de qualité (Q ≈ 1000),
constituée d’un miroir en cuivre et d’une lame dorée (une lame de verre de silice sur laquelle
on a déposé 17,5µm d’or), définit un mode bien confiné spatialement, qui permet de n’agir
que sur un échantillon atomique à la fois. Ce mode fuit ensuite dans la partie inférieure
de la zone de Ramsey, où passent les atomes. Dans cette deuxième cavité, constituée de la
lame dorée et d’un miroir en graphite peu réfléchissant, le facteur de qualité est de l’ordre
de 100, ce qui, pour les paramètres de nos expériences [70] permet de considérer le champ
comme classique.

Les facteurs de qualité requis n’étant pas du même ordre que ceux de la cavité principale,
l’injection de micro-onde peut se faire par un trou de couplage dans le miroir en cuivre.
De la même façon que pour la cavité supraconductrice, les injections issues d’une source
classique sont contrôlées par l’emploi d’une diode PIN, quadruplées en fréquence, atténuées,
puis envoyées dans le cryostat.
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Figure I.13 – Schéma des zones de Ramsey. Le champ micro-onde est d’abord mis en
forme dans une cavité de filtrage. La lame dorée transmet partiellement la micro-onde qui
fuit dans la cavité traversée par les atomes. Une partie du champ est réfléchie dans le mode
par le miroir en araldite recouvert de graphite (1), le reste étant finalement absorbé par
un absorbeur micro-onde.

I.3.3 Interférométrie de Ramsey

Nous pouvons maintenant montrer comment les deux zones de Ramsey de part et
d’autre de la cavité peuvent être utilisées pour former un interféromètre de Ramsey. Consi-
dérons un atome initialement dans l’état |e〉. L’application d’une impulsion π/2 résonante
dans la première zone de Ramsey le place dans l’état

|ψ0〉 =
1√
2
(|e〉+ |g〉). (I.58)

où nous avons pris par simplicité ϕ = 0 (cette impulsion est notre référence de phase).
Si nous appliquons à cet état |ψ0〉 une deuxième impulsion résonante π/2 de phase ϕ

dans la seconde zone de Ramsey, l’état atomique devient

|ψ1〉 =
1

2

(

(1− e−iϕ)|e〉+ (1 + eiϕ)|g〉
)

. (I.59)

Nous pouvons ensuite estimer la probabilité de mesurer l’état atomique |g〉 dans le
détecteur. Elle est donnée par :

πg =
1

2
+

1

2
cosϕ. (I.60)



46 Chapitre I. Atomes et photons en cavité

La probabilité de détection de |g〉 est donc une fonction sinusoïdale de la phase de
la seconde impulsion π/2. Ces oscillations sont appelées franges de Ramsey et sont à la
base des horloges atomiques [96]. Ces franges peuvent être interprétées comme le résultat
d’interférences d’amplitudes de probabilité atomique. L’évolution de l’atome dans les zones
de Ramsey est en effet analogue à celle d’un faisceau lumineux dans un interféromètre de
Mach-Zehnder (voir la figure I.14). La première zone de Ramsey «divise» l’amplitude de
probabilité en deux amplitudes égales sur les états |e〉 et |g〉. La seconde «recombine» ces
amplitudes, donnant des oscillations dans chaque voie de sortie de l’interféromètre (état
|e〉 ou état |g〉).

L’interféromètre de Ramsey est donc tout naturellement utile pour détecter un éventuel
déphasage entre les deux voies atomiques. La présence d’un élément déphasant l’état |g〉
par rapport à l’état |e〉, noté Φ sur la figure I.14, revient à appliquer avant la deuxième
impulsion π/2 l’opération unitaire U(φ) = exp(iΦ|g〉〈g|). La probabilité de détection de
|g〉 s’en trouve modifiée :

πg =
1

2
+

1

2
cos(ϕ− Φ). (I.61)

Un décalage des franges en fonction de la phase ϕ est donc la signature d’un déphasage
entre états atomiques. C’est là le cœur des expériences que nous voulons présenter ici.

φ φ

Figure I.14 – Schéma de l’interféromètre de Ramsey. Les atomes initialement dans |e〉
subissent deux impulsions π/2 (de phases 0 et ϕ respectivement) dans les zones de Ramsey
R1 et R2. L’axe vertical porte l’état atomique. En D est détectée la fraction d’atomes dans
l’état |g〉. Celle-ci oscille en fonction de la phase de Ramsey ϕ. Ces franges de Ramsey sont
sensible à un déphasage relatif des états atomiques Φ.

I.3.3.a Contrôle de la phase de Ramsey

Revenons un moment au cas simple Φ = 0. La probabilité de détection πg est une
fonction sinusoïdale de ϕ. La mesure des franges de Ramsey requiert donc de pouvoir
changer la phase de la seconde impulsion à l’envi. L’emploi de deux sources micro-ondes
distinctes est relativement compliqué, puisqu’il faudrait alors faire appel à des techniques
de verrouillage de phase. Il est plus pratique d’utiliser une seule et même source pour
alimenter les deux zones de Ramsey. Plutôt que de recourir à des déphaseurs variables, il
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est plus astucieux d’exploiter la différence d’ordre de grandeur entre le temps de parcours
Tvol entre les deux zones de Ramsey (environ 360µs), et la durée d’une impulsion π/2 (de
l’ordre de 2µs).

Si l’on impose une désaccord faible entre atome et champ :

∆r = ωat − ωr ≪ Ωr, (I.62)

les interactions dans les deux zones de Ramsey peuvent être toujours considérées comme
résonantes. Par contre, entre les deux zones de Ramsey, l’évolution libre de l’atome (dans
le référentiel tournant, décrite par l’équation (I.51)) se résume au terme ~∆r

2
σz. Dans le

plan de la sphère de Bloch, le pseudospin représentant l’état atomique tourne donc d’une
phase φr = ∆rTvol. La source utilisée pour la seconde impulsion π/2 étant la même que la
première, la seconde impulsion a la même phase φ = 0 que la première dans le référentiel
tournant. Le résultat de la seconde impulsion de Ramsey est donc équivalent à celui qu’on
obtiendrait en appliquant à un atome exactement résonant une impulsion π/2 de phase
ϕ = −φr. On a donc en sortie de l’interféromètre (en incluant à nouveau le déphasage
éventuel Φ) :

πg =
1

2
+

1

2
cos(φr + Φ). (I.63)

avec

φr = (ωat − ωr)Tvol, (I.64)

que nous appelerons dorénavant phase de Ramsey.
On peut calculer qu’étant donné le temps de vol, il suffit d’un désaccord de 2, 8 kHz

seulement pour que la phase accumulée soit de 2π. La durée d’une impulsion π/2 étant de
2µs, la fréquence de Rabi classique est de l’ordre de 125 kHz. La condition (I.62) est donc
bien vérifiée.

On peut ainsi, en comptant le nombre de détections Ne et Ng dans les états |e〉 et |g〉
pour un grand nombre d’échantillons atomiques, estimer la probabilité πg(φr), et en variant
la fréquence ωr de la source, enregistrer les franges de Ramsey. Chacune des quatres traces
représentées à la figure I.15 a été enregistrée de cette façon.

Cependant, dans nos expériences, nous aurons besoin de modifier la phase de Ramsey
entre deux échantillons atomiques. La modification de la fréquence des sources micro-ondes
ne permet pas une telle rapidité 18. Nous avons donc recours à l’effet Stark dans la seconde
zone de Ramsey pour modifier la fréquence atomique : la phase de Ramsey est en effet plus
exactement donnée par :

φr =

∫ tvol

0

(ωat(t)− ωS) dt ≡ (ωat − ωS)Tvol. (I.65)

18. Cette modification est contrôlée par GPIB, avec des temps de latence de l’ordre de 1ms
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Figure I.15 – Franges de Ramsey. Probabilité πg de détecter un atome dans |g〉 en sortie de
l’interféromètre en fonction de la fréquence de la source micro-onde (l’origine des abscisses
est arbitraire), et pour quatre déplacements Stark différents. Les barres d’erreurs sont calcu-
lées en fonction des nombres de détections par la loi binômiale : σπg

=
√

NeNg/(Ne +Ng)3.
Les traits continus sont des ajustements sinusoïdaux de contraste moyen 76% et sans dé-
calage (moyenne à 50%).

où l’intégrale porte sur tout le parcours atomique entre les deux impulsions Ramsey. Selon
la valeur du champ électrique la fréquence de transition moyenne νat = ωat/2π est modifiée.
On impose donc un champ électrique bien défini dans la seconde zone de Ramsey, de l’entrée
de l’atome dans celle-ci à l’application de l’impulsion micro-onde au centre de la cavité (soit
une durée égale à l’intervalle entre atomes de 83µs). La valeur de ce champ, contrôlée par
les potentiels électriques appliqués à la cavité Ramsey, peut être modifiée entre les atomes
successifs. On obtient un déphasage de l’ordre de π avec une modification de potentiel de
l’ordre de 0, 1V, ce qui peut être effectué en un temps de l’ordre de la microseconde (voir
le chapitre III). Le décalage des quatre franges de Ramsey représentées à la figure I.15 en
fonction de la fréquence νr = ωr/2π de la source correspond à l’application de 4 valeurs
différentes de champ Stark dans la seconde zone de Ramsey.

Effet des imperfections expérimentales : La figure I.15 permet de constater qu’expé-
rimentalement l’interféromètre de Ramsey n’est pas parfait : les franges de Ramsey ont en
général un contraste C réduit et une probabilité moyenne π0 6= 1/2. Diverses imperfections
expérimentales peuvent être à l’origine de ces modifications.

Erreurs de détection : on peut remarquer sur la figure I.10 que les pics d’ionisation
correspondant aux différents niveaux circulaires se recouvrent légèrement : il est donc
possible qu’une fraction d’atomes dans l’état |e〉 produise un signal dans la fenêtre
associée à |g〉 et réciproquement. Ceci aboutit à une réduction du contraste et à un
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décalage π0 6= 1/2.
Erreurs de préparation : si la préparation atomique est imparfaite, quelques atomes

elliptiques peuvent être produits malgré les précautions prises. Comme ils sont couplés
différemment à la cavité, ils n’évoluent pas comme les états circulaires mais sont
faussement détectés comme |e〉 ou |g〉, ce qui résulte en un décalage des franges.

Déphasages inhomogènes : revers de la médaille, si la phase de la superposition ato-
mique peut être contrôlée à l’aide de champs électriques, elle est également très
sensible aux éventuelles inhomogénéités de champ. Or, le faisceau atomique a un dia-
mètre non-nul, et des atomes traversant l’expérience à des niveaux différents peuvent
accumuler des phases différentes. Cette dispersion de phase a pour conséquence une
réduction de contraste des franges.
De même, d’éventuelles fluctuations temporelles des potentiels appliqués produiront
des déphasages aléatoires, qui seront moyennés dans le temps par la prise de données.
Nous prenons donc des précautions pour réduire autant que possible de tels bruits. En
particulier, des diviseurs de tension de gain 1/10 sont placés sur les lignes appliquant
les potentiels dans la seconde zone de Ramsey.

Tous ces effets ont pour conséquence la modification des franges de Ramsey, que nous
noterons donc dans le cas général :

πg = π0 +
C

2
cos(φr + Φ). (I.66)

I.3.3.b Une mesure du pseudospin atomique

Nous concluons cette section par une réinterprétation de la mesure de πg dans l’inter-
féromètre de Ramsey. Comme nous l’avons déjà vu l’atome à deux niveaux est bien décrit
en termes de pseudospin atomique. C’est cette analogie que nous voulons faire au sujet des
franges de Ramsey. Considérons donc la situation représentée figure I.16, qui est celle de
l’atome dans la seconde zone de Ramsey. La superposition atomique a subi un déphasage
Φ, et la seconde impulsion π/2 est réglée avec une phase ϕ = −φr. Sous l’effet de cette
impulsion, le pseudospin atomique effectue une rotation autour de l’axe défini par le vec-
teur n. À la fin de l’impulsion π/2 il se trouve dans le plan engendré par n et l’axe 0z. La
valeur de la projection du vecteur tourné |Ψ′〉 sur l’axe Oz est la même (en module) que
la projection du vecteur initial |Ψ〉 sur l’axe uϕ orthogonal à n. Or ces projections sont
directement liées aux probabilités de mesure dans les état |g〉 et

∣

∣+uϕ

〉

, comme on l’a vu à
l’équation (I.44). La probabilité de détection dans l’état |g〉 en sortie de l’interféromètre est
donc égale à la probabilité de présence dans l’état

∣

∣+uϕ

〉

avant la seconde zone de Ramsey.
En effet on peut vérifier graphiquement que l’on a

〈Suϕ
〉 = cos(ϕ− Φ),

et donc (cf. équation (I.44)) :

|〈Ψ|+uϕ
〉|2 = 1

2
+

1

2
cos(φr + Φ) = πg. (I.67)
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L’accumulation de nombreuses détection atomiques pour un réglage φr de l’interfé-
romètre permet donc d’estimer la projection de la superposition atomique selon un axe
donné. C’est pourquoi nous nous réfèrerons souvent à la direction portée par le vecteur uϕ

comme à la direction de mesure. On peut alors réinterpréter les franges de Ramsey comme
les oscillations de la projection du spin sur la direction de mesure lorsque celle-ci est va-
riée. On comprend bien également comment les éventuelles fluctuations de phase de mesure
liées aux homogénéités de champ conduisent à un brouillage de cette projection, et donc
à une réduction du contraste des oscillations. Nous aurons l’occasion de ré-employer cette
représentation de la mesure interférométrique de Ramsey dans la suite de ce manuscrit.

x 

y 

z 

n 

φ 

Φ 

uφ 
 

Figure I.16 – Interprétation de l’interférométrie de Ramsey comme une mesure de la
projection du pseudospin atomique : l’état superposé |Ψ〉 effectue dans la seconde zone
de Ramsey une rotation autour de l’axe n défini par la phase de Ramsey. Les normes des
projections indiquées par les doubles flèches bleues sont égales. La probabilité de détection
de l’état final |Ψ′〉 dans l’état |g〉 (obtenue dans notre mesure) et la probabilité de présence
de l’état initial dans l’état

∣

∣+uϕ

〉

sont donc égales.

I.4 Deux systèmes fortement couplés

Après avoir décrit en détail les deux systèmes quantiques que nous voulons mettre en
présence, nous pouvons étudier leur interaction. Nous verrons que le couplage fort entre
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l’atome et le champ conduit à leur intrication : l’on ne peut plus les considérer indépen-
damment. C’est bien ce que nous voulons, puisque nous cherchons à étudier le champ par
l’intermédiaire des atomes. Nous présenterons donc tout d’abord la description quantique
du couplage atome – champ, et sa solution générale. Dans un deuxième temps nous nous
intéresserons à différents régimes d’interaction pouvant advenir dans nos expériences.

I.4.1 Modèle de Jaynes et Cummings

Le hamiltonien du système total est la somme des hamiltoniens libres Hcav (équation
(I.11)), Hat (équation (I.42)), et d’un terme d’interaction Hint. L’interaction de l’atome et
du champ est décrite, comme pour le cas d’un champ classique vu au paragraphe I.3.2.b
par le hamiltonien dipôlaire électrique :

Hint = −D ·E(r) = −idE(r)(ǫaσ− + ǫ
∗
aσ+) · (ǫa− ǫ

∗a†). (I.68)

Nous sommes amenés comme précédemment à faire certaines approximations : en effet
si nous passons en représentation d’interaction par rapport aux hamiltoniens libres, les
opérateurs décrivant l’atome et le champ deviennent σ̃+

I = σ+eiωat et ãI = aeiωcav . Si l’on
étudie les deux systèmes près de la résonance ωcav ≈ ωat, le hamiltonien H̃I

int comprend
donc deux termes oscillant lentement en fonction du temps, et deux termes de fréquence
rapide. Une approximation de champ tournant [13] conduit une nouvelle fois à négliger ces
derniers termes. Nous conserverons donc pour hamiltonien d’interaction :

Hint = −i~Ω0(r)

2

(

σ+a− σ−a
†) , (I.69)

avec

Ω0(r) =
2E0dǫa · ǫ

~
f(r) ≡ Ω0f(r), (I.70)

où f(r) est, rappelons-le, le profil du mode, et où nous avons introduit la pulsation caracté-
ristique du couplage Ω0. La fréquence caractéristique correspondante est appelée fréquence
de Rabi du vide, et vaut pour les expériences présentées ici 19 :

Ω0/2π = 47 kHz. (I.71)

Le hamiltonien décrivant le système atome – champ prend donc la forme simplifiée dite
de Jaynes-Cummmings [97] :

HJC =
~ωat

2
σz + ~ωcav

(

a†a+
1

2

)

− i
~Ω0

2

(

σ+a− σ−a
†) f(r). (I.72)

19. Cette valeur a varié légèrement au cours de l’histoire du montage. Ceci peut s’expliquer par le fait
que l’on aligne l’axe du four pour optimiser les signaux de détection, ce qui ne correspond pas forcément
à un passage par le centre du mode, d’où la variation du couplage.
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Remarque : À ce stade, et avant de déterminer l’évolution du système sous ce hamilto-
nien, il nous faut préciser justement que cette description hamiltonienne n’est valide que
dans les conditions de couplage fort. Celles-ci stipulent simplement que le temps caractéris-
tique de l’évolution cohérente engendrée parHJC est faible devant les temps caractéristiques
du couplage à l’environnement. Nous voyons donc que c’est quantitativement l’inverse de
la fréquence de Rabi (soit 20µs environ) qui doit être faible devant les temps de vie de
l’atome comme de la cavité pour accéder au couplage fort : cette condition est bien vérifiée
ici, ces temps étant d’environ 30 et 60 ms respectivement.

Le hamiltonien de Jaynes-Cummings possède une propriété de symétrie particulière :
le nombre total d’excitations du système a†a + |e〉〈e| est conservé. Le couplage peut donc
s’interpréter comme l’échange d’excitations entre l’atome et le champ : sous l’action de σ+a
le champ perd une excitation au profit de l’atome, σa+ décrivant le processus opposé 20

Conséquence de cette symétrie, le hamiltonien peut être diagonalisé dans chaque sous-
espace de nombre d’excitation fixé Sn = {|e, n〉, |g, n+ 1〉}, n ≥ 0 (avec l’exception S−1 =
{|g, 0〉} : l’état |g, 0〉 est déjà un état stationnaire du système couplé). Dans le sous-espace
Sn, HJC s’écrit sous forme matricielle :

Hn = ~

(

ωcav(n+ 1) + δ/2 −iΩnf(r)/2
iΩnf(r)/2 ωcav(n+ 1)− δ/2

)

, (I.73)

où nous avons noté δ = ωat − ωcav le désaccord atome – champ, et Ωn = Ω
√
n+ 1. Le

hamiltonien Hn s’exprime simplement en fonction des matrices de Pauli comme Hn =
~ωcav(n+1)+(~/2)Ω′ ·σ, avec Ω′

n
= (δux+Ωnf(r)uy). Le problème est donc formellement

analogue à celui d’un spin dans un champ magnétique pointant dans la direction Ω′

n
. On

peut en déduire les états propres de Hn (correspondant à un spin aligné ou anti-aligné avec
le champ) :

|+, n〉 = cos
θn
2
|e, n〉+ sin

θn
2
|g, n+ 1〉, (I.74)

|−, n〉 = sin
θn
2
|e, n〉 − cos

θn
2
|g, n+ 1〉, (I.75)

où l’angle θn compris entre 0 et π est défini par :

tan θn =
Ωn

δ
. (I.76)

en considérant que l’atome est au centre du mode, i.e. |f(r)| = 1.
Ces états intriqués du système atome – champ sont appelés états habillés. Les valeurs

propres de Hn associées sont données par :

E±,n = ~ωcav(n+ 1)± ~

2

√

Ω2
n + δ2. (I.77)

20. Les termes omis par l’approximation de champ tournant voient le système perdre ou gagner deux
excitations à la fois, une de l’atome, une du champ. L’énergie est cependant bien évidemment conservée
dans l’évolution sous le hamiltonien total si ces termes sont conservés, mais elle ne peut simplement plus
être liée intuitivement aux nombres d’excitations des systèmes non-couplés.
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I.4.2 Régimes d’interaction

Figure I.17 – Énergie des états habillés de la ne multiplicité en fonction du désaccord
atome/champ δ ramené à la pulsation de Rabi Ωn.

Les énergies des états habillés sont représentées à la figure I.17 en fonction du désaccord
et de la pulsation de Rabi. Nous nous intéressons d’abord aux deux régimes apparaissant
clairement sur cette figure :

Interaction résonante

Dans la limite δ ≈ 0, l’effet du couplage est maximal : le spectre d’énergie montre
un anticroisement des niveaux d’énergie découplés, et les états habillés sont des états
maximalement intriqués de l’atome et du champ. Le hamiltonien Hn est alors analogue à
celui d’un spin 1/2 placé dans un champ porté par uy. Cette analogie a déjà été rencontrée
au parapgraphe I.3.2.b dans la description du couplage de l’atome à un champ classique
résonant, et l’on peut donc en déduire simplement l’évolution temporelle. Un système
initialement dans l’état |e, n〉 effectue des oscillations entre les états |e, n〉 et |g, n+ 1〉 à
la fréquence Ωn, appelées oscillations de Rabi quantiques (d’où le nom donné à Ω0 de
pulsation de Rabi du vide). En particulier, pour un temps d’interaction correspondant à
une demi-période (impulsion π), l’atome et le champ échangent exactement un quantum
d’excitation.

Interaction dispersive

Dans la limite où δ ≫ Ωn, les états propres et énergies propres du système rejoignent
asymptotiquement leur valeur pour le système non-couplé, comme le montre la figure I.17.
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On a donc (selon le signe de δ) :

|+, n〉 ≃ |e, n〉 et |−, n〉 ≃ |g, n+ 1〉 pour δ > 0, (I.78)

|+, n〉 ≃ |g, n+ 1〉 et |−, n〉 ≃ |e, n〉 pour δ < 0, (I.79)

On peut effectuer un développement au second ordre en Ωn

δ
des énergies propres asso-

ciées, qui s’écrivent alors :

Ee,n = E0
e,n +

~Ω2
0

4δ
(n+ 1), (I.80)

Eg,n = E0
g,n −

~Ω2
0

4δ
n. (I.81)

où l’exposant 0 dénote la valeur en l’absence de couplage. Dans ce régime, le hamiltonien
de Jaynes-Cummings peut donc se mettre sous la forme approchée 21 :

Hdisp
JC = Hcav +

~

2

[

ωat +
Ω2

0

2δ

(

a†a+
1

2

)]

σz, (I.82)

dont les états découplés sont des états propres. Sous cette forme, l’interaction dispersive
entre l’atome et le champ apparaît comme un effet de déplacement lumineux : la fréquence
de transition atomique se trouve modifiée en présence d’un champ contenant n photons
d’une quantité :

∆ωat(n) =
Ω2

0

2δ

(

n+
1

2

)

. (I.83)

Il y a en particulier une modification de cette fréquence due au couplage avec la cavité ne
contenant aucun photon : c’est le déplacement de Lamb [98].

Par conséquent, l’interaction dispersive de l’atome avec le champ contenant n photons
pendant un temps tint conduit à l’accumulation d’une phase relative entre états |e〉 et |g〉,
qui s’écrit :

∆φ(n) = φ0

(

n+
1

2

)

≡ φ0

2
+ φ(n), (I.84)

avec

φ0 =
Ω2

0tint
2δ

, (I.85)

où nous avons séparé le terme lié au déplacement de Lamb φ0

2
du terme purement linéaire

φ(n) = nφ0. Le déphasage élémentaire φ0 sera appelé dans ce qui suit déphasage par photon.

21. On omet dans cette réécriture un terme constant valant
Ω

2

0

8δ , ce qui revient à redéfinir l’origine des
énergies.
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Figure I.18 – Évolution du spin atomique lors de l’interaction dispersive avec le champ
quantique préparé dans un état de Fock |n〉, dans le référentiel tournant à ωat. Le déplace-
ment φ0/2 commun à tous les états nombre n’est pas représenté.

Cet effet peut être visualisé sur la sphère de Bloch représentée figure I.18 : dans le
référentiel tournant à la pulsation ωat, une superposition atomique (|e〉+ |g〉)/

√
2 effectue

lors de son interaction avec le champ une rotation d’un angle nφ0 (en omettant le terme
de déplacement de Lamb commun à tous les nombres de photons). On a donc, à une phase
globale près, l’évolution :

1√
2
(|e〉+ |g〉) 7→ 1√

2

(

|e〉+ eiφ(n)|g〉
)

, (I.86)

qui est (intentionnellement) réminiscente de l’action de l’élément déphasant évoqué dans
le cadre de l’interféromètre de Ramsey (section I.3.3).

Interaction effective : Nous avons considéré dans la discussion précédente que l’atome
est au centre du mode |f(r)| = 1. En pratique, les atomes de vitesse v traversent le profil
gaussien du mode, et le couplage au champ varie au cours du trajet atomique, comme
Ω0(x) = Ω0 exp(−(vt)2/w2

0) où w0 est le waist du mode. Cette variation peut être intégrée
et conduit à la définition d’un temps d’interaction effectif [13] : on peut considérer que le
couplage est constant, de valeur Ω0, et le temps d’interaction correspondant à la traversée
du mode est donné par :

teff =

√

π

2

w0

v
. (I.87)

Nous avons donc à notre disposition deux façons de modifier le déphasage par photon :
varier le temps d’interaction effectif via la vitesse des atomes (pour les atomes à 250m/s
utilisés ici, teff ≈ 30µs), ou bien varier le désaccord entre transition atomique et cavité.
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Adiabaticité : En toute rigueur, les probabilités de présence des états habillés dans le
régime dispersif sont aussi modifiées au second ordre. Cependant, la variation du couplage
liée au profil du champ permet en fait l’existence d’un régime dispersif, i.e. sans échange
d’énergie entre atome et champ, jusqu’à des désaccords de l’ordre de Ω0 [68]. En effet,
loin du centre de la cavité le couplage est négligeable, et les états propres sont les états
découplés. En entrant dans le mode, l’état découplé suit adiabatiquement l’état habillé
correspondant : l’état atome – champ évolue, et peut alors être intriqué au centre de la
cavité, où le couplage est important. En quittant le mode, le couplage diminue, et l’état
habillé revient à l’état découplé : pour δ ∼ Ω0 et la vitesse considérée, des simulations ont
montré un taux de transfert parasite de 2 · 10−7 [68] seulement. Le seul effet sur l’état final
est donc la phase supplémentaire accumulée entre |e〉 et|g〉.

Lorsque δ ≈ Ω0, le déphasage n’est par contre plus linéaire en fonction du nombre de
photons (ce qui requiert Ωn ≪ δ). Les valeurs exactes des énergies propres doivent alors
être employées, et le déphasage calculé à partir des déplacement lumineux sur les états |e〉
et |g〉 en présence de n photons (donnés ici pour δ > 0) :

∆Ee,n =
~

2

(

√

Ω2
n + δ2 − |δ|

)

, ∆Eg,n = −~

2

(

√

Ω2
n−1 + δ2 − |δ|

)

. (I.88)

Passage adiabatique rapide

Nous terminons cette discussion en décrivant la technique de passage adiabatique rapide,
qui est une méthode efficace pour absorber les éventuels photons contenus dans la cavité,
utilisée notamment dans nos expériences pour «initialiser» la cavité dans le vide de photons.
Considérons donc une situation où le désaccord δ est varié continûment lors du passage
d’un atome, initialement dans l’état |g〉, à travers la cavité contenant n photons. Ceci peut
être réalisé en variant le potentiel appliqué aux miroirs de la cavité, ce qui désaccorde la
transition atomique par effet Stark. Si on a initialement δ ≫ Ωn, l’état propre du système
est l’état découplé |g, n〉. Si le potentiel est varié de façon à traverser la résonance lors du
passage de l’atome pour atteindre un désaccord final négatif −δ ≫ Ωn, l’état du système
suit adiabatiquement l’état habillé correspondant à l’état de départ (voir la figure I.19) :
l’état final est l’état découplé |e, n− 1〉. On a alors enlevé un photon à la cavité.

La figure I.20 montre la variation de potentiel typique appliquée aux miroirs pour
réaliser le passage adiabatique : la forme en est ajustée (l’effet Stark sur la transition étant
quadratique) pour réaliser la variation linéaire du désaccord également représentée. La
résonance est traversée au moment où l’atome est au centre de la cavité.

Cette méthode est robuste, car indépendante du nombre de photons pour des valeurs de
désaccord limites assez grandes 22. Une série d’atomes préparés dans |g〉 et interagissant de
cette façon avec la cavité absorbera un à un les photons pour amener la cavité dans le vide

22. De sorte que δ ≪ Ωn pour tous les nombres de photons présents. Par contraste, une interaction
purement résonante permet d’absorber un photon, mais nécessite un ajustement du temps d’interaction
au nombre de photons
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Figure I.19 – Transition adiabatique de
|g, n+ 1〉 à |e, n〉. δ0 et E0 sont respective-
ment les désaccord et champ électrique ini-
tiaux, correspondant à ceux utilisés pour les
sondes Ramsey.

Figure I.20 – Modification du désaccord
atome – champ pour les atomes absorbeurs
par effet Stark quadratique. L’origine des
temps correspond au passage du centre du
nuage atomique par le centre du mode de la
cavité.

de photons |0〉. C’est cette méthode que nous avons utilisée pour réaliser la spectroscopie
de la cavité (paragraphe I.2.1.c). Nous appelons communément une telle série d’atomes
absorbeurs atomes serpillères, pour des raisons évidentes.

Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter les deux protagonistes de nos expériences : le
champ quantique que nous voulons étudier, et les atomes qui nous servent de sondes. Le
champ, piégé dans une cavité Fabry-Pérot de grande surtension et de faible volume, a un
temps de vie de 65ms pendant lequel nous pouvons le faire interagir avec de nombreux
atomes. Les atomes de Rydberg utilisés nous permettent quant à eux de réaliser un sys-
tème à deux niveaux quasi-idéal, possédant un long temps de vie et un très grand dipôle
électrique. Ceci permet d’atteindre le régime de couplage fort entre l’atome et le champ :
nous nous sommes intéressés plus particulièrement au régime dispersif, ou l’interaction
atome – champ se fait sans échage d’énergie, et résulte simplement en un déphasage du
dipôle atomique en fonction du nombre de photons.

Nous avons également pu présenter les différents outils nous permettant de contrôler
avec précision les deux systèmes. Nous pouvons modifier la fréquence du mode comme la
fréquence de transition atomique. Nous pouvons initialiser le mode dans le vide de photons
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ou y injecter un état cohérent. Enfin, l’état atomique peut être manipulé à l’aide de sources
classiques, ce qui permet la réalisation d’un interféromètre de Ramsey.

Nous avons donc tous les éléments permettant de réaliser une mesure quantique non-
destructive de l’état du champ, par la mesure de l’effet dispersif à l’aide de l’interféromètre
de Ramsey. C’est l’objet du prochain chapitre.



Chapitre II

Mesure quantique non destructive du

nombre de photons

Nous avons introduit dans le chapitre précédent tous les outils nécessaires à la descrip-
tion de nos expériences. Celles-ci visent à mesurer le nombre de photons contenu dans la
cavité, par l’intermédiaire du déphasage que celui-ci induit sur le dipôle atomique. Plus pré-
cisément, dans les expériences présentées ici, nous optimisons la vitesse de convergence de
cette mesure en modifiant en temps réel le réglage de l’interféromètre. Le présent chapitre
a pour but de décrire le principe de ces expériences.

Dans une première partie nous présenterons donc la notion de mesure quantique non
destructive du nombre de photons, et comment elle a été précédemment réalisée dans
notre groupe. Nous donnerons alors quelques résultats utiles pour l’interprétation de nos
expériences. Dans une seconde partie, nous verrons comment cette mesure quantique non
destructive peut être améliorée à l’aide d’un protocole adaptatif. Ceci nous amènera à la
présentation du principe des expériences ayant conduit aux résultats présentés dans ce
mémoire.

II.1 Mesure passive

À l’aide des notions introduites dans le chapitre précédent, il est facile de comprendre
comment nous pouvons acquérir de l’information sur le nombre de photons contenus dans
le champ. Nous avons construit un interféromètre de Ramsey, sensible à la phase de la
superposition atomique (section I.3.3), pour lequel le champ dans la cavité, en interaction
dispersive avec l’atome, joue le rôle d’un élément déphaseur (section I.4.2). Dans le régime
dispersif, le signal de franges de Ramsey (équation (I.66)) est donc plus précisément donné
par :

πg(n, φr) = π0 +
C

2
cos (φr +∆φ(n)) = π0 +

C

2
cos

(

φr +
φ0

2
+ φ(n)

)

. (II.1)

La mesure de πg apporte donc clairement une information sur le nombre de photons.

59
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La représentation de l’état atomique comme un spin 1/2 procure une bonne illustration
du phénomène : le pseudospin représentant la superposition atomique préparée dans la
première cavité Ramsey est comme l’aiguille d’une horloge, qui se déplace lors de son
couplage au champ d’autant de «graduations» qu’il y a de photons dans la cavité. La
seconde impulsion Ramsey de phase φr et la détection de l’atome nous donnent accès à
la projection de cette «aiguille» selon un axe du plan. La complication vient ici du fait
que notre «aiguille» est quantique : une détection atomique unique donne un résultat
binaire |e〉 ou |g〉 et ne permet pas de déterminer πg (qui ne peut-être obtenue que comme
moyenne d’une grand nombre d’expériences). La mesure de l’atome dans l’état atome –
champ généralement intriqué exerce de plus une action en retour sur le champ. Il nous faut
donc décrire plus précisément le processus de mesure au niveau quantique.

II.1.1 Une mesure quantique non-destructive

II.1.1.a Mesure projective – mesure faible

L’un des postulats de la mécanique quantique est la description de la mesure idéale
d’une observable sur un système S. Considérons une observable O, de valeurs propres oi
associées aux vecteurs propres |oi〉. O se décompose donc en une somme de projecteurs sur
les états|oi〉 :

O =
∑

i

oiPi, Pi = |oi〉〈oi|,
∑

i

Pi = ✶. (II.2)

La mesure de O sur le système S de matrice densité ρ ne peut alors donner que l’un des
résultats oi avec une probabilité

π(oi) = Tr(ρPi), (II.3)

et l’état du système est projeté lors de la mesure dans le sous espace propre correspondant

ρ 7→ ρ′ =
Piρ Pi

π(oi)
. (II.4)

Lors de cette mesure idéale, dite de von Neumann [2], le système quantique étudié
est couplé directement à un appareil de mesure macroscopique. Une autre manière de la
réaliser (ou de l’interpréter) est d’utiliser le couplage à un système intermédiaire, quantique
également, qui est ensuite mesuré par un appareil de mesure classique. Supposons donc que
l’on dispose d’un système «mètre» M dont l’espace des états est de dimension supérieure
ou égale au nombre de projecteurs Pi. Le mètre M est couplé à S de sorte à réaliser
l’évolution unitaire

|uj〉S ⊗ |ψ0〉M
UP7−→
∑

i

Pi|uj〉S ⊗ |vi〉M,
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où {|uj〉S} (resp. {|vi〉M}) est une base orthonormée de l’espace des états de S (resp.M),
et |ψ0〉 un vecteur de référence de M 1. Pour plus de simplicité notre discussion se limitera
ici à des états purs du système S. Elle est généralisable dans difficulté à des états décrits
par une matrice densité. Si on effectue après l’évolution UP une mesure destructive du
mètre M dans la base {|vi〉M}, on réalise pour le système S la projection (II.4) dans l’état
|oi〉, avec la probabilité π(oi), soit l’équivalent de la mesure de von Neumann.

Cette approche nous amène en fait à considérer une classe de mesures plus grande. En
effet supposons maintenant que le système et le mètre évoluent de la façon suivante (|φ〉
étant un état générique de S) :

|φ〉S ⊗ |ψ0〉M
UG7−→
∑

i

Mi|φ〉S ⊗ |vi〉M,

les opérateurs Mi n’étant plus nécessairement des projecteurs, ni même hermitiens. Leur
nombre est quelconque, contrairement au cas de la mesure projective où l’on a un projecteur
par valeur propre. Cette transformation est unitaire à la condition d’avoir

∑

i

M †
iMi = ✶. (II.5)

Lors de la mesure du mètre dans l’état |vi〉, un état de matrice densité ρ du système S est
projeté dans l’état

ρ′ =
MiρM

†
i

Tr(MiρM
†
i )
, (II.6)

avec une probabilité

π(i) = Tr(MiρM
†
i ) = Tr(M †

iMiρ). (II.7)

Une telle mesure est appelée mesure généralisée. À chaque résultat de mesure i est associé
un opérateur de Kraus Mi [99]. L’ensemble des opérateurs de Kraus vérifie la condition de
normalisation (II.5), qui s’interprète au vu de l’équation (II.7) comme la conservation de
la probabilité. Les opérateurs Ei = M †

iMi, dont la valeur moyenne donne la probabilité
des résultats de mesure, sont hermitiens, positifs, et sont appelés par métonymie POVM
pour positive-operator valued measure.

On peut remarquer que la mesure de von Neumann apparaît comme un cas particu-
lier de mesure généralisée, où les opérateurs Mi sont des projecteurs (on parle parfois de
projector-valued measure dans ce cas). Réciproquement, nous avons en fait introduit la
mesure généralisée comme une mesure projective sur un système plus grand. L’intérêt du
formalisme de la mesure généralisée est qu’il permet de décrire des situations plus réalistes
où la mesure ne consiste pas en une projection du système (comme par exemple le comptage
de photons à l’aide d’un photodétecteurs où les photons sont détruits après la mesure). La
description du couplage irréversible à l’environnement peut également être établie à l’aide
de ce formalisme [13].

1. Afin que {|vi〉M} soit une base, il peut être nécessaire d’associer formellement à certains vecteurs
un projecteur nul (l’espace des états de M étant de dimension supérieure au nombre de projecteurs Pi).
L’unitarité est alors assurée par la relation (II.2).
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II.1.1.b Mesure non-destructive

Il nous faut à ce stade pour mieux caractériser notre mesure préciser la notion de mesure
quantique non-destructive (QND). Elle fut introduite initialement dans les années 1970
par Braginsky [5] dans une étude des limites quantiques de bruit pouvant être atteintes
dans des mesures ultrasensibles. Le concept est apparu en particulier dans le cadre de
la détection d’ondes gravitationnelles, où l’on mesure l’état de vibration d’un oscillateur
harmonique macroscopique [8, 6]. Il existe des définitions plus ou moins contraignantes de
ce qui constitue une mesure QND [7, 100]. En ce qui nous concerne, une mesure d’une
observable d’un système OS , via la mesure de celle d’un mètre OM sera dite QND si elle
respecte deux critères assez intuitifs :

– elle est non-destructive, ce qui signifie plus précisément (la mesure modifiant en gé-
néral l’état quantique par action en retour) qu’elle ne modifie pas la valeur de l’ob-
servable mesurée, donc l’état du système si celui-ci est dans un état propre,

– elle peut être répétée : une fois le système dans un état propre, une mesure ultérieure
redonne avec certitude le même résultat.

Ceci peut se traduire par des contraintes sur le hamiltonien du système couplé {sys-
tème+mètre} : H = HS+HM+HI, qui est la somme des hamiltoniens libres et d’un terme
d’interaction.

Il est tout d’abord nécessaire, pour que la mesure ait quelque intérêt, qu’elle apporte
de l’information sur l’observable. Il faut donc que le hamiltonien d’interaction dépende de
l’observable OS , et qu’il modifie les états du mètre, ce qui se traduit par la condition :

[HI, OM] 6= 0.

La condition de répétabilité se traduit simplement par le fait que l’observable mesurée est
une constante du mouvement entre les mesures, soit

[HS , OS ] = 0.

La condition de mesure non-destructive signifie quant à elle que l’interaction avec le mètre
ne perturbe pas les états propres de l’observable OS . Une condition suffisante pour satisfaire
à cela, si l’observable est une constante du mouvement pour le système non-couplé [100],
est que le hamiltonien d’interaction commute avec l’observable à mesurer :

[HI, OS ] = 0.

Nous allons voir que la mesure réalisée dans notre expérience constitue précisément
une mesure (généralisée) non-destructive du nombre de photons selon cette définition.
Nous dérivons d’abord les POVM décrivant cette mesure.

II.1.1.c Mesure généralisée du champ par interférométrie de Ramsey

L’interaction dispersive entre l’atome et le champ dans notre expérience réalise préci-
sément les conditions d’une mesure généralisée : le système (le champ) est couplé au mètre
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(l’atome) lors d’une évolution unitaire, puis on effectue une mesure projective du mètre
(la détection par ionisation). Nous pouvons donc déterminer quels sont les opérateurs de
Kraus associés à cette mesure généralisée (nous considérons dans un premier temps pour
cela à un interféromètre parfait, de contraste 1 et sans décalage).

Considérons d’abord l’interaction dans la cavité entre un état de Fock |n〉 et la superpo-
sition atomique produite par la première zone de Ramsey. L’évolution de l’état est donnée
par :

|n〉 ⊗ 1√
2
(|e〉+ |g〉) −→ 1√

2
|n〉 ⊗

(

e−i(φ(n)+φ0)/2|e〉+ eiφ(n)/2|g〉
)

. (II.8)

Dans la seconde zone de Ramsey, l’impulsion π/2 de phase ϕ = −φr modifie l’état atomique
et l’on obtient :

|n〉 ⊗ 1√
2
(|e〉+ |g〉) −→ · · · (II.9)

−→− iei(φr−φ0/2)/2 sin

(

φr + φ0/2 + φ(n)

2

)

|n〉 ⊗ |e〉

+ e−i(φr+φ0/2)/2 cos

(

φr + φ0/2 + φ(n)

2

)

|n〉 ⊗ |g〉. (II.10)

Le détecteur réalise la mesure du «mètre» atomique dans la base {|e〉, |g〉}, et l’on peut
donc définir, les termes de phase n’étant pas significatifs, les opérateurs de Kraus associés
à la détection de |e〉 et |g〉 comme :

Me(φr) = sin

(

φr + φ0/2 + φ(N̂)

2

)

, Mg(φr) = cos

(

φr + φ0/2 + φ(N̂)

2

)

. (II.11)

On vérifie sans peine la condition sur les opérateurs de Kraus (II.5). Les POVM associés
sont donnés par :

Ee(φr) =M †
eMe =

1

2
− 1

2
cos

(

φ0

2
+ φ(N̂) + φr

)

, Eg(φr) =M †
gMg = ✶− Ee(φr).

(II.12)

On retrouve en particulier la probabilité de détection de |g〉 en présence de n photons
pour le réglage φr :

π(g|n, φr) = Tr(Eg(φr)|n〉〈n|) =
1

2
+

1

2
cos

(

φ0

2
+ φ(n) + φr

)

, (II.13)

qui n’est autre que la probabilité donnée à l’équation (II.1), dans le cas de l’interféromètre
parfait considéré ici.
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Imperfections de l’interféromètre Nous avons décrit, dans le cadre de la présenta-
tion de l’interféromètre de Ramsey, les différents imperfections expérimentales qui peuvent
aboutir à un contraste réduit, ou un décalage. Il est important de savoir comment ces
imperfections modifient les opérateurs de Kraus dérivés ci-dessus. On peut en fait mon-
trer [71] que la prise en compte de ces sources d’erreurs conserve le caractère diagonal des
POVM dans la base des états de Fock, et aboutit à des opérateurs dont les seuls paramètres
modifiés sont le contraste C et le décalage π0 (mesurés) des franges de Ramsey :

Eg = π0 +
C

2
cos
(

φr + φ(N̂)
)

, Ee = 1− π0 −
C

2
cos
(

φr + φ(N̂)
)

. (II.14)

Dans ces dernières formules, le terme de déplacement de Lamb, subi par l’atome quel que
soit le nombre de photons, a été inclus dans une redéfinition de la phase de Ramsey φr.

La mesure généralisée décrivant l’interaction dispersive vérifie précisément les critères,
donnés au paragraphe précédent définissant une mesure QND du nombre de photons [101].
En effet, le hamiltonien libre est fonction du nombre de photons, celui-ci est donc conservé
entre des mesures successives. De plus, le terme de couplage, dans l’approximation disper-
sive (I.82) où l’atome et le champ n’échangent pas d’énergie, conserve également le nombre
de photons. Cette mesure n’est par contre (en général) pas une mesure projective, au vu
des POVM (II.14).

La détection d’un atome unique ne permet donc pas la détermination complète du
nombre de photons : nous parlons dans le contexte de nos expériences de mesure faible 2.
Nous allons voir cependant que la succession de nombreuses mesures faibles aboutit à
la projection du champ dans un état de nombre de photons donné (qui est donc bien
l’observable mesurée), de la même façon qu’une mesure de von Neumann.

II.1.1.d Mesure du nombre de photons par décimation

Nous avons établi la forme des POVM décrivant la mesure du champ par interaction
dispersive avec les atomes, qui laisse invariants les états nombres de photons. Dans le cas
où l’état fait intervenir plusieurs nombres de photons, il est instructif d’expliciter l’effet de
la mesure sur les populations des différents nombres de photons P (n) ≡ ρn,n.

Après interaction avec le champ, un atome est détecté dans l’état i = e, g avec une
probabilité π(i|φr) = Tr(Ei(φr)ρ). L’état du champ est modifié selon l’équation (II.6), ce
qui permet d’écrire pour la population P ′(n) = Tr(ρ′|n〉〈n|) :

P ′(n) = Tr

(

Mi(φr)ρMi(φr)
†

Tr(Ei(φr)ρ)
|n〉〈n|

)

. (II.15)

La mesure étant non-destructive pour le nombre de photons, les opérateurs de Kraus
commutent avec |n〉〈n| (les matrices représentant ces opérateurs dans la bases des états

2. Rappelons que la mesure est dite faible ici par opposition à la mesure «forte» que constitue une
mesure projective. Elle ne doit pas être confondue avec la notion de mesure faible, comme mesure des
valeurs faibles (weak values) d’une observable [24].
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de Fock sont diagonales). On peut donc en effectuant une commutation et en utilisant la
cyclicité de la trace, écrire :

P ′(n) =
1

Tr(Ei(φr)ρ)
Tr(Ei(φr)ρ|n〉〈n|) =

Tr(Ei(φr)|n〉〈n|)
Tr(Ei(φr)ρ)

Tr(ρ|n〉〈n|),

où l’on a utilisé à nouveau le caractère diagonal des POVM. On peut reconnaître dans
cette dernière expression P (n) = Tr(ρ|n〉〈n|), la probabilité de la détection i dans l’état ρ
π(i|φr) = Tr(Ei(φr)ρ), et la probabilité de la détection i dans l’état contenant n photons
π(i|φr, n) = Tr(Ei(φr)|n〉〈n|) . On a donc la nouvelle distribution de probabilité après la
détection i :

P ′(n) = P (n|i, φr) =
π(i|n, φr)

π(i|φr)
P (n). (II.16)

Ce qu’on obtient ainsi n’est rien d’autre que la loi de Bayes d’inversion des probabilités
conditionnelles [102]. Ce résultat classique est obtenu à la condition que la mesure soit
non-destructive. Dans ce cas en effet, la modification des populations ne fait pas intervenir
des cohérences entre états de Fock, et l’on obtient donc le même résultat que celui que
donnerait une superposition statistique (classique) d’états de Fock de même distribution
P (n).

On peut noter que la distribution correspondant à un état de Fock contenant n0 photons,
P (n) = δn,n0 est bien inchangée par la transformation (II.16). On a également, dans le cas
d’une mesure «non-lue», c’est-à-dire une interaction atomique après laquelle l’atome n’est
pas détecté,

P ′
NL(n) =

∑

i

Ei(φr)P (n|i, φr) = P (n).

La distribution du nombre de photons est donc inchangée. Ceci est à nouveau une consé-
quence de la nature non-destructive de la mesure : les états de Fock étant préservés, les
populations des nombres de photons ne sont pas modifiées en moyenne.

La nouvelle distribution du nombre de photons s’obtient donc à une normalisation près
(remarquons que π(i|φr) =

∑

n π(i|φr, n)P (n)) en modulant la distribution antérieure par
les probabilités conditionnelles de détection du résultat i. Ceci est relativement intuitif : si
la détection i est très peu probable dans l’état de Fock |n0〉, alors le fait de détecter i rend
peu vraisemblable la présence de n0 photons.

Ceci est illustré à la figure II.1. Pour un déphasage par photon φ0 = π/4 et une phase
de Ramsey φr = 0, nous montrons la modification des populations consécutive à la dé-
tection de l’état |g〉 ou |e〉. La distribution initiale est prise uniforme pour n de 0 à 7, ce
qui correspond à un champ totalement inconnu a priori restreint à 7 photons maximum.
On visualise bien alors l’effet de la mesure, qui est une modulation par les probabilités
conditionnelles (également représentées pour une détection dans |g〉 à la figure II.1 (a)) :
les états de Fock pour lesquels le résultat de détection est très probable voient leur popu-
lation augmenter (c’est ici le cas de |4〉 pour la détection |e〉), aux dépens des nombres de
photons pour lesquels cette détection est peu probable (|0〉 pour la détection |e〉). Certains
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Figure II.1 – Évolution des populations P (n) par décimation lors de la détection d’un
atome pour un déphasage par photon φ0 = π/4 et un interféromètre de phase φr = 0, de
contraste C = 0,7 et de décalage π0 = 0,51. (a) Histogramme de la distribution initiale du
nombre de photons correspondant à un champ inconnu contenant au plus 7 photons. Les
points sont les probabilités conditionnelles π(g|n, φr) de détecter un atome dans |g〉 pour
la phase de mesure φr et un état de Fock |n〉. (b) Populations P ′(n) des états de Fock
après détection dans |e〉. (c) Populations P ′(n) des états de Fock après détection dans |g〉.

nombres de photons peuvent même être totalement exclus pour un interféromètre parfait
(si π(g|φr, 4) = 0 et que l’on détecte |g〉, alors il ne peut y avoir 4 photons dans la cavité).
La mesure est faible, puisqu’une seule détection ne permet pas la détermination complète
du nombre de photons, mais nous pouvons envoyer plusieurs atomes successifs : la série de
mesures faibles aboutit à la conservation d’un seul état de Fock. Nous parlons de mesure
par décimation.

Dégénérescences Nous avons dans cet exemple restreint les nombres de photons pos-
sibles à 7 au maximum. En effet, pour un déphasage par photon linéaire, les POVM sont
périodiques de période 2π/φ0 soit 8 ici. Il n’est donc pas possible de distinguer les états
|n〉 et |n+ 8〉 s’ils sont tous les deux présents : la mesure du nombre de photons se fait
modulo 8. Il est donc nécessaire de limiter le nombre d’états de Fock possibles pour lever
cette indétermination. En pratique cette restriction est réalisée en injectant et manipulant
des champs tels que P (8) ≪ 1.
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Il faut par ailleurs noter sur les figures II.1 (b) et (c) que le résultat de la décimation
est le même pour certains couples de nombres : les populations P (1) et P (7), P (2) et
P (6), P (3) et P (5) sont égales deux à deux. En effet pour ces nombres de photons les
probabilités conditionnelles π(i|φr, n) sont égales. On ne peut donc pas les distinguer avec
ce réglage de mesure 3. Pour une valeur différente de la phase de Ramsey, la forme de la
fonction de décimation est modifiée, et ces probabilités conditionnelles peuvent prendre
des valeurs différentes. Ainsi pour une phase φr = π/2 on aura π(g|φr, 2) 6= π(g|φr, 6),
et l’on pourra distinguer ces deux nombres de photons. Il est donc nécessaire de varier la
phase de Ramsey si nous voulons «compter» les photons de 0 à 7. Notons par ailleurs que
la discrimination entre |2〉 et |3〉 ou |4〉 se fait efficacement dans l’exemple donné ici car
les probabilités conditionnelles associées sont bien distinctes. Si deux phases différentes (0
et π/2 par exemple) suffisent en principe à distinguer tous les nombres de photons dans le
cas illustré ici, on utilise donc en pratique quatre phases séparées de π/4, chacune d’entre
elles étant plus efficace au voisinage d’un nombre de photon différent, définissant 4 mesures
POVM à deux opérateurs différentes. Nous proposerons une autre interprétation de cette
décimation au paragraphe II.1.4.a.

La figure II.2 donne deux exemples de la décimation du nombre de photons. Ces résul-
tats ont été obtenus durant la thèse de Christine Guerlin [68, 22]. Dans ces expériences,
le temps de vie du mode était de 130ms. Le déphasage par photon φ0 vaut π/4, ce qui
correspond à un désaccord de 272 kHz. La mesure utilise quatre phases de Ramsey, notées
a, b, c, d, alternées dans cet ordre à chaque préparation d’un échantillon atomique, et telles
que

a− b = b− c = c− d ≃ π/4.

Les échantillons contenant aléatoirement zéro ou un atome, les phases de mesures corres-
pondant aux atomes successivement détectés sont aléatoires. La figure II.2(a) montre les 50
premières phases j = a, b, c, d de mesure et les résultats i = e, g correspondant. On injecte
initialement un état cohérent contenant environ 3 photons, de façon à pouvoir négliger
les nombres de photons supérieurs à 7. La figure II.2(b) montre les évolutions de l’esti-
mation P (n) du nombre de photons, initialement uniforme, à mesure qu’elle est modifiée
par les détections. Après la détection d’environ 50 atomes, les distributions ont quasiment
convergé vers un nombre de photons (5 et 7 respectivement). Les populations résiduelles
sur les nombres voisins sont totalement éliminées à la fin de la mesure de 110 atomes (soit
un temps de mesure de 26ms environ) montrée ici. Le champ est alors dans un état de
Fock |n〉.

Il est important de souligner que si nous nous intéressons aux états nombres, et donc
aux populations dans ces états, la mesure ne permet pas de distinguer entre une superpo-
sition quantique ou un mélange statistique d’états de Fock. Lorsque nous discuterons de
l’évolution des populations lors la mesure nous pourrons donc soit considérer qu’elle s’effec-
tue sur l’état cohérent injecté, soit sur un mélange statistique avec les mêmes populations

3. En principe, une différence même mineure de probabilité conditionnelle – par exemple due à une
non-linéarité du déphasage par photon – permet de les distinguer. Cependant plus cette différence est
faible plus il est nécessaire d’accumuler des mesures pour déterminer le nombre de photons
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Figure II.2 – Réduction progressive de la distribution des nombres de photons vers celle
d’un état nombre pour deux réalisations particulières. (a) Résultats des 50 premières détec-
tions atomiques (i,j) où l’on note i l’état atomique et j la phase de mesure. (b) Distribution
des nombres de photons en fonction du nombre d’atomes détectés pour un ensemble de
110 atomes.

initiales. Un tel mélange statistique peut être vu comme contenant à chaque réalisation
un nombre bien défini – mais inconnu – de photons, avec un probabilité reproduisant les
population initiales. On peut donc envisager dans nos expérience la mesure du nombre de
photons comme la projection de l’état cohérent initial dans un état de Fock, ou de manière
équivalente comme la détermination d’un nombre de photons bien défini, mais inconnu,
présent initialement dans la cavité.

II.1.1.e Convergence de la décimation

Nous nous intéressons ici plus précisément à cette convergence vers un état de Fock sous
l’effet de la décimation des populations. Nous donnons d’abord un argument simple [103]
expliquant la convergence de la décimation en présence d’un nombre de photons donné.
Puis nous présentons une preuve plus mathématique, adaptée de [104].

La décimation : un produit de fonctions sinusoïdales Intéressons-nous d’abord
au comportement de la distribution de nombres de photons au bout d’un nombre N de
détections. La phase de l’atome détecté étant maintenant une variable aléatoire de valeur j
(j = a, b, c, d) distribuée uniformément (P (j) = 1/4), indépendamment de l’état quantique,
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il nous faut réécrire la règle d’actualisation (II.16) sous la forme :

P ′(n) = P (n|i, j) = π(i, j|n)
π(i, j)

P (n), (II.17)

avec une probabilité π(i, j|n) = π(i|j, n)P (j) = 1/4π(i|j, n). Si l’on accumule l’effet de N
détections, la seule dépendance en n étant contenue dans les probabilités conditionnelles,
la distribution finale de n s’écrit :

P ′′(n) =
1

Z

N
∏

k=1

π(ik, jk|n)P (n), (II.18)

où ik,jk, dénotent l’état atomique détecté et la phase de Ramsey pour la ke détection, P (n)
la distribution initiale (supposée uniforme) du nombre de photons, et Z, indépendante de
n, assure la normalisation. Toute l’information sur la «forme» de la distribution finale en
n est donc contenue dans la fonction de décimation

ΠN(n) ≡
N
∏

k=1

π(ik, jk|n). (II.19)

Nous considérons maintenant que la cavité contient un nombre de photons donné nc.
On peut alors montrer (voir l’annexe A) que pour N assez grand, la distribution ΠN(n) est
une fonction piquée autour de la valeur nc, de largeur δn ∼ 1/φ0

√
N . Par conséquent, la

mesure est résolue si :
δn < 1 → N ≫ 1/φ2

0 ∼ 1.

La répétition des mesures pour un grand nombre d’atomes conduit donc à la convergence
de la distribution de probabilité vers un pic unique sur le nombre de photons mesuré. Une
succession de mesures faibles est donc équivalente à une mesure projective du nombre de
photons.

L’évolution des populations : une martingale L’évolution des populations sous la
série de mesures faibles est un processus stochastique, gouverné par la récurrence (II.17)
que nous rappelons :

P ′(n) =
π(i, j|n)
π(i, j)

P (n), avec une probabilité π(i, j) =
∑

m

π(i, j|m)P (m). (II.20)

Cette récurrence est markovienne : la valeur de la distribution après une détection ne
dépend que de sa valeur précédente. Elle possède de plus une autre propriété intéressante.
Calculons, lors d’une détection, l’espérance de la nouvelle distribution P ′(n) :

E(P ′(n)) =
∑

i,j
π(i,j) 6=0

π(i, j)
π(i, j|n)
π(i, j)

P (n) (II.21)

=
∑

i,j
π(i,j) 6=0

π(i, j|n)P (n). (II.22)
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La somme peut être en fait être étendue à toutes les valeurs i, j, en effet π(i, j) =
∑

m π(i, j|m)P (m) = 0 n’est possible que si le terme sommé est nul. On a donc :

E(P ′(n)) =
∑

i,j

π(i, j|n)P (n) = P (n). (II.23)

À chaque étape l’espérance de P (n) n’est donc déterminée que par sa valeur précédente.
Ceci définit mathématiquement une martingale. P (n) est de plus une quantité bornée
(entre 0 et 1). Il existe alors un théorème mathématique applicable, qui énonce que : Toute
martingale bornée converge presque sûrement. Sa limite est une variable aléatoire P∞(n),
vérifiant :

E(P∞(n)) = P0(n).

P0(n) est ici la distribution initiale du nombre de photons dans le système.
On peut alors aller plus loin dans la description de la convergence. La convergence de

P (n) implique celle de π(i, j) =
∑

m π(i, j|m)P (m) vers une variable aléatoire que nous
noterons π∞(i, j).

Notons d’abord que P (n) = 0 (et donc aussi P∞(n) = 0) est une solution toujours
valide, mais triviale, de la relation de récurrence. Intéressons nous donc aux entiers n tel
que P∞(n) 6= 0 4.

Considérons d’abord un couple (i, j) tel que π∞(i, j) = 0. Comme nous nous somme
restreints au cas tel que P∞(n) 6= 0, ceci implique π(i, j|n) = 0 (si la détection (i, j) n’a
jamais lieu, seuls les n lui donnant une probabilité nulle peuvent participer à la distribution
asymptotique). On a donc

π∞(i, j) = π(i, j|n) = 0.

Prenant maintenant un couple (i, j) tel que π∞(i, j) 6= 0, on peut passer à la limite
dans la relation de récurrence, pour obtenir :

P∞(n) =
π(i, j|n)
π∞(i, j)

P∞(n). (II.24)

Si P∞(n) 6= 0, on obtient à nouveau la condition :

π∞(i, j) = π(i, j|n).

Quel que soit le cas, π∞(i, j) = 0 ou π∞(i, j) 6= 0, on obtient donc la même conclusion
générale pour tout n :

P∞(n) = 0 ou (P∞(n) 6= 0 et ∀(i, j), π(i, j|n) = π∞(i, j)) . (II.25)

Interrogeons-nous maintenant sur la signification de la seconde condition ci-dessus. Les
π(i, j|n) sont des données du problème, décrivant les probabilités de détection des différents
résultats en présence de n photons. Si pour deux nombres de photons toutes ces probabilités

4. Il en existe puisque
∑

n P (n) = 1.
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sont les mêmes, cela signifie que les détections ne permettront pas de les distinguer (comme
nous avons pu le voir sur l’exemple d’une unique phase de détection au paragraphe II.1.1.d).
Nous pouvons supposer que nos choix de mesures permettent de faire une différence entre
tous les nombres de photons considérés, i.e. :

∀(n,m), ∃(i, j) / π(i, j|n) 6= π(i, j|m). (II.26)

Or, nous avons obtenu que la valeur limite π∞(i, j), indépendante de n, doit être égale à
π(i, j|n) si π∞(n) 6= 0. Si les probabilités conditionnelles sont distinctes, ceci n’est possible
que pour un seul nombre de photons, noté nc. On obtient donc finalement pour les variables
aléatoires limites

P∞(n) = δn,nc
, (II.27)

π∞(i, j) = π(i, j|nc), (II.28)

pour nc un entier aléatoire. La condition sur l’espérance E(P∞(n)) = P0(n) permet de
préciser la probabilité de ce résultat, qui est donc de P (nc).

Prenant un peu de recul, on réalise que le résultat obtenu décrit précisément celui d’une
mesure de von Neuman du nombre de photons. L’accumulation des mesures faibles conduit
à la convergence de la distribution de probabilité vers un état de Fock (projection dans
l’état propre), avec une probabilité déterminée par la distribution initiale P0(n).
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Figure II.3 – Histogramme du nombre moyen de photons estimé après décimation par
la détection de 110 atomes. L’estimation est initialement uniforme entre 0 et 7 photons,
l’histogramme est issu de la moyenne de 2000 trajectoires. Les pics observés pour 〈n〉 entier
mettent en évidence la convergence vers des états de Fock. La statistique de ces états de
Fock est en excellent accord avec une loi de Poisson (courbe bleue), correspondant à l’état
cohérent initial, contenant 〈n〉 = 3, 46± 0, 04 photons en moyenne

Dans nos mesures, nous initialisons notre estimation avec une distribution uniforme,
qui ne décrit pas l’état initial. Par contre les probabilités des résultats de mesure sont
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déterminés par l’état réel. La convergence de notre estimation étant déterminée comme
nous l’avons vu par la fonction de décimation, et celle-ci étant fonction de l’état réel, on a
nécessairement convergence de l’estimateur vers nc avec la probabilité issue de l’état réel
initial (à la condition que l’estimation initiale le permette, c’est-à-dire que P est(nc) 6= 0).
Ceci peut-être vérifié en considérant la figure II.3, où l’on a représenté l’histogramme, issu
de 2000 trajectoires, du nombre moyen de photons obtenu après décimation par 110 atomes
d’une distribution uniforme : les pics pour 〈n〉 entier signalent la convergence vers les états
de Fock, et la statistique obtenue reproduit bien celle d’un état cohérent (état initialement
injecté dans la cavité).

II.1.2 Trajectoires quantiques

La relaxation du champ dans la cavité est potentiellement un obstacle à notre mesure du
nombre de photons : pour un état nombre |n〉 de n élevé, de temps de vie Tn ≃ Tcav/n, il est
possible que le nombre de photons n change avant qu’on ait pu le mesurer. La détection
des atomes ne doit donc pas prendre trop longtemps, afin de permettre à la mesure de
converger avant que n ne change. En principe, l’augmentation du nombre d’atomes par
échantillon permettrait d’accélérer le processus. Cependant, les effets dispersifs exploités
dans la mesure ont été établis pour l’interaction d’un atome unique avec la cavité, et
peuvent être fortement modifiés en présence de plusieurs atomes. Le nombre d’atomes par
échantillon doit donc rester faible. La valeur du nombre d’atomes détectés dans les exemples
précédents résulte donc d’un compromis : la détection de 110 atomes permet d’accumuler
une quantité suffisante d’information, en un temps (26ms) relativement court devant le
temps de vie de la cavité (130ms dans ces expériences).

Si nous continuons de détecter les atomes au-delà des 110 premiers, nous pouvons re-
grouper les détections dans des «fenêtres» temporelles successives contenant chacune 110
atomes, sur lesquelles le processus de décimation peut être effectué à nouveau. Chaque fe-
nêtre donne une valeur du nombre de photons à un instant donné, et l’on peut ainsi obtenir
l’évolution du nombre de photons au cours du temps, sous l’effet de la relaxation. La figure
II.4 donne un exemple d’une telle trajectoire quantique : le champ est initialement projeté
dans l’état |4〉, puis la poursuite de la mesure du nombre de photons permet d’observer
des sauts quantiques : sous l’effet de la relaxation la cavité perd aléatoirement un quantum
d’excitation, pour se retrouver à la fin de la trajectoire dans l’état vide de photons. Re-
marquons que les plateaux visibles sur cette figure sont de durée au moins double de celle
d’une mesure de 110 atomes. Ceci démontre la répétabilité de notre mesure : en l’absence
des sauts quantiques dûs à la relaxation, deux mesures successives et indépendantes du
nombre de photons donnent bien le même résultat.

Ces trajectoires quantiques permettent en principe également d’étudier la relaxation
des états nombres. En effet, la mesure du nombre de photons étant QND, elle ne modifie
pas les propriétés moyennes du système. Une moyenne d’ensemble sur un grand nombre de
trajectoires résolues en nombre de photons reproduit donc l’évolution décrite par l’équation
maîtresse [21]. Cette méthode est cependant limitée : la fenêtre de décimation utilisée dure
26ms, soit le temps de vie de l’état |n = 5〉. Pour n = 5 ou plus, on ne pourra donc pas



II.1. Mesure passive 73

Figure II.4 – Évolution temporelle du nombre de photons dans la cavité. Le nombre
moyen de photons 〈n〉 est évalué à chaque instant en utilisant l’information fournie par les
Nat = 110 derniers atomes détectés. Cette trajectoire correspond à une projection initiale
du champ cohérent vers l’état de Fock |4〉. La cascade de sauts quantiques est la signature
de la relaxation.

obtenir des trajectoires quantiques résolues en nombre de photons.
On peut cependant employer une autre approche si l’on veut accéder à l’évolution de

la moyenne d’ensemble de l’état [69, 25]. Cette méthode est fondée sur le principe de
maximum de vraisemblance [105], et permet de déterminer l’état le plus vraisemblable au
vu des résultats obtenus pour un ensemble de trajectoires.

II.1.3 Moyennes d’ensemble

II.1.3.a Reconstruction par maximum de vraisemblance

Nous avons déjà écrit, au paragraphe II.1.1.e, la valeur de la distribution de probabilité
après N détections. Considérant ici un ensemble de trajectoires, la distribution obtenue
après décimation par N détections atomiques pour la trajectoire d’indice (p) est donnée
par :

P
(p)
1 (n) =

N
∏

k=1





π
(

i
(p)
k , j

(p)
k |n

)

π(i
(p)
k , j

(p)
k )



P0(n) (II.29)

=
1

Z(p)
Π

(p)
N (n)P0(n), (II.30)

où, i(p)k et j(p) dénotent respectivement l’état détecté et la phase de mesure pour la détection
k, et où la fonction de décimation à N atomes Π

(p)
N (n) pour la pe trajectoire est définie
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par :

Π
(p)
N (n) =

Nat
∏

k=1

π
(

i
(p)
k , j

(p)
k |n

)

. (II.31)

Si N est assez grand, la décimation converge vers un nombre de photons unique ; une
moyenne sur l’ensemble des trajectoires permet alors d’obtenir la distribution moyenne du
nombre de photons. Si N est trop faible pour aboutir à la convergence vers un nombre
de photons, les valeurs des distributions P (p)

1 (n) sont en parties déterminées par le choix
de distribution initiale P0(n). Malgré cette «mémoire» de P0, elles portent aussi une in-
formation sur la distribution réelle. Cela signifie que la moyenne d’ensemble sur toutes les
réalisations (p) (dénotée ici par une barre)

P1 = P
(p)
1 (n). (II.32)

est plus proche de la distribution réelle que ne l’est P0(n). On peut alors répéter les étapes
(II.30) et (II.32) en prenant pour nouvelle estimation de départ la distribution P1, ce qui
fournit à une distribution P2, en principe moins dépendante du choix de P0. On peut
ensuite réaliser de multiples itérations :

Pm+1(n) =
1

Z(p)
Π

(p)
N (n)Pm(n)

(p)

. (II.33)

Quel est le comportement de cette suite ? On peut remarquer que la distribution réelle
est, par construction, un point fixe de la transformation (II.33) : la mesure étant QND, les
détections ne modifient pas les populations en moyenne. Ainsi, si l’on prend soin de prendre
N assez grand pour que ce point fixe soit unique, la distribution Pm(n) doit converger vers
la distribution réelle moyenne décrivant l’ensemble de trajectoires étudié au bout d’un
nombre suffisant d’itérations.

L’état déterminé par cet algorithme est en fait celui de maximum de vraisemblance.
C’est par définition l’état qui est le plus susceptible d’avoir conduit aux résultats de mesure
observés. Il rend maximum la fonction de vraisemblance, définie par

L(ρ) =
∏

i

Tr(ρEi)
fi ,

où le produit porte sur tous les POVM employés, et fi est la fréquence d’observation
du résultat i. L(ρ) est donc le produit, pour tous les résultats de mesure obtenus, des
probabilités conditionnées à l’état ρ. La maximisation de L s’interprète bien comme la
recherche de l’état le plus vraisemblable au vu des résultats obtenus.

Une procédure générale pour accéder à cet état, donnée par Lvovsky [105], est de
rechercher par itération le point fixe de transformations

ρ 7→ R(ρ)ρ ρ 7→ ρR(ρ) ρ 7→ R(ρ)ρR(ρ), (II.34)
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où R est un opérateur construit à partir de tous les POVM de mesures et des fréquences des
différents résultats, semblable à notre fonction de décimation ΠN . La méthode détaillée ici
est l’exact analogue de cette procédure, restreinte aux populations des nombres de photons.

L’état de maximum de vraisemblance est déterminé par les résultats de mesure seule-
ment : dans notre cas, les POVM employés étant tous diagonaux dans la base des états
nombres, l’état obtenu ne peut donc pas contenir d’information sur les cohérences de la
matrice densité. Nous n’accédons en fait qu’à une reconstruction des populations. La re-
constructions d’états, tels les états cohérents, de matrice densité non-diagonale, doit passer
par des procédures plus complexes [71, 23] (il faut essentiellement diversifier les mesures,
donc les POVM, pour pouvoir contraindre aussi les cohérences de la matrice densité).

Nombres d’atomes détectés L’intérêt de cette méthode de maximum de vraisem-
blance est qu’elle permet, sur une fenêtre temporelle contenant beaucoup moins d’atomes
que nécessaire pour une décimation complète, d’obtenir une estimation en moyenne de la
distribution du nombre de photons. Ceci peut donc être réalisé même pour des états nom-
bres relaxant rapidement, et l’on peut, en répétant l’algorithme sur des fenêtres temporelles
successives, suivre l’évolution des populations avec une bonne résolution en temps. Ceci a
été réalisé dans [25], où la décohérence des états nombres contenant jusqu’à 7 photons a
pu être étudiée avec une résolution temporelle de 6ms.

Comme nous l’avons mentionné, il est cependant nécessaire de s’assurer que la méthode
itérative ne possède qu’un seul point fixe. Ceci impose en fait une contrainte sur le nombre
d’atomes minimum par fenêtre, et donc sur la durée minimale d’une fenêtre [66, 106]. Afin
que les fréquences observées dans la fenêtre de N atomes permettent de déterminer l’état de
maximum de vraisemblance de manière univoque, ce nombre d’atomes doit être au moins
de

Nmin = E

(

nmax + 1

2

)

,

où E dénote la partie entière, et nmax est le nombre de photons maximum auquel on a
tronqué l’espace de Hilbert du champ (7 dans notre cas, soit Nmin = 4).

II.1.3.b Suivi temporel des populations

Illustrons la méthode de maximum de vraisemblance sur l’exemple d’une injection de
champ cohérent. Dans cette expérience, on enregistre après l’injection d’un champ cohé-
rent, les détections associées à 1100 échantillons atomiques. Ceci est effectué pour 6000
trajectoires. Puis on analyse ces données par la méthode introduite ci-dessus : on recherche
l’état de maximum de vraisemblance associé à chaque fenêtre de 20 échantillons atomiques
(le nombre d’atomes détectés par échantillon étant de l’ordre de 0,3, on dépasse bien le
nombre d’atomes Nmin = 4 requis dans chaque fenêtre). La détection du premier échan-
tillon atomique définissant l’origine des temps, on calcule cette distribution à partir de
la première fenêtre complète de 20 échantillons (centrée sur 830µs) puis sur les fenêtres
suivantes obtenues en décalant les détections d’un échantillon. La procédure itérative est
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effectuée 2000 fois, et l’on obtient la trajectoire représentée à la figure II.5(a). Le bruit sur
l’évolution obtenue résulte du fait que la recherche du maximum de vraisemblance s’effec-
tue à l’aide d’un ensemble fini de trajectoires. La figure II.5(b) donne en outre l’évolution
de la valeur moyenne du nombre de photons obtenue par cette reconstruction d’état.
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Figure II.5 – Reconstruction par maximum de vraisemblance sur l’exemple d’une injec-
tion de champ cohérent : (a) Évolution de la distribution du nombre de photons suite
à l’injection (traits fins), obtenue par maximum de vraisemblance sur chaque fenêtre de
20 échantillons atomiques. On effectue pour cela 2000 itérations sur un ensemble de 6000
trajectoires. En traits épais est représenté l’ajustement d’une évolution selon l’équation
maîtresse dont les seuls paramètres libres sont les valeurs de P (n) à l’origine. (b) Évolu-
tion du nombre moyen de photons donné par la méthode du maximum de vraisemblance
(trait fin), et ajustement exponentiel (trait épais), le temps Tcav de décroissance étant
fixé ; on constate un très bon accord. En encart, on a représenté les valeurs obtenue de
P (n, t = 0). Les barres d’erreurs indiquées figurent l’écart quadratique moyen, minimisé
lors de l’ajustement.

Cette reconstruction peut être exploitée afin d’estimer la distribution initiale du nombre
de photons : on peut ajuster aux courbes obtenues l’évolution prédite par l’équation maî-
tresse, dont les paramètres nth = 0,08 et Tcav = 65ms sont connus par ailleurs 5. Les
paramètres libres sont alors les valeurs P (n, t = 0) de la distribution du nombre de pho-
tons à l’origine. Dans cet exemple, l’ajustement est effectué sur les 500 premiers points
des courbes obtenues. L’histogramme obtenu à l’origine (en encart sur la figure II.5(b)) est
compatible avec une loi de Poisson de nombre de photons moyen 〈n〉 = 3,00±0,16. On peut
également ajuster une loi exponentielle à l’évolution du nombre de photons moyen, avec
pour seul paramètre libre la valeur moyenne initiale : on obtient un excellent accord pour la

5. La valeur du nombre de photons moyen à l’équilibre thermique utilisée ici est légèrement supérieure
à la valeur théorique de 0,05. C’est la valeur obtenue à l’aide d’une calibration directe, dont le principe est
donnée en annexe (Annexe B).
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valeur initiale 〈n〉 = 3,071±0,003, compatible avec la précédente. Le temps de décroissance
exponentiel est fixé à Tcav = 65ms ; la reconstruction (dans laquelle Tcav n’intervient pas)
est comme on pouvait s’y attendre en très bon accord avec cette valeur.

II.1.4 Interprétation en termes de pseudospin atomique

Pour clore cette partie, il est instructif de voir comment le processus de mesure que
nous avons présenté peut se réinterpréter si l’on considère les détections atomiques comme
des mesures sur un pseudospin.

II.1.4.a Retour à la sphère de Bloch

Nous avons vu au paragraphe I.3.3.b, que la détection d’un atome après la traversée
d’un interféromètre de Ramsey de phase φr = −ϕ, peut s’interpréter comme la mesure
du pseudospin atomique selon la direction uϕ. Dans la section I.4.2, nous avons également
interprété l’interaction dispersive d’une superposition atomique avec la cavité comme un
simple déphasage du pseudospin dans le plan équatorial de la sphère de Bloch. Finalement,
lors de la mesure faible, nous essayons pour connaître le nombre de photons de mesurer la
projection du pseudospin atomique qui lui est corrélé.

a
b

c

d

Figure II.6 – Décimation et sphère de Bloch. À gauche : Plan équatorial de la sphère de
Bloch. La position des spins atomiques après interaction avec le champ préparé dans les
états de Fock |0〉 à |7〉 est donnée pour un déphasage par photon φ0 = π/4. Les directions
de mesures associées aux quatre phases de Ramsey a, b, c, d utilisées sont représentées À
droite : Probabilités conditionnelles π(g|n, φa = 0). Elles sont égales à une constante près
à la composante Sx du spin atomique.

La figure II.6.illustre le lien entre probabilités conditionnelles de détection et projection
du spin, pour un interféromètre de phase φr = 0 et un déphasage par photons φa = π/4.
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On a alors (cf. équation (I.67)) :

π(g|n, φr = 0) =
1

2
+

1

2
cos(φ(n)) =

1

2
+ 〈Sx〉.

La position du pseudospin dépendant de n, connaître précisément le pseudospin, c’est
connaître le nombre de photons. On peut donc interpréter la nécessité d’effectuer de nom-
breuses mesures faibles comme découlant de l’impossibilité d’estimer la projection d’un
spin 1/2 à l’aide d’une détection unique. L’estimation précise de la projection du spin ne
peut se faire que par la mesure de nombreux atomes (ou pseudospins) ayant interagi avec
n photons. De même, pour différencier les différents états de spin dans le plan de la sphère
de Bloch, il est nécessaire d’en estimer au moins deux projections, d’où le besoin que nous
avons de varier la phase de Ramsey au cours d’une mesure.

II.1.4.b Mesure du déphasage par photon par tomographie de spin

Cette nouvelle interprétation nous fournit en outre une méthode pour mesurer les dé-
phasages φ(n) correspondant aux différents nombres de photons, et ainsi calibrer ces para-
mètres importants de l’expérience [65]. Si nous estimons assez précisément les projections
orthogonales 〈Sx〉 et 〈Sy〉 du pseudospin atomique, nous pouvons en déduire sa direction
ϕ :

ϕ = arctan
〈Sy〉
〈Sx〉

.

En pratique, nous utilisons comme précédemment quatre phases de Ramsey a, b, c, et d,
séparées de π/4 environ, telles que les directions de mesures associées soient approximative-
ment alignées sur les directions du pseudospin correspondant à 0,1,2 et 3 photons (situation
représentée à la figure II.6). On a alors pour chaque direction de mesure j :

〈Sj〉 = π(g|j)− π(e|j).

Regroupant deux à deux les directions orthogonales entre elles, on peut obtenir deux esti-
mations des composantes 〈Sx〉 et 〈Sy〉. Notant (φ1, φ2) = (φa, φc) ou (φb, φd) :

〈Sx〉 =
〈S1〉 sin(φ2)− 〈S2〉 sin(φ1)

sin(φ2 − φ1)
, 〈Sy〉 =

〈S1〉 cos(φ2)− 〈S2〉 cos(φ1)

sin(φ1 − φ2)
. (II.35)

La moyenne de ces deux valeurs nous fournit une estimation des composantes du pseudos-
pin.

Lors de la séquence expérimentale de calibration, l’injection d’un champ contenant
environ 3,5 photons est suivi par l’envoi de 1800 échantillons atomiques interagissant dis-
persivement avec la cavité. La phase de Ramsey est alternée (a, b, c, d, a...), et prend donc
des valeurs aléatoires pour les quelques 600 atomes effectivement détectés (la statistique du
nombre d’atomes par échantillon étant poissonienne). Pour chaque ensemble de 60 atomes
détectés successifs, on estime les valeurs des projections du spin comme expliqué précé-
demment. Cette expérience est répétée 2000 fois, et l’on accumule toutes les valeurs de
spin moyen estimées.
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Figure II.7 – Histogrammes des phases des
spins atomiques (estimés sur des ensembles
de 60 atomes détectés successivement) après
interaction avec un champ quantique conte-
nant quelques photons. Des pics sont claire-
ment visibles, mettant en évidence le nombre
fini des positions possibles du spin dans le
plan équatorial de la sphère de Bloch, i.e. la
quantification du nombre de photons dans la
cavité.

Figure II.8 – Calibration du déphasage par
photon. Les points sont les positions des
centres des gaussiennes obtenues à la figure
II.7. La ligne continue correspond à un ajus-
tement polynomial d’ordre 2. Le déphasage
induit par n photons est trouvé valant :
φ(n) = (0, 255 ± 0, 003) π n − (0, 0015 ±
0, 0005) π n2.

Ceci permet de représenter un histogramme des phases estimées (figure II.7), pour des
intervalles de comptage de largeur 0,02π. Celui-ci fait apparaître très clairement plusieurs
pics régulièrement espacés. On met ainsi en évidence que le pseudospin occupe préférentiel-
lement des positions discrètes bien déterminées dans le plan de la sphère de Bloch. L’effet
dispersif dépendant de l’énergie du champ, et étant l’analogue d’un effet classique de dépla-
cement lumineux, c’est en fait la quantification de l’énergie du champ qui est directement
visible ici. Afin d’extraire de cette mesure les déphasages φ(n), on ajuste à cette courbe
une somme de courbes gaussiennes de même largeur (représentées, ainsi que leur somme,
à la figure II.7). Ceci permet d’extraire les positions des centres des pics en fonction du
nombre de photons. Ces valeurs, tracées à la figure II.8, sont bien ajustées par une fonction
quadratique de n :

φ(n) = (0,255± 0,003)πn− (0,0015± 0,0005)πn2.

Le terme quadratique est inclus pour décrire simplement l’éventuelle non-linéarité du dé-
phasage par photon issue du développement des énergies propres. Ici, l’effet reste faible :
pour n = 7, la contribution non-linéaire ne vaut que 4% de la valeur du terme linéaire. C’est
cette forme simplifiée du déphasage par photon, obtenue pour un désaccord δ = 2π · 238 kHz
que nous utilisons dans nos expériences.

Le nombre d’atomes choisi pour effectuer l’estimation du spin résulte comme pour la
décimation du nombre de photons d’un compromis : d’une part, l’augmentation du nombre
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d’atomes permet de préciser l’estimation, et donc d’affiner les pics de l’histogramme ;
d’autre part, si le temps nécessaire à l’accumulation de ces détections est trop élevé, le
nombre de photons peut changer au beau milieu d’une fenêtre, et brouiller l’estimation.
Ici la mesure de 60 atomes permet d’obtenir de pics bien distincts en une durée d’environ
15ms, relativement courte par rapport au temps de vie de la cavité (65ms).

Cette partie nous a permis de présenter le principe de la mesure quantique non-
destructive «passive» du nombre de photons, telle qu’elle a été utilisée précédemment
dans le groupe [107, 21, 22]. Nous avons également pu introduire des outils d’analyse des
résultats dont nous nous resservirons dans la suite de ce manuscrit. Nous allons maintenant
présenter comment la possibilité de contrôler en temps réel notre dispositif expérimental
peut être mise à profit pour améliorer cette mesure.

II.2 Mesure adaptative

II.2.1 Principe général

L’algorithme présenté ci-dessus est complètement pré-déterminé : l’alternance des di-
rections de mesure est fixée, et l’accumulation des détections renseigne progressivement
sur le nombre de photons. Or cette successions de mesures faibles n’est pas forcément la
plus efficace pour projeter le champ dans l’état nombre de photons. Reprenant l’image du
pseudospin, si après quelques détections la projection 〈Sx〉 est déjà fortement contrainte, il
est plus informatif de choisir pour les atomes suivants une mesure selon l’axe Oy. Ceci im-
plique une rétroaction sur l’appareil de mesure (l’interféromètre de Ramsey). Cette notion
de mesure adaptative a été initialement formulée dans le cadre de l’estimation de la phase
d’un mode optique par Wiseman [46]. Elle peut également s’appliquer à notre système, où
nous pouvons optimiser l’information apportée par chaque mesure faible.

II.2.1.a Extraction d’information lors d’une mesure faible

On peut considérer la mesure du nombre de photons que nous réalisons sous l’angle de
l’information : d’un état quantique contenant potentiellement différents nombre de photons
(en superposition quantique ou en mélange statistique), nous cherchons à extraire un seul
nombre nc. La mesure projective du nombre de photons (à l’aide de mesures faibles) fait
donc passer notre connaissance du nombre de photons d’imprécise (l’estimation initiale
uniforme de la distribution P (n)) à exacte (projection dans un nombre de photon donné).
Une grandeur usuelle pour quantifier ce manque d’information sur le nombre de photons
est l’entropie de Shannon de la distribution P (n) :

S[P ] ≡
∑

n

−P (n) log2 P (n). (II.36)

À l’aide de cette grandeur, on peut quantifier l’information manquante à chaque étape de
la décimation. Une distribution uniforme pour les nombre de photons de 0 à nmax a pour
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entropie log2(nmax + 1). La distribution convergée P (n) = δn,nc
est d’entropie nulle. Ainsi

pour notre mesure des nombres de 0 à 7, l’entropie de la distribution uniforme est de 3
bits : il nous faut acquérir trois bits d’information pour connaître le nombre de photons
(on peut les voir comme les 3 chiffres binaires de la décomposition de nc en base 2) 6.

Il est facile de montrer que la mesure faible introduite précédemment réduit systéma-
tiquement en moyenne l’entropie de la distribution. En effet, en notant P (resp. P ′) la
distribution de nombre de photons avant et après la mesure à l’aide des deux POVM Ee

et Eg, on peut écrire la valeur moyenne de l’entropie après la mesure :

〈S[P ′]〉 = πeS[P
′
e] + πgS[P

′
g]. (II.37)

où nous avons noté P ′
i (i = e, g) la matrice densité obtenue après détection de l’état i et

πi la probabilité de cette détection. On a alors, en utilisant l’actualisation des probabilités
P ′
i (n) = Ei(n)P (n)/πi

〈S[P ′]〉 =
∑

n

∑

i

πi

(

−Ei(n)P (n)

πi

)

log2
Ei(n)P (n)

πi
. (II.38)

La fonction x 7→ −x log2(x) est concave pour x ∈ [0, 1], ce qui est la cas des termes sommés
Ei(n)P (n)/πi. De plus

∑

i πi = 1. On peut alors écrire une inégalité de concavité (inégalité
de Jensen) pour la somme sur i :

〈S[P ′]〉 ≤
∑

n

(

−
∑

i

Ei(n)P (n)

)

log2

(

∑

i

Ei(n)P (n)

)

= S[P ], (II.39)

puisque par définition des POVM
∑

iEi(n) = 1. On a donc 〈S[P ′]〉 ≤ S[P ] : Il y a toujours
réduction de l’entropie en moyenne par une mesure faible. Chaque mesure réalisée apporte
de l’information sur le nombre de photons. Nous allons maintenant nous intéresser aux
façons d’optimiser cette acquisition d’information dans le cadre de notre expérience.

II.2.1.b Adaptation de la phase

Un premier paramètre sur lequel nous pouvons jouer est la phase de Ramsey φr. On peut
se convaincre de l’intérêt de l’ajustement de cette phase à l’aide de la figure II.9. Sur cette
figure nous avons estimé pour une distribution Pk(n) (qui peut être vue comme le résultat
de la décimation d’une distribution initiale uniforme par k détections), les distributions
Pk+1(n) obtenues après détection de l’atome suivant, selon la direction de mesure employée.
Pour cet exemple, φ(n) = n × π/4 et les quatre directions de mesures sont alignées sur

6. Remarquons qu’il existe dans le cadre de la mécanique quantique une définition similaire de l’entropie
appliquée aux matrices densités : Sq[ρ] = Tr(ρ log ρ). Cette entropie permet de quantifier la différence entre
des mélanges statistiques et des états purs. Elle n’est ici d’aucune utilité puisque si l’état du champ est
pur, il le reste sous l’effet de la décimation, et Sq = 0 à tout instant. Ce que nous cherchons à quantifier
est bien une entropie d’information sur le nombre de photons.
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les pseudospins correspondant à 0,1,2 et 3 photons. Il illustre de manière claire le fait que
certaines directions de mesures sont plus informatives que d’autres : la distribution étant
piquée sur les nombres de photons 0 et 4, le choix de la direction de mesure a, alignée
sur les pseudospins correspondants, permet de faire une distinction claire entre ces deux
nombres. L’entropie moyenne après détection est donc minimale pour ce choix de phase.
À l’inverse la direction c, orthogonale à ces deux contributions principales, n’apporte que
très peu d’information : l’entropie moyenne est à peine réduite.

|g|+0 |e
|+1

(a)

(b)

(c)

(d)

n

P
k
(n

)

Estimation Pk(n)
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�ܽ = Ͳ,ͷ9
�ܾ = ͳ,Ͳ7
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Figure II.9 – Optimisation de la phase de Ramsey : étant donnée la distribution après k
détections atomiques Pk(n), on peut calculer les distributions après détection de l’atome
k+1, et l’entropie moyenne associée. Ceci fait permet de distinguer clairement les directions
de mesure favorables (a) ou défavorables (c) à la réduction de l’entropie en moyenne.

On peut donc envisager d’«accélérer» la mesure, en faisant à chaque détection le choix
de phase de Ramsey qui minimise l’entropie moyenne, dans le but de converger plus rapi-
dement vers un état de Fock, d’entropie nulle :

φopt = arg min
φ=a,b,c,d

〈S[P ′]〉(φ). (II.40)

La direction de mesure optimale dépendant évidemment de la distribution du nombre de
photons, ceci implique de pouvoir effectuer ce choix en temps réel. Cela est rendu possible
par l’utilisation d’un ordinateur de contrôle en temps réel, capable d’effectuer les calculs
d’entropie moyenne illustrés à la figure II.9, et de contrôler en fonction de l’optimum choisi
les potentiels appliqués à la seconde zone de Ramsey pour ajuster la direction de mesure.
C’est ce qui a été fait dans les expériences présentées dans ce mémoire.
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II.2.1.c Mesure optimale du nombre de photons

Il serait également envisageable de modifier d’un atome à l’autre la valeur du dépha-
sage par photon φ0. Celui-ci dépend en effet linéairement du temps d’interaction effectif
teff =

√

π/2w0/v. L’utilisation d’atomes de vitesses différentes peut donc donner accès à
différentes valeurs de φ0. En contrôlant à la fois le déphasage par photon et la direction
de mesure en temps réel, il est possible de réaliser une mesure optimale du nombre de
photons [108]. Nous en décrivons ici le principe, bien qu’elle n’ait pu être réalisée dans le
cadre de cette thèse.

P(n)

Écriture binaire 
de n ϕ0=π,

Mesure 

modulo 2

ϕ0=π/2,
Mesure 

modulo 4

ϕ0=π/4,
Mesure 

modulo 8

Ajustement de la 
phase de Ramsey

Figure II.10 – Décimation optimale du nombre de photons, illustrée pour nmax = 7 :
trois détections atomiques permettent la mesure des coefficients de l’écriture binaire du
nombre de photons n. Pour cela le déphasage par photon est varié afin que les trois atomes
effectuent une mesure de n modulo 2,4 et 8 respectivement. Cette mesure est informative
seulement si la direction de mesure est alignée sur des nombres de photons qui n’ont pas
été exclus à la détection précédente, ce qui requiert également un ajustement de la phase
de Ramsey à chaque étape.

Cette méthode permet de mesure le nombre de photons entre 0 et nmax + 1 = 2p à
l’aide d’exactement p atomes (nous considérons pour cette description un interféromètre
parfait). Elle est donc optimale en termes d’information. Elle consiste à chaque étape à
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choisir le déphasage par photon de façon à ce que tous les nombres de photons possibles (à
cette étape) soient corrélés à deux directions opposés seulement du pseudospin atomique.
Le choix d’une direction de mesure alignée sur ces pseudospins permet alors une dichotomie
des nombres de photons lors de la détection de l’atome. Une illustration de cette méthode
est donnée à la figure II.10 pour nmax = 7. L’algorithme en est le suivant :

– À l’étape 1, la distribution du nombre de photons étant supposée uniforme, le dé-
phasage par photon est fixé à φ0 = π ; les nombres de photons de 0 à nmax + 1 sont
donc corrélés à deux états orthogonaux de l’atome en sortie de la cavité, représentés
par deux orientations opposées du pseudospin atomique. En mesurant l’atome selon
cet axe à l’aide de la seconde zone de Ramsey, on réalise une mesure de parité de n,
et la détection dans l’état |e〉 ou |g〉 décime donc la moitié des nombres de photons
possibles.

– À l’étape 2, le déphasage par photon est pris égal à π/2. Les nombres de photons
restant possibles sont à une distance 2 les uns des autres, et sont donc à nouveau
corrélés à deux états orthogonaux de l’atome. L’axe portant ces états est conditionné
par le résultat de la mesure précédente. Connaissant le résultat de la mesure précé-
dente, on peut ajuster la phase de Ramsey et mesurer l’atome selon cet axe, réalisant
ainsi une mesure modulo 4 de n, et supprimant la moitié des possibilités restantes.

– À l’étape q le déphasage par photon est pris égal à π/q. Les nombres de photons
restant possibles sont à une distance q les uns des autres, et sont corrélés à deux
états orthogonaux de l’atome. La connaissance de l’ensembles des résultats précédents
permet de déterminer l’axe portant ces états, et de réaliser une mesure modulo 2q de
n, qui supprime la moitié des possibilités restantes.

De cette façon, chaque atome q détecté apporte exactement un «bit» d’information, qui
est le coefficient de 2q dans l’écriture binaire de n. Il suffit donc en principe de nat =
log2(nmax + 1) pour déterminer complètement le nombre de photons.

En pratique l’interféromètre de Ramsey n’est pas parfait. Le contraste étant fini, on
peut alors utiliser des groupes de quelques atomes pour chaque classe de vitesse (chaque
déphasage par photon) pour préciser chacun des bits de n avec une fiabilité suffisante.
On peut par exemple effectuer un vote majoritaire sur les détections de ces atomes, les
deux possibilités à chaque étape étant corrélées aux deux états orthogonaux de l’atome. Le
nombre d’atomes nécessaires à la mesure du nombre de photons est alors proportionnel au
logarithme du nombre maximum de photons, le préfacteur dépendant du nombre d’atomes
détectés par bit 7. La mise en place de cette expérience requiert la préparation d’atomes
circulaires pour au moins trois classes de vitesses différentes, et des contraintes de temps
ont empêché sa réalisation dans la durée de cette thèse.

7. Ceci est vrai si l’on fixe la précision requise (le taux d’erreur) sur chacun des bits. Si l’on impose la
contrainte sur le taux d’erreur global dans la détermination de n, plus le nombre de bits à déterminer sera
grand, plus il faudra déterminer chacun d’eux avec un taux d’erreur plus faible pour satisfaire au taux
d’erreur global. Le préfacteur au log2(nmax +1), issu du nombre p d’atomes mesurés par bit devient alors
lui-même une fonction de nmax, qui croît cependant plus lentement que le logarithme.
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II.2.2 Expériences proposées

L’expérience que nous nous proposons de réaliser consiste donc à ajouter à la mesure
QND une boucle de rétroaction classique, représentée à la figure II.11. Le système étudié
est constitué par la cavité C et l’interféromètre atomique, le signal extrait de ce système
(les résultats des détections), passe à travers un filtre (l’ordinateur de contrôle en temps
réel K), qui produit un paramètre de contrôle appliqué au système (la tension réglant la
phase de Ramsey Vφ – ce sont en fait les potentiels appliqués aux deux miroirs qui sont
ajustés). Le filtre actualise son estimation de la distribution du nombre de photons Pk(n)
(où k est l’indice de la détection), et détermine la phase optimale pour la mesure suivante,
φopt
k+1 en minimisant selon cette estimation l’entropie moyenne :

φopt
k+1 = arg min

φ=a,b,c,d
〈S[Pk+1]〉(φ). (II.41)

Figure II.11 – Schéma de l’expérience de mesure adaptative.

La relaxation n’est pas négligeable en général dans nos expériences : nous avons vu
qu’une centaine d’atomes sont requis pour la convergence de la mesure «passive» du nombre
de photons, ce qui correspond à une durée de 25ms environ, durée qu’il faut comparer au
temps de vie actuel de la cavité, 65ms. Les sauts quantiques au cours de la mesure sont
donc fort probables, même pour les petits nombres de photons.

Ceci a conduit à la réalisation de deux expériences distinctes dont nous donnons d’abord
le principe (voir la figure II.12). Leur description détaillée sera donnée avec les résultats
expérimentaux au chapitre IV.

Mesure d’un état sélectionné : Nous pouvons d’abord chercher à sélectionner des tra-
jectoires pour lesquelles la relaxation n’a pas eu lieu. La mesure passive du nombre
de photon permet comme nous l’avons vu d’observer les sauts quantiques entre deux
nombres de photons. Si nous voulons nous assurer qu’il n’y a pas eu relaxation, nous
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pouvons donc d’abord projeter le champ dans un état de Fock n = nI à l’aide d’une
mesure passive, puis tenter d’en faire une mesure adaptative (en «oubliant le résul-
tat» de cette première projection), et enfin, par une nouvelle mesure passive pour
laquelle n = nF , vérifier que le nombre de photons n’a pas changé pendant la mesure
adaptative (nI = nF ). Cette élimination a posteriori des phénomènes de relaxation
nous permettra de jauger les effets de la mesure adaptative dans un contexte simple.

Préparation d’un état de Fock : La mesure précédente, où certaines trajectoires seule-
ment sont sélectionnées, ne peut être envisagée que comme mesure de test. Dans la
perspective plus réaliste de la préparation d’états de Fock, comme ressource quantique
par exemple, ou si nous souhaitons intégrer la mesure adaptative à des algorithmes
existants de rétroaction quantique utilisant la mesure faible [38, 40, 65], comme une
amélioration de la mesure par décimation, il nous faut pouvoir estimer l’état correcte-
ment, en présence de relaxation, en temps réel. L’estimation guidant l’adaptation de
la phase doit alors être aussi fidèle que possible à l’état réel ; ceci requiert de prendre
en compte la relaxation à chaque étape, ainsi que la distribution de l’état initial.
Pour vérifier l’efficacité d’une telle mesure «réaliste» avec adaptation de phase, nous
nous proposons de préparer le champ dans un état de Fock |n = nc〉 à l’aide d’une
mesure adaptative. Nous espérons ainsi obtenir une convergence plus rapide vers un
état nombre avec un certaine pureté :

P (nc) ≥ Pseuil.

Pour les expériences présentées dans ce mémoire, le seuil de 80% a été choisi. Après
convergence, nous pourrons utiliser une mesure passive pour reconstruire l’état par
maximum de vraisemblance et ainsi vérifier le résultat.

Expériences témoins : Il sera bien sûr nécessaire de réaliser des expériences pour les-
quelles la phase ne sera pas adaptée (mesure passive usuelle), afin de caractériser
l’amélioration apportée par l’adaptation de la phase. Ceci devra être fait tant dans
des circonstances où nous nous affranchissons de la relaxation que dans le cas plus
réaliste de la préparation d’états de Fock. Dans ce dernier cas il faudra également
prendre en compte l’état initial et la relaxation.

II.2.3 Estimateur quantique

Nous précisons dans cette section quelques éléments de l’estimation des probabilités,
telle qu’elle sera effectuée en temps réel dans notre expérience. Nous expliciterons d’abord
la prise en compte de détections atomiques multiples, puis celle de la relaxation. Soulignons
que ces précisions sont valables aussi bien pour nos expériences que pour les expériences
passives déjà présentées [22, 25].

Remarquons avant toute chose que l’action des POVM de mesure ou de la relaxation
ne couple les populations du champ qu’entre elles, sans qu’interviennent les cohérences du
champ. Notre but étant la mesure d’états de Fock, donc essentiellement la convergence
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Figure II.12 – Structure schématique des expériences proposées. Dans une première ex-
périence (a), nous pouvons effectuer avant et après une mesure adaptative de durée fixe
deux mesures passives du nombre de photon ; en sélectionnant les traces pour lesquelles ce
nombre n’a pas changé entre les mesures passives, on «enlève» la relaxation du système.
Dans l’expérience (b), la décimation des populations avec une phase adaptée s’accompagne
d’une prise en compte de la relaxation ; une mesure passive permet ensuite la reconstruction
de l’état préparé.

d’une population vers 1, nous pouvons nous contenter simplement de manipuler les po-
pulations P (n) dans notre estimation d’état. Ceci a l’avantage de simplifier grandement
les calculs, puisque les objets traités sont des vecteurs de taille NH = nmax + 1, taille de
l’espace de Hilbert tronqué (NH = 8 ici), au lieu de matrices densité de taille N2

H. Ceci
apporte une réduction du temps de calcul bienvenue pour parvenir au contrôle en temps
réel de l’expérience.

II.2.3.a Décimation et détections atomiques

Nous avons donné, à l’équation (II.14) les POVM Eg(φr) et Ee(φr) associés à la dé-
tection d’un atome unique après interaction avec le champ. En pratique, les échantillons
atomiques traversant la cavité contiennent un nombre aléatoire d’atomes suivant une distri-
bution de Poisson (Pa(na) = e−nana

na/na!), et il faut nous assurer de pouvoir encore décrire
correctement la mesure dans ce cadre. En effet, le passage de deux atomes dans la cavité
est a priori plus complexe à décrire : le couplage global entre atomes et champ est aug-
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menté, et des phénomènes de collisions assistées [109] peuvent par exemple se produire, lors
desquels les deux atomes échangent leurs excitations par le biais de photons virtuels. Nous
avons cependant pu vérifier par des simulations que pour la valeur de désaccord employée
(δ = 2π · 238 kHz), le couplage simultané de deux atomes induit la même modification de
l’état du champ que le passage successif de deux atomes en couplage dispersif.

Cette approximation est valide pour deux atomes effectivement couplés à la cavité. Or,
tous les atomes traversant la cavité ne sont pas nécessairement détectés. Les composants
des détecteurs (lentilles et multiplicateurs d’électrons) ne fonctionnent pas parfaitement,
et conduisent à une efficacité de détection ǫd < 1. Dans le cas général, pour estimer précisé-
ment la matrice densité du champ en présence d’erreurs de détection, il faut construire une
carte quantique réalisant le mélange statistique de tous les résultats ayant pu conduire à la
détection constatée (voir par exemple [65]). Cette description est considérablement simpli-
fiée dans notre cas. En effet, comme nous l’avons déjà mentionné au paragraphe II.1.1.d,
les POVM à un atome Ee et Eg ne modifient pas les populations lors d’une mesure non-lue.
Les détections à deux atomes pouvant être considérées comme deux mesures successives
à un atome, ceci reste vrai dans la mesure où l’on a pas plus de deux atomes réellement
couplés à la cavité. Si l’on ne s’intéresse qu’aux probabilités, on a donc formellement :

MnlP = P. (II.42)

c’est-à-dire que l’action d’une mesure non-lue (équivalente à la non-détection d’un atome
ayant interagi avec la cavité) ne modifie pas les probabilités des nombres de photons.

Ainsi, seuls les atomes effectivement détectés modifient notre estimation de la distribu-
tion du nombre de photons. Nous n’avons formellement pas à prendre en compte l’efficacité
de détection pour suivre l’évolution des populations.

À la détection µ correspond donc la modification des populations :

P 7→ P ′ = MµP =
EµP

‖EµP‖1
. (II.43)

où l’on note pour un vecteur Q de composantes Q(n) positives ‖Q‖1 =
∑

nQ(n). Les
POVM associés aux résultats de détection doubles µ ∈ {ee, gg, eg} s’écrivent simplement :

Eee(φr) = Ee(φr)
2, Egg(φr) = Eg(φr)

2, Eeg(φr) = Ee(φr)Eg(φr).

Efficacité de détection : Les résultats simples donnés ci-dessus sont valides dans la
limite où l’on a pas plus de deux atomes à la fois dans la cavité. Il faut donc nous soucier du
nombre d’atomes réel (et non pas mesuré) traversant la cavité. Ce nombre moyen d’atomes

réels n(r)
a est lié au nombre moyen d’atomes détectés n(d)

a par l’efficacité de détection :

n
(r)
a =

n
(d)
a

ǫ
.
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La valeur de l’efficacité de détection a varié au cours de l’histoire du montage : valant
initialement 0,85, elle a diminué pour atteindre dernièrement la valeur ǫd = 0,30 ± 0,05
pour les expériences présentées ici 8. On trouvera plus de détails sur sa mesure précise
par exemple dans la thèse de Clément Sayrin [66]. Cette valeur nous a amené à limiter

le nombre d’atomes détectés par échantillon à n
(d)
a = 0,35. Une telle valeur assure d’une

part suffisamment de détections pour que la mesure converge sur un temps plus court que
le temps de vie de la cavité, et d’autre part que les évènements à plus de 2 atomes ne
représentent que 8% des cas. Nous négligerons ces évènements dans la suite.

II.2.3.b Relaxation

Nous devrons dans certaines étapes de nos expériences prendre en compte la relaxation
du champ dans la cavité. Pour cela nous utiliserons le développement au premier ordre de
l’équation maîtresse (I.22), pour l’intervalle de temps Ta = 83µs ≪ Tcav. Si l’on se limite
aux populations, cette relaxation élémentaire prend la forme [25] :

TP = (✶+ τL)P, (II.44)

où τ = Ta/Tcav et la matrice L est donnée par ses éléments non-nuls (l’indice n est ici tel
que 0 < n < nmax) :

L0,0 = −nth, L0,1 = 1 + nth, (II.45)

Ln,n−1 = nnth, Ln,n = −[n(1 + nth) + (n+ 1)nth], Ln,n+1 = (1 + n)(1 + nth),

Lnmax,nmax−1 = nmaxnth, Lnmax,nmax = −nmax(nth + 1).

Notons qu’il est tout à fait possible de mener le développement à un ordre supérieur.
Toutefois, le paramètre τ étant de l’ordre de 10−3, nous nous contenterons du premier
ordre, notamment afin d’assurer la rapidité du calcul numérique.

Remarque : Nous avons donnés les lois nécessaires à l’actualisation de la distribution de
probabilités. De manière générale, dans nos expériences, c’est une distribution estimée que
nous manipulons : les expériences présentées plus haut partaient ainsi d’une distribution
plate du nombre de photons, qui ne correspond pas à l’état réel initialement injecté. Nous
nous sommes déjà convaincus que la distribution estimée convergeait vers le même nombre
de photons que la distribution réelle lors de la mesure QND (voir le paragraphe II.1.1.e).
Il est intéressant de mentionner une propriété plus générale. Définissons la fidélité [110] :

F(ρ1, ρ2) = Tr

(

√√
ρ1ρ2

√
ρ1

)

,

8. On peut probablement accuser le vieillissement des multiplicateurs d’électrons, ainsi que des défauts
d’alignement résiduels des détecteurs, suite à un accident grave survenu sur le cryostat à azote.
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pour deux matrices densités ρ1 et ρ2. Cette définition, qui coïncide avec la définition usuelle
pour des états purs, est l’une des généralisations possibles de la fidélité aux matrices densi-
tés. Alors, si l’on considère à chaque étape de notre processus discret de mesure l’état réel
ρ(r) et l’état estimé ρ(e), on peut montrer [111] que la fidélité F(ρ(r), ρ(e)) entre état réel et
estimé ne peut qu’augmenter en moyenne au cours de la mesure, aussi différents soient-ils
au départ (à condition qu’ils aient le même support).

Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter comment le couplage dispersif des atomes et du
champ peut être exploité pour réaliser une mesure idéale (de von Neumann) du nombre de
photons dans la cavité. Celle-ci s’obtient comme le résultat d’un grand nombre de mesures
faibles effectuées par des atomes individuels. Nous avons vu comment des expériences où
la phase de Ramsey définissant la mesure prend des valeurs discrètes séparées de π/4 de
façon aléatoire ont déjà permis d’observer de nombreuses caractéristiques du comportement
quantique du champ : quantification du nombre de photons et sauts quantiques, relaxation
des populations en moyenne suivant un équation maîtresse.

Nous avons pu constater ensuite que cette méthode n’est cependant pas optimale en
termes d’acquisition d’information : on peut envisager d’aboutir plus vite au résultat re-
cherché (un nombre de photons) en modifiant les caractéristiques de notre appareil de
mesure (l’interféromètre de Ramsey) en fonction de l’information déjà acquise. Nous avons
donc présenté le principe de deux expériences dans lesquelles nous voulons adapter en
temps réel la phase de Ramsey. Le but du prochain chapitre est de préciser les détails de
leur mise en œuvre dans notre montage expérimental.



Chapitre III

Mise en œuvre expérimentale

Dans le chapitre précédent nous avons établi le principe des expériences que nous vou-
lons réaliser. Elles se fondent essentiellement sur l’estimation d’état et le contrôle en temps
réel de la phase de Ramsey. Ce chapitre a pour objectif de préciser comment nous réali-
sons ce contrôle en pratique. Une première partie sera donc consacrée à la présentation du
système de contrôle en temps réel de l’expérience et de son fonctionnement.

Dans une seconde partie nous tâcherons de décrire la calibration des différents para-
mètres expérimentaux qui interviennent dans notre estimation d’état, au premier rang
desquels les franges de Ramsey. Nous évoquerons également les problèmes de dérives de
phase qui ont été rencontrés, et les solutions qu’on y a apporté.

III.1 Contrôle en temps réel

Les expériences menées au sein du groupe jusqu’en 2010, telle la mesure «passive» du
nombre de photons, s’effectuaient en temps différé. Un logiciel développé au laboratoire par
Stefan Kuhr, permettait de régler l’enchaînement des opérations nécessaires à la réalisation
d’un expérience (impulsions digitales, rampes de potentiel), puis de charger ces informa-
tions dans une carte National Instruments (NI). On déclenchait ensuite l’exécution par la
carte de cette séquence pré-programmée. Les résultats (les détections atomiques) étaient
enregistrés puis analysés a posteriori. Nous appellerons dans ce qui suit les opérations
réalisées par ce système contrôle passif.

Le développement d’expériences de rétroaction quantique [66, 67] au laboratoire a né-
cessité l’acquisition d’un système capable d’effectuer l’analyse de données et la modification
de paramètres en temps réel. Il s’agit d’un système ADwin-Pro II de la société Jäger Mess-
technik. À l’aide de ce système on peut en principe contrôler l’ensemble de l’expérience
de la même façon qu’avec le système NI. Cependant afin de simplifier la mise en place
des expériences, nous avons fait le choix de faire fonctionner de concert ancien et nouveau
système, ce dernier ne réalisant que les opérations nécessitant un contrôle en temps réel,
ou contrôle actif. L’adaptation de ce système à notre expérience a été réalisée par Igor
Dotsenko.

91
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Dans les sections qui suivent nous décrirons le principe du fonctionnement simultané
des deux systèmes : après le partage des opérations entre contrôle passif et actif, nous
présenterons plus en détails le système ADwin, puis comment sont synchronisés les deux
systèmes dans une séquence expérimentale de mesure adaptative.

III.1.1 Deux systèmes de contrôle

III.1.1.a Répartition des tâches

B R1 C R2 D 

Impulsions �/2  
(fréquence, puissance, durée) 

Carte National Instruments (contrôle passif) 

Paramètres partagés : 

- Délai de préparation, 

- Nombre de paquets préparés, 

- Nombre de séquences 

Raŵpes d’ionisation 

Ordinateur ADwin (contrôle actif) 

Détections 

Potentiels 

pour fr 

Circularisation 

Sélection de vitesse 

Champ électrique 
 directeur 

Fenêtres de détection 

Synchronisation 

Figure III.1 – Répartition des tâches entre les deux systèmes de contrôle. L’essentiel
des évènements sur le parcours d’un atome est pré-programmé et contrôlé par la carte
National Instruments. Le système temps réel ne contrôle que les paramètres nécessaires à
la rétroaction (rectangle grisé). Un certains nombre de paramètres sont partagés entre les
deux systèmes, qui doivent également être synchronisés.

La figure III.1 donne la répartition des tâches à exécuter sur un échantillon atomique
lors d’une expérience entre les systèmes de contrôle passif et actif. Un grand nombre de
paramètres restent «passifs», et ne requièrent pas un contrôle en temps réel : c’est la cas
de tous les paramètres de préparation des atomes, des potentiels maintenant le champ
électrique directeur dans le montage, des impulsions π/2 dans les zones de Ramsey, des
rampes d’ionisation détectant les états |e〉 et |g〉. L’ancien système National Instruments
peut parfaitement continuer à assurer ces opérations, dont le déroulement temporel est
donc pré-défini, puis exécuté de façon passive.
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Nous n’utilisons le système ADwin que pour ce qui est nécessaire à la rétroaction
en temps réel. Afin d’estimer l’état, l’ordinateur ADwin doit connaître les résultats de
détection ; il est donc connecté à la sortie du détecteur à ionisation (dont les rampes de
potentiel restent contrôlées par le système National Instruments). C’est également lui qui
contrôle la valeur des potentiels des miroirs de la seconde zone de Ramsey, afin de pouvoir
fixer la phase de Ramsey optimale.

Ces deux systèmes partagent des paramètres généraux de l’expérience, tels le nombre
d’échantillons atomiques par séquence, de répétitions d’une même séquence, où le délai
entre deux échantillons (celui-ci est fixé par la préparation, contrôlée par le système passif,
mais est nécessaire à l’estimation de la relaxation par le système actif). Enfin, il est évident
que le fonctionnement des deux systèmes de concert nécessite une synchronisation : c’est
le système ADwin qui est référencé sur l’ancien système. Nous reviendrons en détail sur le
déroulement temporel du fonctionnement conjoint des deux systèmes, après avoir présenté
les caractéristiques techniques du système de contrôle actif.

III.1.1.b L’ordinateur de contrôle en temps réel

Le système de contrôle en temps réel doit essentiellement analyser les résultats de
détection pour choisir les potentiels à appliquer à la seconde zone de Ramsey. L’ADwin
a une structure modulaire, et nous utilisons ici trois modules, mis en évidence à la figure
III.2 sur la face avant du système complet.

La carte du processeur central, ou CPU C’est la pièce maîtresse du système, contrô-
lant les autres modules. C’est là que s’effectue l’estimation d’état nécessaire à l’opti-
misation de la phase.
Ce processeur, cadencé à 300MHz, a pour principale caractéristique (et intérêt) d’être
très fiable temporellement, tant au niveau du délai d’exécution entre opérations, qui
est très stable, que du temps de réponse à une requête (qui est de (300 ± 30) ns).
Ceci est évidemment capital pour nos expériences, l’instant de déclenchement et la
durée d’une boucle de rétroaction devant être bien définis et reproductibles tout au
long d’une séquence.
Cette carte comporte différents espaces de mémoire : une mémoire interne à accès
rapide et stable de 250 kB, où peuvent être stockées les variables nécessaires au calcul
rapide en temps réel, et une mémoire externe pour laquelle les temps d’accès sont
plus longs et moins stables, de 250MB. L’ensemble peut donc contenir aisément le
code source à exécuter, les variables temporaires nécessaires au calcul en temps réel,
et tous les résultats d’une séquence expérimentale.
Lors de son fonctionnement au sein de l’expérience, le processeur exécute en fait
un code pré-compilé : préparé sur un ordinateur externe, celui-ci est enregistré en
mémoire de l’ADwin avant le début de toute séquence. Ce code est subdivisé en
processus (sous-programmes entre lesquels on peut basculer), chaque processus étant
lui-même composé d’évènements. L’exécution du code correspondant à un évènement
est déclenché par un signal TTL reçu sur l’entrée «Event IN» du module CPU,
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CPU Compteur

Sorties 

analogiques
Event IN

Figure III.2 – Vue de la façade de l’ordinateur de contrôle ADwin Pro-II. Cinq types de
cartes peuvent être utilisés : en rouge, la carte CPU contenant le processeur principal, dont
l’entrée «Event IN» est indiquée par une flèche (voir texte) ; en bleu la carte compteur ; en
orange, une carte à 8 sorties analogiques utilisée pour contrôle des potentiels définissant la
phase de Ramsey. Les quatre cartes restantes, essentiellement des sorties digitales, n’ont
pas été utilisées dans les travaux présentés ici.

indiquée sur la figure III.2. C’est par l’intermédiaire de ce signal, émis par le système
passif, que les deux ordinateurs sont synchronisés. Nos expériences n’emploient qu’un
processus, un évènement étant associé à une préparation atomique, ou, de manière
équivalente, une exécution de la boucle de rétroaction.

La carte compteur, ou CNT Cette carte permet au système ADwin de compter le
nombre d’atomes détectés dans les états |e〉 et |g〉. Nous avons donné au paragraphe
I.3.1.d le principe de ce comptage : des fenêtres de détections sont définies dans le
temps d’exécution de la rampe d’ionisation, et la détection d’un signal électronique
est associée à |e〉 ou |g〉 selon l’instant de sa réception.
En pratique, nous n’utilisons que deux entrées de la carte compteur. Elle reçoit d’une
part sur une entrée «Compteur», le signal issu du détecteur à ionisation, et mis en
forme : à une impulsion TTL correspond la détection d’un atome. D’autre part, elle
reçoit sur une entrée «Porte» des impulsions TTL (impulsions portes) correspondant
au début et à la fin de chaque fenêtre de détection.
Ces entrées sont exploitées de la façon suivante : La carte dispose d’un horloge interne
déclenchée par le CPU. À partir de ce déclenchement, les impulsions qui arrivent
sur l’entrée «Compteur» incrémentent un entier n (avec une résolution temporelle de
20 ns). Par la suite, à chaque réception d’une impulsion sur l’entrée «Porte», la valeur
de cet entier est stockée dans une pile FIFO (First-In-First-Out). La différence entre
deux valeurs successives de cette pile fournit donc le nombre d’atomes par fenêtre.
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Ce fonctionnement est illustré à la figure III.3. C’est le processeur central qui vide
à chaque boucle de rétroaction la pile FIFO pour lire les quatre dernières valeurs
inscrites, et en déduit les comptes d’atomes |e〉 et |g〉.

(a)

(b)

(c)

Figure III.3 – Comptage des atomes. (a) Signaux TTL reçus sur l’entrée «Compteur» de
la carte du même nom. Chaque impulsion correspond à un atome détecté par le détecteur
à ionisation. (b) Signaux TTL reçus sur l’entrée «Porte» de la carte compteur. Elles
définissent deux fenêtres de détection (en grisé), l’une pour les atomes |e〉, l’autre pour les
atomes |g〉. (c) À chaque impulsion porte reçue, le nombre n de comptes est enregistré. La
différence entre deux comptes successifs donne le nombre d’atomes détectés dans la fenêtre
temporelle correspondante. Ici, ne = 4 atomes |e〉 et ng = 7 atomes |g〉 sont détectés.

La carte de sorties analogiques Ce module comporte 8 sorties analogiques, directe-
ment contrôlées par le CPU. Elles ont un temps de réponse relativement lent (éta-
blissement du potentiel en un temps de l’ordre de 2µs), qui convient cependant au
contrôle des potentiels dans le seconde zone de Ramsey. Nous utiliserons donc deux
de ses sorties, notées AO1 et AO2.

III.1.1.c Fonctionnement simultané des deux systèmes

Nous représentons sur la figure III.4 le déroulement temporel des évènements subis par
un échantillon atomique lors de sa traversée de l’expérience, en prenant comme référence
l’impulsion laser à 780 nm qui constitue le premier échelon de la préparation atomique. Ces
évènements font maintenant intervenir deux systèmes de contrôle, et doivent être exécutés
à des instants bien déterminés. Plus précisément, de nombreuses expériences visant à régler
les paramètres expérimentaux sont habituellement menées avec le système passif seul. C’est
le cas du choix des fenêtres de détection, et de l’instant de commutation des potentiels de
la zone de Ramsey. Il nous faut donc prendre soin que le déroulement temporel de ces
évènements reste le même lorsque nous utilisons le système actif. C’est l’objet de cette
section.
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Figure III.4 – Chronologie des évènements pour une préparation atomique unique
(l’échelle n’est pas respectée pour faciliter la lecture) : la référence temporelle est l’im-
pulsion du laser à 780 nm ; elle est précédée à t = −1386µs de l’impulsion du repompeur,
ce qui permet la sélection par temps de vol ; l’échantillon subit une impulsion π/2 en R1
centrée sur 588µs, et traverse la cavité (non représentée) ; la tension sur les miroirs de la
zone de Ramsey est commutée (si nécessaire) à 858µs, peu avant l’entrée dans la zone de
Ramsey (on ne représente ici schématiquement que la tension appliquée à un des miroirs) ;
une seconde impulsion π/2 centrée sur 949µs ferme l’interféromètre atomique ; la détec-
tion de l’échantillon s’achève quant à elle à 1111µs. La commutation des potentiels est
déclenchée par une impulsion évènement envoyée à l’ADwin 809µs après la préparation
atomique.

Comptage des atomes Le système actif est chargé de compter pour chaque échantillon
atomique, le nombre d’atomes dans |e〉 et |g〉, le contrôle des paramètres de détection
(rampe d’ionisation, fenêtres de détection) restant à la charge du système passif. Pour
obtenir les mêmes résultats de détection avec le nouveau système, il est en principe suffi-
sant de fournir à la carte compteur ADwin les mêmes signaux de détection, et les mêmes
impulsions porte qu’à la carte NI, comme nous l’avons également représenté à la figure
III.4.

Les cartes compteur sont cependant distinctes, et peuvent avoir des comportements
différents. En particulier le temps de latence entre la réception d’une impulsion porte et la
lecture du compte associé peut différer d’une carte à l’autre. Si ces temps de latence sont
trop dissemblables, des comptes détectés dans |e〉 avec le système passif peuvent être lus
comme des compte dans |g〉 avec le système actif.

La comparaison précise des comptes fournis par les deux cartes compteur a été effectuée
durant la thèse de Clément Sayrin [66]. Le comptage du système actif identique à celui du
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Figure III.5 – (a) Comparaison entre les franges de Ramsey enregistrées par la carte
compteur National Instruments (points) et la carte ADwin (traits continus). Chaque point
est le résultat d’environ 4000 détections atomiques. (b) Différence entre les probabilités
mesurées par les deux systèmes.

système passif à une fraction de pourcent près. La figure III.5(a) montre un exemple de
frange de Ramsey enregistrée par les deux cartes compteurs en parallèle. La différence entre
les valeurs obtenues est à peine perceptible : on représente à la figure III.5(b) la différence
des probabilités mesurées. L’ordre de grandeur de cette différence est aussi celui des barres
d’erreurs sur la mesure. Un ajustement sinusoïdal fournit dans ces conditions des valeurs
de phase de Ramsey identiques pour les deux courbes, à la précision de la mesure.

Contrôle de la phase de Ramsey La direction de mesure d’un échantillon atomique
est déterminée par les champs électriques auxquels il est soumis au long de son trajet avant
la seconde impulsion π/2. Les atomes entrants dans la seconde zone de Ramsey accumulent
une phase déterminée par les potentiels appliqués aux miroirs de R2. Le champ électrique
créé est en fait également «visible» par d’éventuels atomes proches, qui ne sont pas encore
à l’intérieur de la zone de Ramsey, ses lignes de champ fuyant hors de la zone située entre
les miroirs de R2.

Dans nos expériences, cette phase de Ramsey φr devra être régulièrement changée, que
ce soit de manière passive (phases alternées pour les mesures QND de vérification) ou active
(mesure adaptative). La durée minimale entre deux changements correspond à la période
de préparation des échantillons atomiques, soit 83µs. Sachant cela, il faut déterminer quel
est le meilleur moment pour effectuer cette commutation.

Il s’avère en fait que c’est à l’entrée de la zone de Ramsey que l’atome est le plus sensible
au champ, et que l’on obtient les plus grand déphasages entre franges pour une variation de
potentiel donné. Dans cette zone de transition entre les cavité supraconductrice et Ramsey,
les lignes de champ sont en effet resserrées et le champ plus intense. Le minutage choisi
a donc été de commuter les potentiels pour un délai τr = 858µs après la préparation
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atomique. À cet instant t = τr l’échantillon atomique préparé à t = 0 est près de sortir
d’entre les miroirs de la cavité supraconductrice. On évite ainsi que la commutation ait lieu
entre les deux cavités où le champ est le plus inhomogène. L’échantillon voit essentiellement
le champ entre les miroirs de C lors de la commutation, et la phase de Ramsey résulte de
l’accumulation de l’effet Stark lors du passage ultérieur entre les miroirs de R2, dont les
potentiels sont fixés.

Notons cependant qu’étant donné le taux de répétition, la commutation pour l’échan-
tillon suivant k+1 a lieu 7µs avant l’arrivée du l’échantillon k au centre de R2. La phase de
Ramsey d’un échantillon dépend donc partiellement de la valeurs des potentiels Ramsey de
l’échantillon qui le suit. Après application de l’impulsion π/2 l’échantillon subit toujours
l’effet Stark, mais cela ne modifie pas les populations dans les états |e〉 et |g〉, ce qui est
la seule information à laquelle notre détection est sensible. Demeure donc une influence
mineure entre les réglages des potentiels de R2 pour deux échantillons consécutifs, qui de-
vra être prise en compte, comme nous le verrons dans la partie suivante consacrée aux
calibrations des paramètres expérimentaux.

L’instant de commutation des potentiels de R2 ayant été optimisé avec le système
passif, il faut nous assurer qu’il soit correctement reproduit par le système actif. La chose
est aisée, les sorties analogiques étant contrôlées directement par le CPU. Celui-ci est
synchronisé avec l’ancien système par l’impulsion évènement, nous pouvons programmer le
CPU de sorte que les potentiels soient modifiés à l’instant précis correspondant à un délai
τr après la préparation. L’impulsion évènement est donc envoyée avant la commutation des
potentiels, à t = 809µs. Elle est également représentée à la figure III.4. Le choix de cet
instant d’application sera justifié dans les sections suivantes.

III.1.1.d Une rétroaction retardée

Les échantillons atomiques, émis à un intervalle de 83µs les uns des autres, parcourent
la distance du centre de la cavité supraconductrice au détecteur (86mm) en 344µs. Il
y a donc plusieurs échantillons volant à chaque instant entre la cavité et le détecteur. La
figure III.6 montre la configuration des échantillons atomiques juste après la détection d’un
échantillon, d’indice k. Deux échantillons ont déjà passé la zone de Ramsey : leur direction
de mesure est donc fixée. L’échantillon k + 3 est déjà engagé dans R2. L’adaptation de la
phase (le changement de valeur des potentiels) devant se faire préférentiellement lorsque
l’échantillon sort de la cavité supraconductrice, elle ne peut donc se faire qu’avec un retard
de 4 échantillons atomiques.

Ce retard n’a en principe pas d’incidence sur notre estimation, étant donné que les
échantillons intermédiaires ne peuvent nous apporter d’information, n’ayant pas encore été
détectés (une mesure non-lue ne modifiant pas les population). Il serait par contre envisa-
geable d’exploiter aussi ces échantillons intermédiaires dans l’optimisation de la phase. De
fait, nous optimisons après la détection de l’échantillon k la phase de l’échantillon k + 4,
en supposant que c’est là la phase de la prochaine détection. Une optimisation plus ex-
haustive devrait prendre en compte l’ensemble des détections possibles sur les échantillons
k + 1, k + 2, k + 3 dont la phase de Ramsey a déjà été choisie, pour choisir la phase de
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Figure III.6 – Retard de l’adaptation de phase : schéma des positions des échantillons
atomiques traversant le montage lors de la détection d’un échantillon atomique d’indice k.
L’échantillon d’indice k + 3 est déjà engagé dans la zone de Ramsey et subit l’effet Stark
dû aux potentiels appliqués. La modification de la phase de Ramsey ne peut donc être
effectuée que sur l’échantillon k + 4, qui n’est pas encore entré dans la zone de Ramsey.

l’échantillon k + 4. En effet, si les atomes non détectés laissent invariantes les probabilités
en moyenne (la mesure étant QND), il n’en va pas de même de l’entropie. C’est là en-
core une conséquence de la concavité de la fonction entropie. Nous pourrions en principe
calculer l’espérance de l’entropie en incluant ces échantillons non-encore détectés, dont les
réglages sont connus. Cela impliquerait cependant de calculer la moyenne de l’entropie
des distributions correspondant aux 42 détections possibles 1 pour chaque choix de phase.
Pour des raisons de simplicité de mise en œuvre, et notamment de temps de calcul (cf.
section III.1.3), les expériences présentées dans ce mémoire utilisent la loi d’optimisation
plus locale minimisant l’entropie moyenne pour la détection de l’échantillon k + 4.

III.1.2 Fonctionnement en boucle

Ayant présenté les deux systèmes de contrôle, les tâches qu’ils ont à accomplir, et
comment nous pouvons les synchroniser, nous pouvons maintenant donner le détail de leur
fonctionnement conjoint, dans le cas d’une mesure adaptative, où nous introduisons la
boucle de rétroaction.

Vue d’ensemble d’une séquence expérimentale On peut distinguer trois grandes
étapes dans l’exécution d’une séquence expérimentale :

– Dans l’étape d’initialisation, l’ordinateur ADWin est préparé : le code compilé est
chargé dans le CPU, qui initialise toutes les variables nécessaires au calcul en temps

1. Le nombre de cas à prendre en compte est encore plus important si l’on considère que la détection
d’un atome dans un échantillon est aléatoire : il faudrait alors considérer toutes les séquences de détections
possibles sur les quatre échantillons successifs.
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réel ; les valeurs de potentiels nécessaires à la réalisation des différentes phases de
Ramsey sont mises en mémoire tampon de la carte analogique ; enfin, l’horloge de la
carte compteur est déclenchée, et l’on commence à compter les détections. À ce stade
l’ADWin est «prêt», et un signal sur l’entrée évènement peut déclencher l’exécution
de calculs et de commandes.

– La phase d’expérience proprement dite est déclenchée par le système de contrôle pas-
sif : celui-ci commence à préparer des échantillons atomiques avec une période de
répétition Ta = 83µs. Au moment où le premier échantillon sort de la cavité supra-
conductrice, une première impulsion évènement est envoyée sur l’entrée «Event IN»
de l’ADwin. C’est cette impulsion, associée à chaque échantillon, qui assure la syn-
chronisation des deux systèmes, et déclenche l’exécution de la boucle de rétroaction.

– La phase de terminaison a lieu à la fin de l’expérience, après que la dernière impulsion
évènement a été reçue. Le processus est alors arrêté, et les données enregistrées au
cours de l’expériences, stockées dans l’ADwin, peuvent être collectées par un ordina-
teur externe.

Pour les résultats présentées ici, une séquence expérimentale correspond à la réalisation de
1500 trajectoires de mesure QND, passive ou adaptative. De nombreuses séquences ont été
réalisées pour obtenir des statistiques suffisantes.

Boucle de contrôle Rappelons le principe de la boucle de rétroaction mise en œuvre
dans nos expériences : l’ADwin est chargé de lire les détections atomiques pour estimer
la distribution du nombre de photons et en déduire la phase de Ramsey optimale devant
être appliquée via les potentiels des miroirs de R2. Cette rétroaction est de plus retardée
comme nous l’avons vu ci-dessus (au paragraphe III.1.1.d) : la lecture des comptes associés
à l’échantillon k détermine la phase de Ramsey pour l’échantillon k + 4.

L’exécution d’une boucle de rétroaction est déclenchée par une impulsion évènement
envoyée sur l’entrée «Event IN» et associée à chaque échantillon atomique, et se décompose
de la façon suivante, représentée à la figure III.7 :

– Les comptes associés à la détection du dernier échantillon atomique k sont d’abord
lus, le CPU accédant à la carte compteur. La soustraction des comptes associés aux
bords de chaque fenêtre de détection fournit les nombres d’atomes détectés, ne et ng,
pour cet échantillon. L’impulsion évènement doit donc arriver après l’exécution de la
rampe de détection par le système NI.

– Ces comptes permettent au CPU de réaliser l’estimation de la distribution du nombre
de photons, et l’optimisation de la phase de Ramsey pour l’échantillon k + 4. Le
nombre de calculs nécessaires est toujours le même, et cette étape a donc une durée
fixe de 40µs environ.

– Les potentiels correspondant à la phase optimale sont appliqués aux électrodes de la
zone de Ramsey à un instant τr = 858µs après la préparation de l’échantillon k + 4.
L’impulsion évènement doit donc avoir lieu avant cet instant, et laisser un intervalle
de temps suffisant pour l’exécution des calculs.

Le déroulement temporel choisi en définitive est le suivant : prenant comme référence
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Figure III.7 – Chronologie d’une boucle de contrôle : (a) Diagramme espace-temps illus-
trant le trajet des échantillons atomiques ; la référence temporelle est la préparation de
l’échantillon noté k + 4. Les éléments d’une boucle de rétroaction sont les suivants : à
t = 809µs le système NI envoie une impulsion sur l’entrée évènement du processeur AD-
win (c) (barre rouge «Event IN»). Le CPU lit alors les détections associées à l’échantillon
k et stockées dans la carte compteur (b). Ces valeurs ont été enregistrées auparavant lors
de la réception de 4 impulsions portes associées aux bords des deux fenêtres de détection.
Le CPU déduit les nombres de détections dans |e〉 et |g〉 pour l’échantillon k puis effectue
l’estimation d’état correspondante, et l’optimisation de la phase pour l’échantillon k + 4
(rectangle hachuré). 49µs après réception de l’impulsion évènement, le CPU applique les
potentiels correspondants, via les sorties analogiques, aux miroirs de R2. Toutes ces étapes
se répètent avec la période de la préparation, 83µs.

(t = 0) l’instant de préparation d’un échantillon d’indice k + 4, l’impulsion évènement est
envoyée à l’ADwin à t = 809µs. L’échantillon d’indice k a alors été préparé depuis 1141µs
et les résultats correspondant à sa détection ont déjà été enregistrés par la carte compteur.
Avant l’application des potentiels Ramsey à t = 858µs, le système ADwin dispose donc de
49µs pour effectuer l’optimisation de la phase. Ceci est amplement suffisant en pratique,
le calcul dans un espace de Hilbert de dimension 8 prenant typiquement 40µs.

Cette boucle est répétée à chaque réception d’une impulsion évènement, soit toutes
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les 83µs. Notons que cette impulsion est associée à chaque échantillon préparé : pour les
quatre toutes premières impulsions de chaque séquence, il n’y aura donc pas exécution de
la boucle de rétroaction, puisqu’aucun échantillon n’est encore arrivé dans le détecteur 2.

III.1.3 Contrôle du temps de calcul

Dans la boucle de rétroaction décrite ci-dessus, le processeur dispose d’une durée de
49µs pour effectuer les calculs permettant l’optimisation de la phase. Soulignons ici que le
facteur limitant la rapidité de ces calculs est en fait l’emploi du logarithme dans l’estimation
des entropies moyennes. On a pu en effet constater que le simple calcul du logarithme d’un
scalaire p prend 0,48µs au processeur ADwin. Ce temps est considérable, comparé au cycle
d’horloge de 10/3 ns (le calcul d’un seul logarithme prend plus d’une centaine de cycles). Le
temps de calcul d’une valeur de l’entropie augmente ainsi quasi-linéairement avec la taille
de l’espace de Hilbert, à raison de 0,57µs par dimension. Pour nos expériences (NH = 8)
le calcul de l’entropie moyenne pour les deux cas de détection |e〉 ou |g〉 et pour les quatre
directions de mesure possible prend donc à lui seul 36µs : c’est là l’essentiel du temps
d’exécution de la boucle de rétroaction, qui dure en pratique 40µs.

Ceci implique que le passage à des stratégies plus élaborées d’optimisation, comme
la prise en compte des échantillons intermédiaires, ne pourrait se faire qu’en modifiant la
façon dont ces entropies sont calculées, en ayant par exemple recours à des tables de valeurs
du logarithme et pré-calculées et incluses dans le code du processus. Pour les expériences
proposées ici le temps de calcul reste bien inférieur au temps disponible, et nous pouvons
donc laisser le système de contrôle actif effectuer le calcul.

III.2 Calibration des paramètres expérimentaux

Que ce soit pour la mesure passive ou adaptative du nombre de photons, la connaissance
précise de l’appareil de mesure, c’est-à-dire des paramètres de l’interféromètre de Ramsey,
est capitale. L’effet du champ sur l’interféromètre est décrit par le déphasage par photon,
qui doit donc être également calibré. Enfin il est également nécessaire de connaître l’état
initial du champ pour estimer correctement l’évolution de la distribution du nombre de
photons au cours du temps. Nous décrirons donc dans cette section les diverses calibra-
tions qui doivent être réalisées. Nous signalerons dans une dernière partie les problèmes
de stabilité de la phase de Ramsey rencontrés lors de la réalisation de ces expériences, et
comment nous les avons corrigés.

III.2.1 Franges de Ramsey

Nous avons déjà donné, à la figure I.15 (ou, pour une frange unique, à la figure III.5(a))
l’exemple d’un signal de franges de Ramsey : la probabilité de détection dans l’état |g〉 est

2. Par ailleurs la carte compteur n’a pas encore reçu à ce stade d’impulsions porte : il n’y a en fait pas
de comptes à lire.
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mesurée en fonction de la fréquence de la micro-onde appliquée dans les zones de Ramsey.
Le champ électrique appliqué sur l’échantillon atomique dans la seconde zone de Ramsey
contrôle par effet Stark la phase de Ramsey de l’interféromètre, donc le décalage de ces
franges entre elles. Dans l’expérience qui a fourni l’exemple de la figure I.15, les potentiels
appliqués à la seconde zone de Ramsey sont modifiés de façon séquentielle, les échantillons
atomiques successifs étant donc mesurés selon les directions de mesure a,b,c,d,a... de la
même façon que lors d’une mesure QND passive. La mesure du contraste et du décalage
des franges permet donc de caractériser l’interféromètre pour tous les échantillons dans ces
expériences.

Dans le cas de la mesure adaptative, ce changement régulier n’a plus lieu d’être : c’est
l’estimateur qui choisit la phase optimale devant être appliquée. Or, nous avons déjà vu que,
les échantillons atomiques se succédant à relativement courte distance dans le montage, ils
sont sensibles au champ Stark destiné à l’échantillon suivant (cf. paragraphe III.1.1.c). Les
paramètres des franges de Ramsey dépendent donc a priori de la succession des potentiels
appliquées.

III.2.1.a Restriction à deux jeux de paramètres

Le problème suivant se pose en principe : les atomes traversant le montage sont sensibles
aux potentiels Ramsey appliquée à l’échantillon qui les suit. Nous ne pouvons plus connaître
a priori cet enchaînement. Il y a alors 16 combinaisons possibles de réglages des potentiels
pour deux échantillons atomiques voisins, chacune de ces combinaisons correspondant en
principe à des paramètres différents pour chaque frange. Nous ne pouvons nous permettre
de calibrer toutes ces possibilités : cela prendrait un temps considérable (la mesure d’un
ensemble de franges prenant environ 15min).

Fort heureusement, nous avons pu constater, d’abord à l’aide de simulations Monte-
Carlo des expériences proposées, puis sur les résultats expérimentaux eux-mêmes, que le
contrôleur applique fréquemment la même valeur de potentiels à plusieurs échantillons
atomiques successifs. Pour un tel ensemble, la phase de Ramsey sera donc proche de celle
que l’on obtiendrait lors d’une mesure avec des potentiels constants.

C’est pourquoi nous avons fait en pratique le choix de calibrer les franges d’une part
à potentiels constants pour les réglages a, b, c et d, et d’autre part lorsque ces 4 réglages
se succèdent séquentiellement (ce qui se produit pour la mesure passive). Ce dernier cas
se rencontre de nombreuses fois dans nos expériences, il est logique de le calibrer ; dans
le premier cas, les mesures indépendantes à potentiels fixés fourniront des calibrations qui
seront la plupart du temps correctes dans la mesure où les changements de potentiels sont
relativement peu fréquents entre échantillons atomiques successifs.

Nous incluons donc dans l’estimateur deux jeux de paramètres pour les franges de
Ramsey. À partir des paramètres des franges sont construits deux jeux de POVM, et
l’analyse d’une détection atomique se fera donc avec le POVM associé à la préparation
de l’échantillon détecté, selon qu’il fasse partie d’un bloc où le choix des phases est passif
(on utilisera la calibration à potentiels variés) ou adaptatif (on utilisera la calibration à
potentiels constants).
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III.2.1.b Influence entres échantillons voisins

La figure III.8 fournit une illustration de le dépendance entre échantillons voisins : on
a enregistré pour les mêmes valeurs de potentiels les franges de Ramsey obtenues lorsque
ces potentiels sont variés séquentiellement, et lorsqu’ils sont constants pour chaque frange.
Pour des raisons de clarté, la figure ne présente que deux des quatre franges enregistrées.

Fréquence (kHz)

� �

Figure III.8 – Décalage des franges de Ramsey selon l’alternance des potentiels. On a
représenté deux signaux correspondant à des phases de Ramsey φa (couleur noire) et φc

(couleur rouge) séparées de π/2 environ, dans deux situations : la probabilité πg pour
chaque réglage est enregistrées à potentiels Ramsey constants en fonction de la fréquence
de la source (traits continus), ou bien elle est extraite d’une mesure où les potentiels Ramsey
sont séquentiellement alternés pour les échantillons atomiques successifs (traits pointillés).
Les courbes sont des ajustements sinusoïdaux des points de mesure. La référence de phase
est arbitraire.

On constate que les deux jeux de paramètre obtenus sont différents : les contrastes et
le décalage des franges sont modifiés lorsque l’on alterne les potentiels ; la phase à l’origine
des franges, liée à la phase de Ramsey, se trouve également changée. Pour les réglages a et
c représentés on trouve les écarts :

|∆φa| = (0,054± 0,002)π, |∆φc| = (0,043± 0,002)π. (III.1)

Nous avons jusqu’ici supposé pouvoir aligner les directions de mesure avec les directions
associées aux divers nombres de photons, choix logique car il permet d’utiliser au maximum
le contraste des franges pour distinguer les différents nombres de photons. Le décalage ci-
dessus n’est pas négligeable si nous le comparons au déphasage par photon de π/4, et
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nous devons donc en principe le prendre en compte nous voulons réaliser des mesures
adaptatives et passives suffisamment précises. C’est pourquoi nous choisissons deux jeux
de potentiels distincts pour les mesures passive et adaptative, de façon à pouvoir choisir
indépendamment les deux jeux de paramètres calibrés afin que les directions de mesure
soient identiques dans les deux cas.

Décrivons plus précisément le choix de cette direction de mesure, i.e. de la phase de
Ramsey. Lors de la calibration des franges de Ramsey, la cavité étant dans le vide de
photons (état préparé par l’envoi d’une série d’atomes absorbeurs, cf. section I.4.2) on
enregistre les franges en fonction de la fréquence de la source micro-onde νr alimentant les
zones de Ramsey. La cavité étant vide, on a φ(n) = 0 et

πg(φr) = π0 +
C

2
cos(φr).

La fréquence devant prendre une valeur fixe lors de la réalisation d’une séquence expéri-
mentale, on choisit alors les potentiels et la fréquence νr de manière à obtenir la phase de
Ramsey souhaitée pour chaque réglage : par exemple, si pour le réglage a et à la fréquence
choisie la probabilité de détection de |g〉 est maximale, alors on a φa = 0.

III.2.1.c Déphasage par photon et phase de Ramsey

Le déphasage induit sur les franges par la présence de n photons, φ(n) est un paramètre
clé de notre estimation. C’est le paramètre dépendant du champ dans nos POVM :

Eg(φr) = π0 +
C

2
cos(φ(n) + φr), Ee(φr) = ✶− Eg(φr).

Le principe de la mesure de φ(n) [65] a déjà été donné au paragraphe II.1.4.b, lorsque
nous avons interprété ce déphasage en termes de pseudospin atomique. Nous effectuons
pour cette mesure une tomographie de spin en présence d’un petit champ cohérent, et
nous représentons ensuite l’histogramme des phases des dipôles atomiques en sortie de
l’interféromètre de Ramsey. Cet histogramme fait apparaître plusieurs pics correspondant
aux différentes valeurs de n, et son ajustement par une somme de courbes gaussiennes
fournit une mesure de φ(n).

Dans les expériences réalisées ici, nous souhaitons pouvoir distinguer les nombres de
photons de 0 à 7, ce qui nous à conduit à choisir un déphasage par photon proche de π/4.
Pour un désaccord δ = 2π · 238 kHz, les valeurs mesurées de φ(n) (cf. paragraphe II.1.4.b)
sont bien ajustées par l’approximation au second ordre

φ(n) = (0,255± 0,003)πn− (0,0015± 0,0005)πn2.

III.2.2 Injection micro-onde

Dans toutes les expériences que nous voulons réaliser, la connaissance de l’état initia-
lement injecté est essentielle à l’estimation exacte de l’évolution des populations P (n) des
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nombres de photons. Il nous faut donc calibrer le taux d’injection γ de micro-onde dans
la cavité [65]. Ce taux, que nous avons introduit au paragraphe I.2.2.b, donne l’échelle de
temps caractéristique de l’injection : γ−1 s’interprète comme le temps nécessaire à l’injec-
tion d’un champ d’amplitude unité 3. Pour cette calibration, nous mesurons le signal πg
d’une frange de Ramsey (la phase φr étant fixée) pour différentes durées d’injections de
champ cohérent (la puissance de la source étant fixée). En présence d’un champ cohérent
|α = γtinj〉, la valeur du signal de Ramsey πg(α) est donnée par la somme pondérée des
valeurs correspondant aux nombres de photons présents dans le champ :

πg(α) = e−|α|2
∑

n≥0

|α|2n
n!

πg(n), (III.2)

où πg(n) = π0 +
C

2
cos (φr + φ(n)) . (III.3)

En faisant l’hypothèse d’un déphasage par photon linéaire φ(n) = nφ0 (dont nous sommes
proches en pratique), la somme ci-dessus peut se mettre sous la forme :

πg(α = γtinj) = π0 +
C

2
cos
(

φr + (γtS)
2 sinφ0

)

e(γtS)
2(cosφ0−1). (III.4)

Les paramètres π0, C et φr, peuvent être mesurés préalablement sur les franges de
Ramsey, le déphasage par photon est quant à lui mesuré indépendamment, comme nous
l’avons rappelé ci-dessus. L’enregistrement des valeurs πg(α = γtinj) pour une durée d’in-
jection variable et l’ajustement des points obtenus par l’équation (III.4) fournit donc le
seul paramètre libre, γ.

La figure III.9 donne un exemple d’une telle calibration, pour lequel on a choisi φr = 0.
On obtient par ajustement la valeur

γ−1 = (24,3± 0,2)µs. (III.5)

La durée d’injection nécessaire à l’obtention d’un champ initial contenant 〈n〉 ≃ 3 photons
est donc de tinj = 42,1µs.

Reconstruction d’état Nous avons en fait déjà présenté une autre méthode de déter-
mination du taux d’injection. Au paragraphe II.1.3.b nous avons illustré la méthode de
reconstruction par maximum de vraisemblance sur l’exemple d’une injection de champ co-
hérent. Cette méthode permet de reconstruire directement les populations de l’état initial.
Elle est plus contraignante puisqu’elle requiert la connaissance précise du temps de vie de
la cavité et les paramètres des quatre franges de Ramsey utilisées, et nécessite le calcul
de l’état de maximum de vraisemblance. Elle ne fait cependant pas appel à l’hypothèse
simplificatrice d’un déphasage par photon linéaire. Les estimations fournies par les deux
méthodes sont de précision comparable, mais la méthode présentée ici a l’avantage d’être
plus rapide, nécessitant à la fois moins de données une analyse moins complexe.

3. On peut sans perte de généralité prendre γ réel, en prenant la phase du champ initial comme référence.
Ceci a peu d’importance pour notre estimation d’état, où la phase du champ n’intervient pas.
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Figure III.9 – Calibration des injections de champ cohérent à l’aide des franges de Ram-
sey : probabilité de détection de |g〉 en sortie de l’interféromètre en fonction de l’am-
plitude du champ cohérent, exprimé ici en termes de durée d’injection tinj. La courbe
continue est un ajustement à un paramètre fournissant le taux d’injection γ. On obtient
ici γ−1 = (24,3± 0,2)µs.

III.2.3 Dérive de la phase de Ramsey

Nous concluons ce chapitre en présentant deux imperfections expérimentales qu’il a fallu
combattre dans la réalisation de nos expériences. Insistons tout d’abord sur l’importance
capitale qu’a la connaissance exacte de la phase de Ramsey : c’est ce paramètre, inclus
dans nos POVM, qui nous permet d’identifier dans quelle direction «pointe» le pseudospin
atomique et d’en déduire une information sur le contenu en photons de la cavité. Il nous
faut donc limiter au maximum l’imprécision ou les fluctuation de ce paramètre (à une
échelle non négligeable devant le déphasage par photon).

Les paramètres ayant une influence sur la valeur de la phase de Ramsey sont tous ceux
liés à l’interféromètre. Une grande attention doit donc être prêtée :

– à la stabilité des impulsions π/2 : si la fréquence de la source et la durée des impulsions
sont facilement bien contrôlées (les générateurs micro-ondes sont précis au Hz, et l’on
emploie des diodes PIN aux temps de commutation brefs – de l’ordre de 100 ns –
pour appliquer l’impulsion), la puissance effectivement couplée aux cavités Ramsey
dépend de toute la chaîne d’acheminement. Il a donc fallu s’assurer de l’insensibilité
des guides micro-ondes employés à des perturbations, qu’il s’agisse de vibration ou
de fluctuations de température tout au long du trajet menant au cryostat ;

– à la présence de champs électriques parasites (qui peuvent modifier la phase accu-
mulée entre les deux zones de Ramsey) : si l’on a veillé à diminuer le bruit sur les
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potentiels appliqués aux électrodes des zones de Ramsey (par l’ajout de diviseurs de
tension), nous n’avons pas accès aux électrodes elles-mêmes en cas de problème, le
montage étant sous vide et à froid 4.

Malgré toutes ces précautions, nous allons voir que des fluctuations de la phase de Ramsey
demeurent, desquelles il faudra nous accommoder.

III.2.3.a Dérive initiale

Une première anomalie a pu être mise en évidence lors de mesures de contrôle sur la
cavité dans son état d’équilibre thermique. La reconstruction de l’état de maximum de
vraisemblance à l’aide ces mesures faisait apparaître l’état de Fock à 0 photons, et celui à 7
photons. Ce résultat est absurde : on ne devrait avoir, outre le vide de photons, qu’environ
8% de |1〉. Son origine est illustrée à la figure III.10 : dans cette expérience nous avons
mesuré l’histogramme de spin issu de la mesure d’une série d’atomes interagissant avec la
cavité vide de photons. Cette mesure, dont le principe a été donné au paragraphe II.1.4.b,
est celle que nous avons utilisé pour déterminer le déphasage par photon. Elle est ici
effectuée à l’aide d’une séquence courte (120 échantillons, figure III.10 (a)) ou longue (800
échantillons, figure III.10 (b)) d’échantillons atomiques pour lesquels la phase de mesure
est régulièrement alternée ; cette séquence est répétée de façon à avoir le même nombre de
fenêtres d’estimation du pseudospin dans les deux expériences (de l’ordre de 105).

On constate de manière frappante le déplacement du pic principal de l’histogramme
associé au vide de photons. Rappelons-nous que cette représentation est construite à l’aide
des projections du spin selon les directions de mesures ; les phases de Ramsey des quatre
réglages employés sont donc des paramètres de ces histogrammes. Si nous voyons le pseu-
dospin associé au vide se déplacer (initialement les phases de Ramsey sont choisies de sorte
que 〈Sx〉 soit maximal pour le vide de photons), c’est qu’en fait ces phases de Ramsey
évoluent globalement, selon le nombre d’échantillons employé pour la mesure.

La figure III.10(c) apporte une information plus précise. Nous y représentons pour une
expérience similaire utilisant 800 échantillons de mesure, l’évolution temporelle de la phase
moyenne du pseudospin atomique 〈φ〉. Cette phase moyenne est obtenue de la façon sui-
vante : on associe à chaque instant t un groupe de 4 échantillons mesurés avec les phases
successives a, b, c, d (le premier étant détecté à l’instant t, le second à t+83µs...). Les résul-
tats de détection selon chaque direction de mesure sont moyennés sur 12000 trajectoires.
Ces estimations des projections du pseudospin global (tous nombres de photons confon-
dus) à l’instant t nous fournissent une valeur de phase moyenne, 〈φ〉(t). C’est la moyenne
de l’histogramme de phase que l’on obtiendrait en réalisant une tomographie de spin du
champ à l’instant t.

Nous avons ainsi accès à l’évolution temporelle de cette phase moyenne, qui reflète
notamment celle de la phase de Ramsey. On constate effectivement à la figure III.10(c)
une évolution initiale systématique et non négligeable de l’ordre de 0,05π au début de
la séquence. Dans un second temps la phase croît sur une échelle de temps bien plus

4. Lors de la réalisation des expériences présentées ici le montage était à froid depuis deux ans et cinq
mois. Il l’est encore à l’heure où nous écrivons ces lignes.
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Figure III.10 – Dérive initiale de la phase de Ramsey : l’histogramme de spin pour une
cavité vide est mesuré (a) par des séquences de 120 échantillons, les phases de mesure
étant alternées, (b) par des séquences de 800 échantillons dans les mêmes conditions. On
constate une dérive du pic associé au vide de photons, qui signale une variation de la phase
de Ramsey des franges utilisée selon le nombre d’échantillons utilisés pour la mesure ; (c)
Évolution de la phase moyenne(voir texte) estimée à l’aide des projections de spin, en
fonction du temps (en termes d’échantillons atomiques). Pour plus de clarté, les calculs
sont effectués de sorte que ϕ|0〉 ≃ π/2 : on constate effectivement une croissance initiale
systématique de la phase moyenne mesurée à l’échelle d’une centaine d’échantillons. Elle
subit ensuite une évolution lente, qui peut être imputée à la réapparition de l’état thermique
dans la cavité : on a tracé en pointillés noir cette contribution. La courbe rouge est la somme
de cette contribution et d’un terme exponentiel ; l’ajustement fournit pour ce terme une
constante de temps de 50 échantillons environ.
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longue : ceci peut être imputé à la réapparition du champ thermique dans la cavité, de
durée caractéristique Tcav = 65ms ≃ 780 échantillons. Nous observons en effet une phase
moyenne : la retour progressif à l’état d’équilibre thermique, avec essentiellement l’état de
Fock à 1 photon dans une faible proportion, modifie l’histogramme de phase, et donc 〈φ〉.
Nous avons tracé sur la figure III.10(c) cette contribution en pointillés noirs.

La variation de phase initiale est un phénomène différent (et inattendu) associé à la
succession des échantillons atomiques. Une analyse plus précise a montré qu’il suffisait
d’alterner le potentiel de la seconde zone de Ramsey pour déclencher cette évolution, sans
qu’il soit nécessaire d’avoir effectivement des atomes traversant le montage. Une explication
probable de ce phénomène réside dans la polarisation indirecte d’une électrode voisine de
la zone de Ramsey, pour laquelle le contact électrique n’est plus correctement réalisé, sous
l’effet de l’alternance des potentiels. L’ajustement de la courbe 〈φ〉(t) (courbe rouge) par
la somme de la contribution liée au champ thermique et d’une exponentielle qui caractérise
la dérive initiale de la phase de Ramsey fournit pour celle-ci une constante de temps de
50 échantillons atomiques environ. La phase de Ramsey peut donc être considérée comme
stable après une centaine d’échantillons.

Ceci explique les résultats aberrants trouvés pour la reconstruction des populations de
l’état d’équilibre thermique de la cavité : cette mesure s’effectue en effet avec des séquences
longues d’échantillons atomiques (800 ou plus), alors que la calibration des franges de
Ramsey se fait à l’aide de séquences courtes (afin que le vide de photon préparé n’ait pas
le temps de revenir à l’état d’équilibre thermique). Le choix de phases de Ramsey que
nous faisons est donc erroné, et la valeur utilisée pour l’analyse par reconstruction diffère
de la valeur effectivement prise sur une séquence longue. La reconstruction par maximum
de vraisemblance interprétait en fait ce décalage du pseudospin comme l’apparition de 7
photons dans la cavité.

Pour remédier à ce problème nous avons systématiquement inclus avant toute séquence
de mesure une série de 120 échantillons atomiques auxiliaires, pour lesquels les potentiels
de la zone de Ramsey sont alternés : ceci a pour but que l’évolution initiale parasite de la
phase de Ramsey soit achevée pour les premiers échantillons atomiques «utiles». De cette
façon, la calibration des franges de Ramsey sera bien conforme aux potentiels effectivement
vus par les atomes lors d’une mesure QND.

III.2.3.b Fluctuations de long terme

Mentionnons finalement que nous avons pu observer malgré les précautions prises une
fluctuation des phases de Ramsey sur le long terme. À l’aide de mesures QND passives,
nous pouvons en effet reconstruire régulièrement l’histogramme de phase des pseudospins
atomiques, comme nous l’avons fait ci-dessus. Le choix de phases de Ramsey fait avant
toute expérience revient à fixer la position du pic associé au vide de photons dans cet
histogramme. La comparaison de la position mesurée à la position attendue permet de
constater une éventuelle dérive globale des phases de Ramsey par rapport aux calibrations
précédentes. La figure III.11 donne ainsi à voir la variation de cette phase associée à |0〉
au cours d’une série de prises de données, par rapport à une référence de phase initiale
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arbitraire. On peut observer des fluctuations résiduelles d’une fraction de π qui peuvent
fausser nos mesures si elles ne sont pas prises en compte.
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Figure III.11 – Fluctuations de la phase de Ramsey : évolution de la phase du pseudospin
associé au vide de photon au cours de 8 heures d’expérience. Cette phase est calculée à
partir de mesures QND «passives» donnant accès à l’histogramme des phases pour les
différents nombres de photons ; toutes les valeurs représentées ici sont référencées à une
phase arbitraire. Les fluctuations observées s’interprètent comme une variation de la phase
de Ramsey φr et conduisent à une recalibration périodique des franges de Ramsey.

L’accumulation d’une quantité de données suffisante pour un traitement statistique des
résultats de nos expériences peut prendre plusieurs heures. Nous avons donc été amenés à
recalibrer régulièrement les franges de Ramsey, c’est-à-dire à vérifier le réglage des phases
de Ramsey, au cours d’une série d’expériences.

Conclusion

Ce chapitre nous a permis de décrire précisément l’implémentation d’une boucle de
rétroaction sur la mesure faible des atomes dans notre expérience. Nous avons d’abord
présenté le système de contrôle actif qui permet le choix en temps réel des paramètres de la
rétroaction (les potentiels de R2 pour la phase optimale). Nous avons montré comment il
fonctionne de façon synchrone avec un système passif chargé des opérations systématique-
ment associées à chaque échantillon atomique. On a pu également voir que la rétroaction
est retardée du fait d’échantillons intermédiaires entre l’échantillon détecté et celui sur
lequel la phase de Ramsey est adaptée ; ce décalage a conduit au choix d’un déroulement
temporel précis pour la boucle de rétroaction.

Dans un second temps nous avons donné le principe de la calibration des paramètres
expérimentaux intervenant dans l’estimation d’état. Un soin particulier a dû être apporté
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aux franges de Ramsey, qui nous permettent de déduire l’évolution des populations du
champ lors d’une détection. À la fin de ce chapitre, nous avons mis en évidence une dérive
systématique de la phase de Ramsey lors d’une séquence expérimentale, qui a été corrigée,
ainsi que des dérives aléatoires plus lentes, qui nous conduiront à calibrer régulièrement les
franges de Ramsey.



Chapitre IV

Résultats expérimentaux

Nous avons à ce stade présenté tous les éléments nécessaires à la réalisation d’une
mesure adaptative du nombre de photons dans notre expérience. Nous pouvons maintenant
présenter la structure des expériences, telles qu’elles ont été réalisées, et les principaux
résultats de notre travail.

Nous avons donné, à la section II.2.2, le principe des deux expériences proposées. Dans
la première, nous sélectionnons des trajectoires n’ayant pas subi de saut quantique à l’aide
de mesures annexes, afin d’observer l’effet de la mesure adaptative dans le contexte simplifié
de la mesure d’un état sans relaxation. Une fois le principe de la mesure adaptative validé,
nous pourrons dans une seconde expérience réaliser la projection du champ dans un état
de Fock à l’aide d’une mesure adaptative, en présence de la relaxation.

Ces deux expériences seront présentées dans cette ordre : on donnera d’abord leur
structure détaillée, puis les différentes analyses que l’on a pu effectuer sur les résultats, qui
montrent notamment l’amélioration nette apportée par la mesure adaptative.

IV.1 Mesure d’un état sélectionné sans relaxation

IV.1.1 Structure de l’expérience

IV.1.1.a Principe de la sélection

Dans cette expérience, nous cherchons à tester l’impact de l’adaptation de phase sur
la décimation, dans les conditions les plus simples possibles, c’est-à-dire en l’absence de
relaxation. On peut en principe atteindre cet objectif de la façon suivante : on prépare
d’abord la cavité dans un état de Fock |n = nI〉 à l’aide d’une mesure passive. Puis on
effectue une mesure adaptative, sans connaissance a priori, sur l’état préparé. Enfin on
vérifie que l’état préparé n’a pas relaxé pendant la mesure adaptative en effectuant une
nouvelle mesure passive : on obtient un état de Fock |n = nF 〉. On sélectionne finalement
les trajectoires pour lesquelles nI = nF . C’est sur cet ensemble de trajectoires que l’on
étudiera l’effet de l’adaptation de phase.

Les mesures passives de préparation et de vérification ont les caractéristiques suivantes :

113
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Relaxation : Ces mesures s’effectuent en présence de relaxation : pendant la mesure,
le nombre de photons peut changer du fait d’un saut quantique. Il faudrait cependant
détecter plusieurs atomes pour que ce changement soit perceptible sur les taux de transferts
mesurés à l’aide de l’interféromètre, et modifie notre estimation de l’état. La prise en compte
systématique de la relaxation consiste donc à inclure à chaque étape dans notre estimation
la probabilité de la relaxation du champ donnée par l’équation maîtresse, comme nous
l’avons présenté au paragraphe II.2.3.b.

Seuil de convergence : La décimation converge en principe vers un état de Fock pur.
Cependant la relaxation tend à contrarier cette convergence : il est plus difficile d’atteindre
des fidélités très proches de 1 en un temps donné, et plus le temps de mesure est long, plus il
est probable que le nombre de photons change suite à un saut quantique. Il nous faut donc
définir un critère pour lequel nous considérons que la préparation (ou la vérification) d’un
état de Fock est réalisée, en faisant en sorte qu’il soit vérifié en un temps raisonnable. Dans
nos expériences nous nous donnons comme critère de convergence que la fidélité estimée
sur un état de Fock |nc〉 a atteint 80% :

P est(nc) ≥ 0,8. (IV.1)

Estimation initiale : L’estimation initiale à partir de laquelle nous réalisons la décima-
tion doit reproduire au mieux la distribution réelle du nombre de photons, afin de ne pas
biaiser notre estimation. Il nous faudra définir cette initialisation pour les deux mesures de
préparation et de vérification.

IV.1.1.b Structure

Nous donnons ici la structure détaillée d’une séquence de mesure. Avant toute chose
une «initialisation» du système est réalisée : le champ thermique est d’abord éliminé à
l’aide d’une série d’environ 20 atomes absorbeurs réalisant un passage adiabatique ra-
pide dans la cavité (voir la section I.4.2), puis un champ cohérent calibré (voir la section
III.2.2) est injecté dans la cavité. En raison de la dérive initiale de phase constatée au
paragraphe III.2.3.a, un ensemble de 120 échantillons auxiliaires en interaction dispersive
avec le champ, et pour lesquels les phases de Ramsey sont alternées, est également envoyé
avant les échantillons atomiques de mesure, pour stabiliser la phase de Ramsey 1.

L’expérience proprement dite s’organise en trois «blocs» d’échantillons atomiques suc-
cessifs (voir la figure IV.1) :

Le bloc initial (I) effectue une mesure passive du nombre de photons, à partir d’un état
cohérent initial.

1. Du fait du délai introduit par ces échantillons auxiliaires, le champ injecté dans la cavité au début
de la séquence contient en fait 3,5 photons, de sorte que le nombre de photons moyen soit 3 au début de
la mesure proprement dite.
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Figure IV.1 – Structure de l’expérience de mesure d’un état sélectionné : un premier
ensemble d’échantillons atomiques (I) réalise une mesure passive du nombre de photons à
partir d’un champ cohérent, la relaxation et la statistique initiale du nombre de photons
étant prises en compte. Après convergence dans un nombre de photon nI , une nouvelle
mesure du nombre de photons est réalisée (bloc (M)). Il s’agit d’une mesure adaptative, à
partir d’une distribution uniforme, ne prenant pas en compte la relaxation. À la fin du bloc
de mesure, le bloc (F) réalise à nouveau une mesure de vérification du nombre de photon
nF , en partant d’une estimation réaliste de l’état, et en prenant en compte la relaxation.
Le tri des trajectoires pour lesquelles nI = nF permet d’étudier les résultats de la mesure
adaptative (cadre rouge) en l’absence effective de relaxation. Les phases de Ramsey notées
a, b, c, d sont choisies identiques pour les trois blocs de mesure, mais deux jeux de POVM
(dont le contraste ou le décalage peuvent différer) sont employés selon que la mesure est
passive (blocs (I) et (F)) ou adaptative (bloc (M) – voir la section III.2.1)

1. L’estimation initiale reproduit la distribution poissonienne du champ cohérent,
contenant 〈n〉 = 3 photons 2 :

P I
0 (n) =

〈n〉n
n!

e−〈n〉.

2. À chaque détection d’un échantillon atomique (d’indice k, éventuellement vide)
de résultat µ, cette estimation est actualisée par décimation à l’aide du POVM
correspondant (cf. équation (II.43)), qui dépend de la phase de Ramsey appli-

2. Plus précisément, la distribution de Poisson exacte est tronquée à n = nmax et renormalisée.



116 Chapitre IV. Résultats expérimentaux

quée à cet échantillon :
P I
k− 1

2
= Mµ(φr(k))P

I
k−1.

Rappelons qu’initialement deux jeux de POVM sont calibrés, selon que le choix
de phase est passif ou adaptatif : les POVM employés dans cette section sont
ceux calibrés pour un choix de phase passif (les phases de Ramsey sont choisies
identiques dans les deux cas (cf. section III.2.1), mais les contrastes et décalages
peuvent être légèrement différents).

3. L’évolution élémentaire due à la relaxation (équation (II.44)) est ensuite prise
en compte , et appliquée à cette estimation intermédiaire P I

k− 1
2

:

P I
k = TP I

k− 1
2
.

4. Le bloc de préparation (I) s’arrête lorsque la condition de convergence (IV.1) est
vérifiée pour un nombre de photons nI , ou que 396 échantillons ont été mesurés.

Le bloc de mesure (M) est celui où nous testons la mesure adaptative du nombre de
photons préparé en (I).

1. L’objectif de la mesure est de «retrouver» le nombre de photons sélectionné.
On initialise donc l’estimation des populations est à une distribution uniforme,
qui rend maximale l’entropie, i.e. l’information manquante sur ce nombre de
photons :

P0(n) =
1

nmax + 1
.

2. À chaque détection d’un échantillon atomique (éventuellement vide), de résultat
µ l’estimation est actualisée à l’aide du POVM correspondant :

Pk = Mµ(φr(k))Pk−1.

les POVM employés dans cette section sont ceux calibrés pour un choix de phase
actif, à potentiels constants.

3. On n’applique pas ici d’opérateur décrivant la relaxation, et la phase de Ramsey
est adaptée en temps réel en fonction de l’estimation Pk. La minimisation de
l’entropie moyenne détermine la phase de Ramsey à appliquer à l’échantillon
k + 4 :

φopt
k+4 = arg min

φ=a,b,c,d
〈S[P̃k+4]〉(φ),

où l’on note P̃k+4 la distribution que l’on obtiendrait à partir de Pk en détectant
l’échantillon k + 4 immédiatement après la détection de l’échantillon k.

Ce bloc est de durée fixe et comporte NM = 296 échantillons.

Le bloc final (F) a pour rôle de vérifier que le nombre de photon n’a pas changé durant
la mesure en (M).
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1. À compter de l’échantillon final du bloc (M), les phases de Ramsey des échan-
tillons atomiques préparés sont à nouveau alternées : on applique ainsi la phase
d à l’échantillon 3 kc + 4, a à kc + 5...

2. Du fait du retard de quatre échantillons entre détection et rétroaction, les quatre
détections correspondant aux derniers échantillons pour lesquels on a adapté la
phase, qui ne respectent donc pas la séquence a, b, c, d... ne sont pas lues.

3. L’estimation de la distribution est à nouveau réinitialisée : le nombre nI étant
connu, l’estimation la plus précise de l’état serait donnée par la distribution
estimée lors de la convergence du bloc (I), ayant subi une relaxation sur la durée
du bloc (M). Ceci augmenterait cependant le nombre de calculs à effectuer en
temps réel. Nous prenons donc une estimation initiale prédéfinie (fonction de
nI). On considère d’abord une distribution Q piquée en nI (qui décrit l’état
réel issu de la préparation – voir le paragraphe IV.1.1.d ci-dessous) : et prenons
comme initialisation du bloc (F ) le résultat de la relaxation de cette distribution
sur la durée du bloc de mesure :

P F
0 = T

NM+4Q.

4. Les détections correspondant à 400 échantillons atomiques avec des phases de
Ramsey alternées sont enregistrées : la distribution P F

k (n) est actualisée en
temps réel en prenant en compte les résultats de détection (les POVM employés
dans cette section sont ceux calibrés pour un choix de phase passif) et la relaxa-
tion.

5. La convergence est atteinte lorsqu’un nombre de photons nF vérifie la condition
(IV.1) :

P
(F )
k (nF ) ≥ 0,8.

L’analyse a posteriori des résultats nous permet de ne conserver dans ces expériences
que les trajectoires pour lesquelles nI = nF .

Bien évidemment, plus la durée de la mesure adaptative, et donc l’intervalle entre les
mesures de contrôle sera grand, plus la probabilité qu’un saut quantique ait lieu pendant
la mesure centrale sera importante. Cette durée doit donc être limitée, mais suffisamment
longue pour que l’on puisse observer la progression de la mesure. Nous avons choisi une
section de mesure adaptative de 296 échantillons atomiques, soit une durée de 24,6ms.
La préparation produisant de 0,3 à 0,4 atomes détectés par échantillon, on aura donc
une centaine de détections atomiques en moyenne sur cette section, soit le bon ordre de
grandeur pour arriver à la convergence. La proportion de sauts quantiques sur cette durée

3. De cette façon on anticipe sur l’alternance des phases de Ramsey : le premier échantillon détecté
dans le bloc final est l’échantillon kc + 5, de phase a. En choisissant le réglage de l’échantillon précédent
de manière à déjà respecter la succession des phases de la mesure passive, nous minimisons l’erreur sur la
phase de Ramsey de ce premier échantillon détecté.
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est alors de 60% environ 4.
La période de préparation (I) est de durée variable (aussitôt l’état préparé, on effectue

la mesure adaptative). Elles est cependant limitée à un maximum de 396 échantillons, es-
sentiellement pour des raisons de durée totale de la séquence expérimentale. La vérification
(F) comporte systématiquement 400 échantillons, même si l’indice nF peut être déterminé
plus rapidement, afin de permettre systématiquement la calibration de la phase de Ram-
sey. En effet, nous avons vu au paragraphe III.2.3.b que des fluctuation de la phase de
Ramsey peuvent se produire à l’échelle d’une expérience (l’acquisition d’une série de 1500
trajectoires s’effectue en un quart d’heure environ). Nous utilisons donc les détections is-
sues de la mesure passive de vérification pour effectuer une tomographie de spin, et vérifier
l’ajustement de la phase de Ramsey. Nous pouvons ainsi corriger d’éventuelles fluctuations
d’une série de trajectoires à l’autre.

Régulation des changements de phase : Nous avons vu à la section III.2.1 que la
phase de Ramsey d’un échantillon est influencée par celle de l’échantillon qui le suit :
toutes les alternances de réglage n’étant pas calibrées, des changements trop fréquents
introduiraient des imprécisions dans notre estimation d’état. La simulation de principe
de la mesure montre que le contrôleur minimisant l’entropie (à la précision numérique
de la simulation) continue de varier les phases de Ramsey y compris pour des gains très
faibles sur l’espérance de l’entropie. À titre d’exemple une entropie de 10−3 correspond à
distribution piquée sur un nombre de photons dont les deux voisins ont une probabilité
de l’ordre de 10−4 seulement. Des valeurs inférieures à cet ordre de grandeur n’ont que
peu de sens pour notre expérience, et pourraient cependant déclencher un changement de
phase. Nous ajoutons donc à l’algorithme de choix de phase la condition supplémentaire
que le changement d’entropie moyenne espéré doit être supérieur à 1 · 10−3. Nous avons
pu vérifier sur des simulations que cette limitation ne modifiait pas les performances de la
mesure adaptative, mais réduisait efficacement la fréquence des sauts de phase à la fin de
la trajectoire.

Optimisation de la sélection : Dans le cas où la phase de Ramsey se trouve décalée,
du fait de fluctuations lentes, par rapport aux calibrations incluses dans l’estimateur, nous
ne pouvons évidemment pas revenir sur les décision prises en temps réel durant la mesure.
Par contre, le tri des trajectoires s’effectuant a posteriori, nous pouvons réanalyser les
mesures passives de préparation et de vérification en incluant un décalage éventuel. Les
indices nI et nF peuvent s’en trouver modifiés, et on effectue ainsi une meilleure sélection
des trajectoires sans saut quantiques.

Mesure témoin : La mesure témoin passive correspond simplement à l’absence d’adap-
tation de la phase dans la section de mesure (M), qui est donc alternée pour des échantillons

4. La probabilité de saut après projection initiale dans l’état n est 1 − exp(−nt/Tcav) (en négligeant
l’état thermique). On peut ensuite sommer les contribution de n différents issus de l’état cohérent initial
∣

∣α =
√
n̄
〉

pour obtenir Psaut = 1− exp(−n̄(1− exp(−t/Tcav))).
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successifs (a, b, c, d...). L’estimation d’état est conduite à l’aide des POVM correspondants
selon la structure présentée ci-dessus.

IV.1.1.c Choix des phases de Ramsey

Avant de présenter les principaux résultats obtenus, indiquons les paramètres que nous
avons choisi pour cette mesure. Nous avons représenté sur la figure IV.2 les orientations
des états atomiques corrélés aux différents nombres de photons dans le plan équatorial de
la sphère de Bloch, en prenant en compte la non-linéarité du déphasage par photon. Nous
utilisons quatre phases de Ramsey comme précédemment, séparées de π/4 environ. Elles
ont été choisi de la façon suivante : pour tout nombre de photons n, la phase de Ramsey
telle que π(g|n, φr) ≃ π(e|n, φr) ≃ 0,5 permet de distinguer au mieux le nombre de photon
n de ses plus proches voisins. Pour une distribution piquée autour de n et suffisamment
symétrique, c’est aussi la phase qui assure la plus grande réduction d’entropie en moyenne.
On peut ainsi associer à chaque nombre de photons un phase de Ramsey φn telle que pour
un champ contenant ce nombre de photons l’interféromètre soit sur un milieu de franges :

φn ≡ −φ(n)− π

2
. (IV.2)
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Figure IV.2 – Paramètres des franges de Ramsey : (a) orientation des pseudospin ato-
miques associés aux différents nombres de photons (traits pleins rouges), et directions des
axes de rotation pour l’impulsion π/2 dans la seconde zone de Ramsey pour les quatre
choix de phases de Ramsey φaxe

0 , φaxe
1 , φaxe

2 , φaxe
3 (pointillés bleus). (b) Probabilités condi-

tionnelles π(g|n, φi) de mesure dans |g〉 pour ce jeu de paramètres et les différentes phases
de mesure. Les phases de Ramsey choisies sont identiques pour les POVM de la mesure
passive ou active ; le contraste et le décalage des franges peuvent différer. Pour des raisons
de clarté on ne représente ici que les POVM correspondant à la mesure active.

De même que nous avons précédemment associé à la phase de Ramsey φr une direction
de mesure dans le plan équatorial de la sphère de Bloch, nous pouvons lui associer l’axe de
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la rotation effectuée dans la seconde zone de Ramsey. La direction de cet axe de rotation
dans le plan de la sphère de Bloch est donnée par la phase

φaxe = −π/2− φr.

La condition (IV.2) se réécrit donc :

φaxe
n = φ(n),

c’est-à-dire que les phases de Ramsey φn vérifiant cette condition ont leurs axes de rotation
alignés avec la direction du pseudospin associés au nombre de photon n.

Nous avons choisi d’utiliser quatre phases de Ramsey ainsi associées aux premiers nom-
bres de photons, que nous noterons donc dorénavant φ0 ≡ a, φ1 ≡ b, φ2 ≡ c, φ3 ≡ d.
Nous avons représenté sur la figure IV.2(a) cette direction φaxe correspondant au milieu
de franges (π(g|n, φi) = π0) pour les quatre phases utilisées lors de la mesure active, pour
un exemple de réglage typique issu de nos résultats. Sont également représentées pour ces
réglages, à la figure IV.2(b), les probabilités conditionnelles π(g, |n, φi), c’est-à-dire les élé-
ments du POVM de la détection dans |g〉 pour les phases choisies, faisant apparaître les
contrastes et les décalages calibrés des franges.

Lors d’une série d’expériences on effectue initialement le réglage des potentiels de R2

pour les deux jeux de franges de Ramsey des mesures passive et active (voir le paragraphe
III.2.1.b) pour ajuster les écarts entre phases de Ramsey aux écarts entre déphasages par
photon. Les phases de Ramsey choisies sont identiques pour les deux jeux de franges. Puis
on choisit la fréquence de la source Ramsey pour fixer la valeur de φ0. Rappelons que du fait
des fluctuations de phase décrites au chapitre précédent, nous corrigeons périodiquement
la valeur de cette fréquence pour assurer l’alignement souhaité.

IV.1.1.d Caractéristiques de la préparation initiale :

Comme nous l’avons dit, il est utile pour préciser l’initialisation de la mesure de vérifi-
cation (bloc (F)) de connaître le résultat de la préparation passive d’un nombre de photon
avec un seuil de 80% à l’issue du bloc initial (I). Afin d’obtenir une estimation de l’état
préparé en moyenne, on effectue une mesure annexe, où la mesure de préparation est suivie
dès la convergence d’une série de 400 échantillons atomiques aux phases alternées. Nous
utilisons ensuite ces échantillons pour reconstruire l’état convergé, à l’aide de la méthode
de maximum de vraisemblance présentée au paragraphe II.1.3.b. Ceci fournit en fonction
de nI l’histogramme P (n) de la distribution moyenne obtenue à l’issue de la préparation.
Les résultats sont représentés à la figure IV.3.

Cette reconstruction a pu être effectuée pour les nombres de photons de 0 à 4 (les
statistiques étant trop faibles pour les valeurs de nI supérieures).Les distributions obtenues
font essentiellement apparaître les deux nombres de photons voisins de nI . La fidélité
obtenue est un peu inférieure à la fidélité attendue de 0,8 (celle prévue par l’estimateur),
selon le nombre de photons. Les nombres de photons plus élevés, comme 3 et 4 sont plus
instables et leur mesure est donc probablement plus sensible aux imperfections résiduelles.
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Figure IV.3 – Reconstruction de l’état à l’issue de la préparation initiale : on donne en
fonction du résultat de la préparation atomique nI l’histogramme P (n) de la distribution
obtenue à l’aide d’une reconstruction par maximum de vraisemblance (voir le paragraphe
II.1.3.b pour la méthode), sur 826, 2212, 2681, 2279, et 1454 traces pour nc = 0, 1, 2, 3, et
4 respectivement. Les barres d’erreurs indiquent, pour chaque nombre de photons, l’écart
quadratique moyen entre l’évolution temporelle issue de la reconstruction et la courbe
ajustée (c’est cet écart qui est minimisé lors de l’ajustement). Le seuil de convergence pour
l’estimateur réalisant la préparation est de 80%.
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Il en va autrement du vide de photons nI = 0, qui ne relaxe pas : la fidélité plus basse
obtenue ici est due à la confusion faite par le filtre entre l’état |8〉 et l’état |0〉 pour lequel
les probabilités de détection de |e〉 et |g〉 sont très proches. L’estimateur les confond car il
n’a pas connaissance de |8〉 (l’espace de Hilbert est limité à 7 photons au maximum). Ainsi
pour un état cohérent initial de nombre de photons moyen 〈n〉 = 3, environ 1 trajectoire
sur 6 paraissant ne contenir aucun photon en contient en fait 8. Lors de la reconstruction,
cet état à 8 photon a relaxé : on retrouve de fait une population non nulle sur l’état à 7
photons. C’est cette sélection erronée qui est responsable de la moins bonne préparation
de |0〉.

Étant donnés ces résultats, nous avons fait le choix d’une distribution systématique
Q(n) pour décrire cette préparation et initialiser la mesure de vérification finale selon la
valeur de nI :

Q(nI) = 0,7, Q(nI ± 1 mod 8) = 0,15. (IV.3)

On sous-estime un peu pour les états à 1 et 2 photons la qualité de la préparation en
faisant ce choix, mais cela a la vertu d’assurer une meilleure sélection des trajectoires :
la dernière étape de vérification requiert quelques étapes de décimation supplémentaires,
pour bien vérifier le nombre nF . Ce choix est particulièrement utile pour les convergences
vers 0 en présence de 8 photons mentionnées ci-dessus. En effet, une distribution telles
que Q(0) = 0,8, subissant la relaxation sur le temps de la mesure (M), ne peut voir
qu’augmenter la population de |0〉 5. La condition de sélection finale à 80% serait donc
automatiquement satisfaite pour la mesure de vérification (F). On sélectionnerait ainsi
comme trajectoire sans saut quantique dans le vide de photons une trajectoire où le nombre
de photons part en fait de 8 et relaxe toute au long de la mesure. Du fait de la description
choisie pour l’état préparé à l’issue de (I), la vérification est effectuée même pour |0〉, et
permet d’éliminer ce type de trajectoires.

IV.1.2 Trajectoires individuelles

Nous présentons à la figure IV.4 deux exemples d’évolutions de l’estimation d’état lors
d’une mesure adaptative, obtenues pour nI = nF = 2 et nI = nF = 3. En parallèle nous
montrons les choix de phase (repérés par l’indice i de φi) effectués par le contrôleur, ainsi
que l’évolution de l’entropie de la distribution, normalisée à 1 pour la distribution uniforme
(à l’instant initial). Comme on pouvait s’y attendre l’évolution de l’estimateur n’est pas
qualitativement différente de celle observée pour une décimation passive, comme on a pu en
voir au chapitre II (figure II.2). La distribution se resserre progressivement, ce qui conduit
à une compétition entre deux états voisins, dont l’un atteint finalement une fidélité proche
de 1 (c’est ici l’état au nombre de photons majoritaire sélectionné |n = nI = nF 〉).

Les choix de phase effectués par le contrôleur présentent des tendances communes. La
phase est variée plus fréquemment en début de trajectoire, et prend à la fin de celle-ci

5. Ceci est vrai de toute distribution piquée en 0 si la population initiale de |0〉 est inférieure à celle de
l’état d’équilibre thermique.
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une valeur fixe. Les périodes pendant lesquelles cette phase est stable sont corrélées à des
périodes où la forme de la distribution varie peu malgré les détections.

L’entropie, quand à elle, décroît progressivement pour atteindre une valeur quasi-nulle
correspondant à la fidélité proche de 1 atteinte en fin de trajectoire. Son évolution n’est
cependant pas monotone : nous ne minimisons l’entropie qu’en moyenne et elle peut donc
croître localement selon les résultats des détections atomiques.

Pour mieux décrire et quantifier l’impact de l’adaptation de phase, nous allons consacrer
la suite de cette partie à une analyses d’ensemble des trajectoires ainsi sélectionnées (pour
les mesures adaptative et passive 19500 trajectoires ont été enregistrées, desquelles on a
extrait environ 6000 trajectoires vérifiant nI = nF ). Nous nous intéresserons premièrement
à l’entropie de la distribution, à laquelle est lié notre algorithme. Puis nous observerons
l’évolution des population moyennes des nombres de photons lors de cette mesure, que nous
comparerons à l’état préparé. Enfin, nous proposerons quelques analyses sur les choix de
phase effectués par le contrôleur.

IV.1.3 Réduction de l’entropie moyenne

Notre algorithme de contrôle repose sur la minimisation de l’espérance de l’entropie
à chaque détection, ou de façon équivalente la maximisation de l’information apportée
par la mesure en moyenne. Nous nous intéressons donc d’abord à l’évolution moyenne de
l’entropie de la distribution : l’évolution de l’entropie de la distribution S[Pk] est calculée
pour chaque trajectoire, puis moyennée, pour chaque échantillon k, sur l’ensemble des
trajectoires. L’évolution de cette entropie moyenne, notée S(t), est représentée à la figure
IV.5(a) pour les mesures passive et adaptative. Pour des raisons de simplicité elle est
normalisée à 1 pour la distribution uniforme (à l’instant initial). Il est manifeste que l’on
obtient à un instant donné une entropie moyenne plus basse en ayant recours à la mesure
adaptative, qui joue donc bien son rôle : on acquiert plus rapidement l’information sur le
nombre de photons en adaptant la phase de Ramsey.

IV.1.3.a Comparaison aux simulations

Nous représentons en traits pointillés sur cette même figure IV.5(a) les évolutions de
S données par une simulation Monte-Carlo de nos deux mesures, pour des paramètres ex-
périmentaux typiques. Nous pouvons constater un très bon accord jusqu’à une valeur de
S de 0,2 environ. Pour des valeurs inférieures, la décroissance de l’entropie est légèrement
moindre que celle prédite par la simulation. L’accélération apportée par la mesure adap-
tative reste cependant du même ordre. Ce petit décalage n’est pas vraiment surprenant :
l’expérience réelle est sujette à des imperfections que la simulation ignore, à commencer
par les fluctuations de la phase de Ramsey (auxquelles on peut ajouter les incertitudes
résiduelles sur les paramètres calibrés).

Ceci est confirmé par la figure IV.5(b). Nous y rappelons les résultats de l’expérience
et de la simulation pour la mesure passive.En outre, nous représentons le résultat obtenu
lorsque les données du bloc de mesure (M) sont réanalysés en incluant le décalage éventuel
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(a)

(b)

Figure IV.4 – Exemples de mesures adaptatives : évolution de l’estimation de la distri-
bution du nombre de photons au cours du temps, du choix de phase repéré par l’indice (0,
1, 2, 3) de φi, et de l’entropie de la distribution estimée pour deux cas où (a) nI = nF = 2
et (b) nI = nF = 3.
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Figure IV.5 – (a) Évolution de l’entropie moyenne (représentée en échelle logarithmique)
au cours d’une mesure adaptative (trait plein noir) ou passive (trait plein rouge). Les
courbes tracées en pointillées sont issues d’une simulation Monte-Carlo de l’expérience
pour des paramètres expérimentaux typiques. (b) Évolution de l’entropie moyenne lors
d’une mesure passive : on représente les résultats issus de la simulation (pointillés rouges),
des données expérimentales (trait plein rouge), et des données expérimentales réanalysées
pour tenir compte du décalage de la phase de Ramsey (trait plein bleu). L’échelle verticale
est modifiée pour plus de visibilité par rapport à (a). L’accord avec la simulation est alors
très bon y compris pour la fin de la mesure.

de la phase de Ramsey, calibré sur ces mêmes données (ceci ne peut être effectué que pour
les mesures passives). On obtient alors une évolution de S très proche de celle donnée
par la simulation, y compris pour les valeurs faibles finalement atteintes par l’entropie.
Les fluctuations résiduelles de la phase de Ramsey semblent donc être la principale cause
d’erreur dans notre mesure.

IV.1.3.b Facteur d’accélération

Afin de quantifier le gain apporté par la mesure adaptative, nous pouvons comparer les
temps que mettent les deux méthode à atteindre une certaine valeur d’entropie moyenne.
Pour chaque valeur de S nous définissons un facteur d’accélération égal au rapport des
temps pour lesquels cette valeur est atteinte par les mesures passive et adaptative. Nous
obtenons ainsi les résultats présentés à la figure IV.6 pour l’expérience et la simulation.
Ce rapport est initialement proche de 1 : Pour des valeurs élevées de S, correspondant
au début de la trajectoire, l’information manquante sur le nombre de photons est en effet
élevée et toute mesure est informative ; l’acquisition d’information se fait aussi efficacement
avec une mesure passive qu’avec la mesure adaptative (les courbes d’évolution de l’entropie
sont presque confondues). Ce rapport prend ensuite des valeurs supérieures à 1 : la mesure
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adaptative est plus efficace. Par exemple la valeur S = 0,2 (correspondant par exemple à un
pic de probabilité à 0,9 pour nI et une probabilité de 0,05 pour les nombres voisins nI ± 1)
est atteinte 30% plus rapidement à l’aide la mesure adaptative. Le facteur d’accélération
est encore plus élevé pour les valeurs plus faibles de l’entropie moyenne : plus la mesure
est longue plus il est avantageux d’utiliser l’adaptation de phase pour réduire l’entropie de
la distribution.
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Figure IV.6 – Facteur d’accélération dû à la mesure adaptative : rapport, en fonction de
S des temps mis à atteindre cette valeur par les mesures passive et adaptative, pour les
données expérimentales (traits pleins), et une simulation Monte-Carlo (traits pointillés).

IV.1.4 Évolution des probabilités moyennes

Nous pouvons également étudier l’évolution de la distribution moyenne des nombres de
photons lors de la mesure adaptative. Comme nous avons sélectionné les traces de façon
à «supprimer» la relaxation, nous pouvons les traiter de façon indifférente à la valeur
exacte de nI (c’est ce que nous avons déjà fait pour la moyenne d’ensemble de l’entropie).
Cependant il est certain que l’évolution moyenne de P (n) dépend de cette valeur (on
s’attend à voir croître la probabilité du nombre de photons sélectionné). Pour pouvoir
effectuer une moyenne d’ensemble nous définissons un nombre de photons relatif ∆n(n, nI),
compris entre -3 et 4, tel que n = (nI +∆n) mod 8 : il définit un écart relatif au nombre
sélectionné modulo 8. On peut expliciter sa construction :

∆n = ((n− nI + 3) mod 8)− 3.

Ce nombre relatif prend tout son sens dans la représentation de la sphère de Bloch, où
nous pouvons visualiser la mesure modulo 8 du nombre de photons que nous réalisons :
pour tout nI , corrélé à une direction dans le plan équatorial, par construction, le nombre
de photons tel que ∆n = +1 est associé au pseudospin le plus proche dans le sens positif,
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∆n = −1 au plus proche voisin dans le sens négatif. Ainsi si nI = 0 par exemple, on associe
à l’état à 7 photons la valeur ∆n = −1.

De cette façon nous pouvons définir sur l’ensemble des trajectoires sélectionnées une
distribution du nombre de photons relatif P ′

k(∆n). Nous pouvons ensuite effectuer pour
chaque échantillon une moyenne sur l’ensemble des trajectoires. On obtient ainsi une dis-
tribution P ′

k(∆n).

P’k(Δn)

P’ML(Δn)

Figure IV.7 – (gauche) Évolution de la distribution moyenne P ′ du nombre de photons
relatif ∆n. ∆n = 0 est associé au nombre de photons sélectionné nI (voir le texte pour
plus de détails). On représente en traits pleins l’évolution pour une mesure adaptative,
en traits pointillés pour une mesure passive. On peut constater que P ′

k(0) sature plus
rapidement pour une mesure adaptative. (droite) Histogramme moyen P ′

ML(∆n) obtenu
par reconstruction par maximum de vraisemblance de l’état préparé pour chaque nI ; les
résultats sont exprimés en fonction de ∆n sont ensuite moyennés sur nI . Les probabilités
obtenues sont en bon accord avec les valeurs limites de P ′

k(∆n).

Nous donnons à la figure IV.7 les évolutions de cette distribution obtenues pour les
mesures passive et adaptative. Dans les deux cas la probabilité P ′

k(0) croît de façon mono-
tone jusqu’à une valeur de 0,8 environ : l’estimateur retrouve bien majoritairement l’état
sélectionné. On peut remarquer l’évolution particulière de P ′

k(±1), qui croît d’abord à par-
tir de la distribution initiale uniforme, avant de décroître vers une valeur asymptotique de
0,1 environ. Cela se comprend facilement : les détections atomiques indiquent en moyenne
majoritairement le nombre de photons nI (probabilité finale élevée), mais au début de la
trajectoire l’estimateur ne possède pas assez d’information pour distinguer efficacement cet
état (∆n = 0) des états voisins. La distribution estimée se resserre donc autour de nI en
faisant croître également les probabilités de ∆n = ±−1. Ce n’est qu’une fois suffisamment
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d’information accumulée (environ 50 échantillons) que ces probabilités décroissent pour
atteindre leur valeur asymptotique.

Outre ces caractéristiques communes, il faut noter sur cette figure que si les courbes
P ′
k(0) ont la même asymptote, que la mesure soit passive ou adaptative, celle-ci est atteinte

plus rapidement dans le cas de la mesure adaptative. Les probabilités pour les nombres
de photons voisins ∆n = ±1 sont réduites plus efficacement. Nous visualisons ainsi d’une
autre façon l’apport de la mesure adaptative.

IV.1.4.a Reconstruction de l’état sélectionné

Nos mesures de sélection ont pour but de tester la décimation adaptative sur un état
qui n’est pas (ou peu) soumis à la relaxation. Idéalement, la sélection d’un état de Fock nI

avec une fidélité très proche de 1 et la vérification du nombre de photons nF permettraient
de sélectionner une trajectoire où l’on mesure effectivement l’état de Fock pur à nI photons.
Ici le seuil de sélection est une fidélité de 80%, et les probabilités moyennes P ′

k(0) tendent
vers une valeur de 0,8 (et non pas 1 comme ce serait le cas pour la mesure d’un état
de Fock pur). Il est donc intéressant de caractériser indépendamment l’état mesuré dans
cet ensemble de trajectoires, pour s’assurer que l’on élimine correctement les effets de la
relaxation, et que les valeurs limites de P ′

k trouvées par l’estimateur sont correctes.
À cette fin, nous pouvons exploiter les données de la mesure passive, pour effectuer une

reconstruction par maximum de vraisemblance des états sélectionnés sur l’ensemble des
trajectoires. Comme précédemment, nous appliquons la méthode présentée au paragraphe
II.1.3.a à des «fenêtres» successives de 20 échantillons atomiques. Nous obtenons ainsi
l’état de maximum de vraisemblance en fonction du temps pour le bloc de mesure (M).
On caractérise ainsi l’état mesuré tant dans le cas passif que dans le cas actif, puisque la
méthode de sélection est la même, et indépendante du type de mesure effectuée. De même
que pour les mesures de sélection, et afin d’optimiser les paramètres de la reconstruction,
la phase de Ramsey est réajustée sur chaque ensemble de données issu de mesures passives.
Un exemple de résultat pour cette reconstruction est donné à la figure IV.8 pour nI = 2.

Nous pouvons constater que l’état sélectionné n’évolue pas en moyenne au cours du
bloc de mesure : nous avons semble-t-il effectivement bloqué la relaxation par notre double
sélection. Il demeure en principe, même sous la contrainte de cette sélection, quelques pos-
sibilités d’évolution faisant intervenir des sauts quantiques : sur la durée de la mesure, il
y a par exemple une probabilité d’environ 5% que survienne la perte d’un photon suivie
de l’absorption d’un photon thermique (ou réciproquement) ; la sélection se faisant avec
un seuil de 80%, nous pouvons sélectionner initialement l’état |nI + 1〉 qui relaxe pendant
la mesure vers |nI〉. Cependant ces évènements ne modifient pas nécessairement la dis-
tribution moyenne du nombre de photons au cours du temps 6 : on peut considérer que
nous effectuons la mesure d’un état stationnaire, et comparer les valeurs de probabilités
reconstruites par maximum de vraisemblances aux valeurs limites estimées dans nos deux
expériences.

6. Ils ont potentiellement plus d’impact sur l’évolution de l’entropie moyenne.
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PML(n) 

Figure IV.8 – Reconstruction de l’état sélectionné : évolution temporelle (traits fins)
de l’état de maximum de vraisemblance dans le bloc de mesure (M), pour nI = 2, et
ajustement par une distribution stationnaire (traits gras).

Nous avons donc reconstruit par maximum de vraisemblance l’état mesuré pour nI

allant de 0 à 4 (la reconstruction n’a pas été possible pour des valeurs plus élevées, faute
de statistiques suffisantes). Les résultats, semblables à la figure IV.8 sont ajustés par des
valeurs constantes, et nous calculons l’écart quadratique moyen à la reconstruction. Les
histogrammes détaillés obtenus pour chaque valeur de nI , sont reportés à l’annexe C. Ces
statistiques sont ensuite moyennées pour construire un histogramme global fonction du
nombre de photons relatif ∆n de ces probabilités obtenues par maximum de vraisem-
blance, que nous notons P ′

ML(∆n). Cet histogramme est présenté à la figure IV.7, à côté
des évolutions moyennes estimées par nos deux mesures. Les valeurs limites atteintes en
moyenne par la décimation, adaptative ou passive, sont en bon accord avec celles issues de
la reconstruction. Le léger écart qui demeure peut être en partie attribué aux fluctuations
de la phase de Ramsey, qui ne sont pas corrigées sur le bloc de mesure (M).

IV.1.4.b Une meilleure illustration de la convergence des probabilités

La distribution moyenne estimée par le filtre lors de la mesure converge donc bien vers
l’état de maximum de vraisemblance obtenu à partir de l’ensemble des trajectoires, qui
est l’état mesuré en moyenne. Cette évolution n’illustre cependant pas bien la convergence
de l’estimateur sur une trajectoire individuelle. Pour s’en convaincre on pourra se reporter
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aux exemples de trajectoires individuelles donnés à la figure IV.4 : pour ces exemples (et de
manière générale) la probabilité d’un nombre de photons atteint une valeur très proche de 1
à la fin du bloc de mesure. Ceci est également corroboré par les valeurs prises par l’entropie
normalisée S, qui décroît sous la valeur de 0,1 alors que l’entropie de la distribution limite
P ′
k=296 est de 0,3 environ. Sur les trajectoires individuelles on obtient donc des distribution

finales plus piquées (d’entropie plus faible) que la distribution P ′
k=296 : les valeurs de celle-

ci sont donc en fait la moyenne de trajectoires où l’estimateur converge vers ∆n = 0 ou
∆n = ±1 avec une grande fidélité.

Nous pouvons mettre ce phénomène en évidence de la façon suivante : sur l’ensemble
des trajectoires sélectionnées, nous réalisons un nouveau tri, non plus en fonction de nI ,
mais du nombre de photons pour lequel la probabilité finale Pk=296(n) est maximale, noté
nsup. Nous définissons comme précédemment pour chaque trajectoire un nombre de photons
relatif ∆nsup(n, nsup) tel que n = nsup +∆nsup) mod 8, ou de façon réciproque :

∆nsup = ((n− nsup + 3) mod 8)− 3.

Notant P ′′
k (∆nsup) la distribution de ce nombre de photon relatif, nous pouvons effectuer

pour chaque échantillon une moyenne sur l’ensemble des trajectoires, notée P ′′
k (∆nsup). Il

s’agit de la moyenne des distributions estimées «centrées» sur le nombre de photon dont
la probabilité est maximale à la fin de la mesure.

Le résultat de cette analyse est représenté à la figure IV.9. On peut constater que par
ce simple tri en fonction du maximum relatif de probabilité, on obtient une distribution
qui de manière frappante converge vers une probabilité proche de 1 pour ∆nsup = 0 : elle
atteint 96% pour la mesure adaptative, valeur qui est en outre limitée par la durée de
la mesure, la courbe n’ayant visiblement pas atteint son asymptote. Pour l’ensemble des
trajectoires l’estimateur converge donc à la fin de la mesure vers un unique nombre de
photon. La distribution de maximum de vraisemblance, fonction du nombre de photons
relatif au nombre de photons sélectionné nI , s’interprète donc comme un véritable mélange
statistique : nous effectuons pour chaque trajectoire la mesure d’un état de Fock de ∆n
donné, quasiment pur, aléatoire, avec une distribution de probabilité PML(∆n).

La probabilité limite P ′′
k=296(0) reste légèrement inférieure à 1 . D’une part des sauts

quantiques résiduels restent possibles : s’ils surviennent à la fin de la mesure, la valeur
maximale de la probabilité finale peut être différente de 1 D’autre part, dans le temps
imparti pour la mesure, les courbes P ′′

k (0) n’atteignent pas tout à fait leur valeur asymp-
totique. Néanmoins, dans cette représentation aussi, la mesure adaptative est plus efficace
que la mesure passive : P ′′

k (0) croît plus rapidement lorsque la phase est adaptée.

Cette représentation, bien que davantage conforme à l’image que l’on se fait de la
décimation d’après les trajectoires individuelles, ne rend pas encore tout à fait justice à
l’évolution de l’entropie moyenne : en effet la distribution moyenne P ′′

k=296 correspondrait
à une entropie normalisée S de 0,1 environ, soit une valeur encore supérieure aux valeurs
limites effectivement atteintes par S. Ceci est en fait tout à fait normal et est lié aux
propriétés de l’entropie : celle-ci est en effet une fonction concave pour les distributions de
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Figure IV.9 – Évolution de la distribution moyenne P ′′ du nombre de photons relatif
∆nsup. La valeur ∆nsup = 0 est associée au nombre de photons dont la probabilité estimée
est maximale à la fin de la mesure (voir le texte pour plus de détails). On représente en
traits pleins l’évolution pour une mesure adaptative, en traits pointillés pour une mesure
passive. Cette moyenne d’ensemble met en évidence que cette valeur maximale est très
proche de 1 à la fin de la mesure pour la plupart des trajectoires.

probabilités, c’est-à-dire que pour toute paire de distributions (P1, P2) et tout réel t ∈ [0, 1] :

S[tP1 + (1− t)P2] ≥ tS[P1] + (1− t)S[P2]. (IV.4)

Nous avons déjà utilisé une telle inégalité de concavité pour montrer que l’entropie ne
peut que décroître lors d’une mesure faible. Le résultat (IV.4) ci-dessus s’étend naturelle-
ment au cas des variables aléatoires : si P est maintenant une variable aléatoire (c’est le
cas en particulier, d’une trajectoire à l’autre de P ′′

k=296), on a l’inégalité suivante (inégalité
de Jensen) :

S [E(P )] ≥ E (S[P ]) , (IV.5)

avec égalité si P est constante (presque partout). L’entropie de la distribution moyenne
finale ne peut donc prendre la valeur finale de l’entropie moyenne que si cette distribution
est la même pour toutes les trajectoires obtenues. Les sauts quantiques résiduels déjà
mentionnés (ou les imperfections du filtre) font que ce n’est évidemment pas le cas pour la
distribution P ′′

k=296. La distribution moyenne surestime donc systématiquement la valeur
de l’entropie par rapport aux valeurs prises sur les trajectoires individuelles.



132 Chapitre IV. Résultats expérimentaux

Remarque : taux de convergence Les courbes obtenues présentent un comportement
exponentiel pour k suffisamment grand. On peut donc chercher à déterminer la valeur
théorique de ces exposants caractéristiques. Dans l’annexe E, nous présentons une méthode
d’obtention de ces taux de convergence, dans le cas de la mesure passive, où l’on peut
écrire explicitement l’évolution moyenne de la distribution estimée lors de la mesure d’un
nombre de photons déterminé. Cette méthode ne peut être étendue à la mesure adaptative,
où l’évolution moyenne est plus difficile à déterminer, puisqu’elle dépend des choix du
contrôleur. On obtient néamoins de cette façon l’échelle de temps de la convergence des
probabilités moyennes pour la mesure passive. La comparaison avec des prédictions de
comportements asymptotiques [104] permet en outre de montrer que cette échelle de temps
dépend fortement du type de moyenne d’ensemble réalisé.

IV.1.5 Choix de la phase d’adaptation

Nous concluons l’analyse de cette expérience en nous intéressant aux choix de phase
effectués par le contrôleur au cours de la mesure adaptative. Ce sont ces choix qui per-
mettent d’améliorer la convergence de la décimation. Nous étudierons d’abord la fréquence
des changements de phase effectués par le contrôleur avant d’en décrire principales carac-
téristiques.

IV.1.5.a Fréquence des changements de phase

Nous avons expliqué, en donnant la structure de l’expérience à la section IV.1.1, que
nous imposons une limite aux changements de phase effectués par le contrôleur. Des chan-
gements trop fréquents sont en principe à éviter, car ils introduisent des imprécisions dans
notre estimation d’état (nous ne calibrons pas les POVM correspondants à toutes les suc-
cessions de phase possibles). Nous limitons donc les changements de phase à des valeurs
significatives de la diminution attendue de l’entropie moyenne : celle-ci doit être supérieure
à 10−3.

La fréquence de changement de phase calculée sur l’ensemble des traces sélectionnées
dans ces conditions est représentée à la figure IV.10. Nous constatons effectivement que les
changements de phase sont de moins en moins fréquents au cours de la mesure. Le tracé
obtenu est en bon accord avec une courbe exponentielle de temps caractéristique 55 échan-
tillons ce qui est également l’échelle de temps typique de la convergence des probabilités.
Les premiers échantillons voient leur phase modifiée en moyenne une fois sur cinq. Étant
donné que l’on détecte en moyenne 0,35 atomes par échantillon, et que le contrôleur ne
peut modifier la phase que lorsqu’il y a détection, la fréquence de changement ne peut pas
dépasser ce nombre (que l’on obtiendrait en alternant les phases comme pour une mesure
passive). Les changements sont donc plutôt fréquents en début de trajectoire, mais leur fré-
quence décroît ensuite rapidement ; il ne s’en produit pour ainsi dire plus dès l’échantillon
200. La régulation des sauts joue donc bien son rôle : à titre de comparaison, si l’on simule
l’algorithme non régulé, la fréquence de saut atteint une valeur asymptotique de 0.05 (soit
le quart de sa valeur initiale).
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Figure IV.10 – Fréquence moyenne des changements de phase durant la mesure adap-
tative, et ajustement exponentiel (noir). Les modifications de la phase de Ramsey sont
restreintes dans l’algorithme de contrôle à des diminution de l’entropie supérieures à 10−3.

IV.1.5.b Statistique des choix de phase

Les réglages typiques des phases de Ramsey employées ont été présentés à la figure
IV.2 : les phases φ0, φ1 φ2, et φ3 sont choisies de façon à ce que l’interféromètre soit sur un
milieu de franges si le champ contient les nombres de photons 0, 1, 2, et 3 respectivement.
Afin de pouvoir traiter les trajectoires sélectionnées de façon globale, nous définissons pour
chaque nI un indice de phase relatif δp(nI) variant de -1 à 2 (il y a quatre directions de
mesure possibles), tel que la phase relative φ′

δp corresponde à un axe de rotation dans le
plan équatorial de la sphère de Bloch aligné sur le nombre de photons relatif ∆n. φ′

0 est
donc la phase pour laquelle l’axe de rotation est aligné sur le pseudospin associé à nI et φ′

2

correspond à la direction orthogonale. Ainsi on a pour nI = 7, φ′
0 = φ3 (axe aligné sur le

pseudospin correspondant à nI), φ′
1 = φ1, φ′

2 = φ2 et φ′
−1 = φ3. Explicitement, en notant

p l’indice des phases initiales φp, on a :

δp = ((p− nI + 1) mod 4) + 1.

Nous nous intéressons d’abord à la fréquence d’utilisation de chaque phase relative.
Pour cela nous définissons formellement l’entier mk(δp) qui vaut 1 si la phase de détection
de l’échantillon k est la phase φ′

δp et 0 sinon. La fréquence d’utilisation de la phase φ′
δp

(pour l’échantillon k) est alors la moyenne de mk(δp) sur l’ensemble des trajectoires, notée
mk(δp). L’évolution de cette moyenne pour les différentes valeurs de δp est représentée à
la figure IV.11.

La succession des phases pour les quatre premiers échantillons est fixée par la fin du bloc
de préparation d’état (I) dont ce sont les derniers échantillons préparés, ce qui explique les
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Figure IV.11 – Fréquences d’utilisation des valeurs de phase de Ramsey par le contrôleur,
repérées par l’indice δp(nI) de la phase relative φ′ (voir texte), en fonction de l’indice k
de l’échantillon détecté. Après une durée correspondant à dizaine d’échantillons environ,
la phase telle que δp = 0 est utilisée préférentiellement tout au long de la trajectoire.

variations rapides initiales de la fréquence. Dès k = 5, le contrôleur est responsable des choix
de phase. Après la détection d’une dizaine d’échantillons le choix δp = 0 est progressivement
privilégié, représentant plus de la moitié des réglages pour les échantillons entre 50 et
100, ce qui correspond véritablement à la période de «projection» de la distribution de
probabilité : l’entropie moyenne atteint à la fin de cette phase S ≃ 0,2 (voir la figure
IV.5) ce qui correspond à une probabilité de 90% environ pour le nombre de photons
majoritaire. La phase δp = 0 réalise donc en moyenne la meilleure décimation pour le
nombre sélectionné nI . La direction de mesure orthogonale δp = 2 est très rapidement peu
utilisée : pour cette phase en effet l’interféromètre est à un extremum de frange si le champ
est dans l’état nI . Cette direction de mesure distingue donc mal l’état |nI〉 de ses voisins
directs, et n’est quasiment plus utilisée par le contrôleur après une durée typique de l’ordre
de 50 échantillons.

Les phases δp = 1 et δp = −1 continuent d’être employées par le filtre jusqu’à la fin de la
trajectoire, ce qui peut avoir plusieurs causes : des fluctuations de Pk(n) peuvent se produire
suite à un enchaînement particulier de détections, mais la convergence peut aussi avoir lieu
vers les nombres de photons voisins ∆n = ±1 (qui sont présents dans la distribution
moyenne sélectionnés). La limitation imposée sur les changements de phase est également
en partie responsable de ce comportement : la phase peut être «immobilisée» à une valeur
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δp donnée si l’espérance de la diminution d’entropie est insuffisante. Ces comportements
des fréquences d’utilisation sont bien reproduits par les simulations de l’expérience, et
dépendent effectivement de la limitation imposéesur les changements d’entropie . C’est le
seul effet visible de cette limitation, qui ne modifie pas, par ailleurs, les performances de
la mesure en termes de réduction d’entropie moyenne ou de convergence des probabilités.

Remarque : Nous avons utilisé ici des phases relatives d’indice δp défini par rapport
à l’indice nI de la sélection. De cette façon nous n’introduisons pas de connaissances de
l’estimateur dans notre sélection, et étudions le comportement du contrôleur sur l’état
sélectionné, que nous avons reconstruit indépendamment.

Le comportement du contrôleur est cependant directement lié à l’estimation de la dis-
tribution de probabilité. Nous pouvons donc aussi envisager une autre représentation de
ces choix de phase, par rapport à l’état dont la probabilité estimée est maximale à la fin de
la trajectoire. Ceci revient à définir, de façon analogue à ce qui a été fait ci-dessus pour les
probabilités moyennes, un indice de phase relatif δpsup. Pour chaque trajectoire, en fonction
du nombre de photons nsup dominant à la fin de la trajectoire, la phase d’indice δpsup(nsup)
correspond à un axe de rotation aligné sur le nombre de photons relatif ∆nsup(n, nsup).

On obtient avec ce nouveau tri des courbes très similaires à celles représentées ici, à une
exception notable : la phase relative d’indice δpsup = 2 voit sa fréquence moyenne tomber à
une valeur très proche de 0. Ceci est assez logique, puisque ce choix de phase est inefficace
pour les nombres de photons au voisinage de nsup, vers lequel l’estimation converge avec
une probabilité proche de 1. On peut donc associer l’emploi de δp = 2 ci-dessus aux seuls
cas de convergence vers ∆n = ±1. Les résultats obtenus à l’aide de cette méthode étant
très semblables à ceux présentés ici, ils sont reportés à l’annexe D.

IV.1.5.c Corrélations

Les valeurs moyennes étudiées ci-dessus ne nous renseignent pas sur la succession des
choix de phase. Intéressons-nous donc dans un second temps aux corrélations qui peuvent
exister entre les choix de phases. Nous cherchons à savoir si lorsqu’il a utilisé à l’échantillon k
la phase φ′

δp1
, le contrôleur choisira de préférence la phase φ′

δp2
pour un échantillon ultérieur

d’indice k + l. Nous calculons dans ce but les fréquences moyennes mk(δp1)mk+l(δp2). Si
le choix effectué par le filtre pour l’échantillon k + l était indépendant de son choix à
l’échantillon k, autrement dit si les variables mk et mk+l étaient indépendantes, on aurait :

mk(δp1)mk+l(δp2) = mk(δp1) ·mk+l(δp2).

Nous définissons donc la corrélation entre les choix de phases δp1 et δp2 comme :

C (δp1, k; δp2, k + l) ≡ mk(δp1)mk+l(δp2)−mk(δp1) ·mk+l(δp2). (IV.6)

Ces corrélations ont été calculées sur l’ensembles des trajectoires : nous les représentons
à la figure IV.12 pour les indices δp1 et δp2 allant de −1 à 1 seulement (δp = 2 étant très
peu utilisé) et pour des délais l allant jusqu’à 100 échantillons. Nous pouvons constater
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Figure IV.12 – Corrélations entre utilisations des phases relatives : on trace la corrélation
moyenne C (δp1, k; δp2, k + l) entre les phases relatives φ′ d’indices δp1 et δp2, en fonction
de l’indice k de l’échantillon détecté et d’un délai l allant jusqu’à 100 échantillons. On
constate essentiellement une tendance à réemployer la même phase pour plusieurs échan-
tillons successifs (zones rouges pour les graphes sur la diagonale), qui s’accentue à la fin
de la mesure.

que le contrôleur tend de manière générale à réemployer le même réglage de phase sur des
échantillons successifs : on obtient des corrélations positives pour δp1 = δp2. Ceci se fait évi-
demment au détriment des autres phases d’où les corrélation négatives hors de la diagonale.
On peut distinguer deux périodes typiques dans la trajectoire d’après ces corrélations. Jus-
qu’à 100 échantillons environ, le réglage de phase est conservé préférentiellement à l’échelle
de quelques échantillon atomiques : ceci est principalement lié au fait que le changement
de phase ne peut se faire qu’après la détection effective d’un atome, ce qui se produit en
moyenne tous les trois échantillons environ : la corrélation ne s’étend donc pas plus loin
que quelques échantillons. Puis, au niveau du centième échantillon, on constate une aug-
mentation soudaine de la longueur de corrélation : à cette échelle de temps, comme nous
l’avons vu plus haut, la distribution est déjà fortement piquée sur un nombre de photons.
Il est alors semble-t-il de plus en plus avantageux pour la décimation de conserver le même
choix de phase pour les échantillons ultérieurs. Ce phénomène est également amplifié par
la restriction que nous avons imposée sur les changements de phase.

Remarque : Comme pour les fréquences d’utilisation de chaque phase, nous pouvons
également étudier les corrélations entre phases en définissant l’indice de phase relativement
au nombre de photons dominant pour l’estimateur nsup à la fin de la trajectoire. Les résul-
tats obtenus sont qualitativement les mêmes que ceux présentés ici. L’annexe D regroupe
les statistiques de choix de phases calculées avec cette méthode de tri.
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IV.2 Projection d’un état de Fock

L’expérience précédente nous a permis d’étudier le fonctionnement de la mesure adap-
tative dans un cas simple, où les effets de la relaxation sont (quasiment) éliminés. Ceci a
requis par contre une analyse a posteriori et une sélection des données, et constitue donc
seulement une expérience de principe. En effet l’intérêt de la décimation adaptative réside
plutôt dans son utilisation pour préparer des états nombres, voire les stabiliser en présence
de relaxation à l’aide de protocoles de rétroaction quantique [65].

Cette première expérience a montré que l’adaptation de phase a effectivement un impact
sur la vitesse de convergence de la décimation : nous pouvons donc envisager de l’intégrer
à une expérience plus réaliste. C’est ce que nous présentons dans cette partie : nous avons
modifié la séquence de préparation d’état présentée dans la partie précédente, qui prend en
compte la relaxation, pour y intégrer l’adaptation de phase. Nous donnerons donc d’abord
la structure de cette séquence de préparation adaptative, avant de présenter les principaux
résultats obtenus.

IV.2.1 Structure de l’expérience

L’expérience visant à la préparation d’états de Fock, est constituée de deux «blocs»
(voir la figure IV.13) :

Le bloc de mesure (M) : il effectue une mesure adaptative d’un champ cohérent initial,
analogue à la préparation d’état «passive» déjà présentée.

1. L’estimation initiale reproduit la distribution poissonnienne du champ cohérent,
contenant 〈n〉 = 3 photons 7 :

P0(n) =
〈n〉n
n!

e−〈n〉.

2. À chaque détection d’un échantillon atomique (d’indice k, éventuellement vide),
de résultat µ, cette estimation est actualisée par décimation à l’aide du POVM
correspondant (cf. équation (II.43)), qui dépend de la phase de Ramsey appli-
quée à cet échantillon :

Pk− 1
2
= Mµ(φr(k))Pk−1.

les POVM employés dans cette section sont ceux calibrés pour un choix de phase
actif, à potentiels constants (cf. paragraphe III.2.1.a).

3. L’évolution élémentaire due à la relaxation (cf. équation (II.44)) est ensuite prise
en compte, et appliquée à cette estimation intermédiaire Pk− 1

2
:

Pk = TPk− 1
2
.

7. Plus précisément, la distribution de Poisson exacte est tronquée à n = nmax et renormalisée.
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Figure IV.13 – Structure de l’expérience de préparation d’état de Fock : un premier
ensemble d’échantillons atomiques (M) réalise une mesure adaptative du nombre de photons
à partir d’un champ cohérent. Outre les détections atomiques, la relaxation et la statistique
initiale du nombre de photons sont prises en compte dans l’estimation Pk(n). L’ensemble
des détections conduisant à une estimation d’état et une adaptation de la phase est encadré
en rouge. Un deuxième ensemble (F) pour lesquels la phase de Ramsey est alternée réalise
une mesure passive du nombre de photons après que l’estimation initiale à convergé vers
un état de Fock avec une pureté de 80%. Nous pouvons ainsi reconstruire par maximum
de vraisemblance les populations de l’état juste après convergence.

4. La phase de Ramsey est adaptée en temps réel en fonction de l’estimation Pk. La
minimisation de l’entropie moyenne détermine la phase de Ramsey à appliquer
à l’échantillon k + 4 :

φopt
k+4 = arg min

φ=a,b,c,d
〈S[P̃k+4]〉(φ),

où, rappelons-le, P̃k+4 est la distribution que l’on obtiendrait à partir de Pk en
détectant l’échantillon k + 4 immédiatement après la détection de l’échantillon
k.

5. Le bloc de mesure (M) s’arrête lorsque la condition de convergence (IV.1) (seuil
à 80% atteint pour un nombre de photons nc) est vérifiée, ou que 396 échantillons
ont été mesurés. On note kc l’indice de l’échantillon pour lequel cette condition
est vérifiée.

Le bloc final (F) : Il effectue une mesure passive du champ.
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1. Dès la fin du bloc (M) les phases de Ramsey des échantillons atomiques préparés
sont à nouveau alternées.

2. Les quatre détections correspondant aux derniers échantillons pour lesquels on
a adapté la phase ne sont pas lues.

3. Les détections correspondant à 400 échantillons atomiques avec des phases de
Ramsey alternées sont enregistrées : elles nous permettent de reconstruire, par la
méthode de maximum de vraisemblance, l’état du champ juste après la conver-
gence. Ceci nous permettra de vérifier que l’état préparé correspond bien à notre
estimation.

Mesure témoin : La mesure témoin passive est en tout point similaire à l’exception que
la phase n’est pas adaptée, mais alternée en permanence. L’état est cependant estimé en
temps réel dans le bloc (M), ce qui permet l’identification de la convergence, après laquelle
les détections du bloc (F) sont enregistrées pour reconstruction.

IV.2.2 Accélération de la préparation

Pour l’analyse de cette expérience de préparation d’état, il n’est pas possible d’effectuer
des moyennes d’ensembles, comme nous l’avons fait pour l’expérience précédente : en effet,
ici, la boucle d’adaptation de phase est arrêtée aussitôt le critère de convergence satisfait.
Les séquences de préparation ont donc des durées distinctes, ce qui rend difficile le calcul
d’évolutions moyenne de l’entropie ou des probabilités.

Nous avons donc recours à un autre critère, plus pratique, pour évaluer la rapidité de
la préparation : pour chaque durée t après le début de la mesure, nous calculons la fraction
ηconv de l’ensemble des trajectoires qui a convergé avant cet instant. Cette fraction ηconv
est naturellement croissante, et tend vers 1 pour un temps de mesure assez long (même
en présence de relaxation la convergence est toujours réalisée : pour des temps de mesure
longs, l’état d’équilibre thermique remplit le critère de convergence pour |0〉) : la rapidité
avec laquelle les résultats positifs s’accumulent nous permet de comparer les performances
des algorithmes de contrôle passif et actif. Pour cette expérience, 9000 séquences ont été
enregistrées pour les deux cas où la phase de Ramsey est adaptée, ou alternée de manière
passive sur les échantillons successifs.

L’évolution de ηconv est représentée à la figure IV.14(a) pour la mesure adaptative et la
mesure témoin aux phases alternées. De manière évidente, l’emploi de l’adaptation de phase
améliore les performance de la préparation d’état : on obtient beaucoup plus rapidement
un résultat (la convergence vers un nombre de photons à 80% de fidélité) en adaptant la
phase de Ramsey.

Nous avons également représenté à la figure IV.14(b) les distributions brutes du nombre
de traces convergées en fonction du nombre de photons nc (allant de 0 à 4, les statistiques
étant faibles pour les autres nombres de photons) pour les deux mesures adaptative (traits
pleins) et passive (traits pointillés). Sur cette représentation plus détaillée des résultats
nous pouvons constater :
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Figure IV.14 – (a) Fraction ηconv des séquences ayant déjà rempli le critère de convergence
à l’instant t. Cette quantité est calculée sur un ensemble de 9000 trajectoires et représen-
tée en fonction du temps t pour une mesure adaptative (noir) et une mesure passive où la
phase est alternée (rouge). L’accélération obtenue grâce à la mesure adaptative est mani-
feste. (b) Nombres de trajectoires ayant déjà convergé à un instant t, selon le nombre de
photons nc (de 0 à 4), pour une mesure adaptative (traits pleins) ou passive (pointillés) :
on note l’accumulation plus rapide des convergences pour la préparation adaptative, ainsi
que davantage de convergences vers les nombres de photons plus élevés.

– que le nombre de traces convergées croît initialement plus vite pour la mesure adap-
tative, et ce quel que soit le nombre de photons,

– que la statistique finale des traces favorise les nombres de photons plus élevés pour
la mesure adaptative (comptes plus élevés pour nc = 4, au détriment de nc = 1), ce
qui peut s’expliquer simplement : la convergence étant plus rapide, le champ a en
moyenne moins le temps de relaxer avant la convergence.

Nous nous proposons maintenant de quantifier l’accélération apportée par la mesure
adaptative.

IV.2.2.a Facteur d’accélération

À l’aide des données de la figure IV.14(a), nous pouvons calculer pour chaque fraction
ηconv de traces convergées le rapport des temps nécessaires pour l’atteindre à l’aide d’une
mesure passive ou adaptative. Nous voyons par exemple que la moitié des traces (ηconv =
0,5) ont convergé après 6,9ms pour la mesure adaptative, ce qui prend 10ms environ pour
la mesure passive, soit un temps 45% plus long.

Nous représentons à la figure IV.15 l’ensemble des valeurs que prend ce rapport en
fonction du taux de succès ηconv. Il vaut initialement 1, ce qui signifie que le temps minimum
nécessaire à l’obtention de la convergence est le même quelle que soit la méthode de mesure :
cela se comprend dans la mesure où les première convergences sont observées pour t =
2,5ms, instant auquel seuls 9 atomes ont été détectés en moyenne : il s’agit là de séries de



IV.2. Projection d’un état de Fock 141

Fraction des traces convergées ηconv

R
a

p
p

o
rt

 d
e

s
 t
e
m

p
s
 d

e
 m

e
s
u
re

Figure IV.15 – Facteur d’accélération obtenu pour une mesure adaptative : on représente
le rapport du temps que met la mesure passive à atteindre une fraction des séquences
convergées ηconv et de celui obtenu avec une mesure adaptative.

détections atypiques menant à la convergence plutôt que d’un véritable effet de l’adaptation
de phase.

Cependant ce facteur d’accélération croît rapidement : la mesure adaptative est d’autant
plus avantageuse que l’on souhaite des taux de succès élevés. On obtient une accélération
de 50% pour un taux de succès de 65% environ, et le temps de mesure est quasiment doublé
si l’on souhaite que toutes les trajectoires aient convergé (ηconv ≃ 1).

IV.2.2.b Temps moyen de succès

La fraction ηconv que nous avons construite est en fait la fonction de répartition du
temps de convergence tconv :

ηconv(t) = P (tconv ≤ t).

Nous pouvons donc utiliser les accroissements de cette fonction pour estimer le temps
de convergence moyen :

tconv =

∫ ∞

0

t dηconv ≃
∑

t

t∆ηconv, (IV.7)

la somme portant sur les instants t de détection des échantillons successifs. On a ainsi accès
au temps nécessaire en moyenne pour obtenir la convergence de la mesure. On obtient les
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valeurs suivantes pour les mesures passive et adaptative, respectivement 8 :

tconv
pass

= 12,3ms, tconv
adapt

= 7,9ms. (IV.8)

Le temps moyen de préparation est réduit de 36% à l’aide de la mesure adaptative compa-
rativement à la mesure passive usuelle. On améliore donc considérablement l’efficacité de
la mesure.

IV.2.3 Fidélité de la préparation

L’adaptation de phase permet d’accélérer significativement la convergence de la mesure,
donc la préparation d’un état de Fock. Cette convergence est déterminée par notre esti-
mation en temps réel. Nous contrôlons, par une mesure indépendante, la qualité de l’état
préparé. Dans ce but, pour chaque séquence expérimentale, la convergence est suivie par
l’envoi de 400 échantillons atomiques pour lesquels les phases de Ramsey sont alternées
(φ0, φ1, φ2, φ3...) 9. On rassemble ensuite les trajectoires selon l’indice de convergence nc

puis on applique sur chaque ensemble de trajectoires la méthode de reconstruction d’état
présentée au paragraphe II.1.3.b : l’évolution de l’état de maximum de vraisemblance est
déterminée au cours du temps, puis ajustée selon l’équation maîtresse par des courbes
dont les seuls paramètres libres sont les probabilités à l’origine P (n, t = 0) [106]. À titre
d’exemple, la courbe obtenue pour nc = 2 et l’ajustement correspondant sont montrés à
la figure IV.16. Ceci permet d’extraire la distribution reconstruite de l’état juste après la
convergence (l’histogramme correspondant est donné en insert à la figure IV.16).

Cette reconstruction est effectuée pour les deux mesures, passive et adaptative. Les
histogrammes obtenus pour les nombres de photons préparés de 0 à 4 (les statistiques
étant insuffisantes pour la reconstruction pour nc plus grand), sont présentés à la figure
IV.17.

Remarquons tout d’abord le bon accord entre les résultats obtenus pour les deux mé-
thodes de préparation : le fait d’ajouter l’adaptation de phase à notre méthode ne diminue
pas la fidélité de préparation de l’état. On peut ensuite constater que si les résultats ob-
tenus sont identiques, ils ne correspondent pas tout à fait à ce que l’on attend d’après
l’estimation faite par le filtre : on devrait en principe obtenir une fidélité de 80% pour nc.
Nous avons déjà donné à la section IV.1.1 une justification à la moins bonne préparation de
|0〉 : du fait de la limitation de l’espace de Hilbert à 7 photons pour l’estimateur, l’état à 8
photons peut être confondu avec le vide. Les résultats obtenus pour |1〉 et |2〉 sont satisfai-
sants, mais la fidélité obtenue diminue pour |3〉 et |4〉. Peut-être la reconstruction, faisant

8. Pour la mesure passive, nous n’avons pas la fonction de répartition complète, les trajectoires étant
interrompues avant d’avoir pu toutes converger : ceci concerne cependant une faible fraction (2%) des
trajectoires, et apporte donc une correction négligeable au temps moyen calculé (si la fonction de répartition
demeure régulière, ce qui est probable) pour la mesure passive. Cette contribution éventuelle ne peut de
plus que le rallonger, c’est-à-dire avantager comparativement la mesure adaptative.

9. Du fait du décalage entre réglage de la phase de Ramsey et la détection, il y a un délai de 4
préparations atomiques entre l’instant de la convergence et la première détection de cette mesure de
contrôle.
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Figure IV.16 – Exemple de reconstruction de l’état préparé par la mesure adaptative,
pour nc=2 : on reconstruit l’état de maximum de vraisemblance sur chaque fenêtre de 20
échantillons consécutifs (traits gras), puis cette évolution temporelle est ajustée à l’aide de
l’équation maîtresse par des courbes dont les seuls paramètres libres sont les probabilités
P (n, t = 0) (traits fins). L’histogramme obtenu est présenté en encart.

appel à l’ensemble des trajectoires, est-elle plus sensibles aux incertitudes résiduelles sur
la calibration des paramètres des POVM. La fidélité de l’état préparé à l’état demandé
reste bonne, et identique pour les deux méthodes employées. C’est là le point essentiel :
nous pouvons donc à l’aide de la mesure adaptative accélérer considérablement la vitesse
de convergence de la mesure QND, sans pour autant détériorer la qualité de la préparation.
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Figure IV.17 – Distribution du nombre de photons pour les états reconstruits après prépa-
ration : nous avons appliqué la méthode de reconstruction d’état (cf. paragraphe II.1.3.b)
aux états préparés par la mesure adaptative (histogrammes noirs) ou passive (histogrammes
rouges). Ici les reconstructions ont été effectuées sur 911(827), 1497(2212), 2836(2681),
2519(2279), et 1942(1454) trajectoires pour nc = 0, 1, 2, 3, et 4 respectivement, pour la
mesure adaptée (resp. passive). Les barres d’erreurs indiquent, pour chaque nombre de
photons, l’écart quadratique moyen entre l’évolution temporelle issue de la reconstruction
et la courbe ajustée. Les résultats de la préparation passive ont déjà été présentés au para-
graphe IV.1.1.d. On remarquera la grande similarité des résultats entre mesure passive et
adaptative : l’accélération de la mesure due à l’adaptation de phase change pas la qualité
de la préparation.



Conclusion

Le système d’électrodynamique quantique en cavité dont nous disposons permet de
réaliser une mesure quantique non destructive (QND) du nombre de photon. Par cette
mesure, nous pouvons préparer des états non-classiques du champ, tels les états de Fock, au
nombre de photons déterminé, ou des états «chats de Schrödinger» du champ, superposition
quantique de deux états cohérents. La mesure QND, outre la préparation de ces états, a
permis d’étudier leur évolution sous l’effet de la décohérence : les sauts quantiques entre
états de Fock ont été observés sur des trajectoires quantiques individuelles [21, 22], et
l’on a également pu reconstituer par des analyse d’ensemble le processus complet de la
décohérence de ces états [25, 23].

La mesure projective idéale des états de Fock est obtenue dans notre expérience par
l’accumulation d’une série de mesures dites faibles, réalisées par des atomes successifs, qui
réduisent progressivement l’indétermination du nombre de photons. Il s’agit donc d’un pro-
cessus d’acquisition d’information, qui a déjà été exploité dans des expériences de contrôle
quantique stabilisants les états nombres [106, 40], et qui peut naturellement bénéficier de
stratégies adaptatives.

Dans ce mémoire, nous avons présenté la réalisation d’une mesure adaptative du nombre
de photons piégé dans la cavité. La phase de l’interféromètre de Ramsey, paramètre clef
des mesures faibles réalisées par les atomes, est variée en fonction d’une estimation de la
distribution du nombre de photons, exploitant l’ensemble des connaissances disponibles
(état initial, relaxation, détections antérieures). À chaque nouvelle détection, cette phase
est optimisée afin que la mesure suivante apporte le plus d’information possible en moyenne,
information qui est quantifiée en termes d’entropie manquante. Nous avons montré que la
rapidité de la convergence de la série de mesures faibles est nettement augmentée par
l’emploi de cette méthode.

La réalisation de ces expériences passe par la mise en place d’une boucle de rétroaction
modifiant en temps réel les potentiels contrôlant la phase de l’interféromètre. Nous avons
présenté le détail de la boucle choisie ainsi que le système de contrôle qui réalise les cal-
culs permettant l’optimisation de la phase, et applique les potentiels choisis après chaque
détection.

Une estimation correcte de l’état requiert également la calibration exacte des paramètres
expérimentaux, afin d’obtenir l’estimation la plus fiable possible. Une attention particulière
a été prêtée aux franges de Ramsey, qui nous permettent de décrire l’action en retour de
la mesure sur le champ. Il a fallu tenir compte notamment d’une influence mutuelle entre
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échantillons voisins, qui peut modifier les caractéristiques de la mesure.
Nous avons d’abord présenté une expérience de principe dans laquelle nous sélectionnons

un état au nombre de photons bien déterminé. L’application à cet état préparé du protocole
de mesure adaptative a mis en évidence une acquisition plus rapide de l’information : le
gain de temps sur la réduction d’entropie moyenne est de l’ordre de 30%. L’étude des choix
réalisés par le contrôleur en fonction de l’état préparé a montré que celui-ci privilégie les
phases de mesures qui sont logiquement les plus informatives, et tend à conserver la même
phase pour plusieurs atomes successivement détectés.

Dans une seconde expérience, la mesure adaptative a été véritablement appliquée à la
préparation d’états de Fock en présence de relaxation. Dans ces conditions réalistes, la
supériorité de la mesure adaptative a encore été confirmée, le temps moyen de convergence
de la mesure QND étant par exemple réduit de 36% par rapport à la méthode passive
«usuelle». Cette accélération est obtenue sans perte de fidélité sur les états de Fock préparés.

Perspectives

Dans la continuité de ces résultats, on peut envisager d’améliorer l’algorithme d’adapta-
tion. Nous avons mentionné qu’il serait possible, par exemple, d’inclure dans le choix de la
phase de Ramsey l’information sur les échantillons intermédiaires non encore détectés. Une
modification aux conséquences plus riches consiste à modifier non seulement les paramètres
de l’appareil de mesure constitué par l’interféromètre atomique, mais aussi son couplage
au système mesuré, c’est-à-dire au champ. Ce couplage est quantifié par le déphasage par
photon φ0, dont la valeur est restée constante dans les expériences présentées ici. L’utili-
sation d’atomes de différentes vitesses permettrait de contrôler la valeur de ce déphasage.
En adaptant à la fois la phase de Ramsey et le déphasage par photons on pourrait ainsi
s’approcher d’une mesure du nombre de photons optimale en termes d’information [108],
que nous avons également présentée, pour laquelle seuls log2(N) détections atomiques sont
nécessaires pour distinguer N nombres de photons.

Des simulations de ce protocole ont été réalisées pour des conditions expérimentales
réalistes : en utilisant trois classes de vitesses distinctes, une mesure adaptative permet
de distinguer entre les nombres de photons de 0 à 7 à l’aide de 13 atomes seulement.
À titre de comparaison, la convergence de la mesure adaptative telle que nous l’avons
définie dans ce mémoire est achevée en moyenne après la détection de 28 atomes. La mise
en place d’une telle mesure, pour laquelle le nombre d’atomes nécessaire varie de plus
comme le logarithme du nombre d’états possibles, améliorerait donc considérablement les
performances de la mesure QND. L’estimation d’état pourrait également être réalisée plus
efficacement, ce dont pourraient bénéficier les protocoles de rétroaction quantiques [65]. La
réalisation de ces expériences est parfaitement envisageable dans le dispositif actuel.

Plus généralement, la notion de mesure adaptative souligne l’intérêt d’optimiser l’ac-
quisition d’information dans nos expériences, pour réaliser l’estimation de l’état du champ
à partir des résultats de mesure. Nous présentons dans ce qui suit deux stratégies d’opti-
misation, qui peuvent être bénéfiques à différents niveaux dans nos expériences.
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La première de ces stratégies est appelée lissage quantique (quantum smoothing) [112].
Elle s’applique à l’estimation d’état pour une réalisation individuelle d’une séquence expéri-
mentale. Prenons par exemple l’observation de sauts quantiques du champ [22] : celle-ci est
généralement effectuée en prenant en compte l’ensemble des résultats de détection précé-
dents, et la relaxation, pour déterminer à un instant donné t dans quel nombre de photons
se trouve le champ. Cette estimation est causale : l’état obtenu est la conséquence des
résultats observés jusqu’à t. Cependant, une séquence expérimentale contient aussi après
l’instant t des résultats de détection, qui peuvent être mis à profit pour mieux déterminer
l’état à un instant donné. Lors d’une mesure de parité par exemple, si les résultats passés
indiquent qu’à l’instant t le système contient 0 modulo 2 photons, mais que ce résultat est
suivi rapidement par un saut vers l’état à 1 photon, alors il est plus probable que l’état
contenait 2 photons à l’instant t, et que l’on a observé ultérieurement un saut quantique
vers |1〉. Ceci implique de déterminer l’état dans le passé à partir des résultats de me-
sure [113]. Il s’agit donc d’une méthode de traitement a posteriori des mesures, qui n’est
pas applicable en temps réel, mais permet de mieux décrire le comportement du système.

Ce lissage quantique a été appliqué dans le contexte de l’estimation de phase. Les
expériences de Wheatley [49] et Yonezawa [51], dans lesquelles une phase aléatoire est
estimée en temps réel par une mesure homodyne adaptative pour (respectivement) des
états cohérents et comprimés, ont montré que le lissage quantique appliqué aux résultats de
mesure permettait de réduire encore davantage l’incertitude sur l’estimation de la phase.
En ce qui concerne nos expérience, cette idée pourrait être mise à profit afin de mieux
détecter les sauts quantiques sur une trajectoire individuelle, par exemple pour sélectionner
a posteriori, comme nous l’avons fait avec une décimation causale, les trajectoires pour
lesquelles l’état n’a pas relaxé.

On peut également optimiser l’acquisition d’information à l’échelle d’un ensemble de
trajectoires, par exemple pour la reconstruction d’états quantiques. Les méthodes usuelles
de reconstruction réalisent l’estimation de l’état à partir d’un ensemble de mesures dont les
paramètres sont décidés a priori. Ces résultats imposent des contraintes qui doivent être
vérifiées par l’état du système, à partir desquelles on détermine cet état selon différentes
méthodes :

– la méthode de maximum de vraisemblance, qui a été employée dans ce mémoire,
où l’état déterminé est le plus à même d’avoir conduit aux résultats observés. Pour
l’obtenir on maximise en fonction de l’état ρ la vraisemblance L(ρ) construite à partir
des résultats obtenus ;

– la méthode de maximum d’entropie, où l’on maximise l’information manquante, l’état
estimé contient donc l’information minimale apportée par les résultats ; ces deux pre-
mières méthodes ont été appliquées à la reconstruction d’états chats de Schrödinger
dans notre expérience, effectuée par Samuel Deléglise [71] ;

– la méthode d’estimation bayésienne moyenne (BME) [114] : cette méthode est ins-
pirée de celle de maximum de vraisemblance. Elle cherche à corriger les défauts de
cette dernière : en effet du fait du nombre fini d’observations, l’état de maximum de
vraisemblance peut associer à certains états une probabilité nulle, si les résultats qui
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leur correspondent n’ont jamais été observés. Partant du principe qu’un telle certi-
tude est impossible en pratique, l’estimation bayésienne moyenne utilise la fonction
de vraisemblance pour définir une distribution de probabilité sur l’espace des états
P(ρ) = L(ρ)P0(ρ), où P0 est une distribution décrivant l’état d’ignorance initial de
l’observateur. L’estimation BME de l’état est donnée par une moyenne sur tous les
états pondérée par cette distribution.

Toutes ces méthodes peuvent en principe bénéficier d’un stratégie adaptative : on
construit à partir d’un sous-ensemble de résultats une première estimation «grossière»
de l’état, à partir de laquelle les paramètres de la mesure sont choisis pour un ensemble
suivant, afin d’extraire un maximum d’information. Cette procédure est répétée jusqu’à
la détermination précise de l’état. On réduit ainsi la quantité de mesures à effectuer pour
atteindre une précision donnée dans la reconstruction de l’état.

Selon ce principe une tomographie adaptative d’un état a pu être réalisée sur des qubit
optiques, à l’aide de la méthode d’estimation bayésienne moyenne [115] ou de la méthode
de maximum de vraisemblance [116]. La réduction du nombre de ressources nécessaires à
la reconstruction d’état serait également d’une grande utilité dans notre expérience, où
l’on pourrait envisager d’appliquer de telles méthodes à l’étude d’états intriqués à deux
cavités [117], pour lesquels l’espace de paramètres sur lequel il nous faut contraindre l’état
(l’espace des phases des deux modes, à quatre dimensions) est très vaste.



Annexe A

La décimation : un produit de fonctions

sinusoïdales

Nous nous intéressons au comportement de la distribution de nombres de photons
au bout d’un nombre N de détections. La phase de l’atome détecté étant maintenant
une variable aléatoire de valeur j (j = a, b, c, d) distribuée uniformément (P (j) = 1/4),
indépendamment de l’état quantique, il nous faut réécrire la règle d’actualisation (II.16)
sous la forme :

P ′(n) = P (n|i, j) = π(i, j|n)
π(i, j)

P (n), (A.1)

avec une probabilité π(i, j|n) = π(i|j, n)P (j) = 1/4π(i|j, n). Si l’on accumule l’effet de N
détections, la seule dépendance en n étant contenue dans les probabilités conditionnelles,
la distribution finale de n s’écrit :

P ′′(n) =
1

Z

N
∏

k=1

π(ik, jk|n)P (n), (A.2)

où ik et jk dénotent respectivement l’état atomique détecté et la phase de Ramsey pour la
ke détection, P(n) la distribution initiale (supposée uniforme) du nombre de photons, et
Z, indépendante de n, assure la normalisation. Toute l’information sur la «forme» de la
distribution finale en n est donc contenue dans la fonction de décimation

ΠN(n) ≡ ΠN
k=1π(ik, jk|n). (A.3)

Dans ce produit les termes peuvent être regroupés en fonction de l’état atomique i et
de la phase de Ramsey j, qui interviennent un nombre qij de fois :

ΠN(n) =
∏

i=e,g
j=a,b,c,d

π(i, j|n)qij . (A.4)
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On peut alors rechercher le maximum de cette fonction. Pour cela, il est plus commode
de l’extrémaliser en fonction des π(i, j|n). Il faut dans ce cas préserver la somme des
probabilités

∑

i,j π(i, j|n) = 1, ce qui peut se faire à l’aide d’un multiplicateur de Lagrange,
noté λ. On extrémalise donc

∏

i=e,g
j=a,b,c,d

π(i, j|n)qij − λ(
∑

i,j

π(i, j|n)− 1).

L’annulation de la dérivée par rapport à λ redonne la condition sur la somme des proba-
bilités, et l’on obtient par dérivation par rapport à π(i′, j′|n) :

∂ΠN

∂π(i, j|n) = ΠN
qij

π(i, j|n) − λ.

L’annulation de ces dérivées partielles implique pour tous couples (i, j) et (i′, j′) :

qij
π(i, j|n) =

qi′j′

π(i′, j′|n) = µ.

Or les qij vérifient
∑

i,j

qij = N = µ
∑

i,j

π(i, j|n) = µ.

On obtient donc la condition pour tout (i, j)

π(i, j|n) = qij/N.

ce qui s’interprète facilement : la fonction ΠN(n) est maximale pour n telle que les fré-
quences observées qij/N soient égalent aux probabilités conditionnelles π(i, j|n). En pré-
sence de nc photons on a précisément qij/N → π(i, j|nc) pour un grand nombre de détec-
tions, et la distribution πN(n) est donc piquée en nc.

On peut s’intéresser à la dérivée seconde de la fonction de décimation, toujours en
prenant comme variables les probabilités π(i, j|n). Il vient, au point de maximum précé-
demment trouvé :

∂2πN(n)

∂π(i, j|n)2 = − qij
π(i, j|n)2ΠN(n) = −N

2

qij
ΠN(n),

les termes de dérivées croisées étant nuls. Il peut être instructif de calculer alors la dérivée
seconde en fonction de n :

∂2πN(n)

∂n2
=
∑

i,j

(

∂π(i, j|n)
∂n

)2
∂2πN(n)

∂π(i, j|n)2

qui est bien négative (on a obtenu un maximum). Explicitant la forme de π(i, j|n) :

π(i, j|n) = 1

4
cos2

(

nφ0 + jπ/4− iπ

2

)

,
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on obtient
(

∂π(i, j|n)
∂n

)2

= φ2
0π(i, j|n)π(̄i, j|n),

où ī dénote la détection atomique opposée à i (ē = g).
Toujours au maximum trouvé, on a donc :

∂2πN(n)

∂n2
= −Nφ2

0

∑

i,j

π(̄i, j|n)ΠN(n) = −Nφ2
0ΠN(n).

Écrivant le développement de Taylor de la fonction πN(n) au voisinage de son maximum,
on a donc :

ΠN(n) ≃ ΠN(nmax)−Nφ2
0

(n− nmax)
2

2
ΠN(nmax) ≃ ΠN(nmax) exp

(

−N φ2
0(n− nmax)

2

2

)

.

Cette distribution est donc une quasi gaussienne de largeur δn ∼ 1/φ0

√
N .
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Annexe B

Mesure du nombre moyen de photons à

l’équilibre thermique

Nous donnons ici la méthode et les résultats obtenus pour la calibration du nombre
moyen de photons dans la cavité à l’équilibre thermique. Pour calibrer cette valeur, nous
utilisons la tomographie de spin présentée au paragraphe II.1.4.b. La champ, dans l’état
d’équilibre thermique, est sondé par une série d’atomes réalisant une mesure QND. À partir
de l’histogramme de spin obtenu on peut construire l’histogramme des phases associées.

Pour cette calibration, cet histogramme est ajusté par une somme de fonctions gaus-
siennes, dont les centres sont fixés par les valeurs calibrées du déphasage par photon φ(n).
Les seuls paramètre libres sont alors les amplitudes des pics (ainsi qu’une phase de ré-
férence). Nous représentons à la figure B.1 l’histogramme de phases obtenu et la courbe
ajustée correspondante. En encart, nous donnons la distribution des nombres de photons à
l’équilibre thermique déduite de la hauteur des pics. Celle-ci est ajustée par la distribution
à l’équilibre thermique [13]

P (n) =
nn
th

(nth + 1)n+1
, (B.1)

dont le seul paramètre libre est le nombre de photons moyen à l’équilibre thermique nth.
L’ajustement fournit la valeur :

nth = 0,080± 0,001.

C’est cette valeur calibrée qui est utilisée pour calculer l’évolution selon l’équation
maîtresse utilisée dans la reconstruction par maximum de vraisemblance, comme nous le
décrivons au paragraphe II.1.3.b.
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Figure B.1 – Mesure du nombre moyen de photons à l’équilibre thermique. On représente
l’histogramme de phases obtenu par tomographie de spin (en noir, voir le paragraphe
II.1.4.b), et l’ajustement qui en est fait par une somme de gaussiennes (en rouge). Les
centres de ces gaussiennes sont fixés, par rapport à une phase de référence arbitraire,
en fonction du déphasage par photon calibré φ(n). L’histogramme des hauteurs des pics
obtenus, correspondant aux différents nombres de photons, est ajusté par la distribution
(B.1). On obtient 〈n〉 = nth = 0.080± 0.002.



Annexe C

Reconstruction de l’état sélectionné par

maximum de vraisemblance

Nous comparons, au paragraphe IV.1.4.a, les valeurs limites de l’estimateur à celles
obtenues après reconstruction par maximum de vraisemblance de l’état sélectionné. Nous
donnons ici le détail de ces résultats.

Les traces sélectionnées, telles que nI = nF , sont regroupées en fonction de la valeur de
nI . Pour chaque ensemble de traces, on effectue la reconstruction par maximum de vrai-
semblance de l’état (cf. paragraphe II.1.3.a) au cours du temps. Les résultats obtenus sont
ajustés par une distribution P (n) stationnaire, pour chaque nI . On obtient de cette façon
les histogrammes représentés à la figure C.1, pour nI allant de 0 à 4 (la reconstruction
n’a pas pu être effectuée pour des valeurs plus élevés par manque de statistiques). L’histo-
gramme montré à la figure IV.7 est une moyenne effectuée sur les valeurs nI , en fonction
du nombre de traces obtenues dans chaque cas.
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Figure C.1 – Reconstruction de l’état sélectionné par maximum de vraisemblance : his-
togrammes des distributions obtenues par la méthode de maximum de vraisemblance pour
l’état sélectionné, nI allant de 0 à 4. L’évolution reconstruite (voir le paragraphe IV.1.4.a)
est ajustée par des distributions stationnaires. Les barres d’erreurs indiquent, pour chaque
nombre de photons n, l’écart quadratique moyen entre l’évolution temporelle issue de la
reconstruction et la courbe ajustée. Les reconstructions ont été effectuées sur 1376, 2177,
1603, 752, et 309 trajectoires pour nI = 0, 1, 2, 3, et 4 respectivement.



Annexe D

Statistiques alternatives sur les choix de

phases

À la section IV.1.5 nous nous sommes intéressés aux fréquences d’utilisation des dif-
férentes phases de Ramsey et aux corrélations entre elles. Pour cela, les phases ont été
«réordonnées» en fonction de l’indice de l’état sélectionné, nI . Les choix effectués par le
contrôleur dépendent en effet logiquement du nombre de photons vers lequel la mesure
converge. Nous pouvons connaître par la reconstruction indépendante de la distribution
du nombre de photons les caractéristiques de l’état préparé, donc le nombre de photons
dominant. Cette première méthode de tri est donc indépendante de l’estimation réalisée
en temps réel lors de la mesure adaptative

Cependant, c’est par rapport à son estimation que le contrôleur prend ses décisions.
Nous proposons donc ici une autre analyse des choix de phase. Comme nous l’avons fait au
paragraphe IV.1.4.b pour les probabilités moyennes, nous nous proposons de réordonner
les phases de Ramsey en fonction du nombre de photons dont la probabilité est maximale
à la fin de la mesure. Pour cela nous définissons un indice de phase relatif δpsup (variant
de -1 à 2) fonction de n et de nsup, le nombre de photons de probabilité maximale à la fin
de la trajectoire. Cet indice est tel que pour chaque trajectoire, la phase relative φ′′(δpsup)
corresponde à un axe de rotation dans le plan équatorial de la sphère de Bloch aligné
sur le nombre de photons relatif ∆nsup. En notant p l’indice des phases initiales φp, on a
explicitement :

δpsup = ((p− nsup + 1) mod 4) + 1.

Statistiques des choix de phases

À la figure D.1 nous avons représenté les fréquences d’utilisation des phases relatives
φ′′(δpsup) ainsi définies. Le résultat est très similaire à celui obtenu lorsque les phases sont
réordonnées par rapport à nI . Ceci est parfaitement logique puisque dans ce dernier cas
l’estimateur converge vers le nombre de photons nI dans 80% des cas. On remarquera
cependant que la phase d’indice δpsup = 2 voit ici sa fréquence d’utilisation tomber à 0. La
fréquence limite d’utilisation observée à la section IV.1.5 est donc le fait uniquement des
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trajectoires convergeant vers les nombres de photons relatifs ∆n = ±1. On met ainsi en
évidence de façon plus claire encore que cette phase, pour laquelle la direction de mesure
est alignée sur le nombre de photons majoritaire, et qui distingue donc mal ce nombre de
photons de ces voisins, n’est logiquement jamais choisie par le filtre dès qu’un nombre de
photons devient majoritaire.
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Figure D.1 – Fréquences d’utilisation des valeurs de phase de Ramsey par le contrôleur,
repérées par l’indice de phase relative δpsup, en fonction de l’indice k de l’échantillon détecté.

Corrélations

De la même manière, nous pouvons calculer les corrélations C (δpsup,1, k; δpsup,2, k + l)
entre les phases relatives φ′′ ainsi définies. Le résultat obtenu est représenté à la figure D.2.

Les comportements observés sont qualitativement identiques à ce qui a été décrit au
paragraphe IV.1.5.c pour la méthode de tri en fonction de nI . Le contrôleur choisit préfé-
rentiellement de réemployer la même phase pour plusieurs échantillons consécutifs. C’est
d’abord le cas sur une distance de quelques échantillons, correspondant à la distance ty-
pique entre deux détections. Puis à compter d’une centaine d’échantillons, cette longueur
de corrélation croît rapidement : il est souvent plus avantageux pour achever la convergence
de conserver le même réglage de phase.
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Figure D.2 – Corrélations entre utilisations des phases relatives : on trace la corrélation
moyenne C (δpsup,1, k; δpsup,2, k + l) entre les phases relatives δpsup,1 et δpsup,2, en fonction
de l’indice k de l’échantillon détecté et d’un délai l allant jusqu’à 100 échantillons.
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Annexe E

Taux de convergence pour la mesure

passive

Dans cet annexe, nous cherchons à caractériser la vitesse de convergence de la mesure
par décimation. Nous nous plaçons pour cela dans le contexte de la mesure d’un état
sélectionné (voir la partie IV.1), et nous intéressons à l’évolution des populations moyennes
Pk(n). Nous montrons ici que dans le cas d’une mesure passive d’un état nombre de photons
sélectionné |nc〉, ces populations moyennes ont un comportement exponentiel caractérisé
par des exposants λn définis de la façon suivante :

λn = lim
k→∞

1

k
log
(

Pk(n)
)

.

Dans une première partie, nous présenterons, sur l’exemple d’une décimation à une
direction de mesure seulement, le principe de la détermination de ces exposants. Ceci sera
généralisé dans une seconde partie au cas de plusieurs directions de mesures, ce qui cor-
respond à la décimation passive que nous réalisons expérimentalement. Nous comparerons
enfin dans une dernière partie les résultats obtenus par cette méthode aux données expé-
rimentales. Nous évoquerons notamment la distinction qui doit être faite entre ces taux
de convergence des probabilités moyennes, et une autre définition possible d’un taux de
convergence [118], reliée en fait à la moyenne du logarithme des probabilités.

Ces résultats sont le fruit d’une collaboration avec Pierre Rouchon, de l’École des
Mines – Paritech, que je tiens donc à remercier ici particulièrement.

E.1 Décimation à une direction de mesure

E.1.1 Position du problème – écriture explicite

Nous considérons ici la mesure du champ contenu dans une cavité idéale (sans relaxa-
tion). Le champ est dans l’état de Fock |nc〉. Une série d’atomes de Rydberg interagit de
façon dispersive avec la cavité. Nous considérons dans un premier temps que la phase de
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l’interféromètre est fixe pendant toute la mesure. La probabilité de détection des états
atomiques |g〉 et |e〉, conditionnée à la présence de n photons, est donnée par 1 :

p(g|n) ≡ pg(n) = p0 +
C

2
cos(φ(n) + φr), p(e|n) = 1− p(g|n). (E.1)

La mesure QND est réalisée à partir d’une estimation initiale P0(n) de la distribution
du nombre de photons : nous considérons ici qu’elle prend des valeurs non-nulles pour n
allant de 0 à nmax. Après un nombre k de détections, l’estimation Pk(n) est actualisée selon
la loi de Bayes :

Pk+1(n) =
p(i|n)Pk(n)

∑

m p(i|m)Pk(m)
, (E.2)

lorsque l’état atomique i = e, g est détecté, ce qui se produit avec une probabilité p(i|nc).
Nous noterons dorénavant p(i|n) ≡ pi(n), et en particulier pi(nc) ≡ pi,c, pour simplifier les
notations.

Une trajectoire obéissant à la récurrence (E.2) converge presque sûrement vers P∞(n) =
δn,nc

. Nous nous intéressons ici au comportement qu’a la distribution Pk(n) obtenue par
une moyenne sur un ensemble de telles trajectoires. On peut écrire explicitement la valeur
de cette moyenne d’ensemble. Il faut pour cela considérer l’ensemble des résultats possibles
I ∈ {e, g}k après k détections. Chaque I décrit une trajectoire qui survient avec une
certaine probabilité. La mesure étant QND, les trajectoires pour lesquelles le même nombre
l d’atomes ont été détectés dans |g〉 (et k − l dans |e〉) après k détections ont même
probabilité, et conduisent à la même distribution Pk(n). Il suffit donc de dénombrer les
trajectoires de l donné, et de sommer toutes les contributions avec leurs probabilités. On
obtient l’évolution moyenne :

Pk(n) =
k
∑

l=0

(

k

l

)

plg,c(1− pg,c)
k−l pg(n)

l(1− pg(n))
k−lP0(n)

∑

m pg(m)l(1− pg(m))k−lP0(m)
. (E.3)

Cette équation est assez transparente : on somme des distributions normalisées (fraction
à droite) correspondant à la détection de l fois |g〉 sur les k détections. Cette somme est
pondérée par la loi binomiale de paramètre pg,c qui donne la probabilité d’avoir l détections
dans |g〉 après k mesures.

E.1.2 Réécriture asymptotique

La loi binomiale pour la variable l

Bk,pg,c(l) ≡
(

k

l

)

plg,c(1− pg,c)
k−l

1. Nous utilisons dans cette annexe la notation p au lieu de π pour les probabilités de détection, afin
d’éviter les confusions (nous serons amenés à utiliser la notation produit

∏
).
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peut être approximativement décrite, pour k grand, par une distribution gaussienne de
moyenne et d’écart-type donnés par :

〈l〉 = kpg,c, σl =
√

kpg,c(1− pg,c).

La variable réduite α = l/k suit donc pour k grand une loi de probabilité gaussienne,
de moyenne et d’écart-type :

〈α〉 = pg,c, σα =
1√
k

√

pg,c(1− pg,c).

Nous pouvons réécrire la somme (E.3) sous la forme d’une intégrale sur α, faisant
intervenir cette distribution gaussienne :

Pk(n) ≃
√

k
2πpg,c(1−pg,c)

∫ +∞

−∞
dα exp

(

− k(α−pg,c)2

2pg,c(1−pg,c)

) pg(n)
αk(1− pg(n))

(1−α)kP0(n)
∑

m pg(m)αk(1− pg(m))(1−α)kP0(m)
,

(E.4)

Sous cette forme, la distribution Pk(n) est la somme de distributions élémentaires Pk,α

subissant à chaque détection k une décimation moyenne correspondant à la multiplication
par pg(n)α(1− pg(n))

(1−α) :

Pk,α(n) =
(pg(n)

α(1− pg(n))
1−α)

k
P0(n)

∑

m (pg(m)α(1− pg(m))1−α)k P0(m)
.

Ces distributions sont sommées en fonction de α avec une distribution gaussienne. À mesure
que k augmente, la contribution correspondant à α = pg,c devient prépondérante. Or le
terme pg(n)pg,c(1 − pg(n))

1−pg,c est maximum en fonction de pg(n) pour pg(n) = pg,c. La
contribution dominante :

Pk,pg,c(n) =
(pg(n)

pg,c(1− pg(n))
1−pg,c)

k
P0(n)

∑

m (pg(m)pg,c(1− pg(m))1−pg,c)k P0(m)
,

converge donc vers la distribution δn,nc
, s’il n’y a pas de dégénérescence, c’est-à-dire que

les pg(n) sont tous distincts. Cette contribution étant dominante pour k grand, on vérifie
que Pk(n) converge donc bien vers δn,nc

.

E.1.3 Taux de convergence

Les termes intégrés dans l’équation (E.4) prennent tous la forme d’une fonction expo-
nentielle de k. Nous cherchons donc à faire ressortir le comportement exponentiel de Pk(n).
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La difficulté rencontrée dans cette démarche provient de la somme au dénominateur de la
fraction (terme de normalisation des distributions). Définissant la fonction fm(α) par :

fm(α) ≡ α log(pg(m)) + (1− α) log(1− pg(m)),

cette somme s’écrit
∑

m exp(kfm(α)). On a fm ≤ 0. Le terme dominant dans la somme
pour k grand est donc celui pour lequel fm(α) est maximum.

Ceci nous amène à définir la fonction :

ψ(α) ≡ max
n∈{0,...,nmax}

fm(α). (E.5)

Nous réécrivons alors (E.4) sous la forme :

Pk(n) ≃
√

k
2πpg,c(1−pg,c)

∫ +∞

−∞
dα

exp(−kφn(α))P0(n)
∑

m g
k
m(α)P0(m)

, (E.6)

où nous définissons :

φn(α) ≡
(α− pg,c)

2

2pg,c(1− pg,c)
+ max

m∈{0,...,nmax}

(

α log
(

pg(m)

pg(n)

)

+ (1− α) log
(

1−pg(m)

1−pg(n)

))

, (E.7)

gm(α) ≡ exp (α log(pg(m)) + (1− α) log(1− pg(m))− ψ(α)) . (E.8)

Au vu de ces définitions nous avons les propriétés suivantes :
– gm(α) = exp(fm(α)− ψ(α)) ≤ 1, et pour tout α il existe m tel que gm(α) = 1,
– φn(α) = (α− pg,c)

2/(2pg,c(1− pg,c)) + ψ(α)− fn(α) ≥ 0,
En outre −fn(α) et convexe, et ψ(α) est également convexe comme maximum d’un

ensemble de fonctions convexes. De par sa définition, φn(α) est donc une fonction continue,
fortement convexe et localement quadratique de α. Elle admet donc un unique minimum
strict noté ᾱn.

Notons que pour n = nc, ᾱnc
= pc. En effet des deux termes sommés dans φn, le terme

en «max» vaut systématiquement 0 en α = p(n), ce qui est sa valeur minimum. Le terme
quadratique est lui minimum en α = pc. Le minimum de φnc

est donc bien atteint en pc et
φ(ᾱnc

) = 0. Pour n 6= nc, les deux termes sommés ne peuvent s’annuler simultanément (si
les p(n 6= nc) sont tous différents de pc). On a donc φ(ᾱn) > 0.

On peut alors décomposer φn au voisinage de son minimum de la façon suivante :

φn(α) = φ(ᾱn) + |α− ᾱn|An(α) +
(α− ᾱn)

2

2pg,c(1− pg,c)
, (E.9)

où An(α) est une fonction positive bornée de α. Introduisant cette décomposition dans
l’intégrale (E.6), on obtient :

Pk(n) = exp(−kφn(ᾱn))

∫ +∞

−∞
dα
√

k
2πpg,c(1−pg,c)

exp

(

−k|α−ᾱn|An(α)−k
(α−ᾱn)2

2pg,c(1−pg,c)

)

P0(n)
∑

m gkm(α)P0(m)
. (E.10)
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Nous avons isolé dans cette dernière formule la contribution exponentielle, qui donne le
taux de convergence de Pk(n). En effet l’intégrale qui suit ce terme exponentiel se réécrit,
en posant β =

√
k(α− ᾱn) :

∫ +∞

−∞
dβ
√

1
2πpg,c(1−pg,c)

exp

(

−
√
k|β|An(ᾱn+

1√
k
β)− β2

2pg,c(1−pg,c)

)

P0(n)

∑

m gkm(ᾱn+
1√
k
β)P0(m)

.

Pour tout m on a 0 < gm(α) ≤ 1 et pour tout β il existe m tel que gm(β) = 1. On a par
conséquent l’encadrement suivant :

exp
(

−
√
k|β|max

α
An(α)− β2

2pg,c(1−pg,c)

)

≤
exp

(

−
√
k|β|An(ᾱn+

1√
k
β)− β2

2pg,c(1−pg,c)

)

∑

m gkm(ᾱn+
1√
k
β)P0(m)

≤
exp

(

− β2

2pg,c(1−pg,c)

)

minm P0(m)
.

On a donc :

lim
k→∞

1

k
log

(
∫ +∞

−∞
dβ
√

1
2πpg,c(1−pg,c)

exp

(

−
√
k|β|An(ᾱn+

1√
k
β)− β2

2pg,c(1−pg,c)

)

P0(n)

∑

m gkm(ᾱn+
1√
k
β)P0(m)

)

= 0. (E.11)

Ceci implique finalement que :

lim
k→∞

1

k
logPk(n) = −φn(ᾱn). (E.12)

La convergence vers 0 des probabilités pour n 6= nc est donc exponentielle, et l’exposant
peut être recherché numériquement comme le minimum de la fonction φn(α).

E.1.4 Une définition alternative de taux de convergence

Dans la référence [118], il est montré que pour presque toutes les trajectoires, la limite
de 1/k log(Pk(n)/Pk(nc) tend vers :

∑

i

pi,c log

(

pi(n)

pi,c

)

≡ −S(nc|n),

où i = e, g. S(nc|n) est l’entropie relative des distributions des résultats de mesure obtenues
pour nc et n photons.

Comme en outre P (nc) tend presque sûrement vers 1 on a la convergence presque sûre :

lim
k→∞

1

k
log(Pk(n)) = −S(nc|n).

De ce fait , pour k grand, si l’on réalise la moyenne d’ensemble, non plus des probabilités
Pk mais de log(Pk), on doit avoir :
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lim
k→∞

1

k
log(Pk(n)) = −S(nc|n). (E.13)

C’est ici une autre façon de définir un taux de convergence (via le logarithme), et le
résultat obtenu est différent. En effet on a S(nc|n) = φn(pc). Du fait de la forte convexité
de φn on a donc les inégalités suivantes :

0 < φn(ᾱn) < S(nc|n) = φn(pc), (E.14)

pour n 6= nc.
Ces inégalités sont fondamentalement issues de la concavité du logarithme :

log(Pk(n)) ≥ log(Pk(n)).

Nous pourrons constater sur les données expérimentales que les taux de convergence
du logarithme moyen sont effectivement nettement plus grands que ceux des probabilités
moyennes (voir la section E.3).

E.2 Plusieurs directions de mesure

Dans le cas de la mesure passive utilisée dans ce manuscrit, nous utilisons plusieurs
directions de mesure, définies par plusieurs phases de Ramsey, que nous repérons par un
indice j. La probabilité de détection des états |e〉 et |g〉, pour le choix de mesure j et
conditionnée à la présence de n photons dans la cavité s’écrit :

p(g|j, n) ≡ pg(n) = p0 +
C

2
cos(φ(n) + φj), p(e|j, n) = 1− p(g|j, n). (E.15)

On peut considérer en toute généralité que l’on utilise un nombre r de phases de Ramsey
différentes pour effectuer la mesure. Dans le cas de la mesure passive, le choix des phases
pour les échantillons successifs est prédéterminé. On utilise chaque phase avec une fréquence
fj, avec

∑

j fj = 1. Du fait de la présence aléatoire d’un atome dans les échantillons, la
phase de Ramsey des atomes successivement détectés est une variable aléatoire, de loi de
probabilité fj. À chaque détection, la distribution estimée du nombre de photons Pk(n) est
actualisée selon

Pk+1(n) =
p(i, j|n)Pk(n)

∑

m p(i, j|m)Pk(m)
, (E.16)

lorsque l’état atomique i = e, g est détecté avec le réglage j, ce qui se produit avec une
probabilité p(i, j|nc) = p(i|j, nc)fj. Nous noterons dorénavant p(i, j|n) ≡ pσ(n), et en
particulier pσ(nc) ≡ pσ,c, pour simplifier l’écriture des résultats ultérieurs. L’indice σ prend
q = 2r valeurs décrivant tous les résultats de mesure. Par convention on peut prendre pour
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σ ∈ {1, . . . , r}, pσ(n) = p(g, σ|n) et pour σ ∈ {r + 1, . . . , 2r}, pσ(n) = p(e, σ|n). Notons
que l’on a

∑

σ pσ(n) = 1 pour tout n, ce qui est la condition de normalisation des POVM.

L’évolution de la distribution moyenne s’obtient comme précédemment en sommant les
évolutions correspondant à l’ensemble des résultats possibles après k détections, avec leurs
probabilités. À l’étape k on peut avoir obtenu le résultat σ un nombre lσ de fois. On a
nécessairement

∑

σ lσ = 1. Deux trajectoires pour lesquels on a eu les mêmes résultats lσ,
sans considérer leur ordre, aboutissent à la même distribution et ont la même probabilité. Le
nombre de combinaisons possibles aboutissant aux résultats lσ est donné par le coefficient
multinomial :

(

k

l1, . . . , lq

)

=
k!

l1! . . . lq!
.

L’évolution moyenne Pk(n) est donc donnée par :

Pk(n) =
∑

l1+···+lq=k

(

k

l1, . . . , lq

)

∏

(pσ,c)
lσ

(pσ(n))
lσP0(n)

∑

m(pσ(m))lσP0(m)
. (E.17)

Comme précédemment nous sommons ici des distributions correspondant à la détection
du résultat σ un nombre lσ de fois. Cette somme est pondérée par la loi multinomiale de
paramètres pσ,c donnant la probabilité du résultat lσ après k détections.

E.2.1 Réécriture asymptotique

La loi multinomiale pour les variables lσ :

Mk,pσ,c(lσ) =

(

k

l1, . . . , lq

)

∏

(pσ,c)
lσ

est caractérisée par les valeurs moyennes

〈lσ〉 = kpσ,c,

et les covariances

cov(lσ, lσ′) ≡ 〈lσlσ′〉 − 〈lσ〉 〈lσ′〉 = k(pσ,cδσ,σ′ − pσ,cpσ′,c).

Nous noterons C la matrice des covariances.

L’analogie avec le cas d’une dimension de mesure est claire : pour k grand, le théorème
central limite s’applique et l’on a pour k grand (on note pc = (pσ,c) ∈ [0, 1]q, et de même
l = (lσ) ∈ {0, . . . , k}q) :

Mk,pc(l) ∼ N (kpc,C),

où N dénote la loi normale multidimensionnelle décrite par la densité
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N(l) =
1

√

(2π)q| detC|
exp

(

−1

2
(l − kpc)

TC−1(l − kpc)

)

. (E.18)

(E.19)

Par conséquent, on peut on notant ασ ≡ lσ/k et α le vecteur des ασ, réécrire l’évolution
moyenne Pk(n) sous la forme :

Pk(n) ≃
∫

dα

(

k

2π

)
q−1
2 1
√

| detC′|
exp

(

−1
2
(α− pc)

TC′−1(α− pc)
)

∏

σ pσ(n)
α
σP0(n)

∑

m

∏

σ pσ(m)ασP0(m)
,

(E.20)

où l’on a noté C′ la matrice des covariances :

C ′
σ1,σ2

= pσ,cδσ,σ′ − pσ,cpσ′,c.

Cette forme est tout à fait similaire à celle obtenue dans le cas d’une seule direction
de mesure. On a cependant apparemment perdu la condition de somme

∑

σ ασ = 1 qui
provient de la loi multinomiale. Celle-ci est en fait incluse dans la distribution gaussienne :
on peut remarquer en effet que le vecteur v à q composantes égales à 1 est vecteur propre
de C′ pour la valeur propre 0. La formule ci-dessus est donc à prendre avec précaution, la
matrice C′ n’étant en fait pas inversible.

E.2.1.a Une réécriture plus rigoureuse

Définissant les variables uσ = ασ − pσ,c, l’approximation gaussienne s’écrit rigoureuse-
ment :

Pk(n) ≃
∫

V

du

(

k

2π

)
q−1
2 √

detQ exp

(

−k
2
Q(u)

) ∏

σ pσ(n)
pσ,c+uσ

∑

m

∏

σ pσ(m)pσ,c+uσ
, (E.21)

avec
– le vecteur u = (uσ) de R

q appartenant à V , l’hyperplan d’équation
∑

σ uσ = 0 ;
– du l’élément de volume euclidien dans V ;
– Q(u) la forme quadratique définie positive sur V , inverse de la restriction de C′ à V .

Q est bien définie pour les raisons suivantes :
– Comme 0 < pσ, < 1 (dans un cas réaliste l’interféromètre de Ramsey n’est jamais

parfait), C′ est symétrique, avec des éléments non-diagonaux négatifs, des éléments
diagonaux positifs et la somme de ses lignes (et de ses colonnes) est nulle. C est donc
une matrice laplacienne irréductible. Son noyau est réduit à R(1, . . . , 1), et son image
coïncide avec V , l’hyperplan orthogonal au noyau.

– Comme C′(V ) = V , la restriction de C′ à V est un opérateur symétrique inversible,
qui définit sur V une forme quadratique définie positive. Son inverse (C|V )−1 définit
également sur V une forme quadratique définie positive notée Q(u) pour u ∈ V , de
déterminant detQ.
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E.2.2 Taux de convergence

Une fois établie la forme (E.21), la démarche pour obtenir l’exposant caractéristique de
la convergence est sensiblement la même que dans le cas d’une seule direction de mesure.
Nous définissons donc les fonctions :

ψ(u) ≡ max
m∈0,...,nmax

∑

σ

(pσ,c + uσ) log(pσ(m)), (E.22)

φn(u) ≡
1

2
Q(u)−

∑

σ

(pσ,c + uσ) log(pσ(m)) + ψ(u), (E.23)

gm(u) ≡ exp(
∑

σ

(pσ,c + uσ) log(pσ(m))− ψ(u)). (E.24)

Nous avons les propriétés :
– gm est comprise entre 0 et 1, et quelque soit u, la valeur 1 est atteinte pour un m ;
– φn(u) est une forme positive ; ψ(u) étant localement affine, elle est convexe, donc
φn(u) est fortement convexe et localement quadratique ; par conséquent elle possède
un unique minimum sur V , noté ūn.

L’équation (E.21) se réécrit alors :

Pk(n) =

(

k

2π

)
q−1
2 √

detQ

∫

V

du exp(−kφn(u))P0(n)
∑

m(gm(u))kP0(m)
. (E.25)

Du fait de l’existence du minimum ūn, on peut décomposer φn de la façon suivante :

φn(u) = φn(ūn) + (u− ūn)
TAn(u) +

1

2
Q(u− ūn), (E.26)

où An(u) est un vecteur et il existe an > 0 tel que, pour tout u, 0 ≤ (u − ūn)
TAn(u) ≤

an ‖u− ūn‖. En posant v =
√
k(u− ūn), l’évolution moyenne se réécrit :

Pk(n) = exp (−φn(ūn))
√

detQ

(

1

2π

)
q−1
2
∫

V

dv
exp

(

−
√
kvAn(ūn+

v√
k
)− 1

2
Q(v)

)

P0(n)
∑

m(gm(u))kP0(m)
. (E.27)

Grâce aux propriétés mentionnées ci-dessus on a l’encadrement :

exp

(√
kan ‖v‖ −

1

2
Q(v)

)

≤ exp
(

−
√
kvAn(ūn+

v√
k
)− 1

2
Q(v)

)

∑

m(gm(u))kP0(m)
≤ exp(− 1

2
Q(v))

minm P0(m)
.

On a par conséquent :

lim
k→∞

1

k
log

(
∫

V

dv
√
Q
(

1
2π

)
q−1
2

exp
(

−
√
kvAn(ūn+

v√
k
)− 1

2
Q(v)

)

P0(n)
∑

m(gm(u))kP0(m)

)

= 0. (E.28)
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Ceci implique finalement :

lim
k→∞

1

k
logPk(n) = −φn(ūn). (E.29)

De la même façon qu’avec une seule direction de mesure, l’exposant caractéristique de
la décroissance des probabilités moyennes pour n 6= nc est donné par le minimum de la
fonction φn, qui peut être recherché numériquement.

E.2.3 Taux de convergence du logarithme moyen

On peut également dans le cas de plusieurs directions de mesure obtenir des taux de
convergence pour la moyenne d’ensemble du logarithme des probabilités (cf. [118]). On a
alors :

lim
k→∞

1

k
log(Pk(n)) =

∑

σ

pσ,c log

(

pσ(n)

pσ,c

)

≡ −S(nc|n). (E.30)

De même, du fait de la forte convexité de φn on les inégalités strictes (pour n 6= nc) :

0 < φn(ᾱn) < S(nc|n) = φn(pc). (E.31)

E.3 Comparaison à l’expérience

Les données de l’expérience réalisée sur un état sélectionné (partie IV.1) sont proches
de la situation idéale décrite ci-dessus : nous mesurons un état sélectionné, ne subissant
pas la relaxation, voisin d’un état de Fock. Nous pouvons donc les exploiter pour comparer
les prédictions théoriques à l’expérience.

Afin d’augmenter la taille de l’ensemble statistique, nous utilisons toutes les traces
sélectionnées, triées en fonction du nombre de photons dont la probabilité est maximale
à la fin de la trajectoire nsup. Comme nous l’avons fait au paragraphe IV.1.4.b, nous
définissons pour chaque trajectoire la distribution du nombre de photons relatif ∆nsup,
notée P ′′(∆nsup). C’est sur ces distributions que sont réalisées les moyennes d’ensemble
P ′′(∆nsup) et log(P ′′(∆nsup)).

Ces moyennes sont donc issues de mesures de différents nombre de photons sélectionnés,
et d’un ensemble d’expériences où les paramètres des franges (contraste, décalage, phase
de Ramsey) ont pu légèrement varier d’une prise de données à l’autre. Pour comparer nos
prédictions à l’expérience, nous calculons les différents exposants obtenus dans le cas de la
mesure «idéale» suivante :

– nous calculons les exposants pour nc = 0,
– les phases de Ramsey sont prises égales à pπ/4 pour p allant de 0 à 3,
– le déphasage par photon prend sa valeur calibrée φ(n) = 0,255πn− 0,0015πn2,
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– le contraste et le décalage des franges prennent les valeurs typiques C = 0,685 et
π0 = 0,505.

La figure E.1 montre, en fonction de l’indice k de l’échantillon atomique détecté, l’évo-
lution de deux grandeurs logarithmiques : log(P ′′) d’une part et log(P ′′), d’autre part.
Pour obtenir ces courbes, on a effectué une moyenne d’ensemble sur 6021 trajectoires. On
indique également la correspondance entre nombre d’échantillons et nombre d’atomes dé-

tectés, sachant que l’on détecte n(d)
a = 0,35 atomes par échantillon en moyenne. C’est en

fonction de ce nombre de détections que nous avons établis nos taux de convergence . On
peut faire les constatations suivantes :

Vitesse de convergence : On peut constater (pour ∆nsup 6= 0) que les taux de décrois-
sance issus de la moyenne des logarithmes sont systématiquement plus grands que
ceux du logarithme de la moyenne des probabilités, conformément aux inégalités
établies en (E.31).

Fluctuations statistiques : De manière frappante, les courbes pour la moyenne du lo-
garithme sont bien plus lisses que celles obtenues par la moyenne des probabilités, où
les fluctuations deviennent très importantes pour P ≃ e−8. Cette différence est quali-
tativement reproduite par une simulation Monte-Carlo de la mesure «idéale» décrite
ci-dessus pour un ensemble statistique de même taille (6000 trajectoires simulées).

Taux de convergence : Finalement, nous voulons comparer à nos résultats théoriques
des taux de convergence issus de ces données. La chose est aisée pour log(P ′′) : nous
pouvons ajuster des droites aux différentes courbes représentées, ici sur un intervalle
allant de 25 à 100 détections. Du fait des importantes fluctuations, l’ajustement des
courbes de log(P ′′) est plus difficile : nous avons choisi des intervalles identiques pour
∆nsup = ±1, ∆nsup = ±2 et ∆nsup = −3, 3 et 4. Les droites d’ajustement sont
représentées en pointillés noirs.

La table E.1 regroupe les taux ainsi mesurés, que nous notons λn pour log(P ′′), et
λn pour log(P ′′). Les barres d’erreurs sont fournies par les ajustements linéaires sur les
intervalles choisis. Elle présente également les taux attendus, que nous avons calculés pour
nc = 0 comme décrit ci-dessus, et que nous associons à chaque valeur de ∆nsup. En principe
on doit avoir :

λn = S(0|n), λn = φn(ᾱn).

Nous donnons l’écart relatif (ramené à la valeur théorique) entre ces deux nombres dans
chaque cas.

En premier lieu il ressort de ces résultats qu’il y a une grande différence entre les ex-
posants caractéristiques selon la moyenne d’ensemble réalisée. Comme attendu, S(0|n) >
φn(ᾱn), ces deux coefficients étant reliés par un facteur de l’ordre de 3. Les coefficients
S(0|n), qui apparaissent dans l’étude de la convergence des trajectoires individuelles (cf.
[118]), ne décrivent donc pas correctement l’échelle de temps caractéristiques de la conver-
gence d’une moyenne d’ensemble.
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Figure E.1 – Convergence des moyennes d’ensemble pour la mesure passive : (a) Évolu-
tion du logarithme des populations moyennes, log(P ′′), en fonction du nombre de photons
relatif ∆nsup (b) Évolution de la moyenne du logarithme des populations, log(P ′′). Les
ajustements linéaires réalisés sur une chaque courbe sont représentés en pointillés noirs.
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∆nsup λn S(0|n) écart(%) λn φn(ᾱn) écart(%)

−3 0,4907± 2 · 10−4 0,4689 −4,6 0,1465± 6 · 10−4 0,1409 4

−2 0,3025± 1 · 10−4 0,2929 −3,3 0,0944± 4 · 10−4 0,1183 −20

−1 0,1041± 1 · 10−4 0,1049 0,8 0,0236± 1 · 10−4 0,0267 −12

0 0 0

1 0,0728± 2 · 10−4 0,0818 11 0,0229± 3 · 10−4 0,2085 9

2 0,2724± 2 · 10−4 0,2738 0,5 0,0687± 4 · 10−4 0,1149 −40

3 0,4777± 2 · 10−4 0,4620 −3,4 0,1215± 1,0 · 10−3 0,1410 −14

4 0,5655± 2 · 10−4 0,5400 −4,7 0,1572± 1,3 · 10−3 0,1536 2

Table E.1 – Comparaison entre les exposants caractéristiques mesurées sur les moyennes
d’ensembles expérimentales et les prédictions théoriques.

L’accord des coefficients mesurés λn aux prédictions théoriques est très bon, avec des
écarts de quelques pourcents. C’est un peu moins le cas des coefficients λn que nous nous
sommes attachés à calculer ici. Les écarts assez grands constatés peuvent en fait être
imputés au manque de statistiques. Les courbes de log(P ′′) sont en effet bien plus bruitées
que celles de log(P ′′), ce qui nous a d’ailleurs imposé de restreindre l’intervalle d’ajustement.
Les coefficients λn obtenus sont donc moins fiables. Comme nous l’avons déjà dit, cette
différence de fluctuations entre les courbes obtenues selon nos deux méthodes est reproduite
par une simulation «idéale» sur un ensemble de même taille (6000 traces). Si nous réalisons
une comparaison entre simulation et théorie, en extrayant des coefficients ajustés sur les
courbes simulées, on obtient comme pour les données présentées ici, des écarts de l’ordre du
pourcent pour λn, et de l’ordre de 15% pour λn. Seul l’écart de 40% constaté pour ∆nsup = 2
est donc quelque peu surprenant. Plusieurs facteurs peuvent ceci dit être responsables
d’écarts éventuels : nous exploitons les données tous nombres de photons confondus, de
plusieurs séries d’expériences entre lesquelles les paramètres des franges de Ramsey ont
pu varier. Nos données ne reproduisent donc pas parfaitement les conditions idéales dans
lesquelles nous calculons les coefficients théoriques.

Conclusion

Nous avons défini dans cet appendice les exposants caractérisant la convergence de la
distribution des nombres de photons obtenue par une moyenne d’ensemble sur les trajec-
toires individuelles. Ces exposants s’obtiennent par la recherche du minimum d’une fonction
qui dépend de tous les paramètres de la mesure. Les résultats obtenus sont en assez bon
accord avec l’expérience, le principal facteur limitant la comparaison étant le manque de
statistiques. Ces résultats sont limités à la méthode passive de décimation : en effet dans
le cas d’une mesure active, il n’est plus possible d’écrire directement le résultat exact pour
la moyenne d’ensemble.
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Nous avons également pu mettre en évidence que les exposants caractéristiques peuvent
dépendre fortement de la façon dont est réalisée la moyenne d’ensemble : dans le cas
particulier de la moyenne d’ensemble du logarithme des probabilités, les exposants obtenus,
qui sont liés à la convergence des trajectoires individuelles, sont considérablement plus
grands que ceux décrivant la convergence des probabilités moyennes.
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Mesure adaptative non destructive du nombre de photons
dans une cavité

Résumé Une mesure adaptative vise à optimiser l’acquisition d’information sur un sys-
tème à l’aide d’une boucle de rétroaction sur l’appareil de mesure. Dans notre dispositif
d’électrodynamique en cavité, nous avons réalisé une mesure adaptative sur un système
quantique, le champ micro-onde piégé dans une cavité supraconductrice de très grande
finesse. Des atomes de Rydberg circulaires, interagissant dispersivement avec le champ,
réalisent une série de mesures dites «faibles», aboutissant à la mesure quantique non des-
tructive du nombre de photons dans le mode. La prise en compte des résultats des mesures
successives, de l’action en retour sur le système, et de l’ensemble des imperfections expéri-
mentales, permet à un ordinateur de contrôle d’effectuer une estimation en temps réel de
l’état du champ. La phase de l’interféromètre de Ramsey qui définit la mesure réalisée sur
les atomes est alors optimisée afin d’extraire un maximum d’information des détections
ultérieures. Nous montrons que préparation d’états de Fock est nettement accélérée avec
la méthode adaptative, par rapport à un protocole passif utilisant une alternance prédé-
finie des phases de mesure. Cette réduction du temps de mesure est d’un grand intérêt
en présence de décohérence, et pourrait par exemple être exploitée dans des protocoles de
rétroaction quantique existants, où la rapidité de l’estimation d’état est cruciale.

Mots-clés CQED, mesure adaptative, mesure quantique non destructive, atomes de Ryd-
berg, états de Fock, décohérence.

Adaptive non destructive measurement of the photon num-
ber in a cavity

Abstract An adaptive measurement aims at optimizing the acquisition of information
on a system, with the help of a feedback loop on the measuring apparatus. In our cavity
quantum electrodynamics setup we have achieved an adaptive measurement of a quan-
tum system, the microwave field trapped in a high finesse superconducting cavity. Circular
Rydberg atoms interact dispersively with the field and achieve a quantum nondemolition
measurement of the photon number by a succession of «weak» measurements. Taking into
account all measurement outcomes, the measurement back-action and all experimental im-
perfections, a control computer estimates the field state in real-time. The phase of the
Ramsey interferometer defining the atomic measurement is then optimized so that the
following detections bring maximal information. We demonstrate that the preparation of
Fock states is clearly accelerated using an adaptive technique, compared to a passive pro-
tocol where the choice of measurement phase is predefined. Such an adaptive measurement
is of great interest in presence of decoherence, and could be used for example in quantum
feedback protocols where the speed of state estimation is crucial.

Keywords CQED, adaptive measurement, quantum non demolition measurement, Ryd-
berg atoms, Fock states, decoherence.
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