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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣❡♦♣❧❡ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦
t❤❛♥❦ ❤❡r❡✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ ❝♦♠❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❥✉r② ♠❡♠❜❡rs✳
■ t❤❛♥❦ P✳ ❈❡r✈❛♥❦❛ ✭❯♥✐✈❡rst② P✳❈✉r✐❡ P❛r✐s✻✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❢♦r ❤♦♥♦✉r✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t✐♥❣

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❥✉r② ♣r❡s✐❞❡♥t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❤✐s ♣r❡❝✐s❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❚✳ ❲❡❜❡r ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❡✇ ❍❛♠♣❤✐r❡✱ ❯❙❆✮ ❢♦r ❤✐s ✈✐s✐t t♦
❇r❡st ❛♥❞ ❤✐s ❡♥❤❛♥❝✐✈❡ ❛♥❞ ❦✐♥❞ r❡✈✐❡✇ ❤❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ ❛♠ r❡❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛❞✈✐s❡❞ ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❤✐s ✇♦r❦
❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❘✳ ●❛r❡❧❧♦ ✭❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t t♦ ❤❛♥❞❧❡
❛❧❧ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ♠❛tt❡rs ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐s ✉♥❢❛✐❧✐♥❣ s✉♣♣♦rt ❤❡ ❣❛✈❡ t♦ ♠❡ ❛♥❞
t❤✐s ✇♦r❦✳ ■ ❛♠ r❡❛❧❧② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❳✳ ▲✉rt♦♥ ✭■❢r❡♠❡r✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❢♦r ♦✉r ✇❡❡❦❧② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
■ ❛♠ ❝♦♥s❝✐♦✉s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❤✐s ❛❞✈✐❝❡s✱ ♣❡❡r ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ ❤✐s ♠❡t✐❝✉❧♦✉s s❡♥s❡ t❤✐s ✇♦r❦
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❣r❡❛t t❤❛♥❦ t♦ ❋✳ ▼❛✉ss❛♥❣
✭❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❜❡ ♠② ❛❞✈✐s♦r ❛♥❞ ❢♦r ❤✐s ❡♥t❤✉s✐❛s♠ ❛♥❞
❤✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❤❡ ❣❛✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡s❡ ②❡❛rs✳ ■ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ❤✐s tr✉st
✐♥ ♠② ❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❆s t❤❡ P❤❉ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ✏❈✐❢r❡✑ ❝♦♥tr❛❝t✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡
✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ■ ❡①♣r❡ss ♠② t❤❛♥❦s t♦ ❖✳ ❆✳ ❆❧♠s❦år ✭❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❛r✐t✐♠❡✱ ◆♦r✇❛②✮
❢♦r ❜❡✐♥❣ ♠② ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❛r✐t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❤✐s r❡❛❧ ❦✐♥❞♥❡ss ✐♥
♦✉r ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❤✐s r❡❛❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ P✳ P❛❧✉❞ ✭❙✐♠r❛❞ ❙♣❛✐♥✱ ❋r❛♥❝❡✮ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢
❙✐♠r❛❞ ❙♣❛✐♥✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❛r✐t✐♠❡ ✭◆♦r✇❛②✮ ✈✐❛ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣ ❙✳ ❚❡t❧✐❡ ❛♥❞ ❇✳
❍♦r✈❡✐ ❢♦r t❤❡ P❤❉ ❢✉♥❞✐♥❣✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❘✫❉ t❡❛♠ ❢♦r ❡♥tr✉st✐♥❣ ♠❡
t♦ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ s✉❜❥❡❝t✳ ■ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❛♥❦ ❘✳ ❊❝❦❤♦✛ ❛♥❞ ❖✳❆✳ ❆❧♠s❦år ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ t❤❡②
t♦♦❦ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❞❛t❛ ❛❜♦❛r❞ ▼✴❑ ❙✐♠r❛❞ ❊❝❤♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡s ■ ♣r♦♣♦s❡❞
✭s❡✈❡r❛❧ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ♠❛❥♦r❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

■ ❡①♣r❡ss ❛❧s♦ ❛ t❤❛♥❦ t♦ ❈❤✳ ❙✐♥t❡s ✭❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡ t♦
❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❛r✐t✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦r ❤✐s ❛❞✈✐❝❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ②❡❛r ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

■ ❛❧s♦ ❛❞❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ ❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡
❛♥❞ ■❢r❡♠❡r✳ ■ ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♠✐ss t❤❡ ✇❛r♠ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❝♦✛❡❡ ❜r❡❛❦ ❛t
■❢r❡♠❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r✐❡♥❞❧② ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② P❤❉ st✉❞❡♥ts✱ ♣♦st ❞♦❝ ❛♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ st✉✲
❞❡♥ts ❛t ❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡✳ ■ ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t❤♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ■❊❊❊ st✉❞❡♥t ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ t♦ t❤❡
✬❜✉r❡❛✉ ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts✬ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡✱ ♠❛② t❤❡✐r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤♦✉t
♠❡✳

✐



✐✐ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ❞♦ ♥♦t ❢♦r❣❡t ❏✳ ❇❡❛✉❞♦✐♥ ✭❯◆❍✱ ❯❙❆✮ ❢♦r ❤✐s ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✶✳✻ ❛♥❞ ✷✳✷✳✸ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❤✐s r❡♣♦rts ❬❇❡❛✱ ✷✵✶✷✱ ❇❡❛✱ ✷✵✶✸❪✳

❆♥❞ ❛t ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❞❡❛r ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ ♠② ❢❛♠✐❧②✿ ♠② ♣❛r❡♥ts✱
♠② s✐st❡rs✱ t❤❡✐r s♣♦✉s❡s ❛♥❞ ♠② ❧✐tt❧❡ ♥❡♣❤❡✇ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤❡✐r
❛✛❡❝t✐♦♥✳
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✶✳✻✳✹ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❡❝t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✸✺➦ ❛♥❞
✲✸✺➦ ✭❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s ✉s✐♥❣ ❈❲ ♦✉t❡r ❜❡❛♠s ✉s✐♥❣ ❋▼✮❀ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❘✴❱
▲✬❆t❛❧❛♥t❡ ❊▼ ✶✷✷ ❞❛t❛ ❜② r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✶✳✶ ❋♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t✿ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t✱ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts s❡❡♥ ❜② t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❛rr❛②s
❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✈✐✐
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✷✳✶✳✷ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥
❡①t❡♥❞❡❞ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣
✐ts ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ s✉❜✲❛rr❛② s✐❣♥❛❧s
✭❝❛❧❧❡❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✶✳✸ ❲❛✈❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ✇❛✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② s♣r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✶✳✹ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ❣❡♦♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✶✳✺ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞

Sb ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✶✳✻ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✶✳✼ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r

❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✇✐t❤ψ = 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✷✳✶✳✽ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆φ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ µ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✶✳✾ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❘ ✭❜❧✉❡ ✿ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✳✻✶✮❀ r❡❞✿ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✻✷✮✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✷✳✷✳✶ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✷✳✷✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥❣❧❡ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ★✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✷✳✷✳✸ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥❣❧❡ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ★✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✷✳✷✳✹ ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡

❡♥✈❡❧♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✷✳✷✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✷✳✷✳✻ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ SaS∗

b ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❝❛s❡s✿ ✭❤❡❛✈❡ ❡✛❡❝t ♠♦❞❡❧❧❡❞
❛s ❛ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ❢♦r ❈❲ ❛♥❞ ❋▼✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡ s❤✐❢t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭❋▼✮ ❛♥❞ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❜✐❛s ✭❋▼ ❛♥❞
❈❲✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✷✳✷✳✼ P❤❛s❡ r❛♠♣ ✭❜❡❛♠ ✹✵➦✮ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝❛s❡s ✭❤❡❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A✮ s✉❜♣❧♦t ❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t A❂✵♠✱
s✉❜♣❧♦ts ❜✮ ❝✮ ❞✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t r❡s♣✳ A❂ ✶✱ ✺✱ ✶✵ ♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✷✳✽ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ SaS∗
b ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❘♦❧❧✱ s✉❜♣❧♦t ❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ✭r❡❢❡r✲

❡♥❝❡✮✱ s✉❜♣❧♦t ❜✮ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✭r♦❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✺➦✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✷✳✷✳✾ P❤❛s❡ r❛♠♣ SaS∗
b ✭❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✹✵➦✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ r♦❧❧✱ s✉❜♣❧♦t ❛✮ ✇✐t❤♦✉t

❉♦♣♣❧❡r ✭r❡❢❡r❡♥❝❡✮✱ s✉❜♣❧♦t ❜✮ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✭r♦❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✺➦✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✷✳✷✳✶✵❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
✐♥ ♣♦st✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧❡❞ ▼❘❯ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✷✳✷✳✶✶■♠♣❛❝t ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✷✳✸✳✶ ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐t❤ t❛♣❡r❡❞ ❡♥❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✷✳✸✳✷ P✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞✲❋▼ B❂✽✸✵❍③ ✈s ❈❲ s❤❛♣❡ ✭❝❧♦s❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✷✳✸✳✸ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭r❡❞❂❋▼

s✐❣♥❛❧✱ ❜❧✉❡❂❈❲ s✐❣♥❛❧✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✷✳✸✳✹ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭r❡❞❂❋▼

s✐❣♥❛❧ ❇❂✽✸✵ ❍③✱ ❜❧✉❡❂❈❲ s✐❣♥❛❧✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
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■✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ s♦♥❞❡✉r ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
■✳✶✳✷ ▼❡s✉r❡s ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ❊▼✼✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
■✳✷✳✶ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❜r✉✐t

s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✱ r♦✉❣❡✿ s✐❣♥❛❧ ❋▼✱ ❜❧❡✉✿ s✐❣♥❛❧ ❈❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
■✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
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■✳✷✳✸ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡

✈♦✐❡ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❡❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❈❲ ✭❜❧❡✉✮❀ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭r♦✉❣❡✮❀ ❋▼ ✺✵✵ ❍③
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■✳✸✳✶ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣❡s ❛♣♦❞✐sés
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■✳✸✳✷ r❡❧❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❇❧❡✉✿ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱
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■✳✸✳✸ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡t ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✿ ❈❤✐r♣ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❛♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❜❧❡✉✮✱ ❈❤✐r♣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❛♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡ ✭r♦✉❣❡✮✱ ❈❤✐r♣ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣♣❡ ❡♥ ❝♦s✷ ✭✈❡rt✮ ✭❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❜r✉✐t
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✲ ❈♦♥t❡①t

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ ✇❛✈❡s ✭✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ✉♥❞❡r✇❛t❡r ♠❡❞✐✉♠
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s✮ ❛s ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ s✉❜s❡❛ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❋✐rst ❲♦r❧❞ ❲❛r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❝♦♠❜❛t s✉❜♠❛r✐♥❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r②✱ s♦♥❛r s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛s ❛
♣r✐✈✐❧✐❣❡❞ t♦♦❧ ❢♦r ♦❝❡❛♥ s❡❛✢♦♦r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❛✢♦♦r ❡❝❤♦✲
s♦✉♥❞✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥❛✉t✐❝❛❧ ❝❤❛rts t♦ ❡♥s✉r❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❛❢❡t②✳ ❇✉t ❜❛t❤②♠❡tr②
✭♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s❡❛✢♦♦r ❞❡♣t❤✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s✿ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ♠✐❧✐t❛r② str❛t❡❣②✳✳✳ ❚❤❡
♥❡❡❞s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦✛s❤♦r❡ ♦✐❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♠✐♥❡ ✇❛r❢❛r❡✱ ❝❛✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ✼✵✬s ❛ r❡❛❧❧② ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤✱ ❜♦♦st✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡❛✢♦♦r s♦♥❛r ♠❛♣♣✐♥❣ s②st❡♠s✳
❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡rs ❛r❡ t♦❞❛②✬s ❢❛✈♦r✐t❡ s②st❡♠s ❢♦r s✉❝❤❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡
t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ ♠❛♣ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s❡❛✢♦♦r ♠❛♣♣✐♥❣✱
t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s✉❝❤ s②st❡♠s ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ ✇r❡❝❦s✱ ❜✉❜❜❧❡ ♣❧✉♠❡s✳✳✳ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ♣✐♣❡❧✐♥❡s✮
❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧✴❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ s❡❛✲❜♦tt♦♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡rs ✐s
t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❡❝❤♦❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❞❡❡♣❡r
s❡❛✢♦♦r ♦r r❡❛❝❤ ✇✐❞❡r s✇❛t❤✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✇❛t❤ ✇✐❞t❤s
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠♦❞❡r♥ ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦s♦✉♥❞❡rs ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
s✐❣♥❛❧s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣❛✐♥ ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✮✳ ▼♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✐ts ❞✉r❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✐♥✈❡rs❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s t❤❡
♥❡✇ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞❛♠❛❣✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②
✐s ❢♦✉♥❞ ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛
s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s②st❡♠s ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥♥♦t ♠❡❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❬❇❡❛✱ ✷✵✶✷✱ ❇❡❛✱ ✷✵✶✸✱ ❍✉❣✱ ✷✵✶✵❪ t❤❛t ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦
✐t✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ♠❡t ✐♥ ♦t❤❡r r❡❛❧♠s ♦❢ r❛❞❛r ♦r s♦♥❛r✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥
s②st❡♠s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✉❝t♦rs ✭❘❡s♦♥ ❙❡❛❜❛t ✼✶✺✵ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❑♦♥❣s❜❡r❣ ❊▼ ✶✷✷✱ ✸✵✷
❛♥❞ ✼✶✵✮ ✭s❡❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✮✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤② t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡❞
❜② ▼❇❊❙ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦✐s✐❡r ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧
s❤♦✉❧❞ ✭❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦✮ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠② P❤❉ ✐s t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧✳

❆ ✜rst ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

✶



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✲ ❈♦♥t❡①t

♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ♣❧❛t❢♦r♠ ✭✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤✐♣ ❤✉❧❧✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❤✐♣ ♠♦t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ r♦❧❧✱
❤❡❛✈❡✱ ♣✐t❝❤✱ ②❛✇✱ s✇❛②✱ s✉r❣❡✮✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠✐ss❤❛♣❡♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s
✉♥❛❞❛♣t❡❞✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✇❛s t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ✉♣♦♥ t❤❡ ❋▼
s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ❛❝❝✉r❛❝② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇❀ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✉s❡❢✉❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡❀ t♦ ♣♦ss✐❜❧② ✐❞❡♥t✐❢② ♦t❤❡r ❝❛✉s❡s ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❧♦ss❡s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ ♣r♦♣♦s❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✭❡✐t❤❡r ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r t♦ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♥❡✇ s✐❣♥❛❧s✮✳

❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♣t❡rs✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ❡♥t✐t❧❡❞ ✬st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt✬ ❛✐♠s ❛t ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ s✉❝❤ ❛s t❤❡
♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡
❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♦r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✱ ❛♥❞ ❛✐♠s ❛t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉✲
❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ st❛♥❞ ❢♦r ❛♥②
♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠s✳ ■t ❜✉✐❧❞s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✳ P❛rts ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭ ✭✷✳✷✮ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t②
❧♦ss ❝❛✉s❡❞ ❜② ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ s✐♥❝❡ ❛s
s❛✐❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ♠♦r❡ ❋▼ s✐❣♥❛❧s t❤❛♥ ❈❲ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❛❞❛t♣t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r✐♥❣✮✳ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ❝❤❛♥❣❡ ✭✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮✳ ❉♦♣✲
♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ✜♥❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✱ ❛s ❛♥ ✉♥s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♣❛rt ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❞❛♠❛❣❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✭✷✳✸✮ t❤✉s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♥♦✐s❡ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ■♥❞❡❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
♥♦✐s✐❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ s✐❣♥❛❧s ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜②
s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝✲s✐❣♥❛❧ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✉s✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♣t❡r✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s❤❛♣❡ ✭✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✮ ❧❡♥❣t❤❡♥s
t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢♦♦t♣r✐♥t✱ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜❡❧❞
❞❛t❛ t❡sts✳

❚❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✸ ❡①♣♦s❡s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡✳ ❚❤r❡❡
♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡✳
❙♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐❞❡❛ ✐s t❤✉s t♦ ❦❡❡♣ ❛ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇♦r❦ ❛t r❡❝❡♣t✐♦♥
♣r♦♣♦s✐♥❣ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐❞❡❧♦❜❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s s✐❞❡❧♦❜❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❧❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ ✭✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❧s♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❧♦ss ✈✐❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛ t✐♦♥✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
✭✐✳❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣✉❧s❡✮ ❜✉t t♦ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥



✸

✭♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❧♦✇ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧s ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛st ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s
♣r♦♠✐s✐♥❣✱ ❜✉t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ✜❡❧❞✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❛❧s
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳





❈❤❛♣t❡r ✶

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

▼❛♥② t②♣❡s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❡❛ ❜♦tt♦♠s ✭s✐♥❣❧❡ ❜❡❛♠ s♦✉♥❞❡r✱
♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦s♦✉♥❞❡r✱ s✐❞❡ s❝❛♥ s♦♥❛r✱ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ s♦♥❛r✳✳✳✮✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ♥♦t
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞ r❛t❤❡r ❣♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ t♦♣✐❝ ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥❧② ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠s ✭▼❇❊❙✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠❛t✐❝✿ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝✲q✉❛❧✐t②
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ✜♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ▼❇❊❙ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
q✉❛❧✐t②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ t♦ ♦t❤❡r s②st❡♠s
✭♥♦t❛❜❧② ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♦♥❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤✉s ♥♦t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡❛❞❡rs ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s♦♥❛r s②st❡♠ ❤✐st♦r② ♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡② ♥♦t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s P❤❉ st✉❞②✿

❼ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦s♦✉♥❞❡r s②st❡♠s❀

❼ ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❛♥❞ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥❀

❼ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t❀

❼ ▼♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳

❼ ❊①t❡r♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s

✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ▼❇❊❙

✶✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡s

▼❇❊❙ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② t✇♦ ❛rr❛② ❛♥t❡♥♥❛s ✭❛ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦♥❡✮✳
❚❤❡ ❛rr❛②s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ✭♦❢
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❡♣t✐♦♥✮ ❛r❡ ♥❛rr♦✇✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ▼❇❊❙ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ s❤✐♣ ❤✉❧❧ ♦r ❛♥ ✉♥❞❡r✇❛t❡r ✈❡❤✐❝✉❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt✐♥❣ ❛rr❛② s❡♥❞s ❛ ✇❛✈❡ ✭♣✉❧s❡❞ s✐❣♥❛❧✮ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛rr❛②
❧♦♥❣ s✐❞❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥❛rr♦✇ ✐♥ t❤❡

✺



✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚

❛❧♦♥❣✲s❤✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✐s t❤✉s ❛ ♥❛rr♦✇ str✐♣❡
✐♥ t❤❡ ❛❝r♦ss✲s❤✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥❀

❼ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛❧♦♥❣ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❛♥s t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❛♥❞ ✐s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞
t♦✇❛r❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛②❀

❼ ❚❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❛ ❢❛♥ ♦❢ ❜❡❛♠s ✇❤♦s❡ ✭❝♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮ ♣❛tt❡r♥
✐s ♥❛rr♦✇ ✐♥ t❤❡ ❛❝r♦ss✲s❤✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ❜❡✐♥❣ ❧♦♥❣❡r ✐♥ t❤❡ ❛❝r♦ss
❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤✉s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❜❡❛♠ ❢♦♦t♣r✐♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ❢❛♥ ♦❢ ❜❡❛♠s
✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✮ ❛♥❞ ❜②
st❡❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❜❡❛♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s✳

Rx beam footprint  Tx beam footprint  

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✶✿ ▼❇❊❙ Pr✐♥❝✐♣❧❡

❇❛t❤②♠❡tr② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭θ, R✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✶ ✇❤❡r❡ R ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❧❛② τ ✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡
✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ c ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ❣✐✈❡s t❤❡
❧❛t❡r❛❧ r❛♥❣❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✶✮✳

τ =
2R

c
✭✶✳✶✳✶✮

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ♦♥❡ ♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝r♦ss✲s❤✐♣ ❛①✐s ❛♥❞
❞❡♣t❤ ❛①✐s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡❛♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❛rr♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ❛❧♦♥❣ s❤✐♣ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭θ,R✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ (x, z)❈❛rt❡s✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛❝r♦ss✲s❤✐♣ ❛①✐s❀ s♦ t❤❛t (x, z) = (R sin θ,R cos θ)✱ ♦♥ t❤❡ s❤✐♣
r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s ✭❛❧♦♥❣ s❤✐♣ ❛①✐s✮ ✐s s❝❛♥♥❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤✐♣ ♠♦✈❡s ❢♦r✇❛r❞✳ ❆ ♠♦t✐♦♥
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉♥✐t
✭❣②r♦s❝♦♣❡s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥
t❤❡ s❤✐♣ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❢t❡r ♠♦t✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛
❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❲●❙✽✹✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ●◆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳
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✶✳✶✳✶✳✶ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡❝t♦rs

▼❛♥② ❝✉rr❡♥t s②st❡♠s ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ s❡❝t♦rs ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬❑♦♥✱ ❊▼✶✷✷✱ ❑♦♥✱ ❊▼✸✵✷✱ ❑♦♥✱ ❊▼✼✶✵❪✳
❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r s❡❝t♦rs ✭✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ✭x ❛♥❞ z ❛①✐s✮✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝r♦ss s❤✐♣
s❡❝t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡❝t♦rs ✭❝❛s❡ ♦❢ ❡✳❣ ❊▼✼✶✵✮✳ ❚❤❡ s❡❝t♦rs ❛r❡
❜✉✐❧t ❜② ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✮ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡
❛❝r♦ss s❤✐♣ ♣❧❛♥❡ ✭r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❧♦♥❣ s❤✐♣ ❛①✐s✮✳

� � 

�1  
�2  �3  

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✷✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡❝t♦rs ✭❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✸ s❡❝t♦rs✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡❝t♦rs ✐s ♠✉❧t✐✲❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
fi ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦r i ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛
t♦ r❡❥❡❝t ❛❢t❡r ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs✳ ■t ♠❛❦❡s
✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ str♦♥❣ s♣❡❝✉❧❛r ❡❝❤♦ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡ s❡❝t♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ✇✐❞t❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧②
r❡❞✉❝❡❞ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✇❛✈❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s✇❛t❤ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ s❤❛♣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❊✈❡♥✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐t ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥ s✐❞❡ s❡❝t♦r s✐♥❝❡ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧❧② ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜②
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡❝t♦rs ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ s✐❞❡ s❡❝t♦rs✳ ■♥❞❡❡❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✿ r❡❞✉❝✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳

❚❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭f1, f2, f3✮ ❛r❡ ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ s❡❝t♦r t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ tr❛♥s❞✉❝❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r ❜❡❛♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❛♥❞
t❤✉s ❦❡❡♣ ❝❧♦s❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s✮✳ ▲❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦r ❝❛rr✐❡r ✐s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s
✭t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r s❡❝t♦r ❝r♦sst❛❧❦✮✳

✶✳✶✳✷ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐s ❛ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s♣❛t✐❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ ❛♥❣❧❡s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞
s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲s❡♥s♦rs ❛rr❛②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡r✳
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❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐s t♦ st❡❡r t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛② ❛♥❞ s♦ ❡①♣❧♦r❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛rr❛② ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛r❣❡t✮ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✮✳

✶✳✶✳✷✳✶ ❆rr❛② st❡❡r✐♥❣

❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ❜❡ st❡❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞✐r❡❝t✐♦♥ θ✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ ❢❛r
✜❡❧❞✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛❞❞ ✉♣ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛✈❡ s✐❣♥❛❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✸✮✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ✭st❛✈❡✮ n ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✐ts ❛❜s❝✐ss❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛rr❛②
nl ❛♥❞ ✐s s✉❝❤ ❛s✿ ❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❛✱ P✉❥✱ ✷✵✵✼❪

δtn,θ =
nl

c
sin θ ✭✶✳✶✳✷✮

� �� ��� sin� 

Time Shift 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✸✿ ❆rr❛② st❡❡r✐♥❣

❋♦r ❡❛❝❤ s❡♥s♦r n✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ Sn,θ(t) ♦♥ ❛ st❡❡r❡❞ ❛rr❛② ✭st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ✮ ✐s ❣✐✈❡♥
❛s ❛ t✐♠❡✲s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭ ❜② δtn,θ✮ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ Sn(t) ✳

Sn,θ(t) = Sn(t− δtn,θ) = Sn(t−
nl

c
sin θ) ✭✶✳✶✳✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ ❛rr❛② ✐s N ❛♥❞ t❤❡ st❛✈❡ s♣❛❝✐♥❣ ✐s l✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤❡♥ st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✱ ❜❡❝♦♠❡s✿

S =

(N−1)/2∑

n=−(N−1)/2

Sn

(
t− n

l

c
sin θ

)
✭✶✳✶✳✹✮

❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤♦✇ t♦ s❤✐❢t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐♥ t✐♠❡ ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❛♠♣❧❡❞✳

✶✳✶✳✷✳✷ P❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❈❲✮ ✭♦r ❋▼✲♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧✮ ♦♥ t❤❡
❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fc✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ✐s✿

S =

(N−1)/2∑

n=(1−N)/2

Sn(t)e
−2♣j.fcn

l
c
sin θ ✭✶✳✶✳✺✮
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❲✐t❤ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ❜② t❤❡ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❇✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜② ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐♥❝r❡❛s❡s✳

✶✳✶✳✷✳✸ ❚✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

■❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② t♦ ❛♣♣❧② ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥
✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜②
♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❛ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡
♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② r❡❛❧❧② st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛②✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ❛ ❜❡tt❡r
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✳ ❙♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts t♦
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✹✮✿

❼ ✜rst✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② δtn,θ ♦♥ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ❢♦r ❡❛❝❤ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐t
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❧♦s❡st s❛♠♣❧❡ ❛s ⌊δtn,θ✴Ts⌋ ✭✇❤❡r❡ Ts ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❛t❡ ❛♥❞ ⌊.⌋ r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡✮❀

❼ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣❤❛s❡ t❡r♠ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛t ✐♥st❛♥t kTs ✭kth s❛♠♣❧❡✮ ✐s✿

Sn,θ(kTs) = Sn (kTs− E ⌊δtn,θ✴Ts⌋Ts) e−2♣j.fc[n l
c
sin θ−⌊δtn,θ✴Ts⌋Ts] ✭✶✳✶✳✻✮

Time sample k 

(�+2)��  

Sensor n 

���  

(�+1)��  

(�−1)��  

(�−2)��  

�(� 3,�� /��) = 2 �(� 2,�� /��) = 1 

1 2 3 -1 -2 -3 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✹✿ ❚✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✲r❡s♦✉r❝❡s ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳
■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❞❛t❛ ❢♦r ♦♥❡ s❡♥s♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞
♥❡①t ❝❧♦s❡st s❛♠♣❧❡s ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❬P✉❥✱ ✷✵✵✼❪

❚❤❡ s♦✉♥❞❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ✭s✉❝❤ ❛s ❊▼✲✷✶✵ ❛♥❞ ❊▼✲✼✶✵✮ ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❧②
t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿ ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳



✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚

✶✳✶✳✷✳✹ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ s❡♥s♦rs✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ✇❛✈❡✳ ■t
✐s ✉s❡❞ ✐♥ ▼❇❊❙ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✬♣❤❛s❡✬ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ✬♣❤❛s❡
❞❡t❡❝t✐♦♥✬ ♦❢ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✭s❡❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✶✳✸✳✷✮✳

❖♣t✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ✉s❡ t✇♦ ❝♦❤❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ✭✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞✉r✲
❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧✐❣❤t
✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦r♣✉s❝✉❧❛r t❤❡♦r② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆❡✇t♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✶✽t❤
❝❡♥t✉r② ❬❨♦✉✱ ✶✽✵✹❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❢r✐♥❣❡s ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❛ s❝r❡❡♥ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♦r ❞❡str✉❝t✐✈❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✇❛✈❡s✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ✭♦♥❧② ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fc✮ ❛♥❞ t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❛s Ei = Ai exp(ωt + φi) ✭i = 1, 2✮ ✇❤❡r❡
φi ✐s ❛ ♣❤❛s❡ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②✮ ❛♥❞ ω = 2πfc✳ ❚❤❡
t✇♦ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

I = A2
1 +A2

2 +A1A2 cos(φ1 − φ2) ✭✶✳✶✳✼✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡s✱ ✐✳❡✳ t♦ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡s✳

❙♦♥❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❇② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ♦♣t✐❝s✱ s♦♠❡ s♦♥❛rs ✉s❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ t❤✉s t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t✇♦ s❡♥s♦rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞
t❤✉s ❧♦❝❛❧✐s❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭❤❡r❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛r❣❡t✱ t❤✉s t❤❡ s❡❛✢♦♦r✮✳

▼♦st ♦❢t❡♥ ✐♥ ▼❇❊❙✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜ ❛rr❛②s ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
s✐❣♥❛❧s ✭s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛✈❡ s✐❣♥❛❧s✮ ❛r❡ Sa ❛♥❞ Sb✳ ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜
❛rr❛②s✳ ❇❛s❡❧✐♥❡ b ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜❛rr❛② ❝❡♥t❡r a ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ❧❡♥❣t❤ L✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜❛rr❛②s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (1 − b) ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛rr❛②
❧❡♥❣t❤✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✱ b t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✴✷ ♦r ✶✴✸✳ ❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳
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❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛rr❛② ❝❡♥tr❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✺✮✿

ψ = 2π
fc
c
δR = 2π

fc
c
a sin(θ − θ0) = 2π

fc
c
a sin γ ✭✶✳✶✳✽✮

❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗
b ✭∆φ =

arg {SaS∗
b }✮ ✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♠♦❞✉❧♦ 2π✳

✶✳✶✳✸ ❇❛t❤②♠❡tr② ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ ❛♥❞ τ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

❼ ❉❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t τ ✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ θ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥❀

❼ ❖r ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ s❡❛r❝❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛② τ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❣❧❡ θ✳

■♥ t❤❡ ♥♦✇❛❞❛②s ▼❇❊❙ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ θ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ θ✮ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✉s❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡
s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② t✇♦ ✇❛②s✿

❼ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❼ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✭③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✮

✶✳✶✳✸✳✶ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡❛♠ t✐♠❡✲❡♥✈❡❧♦♣❡ ❈❖● ✭❝❡♥tr❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ ❛ ❜❡❛♠ st❡❡r❡❞ ❛t ❛♥❣❧❡ θ✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ θ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t✐♠❡
s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧
❜❡❛♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✻❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❜❡❝♦♠❡s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❖●✳ ❍❡♥❝❡ t❤✐s ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐s
♣♦♦r❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❤✐❣❤❧②✲st❡❡r❡❞ ❜❡❛♠s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✻✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✲ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s♣r❡❛❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡
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✶✳✶✳✸✳✷ P❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜ ❛rr❛②s Sa ❛♥❞ Sb✳ P❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭✉s✐♥❣ arg {SaS∗

b })✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲❛rr❛②
s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗

b ✭✇❤❡r❡ ✯ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦♣❡r❛t♦r✮✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡❛✢♦♦r ♣♦✐♥t s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢♦♦t♣r✐♥t ❤❛s ❛
♥✉❧❧ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❛rr❛②s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥✉❧❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✼✿ P❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ③❡r♦s ❝r♦ss✐♥❣

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❝❛tt❡r❡rs ✭s❝❛♥♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧✮✱
✐t ❝❛♥ ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❢♦r♠s ❛ r❛♠♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ❝r♦ss❡s
③❡r♦ ❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✐♥st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ♣♦✐♥t s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❣✉❧❛r
❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✼✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞✉❧♦ 2π✳
❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✐♥ ▼❇❊❙✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♥❛rr♦✇
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ❚❤✉s
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠✱ t❤❡ t✐♠❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✳
❆t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✇✐❧❧ r❡s♣♦♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛❦✐♥❣
♣❤❛s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡❛❧❧② ♥♦✐s②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡
r❛♠♣ ✐s ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❇② ❛♥❛❧♦❣②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♦✉ts✐❞❡ ✐ts ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ✜♥❞ ✐ts
❝r♦ss✐♥❣ ✐♥st❛♥t t♦ ❛♥ ♦t❤❡r ♣❤❛s❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦✉♥❞✐♥❣s ✭t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡ t❤❡♥
♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❜✉t t♦✇❛r❞ ❛♥♦t❤❡r ❛①✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♣❤❛s❡
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ♣❤❛s❡ r❛♠♣
❬❘♦♥✱ ✶✾✾✾❪✳

✶✳✷ ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣

▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ r❛❞❛r ♦r s♦♥❛r s②st❡♠s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ▼❇❊❙
✭❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✷✳✷✳✶✳✷✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t✇♦✲❢♦❧❞ ✐♥t❡r❡st



✶✳✷✳ ▼❆❚❈❍❊❉ ❋■▲❚❊❘■◆● ✶✸

♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s r❡♠✐♥❞❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② t❤❛♥❦s t♦ ❛ ♣✉❧s❡✲❞✉r❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣✱ ✇✐t❤♦✉t ❞❛♠❛❣✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s
✜❧t❡r✐♥❣✳

✶✳✷✳✶ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦

▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ✐♥ ❛❝t✐✈❡ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❡♥❡r❣② ✐s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ t❛r❣❡t t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✉s✱ ❛t ❧❛st✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
✐s ❛ r❡❛❧❧② ❧♦✇ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡
❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ s♦♥❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ ✇❛t❡r ✐♥❞✉❝❡s ❛ str♦♥❣
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤✉s ♥❛t✉r❛❧ t♦ s❡❛r❝❤ ❛ ✇❛② ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧❧② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡❛s✐❡r✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧✴♥♦✐s❡
r❛t✐♦✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✶✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❋✐❧t❡r s❝❤❡♠❡

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✶✱ tt❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦
t❡r♠s✿ ❛ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞❡❧❛②❡❞ ❜② τ ✱ s(t−t)
❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠ n(t)✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ✐ts ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s N0✳
❆❢t❡r ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦
t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t♦ ♥♦✐s❡✳ ▲❡t g(t) ❜❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❧t❡r ❛♥❞
nf (t) t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠✳

g(t) = (s ∗ δτ ∗ h)(t) =
ˆ +∞

−∞
s(t− u− τ)h(u)du

nf (t) = (n ∗ h)(t) =
ˆ +∞

−∞
n(t− u)h(u)du

✭✶✳✷✳✶✮

❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

(S/N)out = |g(t)|2/(E[|nf (t)|2]) =

∣∣∣
´ +∞
−∞ s(t− u− τ)h(u)du

∣∣∣
2

N0

´ +∞
−∞ |h(u)|2 du

✭✶✳✷✳✷✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

∣∣∣∣
ˆ +∞

−∞
s(t− u− τ)h(u)du

∣∣∣∣
2

≤
ˆ +∞

−∞
|s(t− u− τ)|2du

ˆ +∞

−∞
|h(u)|2du

≤ E0.

ˆ +∞

−∞
|h(u)|2du

✭✶✳✷✳✸✮
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❙♦✱ t❤❡ ❙◆❘ ❤❛s ❛ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦❧✐♥❡❛r ✭♦♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❥✉❣❛t❡✮✱ s♦ t❤❛t
✜♥❛❧❧② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡✿

h(u) = k.s(t− u− τ) ✭✶✳✷✳✹✮

❲❤❡r❡ X ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ X✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❙◆❘ r❛t✐♦ ❛t t = t ✱ t❤❡ ✜♥❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❧t❡r ✐s✿

h(t) = k.s(−t) ✭✶✳✷✳✺✮

❚❤❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜❧t❡r ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ ✬♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✬ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ✜❧t❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝♦♣② ♦❢ ✐t✮✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❙◆❘ ❜❡❝♦♠❡s✿

(S/N)out = E0/N0 ✭✶✳✷✳✻✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ✇❛s✿

(S/N)in =
max |s(t)|2
N0B

✭✶✳✷✳✼✮

❚❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s t❤✉s ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥ ❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡
✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳

✶✳✷✳✷ P✉❧s❡ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼♦❞✉❧❛t❡❞ ❙✐❣♥❛❧

❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✿ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✐s ❧♦✇✱ ✐t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜❛❝❦s✲
❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❞❡❡♣ s❡❛ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s ♦r ✇✐❞❡r s✐❞❡ s✇❛t❤
✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❤✐❣❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✮✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❧✐❣❤t t❤❡ s❝❡♥❡ ♠♦r❡ ❜②
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❡s ❛s A2T ✭❝❛s❡
♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✮ ✇❤❡r❡ A ❛♥❞ T r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ✐ts ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞❡r ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ T ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t✲
✐✈❡❧② ❧♦♥❣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ T ✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❞❡♣t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s c.T/2✳

❚❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t♦ ✉s❡ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r
❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ T ❛s ♠✉❝❤ ❛s
❞❡s✐r❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t t♦ ❧♦♦s❡ ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❢❛❝t♦r B.T ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ✭❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳
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time time 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✷✿ ❈❤✐r♣ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❧❡t ✉s t❛❦❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❧✐♥❡❛r
❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✮ ✐s ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❤♦s❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✈❛r②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
t✐♠❡✳ ■ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

s(t) = e2πi(fct+
B
2T
t2) ❢♦r− T/2 ≤ t ≤ T/2, ❂✵ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✶✳✷✳✽✮

❍❡r❡ t❤❡ ❝❤✐r♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇❤♦s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s T ✳ ❉✉r✐♥❣
✐ts ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐ts ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② s✇❡❡♣s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B✳ ❚❤✉s ✐ts s✇❡♣t✲
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s B✳

❚❤❡ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❤❛♣❡ ✭✶✳✷✳✾✮✭❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✮ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❬❍❡✐✱ ✷✵✵✹❪ ✭s❡❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✮✳

w(t) =

ˆ +∞

−∞
s(u− τ)s(u− t)du = e2πifctTΛ(

t− τ

T
)sinc

(
2π
B

2
(t− τ)Λ(

t− τ

T
)

)
✭✶✳✷✳✾✮

✇❤❡r❡ Λ(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✶ ❛t ✵ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
♥✉❧❧ ✐❢ t ≤ −1 ♦r t ≥ 1✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✶✳✷✳✾✮ ✇✐t❤ t❤❡ sinc ♣❛rt ✭❛ss✉♠✐♥❣ BT ≫ 1✱ ✐❢ t < 1/B✱ Λ( t−τT ) ≈ 1
❛♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ sinc (πB(t− τ))✮ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
s✐❣♥❛❧ w(t) ❤❛s ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ B✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r T ❜✉t 1/B ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧❧② s❤♦rt❡r✳ ❋♦r ▼❇❊❙✱ t②♣✐❝❛❧ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♥❣ ❢❛❝t♦r
BT ✐s ✶✵✳ P✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✸✿ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✿ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ s❡♣❛r❛t❡ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡❝❤♦❡s ✭❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✿
❜❧✉❡✿ ❈❲✱ r❡❞✿ ❋▼✮ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ τ ✭❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✮
✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐❞t❤ 1/B✳ ❆ ❢❛❝t♦r TB ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❣❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙◆❘ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t τ ✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s s❤♦rt❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ❣❛✐♥s ❛❧s♦ ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡
✶✳✷✳✸ s❤♦✇s t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝②
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲♠♦❞✉❧❛t❡❞
♣✉❧s❡ ✭❈❲✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✸✳✷ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ✶✳✹✮ ✐♥ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t
t♦ ✵✳

✶✳✸ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t

❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② s✉s♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❜②
✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ▼❇❊❙ ✭r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞♦❡s ♥♦t
♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✷✳ ❚❤✐s ♣❛rt ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
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❚❤❡ ❛rr❛②s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤✐♣✬s ❤✉❧❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✶✮ ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ s❤✐♣✬s ♠♦t✐♦♥ ✭❤❡❛✈❡✱
r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤✱ ②❛✇✮✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
✐s ❞✐st♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳

Surge 

Yaw 

Sway 

Pitch 

Roll 

Heave 

Receiving Array 
 

Seafloor 
 

Transmitting  Array 
 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✶✿ ❆rr❛② ♠♦t✐♦♥s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱
r❡❝❡✐✈❡r ♦r t❛r❣❡t ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧✮ ❛r❡ ✐♥ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
▼❇❊❙✱ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♠♦t✐♦♥❧❡ss✱ ❛♥❞ ♦♥❧② tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♠♦✈❡✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❤❡r❡✱ ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t tr ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t te✳
❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿

❼ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ✭s❡❛✢♦♦r✮

❼ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

▲❡t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t tr ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡✐♥❣
t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✭♦r t❛r❣❡t✮ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t tb✱ t❤✐s ❧❛st ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t te ✳

❚♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡✱ ✇❤❛t ✐s ❝❛✉❣❤t ❛t tr ✇❛s ✇❤❛t ✐s s❡♥t ❛t te✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts tr✱ tb✱ te ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr ❛♥❞ te✱
❧✐❦❡ te = f(tr)✱ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t tr ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✭♦r ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥s✮✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✷✮
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Transmitter Target: seafloor 

Distance (range)R1 

Transmitter speed ��  

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✷✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t

❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐♥st❛♥t ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐♥st❛♥t ❣✐✈❡♥
❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷✳

❚r❛♥s♠✐tt✐♥❣

t✐♠❡

❊✛❡❝t✐✈❡ ❝♦✈❡r❡❞

❞✐st❛♥❝❡

❘❡❝❡✐✈✐♥❣ t✐♠❡ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t

te R1 tb = R1/c+ te

te + δte R1 − ve(te)δte tb + δtb = (R1 − ve(te)δte) /c+ te + δte

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t

δtb = −ve(te)
c

δte + δte = (1− ve(te)

c
)δte ✭✶✳✸✳✶✮

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✸✮

Receiver Target: seafloor 

Distance (range)R2 

Receiver speed ��  

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✸✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

❚r❛♥s♠✐tt✐♥❣

t✐♠❡ ❛t t❤❡

t❛r❣❡t

❊✛❡❝t✐✈❡ ❝♦✈❡r❡❞

❞✐st❛♥❝❡
❘❡❝❡✐✈✐♥❣ t✐♠❡

tb R2 tr = R2/c+ tb

tb + δtb R2 − vr(tr)δtr tr + δtr = (R2 − vr(tr)δtr) /c+ tb + δtb

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t
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❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐♥st❛♥t ✭❛t s❡❛✢♦♦r ❜♦tt♦♠✮
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷✮ ✐s✿

δtr = −vr(tr)
c

δtr + δtb =
1

1 + vr(tr)
c

δtb ✭✶✳✸✳✷✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✸✳✶✮❛♥❞ ✭✶✳✸✳✷✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

δtr

(
1 +

vr(tr)

c

)
= δte

(
1− ve(te)

c

)
✭✶✳✸✳✸✮

❈❛s❡ ♦❢ ❈♦♥st❛♥t ❙♣❡❡❞s

❆ss✉♠✐♥❣ ve ❛♥❞ vr ❛s ❝♦♥st❛♥t ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t
❧❡❛❞s t♦

te = η(tr − τ) ✇✐t❤ η =
c+ vr
c− ve

, τ = R/c ✭✶✳✸✳✹✮

R ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
❛t ✐♥st❛♥t tr ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t ✐♥st❛♥t te✱ s♦ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞s✱ ✐t
✐s ❢♦✉♥❞ ♦✉t ❛s✿

Sr(tr) = s(te) = s(f(tr)) = s(η(tr − τ)) ✭✶✳✸✳✺✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s❤❛♣❡ ✐s ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦r ❞✐❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r η✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡❞
✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ r❛t❡ δt ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❜② τ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ηδt✳ ❙✐♥❝❡✱
t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s✿

Sr(t) =
1√
η
s(η(t− τ)) ✭✶✳✸✳✻✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
√
kS(ν/k) ✭ν ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

s❤✐❢t ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t ✐s r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤✐s s❤✐❢t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t BT (η − 1) ≪ 1 ❬❈♦♦✱ ✶✾✾✸❪✱ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆♥❞ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❤❛s❡ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t (η − 1)fc ✇❤❡r❡ η = c+ve

c−vr ≈ 1 + ve+vr
c ✳

Sr(t) = s(t− τ)e2πifc(η−1)(t−τ) ✭✶✳✸✳✼✮

❈❛s❡ ♦❢ ❱❛r②✐♥❣ ❙♣❡❡❞s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

▲❡t t❤❡ s♣❡❡❞s ❜❡ ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✸✳✸✮ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
❧❡❛❞s t♦✿

ˆ

(
1 +

vr(tr)

c

)
dtr =

ˆ

(
1− ve(te)

c

)
dte ✭✶✳✸✳✽✮
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▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ t❛r❣❡t de(t) ❛♥❞ dr(t) t❤❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❛r❣❡t t♦ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❇② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ s✐♥❝❡ s♣❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤
✇❡r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✭♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❡❞s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥✮✱ de(t) ❛♥❞ dr(t) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ −ve(t) ❛♥❞ −vr(t)✳

tr −
dr(tr)

c
= te +

de(te)

c
+A ✭✶✳✸✳✾✮

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t A ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❧✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r✲
r✐✈❛❧ ✐♥st❛♥t τ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥st❛♥t ✵ ✭τ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r
❛t ✐♥st❛♥t ✵ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t t❤❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t τ ✭✐♥st❛♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✵ ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮✮✳

A = τ −
(
dr(τ)

c
+
de(0)

c

)
= τ − τ = 0 ✭✶✳✸✳✶✵✮

❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱

tr −
dr(tr)

c
= te +

de(te)

c
✭✶✳✸✳✶✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ❧✐♥❦s t❤❡
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐♥st❛♥t t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐♥st❛♥t ❜② ❡q✉❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞
r❡❝❡♣t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❝♦✈❡r✳

✶✳✸✳✷ ❆♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✱
✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✏❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✑ ❛s ✿

A(τ, η) =

´ +∞
−∞ s(ηt)s(τ − t)dt
´ +∞
−∞ |s(t)|2dt

✭✶✳✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✶✳✸✳✹ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② η = 1 + vd
c =

1 + vr+ve
c ✳

❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❇✉r✱ ✶✾✽✾❪ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ✭❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s✐❣♥❛❧✮ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t η✮✳
❚❤✐s ♦✉t♣✉t ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ η = 1✱ t❤❡
❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s✐❣♥❛❧ s✳ ❉❡✜♥❡❞ ❧✐❦❡ t❤✐s✱ t❤❡
❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♣r❡s❡♥ts ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ (0, 0) ❡q✉❛❧s t♦ ✶✳

■❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ✐s ❧♦✇ ✭ t②♣✐❝❛❧❧② ✐❢ BT (η − 1) ≪ 1✮✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠✉❝❤ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ❥✉st s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

s(kt) = e2πifdts(t) ✭✶✳✸✳✶✸✮

❲❤❡r❡ fd ✐s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ❡q✉❛❧ t♦ (η− 1)fc ✭fc ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s(t)✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✿

A(τ, fd) =

´ +∞
−∞ e2πifdts(t)s(τ − t)dt

´ +∞
−∞ |s(t)|2dt

✭✶✳✸✳✶✹✮
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❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✹✳

■♥ ▼❇❊❙✱ t❤❡ ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♣r❡tt② ❧♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
✭r♦❧❧✱ ❤❡❛✈❡ ❡t❝ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✶✵ s ✇❤✐❧❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✭❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t η✮ ❛s ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡
❛♥❛❧②s✐s✳

✶✳✹ ❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣r❡❛❞ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❈❲ ❝❧❛ss✐❝ ♣✉❧s❡✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B ❡q✉❛❧s ✐ts
❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ B = 1/T ✳ ❯s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢r♦♠ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t B ≫ 1/T ✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡
❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭♠❛✐♥ ❧♦❜❡✮ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
1/B r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r T ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✿ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❆▼
♦r ❆❙❑✮✱ ♣❤❛s❡ ✭P❙❑✮✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❤♦♣♣✐♥❣ ❋❙❑✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❋▼✮✳

❙❡❝t✐♦♥s ✶✳✹✳✶ ❛♥❞ ✶✳✹✳✷ ❞❡t❛✐❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✸✳✶✹✮ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮
✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t✮✳ ❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ③❡r♦ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✿ ✐t s❤♦✇s t❤❡ r❛♥❣❡ ❛❝❝✉r❛❝②
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭t❡♠♣♦r❛❧ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤✮✳ ■♥ ❘❛❞❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✉s✉❛❧ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❆♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
❤❛s ❛ ✏t❤✉♠❜t❛❝❦✑ s❤❛♣❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥
s♣❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✳ ❇✉t ❉♦♣♣❧❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭t❤❛♥❦s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♠♦✈✐♥❣ t❛r❣❡t ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦r ♣✉❧s❡ ❉♦♣♣❧❡r
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬❘✐❝✱ ✷✵✵✺✱ ▲❡✈✱ ✶✾✽✽❪✮✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐♥❣
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❛❧❧♦✇s t♦ r❛♥❣❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ▼❇❊❙ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❉♦♣♣❧❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✿ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥❡❡❞s ❞❛t❛ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧
♣✐♥❣s ❬❘✐❝✱ ✷✵✵✺❪❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤✐s t✐♠❡ s❝❛❧❡✳
❚❤✉s t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛❜✐❧✐t② t♦ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ t❛r❣❡t ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s ❜✉t t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛rr❛②
s♣❡❡❞ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ s❡♥s♦r ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❜❡❛♠✳ ❚❤✉s s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ♥♦✇ ❞✐s❝♦r❞❡❞ ✐♥ ▼❇❊❙ ❝♦✉❧❞ ❜❡
st✐❧❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❘❛❞❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤❡♥ ▼❇❊❙ ✉s❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❢♦r ♦✉t❡r ❜❡❛♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❛✈❡ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❘❛❞❛r✴❙♦♥❛r s✐♥❣❧❡ t❛r❣❡t s②st❡♠ ♦r ▼❇❊❙ s✐♥❝❡ ✐ts t❛r❣❡t ✐s
❡①t❡♥❞❡❞ ✭t❛r❣❡t ♥♦t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♣❛t✐❛❧❧② r❡❧❛t✐✈❡ s❛♠❡ s♣❡❡❞✮✳

✶✳✹✳✶ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ P❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✶✳✹✳✶✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❤❛♣❡ a(t) ♦♥ ❛ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fc✳

s(t) = a(t)e2πifct ✭✶✳✹✳✶✮
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❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ a(t) ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐s❡✱ ♣❤❛s❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡✳

✶✳✹✳✶✳✷ P❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❞❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

s(t) =
N∑

n=1

CnΠ(
N

T
t− n− 1

2
)e2πifct ✭✶✳✹✳✷✮

❲❤❡r❡ fc ✐s t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧❧✐♥❣ T ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡s ❡✈❡r② T/N ✐♥st❛♥t ✭N st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛ ♣✉❧s❡✮✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✐s ✉s✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ Cn ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✱
❛♥❞ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❦❡❡♣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤✉s ♦❢
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t Cn ♠♦❞✉❧✉s ❛r❡ s❡t ❝♦♥st❛♥t✱ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✶✳✹✳✷✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭◗❆▼✮✱ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣ ✭P❙❑✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ s✐♥❝❡|Cn| = 1 ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ Cn ❛s ❡q✉❛❧ t♦ e2πΦn ✇✐t❤ t❤❡ φi ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
■♥ ❛ t✇♦✲st❛t❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ Cn ❝❛♥ t❛❦❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✲✶ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❤❛s❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s φi t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s 0 ❛♥❞ π✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❛ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❡❧❧ s✉♣♣♦rts ♦♥❧②
♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ st❛t❡s✱ ♠❛②❜❡ ❢♦✉r ✭◗P❙❑✮ ❜✉t ❤❛r❞❧② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡
st❛t❡s ✭t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❞❛♠❛❣❡
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮✳

✶✳✹✳✶✳✸ P❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✿ ✷ st❛t❡s

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Cn ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st s✐❞❡❧♦❜❡
❧❡✈❡❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✭❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ③❡r♦ ❉♦♣♣❧❡r
s❤✐❢t✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❡q✉❛❧❧✐♥❣
T/N ✳

❚❤❡ ❇❛r❦❡r ❝♦❞❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞❛r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❘✐❝✱ ✷✵✵✺✱ ❈♦♦✱ ✶✾✾✸✱ ▲❡✈✱ ✶✾✽✽❪
✳

❚❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛r❦❡r s❡q✉❡♥❝❡ ❡q✉❛❧s N ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡
❛♥❞ ✵ ♦r ✶ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s ❧♦✇❡r
t❤❛♥ 1/N ✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s N ✐s ✶✸✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❇❛r❦❡r s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ❝✉rr❡♥t ▼❇❊❙✱
t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉r✲
❛t✐♦♥s ✭❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧②
❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❇❛r❦❡r s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳✸✳
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N Cn

✷ ✲✶ ✰✶
✸ ✰✶ ✰✶ ✲✶
✹ ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶
✹ ✰✶ ✰✶ ✲✶ ✰✶
✺ ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶ ✰✶
✼ ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶ ✲✶ ✰✶ ✲✶
✶✶ ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✰✶ ✲✶ ✲✶ ✰✶ ✲✶
✶✸ ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶✲✶ ✰✶ ✰✶ ✲✶ ✰✶ ✲✶ ✰✶

❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❇❛r❦❡r s❡q✉❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✶❛ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛r❦❡r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❧❡♥❣t❤ ✶✶✳ ✭fc❂ ✼✸ ❦❍③✱ T❂ ✷✵ ♠s✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❧❡✈❡❧ ✐s ❧♦✇ ❢♦r ♥♦✲
❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡
❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ✐s ♥♦t ♥✉❧❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✹✳✷✳✷✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r s✐♥❣❧❡ t❛r❣❡t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡
t❛r❣❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥ ❉♦♣♣❧❡r ✭s♣❡❡❞✮✳
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✭❛✮ ❇❛r❦❡r ❈♦❞❡
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✭❜✮ ❇✐♥❛r② ❝♦❞❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✶✿ ❆♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✷✲st❛t❡ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜✐♥❛r② ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡s ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢❡❡❞❜❛❝❦ s❤✐❢t r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦❞❡s ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
2m−1 ✭m ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✮✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❣✐✈❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r
s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛♥ ❇❛r❦❡r ✭❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r BT = N✮✳ ❚❤✐s ❢❛♠✐❧②
♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ s✐❞❡❧♦❜❡s ✭❤♦✇❡✈❡r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r
❇❛r❦❡r ❝♦❞❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✭♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ N❂✼
✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✶❜✳

✶✳✹✳✶✳✹ P❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✿ ✹ st❛t❡s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡✐r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✳ ■❢
t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞✳ P♦❧②♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚

❜r❡❛❦s ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♣♦♥s❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✳
❚❤❡✐r ❞❡s✐❣♥ ✐s ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♠❛❞❡ t♦ ✜t ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
▼❛♥② ♣♦❧②♣❤❛s❡ ❝♦❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❏❛♠✱ ✷✵✵✽✱ ❨❛♥✱ ✷✵✵✼❪✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❧② ❋r❛♥❦ ❝♦❞❡s
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞❬▲❡✈✱ ✶✾✽✽✱ ▼✐t✱ ✶✾✽✺❪ ✐s ❡①♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❋r❛♥❦ ❝♦❞❡s
♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ N ❛s ❛ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ✭N = M2✮ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❚✐♠❡✲
❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❢❛❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ N ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ M s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ M ✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ qt❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ pt❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

φp,q =
2π

M
(p− 1)(q − 1) ✭✶✳✹✳✸✮

Cn=4p+q = exp(jφp,q)✱ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ N❂✶✻ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

φp,q =

0 0 0 0
0 π/2 π 3π/2
0 π 2π 3π
0 3π/2 3π 9π/2

✭✶✳✹✳✹✮

❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋r❛♥❦ ❝♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝②
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❧✐♥❡❛r ❛♠❜✐❣✉✐t② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❉♦♣♣❧❡r ❛♥❞ t✐♠❡ s❤✐❢ts
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✷✮✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✭♣❛r❛✲
❣r❛♣❤ ✶✳✹✳✷✮ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✳

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s s❡❡♠ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✭❞✐s❝r❡t❡❧②✮ t❤❡ ♣❤❛s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✮ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❋r❛♥❦ ❝♦❞❡ ❤❛s ❧♦✇❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❇❛r❦❡r ❝♦❞❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡②
❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✭✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡s✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✷✿ ❆♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✹ st❛t❡s ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✿ ❋r❛♥❦ ❝♦❞❡s
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✶✳✹✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✶✳✹✳✷✳✶ ❈♦st❛s ❝♦❞❡✿ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s

❈♦st❛s ✇❛✈❡ ❢♦r♠ ❬❈♦s✱ ✶✾✽✹❪ ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤♦♣♣✐♥❣ ❬▲❡✈✱ ✶✾✽✽✱ ❘✐❝✱ ✷✵✵✺❪✳
❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ N s✉❜♣✉❧s❡s ❜❡✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛✈❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛rr✐❡r fn✳

s(t) =
N∑

n=1

xn(t− n
T

N
− T

2
) ✭✶✳✹✳✺✮

xn(t) =

{
exp(ifn

B
N t) ✐❢ − T

2N ≤ t ≤ T
2N

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✶✳✹✳✻✮

❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s t❤✉s ❝♦✈❡r❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❡♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❤♦♣♣✐♥❣ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈♦st❛ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦st❛s ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥
❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ r❛✇ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❝♦❧✉♠♥ ❛s ❛ s✉❜♣✉❧s❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ r❛✇ ♥✉♠❜❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ❛s ✐ts
❢r❡q✉❡♥❝② ♥✉♠❜❡r✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛tr✐① ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❛ ❝♦st❛s ❝♦❞❡❞ ✇❛✈❡
✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ✼✳

✶
✶

✶
✶

✶
✶

✶

❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈♦st❛s ❝♦❞❡ ♠❛tr✐①

❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲s✐❣♥❛❧s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦
✐❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✸✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❈♦st❛s ❝♦❞❡
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈♦st❛s ❝♦❞❡ ♠❛tr✐① ❜② ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t❡❞
r❡♣❧✐❝❛ ✭s❤✐❢t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♦❢ ✐t✳

❆t ✭✵✱✵✮✱ t❤❡ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈♦st❛s ❝♦❞❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐ts r❡♣❧✐❝❛ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✭❡q✉❛❧❧✐♥❣
✼ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ✐s ❛✐♠❡❞
❛t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆ ❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ❈♦st❛s s✐❣♥❛❧ ✐s ✜❧❧❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t
t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦st❛s ❝♦❞❡ ♠❛tr✐① ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✲
✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦st❛s s✐❣♥❛❧s t❤✉s ♣r❡s❡♥ts ❧♦✇ s✐❞❡❧♦❜❡s✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ ❢♦r♠ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥
t❤✐s r❡s♣❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤✐s s❛♠❡ ✇❛② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐❞❡❧♦❜❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦✇❛❞❛②s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜❡❢♦r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ▼❇❊❙ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦st❛s ❝♦❞❡❞ ✇❛✈❡ ✭❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✮
❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❬▼✐❧✱ ✶✾✾✵❪✱ t❤❛t ✐s ✇❤② ❞❡s♣✐t❡s ✐ts s✐♠✲
♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❈♦st❛s ✇❛✈❡ ❛r❡ ❧❡ss
✉s❡❞ t❤❛♥ ❇✐♥❛r② ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ❇❛r❦❡r ♦r Ps❡✉❞♦ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✸✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ❤♦♣♣✐♥❣s ♦❢ ❈♦st❛s s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✳✹✳✷✳✷ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❙✉❝❤ ♣✉❧s❡s ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ ✬❝❤✐r♣✬✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳✼ ✐s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s
✭✇❤❡r❡ a(t) ✐s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ fc t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✮✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝②
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω(t)✳ f(t) = 1

2πω
′(t)✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ s✇❡♣t ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝②✳

s(t) = a(t)e2πjω(t)e2πjfct ✭✶✳✹✳✼✮

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s✇❡❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡st ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ fi(t) = 1

2πω
′(t) = B

T t t❤✉s
ω(t) = B

2T t
2✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B ✐s s✇❡♣t ❧✐♥❡❛r❧② ❢r♦♠ −B/2 t♦ B/2 ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✭t

❢r♦♠ −T/2 t♦ T/2✮✳
❚❤✐s s❤❛♣❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ▼❇❊❙ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❬❑♦♥✱ ❊▼✶✷✷✱

❑♦♥✱ ❊▼✸✵✷✱ ❑♦♥✱ ❊▼✼✶✵❪✳
❆♥♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❤❛♣❡ ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

s(t) = a(t)e−2πjfcP ln(1− t
P
) ✭✶✳✹✳✽✮

❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣✉❧s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

fi(t) =
fc

1− t
P

✭✶✳✹✳✾✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝❤✐r♣ ✐s ✐ts r♦❜✉st♥❡ss t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

fi,η(t) =
ηfc

1− η t
P

✭✶✳✹✳✶✵✮
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❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♣② ✭δt✮ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s✿

fi,δt(t) =
fc

1− t−δt
P

✭✶✳✹✳✶✶✮

❚❤❡ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✶✳✹✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✹✳✶✶✮ ❡q✉❛❧ ✐❢ δt = (1−η)P
η ✳ ❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝

♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ t❤✉s ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤❡❞✲✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉t♣✉t
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✭❞❡s♣✐t❡ ♦❢ ❛ s❧✐❣❤t ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛♥❞
♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s❤✐❢t❡❞ ❜② δt✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧②✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧♦ss ✭❜❡s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♠✐s♠❛t❝❤✮✳ ❇✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t B ≪ fc

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✇❡♣t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❛❣❛✐♥ B✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r P ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s❡t t♦✿

P =
T

2B

(
fc +

√
f2c +B2

)
✭✶✳✹✳✶✷✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✇❡♣t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✉s❡❞ ✐♥ ▼❇❊❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② B ≪ fc✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ P ≈ T

Bfc ❛♥❞ fi(t) =
fc

1− t
P

≈ fc +
B
T t✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ P❛rt ✭✸✳✺✮ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♣r♦♥❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♠❜✐❣✉✐t② ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡
✇✐t❤ T ❂ ✷✵ ♠s✱ Fc❂ ✼✸ ❦❍③✱ B ❂ ✺✵✵ ❍③✳ ■ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ✐s t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t✐♠❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❢♦r ♠❛♥② s②st❡♠s
s✐♥❝❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ r❛♥❣❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ✭❛♥ ❡rr♦r ✐♥ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡s ❛♥
❡rr♦r ♦♥ s♣❡❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ▼❇❊❙ ❞♦ ♥♦t ❛✐♠ ❛t ❧♦❝❛❧✐s✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t
✐♥ s♣❡❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s❤✐♣✬s ❛tt✐t✉❞❡
❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜❡✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
♣✉❧s❡✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❦❡❡♣
❛ ❤✐❣❤ r❡s♣♦♥s❡ ♣❡❛❦ ✭✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✮✳ ❖❢
❝♦✉rs❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ❜✐❛s❡❞ ✭t✐♠❡ s❤✐❢t❡❞✮ ❜✉t ✐❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✐s ❦♥♦✇♥
✭❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ s❡♥s♦rs✮✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t
♥❡❡❞ ♣r❡✲❉♦♣♣❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳✹✿ ❆♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ▲✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❈❤✐r♣✮ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

{
a(t) = Π( tT )

ω(t) = fct+
B
2T t

2 ✭✶✳✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡Π(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s ✶ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [−1
2 : 1

2 ]
❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✶✳✸✮ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t
❜❡❝♦♠❡s ν = ω′(t) = fc +

B
T t ✭t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✮✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤✐s

r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s tν = T/B(ν − fc)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ✭❆✳✶✳✶✵✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ♠❡t❤♦❞✳

|S(ν)| ≈ Π

(
ν − fc
B

)√
T

B
✭✶✳✹✳✶✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✳✶✹✮ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝❤✐r♣
✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡q✉❛❧ t♦ B ✭✐❢ t❤❡
♣r♦❞✉❝t BT ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✮✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥② t❡♠♣♦r❛❧ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ a(t) ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ✭t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❜②✿

|S(ν)| ≈ a(T
ν − fc
B

)

√
T

B
✭✶✳✹✳✶✺✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥ ▼❇❊❙ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s
♠♦st ♦❢t❡♥ ❝❤♦s❡♥✳ ■♥❞❡❡❞ ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✭♣❤❛s❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❤♦♣♣✐♥❣✮ s✉✛❡r ♠♦r❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦r
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t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❡rt❛✐♥
t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s st✐❧❧ ♣♦✇❡r❢✉❧
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲t✐♠❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳

✶✳✺ ❊①t❡r♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s

❚❤❡ ▼❇❊❙ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ s❡♥s♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡①t❡r♥❛❧ ❡rr♦rs ❬❍❛r✱ ✶✾✾✺❪✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛✐♥
t②♣❡s ♦❢ ❡rr♦rs✿

❼ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐ts❡❧❢✿ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❜❛✲
t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭t✐♠❡ ❛♥❣❧❡✮ ✢✉❝t✉❛t❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
✭❙◆❘✮✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶

❼ ♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ■❙ ❛❧s♦ ❜✐❛s❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✉s❡s ✭♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦r ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✮✳ ❙♣❡❝✐✜❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

▲❡t ✉s s❤♦rt❧② ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❤♦✇ t❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s❡♥s♦rs✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜r♦✉❣❤t ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✉s❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦rr❡❝t❡❞❀ ♦r ❛t ❧❡❛st✱ s✐♥❝❡ t❤❡② st❡♠ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✉s❡s✱ t❤❡✐r ❛✛❡❝t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝ ♣✉❧s❡ ❈❲ ♦r ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡ ✭♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✉s❡❞✮✳

✶✳✺✳✶ P❧❛t❢♦r♠ ♠♦t✐♦♥

❚❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✴❛❝r♦ss✲s❤✐♣
♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✐t ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✭❧✐♥❦❡❞ t♦ s❤✐♣ ♠♦t✐♦♥✮ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤✐♣✬s r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛tt✐t✉❞❡ s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ r❡❣✐st❡r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦t✐♦♥s ✭r♦❧❧ α ✱ ♣✐t❝❤ β✱ ②❛✇ γ✮❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥s ✭ ❤❡❛✈❡✱ s✇❛② ❛♥❞ s✉r❣❡✮✳

❊❛❝❤ s♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡ss❡❧✬s ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✭❳❨❩✮ ❤❛s t♦ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✭①②③✮ ✭❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧✮ ✉s✐♥❣ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❧✐♥❦❡❞ t♦ r♦❧❧✱ ❤❡❛✈❡✱ ♣✐t❝❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛rr❛② ❧✐♥❦❡❞ t♦
❤❡❛✈❡ s✉r❣❡ ❛♥❞ s✇❛②✳




x
y
z


 =




1 0 0
0 cos γ sin γ
0 − sin γ cos γ






cosβ sinβ 0
− sinβ cosβ 0

0 0 1






cosα 0 sinα
0 1 ✵

− sinα 0 cosα






X
Y
Z


+




Tx
Ty
Tz




✭✶✳✺✳✶✮



✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚
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 γ 
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w 
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Z 

Y 

xyz - g -> uvz - b -> Xvw - a -> XYZ 

Yaw Pitch roll 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✿ ❙❤✐♣✬s ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳

✶✳ ■♥ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ ❛ r❡❛❧ t✐♠❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥ r♦❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ✈❡ss❡❧✬s r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ st❛❜✐❧✐s❡ t❤❡ s✇❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳

✷✳ ■♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ r❡❛❧ t✐♠❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✿

❼ ♣✐t❝❤ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭t♦ tr❛♥s♠✐t ✐♥ t❤❡ ❛❝r♦ss ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ❛①✐s ♣❧❛♥❡ ✭①❖③✮ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ✐♥ ✭❳❖❩✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❖③✮ ✭♥❛❞✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✮✳

❼ r♦❧❧ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦r ❛♥❣❧❡s✮

❼ ②❛✇ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡❝t♦rs ✭t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s♦✉♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡ ❝r♦ss✲
✐♥❣s✮✳ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✷

Sector 3 

Sector 2 

Sector 1 

yaw � 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✷✿ r❡❛❧✲t✐♠❡ ②❛✇ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

◆♦t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②✲
♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ t❡rr❛✐♥ ♠♦❞❡❧✳



✶✳✻✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❆❚❍❨▼❊❚❘❨ ◗❯❆▲■❚❨ ❈❆❯❙❊❉ ❇❨ ▼❖❉❯▲❆❚❊❉
❙■●◆❆▲❙ ✸✶

✶✳✺✳✷ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡

Expected seafloor 

Detected seafloor 

Expected ray propagation 

Real ray 

propagation 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ♥♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡

■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛t❡r ♠❡❞✐✉♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦❝❡ss ❛ ❝♦rr❡❝t ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
s❛❧✐♥✐t②✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❆✛❡❝t❡❞ ❜② r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛②s ❛r❡ ♥♦t str❛✐❣❤t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✸✮✳ ❆♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠✐st❛❦❡s ✐♥
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ s✉r✈❡②✱ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞✳

❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❛r❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❛✲
t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❛✉s❡s ❝♦✉❧❞ t❤✉s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

✶✳✻ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❛t❡❞
s✐❣♥❛❧s

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s
✭❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ✐s ❞❛♠❛❣❡❞ ❬❇❡❛✱ ✷✵✶✷✱ ❇❡❛✱ ✷✵✶✸✱ ❍✉❣✱ ✷✵✶✵❪✳

❙✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥❡ s❡✈❡r❛❧ s♦✉♥❞❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✭
✶✳✻✳✶ ✫ ✶✳✻✳✷✮✱ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❑♦♥❣s❜❡r❣ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡rs ❊▼ ✸✵✷ ❛♥❞ ❊▼ ✼✶✵ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ✭❙❤♠✐❞t ❖❝❡❛♥s
■♥st✐t✉t❡✮✳ ❋✐❣✉r❡s ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ♣❧♦ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❇❡❛✱ ✷✵✶✷✱ ❇❡❛✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞
✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ❜② ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❏✳ ❇❡❛✉❞♦✐♥✱ ❯◆❍✴❈❈❖▼✳

P❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✻✳✸ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❊▼ ✶✷✷ ❢r♦♠ ❘✴❱
▲✬❆t❛❧❛♥t❡ ✭■❢r❡♠❡r✮✳



✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚

✶✳✻✳✶ ❊▼ ✼✶✵

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶ ❬❇❡❛✱ ✷✵✶✸❪ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❛t❤②♠❡tr② ♦♥ ❛ ✺✵✵ ♠✲❞❡❡♣ ❜♦tt♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡
❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ✬s ❊▼✼✶✵✳ ❊▼✼✶✵ ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦rs ❬❑♦♥✱ ❊▼✼✶✵❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✲
✉r❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ▼❊❉■❯▼ ❛♥❞ ❉❊❊P ♠♦❞❡s ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✹✮✳ ▼❊❉■❯▼ ♠♦❞❡ ✉s❡s
❈❲ ✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✇❛t❤✳ ❉❊❊P ♠♦❞❡ ✉s❡s ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧
♦♥ ♦✉t❡r s❡❝t♦rs✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs ❤❛♣♣❡♥ ❛t ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ✲✹✵➦ ❛♥❞ ✹✵➦✳

s❡❝t♦r ✶ ✷ ✸

▼❊❉■❯▼ ❈❲ ❈❲ ❈❲

❚❂✷♠s ❚❂✷♠s ❚❂✷♠s

❋❝❂ ✼✸❦❍③ ❋❝❂ ✼✾❦❍③ ❋❝❂✼✻❦❍③

❉❊❊P ❋▼ ❈❲ ❋▼

❚❂✷✵♠s ❚❂✷♠s ❚❂✷✵♠s

❋❝❂ ✼✸❦❍③ ❋❝❂ ✼✾❦❍③ ❋❝❂✼✻❦❍③

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ▼❊❉■❯▼ ✫ ❉❊❊P ♠♦❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✿ ✸ s❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❊▼✼✶✵

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❊▼✼✶✵ ✭❛r♦✉♥❞ ✼✺ ❦❍③✮ t❤❡ s✇❛t❤ ❜② ✉s✐♥❣ ❈❲ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭❧❡❢t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶ ✮✳ ❚❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦
❉❊❊P ♠♦❞❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋▼ ♦♥ s✐❞❡
s❡❝t♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s✇❛t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r✲s❡❝t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣❡ts ♥♦✐s✐❡r✳

FM 
FM 

CW CW 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❜❛t❤②♠❡tr② ❊▼✼✶✵

❚❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✷✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡♣t❤ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✜rst
♣❧♦t ✭✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✷✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡♣t❤✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❊▼✼✶✵ ❤❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ s❡♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t✇♦ ♣✐♥❣s ✭♠✉❧t✐✲♣✐♥❣ ♦r ❞✉❛❧ s✇❛t❤✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ✭r❡❞✲❧✐❣❤t ❜❧✉❡
❢♦r ❝❡♥tr❛❧ s❡❝t♦rs✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ♠❛❣❡♥t❛ ❢♦r ♦✉t❡r s❡❝t♦rs✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ st❛t✐st✐❝s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥
t❤❡s❡ t✇♦ ♣✐♥❣s ❛t s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧♦♥❣✲s❤✐♣ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✷
✮ ✱ t❤❡ ♥♦✐s✐❡r t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t♦rs ✭❛t ✲✹✵➦
❛♥❞ ✹✵➦✮✱ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❞❛♠❛❣❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝



✶✳✻✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❆❚❍❨▼❊❚❘❨ ◗❯❆▲■❚❨ ❈❆❯❙❊❉ ❇❨ ▼❖❉❯▲❆❚❊❉
❙■●◆❆▲❙ ✸✸

q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❝❡♥tr❡❞ ✿ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
s✐❣♥❛❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✷✿ ❇❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ✬s ❊▼✼✶✵ ❞❛t❛✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠
♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠
❛♥❣❧❡ ✭s❡❝t♦r t❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✲✹✵➦ ❛♥❞ ✹✵➦✮

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr② ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❈❲ t♦ ❋▼ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❧② t✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡r ✭❛t tr❛♥s✐t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s ❢r♦♠ ✵✳✵✼✪ t♦ ✵✳✶✺✪
✮✳

✶✳✻✳✷ ❊▼ ✸✵✷

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✸✮ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❊▼✸✵✷ ♦♥ ❛ ✶✷✵✵✲♠✲❞❡❡♣ s❡❛✢♦♦r ❛r❡❛ ❬❇❡❛✱ ✷✵✶✷❪✳ ❊▼ ✸✵✷ ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ✉♣ t♦ ✽
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦rs ❬❑♦♥✱ ❊▼✸✵✷❪ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ✺✶➦✱ ✸✻➦✱ ✷✵➦✱ ✵➦✱
✲✷✵✱ ✲✸✻➦✱ ✲✺✶➦ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺✮✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✸✿ ❇❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ✬s ❊▼✸✵✷ ❞❛t❛✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠
♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠
❛♥❣❧❡ ✭t❛♥s✐t✐♦♥ ❈❲ t♦ ❋▼ ❛t ✲✸✻➦ ❛♥❞ ✸✻➦✮



✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚

❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✸✮ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❋▼ ❛♥❞ ❈❲
✭s❡❝t♦rs ★✷✲✸✱ ❛♥❞ ★✻✲✼✮✱ ❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ✐s ❞❛♠❛❣❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ s✐❣♥❛❧s✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t✇✐❝❡
❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❈❲ ♣✉❧s❡s✳

s❡❝t♦r ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽

❉❊❊P ❋▼ ❋▼ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❋▼ ❋▼

❚❂ ✶✵✵♠s ✻✵♠s ✺♠s ✺♠s ✺♠s ✺♠s ✻✵♠s ✶✵✵♠s

❋❝❂ ✷✻✳✺❦❍③ ✷✼✳✺❦❍③ ✷✽✳✺❦❍③ ✷✾✳✺❦❍③ ✸✵❦❍③ ✷✾❦❍③ ✷✽❦❍③ ✷✼❦❍③

❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❉❊❊P ♠♦❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✿ ✽ s❡❝t♦rs ❢♦r ❊▼✸✵✷

✶✳✻✳✸ ❊▼ ✶✷✷

❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ❊▼✶✷✷ ❞❛t❛ s❡t ❢r♦♠ ❘✴❱ ▲✬❆t❛❧❛♥t❡ ✭■❢r❡♠❡r✮✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ❛ ✷✷✵✵✲♠✲❞❡❡♣ s❡❛✢♦♦r✳ ❊▼ ✶✷✷ ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ♦♥ ✽
s❡❝t♦rs ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✻✮ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ s✇❛t❤ ♠♦❞❡ ❬❑♦♥✱ ❊▼✶✷✷❪✳ ❙❡❝t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥ ❛t ✺✷➦✱
✸✺➦✱ ✶✽➦✱ ✵➦✱ ✲✶✽➦✱ ✲✸✺➦✱ ✲✺✷➦✳

EM122 - depth = 2200 m - 26/05/2009 - deep CW
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EM122 - depth = 2200 m - 01/06/2009 - deep (manual) FM
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✹✿ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❡❝t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✸✺➦ ❛♥❞
✲✸✺➦ ✭❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s ✉s✐♥❣ ❈❲ ♦✉t❡r ❜❡❛♠s ✉s✐♥❣ ❋▼✮❀ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❘✴❱ ▲✬❆t❛❧❛♥t❡ ❊▼
✶✷✷ ❞❛t❛ ❜② r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡

❚❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ st❛♥❞❛r❞



✶✳✻✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❆❚❍❨▼❊❚❘❨ ◗❯❆▲■❚❨ ❈❆❯❙❊❉ ❇❨ ▼❖❉❯▲❆❚❊❉
❙■●◆❆▲❙ ✸✺

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❲ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✇❛t❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
q✉❛❧✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❋▼ ♠♦❞❡ ✭✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r s❡❝t♦rs ✭❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ♦✈❡r ✸✺➦✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦rs ✐s ♥♦t ♠❛❞❡✱
❣r❡❡♥ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s✇❛t❤✳

s❡❝t♦r ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽

❉❊❊P ✶ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❋▼ ❋▼

❚❂ ✶✺♠s ✶✺♠s ✶✺♠s ✽♠s ✽♠s ✶✺♠s ✶✺♠s ✶✺♠s

❋❝❂ ✶✶✳✺❦❍③ ✶✶❦❍③ ✶✷❦❍③ ✶✷✳✺❦❍③ ✶✷✳✽✺❦❍③ ✶✷✳✷✺❦❍③ ✶✶✳✼✺❦❍③ ✶✶✳✷✺❦❍③

❉❊❊P ✷ ❋▼ ❋▼ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❈❲ ❋▼ ❋▼

❚❂ ✶✵✵♠s ✻✵♠s ✶✺♠s ✽♠s ✽♠s ✶✺♠s ✻✵♠s ✶✵✵♠s

❋❝❂ ✶✶✳✺❦❍③ ✶✶❦❍③ ✶✷❦❍③ ✶✷✳✺❦❍③ ✶✷✳✽✺❦❍③ ✶✷✳✷✺❦❍③ ✶✶✳✼✺❦❍③ ✶✶✳✷✺❦❍③

❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❉❊❊P ♠♦❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❊▼ ✶✷✷✮ ✽ s❡❝t♦rs

❇❡②♦♥❞ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♠❛♥② s②st❡♠s ✭❊▼ ✼✶✵✱ ✸✵✷ ❛♥❞ ✶✷✷✮✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡
✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ st❛t❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣ t❤❛t ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐s❡s t❤❡
♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✷✮✳ ❲❤② ❞♦❡s t❤✐s ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ r❡❣❛r❞s t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡❄
❚❤✐s ✐s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳





❈❤❛♣t❡r ✷

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥

❝❛✉s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ✐♥

▼❇❊❙

❚❤❡ ✜rst ❈❤❛♣t❡r ❛✐♠❡❞ ❛t ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✳ ■t ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ▼❇❊❙✳ ■t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❧✐♥❦❡❞ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ ✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t
s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❜❛t❤②♠❡tr②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
P❤❉ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✿ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✐s✐❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭▲❋▼✮✳

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s✿

✶✳ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❀

✷✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t❀

✸✳ ■♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡✳

❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✿
❋▼ ♦r ❈❲✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ❛✐♠s ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✇❛t❤ ❛♥❞ t❤✉s
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉t❡r ❜❡❛♠s ✇❤❡r❡ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❋▼ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✭♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮ t❤❛♥ ❈❲ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✇❛s ✜rst❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛✉s❡s
♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❋▼ s✐❣♥❛❧s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❋▼ ❛r❡ ❛❧✐❦❡ t♦ ♥♦♥✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❈❲ ✐s t❤❡✐r ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❞❡❧♦❜❡s✱ ✇❤✐❝❤
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢♦♦t♣r✐♥t ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳

✸✼



✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❚❍❨▼❊❚❘■❈ ❉❊●❘❆❉❆❚■❖◆ ❯❙■◆● ▼❖❉❯▲❆❚❊❉ ❙■●◆❆▲❙

✷✳✶ ◆♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❇❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❞❡ s❡❝t♦rs✱ t❤❡ st✉❞② ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤
♥♦✐s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✉s❡s
♦❢ ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■t ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧
❝❛♥ ❣✐✈❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦✐s✐❡r ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✐t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❋✐rst✱ t❤❡
♦r✐❣✐♥s ♦❢ ♥♦✐s❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♠♣❛❝ts
❛r❡ ✜rst ♠❛❞❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✷ ❛♥❞ ✷✳✶✳✸✮ t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✳ ❚❤❡
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
✷✳✶✳✷✱ ✷✳✶✳✸ ✫ ✷✳✶✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr② ✐s ♠❛❞❡
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✉✐❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✷✳✶✳✶ ◆♦✐s❡ ♦r✐❣✐♥s

❋♦✉r t②♣❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❼ ❆♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡✿ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡❀

❼ ▼✉❧t✐ ♣❛t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭❤❡r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐s ❞❡❡♣ ❡♥♦✉❣❤✮

❼ ❙♣❛t✐❛❧ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r s❤✐❢t ❢♦♦t♣r✐♥t

❼ ❆♥❣✉❧❛r ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❆❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❆♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r r❛✐s❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t BT ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❞✉❡ t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✮
✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ s✐❣♥❛❧s t❤❛♥ ❈❲✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s
♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❋▼✲❝❛✉s❡❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✐❢② ✐ts ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ✐ts ✜♥❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
♣❤❛s❡ r❛♠♣ st❛t✐st✐❝s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s✳

■♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✶✿ ❙♣❛t✐❛❧ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
t✐♠❡✱ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜✲❛rr❛②s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✶✮✳ ❚❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

▲❡t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ s✐③❡ ❜❡ ♥♦t❡❞ ∆x ❛♥❞ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t ❜❡ δx✳ ❚❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s
Sa ❛♥❞ Sb ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❛❧♦♥❣ ❧❡♥❣t❤ ∆x − δx✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲
❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❛ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤
❛t ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ✭❤✐❣❤ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✮ ❬▲✉r✱ ✷✵✵✶❪❬❙✐♥✱ ✷✵✶✵❪ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s✿

∆x =
cT

2 sin(θ0)
✭✷✳✶✳✶✮
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❆♥❞ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ❝♦♠❡s ❛s ✶✿

δx =
a sin(θ − θ0)

2 sin(θ0)
✭✷✳✶✳✷✮

❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ♦✈❡r
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐✳❡✳ ✇❤❡♥θ0 = θ ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③❡r♦✲
❝r♦ss✐♥❣ ✭t✐♠❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ▼❇❊❙✱ ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✶✿ ❋♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t✿ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t✱ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts s❡❡♥ ❜② t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❛rr❛②s ❛r❡
s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t

■♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✷✿ ❆♥❣✉❧❛r ♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛t
♦♥❡ ✐♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡rs t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ❢♦♦t♣r✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t
s❡❡♥ ❛s ❛ ♥❡✇ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s s❡❡s t❤❡ ❝❡♥tr❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❛rr❛②s ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r✲
❡❝t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ r❡❝❡✐✈❡rs ❝❛♥
❜❡ r❡❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✷✳✶✳✷✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬❏✐♥✱ ✶✾✾✻❪
❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❧✐❦❡♥❡❞ t♦ s♣❡❝❦❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇✐❞❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✮ ❛r❡ s✉♠♠❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
❢♦❧❧♦✇s ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❛✇ ❢♦r ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ✭✉♥✐❢♦r♠✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❡❝❦❧❡

✶❚❤❡ ❝♦✈❡r❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦♦t♣r✐♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧✿

√

H2 + x2 +
√

(H + a
2
sin θ)2 + (x−

a
2
cos θ)2 =

√

H2 + (δx+ x)2 +
√

(H −
a
2
sin θ)2 + (x+ δx+ a

2
cos θ)2

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t δx ❛♥❞ a ❛r❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ H ❛♥❞ x✱ t❤✐s ❝♦♥❞✉❝ts t♦✿
a
2

H sin θ−x cos θ
√

H2+x2
= 2δx x

√

H2+x2
−

a
2

H sin θ−x cos θ
√

H2+x2

❆♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ tr✐❣♦♥♦♠❡tr② ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦s✐♥❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ r❛t✐♦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t ❛s✿

2δx sin θ0 = a (cos θ0 sin θ − sin θ0 cos θ) = a sin(θ − θ0)
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♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r ✐♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦r
❛♥❣✉❧❛r ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss ♦❢ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t✇♦ r❡❝❡✐✈❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✷✿ ❉✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥
❡①t❡♥❞❡❞ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✐ts ❞✐r❡❝t✐✈✐t②
♣❛tt❡r♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ s✉❜✲❛rr❛② s✐❣♥❛❧s ✭❝❛❧❧❡❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❋▼ s✐❣♥❛❧s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤✐s ❧❛st ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✐s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳

✷✳✶✳✷ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✮✮ ✐♥ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❜✉❞❣❡t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✭♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♠P❛ ❛t ✶♠ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r✮ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❝t✐✈❡
s♦♥❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❬❆✐♥✱ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❛❪✿

SNR = SL❂2TL+ TS +DI❂NL+ PG ✭✷✳✶✳✸✮

❲❤❡r❡ ✿

❼ SNR ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦❀

❼ SL ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❞❇ r❡ ✶♠P❛❅✶♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐s
s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠❀

❼ TL t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss ✭❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦ss PL✰ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss AL✮❀

❼ TS t❤❡ t❛r❣❡t str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ s❡❛✢♦♦r ❢♦♦t♣r✐♥t❀

❼ DI ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛②❀

❼ NL t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❞❇ r❡ ✶♠P❛❅✶♠

❼ PG ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳
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✷✳✶✳✷✳✶ ❙♦♥❛r ❡q✉❛t✐♦♥

❚r❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❚❤✐s t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❛❝t✉❛❧ s❡tt✐♥❣✳
❚❤❡ s♦✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
s♦✉♥❞❡r ♠♦❞❡✳

❍❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❛①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❇❊❙ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❬❑♦♥✱ ❊▼✶✷✷✱ ❑♦♥✱ ❊▼✸✵✷✱
❑♦♥✱ ❊▼✼✶✵❪✿

❼ ❊▼ ✼✶✵ ✭❱❡r② ❙❤❛❧❧♦✇ ✭✷✲✶✵✵ ♠✮❂✷✷✺ ❞❇ ✶♠P❛❅✶♠❀ ❙❤❛❧❧♦✇ ✭✶✵✵✲✷✵✵ ♠✮❂✷✷✹ ❞❇
✶♠P❛❅✶♠❀ ▼❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ✭✷✵✵✲✺✵✵ ♠✮❂✷✷✺ ❞❇ ✶♠P❛❅✶♠✱ ✈❡r②❉❡❡♣✭✺✵✵✲✷✵✵✵ ♠✮❂✷✷✾
❞❇ ✶♠P❛❅✶♠✮

❼ ❊▼ ✶✷✷ ✭❙❤❛❧❧♦✇ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ✭✶✵✲✶✵✵✵ ♠✮❂✷✸✺ ❞❇❀ ❉❡❡♣ ✭✶✵✵✵✲✾✵✵✵ ♠✮❂✷✸✾ ❞❇
✶♠P❛❅✶♠❀ ❱❡r② ❉❡❡♣ ✭✾✵✵✵✲✶✶✵✵✵ ♠✮❂✷✹✶ ❞❇ ✶♠P❛❅✶♠✮

❼ ❊▼ ✸✵✷ ✭❙❤❛❧❧♦✇ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ✭✶✵✲✼✺✵ ♠✮❂✷✸✷ ❞❇ ✶♠P❛❅✶♠❀ ❉❡❡♣ ❛♥❞ ❱❡r② ❉❡❡♣
✭✼✺✵✲✼✵✵✵ ♠✮ ✷✸✼ ❞❇ ✶♠P❛❅✶♠✮

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss ❲❤❡♥ t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡✱ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ ✇❛✈❡s ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ✐♥t❡♥s✐t② ❧♦ss
❬❇✉r✱ ✶✾✽✾❪ ❞✉❡ t♦ ♠❛✐♥❧② t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿

❼ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦ss PL ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛♥② s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡

❼ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss AL ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐ts❡❧❢✳

Source 

A 

B 

R
A 

R
B 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✸✿ ❲❛✈❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ✇❛✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② s♣r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✮

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦ss✿ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✮✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ✭❛s ❝❡♥tr❡ ♦❢
t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥✮ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡s t❤❛t ❣r♦✇ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢
t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭S = 4πR2✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ✐s s♣r❡❛❞
♦✈❡r t❤❡ s♣❤❡r❡ ✭s♦ t❤❛t E = 4πR2I(R)✮✳ ❚❤✉s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ♣♦✐♥ts A ❛♥❞ B
s✐t✉❛t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t ❞✐st❛♥❝❡s RA❛♥❞ RB t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s✿
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I(RA)

I(RB)
=

(
RB
RA

)2

✭✷✳✶✳✹✮

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s r❛t✐♦ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛s t❤❡ ✉♥✐t② s♣❤❡r❡ ✭R0 = 1 ♠✮✱ t❤❡ ❧♦ss ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥ ❞❇ ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ R ✐s✿

PL = 20 log(
R

R0
) ✭✷✳✶✳✺✮

♠❡❞✐✉♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧♦ss ✿ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✭s❡❛ ✇❛t❡r✮ ✐s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❛♠♣✐♥❣✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✉s
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿✿

p(r, t) =
p0
R
e−γRej(ω0t−kR) ✭✷✳✶✳✻✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✐♥ ◆❡♣❡rs ❜② ♠❡t❡r✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❇✴❦♠ t♦ ✜t t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❇ ❛s
✐♥ ✭✷✳✶✳✸✮✳ ❙♦✱ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧♦ss ✐s✿

AL = −αR/1000 ✭✷✳✶✳✼✮

❲❤❡r❡ α ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1000 . 20γ log(e) ✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s γ✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✇❛t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ s❛❧✐♥✐t②✱

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✳
▼❛♥② ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❋r❛✱ ✶✾✽✷❛❪ ❛♥❞ ❬❋r❛✱ ✶✾✽✷❜❪

✇❤✐❝❤ ✐s t♦❞❛② t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳

F ✭❦❍③✮ ✵✳✶ ✵✳✸ ✶ ✸ ✶✵ ✸✵ ✶✵✵ ✸✵✵ ✶✵✵✵

α✭❞❇✴❦♠✮ ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✶ ✵✳✵✼ ✵✳✶ ✶ ✺ ✸✵ ✶✵✵ ✺✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s s✐♥❝❡✱ ❛s ✐t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ α ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t s②st❡♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ s✇❛t❤ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥t✳
❆s ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✉s✐♥❣ ✶✵ ❦❍③ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ✶ ❞❇✴❦♠ ❛s ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛❧❧♦✇s
t♦ r❡❛❝❤ s✇❛t❤ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❞♦③❡♥ ♦❢ ❦♠✱ ✇❤✐❧❡ s②st❡♠s ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ✶✵✵ ❦❍③ ✇♦✉❧❞ ❤❛r❞❧② ❜❡
❡✣❝✐❡♥t ❢♦r s✇❛t❤ ❛❜♦✈❡ ✶ ❦♠✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ▼❇❊❙ ✐s ✶▼❍③✱ s✐♥❝❡
s✉❝❤ s②st❡♠s ✇♦✉❧❞ ♠❛①✐♠❛❧❧② r❡❛❝❤ ❛ s✇❛t❤ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♠❡t❡rs✳

❚♦t❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss ✿ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲✇❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧♦ss ✐s t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦ss ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧♦ss✿

TL = 20 log(R) + αR/1000 ✭✷✳✶✳✽✮

♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❇❊❙ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ t✇♦✲✇❛② ✢✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
❢❛❝t♦r ✷ ✐♥ t❤❡ s♦♥❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✮✳
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❇❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡♥❡r❣② ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r
♥❛t✉r❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✭r♦❝❦s✱ ♠✉❞✱ s❛♥❞✳✳✳✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✭❛♥❣❧❡
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✇❤✐❝❤ s❝❛tt❡r❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

TS = BS(θ) + 10 log(S) ✭✷✳✶✳✾✮

❲❤❡r❡ S ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❛♥❞ BS(θ) ✐s t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❇✴♠✷✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✭♦r ❜❡❛♠✮ ❛♥❣❧❡ θ✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✹✿ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ❣❡♦♠❡tr② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡

❆t s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ θ ✱ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✹✮ ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠ ❛♣❡rt✉r❡ ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r s♦ t❤❛t✿

S = ΨΦR2 ✭✷✳✶✳✶✵✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t θ ✐s ❧❛r❣❡ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ S ❜❡❝♦♠❡s✿

S = ΨR
cT

2 sin θ
✭✷✳✶✳✶✶✮

❈♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t BS(θ)✱ ❤♦✇❡✈❡r ❤❡r❡ ✐t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ▲❛♠❜❡rt✬s ❧❛✇✿

BS(θ) = BS0 + 20 log(cos θ) ✭✷✳✶✳✶✷✮

❲❤❡r❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ BS0 t❛❦❡s ✐ts ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✲✶✵ t♦ ✲✹✵ ❞❇✴♠✳ ❉❡s♣✐t❡
✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ▲❛♠❜❡rt✬s ❧❛✇ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✜t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❞❡① ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡✱
❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❣♦♦❞ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✭❤✐❣❤ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s✮✳
❆❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s str♦♥❣❧② ♣r❡s❡♥t ♦♥ ♦✉t❡r ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ s✉❝❤ ❜❡❛♠s✳ ■♥ ❝❡♥tr❛❧ s❡❝t♦rs ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠s✮ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❙◆❘ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❜❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✸ ❛♥❞ ✷✳✶✳✹✮✳❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t
str❡♥❣t❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✷✳✶✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✳✶✷✮ ✐♥ ✭✷✳✶✳✾✮✳
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❉✐r❡❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❙◆❘ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜r♦✉❣❤t ❜② ✉s✐♥❣
❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛rr❛②s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ▼❇❊❙✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ✉s✐♥❣
❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛rr❛②s✱ ♦♥❡ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞
♦♥❡ ✐♥ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✭❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ✬❧✐st❡♥✐♥❣✬ t♦✇❛r❞s ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ D(θ, φ) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦
r❡❝❡✐✈❡ ♦r tr❛♥s♠✐t ❛ ✇❛✈❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭st❛✈❡✮ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✭❛rr❛②✮✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐r✲
❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭st❛✈❡✮✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐r❡❝t✐✈✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛✈❡ Dstave(θ, φ) ❛♥❞ t❤❡ ❛rr❛② ❣❡♦♠❡tr② Darray(θ, φ) ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳
❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❜♦t❤ ❣✐✈❡s ❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

Dtot = Dstave.Darray ✭✷✳✶✳✶✸✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛rr❛② ❛♥❞
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛②✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
❛rr❛② Tx ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② Rx✳

Dsyst = DTx .DRx ✭✷✳✶✳✶✹✮

❆t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✬❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❛t✐❛❧ ❣❛✐♥✬ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❛ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛♥ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭♦r
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✮ ❛♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ❛♥ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❛❧✉❡
✐s ✹π ✭❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✮ ❬❇♦✉✱ ✶✾✾✷✱ ❆✐♥✱ ✷✵✶✵✱ ❇✉r✱ ✶✾✽✾❪✳ ❆♥❞
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥ ✭❞✐r❡❝t✐✈✐t② ✐♥❞❡①✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥ ✭✷✳✶✳✶✺✮ ✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳

DI = −10 log

(´ ´
D(θ, φ)dΩ
´ ´

dΩ

)
= −10 log

(
1

4π

ˆ ˆ

D(θ, φ)dΩ

)
✭✷✳✶✳✶✺✮

❚❤❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❡r♠ SL ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✮✳

■♥ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛rr❛② ❣❛✐♥ AG✐s s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦✐s❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ ✬❧✐st❡♥✬
♦♥❧② ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡
♣❡r❝❡♣t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❞❡❝r❡❛s❡✳ AG ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛rr❛② ♦✈❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡r✳

AG = 10 log

( ´ ´
D(θ, φ)S(θ, φ)dΩ

´ ´

D(θ, φ)N(θ, φ)dΩ

)
− 10 log

( ´ ´
S(θ, φ)dΩ

´ ´

N(θ, φ)dΩ

)
✭✷✳✶✳✶✻✮

❲❤❡r❡ S(θ, φ) ❛♥❞ N(θ, φ) ❛r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s✐❣♥❛❧
❛♥❞ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡✳ ❚♦ ❜❡ r✐❣♦r♦✉s✱ AG s❤♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡ DI ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✳✸✮ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t②
❣❛✐♥ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s✿

❼ ♥♦✐s❡ ❛s s♣❛t✐❛❧❧②✲✐s♦tr♦♣✐❝✱ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t N(θ, φ) = N ✳

❼ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇❛✈❡ ❛s ♣❧❛♥❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ s❡❛✢♦♦r ✐s ✐♥ t❤❡
❢❛r ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✮✳ S = S(θ, φ)δθ−θ0
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■♥❞❡❡❞✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛rr❛② ❣❛✐♥ ✐♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ AG ✐♥ ✭✷✳✶✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② DI ❛s ✐♥ ✭✷✳✶✳✶✺✮✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②✱ ✜♥❛❧❧②✱ DI ❢r♦♠
✭✷✳✶✳✶✺✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ✭✷✳✶✳✸✮✳

DI✩ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❡♣t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ▼❇❊❙ ♠❛♥✉✲
❢❛❝t✉r❡rs t❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r ❛♥❣✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rsΨ ❛♥❞ Φ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡✐r ✲✸ ❞❇
❛♥❣✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❣✐✈❡♥ ❜②✿

DI = −10 log(
ΨΦ

4π
) ✭✷✳✶✳✶✼✮

✷✳✶✳✷✳✷ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧

❙❡❛ ✇❛t❡r ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥♦✐s② ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝❛❧ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧
r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛rr❛② ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❬❇♦✉✱ ✶✾✾✷✱ ❇✉r✱ ✶✾✽✾❪✳

❼ ❋r♦♠ ✶✵ ❍③ t♦ ✶ ❦❍③✱ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❛✣❝ ♥♦✐s❡ ✭t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡❛✮❀

❼ ❋r♦♠ s♦♠❡ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❍③ t♦ ❛ ❞♦③❡♥ ♦❢ ❦❍③✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❛❣✐t❛t✐♦♥ ✭❜✉❜❜❧❡ ❝❧❛♣♣✐♥❣ ❛t t❤❡ s❡❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇✐♥❞ str❡♥❣t❤✱ r❛✐♥✳✳✳✮❀

❼ ❆r♦✉♥❞ ✶✵✵ ❦❍③ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✱ ♥♦✐s❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❧❢ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ s②st❡♠
✭t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✮✳

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♦♥❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ✭❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ Teq ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❲ s✐❣♥❛❧✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ ❋▼✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡
❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭N0(fc) ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❞❇ r❡❢ ✶♠P❛✴

√
❍③✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s✿

NL = N0(fc) + 10 log(
1

Teq
) ✭✷✳✶✳✶✽✮

✷✳✶✳✷✳✸ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥

❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ PG ✐♥ t❤❡ s♦♥❛r
❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡s t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❜❡❢♦r❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✭s❡❡ ✐♥ ✶✳✷✳✶✮✿

SNR0 =
max |s|2
N0/Teq

✭✷✳✶✳✶✾✮

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s

SNR1 =

´

|s|2dt
N0

= E/N0 ✭✷✳✶✳✷✵✮
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❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

PG = 10 log(

´

|s|2dt
max |s|2Teq

) ✭✷✳✶✳✷✶✮

✷✳✶✳✷✳✹ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❇✮ r❛t✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭❛♠❜✐❛♥t
♥♦✐s❡✮ ✐s t❤✉s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

SNR = SL❂2TL+ TS +DI❂NL+ PG ✭✷✳✶✳✷✷✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥





2TL = 40 log( H
cos θ ) + 2α H

cos θ/1000

TS = BS0 + 20 log(cos θ) + 10 log(Ψ H
cos θ

cTeq
2 sin θ )

DI = −10 log(ΨΦ
4π )

NL = N0 + 10 log( 1
Teq

)

PG = 10 log(
´

|s|2dt
max |s|2Teq )

✭✷✳✶✳✷✸✮

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

dad = 10
SNR
10 ✭✷✳✶✳✷✹✮

❊①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❊▼ ✼✶✵
SL ✷✷✹❞❇ r❡ ✶♠P❛❅✶♠
BS0 ✲✷✽❞❇✴♠✷

N0 ✸✼❞❇✴
√
❍③

ΨΦ ✶➦✯✷✻➦
α ✷✸❞❇✴❦♠

✷✳✶✳✸ ■♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✿ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t

✷✳✶✳✸✳✶ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ✭❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✮
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❛✱ ❈❡r✱ ✷✵✶✷✱ ❏✐♥✱ ✶✾✾✻✱ ❙✐♥✱ ✷✵✶✵✱ P✉❥✱ ✷✵✵✼❪ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ SaSb ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣✐✈❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s✳

µ =

∣∣〈SaSb
〉∣∣

√〈
SaSa

〉 〈
SbSb

〉 ✭✷✳✶✳✷✺✮

■♥ ✭✷✳✶✳✷✺✮✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r〈.〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞|.|t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳
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� 

seafloor 

Footprint 

seen by A 

Footprint 

seen by  B 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✺✿ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞
Sb

❚♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa, Sb ✭s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠
t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ s✉❜ ❛rr❛②✮✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡s❡ s✉❜❛rr❛②s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜❛rr❛② s✐❣♥❛❧ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞
❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t r❡❝❡✐✈❡r ❛t t❤❡ s✉❜❛rr❛② ♣❤❛s❡ ❝❡♥tr❡ ✭s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡
❜♦tt♦♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ t❡♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✐♥t❡❣r❛❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✭♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛①✐s✿ x✲❛①✐s✮✳ ❆ s❝❛tt❡r❡r s✐t✉❛t❡❞ ❛t x s❡♥❞s ❜❛❝❦ ❛ ❞❡❧❛②❡❞
❝♦♣② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛rr❛② ❝❡♥tr❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② τx✮
❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ax ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❛✇ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❤❛s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❍❡❧✱ ✷✵✵✸✱ ❍❡❧✱✶✾✾✽✱ ❈❤❡✱ ✷✵✵✹❪✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✭✷✳✶✳✷✻✮✳

Sa = s ∗

s❡❛✢♦♦r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ s❡❡♥ ❜② ❆︷ ︸︸ ︷
ˆ +∞

−∞
axδτx+ a

2c
sin θxdx

Sb = s ∗
ˆ +∞

−∞
axδτx− a

2c
sin θxdx

︸ ︷︷ ︸
s❡❛✢♦♦r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ s❡❡♥ ❜② ❇

✭✷✳✶✳✷✻✮

■♥✭✷✳✶✳✷✻✮✱δτ ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② τ ❞✉❡ t♦ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
τx ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❡q✉❛❧❧✐♥❣ 2H

c cos θx
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛②

❝❡♥tr❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡r s✐t✉❛t❡❞ ❛t x ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛①✐s ✭θx ❜❡✐♥❣ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x✮✳ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✶✳✺✮✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✐s ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② r❡❝❡✐✈❡rs A ❛♥❞ B ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ❜② ± a

2c sin θx ❛s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ❝❡♥tr❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✺✮✳
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❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ Sa ❛♥❞ Sb✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❞✐r❡❝t❧②
t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✿ s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t✮ ❛♥❞
❛♥❣✉❧❛r ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ♠❛♥② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❏✐♥✱ ✶✾✾✻✱ ▲✉r✱ ✷✵✵✶✱
P✉❥✱ ✷✵✵✼✱ ❙✐♥✱ ✷✵✵✷❪ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♠♣❛❝ts ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❛❢t❡r ❛✐♠❡❞ ❛t ❜❡✐♥❣ ❣❛t❤❡r❡❞ t♦
❡①♣r❡ss t❤❡✐r ✜♥❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❍❡r❡ t❤✐s ❞❡❧❛② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❝❛s❡✳

Sa =

ˆ +∞

−∞
axs

(
t− τx −

a

2c
(sin θx − sin θ)

)
dx

Sb =

ˆ +∞

−∞
axs

(
t− τx +

a

2c
(sin θx − sin θ)

)
dx

✭✷✳✶✳✷✼✮

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ t❡r♠
〈
SaS̄b

〉
✐s✿

〈
SaSb

〉
=

¨

〈axax′〉 s
(
t− τx −

a

2c
(sin θx − sin θ)

)
s
(
t− τx′ +

a

2c
(sin θx′ − sin θ)

)
dxdx′

=
〈
a2
〉 ˆ

s
(
t− τx −

a

2c
(sin θx − sin θ)

)
s
(
t− τx +

a

2c
(sin θx − sin θ)

)
dx

✭✷✳✶✳✷✽✮
❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛tt❡r❡rs ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧②✲❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✉s 〈axax′〉✐s ♥✉❧❧ ✐❢ x ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ x′✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ s❝❛tt❡r❡rs ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ❢♦♦t♣r✐♥t ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥
❛✈❡r❛❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ0✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦♦t✲
♣r✐♥t ❝❡♥tr❡ ✭s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ0✮ ✐s τ0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❡♣t❤ H ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ x✱ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳





τx = τ0 +
2

c
sin θ0(x− x0) = τ0 + T

x− x0
∆x

sin θx = sin θ0 +
x− x0
H

cos3 θ0

✭✷✳✶✳✷✾✮

❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥✭✷✳✶✳✷✽✮✱ ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t = τ0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✮✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s✿

〈
SaSb

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s

(
T
(x− x0)

∆x
(1− β)− κ

)
s

(
T
(x− x0)

∆x
(1 + β) + κ

)
dx

=
〈
a2
〉 ∆x

T

ˆ

s ((1− β) t− κ) s ((1 + β) t+ κ)dt

✭✷✳✶✳✸✵✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r β ❛♥❞ κ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t ❛s✿

{
β = a

2cT
∆x
H cos3 θ0 =

1
4
a
H

cos2 θ0
tan θ0

κ = a
2c (sin θ0 − sin θ) = 1

2
δx
∆xT.

✭✷✳✶✳✸✶✮
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❇② ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✿

〈
SaSa

〉
=
〈
SbSb

〉
=
〈
a2
〉 ∆x

T

ˆ

s (t) s (t)dt ✭✷✳✶✳✸✷✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ✭✷✳✶✳✸✸✮ ✳ ■t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇✐❞❡❜❛♥❞✲s✐❣♥❛❧ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❲✐❣♥❡r✲❱✐❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠✮✮ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❛r❛✲
♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❞❡♣t❤✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ❬❈❡r✱ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❬❇✐r✱ ✷✵✵✺❪ ✭♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r
β ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✮✳

µ =

´

s ((1− β) t− κ) s ((1 + β) t+ κ)dt
´

s (t) s (t)dt
✭✷✳✶✳✸✸✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡❧❛②❡❞
❜② ❛ ❢❛❝t♦r κ ❛♥❞ str❡t❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r β✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦❤❡r✲
❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t✇♦ ❡✛❡❝ts q✉❛♥t✐✜❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs κ ❛♥❞ β✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✶✳✶ ❛r❡ t❤✉s ✇❡❧❧ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✸✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❛r❛♠❡t❡r
κ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ✭✜rst ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ❝❛✉s✐♥❣
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss✮✱ ✇❤✐❧❡ β r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ t❤❛t
✐s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❇② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ β ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② κ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❈❲ s✐❣♥❛❧ ✇❤♦s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s T ✱ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❬▲✉r✱ ✷✵✵✶❪✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❛❝❦✳

µ =

´

s (t− κ) s (t+ κ)dt
´

s (t) s (t)dt
=
T − 2κ

T
=
T − Tδx/∆x

T
=

∆x − δx
∆x

✭✷✳✶✳✸✹✮

✷✳✶✳✸✳✷ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥❧②

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❇❊❙ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ❛r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠
❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t θ ❡q✉❛❧s θ0✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ t❤❡ t❡r♠ κ ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❖♥❧② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❡♥ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❛s t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s
♥✉❧❧✳

µ =

´

s ((1− β) t) s ((1 + β) t)dt
´

|s|2dt ✭✷✳✶✳✸✺✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈❲ s✐❣♥❛❧ ✭♦r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ s(t) = |s|e2πifct✮✱ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡✐♥❣ st✐❧❧ ♥✉❧❧✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ β ≪ 1✱ ❛♥❞ s ((1± β) t) ≃ |s(t)| e2πifc(1±β)t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❞✐❧❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✭❝♦♠♠♦♥ r❛❞❛r✲
❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳
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µ =

´

|s|2e−2πifc(2βt)dt
´

|s|2dt =
FT[|s|2](2fcβ)
FT[|s|2](0) =

FT[|s|2](fc 12 a
H

cos2 θ0
tan θ0

)

FT[|s|2](0) ✭✷✳✶✳✸✻✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✳✸✻✮ t❤❛t✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s❤✐❢t ❡✛❡❝t ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❈❲ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈❲ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❜❡✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛❜♦✈❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ sinc
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❏✐♥✱ ✶✾✾✻✱ ▲✉r✱ ✷✵✵✶✱ ❙✐♥✱ ✷✵✶✵✱ P✉❥✱ ✷✵✵✼❪✳

µ = sinc

(
πfcT

1

2

a

H

cos2 θ0
tan θ0

)
✭✷✳✶✳✸✼✮

◆♦t❡✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❋▼ s✐❣♥❛❧✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✻✮ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞
❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳

✷✳✶✳✸✳✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦

❋r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝✲s✐❣♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ❬●❛t✱ ✶✾✾✹✱ ❇✐r✱ ✷✵✵✺✱ ❏✐♥✱ ✶✾✾✻✱ ❙✐♥✱ ✷✵✵✷✱ P✉❥✱ ✷✵✵✼✱ ▲✉r✱ ✷✵✵✶❪

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
✉s❡❢✉❧ ♣❛rt C ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞
❛ ♥♦✐s❡ N ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳

{
Sa = C.Na,in

Sb = C.Nb,in

✭✷✳✶✳✸✽✮

❚❤❡ ♥♦✐s❡ Na,in ❛♥❞ Nb,in ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ m ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
σ ✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❞✉❡ t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s Sa
❛♥❞ Sb✮✳

µ =

∣∣〈SaSb
〉∣∣

√〈
SaSa

〉 〈
SbSb

〉 =

∣∣∣∣∣
|C|2m2

|C|2 (σ2 +m2)

∣∣∣∣∣ =
m2/σ2

m2/σ2 + 1
=

din
1 + din

✭✷✳✶✳✸✾✮

❲❤❡r❡ din ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
♥♦✐s❡✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❧❛ss✐❝ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❛❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✈❛❧✉❡ m2 ♦✈❡r ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✳

■♥✈❡rs✐♥❣ ✭✷✳✶✳✸✾✮ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥
❣✐✈❡s✿

din =
µin

1− µin
✇✐t❤ µin❞❡✜♥❡ ❛s ✐♥✭✷✳✶✳✸✺✮ ✭✷✳✶✳✹✵✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✻✿ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❉❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✳✹✵✮✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✮ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦❤❡r❡♥t t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s✳ ❚❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❙◆❘ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t f : µ → d ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠✴ t♦ t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s [0; 1] → [0; +∞[✳

✷✳✶✳✹ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❡✛❡❝t✿ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ■♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛✐♠s ❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦✐s❡✱ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✳ ▼❛♥②
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬P✉❥✱ ✷✵✵✼❪❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝
♥♦✐s❡ ❛♥❞ s✉♠ ✉♣ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐t q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧②✳

δtot
2 = δad

2 + δit
2 ✭✷✳✶✳✹✶✮

❖t❤❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬▲✉r✱ ✷✵✵✶❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜♥❛❧ ♥♦✐s❡ Ntot ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦✐s❡ ✭Nad ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞Nin ❢♦r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✮ ❛s Ntot =
Nad + Nin❛♥❞ t❤✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ✜♥❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭dtot = S/(Nad + Nin)✮ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♥✈❡rs❡s✳

1

dtot
=

1

dad
+

1

din
✭✷✳✶✳✹✷✮

❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ s❡❡♠ ❛ ❜✐t
r♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ✭❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❙✐♥✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❬❩❡❜✱ ✶✾✾✷❪❜✉t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
sq✉❛r❡ ❈❲ s✐❣♥❛❧✮ ❛✐♠s ❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ♥♦ r♦✉❣❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✲t❛❦❡♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶✳✷
❛♥❞ ✷✳✶✳✸ ✭❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡s✮✳

▲❡t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜② s✉❜❛rr❛② A ✭r❡s✳ B✮ s✐❣♥❛❧ Sa,tot ✭r❡s✳ Sb,tot✮ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Sa ✭r❡s✳ Sb) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✶✳✸✳✶
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ Na ✭r❡s✳ Nb✮✳

{
Sa,tot = Sa +Na

Sb,tot = Sb +Nb

✭✷✳✶✳✹✸✮
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❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✳✶✳✷✺✮✿

µtot =

∣∣〈Sa,totSb,tot
〉∣∣

√〈
Sa,totSa,tot

〉 〈
Sb,totSb,tot

〉 ✭✷✳✶✳✹✹✮

❇② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❧❛t❡r µtot ❛s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✷✳✶✳✸✻✮ ✭✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ ❛s µin✮ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ t❡r♠

〈
Sa,totSb,tot

〉

✐s✿

〈
Sa,totSb,tot

〉
=
〈
SaSb

〉
+
〈
SaNb

〉
+
〈
NaSb

〉
+
〈
NaNb

〉
✭✷✳✶✳✹✺✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❛rr❛②s Na ❛♥❞ Nb ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ✭❝♦♠♠♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r
❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ♥✉❧❧✳

〈
Sa,totSb,tot

〉
=
〈
SaSb

〉
✭✷✳✶✳✹✻✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ✭✷✳✶✳✹✹✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣✿





〈
Sa,totSa,tot

〉
=
〈
SaSa

〉
+
〈
SaNa

〉
+
〈
NaSa

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+
〈
NaNa

〉
=
〈
SaSa

〉 (
1 + 1

dad

)

〈
Sb,totS

∗
b,tot

〉
=
〈
SbSb

〉
+
〈
SbNb

〉
+
〈
NbSb

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+
〈
NbNb

〉
=
〈
SbSb

〉 (
1 + 1

dad

) ✭✷✳✶✳✹✼✮

t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤✉s ❡q✉❛❧ t♦✿

µtot =

∣∣〈SaSb
〉∣∣

√〈
SaSa

〉 〈
SbSb

〉
.
(
1 + 1

dad

) =
µin(

1 + 1
dad

) ✭✷✳✶✳✹✽✮

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦s ❛s d = µ

1−µ ♦r ❜② ✐ts ✐♥✈❡rs✐♦♥ µ = d
1+d = 1

1+1/d ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭✷✳✶✳✹✾✮✳

µtot = µinµad ✇✐t❤ µad =
dad

(1 + dad)
✭✷✳✶✳✹✾✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❜② t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛s ✐♥ ✭✷✳✶✳✺✵✮✱ ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✿

1(
1 + 1

dtot

) =
1(

1 + 1
dad

)(
1 + 1

din

) ✭✷✳✶✳✺✵✮

■t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❙◆❘ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡✲♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝✲
♥♦✐s❡ ❙◆❘s ✿
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1

dtot
=

1

dad
+

1

din
+

1

daddin
✭✷✳✶✳✺✶✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✷✳✶✳✹✷✮ ❛♥❞✭✷✳✶✳✺✶✮✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡
❜② t❤❡ ❝r♦ss t❡r♠ ♦❢ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡✮✳ ❚❤✐s t❡r♠ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ♦♥❧②
✇❤❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❛r❡❧②
t❤❡ ❝❛s❡✱ ❡①❝❡♣t❡❞ ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❞❡❡♣ s❡❛✢♦♦r✳

✷✳✶✳✺ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa❛♥❞ Sb✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐ts ♠❡❛♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧
❜✐❛s✮ ❛♥❞ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✭♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗

b ✮ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb✳

✷✳✶✳✺✳✶ ❙t❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥✲
❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ✐♥ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝❡❧❧✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❝♦♥✜r♠s t❤✐s ●❛✉ss✐❛♥ st❛t✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❬❍❡❧✱ ✷✵✵✸✱ ❍❡❧✱✶✾✾✽✱
❈❤❡✱ ✷✵✵✹❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆♥❞ t❤✉s✱ t❤❡
s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✮ ♣❧✉s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ ❤❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ●❛✉ss✐❛♥
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜②✿

{
Sa = xa + iya = rae

iϕa

Sb = xb + iyb = rbe
iϕb

✭✷✳✶✳✺✷✮

❲❤❡r❡ xi ❛♥❞ yi ❛r❡ ③❡r♦s ♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s ri ♣r❡s❡♥ts ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r σ2 ✭❡q✉❛❧ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡♥s♦rs s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s st❛t✐st✐❝s ❤❛✈❡
s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✮ ❛♥❞ ϕi ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ −π ❛♥❞ π✳ ■t ✐s r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t ✇❡
s❡❛r❝❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ✭❞❡♥s✐t②✱ ♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ∆φ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
∆φ = arg(SaS

∗
b ) = ϕa − ϕb✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η

η =
〈SaS∗

b 〉√〈
SaS∗

b

〉 〈
SbS

∗
b

〉 = µeiψ ✭✷✳✶✳✺✸✮

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✺✸✮✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ ❛s ✐t ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✷✳✶✳✹✹✮✱ ✐s ✉s❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Sa ❛♥❞ Sb✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ ✭s❡❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮

f(∆φ) =
(1− µ2)

2π

[
1

1− Y 2
+

Y

(1− Y 2)3/2

(π
2
+ asinY

)]
✭✷✳✶✳✺✹✮
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❲✐t❤✿

Y = µ cos(ϕa − ϕb − ψ) = µ cos(∆φ− ψ) ✭✷✳✶✳✺✺✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ µ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❞r♦♣s t♦ ✵✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
t✇♦ s✐❣♥❛❧s t❡♥❞s t♦ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✲π t♦π✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❡✈✐❞❡♥t ✐❢ t❤❡ t✇♦
s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❝♦❤❡r❡♥t ♣❛rt✱ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♥ t❛❦❡
❛♥② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✲π ❛♥❞ π ✇✐t❤ ❡q✉✐✲❝❤❛♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❛❝❤❡s ♦♥❡ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t♦ ❛ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ψ✳ ▲❡t ✉s r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ψ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ SaS∗

b ✭ψ = arg (〈SaS∗
b 〉)✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗
b ✭♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛♠❡❞

❛s 〈∆φ〉 = 〈arg (SaS∗
b )〉✮ ✳ ψ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❛r❝❤ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r
❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✇✐t❤ψ = 0

▲❡t ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ψ = 0 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✲
✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ∆φ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ t❤✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆φ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ψ✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r∆φ ✐s t❤✉s ✉♥❜✐❛s❡❞ ✭s❡❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ψ ✐s ♥✉❧❧✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ✳
❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ µ✱ t❤❡ ♠♦r❡ s♣r❡❛❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✭✉♥t✐❧ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐✲
♣r♦❜❛❜❧❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ µ = 0✮ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✶✳✼✮✳ ❚❤✐s t❡♥❞s t♦ ❛✣r♠ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✭s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✮ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
r❛t✐♦✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦r sq✉❛r❡
r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❞r♦♣ ❞♦✇♥ ✭s❡❡✿ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♦♥
✈❛r✐❛♥❝❡✮✳

P❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❊①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢〈∆φ〉✐s✿

〈∆φ〉 =
ˆ π

−π
∆φ f(∆φ) d∆φ ✭✷✳✶✳✺✻✮
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●♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✱ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆φ✐s✿

〈∆φ〉 = µ sinψ√
1− (µ cosψ)2

acos (µ cosψ) ✭✷✳✶✳✺✼✮

❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❞r♦♣s t♦ ✵✱ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ✵ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ψ✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t t❡♥❞s t♦ ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡
✐s ❜❡t✇❡❡♥ −π❛♥❞ π ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✼✮✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❡♥❞s t♦ ✶✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ψ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❛❝❦ t❤❛t
✐❢ ψ ❡q✉❛❧s ③❡r♦s ✭❝❛s❡ ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✮ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✳

■❢ ψ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
♦❢ ψ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐s ❜✐❛s✳ ✭✐✳❡ 〈argSaS∗

b 〉 6=
arg 〈SaS∗

b 〉✮ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦♣❡r❛t♦r 〈.〉 ♣r♦❝❡ss❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r arg{.} ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r arg{.} ✐s ♣r♦❝❡ss
❜❡❢♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗

b ✐s r❡❛❧❧② ♥♦✐s②
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❥✉♠♣ ♦✈❡r π ♦r ❜❡❧♦✇ −π✳ ■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ψ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❤❛s ♠♦r❡ ❝❤❛♥❝❡s t♦ ❥✉♠♣ ♦✈❡r π✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r arg{.} ✐s
❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞✉❧♦ 2π t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s ♣✉❧❧❡❞ ❞♦✇♥✳ ❆♥❞ t❤✉s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜✐❛s❡❞✳

P❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

var {∆φ} =
〈
∆φ2

〉
− 〈∆φ〉2 ✭✷✳✶✳✺✽✮

●♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ✱ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆φ2✐s✿

〈
∆φ2

〉
=
π2

3
− πacos (µ cosψ) + [acos (µ cosψ)]2 − 1

2

∞∑

i=1

µ2i

i2
✭✷✳✶✳✺✾✮

t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❬P✉❥✱ ✷✵✵✼✱ ❙✐♥✱ ✷✵✵✷✱ ❖❧✐✱ ✶✾✾✻❪✿

var {∆φ} =
1− µ2

1− (µ cosψ)2

(
π2

4
− πasin (µ cosψ) + [asin (µ cosψ)]2

)
+

1

2

∞∑

i=1

1− µ2i

i2

✭✷✳✶✳✻✵✮
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✭❛✮ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ∆φ ✭❜✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✭♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥✮ ∆φ

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✽✿ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆φ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ µ

❆s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆φ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲
❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✽✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ♥✉❧❧ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s π2/3 ✭✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ −π ❛♥❞ π✮
❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉❛❧❧✐♥❣ ✵ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t µ = 1✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✽✮✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ r❡❛❧❧② ❧✐tt❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛❧s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ♠✉❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✷✳✶✳✺✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢✉♥❝t✐♦♥

❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✷✳✶✳✻✵✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲✉r✱ ✷✵✵✶❪ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦d ❞❡✜♥❡❞ ❛s d = µ/(1− µ)✳

σ1(∆φ) =
√
var (∆φ) =

2√
12
π2 + d

(
1− 0.05 d

d+1 ln d
) ✭✷✳✶✳✻✶✮

❆ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ♠♦r❡✲r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s✿

σ2(∆φ) = 2

√√√√1 + d
d+1 (−0.435 + 0.25 ln d)

12
π2 + 1

1/d+1/d2

✭✷✳✶✳✻✷✮

❚❤❡s❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✭❜❧✉❡ ✿ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✻✶✮ ❀ r❡❞✿ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✻✷✮✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣r❡s✲
❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✹ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log(d)✳ ❚❤❡② s❤♦✇ r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ r❡s✉❧ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✾✿ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❘ ✭❜❧✉❡ ✿ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✻✶✮❀
r❡❞✿ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✻✷✮✮

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❲❤❡♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♥✉❧❧ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡q✉❛❧s
π/

√
3 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡❀ ❛s t❤❡ ❙◆❘ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦

t❡♥❞s t♦ ✵✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✐❣♥❛❧s ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s π/

√
3✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙◆❘ ❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤❡r✱

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧✳

✷✳✶✳✻ ❋✐♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❆r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r
♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✇❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s αt + β ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ n(t) ✇❤♦s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s
〈∆φ〉 − ψ ✇✐t❤〈∆φ〉 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✶✳✺✼✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✳✻✵✮✳ ■♥ ✜rst
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n(t) ❝❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧❧✐♥❣ ✵✳ ❚❤✐s
❜❡❝♦♠❡s tr✉❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❡♥♦✉❣❤ ✭✐♥t❡r❢❡r✲
♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤ ✐♥ ▼❇❊❙✮✳ ■ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇✐♥❞♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s
❤✐❣❤ ✭♠❛✐♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ▼❇❊❙✮✳

∆φ(t) = αt+ β + n(t) ✭✷✳✶✳✻✸✮

α ❛♥❞ β ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
s❡❛✢♦♦r ❛s ✢❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α❛♥❞ β ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
r❛♠♣✳
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{
t− τ =

[
2H

c cos θ(t) −
2H
c cos θ

]
= 2H tan θ

c cos θ (θ(t)− θ)

∆φ(t) = 2πfc
a
c (sin θ(t)− sin θ) = 2πfc

a
c (sin θ(t)− sin θ) = 2πfc

a
c (θ(t)− θ) cos θ

✭✷✳✶✳✻✹✮
❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿

∆φ(t) = 2πfc
a

2H

cos2 θ

tan θ
(t− τ) ✭✷✳✶✳✻✺✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ α ❛♥❞ β ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ s♦ t❤❛t✿

[â, b̂] = min
a,b

N∑

i=1

(∆φ(ti)− ati − b)2 ✭✷✳✶✳✻✻✮

❍❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ N s❛♠♣❧❡s✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s✿




â =

∑N
i=1(∆φ(ti)−∆̃φ)(ti−t̃)∑N

i=1(ti−t̃)2
= a+

∑N
i=1(ni−ñ)(ti−t̃)∑N

i=1(ti−t̃)2

b̂ = ∆̃φ− ât̃ = b+ (a− â)t̃+ ñ
✭✷✳✶✳✻✼✮

❲❤❡r❡ ∆̃φ❛♥❞ t̃ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✳ ∆̃φ = 1

N

∑N
i=1∆φ(ti) ❛♥❞ t̃ =

1
N

∑N
i=1 ti✳ ❋r♦♠ ●❛✉ss✲▼❛r❦♦✈ t❤❡♦r❡♠✱

t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs â ❛♥❞ b̂ ✐s t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❡❛r ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ α ❛♥❞β✳
❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②✿

τ̂ = − b̂
â

✭✷✳✶✳✻✽✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ❚❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥st❛♥t ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r❛♠♣✳ P❤❛s❡ r❛♠♣ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛①✐s ✭✐♥st❛♥t ❛①✐s✮✱ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ t✐♠❡
✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ■❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❜❪✮✿

std {τ̂} =
std {∆φ}
α
√
N

✭✷✳✶✳✻✾✮

❆♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✭r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥✮ ✐s ❡q✉❛❧s t♦✿

δH

H
=

std {τ̂}
τ

=
std {∆φ}
β
√
N

=
std {∆φ}

2πfc
a
c
cos θ
tan θ

√
N

✭✷✳✶✳✼✵✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❜②✿
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std {∆φ}2 = 1

N − 2

N∑

i=1

e2i =
1

N − 2

N∑

i=1

(
∆φ(ti)− âti − b̂

)2
✭✷✳✶✳✼✶✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ✇✐t❤ ✭✷✳✶✳✼✵✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✈✐❛ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✭❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ✐♥✲
tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦❢ t❤❡ ❜♦t❤ ♥♦✐s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✮✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♦♥❧②
✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦♥❛r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
♥♦✐s❡ ♦♥❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
♣✉❧s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ sq✉❛r❡ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼✱ t❤❡ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ sq✉❛r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮✳

✷✳✷ ❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t ■♠♣❛❝t

❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❬❱✐♥✱ ✷✵✶✶❜✱ ❱✐♥✱ ✷✵✶✶❛❪ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♦♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿

❼ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s

❼ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧

✷✳✷✳✶ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s

❚❤✐s ♣❛rt ❛✐♠s ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞
s✐❣♥❛❧s✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s✳ ■❢ t❤❡
❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ❧❛r❣❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❧✐tt❧❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s δH ✭✷✳✷✳✶✮
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ δt✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛♥ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ δθ✳

δH

H
=
δt

t
+ tan θ.δθ ✭✷✳✷✳✶✮

❍❡r❡ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧✿

❼ ❈♦♥st❛♥t ❉♦♣♣❧❡r t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛rr❛② ✭❛❧❧ t❤❡ s❡♥s♦r s♣❡❡❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱
❡✳❣✳ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❤❡❛✈❡✮✿ ■♠♣❛❝t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❢
t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t❡❞✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✴❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣
❛♥❣❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤✐s ❡✛❡❝t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞✳

❼ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r s♦✉r❝❡s Sa ❛♥❞ Sb✿ ✐♥t❡r❢❡r✲
♦♠❡tr② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
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❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✮✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✐t ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② s✐❣♥❛❧✳

◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛✐♠❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r δH
H ✐♥ ❜❛t❤②♠❡tr② ✐s 10−3✳

✷✳✷✳✶✳✶ ❋✐rst ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧

❚♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❛❧❧② r❛♣✐❞ ✜rst ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡
✐s ✜rst s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
θ ✭❤❡r❡ ❛s ❡①❛♠♣❧❡ ✹✵➦✮✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s s❝❛tt❡r❡r✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭✇✐t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧
t❤❡♥ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✭♣❤❛s❡ ♦r t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✮✮✳ ❚❤❡ ❛rr❛②
✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜ ❛rr❛②s Sa❛♥❞ Sb✮ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s❝❛tt❡r❡r ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✭❛♥❣✉❧❛r
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✭r❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❧✐♥❡❛r ❋▼ s✐❣♥❛❧
✭❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣✮ ❛♥❞ ❈❲ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡✐r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤❡❞ ❛♥❞ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✿ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿

❼ ❈❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✼✸❦❍③

❼ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✵✳✺❦❍③

❼ ❉✉r❛t✐♦♥ ✷✵♠s

❖t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈❲ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❼ ❈❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✼✸❦❍③

❼ ❉✉r❛t✐♦♥ ✷♠s ✭r❡✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ❝❤✐r♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s♦ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❈❲ ❛♥❞
❋▼ ♣r❡s❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮

❚❤❡ ❛rr❛② ✐s ✶ ♠ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ✶✷✽ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ✶✴✸ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❛rr❛② ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✶✺✵✵♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✐s ✢❛t ❛♥❞ ✺✵✵♠✲❞❡❡♣✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ♠❛♣ ✭✐♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞
t✐♠❡✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✇❛②s ♦❢ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭♣❤❛s❡
♦r t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✮ ✭s❡♥s♦rs s♣❡❡❞ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ❡q✉❛❧ t♦ ✷♠✴s ♦r ♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ✶➦✴s✮

P❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❚✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

❈❲ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s
❈❲ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✹✵✳✵✺➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s
❈❲ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s ✸✾✳✾✺➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s
❈❲ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s

❋▼ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶ ♠s
❋▼ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✹✵✱✵✷➦ ✲ ✽✼✸✳✹ ♠s ✹✵➦ ✲ ✽✼✸✳✹ ♠s

❋▼ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✸✾✳✾✽➦ ✲ ✽✼✸✳✹ ♠s ✸✾✳✾✺➦ ✲ ✽✼✸✳✹ ♠s

❋▼ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶♠s ✹✵➦ ✲ ✽✼✻✳✶ ♠s

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
❡✛❡❝t
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❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ✐♥ ❛♥❣❧❡ ✭❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮ ♦r ✐♥ r❛♥❣❡ ✭❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳

❚❤✐s s❤♦rt s❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ ♦✉t♣✉t ❝❛♥ t❛❦❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts✿

❼ ❛ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠✐s♠❛t❝❤ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧s ✉s❡✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳

❼ ❛ ❜✐❛s ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✇❛s ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♥❞
♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷ ❛✐♠s ❛t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼ ❛♥❞ ❈❲ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡r t②♣❡✳ ■t ✇✐❧❧ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ t✇♦ ❡rr♦rs ✐♥✿
❜❡❛♠ ❛♥❣✉❧❛r st❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✶✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜❛rr❛② ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ✐ts r❡s✉❧t❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t t❤❡ s✉❜❛rr❛②
♣❤❛s❡ ❝❡♥tr❡✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✷ s✐♥❣❧❡ r❡❝❡✐✈❡rs r❛t❤❡r t❤❛♥ t❛❦✐♥❣ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ❛rr❛②✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

❼ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭❤❡❛✈❡✱ s✇❛②✮ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❝❡♥tr❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉❜❛rr❛② ♣❤❛s❡ ❝❡♥tr❡s ✭s❛♠❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮

❼ ❘♦t❛t✐♦♥ ✭r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ ②❛✇✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛rr❛② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❝❡♥tr❡ ❛s r♦t❛t✐♦♥
❝❡♥tr❡✿ t❤❡ ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉❜❛rr❛② ♣❤❛s❡ ❝❡♥tr❡s
✇✐t❤ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ γ❛♥❞ ✐♥
r❛♥❣❡ R✳ ❆ ❞❡❧❛② τ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲✇❛② t✐♠❡ τ = 2R/c✳ ❇② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦t✐♦♥✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t tr ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t te✳
❚❤❡ s❡♥s♦r s♣❡❡❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡✐r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r
❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✿ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
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❆ t❡♠♣♦r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢♦r s❡♥s♦r ★✶ ❛s✿

c.(tr − te) = (R− vete) +
(
R− (vr + vα) (tr − τ)− a

2
sin γ

)
✭✷✳✷✳✷✮

❇② ❡①♣r❡ss✐♥❣ tr ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ te✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝t❡❞ ❛s t❤❡
❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳

sa(t) = s

(
kr1
ke

(t− τ) +
1

ke

a sin γ

2c

)
✇✐t❤ ke = 1− ve

c
❛♥❞ kr1 = 1 +

vr + vα
c

✭✷✳✷✳✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r s❡♥s♦r ★✷✿

sb(t) = s

(
kr2
ke

(t− τ)− 1

ke

a sin γ

2c

)
✇✐t❤ ke = 1− ve

c
❛♥❞ kr2 = 1 +

vr − vα
c

✭✷✳✷✳✹✮

❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ ❈❲ s✐❣♥❛❧s ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈❲ s✐❣♥❛❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fc s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ s ✐s e2πifct✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s
♠❛❞❡ ❛❢t❡r ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❜② ❛♥♥✉❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ sa ❛♥❞
sb✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✉s❡❞✳

P❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❲❤❡♥ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛t ❛♥❣❧❡ θ✱ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛
♣❤❛s❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ sa ❛♥❞ sb ✐s✿

∆φ = 2πfc

((
kr2
ke

(t− τ)− 1

ke

a sin γ

2c
+
a sin θ

2c

)
−
(
kr1
ke

(t− τ) +
1

ke

a sin γ

2c
− a sin θ

2c

))

✭✷✳✷✳✺✮
❆♥♥✉❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦✿

2vα(t− τ) + a sin γ − (1− ve
c
)a sin θ = 0 ✭✷✳✷✳✻✮

❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✇❤❡♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ θ = asin
[

sin γ
1− ve

c

]
❛♥❞

t = τ ✱ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✐♥ r❛♥❣❡ ✭t✐♠❡✮ ❜✉t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s
✐♥ ✐ts ❛♥❣✉❧❛r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ δθ ✭s❝❛tt❡r❡r ❡st✐♠❛t❡❞ ❛tθ = γ + δγ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ γ✮✳

δγ = asin

[
sin γ

1− ve
c

]
− γ =

1√
1 + sin2 γ

ve
c
sin γ =

ve
c
tan γ ≈ ve

c
tan θ ✭✷✳✷✳✼✮

❚❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ γ ✭❡q✉❛❧ θ−δγ✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
θ✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❡❞✱ γ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ θ✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡r t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❣❧❡ ❡rr♦r ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡
✷✳✷✮ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡rr♦r ♦♥ s❡❛✢♦♦r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✷✳✷✳✷✮
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Sea surface 

Sea bottom 

� 

� 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥❣❧❡ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ★✶

❚✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✇❤❡♥ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛t ❛♥❣❧❡ θ✱ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛
t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ sa ❛♥❞ sb ❛❢t❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s✿

∆φ = 2πfc

[(
kr2
ke

(t− τ +
a sin θ

2c
)− 1

ke

a sin γ

2c

)
−
(
kr1
ke

(t− τ − a sin θ

2c
) +

1

ke

a sin γ

2c

)]

✭✷✳✷✳✽✮

❆♥♥✉❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦✿

2vα(t− τ) + a sin γ − (1 +
vr
c
)a sin θ = 0 ✭✷✳✷✳✾✮

❆s ❢♦r ♣❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✐♥
r❛♥❣❡ ✭t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❡q✉❛❧s τ✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❛♥❣✉❧❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ θ = asin
[

sin γ
1✰ vr

c

]
✮✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜✐❛s ✐s✿

δγ = asin

[
sin γ

1 + vr
c

]
− γ = −vr

c
tan γ ✭✷✳✷✳✶✵✮

■♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
s❝❛tt❡r❡r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ γ ✭❡q✉❛❧ θ−δγ✮
r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ θ✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❡❞✱ γ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ θ✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❣❧❡ ❡rr♦r
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ st❡❡r✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡rr♦r ♦♥ s❡❛✢♦♦r
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✢❛t s❡❛✢♦♦r✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞ γ ✇✐❧❧ ♠❡❡t ❞❡❡♣❡r s❡❛✢♦♦r
t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥❡ ❛t θ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✸✮✳
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Sea surface 

Sea bottom 

� � 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥❣❧❡ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ★✷

❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ ▲❋▼ s✐❣♥❛❧s ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❋▼ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛❢t❡r
♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛r❡✿




wa(t) =

´ +∞
−∞ s

(
kr1
ke

(u− τ) + 1
ke
a sin γ
2c

)
s(u− t)du ✇✐t❤ ke = 1− ve

c ❛♥❞ kr1 = 1 + vr+vα
c

wb(t) =
´ +∞
−∞ s

(
kr2
ke

(u− τ)− 1
ke
a sin γ
2c

)
s(u− t)du ✇✐t❤ ke = 1− ve

c ❛♥❞ kr2 = 1 + vr−vα
c

✭✷✳✷✳✶✶✮
❚❤❡ ❞♦♣♣❧❡r✐s❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r η ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✭s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ✭❉✮✮✿

w(t) =

ˆ +∞

−∞
s(ηu)s(u− t)du ≈ e2πifc(1+

α
2
)tTΛ(

t

T
)sinc

[
π

(
fcα+

B

T
t

)
TΛ(

t

T
)

]
✭✷✳✷✳✶✷✮

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ kr1
ke
v = kr1

ke
(u− τ)− 1

ke
a sin γ
2c = kr1

ke
v ❢♦r s❡♥s♦r A ❛♥❞ kr2

ke
v +

kr2
ke

(u − τ) + 1
ke
a sin γ
2c = kr2

ke
v ❢♦r s❡♥s♦r B ✐♥ ✭✷✳✷✳✶✶✮✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝

s✐❣♥❛❧s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳





wa(t) ≈ e
2πifc(1+

α1
2
)(t−τ+ 1

kr1

a sin γ
2c

)
TΛ( tT )sinc

[
π
(
fcα1 +

B
T (t− τ + 1

kr1
a sin γ
2c )

)
TΛ

(
t−τ+ 1

kr1

a sin γ
2c

T

)]

wb(t) ≈ e
2πifc(1+

α2
2
)(t−τ− 1

kr2

a sin γ
2c

)
TΛ( tT )sinc

[
π
(
fcα2 +

B
T (t− τ − 1

kr2
a sin γ
2c )

)
TΛ

(
t−τ− 1

kr2

a sin γ
2c

T

)]

✭✷✳✷✳✶✸✮
❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ wa ❛♥❞ wb ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② s❤✐❢t❡❞✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t✐♠❡

s❤✐❢t ♦♥ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ waw∗
b ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❛♥♥✉❧❧✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ fcα+

B
T (t−τ − (1− ve

c )
a sin γ
2c )

✭✇✐t❤ α t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ α1 =
kr1
ke

−1❛♥❞ α2 =
kr2
ke

−1✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥♥✉❧❧❛t✐♦♥

♦❢ fcα+ B
T (t− τ) t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

δt = −αfc
B
T = −

(
kr1 + kr2

2ke
− 1

)
fc
B
T = −ve + vr

c

fc
B
T ✭✷✳✷✳✶✹✮

❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t✐♠❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✭r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✹✿ ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
❡♥✈❡❧♦♣❡

❆s ❢♦r ❈❲✱ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ ♣❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳

P❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛❢t❡r ❝♦♠♣❡♥s✲
❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✮ ✐s✿

∆φ = 2πfc

((
(1 +

α2

2
)(t− τ − 1

kr2

a sin γ

2c
) +

a sin θ

2c

)
−
(
(1 +

α1

2
)(t− τ +

1

kr1

a sin γ

2c
)− a sin θ

2c

))

✭✷✳✷✳✶✺✮
❆♥♥✉❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦✿

2vα(t−τ)+
1

2
(
1 + α2

2

kr2
+
1 + α1

2

kr1
)a sin γ−a sin θ ≈ 2vα(t−τ)+(1− vr

2c
+
ve
2c

)a sin γ−a sin θ = 0

✭✷✳✷✳✶✻✮

❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✇❤❡♥ θ = asin
[

sin γ
1− vr

2c
+ ve

2c

]
❛♥❞ t = τ ✱

t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✐♥ r❛♥❣❡ ✭t✐♠❡✮ ❜✉t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s ✐♥ ✐ts
❛♥❣✉❧❛r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ δθ ✭s❝❛tt❡r❡r ❡st✐♠❛t❡❞ ❛tθ = γ + δγ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ γ✮✳

δγ = asin

[
sin γ

1− vr
2c +

ve
2c

]
− γ =

vr − ve
2c

tan γ ≈ vr − ve
2c

tan θ ✭✷✳✷✳✶✼✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❚① ❛♥❞ ❘① s♣❡❡❞s ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t vr ✐s ♥✉❧❧ ❛♥❞ ve
♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ❜❡✐♥❣ ❛❧♦♥❣ γ r❛t❤❡r t❤❛t θ✱ t❤❡ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❛
❧✐tt❧❡ ❧❡ss st❡❡r❡❞ t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✭❜❡❛♠ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞γ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ θ✮✳ ❚❤❡
❛♥❣✉❧❛r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r❡rs ✐s t❤✉s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
ve ❛s ♥✉❧❧ ❛♥❞ vr ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡❛✢♦♦r t❤❡ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥ ❡rr♦r ✐♥ r❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳
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❚✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ wa ❛♥❞ wb ❛❢t❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭t✐♠❡
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✮ ✐s ✿

∆φ = 2πfc

[
(1 +

α2

2
)

(
t− τ − 1

kr2

a sin γ

2c
+
a sin θ

2c

)
− (1 +

α1

2
)

(
t− τ +

1

kr1

a sin γ

2c
− a sin θ

2c

)]

✭✷✳✷✳✶✽✮
❆♥♥✉❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦✿

2vα(t− τ) +
1

2
(
1 + α2

2

kr2
+

1 + α1
2

kr1
)a sin γ − (1 + α1 + α2)a sin θ =

2vα(t− τ) + (1− vr − ve
2c

)a sin γ − (1 +
vr + ve

2c
)a sin θ = 0

✭✷✳✷✳✶✾✮

❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✐s ✇❡❧❧
❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✐♥ r❛♥❣❡ ✭t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❡q✉❛❧s τ✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❜✐❛s ✐♥

t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❛♥❣✉❧❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ θ = asin

[
1+ vr+ve

2c

1− vr−ve
2c

sin γ

]
✮✳ ❚❤❡

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜✐❛s ✐s✿

δθ = asin

[
1 + vr+ve

2c

1− vr−ve
2c

sin γ

]
− γ = −vr

c
tan γ ✭✷✳✷✳✷✵✮

❲❤❡♥ t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✱ t❤❡ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❈❲ ❛♥❞ ❋▼ s✐❣♥❛❧s✳ ❖❢
❝♦✉rs❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼✱ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t♦
❜❡ ❛❞❞❡❞✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ■♠♣❛❝t s✉♠♠❛r② ❚♦ s✉♠ ✉♣ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮ ✱ t❤❡ ❡rr♦rs ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s❝❛tt❡r❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❛♥❣❧❡ ✭st❡❡r✐♥❣ ❜✐❛s✮ ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡ ✭ s❤✐❢t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧s✮✳

P❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❚✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

❊rr♦r δγ ♦♥

s✐♥❣❧❡

s❝❛tt❡r❡r

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

❊rr♦rδt ❞✉❡

t♦ ❜❡❛♠

st❡❡r✐♥❣

❡rr♦r δθ

❊rr♦r δt

❞✉❡ t♦

♣✉❧s❡ ❝♦♠✲

♣r❡ss✐♦♥

♠✐s♠❛t❝❤

❊rr♦r δγ♦♥

s✐♥❣❧❡

s❝❛tt❡r❡r

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

❊rr♦rδt ❞✉❡

t♦ ❜❡❛♠

st❡❡r✐♥❣

❡rr♦r δθ

❊rr♦r δt

❞✉❡ t♦

♣✉❧s❡ ❝♦♠✲

♣r❡ss✐♦♥

♠✐s♠❛t❝❤

❈❲ ✲ ❚①

❉♦♣♣❧❡r
ve
c tan θ −ve

c
2H
c

tan2 θ
cos θ ✵ 0 ✵ 0

❈❲ ✲ ❘①

❉♦♣♣❧❡r
✵ ✵ ✵ −vr

c tan θ vr
c

2H
c

tan2 θ
cos θ ✵

❋▼ ✲ ❚①

❉♦♣♣❧❡r
ve
2c tan θ −ve

2c
2H
c

tan2 θ
cos θ −ve

c
fc
B T ✵ ✵ −ve

c
fc
B T

❋▼ ✲ ❘①

❉♦♣♣❧❡r
−vr

2c tan θ
vr
2c

2H
c

tan2 θ
cos θ −vr

c
fc
B T −vr

c tan θ vr
c

2H
c

tan2 θ
cos θ −vr

c
fc
B T

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❉♦♣♣❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜✐❛s
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❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✜t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❡❞
v❂✷♠✴s✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✵➦ ✱ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ✐s δθ =
v
c sin θ❂✵✳✵✹✾➦ ✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✶✮✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡❛✢♦♦r t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❝❛✉s❡s ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ r❛♥❣❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭t✐♠❡ ❡rr♦r✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

t =
2H

c cos θ
✭✷✳✷✳✷✶✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❜✐❛s ✐s✿

δt =
2H

c

tan θ

cos θ
δθ = −2H

c

tan θ

cos θ
δγ ✭✷✳✷✳✷✷✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✷✷✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜❧❧ ❚❛❜❧❡ ✭✷✳✸✮✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ✭δH/H = δt/t✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✷✳✹✮✳

P❤❛s❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❚✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

❊rr♦r δt/t
❞✉❡ t♦ t❤❡
❜❡❛♠

st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r

❊rr♦r δt/t ❞✉❡
t♦ ❞♦♣♣❧❡r✐③❡❞
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r

❊rr♦r δt/t
❞✉❡ t♦ t❤❡
❜❡❛♠

st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r

❊rr♦r δt/t
❞✉❡ t♦

❞♦♣♣❧❡r✐③❡❞
♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r

❈❲ −ve
c tan2 θ ✵ vr

c tan2 θ ✵

❋▼ vr−ve
2c tan2 θ −vr+ve

2H
fc
B T cos θ vr

c tan2 θ −vr+ve
2H

fc
B T

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❉♦♣♣❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜✐❛s ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r♠❡♥ts

❚❤❡ t✐♠❡ ❡rr♦r ✭δt✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠✐s♠❛t❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡
❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥✱ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❜✐❛s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ ♦t❤❡r ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡✲
❣r❛❞❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✮ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦✇❛❞❛②s r❡q✉✐r❡♠❡♥t
✭r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡✐♥❣ ❛❜♦✉t 10−3✮✳

✷✳✷✳✶✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧
s✐❣♥❛❧ SaS∗

b ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ♣❛rt ✷✳✷✳✶✳✷✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❆ ✢❛t s❡❛✢♦♦r ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ✐♥s✐❞❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✵✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❝❛tt❡r❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ α = X + iY ✭X ❛♥❞ Y ❜❡✐♥❣ ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ α ❛♥❞
❛♥ ✉♥✐❢♦r♠✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ✐ts ♣❤❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡r
❛♥❞ ❛rr❛② st❛✈❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■t ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ s❝❛tt❡r❡rs ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s
r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛rr❛②s ❛r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡r
❛♥❞ ❛ s❝❛tt❡r❡r ✐s ✈❛r②✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t✐♠❡✱ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❝❧❛ss✐❝ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺✮ ✿ ♦♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s st❡❡r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳✸ ❛♥❞
t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥❡ t✇♦ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaSb∗ ✭♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✮ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ θ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✱ st❛t✐st✐❝s
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❚❖❆ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✳ ❚✐♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮✳

❍❡❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✭s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛✈❡ ❡✛❡❝t✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠
A sin(2♣(t − τ)/T ) ✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝ t❛❦✐♥❣ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭❡①✿ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈✐s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧✳

A T

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✵ ✭✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r✮ ✵♠ ✶✵s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶ ✶♠ ✶✵s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷ ✺♠ ✶✵s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✸ ✶✵♠ ✶✵s

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❡❛✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❡❛✢♦♦r ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❜❡❛♠ ✹✵➦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② s♣❡❡❞ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ✐♥ t❤✐s
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❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ t✐♠❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ SaSb∗
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❛♠ ❛t ✹✵➦ ❬❱✐♥✱ ✷✵✶✶❛✱ ❱✐♥✱ ✷✵✶✶❜❪✳ ■♥ t❤✐s ❋✐❣✉r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♣♦ts ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s s❤✐❢t ✐s ❜♦t❤ ✐♥ ❛♥❣❧❡ ✭t♦✇❛r❞
s♠❛❧❧❡r ❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ t✐♠❡ ✭t♦✇❛r❞ s♠❛❧❧❡r ❞❡❧❛②✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ s♣❡❡❞s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❝♦✉♥t❡❞ t♦✇❛r❞
t❤❡ ❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤✉s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
t✐♠❡ s❤✐❢t ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤✉s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❡rr♦r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡
s❝❛tt❡r❡r ✭❧✐❦❡♥❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♣♦t✮ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ▼♦❞❡❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷ t❡♥❞s t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✻✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ SaS∗
b ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❝❛s❡s✿ ✭❤❡❛✈❡ ❡✛❡❝t ♠♦❞❡❧❧❡❞

❛s ❛ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ❢♦r ❈❲ ❛♥❞ ❋▼✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭❋▼✮ ❛♥❞ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❜✐❛s ✭❋▼ ❛♥❞ ❈❲✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ SaS∗
b ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t ✹✵➦✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ③❡r♦✲❝r♦ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ❝❛✉s❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✼✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ✭❜❡❛♠ ✹✵➦✮ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝❛s❡s ✭❤❡❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A✮ s✉❜♣❧♦t ❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t A❂✵♠✱ s✉❜♣❧♦ts ❜✮ ❝✮
❞✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t r❡s♣✳ A❂ ✶✱ ✺✱ ✶✵ ♠✳

❜② ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❲✐t❤♦✉t ♠♦t✐♦♥ ❱❡rt✐❝❛❧
♠♦t✐♦♥

❆❂✶♠✱❚❂✶✵s

❱❡rt✐❝❛❧
♠♦t✐♦♥

❆❂✺♠✱❚❂✶✵s

❱❡rt✐❝❛❧
♠♦t✐♦♥

❆❂✶✵♠✱❚❂✶✵s

◆♦✐s❡ ♦♥ ❈❲ ✵✳✶✸✽ r❛❞ ✵✳✶✹✸ r❛❞ ✵✳✶✹✻ r❛❞ ✵✳✷✾✾ r❛❞
◆♦✐s❡ ♦♥ ❋▼ ✵✳✹✺✷ r❛❞ ✵✳✸✾✷ r❛❞ ✵✳✷✹✺ r❛❞ ✵✳✺✺✶ r❛❞

❚✐♠❡ ❡rr♦r ♦♥ ❈❲ ✵ s ✹✳✵ 10−4 s ✷✳✵ 10−3 s ✸✳✾ 10−3 s
❚✐♠❡ ❡rr♦r ♦♥ ❋▼ ✵ s ✲✸✳✵ 10−4 s ✲✷✳✼ 10−3 s ✲✺✳✹ 10−3 s

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❚✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❉♦♣✲
♣❧❡r ❝❛s❡s✱ ❝❛s❡ ✶✿ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ✭r❡❢❡r❡♥❝❡✮ ❝❛s❡s ✷✱ ✸ ✹✿ ✇✐t❤ ❤❡❛✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❛s ❛ s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✶✱ ✺✱ ✶✵ ♠

■t ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❋▼ ♣✉❧s❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❛❧❧② ♥♦✐s✐❡r ♣❤❛s❡ r❛♠♣
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t❤❛♥ t❤❡ ❈❲✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛❧♠♦st t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❈❲ ♣✉❧s❡✱ t❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✷✳✸✳ ❲✐t❤♦✉t ❣❡tt✐♥❣
✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✶✸ r❛❞
❢♦r ❈❲✱ ❛❣❛✐♥st ✵✳✸✼ r❛❞ ❢♦r ❋▼✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧②
t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ s✐❞❡❧♦❜❡ ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✳

■t ✐s r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❡rr♦r ❢r♦♠ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❜✐❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t
✐s✿

δt1 =
2H

c

vr
c

tan2 θ

cos θ
✭✷✳✷✳✷✸✮

❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✿

δt2 = −vr
c

fc
B
T ✭✷✳✷✳✷✹✮

❋✐♥❛❧❧② ✱t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇✐t❤ vr = 2♣A/T ✇✐t❤ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ θ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✳

❚❤❡♦r② ❱❡rt✐❝❛❧
♠♦t✐♦♥

❆❂✶♠✱❚❂✶✵s

❱❡rt✐❝❛❧
♠♦t✐♦♥

❆❂✺♠✱❚❂✶✵s

❱❡rt✐❝❛❧
♠♦t✐♦♥

❆❂✶✵♠✱❚❂✶✵s

❊rr♦r δt ❞✉❡ t♦ δθ ✸✳✾ 10−4 s ✷✳✵ 10−3 s ✸✳✾ 10−3 s
❊rr♦r δt ❞✉❡ t♦
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r

✲✾✳✹ 10−4 s ✲✹✳✼ 10−3 s ✲✾✳✹ 10−3 s

❈❲ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✸✳✾ 10−4s ✷✳✵ 10−3 s ✸✳✾ 10−3 s
❋▼ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✲✺✳✹ 10−4 s ✲✷✳✼ 10−3 s ✲✺✳✹ 10−3 s

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉♦♣♣❧❡r ✭❤❡❛✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❛s s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✶✱ ✺ ✱ ✶✵♠✮ ❝❛s❡s ♦♥ ❜❡❛♠ ✹✵➦

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ t❤✉s ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣♦s❡❞
✐♥ ✷✳✷✳✶✳✷✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼✱
t❤❡ ❡rr♦r ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣
♠✐s♠❛t❝❤✳ ❚❤✐s ✐s r♦✉t✐♥❡❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ s❤✐❢t ✭❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
❋▼ ❛♠❜✐❣✉✐t②✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳
❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❛❧s♦ ♦♥ ❈❲ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐♥❣s ✇❛s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞
s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐♠♣❛❝ts ♠♦r❡
❛t ❧❛r❣❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s✱ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❛♥✐s❤❡❞ ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐♠♣❛❝t✳ ■t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ❈❲ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠✐s♠❛t❝❤ ✐s
✇❡❧❧ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♠♦r❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❋▼ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
❢r♦♠ ❈❲✳
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❘♦❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❆♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❢r♦♠ r♦t❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s r♦❧❧ ✭r♦t❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦r♠ A sin(2π(t−
τ)/T )✮✳ ■t ✐s r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ r♦❧❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❜❛t❤②✲
♠❡tr② r❡s✉❧ts ✭♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s✮✳

❆ ❚

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✵ ✭✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r✮ ✵➦ ✶✵s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶ ✺➦ ✶✵s

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✿ ❘♦❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞♦♣♣❧❡r

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❡❛✢♦♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
r❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ SaS∗

b ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✹✵➦✳
❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤
t❤❡ r♦❧❧ ♠♦t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

 

a) Without motion 

 

b)With roll A=5°,T=10s  � ���( ��  (� − �)/�) 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✽✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ SaS∗
b ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❘♦❧❧✱ s✉❜♣❧♦t ❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ✭r❡❢❡r✲

❡♥❝❡✮✱ s✉❜♣❧♦t ❜✮ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✭r♦❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✺➦✮

❚❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛t ✹✵➦ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✾ ✱ ✇✐t❤ t❤❡
❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ✐ts ③❡r♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✾ ✱ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ r♦❧❧ ✭❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❉♦♣♣❧❡r✮
❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❋▼ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❈❲✱ ❛♥❞ t❤❛t ❉♦♣♣❧❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② st❡❡r❡❞ ❜② r♦❧❧✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❋▼ ❛♥❞ ❈❲ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t r♦❧❧ ❡✛❡❝t✳
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a) Without motion 

 

b)With roll A=5°,T=10s  � ���( ��  (� − �)/�) 

FM Phase ramp 

CW Phase ramp 

Estimation -65.66t+114.29 

Estimation -70.11t+122.07 

FM Phase ramp 

CW Phase ramp 

Estimation -64.88t+112.93 

Estimation -69.20t+120.49 

Time(s) Time(s) 

P
h

a
se

 in
 r

a
d

) 

P
h

a
se

 in
 r

a
d

) 
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✾✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ SaS

∗
b ✭❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✹✵➦✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ r♦❧❧✱ s✉❜♣❧♦t ❛✮ ✇✐t❤♦✉t

❉♦♣♣❧❡r ✭r❡❢❡r❡♥❝❡✮✱ s✉❜♣❧♦t ❜✮ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r ✭r♦❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✺➦✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❲✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ❲✐t❤ ❘♦❧❧

❊st✐♠❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❲ ♠♦❞❡ ✵✳✶✹ r❛❞ ✵✳✶✹ r❛❞
❊st✐♠❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❋▼ ♠♦❞❡ ✵✳✹✺ r❛❞ ✵✳✹✹ r❛❞

❚❛❜❧❡ ✷✳✾✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t r♦❧❧

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② r♦❧❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
r❛♠♣ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✾✮ ❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❈❲ ♦r ❋▼✳

✷✳✷✳✷ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
✐s ❤♦✇ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ♠✐s♠❛t❝❤❡s t❤❡
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✳

✷✳✷✳✷✳✶ ❙◆❘ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦♥ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧
❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❧♦ss ❬❱✐♥✱ ✷✵✶✷❜❪✳

■t ✐s r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❉♦♣♣❧❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r η ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❡①♣r❡ss❡s
❛s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✮✿
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w(t) =

ˆ +∞

−∞
s(η(u− τ))s(u− t)du

≈ e2πifc(1+
α
2
)(t−τ)TΛ(

t− τ

T
)sinc

[
π

(
fcα+

B

T
(t− τ)

)
TΛ(

t− τ

T
)

] ✭✷✳✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ Λ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✶ ❛t ✵ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥✉❧❧
❢♦r t /∈ [−1/2, 1/2]✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧ ❛t τm s♦
t❤❛t✿

fcα+
B

T
(τm − τ) = 0 ⇔ τm = τ − T

B
fcα = τ − T

B
fc(k − 1) = τ − T

B
fc
vd
c

✭✷✳✷✳✷✻✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ♥♦t ✶ ❜✉t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ Λ(fcB
vd
c ) = 1− fc

B
vd
c ✳

❚❤❡ ❙◆❘ ❧♦ss ✐♥ t❡r♠ ✐s t❤✉s✿

SNRloss = 20 log

[
1− fc

B

vd
c

]
✭✷✳✷✳✷✼✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✉s✉❛❧ ▼❇❊❙ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ ❧♦ss ✐s ❛❜♦✉t ✲✶ ❞❇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ 10 log(BT ) ⋍ 10✳

❚❤✉s ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ❢r♦♠ ❋▼ s❤♦✉❧❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♥♦t ❜❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ ❈❲✳

✷✳✷✳✷✳✷ ■♠♣❛❝t ♦♥ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ st❛t✐st✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ✢❛t s❡❛✢♦♦r ❢♦r ✷✵ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧
❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ♦❢ ✶ ♠✴s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❛ ▲❋▼ ✭❞✉r❛t✐♦♥❂ ✷✵ ♠s✱ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤❂✽✸✵ ❍③✮✳
❚❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛rr❛② ✐s ❛ ❢✉❧❧ ❛rr❛② ♦❢ ✶✷✽ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r s♣❛❝✐♥❣ ✐s ✵✳✸✸ ♠ ✭❛
t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛rr❛② ❧❡♥❣t❤✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❛❜❧❡ ✷✳✶✵✳

❇❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✷✵➦ ✸✵➦ ✹✵➦ ✺✵➦

❊st✐♠❛t❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ✭✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r✮ ✵✳✻✾ r❛❞ ✵✳✺✽ r❛❞ ✵✳✸✾ r❛❞ ✵✳✷✺ r❛❞
❊st✐♠❛t❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ✭✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r✮ ✵✳✼✺ r❛❞ ✵✳✺✽ r❛❞ ✵✳✸✾ r❛❞ ✵✳✷✽ r❛❞

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵✿ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❋▼ ✭T = ✷✵ ♠s✱ B = ✽✸✵ ❍③✮
✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✮

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡
♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
❢♦r ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✐s ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❈❲✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
❡✛❡❝t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ❢r♦♠ ❋▼ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤r❡❡✲t✐♠❡✲❤✐❣❤❡r ❢♦r ❈❲
s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✷✳✾ ❛♥❞ ✷✳✷✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ s✐❣♥❛❧s✳
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✷✳✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t

■♥ ▼❇❊❙ s②st❡♠s✱ ❉♦♣♣❧❡r✲❝❛✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♣♦st✲
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲t✐♠❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❬❨✉❢✱ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♣r♦❝❡ss❡s ✜rst t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❡❧❛②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♣❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ♣❤❛s❡ ❝❡♥✲
t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼❘❯ ❛❜♦❛r❞ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✈❡❤✐❝✉❧❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❛rr❛② s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❘❯ ✐s ❤✐❣❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❡✈❡r② ✶ ♠s✱ ❤❡♥❝❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② ♠♦t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ s ✭t②♣✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ r♦❧❧✱ ♣✐t❝❤✱
❤❡❛✈❡✳✳✳✮✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧♦❛❞ ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡
❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✿ ❜② ❝♦♠♣r❡ss✐♥❣ ♦r ❞✐st❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳
■♥❞❡❡❞✱ ▲❋▼ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣r❡tt② ✇❡❧❧ t♦❧❡r❛♥t t♦ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✭❢❡✇ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✭r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇
s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✮✮ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡ ♥✐❝❡❧② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❜✐❛s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t ♠✉❝❤
t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❜✉t ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s✳ ❈♦rr❡❝t✐♥❣ t❤✐s ❜✐❛s ❛❢t❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡r✲r❡s♦✉r❝❡s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s ❜✐❛s ❛❢t❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥
t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t✐st✐❝s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❡rr♦rs✱ ♥♦t❛❜❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ▼❘❯
❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ♣r♦♣❡r❧②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❉❛t❛ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❊▼✼✶✵ ♦♥ ❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ❬❇❡❛✱ ✷✵✶✷❪ ♦♥ ❛ ✹✵✵✲♠✲❞❡❡♣ s❡❛✢♦♦r ✐♥ ❉❊❊P ❛♥❞ ❱❊❘❨ ❉❊❊P
♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ♣♦st✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤✉s
t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✉t ✇✐t❤ ✐♥r❡❧❡✈❛♥t s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❜❛✲
t❤②♠❡tr②✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ t❤❡
s❡❛✢♦♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡s❡♥ts ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✑✇♦❜❜❧❡✑ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋▼ ♠♦❞❡ ✭✇✐t❤ ♥♦✲❝♦♠♣❧✐❛♥t
❉♦♣♣❧❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t♦ ❱❊❘❨ ❉❊❊P ♠♦❞❡ ✭❋▼ s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥✮✱ t❤✐s ✬✇♦❜❜❧❡✬
str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ s❡❝t♦r

FM 

FM FM 

CW 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✵✿ ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
✐♥ ♣♦st✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧❡❞ ▼❘❯ ❞❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✵✳
■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✷✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❛t❛
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛❧ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t✇♦✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ ✭s❡❝t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✮ ✐s t❤r❡❡✴❢♦✉r t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ❈❲ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤✐s ❡①tr❛✲♥♦✐s❡ ❜❡✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✶✿ ■♠♣❛❝t ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ ✉♥❞❡rs❛♠♣❧❡❞ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❛t❛

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛s r❡❣❛r❞s t♦ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts
✭❣❛✐♥ ❛♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❝❛✉t✐♦♥ ✭❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ ♠♦t✐♦♥ ❞❛t❛✮✳

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t② ✐s ❧♦✇❡r
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❝♦♥✜r♠❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥♦✲❉♦♣♣❧❡r✮✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦r ❛ss✉♠❡❞ t♦
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇❡❧❧✲❝♦rr❡❝t❡❞✳

✷✳✸ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❞❡✲
❧♦❜❡s

❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ❧♦ss
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❜❡✐♥❣ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛rr❛② ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
s♣❡❡❞s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ s❡♥s♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t
❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦♥❧②
❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✐t ♦♥
♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦r ❜② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❥✉❞❣❡❞ ❜❡✐♥❣ r❡❛❧❧②
t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞
❞❛t❛ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❧♦♦❦s r❡❛❧❧② ♥♦✐s✐❡r ✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❲✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s✱
❛t t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐❢ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ ✇❛s tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ♥♦✲♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞✱ t❤❡
♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❲ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♥❛♠❡❧② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❝❛✉s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✳
❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✇✐❞❡r t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡
♣✉❧s❡ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐ts ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛s ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
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♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✷✳✸✳✶ ❙✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ s✐❞❡❧♦❜❡s ❧❡✈❡❧

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❈❲ ❛♥❞ ❋▼ ❛r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s♠♦♦t❤✐♥❣
t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ s♦♥❛r ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❛♥♥♦t st❛♥❞ s✐❣♥❛❧ s❤❛r♣
❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② s♠♦♦t❤❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇
❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❤❛♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛t t❤❡
t❛♣❡r✐♥❣ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✿ ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐t❤ t❛♣❡r❡❞ ❡♥❞s

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s T ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ t❛♣❡r❡❞ ❡♥❞s ✐s τ ✳ ❚❤❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

a(t) =





A sin2
(
π t+T/2τ

)
❢♦r− T/2 ≤ t < −(T − τ)/2

A ❢♦r− (T − τ)/2 ≤ t ≤ (T − τ)/2

A sin2
(
π T/2−tτ

)
❢♦r(T − τ)/2 < t ≤ T/2

✭✷✳✸✳✶✮

❚❤❡ t❛♣❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❡♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥✳

α =
τ

T
✭✷✳✸✳✷✮

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❢♦r ❈❲

s(t) = a(t).e2iπfct ✭✷✳✸✳✸✮

❛♥❞ ❢♦r ❋▼✿

s(t) = a(t).e2iπ(fct+βt
2) ✭✷✳✸✳✹✮

❲✐t❤ ❜ = B/(2T )✳ B ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s✇❡♣t ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r ✐s ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✳
❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥❞❡❡❞ ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❛♣❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r B
✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✸✳✹✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿

S(ν) ≈ a(tν)√
ω′′(tν)

e−2πj(vtν−ω(tν))ej
π
4 ✭✷✳✸✳✺✮

✇✐t❤ tν = T
B (ν − fc) ❛♥❞ ω′′(tν) = B

T
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❚❤✉s✿

S(ν) ≈
√
T

B
a(
T

B
(ν − fc))e

−2πj T
2B

(ν−fc)2ej
π
4 ✭✷✳✸✳✻✮

❉✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❋▼ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❬❇✉r✱ ✶✾✽✾❪✳

Tef =
´

|s|2dt
max |s|2 T (1− α) + α3

8T = T (1− 5
8α)

Bef =
´

|S|2dν
max |S|2 B(1− 5

8α)

B−3dB B(1− 0.6360α)

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✶✿ ❋▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♣✉❧s❡s ✭❈❲ ♣✉❧s❡ ✐♥ ❛ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ▲❋▼ ♣✉❧s❡s ✐♥ ❛ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮ ✇✐❧❧
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❋▼ ♣✉❧s❡ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧♠♦st✲sq✉❛r❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳
❍♦✇❡✈❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✳✻✮✱
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡s✳

❚❤❡ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ❈❲ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✲✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❈❲ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❜❡✐♥❣ ✺✵✵ ❍③✱ t❤❡
❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▲❋▼ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ▲❋▼ ✇❤♦s❡ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✺✵✵ ❍③✳
❇✉t ✐ts ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ❈❲ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚♦ st✉❞②
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦♥❧② t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛♥♦t❤❡r ▲❋▼ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ■ts s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣❧✉s❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❈❲
♣✉❧s❡ ✭♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ♦♥ t❤❡ ❈❲ ❞✉r❛t✐♦♥✮✳ ✭Fc
❂✼✸ ❦❍③✱ B❂✽✸✵ ❍③ ❛♥❞ T❂✷✵ ♠s✳ ✮

Pulse 

compression 

Time (s) Time (s) 

a) FM Pulse shape  b) Pulse compressed FM Pulse shape (red) compared to CW Pulse shape (blue) 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✷✿ P✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞✲❋▼ B❂✽✸✵❍③ ✈s ❈❲ s❤❛♣❡ ✭❝❧♦s❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✮

✷✳✸✳✷ ❙✐❞❡❧♦❜❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❝❝✉♣❛✲
t✐♦♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛t ✲✸ ❞❇✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐ts ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦❝❝✉✲
♣✐❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✐s t❤❡ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s
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❬❱✐♥✱ ✷✵✶✷❛❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s ♦♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛❢t❡r ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
✭✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❡❧❢✲
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳

❋♦r ❛ ❋▼ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭✉s✐♥❣
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✮✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❈❲ ♣✉❧s❡ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡
✇❤♦s❡ ❛✉t♦✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ ❛ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❝❤✐r♣
✭❋▼✮ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ s❡❧❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭r❡❞❂❋▼
s✐❣♥❛❧✱ ❜❧✉❡❂❈❲ s✐❣♥❛❧✮

❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r ❋▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ ✭❢♦r ❈❲✮ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭♠❛①✐♠✉♠
❡q✉❛❧s ✶ ❛t f = 0✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ✇✐❞t❤ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❋▼ ❛♥❞ ❈❲ s✐❣♥❛❧s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s t❤✉s ✬✐♥s✐❞❡✬ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ ✭❋✐❣✉r❡
✸✳✸✳✸✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❢♦r ❋▼ ❛♥❞ ❈❲ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r ❢♦r
❋▼ t❤❛♥ ❢♦r ❈❲✿

µFM ≤ µCW ✭✷✳✸✳✼✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Sa ❛♥❞ Sb ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ ✉s✐♥❣ ❋▼✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ✭❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✮ ✐s ❛❧s♦ ❧♦✇❡r✱ ✭✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✼✮✮✳

dFM ≤ dCW ✭✷✳✸✳✽✮

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♦✈❡r ♣❤❛s❡ r❛♠♣s r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✭✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✷✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✜♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❞❡♣t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

σ{∆φFM} ≥ σ{∆φCW } ✭✷✳✸✳✾✮

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞

❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦s ❢r♦♠ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡ ❛s ✐t ✇❛s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳



✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❚❍❨▼❊❚❘■❈ ❉❊●❘❆❉❆❚■❖◆ ❯❙■◆● ▼❖❉❯▲❆❚❊❉ ❙■●◆❆▲❙

❘❡❣❛r❞❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❙◆❘ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ✭✈✐❛ ✐♥tr✐♥s✐❝
♥♦✐s❡✱ ❤❡r❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❜❛t❤②♠❡tr② r❡s✉❧ts ❧♦♦❦ ♥♦✐s✐❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
❋▼ s✐❣♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ❛ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
♥♦✐s❡ ✭♠♦❞❡r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ s✇❛t❤ ✇✐❞t❤✮✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ s❡❝t♦rs ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❣❛♣ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② ❛t t❤✐s ❥✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳✸✳✸ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❊▼ ✼✶✵ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✮ ❛r❡✿

❼ ❛ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❈❲ ♣✉❧s❡ ✇❤♦s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ✸ ♠s ❛♥❞ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭✲✸ ❞❇ ✮ ✐s
✺✵✵ ❍③❀

❼ ❛ ▲❋▼ ✐♥ ❛ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✺✵✵ ❍③❀

❼ ❛♥❞ ❛ ▲❋▼ ✐♥ ❛ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✽✸✵ ❍③✳

✷✳✸✳✸✳✶ ❲✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐s ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡
✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ❛s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
sq✉❛r❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❍❡r❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ P❤❉ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱
t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✐s ✷✵✵✲♠✲❞❡❡♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r s♣❛❝✐♥❣ ❡q✉❛❧s ✵✳✸✸ ♠✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡
❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧s ✭❋▼✮ ♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭❈❲✮✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❋▼ ♣✉❧s❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✳

−1000 −800 −600 −400 −200 0 200 400 600 800 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

frequency (Hz)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✹✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭r❡❞❂❋▼
s✐❣♥❛❧ ❇❂✽✸✵ ❍③✱ ❜❧✉❡❂❈❲ s✐❣♥❛❧✮
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■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❈❲ ❝✉r✈❡ ✭❜❧✉❡✮ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❋▼ ❝✉r✈❡ ✭r❡❞✮ t❤✐s ❢♦r ❛♥②
❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❋▼ ♣✉❧s❡s✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✻✮ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✻✵✮ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✺❄ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦✈❡r ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ ❈❲✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✺✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ Pr❡❞✐❝t✐♦♥✿ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❞❡❧♦❜❡s✱ ❜❧✉❡✿
❈❲ ♣✉❧s❡✱ r❡❞✿ ❋▼ ✽✸✵❍③✱ ❣r❡❡♥ ❋▼ ✺✵✵❍③✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✐s t❤r❡❡ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❛t
✹✵➦ ✇✐t❤ ❋▼ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❲✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s♦✉♥❞❡r s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ ❈❲ t♦ ❋▼ ♠♦❞❡s
❛t t❤✐s ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❋▼ ♦r ❈❲✮ ✐s
✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
❡rr♦r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡r✱
r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ t✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡r✳

❆ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧✴✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛✛❡❝t
t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠θ✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ∆φ
✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢♦♦t♣r✐♥t θ̂ ❜②✿

∆φ = 2πfc
a

c
(sin θ̂ − sin θ) ✭✷✳✸✳✶✵✮

❆t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✱ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡
❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆φ ✐s ♥✉❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ✇✐❞t❤ ✭❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✇✐❞t❤✮ s❡❡♥ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞❡r✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ θ̂ ✐s t❤✉s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢♦♦t♣r✐♥t s❡❡♥ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞❡r
✐♥✢✉❡♥❝❡s ❜② ❛❧❧ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✵✱ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♥♦✐s✐❡r✳
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✷✳✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t
✐s ❛♥❣✉❧❛r❧② ♥❛rr♦✇✱ ❛❧❧ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢r♦♠ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛❧ s♣❡❡❞s ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝❛t❡rr❡rs✳

❆♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Sa =

ˆ

∆x

axs

(
kr
ke

(t− τx)−
a

2c

1

ke
sin θx

)
dx

Sb =

ˆ

∆x

axs

(
kr
ke

(t− τx)−
a

2c

1

ke
sin θx

)
dx

✭✷✳✸✳✶✶✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉t♣✉t✮ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ s❝❛tt❡r❡rs✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐s t❤❡
❞♦♣♣❧❡r✐s❡❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡✳

■❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦ ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✶ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳
❚❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ A(η, t)
✭❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳ ■❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ s✉✛❡rs
❢r♦♠ ❛ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t η✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✮✿

µ(η) ≈
FT[| |A(t, η)|2](fc 12 a

H
cos2 θ0
tan θ0

)

FT[|A(t, η)|2](0)
✭✷✳✸✳✶✷✮

✷✳✸✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❆ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✸✳✸✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❝❤❡♠❛ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✸✳✷✳✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛rr❛②s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♠♦t✐♦♥❧❡ss✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✶✵ ❜② r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥✉❧❧✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐s ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳

❼ ❈❲ ✐♥ ❛ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇❤♦s❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s ✸♠s❀

❼ ❚✇♦ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ✭❋▼✮ ✇❤♦s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s ✷✵♠s ❛♥❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡
✐s ✶✵✪✲t❛♣❡r❡❞✳

✕ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✺✵✵ ❍③✱

✕ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✽✸✵ ❍③✱ s♦ t❤❛t ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✜ts t❤❡
❈❲ ♣✉❧s❡✳
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❚❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s✉❜ ❛rr❛② s♣❛❝✐♥❣ ✐s ✵✳✸✸ ♠✳

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✸ ♠❡t❤♦❞s✿

✶✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗
b

❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ♦✈❡r ✷✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✻✮

✷✳ ❙q✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✼✶✮ ✭r❡s✉❧ts ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✻✮

✸✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ SaS∗
b ♣❤❛s❡ ❢♦r ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ❛✈❡r✲

❛❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇✳ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✻✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✻✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐s ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭✷✵✮ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❧❧② ♥♦✐s②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ t❤❡
✷✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s ✐s ❧♦✇
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣
✭sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r✮ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❇✉t ✐t ✐s ❧❡ss ♥♦✐s②✱ ✐t t❛❦❡s t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ♥♦✐s② t❤❛♥ ❜② t❛❦✐♥❣
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡✳

P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✻✳ ❆♥♦t❤❡r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✼ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❋▼ s✐❣♥❛❧s✳

❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t♦r✮ ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ g1 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠
❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ p(θ) ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ e(θ)✳

g1 =
1

Nb

∣∣∣∣∣
∑

❜❡❛♠

p(θ)− e(θ)

p(θ)

∣∣∣∣∣ ✭✷✳✸✳✶✸✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ g2 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ r❛❞✮✳

g2 =

√
1

Nb

∑

❜❡❛♠

(p(θ)− e(θ))2 ✭✷✳✸✳✶✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✻✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✿ ❈❲ ✭✉♣♣❡r✮
❋▼ ✺✵✵ ❍③ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭❧♦✇❡r✮✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✱ ❣r❡❡♥✱ r❡❞ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✮ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭r❡❞✮✳

❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❛r❡✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡s✱ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵✪ ✭❋▼ ✺✵✵ ❍③ ♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧
❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r
t❤❡ ♦t❤❡r ♣✉❧s❡s✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✶✵ r❛❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣♦♦❞ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ t❛❦❡✳
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❈❲ ❋▼ ✺✵✵❍③ ❋▼ ✽✸✵❍③

✐♥❞❡① ✶✿ g1 ✷✪ ✾✳✶✪ ✹✳✽✪
✐♥❞❡① ✷✿g2 ✵✳✵✽r❛❞ ✵✳✶✸ r❛❞ ✵✳✶✶ r❛❞

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✷✿ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✭❛✮ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❜✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡st✐♠❛t♦r ★✸✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✼✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❲ ✭❜❧✉❡✮✱
❋▼ ✺✵✵ ❍③ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭r❡❞✮

✷✳✸✳✺ ❖♥ ❙✉r✈❡② ❞❛t❛

❆ s❡r✐❡s ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❛r✐t✐♠❡ ✭✇✐t❤ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❖✳ ❆✳
❆❧♠s❦❛r ❛♥❞ ❘✳ ❊❝❦❤♦✛✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▼ ✼✶✵ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❘✴❱ ❙✐♠r❛❞ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ ✷✵✵✲♠✲❞❡❡♣
s❡❛✢♦♦r ❛♥❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✸✮✳
❚❤❡ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❡❛ st❛t❡ ✇❡r❡ ❝❛❧♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♥♦ ♣❧❛t❢♦r♠ ♠♦t✐♦♥ ✭♥♦ ❉♦♣♣❧❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❤✐♣ ✇❛s
✐♠♠♦❜✐❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t② t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❛❧✇❛②s ♣✐♥❣s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ❛✐♠❡❞
❛t ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣✐♥❣✲t♦✲♣✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡
s❡r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡
✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳

✜❧❡ ♥❛♠❡ s✐❣♥❛❧ t②♣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞ t❛♣❡r✐♥❣ r❛t❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❡✈❡❧

❋✵✾ ❈❲ ✸♠s ✶✵✵✪ ✵❞❇
❋✶✵ ❋▼ ✷✵♠s ✽✸✵❍③ ✶✵✪ ✵❞❇
❋✶✺ ❋▼ ✷✵♠s ✺✵✵❍③ ✶✵✪ ✵❞❇

❋✶✽ ❈❲ ✸♠s ✶✵✵✪ ✲✷✵❞❇
❋✶✾ ❋▼ ✷✵♠s ✽✸✵❍③ ✶✵✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✺ ❋▼ ✷✵♠s ✺✵✵❍③ ✶✵✪ ✲✷✵❞❇

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✸✿ ❉❛t❛ s❡r✐❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
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❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❡✈❡❧ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡✷✳✶✸ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭SLmax = 224❞❇ r❡ ✶♠P❛❅✶♠✮✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s
❛t ✵ ❞❇ ❛✐♠s ❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s
t❤❡♥ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤❡ s❡r✐❡s ❛t ✲✷✵ ❞❇ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡ ✐♠♣❛❝t ✐s ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s s❡r✐❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❛♣❡r✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ❢♦r
❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮✳

❆s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✸✳✹✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤r❡❡
♠❡t❤♦❞s ✿

✶✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗
b ❢♦r

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ♦✈❡r ✶✵✵ ♣✐♥❣s

✷✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✿ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✼✶✮ ✭r❡s✉❧ts ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ♣✐♥❣s✮

✸✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ SaS∗
b ♣❤❛s❡ ❢♦r ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ❛✈❡r✲

❛❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✽✳

✭❛✮ ❉❛t❛ s❡r✐❡s ❛t ✵❞❇ ✭❜✮ ❉❛t❛ s❡r✐❡s ❛t ✲✷✵❞❇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✽✿ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ t❛♥❣❡♥t
✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛❝r♦ss ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❈❲ ✭❜❧✉❡✮❀ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭r❡❞✮❀ ❋▼ ✺✵✵ ❍③ ✭❣r❡❡♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✽ s❤♦✇s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ❞✐s♣❧❛②s t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛t ✵❞❇ ♣♦✇❡r✮ ❈❲ s❤♦✇s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
t❤❛♥ ❛♥② ❋▼ ♣✉❧s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✺✵✵✲❍③✲❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧♦♥❣❡r ✭❧❛r❣❡r ♠❛✐♥ ❧♦❜❡
❛♥❞ ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡✮ ❝r❡❛t❡s ❛ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ❢♦r ❋▼ ♣✉❧s❡ ✇❤♦s❡ s✇❡❡♣✲❜❛♥❞ ✐s ✽✸✵❍③✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②
♣❤❛s❡ r❛♠♣s ❛r❡ ♥♦✐s✐❡r ❞✉❡ t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼✳ ■t ✐s
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♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✽✳ ❖♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s✱ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
✐s ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ P❤❛s❡ r❛♠♣s ❛r❡ t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞
❜② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❋♦r ♦✉t❡r ❜❡❛♠s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧✳ P❤❛s❡ r❛♠♣s ❛r❡ t❤✉s ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜②
❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ ❜② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛t ♦✉t❡r ❜❡❛♠s✱ ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ ♣♦✇❡r s✐❣♥❛❧ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❈❲ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ❛r❡
t❤❡♥ ♥♦✐s✐❡r t❤❛♥ ❋▼ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❋▼ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s✱
❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❙◆❘ ❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
✐s t❤✉s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❋▼ ♣✉❧s❡s✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ t✇♦ ❋▼ ♣✉❧s❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡✳

✷✳✸✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉r✈❡② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ s✉r✈❡② r❡s✉❧ts ✭♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳

✭❛✮ ❙✉r✈❡② ✭❜✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ s✉r✈❡② ✭❧❡❢t✮ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✱ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❡✈❡❧ ✵❞❇ ❈❲ ✭❜❧✉❡✮✱ ❋▼ ✺✵✵❍③ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭r❡❞✮

❋✐❣✉r❡s ✷✳✸✳✾ ✫ ✷✳✸✳✶✵ ♣❧♦t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✶ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✭♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈s ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ❛r❡ r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡✳
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✭❛✮ ❙✉r✈❡② ✭❜✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ s✉r✈❡② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✱ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❡✈❡❧ ✲✷✵❞❇✳ ❈❲ ✭❜❧✉❡✮✱ ❋▼ ✺✵✵ ❍③ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❋▼ ✽✸✵
❍③ ✭r❡❞✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✜t ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s✉r✈❡② ✭❋✐❣✉r❡s ✷✳✸✳✾ ✫ ✷✳✸✳✶✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❈❲ ♣✉❧s❡ ✐♥
♠❡❞✐✉♠ s✇❛t❤ ❜❡❛♠s ✭❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ t❛♥❣❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺ t♦ ✶✳✷✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞❛t❛
❣✐✈❡ ♥♦✐s✐❡r ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ✐s ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❢♦r ♦✉t❡r ❜❡❛♠s
✭❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ t❛♥❣❡♥t ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❆♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐♠♣❛❝t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇❡❧❧✲♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✉r✈❡② ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡✳❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦✲
♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb s✉✛❡r ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❆ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s
❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳✷✮✳

✷✳✸✳✺✳✷ ❚✇♦ ❧❛②❡r❡❞ s❡❛✢♦♦r str✉❝t✉r❡

❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ s❡❡♠s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛②❡r ❛r♦✉♥❞ ✸ ♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✜rst s❡❛✢♦♦r ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
♠✉❝❤ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐s r❡❛❧❧② s♦❢t✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ✈❡r②
♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ ♣❡♥❡tr❛t❡❞ ❛ ✜rst ❧❛②❡r ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t t♦ ♠❡❡t t❤❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞
❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❝❤♦s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛r❡ r❡❛❧❧② ♣♦✇❡r❢✉❧✳ ❚❤❡
❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❡✈❡♥ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✭❞❡t❡❝t✐♦♥ ❥✉♠♣s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✶✿ ❇❡❛♠❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❇ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ♥✉♠❜❡rs
✇✐t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ♣♦✐♥ts✮✿ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠✱ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r ♣r❡s❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✶ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❤❛s ♣❡rt✉r❜❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■t
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❞❇✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐♥❣ ♦❢ ✜❧❡ ★✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❞❛t❛ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❈❲ s✐❣♥❛❧s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❝✐r❝❧❡ ❜❧❛❝❦
♣♦✐♥ts✮ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❡❝❤♦ ❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠s✳ ❇❛t❤②♠❡tr② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s
❜❧✉rr❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❝❤♦ ✐s ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r
✭✉♣♣❡r ❧❛②❡r✮ ❡❝❤♦✳

■♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ✭★✶✷✽✮✱ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡r ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✷✮✱
t❤❡ ❞❡❧❛② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣❡❛❦s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✸
♠✳

CW, series  at 0dB FM 830Hz series  at 0dB 

CW, series  at -20dB FM 830Hz series  at -20dB 

Second layer specular response? 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✷✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ ✺✵ ♣✐♥❣s✿ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r
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❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❞❛t❛ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ s✉r✈❡②❡❞✱ t❤❡ s❡❛ ❜♦tt♦♠ ❢❡❛t✉r❡s
t✇♦ ♠❛✐♥ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡r ✐♠♣❛❝t ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❝♦❤❡r❡♥❝❡
✭✈✐❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❧♦ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❛❜❡❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ♥♦t t♦ ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐s ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❛✢♦♦r
❞❡♣t❤ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 10−2✱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❝♠✮✳
■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs ❛r❡ st✐❧❧ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s❡❡♥ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞❡r st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧❛②❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡
r❛♠♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❞❡❡♣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ s❝❛tt❡r❡rs s❡❡♥ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ❢♦♦t♣r✐♥t ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐♠♣❛❝ts ❛s ❛ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧❛②❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ❛ ❈❲ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ♣✉❧s❡ ✭✸ ♠s✮✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♣t❤ ✐s ✷✵✵ ♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r ✐s ✸ ♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✸✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♦♥ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠
❛♥❣❧❡ t❛♥❣❡♥t ✱ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❛②❡r ✭❜❧✉❡✮✱ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✸✲♠✲❜❡❧♦✇ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r ✭♠❛❣❡♥t❛✮✱ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✸✲♠✲❜❡❧♦✇ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✲✺❞❇✴♠ ✭r❡❞✮✳

✷✳✸✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✲r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❜✉rr✐❡❞ ✸ ♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ✺❞❇✴♠✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥
t❤❡ s❡r✐❡s ❛t ✲✷✵❞❇ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✻✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✹✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡
❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s s❡tt✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞
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❧❛②❡r ❞❛♠❛❣❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ✇❤② t❤❡ ✜rst ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞
❞❛t❛ ❞✐❞ ♥♦t ❛❣r❡❡✳

CW FM B=830Hz FM B=500Hz 

Beam angle tangent Beam angle tangent Beam angle tangent 
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✹✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥
✲✷✵❞❇ ❞❛t❛ s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✻ ❢♦r ❈❲ ✭❧❡❢t✮✱ ❋▼ ✽✸✵ ✭❍③✮ ♠✐❞❞❧❡✮✱
❋▼ ✺✵✵ ❍③ ✭r✐❣❤t✮

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛ ✐s ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦✉♥❝✐❧ t❤❡
r❡❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❣❛✐♥ ✭♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
s✐❞❡❧♦❜❡s ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❣r❡❡✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❝✲
❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✭❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ ✐❢ ❜❛t❤②♠❡tr② ✉s✐♥❣ ❋▼ ♣✉❧s❡s ❧♦♦❦s ♥♦✐s✐❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❈❲
t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ✭❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✱ r❛♥❣❡✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡
✐s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❤❛♣❡ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s q✉❛s✐ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✐♥❝❡ t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ✐s tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤ ❡♥❡r❣② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡♥❡✜t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭♠❛①✐♠✐③❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ r❡❣❛r❞s t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✇❛s ♥♦t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t s✉❝❤ s✐❣♥❛❧s ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❧❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t ❛♥❞ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡❀ ✐♥ s♦♠❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐t ♠❛② ❞♦✉❜❧❡ ♦r tr✐♣❧❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳
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✷✳✸✳✻ ■♠♣❛❝t ♦♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡sts ♦♥❧②✮

❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ❡❝❤♦❡s ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ❖♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠s t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥❛rr♦✇ ❛♥❞
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭♦r ✐♥t❡♥s✐t②✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❜❡st ❛❞❛♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st
t❤❛♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ r❡s♣♦♥s❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠
❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ✭✐✳❡✳ ❞✉❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ t❤❡ ♥♦✐s✐❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
✭❬▲❛❞✱ ✷✵✶✷✱ ▲✉r✱ ✷✵✶✵❜❪✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭●✳✸✳✹✮✮✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s
❞♦♥❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤✳ ❆ ✜rst ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆ ✜rst
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❤♦s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✐✳❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✻✶✵❞❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞
✐t❡r❛t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❆ ♥❡✇ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭s❛♠♣❧❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✳

❚❤❡ ❜❡❛♠ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❋▼ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ✇✐♥❞♦✇
❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
♣✉❧s❡ s✐❞❡❧♦❜❡s✱ t❤❡ ✜rst ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ ♣✉❧s❡ ♦r ❈❲ ♣✉❧s❡✳
■♥s✐❞❡ st❡❡♣ ❜❡❛♠s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❛❢t❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ r❡❛❧❧② s❤♦rt t❛❦✐♥❣ ♦♥❧②
s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❲✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
✭❆♣♣❡♥❞✐① ●✮ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤✳

✭❛✮ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❲✐♥❞♦✇ ✭❜✮ ❉❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛s r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r✿
st❞✭❞❡t❡❝t✐♦♥✮✴♠❡❛♥✭❞❡t❡❝t✐♦♥✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✺✿ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✭r✐❣❤t✮ ♦♥ ✷✵
s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❈❲ ✭❜❧✉❡✮✱ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭r❡❞✮
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❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✭❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ ✷✵ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ ❛♥❞
❈❲✱ ✐❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❢♦r ✜rst ✇✐♥❞♦✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
s✐❞❡❧♦❜❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✺❛✮✳ ❋♦r ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✵ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛♥❦s ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✺❜✳ ❆s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣✉❧s❡s✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠
❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐❞t❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✭✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✐s ❤✐❣❤✮ ❜②✿

N ∝ 2H

c

|tan θ|
(cos θ)2

Φfs ∝
tan θ

(cos θ)2
✭✷✳✸✳✶✺✮

❲❤❡r❡ Φ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❛♣❡rt✉r❡✳
❚❤❡ t✐♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ✐s

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ● ❡q✉❛t✐♦♥ ✭●✳✸✳✺✮
❛♥❞ ❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❜✱ ▲❛❞✱ ✷✵✶✷❪✮✳

std{t̂} ∝
√
N ✭✷✳✸✳✶✻✮

❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ❢♦❧❧♦✇s✿

std{t̂}
mean{t̂}

≈ std{t̂}〈
t̂
〉 ∝

√
2H
c

|tan θ|
(cos θ)2

Φfs

2H
c cos θ

∝
√
|tan θ| ✭✷✳✸✳✶✼✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✻ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✳✶✺✮ ✫ ✭✷✳✸✳✶✼✮✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✸✳✶✺ ❛♥❞ ✷✳✸✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

✭❛✮ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✳✶✺✮✮✭❜✮ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✸✳✶✼✮✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✻✿ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ ❛♠♣✲
❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② ✉s✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐tt❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡s✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✳ ■❢ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ♦❢ t❤❡



✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❇❆❚❍❨▼❊❚❘■❈ ❉❊●❘❆❉❆❚■❖◆ ❯❙■◆● ▼❖❉❯▲❆❚❊❉ ❙■●◆❆▲❙

♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡
❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ✉s✐♥❣ ❋▼ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❈❲✳



❈❤❛♣t❡r ✸

■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s r❡s♣♦♥❞
❞✐✛❡r❡♥t❧② ✭♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❛❞✲
❛t✐♦♥ ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ▼❇❊❙✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐♥ t❤❡ ❋▼ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✭s✐❞❡❧♦❜❡s✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

✸✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚♦ ❞❡s✐❣♥ ♥❡✇ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤✱ ❛r❡ ✿

❼ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✳

❼ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B✳

❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t❀ ✐t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❤❛♥❦s
t♦ ❛ t❛♣❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✭✷✳✸✳✶✮✳

❋♦r ❋▼ s✐❣♥❛❧s✱ T ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❤❡r❡✮✱ T ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦rs✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❢✉❧❧②✲tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡
s♦✉♥❞❡r ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ✇❤❡♥ ♣✉❧s❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧♦♥❣ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝t♦rs✮✱ ✐t ❝r❡❛t❡s ❤✉❣❡ ❜❧✐♥❞ ❛r❡❛s ♦♥ ✇❛t❡r✲❝♦❧✉♠♥ ❞❛t❛✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ ♥♦✇❛❞❛②s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
✇❛t❡r✲❝♦❧✉♠♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ▼❇❊❙ ❢♦r ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r B ✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s✇❡♣t ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❝t♦r ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■t ✐s r❡♠✐♥❞ t❤❛t
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦rs ❣✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ✐♥ ♠♦r❡ ♥❛rr♦✇ ❜❡❛♠ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ■t
❣✐✈❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ✜❧t❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤✉s r❡❥❡❝t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤

✾✺
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t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r ✭str♦♥❣ ❡❝❤♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
❝r♦ss✲t❛❧❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ❦❍③ s✉❝❤ ❛s ✷❦❍③ ❢♦r t❤❡ ❊▼ ✼✶✵ ❢r♦♠ ❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❛r✐t✐♠❡s✳

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ s✐♥❝❡ ✐t
❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ w(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

w(t) = s ∗ s(−u) = FT−1
[
FT(s).FT(s(−u))

]
= FT−1

[
S(ν)S(ν)

]
= FT−1

[
|S(ν)|2

]
✭✸✳✶✳✶✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ ✐s t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s♣❡❝tr✉♠ ❛s ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠✲
❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ t❤❡♦r❡♠ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
s❤♦✇s ♠❛♥② s✐❞❡❧♦❜❡s ✭✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧
s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ s❤❛♣❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞
s✐❞❡❧♦❜❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❋r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ t❤❡♦r❡♠ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

✸✳✷ ❚❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡
♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐s
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ✐ss✉❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ ✐♠♣❛❝t ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞
s✐❣♥❛❧✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ s✐❞❡❧♦❜❡s✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡
s♠♦♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t❛♣❡r✐♥❣ ♦♥
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳

✸✳✷✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐♠♣❛❝t

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛♥❞ s♠♦♦t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡
✜rst ✐❞❡❛ ✐s t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✇❡❡♣
❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
♣✉❧s❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳ ❚❤❡ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❤❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❡♥✈❡❧♦♣❡ t❛♣❡r✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳

t❛♣❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✶✵✪ ✺✵✪ ✼✺✪ ✶✵✵✪

s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✽✸✵ ❍③ ✶✶✷✵ ❍③ ✶✹✶✵ ❍③ ✶✼✽✵ ❍③

❝♦❧♦✉r ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✳✶✱✸✳✷✳✷ ❛♥❞✸✳✷✳✸ r❡❞ ♠❛❣❡♥t❛ ❜❧❛❝❦ ❣r❡❡♥

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈❤✐r♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❦❡♣t ❛s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳ ❚❤❡ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❋▼ s❤❛♣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❋▼ ♣✉❧s❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ✭✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛♣❡r✲
✐♥❣ r❛t❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❛♣❡r❡❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱
t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ♦❢ ✐ts ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❋▼✲♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳

✭❛✮ t❡♠♣♦r❛❧ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✭❜✮ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ✭❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t t❛♣❡r✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡❝r❡❛s❡✭r❡❞✿✶✵✪✱ ♠❛❣❡♥t❛✿✺✵✪✱
❜❧❛❝❦✿✼✺✪✱ ❣r❡❡♥✿ ✶✵✵✪✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥✮ ❝❛♥ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✿ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ sq✉❛r❡ ✭r❡❞✿✶✵✪✱
♠❛❣❡♥t❛✿✺✵✪✱ ❜❧❛❝❦✿✼✺✪✱ ❣r❡❡♥✿ ✶✵✵✪✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷ s❤♦✇s t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡
sq✉❛r❡✮✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✮ t❤❛t ✇❤❡♥ t❛♣❡r✐♥❣ r❛t✐♦ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✭❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ t❛♣❡r✐♥❣ r❛t✐♦✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ r♦✉♥❞ ✭❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡
tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r ✭✐♥s✐❞❡✮ t❤❡ s♠♦♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ sq✉❛r❡✮ ❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❛♥②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❤✐❣❤❡r
✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✮ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t② ✭r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✮✳

❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐♥t♦ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✳H = 200♠✱ a =
0.3♠✱ fc = 73❦❍③ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸ ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❛♣❡r✐♥❣ r❛t❡✿ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s✭r❡❞✿✶✵✪✱
♠❛❣❡♥t❛✿✺✵✪✱ ❜❧❛❝❦✿✼✺✪✱ ❣r❡❡♥✿ ✶✵✵✪✮

✸✳✷✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❆ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐r♣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ t❡r♠
✭argSaS∗

b ✮✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ✉s❡❞ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✶✳✸ ❛♥❞ ✷✳✸✳✹✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡
t❤✉s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✸ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✿

✶✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗
b ❢♦r

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ♦✈❡r ✷✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹✮ ❀
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✷✳ ❙q✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✷✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹ ✮ ❀

✸✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ SaS∗
b ♣❤❛s❡ ❢♦r ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ ❛✈❡r✲

❛❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹ ✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹✳ ❙❛♠❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞
❜✉t ♥♦✐s② ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❜✉t ♥♦t ❝♦♠♣❧✐❛♥t ❢♦r ❧♦✇ ❜❡❛♠
❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst ♦♥❡s ❣✐✈❡♥ ❧❡ss ♥♦✐s②
❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s✳

✭❛✮ ❋▼ ✶✵✪ ✭❜✮ ❋▼ ✺✵ ✪

✭❝✮ ❋▼ ✼✺✪ ✭❞✮ ❋▼ ✶✵✵ ✪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹✿ ❆❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❣r❡❡♥✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝✐♥❣
♣❛❣❡✮ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭r❡❞✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛♣❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ✶✵✪
✭✉♣♣❡r ❧❡❢t✮✱ ✺✵✪ ✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✮✱ ✼✺✪ ✭❧♦✇❡r ❧❡❢t✮✱ ✶✵✵✪ ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t✮
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✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡st✐♠✲
❛t♦r ★✸

✭❜✮ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✺✿ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✭r❡❞✿✶✵✪ t❛♣❡r✐♥❣✱ ♠❛❣❡♥t❛✿ ✺✵✪✱ ❜❧❛❝❦✿ ✼✺✪
t❛♣❡r✐♥❣✱ ❣r❡❡♥✿ ✶✵✵✪ t❛♣❡r✐♥❣✮

❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t✇♦
✐♥❞❡①❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✭✷✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t♦r✮ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ♠❡❛♥✳ ❚❛❜❧❡ ✭✸✳✷✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✺✪ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✶✶r❛❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤✉s ❝♦♠♣❧✐❛♥t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

t❛♣❡r✐♥❣ ✶✵✪ ✺✵✪ ✼✺✪ ✶✵✵✪
❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✽✸✵❍③ ✶✶✷✵❍③ ✶✹✶✵ ❍③ ✶✼✽✵ ❍③

✐♥❞❡① ✶✿ g1 ✹✳✽✪ ✸✳✷✪ ✸✳✾✪ ✶✳✹✪
✐♥❞❡① ✷✿g2 ✵✳✶✶ r❛❞ ✵✳✶✶ r❛❞ ✵✳✵✾ r❛❞ ✵✳✶✵ r❛❞

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞♦❡s r❡❞✉❝❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
✭✇❤❡r❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✮ ❢♦r ❋▼ ♣✉❧s❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s t❡❝❤✲
♥✐❝ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✭✇❤❡r❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✮✳

✸✳✷✳✸ ❚❡st ♦♥ s✉r✈❡② ❞❛t❛

✸✳✷✳✸✳✶ ❉❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ✸ s❡r✐❡s ♦❢ ✼ s✐❣♥❛❧s ✿ ♦♥❡ ❈❲ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ✺ ❋▼
s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❛♣❡r✐♥❣ ❝♦❡✜❝✐❡♥ts ✭t❤❡ ❧❛tt❡rs ❜❡✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦♠♣r❡ss❡❞
♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✐s r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❈❲ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮✱ t❤❡ ❧❛st ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞
✐♥ ❊▼✼✶✵ ✭❞❡❡♣ ♠♦❞❡✮✳ ❚❤✐s r❡❝♦r❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛② ❛s s✉r✈❡② ♣r❡s❡♥t❡❞
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✐♥ ✷✳✸✳✺✱ ✐♥ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡❛ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉♥❞❡r ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❘✴❱ ❙✐♠r❛❞ ❡❝❤♦✬s ❊▼
✼✶✵ ✮✳ ❚❤❡ s❤✐♣ ✇❛s ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❡❛✢♦♦r st❛t✐st✐❝s st❛❜✐❧✐t② ❜② ♣✐♥❣✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✱ t♦ s❡♣❡r❛t❡
❡✛❡❝t ❢r♦♠ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳

✜❧❡ ♥❛♠❡ s✐❣♥❛❧ t②♣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞ t❛♣❡r✐♥❣ r❛t❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❧❡✈❡❧

❋✵✾ ❈❲ ✷♠s ✶✵✵✪ ✵❞❇
❋✶✵ ❋▼ ✷✵♠s ✽✸✵❍③ ✶✵✪ ✵❞❇
❋✶✶ ❋▼ ✷✵♠s ✾✷✵❍③ ✷✺✪ ✵❞❇
❋✶✷ ❋▼ ✷✵♠s ✶✶✷✵❍③ ✺✵✪ ✵❞❇
❋✶✸ ❋▼ ✷✵♠s ✶✹✶✵❍③ ✼✺✪ ✵❞❇
❋✶✹ ❋▼ ✷✵♠s ✶✼✽✵❍③ ✶✵✵✪ ✵❞❇
❋✶✺ ❋▼ ✷✵♠s ✺✵✵❍③ ✶✵✪ ✵❞❇

❋✶✽ ❈❲ ✷♠s ✶✵✵✪ ✲✷✵❞❇
❋✶✾ ❋▼ ✷✵♠s ✽✸✵❍③ ✶✵✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✵ ❋▼ ✷✵♠s ✾✷✵❍③ ✷✺✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✶ ❋▼ ✷✵♠s ✶✶✷✵❍③ ✺✵✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✷ ❋▼ ✷✵♠s ✶✹✶✵❍③ ✼✺✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✸ ❋▼ ✷✵♠s ✶✹✶✵❍③ ✼✺✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✹ ❋▼ ✷✵♠s ✶✼✽✵❍③ ✶✵✵✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✺ ❋▼ ✷✵♠s ✺✵✵❍③ ✶✵✪ ✲✷✵❞❇

❋✷✵ ❋▼ ✷✷♠s ✾✷✵❍③ ✷✺✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✶ ❋▼ ✷✼♠s ✶✶✷✵❍③ ✺✵✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✷ ❋▼ ✸✺♠s ✶✹✶✵❍③ ✼✺✪ ✲✷✵❞❇
❋✷✸ ❋▼ ✺✵♠s ✶✼✽✵❍③ ✶✵✵✪ ✲✷✵❞❇

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❉❛t❛ s❡r✐❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❋✐rst s❡r✐❡s ✐s ♠❛❞❡ ❛t ✵❞❇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❙◆❘ ✭❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✮✳ ❙❡❝♦♥❞ s❡r✐❡s ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦♦❦ ♦♥
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡
t❛♣❡r✐♥❣ ✭✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ s✐❞❡ ❜❡❛♠s✮✳ ▲❛st s❡r✐❡s ❦❡❡♣ ❛ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜✉t
t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋▼ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡✐r t❛♣❡r✐♥❣ s♦ t❤❛t t❤❡
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❋▼ t❛♣❡r✐♥❣ r❛t❡s✳

❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐♥❣s ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✸✱ t♦
♦♥❧② ♣❧♦t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❧② ✸ ♣✉❧s❡s ✿

❼ ❈❲ ✭✇❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✐♠s ❛t ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋▼ ♣✉❧s❡s✮

❼ ❋▼ ✶✵✪ ❛♥❞ ❇❂✽✸✵❍③ ✭♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤✉s r❡❛❧❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮

❼ ❋▼ ✶✵✵✪ ❛♥❞ ❇❂✶✼✽✵❍③ ✭s❤♦✇✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ s✐❞❡❧♦❜❡ q✉❛s✐ ✉♥❡①✐st❛♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❈❲ ♣✉❧s❡✮

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♦♥ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ❋▼ t❛♣❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s✱
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❈❲ ❛♥❞ ❋▼✶✵✵✪✳ ❆♥❞
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t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳✷✳ ❚❤❡ s✉r✈❡② ❤❛s ❜❡❡♥
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t✇♦ ❧❛②❡r❡❞ s❡❛✢♦♦r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✸ ❤❛s
s❤♦✇♥ t❤✐s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❛②❡rs ♦♥ t❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ❧♦♦❦ ♥♦✐s✐❡r✱ ❜② ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ✉s ❢r♦♠ ❝♦rr❡❝t❧② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❛♣❡r✐♥❣✳

✸✳✷✳✸✳✷ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✉r✈❡② ❞❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ★✸ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✻✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✻✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✉r✈❡②✱ ❡✛❡❝t ♦❢ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢♦r ❈❲ ✭❜❧✉❡✮✱ ❋▼ ✶✵✪ ✭r❡❞✮✱ ❋▼ ✶✵✵✪ ✭❣r❡❡♥✮ ✇✐t❤ s❡r✐❡s✿ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❧❡✈❡❧ ✭❧❡❢t✮✱ ✇✐t❤ ❧♦✇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭❝❡♥t❡r✮ ✇✐t❤ ❧♦✇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵✪ ❋▼ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✻✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡♠❛r❦s
❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✻ ❧❡❢t ♣❧♦t✮ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ✵ ❞❇ ✐s ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛❧♠♦st ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❛t ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡ t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡r r❡s♣♦♥s❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧✐♥❡❛r✳ ■t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡ ❤❛❞ s✉✛❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ r❡❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ ✐ts
s❤❛♣❡❀ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳ ❚♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❢♦r ❋▼ ✶✵✵✪ ❤❛s s❤♦✇♥ ❤✐❣❤❡st s✐❞❡❧♦❜❡s t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝✉❧❛r r❡s♣♦♥s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐st♦rt✐♦♥
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛t ✵ ❞❇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✇❡❧❧ ♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✭✸✳✷✳✻✱ ❝❡♥t❡r ♣❧♦t✮ ✇❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛t ✲✷✵ ❞❇ ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
r❡s✉❧ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❢♦r ✐♥♥❡r ❜❡❛♠s✱ ✇❤❡r❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡
♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ ❋▼
❡♥✈❡❧♦♣❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❈❲✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ♦✉t❡r ❜❡❛♠s✱ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❜❡❝♦♠❡s
❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❤❛s
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r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣②✱ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❋▼ ❣✐✈❡s ♥♦✐s✐❡r ♣❤❛s❡ r❛♠♣ t❤❛♥ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❋▼✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭s❡❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✐♥ ✭✷✳✶✳✷✶✮✮ ✐s ❧♦✇❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❛♣❡r❡❞ s✐❣♥❛❧✳

✭❛✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

✭❝✮ ❉❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✼✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✭❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✉♣♣❡r✮ ✱s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ❞❛t❛ ✭❧♦✇❡r✮✮ ❈❲ ✭❜❧✉❡✮✱ ✶✵✪✲t❛♣❡r❡❞ ❋▼ ✭r❡❞✮✱ ✶✵✵✪✲t❛♣❡r❡❞ ❋▼ ✭❣r❡❡♥✮✳
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❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ■♥
❝❛s❡ ♦❢ ✶✵✵✪ t❛♣❡r✐♥❣✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✷✵♠s t♦ ✺✵♠s t♦ ❝❛rr② t❤❡
s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❛ ✶✵✪✲t❛♣❡r❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✻✱ r✐❣❤t ♣❧♦t✮ s❤♦✇s
t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥♥❡r ❜❡❛♠s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ❜❡❝♦♠❡s ❛s r❡❧✐❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❋▼
❢♦r ♦✉t❡r ❜❡❛♠s✳

❚❤✉s✱ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭s✐❞❡❧♦❜❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ✇✐t❤♦✉t ❞❛♠❛❣✐♥❣ ❛s r❡❣❛r❞s t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❛✐❞✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ❞❡s✐r❡❞✱ ❛s ❢❛r ❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✉s✐♥❣ ✇❛t❡r✲❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛❧s♦
❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣✐♥❣ r❛t❡ ✭❛♥❞ t❤✉s s✉r✈❡② ❞✉r❛t✐♦♥ ♦r ❝♦✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t②✮✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ s②st❡♠s ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡❝❤♦ ❜❡❢♦r❡ t♦ ♣✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②✱ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝t♦rs✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✲✷✵❞❇ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✮✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s
t❤❡ s❛♠❡✳ ❈❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t ❋▼✶✵✪ ❜❡❤❛✈❡s
✇♦rst t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ✇❤✐❧❡ ♦✉t❡r ❜❡❛♠s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❛t ✐s ✇❤② ❋▼✶✵✪ ✐s t❤❡
❜❡st ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥✮✳

❉❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ✜t ❡①❛❝t❧② ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡r❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡r❡❞ s❡❛✢♦♦r str✉❝t✉r❡❀ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✸✳✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳

✸✳✷✳✸✳✸ ❈♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ s✉r✈❡② ❞❛t❛ ✇✐t❤ t✇♦ ❧❛②❡rs ♠♦❞❡❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❲
♣✉❧s❡ ♦r ❋▼ ✐♥ ❛ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s
✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❢♦r ♦t❤❡r ❋▼ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡
❧♦ss ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❧♦ss ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✮✳ ❚❤✉s ❈❲ ♣✉❧s❡
♦r ❋▼ ✐♥ ❛ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s✉✛❡rs ♠♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❋▼ ♣✉❧s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧②✳ ❚❤✐s ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✽✿ ❈♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✮

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❛ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❛♥
♠♦❞❡❧❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛
r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✸ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❜② ♦t❤❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣

❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s ♠❛①✐♠✉♠ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s t❤✉s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜❡✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
s✐❞❡❧♦❜❡s ❧❡✈❡❧✱ ❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ t❛♣❡r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s✐❣♥❛❧ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ ❬❇✉r✱ ✶✾✽✾✱ ❈♦❧✱ ✶✾✾✾✱ ❱❛r✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛②s t♦ ♣r♦❝❡ss
✐t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❡♠♣♦r❛❧ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ t❛♣❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✭t❤✐s ✇❛② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✮✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
❙❡✈❡r❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❍❛♠♠✐♥❣✱ ❍❛♥♥✱ ❚❛②❧♦r✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s✱ ✐t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤✉s
t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s t♦ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐ss✉❡✳
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✸✳✸✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❜② ❛ t❛♣❡r❡❞ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥
❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ■t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
♥♦t❛❜❧② ❢♦r t❤❡ ♦✉t❡r ❜❡❛♠s✳

Tapered matched filter 

Input Output 

ℎ  = �  �(− )         
� + � ℎ ∗ (� + �) 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✶✿ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞✲✜❧t❡r ✜❧t❡r✐♥❣

❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t❛♣❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r h(t) =
a(t)s(−t) ✭s(t) ❜❡✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ a(t) ♦❢ t❤✐s t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✷✳✸✳✶✮ ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ❝♦s✐♥❡ s❧♦♣❡s ❢♦r t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❡♥❞s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t
♣❛rt✳ ❆❧❧ t❤✐s ✜❧t❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡✐r t❛♣❡r✐♥❣ r❛t✐♦ α ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳
❋r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r
♦✉t♣✉t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡❛❧ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s t❤✉s
♥♦ ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛t
t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s st✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✶✾✮✿

(S/N)in =
max |s|2
N0/Teq

✭✸✳✸✳✶✮

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s✿

(S/N)out =
|
´ +∞
−∞ s(−u)h(u)du |2

N0

´ +∞
−∞ |h(u)|2 du

✭✸✳✸✳✷✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t a(t) ✐s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥ T ✮✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s✿

(S/N)out =
|
´ +∞
−∞ |s(u)|2 du |2

N0

´ +∞
−∞ |s(u)|2 du

=
|
´ T/2
−T/2 du |2

N0

´ T/2
−T/2 du

=
T

N0
✭✸✳✸✳✸✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s✿

(S/N)out =
|
´ +∞
−∞ a(u)du |2

N0

´ +∞
−∞ |a(u)|2 du

=

(
1
2αT + (1− α)T

)2

N0

(
3
8αT + (1− α)T

) =
(1− 1

2α)
2T

N0(1− 5
8α)

✭✸✳✸✳✹✮

α ❜❡✐♥❣ t❤❡ t❛♣❡r✐♥❣ r❛t✐♦ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✸✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❧♦ss ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r ✐s ✭✐♥ ❞❇✮✿
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PGloss = 10 log10

(
(1− 1

2α)
2

1− 5
8α

)
✭✸✳✸✳✺✮

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳




S(ν) = Π

(
ν−fc
B

)√
T
B e

−πi T
B
(ν−fc)2ei

π
4

H(ν) = a
(
T ν−fc

B

)√
T
B e

πi T
B
(ν−fc)2e−i

π
4

✭✸✳✸✳✻✮

❚❤❡ t✐♠❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r✳ ■t ✐s t❤✉s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r✳

w(t) =

ˆ +∞

−∞
s(t− u)h(u)du = FT−1[S(ν)H(ν)] = FT−1[S(ν)H(ν)] = FT−1[a(

ν − fc
B

)
T

B
]

✭✸✳✸✳✼✮
❙✐♥❝❡ a(t) ✐s ❛ s♠♦♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r ✇✐❧❧

♣r❡s❡♥t ❛ s♠♦♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐♥ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❛♣❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛♣❡r❡❞ ✜❧t❡r✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ t✇♦❢♦❧❞
❡✛❡❝t✿ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s✱ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✷✿ ❋✐❧t❡r ♦✉t♣✉t ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✲ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤
t❛♣❡r✐♥❣ r❛t✐♦ ✷✺✪ ✭r❡❞✮✱ ✺✵✪ ✭♠❛❣❡♥t❛✮✱ ✼✺✪ ✭❣r❡❡♥✮✱ ✶✵✵✪ ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭❜❧✉❡✮

❚❤✉s✱ ✐♥ ❛ ✇❛②✱ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜✉t
❛❧s♦ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✲s✐❣♥❛❧ sq✉❛r❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r✳ ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❛t
t❛❦✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮
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❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✸✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣
♠❛❦❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤❛♣❡ s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❞❡❧♦❜❡s ❧❡✈❡❧
❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❛✉t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠♦r❡ ❝✉r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✶✵✪✲t❛♣❡r❡❞ ❋▼ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛✉t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧♦♦❦s tr✐❛♥❣✉❧❛r
✭s✐♥❝❡ ✐ts ❋❚ ✐s s♠♦♦t❤❡r✮✳ ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛❧s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✸✳✷ ✮✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣
r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛♥❞ ❝✉r✈❡s t❤❡ ❛✉t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳
■t ✐♠♣r♦✈❡s ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤❡♥ 2fcβ ❜❡❝♦♠❡s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ✭✶✷✵ ❍③ ✐❢
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❛✐❞✱ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛❧s♦
❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❋❚
✐s ♥❛rr♦✇❡r ✭s✐♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ♥❛rr♦✇❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s ❧♦✇❡r✱ ✇❤❡♥ 2fcβ
❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤❡r✳

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❣✐✈✐♥❣ 2fcβ = fc

1
2
a
H

cos2 θ0
tan θ0

✇✐t❤ a❂✸✸❝♠ H❂✷✵✵♠ ❛♥❞ fc❂✼✸❦❍③✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✹ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣s ✭❝♦❧♦r ❝♦❞❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✸✳✷
✮✳

■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❜❡❛♠s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♠❛✐♥
❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ❧♦❜❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❛❧②✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s❡❡♥ ❜②
t❤❡ s♦✉♥❞❡r s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤✉s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❛♣❡r❡❞
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② q✉❛❧✐t② ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜❡❛♠s
✇❤✐❝❤ s✉✛❡r ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✱ ♦✉t❡r
❜❡❛♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣
❞❛♠❛❣❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✭s✐♥❝❡ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥✮✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
❢r♦♠ ✭✷✳✶✳✻✵✮✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ✐s ♠❛❞❡✱
❛♥❞ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✹ ✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛❧s♦ t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ❞❡✜♥❡ ❢♦r
t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✸✳ ❋♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ✇❤♦s❡ t❛♥❣❡♥t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✹✸ ✭❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡❂✷✸➦✮✱
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s s❡❡♥ ❢♦r ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✷✸➦✱ ❞✉❡ t♦ s✐❞❡❧♦❜❡
r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✹✿ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✭t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✮
✐s ❧♦✇ s✐♥❝❡ ✉s✐♥❣ sq✉❛r❡ ❝♦s✐♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞
t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❜❡❝♦♠❡s
t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✳

✸✳✸✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❛r❝❤❡❞ ✭✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✮ t❤❡ ❜❡st t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r s❤❛♣❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r
❝♦s✐♥❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉♥❞ ❛s ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t ❝♦s✐♥❡✳

H(ν) = S(ν) cos(π
ν − fc
B

)1/2 ✭✸✳✸✳✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ t❤❡♦r❡♠ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s
✭♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ν = B

T t✮✿

h(t) = cos(π
t

T
)1/2e2πi(fct−

B
2T
t2) ✭✸✳✸✳✾✮

❆ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♣❡r❡❞
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ s✐❞❡❧♦❜❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s st✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✺✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r
✭❛s sq✉❛r❡❞ r♦♦t ❝♦s✐♥❡✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥s✿ ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ✭❜❧✉❡✮✱ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ r❛♠♣
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❣r❡❡♥✮✱ ♦♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✭r❡❞✮✳

❆s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s ✭❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✷✳✷✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✷✵ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✽
✭❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ♦♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥
❜❧❛❝❦✮✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐❞ ♥♦t
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t♦r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✺ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✽
✐s t❤❡ ♠♦st r♦❜✉st ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✷✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✶✹✮✳ ❍❡r❡✱ g1
✭❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✮ ❡q✉❛❧s ✸✳✽✪ ❛♥❞ g2 ✭sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
❡rr♦r ♠❡❛♥✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✶r❛❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♠❛t❝❤ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✻ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■t ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧ ✭❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❛♥❞ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜❡❛♠s ✭❤❡r❡ ❜❡❛♠s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✷✵➦✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s r❡❛❧❧② ❧✐tt❧❡✳
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✭❛✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡st✐♠❛t♦r ✸✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✻✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ t❛♣❡r❡❞ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ✭r❡❞✮
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭r✐❣❤t✮ ✳

✸✳✸✳✸ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ✜❡❧❞ ❞❛t❛

❚❤❡ s❛♠❡ ❞❛② ❛s t❤❡ s✉r✈❡② ❞❛t❛ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✺ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✶✮
✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞✱ st❛✈❡ ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s
✇❡r❡ ❛❧s♦ r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ✷✵ ♣✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ st❛✈❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡✿ t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s s❛✐❞✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦
♦♥❧② ❛t r❡❝❡♣t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②✳

❙✉❝❤ st❛✈❡ ❞❛t❛ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✲♣r♦❝❡ss t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳
■t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡♥ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐t ✐s ❞❡s✐r❡❞
t♦ ❧✐♠✐t✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡
✐s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡
s✐❞❡❧♦❜❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t✳ ■❢ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✐s❡ ❝❛✉s❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛❞❞t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛❞❞✐t✐✈❡ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳

❖♥ t❤❡ st❛✈❡ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ✶✾ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✸✳✸✮✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❋▼ ✶✵✪ t❛♣❡r✐♥❣ ♣✉❧s❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡
sq✉❛r❡❞ r♦♦t ❝♦s✐♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✈✐❛ t❤❡
t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t♦r✿ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❤❡r❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐♥❣s ✐s ✶✵✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✼✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✻
✱ r❡s✉❧ts ♦♥ s✉r✈❡② ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ r❡s✉❧ts ♦r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ r❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❤❡♥ r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥s
✭s✉❝❤ ❛s ♠♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✮ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡rr♦r ✐♥ ♣✐♥❣✲
t♦✲♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✼✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭✐♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡s ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✻✵➦✮✳ ❋♦r
❜❡❛♠ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✻✵➦✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦♦❦ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
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❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✲❣❛✐♥ ❧♦ss ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ✜❧t❡r ♠✐s♠❛t❝❤✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❛✢♦♦r r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❜❡❛♠s ♦✈❡r ✻✵➦ ✐s ♠✐ss✐♥❣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② r❡❛❧❧② t❤✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✻ ✮✱ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐♥
s✉r✈❡② ❛r❡❛ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤✐s s❧✐❣❤t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ✈❛♥✐s❤❡❞ ❜② ✐ts ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❛❢t❡r t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛r❡ ♠♦r❡
❛✛❡❝t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ♦♥ t❤✐s ♣❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✼✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✭r❡❞✮
✱ t❛♣❡r❡❞ ✭✇✐t❤ sq✉❛r❡❞✲r♦♦t✲❝♦s✐♥❡✮ ✭❣r❡❡♥✮ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r str✉❝t✉r❡ ♣r❡✈❡♥t ✉s t♦ t❡st ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧②
❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ♣r♦♣♦s❛❧s✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛t r❡❝❡♣✲
t✐♦♥✳

✸✳✹ ❈♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡t❡❝t ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✭❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡✮ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✭❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮

❚❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❛✉s❡s ❛ ❧♦ss ♦♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❜② ❛
✉♥❛❞❛♣t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❧❡❛❞s✱ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ❛t t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t✳ ■❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡
✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✭s✐❞❡❧♦❜❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞
✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡✮✳ ❚❤✉s ✐♥ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛
tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐ts
q✉❛❧✐t② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❜❡❝♦♠❡s
❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ✉♥❛❞❛♣❡t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡✜♥❡
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t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦r ✇❤❡r❡ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛
❢✉❧❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳

Squared root cosine 
matched filter 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✶✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊▼✼✶✵✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳ ❘❡s✉❧ts ✐s ♣❧♦tt❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❋▼ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞
t❤✐r❞ ❣r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦
♣r♦♣♦s❛❧s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ✫ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛♣❡r✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❛ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭✜❧t❡r ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t ❝♦s✐♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮✳ ❆t
✺✵✵♠ ❞❡♣t❤✱ t❤❡ s♦✉♥❞❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❤❛♥❣❡❀ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❋▼ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❛t ✺✵✵♠ ❞❡♣t❤
t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣s ❧♦♦❦ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭✐♥ ♦✉t❡r ❜❡❛♠s✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠s
❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❋▼ ♣✉❧s❡✱ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✭❧✐❣❤t❡r ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r✮ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
♦t❤❡r ❝❛s❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦r❞❡r ✐♥ ❞❡♣t❤ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ s❡❡♠s
❞♦♠✐♥❛♥t ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳

✭❛✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✪ ❛♥❞ ✶✵✵✪ ❋▼ ✭❜✮ ❇❧❛❝❦✿ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞♦♠❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❋▼✶✵✪ ✇✐t❤ ❋▼✶✵✵✪
✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡
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❋✐❣✉r❡s ✸✳✹✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✳✷ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥
♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜r♦✉❣❤t ❜②
t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❛♣❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❋▼ ♣✉❧s❡ ✭✐♥ ❛ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞
❡♥✈❡❧♦♣❡✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✸✳✹✳✷ ✳ P❤❛s❡ r❛♠♣s ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❞♦♠❛✐♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡✮ ✇❤❡r❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✐s❡ ❝❛✉s❡✳
❚❤✐s ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❤✐❣❤❡r ✭✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❛♠❛❣❡s ✭❞✉❡ t♦ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦r❞❡r ✭❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ✐♥ ❞❡♣t❤ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✲❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡❝t♦rs✳

✭❛✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❜✮ ■♥ ❜❧❛❝❦✿ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞♦♠❛✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✭❋▼✶✵✪✮ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ t❛♣❡r❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭sq✉❛r❡ r♦♦t ❝♦s✐♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮ ♦♥ ❛ ✶✵✪✲
t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛t r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✷✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❞✉❝❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❞❡✲
❝r❡❛s❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
♠❛✐♥✲❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ♣r❡✈❛✐❧s ♦♥ s✐❞❡✲❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rst✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥✱ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✭❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s
❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜♦r❞❡r ✭s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❜② ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳
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✸✳✺ Pr♦♣♦s❛❧ ♦❢ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✸✳✺✳✶ ❋r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❧❡
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s✐❞❡❧♦❜❡s

❍❡r❡✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ e(t) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳

max

ˆ

R

e2(t)dt ✭✸✳✺✳✶✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r
♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

w(t) =s(t) ∗ s∗(−t) =
ˆ

R

s(τ)s∗(t− τ)dτ

=

ˆ

R

S(ν)S∗(ν)e2πjtνdν =

ˆ

R

|S(ν)|2e2πjtνdν ✭✸✳✺✳✷✮

w(t) ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ S(ν)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ w(t) ♣r❡s❡♥ts ❧♦✇ s✐❞❡❧♦❜❡s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤❛♣❡ |S(ν)|2 ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❛❧❧②
t❛♣❡r❡❞✳

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡s❡ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❬❈♦❧✱ ✷✵✵✷✱ ❈♦♦✱ ✶✾✾✸❪ ✐s s❡❛r❝❤❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡
❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✭❆✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✳✷✮

✸✳✺✳✶✳✶ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❡♠♣♦r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧♦s❡ t♦

❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ t❛❦❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❝♦s✐♥❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡
s❤❛♣❡s✮ ✿

{
a(t) = Π( tT )

|S(ν)|2 = An cos
n(π(ν−fc)B )Π(ν−fcB )

✭✸✳✺✳✸✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✭❆✳✷✳✷✮ ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞
❜❡❧♦✇✳

❼ ❝❛s❡ ♥❂✶

t+ T/2 = A1
B

π
(sin(π

ν − fc
B

) + 1) ✭✸✳✺✳✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
P❛rs❡✈❛❧ t❤❡♦r❡♠✮ A1 =

πT
2B

t1(ν) =
T

2
sin

(
π
ν − fc
B

)
✭✸✳✺✳✺✮



✶✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ■▼P❘❖❱❊▼❊◆❚ P❘❖P❖❙❆▲

❇② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭ν ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✮✳ ❘❡♠✐♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ω(t) ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✿

ω′(t) =ν = fc +
B

π
arcsin(

2t

T
)

⇒ ω(t) =fct+
B

π

(
t arcsin(

2t

T
) +

T

2

√
1− (

2t

T
)2
)

✭✸✳✺✳✻✮

❼ ❝❛s❡ ♥❂✷

t+ T/2 =
A2

2

(
ν − fc +B/2 +

B

2π
sin

(
2π
ν − fc
B

))
✭✸✳✺✳✼✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ♠✉st ❜❡ A2 = 2T/B

t2(ν) = T

(
ν − fc
B

+
1

2π
sin(2π

ν − fc
B

)

)
✭✸✳✺✳✽✮

❘❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♥♦t ❡❛s② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω(t) ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

✸✳✺✳✶✳✷ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❡♠♣♦r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡♥✈❡❧♦♣❡

❆s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✺✳✶✳✶ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❤❛s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✭t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡✮✿

{
a(t) = Π( tT )

|S(ν)|2 = Ae−α(ν−fc)
2
Π(ν−fcB )

✭✸✳✺✳✾✮

❇② ✉s✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❆✳✷✳✷✮ ✐t ❧❡❛❞s t♦

t+
T

2
=

ˆ ν

−B
2
+fc

Ae−α(u−fc)
2
du ✭✸✳✺✳✶✵✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t αB ✐s ❤✐❣❤ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ s❤❛♣❡
❤❛s t♦ ❜❡ ❛ t❛♣❡r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❝❛s❡✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r B ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ t❛♣❡r✐♥❣ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❧❡ss✮✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ erf
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭●❛✉ss ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥erf(x) = 2√

π

´ x
0 e

−y2dy✮

t+
T

2
= A

ˆ ν−fc

−∞
e−αν

2
dν =

A

2

√
π

α
(erf(

√
α(ν − fc)) + 1) ✭✸✳✺✳✶✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t P❛rs❡✈❛❧ t❤❡♦r❡♠✮✿

T = A

√
π

α
✭✸✳✺✳✶✷✮

❆♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲t✐♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s✿
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t =
T

2
erf

(
A
√
π

T
(ν − fc)

)
✭✸✳✺✳✶✸✮

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ν ✭❡q✉❛❧ t♦ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈✲
❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t✳

ν = fc +
T

A
√
π
erf−1(2

t

T
) ✭✸✳✺✳✶✹✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ erf−1 ✭✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss ❡rr♦r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✮✳

ν = fc +
T

2A

[
2
t

T
+

π

12
(2
t

T
)3 +

7π2

480
(2
t

T
)5 +

127π3

40320
(2
t

T
)7
]

✭✸✳✺✳✶✺✮

❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐t ❧❡❛❞s t♦✿

ω(t) = fct+
T

2A

[
t2

T
+

2π

3T 3
t4 +

7π2

90T 5
t6 +

127π3

2520T 7
t8
]

✭✸✳✺✳✶✻✮

✸✳✺✳✷ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✸✳✺✳✶✳✶ ❛♥❞ ✸✳✺✳✶✳✷✱ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ t❛♣❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ t❤✉s
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ❬❈♦❧✱ ✷✵✵✷✱ ❈♦♦✱ ✶✾✾✸✱ ❱❛r✱ ✷✵✵✸✱
❈♦❧✱ ✶✾✾✾✱ ▲❡✈✱ ✶✾✽✽❪✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛st ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✳✶✻✮✱ ♣❛r❛❣r❛♣❤
✸✳✺✳✶✳✷✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭t❛♣❡r❡❞ ❛t
✶✵✪✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ❢r♦♠
♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

✸✳✺✳✷✳✶ P✉❧s❡ s❤❛♣❡s

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t✇♦ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ✜rst
♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❂✽✸✵❍③ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥
❚❂ ✹✵♠s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ω(t) = fct+ 0.85
B

2T

[
t2

T
+

2π

3T 3
t4 +

7π2

90T 5
t6 +

127π3

2520T 7
t8
]

✭✸✳✺✳✶✼✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✭♦r ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✮ ν(t) =
ω′(t) ❢♦r t❤❡s❡ ✷ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✶✿ ❚✐♠❡✲❋r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✭❇❧✉❡✿ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❘❡❞✿ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
✭✸✳✺✳✶✼✮✮✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❝❤✐r♣ ✭❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ✐♥ ❛
✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs st❛t❡❞ ❛s T =✷✵♠s ❛♥❞ B =✶✼✺✵❍③✳

❋✐❣✉r❡✸✳✺✳✷❛ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡s
❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳
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✭❛✮ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
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✭❜✮ P✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡s✿ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❜❧✉❡✮✱ ✶✵✪✲
t❛♣❡r❡❞ ❝❤✐r♣ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✺✳✶✼✮ ✭r❡❞✮ ✱ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❣r❡❡♥✮

❚❤❡ t❤r❡❡ ♣✉❧s❡s ♣r❡s❡♥t s✐♠✐❧❛r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉✲
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❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✲r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✐♥ t❤❡ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❛❧❧② s♠♦♦t❤❡r
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭❝❧♦s❡ t♦ ❛ sq✉❛r❡ ❝♦s✐♥❡✮✳ ❚❤✐s ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ st❛✲
t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ erf−1 ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ t❛♣❡r❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❛s
tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜rst ♣✉❧s❡s✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✷❜✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡s ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s
❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ ✭s❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛s♣❡❝t ♦❢
✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣r❡s❡♥ts ❛❧♠♦st
♥♦ s✐❞❡❧♦❜❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✭❡♥❡r❣② ❧♦ss ❜② t❛♣❡r✐♥❣
t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉r✲t✐♠❡ ❧♦✇❡r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ✐♥
❛ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✸✴✽✳ ❍❡r❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ erf−1✮✳ ■♥❞❡❡❞ s✉❝❤ ❛
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ str♦♥❣❧② ❞❡❝r❡❛s❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❦❡♣t
❛s ♠❛①✐♠✉♠ ✭t❤❡ ✜♥❛❧ ❙◆❘ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✮✳

✸✳✺✳✷✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s

▲❡t r❡♠✐♥❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ Sa ❛♥❞ Sb✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛t ❛ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✭✇❛t❡r ❞❡♣t❤✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s♣❛❝✐♥❣✱ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✳✳✳✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣✉❧s❡s✿ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❜❧✉❡✮✱ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✇❤♦s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✺✳✶✼✮ ✭r❡❞✮✱ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❣r❡❡♥✮ ✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✸ ♣❧♦ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ❣❡ts
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❜❡tt❡r ❢♦r ❛ ❧♦t ♦❢
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✶✵✪✲t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✿ fc =✼✸ ❦❍③✱ H =✷✵✵ ♠✱
a =✵✳✸✸ ♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✹✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣✉❧s❡s✿ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❜❧✉❡✮✱ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✇❤♦s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✺✳✶✼✮ ✭r❡❞✮✱ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❣r❡❡♥✮ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦♥❧②✮

◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧♦✇❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❝❤✐r♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ❢♦r ❛ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s r❡❞✉❝t✐♦♥
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✹✮ ✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ✐s r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❢✉❧❧② t❛♣❡r❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥ ❢✉❧❧②✲t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✳

✸✳✺✳✷✳✸ ❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❧✐♠✐ts t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♥♦t❛❜❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s✐❞❡❧♦❜❡s r❡❞✉❝t✐♦♥✳
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❆♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ ❧❡t ✉s ✉s❡ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A(τ, k) =

ˆ +∞

−∞
s(ηt)s∗(τ − t)dt ✭✸✳✺✳✶✽✮

❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t η ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s η = (1 + vd
c ) ✇❤❡r❡ vd ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❛❞✐❛❧ s♣❡❡❞✳

time (s)

Linear modulation, 10% tapering

 

 

−0.02 −0.01 0 0.01 0.02

−5

0

5

time (s)

Polynomial modulation, 10% tapering

 

 

−0.02 −0.01 0 0.01 0.02

−5

0

5

time (s)

Linear modulation,100% tapering

 

 

−0.02 −0.01 0 0.01 0.02

−5

0

5

0

0.5

1

0

0.5

1

0

0.5

1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✺✿ ❆♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣✉❧s❡s✿ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭✉♣♣❡r✮✱ ✶✵✪
t❛♣❡r❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✇❤♦s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✺✳✶✼✮ ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞
❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❧♦✇❡r✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✿

✶✳ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✇✐t❤ ✶✵✪ ♦❢ t❛♣❡r✐♥❣

✷✳ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✇✐t❤ ✶✵✵✪ ♦❢ t❛♣❡r✐♥❣ ✭s❛♠❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst
❝❤✐r♣✮
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✸✳ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ✶✵✪ ♦❢ t❛♣❡r✐♥❣ ✭♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧❡ss s✐❞❡❧♦❜❡s t❤❛♥ t❤❡
✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❝❤✐r♣ ❛♥❞ ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τ ❛♥❞ vd✳ ❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♦
t❤❛t ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ✭✵✱✵✮ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤τ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t✐♠❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

δf =
fc
k

− fc = ω′(τ)− fc ✭✸✳✺✳✶✾✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❢r♦♠ t❤❡
❉♦♣♣❧❡r✲s❤✐❢t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❤✐r♣ ✭❧✐♥❡❛r
❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ✐ts ♥❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s s♦✮✳

δf =
B

T
τ τ =

T

B
fc
vd
c

✭✸✳✺✳✷✵✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵✪✲t❛♣❡r❡❞ ♣✉❧s❡ ✉s❡s ❛ ❧♦♥❣❡r s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s
✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❛❢t❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❤❛♥ ✶✵✪✲
t❛♣❡r❡❞✲❋▼ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❢♦r t❤✐s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛t v = 0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥ts r❡❛❧❧② ❧♦✇
s✐❞❡❧♦❜❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✭❛t v 6= 0✮ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ❤✐❣❤❡r✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ❧♦♦s❡s ❛s ♠✉❝❤ ❡♥❡r❣② ❛s t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ❣❡t ❜❛❝❦✳

❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉s✐♥❣ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥✲
tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✱ ✐t ✇❛s st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
♥♦♥✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❆♥❞ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ v✲❛①✐s ♦❢ t❤❡
❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❞❡✜♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s♣❡❡❞ v ✭❜❡t✇❡❡♥ t❛r❣❡t ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞
r❡❝❡✐✈❡r✮✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ v ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t fp ✭s❡❡
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✸✳✸✳✷ ❛♥❞ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✮

C(fp, v) =

´∞
∞ |A(τ, 1 + v

c )|2e−2πifpτdτ
´∞
∞ |A(τ, 1 + v

c )|2dτ
✭✸✳✺✳✷✶✮

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✺✳✷✶✮ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ v ❛♥❞ fp ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✻ ✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✻✿ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡s✿ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣
✭✉♣♣❡r✮✱ ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✇❤♦s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✺✳✶✼✮ ✭♠✐❞❞❧❡✮✱
✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❧♦✇❡r✮

❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡
✸✳✺✳✻✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡
✐s r❡❛❧❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ♠♦t✐♦♥ v = 0✳ ■♥❞❡❡❞
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts r❡❛❧❧② ❧♦✇ s✐❞❡❧♦❜❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ C(fd, 0) ✐s ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ C(fd, 0)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ v ✐s ♥♦t ♥✉❧❧✱
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❛❝ts
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ fd ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✮✳ ❖♥
s✉❝❤ s❡❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞r♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s♣❡❡❞ ✐s
♥♦t ♥✉❧❧✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
✐s ❛❧♠♦st ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ■♥❞❡❡❞ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞♦♣♣❧❡r✐s❡❞ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♠❡s t♦ r❡✐♥❢♦r❝❡ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♣❛rt ✷✳✷✳✷ ❛s ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ st❛t✐st✐❝s✱ ❢♦r
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❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

t❤❡ sq✉❛r❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❤❛♣❡✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❛♣❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✶✵✪✲t❛♣❡r❡❞ ❝❤✐r♣✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❋♦r
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦ t❤❡
❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳
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✭❜✮ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣s ✐♥ ✶✵✵✪ t❛♣❡r❡❞ ✈s ❧✐♥❡❛r ✶✵✪ t❛♣❡r❡❞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✼✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧s✿ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭❧❡❢t✮✱ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣ ✭r✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣

✸✳✺✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆ s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✺✳✶✼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸✳✹✮✳ ✷✵ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠
❛rr❛② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❘❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛s s✉♠♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❧❡ss ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡❡
❡st✐♠❛t♦rs ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✽✮✿

✶✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✽✮

✷✳ ▼❡❛♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✼✾✮✮ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❣r❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✽✮

✸✳ ▼❡❛♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❜❧❛❝❦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✽✮

❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭r❡❞✮ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✽✱ ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✽✿ P❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❜❧✉❡✱ ❣r❡❡♥✱ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭r❡❞✮

❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✲
✉r❡❞ ✇✐t❤ g1 ❛♥❞ g2✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✶✹✮ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s
✷✳✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✷✳✷✳ g1 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞
❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ ❤❡r❡ t♦ ✺✱✼✪✳ g2✐s t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r ♠❡❛♥ ❛♥❞
❡q✉❛❧s ✵✳✵✾ r❛❞✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✭✸✳✺✳✾✮ ❣✐✈❡s ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭t❤❛♥❦s
t♦ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✮✳

✭❛✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
✉s✐♥❣ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❣r❡❡♥✮ ✈s ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭r❡❞✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐ts tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❤✉s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ ❝❛rr② ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣✉❧s❡s ❛r❡ t❤✉s ❛❧s♦ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣❛r❞s t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✺✳✷✳✸✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s r❡❛❧❧②
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤✉s t♦ ✉s❡ s✉❝❤ ♣✉❧s❡s ✭♥♦♥
❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✮ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
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♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
❡✛❡❝t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ ❞♦♣♣❧❡r✐③❡❞ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜❛t❤②♠❡tr② ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ s✉✛❡rs ♠♦r❡ ❢r♦♠ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❈❲ s✐❣♥❛❧s✳ ❆❧❧ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❛✐♠s t❤✉s ❛t r❡❞✉❝✐♥❣ ✐t✳ ❚❤r❡❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❼ ❚r❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐♥ ❛ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭♠❡t❤♦❞ ✶✮❀

❼ ✜❧t❡r✐♥❣ ❜② ❛ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭♠❡t❤♦❞ ✷✮❀

❼ ✉s✐♥❣ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭♠❡t❤♦❞ ✸✮❀

♠❡t❤♦❞ ✶ ♠❡t❤♦❞ ✷ ♠❡t❤♦❞ ✸

❇❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥
r❡❞✉❝t✐♦♥

✐♠♣r♦✈❡❞

✐t ❞❡♣❡♥❞s ✭♠❛✐♥ ❧♦❜❡
✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡
❧❡✈❡❧ ❞❡❝r❡❛s❡s✮

✐♠♣r♦✈❡❞

❆❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡

r❡❞✉❝t✐♦♥

❞❛♠❛❣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❜②
❝❤♦♦s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❛♣❡r❡❞
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r

r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❜❡st

P♦ss✐❜❧❡
♥❡❡❞ t♦
♣r❡❞✐❝t
❉♦♣♣❧❡r
❡✛❡❝t
❜❡❢♦r❡
♠❛t❝❤❡❞
✜❧t❡r✐♥❣

◆♦ ◆♦ ❨❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧✳
❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s r❡❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✲

❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❞❡❧♦❜❡s ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ❜②
t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♣✉❧s❡ ✭tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣✉❧s❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❜❡tt❡r t♦ ❈❲✲♣✉❧s❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡ r♦❜✉st♥❡ss✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❋▼ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ■❢
♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤✉s r❡❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❝♦♥✈❡rs❡❧② t♦
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t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ✉♥❛❞❛♣t❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭✐♥ ❛ t❛♣❡r❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡ ✐s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✭❛❞❞✐t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦
♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ✜❧t❡r✳ ❆♥❞ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣✉❧s❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❞❡❧♦❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤
t❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♠❛✐♥
❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✇❡❡♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇❤✐❧❡ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡
❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t r❡❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❚❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣♦♦❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝✲q✉❛❧✐t② ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✲
tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❜❡✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞
♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ✐t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡t✲
r✐❝ q✉❛❧✐t② ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❧♦✇❡r s✐❞❡❧♦❜❡✱ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝
r❡s✉❧t ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡✳ ❆♥❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❧♦st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s❡♥s✐t✐✈❡♥❡ss t♦ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t
r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❜❡s✐❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♣❧❛t❢♦r♠
♠♦t✐♦♥✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ②❡t ✭■t ♠❛② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣✮ ✳





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❧❛t❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❇❊❙ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s✇❛t❤ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♦❝❡❛♥ ♠❡❞✐✉♠ ✈✐❛ ♣✉❧s❡✲❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✮✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♠♦r❡✲♣♦✇❡r❢✉❧✱ s❤♦rt❡r
♥♦♥✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✐s t❤✉s
✐♠♣r♦✈❡❞✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✉s❡ ❛❞♠✐tt❡❞❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s♦✉♥❞❡r ❛♥❣✉❧❛r s✇❛t❤ ✇❤✐❝❤
✐s ❜✉r✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❲✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛❧✐t②
❢r♦♠ ▼❇❊❙ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❋▼✮ ✭❢♦r ♠✐❞❞❧❡ s✇❛t❤✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦✐s✐❡r ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛✈❡ ✭❈❲✮✳ ■t ✐s ❝♦♥tr❛r② t♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✉s❡ ❤❛s
♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ▼❇❊❙ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ P❤❉ ✇♦r❦✿ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ❝❛✉s❡s
❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✉s❡s ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡✱ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s
✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❛s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♣❧❛② ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♦♥
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❈❲ ♦r ❋▼ ✉s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧s✱
t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼ ✉s❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s
✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❆ ♠❡t✐❝✉❧♦✉s st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❈❲ ❛♥❞ ❋▼ s✐❣♥❛❧✳ ■❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ♥♦
st✉❞② ✭❜❡❢♦r❡ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s
st✉❞② ❤❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝ts ❈❲ s✐❣♥❛❧ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ♦♥ s❡❛✢♦♦r
❛♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✉♥❦♥♦✇♥ ❡✛❡❝t✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡❛❧❧② ❧♦✇ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢❡❧t ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ❜❡❛♠s
✭✇❤❡r❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s✮✳ ■t ❤❛s t❤✉s ♥♦t ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞♦✉❜❧❡❀ t❤❡② ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
❜✐❛s ✐♥ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ st❡❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❈❲✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ❛ t✐♠❡ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t✐♠❡
❜✐❛s ✐s ✇❡❧❧ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t t❤❛♥
❈❲✳ ■♥❞❡❡❞ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r st✉❞②✱ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❋▼ s✐❣♥❛❧ ❛♣♣❡❛rs r❡❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❈❲✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡
❝❛✉s❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❋▼ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❈❲ ♣✉❧s❡ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s✳ ❚❤❡s❡ s✐❞❡ ❧♦❜❡s ❜r✐♥❣ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ♥♦✐s❡
♦♥ ✭♦r ✐♥t❡r❢❡r❡s ✇✐t❤✮ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✭❢r♦♠ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✮✳

✶✷✾



✶✸✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✭❢r♦♠ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❞❡❧♦❜❡✮ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼
s✐❣♥❛❧✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❈❲ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤r❡❡
s✉♣♣♦rts✿ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ■❢ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❣r❡❡✱ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✈❡r❣❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣
s❡❛❜❡❞ ❧❛②❡r ♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡❛ r❡❝♦r❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡
❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❋▼ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❞❡ ❧♦❜❡s ✭✈✐❛
❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳

■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✐❞❡❧♦❜❡s ✭❢r♦♠
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
s✐❣♥❛❧✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✭✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✮✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ str♦♥❣❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❛♣❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡
str♦♥❣❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✇❛s ♣r❡✲
❞♦♠✐♥❛♥t✱ t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② s❡❝t♦rs ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ❛t r❡❝❡♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✭❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❧❛st ♦♥❡ ✇❛s ♥♦t ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❛②❡r ♣r❡s❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤✉s
❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡♥✐✲
❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡ ❧♦❜❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ✐s
❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣❛✐♥s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜✉t ❧♦♦s❡s
♦♥ ♠❛✐♥❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥
t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✜❧t❡r✐♥❣
✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣♦❛❧✿ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ❢♦r ❛♥② ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❛✲
t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✇❛t❤✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❦❡❡♣
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡ ✐s t❤✉s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣✉❧s❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣✉❧s❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❞❡❧♦❜❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣✉❧s❡ ✐s r❡❛❧❧② ♣r♦♠✐s✐♥❣✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s✐❣♥❛❧ ♥❡❡❞s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s♦✉♥❞❡r s②st❡♠s✳ ❆♥❞ t❤✐s ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P❤❉ ✇♦r❦✮✳ ■t ♠❛②❜❡
s✉✛❡rs✱ ✐♥ r❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ✭❧♦st ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ♦r ❛t
tr❛♥s❞✉❝❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❚♦ ❦❡❡♣ ✐ts ✐♥t❡r❡st✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡
❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜❡❢♦r❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞
♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✮✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ t❡sts r❡♠❛✐♥
t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣ ❝♦✉❧❞ s✉r❡❧② ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❙t❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ t❤❡♦r❡♠

❆✳✶ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

s(t) = a(t)e2πjω(t) ✭❆✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ω(t) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛
t②♣❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r t❤❡♥ ω(t) ✐s ω(t) = fct+B/2Tt

2✳ u(t) ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

S(ν) =

ˆ +∞

−∞
a(t)e−2πj(νt−ω(t))dt ✭❆✳✶✳✷✮

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❬❈♦♦✱ ✶✾✾✸✱ ❈✉r✱ ✶✾✾✶❪ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆✳✶✳✷✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠✳ ❲❤❡♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢❛st t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧
✭s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧♦♥❣✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❝❝✉rs
✇❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❧♦✇ ♦r ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧✳

− 2π
d

dt
(νt− ω(t)) = 0 ⇔ ν = ω′(t) ✭❆✳✶✳✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ω′(t) 6= cst ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② νk ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥✭❆✳✶✳✸✮ ❣✐✈❡s
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t✭s✮tk ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
νk ❜② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ νk = ω′(tk)✮✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t✭s✮ ✇❤✐❝❤ ♠♦st❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡✭s✮ ❛t t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② νk ✐s✴❛r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥tstk s♦ t❤❛t t❤❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ω(t) ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ str❛✐❣❤t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ νkt✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥✭❆✳✶✳✸✮ ✐s ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s
♦❢t❡♥ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ t t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ν s♦ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❣✐✈❡♥ νk ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥st❛♥t tk ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❆t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② νk✱ ❛s ✐t ✇❛s s❛✐❞✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ tk,1, tk,2...tk,N ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t

✶✸✶
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t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tk,i✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❆✳✶✳✷✮ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛rνk ✱ ♦♥❧② ✐♥st❛♥ts ❝❧♦s❡ t♦ tk
✭✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❆✳✶✳✸✮✮ ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❜② ❣♦✐♥❣ ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ t♦ tk
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♥✉❧❧✮✳

S(νk) =

ˆ tk+ǫ

tk−ǫ
a(t)e−2πj(νkt−ω(t))dt ✭❆✳✶✳✹✮

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛ ❧✐♠✐t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ t❡r♠ vkt − ω(t) ♥❡❛r❜② t❤❡
✐♥st❛♥t tk ✭❆✳✶✳✺✮

νkt− ω(t) = νktk − ω(tk) + (νk − ω′(tk))︸ ︷︷ ︸
=0

(t− tk)−
ω′′(tk)

2
(t− tk)

2 ✭❆✳✶✳✺✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ǫ ❧♦✇✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ t❡r♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡❧②✲❡♥♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡
✜rst ♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ♥✉❧❧
✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳

▲❡t ✉s ❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s st❛t✐♥❣ t❤❛t ω′′(tk) 6= 0✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❛❧✇❛②s
✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❆✳✶✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢
u(t) ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧s t♦ u(tk)
♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✮

S(νk) = a(tk)e
−2πj(vktk−ω(tk))

ˆ tk+ǫ

tk−ǫ
e2πj

ω′′(tk)

2
(t−tk)2dt ✭❆✳✶✳✻✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡
√

2ω′′(tk)(t− tk) = y

S(νk) =
a(tk)√
2ω′′(tk)

e−2πj(vktk−ω(tk))2
ˆ

√
2ω′′(tk)ǫ

0
ej

πy2

2 dt ✭❆✳✶✳✼✮

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❜♦r♥ ✐s ❤✐❣❤
❡♥♦✉❣❤✳ ❆♥❞ ✐t t❤✉s ❝♦♥❞✉❝ts t♦✿

S(νk) =
a(tk)√
ω′′(tk)

e−2πj(vktk−ω(tk))ej
π
4 ✭❆✳✶✳✽✮

❇② ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ νk ✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t✐♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭ν = ω′(t)✮
✐s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡
✈❡rs❛✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ tν = [ω′]−1(ν)✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S(ν) =
a(tν)√
ω′′(tν)

e−2πj(vtν−ω(tν))ej
π
4 ✭❆✳✶✳✾✮

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

|S(ν)|2 = a(tν)
2

|ω′′(tν)|
✭❆✳✶✳✶✵✮
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❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✳✶✵✮ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛ q✉✐❝❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
s❤❛♣❡ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡ ❛♥❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡✳ ❇✉t✱
✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ st❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡
s❤❛♣❡s ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳

❊①❛♠♣❧❡✿ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❈❤✐r♣✮

▲❡t ✉s t❛❦❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❤✐r♣ ✭❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❆✳✶✳✶✶✮

{
a(t) = Π( tT )

ω(t) = fct+
B
2T t

2 ✭❆✳✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡Π(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s ✶ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [−1
2 : 1

2 ] ❛♥❞ ✵
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✶✳✸✮ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s
ν = ω′(t) = fc +

B
T t ✳ ✭t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✮✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s

tν = T/B(ν − fc)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ✭❆✳✶✳✶✵✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ♠❡t❤♦❞✳

|S(ν)| = Π(
ν − fc
B

)

√
T

B
✭❆✳✶✳✶✷✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❆✳✶✳✶✷✮ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲
❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝❤✐r♣ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡q✉❛❧
t♦ ❇ ✭✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❇✳❚ ✐s ❤✐❣❤✮✳

❆✳✷ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ω′′(t) = dν
dt , t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ✭❆✳✶✳✶✵✮❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ s❤❛♣❡s✳

|S(ν)|2dν = a(t)2dt ✭❆✳✷✳✶✮

❆♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ν ❛♥❞ t ✭t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
♦✉t ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✭❆✳✷✳✷✮

ˆ ν

−∞
|S(f)|2df =

ˆ t

−∞
u(τ)2dτ ✭❆✳✷✳✷✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✳✷✮ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡s ❛s
r❡q✉✐r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω(t) ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦❧✈✐♥❣ ✭❆✳✷✳✷✮ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ν ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ✭❛s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ t❤❛t ν(t) = ω′(t) ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ω(t) ✐s ❢♦✉♥❞✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❇

■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

st❛t✐st✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥✲
❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ✐♥ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝❡❧❧✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❝♦♥✜r♠s t❤✐s ●❛✉ss✐❛♥ st❛t✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❬❍❡❧✱ ✷✵✵✸✱ ❍❡❧✱✶✾✾✽✱
❈❤❡✱ ✷✵✵✹❪✳ ♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆♥❞ t❤✉s✱ t❤❡
s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✮ ♣❧✉s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ ❤❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ●❛✉ss✐❛♥
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜②✿

{
Sa = xa + iya = rae

iϕa

Sb = xb + iyb = rbe
iϕb

✭❇✳✵✳✶✮

❲❤❡r❡ xi ❛♥❞ yi ❛r❡ ③❡r♦s ♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s ri ♣r❡s❡♥ts ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r σ2 ✭❡q✉❛❧ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❡♥s♦rs s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s st❛t✐st✐❝s ❤❛✈❡
s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✮ ❛♥❞ ϕi ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ −π ❛♥❞ π✳ ■t ✐s r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t ✇❡
s❡❛r❝❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ✭❞❡♥s✐t②✱ ♠❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ∆φ ❞❡✜♥❡❞
❛s ∆φ = arg(SaS

∗
b ) = ϕa − ϕb✳ ■ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❬P✉❥✱ ✷✵✵✼❪✳

❇✳✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②

❚❤❡ ✈❡❝t♦r S = [Sa Sb]❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✭✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥
❞❡♥s✐t②✮✿

f(S) =
1

π2|K| exp
(
−SK−1S∗) ✭❇✳✶✳✶✮

❲❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r S ❛♥❞|.|❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱
t❤❡ st❛r ♦♣❡r❛t♦r ∗ ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ ❛♥
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✭xi❛♥❞ yi✮ ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ 〈.〉 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛r❡✿

✶✸✺
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❈❆▲❈❯▲❆❚■❖◆

{
〈Sa〉 = 〈Sb〉 = 0

〈SaS∗
a〉 = 〈SbS∗

b 〉 = σ2
✭❇✳✶✳✷✮

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ✇r✐t✐♥❣ ✭K✮✳

η =
〈SaS∗

b 〉√〈
SaS∗

b

〉 〈
SbS

∗
b

〉 = µeiψ ✭❇✳✶✳✸✮

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✳✸✮✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ ❛s ✐t ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✳✹✹✮✱
✐s ✉s❡❞✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

K = 〈SS∗〉 =
[
〈SaS∗

a〉 〈SaS∗
b 〉

〈SbS∗
a〉 〈SbS∗

b 〉

]
= σ2

[
1 η
η∗ 1

]
✭❇✳✶✳✹✮

■ts ✐♥✈❡rs❡ ✐s✿

K−1 =
1

σ2(1− µ2)

[
1 −η

−η∗ 1

]
✭❇✳✶✳✺✮

❚❤✉s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥✭❇✳✶✳✶✮ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ S ✐s✿

f(Sa, Sb) =
1

π2σ4(1− µ2)
exp

(
− 1

σ2(1− µ2)
(SaS

∗
a + SbS

∗
b − 2R{η∗SaS∗

b }
)

✭❇✳✶✳✻✮

❲❤❡r❡ R ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt✳
❇② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❙ ✐♥ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛s ✐♥ ✭❇✳✵✳✶✮ ✭❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

ra, rb, ϕa❛♥❞ ϕb✮ ✭❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❜❡✐♥❣ rarb✮ ✐t ❧❡❛❞s t♦✿

f(ra, rb, ϕa, ϕb) =
rarb

π2σ4(1− µ2)
exp

(
− 1

σ2(1− µ2)

(
r2a + r2b − 2rarbµ cos(ϕa − ϕb − ψ)

))

✭❇✳✶✳✼✮
❍❡r❡ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿

[0 +∞[×]−∞+∞[ → [0 +∞[×[0 +∞[
(
z
v

)
→
(
ra
rb

)
=

(
1√
2

√
σ2(1− µ2)z1/2 exp v

2
1√
2

√
σ2(1− µ2)z1/2 exp v

2

)
✭❇✳✶✳✽✮

✇❤♦s❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s σ2(1− µ2)/4

f(z, v, ϕa, ϕb) =
z

2π2
(1− µ2)

4
exp

(
−1

2
(z exp(v) + z exp(−v)− 2zµ cos(ϕa − ϕb − ψ))

)

✭❇✳✶✳✾✮
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❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ v ❛♥❞ z ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ϕa
❛♥❞ϕb✐s ❢♦✉♥❞ ❛s✿

f(ϕa, ϕb) =
(1− µ2)

8π2

ˆ +∞

0
z exp (zY )

t✇✐❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥︷ ︸︸ ︷
ˆ +∞

−∞
exp− (z cosh(v)) dv dz

=
(1− µ2)

4π2

ˆ +∞

0
z exp (zY )K0(z)dz

=
(1− µ2)

4π2

[
1

1− Y 2
+

Y

(1− Y 2)3/2

(π
2
+ asinY

)]
✭❇✳✶✳✶✵✮

❲❤❡r❡

Y = µ cos(ϕa − ϕb − ψ) = µ cos(∆φ− ψ) ✭❇✳✶✳✶✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Sa ❛♥❞ Sb✐s

f(∆φ) =

ˆ 2π

0
f(∆φ, ϕ)dϕ

=
(1− µ2)

2π

[
1

1− Y 2
+

Y

(1− Y 2)3/2

(π
2
+ asinY

)] ✭❇✳✶✳✶✷✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ µ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❞r♦♣s t♦ ✵✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
t✇♦ s✐❣♥❛❧s t❡♥❞s t♦ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✲π t♦π✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❡✈✐❞❡♥t ✐❢ t❤❡ t✇♦
s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❝♦❤❡r❡♥t ♣❛rt✱ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♥ t❛❦❡
❛♥② ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✲π ❛♥❞ π ✇✐t❤ ❡q✉✐✲❝❤❛♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❛❝❤❡s ♦♥❡ t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t♦ ❛ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ψ✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ψ ✐s ♥✉❧❧✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t µ✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ µ✱ t❤❡ ♠♦r❡ s♣r❡❛❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✭✉♥t✐❧
r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐✲♣r♦❜❛❜❧❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ µ = 0✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r✮ ✐s t❤✉s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦✳

❇✳✷ P❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❊①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢〈∆φ〉✐s✿

〈∆φ〉 =
ˆ π

−π
∆φ f(∆φ) d∆φ ✭❇✳✷✳✶✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❚♦✉✱ ✶✾✾✺❪ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (∆φ) ❛s✿

F (∆φ) = ∆φ− 1

2
(π

∂

∂∆φ
asin(µ cos∆φ) +

∂

∂∆φ
[asin(µ cos∆φ)]2

= ∆φ+
µ sin∆φ√

1− (µ cos∆φ)2

[π
2
+ asin (µ cos∆φ)

] ✭❇✳✷✳✷✮
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❈❆▲❈❯▲❆❚■❖◆

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
♦❢ ∆φ ✭f(∆φ)✮

1

2π

∂F (∆φ)

∂∆φ
= f(∆φ+ ψ) ✭❇✳✷✳✸✮

Pr♦♦❢✳ ✇✐t❤ Y2 = µ cos(∆φ) ✿

∂F (∆φ)

∂∆φ
= 1 +

Y2
√
1− Y 2

2 − Y2(µ sin∆φ)2√
1−Y 2

2

1− Y 2

[π
2
+ asin (µ cos∆φ)

]
− (µ sin∆φ)2

1− (µ cos∆φ)2

= 1 +
Y2
(
1− Y 2

2

)
− Y2 (µ sin∆φ)

2

(
1− Y 2

2

)3/2
[π
2
+ asinY2

]
− (µ sin∆φ)2

1− Y 2
2

=
1− (µ cos∆φ)2 − (µ sin∆φ)2

1− Y 2
2

+
Y2
(
1− Y 2

2

)
− Y2 (µ sin∆φ)

2

(
1− Y 2

2

)3/2
[π
2
+ asinY2

]

=
(
1− µ2

)
[

1

1− Y 2
2

+
Y2(

1− Y 2
2

)3/2
[π
2
+ asinY2

]]
= 2πf(∆φ+ ψ)

✭❇✳✷✳✹✮

❚❤❡♥ ❜② ✜rst❧② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ❛ ♣❛rts ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
∆φ✐s ✿

〈∆φ〉 =
ˆ π−ψ

−π−ψ
(∆φ+ ψ) f(∆φ+ ψ) d∆φ

= ψ +
1

2π

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ

= ψ +
1

2π
[∆φF (∆φ)] π−ψ−π−ψ −

ˆ π−ψ

−π−ψ
F (∆φ) d∆φ

✭❇✳✷✳✺✮

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢〈∆φ〉✐s✿

〈∆φ〉 =
ˆ π

−π
∆φ f(∆φ) d∆φ ✭❇✳✷✳✻✮

❚❤❡♥ ❜② ✜rst❧② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ❛ ♣❛rts ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
∆φ❋✐❧❡

〈∆φ〉 =
ˆ π−ψ

−π−ψ
(∆φ+ ψ) f(∆φ+ ψ) d∆φ

= ψ +
1

2π

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ

= ψ +
1

2π

(
[∆φF (∆φ)] π−ψ−π−ψ −

ˆ π−ψ

−π−ψ
F (∆φ) d∆φ

)
✭❇✳✷✳✼✮
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F ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥✭❇✳✷✳✷✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✷✳✼✮ ✐s

[∆φF (∆φ)] π−ψ−π−ψ = (π − ψ)F (π − ψ) + (π + ψ)F (−π − ψ)

= (π − ψ)


π − ψ +

µ sinψ√
1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]



+ (π + ψ)


−π − ψ +

µ sinψ√
1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]



= 2π
µ sinψ√

1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]
− 4πψ

✭❇✳✷✳✽✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✷✳✼✮ ✐s✿

ˆ π−ψ

−π−ψ
F (∆φ) d∆φ =

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ− π

2

∂

∂∆φ
asin(µ cos∆φ) d∆φ

+
1

2

∂

∂∆φ
[asin(µ cos∆φ)]2 d∆φ

=
1

2

[
∆φ2

] π−ψ
−π−ψ − π

2
[asin(µ cos∆φ)] π−ψ−π−ψ

+
1

2

[
asin(µ cos∆φ)2

] π−ψ
−π−ψ

= −2πψ

✭❇✳✷✳✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗
b ✐s✿

〈∆φ〉 = ψ +
1

2π

(
[∆φF (∆φ)] π−ψ−π−ψ −

ˆ π−ψ

−π−ψ
F (∆φ) d∆φ

)

= ψ +
µ sinψ√

1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]
− 2ψ + ψ

=
µ sinψ√

1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]

=
µ sinψ√

1− (µ cosψ)2
[acos (µ cosψ)]

✭❇✳✷✳✶✵✮

❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❞r♦♣s t♦ ✵✱ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ✵ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ψ✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t t❡♥❞s t♦ ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡
✐s ❜❡t✇❡❡♥ −π❛♥❞ π ✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❡♥❞s t♦ ✶✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ψ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❛❝❦ t❤❛t ✐❢ ψ ❡q✉❛❧s
③❡r♦s ✭❝❛s❡ ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✮ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✳



✶✹✵
❆PP❊◆❉■❳ ❇✳ ■◆❚❊❘❋❊❘❖▼❊❚❘■❈ P❍❆❙❊ ❉■❋❋❊❘❊◆❈❊ ❙❚❆❚■❙❚■❈❙

❈❆▲❈❯▲❆❚■❖◆

■❢ ψ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
♦❢ ψ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐s ❜✐❛s✳ ✭✐✳❡ 〈argSaS∗

b 〉 6=
arg 〈SaS∗

b 〉✮ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦♣❡r❛t♦r 〈.〉 ♣r♦❝❡ss❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r arg{.} ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❛ s♠♦♦t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r arg{.} ✐s ♣r♦❝❡ss
❜❡❢♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ SaS∗

b ✐s r❡❛❧❧②
♥♦✐s② ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❥✉♠♣ ♦✈❡r π ♦r ❜❡❧♦✇ −π✳ ■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ψ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❤❛s ♠♦r❡ ❝❤❛♥❝❡s t♦ ❥✉♠♣ ♦✈❡r π✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r arg{.}
✐s ❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞✉❧♦ 2π t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s ♣✉❧❧❡❞ ❞♦✇♥✳ ❆♥❞ t❤✉s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜✐❛s❡❞✳

❇✳✸ P❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❱❛r✐❛♥❝❡

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

var {∆φ} =
〈
∆φ2

〉
− 〈∆φ〉2 ✭❇✳✸✳✶✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

〈
∆φ2

〉
⊜

ˆ π

−π
∆φ2 f(∆φ) d∆φ

=

ˆ π−ψ

−π−ψ
(∆φ+ ψ)2 f(∆φ+ ψ) d∆φ

= ψ2 +
ψ

π

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ+

1

2π

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ2

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ

= ψ2 + 2ψ (〈∆φ〉 − ψ) +
1

2π

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ2

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ

✭❇✳✸✳✷✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♣❛rt✿

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ2

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ =

[
∆φ2F (∆φ)

] π−ψ
−π−ψ − 2

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ F (∆φ) d∆φ ✭❇✳✸✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s✿
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[
∆φ2F (∆φ)

] π−ψ
−π−ψ = (π − ψ)2 F (π − ψ)− (π + ψ)2 F (−π − ψ)

= (π − ψ)2


π − ψ +

µ sinψ√
1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]



− (π + ψ)2


−π − ψ +

µ sinψ√
1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]



= −4πψ
µ sinψ√

1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]
+ 2π3 − 6πψ2

✭❇✳✸✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✿

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φF (∆φ) d∆φ =

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ2 − π

2
∆φ

∂

∂∆φ
asin(µ cos∆φ)

− 1

2
∆φ

∂

∂∆φ
asin(µ cos∆φ)2d∆φ

✭❇✳✸✳✺✮

❚❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧✿
❋✐rst ♦♥❡✿

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ2d∆φ = 2

π3

3
+ 2ψ2π ✭❇✳✸✳✻✮

❙❡❝♦♥❞ ♦♥❡✿

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ

∂

∂∆φ
asin(µ cos∆φ)d∆φ = [∆φasin(µ cos∆φ)] π−ψ−π−ψ

−
ˆ π−ψ

−π−ψ
asin(µ cos∆φ)d∆φ

= −2πasin(µ cosψ) + 12ψ2

✭❇✳✸✳✼✮

❚❤✐r❞ ♦♥❡✿

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ

∂

∂∆φ
asin(µ cos∆φ)2d∆φ =

[
∆φasin(µ cos∆φ)2

] π−ψ
−π−ψ

−
ˆ π−ψ

−π−ψ
asin(µ cos∆φ)2d∆φ

= 2π [asin(µ cosψ)]2 − π

+∞∑

i=1

µ2i

i2

✭❇✳✸✳✽✮

❇② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s
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ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φF (∆φ) d∆φ = 2

π3

3
− 4ψ2π + π2asin(µ cosψ)

− π [asin(µ cosψ)]2 +
π

2

+∞∑

i=1

µ2i

i2

✭❇✳✸✳✾✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ✿

1

2π

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ2

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ =− 2ψ

µ sinψ√
1− (µ cosψ)2

[π
2
− asin (µ cosψ)

]
+
π2

3
+ ψ2

− πasin(µ cosψ) + asin(µ cosψ)− 1

2

+∞∑

i=1

µ2i

i2

✭❇✳✸✳✶✵✮
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡

〈
∆φ2

〉
✐s

〈
∆φ2

〉
= ψ2 + 2ψ (〈∆φ〉 − ψ) +

1

2π

ˆ π−ψ

−π−ψ
∆φ2

∂F (∆φ)

∂∆φ
d∆φ

=
π2

3
− πasin(µ cosψ) + asin(µ cosψ)− 1

2

+∞∑

i=1

µ2i

i2

✭❇✳✸✳✶✶✮

❆♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s✿

var {∆φ} =
〈
∆φ2

〉
− 〈∆φ〉2

=
π2

3
− πasin(µ cosψ) + asin(µ cosψ)− 1

2

+∞∑

i=1

µ2i

i2

− µ2 sin2 ψ

1− (µ cosψ)2

[
π2

4
− πasin (µ cosψ) + [asin (µ cosψ)]2

]

=
1− µ2

1− (µ cosψ)2

[
π2

4
− πasin (µ cosψ) + [asin (µ cosψ)]2

]
+
π2

3
− π2

4
− 1

2

+∞∑

i=1

µ2i

i2

=
1− µ2

1− (µ cosψ)2

[
π2

4
− πasin (µ cosψ) + [asin (µ cosψ)]2

]
+
π2

12
− 1

2

+∞∑

i=1

µ2i

i2

=
1− µ2

1− (µ cosψ)2

[
π2

4
− πasin (µ cosψ) + [asin (µ cosψ)]2

]
+

1

2

+∞∑

i=1

1− µ2i

i2

✭❇✳✸✳✶✷✮
t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❬P✉❥✱ ✷✵✵✼✱ ❙✐♥✱ ✷✵✵✷✱ ❖❧✐✱ ✶✾✾✻❪✿

var {∆φ} =
1− µ2

1− (µ cosψ)2

(
π2

4
− πasin (µ cosψ) + [asin (µ cosψ)]2

)
+

1

2

∞∑

i=1

1− µ2i

i2

✭❇✳✸✳✶✸✮
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❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ♥✉❧❧ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s π2/3 ✭✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ −π ❛♥❞ π✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉❛❧✐♥❣ ✵ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s
❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t µ = 1✳ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆φ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s





❆♣♣❡♥❞✐① ❈

P❤❛s❡ r❛♠♣ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦✐s② ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✇❤♦s❡ ♥♦✐s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥✉❧❧ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s σ✳
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∆φ(t) = αt+ β + n(t) ✭❈✳✵✳✶✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ α❛♥❞ β ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ s♦ t❤❛t✿

[â, b̂] = min
a,b

N∑

i=1

e2i = min
a,b

N∑

i=1

(∆φ(ti)− ati − b)2 ✭❈✳✵✳✷✮

❍❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ N s❛♠♣❧❡s✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s✿




â =

∑N
i=1(∆φ(ti)−∆̃φ)(ti−t̃)∑N

i=1(ti−t̃)2
= α+

∑N
i=1(ni−ñ)(ti−t̃)∑N

i=1(ti−t̃)2

b̂ = ∆̃φ− ât̃ = β + (α− â)t̃+ ñ
✭❈✳✵✳✸✮

❲❤❡r❡ ∆̃φ❛♥❞ t̃❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✳ ∆̃φ = 1

N

∑N
i=1∆φ(ti) ❛♥❞ t̃ =

1
N

∑N
i=1 ti✳ ❋r♦♠ ●❛✉ss✲▼❛r❦♦✈ t❤❡♦r❡♠✱

t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs â❛♥❞ b̂ ✐s t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❡❛r ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ α ❛♥❞β✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡✿




〈â〉 = α+

∑N
i=1〈(ni−ñ)〉(ti−t̃)∑N

i=1(ti−t̃)2
= α

〈
b̂
〉

= β + 〈(a− â)〉 t̃+ 〈ñ〉 = β
✭❈✳✵✳✹✮

❚❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡✿





〈
(â− α)2

〉
=

∑N
i=1

∑N
j=1〈(ni−ñ)(nj−ñ)〉(ti−t̃)(tj−t̃)

[
∑N

i=1(ti−t̃)2]
2 =

σ2
∑N

i=1(ti−t̃)2−σ2

N [
∑N

i=1(ti−t̃)]
2

[
∑N

i=1(ti−t̃)2]
2

= σ2
∑N

i=1(ti−t̃)2

〈(
b̂− β

)2〉
=
〈
(α− â)2

〉
t̃2 +

〈
ñ2
〉
+ 2 〈(α− â)ñ〉 t̃ = σ2 t̃2∑N

i=1(ti−t̃)2
+ σ2

N

✭❈✳✵✳✺✮

✶✹✺
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■♥❞❡❡❞〈(α− â)ñ〉 = −
∑N

i=1(〈niñ〉−〈ñ2〉)(ti−t̃)∑N
i=1(ti−t̃)2

= 0

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ∆̂φ(t) = ât + b̂ ✐s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✳

■♥❞❡❡❞ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❤❛s❡ r❛♠♣
〈
∆̂φ(t)

〉
= 〈â〉 t+

〈
b̂
〉
= αt+ β✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❡st✐♠❛t♦r ∆̂φ(t) ✐s✿

〈(
∆̂φ(t)−

〈
∆̂φ(t)

〉)2〉
=

〈(
(â− α) t+ b̂− β

)2〉
=
〈
(â− α)2

〉
t2 +

〈(
b̂− β

)2〉
+ 2t

〈
(â− α)

(
b̂− β

)〉

=
〈
(â− α)2

〉
t2 +

〈(
b̂− β

)2〉
+ 2t

[
−
〈
(â− α)2

〉
t̃+ 〈(α− â)ñ〉

]

=
σ2

∑N
i=1(ti − t̃)2

t2 +
σ2t̃2

∑N
i=1(ti − t̃)2

+
σ2

N
− 2t t̃

σ2
∑N

i=1(ti − t̃)2

= σ2

[
(t− t̃)2

∑N
i=1(ti − t̃)2

t2 +
1

N

]

✭❈✳✵✳✻✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✳
❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❡♥t❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✳
❙♦ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❧❡ss ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛t t❤✐s ✐♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛①✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s✿

〈
(τ̂ − τ)2

〉
=

〈(
∆̂φ(τ)−

〈
∆̂φ(τ)

〉)2〉

α2
≥ σ2

α2N

✭❈✳✵✳✼✮

■❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡ st❛♥❞✲
❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✭s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❜❪✮✿

std {τ̂} =
std {∆φ}
α
√
N

✭❈✳✵✳✽✮

❆♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ r❛♠♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σ̂2 =
1

N − 2

N∑

i=1

e2i =
1

N − 2

N∑

i=1

(
∆φ(ti)− âti − b̂

)2
✭❈✳✵✳✾✮

■♥❞❡❡❞



✶✹✼

〈
N∑

i=1

(
∆φ(ti)− âti − b̂

)2
〉

=

N∑

i=1

〈(
(α− â) ti −

(
β − b̂

)
+ ni

)2〉

=

N∑

i=1

[〈
(α− â)2

〉
t2i +

〈(
β − b̂

)2〉
+
〈
n2i
〉

+2
〈
(α− â)

(
β − b̂

)〉
ti + 2 〈(α− â)ni〉 ti + 2

〈
ni

(
β − b̂

)〉]

=

N∑

i=1

[
σ2

∑N
i=1(ti − t̃)2

t2i +
σ2

∑N
i=1(ti − t̃)2

t̃2 +
σ2

N
+ σ2

−2
σ2

∑N
i=1(ti − t̃)2

t̃ti − 2
σ2

∑N
i=1(ti − t̃)2

(ti − t̃)2 − 2
σ2

N

]

= σ2

[∑N
i=1(ti − t̃)2

∑N
i=1(ti − t̃)2

+N − 2

∑N
i=1(ti − t̃)2

∑N
i=1(ti − t̃)2

− 1

]
= (N − 2)σ2

✭❈✳✵✳✶✵✮





❆♣♣❡♥❞✐① ❉

▼❛t❝❤❡❞ ❋✐❧t❡r ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ▲✐♥❡❛r
❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭❈❤✐r♣✮ ✇❤♦s❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

s(t) = e2πi(fct+
B
2T
t2) ❢♦r− T/2 ≤ t ≤ T/2, ♦t❤❡r✇✐s❡❂✵ ✭❉✳✵✳✶✮

❍❡r❡ t❤❡ ❝❤✐r♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇❤♦s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s T
❚❤❡ r❡s✉❧t ❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s✿

w(t) =

ˆ +∞

−∞
s(u)s(u− t)du ✭❉✳✵✳✷✮

❚❤❡ r❡s✉❧t ❛❢t❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s✿

w(t) =

ˆ +∞

−∞
s(ku)s(u− t)du ✭❉✳✵✳✸✮

❉✳✶ ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❉♦♣♣❧❡r

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❡r❡ s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t ✿ s✐♥❝❡
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛r❡ ♥♦t ♥✉❧❧✮ ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ r❡s♣❡❝t❛❜❧②
♦♥ 0 ❛♥❞ t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬❍❡✐✱ ✷✵✵✹❪ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡❧♦✇✳

■❢ ✕T/2 < T/2+ t < T/2✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s −T < t < 0 t❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s✿

w(t) =

ˆ T/2+t

−T/2
s(u)s(u− t)du ✭❉✳✶✳✶✮

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦✿

✶✹✾
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w(t) =

ˆ T/2+t

−T/2
e2πi(fcu+

B
2T
u2)e−2πi(fc(u−t)+ B

2T
(u−t)2)du

= e2πi(fct−
B
2T
t2)
ˆ T/2+t

−T/2
e2πi(

B
2T

2ut)du

= e2πi(fct−
B
2T
t2) [e

2πi B
2T

2t(T/2+t) − e−2πi B
2T

2t(T/2)]

2πBT t

= e2πifct
[e2πi

B
2T
t(T+t) − e−2πi B

2T
t(T+t)]

2πBT t

= e2πifct(t+ T )sinc

(
2π

B

2T
t(T + t)

)

✭❉✳✶✳✷✮

❙❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✐❢ ✕T/2 < t−T/2 < T/2✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s 0 < t < T t❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
r❡s✉❧t ✐s✿

w(t) =

ˆ T/2

t−T/2
s(u)s(u− t)du ✭❉✳✶✳✸✮

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦✿

w(t) =

ˆ T/2

t−T/2
e2πi(fcu+

B
2T
u2)e−2πi(fc(u−t)+ B

2T
(u−t)2)du

= e2πi(fct−
B
2T
t2)
ˆ T/2

t−T/2
e2πi(

B
2T

2ut)du

= e2πi(fct−
B
2T
t2) [e

2πi B
2T

2t(T/2) − e−2πi B
2T

2t(T/2−t)]

2πBT t

= e2πifct
[e2πi

B
2T
t(T−t) − e−2πi B

2T
t(T−t)]

2πBT t

= e2πifct(T − t)sinc

(
2π

B

2T
t(T − t)

)

✭❉✳✶✳✹✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭❉✳✶✳✷✮ ❛♥❞✭❉✳✶✳✹✮ ✐t ❧❡❛❞s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
✐s✿

w(t) = e2πifctTΛ(
t

T
)sinc

(
2π
B

2
tΛ(

t

T
)

)
✭❉✳✶✳✺✮

✇❤❡r❡ Λ(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✶ ❛t ✵ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
♥✉❧❧ ✐❢ t ≤ −1 ♦rt ≥ 1
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❉✳✷ ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r

❚❤✐s ♣❛rt ❛✐♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r
❡✛❡❝t w(t) =

´ +∞
−∞ s(ηu)s(u− t)du ✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱❛♥❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s

✐t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡s A ❛♥❞ B ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳

w(t) =

ˆ +∞

−∞
s(ηu)s(u− t)du

=

ˆ +∞

−∞
e2πi(fcηu+

B
2T
η2u2)e−2πi(fc(u−t)+ B

2T
(u−t)2)1T (u− t)1T (ku)du

✭❉✳✷✳✶✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❢t❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s✿

w(t) =

ˆ +∞

−∞
e2πi(fc(1+α)u+

B
2T

(1+α)2u2)e−2πi(fc(u−t)+ B
2T

(u−t)2)1T (u− t)1T (ku)du

= e2πi(fct−
B
2T
t2)
ˆ +∞

−∞
e2πi(fcαu+

B
2T

2ut)e2πi(
B
2T

(2α+α2)u2)1T (u− t)1T (ku)du

✭❉✳✷✳✷✮

❇② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ e2πi(
B
2T

(2α+α2)u2)✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❛t fc ≫ B ❛♥❞ BT (η− 1) ≪ 1✳ ❆❝t✉❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤✐s t❡r♠ ❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ✐s s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐r♣ ♦♥❧② ♦♥ ✐ts ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭t❤❡ ❜❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❡q✉❛❧ t♦
B ✐♥st❡❛❞ t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ηB✮ ❛♥❞ ♦♥ ✐ts ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ T/η✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❤❛✈❡
t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ✵ ❛♥❞ t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s T/η ❛♥❞ T ✳

■❢ ✕T/2/η < T/2 + t < T/2/η✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s −T + αT/2 < t < −αT/2 t❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s✿

w(t) = e2πi(fct−
B
2T
t2)
ˆ T/2+t

✕T
2
(1−α)

e2πi(fcα+
B
T
t)udu

= e2πi(fct−
B
2T
t2) e

2πi(fcα+B
T
t)(T2 +t) − e−2πi(fcα+B

T
t)T

2
(1−α)

2πi
(
fcα+ B

T t
)

= e2πi(fct−
B
2T
t2)e2πi

1
2(fcα+

B
T
t)(t−αT/2) sin

[
π
(
fcα+ B

T t
)
(T + t− αT/2)

]

π
(
fcα+ B

T t
)

= e2πifc(1+
α
2
)te−2πiα

4
Bt sin

[
π
(
fcα+ B

T t
)
(T + t)− αBt/4

]

π
(
fcα+ B

T t
)

≈ e2πifc(1+
α
2
)t(T + t)sinc

[
π

(
fcα+

B

T
t

)
(T + t)

]

✭❉✳✷✳✸✮
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❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r
(
fcα+ B

T t
)
= 0 ✇❡ ✜♥❞ ❜❛❝❦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✐♠❡ s❤✐❢t δt = −αfcT/B = −ve+vr
c fcT/B ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡♥❡r❣② m = 1− αfc/B✳

■❢ ✕T/2/k < t − T/2 < T/2/k✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s αT/2 < t < T − αT/2 t❤❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s✿

w(t) = e2πi(fct−
B
2T
t2)
ˆ T

2
(1−α)

t−T/2
e2πi(fcα+

B
T
t)udu

= e2πi(fct−
B
2T
t2) e

2πi(fcα+B
T
t)T

2
(1−α) − e2πi(fcα+

B
T
t)(t−T/2)

2πi
(
fcα+ B

T t
)

= e2πi(fct−
B
2T
t2)e2πi

1
2(fcα+

B
T
t)(t−αT/2) sin

[
π
(
fcα+ B

T t
)
(T − t− αT/2)

]

π
(
fcα+ B

T t
)

= e2πifc(1+
α
2
)te−2πiα

4
Bt sin

[
π
(
fcα+ B

T t
)
(T − t)− αBt/4

]

π
(
fcα+ B

T t
)

≈ e2πifc(1+
α
2
)t(T − t)sinc

[
π

(
fcα+

B

T
t

)
(T − t)

]

✭❉✳✷✳✹✮

❆t t❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s✿

w(t) ==

ˆ +∞

−∞
s(ku)s(u− t)du ≈ e2πifc(1+

α
2
)tTΛ(

t

T
)sinc

[
π

(
fcα+

B

T
t

)
TΛ(

t

T
)

]
✭❉✳✷✳✺✮

❆s ✇❡ s❛✐❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❜❛❝❦ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❛♥❞ t❤❡
❧♦ss ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛❞ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥

(
fcα+ B

T t
)
= 0 ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

s❤✐❢t δt = −αfcT/B = −ve+vr
c fcT/B ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡♥❡r❣② m = 1− αfc/B✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❊

❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s Sa ❛♥❞ Sb ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤✐s s❝❛tt❡r❡rs✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧
s♣❡❡❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ♥❛rr♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❝❡♥t❡r✳ ❆♥❞ t❤❡ Sa ❛♥❞ Sb ❛r❡ ✿

Sa =

ˆ

∆x

axs

(
kr
ke

(t− τx)−
a

2c

1

ke
sin θx

)
dx

Sb =

ˆ

∆x

axs

(
kr
ke

(t− τx) +
a

2c

1

ke
sin θx

)
dx

✭❊✳✵✳✶✮

▲❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦♣♣❧❡r✐③❡❞ ❈❲ s✐❣♥❛❧s ✿

µ =

∣∣〈SaSb
〉∣∣

√〈
SaSa

〉 〈
SbSb

〉 ✭❊✳✵✳✷✮

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ t✐♠❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ t❡r♠ ✐s✿

〈
SaSb

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

∆x

s

(
kr
ke

(t− τx)−
a

2c

1

ke
(sin θx − kr sin θ)

)
s

(
kr
ke

(t− τx)−
a

2c

1

ke
(sin θx − kr sin θ)

)
dx

✭❊✳✵✳✸✮
❚❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✶✳✸ ✐s ♠❛❞❡✿





τx = τ0 +
2

c
sin θ0(x− x0) = τ0 + T

kr
ke

x− x0
∆x

sin θx = sin θ0 +
x− x0
H

cos3 θ0

✭❊✳✵✳✹✮

❇② t❛❦✐♥❣ t = τ0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t(sin θ0 − kr sin θ) = 0 ✭✇❤✐❝❤

✶✺✸



✶✺✹
❆PP❊◆❉■❳ ❊✳ ❈❖❍❊❘❊◆❈❊ ❈❖❊❋❋■❈■❊◆❚ ❈❆▲❈❯▲❆❚■❖◆ ■◆ ❚❍❊ ❈❆❙❊ ❖❋

❉❖PP▲❊❘

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✭❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ st❡❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡ ❜✐❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✮ ✿

〈
SaSb

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s

(
T
(x− x0)

∆x

kr
ke

(1− β
1

kr
)

)
s

(
T
(x− x0)

∆x

kr
ke

(
1 + β

1

kr

))
dx

=
〈
a2
〉 ∆x

T

ke
kr

ˆ

s

((
1− β

1

kr

)
t

)
s

((
1 + β

1

kr

)
t

)
dt

✭❊✳✵✳✺✮

❋✉t❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
〈
SaSa

〉
❛♥❞

〈
SbSb

〉
❣✐✈❡s✿

〈
SaSa

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s

(
T
(x− x0)

∆x

kr
ke

(1− β
1

kr
)

)
s

(
T
(x− x0)

∆x

kr
ke

(
1− β

1

kr

))
dx

=
〈
a2
〉 ∆x

T

ke
kr

(
1− β

1

kr

)
ˆ

|s|2 dt
✭❊✳✵✳✻✮

❆♥❞✿

〈
SbSb

〉
=
〈
a2
〉 ∆x

T

ke
kr

(
1 + β

1

kr

)
ˆ

|s|2 dt ✭❊✳✵✳✼✮

❚❤✉s

√〈
SaSa

〉 〈
SbSb

〉
≈
〈
a2
〉 ∆x

T

ke
kr

ˆ

|s|2 dt ✭❊✳✵✳✽✮

❆♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❡❝ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

µ =

´

s
((

1− β 1
kr

)
t
)
s
((

1 + β 1
kr

)
t
)
dt

´

|s|2 dt
✭❊✳✵✳✾✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r β ✐s st✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞❡✜❡♥❡❞ ✐♥ ✷✳✶✳✸✶✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈❲ s✐❣♥❛❧ ✭♦r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ s(t) = |s|e2πifct✮✱ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡✐♥❣ st✐❧❧ ♥✉❧❧✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ β ≪ 1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✭❝♦♠♠♦♥ r❛❞❛r✲❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳

µ =

´

|s|2e−2πifc(2
β
kr
t)dt

´

|s|2dt =
FT[|s|2](2fcβ/kr)

FT[|s|2](0) =
FT[|s|2](fc 12 a

H
cos2 θ0
tan θ0

(1 + vr
c ))

FT[|s|2](0) ✭❊✳✵✳✶✵✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋▼ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛r❡✿




wa(t) ≈

´

x axe
2πifc(1+

α
2
)
(
t−τx− a

2c

(
1
kr

sin θx−sin θ
)) ∣∣∣A(t− τx,

kr
ke
)
∣∣∣ dx

wb(t) ≈
´

x axe
2πifc(1+

α
2
)
(
t−τx+ a

2c

(
1
kr

sin θx−sin θ
)) ∣∣∣A(t− τx,

kr
ke
)
∣∣∣ dx

✭❊✳✵✳✶✶✮



✶✺✺

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛✲
t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ▲❡t t = τ0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✮✱ ❛♥❞ (sin θ0 − kr sin θ) = 0 ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✭❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❡rr♦r ❞✉❡ t♦ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❜✐❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
❡✛❡❝t✮ ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ t = T

∆x
(1 + α/2)(x − x0)✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ t❡r♠ ✐s✿

〈
SaSb

〉
=
〈
a2
〉 ∆x

T

1

(1 + α
2 )

ˆ

e−2πifc(2
β
kr
t)

∣∣∣∣A(t,
kr
ke

)

∣∣∣∣
2

dt ✭❊✳✵✳✶✷✮

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s✿

µ(η) =

´

e−2πifc(2
β
kr
t) |A(t, η)|2 dt

´

|A(t, η)|2 dt
=

FT[|A(t, η)|2](2fcβ/kr)
FT[| |A(t, η)|2](0)

=
FT[| |A(t, η)|2](fc 12 a

H
cos2 θ0
tan θ0

(1 + vr
c ))

FT[|A(t, η)|2](0)

≈
FT[| |A(t, η)|2](fc 12 a

H
cos2 θ0
tan θ0

)

FT[|A(t, η)|2](0)

✭❊✳✵✳✶✸✮





❆♣♣❡♥❞✐① ❋

❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤

s❡❛❜❡❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥

❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡♥❡tr❛t❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❛✢♦♦r✳ ❙♦✱ t❤❡ ❜❛❝❦s✲
❝❛tt❡r❡rs ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② s♣r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ s❡❛ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡ ❛❝r♦ss✲tr❛❝❦ s♦✉♥❞✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❞❡♣t❤ ❛①✐s✳

❋✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛②❡r

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡rs s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ x ❛♥❞ h ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ s❡♥❞ ❜❛❝❦ ❛
❞❡❧❛②❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♣② ✭❞❡❧❛②❡❞ ❜② τx,h✮ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
ax,h✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐♥ x✲❛①✐s ❛♥❞ h✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

Sa =

ˆ hm

0

ˆ +∞

−∞
ax,hs

(
t− τx,h −

a

2c
(sin θx,h − sin θ)

)
dxdh

Sb =

ˆ hm

0

ˆ +∞

−∞
ax,hs

(
t− τx,h +

a

2c
(sin θx,h − sin θ)

)
dxdh

✭❋✳✶✳✶✮

✶✺✼



✶✺✽
❆PP❊◆❉■❳ ❋✳ ❈❖❍❊❘❊◆❈❊ ❈❖❊❋❋■❈■❊◆❚ ❈❆▲❈❯▲❆❚■❖◆ ❲■❚❍ ❙❊❆❇❊❉

P❊◆❊❚❘❆❚■❖◆

� 

seafloor 

❋✐❣✉r❡ ❋✳✶✳✶✿ ❘❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡❛❜❡❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝r♦ss ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡
〈
SaSb

〉
✐s✿

〈
SaSb

〉
=

˘ 〈
ax,hax′,h′

〉
s
(
t− τx,h −

a

2c
(sin θx,h − sin θ)

)

s
(
t− τx′,h′ +

a

2c

(
sin θx′,h′ − sin θ

))
dxdx′dhdh′

=

ˆ 〈
a2h
〉 ˆ

s
(
t− τx,h −

a

2c
(sin θx,h − sin θ)

)
s
(
t− τx +

a

2c
(sin θx,h − sin θ)

)
dxdh

✭❋✳✶✳✷✮
❊❛❝❤ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✉s 〈axhax′h′〉 ✐s ♥✉❧❧ ✐❢ x ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ x′ ♦r h ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
h′✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r 〈ax,hax,h〉 ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ h✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛t❤❡r❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❢♦♦t♣r✐♥t ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
θ0✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❝❡♥t❡r ✭s✐t✉❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ0✮
✐s τ0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ H
❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ x✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❍❡r❡ ✐♥ ✜rst
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡❛❜❡❞ ♠❡❞✐✉♠ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r ♠❡❞✐✉♠✱
❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳





τx,h = τ0 +
2

c
[sin θ0(x− x0) + cos θ0h] + o(x− x0) + o (h)

= τ0 + T
x− x0
∆x

+
2

c
cos θ0h+ o(x− x0) + o (h)

sin θx,h = sin θ0 +
x− x0
H

cos3 θ0 −
h

H
cos2 θ0 sin θ0 + o(x− x0) + o (h)

✭❋✳✶✳✸✮

❇② t❛❦✐♥❣ t = τ0 ❛♥❞ θ0 = θ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡



❋✳✶✳ ❈❖◆❚■◆❯❖❯❙ ▲❆❨❊❘ ✶✺✾

✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s✿

〈
SaSb

〉
=

ˆ 〈
a2h
〉 ˆ

s

(
(1− β) t−

(
2

c
cos θ +

a

2cH
cos2 θ sin θ

)
h

)

s

(
(1 + β) t−

(
2

c
cos θ − a

2cH
cos2 θ sin θ

)
h

)
dtdh

✭❋✳✶✳✹✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r β ✐s st✐❧❧ ✭s❡❡ ✭✷✳✶✳✸✶✮✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

β =
a

2cT

∆x

H
cos3 θ =

1

4

a

H

cos2 θ

tan θ
✭❋✳✶✳✺✮

❍❡r❡ ❧❡ts ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s s(t) = |s|e2πifct❛♥❞
〈
SaSb

〉

❝❛♥ ❜❡ t❤✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ♠✉❝❤ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮ ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ❋✉❜❜✐♥✐ ✐♥t❡❣r❛❧ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②✳

〈
SaSb

〉
=

ˆ hm

0

〈
a2h
〉
e2πifc

a
cH
h cos2 θ sin θdh

ˆ

|s|2e−2πifc(2βt)dt ✭❋✳✶✳✻✮

❇② ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✿

〈
SaSa

〉
=
〈
SbSb

〉
=

ˆ hm

0

〈
a2h
〉
dh

ˆ

|s|2dt ✭❋✳✶✳✼✮

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇r✐t❡s ❛s t❤❡ r❛t✐♦✿

µ =

∣∣〈SaSb
〉∣∣

√〈
SaSa

〉 〈
SbSb

〉 =

∣∣∣
´ hm
0

〈
a2h
〉
e2πifc

a
cH
h cos2 θ sin θdh.

´

|s|2e−2πifc(2βt)dt
∣∣∣

´ 〈
a2h
〉
dh.
´

|s|2dt

=

∣∣∣∣∣

´ hm
0

〈
a2h
〉
e2πifc

a
cH
h cos2 θ sin θdh

´ 〈
a2h
〉
dh

∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r p

.µ0

✭❋✳✶✳✽✮

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜② ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
〈
a2h
〉
✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ h✿

p = sinc(πfc
a

c

hm
H

cos2 θ sin θ) ≃ 1− 1

3

(
πfc

a

c

hm
H

cos2 θ sin θ

)2

✭❋✳✶✳✾✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
〈
a2h
〉
✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ h ✱

〈
a2h
〉
= e−αh

p =

∣∣∣∣
1

1− 2πifc
a

cHα cos2 θ sin θ

∣∣∣∣ =
1√

1 +
(
2πfc

a
cHα cos2 θ sin θ

)2

≃ 1− 1

2

(
2πfc

a

cHα
cos2 θ sin θ

)2
✭❋✳✶✳✶✵✮
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■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇ ✭ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❝♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❞❡♣t❤ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ❤✉♥❞r❡❞s ♠❡t❡rs✮ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss p ✐s r❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛❜❡❞
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t❤✉s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ♣❤❛s❡ r❛♠♣✱ ❛♥❞ ❛t
❧❛st t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡♥❡tr❛t❡s
t❤❡ s❡❛❜❡❞ t❤❡ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡rs ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❡❛♠
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ P❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s t♦ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛✢♦♦r s✉r❢❛❝❡ ❞❡♣t❤ ✐s ❛❜♦✉t 10−2✳

❋✳✷ ❚✇♦ s❡♣❛r❛t❡❞ ❧❛②❡rs

■♥ t❤✐s ♣❛rt t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡rs✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ H ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s ❛t
H + h ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❤❛s ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝❛❧❧❡❞α✳

Sa = Sa,1 + αSa,2

Sb = Sb,1 + αSb,2
✭❋✳✷✳✶✮

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧s✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢SaS∗
b ✱ SaS∗

a ❛♥❞ SbS∗
b ❛r❡✿





〈SaS∗
b 〉 =

〈
Sa,1S

∗
b,1

〉
+ α2

〈
Sa,2S

∗
b,2

〉

〈SaS∗
a〉 =

〈
Sa,1S

∗
a,1

〉
+ α2

〈
Sa,2S

∗
a,2

〉

〈SbS∗
b 〉 =

〈
Sb,1S

∗
b,1

〉
+ α2

〈
Sb,2S

∗
b,2

〉 ✭❋✳✷✳✷✮

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s t❤✉s✿

µ =

∣∣∣∣∣∣
〈SaS∗

b 〉√
〈SaS∗

a〉
〈
SbS

∗
b

〉

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
Sa,1S

∗
b,1

〉
+ α2

〈
Sa,2S

∗
b,2

〉

√(〈
Sa,1S∗

a,1

〉
+ α2

〈
Sa,2S∗

a,2

〉)(〈
Sb,1S

∗
b,1

〉
+ α2

〈
Sb,2S

∗
b,2

〉)

∣∣∣∣∣∣∣∣
✭❋✳✷✳✸✮

❆t ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
〈
Sa,1S

∗
a,1

〉
=
〈
Sa,2S

∗
a,2

〉
=
〈
Sb,1S

∗
b,1

〉
=

〈
Sb,2S

∗
b,2

〉
✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❡♥❡r❣② r❡❝❡✐✈❡❞ ❜②

s❡♥s♦rs ❆ ❛♥❞ ❇ ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡①❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡r ❜❛❝❦s✲
❝❛tt❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✳

❯♥❞❡r t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥ ♦❢
❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ηi✭ηi ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✶✳✺✸✮✳

µ =

∣∣∣∣
η1 + α2η2
1 + α2

∣∣∣∣ ✇✐t❤ ηi

〈
Sa,iS

∗
b,i

〉

√〈
Sa,iS∗

a,i

〉〈
Sb,iS

∗
b,i

〉 ✭❋✳✷✳✹✮
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▲❡t ✉s ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡r✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ηi✳ ❚❤❡ st❛rt❡❞ ♣♦✐♥t ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❜② ❆ ❛♥❞ ❇✳

Sa,i =

ˆ

ax,is
(
t− τx,i −

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
dx

Sb,i =

ˆ

ax,is
(
t− τx,i +

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
dx

✭❋✳✷✳✺✮

� 

Layer 1 

Layer 2 

❋✐❣✉r❡ ❋✳✷✳✶✿ ❘❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❧❛②❡rs

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠

♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✭
〈
ax,iax′,i′

〉
= 〈ax,i〉

〈
ax′,i′

〉
= 0 ✐❢ i 6= i′ ♦r x 6= x′❡❧s❡

〈
a2x,i

〉
=
〈
a2
〉
✮ ✱ t❤❡

❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡r s✐❣♥❛❧s ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❛❝❦✳

〈
Sa,iS

∗
b,i

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s
(
t− τx,i −

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
s̄
(
t− τx,i +

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
dx

〈
Sa,iS

∗
a,i

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s
(
t− τx,i −

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
s̄
(
t− τx,i −

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
dx

〈
Sb,iS

∗
b,i

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s
(
t− τx,i +

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
s̄
(
t− τx,i +

a

2c
(sin θx,i − sin θ)

)
dx

✭❋✳✷✳✻✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ τx,i ❛♥❞ sin θx,i ❛r♦✉♥❞ τ0 ❛♥❞ sin θ ✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ τ
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦✲✇❛② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛② t♦ t❤❡
s❡❛✢♦♦r s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ✳
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τx,1 = τ0 +
2

c
sin θ(x− x0)

τx,2 = τ0 +
2

c
((x− x0) sin θ + h cos θ)

sin θx,1 = sin θ +
x− x0
H

cos3 θ

sin θx,2 = sin θ +
x− x0
H

cos3 θ − h

H
cos2 θ sin θ

✭❋✳✷✳✼✮

❆♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥
t = τ0

❼ ▲❛②❡r ✶

〈
Sa,1S

∗
b,1

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s

(
(x− x0)

(
2

c
sin θ +

1

2c

a

H
cos3 θ

))
s

(
(x− x0)

(
2

c
sin θ − 1

2c

a

H
cos3 θ

))
dx

=
〈
a2
〉 c

2 sin θ

ˆ

s (t (1 + β))s (t (1− β)) dt




❱✳❈

✭❋✳✷✳✽✮
❙✐♠✐❧❛r❧② ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t

〈
Sa,1S

∗
a,1

〉
=
〈
a2
〉 c

2 sin θ(1 + β)

ˆ

s̄ (t) s (t) dt

〈
Sb,1S

∗
b,1

〉
=
〈
a2
〉 c

2 sin θ(1− β)

ˆ

s̄(t)s (t) dt

✭❋✳✷✳✾✮

◆♦ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜②
♦♥❧② ♦♥❡ ❧❛②❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t✿

η1 =

´

s̄ (t (1 + β)) s (t (1− β)) dt
´

s (t)s (t) dt
✭❋✳✷✳✶✵✮

❼ ▲❛②❡r ✷

❇② t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ s✐♥❝❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
s(t− δt) = e−2iπfcδts(t)✳

〈
Sa,2S

∗
b,2

〉
=
〈
a2
〉 ˆ

s̄

(
(x− x0)

(
2

c
sin θ +

1

2c

a

H
cos3 θ

)
+

2

c
h cos θ +

a

2c

h

H
cos2 θ sin θ

)

s

(
(x− x0)

(
2

c
sin θ − 1

2c

a

H
cos3 θ

)
+

2

c
h cos θ − a

2c

h

H
cos2 θ sin θ

)
dx

=
〈
a2
〉 c

2 sin θ
e−2iπ fc

c
a h
H

cos2 θ sin θ

ˆ

s̄ (t (1 + β)) s (t (1− β)) dt

✭❋✳✷✳✶✶✮
❙✐♠✐❧❛r❧② ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t

〈
Sa,2S

∗
a,2

〉
=
〈
a2
〉 c

2 sin θ(1 + β)

ˆ

s̄(t)s (t) dt

〈
Sb,2S

∗
b,2

〉
=
〈
a2
〉 c

2 sin θ(1− β)

ˆ

s̄(t)s (t) dt

✭❋✳✷✳✶✷✮



❋✳✷✳ ❚❲❖ ❙❊P❆❘❆❚❊❉ ▲❆❨❊❘❙ ✶✻✸

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❧❛②❡r ✷ ✐s✿

η2 = e−2iπ fc
c

h
H

cos2 θ sin θ

´

s̄ (t (1 + β)) s (t (1− β)) dt
´

s (t)s (t) dt
= e−2iπ fc

c
h
H
a cos2 θ sin θη1 ✭❋✳✷✳✶✸✮

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s✿

µ =

∣∣∣∣∣
η1 + α2e−2iπ fc

c
a h
H

cos2 θ sin θη1
1 + α2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 + α2e−2iπ fc

c
a h
H

cos2 θ sin θ

1 + α2

∣∣∣∣∣µ1 ✭❋✳✷✳✶✹✮

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡rs ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧②
❞❡♣❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❧❛②❡rs ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ α ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r
✐s ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❜❡✐♥❣ ❧♦♥❣❡r ❛s ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦✿

d =
2h

cos θ
✭❋✳✷✳✶✺✮

❛♥❞ t❤✉s ✿

α = α− 2h(1− 1

cos θ
)̺ ✭❋✳✷✳✶✻✮

❲❤❡r❡ α ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❇ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ̺ ✭✐♥ ❞❇✴♠✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ♠❡❞✐✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ❋✳✷✳✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦♥ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧

❋✐❣✉r❡ ✭❋✳✷✳✷✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✸ ♠ t❤❡ ✉♣♣❡r
♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ✷✵✵♠✲❞❡❡♣✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❲ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❛ sq✉❛r❡
❝♦s✐♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✇❤♦s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ✸♠s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
✭❛s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣❡♥t❛ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t



✶✻✹
❆PP❊◆❉■❳ ❋✳ ❈❖❍❊❘❊◆❈❊ ❈❖❊❋❋■❈■❊◆❚ ❈❆▲❈❯▲❆❚■❖◆ ❲■❚❍ ❙❊❆❇❊❉

P❊◆❊❚❘❆❚■❖◆

♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧ t♦ α2❂✶✴✽
✭♥♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳ ❆t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡r ❛r❡ t✐♠❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡
t✇♦ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ♠❡r❣❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❜❡❝♦♠❡s ❧✐❦❡ ❛
♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r s✐❣♥❛❧s✳ ■♥ r❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✭❛s α2= 1

210
−2h(1− 1

cos θ
)̺/10

✇❤❡r❡̺ = 5❞❇✴♠✮✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❣❧❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r ✶ ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞✳



❆♣♣❡♥❞✐① ●

❋✐♥❛❧ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ✉s✐♥❣

❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠❡❞
s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❬▲❛❞✱ ✷✵✶✷❪✿

t̂ =

∑N/2
i=−N/2 tia(ti)
∑N/2

i=−N/2 a(ti)
✭●✳✵✳✶✮

❲❤❡r❡ a(ti) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❝❡✐✈✲
✐♥❣ ❛rr❛②✳ N + 1 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s
❝❡♥t❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a(ti)✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥✈❡❧✲
♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❜② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✐s❡ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮
♣❧✉s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳

a(ti) = A(ti)X(ti) +B(ti) ✭●✳✵✳✷✮

A(ti) ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❛✇❀ B(ti) ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ✐s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦✲r❡✢❡❝t♦r ✭❢r♦♠ ♠✐❝r♦ r❡❧✐❡❢✮ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❝❛tt❡r❡r ♠♦❞❡❧✮✳
❇② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥✳

S(t) = x(t) + jy(t) = A(t)ejφ(t) ✭●✳✵✳✸✮

❲❤❡r❡ x(t) y(t) ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❛t A ❢♦❧❧♦✇s ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ φ
✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜② t❤❡
✇❤♦❧❡ ❛rr❛② t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜ ❛rr❛②s ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✶✳✺✳✶✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡ s❡❛✢♦♦r X(t)✳

❆♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡✿

a(t) = |S(t)| = A(t)X(t) ✭●✳✵✳✹✮

❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s s✐♥❝❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r♦♠

✶✻✺
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t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢r♦♠ ❛♠❜✐❡♥t ♥♦✐s❡✮✮✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧
❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ●✳✵✳✷✳

●✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ X(t) ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s sq✉❛r❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ NX +1 ✭✉s✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❬▲❛❞✱ ✷✵✶✷✱ ❊✇❛✱ ✷✵✶✶❪✮✳ N +1 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✇✐♥❞♦✇✳

Time/ 

Sample 

A
m

p
li

tu
d

e
 

X(t) 

N+1 

NX+1 

❋✐❣✉r❡ ●✳✶✳✶✿ ❇❡❛♠ s❤❛♣❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ −Nx/2 ❛♥❞ Nx/2 ✇❤❡r❡ X(t) ✐s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❞ t♦ ✶✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤✉s t❤❡ sq✉❛r❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❖✉ts✐❞❡ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
✭♥♦ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ X(t) t❤✉s ♥♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡✮✳ ■❢ NX ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❝❤♦s❡♥ N ❧❡t NX ❡q✉❛❧s N ✳

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ✉s❡❢✉❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✉s ✐s
❛ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❧❛✇✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ |a(ti)| ❤❛s ❛
❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ m ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ m2 = |X|2m2

A +m2
B ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

σ2 = |X|2 σ2A+σ2B ✐♥ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭❢♦r s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ −NX/2 t♦ NX/2✮ ❛♥❞ m = mb❛♥❞
σ = σB ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s✳

●✳✷ ❊①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r

❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛t ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡
❜② ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡

∑N/2
i=−N/2 〈|a(ti)|〉 = m(NX + 1) +mB(N −Nx)✳



●✳✸✳ ❱❆❘■❆◆❈❊ ❖❋ ❚❍❊ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ❊❙❚■▼❆❚❖❘ ✶✻✼

〈
t̂
〉
≈
∑N/2

i=−N/2 ti 〈|a(ti)|〉
∑N/2

i=−N/2 〈|a(ti)|〉
=
m
∑Nx/2

i=−Nx/2
ti +mB

(∑−NX/2
i=−N/2 ti +

∑N/2
i=Nx/2

ti

)

m(NX + 1) +mB(N −NX)
✭●✳✷✳✶✮

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡ ❛r❡ ti = t0 + iT/N ✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ s❤❛♣❡ ✐s sq✉❛r❡✿

〈
t̂
〉
≈ t0 ✭●✳✷✳✷✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦✲♥♦✐s② ❜❡❛♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ ✭●✳✷✳✶✮ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡
✭❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t
✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜✐❛s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞
s✐❣♥❛❧ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥st❛♥t ❡①♣❡❝t❡❞
✈❛❧✉❡ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✇✐♥❞♦✇✳

●✳✸ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r

❍❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✉s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✳

t̂−
〈
t̂
〉
=

∑N/2
i=−N/2 tia(ti)
∑N/2

i=−N/2 a(ti)
− t0 =

∑N/2
i=−N/2 (ti − t0) a(ti)
∑N/2

i=−N/2 a(ti)
=

∑N/2
i=−N/2 (ti − t0) (a(ti)− 〈a(ti)〉)

∑N/2
i=−N/2 a(ti)

✭●✳✸✳✶✮
❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣✿

var
{
t̂
}
≈
∑N/2

i=−N/2 (ti − t0)
2 var {a(ti)}

[∑N
i=0 〈a(ti)〉

]2

≈
∑NX/2

i=−NX/2
(ti − t0)

2 |X|2 σ2A +
∑N/2

i=−N/2 (ti − t0)
2 σ2B

[m(NX + 1) +mB(N −NX)]
2

✭●✳✸✳✷✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t
∑N/2

i=−N/2 (ti − t0)
2 = T 2

N2 2
∑N/2

i=0 i
2 = T 2

N
1
12(N + 2)(N + 1) =

f2s
1
12N(N + 2)(N + 1)✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s✿

var
{
t̂
}
≈ f2s

12

NX(NX + 2)(NX + 1) |X|2 σ2A +N(N + 2)(N + 1)σ2B[√
|X|2m2

A +m2
B(NX + 1) +mB(N −Nx)

]2

=
f2s
12

NX(NX + 2)(NX + 1)(σ2 − σ2B) +N(N + 2)(N + 1)σ2B
[m(NX + 1) +mB(N −NX)]

2

✭●✳✸✳✸✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
✭σA✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧(σB)✳ ❇② s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ♦♥
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t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✭mB ❛♥❞ σB = 0✮✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❜❛❝❦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❬▲❛❞✱ ✷✵✶✷❪ ✭✇✐t❤
Teff = NX .fs✮

var
{
t̂
}
≈
T 2
eff

12

σ2A
m2
A

(NX + 2)

NX(NX + 1)
=
T 2
eff

12
(
4

π
− 1)

(NX + 2)

NX(NX + 1)
✭●✳✸✳✹✮

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r❡s❡♥t✱
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t♦✿

var
{
t̂
}
≈ f2s

12

N(N + 2)

(N + 1)

|X|2 σ2A + σ2B[
|X|2m2

A +m2
B

] =
f2s
12

N(N + 2)

(N + 1)
(
4

π
− 1) ✭●✳✸✳✺✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠
✭str♦♥❣ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❝❤♦ s♣❡❝✉❧❛r✮ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✐s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✭●✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❦❡❞
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❍

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t❛♣❡r✐♥❣ s❤❛♣❡ ♦r

✜❧t❡r✐♥❣ s❤❛♣❡

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st s❤❛♣❡ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❧t❡r❡❞ ❜② ❛ t❛♣❡r❡❞ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ r❡♠❛✐♥s t♦ t❛♣❡r❡❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✲
♠❛✐♥ ✇❛✈❡ ❢♦r♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ s✐❞❡❧♦❜❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦s✐♥❡ ❢♦r♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❤❛♣❡
❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝r♦ss
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❛ q✉❛s✐ r❡❝t✲
❛♥❣✉❧❛r tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s(t)✳ ■ts ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ S(ν) ❝❛♥ t❤✉s
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✭h(t) ♦r H(ν)✮ ❛❧❧♦✇s t♦
r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ ❛❢t❡r ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭S(ν).H(ν)✮ ✐s
r❡❛❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
♣✉❧s❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛♥♥✉❧ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣✉❧s❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭t❤✉s
H(ν) = a(ν)S∗(ν)✮✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r a(ν) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝♦s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥✿

a(ν) =

{
cosα

(
π ν
B

)
✐❢ − B

2 < ν < B
2

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭❍✳✵✳✶✮

✇❤❡r❡ α t❛❦❡s ✐ts ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ +∞✳ α ❡q✉❛❧❧✐♥❣ ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❡♥✈❡❧♦♣❡✳

❍❡r❡ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❛❧❛t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞✲♣✉❧s❡
❡♥✈❡❧♦♣❡✿

µ =
FT[|sh|2](fa)
FT[|sh|2](0)

=

´

Sh(ν)Sh(ν − fa)dν
´

Sh(ν)2dν
≈
´

a(ν)a(ν − fa)dν
´

a(ν)2dν
✭❍✳✵✳✷✮

❲❤❡r❡ fa = fc
1
2
a
H

cos2 θ0
tan θ0

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✷✳✶✳✸✻✮✳ a(ν) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤✉s
✐❢ fa ✐s ❧♦✇ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡ ✇❡ s❡❛r❝❤ t♦ ❧✐♠✐t ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
✇✐❞❡ s✇❛t❤ t❤✉s ✇❤❡♥ fa r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✮✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❚❛②❧♦rs s❡r✐❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✿

✶✻✾
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µ ≈ 1 +
∞∑

i=1

{fa}i
i!

´

a(ν)a(i)(ν)dν
´

a(ν)2dν
✭❍✳✵✳✸✮

❊✈❡r② ♦❞❞ ❞❡r✐✈❛t❡s ♦❢ a(ν) ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧❡
´

a(ν)a(i)(ν)dν❡q✉❛❧ t♦ ✵✳
❚❤❡ ❡✈❡♥ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ a(ν) ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦s✐♥❡✿

a(2i)(ν) =

i∑

n=0

bi,n sin(
πν

B
)2n cos(

πν

B
)α−2n ✭❍✳✵✳✹✮

t❤✉s✿

ˆ

a(ν)a(2i)(ν)dν =
i∑

n=0

bi,n

ˆ

sin(
πν

B
)2n cos(

πν

B
)2α−2ndν ✭❍✳✵✳✺✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rt ❣✐✈❡s✿

ˆ

a(ν)a(2i)(ν)dν =

i∑

n=0

bi,n

[
− B

π(2α− 2n+ 1)
sin(

πν

B
)2n−1 cos(

πν

B
)2α−2n+1

]

+
1

(2α− 2n+ 1)

ˆ

sin(
πν

B
)2n−2 cos(

πν

B
)2α−2n+2dν

=
i∑

n=0

bi,n

[
− 2B

π(2α− 2n+ 1)
(
π |fa|
2B

)2α−2n+1

]

+
1

(2α− 2n+ 1)

ˆ

sin(
πν

B
)2n−2 cos(

πν

B
)2α−2n+2dν

✭❍✳✵✳✻✮

■❢ α > 1/2 ❛♥❞ fa ✐s ❧♦✇✱ ❛❧❧ t❤❡{fa}2i
´

a(ν)a(2i)(ν)dν = o(f2a ) ❢♦r ✐❃✶✳
❆♥❞ ❢♦r ❢❴❛ ❧♦✇ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②❀

µ ≈ 1 +
{fa}2
2

´

a(ν)a(2)(ν)dν
´

a(ν)2dν
✭❍✳✵✳✼✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ a(ν)✿

a(2)(ν) =
( π
B

)2
α(α− 1) sin(

πν

B
)2 cos(

πν

B
)α−2 −

( π
B

)2
α cos(

πν

B
)α ✭❍✳✵✳✽✮

❆♥❞ t❤❡ r❡❛❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rt✿

ˆ

sin(
πν

B
)2 cos(

πν

B
)2α−2dν = o(fa) +

1

2α− 1

ˆ

cos(
πν

B
)2αdν ✭❍✳✵✳✾✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s✿

ˆ

a(ν)a(2)(ν)dν =
( π
B

)2 [α(α− 1)

2α− 1
− α

]
ˆ

cos(
πν

B
)2αdν ✭❍✳✵✳✶✵✮

❚❤❡ t❡r♠ µ ✭❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✮ ❣✐✈❡♥ ❛t ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ✐❢ α ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✴✷ ❛♥❞ +∞✿



✶✼✶

µ ≈ 1 +
1

2

( π
B
fa

)2 [α(α− 1)

2α− 1
− α

]
= 1 +

1

2

( π
B
fa

)2
g(α) ✭❍✳✵✳✶✶✮

▲❡t ✉s ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ g(α)✿

g′(α) = −2α2(α− 1)

(2α− 1)2
✭❍✳✵✳✶✷✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ α = 1✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s ❤✐❣❡r t❤❛♥ ✶✴✷ ❢♦r fa ❧♦✇ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠ ✭❍✳✵✳✶✶✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(α) ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✮✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡ ✐s ✶ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r s❤❛♣❡✳

■❢ α ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✴✷ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢
fa ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✳ ■❢ α = 0 t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ✐s ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ fa✳ ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ α ❢r♦♠
✶✴✷ t♦ ✵ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❤❛♣❡ ✐s ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ fa✱ ❜✉t ❛ s❤❛♣❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❞❡❣r❡❡ ♦❢ |fa| ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ fa ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ 1 + 2α✳ ❲✐t❤ α ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❢r♦♠ ✶✴✷ t♦ ✵ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❣♦❡s
❢r♦♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠❡ s❤❛♣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ✭tr✐❛♥❣❧❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ r❤❡
♣♦❧②♥♦♠❡ s❤❛♣❡ ❢♦r ❧♦✇ fa✮✳ ❚❤✉s ❢♦r fa ❧♦✇ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣♦✇❡r α ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✴✷ ✐s ✶✴✷✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ✶✴✷ ❛♥❞ ✶✱ ✶✴✷ ✐s ❜❡tt❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ❦❡❡♣ ❛rr♦✉♥❞
✵ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r♦✉♥❞ ✵ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠❡ ✇❤✐❧ ✇❤❡♥ fa ✐♥❝r❡❛s❡s ✐t t❛❦❡s t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳





❆♥♥❡①❡ ■

❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ✿ ■♠♣❛❝t ❞❡s

s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡

♠❡s✉r❡s ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡

s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉①

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ rés✉♠❡r s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① ❛❝❝♦r❞s ❞❡ ❞ér♦❣❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉s ❛✈❡❝ ❧✬é❝♦❧❡
❞♦❝t♦r❛❧❡ ▼❛t✐ss❡✳

❇✉ts ❡t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és ❝♦♠❜✐♥és ❛✈❡❝
✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♣♦rté❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭❣râ❝❡ ❛ ❧✬❛♠é✲
❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✮ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡s s♦♥❞❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❋▼✮ ♥✬❛tt❡✐❣♥❡♥t ♣❛s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛tt❡♥❞✉s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❧❛ t❤ès❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❜❛t❤②♠étr✐❡ s♦♥t ♣❧✉s
❞é❣r❛❞és q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① à ❜❛♥❞❡✲étr♦✐t❡ ✭❈❲✮ ❛✜♥ ❞✬❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❯♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡st ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ✜①é❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦q✉❡ ❞✉ ❜❛t❡❛✉ s♦♥t s♦✉♠✐s❡s ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✉ ❜❛t❡❛✉✱ ❝❡ q✉✐
✐♥❞✉✐t ✉♥ ❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ q✉✐ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ✓ ❛❞❛♣té ✔ ❛✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té✳ ▲❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬❛tt❛❝❤❡ ❞♦♥❝ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❉♦♣♣❧❡r s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉①
❋▼ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❈❲✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛✉s❡s ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❋▼✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s♦✐t ♣❛r ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés✳

▲❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛ss♦❝✐é ✿ ♠❡s✉r❡
❜❛t❤②♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡
✈✐❢ ❞✉ s✉❥❡t ❡t ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

✶✼✸
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❆◆◆❊❳❊ ■✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✿ ■▼P❆❈❚ ❉❊❙ ❙■●◆❆❯❳ ▼❖❉❯▲➱❙ ❙❯❘ ▲❆
P❘➱❈■❙■❖◆ ❉❊ ▼❊❙❯❘❊❙ ❇❆❚❍❨▼➱❚❘■◗❯❊❙ ■❙❙❯❊❙ ❉❊ ❙❖◆❉❊❯❘❙

▼❯▲❚■❋❆■❙❈❊❆❯❳

s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣✐st❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡s q✉✐ ♦♥t été t❡sté❡s
❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t s✉r ❧❡ t❡rr❛✐♥✳

■✳✶ P❛rt✐❡ ✶ ✿ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é❝❧❛✐r❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡♥ ♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧és ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ✿
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡
q✉❛❧✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛tt❡♥❞✉❡s ❀ tr♦✉✈❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛✉s❡s ❡t ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛✲
t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐✲
s❡❛✉① ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ❡t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és ✭❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✮

■✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s♦♥❞❡✉r ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡

Rx beam footprint  Tx beam footprint  

x y 

z 

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ s♦♥❞❡✉r ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉①

▲❡ s②stè♠❡ s♦♥❞❡✉r ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ❡st ✜①é s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ■❧ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥
❡st très étr♦✐t s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y ✭❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❛✉ ♣♦rt❡✉r✮ ❡t très étr♦✐t s❡❧♦♥ x ✭❞✐r❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❝❤❛❝✉♥ ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧✬❛♥❣❧❡ θ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✐♥✈❡rs❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ✭étr♦✐t s❡❧♦♥ x✱ ❧❛r❣❡ s❡❧♦♥ ②✮✳ ▲❡
s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ rétr♦✲❞✐✛✉sé ♣❛r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ♠❛r✐♥ ♣❛r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①
❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳

▲❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ θ ❡t R✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ é♠✐s❡✱ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡
❞❡ ♣♦✐♥ts s♦♥❞❡ ✭s❡❧♦♥ x✮ ❡st ❞♦♥❝ ❞é❝r✐t❡✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y ❡st ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✐♠✲
♣✉❧s✐♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞✉ ♣♦rt❡✉r✳ ▲✬❛♥❣❧❡ θ ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ♦✉
❢❛✐s❝❡❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥
❡st ❞é♣♦✐♥té❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ r❡t❛r❞ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞✬❛♥❣❧❡ θ✳ ▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡
❡st ❞✐t❡ ✓ ❡♥ ♣❤❛s❡ ✔ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❡t❛r❞ ❞❡ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛ss♦❝✐é✳ ▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ❡st ✓ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✔ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐❡♥t
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ r❡t❛r❞ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
rés✐❞✉❡❧✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ R ❡st ❢❛✐t❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❡t❛r❞ ❛ss♦❝✐é à ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳



■✳✶✳ P❆❘❚■❊ ✶ ✿ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ✶✼✺

■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡ r❡t❛r❞ ✿

❼ P♦✉r ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡✳

❼ P♦✉r ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❡①tér✐❡✉rs✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❛♥t❡♥♥❡s ✭❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡s s♦✉s ❛♥t❡♥♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞é✜♥✐t
❧❛ ❜❛s❡❧✐♥❡✮✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡s s♦✉s ❛♥t❡♥♥❡s ❡st ♠❡s✉ré❡
✭♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉①✮✳ ❙✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡
❢♦r♠❡ ❞❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❡t❛r❞ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❞ét❡❝t✐♦♥
❞✉ ♣❛ss❛❣❡ à ③ér♦ ❞❡ ❝❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✳

■✳✶✳✷ ❋✐❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❋▼✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦✐tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é♠✐s❡ ❞❛♥s
❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✭✈✐❛ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✮ ❡t ❛✐♥s✐ ❣❛❣♥❡r ❡♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡t s♦♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡
à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té
✭✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞✉ s✐❣♥❛❧✮✱ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥
s✐❣♥❛❧ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❡t ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t✳

■✳✶✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ s✉r ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s

▲❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s q✉✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞✉ ❊▼✼✶✵ ❞✉
❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ✭❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥s❡♥t❡♠❡♥t ❞❡ ❏✳ ❇❡❛✉❞♦✐♥✱ ❯◆❍✮✳

FM 
FM 

CW CW 

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✳✷ ✕ ▼❡s✉r❡s ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ❊▼✼✶✵

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ■✳✶✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ s✐❣♥❛✉① ♥♦♥ ♠♦❞✉❧és ✭❈❲✮✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡
♠♦❞✉❧é ✭❋▼✮ ❛ été ❛❝t✐✈é s✉r ❧❡s s❡❝t❡✉rs ❡①tér✐❡✉rs✳ ▲❛ ♣♦rté❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré❡
♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛❝❝r♦✐tr❡ ❧❛ ❢❛✉❝❤é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡ ❡st
♣❧✉s ❜r✉✐té❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és✳



✶✼✻
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▼❯▲❚■❋❆■❙❈❊❆❯❳

■✳✷ P❛rt✐❡ ✷ ✿ ➱t✉❞❡s ❞❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥

■✳✷✳✶ ▲✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r

■✳✷✳✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲✬❛♥t❡♥♥❡ ✜①é❡ s✉r ❧❡ ♣♦rt❡✉r ❡st s♦✉♠✐s❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦rt❡✉r ✭r♦✉❧✐s✱ t❛♥❣❛❣❡✱ ❧❛❝❡t✱
♣✐❧♦♥♥❡♠❡♥t ❡t❝✳✳✮✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s
❛❞❛♣té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡✲
♠❡♥t✮✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ✐❝✐ ❡st ✿ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡✲t✲✐❧ ♣❧✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐ss✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧és ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♥♦♥ ♠♦❞✉❧és ❄ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♠ét❤♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t
❉♦♣♣❧❡r s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡ ♣❛r ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✮ ❞♦♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ❝♦♥✜r♠és s✉r ❞♦♥♥é❡ s✐♠✉❧é❡✱ ❛ été ♠❡♥é❡✳ ▲❡s s♦✉s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥
s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡✉① ré❝❡♣t❡✉rs ♣♦♥❝t✉❡❧s ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré✢❡❝✲
t❡✉r s✐t✉é à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ γ✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ❛✛❡❝t❛✐t ❧❡ s✐❣♥❛❧
r❡ç✉ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❝ré❛♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❡st ❢♦r♠é❡ ❡♥ t❡♠♣s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ✈❛ ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ✈♦✐❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❜✐❛✐sé ❝❡❝✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦rs
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋▼ ♦✉ ❞✉ ❈❲✳

❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡

✈♦✐❡s ❡♥ ✏♣❤❛s❡✑

❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡

✈♦✐❡s

✏t❡♠♣♦r❡❧❧❡✑

❈❲ −ve
c tan θ vr

c tan θ

❋▼ vr−ve
2c tan θ vr

c tan θ

❚❛❜❧❡ ■✳✶ ✕ ❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ■✳✶ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ✭✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
s✐❣♥❛✉① ❋▼ ❡t ❈❲✮✱ ♦ù θ ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳

❉❡ ♣❧✉s s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❋▼✱ ✉♥ ❜✐❛✐s s✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡
s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭❝❡ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞✉ ❧♦❜❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé✮ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ❜✐❛✐s ❡st ❞é❥à ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r
❧❡s s♦♥❛rs ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ❡t ❡st ❝♦rr✐❣é✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r
♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ♣❧✉s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ✐ss✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s
❞✉ ❈❲✳

■✳✷✳✶✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥tés à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❈❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✲tr❛♥s✈❡rs❛❧✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ♠❛r✐♥ ❡st ❝♦♥st✐✲

t✉é ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♠✐❝r♦ ré✢❡❝t❡✉rs ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❝r♦s ré✢❡❝t❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉❡
♣♦✉r ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✮✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐❝r♦ ré✢❡❝t❡✉rs ❡t é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♥✲
t❡♥♥❡ ✭❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✶✷✽ é❧é♠❡♥ts✮ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❡



■✳✷✳ P❆❘❚■❊ ✷ ✿ ➱❚❯❉❊❙ ❉❊❙ ❈❆❯❙❊❙ ❉❊ ❉➱●❘❆❉❆❚■❖◆ ✶✼✼

q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭s✐✲
♥✉s♦ï❞❛❧✱ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ❡t ♣ér✐♦❞❡ T ✮ ♦✉ ✐ss✉s ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❝❡♥tr❛❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❝r♦ ré✢❡❝t❡✉rs ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❡st ❢❛✐t❡ ✏❡♥ t❡♠♣s✑✳ P♦✉r ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡✱ ❧❛ ✏❜❛s❡❧✐♥❡✑ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞❡ ✶✴✸✳
■❝✐✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✭t❛❜❧❡❛✉ ■✳✷✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s✉r ❧❛
✈♦✐❡ à ✹✵➦ ♣♦✉r ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✿ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥♦♥ ♠♦❞✉❧é ✭❈❲✮ ❞❡ ✷♠s ❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧
♠♦❞✉❧é ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❋▼✮ ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ✷✵♠s ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ✺✵✵❍③✳

❙❛♥s ♠♦✉✈❡♠❡♥t A❂✶♠✱T❂✶✵s A❂✺♠✱T❂✶✵s A❂✶✵♠✱T❂✶✵s

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❇r✉✐t s✉r r❛♠♣❡ ❞❡
♣❤❛s❡ ❈❲

✵✱✶✸✽ r❛❞ ✵✱✶✹✸ r❛❞ ✵✱✶✹✻ r❛❞ ✵✱✷✾✾ r❛❞

❇r✉✐t s✉r r❛♠♣❡ ❞❡
♣❤❛s❡ ❋▼

✵✱✹✺✷ r❛❞ ✵✱✸✾✷ r❛❞ ✵✱✷✹✺ r❛❞ ✵✱✺✺✶ r❛❞

❊rr❡✉r ✐♥st❛♥t ❞❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❈❲

✵ s ✹✱✵ 10−4 s ✷✱✵ 10−3 s ✸✱✾ 10−3 s

❊rr❡✉r ✐♥st❛♥t ❞❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❋▼

✵ s ✲✸✱✵ 10−4 s ✲✷✱✼ 10−3 s ✲✺✱✹ 10−3 s

Pré❞✐❝t✐♦♥

❊rr❡✉r ✐♥st❛♥t ❞❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❈❲

✵ s ✸✱✾ 10−4s ✷✱✵ 10−3 s ✸✱✾ 10−3 s

❊rr❡✉r ✐♥st❛♥t ❞❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❋▼

✵ s ✲✺✱✹ 10−4 s ✲✷✱✼ 10−3 s ✲✺✱✹ 10−3 s

❚❛❜❧❡ ■✳✷ ✕ ❊rr❡✉r s✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❛s ♥➦✶✿
s❛♥s ❉♦♣♣❧❡r ✭ré❢ér❡♥❝❡✮ ❝❛s ♥➦✷✱ ✸ ❡t ✹✿ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❞✬ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A❂ ✶✱
✺✱ ✶✵ ♠

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❝♦r❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲✬❡✛❡t
❉♦♣♣❧❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ ❡t ❈❲✳ ▲❡ ❜✐❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✭♥♦♥ ❛❞❛♣té✮ ❡st ❝♦rr✐❣é ❛♣rès ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❜✐❛✐s ❞û à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r
ét❛✐t ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♥♦②é❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✭❡rr❡✉r
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ✈♦✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts✮✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ ♦✉ ❈❲
♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥✢✉❡♥❝és ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❜r✉✐té❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❈❲ ✭❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❛❜❧❡❛✉ ■✳✷✮ ❡t ❝❡❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t s❛♥s ❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ s✬❡st ♣♦sé❡ ✿
❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞♦♥❝ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r ✐♥st❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❜r✉✐t✮ ❡st✲❡❧❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣❛❝té❡ ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
s✐❣♥❛✉① ❈❲❄ ❯♥❡ sér✐❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r s✉r ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉①✳
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▼❯▲❚■❋❆■❙❈❊❆❯❳

■✳✷✳✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆♣rès ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s
❞û à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ✐♠♣❛❝té ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
s✐❣♥❛✉① ❋▼ q✉❡ ❈❲✳ ▲❛ ♣❡rt❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥
s✐❣♥❛❧ ❛②❛♥t s✉❜✐ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ♥❡ ré❞✉✐t ♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✳
◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ♥✬✐♥✢✉❡♥ç❛✐t ♣❛s s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ✭❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❛ ❜✐❡♥ été
♥♦té q✉❡ ❧❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ♣❧✉s ❜r✉✐té❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❋▼✳

■✳✷✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✿ ✐♠♣❛❝t ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥✲
❞❛✐r❡s

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✉♥❡ ❝❛✉s❡ s✉✣s❛♥t❡ ❞✬❡①✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❋▼✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ✐♠♣❛❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ♦♥t
♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ét❛✐t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉①
❋▼ ❛♣rès ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ q✉❡ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❈❲✱ ❝❡❝✐ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠♠♦❜✐❧✐té
❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡ ❜r✉✐t ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à été ❢❛✐t❡ s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① s✐♠✉❧és s❛♥s ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✳

■❝✐ ♥♦✉s ❧✐st♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t ✐♠♣❛❝t❛♥t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s r❛♠♣❡s
❞❡ ♣❤❛s❡ ✿

❼ ❇r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t ♦✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ✭q✉✐ ♥✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❋▼ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡st ❛♠é❧✐♦ré ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r B.T ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✮

❼ ▼✉❧t✐✲tr❛❥❡t ✭♥♦♥ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✴ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s♦♥❞❡✉rs ♠♦②❡♥✲❣r❛♥❞ ❢♦♥❞✮

❼ ❉é❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♦✉ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ✭q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s
❛♥t❡♥♥❡ ♥❡ ✈♦✐t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡♠♣r❡✐♥t❡ ✭♠❛✐s ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❡♠♣r❡✐♥t❡ ❧é❣èr❡✲
♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡✮ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ♣✉✐sq✉❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡✳

❼ ❉é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦✉ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣ré♣♦♥✲
❞ér❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼✮

▲❛ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ♠❛r✐♥
❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s
✷ s♦✉s✲❛♥t❡♥♥❡s s♦♥t ♣❡rç✉s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡♠♣r❡✐♥t❡ s❡❧♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❋▼✲❝♦♠♣r❡ssé ❛♣♣❛r❛✐t ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❈❲ ❞✉ à
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧s✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é
❡st ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡ s✐❣♥❛❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❋▼ ✭s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé✮ q✉✬❡♥ ❈❲✳ P❧✉s
❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❡st ét❡♥❞✉❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❡st ✢✉❝t✉❛♥t✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① r❡ç✉s ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❛♥t❡♥♥❡s✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r ❧❛ ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ✭r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✲
t❡r❢ér♦♠ètr❡ ✭♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❡❛✉ H✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ θ0✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s



■✳✷✳ P❆❘❚■❊ ✷ ✿ ➱❚❯❉❊❙ ❉❊❙ ❈❆❯❙❊❙ ❉❊ ❉➱●❘❆❉❆❚■❖◆ ✶✼✾

❛♥t❡♥♥❡s a✳✳✳✮ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❋▼✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
❝♦♠♣r❡ssé✮✳

▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❜r✉✐t
✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧✐sé✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭■✳✷✳✶✮✱ ♦✉ TF ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❢♦✉rr✐❡r✳

µ =

∣∣〈SaSb
〉∣∣

√〈
SaSa

〉 〈
SbSb

〉 =
TF[|s|2](fc 12 a

H
cos2 θ0
tan θ0

)

TF[|s|2](0) ✭■✳✷✳✶✮

❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✿

din =
µ

1− µ
✭■✳✷✳✷✮

▲❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ✐♥❝❧✉❛♥t ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡t ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭■✳✷✳✸✮✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ✈❡♥❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ét❛♥t ♣ré❞✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
s♦♥❛r✳

1

dtot
=

1

din
+

1

dadd
+

1

dindadd
✭■✳✷✳✸✮

▲✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❛♠♣❡ ✭é❝❛rt t②♣❡✮ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

σ(∆φ) =
2√

12
π2 + d

(
1− 0.05 d

d+1 ln d
) ✭■✳✷✳✹✮

■✳✷✳✷✳✶ ■♠♣❛❝t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s

■❝✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ✿

❼ ❈❲ ✸ ♠s ❞❛♥s ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ❝♦s✐♥✉s ❝❛rré ✭s✐❣♥❛❧ ♥♦♥ ♠♦❞✉❧é ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❊▼✼✶✵✮✳

❼ ❋▼ ✷✵ ♠s✱ ❜❛♥❞❡ ✽✸✵❍③✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ très ♣r♦❝❤❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❈❲ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❧♦❜❡s t❡♠♣♦r❡❧s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭■✳✷✳✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s ✜❣✉r❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s✱ r❛♣♣❡✲
❧♦♥s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉rr✐❡r ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞✉ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦✲
❤ér❡♥❝❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
s✐❣♥❛✉① ❋▼✳ ▲❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥
❞❡s s✐❣♥❛✉①✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡s r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✮ ❡st ❞♦♥❝
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❞❡✉①✐è♠❡ s♦✉s ✜❣✉r❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ✐❝✐ ❡st H = 200♠✱ a = 0.33♠✱
fc = 73000❍③✳



✶✽✵

❆◆◆❊❳❊ ■✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✿ ■▼P❆❈❚ ❉❊❙ ❙■●◆❆❯❳ ▼❖❉❯▲➱❙ ❙❯❘ ▲❆
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▼❯▲❚■❋❆■❙❈❊❆❯❳

✭❛✮ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r✲
❢ér♦♠étr✐q✉❡s

✭❜✮ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡

❋✐❣✉r❡ ■✳✷✳✶ ✕ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❜r✉✐t
s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✱ r♦✉❣❡✿ s✐❣♥❛❧ ❋▼✱ ❜❧❡✉✿ s✐❣♥❛❧ ❈❲

■✳✷✳✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧èt❡
❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ✭✜❣ ■✳✷✳✷✮ ❧❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ✭r♦✉❣❡ ❡t
❜❧❡✉✮ ❛✈❡❝ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ s✐❣♥❛❧ ✭✈❡rt✮ ✿ ❋▼ ✷✵ ♠s✱ ❜❛♥❞❡ ✺✵✵❍③✱ s✐❣♥❛❧ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé
♣❛r ❧✬❊▼✼✶✵✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✭♦✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t✮ ❞❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❡st✐♠é❡ s✉r ✉♥❡
❢❡♥êtr❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r ✷✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✳

✭❛✮ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❜✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ■✳✷✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❈❲ ✭❜❧❡✉✮✱ ❋▼ ✺✵✵ ❍③ ✭✈❡rt✮✱ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭r♦✉❣❡✮

■✳✷✳✷✳✸ ❉♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s

❯♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❛ été ❡♥r❡❣✐stré❡ ❡♥ ❥✉✐♥ ✷✵✶✷ ♣❛r ❑♦♥❣s❜❡r❣ ▼❛r✐t✐♠❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧✬❊▼✼✶✵ ❞✉ ▼✴❑ ❙✐♠r❛❞✲❊❝❤♦✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ♠❛r✐♥ ❡st ♣❧❛t s✐t✉é à ✷✵✵♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ▲❡
s②stè♠❡ ❡①♣❧♦r❡ ✉♥❡ très ♣❡t✐t❡ ③♦♥❡ ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳



■✳✸✳ P❆❘❚■❊ ✸ ✿ P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ❉✬❆▼➱▲■❖❘❆❚■❖◆ ✶✽✶

✭❛✮ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✵❞❇ ✭❜✮ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✲✷✵❞❇

❋✐❣✉r❡ ■✳✷✳✸ ✕ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡
✈♦✐❡ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❡❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❈❲ ✭❜❧❡✉✮❀ ❋▼ ✽✸✵ ❍③ ✭r♦✉❣❡✮❀ ❋▼ ✺✵✵ ❍③ ✭✈❡rt✮✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ♣ré❞✐❝t✐♦♥s
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s s✐❣♥❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡✉① sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s
✭❞♦♥♥é❡s ❛♣rès ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❡t ❞♦♥♥é❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✮ ❀ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭✵❞❇✮ ❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s
✐♠♣♦rt❛♥t ✲✷✵❞❇ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✜❣ ■✳✷✳✸✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ à ✵ ❞❇✱
❧❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t très ♣❡✉ ✐♠♣❛❝tés ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t ❀ ❧❡ ❜r✉✐t ♣rés❡♥t s✉r ❧❡s r❛♠♣❡s ❞❡
♣❤❛s❡ ✈✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❧❡ ❜r✉✐t
❛♠❜✐❛♥t ✐♠♣❛❝t❡ ❧❡s s♦♥❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ✈♦✐❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❀ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❋▼✳

■✳✸ P❛rt✐❡ ✸ ✿ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥

■✳✸✳✶ ❆♣♦❞✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ é♠✐s

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❜❛t❤②♠étr✐❡✱ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s
❛♣rès ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ▲❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❋▼ é♠✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❝❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❛♣rès ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡ ❛ été ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t
t❡sté❡ ✐♥ s✐t✉ ✭s❡ r❡♣♦rt❡r ❛✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✮✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❜r✉✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t✱
♦♥ ♣❡r❞ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♦❞✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲
✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ré❞✉✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❞♦♥❝ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ✭❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✮✳ ❈❡tt❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❡♥sé❡ ❡♥ ré✲❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❛❧❧♦♥❣é❡ ✭♠❛tér✐❡❧✱ ❡①♣❧♦r❛✲
t✐♦♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✮✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣✐st❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ tr❛♥s♠✐s ❡♥
❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝❛rré❡ ❡st ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✳
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P❘➱❈■❙■❖◆ ❉❊ ▼❊❙❯❘❊❙ ❇❆❚❍❨▼➱❚❘■◗❯❊❙ ■❙❙❯❊❙ ❉❊ ❙❖◆❉❊❯❘❙

▼❯▲❚■❋❆■❙❈❊❆❯❳

✭❛✮ ❋♦r♠❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✭❛✈✲
❛♥t ❡t ❛♣rès ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✮

✭❜✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥✿ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡

❋✐❣✉r❡ ■✳✸✳✶✿ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣❡s ❛♣♦❞✐sés ✭r♦✉❣❡✿✶✵✪✱
♠❛❣❡♥t❛✿✺✵✪✱ ♥♦✐r✿✼✺✪✱ ✈❡rt✿ ✶✵✵✪✮

■✳✸✳✷ ❋✐❧tr❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ❛♣♦❞✐sé

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✭❛♣♦❞✐s❛t✐♦♥✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ré❞✉✐t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé s❡ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs é❧❛r❣✐✳
▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡
✭❡t ❞♦♥❝ é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣r❡ssé✮ ét❛✐t ❝♦♠♣❡♥sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t ❝❛r tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❜❛❧❛②é ❛✈❛✐t été é❧❛r❣✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡r✈é ❧❛ ❜❛♥❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✿ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té
❝❧❛ss✐q✉❡ ♦✉ ❛♣♦❞✐sé s✉✐✈❛♥t s✐ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ♦✉ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❡st ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à été t❡sté❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐❣♥❛✉①
❝❛♣t❡✉rs ✭❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✮ q✉✐ ♦♥t été tr❛✐tés ✭s❡ r❡♣♦rt❡r ❛✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✮✳

■✳✸✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭♠❛①✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ é♠✐s❡✮ ❡t ré✲
❞✉✐r❡ ❧❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭✜❣ ■✳✸✳✷✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ▲❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❧♦❜❡s
s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✭✜❣ ■✳✸✳✸✮✳
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❋✐❣✉r❡ ■✳✸✳✷✿ r❡❧❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❇❧❡✉✿ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡✱ ❘♦✉❣❡✿ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ s❡✉❧✮ ❡st ❞♦♥❝
♣ré❞✐t ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❧❡ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥s❡r✈❡
❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦♥❞ér❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉
❝❤✐r♣✮✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧✬✐♥térêt ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✈✐s à ✈✐s ❛✉ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t✳
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✭❜✮ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❜r✉✐t r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ✈♦✐❡

❋✐❣✉r❡ ■✳✸✳✸ ✕ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡t ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❜r✉✐t s✉r r❛♠♣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✿ ❈❤✐r♣ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❛♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❜❧❡✉✮✱ ❈❤✐r♣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❛♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭r♦✉❣❡✮✱
❈❤✐r♣ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣♣❡ ❡♥ ❝♦s✷ ✭✈❡rt✮ ✭❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡✮

◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ✿ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s
❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✐✈❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❜✐❡♥
❛❞❛♣té ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ❛✈❛♥t ✜❧tr❛❣❡
❛❞❛♣té ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ✬❞♦♣♣❧❡r✐sé✬✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧é ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡
❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♣♦rté ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐



✶✽✹

❆◆◆❊❳❊ ■✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✿ ■▼P❆❈❚ ❉❊❙ ❙■●◆❆❯❳ ▼❖❉❯▲➱❙ ❙❯❘ ▲❆
P❘➱❈■❙■❖◆ ❉❊ ▼❊❙❯❘❊❙ ❇❆❚❍❨▼➱❚❘■◗❯❊❙ ■❙❙❯❊❙ ❉❊ ❙❖◆❉❊❯❘❙

▼❯▲❚■❋❆■❙❈❊❆❯❳

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é♠❡ttr❡ ♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à é♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡
♣❧✉s ❝♦✉rt❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s s②stè♠❡ ❛ ❜✐❡♥ été ❛❝❝r✉✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡s
s②stè♠❡ ❛♣♣❛r❛✐t ♣❧✉s ❜r✉✐té✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣❡r♠❡t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✳

❉❡✉① ❝❛✉s❡s ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ✐❝✐✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✐st❡ ét❛✐t ❧✬❡✛❡t
❉♦♣♣❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥❡ s✬❡✛❡❝t✉❛♥t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✬❡✛❡t
❉♦♣♣❧❡r✳ ▲❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ✐♠♣❛❝tés q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ré❝❡♣t✐♦♥ s♦✉♠✐s ❛✉ r♦✉❧✐s✱ t❛♥❣❛❣❡✱ ♣✐❧♦♥♥❡♠❡♥t ❡t❝✳
▲✬ét✉❞❡ ❛ ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ❡♥tr❛✐♥❛✐t ❞❡s ❜✐❛✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❜✐❛✐s ♣rés❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❋▼ ❡t ❈❲ ❡st ❝réé ♣❛r ✉♥ ❞é♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞û à ❧✬ ❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❋▼ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡st ❞û à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧✲
s✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❝❡ ❜✐❛✐s ❡st ❝♦rr✐❣é ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❡♥r❡❣✐stré❡s ♣❛r ❧❛ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡✱ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ♥✬✐♠♣❛❝t❡ ♣❛s ♣❧✉s ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❋▼ q✉❡
❈❲✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣✐st❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ■❧ ❛
été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡♥tr❛✐♥❡
✉♥❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s✱ ❜r✉✐t❛♥t ❧❡s r❛♠♣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❛❝t❡
❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳

■❧ ❛ ❞♦♥❝ été ❡①♣❧♦ré tr♦✐s ♣✐st❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳
❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦♥❞ér❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ❞❡ t❡❧ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s s♦♥t ❞✐♠✐♥✉és s❛♥s é❧❛r❣✐r
❧❡ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈❡tt❡ ❛♣♦❞✐s❛t✐♦♥ ❛ été t❡sté ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ✐♥ s✐t✉✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ ❜r✉✐t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ♦♥
ré❞✉✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ✭✉t✐❧❡ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t✮
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❣❛✐♥ s♦✉❤❛✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ♣♦♥❞éré❡✳ ❊❧❧❡ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t
t❡sté❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ✐♥ s✐t✉✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
t②♣❡ ❞❡ ❜r✉✐t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ❡st ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r s✐ ❧❡ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❡st ❛❜❛✐ssé✱ ❧❡ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st é❧❛r❣✐ ❝❡ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥
❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r
✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡
❝♦♠♠❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ✭t❡sté❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜r✉✐té❡s ✭❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❣❛✐♥ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s
❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❛tté♥✉és✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s été t❡sté❡ ✐♥ s✐t✉ ✭♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ♠✐♥❡✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té✮✳
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❬❇❡❛✱ ✷✵✶✷❪ ❏✳ ❇❡❛✉❞♦✐♥✱ ❳✳ ▲✉rt♦♥ ❳✳ ✫ ❏✳▼✳ ❆✉❣✉st✐♥✱ ❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ▼✉❧t✐❜❡❛♠ ❊❝❤♦s♦✉♥❞❡r
❙②st❡♠ ❘❡✈✐❡✇✱ ❯◆❍✲■❢r❡♠❡r ❥♦✐♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ✷✵✶✷✳

❬❇❡❛✱ ✷✵✶✸❪ ❏✳ ❇❡❛✉❞♦✐♥✱ P✳ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❋✳ ❋❧✐♥❞❡rs ❘✴❱ ❋❛❧❦♦r ▼✉❧t✐❜❡❛♠ ❊❝❤♦s♦✉♥❞❡r
❙②st❡♠ ❘❡✈✐❡✇✳ ❯◆❍✲❈❈❖▼✴❏❍❈ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✶✸✲✵✵✶✱ ✼✼ ♣♣✱ ▼❛r❝❤✳ ✷✶✱
✷✵✶✸✳

❬❇✐r✱ ✷✵✵✺❪ ❏✳❙✳ ❇✐r❞✱ ●✳❑✳ ▼✉❧❧✐♥s✱ ✏❆♥❛❧②s✐s ♦❢ s✇❛t❤ ❜❛t❤②♠❡tr② s♦♥❛r ❛❝❝✉r❛❝②✑✱ ■❊❊❊
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖❝❡❛♥✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✈♦❧ ✸✵✱ ♥➦✷✱ ♣ ✸✼✷✲✸✾✵✱ ✷✵✵✺✳

❬❇♦✉✱ ✶✾✾✷❪ ▼✳ ❇♦✉✈❡t✱ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s s♦♥❛r✱ ▼❛ss♦♥✱ ✶✾✾✷

❬❇✉r✱ ✶✾✽✾❪ ❲✳❙✳ ❇✉r❞✐❝✱ ❯♥❞❡r✇❛t❡r ❆❝♦✉st✐❝ ❙②st❡♠ ❆♥❛❧②s✐s✱ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ✶✾✽✹

❬❈❡r✱ ✷✵✶✷❪ P✳ ❈❡r✈❡♥❦❛✱ ✏❇❛s❡❧✐♥❡ ❉❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❝♦✉st✐❝ ❚♦♦❧s ❢♦r ❙✉r✈❡②✐♥❣ t❤❡ ❙❡❛✲
✢♦♦r✑✱ ✶✶t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❯♥❞❡r✇❛t❡r ❆❝♦✉st✐❝s ✭❊❈❯❆✮✱ ✷♥❞ ✲ ✻t❤
❏✉❧② ✷✵✶✷✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ❯❑✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ P❖▼❆ ✶✼✱ ✵✼✵✵✼✸✱ ✷✵✶✸

❬❈❤❡✱ ✷✵✵✹❪ ●✳ ▲✳ ❈❤❡♥❛❞❡❝✱ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉①
s♦♥❛r ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❞s ♠❛r✐♥s✱ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛✐♥❡✱
✷✵✵✹✳

❬❈♦❧✱ ✷✵✵✷❪ ❏✳ ▼✳ ❈♦❧✐♥✱ ▲❡ r❛❞❛r✿ ❚❤é♦r❡ ❡t Pr❛t✐q✉❡ ✱ ❊❧❧✐♣s❡✱ ✷✵✵✷

❬❈♦❧✱ ✶✾✾✾❪ ❚✳ ❈♦❧❧✐♥s ❛♥❞ P✳ ❆t❦✐♥s✱ ✏◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r♣ ❢♦r ❛❝t✐✈❡
s♦♥❛r✑✱ ■❊❊ Pr♦❝✳✲❘❛❞❛r✿ ❙♦♥❛r ◆❛✈✐❣✳✱ ❱♦❧✳ ✶✹✻✱ ◆♦✳ ✻✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✾

❬❈♦♦✱ ✶✾✾✸❪ ❈✳❊✳ ❈♦♦❦ ❛♥❞ ▼✳ ❇❡r♥❢❡❧❞✱ ❘❛❞❛r s✐❣♥❛❧s ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❆rt❡❝❤ ❍♦✉s❡✱ ✶✾✾✸

❬❈♦s✱ ✶✾✽✹❪ ❏✳P✳ ❈♦st❛s✱ ✏❆ st✉❞② ♦❢ ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❲❛✈❡❢♦r♠s ❍❛✈✐♥❣ ◆❡❛r❧② ■❞❡❛❧
❘❛♥❣❡✲❉♦♣♣❧❡r ❆♠❜✐❣✉✐t② Pr♦♣❡rt✐❡s✑✱ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ❱♦❧✳ ✼✷✱ ♥➦✽✱ ♣♣✳ ✾✾✻✲
✶✵✵✾✱ ✶✾✽✹✳

❬❈✉r✱ ✶✾✾✶❪ ❏✳❈✳ ❈✉r❧❛♥❞❡r✱ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❆♣❡rt✉r❡ ❘❛❞❛r ✲ ❙②st❡♠s ✫ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❲✐❧❡②✱
✶✾✾✶

❬❉❡▼✱ ✶✾✽✽❪ ❈✳ ❉❡ ▼♦✉st✐❡r✱ ✏❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥ s✇❛t❤ ❜❛t❤②♠❡tr② s✉r✈❡② s②st❡♠s✑✱ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❍②❞r♦❣r❛♣❤✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✻✹✱ ♣♣✳ ✷✺✲✺✹✱ ✶✾✽✽

✶✽✺
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❬❊✇❛✱ ✷✵✶✶❪ ❆✳ ❊✇❛rt✱ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ▼✉❧t✐❜❡❛♠ ❉❛t❛ ❢r♦♠ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥✱ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥✱ ▼❙❝ Pr♦❥❡❝t r❡♣♦rt✱ ✷✵✶✶✳

❬❋r❛✱ ✶✾✽✷❛❪ ❘✳❊ ❋r❛♥❝♦✐s✱ ●✳❘✳ ●❛rr✐s♦♥✱ ✏❙♦✉♥❞ ❛❜s♦r❜t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❝❡❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
P❛rt ■✿ P✉r❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡s✐✉♠ s✉✢❢❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉s✲
t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ❱♦❧✳ ✼✷✱ ♣♣ ✽✾✻✲✾✵✼✱ ✶✾✽✷✳

❬❋r❛✱ ✶✾✽✷❜❪ ❘✳❊ ❋r❛♥❝♦✐s✱ ●✳❘✳ ●❛rr✐s♦♥✱ ✏❙♦✉♥❞ ❛❜s♦r❜t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❝❡❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
P❛rt ■■✿ ❇♦r✐❝ ❛❝✐❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ❱♦❧ ✼✷✱ ♣♣ ✶✽✼✾✲✶✽✾✵✱ ✶✾✽✷✳

❬●❛t✱ ✶✾✾✹❪ ❋✳ ●❛t❡❧❧✐✱ ❆✳ ▼♦♥t✐ ●✉❛r♥✐❡r✐✱ ❋✳ P❛r✐③③✐✱ P✳ P❛sq✉❛❧✐✱ ❈✳ Pr❛t✐✱ ❋✳ ❘♦❝❝❛✱ ✏❚❤❡
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s❤✐❢t ✐♥ ❙❆❘ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✑✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✲
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❬❍❛r✱ ✶✾✾✺❪ ❘✳ ❍❛r❡✱ ❆✳ ●♦❞✐♥✱ ▲✳ ▼❛②❡r✳ ❆❝❝✉r❛❝② ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❙✇❛t❤ ✭▼✉❧t✐✲
❜❡❛♠✮ ❛♥❞ ❙✇❡❡♣ ✭▼✉❧t✐tr❛♥s❞✉❝❡r✮ ❙♦✉♥❞✐♥❣ ❙②st❡♠s✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❍②❞r♦❣r❛♣❤✐❝
❙❡r✈✐❝❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡♣♦rt✱ ✶✾✾✺✳

❬❍❡✐✱ ✷✵✵✹❪ ❆✳ ❍❡✐♥✱ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❙❆❘ ❉❛t❛✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✱ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■♥t❡r❢❡r♦✲
♠❡tr②✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✳

❬❍❡❧✱ ✷✵✵✸❪ ▲✳ ❍❡❧❧❡q✉✐♥✱ ❏✳✲▼✳ ❇♦✉❝❤❡r ❡t ❳✳ ▲✉rt♦♥✱ ✏Pr♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠✉❧t✐✲
❜❡❛♠ ❡❝❤♦ s♦✉♥❞❡r ❞❛t❛ ❢♦r s❡❛✢♦♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✑✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖❝❡❛♥✐❝
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✽✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✼✽✕✽✾✱ ✷✵✵✸✳

❬❍❡❧✱✶✾✾✽❪ ▲✳ ❍❡❧❧❡q✉✐♥✱ ❆♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐s✲
❝❡❛✉① ❊▼✾✺✵✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❞s s♦✉s✲♠❛r✐♥s✱ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶✱ ✶✾✾✽✳

❬❍✉❣✱ ✷✵✶✵❪ ❏♦❤♥ ❍✉❣❤❡s✲❈❧❛r❦❡✱ ▼✉❧t✐❜❡❛♠ ❝♦✉rs❡✱ ✷✵✶✷

❬❏❛♠✱ ✷✵✵✽❪ ▼✳ ❏❛♠✐❧✱ ❍✳ ❏✳ ❩❡♣❡r♥✐❝❦ ❛♥❞ ▼✳■✳ P❡tt❡rss♦♥✱ ✏P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆ss❡s♠❡♥t ♦❢ P♦❧②✲
♣❤❛s❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦❞❡s✑✱ ■❙❙❙❚❆ ✷✵✵✽✱ ■❊❊❊ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ♦♥✱ ✷✵✵✽

❬❏✐♥✱ ✶✾✾✻❪ ●✳❏✐♥✱ ❉✳❚❛♥❣✱ ✏❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙♦♥❛r✑✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖❝❡❛♥✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧ ✷✶✱ ♥♦ ✶✱ ❏❛♥✉✲
❛r② ✶✾✾✻

❬❑♦♥✱ ❊▼✶✷✷❪ ❑♦♥❣s❜❡r❣✱ s❤♦rt s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❊▼✶✷✷✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✾

❬❑♦♥✱ ❊▼✸✵✷❪ ❑♦♥❣s❜❡r❣✱ s❤♦rt s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❊▼✸✵✷✱ ❙❡♣t ✷✵✵✾

❬❑♦♥✱ ❊▼✼✶✵❪ ❑♦♥❣s❜❡r❣✱ s❤♦rt s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❊▼✼✶✵✱ ❙❡♣t ✷✵✵✾

❬▲❛❞✱ ✷✵✶✷❪ ❨✳ ▲❛❞r♦✐t✱ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ q✉❛❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♥❞❡s
♣♦✉r ❧❡s s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐s❝❡❛✉① ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s✱ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❘❡♥♥❡s
✶✱✷✵✶✷

❬▲❡❈✱ ✶✾✽✾❪ ❋✳ ▲❡ ❈❤❡✈❛❧✐❡r✱ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❙✐❣♥❛✉① ❘❛❞❛r ❡t ❙♦♥❛r✱ ▼❛ss♦♥✱
✶✾✽✾



❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✽✼

❬▲❡✈✱ ✶✾✽✽❪ ◆✳ ▲❡✈❛♥♦♥✱ ❘❛❞❛r ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✽✽

❬▲✉r✱ ✶✾✾✽❪ ❳✳ ▲✉rt♦♥✱ ❆❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ■❢r❡♠❡r ✶✾✾✽

❬▲✉r✱ ✷✵✵✶❪ ❳✳ ▲✉rt♦♥✱ ✏Pré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s s♦♥❛rs ❜❛t❤②♠étr✐q✉❡s ❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣✲
♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✑✱ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✱✈♦❧ ✶✽✱ ♥♦✳✸✱ ♣♣ ✶✼✾✲✶✾✹✱ ✷✵✵✶

❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❛❪ ❳✳ ▲✉rt♦♥✱ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❯♥❞❡r✇❛t❡r ❆❝♦✉st✐❝s✱ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
❙❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵

❬▲✉r✱ ✷✵✶✵❜❪ ❳✳ ▲✉rt♦♥ ❛♥❞ ❏✳▼✳ ❆✉❣✉st✐♥✱ ✏❆ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ◗✉❛❧✐t② ❋❛❝t♦r ❢♦r ❙✇❛t❤ ❇❛t❤②✲
♠❡tr② ❙♦✉♥❞❡rs✑✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖❝❡❛♥✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✸✺✱ ♥➦ ✹✱ ❖❝t♦❜❡r
✷✵✶✵

❬▼✐❧✱ ✶✾✾✵❪ ❏✳ ▼✐❧❧❡t ❛♥❞ ●✳ ❏♦✉r❞❛✐♥✱ ✏❙✐❣♥❛✉① à ❢♦rt ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡✿
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❈♦st❛s ❡t ❧❡s s✐❣♥❛✉① à ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡
♣❤❛s❡ ❇P❙❑✑✱ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❱♦❧ ✼✱ ♥➦✶✱ ✶✾✾✵

❬▼✐t✱ ✶✾✽✺❪ ❘✳▲✳ ▼✐t❝❤❡❧✱ ❘❛❞❛r ❙✐❣♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ▼❛r❦ ❘❡ss♦✉r❝❡s✱ ✶✾✽✺

❬❖❧✐✱ ✶✾✾✻❪ ❈✳ ❖❧✐✈❡r✱ ❙✳ ◗✉❡❣❛♥✱ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❆♣❡rt✉r❡ ❘❛❞❛r ■♠❛❣❡s✱ ❆rt❡❝❤
❍♦✉s❡✱ ✶✾✾✻

❬P✉❥✱ ✷✵✵✼❪ ●✳ ▲▲♦rt P✉❥♦❧✱ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s s♦♥❞❡✉rs ♠✉❧t✐❢❛✐s✲
❝❡❛✉①✱ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ✉♥✐✈❡rs✐té ❘❡♥♥❡s ✶✱ ✷✵✵✼

❬❘✐❝✱ ✷✵✵✺❪ ▼✳❆ ❘✐❝❤❛r❞s✱ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❘❛❞❛r ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ❈♦♠♣❛♥✲
✐❡s✱ ✷✵✵✺

❬❘♦♥✱ ✶✾✾✾❪ ❆✳ ❘ø♥❤♦✈❞❡ ❡t ▲✳ ❨❛♥❣✱ ✏❍✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐❜❡❛♠ ❡❝❤♦
s♦✉♥❞❡rs ✉s✐♥❣ r❛✇ ❡♠✸✵✵✵ ❞❛t❛✑✱ ❖❈❊❆◆❙ P♦❝✳✱ ✶✾✾✾✳

❬❙✐♥✱ ✷✵✵✷❪ ❈❤✳ ❙✐♥t❡s✱ ❉é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❇❛t❤②♠étr✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❙♦♥❛r ▲❛t❡r❛❧ ♣❛r ❞❡s
▼ét❤♦❞❡s ■♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬■♠❛❣❡✱ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ✷✵✵✷

❬❙✐♥✱ ✷✵✶✵❪ ❈❤✳ ❙✐♥t❡s✱ ●✳ ▲▲♦rt P✉❥♦❧ ❛♥❞ ❉✳ ●✉❡r✐♦t✱ ✏❈♦❤❡r❡♥t Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❊rr♦r ▼♦❞❡❧
❢♦r ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙✐❞❡s❝❛♥ ❙♦♥❛rs✑✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖❝❡❛♥✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✳
✸✺✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✹✶✷✲✹✸✺✱ ✷✵✶✵

❬❙✐♥✱ ✷✵✶✷❪ ❈❤✳ ❙✐♥t❡s✱ ●✳ ▲▲♦rt P✉❥♦❧ ✏❊♠♣✐r✐❝❛❧ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ P❤❛s❡ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❋♦r♠✉❧❛s
❢♦r ❇❛t❤②♠❡tr✐❝ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✑✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱
❱♦❧✳ ✺✵✱ ♥➦✻✱ ♣♣ ✷✵✼✾ ✲ ✷✵✾✼✱ ✷✵✶✷

❬❚♦✉✱ ✶✾✾✺❪ ❘✳ ❚♦✉❣❤✱ ❉✳ ❇❧❛❝❦♥❡❧❧ ❛♥❞ ❙✳ ◗✉❡❣❛♥✱ ✏❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝
❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ❞❛t❛✑✱ Pr♦❝✳ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✈♦❧✳ ✹✹✾✱
♣♣✳ ✺✻✼✲✺✽✾✱ ✶✾✾✺

❬❯r✐✱ ✶✾✽✸❪ ❯r✐❝❦✱ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❯♥❞❡r✇❛t❡r ❙♦✉♥❞✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ▼❛❝●r❛✇ ❍✐❧❧ ✶✾✽✸

❬❱❛r✱ ✷✵✵✸❪ ▲✳❘✳ ❱❛rs♥❡② ❛♥❞ ❉✳ ❚❤♦♠❛s✱ s✐❞❡❧♦❜❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r r❛♥❣❡ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❘❛❞❛r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✸



✶✽✽ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❬❱✐♥✱ ✷✵✶✵❪ P✳ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❈❤✳ ❙✐♥t❡s✱ ❳✳ ▲✉rt♦♥✱ ❘✳ ●❛r❡❧❧♦✱ ✏■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t
♦♥ ▼✉❧t✐❜❡❛♠ ❊❝❤♦ ❙♦✉♥❞❡r ❇❛t❤②♠❡tr②✑✱ ❖❈❖❙❙ Pr♦❝✳ ✭❇r❡st✱ ❋r❛♥❝❡✮✱ ❏✉♥❡
✷✵✶✵✳

❬❱✐♥✱ ✷✵✶✶❛❪ P✳ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❈❤✳ ❙✐♥t❡s✱ ❋✳ ▼❛✉ss❛♥❣✱ ❳✳ ▲✉rt♦♥✱ ❘✳ ●❛r❡❧❧♦✱ ✏❉♦♣♣❧❡r ❊✛❡❝t ♦♥
❇❛t❤②♠❡tr② ✉s✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥❝② ▼♦❞✉❧❛t❡❞ ▼✉❧t✐❜❡❛♠ ❊❝❤♦ ❙♦✉♥❞❡rs✑✱ ❖❈❊❆◆❙
Pr♦❝✳ ✭❙❛♥t❛♥❞❡r✱ ❙♣❛✐♥✮✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✶✳

❬❱✐♥✱ ✷✵✶✶❜❪ P✳❱✐♥❝❡♥t✱ ❋✳ ▼❛✉ss❛♥❣✱ ❳✳ ▲✉rt♦♥✱ ❈❤✳ ❙✐♥t❡s✱ ❘✳ ●❛r❡❧❧♦✱ ✏❊✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ✿
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