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Chapitre 1

Introduction et résultats principaux

Cette these est consacrée a 1’étude mathématique de modeles issus de la mécanique quantique relativiste.
Nous nous sommes concentrés sur des problémes associés au confinement des quarks et des anti-quarks au
sein des nucléons et a la cohésion des nucléons dans le noyau des atomes. Malgré le fait que les équations de
la physique de ces particules fondamentales soient connues depuis maintenant plusieurs dizaines d’années, les
mécanismes de confinements restent a I’heure actuelle incompris. Afin d’étudier ces problémes, les physiciens ont
alors introduit plusieurs modeles phénoménologiques dont certains ont permis d’obtenir des résultats théoriques
correspondant trés bien aux mesures expérimentales.

Ces dernieres années, un intérét croissant s’est porté sur 1’étude mathématique de modeles relativistes, no-
tamment ceux associés a I’interaction électromagnétique. En effet, dans de nombreux phénomenes quantiques,
les effets relativistes ne peuvent pas €tre négligés. Ils sont par exemple responsables de la couleur jaune de 1’or
[PD79]. Cependant, les modeles issus de la physique des hadrons et des quarks ont été tres peu étudiés. Tout
en poursuivant le travail initié par Balabane, Cazenave et Vazquez [BCV90], nous avons tenté de donner une
vision d’ensemble de certains modeles phénoménologiques en insistant sur les liens qu’ils entretiennent. Tous les
modeles que nous avons étudiés sont non linéaires.

Cette these est divisée en trois parties indépendantes.

La premiere partie est consacrée a deux applications de la méthode de tir pour 1’étude des états excités
dans le modele du sac fractionnaire et un modele de noyau atomique. Nous avons démontré 1’existence d’une
infinité de solutions des équations de ces modeles lorsque elles sont recherchées parmi les fonctions possédant
certaines symétries. Dans ce cas, les équations sont écrites sous la forme d’un systeme d’équations différentielles
ordinaires. La principale difficulté rencontrée dans le cas du modele du sac fractionnaire est due a I’irrégularité de
la non-linéarité. L’ originalité de la preuve repose sur I’introduction d’une régularisation particuliere permettant
de conserver certaines propriétés qualitatives des solutions du probléme original tout en obtenant 1’existence
et I'unicité locale des solutions du systeme d’EDO. Nous avons aussi appliqué le méme type de régularisation
pour le modele de noyau. Dans ce cas, la difficulté majeure provient de la présence de quatre points d’équilibre
hyperbolique pour le systeme hamiltonien associé au équations du probleéme. Nous avons donc cherché a contrdler
le comportement des solutions au voisinage de ces quatre points via une régularisation hamiltonienne.

Dans la seconde partie, nous avons démontré des résultats d’existence d’états fondamentaux pour les modeles
de soliton de Friedberg et Lee et d’approximation sac. Lorsque les fonctions d’onde sont supposées posséder
certaines symétries, nous avons appliqué la méthode directe du calcul des variations et les résultats de compacité
pour les ensembles de fonctions radiales diis a Lions [Lio82]. Dans le cas général, nous avons obtenu des résultats
d’existence grace au principe de concentration compacité. Nous avons aussi démontré le lien entre les modeles
de soliton de Friedberg et Lee et d’approximation sac en utilisant a la fois la I'-convergence et le principe de
concentration compacité.
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La derniere partie est consacrée a 1’étude du modele du sac du MIT. En particulier, nous avons cherché a
étudier le caractére auto-adjoint de I’opérateur de Dirac lorsque son domaine est un sous-ensemble de H'(Q, C*)
ot1 2 est un ouvert borné de R3, formé de fonctions vérifiant certaines équations au bord de €. Ceci nous a permis
d’exprimer le probleme de I’état fondamental dans le modele du sac du MIT comme un probléme d’optimisation
de forme.

Dans ce chapitre introductif, nous présentons le contexte physique et le cadre mathématique de la mécanique
quantique permettant de comprendre les modeles considérés. Nous introduirons 1’opérateur de Dirac en rappelant
certaines de ses propriétés, notamment celles liées a sa structure supersymétrique. Nous détaillerons ensuite
I’ensemble des modeles que nous avons étudié. Dans la section 1.4, nous présenterons la méthode de tir et les
résultats que nous avons obtenus pour les modeles de sac fractionnaire et de noyau. La suite sera consacrée aux
méthodes variationnelles notamment le principe de concentration compacité et la I'-convergence ainsi qu’a leurs
applications aux modeles du soliton de Friedberg et Lee et d’approximation sac. Nous terminerons ce chapitre
introductif par une présentation de nos perspectives de recherche.

1.1 Meécanique quantique relativiste

La mécanique classique est une théorie extrémement précise lorsqu’il s’agit d’étudier la plupart des phé-
nomenes macroscopiques. Cependant, a 1’échelle microscopique, elle n’est plus en mesure d’expliquer certains
faits. En particulier, la seconde loi de Newton

md =Y"F
ne peut rendre compte de la dynamique d’une particule de masse nulle comme le photon, le neutrino ou le gluon.
Le bon cadre pour décrire les particules microscopiques est celui de la mécanique quantique.

De méme, lorsque les particules ont des vitesses proches de celle de la lumiere, les effets relativistes ne
sont plus négligeables !. Il est alors nécessaire d’étudier les interactions dans le cadre de la relativité restreinte
d’Einstein. 11 est intéressant de remarquer que la théorie classique de 1’électromagnétisme de Maxwell a été la
principale inspiration dans 1’élaboration de la théorie de la relativité restreinte [GriOS8].

En 1929, I’introduction de 1’équation de Dirac a ouvert la voie de la mécanique quantique relativiste, ce qui a
permis d’étudier les particules microscopiques ayant une vitesse proche de celle de la lumiere. Cependant, cette
théorie n’est pas exempte de contradictions et a été remplacée depuis par la théorie quantique des champs. Malgré
tout, nous suivrons dans notre présentation de I’opérateur de Dirac 1’approche de originale de P.M. Dirac basée
sur la mécanique quantique, qui peut étre vue comme une premiere étape vers la compréhension de la théorie
quantique des champs [Tha91, Préface].

Notre présentation est essentiellement basée sur [Tha91, Chapitre 1], [GriO8, Chapitre 7] et [Sol07].

1.1.1 Particules élémentaires

Tout atome est constitué d’un noyau et d’électrons. Ce noyau est lui méme composé de nucléons (comme les
protons et les neutrons) qui sont a leur tour formés de trois quarks. Selon la théorie quantique des champs, les
particules élémentaires (quarks, nucléons, électrons,...) interagissent via I’échange de bosons de jauge. Lorsque
I’interaction est électromagnétique, les bosons de jauge sont les photons. Par exemple, 1’électron et le proton d’un
atome d’hydrogene s’attirent via 1I’échange de photons. Pour avoir une vision plus imagée de la situation dans
laquelle deux €lectrons se repoussent en émettant et recevant des photons, nous pouvons penser a deux personnes

1. La couleur jaune de I’or [PD79] ou le fait que le mercure soit liquide a température ambiante [Nor91] sont deux phénomenes dus
aux effets relativistes.
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qui se repoussent en se lancant des boules de neiges. Dans le cas général, les bosons de jauge peuvent étre
vus comme des messages que s’envoient deux particules ("Approche-toi, éloigne-toi,. ..")[Gri08]. L’interaction
forte assure quant a elle, le confinement des quarks et des anti-quarks au sein des hadrons? via 1’échange de
gluons. La force responsable de la cohésion des nucléons dans le noyau des atomes, appelée force nucléaire ou
force d’interaction forte entre nucléons, est une manifestation de 1’interaction forte entre quarks et anti-quarks a
I’échelle des nucléons. Les bosons de jauge associés sont les mésons. Les autres interactions fondamentales sont
la gravitation et 1’interaction faible dont les bosons de jauge sont respectivement le graviton et les bosons W et
Z. Contrairement aux autres bosons de jauge, les gravitons n’ont jamais été mis en évidence expérimentalement.

En dehors d’un réacteur nucléaire, la plupart des phénomenes physiques observables a 1’échelle macrosco-
pique sont des manifestations de I’interaction électromagnétique et de la gravitation. La portée de ces deux forces
est infinie. Par exemple, deux planetes sont toujours attirées 1’une vers 1’autre quelle que soit la distance qui les
sépare. Les interactions faibles et fortes sont quant a elles, de courte portée : elles perdent toute influence a une
certaine distance. Par exemple, deux quarks dans deux hadrons différents n’interagissent pas en échangeant des
gluons. En effet, a basse énergie, les quarks et les gluons sont parfaitement confinés au sein des hadrons et sont
inobservables de maniere isolée. On parle de confinement de quarks ou confinement de couleur. La couleur est
la charge associée a I’interaction forte comme la charge électrique est associée a I’interaction électromagnétique.
La couleur a trois pdles appelés bleu, rouge et vert tandis que la charge électrique en a deux : 4+ et —. Le principe
de confinement de couleur s’énonce alors tres simplement : toute particule observable a une couleur blanche. Par
exemple, un proton est composé de trois quarks ayant chacun une des trois couleurs.

Les phénomenes physiques que nous étudions dans cette theése sont exclusivement des manifestations de
I’interaction forte a I’intérieur des hadrons et de I’interaction nucléaire au sein des noyaux.

1.1.2 La mécanique quantique

Nous posons maintenant le cadre mathématique dans lequel les équations de la physique quantique sont
exprimées.

En mécanique quantique, un état pur d’un systeme physique est décrit a un temps tg par un élément normalisé
¥ (tg) d’un espace de Hilbert H. Deux vecteurs ; et 1y de H représentent le méme état si et seulement si
1 = %4y pour 6 € R. Si H est un espace de fonctions, les éléments 1) de H sont appelés fonctions d’onde. A
toute quantité mesurable, appelée observable, est alors associé un opérateur A auto-adjoint de H et

(?l% A¢)H

est interprété comme 1’espérance mathématique de la mesure de I’observable associé a 1’opérateur A lorsque le
systéme physique est dans I’état 1. Ici, ( ., . )% est le produit scalaire de H. Pour que ceci ait un sens, il faut
que v appartienne au domaine D(A) C H de A. Nous remarquons de plus que ce scalaire est réel car A est
auto-adjoint.

1l est crucial que les opérateurs représentant les observables soient auto-adjoints et non simplement symé-
triques et fermés. En effet, le théoréeme spectral [RS80, Théoréme V.II1.4] donnant une justification de la physique
quantique et le théoreme de Stone [RS80, Théoreme V.IIL.7] relatif a la dynamique des systemes quantiques ne
sont vrais que dans le cas d’opérateurs auto-adjoints [RS80, Partie V.II1.2].

L opérateur (H, D(H)) associé a I’énergie du systeme est appelé Hamiltonien et la dynamique du systéme
est alors déterminée par le systeme de Cauchy suivant :

i () = Hy(t),
{ w@o) = 1po € D(H). (1.1.1)

2. Les particules formées de quarks et d’antiquarks sont appelées hadrons. Les nucléons, les baryons et les mésons en font partie.
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La premiere équation est I’équation de Schrodinger. Remarquons que les fonctions de la forme

P(t,z) = e Mop(z)

ol ¢ € D(H) est un vecteur propre normalisé de H associé a la valeur propre A, sont solutions de I’équation
de Schrodinger (1.1.1). Ces solutions sont appelées états stationnaires car 1(t, . ) représente a chaque instant ¢
I’état quantique associé a .

En physique quantique non relativiste, on associe a I’énergie £ d’une particule libre et & son moment p, les
opérateurs suivants :

.0 .
EF— zha, p — —thV (1.1.2)

ou h est la constante de Planck et H est un espace de fonctions. Nous obtenons alors a partir de 1’équation
classique énergie-moment

E = G (1.1.3)
I’équation de Schrodinger
Ry
ot 2m ’

qui décrit le comportement d’une particule non relativiste libre, c’est-a-dire non soumise a 1’influence d’une
autre particule ou d’un champ extérieur. m est la masse de la particule, p?> = |p|? et H est ’espace des fonctions
L?(R3,C). Si la particule libre est dans 1’état ¢ € H?(R3, C), alors nous obtenons grace a la formule de Green
que

h? h?

A - 2dz.
(0, ©)r2 o RSWS@I dx

" om

Ceci correspond a I’espérance mathématique de la mesure de 1’énergie cinétique de cette particule.

1.1.3 L’équation de Dirac

Lorsque la vitesse d’une particule est petite par rapport a la vitesse de la lumiere c, ses propriétés sont étudiées
dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste. Dans le cas contraire, les phénomenes relativistes ne sont
plus négligeables et la particule est alors étudiée grace a la mécanique quantique relativiste.

Dans le cadre de la relativité restreinte d’Einstein, 1I’équation (1.1.3) n’est plus valide et doit étre remplacée
par I’équation relativiste énergie-moment

E = +\/c*m? + c2p? (1.1.4)

ou c est la vitesse de la lumiere. Remarquons que

d
E—md = p? (dp vetm? + c2p2pzo> +0(p?) = 2=+ o(p?).

2m

Ainsi, lorsque p? est petit par rapport a 2, I’expression (1.1.3) est une bonne approximation de £ — mc?. Si nous
appliquons directement a 1’ expression (1.1.4) la substitution (1.1.2), nous obtenons

z‘hgtw = V/—2h2A + m2chip. (1.1.5)
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L opérateur v/—c2h2A + m?2c* peut étre défini sur H'(R3, C) grice a la transformée de Fourier. Cependant, il
n’est pas local et I’équation (1.1.5) entre en contradiction avec le principe de localité 3. Dirac a donc cherché un
autre opérateur en partant de 1’équation suivante

E? = m?ct + p*ct.

La substitution (1.1.2) donne 1’équation de Klein-Gordon
82
—#&ﬂw:p§#A+nﬂﬂw (1.1.6)
pour ¢» € L%(R* C). Cependant, n’étant pas du premier ordre en temps, elle ne convient pas non plus pour
décrire 1’évolution d’un systeme quantique (voir I’équation (1.1.1)).
Afin de résoudre ces problemes, Dirac eut I'idée d’écrire E' sous la forme
E = ca.p + fmc?

et de chercher v = (a1, g, av3) et f3 tels que E vérifie I’équation (1.1.4). Pour ce faire, a; et § doivent satisfaire
les équations suivantes
ooy + apoa; = 20,1, 1,k=1,2,3,

i3 + By = 0, i=1,2,3, 1.1.7)
B* =1,
ou
P 1 sii=k,
*~3 0 sinon.

Nous remarquons que les premieres équations ne peuvent pas étre vérifiées pour oy et 3 scalaires. Ces éléments
sont donc a rechercher parmi les matrices carrées de taille n linéairement indépendantes telles que o? = 1,
B2=1let

tr(a;) = tr(Ba;) = —tr(Ba;f) = —tr(a; %) = —tr(ag) = 0,

pour tout 7 = 1,2, 3. En particulier, les polyndmes minimaux de ces matrices sont nécessairement scindés a
racines simples. Les matrices sont diagonalisables de valeurs propres £1. n est donc pair. Apres avoir utilisé la
substitution (1.1.2), nous obtenons 1’équation

d
ihg = Ho (1.1.8)

Hy = —icha.V + ¢*m§p.

Rappelons que nous cherchons un opérateur Hy auto-adjoint. Pour ce faire, les matrices «; et 3 sont a chercher
parmi les matrices hermitiennes pour tout? = 1,2, 3.

En dimension 2, il existe au plus 3 matrices hermitiennes linéairement indépendantes qui anti-commutent.
Par exemple, les matrices de Pauli 0 = (01, 02, 03)

0 1 0 —i 1 0
1= ( 10 ) 102 °= ( i 0 > 198+ = < 0 -1 )

3. Ce principe, énoncé par Einstein, stipule que deux particules éloignées ne peuvent pas interagir de maniere simultanée. Dit autre-
ment, les bosons de jauge ne peuvent pas voyager plus vite que la vitesse de la lumiere.
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anti-commutent et forment avec 15 une base de 1’ensemble des matrices 2 x 2 hermitiennes.
En dimension 4, les matrices

_ ]—2 0 o 0 g; -
B_< 0 _12 )’az— ( o; 0 >7P0ur1—172737 (119)

sont hermitiennes, linéairement indépendantes et satisfont les équations (1.1.7). Ici, nous avons noté 1,, les ma-
trices identités de C™. L’ opérateur associé

Hy = —icha.V + ®mp3

est ’opérateur de Dirac libre dans la représentation de Pauli-Dirac. Nous obtenons alors en passant en coordon-
nées de Fourier le résultat suivant (voir [Tha91, Chapitre 1]).

Théoreme 1.1.1. L’opérareur Hy de L?*(R3,C*), de domaine H'(R3,C*) est auto-adjoint. Son spectre est
donné par
o(Hp) = 0ess(Ho) = (—o0, *sz] U [+C2m, +00).

Remarque 1.1.2. L’opérateur H est associé a I’énergie d’une particule relativiste de spin demi-entier. Ces parti-
cules dont font partie les quarks, les neutrons, les protons et les électrons sont appelées fermions. Les particules
de spin entier dont font partie les photons, les gluons et tous les bosons de jauge sont appelés bosons.

L’équation (1.1.8) est parfois écrite sous la forme
0
jZO Yot —my

o 70 = Bet~+* = Bay, pour k = 1,2, 3. Nous utiliserons la représentation de Pauli-Dirac (1.1.9) excepté dans
le chapitre 2 ol nous suivrons les notations introduites par Balabane, Cazenave et Vazquez [BCV90] dans leur
étude du probleme de I’état fondamental.

Remarque 1.1.3. Dans le cas d’une particule de masse m nulle et de spin demi-entier (neutrino), nous avons
seulement besoin de trois matrices linéairement indépendantes et hermitiennes. Les matrices de Pauli sont alors
suffisantes. L opérateur —icho.V de domaine H'(R3, C?) sur L?(R3, C?) est auto-adjoint. L’ équation associée

0
th—v = —icho.V
ETie (4
est I’équation de Weyl. Elle n’est pas invariante vis a vis des réflexions par rapport a un plan. C’est la raison pour

laquelle Dirac I’a rejetée.

Dans la suite, nous nous placerons dans un systeme de coordonnées dans lequel ¢ = h = 1.

1.1.4 Quelques remarques sur le spectre négatif de I’opérateur de Dirac

Le spectre de I’opérateur de Dirac est interprété comme 1’ensemble des énergies possibles d’une particule
relativiste libre. Cependant, ce spectre n’est pas borné inférieurement. Ceci pose un probléme important du
point de vue physique. En effet, tous les systemes ont tendance a évoluer vers des états d’énergies plus basses.
Théoriquement, I’énergie d’une particule pourrait donc tendre vers —oo en libérant une quantité infinie d’énergie.
Ceci est bien siir inobservable expérimentalement.
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Confronté a ce probleme, Dirac [Dir34] proposa une interprétation des états d’énergies négatives qui ré-
concilia sa théorie avec I’expérience, grice au principe d’exclusion de Pauli“. Il remarqua que si une particule
relativiste ne peut avoir qu’une énergie positive, alors tous les états d’énergie négative doivent étre occupés par
d’autres particules virtuelles. L’ensemble de ces particules forme le vide relativiste et est appelé mer de Dirac.
Selon Dirac, cette mer est parfaitement uniforme et n’exerce pas d’influence notable sur la plupart des systemes
étudiés. Cependant, si on applique une champ électromagnétique suffisamment fort, la mer de Dirac peut se po-
lariser et une particule d’énergie négative peut passer a un état d’énergie positive. Le trou laissé dans la mer
se comporte alors comme une vraie particule appelée antiparticule avec une énergie positive, une masse égale a
celle de la particule qui s’est échappée de la mer et une charge opposée.

A cette époque, aucune particule de ce type n’avait encore été observée et ceci remettait profondément en
cause la théorie de Dirac. Cependant, en 1931, Anderson fit la découverte du positron, I’antiparticule de I’électron.
L antiproton a été découvert en 1955 et I’antineutron en 1956. L’ antiparticule du quark est appelée antiquark. La
prédiction de la dualité particule/antiparticule est certainement I’un des plus grands succes de la théorie de Dirac.

Les phénomenes de polarisation de la mer de Dirac ont été étudiés mathématiquement notamment par Hainzl,
Lewin, Séré, Gravejat et Solovej (voir par exemple [HLS05a, HLS05b, HLS07, GLS09, GLS11]) et la création
de paires électron-positron par Sabin [Sab11].

Du point de vue mathématique, le fait que le spectre de I’opérateur de Dirac soit non borné inférieurement est
source de nombreuses difficultés tant théoriques que numériques [ELSOS8]. En effet, les fonctionnelles d’énergie
des modeles relativistes sont fortement indéfinies, c’est-a-dire qu’elles ne sont ni minorées ni majorées et leurs
points critiques ont un indice de Morse infini. D’autre part, donner une définition satisfaisante de 1’état fonda-
mental, c’est-a-dire de 1’état de plus petite énergie, est souvent une tiche difficile (voir par exemple le probleme
de Dirac-Fock étudié par Esteban et Séré dans [ESO1]).

1.2 Etude spectrale de ’opérateur de Dirac avec potentiel extérieur

Dans la partie précédente, nous avons introduit 1I’opérateur de Dirac libre. Il est associé a 1’énergie cinétique
d’une particule relativiste de spin demi-entier qui n’est soumise ni a un champ extérieur ni a I'influence d’une
autre particule. Dans cette partie, nous étudions le spectre de I’opérateur de Dirac avec potentiel. Ceci correspond
a I’ensemble des niveaux d’énergie qu’une particule relativiste soumise a un champ extérieur peut avoir. Les
résultats de cette partie sont tirés de [Tha91, Chapitres 4 et 5] et [LT13].

1.2.1 DL’opérateur de Dirac avec potentiel extérieur

En mécanique quantique, les champs extérieurs et les forces auxquels est soumise une particule, sont pris en
compte en ajoutant a I’Hamiltonien libre (I’opérateur de Schrodinger ou de Dirac) un potentiel décrivant I’énergie
d’interaction. L opérateur de Dirac étant défini sur L2 (IR3, C*), les potentiels sont choisis parmi les fonctions de
la forme

VizeR— V(z) e C

ot V(z) est une matrice hermitienne pour tout . V agit comme un opérateur de multiplication sur L2(R3, C*).
L opérateur H = Hy+V est appelé opérateur de Dirac de potentiel V. Nous ne présenterons ici que des potentiels
de deux types :

4. Deux particules de spin demi-entier, appelées fermions, ne peuvent pas se trouver dans le méme état quantique, c’est-a-dire avoir
la méme fonction d’onde et les mémes nombres quantiques.
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Définition 1.2.1. Soit ¢ une fonction de R? dans R. Les potentiels de la forme ¢14, respectivement ¢3 sont
appelés potentiels électriques, resp. scalaires. Nous rappelons que

(12 0
ﬁ‘(o —12>'

Une étude exhaustive des potentiels considérés en mécanique quantique relativiste peut &tre trouvée dans
[Tha91, Chapitre 4].

Remarque 1.2.2. Dans le cas de I’atome d’hydrogene, le potentiel correspondant au champ généré par le proton
du noyau et auquel est soumis 1’électron, est un potentiel électrique —%14 pour tout z € R3 et g > 0. Ce
potentiel est dit Coulombien et la force fondamentale qui intervient est I’interaction électromagnétique. Dans
le cas des hadrons en revanche, la force fondamentale assurant la cohésion des quarks est I’interaction forte et
les potentiels sont souvent considérés scalaires [LP92, FL77a, FL77b, CJJT74, MS84]. La nature scalaire du
potentiel de confinement n’est cependant pas encore établie [HTO01].

Le lemme suivant étudie le spectre essentiel de I’opérateur de Dirac soumis & un potentiel sous certaines
hypotheses d’intégrabilité sur V.

Lemme 1.2.3. Soit V € LP(R3,C**%) avec 3 < p < +oc tel que V (z) soit hermitien pour presque tout x € R3.
Alors, I'opérateur Hy + V est auto-adjoint sur L*(R3,C*), de domaine H'(R3,C*). On a de plus que

Oess(Ho+ V) = o(Hp) = (—o0, —m| U [m, +0).
Idée de la démonstration. La preuve de ce lemme est basée sur le théoreme de Kato-Rellich [RS78a, Theoreme

X.12] et sur le critere de Weyl [RS80, Theoréeme VII.12]. ]

Remarque 1.2.4. Le Lemme 1.2.3 ne couvre pas le cas du potentiel de Coulomb qui est absent des modeles que
nous étudions. Une étude complete de 1’opérateur de Dirac-Coulomb peut étre trouvée dans [Tha91, Chapitre 4,
Théoreémes 4.2, 4.4 et Partie 7.4].

1.2.2 Cas d’un potentiel a symétrie sphérique

Si le potentiel V' est de la forme suivante

V(.Q?) = ¢sc(|x’)5 + ¢el<|x‘)14

oll ¢4 et ¢ sont des fonctions réelles, alors H = Hy 4+ V commute avec 1’opérateur de spin-orbite, la troisieme
composante et le carré de I’opérateur de moment angulaire total. Il est donc naturel de chercher des fonctions
propres de 1’opérateur H qui soient également fonctions propres de ces trois opérateurs. En particulier, les vec-
teurs propres de H sont souvent cherchés parmi les fonctions de la forme suivante [Sol70, ELS08, MS84, Sal83]

i v(r) ( (1) )
b(z) = iu(r) ( Sicséf” )

ot u et v sont des fonctions de Rt dans R et (r, 0, ) sont les coordonnées sphériques de = € R3. Ce sont des
fonctions propres de 1’opérateur de spin-orbite de valeur propre —1 et de la troisieme composante de 1’opérateur
de moment angulaire total de valeur propre —1/2. Une étude complete de I’opérateur de Dirac avec potentiels a
symétrie sphérique peut étre trouvée dans [Tha9l, Partie 4.6].

(1.2.1)
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Remarque 1.2.5. Pour les physiciens, il est naturel de rechercher les solutions des problemes d’états fondamen-
taux parmi les fonctions de la forme (1.2.1) méme lorsque les équations sont non linéaires. Néanmoins, a notre
connaissance, il n’a jamais été démontré que les solutions de ces problemes sont nécessairement de cette forme.

Nous noterons L2, (R? C*) I'espace de Hilbert réel formé des fonctions ¢ de L?(R*,C*) de la forme
(12.1) et
H! (R3,C* :=L? (R3CYnHYRC.

sym sym

Le théoreme 1.1.1 et le lemme 1.2.3 restent vrais quand on remplace

LA®,CY L2, (RS,CY)
g®} e PUoml (RS Y.

Dans la suite, nous noterons F le domaine de 1’opérateur de Dirac, quand aucune confusion n’est possible. F/
sera donc soit H'(R?, C*) soit H, (R3,C*).

sym

1.2.3 Spectre ponctuel de I’opérateur de Dirac

Définition 1.2.6. Soit H = Hy + V un opérateur de Dirac auto-adjoint avec potentiel de domaine E. Nous
pouvons alors définir £, = X(0,+00) (H ) E et pour tout k € N*

WwF(H) = inf sup (v, Hy)
VCE] (] ,2=1
dimV=k eV

ol X(0,4-0c) st la fonction indicatrice de (0, +0c0). Si 'opérateur H a k valeurs propres dans I’intervalle (0,m)
comptées avec multiplicité, alors w” (H) est la k-ieme. Sinon, on a w*(H) = m.

Remarque 1.2.7. Si w"*(H) est une valeur propre de H, elle correspond a I’énergie d’une particule relativiste de
spin demi-entier soumise au potentiel V' dans un état stationnaire. Les valeurs propres négatives correspondent
aux énergies d’antiparticules dans des états stationnaires.

Remarque 1.2.8. Cette définition de valeur propre pose probléme. Tout d’abord, la dépendance des valeurs
propres par rapport au potentiel est assez complexe. En effet, elle intervient a la fois dans la définition de E+(H)
et dans 1’évaluation de (¢, H1)). D’autre part, les contraintes physiques ne nous permettent d’exclure 0 ni de I’en-
semble des énergies admissibles pour une particule ni de celui des énergies admissibles pour une antiparticule.
Ceci pose de sérieuses difficultés notamment pour définir 1’état fondamental, ¢’est-a-dire 1’état de la particule de
plus petite énergie.

L’objet de la partie suivante est de clarifier ces points dans le cas d’un opérateur de Dirac avec potentiel
scalaire.

1.2.4 Supersymétrie de I’opérateur de Dirac

Dans cette partie, nous nous restreignons au cas d’un potentiel V' scalaire i.e. de la forme ¢1,4. L’ opérateur
de Dirac est alors dit supersymétrique et son spectre est symétrique par rapport a 0. Une bonne introduction a la
théorie des opérateurs de Dirac supersymétriques peut étre trouvée dans [Tha91, Chapitre 5].

Définition 1.2.9. Soit 7 une involution unitaire non triviale d’un espace de Hilbert . Un opérateur auto-adjoint
@ de H de domaine D(Q) est une supercharge par rapport a 7 si 7D(Q) C D(Q) et 7Q = —Q7 sur D(Q).



1.2. SPECTRE DE L’OPERATEUR DE DIRAC AVEC POTENTIEL EXTERIEUR 17

Soient ¢ € LP(R3 R) avec 3 < p < +ooetg > 0. On pose :

1 <IQ )

ily I ) , Dy := —ia.V +i(m + g¢), Dy := —io.V —i(m + g¢)

et

0 D
Qo ¢ ( Dy, 0 >

ol Hy := Hy + g¢3. Alors, le lemme 1.2.3 assure que () est une supercharge par rapport a 3 dont le domaine
est D(Q¢) = TD(H¢).

Dans le lemme suivant, démontré dans la partie 4.2, nous étudions le noyau de 1’opérateur de Dirac avec
potentiel scalaire, c’est-a-dire I’ensemble des états d’énergie nulle.

Lemme 1.2.10. Supposons ¢ € LP(R3,R) avec 3 < p < +o0. Si le domaine de H,, est H'(R3,C*), on a
dim(ker(Dy*Dgy)) = dim(ker(DgDy")) = dim(ker(Hy))/2 =: d € N;

siD(Hy) = H} . (R3,C*Y), alors on a

sym

dim(ker(Hy)) = 0.

Remarque 1.2.11. Comme la dimension du noyau de H est égale a 2d, il est naturel de penser qu’il existe une
base de fonctions d’onde normalisées du noyau telle que d éléments soient associés a des états d’une particule
et les d éléments restants soient vus comme des états d’une antiparticule. Nous justifions ceci dans le théoréme
1.2.12.

Le théoréme suivant assure que le spectre de I’opérateur de Dirac avec potentiel scalaire est symétrique par
rapport a 0 et donne une expression variationnelle simple des valeurs propres appartenant a I’intervalle (—m, m).

Théoreme 1.2.12. On définit les endomorphismes unitaires suivants :

s =i /D¢D¢*>_1 Dy =D, /D¢*D¢)_1 de ker(Dy)* dans ker(Dy*)*

sgn Qg = < g, %* ) de ker(Q(z,)J‘.

La transformation de Foldy-Wouthuysen est donnée par

Upp = { %(1 + B(sgn Qp))  sur ker(Qgs)*

et

1 sur ker(Qgp).

On a alors :

" v/Dy*D 0
UrwQgUpy = 5|Q¢’ = < g ¢ _\/m > .

De plus, on a 'identité suivante Dy* Dy = SDyDs*S* sur ker(Dg)*t. Le spectre de Hy est donc

o(Hg) = | (—00,—m] U U {:I:\/Ak(Dd)*D(ﬁ)} U [m + o0)

k>1

avec
m? = inf Oess(Dgp D)
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A (Hy) = \/AR(Dy*Dy) = Vicnél sup 1Dy || 12 (1.2.2)

_ . wev,
dim V=k flewl| 2=1

ou

Ce résultat est tiré de [Tha91, Théoreme 5.5, Corollaire 5.6].

Remarque 1.2.13. L'équation (1.2.2) nous permet de résoudre tous les problemes posés dans la remarque 1.2.8.
En effet, la définition de A% (H,) ne dépend du champ scalaire ¢ qu’a travers || Dyw| 2. Nous sommes donc
en mesure d’étudier la continuit€ des valeurs propres de Hy comme fonctions de ¢. Nous avons en particulier
montré dans la partie 4.3 que

& N (Hy)

est continue sur L3(R3,R) N L3+¢(R3, R) pour tout ¢ > 0 et tout k.

Remarque 1.2.14. Le fait que les potentiels considérés dans cette partie soient scalaires est crucial. Par exemple,
le spectre de I’opérateur de Dirac avec potentiel électrique de Coulomb n’est pas symétrique par rapport a 0 (voir
[Tha91, Partie 7.4] pour une étude compléte du spectre discret de cet opérateur).

1.3 Les modeles étudiés

La chromodynamique quantique (QCD) est la théorie qui rend compte de la structure interne des hadrons
tandis que la physique nucléaire étudie les phénomenes d’interactions des nucléons au sein du noyau.

Les équations de la QCD et de la physique nucléaire qui régissent ces interactions sont bien connues. Néan-
moins, les physiciens ne parviennent pas a comprendre les mécanismes de confinements a partir de ces équations.
Afin d’étudier les propriétés des hadrons et des noyaux, ils ont donc introduit des modeles phénoménologiques
dans lesquels les quarks et les nucléons sont confinés.

Dans cette thése, nous étudions certains de ces modeles. Parmi eux, le modele du sac du MIT [CJIT74,
CJJT74, Cho75, Joh75], le modele d’approximation sac [CJJ 174, Cho75] et le modele o — w de Waleka [Wal74]
ont été introduits en 1974, le modele de soliton de Friedberg et Lee [FL77a, FL77b, LP92] en 1977 et le modele
du sac fractionnaire de Mathieu et Saly [MS84, Mat85] en 1984.

1.3.1 Quelques modeles phénoménologiques de hadrons

Les modeles du sac du MIT, d’approximation sac, de soliton de Friedberg et Lee et le modele du sac fraction-
naire de Mathieu et Saly ont été introduits afin d’étudier la structure interne des hadrons. Ce sont des modeles dits
de sac de hadrons [HTO1] dans lesquels I’énergie du hadron est donnée par la somme des énergies des quarks,
des anti-quarks et du sac. Cette derniere est fonction du volume et de I’aire de sa surface du sac [HTO1, Partie
5.1].

Le modéle du sac du MIT

Dans le modele du sac du MIT, les fonctions d’onde des quarks sont parfaitement confinées dans une région
de ’espace [CJI 174, CJIT74, Cho75, Joh75] appelée sac. Ce modele a été beaucoup étudié par les physiciens et
les résultats théoriques obtenus correspondent tres bien aux mesures expérimentales [Cho75].

Nous introduisons pour le moment les équations dans un domaine €2 non vide, de classe C? et borné de R3.
modélise le sac qui contient un nombre N fixé de quarks et d’anti-quarks. Certaines fonctions d’onde associées
aux quarks peuvent étre égales sans que cela ne contredise le principe d’exclusion de Pauli. En effet, les quarks
possedent de nombreux degrés de liberté comme par exemple la couleur. Nous notons Ny le nombre maximal
possible de particules ayant la méme fonction d’onde. Nous supposerons toujours que le nombre de ces particules
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est plus petit que Ny. Dans le cas de I’état fondamental, nous suivrons les physiciens [CJJT74, CIJT74] et toutes
les fonctions d’onde des quarks seront choisies égales.

Dans la suite, nous ne considérons que le probleme de 1’état fondamental. Les équations vérifiées par la
fonction d’onde v des quarks sont alors :

Hyy = Ay sur ()
—if(an)y =1  surdf) (1.3.1)
2 =1,

avec ¢ € H'(Q,C*), A > 0 et n est la normale extérieure 2 95).
En d’autres termes, nous cherchons une fonction propre associée a une valeur propre positive de 1’opérateur
H de L2(Q, C*) de domaine

D(H) = {¢ € HY(Q,C*), —if(c.n)y = 1) dans OQ},

défini par H(?d) = Hy pour tout ¢ € D(Hé)). Nous appelons ng I’opérateur de Dirac dans le sac.
Lorsque 2 = B(0, R), les physiciens ont recherché 1) parmi les fonctions de la forme (1.2.1). Dans ce cas,
la condition au bord de €2 est équivalente a

u=wv surJfd.

Remarque 1.3.1. La condition —if3(a.n)y = 1) imposée au bord de 2 permet de démontrer que I’ opérateur ng
est symétrique.

Dans le théoréeme suivant, nous donnons quelques propriétés de I’opérateur H, 62.

Théoreme 1.3.2. L’opérateur Hé2 est auto-adjoint. Son spectre est discret et symétrique par rapport a zéro :
Q k
o(Hy) ={£X*(Q): k€ N\{0}}

oit (\F(Q)) >0 est une suite croissante et non bornée de réels strictement positifs définie par

. Ho 1/2
AT(2) = Vlcn}f[_ sup <m + [Vullf2(0) + /BQ(m—i- > )|ul ds) (1.3.2)

ot Hq est la courbure moyenne signée de 0 et
Ha = {u € H(Q,C?) : +o.nu = u sur ON}.

En outre, il est équivalent de chercher \ > 0 et 1) € H' (), C*) satisfaisant les équations (1.3.1) que de chercher
A > 0etuc HY(Q,C?) vérifiant

—Au+m’u = Nu, sur§
HUHLQ(Q) =1, sur
—onu = u, sur 0$2 (1.3.3)

onDu = Du, sur S}
on D = —io.V +im.

Ce résultat est obtenu grace a la théorie des opérateurs de Dirac supersymétriques. Nous en donnons la preuve
dans la partie 5.
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Remarque 1.3.3. La courbure moyenne est définie par Hq = divgon dés que 2 est de classe C? [HPOS3, Définition
5.4.7]. Si Q) est une boule de rayon R > 0 alors Hq = %. Nous remarquons que parfois la courbure moyenne est
définie comme % [AFP00O, Remarque 7.33].

Remarque 1.3.4. La condition de Dirichlet est souvent inadéquate pour démontrer I’auto-adjonction d’opérateurs
différentiels d’ordre 1. Par exemple, 1’opérateur 7' = i% sur L?(0,1) de domaine D(T) = H{(0,1) est fermé
et symétrique mais n’est pas auto-adjoint. Il posseéde une infinité d’extensions auto-adjointes T,, = i% pour tout
a € C, de domaine

D(T,) = {uc H'(0,1) : u(0) = au(1)}

(voir [RS80, Parties 8.2 et 10.1]). Dans notre cas, I’opérateur (H", D(Hg")) de L*(Q2, C?) défini par H{"yp =
Hy1 pour
Y € D(HG™) = Hy(2,C?)

est symétrique et fermé. Mais, il n’est pas auto-adjoint. En effet, HDQ est une extension auto-adjointe de Hg"
telle que D(HI™) C D(HSY).

Remarque 1.3.5. L’ opérateur A = —A + m? de domaine
DA)={ueH_: DuecH,}

est une extension auto-adjointe de I’opérateur B = —A + m? de domaine D(B) = C§°(2, C?) différente de
I'opérateur C = —A + m? de domaine D(C) = H}(Q2,C?) N H?(Q, C?).

Le probleme de I’ état fondamental est alors
inf{ NAY(Q) 4+ b|Q2| : Q est un ouvert non vide, régulier et borné de R} (1.3.4)

pour b > 0. La question de I’existence d’un domaine minimisant cette énergie est ouverte. Les physiciens
[CJJT74, CIJT74] ont résolu le probleme beaucoup plus simple de 1’état fondamental lorsque les domaines
(2 sont choisis parmi les boules de R? et les fonctions 1) sont supposées de la forme (1.2.1). Ce probléme sera dit
symétrique.

Grace a des considérations sur la conservation de 1’énergie et des moments, les physiciens ont dérivé une
condition d’optimalité du domaine vérifié par le couple (£2, 1) solution du probleme (1.3.4) :

0 ., 2b
—%1# By = oy sur o9

(voir [Joh75, HTO1]).

Comme les fonctions d’onde des quarks sont vecteurs propres de 1’opérateur de Dirac libre a I’intérieur de €2,
les N quarks interagissent entre eux indirectement via le sac 2. Ceci traduit le fait que théoriquement, les quarks
ne se voient pas lorsqu’ils sont tres proches. Ce phénomene est appelé liberté asymptotique.

Les physiciens ont fait ce choix dans la construction du modele afin de traduire le phénomene dit de liberté
asymptotique des quarks.

Le modele du sac du MIT possede, du point de vue physique, un inconvénient majeur : ses équations ne sont
pas dérivées a partir d’un Lagrangien simple. Afin de pallier ce probleme, les physiciens ont introduit d’autres
modeles approchant le modele du sac du MIT comme le modele du soliton de Friedberg et Lee [FL77a, FL77b]
et le modele du sac fractionnaire de Mathieu et Saly [MS84, Mat85]. Le modele de 1’approximation sac a quant
a lui, été introduit dans le méme article que le modele du sac du MIT [CJJT74] afin de justifier les équations de
ce dernier du point de vue physique.
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Le modele des solitons de Lee et Friedberg

Ce modele a été introduit par Friedberg and Lee [FL77a, FL77b]. Nous considérons N € N\{0} quarks et
anti-quarks de valence dont les fonctions d’onde sont notées 1, ..., Y. N vaut 2 dans le cas des mésons et 3
dans le cas des nucléons. Les quarks et les anti-quarks sont confinés par un champ scalaire phénoménologique ¢
modélisant le vide de la QCD.

Nous cherchons ici une solution (1, . .., ¥n, ¢) du systeme d’équations suivant

—A¢+U"(¢) + I, gt By = 0,

olg>0,¢:R>— Retpouttouti € {1,..., N}, ; : R® — C* Onnote X* la matrice adjointe de X € C*.

Les solutions de (1.3.5) sont appelées quasi-classiques [FL77a, FL77b].

Le potentiel g5 associé a 1’opérateur de Dirac dans ces équations est scalaire. Ce type de potentiel est
souvent considéré en QCD [FL77a, FL77b, GW82, CJJ*74] pour modéliser I’interaction forte entre les quarks.
g est la constante de couplage entre les champs de quarks et le champ scalaire. \; est une valeur propre de
I’opérateur de Dirac Hy qui représente 1’énergie du i-eéme quark dans le champ scalaire ¢. Comme nous 1’avons
remarqué dans la partie 1.1.4, \; doit étre positive pour que 1; représente un état admissible du point de vue
physique.

Les physiciens ont déja étudié numériquement ce probleme dans le cas de potentiel scalaire a symétrie sphé-
rique. Nous avons vu dans la partie 1.2.2 que dans ce cas, on peut chercher les fonctions d’onde des quarks parmi
les fonctions de la forme (1.2.1). Une fois ce choix fait,

WY =0® — u?

devient une fonction radiale, ce qui en retour génére un potentiel scalaire ¢ radial dans les équations (1.3.5).
Lorsque ¢ est supposé a symétrie radiale et que ¥ est de la forme (1.2.1), le probleme sera dit symétrique.
Lorsque aucune hypothese n’est faite quant a la forme des fonctions d’onde, le probleme sera dit non symétrique.
Les fonctions d’onde solutions des équations (1.3.5) ne sont pas parfaitement confinées dans une région de
I’espace comme dans le cas du modele du sac du MIT. En fait, elles sont localisées dans un sens plus faible : leur
décroissance est exponentielle.
Nous supposerons que U : R — R est une fonction positive de classe C! telle que U (0) = U’(0) = 0 et

|U'(z)| < C(|x] + |2|?) pour x € Ravec 1 < p < 5, (H1)
U(x) > ca® pour tout 2 € R, (H2)
avec c et C' strictement positives.

Remarque 1.3.6. Du point de vie physique, la présence de la constante ¢ dans 1’hypothese (H2) signifie que la
masse du champ scalaire ¢ est supérieure a 2c.

Le probleéme a en fait une structure variationnelle : on cherche un point critique de la fonctionnelle d’énergie
suivante :

N Vol
e twd) = [ | (o0 How) + gotw i) | + D5+ V@) | e (136

‘ 2
1=1

sur 'ensemble { (1, ..., %N, ¢) € HYV2(R3, CHN x HY(R3,R) : ||1hs]| 2 = 1}. Les ); sont les multiplicateurs
de Lagrange associés 2 la contrainte ||.|| ;2. Ici, (., . ) est le produit scalaire sur C*. Cependant, cette fonctionnelle



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

est fortement indéfinie, c’est-a-dire qu’elle n’est ni bornée inférieurement, ni supérieurement et que ses points
critiques sont d’indice de Morse infini [ELSO08]. Ceci pose de nombreux problemes dans la recherche des points
critiques.

Remarque 1.3.7. La condition (H1) est une contrainte mathématique nécessaire pour que £ soit bien définie et
différentiable. Ceci ne restreint pas 1’ensemble des potentiels U considérés par les physiciens [FL77a].

Le probléme de 1’état fondamental : En physique quantique non relativiste, les fonctionnelles d’énergie sont
minorées car I’opérateur de Schrodinger est borné inférieurement. L’état fondamental est donc naturellement
défini comme 1’état de plus petite énergie. En présence de I’opérateur de Dirac, les fonctionnelles d’énergie sont
cette fois, fortement indéfinies. L’état fondamental doit alors étre vu comme 1’état de plus petite énergie positive.
Ceci est justifié par ’interprétation physique des états d’énergies négatives (voir partie 1.1.4).

Pour le modele de soliton de Friedberg et Lee, A; représente 1’énergie du ¢-¢me quark dans le champ scalaire
¢. Du point de vue mathématique, 1); est un vecteur propre normalisé de H, = Hy + g¢3 de valeur propre ;.
D’apres le théoreme 1.2.12, 1a plus petite valeur propre positive est donnée par

Ny (Hy) = inf{|| Dywl|2; w € H'(R?,C?), [|w]|z2 = 1}

avec Dy = —io.V +i(m + g¢).
Dans la suite, nous avons supposé, comme les physiciens, que Ny > N. Dans ce cas, les N quarks peuvent
avoir la méme fonction d’onde ¥ = ¢} = - - - = 1y sans que cela ne contredise le principe d’exclusion de Pauli.
Le probléme de 1’état fondamental du modele de soliton de Friedberg et Lee est alors donné par :

inf{€(¢) : ¢ € H(R3R)}, (1.3.7)

avec )
Vol

£(6) = NAL(H,) + / | [2 + U(qS)} da.

Remarque 1.3.8. Si ¢ réalise cet infimum, alors il existe ¢p € H'(R3 C*) tel que (¢, ...,, ) soit solution
des deux premieres équations de (1.3.5) avec Ay = --- = Ay = )\}r(Hd,). ¢ est quant a lui, point critique de &
deés que ¢ — )&L (HE) est Gateaux-différentiable. Cependant, nous verrons que cette condition n’est pas vérifiée
si )\}r(qu) = 0. Pour surmonter ce probléme, il est alors nécessaire de restreindre 1’ensemble des parametres
admissibles.

Le probléme des états excités : Comme les physiciens [SS84], nous définissons le probleme des états excités
du modele du soliton de Friedberg et Lee pour 1 < k; < --- < kp entiers par

inf{&, . ky(0): ¢ € H(R3 R)}, (1.3.8)

avec

N
& Vo
Bhin(@) = 05010 + [ [P 4 00)] e

Remarque 1.3.9. Une fonction d’onde ¢ minimisant £, . 1, est nécessairement associ€e a un état excité lorsque
(k1,...,kn) # (1,...,1). Cependant, rien n’empéche I’existence d’un point critique ¢ de £ dont 1’énergie
vérifie
inf{€(¢) : ¢ € HY(R*,R)} < E(¢) < inf{&1._12(¢): ¢ € HY(R* R)}.
¢ est alors aussi associé a un état excité du systeéme.
Dans le cas symétrique, Saly, Horn, Goldflam and Wilets ont trouvé des solutions numériques du systéme

(1.3.5) pour le probleme de 1’état fondamental [Sal83, HGWS86] ainsi que pour le probleme des états excités
[SS84].
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Le modele approximation sac

Le modele d’approximation sac a été introduit par Chodos, Jaffe, Johnson, Thorn and Weisskopf [CJJ 74,
CJJT74] dans le but de dériver les équations du modele du sac du MIT & partir d’'un Lagrangien.

Les modeles du soliton de Friedberg et Lee et d’approximation sac ont une structure tres proche. En effet, le
champ scalaire ¢ du modele des solitons de Friedberg et Lee est remplacé par une fonction caractéristique yq
d’un ensemble a périmetre fini {2 qui modélise la région de I’espace dans laquelle les quarks sont encouragés a
vivre.

Le Lagrangien du modele d’approximation sac est donné par

N

F(hr, .., ¥n, xe) = /RS [Z(%,Ho%’) — gxa(¥i, i) | dz + aP(Q) + 0[],

i=1

pour i1, ..., ¢ dans H'/2(R3,C*). 4y, ..., 1 sont les fonctions d’onde des quarks. La fonction yq, appartient
a {xw € BV(R3,R)}. Q] est le volume de 2 et P(£2) son périmétre. Nous noterons la variation d’une fonction
® € BV (R3,R) sur une ensemble de Borel A par |[V¢|(A). Ainsi, on a

[Vxal(R®) = P().

Les constantes a, b, m, g sont supposées strictement positives.
L’ objectif est de trouver des points critiques de F sur I’ensemble

{(@W1,- -, 9N, x) € HAR?,CHN x BV(R®R) : [|thil| 2 = 1}
c’est-a-dire des points qui satisfont (voir [Giu84, HP0S5]) :

(Ho — gxa) ¥ =\, Yi=1,...,N surR?
[%ill 2 =1, Vi=1,...,N (1.3.9)
aHao+b—SN guiByi =0 H2-p.p. sur O*Q

ot H? est la mesure de Hausdorff de dimension 2 et Hq est la courbure moyenne de 9*) (voir [AFP00, Théo-
remes 7.31 et 7.33]).

Le probleme de I’état fondamental : Le probleéme de I’état fondamental du modele d’approximation sac est
donné comme dans le cas précédent par :

inf{F(xq): xa € BV(R? R)}, (1.3.10)
avec
F(xa) == NXL(H_y,) +aP(Q) + b|Q.
Le probleme des états excités : Le probleme des états excités est alors pour 1 < k£ < --- < kv entiers
inf{Fr, . ky(xQ): xa € BV(R3,R)}, (1.3.11)
avec

N
it (X02) 7= 3 A (Hoxq) + aP(2) + b9,
i=1
Nous cherchons donc des formes optimales de probleme de frontiere libre.
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Le modéle du sac fractionnaire

Mathieu et Saly [MS84, Mat85] ont cherché a introduire un modele dont les solutions sont & support compact
et qui possede une structure lagrangienne. L’ équation du modele est

{—ia.V + B(m + F(p*Bp)) } b = Mp. (1.3.12)

| plzP7t sifz| >0,
F(x) = { 0 Siz=0, (1.3.13)
pour p € (0,1) et A > m > 0. v représente une fonction d’onde de quark et F' modélise I’auto-interaction des

quarks. ¢ = 0 est un état d’énergie nulle des que p > 0. Il représente le vide de la QCD. Formellement, les
solutions de (1.3.12) sont les points critiques de

/R L, Hot) = M@, v) + (), BY) P (0, B)] da

Remarque 1.3.10. L’équation (1.3.12) est non linéaire. Pour en trouver une solution, nous pouvons soit fixer
la valeur propre \ et laisser la norme L? de 1 libre, soit chercher des solutions 1/ normalisées. A est alors un
multiplicateur de Lagrange. Dans cette these, nous fixerons A > m > (0 comme Mathieu et Saly [MS84, Mat85].

Remarque 1.3.11. Comme dans les modeles de soliton de Friedberg et Lee (1.3.5) et d’approximation sac (1.3.9),
1 est vecteur propre de I’opérateur de Dirac avec potentiel scalaire donné ici par SF (¢*5v).

Remarque 1.3.12. L’irrégularité de la non-linéarité F'

lim F(z) = +o0

z—0

est responsable du mécanisme de confinement mais complique I’étude mathématique. En particulier, dans cette
thése, nous avons cherché a étudier ce probleme avec des méthodes variationnelles (Théoréme de minmax de
type linking) en suivant Esteban et Séré [ES95], qui ont cependant échoué a cause du manque de régularité de F'.

Tout comme Mathieu et Saly [MS84, Mat85], nous cherchons des solutions localisées ¥ de (1.3.12) de la
forme (1.2.1), ¢’est-a-dire des fonctions u, v : R™ — R satisfaisant

W42 =A—m—Fu? -0,
{ v o= A +m+ Fu?—v?)u (1.3.19
pour > 0 et
lim (u,v)(r) = (0,0),
rﬁJroo( )(r) = (0,0) (1.3.15)
u(0) = 0.
L’ objectif est donc de trouver des solutions non triviales du probléme de Cauchy suivant :
(1.3.14),
(1.3.16)
{ (u,v)(0) = (0, z)

qui satisfassent les conditions (1.3.15). x peut étre choisi positif car si (u, v) est solution du systéme d’équations
(1.3.14) alors (—u, —v) ’est aussi.

Ce type de probléme a été beaucoup étudié lorsque la non-linéarité F est de classe C' notamment par Visquez
[Vaz77], Cazenave et Visquez [CV86] et Merle [Mer88] par des méthodes de tir (voir aussi I’article de revue
[ELS08]). Balabane, Cazenave, Douady et Merle [BCDM88] ont démontré le résultat suivant lorsque A € (0, m),
F est de classe C' (R, R), F((0) = 0, F est strictement croissante sur (0, +00), F(z) > m-\ pour  assez grand,
F'(F~Y(m —\)) > 0et F(z) < 0pourz < 0.
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Théoreme 1.3.13. 1] existe une suite strictement croissante (x,,),, de réels positifs telle que pour tout n,

1. la solution (uy,, vy,) de (1.3.14) avec (un,vy,)(0) = (0, zy,) est globale,
2. uy, et vy, ont exactement n zéros dans (0, +00),

3. (un,vn) converge exponentiellement vers (0, 0) lorsque r — +o0.

Remarque 1.3.14. La solution (ug, vp) est considérée comme un état fondamental tandis que les autres solutions
sont vues comme des états excités [BCDMS88].

Les équations de type (1.3.12) ont aussi été étudiées par des méthodes variationnelles lorsque la non-linéarité
F est réguliere (voir [ELSOS]).

Mathieu et Saly [MS84, Mat85] ont, quant a eux, mis en évidence numériquement |’existence de solutions
du probleme de Cauchy (1.3.16) lorsque F' est définie par (1.3.13). Ils ont observé que 1’état fondamental et les
états excités sont a support compact. Balabane, Cazenave et Vasquez [BCV90] ont démontré rigoureusement
I’existence d’un état fondamental, grice a une méthode de tir, lorsque A > m > 0, F' : (0,+00) — (0, +00)
est de classe C?, intégrable au voisinage de 0, positive, décroissante et telle qu’il existe a € (0, 4+00) vérifiant
F(a®)=X—metF'(a?) <0:

Théoréme 1.3.15. 1] existe une solution (u,v) de (1.3.14) telle que u et v soient positives sur (0, +00). De plus,
(u,v) est a support compact si et seulement si

1 s
/0 gtfz) < 400 pour g(s) :/0 F(t)dt.

Remarque 1.3.16. En particulier, si F' est définie par (1.3.13), alors la solution est a support compact.

Dans cette thése, nous avons poursuivi I’étude commencée par Balabane, Cazenave et Vasquez [BCV90] et
nous nous sommes intéressés a 1’existence d’états excités pour le modele du sac fractionnaire.

1.3.2 Un modele de noyau atomique

Nous avons, par la suite, étudié un modele relativiste de physique nucléaire [Wal74], appelé modele 0 — w
dans une limite non relativiste propre a la physique nucléaire. Le modele limite a été introduit pour la premiere
fois par Esteban et Rota Nodari [EN12b] en 2012. Ce modele rend compte des interactions d’un nucléon unique
interagissant avec des mésons o et w.

Le but est ici de trouver une solution non triviale et localisée

(¢>:R3—>(C4
X

{ i0.Vx + |x[*d — a|¢[*d + bp = 0,
—io. Vo + (1 —|¢[*)x = 0.

du systeme d’équations suivant
(1.3.17)

o = (01,02, 03) sont les matrices de Pauli, a et b sont des constantes de couplages strictement positives.

Esteban et Rota Nodari se sont d’abord intéressées au probleme de I’état fondamental [EN12b] et ont cherché
une solution des équations (1.3.17) parmi les fonctions de la forme (1.2.1). Dans ce cas, le systeme d’équations
(1.3.17) devient

T

u' + 2u =v(u® - aw? +b),
{ ol — o (13.18)
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ol u,v : R™ — R. Comme les solutions sont recherchées parmi les fonctions localisées, nous devons imposer
de plus que
lim (u,v)(r) = (0,0), (u,v)(0) = (0,)

r—+400

pour z € R. Remarquons que, si (u,v) est une solution localisée alors (—u, —v) I’est aussi. Sans perte de
généralité, nous pouvons donc chercher uniquement des solutions localisées du probleme de Cauchy suivant :

(1.3.18),
{ (u,v)(0) = (0, z), (1.3.19)

pour z > 0.

Grace a une méthode de tir [EN12b], Esteban et Rota Nodari ont montré qu’il existe une solution non triviale
et localisée (u, v) de (1.3.18) telle que v ne change pas de signe si a — 2b < 0. Cette solution peut étre considérée
comme 1’état fondamental [EN12a]. Elles ont aussi prouvé que toute solution localisée de (1.3.18) vérifie v(0) €
(—1,1) sia—2b < 0 et qu’aucune solution localisée non triviale n’existe dés que a — 2b < 0. Dans la suite, nous
supposerons toujours que a — 2b > 0. Esteban et Rota Nodari ont aussi prouvé I’existence d’un état fondamental,
grice au principe de concentration compacité [EN12a], lorsque I’on ne suppose plus que les solutions sont de la
forme (1.2.1).

Dans cette theése, nous avons poursuivi 1I’étude commencée par Esteban et Rota Nodari [EN12b] et nous nous
sommes intéressés a I’existence d’états excités du probleme (1.3.19) grice a une méthode de tir.

1.4 La méthode de tir

1.4.1 Description de la méthode

La méthode de tir permet de démontrer 1’existence de solutions de certains problemes d’équation différen-
tielle ordinaire (EDO) lorsque les conditions aux bords de I'intervalle de définition ne conviennent pas pour
appliquer du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Cette méthode est beaucoup utilisée pour obtenir des résultats nu-
mériques [SB02].

Nous commengons par présenter la méthode dans un cas simple [SB0O2]. Nous cherchons une solution x :

[a,b] — R de
g = f(’f',x,l‘/),
{ z(a) = a, z(b) = B, (1.4.1)

ol o, € Ret f : R3 — R est réguliere. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz ne permet pas de trouver x.
Cependant, il assure 1’existence et I’unicité de la solution du probleme de Cauchy suivant :

{ = f(r, xv,/xiy),
r(a) = a, z(a) = 7.

L’idée de la méthode de tir est alors de chercher + tel que x,(b) = 3. Pour ce faire, nous pouvons considérer, par
exemple, I’ensemble

A:={yeR:z.(b) <}

C’est un ouvert de R par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Si A est de plus non vide et borné, alors les points de
sa frontiere sont de bons candidats pour résoudre le probleme (1.4.1).
Dans cette these, nous cherchons des solutions

U:T€R+»—><ZE:;>€R2
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de problemes de la forme
U' =g(r,U) (1.4.2)

telles que

lim U(r) = (0,0), U(0) = (0,z)

r——400

ou z appartient a un intervalle ouvert J de R. Dans beaucoup de problemes de ce type [BCV90, BDOO3,
BCDMS8, EN12a], il existe une fonction continue H : R? — R telle que H(0,0) = Oetr — H o U,(r)
soit décroissante pour toute solution U, = (uy,1,v,,2) de

U; = g(r, Ux)7
{ Ugg(o) = (O,x) (1.4.3)
oux € J.

Remarque 1.4.1. H est souvent qualifiée d’énergie ou d’Hamiltonien. En effet, dans les problémes que nous
étudions, il existe un systéme autonome et Hamiltonien associé a (1.4.3) de la forme

U'=4(U)
pour lequel H o U est constante pour toute solution U.
Nous posons alors comme Balabane, Dolbeault et Ounaies [BDOO03], I_; = () et pour k € N fixé
Iy :={xeJ: lim Ug(r)=(0,0), vy2 change k fois de signe sur R},
r—+00
Ap:={reJ: lim HoU,(r)< H(0,0), vy2 change k fois de signe sur R*}.

r—-+00

L’ objectif est ici de montrer que [ est non vide pour tout £ € N. Ceci implique I’existence d’une infinité
de solutions localisées de 1’équation (1.4.2). Les éléments des ensembles A, sont associés a des solutions non
localisées de (1.4.3) car U, ne tend pas vers (0, 0) (voir Figure 1.1).

u

S—— v

Ju<o

FIGURE 1.1 — Solutions appartenant a Ay et A;.

Nous cherchons donc a démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.4.2. Ay est non vide et pour tout k
1. Ay est ouvert dans J,
il existe M < sup J tel que Ay, U I, C (—oo, M),
six € Iy, il existe ¢ > 0 tel que (x —e,x +¢) C Ap Ul U Ak,
si Ay est non vide, on a sup Ay, € I,_1 U I,

YR LD

si I, est non vide, on a sup I, € I.

Nous obtenons alors par récurrence que I, est non vide pour tout k£ (voir pour plus de détails, les preuves des
propositions 2.3.14 et 3.2.17).
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1.4.2 Le modéle du sac fractionnaire

Dans cette partie, nous donnons le résultat principal que nous avons obtenu dans notre étude du modele du
sac fractionnaire dont nous rappelons les équations (1.3.14) pour la commodité du lecteur :

u’+27u =X —m— F(u?®—v?))v,
o ==+ m+ Fu? —v?))u.

Balabane, Cazenave, Douady et Merle [BCDMS88] ont démontré I’existence d’un état fondamental, i.e. d’une
solution (u, v) du probleme de Cauchy (1.3.16) telle que u et v ne changent pas de signe. Pour obtenir des états
excités, nous cherchons des solutions localisées (u,v) telles que u et v changent k& € N fois de signe. Nous
verrons que dans ce cas, v> — u? change 2k fois de signe. Ceci complique 1’étude mathématique du probleme car

lim  F(v? —u?) = +o0.

[v2 —u?| =04

En particulier, il n’existe pas de solution réguliere de

{ (1.3.14),

W(R) = o(R) = 2 (1.4.4)

définie sur un voisinage de R > 0 pour = # 0. La définition de solution d’une équation différentielle ordinaire
doit donc étre affaiblie. Pour cela, nous suivons [CL55].

Définition 1.4.3. Soient 0 < R < R'. Une fonction w € C°(R, R) est une solution d’un systéme d’équations
différentielles ordinaires (E) au sens large, s’il existe au plus un nombre fini n de nombres réels R < Ry <
-+ < R, < R'tels que w est de classe C! sur (R, R")\{Ry,...,R,} et satisfait les équations de (E) sur
(R,R)\{Ry,...,Ryn}.

Dans cette partie, nous ne considérons que des solutions de ce type et nous omettrons de préciser au sens large.
Nous remarquons que la fonction identiquement nulle est solution du probleme (1.3.14). Ainsi, nous pouvons
étendre toute solution qui touche (0, 0) par (0, 0).

Lexistence et I’unicité des solutions locales de (1.3.14) est un point fondamental dans la méthode de tir,
notamment pour obtenir le point 1 du lemme 1.4.2. Néanmoins, les principaux théoremes d’équations différen-
tielles ordinaires [CL55] ne permettent pas de démontrer I’unicité des solutions locales du probleme (1.4.4) et
I’existence n’est pas triviale. La premiere idée venant a I’esprit pour surmonter cette difficulté est de régulariser
F'. Les solutions du probléme obtenu sont alors régulieres. Cependant, nous perdons dans ce cas, les propriétés
qualitatives vérifiées par les solutions du probleme (1.3.16). Nous avons ainsi introduit un autre probleme régu-
larisé afin d’obtenir I’existence et I’unicité des solutions locales et conserver certaines propriétés qualitatives. Le
systeme d’équations que nous avons choisi, est hamiltonien au voisinage de I’ensemble {|u| = |v|}\{(0,0)} :

/ 2u — o _ 2 .2
u + o(u,v) 3 (A—m—F(u ; v gv (14.5)
v =—(A+m+ F(u® —v))u.
ot ¢ : R2\{(0,0)} — [0,1] est réguliere et nulle au voisinage de {|u| = |v|}. Ceci permet de démontrer
Iexistence et I’unicité des solutions locales du probleme :
(1.4.5),
{ u(R) =v(R) = x. (1.4.6)

Néanmoins, les solutions du probléme obtenu sont irrégulieres et ne sont solutions de (1.4.6) qu’au sens large.
Nous dirons dans la suite que les régularisations de ce type sont hamiltoniennes.
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Une fois ce probleme régularisé, nous sommes en mesure de démontrer le lemme 1.4.2 en suivant les idées
de [BDOO3]. Dans cet article, Balabane, Dolbeault et Ounaies ont montré 1’existence d’une infinité de solutions
a support compact d’une équation sous-linéaire elliptique. Cependant, dans leur cas, 1’existence et ’unicité des
solutions locales du probleme de Cauchy sont toujours vérifiées dés que les solutions ne touchent pas (0,0). La
méthode de tir peut donc étre appliquée sans régulariser le probléme ni affaiblir la définition de solution. Dans
notre cas, ces problémes apparaissent dés que les solutions touchent I’ensemble {|u| = |v]|}.

Nous énongons maintenant le résultat principal de cette partie.

Théoréeme 1.4.4. 1l existe p € (0,1), et pour tout p € (0,p), une constante \, > m telle que si X > X, il existe
une suite croissante et non bornée (xy,)y de réels positifs telle que pour tout k, la solution (u,v) du probléme de
Cauchy (1.3.16) o1t x = x, est a support compact et v s’annule exactement k fois.

Remarque 1.4.5. Les cas d’application de ce théoréme coincident avec les situations intéressantes du point de
vue physique. En effet, le modele du sac fractionnaire [MS84] a été introduit afin d’approcher le modele du sac
du MIT lorsque p tend vers 0.

Ce théoreme dont la démonstration est donnée dans le chapitre 2 est le premier résultat rigoureux d’existence
d’états excités dans le modele du sac fractionnaire. L’ originalité de notre preuve provient de I’utilisation de la
méthode de tir pour un probleme tres irrégulier. Ce travail a fait I’objet d’une publication [LT12] dans Annales
Henri Poincaré en 2012.

1.4.3 Un modéele de noyau atomique

Dans cette partie, nous donnons le résultat d’existence d’états symétriques excités pour un modele de champ
moyen du noyau atomique que nous avons obtenu grice a une méthode de tir. Ce travail est le fruit d’une colla-
boration avec Simona Rota Nodari. Nous rappelons les équations (1.3.18) pour la commodité du lecteur :

U4 2u =o(u® —av’ +b),
v =u(l —v?).

Dans ce cas, les ensembles Ay et [} introduits dans la partie 1.4.1, sont inclus dans J = (0, 1). Nous
verrons aussi que dés que x € (0,1), les solutions (us,v,) ne croisent jamais I’ensemble 0.A de la figure
1.2. La principale difficulté est alors de démontrer le point 2 du lemme 1.4.2. En effet, la solution (u1,v1) du
probléme de Cauchy (1.3.19) avec x = 1 n’est pas localisée. Pour surmonter ceci, nous avons étudié finement
le comportement des solutions (uz, v,) du probleme de Cauchy (1.3.19) lorsque « tend vers 1. La présence de
quatre points d’équilibre (£+/a — b, +1) pour le systéme hamiltonien

u v(u? — av? + b),
u

U/ (1 - 02)7

1.4.7)

associé au systeme (1.3.18) rend cette étude particulierement difficile. En particulier, la solution (u,v,) reste
proche de (uy,v1) lorsque x est proche de 1 par continuité du flot. Cependant, (u1,v;) tend vers (—va — b, 1)
lorsque r tend vers I'infini. Ainsi, (uy,v,) reste longtemps proche de (—+v/a — b, 1) si x est assez proche de 1.
Il n’y a donc aucun espoir d’obtenir une estimation de la vitesse de rotation de (u,, v;) autour de (0, 0) utilisée
dans [BDOO03] pour démontrer le point 2 du lemme 1.4.2.

Il est en fait crucial de bien contrdler le comportement des solutions au voisinage des points d’équilibre
(£v/a — b, £1). Pour ce faire, nous avons introduit un probléme régularisé dont les équations sont hamilto-
niennes au voisinage de ces points. Le comportement des solutions est alors connu et elles vérifient les mémes
propriétés qualitatives que les solutions du probléme original.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le résultat principal de cette partie :
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FIGURE 1.2 — Probléme régularisé

Théoréme 1.4.6. Supposons que a > 2b > 0. Il existe une suite croissante de réels (xy), de (0, 1) satisfaisant
les propriétés suivantes. Pour tout k,

1. la solution (ug, , vy, ) du probléme de Cauchy (1.3.19) o x = xy, est globale,

2. ug, et vy, ont exactement k zéros dans (0, +00),

3. (Ug,,, Vg, ) converge exponentiellement vers (0, 0) lorsque r tend vers +o0.

Ce théoreme, dont la démonstration est donnée dans le chapitre 3, est le premier résultat rigoureux d’existence

d’états excités pour ce modele. Ce travail en collaboration avec S. Rota Nodari a fait I’objet d’un article [LTRN13]
soumis pour publication.

1.5 Meéthodes variationnelles

Nous avons étudié les modeles de soliton de Friedberg et Lee et d’approximation sac grace a des méthodes
variationnelles, notamment le principe de concentration compacité et la méthode de I'-convergence. Ce travail a
fait I’objet d’une publication [LT13] dans Calculus of variations and partial differential équations. L’ intégralité
de I’article est reprise dans le chapitre 4. Dans cette partie, nous présentons les principaux résultats obtenus.

1.5.1 Compacité et symétrie

Les fonctionnelles du modele de soliton de Friedberg et Lee

ZN Vo[
(Z) — gkl,...,kN(¢) = )\]jrl(H(b) +/ [2 + U(¢)] d.%', pour 1 < kl <. <L k’N
i=1 R3

sont semi-continues inférieurement dans LP(R3, R) pour 2 < p < 6 (voir remarque 1.2.13). De plus, 1’hypothése
(H2) sur U assure que toute suite minimisante est bornée uniformément dans H 1(R3, R). La méthode directe
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du calcul des variations [StrO8] assure donc que &y, ..k, admet un minimum dés qu’une suite minimisante est
pré-compacte dans LP(R3,R), pour 2 < p < 6. Cependant, les injections de Sobolev

H'(R3,R) — LP(R3 R), pour 2 < p < 6,

ne sont pas compactes. Malgré tout, Strauss [Str77] a démontré que les restrictions a I’ensemble des fonctions
radiales de ces injections
H! (R? R) — LP(R3 R),

rad

sont compactes pour 2 < p < 6. Ce résultat a ensuite été généralisé par Lions [Lio82] dans le cas des espaces de
Sobolev généraux. Nous avons obtenu le résultat d’existence suivant pour le modele de soliton de Friedberg et
Lee dans le cas symétrique :

Théoreme 1.5.1. Soient K € N\{0} et m > 0 fixés. Supposons que U satisfasse les hypothéses (H1) et (H2). I
existe gy > 0 tel que si g > go, alors, pour tout 1 < k1 < --- < kny < K, il existe une solution

(W1, YN, ¢) € HY2(R?,CHN x HY (R R)

sym

des équations (1.3.5) avec \; = /\T(H¢) € (0,m) et ¢ est un minimum de Ey, k. go dépend de N,m, K et
U.

Remarque 1.5.2. Friedberg et Lee [FL77a] ont dérivé des conditions d’existence comparables aux notres. Ils
ont aussi supposé que U est un polyndme positif de degré 4 avec deux minima en 0 et en —¢g < 0 tels que
0=U(0) < U(~do).

Ce théoreme est le premier résultat rigoureux d’existence d’états fondamentaux et excités dans le cas symé-
trique.

La méme méthode s’applique pour le modele d’approximation sac. En effet, nous avons démontré en suivant
la preuve de Lions [Lio82], que I’injection

Bv;“ad(R?’a R) - LP(R?)a R)
est compacte pour 1 < p < 3/2 (voir I’appendice 4.A du chapitre 4). Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 1.5.3. Soient K € N\{0} et g € (0,m). Il existe une constante § > 0 telle que si
a,b <9,
alors, pour tout 1 < k1 < --- < ky < K, il existe une solution

(wla e 7¢N7XQ> € H1/2 (R37C4)N X Bwad(R?)?R)

sym

des équations (1.3.9) avec \; = )\Ij: (H-y,,) € (0,m) et xq est un minimum de Fi, . j-

1.5.2 Le principe de concentration compacité

Dans cette partie, nous étudions le probleme de 1’état fondamental pour les modeles du soliton de Friedberg et
Lee et de I’approximation sac dans le cas non symétrique. En effet, a notre connaissance, aucune preuve n’assure
que les minima ¢ et xq de £ et F soient des fonctions radiales ou que les fonctions d’onde des quarks soient de
la forme (1.2.1).
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Les fonctionnelles £ et F dont nous cherchons des minima sont invariantes par translation. Ceci implique que
les suites minimisantes ne sont pas pré-compactes dans H'(R3,R) ou BV (R3, R). Il suffit pour s’en convaincre
de considérer la suite ¢, := ¢(. —n(1,0,0)) formée des translatés d’une fonction ¢ fixée.

Ce type de situation apparait lorsque le probleme étudié est invariant sous I’action d’un groupe non compact.
Dans notre cas, le groupe considéré est formé des translations de R3. Ce probléme se rencontre aussi dans la
preuve de I’existence d’une fonction extrémale pour les injections de Sobolev dans R™ qui est invariant sous
I’action des groupes des translations de R™ et des changements d’échelle [Str08].

Afin de résoudre ce type de probléeme, P.L. Lions a introduit dans les années 80, le principe de concentration-
compacité [Lio84a, Lio84b, Lio85a, Lio85b]. Il permet d’obtenir, dans beaucoup de problemes de minimisation
sous contraintes, une condition nécessaire et suffisante a la pré-compacité de toute suite minimisante a action de
groupe pres. Cette condition s’énonce souvent sous la forme d’une inégalité stricte dite inégalité de concentration-
compacité.

Dans notre cas, les suites minimisantes des problémes sont bornées dans H'(R3,R) ou BV (R3,R). Tl est
donc possible d’en extraire une sous-suite convergente dans LY C(R3, R) pour certains p. Nous pouvons donc
appliquer le principe de concentration compacité de Lions dans le cas localement compact [Lio84a, Lio84b].

Pour fixer les idées, nous présentons rapidement ce principe dans H'(R?,R) en suivant la présentation de
Lewin [Lew10]. Dans ce cas, une suite bornée de H'(R3, R) peut avoir différents comportements :

1. Evanescence : elle tend vers 0 dans certains espaces LP. On parle d’évanescence [CLBMO6]. Exemple :
bn :=n"3/24(./n) pour ¢ € H'(R3 R).
2. Pré-compacte a translation pres. Exemple : ¢, := ¢( . — nv) pour ¢ € H'(R3 R) et v un vecteur de R3.

3. Dichotomie : elle se sépare en plusieurs parties. Exemple : ¢, = ¢( . — nv) + ¢( . + nv) pour
¢, € H'(R3,R) et v un vecteur de R*\{0}.On parle dans ce cas de dichotomie.

Le principe de concentration compacité est largement appliqué en analyse non linéaire, notamment pour 1’ op-
timisation de forme [Buc0Oa, BG10], la minimisation sous contrainte en physique quantique [ELS08, CLBMO06],
mais aussi pour des résultats de minmax [ELSO0S].

Pour démonter que les suites minimisantes sont pré-compactes a translation pres, nous commengons par
écarter le cas de I’évanescence, grace a la semi-continuité inférieure de € dans L3(R3,R), en supposant que

inf{E(¢): ¢ € H' (R}, R)} < Nm

ol nous rappelons que

2
£(6) = NXL(Hy) + | VoL | v(g)dr.

R3 2

Nous démontrons ensuite qu’il n’y a pas dichotomie grice a une inégalité de concentration compacité. L’ ori-
ginalité de la preuve repose sur le fait que les inégalités usuelles [Lio84a, Lio84b] ne sont pas vérifiées et il a
donc été nécessaire d’en introduire de nouvelles pour surmonter ce probleme. On pose :

E(61,60,1) = N\JAL (Hy,)2 + (1 — )\ (Hy,)?
V2 Vol
+/R3< 5 +U((l)1)>d$—|—/RB(2+U(¢2)>dx,

pour ¢1, ¢y € HY(R3 R)ett € [0,1];

I(t) = inf{E(p1, o, t) : 1,00 € HY(R3,R)}.
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La fonction I est concave et vérifie I'inégalité de concentration compacité large
I(t) > I(1), pouttoutt € [0,1].
Le théoreme suivant est le résultat principal de cette partie.
Théoreme 1.5.4. Soit m > 0. Supposons que U satisfasse les hypothéses (H1), (H2) et que
inf{€(¢): ¢ € H'(R3 R)} < Nm. (1.5.1)
Alors, toutes les suites minimisantes de € sont pré-compactes a translation pres et
I(t) > I(1), pout tout t € (0,1).

Dans ce cas, il existe
(¥, ¢) € H/?(R?,C*) x H'(R? R)

tel que ¢ est un minimum de £ et

9]z =1
oit A=A (Hy) € [0,m). Si 0 ¢ o(Hy), alors ¢ vérifie

—A¢ +U'(¢) + Ngip* By = 0.

{ Hop + B¢ = A

De plus, il existe gy > 0 tel que si g > go, alors la condition (1.5.1) est vérifiée et gy ne dépend que de N, m et
U.

Remarque 1.5.5. Le probléme principal posé lorsque 0 € o(Hy) est que ¢ — AL (Hy) n’est pas nécessairement
Gateaux-différentiable. Nous obtenons cependant dans le corollaire 1.5.14 que 0 ¢ o(H,) sous certaines condi-
tions sur les parametres du probleme. Nous verrons aussi que les parametres les plus significatifs du point de vue
physique vérifient ces conditions [FL77a, FL77b].

Nous avons aussi obtenu un résultat semblable pour le modele de I’approximation sac.

Théoreme 1.5.6. Soit g € (0,m). I existe une constante § > 0 telle que, si :
a, b <, (H3)

alors, il existe une solution (1, . .. 1, xq) € HY/?(R?,CHN x BV (R3,R) des équations (1.3.9) avec A = \; =
AL(H_ ) € (0,m) ot xq est un minimum de F.

Remarque 1.5.7. Dans ce cas, I’hypothese g € (0,m) assure que 0 ¢ o(H_,,).

1.5.3 LaI'-convergence et la théorie de la transition de phase

Les démonstrations des résultats d’existence de solutions des modeles de soliton de Friedberg et Lee et d’ap-
proximation sac reposent sur les mémes idées appliquées dans le cadre H' ou BV . Les fonctionnelles d’énergie
du modele d’approximation sac peuvent en fait étre obtenues comme I'-limite de fonctionnelles d’énergie du
modele de soliton de Friedberg et Lee. Dans cette partie, nous rappelons la définition et les propriétés essentielles
de la I'-convergence. Nous présentons ensuite le modele de transition de phase de Cahn-Hilliard et le résultat
de Modica et Mortolla. Nous suivons pour cela les présentations d’ Alberti [AIb0OO] et de Braides [Bra98]. Pour
terminer, nous énoncgons les résultats principaux que nous avons obtenus dans cette direction.
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La I'-convergence

Soient X un espace métrique, (F:)c~( une suite de fonctions de X dans R U {+00} et (v:)e>0 une suite de

X telle que pour toute > 0
F.(ve) =inf{F.(v) : ve X}.

Supposons que la suite (v ).>0 converge vers v dans X. Il est naturel de se demander si v est aussi le minimum
d’un certain probleéme de minimisation. Une premiére méthode consiste a étudier directement (v, ).~ via par
exemple, les équations d’Euler-Lagrange que les éléments de cette suite vérifient. De Giorgi et Franzoni [DGF75]
ont introduit une autre méthode consistant a étudier plutédt la suite (F;):~o.

Définition 1.5.8. La suite (F;).~o I'-converge vers F' : X — R U {+o0} dans X si

1. pour tout x € X et toute suite (z¢)e~0 qui tend vers x dans X, on a

liminf F.(z.) > F(z),
e—0

2. pour tout x € X, il existe une suite (x.).>o qui tend vers = dans X telle que

limsup F.(z.) < F(z).

e—0
On dit que F' est la I'-limite de la suite (F;):>0.

Cette définition de convergence de suites de fonctions trouve sa justification dans le point 1 de la proposition
suivante.

Proposition 1.5.9. Supposons que la suite (F;)c~o I'-converge vers F dans X. Alors
1. toute valeur d’adhérence de la suite de minima (v.)e>0o est un minimum de F,
2. 5i G : X — R est continue, alors (F; + G).>o '-converge vers F' + G dans X,

3. F est semi-continue inférieurement pour la topologie de X.

La I'-convergence s’applique dans de nombreux domaines, notamment 1’homogénéisation, le traitement
d’image (voir par exemple [Bra98]) ou la théorie des transitions de phase entre fluides.
Le modele de la transition de phase de Cahn-Hilliard et le théoréme de Modica-Mortolla

Selon la théorie classique de la transition de phase, deux fluides incompressibles, non miscibles et non soumis
a la gravité se répartissent dans une boite de maniere a minimiser 1’aire de la surface qui les sépare.
La boite est modélisée par un ouvert B de R? et les configurations possibles par des fonctions

f:B—{0,1}

dont les intégrales vérifient [, f(x)dz = v avec 0 < v < |B| fixé. { f = 1}, respectivement { f = 0} correspond
au sous-ensemble de B occupé par le premier fluide resp. par le second. Nous notons

X = {feL'(BR): /Bf(x)d:c -

L’aire de I’interface est alors donnée par la variation totale de la fonction f

[ |VfI(B) sifeBV(B,{0,1})nX,
Gf) = { +00 si f € X\BV(B,{0,1}).
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11 est facile de montrer que G admet un minimum.

Cahn et Hilliard [CH58] ont quant a eux, introduit un modele alternatif dans lequel les fluides peuvent se
mélanger un peu. Ainsi, la transition de phase est un phénomeéne continu. Les configurations admissibles sont
alors données par les fonctions

f:B—10,1]

d’intégrale v. f(x) représente la densité moyenne du premier fluide au point x. Une configuration optimale est
alors donnée par un minimum de

JselVF2+ 28 sife HY(B,[0,1)NX,
Gel/) { +Boo s1feX\H1( ,[0,1])

avece > Oet V : R — R réguliere, vérifiant la condition (H1) et telle que {V = 0} = {0, 1}. Un tel minimum
existe. Le terme V/e pénalise les situations dans lesquelles les fluides se mélangent beaucoup.

Modica et Mortolla [Mod87, MM77b] ont démontré le théoréme suivant faisant le lien entre la théorie clas-
sique et le modele de Cahn-Hilliard (voir aussi [Ste88]).

Théoréme 1.5.10. Posons a = 2 fol VV (t)dt. G T'-converge vers aG dans X lorsque ¢ tend vers 0. De plus,
toute suite ( f.) de minima de G est pré-compacte dans X.

Une application de la I'-convergence aux modeles de hadrons

Le méme type de résultat lie les énergies des modeles de soliton de Friedberg et Lee et d’approximation sac.
En effet, les non-linéarités U considérées comme significatives du point de vue physique, sont des polyndmes de
degré 4 de la forme
z +— W(x) + blz|?

avec b > 0 et W positif tel que {WW = 0} = {—¢y, 0}. Pour simplifier les notations, nous supposerons ¢y = 1.
Goldflam et Wilets [GW82] ont étudié numériquement quelques limites du modele de soliton de Friedberg

et Lee. IIs ont observé que pour certains parametres, les champs scalaires ¢ minima des énergies du modele sont

proches de fonctions indicatrices. Nous donnerons un sens plus précis a ceci dans le théoréme 1.5.12
Considérons pour e > 0etb > 0:

Jes (EIVOP2 +W(9) /e +blg|*) dz si ¢ € H'(R?,R)
+00 sinon

£ = {

et
aP(Q) +b|Q| si¢=—xa € BV (R R)
Eo(¢) = 400 sinon

R ‘o _ 0
ot W : R — R estde classe C' et vérifie W~ ({0}) = {—1,0}, HD eta =2 [~ \/W(s)ds.

La proposition suivante nous donne un premier résultat de I"-convergence lorsque 1’on ne considére que les
énergies des champs scalaires.

Proposition 1.5.11. Supposons qu’il existe c et 2 < q tels que :
W(t) < c(jt|* + [t]7) V.

2 3(q+2)
Alors, E. I'-converge vers Egdans L* N L~ 14
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Cette proposition est une généralisation du théoreme 1.5.10 de Modica et Mortolla dans un cadre non borné.
Nous en donnons la preuve dans la partie 4.6.

Le résultat suivant établit le lien entre les modeles du soliton de Friedberg et Lee et d’approximation sac
grace a la I'-convergence. Nous posons pour € > 0 :

NXL(Hy) + E.(¢) si¢ € H(RR)
400 sinon

&0 = {

et
Eo(¢) = N (H o) + Eo(—xa) si¢ =—xa € BV(R%R)
’ +00 sinon.

La constante € peut étre obtenue dans les fonctionnelles d’énergies du modele de soliton de Friedberg et Lee par
changement d’échelle.
Théoreme 1.5.12. Supposons les conditions de la proposition 1.5.11 vraies et g € (0, m). Alors, E; I'— converge
3(g+2)
vers & dans L N L el
Si nous supposons de plus qu’il existe ¢ > 0,11 < —1 < t9 < 0 tel que W satisfasse :

W(t) > clt|!
pour tout t & (t1,t2) et
le =nf{&(¢): ¢ = —xq € BV} < Nm. (1.5.2)

Alors, il existe g > 0 tel que pour tout 0 < € < &g,
I =inf{&(¢): ¢ € H'} < Nm (1.5.3)
admet un minimum ¢.. Il existe une sous-suite telle que a translation prés

Wo ¢., — W o (—xq) strictement dans BV
¢, — (—xq) fortement dans LP pour p € [2, W]

I =1,

o —xq est un minimum de (1.5.2) et W : t — 2f0t VW (s)ds.

Remarque 1.5.13. La difficulté principale vient du fait que les problémes sont posés sur des domaines non bornés.
En particulier, nous avons utilisé a la fois le principe de concentration compacité et la I'-convergence pour obtenir
la pré-compacité a translation pres de la suite de minima .

Dans le corollaire suivant, nous donnons des conditions sur les parametres du modele pour que 0 ne soit pas
dans le spectre de Hy lorsque ¢ est un minimum. Dans ce cas, ¢ vérifie la derniere équation du systeme (1.3.5).
Nous rappelons que ce point pose probleme dans le théoréme 1.5.4 pour démontrer que les minima obtenus
vérifient les équations d’Euler Lagrange.

Corollaire 1.5.14. Supposons les hypotheses du théoréeme 1.5.12 vraies. Alors, il existe eg > 0 et pour tout
e € (0, e9), un minimum ¢ du probléme (1.5.3), une fonction 1p € H*(R3, C*) satisfaisant

Hoyp + gBoyp = M p.p. dans R3
lle =1
—eA¢ + WTw) +2bp + Ngyp*Bep =0, p.p. dans R3

o A =ML (Hy) > 0.
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Remarque 1.5.15. Les parametres les plus significatifs du point de vue physique vérifient ce type de conditions
[FL77a]. En fait, le potentiel de la forme de W et la restriction € € (0, o) sont introduits de maniére a forcer le
champ ¢ a étre presque une fonction caractéristique [FL77a, GW82].

Nous obtenons un résultat similaire au théoréeme 1.5.12 dans le cas symétrique pour les états excités. Soient
1<k <---<ky < K.Nous posons pour e >0 :

1 AL (Hy) + Ea cH R ,R
Eorrin (@) :{ SN (o) 4 BH(9) 510 € Hy(RE)

et
& _ [ SN N (H ) + Bo(—xa) sié = —xa € BVqu(R?,R)
0,k1,....kN (¢) - +00 sinon.

Théoréme 1.5.16. Supposons les conditions de la proposition 1.5.11 vraies et g € (0,m). Alors, E. j, . ky I'—
3(g+2)

converge vers £y, . ky N I’NL ™3
Supposons de plus qu’il existe c > 0, t1 < —1 <ty < 0 tels que W vérifie :

W(t) = clt|?
pour tout t ¢ (t1,t2) et
inf{& k.. k(¢) 1 ¢ = —xa € BViaa} < Nm.
Alors, il existe eg > 0 tel que pour tout 0 < € < g,
E(ky, ... ky) =inf{E py xn(B): o€ HYuy < Nm (1.5.4)
admet un minimum ¢.. Il existe une sous-suite telle que

Wo ¢, — W o (—xaq) strictement dans BV
¢e,, — (—xq) fortement dans LP pour p € (2, %]

li"(kl, .. -7kN) — lc(kl, R ,kN>

ou —xq est un minimum de :

lc(kl, ceey ]-CN) = inf{£0,k1,...,k]\](¢) : ¢ = —Xq € BV}ad}. (155)

1.6 Quelques problemes ouverts

Au cours de cette thése, nous nous sommes principalement intéressés aux modeles de sac de hadrons. Nous
avons démontré I’existence de solutions pour certains d’entre eux et étudié différentes limites les liant les uns aux
autres. Néanmoins, de nombreuses questions restent ouvertes. Dans cette partie, nous en présentons quelques-
unes.

1.6.1 Le modele du sac du MIT

La principale question restée ouverte a I’issue de cette these est celle de I’existence d’une forme optimale
pour le probleme de 1I’état fondamental du probleme du sac du MIT (1.3.4) :

inf{ NAL(Q) + b|Q| : © est un ouvert non vide, régulier et borné de R},

ot A(Q) est la plus petite valeur propre positive de 1’opérateur H, 82. C’est un probleme d’optimisation de forme.

Selon les physiciens, la boule réalise le minimum de ce probleme. Cependant, a notre connaissance, aucune
preuve de ce fait n’a encore été donnée. Les méthodes de symétrisations utilisées dans les problémes d’optimisa-
tion de la premiere valeur propre du laplacien avec condition au bord de type Dirichlet ou Robin ne fonctionnent
pas ici.
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1.6.2 Etudes des modeles dans certains cas limites

Les modeles d’approximation sac, de soliton de Friedberg et Lee et de sac fractionnaire ont été introduits
afin d’approcher le modele du sac du MIT. Dans cette these, nous sommes parvenus a démontrer le lien entre le
modele du soliton de Friedberg et Lee et le modele d’approximation sac dans la partie 1.5.3.

Nous avons de plus étudié les liens entre le modele du sac du MIT et les modeles d’approximation sac et de
sac fractionnaire dans le cas symétrique considéré par les physiciens, c’est-a-dire lorsque les fonctions d’onde
des quarks sont cherchées parmi les fonctions de la forme (1.2.1) et que les domaines sont des boules.

Nous avons aussi étudié la limite considérée par les physiciens dans le cas symétrique pour dériver les équa-
tions du modele du sac du MIT a partir de celles du modele d’approximation sac dans le théoréme 4.1.24. Si’on
fixe le domaine 2, cela revient a étudier le comportement des vecteurs propres associés a la plus petite valeur
propre positive des opérateurs

Ho+ MpBxa

lorsque M tend vers +oo. Ce probleme est bien connu dans le cas non relativiste : c’est le probleme de la particule
parfaitement confinée dans une boite [GD95] mais il reste ouvert dans le cas relativiste.

Nous avons démontré dans le théoréme 2.1.3 que les états fondamentaux du modele d’approximation du sac
convergent vers un état fondamental du probléme du sac du MIT lorsque p tend vers 0. Cependant, les limites
des états excités sont discontinues et ne peuvent donc pas étre des états excités du modele du sac du MIT.

La plupart des résultats obtenus le sont dans le cas symétrique considéré par les physiciens. Cependant une
étude approfondie des liens entre ces modeles dans le cas général reste a faire.
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Chapter 2

Existence of nodal solutions for Dirac
equations with singular nonlinearities

Ce chapitre reprend le texte intégral de I’article [LT12] paru dans Annales Henri Poincaré en 2012.

Résumé: Nous démontrons grice a une méthode de tir, I’existence d’une infinité de solution de la forme
Qa0 S . o
(20, 2) = e y(z) d’une équation de Dirac non linéaire

i0y00 = Hotp + BF(Y"By)op
ou {2 > m > 0, x est a support compact et

_ plz[P~t sifz| >0
F(”J)_{ 0 siz =0

avec p € (0,1).
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Existence of nodal solutions for Dirac
equations with singular nonlinearities

Loic Le Treust

Abstract

We prove, by a shooting method, the existence of infinitely many solutions of the form (2°, z) =

; 0 . . .
e~ ¥\ (z) of the nonlinear Dirac equation

3
i A Oup — map — F(§)y = 0

n=0
where 2 > m > 0, x is compactly supported and

_ [ plaPmt il >0
F(x)_{o ifz=0

with p € (0,1), under some restrictions on the parameters p and Q). We study also the behavior
of the solutions as p tends to zero to establish the link between these equations and the M.1.T. bag
model ones.

2.1 Introduction

We study, in this paper, a relativistic model proposed by Mathieu and Saly [MS84, Mat85] that accounts for
the internal structure of hadrons, that is how strong interaction forces bind quarks together. Their model and
the ML.L.T. bag one (see [Joh75] and the references therein) have been introduced to approximate the quantum

chromodynamics model and to get the confinement of the quarks.
We will look for localized solutions of the nonlinear Dirac equation:

3
i AP0 — map — F(p)y = 0. (2.1.1)

pu=0

The notations are the followings: m > 0, ¢ : R* — C4, oup = %, 0 < u < 3, where we used Einstein’s
convention for summation over p. We write ¢1) = (v, ) where (.,.) is the usual scalar product and v* are

the 4 x 4 Pauli-Dirac matrices [Tha91]:

I 0 0 o
0 k
2% —<0 I>and'y _<—ak 0 )fork—1,2,3,
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L (01N 5 (0 =i\ 5 (10
0_<1 0>"’_<i 0)"’_ 0 -1 )"

The function F' : R — R is defined by

with

~f plxPTt if|z] >0
Fle) = { 0 ifz =0

with p € (0, 1). The solutions are sought among stationary states

(2’ z) = e () (2.12)

where z = (2!, 2%, 2%) € R?, Q > m and Y is solution of:

3
i A" Oex + 0 x — mx — F(xx)x = 0. (2.1.3)
k=1

Following [MS84, Mat85], we will search the solutions among functions of the form:

(})

x(@)=1| . 05l (2.1.4)
I\ sin gei®
where (7,6, ®) are the spherical coordinates of z in R? and  is localized, that is :
Tll)rgo(u,v) = 0.
Equation (2.1.3) then becomes a non-autonomous system of ordinary differential equations
2u
1y 2t _ 2 _ 2\ _ _
u + — v(=F(v* —u”) — (m—Q)) (2.1.5)
v’ = u(—=F(?—u?) — (m+Q)).

Following Mathieu and Saly [MS84, Mat85], we assume that u is zero at zero and we consider the following
Cauchy problem for z € RT:
{ (2.1.5) 2.1.6)

(u(0),v(0)) = (0, z).
We can choose = nonnegative without loss of generality thanks to the symmetry of the equations. For the sake of
notation simplicity, we will not write the p dependence unless it is necessary. For instance, we write F', (u,v),
(2.1.6),... instead of F}, (up,vp), (2.1.6), ...

Equation (2.1.1) has been introduced by Mathieu and Saly [MS84, Mat85] to model the confinement of the
relativistic quarks. Their model is called the fractional bag model. They observed numerically that the solutions
are compactly supported.

Balabane, Cazenave and Vazquez [BCV90] proved rigorously the existence of a ground state for a more
general class of nonlinearities F' by a shooting method. Moreover, they obtained a necessary and sufficient
condition on F’ for the ground state solution to be compactly supported. The shooting method has already been

used to get infinitely many solutions of a nonlinear Dirac equation in a regular setting by Balabane, Cazenave,
Douady and Merle [BCDMS8] (see also the references therein).
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The main problems we have to face here occur on the set {|u| = |v|} because the nonlinearity F' is singular
at 0. Since, Balabane, Cazenave and Vazquez [BCV90] studied the ground state problem, the trajectories of the
solutions they found do not cross this set. Nevertheless, in this paper, we have to consider solutions of this type
to get infinitely many solutions.

Thus, we have to weaken the notion of solution since the Cauchy problem

{ (2.1.5)

u(R) =v(R) ==z (2.1.7)

has no regular solution defined in a neighborhood of R for R > 0 and z # 0.

Definition 2.1.1. Let 0 < R < R’. A function w € C°(R, R') is a solution of a system of ordinary differential
equations (E) in the extended sense if there exist at most a finite number n of real number R < R} < --- <
R, < R such that w is of class C! on (R, R')\{Ry,...,R,} and satisfies the equations of system (E) on
(R,R)\{R1,...,R,}.

From now on, we will consider solution of this type (see also [CL55]). Notice that the nonlinearity F' allows
the zero function to be solution of (2.1.1). Thanks to definition 2.1.1, we can thus extend by zero all the solutions
which hit zero.

Since we want to use a shooting method, local existence and uniqueness are very important points. But, the
main O.D.E. theorems [CL55] fail to show local uniqueness for problem (2.1.7) and existence is not a trivial
point. To overcome this, we have to introduce a regularized problem whose solutions satisfy some key qualitative
properties similar to the ones of the solutions of the original system of equations (2.1.5). The idea consists in
introducing an approach system which is hamiltonian near the set {|u| = |v|} so that we get local existence and
uniqueness. Nevertheless, the solutions of the regularized problem are singular and they are only solutions in the
extended sense of definition 2.1.1.

Once this regularization is done, we can adapt to our framework the shooting method of Balabane, Dolbeault
and Ounaies [BDOO03] which established the existence of infinitely many compactly supported solutions for a
sub-linear elliptic equation with any given number of nodes. The problems given by the lack of regularity of the
nonlinearity in zero occur when the solutions of their system of equations hit zero. Here, these difficulties arise
on the bigger set {|u| = |v|}. Indeed, our main contribution is to deal with the shooting method of [BDOO03] in
this singular framework.

Mathieu [Mat85] has already found numerical excited state solutions. But, in this paper, we provide the first
rigorous proof of their existence under some restrictions on p and 2. Mathieu and Saly [MS84] have also derived
relations between these solutions and the M.I.T. bag model ones. Here, we prove rigorously that the ground state
solutions of the fractional models converge to the ground state solution of the M.I.T. bag model as p tends to 0.
Nevertheless, we also show that the limits of the sequence of the excited state solutions are not solutions of the
M.L.T. bag model equations.

Let us now state our results:

Theorem 2.1.2. There are p € (0,1) and for every p € (0,D), a constant €2, > m such that if ©Q > Q,, there
exists an unbounded increasing sequence (x)gen Of initial data such that for any & € N, the Cauchy problem
(2.1.6) has a compactly supported solution which crosses the set {(u,0)|u # 0} exactly k times.

The following theorem establishes the close link between the fractional model and the M.I.T. bag one.

Theorem 2.1.3. There is Q > m and for Q > €, for k € N, a finite number of points R', ..., R! with] < 2k+1,
(ug,v0) € CHRM\{R!, ..., R'}) N L°®(R™) and a decreasing sequence (p,,) converging to zero such that :

1. v3 — u is continuous on R, positive on [0, R') and on exactly k intervals (R, Ri1),



48 CHAPTER 2. THE FRACTIONAL BAG MODEL

2. (up,,vp, ) converges to (ug, vo) uniformly on every compact interval of {|v — u3| > 0}.
3.

(ug, vo) is a solution of the free Dirac equation on [0, R'\{R!,..., R'}:
W42 = p(Q—m)
V= —u(Q+m),
discontinuous in R, ..., R

4. (ug,vo) = 0on [R',00) and (v — ud)(R?) =0,
where (uy, vp) is the solution of (2.1.6),, found by Theorem 2.1.2 with & nodes.

Let us notice that (ug, vg) is discontinuous at each bound of the k intervals of point 1. In the case & = 0, the
solution (ug, v) is the ground state of the M.L.T. bag model as Mathieu and Saly derived in [MS84]. Nevertheless,
the other nodal solutions that we get, are different from those derived by Mathieu in [Mat85] by lack of continuity.

In section 2.2, we define the hamiltonian regularization. We will prove that the qualitative properties we need
do not depend on the regularization parameter and that the solutions of the regularized system of equations locally
exist and are unique. In section 2.3, we prove the existence of compactly supported solutions to the regularized
problem by the shooting method. We finish the proof of Theorem 2.1.2 in section 2.4. Finally, we study the
relation between the fractional bag model and the M.L.T. bag one in section 2.5.

2.2 Notations and preliminary results

In this section, we fix p € (0,1/2) and 2 > m. Following [BCV90], we define the continuous functions:

H:R?> 5Rand H. : R> 5 R

Q— Q
moe +mu2

H(u,v) = —=(v* —u?)]v? —u?P~! 4 5V 5

and
H.(u,v) = H(u,v) — (Q — &)v?

1 Q
= —(v? —u?) (2 v? — WP+ 7; m> + ev?

for e € [0,m) and (u,v) € R%.
These functions will be of constant use in this paper. In the following lemma, we study some of their
properties.

Lemma 2.2.1. Let ¢ € [0,m), we have that:

1. there exist two positive constants A and B such that:
H(u,v) > A(u® 4+ v?) — B for all (u,v) € R?

2. the set H~!(—o0, C) is bounded for C € R,
3. H-'({0}) is a connected unbounded set in {|u| < |v|} U {0}, such that

HZ'({0}) n H™'({0}) = {0},

for every € > 0,
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— A o

H<0

Figure 2.1: Energy levels

4. Hy'({0}) = {Jul = [v]},
5. there are two functions v — C, and v + D., defined for v € (0,+0o0) such that for all (u,v) € R
v > 0:
CoH(u,v) > u?
> v ,U) 2
H(u,v)_’y:>{ U2+’U22D7
v + C, is nonincreasing and lim_,o C,, = o0,

6. there are § € (0,7/4) and v > 0 such that for every (u, v) which satisfy H(u,v) > 0 and |u| < tan(0)|v|,
then we have |v| > ©. For any 0 € (0, 7/4), there are P € (0,1/2) and ¥ > 0 such that this point remains
true for all p € (0, P).

We define Ey = (2 —m) M = sup{v|3u : H(u,v) = 0}. The proof is a straightforward calculation and
is postponed in the appendix.
2.2.1 The regularized problem

F is so singular at zero that the main O.D.E. theorems [CLS55] fail to show existence and local uniqueness
for problem (2.1.7). To overcome this, we introduce a regularized problem.
Let F be a positive constant that will be fixed later. We define for ¢ € (0, m) the sets (figure 2.2):

R:={(u,v) e R*: |v—u| < By, He(u,v) > 0, He(v,u) > 0}
R2 :{(u,v) ER’: |v—u| < E1/2, Hz(u,v) > 0, Hs (v,u) > o}.
Let us remark that by Lemma 2.2.1, we have
RZC R C HH((0,+00)) U{0}

and
NesoRE = {Jul = [v]}.

Let ¢, : R2\{(0,0)} — [0, 1] be a smooth function such that
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H<O0

Figure 2.2: Regularization area

_ f OonR?
Y¢=1 1on (RL)e

and
pe(u,v) = pe(|ul, [v]) = @e(|v], u])

for any (u,v) in R?\{(0,0)}. We will then study the following system of equations:

{ u + QTU‘PE(U,U) = w(=F@*—u?) - (m—Q)) (2.2.1)
o = u(—F(’U2 — UZ) — (m+Q)).

Let us remark that there is no regular solution of the Cauchy problem:

(2.2.1)
{ Wl R) = o(R) = o (2.2.2)
where R > 0 and = € R*. Nevertheless, near the set {|u| = |v|} the system of equations is autonomous and

hamiltonian. This will allow us to get existence and local uniqueness while keeping the qualitative properties of
the solutions to problem (2.1.6) that we need for the shooting method.

2.2.2 Qualitative results

We assume in this part, that (u,v) is a solution in the extended sense of equations (2.2.1) defined on an
interval I and € > 0. As in [BCV90], we show, in the next lemma, that the function H (u, v) is nonincreasing.

Lemma 2.2.2. We have forr € I:

U2 u, v
D i) () = 222D g 2p ),

so r — H(u,v) is nonincreasing.



2.2. NOTATIONS AND PRELIMINARY RESULTS

51
Proof. We have forr € I:
d—H(u v)(r) = —p(v'v — u'u)|v? — WP+ 0'0(Q — m) + w'u(Q 4+ m)
r
2
=o' (u + —ugo(u, v)) —u'v
T
2u
— a2/ _
()
2 2
—_tny S"r(“’ % (pfe? — 2P + (1 + ).
([l
In the next lemma, we study the speed of rotation of the trajectory of (u,v) around zero.
Lemma 2.2.3. Let 0(r fo arctan(%)(s)ds. We have for r € I:
ooy — PE0) & (1= p)(P(Q = m) + (@ 4+ m)) — 2uvp(u,v)r
B u? + v? '
If H(u,v)(r) > 0, we get moreover
0(r) = (1= p)(Q2—m) — (u,v)/r.
Proof. We have forr € I:
/ /
,  uv—1'u
o(r) = u? + v?
 —p(v? —u)|r — PP+ 02 (Q — m)) + u*(Q + m) — 2uve(u,v) /7
N u? + v?
~ pH(u,v) + (1 —p) (W (Q —m)) + u?(Q2+m)) — 2uvp(u,v)/r
B u? + v? '
If we assume moreover that H (u, v)(r) > 0, we get
( ) ( — p)(Q — m)(v2 + U’2) — 22“}()0(“7 ’U)/T
u? + v?
> (1=p)(Q=m) —p(u,v)/r.
([l
2.2.3 Existence and local uniqueness results
Let ¢ € (0, m). We show, in the next lemma, that problem (2.2.2) has a unique local solution.
Lemma 2.2.4. Consider the initial value problem for r; > 0, (u1,v1) € R?\{0}:
(2.2.1)
223
{<u,v><r1> = (w1, 1), 223

such that u; = 0 if 7; = 0. Then, there exists a unique local solution.
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Proof. The Cauchy-Lipschitz theorem shows this result provided that 71 # 0 and |u1| # |v1|. The contraction
mapping argument sketched in [BCV90] ensures the result for r; = 0. So the point is when |u;| = |v1|. In this
case, the system (2.2.1) reduces itself into the autonomous hamiltonian system of equations:

u' = v(=plv* —u?Pt = (m —Q))
{ v = u(—plv? — Pt - (m+Q)). (2:2.4)
We assume:
uy =v1 > 0.
We choose

(UQ,UQ) € Hil(H(ul,vl)) N {0 <u< U} ﬂRg.

Then, the solution (u, v) to problem
{ (2.2.4)
(u(0),v(0)) = (u2,v2)

is well-defined, C! on a maximal interval [0, r3), locally unique and
H{(u(r), v(r)) = H(uy,v1)
for each r € [0, 72) by Lemma 2.2.2. Since the set
{(u,v), H(u,v) = H(ui,v1)}
is compact and

oy = P H PO Zm) B @ T ) 5 () ) om0

for r € [0, 72) by Lemma 2.2.3, we get that

TILIE}Q (u,v)(r) = (u1,v1).

We define then (@, 0) by

(a,0)(r) = (u,v)(r —ry +12)
for any r € [r; — ra,71], it solves problem (2.2.3) on the interval [r; — 72, 71]. We proved the existence and the
local uniqueness on one side. The same argument works as well for the remaining cases. ]

Now we will show the existence and the uniqueness of the maximal solution in the extended sense of the
regularized problem.

Lemma 2.2.5. For each z > 0, there is a unique solution (u, v) of the problem

(2.2.1)
{ (u(0),v(0)) = (0, ) (2.2.5)

on an interval [0, R,) with R, € (0, 4o00] such that
(u(r),v(r)) # (0,0), Vr € [0, Ry),
and R, is maximal for this property. There is a positive constant C' such that (u, v) satisfies

sup Vu?(r) +v%(r) < C.
re[0,Ry)
Moreover, if R, < oo, then we have
lim (u(r),v(r)) = (0,0).

r—R,
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o

S S v

Figure 2.3: Solutions belonging to Ap and Aj.

Proof. Lemma 2.2.4 ensures the existence and the uniqueness of the maximal solution (u, v) of problem (2.2.5).
The function H (u,v) is non increasing in [0, R;) by Lemma 2.2.2, so there exists a positive constant C' which
depends only on H (0, x), such that

sup u?(r) +0v2(r) < C
rel0,Ry)

by Lemma 2.2.1. Any solution to problem (2.2.5) can then be extended thanks to Lemma 2.2.4 as far as
(u,v)(r) # 0. Thus, if R, < oo, we have

lim (u(r),v(r)) = (0,0).

r—Ry

2.3 The shooting method

In this section, we fix p € (0, 1/2). Once the existence and the local uniqueness are shown for the regularized
problem, we can adapt the shooting method of Balabane, Dolbeault and Ounaies [BDOO03] to our problem. In
this section, we will denote by (u, v,;) the maximal solution of problem (2.2.5) where x > 0, to insist on the
dependence on .

We define

Nz (a,b) := #{r € (a,b)|vz(r) = 0} € [0, +0q]
for 0 < a < b < 400 and for every v > 0,
pz(y) :=sup{r > 0: H(uy,v,) >~} € [0, +00] U {—00}.

We will write NV, () instead of N, (0, b). The core of the shooting method will be the study of the following sets
which are introduced in [BDOO03]:

Definition 2.3.1. Let £ € N. We define

Ay = {z > 0|Tli_>r£10H(ux,vx)(r) < 0, (ug,vz)(r) # (0,0) Vr >0, ...
Ng(00) = k}
I :={x > 0] lim (ug,vz)(r)=(0,0), Ny(pz(0)) =k}.

r—pz (0
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Remark 2.3.2. If there is R > 0 such that H(ug,v;)(R) < 0 then by Lemmas 2.2.2 and 2.2.5, we get that
R, = +00. So, the sets Ay, are well defined for any k. The key idea is that (u,, v, ) winds around the connected
set { H = 0} and cross it at finite radius p,(0). We can have

lim H (ug,v.)(r) <0

r—R,;
and z belongs to U Ay or R, < oo,
kEN
lim H (ugz,vg)(r) =0

r—Rg

and z belongs to IcUN Ij;. The goal is to show that [}, is not an empty set for any k.
€

2.3.1 Main results

In the next lemma, we give uniform estimations far enough from r» = 0 and from the radius
inf{r > 0, |ug|(r) = |vg|(r)}.
Lemma 2.3.3. There exist p € (0,1/2) and for all 0 < ¢ < P, a constant {2, > m such that if @ > €, then
there are rg > 0, a > 0 and © > 0 which satisfy:
1
L 7o > )y
2. v2(r) — u?(r) > ax? forall r € [0, rq],
3. O(r) > ©, whenever r > r¢ and H (u,v)(r) > 0,
forany 0 < p < gand 0 < x where (u,v) is the solution of problem (2.1.6) with initial condition (0, z)
(p ~ 0.0173622).
Remark 2.3.4. 19, ©, o and €}, may be chosen independent on p and x.

This result is slightly finer than a result of Balabane, Cazenave and Vazquez [BCV90] but the proof is straight-
forward and based on their ideas. It is postponed in the appendix.

From now on, we fix p < p, , < Qand £} = Ega where FE is the constant in the regularization sets of
subsection 2.2.1, Ey comes from Lemma 2.2.1 and « from Lemma 2.3.3.

Remark 2.3.5. Lemma 2.3.3 remains true for the solutions of problem (2.2.5) thanks to these choices for F; and
for the regularization.

We study now the winding number N,(a, b).
Lemma 2.3.6. Let us assume that vy < p,(0) and let 7o < a < b < p,(0), then:

Na(a,b) > [2(b - a))

™

where |. | is the floor function.

Proof. By Lemma 2.3.3, we get

so that N (a, b) > L%(b —a)]l. O

Let v > 0 be such that ¢ := 2(1 — p)(©2 + m)C, — 1 > 0. Such a y exists by Lemma 2.2.1. The following
lemma gives estimates on the decay of H (ug, vz).
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Lemma 2.3.7. Let us assume that p,(y) > 0, then we have for € (0, pz(7)):

d

dr
Proof. For the sake of notation simplicity, we remove here the x subscripts. By Lemma 2.2.2, we have for
r € (0,p(7)):

1-p

(P H (g, 0)) " 2 ~20(1 = p)C(3)7]1 — 2sin® 6,7

d 2u?
—H () 2 —=——(ppo? — " + (m + Q)

S 2C,(Q+m)H (u,v) 2pu? v — 2!
- r r(u? + v2)=P |u? 4 02
2p 2 1-p
> J2G@+mHv) 2 ( 21_01_ 2) |1 — 2sin? gP~*
r r u? + v
- 2C,(Q +m)H (u,v)  2pCYH (u,v)P|1 — 2sin? §|P~!
iy r r ?
S0,
d  om)C
%(T ”H(u,v))

> —2pC§H(u, v)P|1 — 2 sin? (9\7’_17“2(Q+m)07_1
> —2pCP[1 — 2sin® 9P~ 9 (r2EF H (4, v))P
> —2pCP[1 — 2sin? 0P~ () (r2F™C H (u, v))P.

Finally, we get

T2(Q+m)CVH(u, U))
(@I i (u, 0))P

> —2p(1 = p)CE[1 — 2sin* 6P~ p(7)".

d ( s@m)c = i
(P B ) ) = (- )2

O

The following proposition ensures that the number of times the solutions circle around the set { H = 0} tends
to infinity when x tends to infinity.

Proposition 2.3.8. We have lim,_,o N, (70, pz(77)) = .

Proof. Lemma 2.3.3 ensures that
v2(rg) — ul(rg) > ax?

and Lemma 2.2.1 gives
i H(ug,0)(r0) > lm AQu(ro) + v2(r0)) - B

> lim Aaz? — B = +o0.
T—+00

Then, there exists g > 0 such that
px(o) > P:p(’)/) > 10
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for any x > x¢. By Lemma 2.3.7, we get
1=p Q+m)C 1-p
(px(,y)Z(Qer)C«,,Y) _ (7‘3( +m) " H (ug, vx)(r0)>

p=(7) ¢ 1—p
A 2(Q+tm)C
/T = <r v H (ug, vm)) dr

0

pz ()
> / =2p(1 = p)CPpx (7)1 — 2sin? 0, (r)|[P~Ldr.

0

Lemma 2.3.3 gives then that:

(P22 @) 7 (RO ) (1))

o _20(1 = p)CFpa(7)"

p=(7)
/ 11— 2502 0, ()P~ 161, (r)dr

= ) o
— p q Oz (pe (7))
> _Zp(l p)07p$(7) / |1 —2Sin2 0|p—1d9
© 0. (r0)
_ p q ™
> _2p(1 P)@CWPx('Y) (Nx(ro,px(,y)) + 2)/ ’1 . 2Si112 9’p71d9.
0

Since p € (0, 1), the integral fgr |1 — 2sin? 6P~ 1df converges. Moreover, we have by Lemma 2.3.6 that

W(Nx(ro,(p;(v)) +1) ro > pa(7).

We have already shown that
lm  H(ug,vy)(ro) = +00

T—>+00
so these inequalities ensure that
lim N, (ro, pa()) = +00.

r—+00

O

We have now to construct the trapping zone as in Proposition 3 of [BDOO03]. Nevertheless, the zone we
construct is more complicated (see Figure 2.4).

Proposition 2.3.9. For all k € N, there exists o > 0 such that if N,,(R) = k and u2(R) + v2(R) < o2 for some
x and R positive, then x belongs to Ay, U I}, U Apy1.

Proof. For the sake of clarity, we remove here the x subscripts. The decay of the energy in Lemma 2.2.2 makes

the result obvious if H (u,v)(R) < 0. By symmetry, we can assume without loss of generality that
(u,v)(R) € {u >0} U{H > 0} and z > Ep
where Ej is defined in Lemma 2.2.1. Let (M7, M) be the unique point of

Q—m, 1

Sy,

HY{o)n{v>u>0}n{v? —u? =
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1
It exists since (Q_Tm)z?f1 < E3 (see Figure 2.4). Let v; > 0 such that (M;/2,v1) is the unique point of

ORI N {v > u > 0}. We define
K = H(M/2,v1) > 0.

The parameter o is chosen such that:

M3
0 < o < min{ L \/aE2} (2.3.1)
AMy(TEED) 4 )

and B(0,0) C H (—o0, K) N {u < M;/2} where B(0,0) is the euclidean ball of R? centered in 0 and of
radius o. Let

D= {(u,v): 0< H(u,v) < K, 0 <u< M},
(see Figure 2.4). We have that

(u,v)(R) € D.
If (u,v) exits D crossing the boundary at {H = 0}, we have the result. We now prove that this is the only
possible way to exit D. Let us assume by contradiction that (u, v) do not cross the boundary of D at {H = 0},

u

M M)
AN yd 2 ]

N |:| H<0

Figure 2.4: Trapping region

then by Lemmas 2.2.2 and 2.2.3, (u,v) must exit D at {u = M; }. We define R” by
R":=inf{r > R: (u,v)(r) ¢ D} € (R, +00].

We have H (u,v)(R"”) > 0 by assumption. Since x > FEj, Lemma 2.3.3 ensures that
V2(r) +uP(r) > 03 (r) —u?(r) > ax® > aE}

for any r € [0,70]. By inequality (2.3.1), we get that R > 7 and the third point of Lemma 2.3.3 ensures that
R’ < 400. We have moreover
k=N(R)<NR')<k+1,

Lemma 2.3.6 ensures that o
k+1>N(R")> N(ro,R") > | =(R" —r0)],
T
SO
w(k + 2)

R// <
- )

+ 70. (2.3.2)

We define now
R’ :=sup{r € (R, R")| |u] < M,/2}.
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It is well-defined and R’ € (R, R") because

lu(R)| < \/u2(R) +v2(R) < 0 < My/2 and u(R") = M;.

By Lemma 2.2.2, we have that

0 < H(u,v)(r) < H(u,v)(R) < K

and by Lemma 2.3.3 that
u(r) >0 >wv(r)

for any r € [R’, R"]. By the construction of D, we have that
{(u,v) : My/2 < |u| < My, 0< H(u,v) < K}NR: =0
thanks to our choices of v;, K and the symmetries of .. Thus, we get

Pe(u,v)(r) =1
forany r € [R/, R”]. By Lemma 2.2.2, inequality (2.3.2) and the definitions of R’ and R”, we obtain
R g
,dr

H(u,v)(R) — H(u,v)(R") = —/ (H(u,v)(r))dr

RH 2u2
:/ 7(p|u2—v2]p_1+(m+(2))dr

M /R” 2 2p-1
> — (plu® —v*P7" + (m + Q))dr.
2(7(%‘_2) —i—?”o) /

Then, we have

M /2 =u(R") — u(R)

R’ 2 2(p—1 2u
= —v(plu” — v P+ (m+Q)) — — | dr

/ T
R/l
< Mg/ (plu® = v?P~1 + (m + Q))dr
R/
and

M7
AMy (TR iy

H(U, U)(R//> < H(u7 U)(R/) -
< H(u,v)(R) — o <0.
This contradicts H (u,v)(R") > 0. O

We show in the next lemma that the solution can be controlled uniformly in some Sobolev norm.

Lemma 2.3.10. Let us assume that there are R > ¢ and 3 > 0 such that

H(ugz,vz)(r) > 0and \/u2(r) +v2(r) <y
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for any r € [rg, R] where (u,,v;) is the solution of problem (2.2.5) with z > 0. Then, for all s € (1, ﬁ), there
exists C' > Osuch thatforallrg < r <719 < R :

HugchWLS(m,rz)ﬂ HU?EHWLS(TLTg)ﬂ HuﬂCUﬂCHWLS(m,m)
< C(Ng(r1,r2) + (r2 —r1) + 1),

C does not depend on ¢ and .
Proof. For the sake of clarity, we remove here the x subscripts. We have:

2 02
C;i = 2uv(fp|u2 - 02|p_1 +(Q—m)) — M’
r r

drSC(/

T2
<C (/ 11— 2sin? 0(r)*P~Vdr + (ry — 7"1))

1

so, for rg < 11 < 19 < R,

/ )
T1

S1..2 25(p—1)

u? — v
u2 + v2

du?

r

uv
(u? 4 v2)1-p

dr + (ro — r1)>

IN

T2 1
C ( 6]1 — 2sin? H(T)ls(p_l)H’(r)dr + (ro — r1)>

1

by Lemma 2.3.3. Since s(p — 1) > —1, the integral
™
/ 11— 2sin?0]*®PDag
0

converges and

i) du2 8
/ e dr < C(N(ri,r2) + (ro —r1) + 2).
T1
The same proof works as well for v? and uv. g

We study in the following lemma, the dependance of the solutions on the initial conditions. This is a very
important point in the shooting method and that is the reason why we introduced a regularized problem.

Lemma 2.3.11. Let (u, v) be a solution of (2.2.1) defined on an interval [r, 2] such that
(@, v)(r) # (0,0)
for all » € [rq,re]. For all n > 0, there exists 6 > 0, such that if (u, v) is also a solution of (2.2.1) with
[(w, 0)(r1) = (@, 0) ()] <4,

we have
[(u, v)(r) = (@, 0)(r)|| <n

for all 7 € [r1, ro] where ||.|| is the euclidian norm of R

The proof is the same as in [BDOO03] and follows from Lemmas 2.2.4 and 2.3.10.
We will now study the behaviors at infinity.
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Lemma 2.3.12. For all x > 0, we have:
1. either N,(R,) < oo,
2. or R, = +00, N;(o0) = 00, le H(uz,v,) = 0and (ugz,v,) # 0on [0, 00).
T o

Proof. For the sake of notation simplicity, we remove here the x subscripts. We recall that R is the largest radius
before the solution hits 0. We study now the different cases.

(a) We assume that R < co. By Lemma 2.2.5, we have
H(u,v)(r) >0

for all r € (0, R). We have by Lemmas 2.2.1 and 2.2.3 that for any R > r > rq such that |u|(r) <
tan(0)|v|(r) :

PH (u,v) + (1= p)(v*(Q2 —m)) + u*(Q + m)) — 2uvp(u, v)/r

O(r) =

u? + v?
pH(u,v) 2|uv|
< PEWY) )@ _ cluol
ST + (1 =p)(Q2+m)+ ro(u2 + v2)
H (0, 1
gpz(}Qw)+(1—p)(Q—|—m)—|—m::C’.

Let us assume by contradiction that N(R) = +oc. We define the sequences (") and (r,{m) such that for

all k:

0=rit <rfm <o <rii < pfit <

and

o (ri, ™) = {r € (0, R) : |ul(r) < tan(®)[v|(r)}.

These sequences are well-defined for all k£ and

lim 7™ =R
k—4o00

because Lemma 2.3.3 ensures that

0'(r) > ©.
Nevertheless, we have that for any k£ > 0
o o
< / 4 0 (r)dr < C(ry" — r,{m)
,’,]ZC’/LZ

by Lemma 2.2.1. This is impossible so N(R) < +oo0.

(b) Let us assume now that R = +oco and that there exists 7; > 0 such that
H(u,v)(r1) < 0and (u,v)(r1) # 0.

Lemma 2.2.2 ensures that H (u, v)(r) < 0 for all » > 7. (u,v) will not cross the set {v = 0} anymore and
N(o0) < 0.
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(c) Let us assume next that R = +oo and that there exists v > 0 such that H(u,v) > ~ on (0, R)
ro < 71 < ro. We have by Lemmas 2.2.2 and 2.2.1:

H(u,v)(r1) — H(u,v)(re) = —/ —H (u,v)(r)dr

9 9 2
e R R
T

T1

ry .2
> 20— m) / ue(uv)

1 T

Let the sequences (") and (/") be such that:

ro <rg" <rp e Jin

<<t <L

and
kLeJN (T,im,r,{m) ={r>0:(u,v)(r) € {u>|v| >0}N(RH}.
These sequences are well-defined because Lemma 2.3.3 ensures that
0 (r)>0
for any » > rg. We get by construction of these sequences and Lemma 2.2.1 that

o(u,v)(r) = 1 and 2u?(r) > u?(r) + v*(r) > D,

forallr € e (rint, r,]:m) S0,

H{(u,v)(r1) = H(u,v)(r2)

fin
A
>Dy(Q-m) 3 / r
keA(r1,r2) r’iCni T

fin
r
>D (2 —m hy) lo k_
= ’Y( )keA(rl,rz) g (ﬁgnl)
where ‘
A(ry,mo) :={keN: (r,’cm,rgm) C (r1,72)}-

Moreover, we have by Lemma 2.2.3 that for any r > rg :

H(0, x 1
o(r) < M+(l—p)(ﬂ+m)+— =1
D, ro
so that _
" o
/_ 0 (r)dr < cl(r,]:m — ).
T.ini

The same argument gives co > 0 such that
rit < cak.

61
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Let us remark that if ¢ = 0, we would have
le:in

/r o' (r)dr = /2.

ini
k

In the regularized case, there exists a constant 7/2 > ¢y > 0 such that
T}{in

co < / 0 (r)dr.

ini
k

lo T]J;l >log |1+ c >log |1+ €0
5 r,im = 108 clr};,"i = 108 cieok )

- CCOQk> diverges, there are €9 > 0 and for all N € N, M (N) € N such that

1

We get then:

Since the series X log (1 +
M(N)> N

and

co
by 1 1 > p.
N<k<M(N) Og( + clch:> = €0

Then, we get that:

L iniy fin

0= lim H(uv)(r§) = Huwv)(rliy)

>D,(Q-m) % log <1+ p >
kEA(T%Li,Tﬁé?N)) Clc2k‘

co
> D (Q— Y 1 1
= Dy m)NgkgM(N) Og( + clch)

> D,Y(Q — m)Eo > 0.

We get the wanted contradiction.

(d) The remaining case is the one of the second point of the lemma.

2.3.2 Topological results
We are now able to give some topological properties of the Ay and I}, sets as in [BDOO03].

Lemma 2.3.13. For all £k € N,
(i) Ay is an open set,

(i) Ay is bounded,

(i11) I} is bounded,

(iv) sup Ay € I U I},
(v) sup Iy, € I,
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(vi) if x € Ij then there exists a neighborhood V' of x such that V' C Ay U I}, U Ag11.

The proof is slightly different from the one of [BDOO03] but follows essentially their ideas. We give it here
for the sake of completeness.
Proof. Let k € N. Lemma 2.3.11 ensures that Ay is open. By Proposition 2.3.8, I} and Aj are bounded.
Since nteJN A,, is open, we easily get that sup Ay ¢ nteJN A, whenever sup Ay, is well-defined. Let us prove

now that z := sup A belongs to UN I,,. We assume that x ¢ UI,, then setting R > O(2+k) + rg, we have
ne

™

H(ug,vz)(R) > 0 because of Lemma 2.3.12. Nevertheless, there exists y € Ay, as close to z as we want such

that H (uy,vy)(R) < 0 by Lemma 2.3.6. This contradicts the continuity of the flow of Lemma 2.3.11. So, =

belongs to UN I,,. Proposition 2.3.9 ensures then point (iv). The same arguments give point (v). Thanks to
ne

Proposition 2.3.9, we immediately get point (vi). ([l
We proved the key lemmas of [BDOO03], thus, we get the following result:

Proposition 2.3.14. For all £ € (0,m), all k£ € N, there exists a solution (uy, v;) of (2.2.5) such that:
(i) Ry < o0, i.e. (Ug,vy)(Ry) =0,
(i) N,(0,R,) = k.

The proof of this proposition can be found in [BDOO03]. We give it here for the sake of completeness.
Proof. The goal of the proof is to show that I}, # () for any k. We will show this by induction on k. Let us remark
first that (0, Ey] C Ao. Then, sup A exists and belongs to Iy by Lemma 2.3.13. Thus, sup /j exists and belongs
to Iy by point (v) of Lemma 2.3.13 and sup Ay < sup Iy. Point (vi) ensures that there exists § > 0 such that

(SupI[) — 4,sup Iy +(5) C AgUlgU A;.

Thus, we obtain that
(sup Iy, sup Iy + 6) C Ay # 0.

We assume now that there is £ € N\{0} and §;_; > 0 such that
(sup Ip—1,sup I_1 + 0p—1) C A # 0.

Then, by Lemma 2.3.13, sup Ay, exists and belongs to [ since sup Ax_1 < suplp_1 < sup Ag. We get also
that

sup Ay < supl € I.
Then, point (vi) ensures that there exists §; > 0 such that
(sup I, — 6p,sup I, + 5k) C A UL, U Ak+1

S0,
(sup Iy, sup I, + 6) C Agy1 # 0.

We proved by induction that Ay and I}, are not empty. (|
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2.4 Proof of the existence of localized solutions to problem (2.1.3)

We give here the proof of theorem 2.1.2.
Proof. Let us fix k € N. We write here the ¢ superscripts to emphasize the dependence of the solutions on €. Let
(u_,v5_) be a solution of (2.2.5) such that N;_(R;_) = k with ¢, defined in section 2.2.1. From now on, we
will not write the subscript . anymore for the sake of notation simplicity. We have :

(k gl)ﬁ 1o =R 2.4.1)

R =p7(0) <
by Lemma 2.2.3. Let v > 0 such that ¢ := 2(1 — p)(2 + m)C, — 1 > 0, either H (u®, v*)(ro) is smaller than
or not. In that latter case, we have because of Lemma 2.3.7:

((Re>2(sz+m)cw> l-p <T§(Q+m)ch(u€, UE)(TQ)) 1—p

RS
> —2p(1 —p)C’g(Rs)q/ |1 — 2sin? 6P~ Ldr.

To

This and inequality 2.4.1 give us an uniform bound on H (u®, v*)(ro) which does not depends on . We extend
now the functions u® and v® by zero on [R®, R]. By Lemmas 2.2.1 and 2.2.2, we obtain a uniform bound on
(uf,v¥) in C°([ro, R]). We get then that (uf)?, (v°)? and ufv® are bounded sequences of W*([ro, R]) by Lemma
2.3.10.
Up to the extraction, there exist a decreasing subsequence (g,,) which tends to 0, U, V. W € Wh*([ro, R])
such that:
(u)? — U

n—oo

n—oo

U, =
Vo= (") — V
W, = v — W,

n—oo

in C°([ro, R]). We can then construct a function (%, v) defined on [ro, ] which is a solution of the system of
equations (2.1.5) taking care of the sign of W such that u? = U, v? = V, u(rg) > 0 and v(rg) > 0. (u,)
satisfies (z,7)(R) = (0,0).

It remains to study the problem on [0, ro]. We define F'(z) = (uy,v,)(r0), where (u,,v,) is a solution of
(2.1.6). F'is a one-to-one continuous function from [Ey, co) into F'([Ep, c0)) where Ey comes from Lemma

2.2.1. Let us remark that we have constructed the regularized systems so that
pe(us, v%)(r) =1
for all r € [0, o). We have that ((u®, v®)(rp)) is a bounded sequence and
(v%)*(ro) — (u*)*(r0) > a?

by Lemma 2.3.3, so (z) is bounded. Up to another extraction, we can assume that (x.,, ) converges to z > 0.
Since F' is continuous, we get that (u,, v,)(ro) = (@, )(rg). We have constructed a solution (@, v) of problem
(2.1.6).

It just remains us to show that the function obtained still have his winding number NV satisfying

N = N°(R°) = k.
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Letcy € HYRy) N {(u,v)|u < 0 < v}and§ > 0such that B(cy,8) C HHRy) N {(u,v)|u <0< v} We
write c_ = —c, . For every ¢ > 0, we join (u®,v¢)(ro) and 0 to define the closed curve v°. We define also "

from (@, v). Setting:
1 1 1
R e
2im Jy\z—cy  z+tcq

Lebesgue theorem shows that N (7€) = k converge to N (7°). We extend now (%, v) by zero and we get the result
of the theorem. I

2.5 The ML.LT. bag model limit

Let £ € N. We denote by (u,,vp) the solution of problem (2.1.6) given by Theorem 2.1.2 which crosses k
times the set {v = 0}\{(0,0)} and R, is the radius at which it hits 0. We give here the proof of Theorem 2.1.3.
Proof. We fix ) € (0,p), Q2 > Qp_,, and p € (0,p — 7). We have by Lemma 2.3.6:

(k+1)m
©

Rp < +7r9o=R.
Lemma 2.3.3 ensures that R does not depend on p. We extend (uy, v,) by zero on [R,, R]. We denote by H,, the
functions introduced in section 2.2 to insist on the dependence on p.

Lemma 2.5.1. There exist g € C°([ro, R]), (uo,v0) € C°({|g| > 0}) and a decreasing sequence (p,,) which
converges to zero such that:

(i) (vgn - ugn) converges uniformly to g in C%([rg, R]),

(ii) (up,,vp, ) converges uniformly to (ug, vg) on every compact interval of
{lg| > 0}, v3 — u = g and (uy, ,v,, ) is a bounded sequence of C°([ro, R]),

(iii) (uo,vp) is a solution of the free Dirac equation

W+ 2= p(Q-—m)
v'= —u(Q+m)

on {|g| > 0}.

Proof. Lety > 0. The arguments of the proof of Theorem 2.1.2 ensure that the sequence (Hp(uz,v7))p is

bounded on [rg, R| uniformly in p. We claim that (u,,v,), is bounded on [r(, R] uniformly in p too. Let us
assume by contradiction that (u,,v,) is not bounded. Up to a subsequence, there exists (p, )n € [ro, R such
that (up,,, vp, )(7p,) =: (un,vy,) satisfies

Q2+ m)u + (Q —m)v? —7 0%,
Hpn (umvn) S C7

for some constant C' > 0, so that
2 24,2 2 pn—1
(vn - un)’vn - un|pn > 00.
n—oo

2

e

2

u?2 is then nonnegative for n big enough and v2 — u?2

v — 00, thus

n—o0

1 Q—m
Hy (0, 00) = =502 = "+ = (0 = ) + Qi — oc.
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This is the wanted contradiction. Moreover, we have

d ul
%(Ug - u?))(r) =4 (p - Qupvp) ’

r

so that vz - ug is equicontinuous and bounded on [rg, R]. Ascoli’s theorem shows the first point. On every

compact interval of {|g| > 0}, (uyp,,vp,) is also equicontinuous and bounded. Ascoli’s theorem gives us the
second one. The remaining is immediate. O

Let R? be the i-th radius at which (u;, v,) crosses the set {|u| = [v[}, RY the i-th radius at which (u,, v;)
crosses the set {uv = 0}, where i belongs to {1,...,2k}. Up to extraction, there exist (R});, (R}); such that:

R — R} and g(R) = 0,

RZ — Ri

Propsoo
andrg < R} < R} < R < ... < R3F.
Lemma 2.5.2. Forall i even, () # (R}, Rj™) € {g > 0} and 0 # (ro, R}) C {g > 0}.

Proof. We recall that
1
Ef = (2 —m)>T = sup{v[3u; Hy(u,v) = 0},

and lin% E} = /2 — m. Thus, we obtain for all  even,
p—

(02, —u )(R) = (2 —m)/2

for n big enough, so that .
9(Rp) = (2 —m)/2.

This ensures that R} < R < R5". We claim that (R}, R5™) € {g > 0}. Let v € (R}, R5™), we have
Op,, (BEY) = 0p, (1) 2 O(RTH — 1),
O, (r7) = 0, (Ry) = O(r* — Ry),

SO
limsup 6p, (r") < lim 6, (R,M) (2.5.1)
n—-+0o n—r+o00
+ : 59
lﬁgfolg Op, (r7) > nEIfoo Oy, (Rp)- (2.5.2)

‘We also have
Hpn (upn Y U’pn)(r“r) Z O

so that by point (6) of Lemma 2.2.1,
[vp, (r)| = C

for some positive content C'. We have by Lemma 2.5.1 that (uy, , v, ) is a bounded sequence of C%([ro, R]), and

2 + 2 +\
nh_)ng() v, (1) —uy, (17) = g(r
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Assume by the contradiction that g(r) = 0, then, up to extraction, we have

. 2 () T 2 () s 02
A ) = g 1, ) 2. €

but, this is in contradiction with inequalities (2.5.1) and (2.5.2). Thus, we get that
(Rb, RG™) € {g > 0}.

The same argument works as well for 7~ € (R}, R}) and (ro, R}). This gives us the lemma. O

Remark 2.5.3. The limiting function is more complicated to tackle on the intervals (R, Réﬂ) when ¢ is odd and
different behaviors may occur when Hy, (R5t') >1/20r1/2 > H,, (RL ) > 0.

Let us now consider the following mapping:

I: (-p/2,9/2) x (vVQ —m/2,00) — R?

(P, ) = (P, tpx(r0), vp,u(70)),

where (2, Vp ) is the solution of the problem (2.1.6),, with x as initial condition. I" is an injective continuous
map. We denote by (x,,) the sequence of initial conditions related with (u,,, , vp, ). We get by Lemma 2.3.3 that

vgn (ro) = ngyn (ro) — U;,Q,n (ro) > az?
so that, the sequence (z,,) is bounded by Lemma 2.5.1. Up to extraction, we have

lim z, =2 ¢€R;.
n—+o00

The continuity of I' ensures,
lim T(pn,z,) =T(0,z)

n—-+4oo
and x satisfies
(20,2, v0,2)(r0) = (uo,v0)(r0)

where (ug,vg) comes from Lemma 2.5.1. (u, , vp, ) converges to (ug ., vo ;) uniformly on [0, rp]. Thus we get
the theorem. O

2.A Appendix

We give here the proof of Lemma 2.2.1. The proof of the first four points is given in [BCV90]. Proof. We

have H 0
lim inf (W) _Q-—m

u24v2—+4o00 u? + v2 2

and this gives us the first two points. The fourth point is immediate. The proof of the third one is straightforward
and can be found in [BCV90]. We will now prove the fifth point. We denote

C,y =sup{U > 0|30, HWVU,v) =7}/y
for all v > 0. We have by definition, for all (u,v) € R?:

H(u,v) =y = CyH(u,v) > u?.
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Since H~1({7}) is compact, there exists (ug,vo) € H~*({y}) such that yC, = u?. Thanks to the symmetries
of H, we can assume that ug, vg > 0. We denote now

E, :=sup{v: Ju, H(u,v) =~}
By the implicit function theorem, there exists a regular function
u:ve(0,E,) — u(v) € Ry

such that:
{(w,v) : u,v >0, H(u,v) =~} = {(u(v),v) : ve(0,E,)}
and
@y M =P @ )
dv ulplv? —u2|P~1 + (Q+m)]

v € (0, E,) satisfies d%u(v) > ( if and only if

1
]vQ — u2\ < <Q — m) T
p

so that, the function v — u(v) has at most two local maxima in 0 and in v; defined by

1
Q—m\r1
v%—u(vl)Qz( > .

p
We get
7= H(u(0),0) = 5 (w(0) + (@ + m)u(0)?)
and
v=H(u(v),v1) = —1%19 <Q ; m> " + Qu(v;)?
We define now . ) 5
A== —
and P
Q—m )P 1
Ol =uPfy = |1+ S 2; )

It is straightforward to see that v — C’g is a non-decreasing function whereas y — C’; is non-increasing and

C, = max{Cg, C;}

We have that 9
wgr-il-loo 07 S Q +m
so that defining
— 2
C’Y = maX{ }7

TQ+m
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we get that v — (' is a non-increasing function such that for every v > 0, (u,v) € H —1([% +00)),
Ch(umH (u,v) > CyH(u,v) > u?
and

lim C, = +4o0.
v—0

Let us remark now that H~!((—o0,)) is a bounded open set for all v > 0, so we can define:
D, =sup{D > 0: B(0,VD) C H }((—00,7))} € (0, +00)

where B(0, ) is the euclidean ball of R? of radius . We immediately get that if (u, v) satisfies H (u,v) > v > 0
then (u,v) ¢ B(0, \/D-) and this is the result.

Let us now prove the last point. Just as in the proof of the previous point, we can define thanks to the implicit
function theorem, a regular function

u:v € (0,Ep) — u(v) € R}

such that
{(u,v) : H(u,v) =0, 0 <u,v} ={(u(v),v) : uwe(0,Ep}.

This function is increasing on (0, v) for

1
o P =r 1—p D -p
v _<Q—m> 50 <Q—m)

and decreasing on (v, Ey). We define § € (0,7/4) by

tan(f) = u(@)

v
Let us define now

F:ue(O,Eo]Hu(f)e [0,1).

It is straightforward to see that the function I' is decreasing from [, Ey| in [0, 6], one-to-one and onto. For any
a € [0, ], the function
v e R} — H(tan(a)v,v)

is strictly convexe,

v (1 — tan(a)?)?
1. H = H ~ —_
m (tan(a)v,v) = 400 and H (tan(a)v, v) o 5
so that, there is a unique v, > 0 such that H (tan(a)va, ve) = 0. We have I'(v,) = tan(a) so v, > v. We get
also that if (u, v) satisfies H (u,v) > 0 and |u| < tan(6)|v| then there is a unique o € [0, f] such that tan (o) = %
and v > v, > U. Since
.

2= 50

and

lim 7% — u(7)? = 0,
p—0



70 CHAPTER 2. THE FRACTIONAL BAG MODEL

we can choose smaller constants for § and v that do not depend on p.
0

We prove now Lemma 2.3.3. Proof. We denote by (u,, v;) the solution of (2.1.6),,. We begin as in [BCV90].
Letrg > %,

R, = sup{r > 0Jv, > |u,|} € (0, +oc]

and S, = min(R,,ro). For r € (0, S,), we have:

L2 —u2) = 20hv, — )
= 4(% — Qugvy)
> 40(uj — v7) —4(Q — )
> 40(u2 —v2) — 4(Q — )22

because S, < 7o, R,. We get:

d 1
— (" (02 —u2)) + 42— —)z%e*” > 00n (0, 5,).
dr 7o

and

We want to show that we can choose rg > ( > é We define

1
1—p)(Q—m)
g:(m,00) x (0,1) = R

by

9(Q,p) = exp <—%) (1 + ”Q“;;p)m) _ 1 pm

and .
f:pe(0,1)—»e T»(1+p) —peR.

On one hand, for p fixed, 2 — ¢(, p) is increasing and

lim g(&,p) = f(p), lim g(2,p)=—1.

Q—00

On the other hand, f is decreasing and

lim f(p) = e * >0, lim f(p) = —1.
p—0 p—1

Thus, there exists a unique p € (0, 1) such that
Vp € (0,p), f(p) > f(p) =0,
and for p € (0,p), a unique €2, > m such that

vQ > Q,, g(Q,p) > g(Qp,p) =0.
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Finally, for 0 < p < ¢ < p, we have for all Q > Q, > m,

1 - 1 .
Q-ml-p)  (Q-ml-q °

a:=g(Q,q) > 9(Qq,q) = 0. Then, we get

vy, —ur, > ax’ forallr € [0,5,).

This ensures that S, = ro and that the first two points of Lemma 2.3.3 are true. The latter one is an easy
consequence of Lemma 2.2.3. U
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Chapter 3

Symmetric Excited States for a Mean-Field
Model for a Nucleon

Ce chapitre reprend le texte intégral de I’article [LTRN13] soumis en 2012.

Résumé: Nous étudions un modele relativiste de champ moyen pour le noyau dans une limite non relativiste
propre a la physique nucléaire. Dans ce modele phénoménologique, les nucléons n’interagissent qu’avec les
mésons w et 0. Nous démontrons grace a une méthode de tir, I’existence d’une infinité de solutions.
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Symmetric Excited States for a Mean-Field
Model for a Nucleon

Simona Rota Nodari et Loic Le Treust

Abstract

In this paper, we consider a stationary model for a nucleon interacting with the w and o mesons
in the atomic nucleus. The model is relativistic, and we study it in a nuclear physics nonrelativistic
limit. By a shooting method, we prove the existence of infinitely many solutions with a given angular
momentum. These solutions are ordered by the number of nodes of each component.

3.1 Introduction

This article is concerned with the existence of excited states for a stationary relativistic mean-field model
for atomic nuclei in the nuclear physics nonrelativistic limit. To our knowledge, this model was first studied by
Esteban and Rota Nodari; in two recent papers [EN12a, EN12b], the authors showed the existence of so-called
ground states (see [EN12a] for more details about the definition of ground states).

As the authors formally derived in [EN12b], the equations of the model are given, in the case of a single
nucleon, by

io - Vx + |x|%¢ — alp|*¢ + bp = 0,
{ X + [x1%¢ — alol*o + by G

—io Ve + (1-]ol) x =0,
with a and b two positive parameters linked to the coupling constants and the nucleon’s and mesons’ masses. This
system is the nuclear physics nonrelativistic limit of the o-w relativistic mean-field model ([Wal74, Wal04]) in

the case of a single nucleon. We remind that o is the vector of Pauli matrices (o7, 02, 03), and ¢, X : R3 — C2.
As in [EN12b], we look for solutions of (3.1.1) in the particular form

(3.1.2)

1

pa)) _ gm(“)
B . cos v

i) (sinﬁew)

where f and g are real valued radial functions and (7,1, ¢) are the spherical coordinates of =. The system (3.1.1)
then turns to a nonautonomous planar differential system which is

f+ 2 =g~ ag? +b),
g =rf1-g%.

74
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In order to avoid solutions with singularities at the origin, we impose f(0) = 0, and, since we are interested in
finite energy solutions of (3.1.1), we seek solutions of (3.1.3) that are localized i.e. solutions which fulfill

(f(r),g(r)) — (0,0) as r — +o0. (3.1.4)

In [EN12b, Proposition 2.1], Esteban and Rota Nodari showed that there is no nontrivial solution of (3.1.3)
such that (3.1.4) is satisfied unless a — 2b > 0. Hence, in what follows, we assume a — 2b > 0.
For every given z, there exists a local solution ( fy, g;;) of

f+2f =g~ ag? +b),
F(0) =0, 4(0) = .

The problem is to find x, such that the corresponding solution is global (i.e. defined for all » > 0), and satisfies
(3.1.4).

In [EN12b, Proposition 2.1], Esteban and Rota Nodari proved that if ( f5, g,-) is a solution of (3.1.5) satisfying
(3.1.4) then g2(r) < 1, for all r in [0, +-00). So, in particular, z = g,.(0) must be chosen such that 22 < 1. This
creates additional difficulties to deal with.

Since the system of equations (3.1.3) is symmetric with respect to 0, we study the problem (3.1.5) with
x € [0, 1). Moreover, let us remark that if z = 0 then (f;, g,)(r) = (0,0) for all » > 0 is the unique solution of
(3.1.5).

In [EN12b], the authors proved the existence of a global localized solution (f,,g,) of (3.1.5) such that
fz(r) < 0 < gz(r) for all r € (0,400). In this paper, we generalize this results by showing the existence of
global localized solutions with any given number of nodes. Our main result is the following.

Theorem 3.1.1. Assume a > 2b > 0. There exists an increasing sequence {z }x>o in (0, 1) with the following
properties. For every k > 0,

1. the solution (fz, , gz, ) of (3.1.5) is a global solution;
2. both f,, and g, have exactly k zeros on (0, +00);

3. (fax» 9z, ) converges exponentially to (0,0) as r — +o0.

This theorem is the first result of existence of excited state solutions for the model studied in [EN12b, EN12a]
for which Esteban and Rota Nodari proved the existence of a ground state solution.

Our theorem is similar to the result obtained by Balabane, Cazenave, Douady and Merle ([BCDMS8]) for
a nonlinear Dirac equation. Our proof is based on a shooting method inspired by the one used by Balabane,
Dolbeault and Ounaies ([BDOO03]).

In [BCDMBS88], the authors proved the existence of infinitely many stationary states for a nonlinear Dirac
equation. More precisely, they showed the existence of a bounded increasing sequence of positive initial data
{zk } % such that the associated solutions are global and each component has & nodes.

In [BDOO3], thanks to some estimations on the energy decay and the rotation speed, the authors proved
the existence of infinitely many solutions for a sublinear elliptic equation. As in [BCDMS88], they showed the
existence of an increasing sequence of initial data {zy } such that the associated solutions are radial, compactly
supported and have exactly k nodes.

As we remarked above, the first difficulty to deal with here is that, to obtain a localized solution, the initial
condition z must be chosen in (0,1). Moreover, we are looking for solutions such that each component has
exactly k zeros on (0, +00).
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Usually in a shooting method, the localized solution with k nodes is obtained taking the solution whose initial
data z is the supremum of a well-chosen open subset of {x : ¢, has k zeros}. Hence, the main difficulty of our
shooting method is to prove that for any k € N, there exists € > 0 such that

{z €(0,1) : g, has k zeros} C (0,1 —¢).

To do this, we have to give some accurate estimations on the behavior of the solution when the initial condition
x becomes close to 1. The presence of four rest points (+v/a — b, +-1) in the Hamiltonian system

{f’ =g(f*> —ag® +b)
g =f1-g°

associated with the system (3.1.3), makes this study difficult. Indeed, we would like to control the solutions
(fz, g=) thanks to the continuity of the flow comparing (f., g:) to (f1,g1) whenever x is close enough to 1.
The problem is that (f1,¢g1) tends to the rest point (—v/a — b, 1) of the system (3.1.6). Thus, (f,gz) stay in
a neighborhood of (—+v/a — b, 1) a very long time if z is sufficiently close to 1. Since (f1,¢91) does not wind
around (0, 0), it is hopeless to get estimations on the speed of rotations of (f5, g») around (0, 0) as in [BDOO03].
Hence, we introduce another strategy to prove that ( f,, g, ) winds around (0, 0).

First of all, we prove that (f;,g,) exits the neighborhoods of (—+v/a — b, 1) at finite time, possibly very
large. Next, we want to control the position of ( f;, g,) when this occurs. To do this, we introduce the so-called
Hamiltonian regularization. More precisely, we replace the system (3.1.3) by the Hamiltonian ones (3.1.6) in a
neighborhood of the points (++/a — b, +-1) (see Figure 3.1). Then, we can use the qualitative properties of the
solutions of the Hamiltonian system (3.1.6) to know the position of the solution when it exits the neighborhood
of (—v/a — b, 1). Finally, we iterate the reasoning to prove that if = is sufficiently close to 1, then g, has more
than k zeros.

The idea of the Hamiltonian regularization is inspired by the proof of Le Treust in [LT12]. In this paper,
the author proved the existence of infinitely many compactly supported nodal solutions of a Dirac equation with
singular nonlinearity. The main problem encountered is that the nonlinearity is singular and the main theorems
of ODE fail to show local existence and uniqueness. To overcome this, Le Treust used a regularization by a
Hamiltonian system whenever the problems occur. The advantage of such a regularization is that it gives a
better control of the regularized solutions while keeping true some qualitative properties of the solutions of the
non-autonomous system of equation.

In section 3.2, we introduce the regularized system and we prove the existence of nodal localized solutions
of the regularized problem assuming some key lemmas. In the next section, we prove these lemmas. In section
3.4, we show that the localized nodal solutions of the original system (3.1.3) can be obtained as limits of nodal
localized solutions of the regularized system. Finally, in the appendix, we give some useful properties of the
Hamiltonian energy associated to the system.

) (3.1.6)

3.2 The regularized problem and the shooting method

3.2.1 Construction of the regularized problem
Let

v:(n, f,9) € (0,\/a—b—\/g> X [—Va—0b,vVa—0bl xR ¢,(f,g) €0,1]

be a smooth function on

(o,m_ﬂ>x<_m,m>xm
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— oA

(Va1
-t (Vab-1)
I Hamiltonian System

| |H<0

Figure 3.1: Regularized System

such that for all (f,g) € R?,alln € (0,va—b— /%)

en(fr9) = en(If1; lgl) = { 1 gm 2 \/\/ELE:Z/2

Consider the system of equations

4 2()0775;]0 g)f g(f2 — ag? +b), G
g =rf1-g%,
and the Cauchy problem
g ) g gt ),
g = f(l — g2, (3.22)
f(0) =0, g(0) =

We denote by (fz,, gz,,) the solutions to problem (3.2.2).

Remark 3.2.1. When 1 > 0, in the neighborhood of the four points (£+v/a — b, 1), the system of equations
(3.2.1) becomes the following autonomous one

fro=g(s? —ag +b),
3.1.6
{ g =f1-g) G160
This system is a Hamiltonian system associated with the energy
H ~lpaog 1 b 3.2.3
(f.9) =5 g)+4g 59 (3.2.3)
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Remark 3.2.2. The behavior of the solutions of (3.1.6) is easier to understand than the one of the solutions of
(3.1.3). This is actually the reason why we introduce such a Hamiltonian regularization in the neighborhood of
the saddle points (£+v/a — b,+1) of H.

3.2.2 Properties of the regularized system

We fixn € (0,vVa—b—/%).

We begin by studying the existence and the uniqueness of the solutions of (3.2.1).

Lemma 3.2.3. Let 2 € R. For any a,b > 0, there is 7,, > 0 and (f5., 9z,n) € C* ([0, 7], R?) unique solution
of (3.2.1) satisfying f; ,(0) = 0, g»,(0) = x. Moreover, (fz,9z) can be extended on a maximal interval
[0, R;5) with either R, ,, = +00 or Ry, < 400 and lim, g, , | fz.y| + [92,| = +oo. Furthermore, (fz.5, gzn)
depends continuously on z and 7, uniformly on [0, R] for any R < R .

Proof. As in [CV86], it is enough to write
1) = 5 [ 06 205) = ag?(5) 4 6)+ 250 = g £(5): g9 0) ds.
g<r>—x+/orf<s><1—g2<s>>ds,

and note that the right hand side of (3.2.1) is a Lipschitz continuous function of (f, g). The lemma follows from
a classical contraction mapping argument. ([l

Next, we define A = {(fo,90) € R?|2f2 — agd — (a — 2b) < 0, g& < 1}, the set of admissible points.

Remark 3.2.4. If g2 < 1, (fo, 90) € A if and only if H(fo,g0) < H(0,1) = 252 (see Figure 3.1).

A key property of the solutions of the system (3.2.1) is the behavior of the energy H along the trajectories of
the solutions as stated in the following lemma.

Lemma 3.2.5. Let x € Rand a,b > 0. Then for any r € [0, R, ;) we have

d 205 (fem 9z.n)
%H(fx,mgaw)(r) = —%fin(l — G-

Remark 3.2.6. Let us remark that this property which is true for the non-regularized system (3.1.3) is also true
for the regularized one thanks to our choice of regularization.

Proof. The proof is a straightforward calculation. U

Next, we prove a result that ensures that for all € (0, 1) the solutions ( fz,, gz,,) are global and live in A.

Lemma 3.2.7. Let a,b > 0 such that @ — 2b > 0 and let (f;,g.,,) be the solution of (3.2.1) satisfying
fen(0) =0, g4.(0) = z. If 22 < 1, then ggm(r) < land fin(r) <a-—bforallr € [0, R, ) and R, , = +o0.
Moreover, (fz.n, gun) (1) € A, forall 7 € [0, +00) and if 2% < 1, then (fy1), guy) (1) € A for all 7 € [0, +00).

Lemma 3.2.7 can be proved as in [EN12b] using the monotonicity properties of the energy. For the reader’s
convenience, we rewrite the proof here.
Proof. First of all, we use the monotonicity of the function F(z) = %a* — %CL‘Q, the facts that F'(z) < 0 in

[—\/ib, \/?} and \/%b < 1 to show that F'(x) < F(1) for all x such that 2% < 1.
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Let g;.,(0) = x such that 22 < 1 and suppose, by contradiction, that there exists 7 such that gg’n(ro) =1
and ggm(r) < 1forall 7 € [0,79). As a consequence of Lemma 3.2.5, the energy H(fs, gzn)(r) is non-
increasing on [0, 7 ), that means

H(0,2) > H(fz, 9zn)(r0) , or equivalently, F(x) > F(1).

The above inequality contradicts the properties of F'. As a conclusion, g‘,%m(r) < 1forallr € [0, Ryp).
Then, applying Lemma 3.2.5, we obtain that the energy is non-increasing. Thus,

a—2b

H(fx,nagm,n)(r) < H(O, l‘) < , Vr € [0, Rﬂﬂﬂ)) )

and by the remark following the definition of the set A, (fs,zy)(7) € A and f2,(r) < a—b, for all
r € [0, Ry p). In particular, R, , = +oc. The case x = +1 is straightforward. O

Remark 3.2.8. As a consequence of Lemma 3.2.5 and Lemma 3.2.7, if 2? < 1, the energy H(fs, guy)(r) is
non-increasing on [0, +00).

Then, we state the following perturbation result.

Lemma 3.2.9. Let (f, ) € A. Let (f, g) be the solution of (3.1.6) with initial data (f, §). Let (f", §") € A and
pn be such that

(/3" = (1,9).

lim p, =4ocand lim
n—-+o00 n— 0o

Let (£}, gy) be a solution of

n\/ 29077(fnvgn)
(1) 4+ =0

f*=g"((f")* = alg")* +b)
such that f(0) = f", ¢"(0) = 3" Then

L. (fy, g7) is defined on [0, +00),

2. (fy,gr) converges to (f, g) uniformly on bounded intervals.

The proof of this lemma is a straightforward modification of the proof of [EN12b, Lemma 3.2].
Next, we introduce the following definition to count the number of times that the solutions cross the set

{g=0}.

Definition 3.2.10. We say that a continuous function g defined on an interval I changes sign at r9 € [ if
g(ro) = 0 and there exists ¢ > 0 such that [rg — e,79 +¢] C I,

g(ro —¢€)g(ro+¢) <0and g(rg —r)g(ro +7) <0
forall r € (0,¢).

Remark 3.2.11. Let (fz,, gz,n) be a nontrivial solution of (3.2.2) with € (0,1). Then, g, changes sign at
0 <79 < +ooif and only if g, , vanishes at 0 < ro < +o0.

Indeed, since (fy, gxy) is a nontrivial solution and ro < +00, f;,(ro) # 0. Hence, g, ,,(r0) = fun(r0)(1—
9un(r0)?) # 0 and g, , changes sign at ro.
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Finally, we state the following lemma which gives us an important qualitative property of the solutions of the
system (3.2.1).

Lemma 3.2.12. Let z € (0,1). If (f ., g2,) is a solution of (3.2.2) such that g, , changes sign a finite number
of times and

hm H(fx,’mgﬂr,ﬂ)(r) 2 07

r——400
then, for all » > 0,
| fon(P)] + Gy (r)| < Cexp(—Kqpr) (3.2.4)

b 2a_b} and C' a positive constant.

with K, ; = min {5, 5
In particular, we get

im (fzx,9zn)(r) = (0,0). (3.2.5)

r——+00

Proof. First of all, we remark that if ligl Gzn(r) = 6, then |6| # 1. Moreover, if 6 # 0 then (f; 5, gzn) tends
r—+00

either to (0, \/g )orto (0, — \/g ) as 7 goes to +oo. Indeed, suppose by contradiction that 6 = £1, then

TEIJPOO H(f:b,?]: gfb,n)(r) = H(O? 1)1
which contradicts the monotonicity of H (Lemma 3.2.5) since H(0,z) < H(0,1) and x € (0,1). Hence, —1 <

d < 1. Next, suppose 0 # 0 and let {r, },, be a sequence such that lim r, = +ooand lim f,,(r,) =k
n—-+o00 n—-+o0o

for some k € R. Let (u,v) be the solution of (3.1.6) with initial data (k,d). It follows from Lemma 3.2.9 that
(fen(rn + ), gz y(rn + -)) converges uniformly to (u,v) on bounded intervals. Since, 11111 Gzp(rn +1) =10
n—-—+0o0

for any » > 0, we have v(r) = § € (—1,0) U (0,1) for any » > 0. Hence, from the second equation of
(3.1.6), we obtain u(r) = 0 for all » > 0. This means that (u, v) is an equilibrium point of (3.1.6), and, since

d € (—1,0) U (0,1), this implies k = 0 and § = j:\/g. As a conclusion, f;, converges as 7 goes to 400,

TETOO(fx,mgxm)(T) = <O7i\/§> and

' b

Next, we claim that, if g, , changes sign a finite number of times and

TETOO H(fan, gam)(r) 20,
then there exists R < +oo such that

— Or gy p(r) > 0and f,(r) < Oforalr > R,

— Of gz p(r) < 0and fyn(r) > 0forallr > R.

Indeed, by Remark 3.2.11, if g, , changes sign a finite number of times, then g, , vanishes a finite number of
times and there exists R < +oo such that g, () > 0 or g, ,(r) < 0 for all » > R. Thanks to the symmetries of
the problem, we can suppose w.l.o.g. that g, () > 0 forall 7 > R.

Hence, it remains to prove that there exists R < R < +oc such that fam(r) <0 forall r > R. We proceed
as follows : first we prove that we cannot have f, ,(r) > 0 for all » > R and second we show that f ,, vanishes
at most once in [R, +00).

Step 1. Suppose, by contradiction, that f;,(r) > 0 for all » > R. This implies that g, ,(r) is increasing for all
r > R and ngloogxm(r) =dwith0 <9 < 1.



3.2. THE REGULARIZED PROBLEM AND THE SHOOTING METHOD 81

. b
Hence, as we proved above, we have TEI—Poo(fx’m Gan)(r) = <O, a> and

b
lim H(fzn, gz =H|[0,/-
i 150 = 1 (02 <

which contradicts the fact that lilll H(fzn, 9zn)(r) > 0 (see Remark 3.2.13 for an alternative proof).
r—+00

As a consequence, there exists R < R < oo such that fam (R) = 0. Let us remark moreover that for such
a R, we have f;  (R) <O0.
Step 2. Suppose next, by contradiction, that there exist a positive constant R’ such that R < R < R’ < +o0,
Jem(R') = 0 and f.,(r) < 0on (R,R'). Since f,, has to be nonnegative in a neighborhood of R’, we can

conclude that 0 < g, ,(R') < \/g Hence,

lim H(fzn, gon)(r) < H (O,gxm(R/)) <0

r—+00

which contradicts the fact that lim H(fy ., gzy)(r) > 0.
r—+00

As a conclusion, there exists R < 400 such that g ,(r) > 0 and f,,(r) < 0 for all 7 > R. This implies
that g, ,(r) is decreasing for all r > R and liI_’I_l Gzy(r) = 0 with 0 < 0 < 1. We claim that 6 = 0. Indeed,
r—+00

suppose by contradiction, 6 # 0. As above, we obtain ligl (fem Gom)(r) = (0, b) and
r—>+00

. b
A, Bl gen)) = H (0’ f) -

which contradicts the fact that lirf H(fzn, 9en)(r) > 0 (see Remark 3.2.13 for an alternative proof).
r—>+00

i _ 2 b o
Hence, Tginoo 9uy(r) = 0and g; () < o for r large enough. Considering (3.2.1),

20 (fen, 9o.n) b 2a — b
fon > _wfm + 5w G < Tf"’”’"'

Thus, for r large enough,
(g:v,n - fz,n)/ + Ka,b(gm,n - f:}c,n) <0,

b 2a—b }. Integrating the above equation, we obtain

with K, ; = min {5, 50

[ Farin ()] 4 19,0 (r)] < C exp(=Kapr)

for all » > 0 with C > 0.
With exactly the same arguments, we treat the case g, ,(r) < 0 forall » > R. O

Remark 3.2.13. The proof is very similar to the one of [EN12b, Lemma 3.4]. With the same arguments of
[EN12b, Proof of Lemma 3.4], we can prove that if = € (0,1) and (fz, gz,,) is a solution of (3.2.2) such that

b
= 02

then f, ,, has infinitely many zeros.
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g g
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f f
©
g
x3
@ [ JH<0
f

Figure 3.2: x1 € Ay, 20 € I1, x3 € A2

This property is equivalent to the fact that ( f, ,, g..,) cannot tend to (0, :I:\/E>, while being in one of the

half-planes {f > 0} or { f < 0}.
This remark allows us to prove in an alternative way that if g, () > 0 for all 7 > R, then f ,, has to vanish
at least once in (R, +00) without using the fact that lirf H(fem, 9em)(r) > 0 (Step 1 of the proof of Lemma
r—+400

3.2.12).
Moreover, it proves also that if g, ,,(r) > 0 and f, ,(r) < 0 forall7 > R, then liT (fems o) (r) = (0,0)
r—-+00

without using 1121 H(fem,92,)(r) > 0 (end of the proof of Lemma 3.2.12).
100

3.2.3 The shooting method
Following [BDOO03], we define I_; = () and, for k¥ € N and 1 € (0, Va—b— \/g) fixed,
A ={z €(0,1): TETOOH(fxm,gxm)(r) < 0, gz changes sign k times on R},
I ={z€(0,1): rggloo(fm’n’ gun)(r) = (0,0), g5, changes sign k times on R™}

(see Figure 3.2).

Remark 3.2.14. By Lemma 3.2.7, we get that (f;,, gz)(r) € A for all r whenever « € [0, 1]. Remark 3.2.8
ensures then that lir}rn H(fzn, 9en)(r) exists for all z € [0,1].
r—r+00
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Remark 3.2.15. We want to find non trivial localized solutions of equations (3.2.1) with a given number of nodes

that is to say, € (0, 1) such that
im (fa, gzn)(r) = (0,0)

r—-+00

and g, ,, changes sign k times on R™. To do this, we show by a shooting method that
I #0
forall k € Nandalln € (0,va—b—/%5).

The core of the shooting method is the following lemma which gives the main properties of the sets A and
Ij.. Tt is very similar to the properties stated in the proof of [BDOO03, Theorem 1] except that the sets Ay and I,
are always bounded since they are included in (0, 1). The good equivalent property which is adapted to our case
is given by point (ii) of the next lemma.

Lemma 3.2.16. Forall kin Nand all n € (0,va — b — \/g) we have

(i) A is an open set,

(ii) thereis e € (0,1) such that Ay U I, C (0,1 —¢),
(iii) if = € I, there exists € > O such that (x —e,2 +¢) C Ax U T U Aty
(iv) if Ay is not empty, we have sup Ay € I U I,

(v) if I is not empty, we have sup I, € I,
The proof of this lemma is given in Section 3.3. We are now able to prove the following proposition.
Proposition 3.2.17. There exists an increasing sequence {zj }r>0 C (0, 1) such that x;, € I, for all k € N.

The proof is essentially the same as in [BDOO03]. We write it down here for sake of completeness. Proof. We
prove by induction that for all £ € N,

Ak 75 (D’
sup I _1 < sup Ag.

If this property is true for all k, then Ay, is not empty, sup Ay, € Ij, by point (iv) of Lemma 3.2.16 and sup Ay, <
sup I, < sup Ag41. Hence, if we choose z; = sup Ay, we get the proposition.

1. Let k = 0. We have that for all zz € (0, {/22)

a
H(0,z) <0.
Thus, Lemma 3.2.7 and remark 3.2.8 ensure that

2b
(07 E) C AO

and
—oo =sup I_1 < sup Ap.
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2. Let us assume now that for some k € N, we have

A # 0,
sup Ip_1 < sup Ag.

By point (iv) of Lemma 3.2.16, we get sup Ay € Ij, which implies I}, # () and sup Ay < sup Ij. Since
I;, # 0, by point (v), we obtain that sup I, € I, and, since sup Ay < sup I, point (iii) ensures that there
is € > 0 such that

(sup I, sup Iy, +¢€) C Agt1-

As a conclusion, we have

App1 #0,
sup I, < sup Agi1.

3.3 Proof of Lemma 3.2.16

In this section, we fix € (0,va — b — /%) and we prove Lemma 3.2.16.

3.3.1 Proof of point (ii) of Lemma 3.2.16

Remark 3.3.1. This proof is the most technical point of the paper and contains the main novelties of our work.
The introduction of the Hamiltonian regularization of subsection 3.2.1 allow us to control the behavior of the
solution in the neighborhood of the stationary points (£+v/a — b, +1) of the autonomous system of equations
(3.1.6).

We show by induction that for all &, there is € € (0, 1) such thatif z € (1 — ¢, 1) then g, , has at least k + 1
changes of sign on R™. This implies
UJ A4uLc1-¢)
0<i<k

and point (ii) follows.

Remark 3.3.2. The idea of the proof is that we can control the solutions ( fz,», g=,,) thanks to the continuity of
the flow on the parameter = (see Lemma 3.2.3) comparing ( fz., gzn) to (fi4,91,,) on an interval of the type
[0, R] for R > 0. Moreover, (f1,,,91,,) tends to a stationary point (—v/a — b, 1) of the system (3.1.6). Thus,
(fz.n» 9zn) stay in a neighborhood of (—+v/a — b, 1) a very long time if x is sufficiently close to 1. We also know
thanks to Lemma 3.2.12 that ( f; ,, g,,) exits this neighborhood at finite time, possibly very large. The problem
is that we have to control the position of (f;.,, gz,) When this occurs. To do this, we replace the system (3.1.3)
by the Hamiltonian ones (3.1.6) in this neighborhood. Then, we can use the conservation of the energy H along
the trajectory of ( fzn, gz,n) to know the position of ( f; ,, gz ) When it exits the neighborhood of (—v/a — b, 1).

After that, we can control the solutions ( f3.,, gz,,) thanks to the continuity of the flow comparing ( fz.1, gz,,)
to a solution (f, g) of (3.1.6) that remains at all times on 0.4 and tends to (—v/a — b, —1) at infinity. We get that
if x is close enough to 1 then g, , changes sign one time. We iterate this reasoning to obtain a solution for which
gz, changes sign more than k times on R
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Step 1. Proof by induction
First of all, we take fo = vVa—b—1n/2 > \/g >4/ “_22b and we define

X1 = (_f07 s —(a=2) 2b)>

a

Xy = (—fo,—1)
X3 = (f0> Mo a=) 2b)>

a
Xq:=(fo,1).

The points X; are on 0A, for i = 1,...,4. Furthermore, remind that ¢, (f,g) = 0 whenever |f| > fo (see

Figure 3.1).

Definition 3.3.3. Letk € Nandi € {1,...,4} be given. We denote by (HF) the following property:

for all v and R positive constants given, there exists ¢ > 0 such that for any x € (1 — ¢, 1), there exists a
positive constant R > R which satisfies

(fx,na gx,n)(R) € B(X;,v)NA
and such that g, ,, change k times of sign in [0, R].

In the second step, we show that the properties (HY) is true. Next, in the third step, we prove that for k € N
given we have

(Hf) = (Hy ™),
(H3) = (Hf),
(Hf) = (H; ™),
(HY) = (HY)

so that
(HY) = (H{™).

As a consequence, we get by induction that the property (H2¥) is true for all & € N. In particular, there is
e € (0,1) such that for all z € (1 — ¢, 1), g, changes at least 2k of sign on [0, +00) so that

LUA; C (0,1—¢).

foralli € {0,1,...,2k — 1} and point (ii) of Lemma 3.2.16 is proved.
Step 2. Initialization: We prove that (HY) is true.

1. Preliminary results. Let v and R be positive constants given. First of all, remark that with the notation of
Lemma 3.A.1,
X1 = (—fo,G2(H(0,1))).

By continuity of Gg, there exists § > 0 such that H(0,1) — ¢ > E. and
1(=fo, Ga(E)) = Xall <

forall E € (H(0,1) — &, H(0,1)) where ||| is the Euclidean norm of R2. So, we have to prove that there
exists € > 0 such that for any = € (1 — ¢, 1), there exists a positive constant R > R which satisfies

H(0,1) =6 < H(fa gzn) (B1) < H(0, 1),
fx,n(Rl) = _fO’ gx,n(Rl) = G2(H(f:r,ny gx,n)(Rl)) and 9z does not Change Sign in [07 Rl]'
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2. Control of the solutions of (3.2.2) in an interval [0, R] with R > 0. We denote (f,g) the solution of

Cauchy problem (3.2.2) with x = 1. It is easy to see that
H(f,g)(r)=H(0,1), g(r) =1, f(r) > —vVa—bforall r € [0,+00)
and

lim (f,g)(r) =(—Va—0>,1).

r—-+00

As a consequence, there exists R > Rsuchthat forallr > R

(f,9)(r) € An{(f,9) = [f] > fo}-

Next, since H is continuous on R?, there exists 0 < 6’ < 1 such that for any

(f.9) € B((f,9)(R),0"),

we have B
|H(f,g) —H(0,1)] <¢

where B((f,9)(R),d’) is the Euclidean ball of R? centered in (f, g)(R) of radius §’. Moreover, if we
choose ¢’ sufficiently small, we can assume that |u| > f; for all

(u,v) € B((f,9)(R),0").

Finally, by Lemma 3.2.3, there exists ¢ € (0, 1) such that forall z € (1 — ¢, 1),

1(fams 9om) — (f, Q)HOQ[O,E] <9

where ||| (0,7 1 the uniform norm of C ([0, R],IR?) so that g, , is positive in [0, R].

. Control of the solutions of (3.2.2)in AN {(f,g) € R?: |f| > fo}. We define

Ry =inf{r > R:|fon(r) < fo}.

By Lemma 3.A.2, we have that
H(fﬂ?,?]a g$,”])(r) > 07

for all 7 € [R, Ry). Moreover by Lemma 3.A.1, since (fy.y, 9z.)(r) € AN{(f,9) € R?: |f| > fo}.

Gonlr) 2 \[2(f2 1) 1

for all » € [R, R1). Hence, by Lemma 3.2.12, we get that R; is well-defined, R < Ry < +oo and g,
does not change sign in [0, 1?1]. Furthermore, f;,(R1) = —fo and, since (fz,, gz,y) is solution of the
Hamiltonian system of equation (3.1.6) on [R, R;], we obtain

H(fxm>gévm)(R1) = H(f%???gx,n)(R) € (H(O> 1) - 5a H(Oa 1))

Hence, it remains to show that g, ,,(R1) = G2(H (fz.n, Gzn) (R1))-
Let

R:=inf{r >0: |fo,(r)] > fo},



3.3. PROOF OF LEMMA 3.2.16 87

then f, ,(R) = —fo = fu.y(R1). Moreover, in [R, R1], (fz., 9z.y) is solution of the Hamiltonian system
(3.1.6); this implies

H(fx,na g:c,n)(R) = H(fx,na gx,n)(Rl)'

Finally, g, ,, is decreasing on [R, Ry]; in particular

Hence, by Lemma 3.A.1, we deduce

Gon(R) = GL(H (fr, 9un) (R1)),
g:p,n(Rl) = G2(H(fm,n>gx,n)(R1))'

Thanks to the remark we did in the preliminary results, we proved Step 2.

Step 3. Iteration: Let &k € N and suppose that property (HF) is true. We show that this implies property
(Hé““). The proof of this fact is similar to the one of Step 2 except that now (f, g) is a solution of autonomous
system (3.1.6).

1. Preliminary results. Let v and R be positive constants given. First of all, remark that with the notation of
Lemma 3.A.1,

Xo = (=fo,—G1(H(0,1))).
By continuity of G, there exists § > 0 such that H(0,1) — ¢ > E, and
1(=fo, —G1(E)) — Xaf <v

forall £ € (H(0,1) — 6,H(0,1)). So, we have to prove that there exists ¢ > 0 such that for any
x € (1 — ¢, 1), there exists a positive constant R’ > R which satisfies

H(0,1) = 6 < H(fa, 9o.n)(R) < H(0,1),

Jam(R') = —fo, goy(R') = —=G1(H(fz,n, 9o,n)(R')) and g, changes sign k + 1 times in [0, R'].
2. Control of the solutions of (3.2.2) when the solutions exit a neighborhood of X;. We denote by (f, g)
the solution of the following autonomous system

{ (3.1.6)

It is clear that

H(f,g)(r)=H(0,1),

—1<g(r) <1, f(r)>—va—bforallr € [0,+00),
and

lim (f,g)(r)=(—Va—10b,-1).

r—+00

Hence, there is R > 0 such that for all » > R

(f,9)(r) € An{(f,9) = [f] > fo}-
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Next, since H is continuous on RZ, there exists 6’ > 0 such that for any

(f,9) € B((f.9)(R), ),

we have 3
|H(f,g) — H(0,1)] <.

Moreover, if we choose ¢’ > 0 sufficiently small, we can assume that |u| > fo for all
(u,v) € B((f,9)(R),0").
By Lemma 3.2.9, there exist R > 0and 4 > 0 such that if p > R and
I(F.9) = X <5

then
H(ff,ém’gﬁém)(' +p) - (fag)Hoo,[oﬁ] <d.

Since by hypothesis, there are € € (0, 1) and for any € (1 — ¢, 1) a constant Ry > max(R, R) such that
(fam 9om) (B1) € B(X1,7) N A
and g, , changes sign exactly & times on [0, R;], we get

(s Go) (- + B1) = (fs 9)lloo o) < 0"

In particular,
|(fams 9am) (B1+ R) = (f, 9)(R)] < &'
and g, ,, changes sign exactly k + 1 times on [0, Ry + R].
3. Control of the solutions of (3.2.2) in AN {(f,g) € R?: |f| > fo}. Let

Ry :=inf{r > R+ Ry : |fan(r)| < fol}-
With the same arguments used in the proof of property (HY), we prove that

(fx,nagm,n)(RQ) € B(X%’Y) nA

and g, , changes sign exactly k + 1 times on [0, R»|. We proved that
(Hf) = (Hy™).
Thanks to the symmetry of the system, we also get
(HE) = (HfT).

The proof of the remaining implications

uses the same ideas.
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3.3.2 Proof of the remaining points of Lemma 3.2.16

In this part, we assume that n € (0,v/a — b — \/g) is fixed.
First of all, we remark that point (i) follows directly from Lemma 3.2.3.
For the remaining points, we need the following preliminary lemma.

Lemma 3.3.4. There exists ¢y > 0 universal constant such that if
() H(frm, gon)(R) < F

(i) gup(R) € (o, %j’) and fy,(R) < 0

or gz n(R) € <— %:’,0) and f; ,(R) >0,

(iii) g, changes sign k times on [0, R];
forz € (0,1), R>0,n€ (0,v/a—b— \/g) and k € N, then z belongs to A U I U Agq.

Proof. We define
o 20 80b2
0"\ 9a(a—b) 81a "

We can assume thanks to the symmetries of the system that

H(frm: gem) (R) < %, gam(R) € (—\/? 0) and f,,(R) >0

for some € (0,1) and R > 0. First of all, we remark that if there exists R such that H (fy., gz.n)(R) < 0, then

@n(fxmvgx,n)(R) =1

by Lemma 3.A.2. Hence, by Lemma 3.2.5 and Remark 3.2.8, we deduce

H(fz,nagirm)(r) <0

for all » > R. Since
{(fvg) 9= O} ﬂH_l(—O0,0) = (Z)a

gy does not change sign anymore on (R, +00). Moreover, if g, ,, has no changes of sign in (R, +0c) then either

hm H(fx,nagw,n)(r) < 07

r—+00

and z € Ay or
im H(fz,9en)(r) =0,

r—-+00

and x € I by Lemma 3.2.12.
We assume, by contradiction, that x ¢ Ay U I U Ap4q then Jx,n changes sign at least once in (R, +00).
Next, we denote
R:=inf{r > R: fy,(r) <0} € (R,+00].

Since g, is increasing for all ~ € [R, R], g, changes sign at most once before (., gz,5) exits {(f,g) : f >
0}. Moreover, we claim that R < R < +oo. Indeed, if R = +o0, gz,n changes sign k or k + 1 times on R
Then, we have either

im H(fz,gen)(r) <0,

r—-+o0o
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and v € Ay U Ay or
111’11 H(fx,r]vgaf,ﬂ)(r) Z 0’

r—-+00

andx € [;UI} 1 by Lemma 3.2.12. Moreover, if z € I} 1, Lemma 3.2.12 ensures that g, , decays exponentially
to O this contradicts the fact that g, , is positive and increasing between

inf{r > R: gy,(r) >0} € (R, R)
and R. Nevertheless, we assumed that ¢ Ap U I U Ay hence R < +o00. As a consequence, we get
fx,n(ﬁ) =0

and, since = ¢ Aj41,
H(f2ms gz)(r) > 0.

for all » < R. Moreover, we have

— 2b
Gy (R) > o
since H(0,z) < 0forall z € [—/2, /2],
Next, we denote
, — 1 /2b
R = sup{?“ € (Rv R)’ gx,ﬂ(r) S g E}

and
2 /2b
R// = il’lf{T >R: gx,n(’l”) Z g ;},

and we remark that this quantities are well-defined. For all » € (R, R"), we get

L H (fa gen)r) = 2 2,00~ 2,)
=2 (H o 020 = 02001+ 332,0)
and
(P H (Fap 90)(1) = 1°62,(0r) (0 () — 20) <0 ARy
since g2, (r) < 2 for all r € [R, R"]. Moreover, we have
1 /2b 2 /2b
genlr) € [3[3[]
forall r € [R', R"] and
2 ) = g - RR Fon(5)(1 = g2 ,(s))ds (332)

<Va—-b(R'-R).



3.3. PROOF OF LEMMA 3.2.16 91

Integrating inequality (3.3.1), we have, thanks to inequality (3.3.2),

(R H (fo go.n) (R") = (R H (fa, 92)(R) < —e1 (R = (R)Y) (33.3)
< —Cl(R” - R/)(R//S +R//2R/ + R//RIQ + R/S)

2b
<-4 — | R* = —¢R?
=Tha ( 9a(a — b)) 0

e 26 26 80b°
07 "N 9a(a—b)  \/ 9a(a—b) 8la"

Then, we obtain by inequalities (3.3.1) and (3.3.3)

__ 20b2

for ¢ = ST since

(R//)4H(fx,77’ gxm)(R”) < _COR3 + (R,)4H(fxﬂ7v gaz,n)(R/)
§ R4 <_%) + H(fx,na gm,n)(R))

< 0.

This is impossible since
H(fx,na gm,n)(R//> > 0.

Proof of point (iii) of Lemma 3.2.16

Lemma 3.3.5. Letk € Nand n € (0,/a — b — \/g) If x € Ij, then there is € > 0 such that
(r—e,x4+e) CAUIUAgiq.

Proof. By Lemma 3.2.12, there exists C', K > 0 such that

(fznl + 1920 (r) < C exp(=K7)

for all r and H(fy ), gz,) converges exponentially to 0. We easily get that there is R such that the assumptions
of Lemma 3.3.4 are fulfilled for x at R. Then, by Lemma 3.2.3, there is € > O such that forally € (z —e,x+¢),
gy.n changes sign k times on [0, R],

H(fyn, gym)(R) <

|8

and

2b 2b
fyn(R) <0, gyn(R) € (0, E) or fyn(R) >0, gyu(R) € (- 370)‘

Thus, by Lemma 3.3.4, we have that

(x—e,x+e) CA UL U Agy.
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Proof of point (iv) of Lemma 3.2.16
Lemma 3.3.6. Let k €« Nandn € (0,v/a—b— \/g) If Ay, is non-empty, then

sup Ay € I, U I_q.
Proof. Thanks to points (i) and (ii) of Lemma 3.2.16,

x:=sup A, € (0,1)\ LGJN Ap.

Let {x;} C Aj be such that

lim z; = x.
1——+00

Suppose by contradiction that = ¢ UN (I, U Ay,), then in particular
ne

H(frns gan)(r) >0

for all » > 0. Moreover, Lemma 3.2.12 ensures that g, , changes sign an infinite number of times.
Let R > 0 be such that g, , changes sign more than k + 1 times in [0, R] at 0 < r; < --- < 7441. Hence,
there is € > O such that for all j € {1,...,k + 1}, all € (0, ) we have

G (Tj = 1) Gy (rj +7) <0

and
Gon(rj — €)gan(rj +€) <O0.
Then, by Lemma 3.2.3, there is M > 0 such that if ¢ > M then

Gzim(Tj = €) Gz (1§ +€) < Gay(rj — €)gay(r; +)/2 <0

forallj € {1,...,k+1}. Thus, foralls > M andall j € {1,...,k+1}, thereis areal numberré € (rj—e,rj+e)
such that gmm(r;) = 0. Then, we get g;m(rj.) # 0 so that g, ,, changes sign more that k + 1 times at the points
r; This is impossible because z; € Aj. Hence, we have that

sup Ay € I,

for some m € N and by point (iii), we get the result. g

Proof of point (v) of Lemma 3.2.16
Lemma 3.3.7. Let k € Nandn € (0,va—b— \/g) If I}, is non-empty, then

sup I € I.
Proof. The proof follows the same ideas as the one of Lemma 3.3.6. We get that
sup I, € I;

for some j € N and by point (iii), we get the result. (|
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3.4 Proof of Theorem 3.1.1

We give now the proof of Theorem 3.1.1 by taking the limit when 7 tends to 0.
Proof. Letus fix k € N. Forall n € (0,va —b— /%), there is z,, € (0, 1) such that

m  (fens Gaym) (1) = (0,0), g, n has k changes of sign on (0, +00)

r—+00

by Proposition 3.2.17. We also know that
H(fa:,,,m gzn,n)(r) >0

for all » € R*. Since for all zz € (0, /22)

a

H(0,2) <0,

(b C [ ?1)

Thus, there is a subsequence {7, },, such that

we deduce that

lim n, =0

n—-+00
lim z, =z0€ |4/ 27|,
nosdoo 0 a’

By Lemma 3.2.3, we get that for all R > 0,e > 0, there exists N > 0 such thatif n > N then

H(fwmoﬂnguO) - (f-'Enr,L,"?n?gznna'ﬂn)HOO,[O,R} S €

where ||. |, [0, 7] is the uniform norm on the set C([0, ], R?). Thus, (fz,.0, gzo.0) is @ solution of equations (3.1.3)

such that
{ (f0,0 90,0)(0) = (0, )
H(f20.05 9uo,0)(r) > 0, forall r € RT

and Remark 3.2.8 ensures that g € (\ / %b, 1} .

To conclude, we have to show now that o € ( %b, 1) since (f1,0, g1,0) is not a localized solution of (3.1.3).

Assume, by contradiction, that xo = 1; then

H(fmo,(]v gwo,O)(r) = H(07 1)

for all > 0. We denote Hy := H(0,1)/2 > 0 and we define

Ry :=inf{r > 0: H(fe,, n> ey, n) () < Ho} € (0, +00).

‘We have
H(fl’nn sMn gl”!]n sTin ) (Rn> = HO

We claim that {R,, }, tends to 4+o0c. Indeed, if there is a subsequence also denoted { R, }, and a real number
R > 0 such that R,, € [0, R] then, we get the following contradiction

H(07 1) hm H(fxnn,nn7g$nnﬂ’]n)(R) S HO

n—-+o0o
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Next, since A is a compact set, there is (fo, go) € A such that up to extraction,

Hm  (fe,, ns G2y ) (Bn) = (fo, 90)

n—+400

and
H( fo,90) = Ho.

We denote by T" > 0 the period of the solution of the Hamiltonian system of equations (3.1.6) of energy equal to
Hy. Let us consider now the following Cauchy problem

f+ 2“’:+J;gf = g(
q (1-g%), (3.4.1)
(f,9)(0) =X.

Its solutions depend continuously on the parameters (X, p, ) on every interval [0, R] just as in Lemma 3.2.3. So,
(fz’fln’nn7gz7m7"7n)( .+ R;,) tends uniformly on [0, (k+2

v

| to a solution (f, g) of

fo=g(f* - ag +b),
g =f1-4g%,
(f,9)(0) = (fo,90)-

Moreover, (f, g) is periodic of period 7" which implies that g has at least k£ 4+ 1 changes of sign on [0,
(k+2)T
2

ie. thereise > 0,and 0 <7y < -+ < 71gq1 < such that

g(ri+r)g(ri—r) <0

forall r € (0,¢) and
g(ri+e)g(ri—e) <0

foralli e {1,...k+1}.

Hence, there is N > 0 such that foralln > N and alli € {1,...k + 1}, we get
Gy (B + i+ )Gy, e (B 15 — €) < g(ri + €)g(ri — €)/2 <0,

which implies that there is 7%, € (r; — &, 7; + €) such that

gl‘nn sTin (Rn + T7Z”L) = 0

As a conclusion, since (fz,,, 7, 9oy, m.) 18 @ solution of 3.2.1), g, (R + r.)) # 0 and gy, 5, has at least
k + 1 changes of sign at the points 77,. This is impossible because g, ., has exactly k& changes of sign. As a
consequence g < 1.

Moreover, with the same arguments used above, we prove that g,, o changes sign a finite number of times
ko. Hence, Lemma 3.2.12 ensures that ( fz, 0, gz,,0) converge exponentially to (0,0).

As a consequence, there is R > 0 such that g, o changes sign ko times in [0, R],

C
H (a0, 920.0) () <
and

fxo,O(R) < 07 gﬂco,O(R) € (Oa \/?) or f:BO,O(R) > 07 gIO,O(R) € (_ 7a0)'

a
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Hence, there is € € (0, 1) such that forall z € (zg — €,20 +¢) and all p € (0,¢), g5, changes sign kg of times
in [0, R],

H(faop 920)(R) < 5
and
2b 2b
fr,n(R) <0, gm,n(R) € (Oa \/:) or f:}c,n(R) > 0, gm,n(R) € (_ an)-

By applying Lemma 3.3.4, we get, for n € (0, ¢) fixed,
(xo —e,z0+¢€) C Ay U Ty U Aot

Remark that the set A; and I depends on 7, hence, it is important to fix 1 before writing such a property. By
definition of {x,,, }, there is N € N such that forall n > N

Ty, € (X0 —€,20+¢), My € (0,¢).

As a conclusion, for n > N fixed x,,, € Ij,. This ensures that k& = k.

Finally, by Remark 3.2.11, if g, o changes sign k times on (0, +00) then g, o has k zeros on (0, +00). To
conclude, it remains to prove that f,, o has k zeros on (0, +00) as well.

Let {ri,...,r;} be the zeros of g, o on (0, +00). First of all, we prove by induction that, foralli =1... k,
fo,0 has i —1 zeros on (0, 7). This property is true for i = 1. Indeed, suppose by contradiction that fy, o(7) = 0
for some 7 € (0, r1). Hence, using the first equation of (3.1.3), we get H( f2,.0, 9z0,0)(7) < 0. That is impossible.
Next, if the property holds true for s — 1, then it holds true for . Indeed, suppose that f;, o has 7 — 2 zeros on
(0,75—1); we prove that f;, o has 1 zero on (r;_1,r;). By contradiction, if f;, ¢ does not change sing on (71, 7;),
the second equation of (3.1.3) implies that g,, ¢ is monotone on (r;_1,r;). This contradicts the fact that g, o
changes sign at r;_; and r;. Hence, f;, 0 has at least 1 zero at 7 € (r;—1,7;). Now suppose that there exists
7 € (7,r;) such that f, o(7) = 0. One of the following situations arise: ¢g(r) < 0 and f(r) > 0 on (7,7) or
g(r) > 0and f(r) < 0on (7,7). Using again the first equation of (3.1.3), in both cases we get ng,o(f) < g
which implies H(fz,.0, 9z0,0)(7) < 0, a contradiction. Hence, foralli = 1...,k, f5, o0 hasi— 1 zeros on (0,r;).
Finally, using the same arguments, we show that f;, o has 1 zero on (rj, +00) and we conclude that f;, ¢ has k
zeros on (0, +00).

O

3.A Appendix: Geometric properties of .

We remind that A = {(fo, g0) € R?|2f2 —ag3 — (a — 2b) < 0, g3 < 1} is the set of admissible points. Let
us remark that (f, g) € R? satisfies H(f,g) = H(0,1) = §(a — 2b) if and only if

a

5(9" = 1) —b(g — 1))

0=H(f79)—H(071)=%(f2(1—92)+

(1-¢° ( 2 4 9
=S (- S ) )
5 (gl D+
i.e. ifand only if g = 1 or f2—%(g>+1)+b = 0. A is the connected component of {(f, g) : H(f,g) # H(0,1)}
which contains (0, 0). Thanks to the symmetries of H, we can restrict our study of A to the set {(f,g) : f >
0,9 >0}
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Lemma 3.A.1. Let fy € ( “_2%, va— b> and E. = H ( fo,\/ ! gjb) Then there exist two monotone

continuous functions

2
b

a

G : [Ee, H(0,1)] = [ %(f3+b) —LW

such that, for i = 1,2 and for all E € [E,, H(0,1)],

G1:[E., H(0,1)] — [

H(fo,Gi(E)) = E,
{(fo,G1(E)), (fo,G2(E))} = {(fo,9) € A: g =0} N H *({E}),

and Gl(E) > GQ(E)
Proof. First of all, we observe that

ANRL)?={(f,9) € [0,va—b] x[0,1] : ag? > 2f? — (a — 2b)}

— < 0, a;%] X [0,1])

U{%wvf( “jﬂﬁfqye[2ﬂ—fﬁmﬁn

Next, let fy € ( G_T%, va— b) fixed, and define the function

23— (a—2)
a

G: 1 = R

g+ H(fo,9).

2
Since G’(g) = g(—b + ag® — f2), we deduce that G is continuous, increasing in [\/ w, 1] and decreasing in

2f2—(a—2b) \/f2+b
[\/ o Y }Notethat

\/2f§—(aa—2b> <\/f3;b

since fo < v/a — b. Moreover, we have

G<2ﬁ—w4m>:qnzman

a
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— fa+b) _ f2+b . .
and we define £, := G 20— ) = H/|( fo,\/7%— ). As aconsequence, G is a one-to-one function from

2
[\/ @, 1} onto [E., H(0,1)] whose inverse is continuous and is denoted by G;. Therefore,

24 h
Gi:[E., H(0,1)] — fot 1
a
E— G1 (E)
is a continuous function such that H( fo, G ( = FE. Similarly, we denote by (G5 the inverse of the restriction

of the function G to the set [ (fE+b)—1,4/ f 0 +b] Hence,

2 [f2+b
a(f§+b)—1a OT
)

E— GQ(E

Gy :[Ee., H(0,1)] —

is a continuous function such that H (fo, G2(E)) = E. Moreover, G1(E) > Ga(E) forall E € [E., H(0,1)]. O

Lemma 3.A.2. Let fy € (\/5,Va—b). If

(f.9) € An{(f.9) €R?: |f] = fo},
then H(f,g) >0

Proof. First of all, since fo > \/g > 26 we have for

(f.9) € An{(f.9) € R*: |f| > fo}
{( ) [f()a Va—b] X [_171] : a92 > 2f2 - (a_2b)}7

that 72

2b < 2f" — (a—2b) < <1

a a
On the other hand, if g2 < 1 and H(f, g) <0, then g* < % As a consequence, we get H(f,g) > 0. O
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Chapter 4

A variational study of some hadron bag
models

Ce chapitre reprend le texte intégral de I’article [LT13] paru en 2013 dans Calculus of Variations and Partial
Differential equations.

Résumé: Nous démontrons dans cet article des résultats d’existence d’états fondamentaux et excités dans les
modeles de solitons de Friedberg et Lee et d’approximation sac, grice a la supersymétrie des opérateurs de Dirac,
la méthode directe du calcul de variation et le principe de concentration compacité. Nous établissons, en outre,
le lien entre ces deux modeles grace a la y-convergence et le principe de concentration compacité.
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A variational study of some hadron bag
models

Loic Le Treust

Abstract

We study, in this paper, some relativistic hadron bag models. We prove the existence of excited
state solutions in the symmetric case and of a ground state solution in the non-symmetric case for
the soliton bag and the bag approximation models by concentration compactness. We show that the
energy functionals of the bag approximation model are I'-limits of sequences of soliton bag energy
functionals for the ground and excited state problems. The pre-compactness, up to translation, of
the sequence of ground state solutions associated with the soliton bag energy functionals in the non-
symmetric case is obtained combining the I"-convergence theory and the concentration-compactness
principle. Finally, we give a rigorous proof of the original derivation of the M.L.T. bag equations
via a limit of bag approximation ground state solutions in the spherical case. The supersymmetry
property of the Dirac operator is a key point in many of our arguments.

4.1 Introduction and main results

Quantum chromodynamics (QCD) is the theory of strong interaction and accounts for the internal structure
of hadrons. At low-energy, the quarks are bound together to form baryons (protons, neutrons) and mesons.
Nevertheless, the confinement mechanism has not yet been derived from the QCD equations. In order to study
the hadronic properties, physicists introduced phenomenological models approximating the QCD equations in
which the quarks are confined. Among them, the M.LT. bag [CJJT74, CJJT74, Cho75, Joh75] and the bag
approximation models [CJJ 74, Cho75] have been set in 1974 and the soliton bag model [FL77a, FL77b, LP92]
in 1977.

The solutions of the equations of the soliton bag and the bag approximation models are critical points of
non-linear functionals involving the Dirac operator. The mathematical techniques used to solved most equations
of this type are different from the ones used in a non-relativistic framework (see the review paper of Esteban,
Lewin and Séré [ELSO08]). Nevertheless, in our case, the supersymmetric properties of the Dirac operator with
scalar potential [Tha91] allow us to transform a strongly indefinite variational problem into a minimization one
and then to use the direct method in the calculus of variation [StrO8]. Since the functionals associated with the
ground state problems of the soliton bag and the bag approximation models without symmetries are invariant
under translations, we show the existence of solutions thanks to the concentration compactness method under
some restrictions on the parameters of the models. The originality of the proofs relies on the fact that the usual
concentration compactness inequalities are not satisfied anymore and we have to introduce different inequalities
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to overcome it. We also show the existence of ground and excited state solutions under some conditions on the
parameters, when the wave functions are supposed to have some symmetries. These are the first rigorous proofs
of existence for these two models. Actually, solving the bag approximation model is a shape optimization prob-
lem on finite perimeter sets of R? which is related to the soliton bag model thanks to the gradient theory of phase
transitions [MM77a, MM77b, Mod87, Ste88, Bra98, Bra06]. Indeed, we show that the energy functionals of the
bag approximation model are I'-limits of sequences of soliton bag model energy functionals for the ground and
excited state problems. We combine the I'—convergence theory and the concentration compactness method to
get the pre-compactness, up to translation, of the sequence of ground state solutions associated with the soliton
bag energy functionals in the non-symmetric case. As in the existence results, we have to introduce concentration
compactness inequalities different from the classical ones. Bucur [BucOOb], Bucur and Giacomini [BG10] have
already studied shape optimization problems thanks to the concentration compactness method. But, to our knowl-
edge, this is the first result using both the gradient theory of phase transition and the concentration compactness
method. We also prove the pre-compactness of the sequences of excited state solutions associated with the soli-
ton bag energy functionals in the symmetric case. Finally, we give a rigorous proof of the original derivation
of the MLLT. bag equations done by Chodos, Jaffe, Johnson, Thorn and Weisskopf [CJJ*74] via a limit of bag
approximation ground state solutions in the spherical case. These are the first proofs which rigorously establish
the link between the soliton bag, the bag approximation and the M.L.T. bag models.
Let us now introduce the different models we study.

4.1.1 Some bag models

The soliton bag model

This model has been introduced by Friedberg and Lee [FL77a, FL77b] and is sometimes called the Friedberg-
Lee model.

Here, we look for a solution (1)1, ..., 1N, ¢) of the following system of equations:
Hoyi + 9B = Nii Vi=1,...,N,
[illz =1 Vi=1,...,N, @.1.1)

—A¢+U"(¢) + SN gvi B = 0,

where N € N\{0}, ¢ > 0,¢: R3 = Randforalli € {1,...,N}, ¢; : R3 = C* Hy = —ia.V + Bm =
—iay 0 + Bm is the Dirac operator in the Pauli-Dirac representation (see [Thadl]) : a = (a1, ag, a3),

(L 0 _ 0 o _
ﬁ-(o 12>’ak_<0'1c 0 >,f0rk—1,2,3,

(01 (0 —i (1 0
g1 = 1 O 70-2_ Z 0 70-3_ 0 _1 )

and m > 0; X* denotes the complex conjugate of X € C* We have used here Einstein’s convention for the
summation.

Solutions of equations (4.1.1) are called quasi-classical [FL77a, FL77b].

The potentials of the Dirac operator Hy of the form S¢ are called scalar potentials. The fact that in our
problems the potential of the Dirac operator is scalar is a key point in our study. Indeed, we will see below that
the scalar potentials preserve the symmetry of the spectrum with respect to 0 that the Dirac operator has. Let us
remark moreover that g3¢ acts like a mass term [LP92] since

with

Ho + gB¢ = —ia.V + B(m + go).



4.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS 103

This kind of potential is often considered in QCD [FL77a, FL77b, GW82, CJJT74] to model the strong inter-
actions between quarks. From the physical point of view, ¢ is a phenomenological scalar field that models the
QCD vacuum and can be viewed as a representation of the quantum excitations of the self-interacting gluon field
[GW82].

U1,..., Yy are the wave functions of the NV valence quarks. N is fixed at 2 for mesons and 3 for baryons. g
is the positive coupling constant between the quark and the scalar fields. ); is an eigenvalue of the Dirac operator
with scalar potential Hy + g3¢ and represents the energy of the i‘"-relativistic particle in the scalar field ¢,
so it has to be non negative for ); to be a physically admissible state (see chapter 1 of [Tha91] for a physical
interpretation of the negative part of the spectrum of a Dirac operator). Some of the N particles can have the
same wave function and this does not necessarily contradict Pauli’s exclusion principle because quarks possess
others quantum numbers such as color. Let us denote by Ny the maximal number of particles possible with the
same wave function ¢). We will always assume that the number of these particles is less than Nj.

Physicists [Sal83, HGW86] have already studied numerically this problem for scalar potential with radial
symmetry i.e. when ¢ is radial. In that case, the spin-orbit operator, the z-component of the angular momentum
operator and the Dirac operator commute altogether. Hence, we will look for eigenfunctions of the Dirac operator
with spherically symmetric potential that are also eigenfunctions of the spin-orbit operator and the z-component
of the angular momentum operator. A particular ansatz is often chosen for the four-vector wave function [Sal83,
HGW86, MS84, CIJT74]

v(r) < (1] )
P(x) =

u(r) cosf

suar sin fe'¥
that is separable in the spherical coordinates (r, 8, ) of x. This corresponds to an eigenfunction of the spin-orbit
operator of eigenvalue —1 and of the z-component of the angular momentum operator of eigenvalue 1/2 (see
[Tha91, Section 4.6] for complete study of the Dirac operator with spherically symmetric potential). Actually, it

is commonly admitted by physicists that the ground state of many problem involving the Dirac operator has to be
searched among those functions, but to our knowledge, no rigorous proof ensures it. Once this choice is made,

(4.12)

G B = v? —

becomes a radial function which in turn generates a radial potential ¢ in equations (4.1.1). The ansatz (4.1.2) is
well-known in physics and has been used in particular by Soler [Sol70] to describe elementary fermions.

We denote by H;y/sl(R?’, C*) the set of the functions 1 of this type which belong to H/?(R3 C*) and
H! (R3 R) the radial functions of H'(R3,R). The problem of finding a solution of (4.1.1) when we look for
the scalar potentials among spherically symmetric functions and the quarks wave functions among functions of
the form (4.1.2) will be called the symmetric problem. Whereas, when no assumption is done on the form of the
solution, we will say that this is the non-symmetric problem.

Saly, Horn, Goldflam and Wilets have already found numerical ground [Sal83, HGW86] and excited state
[SS84] solutions for the symmetric problem.

Throughout this paper, we will assume that U : R — R is a non-negative C! function such that U and its
derivative U’ vanish at zero and

\U'(x)| < C(|z| + |=|P) forz € Rwith 1 < p < 5, (H1)

U(x) > ca® forall 2 € R, (H2)

for some positive constants ¢ and C'.
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Remark 4.1.1. Physically, the presence of the constant ¢ in hypothesis (H2) means that the scalar field ¢ has a
mass whose value is at least 2c.

Our problem has indeed a variational structure: we look for a critical point of the C! energy functional:

E(wla‘--alﬁN,Qﬁ)
- VP
:/RS > (Wi, Hotbi) + g (1, i) + -+ U@)| da
=1

on the set {(1,...,¢¥n,¢) € HY/2(R3,CHN x H' (R R) : ||ths]|2 = 1}. A; are the Lagrange multipliers
associated with the ||.|| ;2-constraints and ( . , . ) is the complex scalar product.

Remark 4.1.2. Condition (H1) is just a mathematical constraint for £ to be well-defined and differentiable. This
does not restrict the set of admissible potentials U considered by the physicists [FL77a].

The bag approximation

This model has been introduced by Chodos, Jaffe, Johnson, Thorn and Weisskopf [CJJT74, CJIT74] to derive
the ML.L.T. bag model as a limit case.

Here, the scalar field ¢ of the previous model is replaced by a characteristic function yq but it still models
the cavity where the quarks are encouraged to live.

The Lagrangian of the bag approximation is:

N
F(hr, .., ¥n, xo) = /}R3 [Z(¢i7HO¢Ji) — gxa (i, Bvi) | dz + aP(Q) + |2,
i=1
forey, ...,y in H'/? (R3,C*). 41, ..., still represent the quark wave functions. The characteristic function

Xq of 2 belongs to {x,, € BV (R3 R)}. || denotes the area of {2 and P () its perimeter. We will write, in this
paper, the variation of a function ¢ € BV (R3,R) on a Borel set A by |[V¢|(A), so that:

Vxel(R®) = P(Q).

The constants a, b, m, g are positive.
We look for critical points of F on the set

{(1, ..., N, x0) € HY2(R?,CHN x BV(R®,R) : ||| 2 = 1}
that is to say, points that satisfy (see [Giu84, HPOS5]):

(Ho — gxa) ¥i =N\, Vi=1,...,.N onR?
il 2 =1, Vi=1,...,N (4.1.3)
aHo+b— 3N, Bl =0 H2-ae. in 0*Q

where Hgq is the mean curvature of 9*(2, and H? is the two-dimensional Hausdorff measure.

The M.L.T. bag model

The ML.LT. bag model is another model where the quark wave functions are perfectly confined in a bag
[CIIT74, CJIT74, Cho75, Joh75]. It has been widely studied and has lead to results fitting the experiments
[Cho75].



4.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS 105

Let us, for the moment, introduce the equations in a fixed non-empty bounded regular open set 2 of R3. In
this paper, we will just consider the ground state problem, so that, we look for a single function ¢/, solution of the
following problem:

Hyy =Xy on{}
—if(an)yy =1 ondf (4.1.4)
[ll2 =1,

where ¢ € H*(Q, C*), A > m and n is the exterior normal to 9.
When Q = B(0, R), we look for an eigenfunction ¢ in H},,, (2, C*) i.e. of the form (4.1.2). In that case,
the boundary condition becomes:

uw=1v ondf.

The problem of finding a good Lagrangian formulation for these equations has been widely studied [Joh75,
Joh78]. This has been a motivation for the physicists to introduce other phenomenological models like the
soliton bag model of Friedberg and Lee [FL77a, FL77b] and the fractional bag model of Mathieu and Saly
[MS84, Mat85]. Balabane, Cazenave and Vazquez [BCV90] already proved the existence of compactly supported
ground state solutions for this latter model thanks to a shooting method.

4.1.2 Variational formulations

The main difficulty we have to face in the soliton bag and bag approximation models, is that the functionals
considered are strongly indefinite: they are neither bounded from below nor from above and their critical points
have an infinite Morse index. So, for now, we do not have any satisfactory formulations of the ground and excited
state problems.

The key point to overcome this in all the models, relies on a fine study of the Dirac operator with scalar
potential.

The soliton bag and bag approximation case

Lemma 4.1.3. Let ¢ be in LP(R3,R), then H, = Hy + gB3¢ is a self-adjoint operator on L?(R3,C*), with
domain H'(R3,C*) and form-domain H'/2(R3, C*) whenever 3 < p < +oo. It satisfies:

Oess(Hy) = Oess(Ho) = (—00, —m| U [m, +00).

The proof of this lemma is based on Kato-Rellich theorem and Weyl’s criteria for essential spectrum and can
be found in [Tha91, Chapter 4].

We denote by FE the Hilbert space where we search for the quark functions and F' the associated space for ¢
or xq when no confusion is possible. £ x F' can be:

H'/2(R3,C*) x H'(R3,R),
Hajm(R3,CY) x HL ,(R3,R),
H'Y?(R3,C%) x {x, € BV(R? R)},

HYZ(R3,CY) x {0 € BV;qq(R3,R)}.
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We define E(I = X(0,-+00) (Hg) E Where X (g 1) is the characteristic function of (0, +0c), d := dim(ker(Hyg))
and for £ € N\{0} :
0 itk <

[\ClIsH

/\i(HQS) = inf sup (¢, Hyyp) if k>
VCES |yl p2=1
dimV=k-2¢ V€V

[\]IsH

Remark 4.1.4. The symmetry of the spectrum with respect to 0 is actually true not only for the essential spectrum
of Dirac operators with scalar potentials as in Lemma 4.1.3 but also for the whole spectrum. Moreover, we will
see in Section 4.2 that d is pair so that the definition of )\ﬁ (H,) make sense for all k. Then, we will get that

{ENL(Hy)} 0 (=m,m)

are the eigenvalues of Hy in (—m,m) counted with multiplicity.

In this paper, the fact that the potentials are scalar is important. Indeed, the symmetry of the spectrum is not
true anymore for the Dirac operator with an electric potential such as the Coulomb one [Tha91, Section 7.4].
This property is related to the supersymmetric operator theory which will be an essential tool in our study, for
instance, to give a simpler expression for )\ﬁ(H(b).

The well-defined minimization problems are then, for 1 < k; < -.. < ky in the soliton bag model:

N 2
inf{§ jA’f;(H¢)+/ [W;‘+U(¢)] dx:¢€F} (4.1.5)
i=1 R3

and in the bag approximation:

N
inf{ZA’jf(H_m)+aP(Q)+b|Qy:XQ GF}. (4.1.6)

i=1
We get here a good formulation for the ground state problems when k; = --- = kxy = 1. The other cases are

related to the exited states.

The MLLT. bag case
Let € be the euclidean ball B(0, R) of R? with R > 0. Define
1 N _
D(H()) = {/(/} € Hsym(Q7(C ) . _Zﬁ(an)w = 'l/J on BQ}

We call (Hy, D(Hy)) the M.LT. bag Dirac operator.

Proposition 4.1.5. The operator (Hy, D(H))) is self-adjoint and there is a nondecreasing sequence of eigenval-
ues (Ap)n>1 C (m, +00) which tends to infinity such that:

o(Ho) ={...,—=A2, =M} U{A1, Ao, )
We denote for each n, A7, ;7(Q) := A,.

Remark 4.1.6. The main ideas of the proof of Proposition 4.1.5 will be given in the second section.

The variational formulation for the ground state is:
inf { NA\};;7(B(0, R)) + aP(B(0, R)) + b|B(0, R)| : R > 0},

where a,b > 0and N < Nj.
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4.1.3 Existence results
The soliton case

We get the following results:

Theorem 4.1.7. Let K € N\{0} and m > 0 be fixed. Assume that U satisfies hypothesis (H1) and (H2). There
is go > 0 such that if the coupling constant g satisfies g > gg then, forany 1 < k1 < --- < ky < K, there exists
a solution

(W1, N, @) € HY2 (RS, CHN x HY 4 (R3,R)

sym

of equations (4.1.1) with \; = )\]fﬁ (Hy) € (0,m) where ¢ is a minimum of problem (4.1.5). go depends on
N,m,K and U.

Let us make some comments:

Remark 4.1.8. Friedberg and Lee [FL77a] derived some conditions on m, g and U comparable to ours for the
model to have soliton solutions.

Remark 4.1.9. They also assumed U to be a non-negative polynomial of degree 4 with two minima at 0 and
—¢p < 0 such that 0 = U(0) < U(—¢p). In many of their proofs, they considered condition (H2) true. Never-
theless, most of the numerical works were performed by Saly, Horn, Goldflam and Wilets [Sal83, SS84, HGWS86]
with U(—¢g) = 0. Actually, the symmetry U (0) = U(—¢q) seems not to prevent the scalar field to tend to — ¢y
at infinity and this leads to some mathematical complications in the minimization. However, ¢ can be chosen as
small as we want.

This is the first rigorous proof of the existence of ground and excited states for wave functions of form
(4.1.2). The symmetry of the functions leads to the compactness properties established by Strauss [Str77] and
Lions [Lio82]. As we remark before, no result ensures that the ground state has to possess such a symmetry. So,
in Theorem 4.1.10, we prove the existence of a ground state with no assumption made on the form of the quark
wave function with the help of the concentration compactness method.

Theorem 4.1.10. Let m > 0 be fixed. Assume that U satisfies hypothesis (H1) and (H2). There is gg > 0 such
that if the coupling constant g satisfies g > gg then, there exist

(¥, ¢) € H/?(R?,CY) x H'(R3,R)
such that ¢ is a minimum of problem (4.1.5) for k; = --- = ky = 1 and

{ Hoyp + gBoyp = A
Y2 =1

where A = A} (H,) € [0,m). go depends on N, m and U.
If 0 ¢ o(Hy), then ¢ satisfies

~A¢ +U'(¢) + Ngy*Bip = 0.

Remark 4.1.11. The main problem that occurs when 0 € o(Hy) is that ¢ — AL (H,) is not necessarily Gateaux
differentiable. We will get in Corollary 4.1.20 that 0 ¢ o(Hy4) under some restrictions on the parameters of the
model. From the physical point of view, the most relevant parameters satisfy the requirements of this corollary
[FL77a, GW82].
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The bag approximation
The same method adapted to the BV setting gives us similar results for the bag approximation model.
Theorem 4.1.12. Let K € N\{0}. Assume g € (0, m). There is a constant § > 0 such that if:
a, b<d, (H3)
then, forany 1 < k; < --- < ky < K, there exists a solution
(%1, ¥, xo) € Hyjm (R, CHN x BV, 44(R%,R)

sym

of equations (4.1.3) with
i =M (Hoyq) € (0,m)

where xq is @ minimum of problem (4.1.6).

Theorem 4.1.13. Assume g € (0,m). There is a constant 6 > 0 such that if:

a, b< 3, (H3)
then, there exists a solution (¢, ..., v, xq) € H'/2(R3,C*)N x BV (R3,R) of equations (4.1.3) with A = \; =
ML(H_,) € (0,m) where g is a minimum of problem (4.1.6) for ky = - -- = ky = 1.

Remark 4.1.14. In this case, the assumption g € (0,m) ensures that 0 ¢ o(H_,,,).

4.1.4 The bag approximation model as a I'-limit of soliton bag models

The following results show the link between the soliton bag and the bag approximation models and are based
on the I'-convergence theory.
Let us consider first for € > 0 and b > 0 the following functionals:

E.(6) = { Jps (EIVOP +W(e)/e +bl¢?) dz if ¢ € H'(R®,R)
c 400 otherwise
and P(Q)+0b|Q ifg¢ BV(R3 R)
_ a + 1 ==X € s
Eo(¢) = { +00 otherwise,

. : : . _ 0
where W : R — R* is a C* function which satisfies W~1({0}) = {—1,0}, H) and a = 2 [, /W (s)ds.
Proposition 4.1.15. Assume that there are positive constants ¢ and 2 < ¢ such that:

W(t) < c(|t|? + |t]9) V.
. 2 :3(Q+2)
Then, E, I'-converges to Egin L*N L™ 2 .

This proposition is an adaptation of the result of Modica and Mortola [MM77a, MM77b] generalized by
Modica [Mod87] (see also Sternberg [Ste88] or Braides [Bra98]) for the gradient theory of phase transitions in
an unbounded setting. Its proof strongly uses the one of [Ste88].

Let us introduce for € > 0:

E.(¢) = { NAL(Hy) + E-(¢) if¢ € H'(R*R)

+00 otherwise

and _

NAL(H-yq) + Eo(—xq) if ¢ = —xq € BV(R? R)
400 otherwise.

ealo) = {
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Theorem 4.1.16. Assume that the condition of Proposition 4.1.15 is true and that g € (0,m). Then, & I'—
converges to & in L? N L3<qj2> i

Let us assume besides that there are ¢ > 0, t; < —1 < t5 < 0 such that W satisfies:
W(t) > c|t|?
forall ¢t ¢ (¢1,t2) and
le =inf{&(¢) : ¢ = —xq € BV} < Nm. “4.1.7)

Then, there is €9 > 0 such that for all 0 < £ < g¢, the problem
I =inf{&(¢): p€ H'} < Nm (4.1.8)
has a minimum ¢.. There is a subsequence such that, up to translation, we have:

Wo ¢, = W o (—xq) strictly in BV
¢e,, — (—xq) strongly in L? for p € [2, %]

I — 1,

where —yq is a minimum of the problem (4.1.7) and W : t ~ 2 f(f VW (s)ds.

The constant ¢ in the functionals can be obtained by scale change in some soliton bag functional.

Remark 4.1.17. The physicists [FL77a] actually considered potentials U in the soliton bag model of the form
U ¢ W(o)+ blel’

satisfying the conditions of Theorem 4.1.16.

Remark 4.1.18. Goldflam and Wilets [GW82] studying the dependence of the numerical solutions on the pa-
rameters exhibit behaviors of the ¢ field similar to the ones of the Modica-Mortolla problem [MM77a, MM77b,
Mod87, Ste88, Bra98]. Nevertheless, this is the first result which shows clearly the link between the two models
we studied.

Remark 4.1.19. The main difficulty here is that the problems are set in an unbounded domain. We overcome this
combining the I'-convergence theory and the concentration compactness method.

In the next corollary, we give conditions on the parameters of the soliton bag model that ensure that 0 does
not belong to o(Hy) where ¢ is a minimum of the ground state problem. Hence, ¢ satisfies the last equation of
system (4.1.1).

Corollary 4.1.20. Assume the hypothesis of Theorem 4.1.16 true. Then, there are g > 0 and for all ¢ € (0, q)
a minimizer ¢ of problem (4.1.8), a function ¢y € H'(R3, C*) which satisfy

Ho + gBoy = A a.e.in R3
oll2 =1
—eA¢+ YO 4 9bg + Ngy*Bep = 0, a.e.in R3

where A = AL (Hy) > 0.

Remark 4.1.21. From the physical point of view, the most relevant parameters for the soliton bag model satisfy
these requirements [FL77a]. Indeed, Friedberg and Lee considered a potential U composed of a two well potential
W and a mass term. The two well potential and the restriction ¢ € (0, £¢) are introduced so as to force the scalar
field ¢ to be almost a characteristic function[FL77a, GW82].
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We get a result similar to the one of Theorem 4.1.16 in the symmetric case. Let 1 < k) <--- < ky < K be
integers. We define for ¢ > 0:

Eon n(d) = { Limi Vi (Ho) + E(9) if ¢ € Hy(RR)
o oo otherwise

and
Eokr,kn (@) = Il )\ﬁf(H_XQ) + Eo(—xa) if ¢ = —xq € BV,qq(R3, R)
e +00 otherwise.

Theorem 4.1.22. Assume the condition of Proposition 4.1.15 true and that g € (0,m). Then, & g, . gy I'—

. 2 3(g+2)
converges to Eo i, . ky N LSO L1,
Let us assume besides that there are ¢ > 0, t; < —1 < t2 < 0 such that W satisfies:

W(t) > c|t]?

forall t ¢ (t1,t2) and
inf{&,x,..k(¢) : ¢ = —xa € BV;aa} < Nm.

Then, there is €9 > 0 such that for all 0 < £ < g¢, the problem
ki, ... kn) =inf{E g ky(0) : &€ HYyl < Nm (4.1.9)
has a minimum ¢.. There is a subsequence such that:

Wo ¢, — Wo (—xq) strictly in BV

®e, — (—xq) strongly in LP for p € |2, W]
(k... kn) = le(ky, ... kN)
where —y¢q is a minimum of problem:
le(k1s .. k) = Inf{& k). kn (B) : & = =X € BVraa}- (4.1.10)

4.1.5 The ML.LT. bag limit

We study in this paper the M.I.T. bag ground state problem in the spherical case, i.e. when the open set 2 is

a ball and the wave function belongs to 1, gym(Q, C*). Indeed, our main goal in this section is to give a rigorous

proof of the original derivation of the M.I.T. bag equations done by Chodos, Jaffe, Johnson, Thorn and Weisskopf
[CJJ+74] via a limit of bag approximation ground state solutions in the spherical case.
We assume in this section that a, b € RT and max{a, b} > 0.

Proposition 4.1.23. There is a minimizer R > 0 of
inf { NAjs77(B(0, R)) + aP(B(0, R)) + b|B(0, R)| : R > 0} .
Theorem 4.1.24. Let (M,,),, C (0,400) be an increasing sequence such that:

lim M, = +oc.

n—-+o0o

There are Cy, ng > 0, and for n > ng, a minimizer R,, > 0 of

I, := inf {N&(Hg(oﬂﬂ +aP(B(0,R)) +b|B(0,R)| : R > o} < Cy,
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a function v, € H, Slym(]R3, C*) satisfying:

{ HJTBL(O,Rn)w" = )‘}F(H]TBL(O,Rn))w”
||¢Tl||L2 = 17

where H} = —iae. V + B(mxq + Myxae), such that, up to a subsequence:

R, - R >0,
L, — inf {NX};;7(B(0,7)) +aP(B(0,7)) + b|B(0,r)| : 7 > 0},
Yn = UXp(o,r) in L*(R?) and in L*(B(0, R +)°U B(0, R —¢))

forall 0 < & < R/2. R comes from Proposition 4.1.23, the function ¢) € H{,..(B(0, R), C*) satisfies:

Hoyy = Ayrr(B(0,R))y on B(0, R)
—if(an)y =1 on 0B(0, R)
1%l z2Bo,R)) =1

Remark 4.1.25. Chodos, Jaffe, Johnson, Thorn and Weisskopf impose to the ground state cavity to be a ball, just
as in Theorem 4.1.24. Nevertheless, if we want to remove this restriction, some difficulties occur. We will point
out in our proof where the problems arise.

The key point of all this paper is the use of supersymmetry properties of the Dirac operator studied in the
second section. We give in the third section, some auxiliary results related to the continuity of the eigenvalues of
Hy in ¢. We prove the existence theorems for the soliton bag and the bag approximation models in the symmetric
case in the fourth section. In the fifth section, the pre-compactness, up to translation, of minimizing sequences for
the existence Theorems 4.1.10 and 4.1.13 follows from the concentration-compactness method. Supersymmetry
allows us to get rid of the problems occurring with the constraints on the sign of the eigenvalues ) of the operators
H 4 and gives the binding inequalities necessary in the concentration-compactness argument. The sixth section is
related to the proofs of Proposition 4.1.15, Theorems 4.1.16 and 4.1.22, which are based on I'-convergence and
concentration compactness method. Finally, we give the first rigorous proof of the derivation of the M.L.T. bag
equations in the last section.

4.2 Supersymmetry of the Dirac operator and spectral properties

The variational formulations (4.1.5) and (4.1.6) are not satisfactory because the definitions of the eigenvalues
MY (Hy) and K, () are not easy to handle for k& > 0, 2 an open set of R and ¢ € LP for some p > 3.
Nevertheless, the supersymmetry theory for Dirac operators with scalar potentials will allow us to overcome
these problems. We strongly use in this part the introduction to the theory of Thaller [Tha91, Chapter 5].

Definition 4.2.1. Let 7 be a non-trivial unitary involution on a Hilbert space H. A self-adjoint operator () on H
with domain D(Q) is a supercharge with respect to 7 if 7D(Q) C D(Q) and 7QQ = —Q7 on D(Q).
4.2.1 The Dirac operator with scalar potential on R?

We begin by a study of Dirac operators on L?(R3, C*) with a special type of potentials, the scalar ones. Let
¢ be in LP(R3,R) for some 3 < p < +o00. We define:

1 (IQ il

’L'IQ 12 > ) D¢ = —za’V-{—Z(?TL—f-ggf)), Dd’ = —0.V — Z(m—i—qu)
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and

0 D
i=THyT ' = ¢
Qs ’ < Dy 0 >

where we recall that Hy, = Hy+g3¢. Then, by Lemma 4.1.3, Q4 is a supercharge with respect to the involution 3
whose domain is D(Q4) = TD(H,). It can be either H'(R3, C*) in the non-symmetric case or H},,, (R3, C?)?

sym
in the symmetric case where we denote by H{, . (R?,C?) the subset of H'(R?,C?) whose functions are of the

form:
—v(r) + u(r)cost
v ( u(r)sinfe’” > ’

in the spherical coordinates (r, 6, @) of x.

Remark 4.2.2. The fact that the potential gB¢ of Hy is scalar is a key point for (04 to be a supercharge with
respect to 3.

D, is a closed operator on L*(R*, C?) with domain /" such that D} is its adjoint and vice versa. Let us
remark moreover that:
Q2 = < Dy*Dy 0 >
¢ 0  DgDg* )’

is a self-adjoint operator on L? with domain
DQ}) ={ve H :Qpp e H'},

which can be different from H? if ¢ is not regular enough.
In the following lemma, we show that under some conditions on ¢, 0 is not in the spectrum of H.

Lemma 4.2.3. Assume that ¢ € LP(R3 R) with 3 < p < 400 satisfies m + g¢ > 0, then
ker(Qg) = ker(Q4?) = ker(Dy*Dy) @ ker(DyDy*) = {0}.
Proof. Let us assume that there exists w € H'(R3, C?) such that
—io0.Vw £ i(m + gp)w.

We get that

/ (m + go)|w|dx = :l:/ (w*o.Vw)dx = :l:/ div(w*ow)dx = 0,
R3 R3 R3

hence, we have (m + g¢)|w|? = 0 almost everywhere. Moreover, we have

0= / (m 4 g¢)*|w|*dx = / lo.Vw|?dz = / |Vw|?dz.
R3 R3 R3
Thus, we have the result. O

Remark 4.2.4. Let us remark that in the bag approximation case, if we assume that g € (0, m) we get for any
xa € BV(R3,R) that m + g(—xq) > 0. So, we have that ker(H,) = {0}.

The same result is true for the soliton bag model in the symmetric case.

Lemma 4.2.5. Assume that ¢ € L>1% for £ > 0. Then, every eigenvalue of Hy is simple and 0 ¢ o'(H,).
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Proof. Let X\ € 0,(Hy), by a standard bootstrap argument, every associated eigenvector belongs to W4 for any
q > 2 and so to L°°. As we work with functions of the form:

{ v (1) = —(A+m+go(r))u(r),
W)+ 24D = (A= m - go(r))u(r)

and satisfies: Lo o

u(r) = 7z (Jy s°0(s)(A —m — go(s))ds),

v(r) =v(0) — for u(s)(A+m+ go(s))ds.
By a contraction mapping argument [BCV90], the solution is uniquely determined by v(0). So the set of the
eigenvectors of Hy of eigenvalue A is of dimension 1.

It remains to prove that 0 does not belong to o(Hg). Let us assume by contradiction that there is ¢ €
H! (R3,C*)\{0} such that Hy = 0. Then, we get that QT = 0 and

sym
o= ()

where wi,wy € HL, (R3, C?)\{0}. Thus, we have

sym
w1 0
< 0 >,<w2 ) € ker Q4
and 0 is not simple. This is impossible so 0 ¢ o (Hy). O

Let us give another lemma in the non-symmetric case which study the case where 0 € o(Hy) and ensures
that AX (H,) is well-defined for all k.

Lemma 4.2.6. Assume that ¢ € LP(R3 R) for 3 < p < +00. Then, we have
dim(ker(Dy*Dgy)) = dim(ker(DgDy*)) = dim(ker(Hy))/2 =: d/2.

Proof. We have
ker(Qg) = ker(Dy"Dy) @ ker(DyDy™).

We suppose that 0 € o(Dy*D,) then, there is

w= ( ; ) € H'(R?,C?)\{0}
such that
—0.Vw + (m + gp)w = 0.
We get

—01v + i102v — Jsu + (m + g¢)u =0
—01u — i0ou + J3v + (M + gd)v =0
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and

0
0

— 01D + 109D — D31t — (M + go)i
— 01l — 1020 + O30 — (M + gp)D

)=(%)

—o.Vo — (m+ gp)o =0

where

&

I
N
< &

Hence, we get

s0 0 € o(DgDy"). This ensures that
dim(ker(Dy*Dy)) < dim(ker(DgDy"))
A similar argument gives us the inverse inequation and the result follows. O

We are now able to write down the Foldy-Wouthuysen representation of our supercharge operator. This
allows us to give simpler expressions for the eigenvalues.

Theorem 4.2.7. Define the unitary transformations :

-1
S = (,/DyDy*) Dy = Dy\/Dy*Dy  of ker(Dy)* onto ker(Dy*)*

sgn Qg = < 2, S(;* ) of ker(Q(ﬁ)L.

and

We denote the Foldy-Wouthuysen transformation

J5(L+B(sgn Qp))  on ker(Qy)"
= V2
Urw : { 1 : on ker(Qgy).

Then, we have:

% v/ Ds*D 0
UFWQ¢UFW—5|Q¢’—< g ¢ _\/m>y

and Dy*Dy = SDyDy*S* on ker(Dy)1. Moreover, we have:

m2 = inf O’ess(D¢*D¢)

and
o(Hy) = | (=00, —m] U | {i\/Ak<D¢*D¢>} U fm -+ 00)
k>1
where
)\ﬁ_(H(ﬁ) = \/)\k(Dgﬁ*Dd,) = inf sup HD¢WHL2.
VCHl, wevV,

dim V=Fk ||w||,2=1
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The proof can be found in Thaller [Tha91, Theorem 5.5, Corollary 5.6] and we give here a sketch of proof
for the reader’s convenience.

Sketch of Proof. On ker(Q,)*, we easily get that UE‘}V =Ury = %(1 — B(sgn Q4)) and

UrwQeUpyw = B(sgn Qy)Qy = B|Qyl,

since Q4 and sgn )y commute. sgn (), commutes with Qi too so, we get that Dy* Dy = SDy"DyS. g

Remark 4.2.8. All the results of Theorem 4.2.7 are also true in the symmetric case if we replace the spaces
L*(R3,C?), HY(R3,C?),...

involved with those denoted by
L3y (R, C%), Hyyp (R, C?), ...

sym

composed of the functions of the form:

. < v(r) + u(r)cosd )

u(r)sinfe'®

where (r, 0, ¢) are the spherical coordinates of .

We give now conditions on the parameters of the soliton bag and the bag approximation models that ensures
that the operator H associated with any minimizer ¢ of (4.1.5) or (4.1.6) has enough eigenvalues in [0, m)
counted with multiplicity. The following lemmas are true both in the symmetric and in the general case.

Lemma 4.2.9. Let k£ € N\{0} and m > 0 be fixed. There exists gy > 0 such that for g > gy we have

2
0 <lsg:= inf{N/\]j_(Hd,)—i—/Rg[W?—l—U(@]dx NS F} < Nm.

go depends on N, k, m and U.

Proof.
For0 < R< R,0<e¢,letppp € CP(R3, [—m/g,0]) be a radial function such that
m+ €
\V4 oo < ——r
IVér R Lo < G — 1)

and
b () = —m/g for x € B(0,R)
RRAE = 0 for x cR3)\B(0,R).
Letwg € HL,, (R3,C?) be such that supp(wgr) C B(0, R) and ||wg||z2 = 1, where B(0, R) is the ball centered

sym
at 0 in R3 of radius R. Then, we have:

1D, wrllzs = IVwrlZo.

Now, choosing for wg, a normalized eigenfunction for the k*"-eigenvalue C}f2 > 0 of the Dirichlet laplacian on
B(0, R), we get:
> _ ok _COF
||D¢R’R/wRHL2 = CR = ﬁ'
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Thus, the energy satisfies:

Vérr|?

sy < N\//\k(D¢R w Dog R/) +/ [W;R‘ T U@r R )z
’ ’ RB

_ N\/CT{CJr dm(m+¢)? R + RR' + R? L Ar

- R 642 R — R 3 \ref

sup U(r)) R3.
re[—m/g,0]

For now, we fix R’ = (1 + \/g)R, the point which minimizes R’ %. If there exists R > 0 such
that :

N Ck m2 ™ 37T
f(R) = \]/%714-4 (36;22\/3) R+4(1+3\/§) ( sup U(T))RS

re[-m/g,0]
< Nm,

we immediately get the result. Let us fix Ry > 0 such that

Ny/Ck
Ry

< Nm.

By hypothesis (H1), U is continuous, U(0) = 0 and we have

lim sup U(r)=0.
97100 re[—m/g,0]

so that

0.

g—+o0 692 3

2 3
" 4m?2(3 +2V/3)7 0+4(1+\/§) T (
re[—m/g,0]

sup U(r)) R}
Thus, there is go > 0 such that if g > go then

inf Nm.
inf f(R) < Nm

A similar result holds for the bag approximation case.

Lemma 4.2.10. Let k£ € N\{0}. Assume that g € (0, m). There is a constant 6 > 0 such that if a, b < J then,
0 < ley = inf{NA* (H_y,) +aP(Q) +b|Q| : xo € F} < Nm.

Proof. For 0 < R, we choose xo = Xp(o,r) and wy a normalized eigenfunction for the kt'-eigenvalue C’E >0
of the Dirichlet laplacian on B(0, R). We get:

Ck
0<lexy <N Ril? + (m — )% + a4rR* + b4 /37 R,

and the result follows. O
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4.2.2 The ML.LT. bag Dirac operator

Just as in the previous case, the supersymmetry gives us a good frame to study the problem of the eigenvalues
of the M.L.T. bag Dirac operator. We set 2 = B(0, R) with R > 0,

D= —ic.V+im, DD)={we Hslym(Q, C?) : —o.nw = won IN},
D* = —ig.V —im, D(D*)={we H},(Q,C? : o.nw=wondQ},
B 4 (0 D
Q=TH,T~! = < b o
and D(Q) = D(D) & D(D*) = T'D(Hy). The following result implies Proposition 4.1.5.

Proposition 4.2.11. The operator (Hy, D(Hy)) is self-adjoint and there exists a non decreasing sequence of
eigenvalues (\,)n>1 C (m, +00) which tends to infinity such that:

O'(Ho) = { ., — Ao, *)\1} U {)\1, Ag, .. .},
D* is the adjoint of D and vice versa. We have for each n:

n Q)=M\,= inf su Dw )
arr(€2) "= Do), weg | ”LQ(Q)
dim V=£k llewll;2=1

Sketch of Proof. The proof uses the spectral theory of self-adjoint compact operators and the ideas of the proof
of Theorem 4.2.7. U

4.3 Auxiliary results

We study in this section, the dependance of the non-negative eigenvalue of Hy on the field ¢. This is an
important point in this paper that will allow us to prove lower semi-continuity properties for the functionals
involved in problems (4.1.5) and (4.1.6). To prove Proposition 4.3.3 below, we will need the two following
lemmas.

Lemma 4.3.1. Assume that (¢,,) converges to ¢, strongly in L3(R3,R). Then, we have:
| Dy, wl|%2 converges to || Dy wl|%2
locally uniformly in w € H'(R3, C?) i.e., for every R > 0:
sup{[[| Dy, (|72 — | Dgowlfe] - w € H' (R, C?), wllpn < R} — 0.
Proof. We have

I Dgwl2s = [|[Vw]2s + /Rg(m+9¢)2|UJ|2d:U —2gRe /]R3 [w*(o.Vw)g|dx. 4.3.1)

By Holder’s inequality, we get:

/RS W (0. Vw)pn] — [w*(0.Vw) o |dx

< lw*o . Vwllpszllgn = ¢oolls < llwllzsl[VeollL2lldn — Poollrs,
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< Jlwll7sll¢n — dooll s,

/ W2(6n — doo)da
R3

and

’/RS w(9h — Poc?)dz| < ||wl|Fsllon — PoollLs ([ dnllLs + [[@oolls)-

The result follows. t

Lemma 4.3.2. Let ¢ > 0. The functional w — || Dgw||7. is coercive on
{we H'(R*,C) : ||w| 2 =1}
locally uniformly in ¢ € L3 N L3¢ i.e., for every R > 0, there is a C' > 0 such that
1Dgwl[72 > [[Vwll72 — C
forw € {w € HY(R3,C?) : ||w||z2 = 1} and ¢ such that ||@|| ;s + ||} 3+e < R.
Proof. By equality (4.3.1) and Holder’s inequality, we have for w € {w € H'(R3,C?) : ||w|| 2 = 1} that

1Dgwll72 >
IVwll72 +m*  —2gllwliLe | Vwllrzllgl pa+= — 2gmllwllpzllwlizs 6]l s,

6+42¢

where p = 275

€ (2,6). The Sobolev embedding H' — LS and the interpolation inequalities give us the result.
O

Proposition 4.3.3. Let ¢ > 0. Assume that a sequence (¢,,) converges to ¢ strongly in L>N L3¢, If for k > 1,

supA¥(Dy, * Dy, ) < m?, (4.3.2)
neN

then, up to a subsequence, there exist orthonormal families :

(wh,...,w")andforalln € N, (w?,...,w) in L?(R3,C?)

o0 n

such that:

1. wi,wi e HY(R3,C?) for all n,
2. || Dg, w132 = A (Dg,* Dy, ) for all n,
3. | Dgoewicllze = X(Do " Do )

] 7 * _\2 *
4, nh—>nolo)\ (D¢n D¢n) = (D¢oo D¢oo),
5. lim w!, = W’ in H',

n—o0

foralll < <k.

This proposition is true in the symmetric case too.
Proof. We will prove this by induction on k. Let £k > 1. Assume that inequality (4.3.2) is true for k. Then, if
k > 1, we have that
sup)\k_l(D%*D%) < sup)\k(D%*D%) < m?
neN neN
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Assume that the proposition is true for k—1. We get by induction hypothesis, that there exist orthonormal families

(Wi, ..., Yandforalln e N, (w),... w1

o0 n

) in L*(R3,C?)
such that the properties 1,...,5 are true forall 1 < ¢ < k — 1. If £ = 1, these families are chosen empty. By

theorem 4.2.7 and inequality (4.3.2), there exist for all n, w* € H' such that (w), ... w¥) is orthonormal in L?
and point 2 is satisfied for all 1 < i < k. It turns out that (w¥) is a bounded sequence of H' by Lemma 4.3.2 and

Jim [ Dy, whlI72 = 1Dg w72 =0,

by Lemma 4.3.1 because (¢,,) converges to ¢oo in L3 N L37¢,
Let us denote by P*~! and P*~! the orthogonal projector on

span(w}, ..., wh 1)t
and
By :=span(wl,, ..., w1t

Then, we have by point 5 of the induction hypothesis:
lim PFtwk — PE1Gk = 0in HY,

n—o0

hence, the family (wl, ..., w?>1 wF) is free for n large enough. We also get

. k|12 k=1, k
Jim [ Dy wnllze — Do P eIz = 0.
Thus, we obtain that :
k x ek * 2
< .
A (Dgo,"Dg,.) < lim infA"(Dg, "Dy, ) < m
Therefore, there exists &% € span(wl ,...,wi 1+

Do @172 = N¥(Dy. "Dy, ),

such that ||0% |2 = 1 and

so, by the same arguments, we get:
1Dy @bl = Dy PE &K ”L2 +0(1)
= Dy, Py~ i Soll72 + o(1),
and
k * . k *
> .
AN (Dgo" Doy, ) 2 lim supA™(Dy, "D, )

Pfglwﬁ
k—1
[ Pos Wﬁlle

inf{|| Dy wl|%2 : w € span(wl, - .., wE )L 1 w2 = 1} = N (Dy * Dy, ).

oo

This gives us point 4 for all 1 < ¢ < k. Moreover, ( ) is a minimizing sequence of :

By theorem 4.2.7, we get that
N(Dg..*Dy..) = inf o(Dy.,* Dy, g, ) < m* = inf 0ess(Do. Do g, )
where Dy *Dy_ |5, 18 the operator Dy, *Dyg,, restricted to the domain

D(Dd)oo*Dd)oo) N Ep.

k—1
Thus, up to a subsequence, (M) and (w*) converge in H'! and we get points 3 and 5 for all 1 < i < k.
L2
O
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4.4 The symmetric case

4.4.1 Pre-compactness results
The soliton bag

We show now the existence of a minimizer of problem (4.1.5).
Lemmad4.4.1. Letl < ky <-... < ky < K. Assume that:

O<lsK:inf{N)\f(H¢)+/ [|v;b‘2+U(gz§)]da: ¢ € md}<Nm.
R3

Then, there exists a minimizer ¢ € H rla 4 of problem (4.1.5).

The pre-compactness of a minimizing sequence is obtained thanks to the compactness of the embeddings of
H! (R3) into LP(R3) for all p € (2,6) proven by Strauss [Str77] and generalized by Lions [Lio82]. Proof.
There exists a minimizing sequence (¢,,) C H' (R3 R) of problem (4.1.5) such that:

rad

2
sup NAX(Hy,) +/ [M + U(qﬁn)] dx < Nm,
R3

neN 2

so, by the non-negativeness of U and Theorem 4.2.7, forall i € {1,..., N} :

sup A¥(Dg, *Dy,) < m?.
neN

Because of (H2), (¢,) is a bounded sequence of H! ,(R3,R). By the compactness properties of the radial

Sobolev spaces due to Strauss [Str77] and Lions [Lio82], there exists ¢o, € Hﬁad(R‘g,R) such that, up to a
subsequence, we have:

bn — Poo weakly in H', a.a, strongly in L for 2 < p < 6.
Thus, by Proposition 4.3.3, up to another subsequence, we have:

lim \'(Dy, *Dg, ) = X' (Dg.,*Dy.,),

k—o0

foralli € {1,..., N} so,

. . v(ﬁ'IL |2
hkrgg;f ZN )\k( ¢”k + Jgs [‘ o +U(¢nk):| dx
2
= SN M (Hy.) Hlimin oo |[F55E + Ulon,)] do
2
> SN N (o) + s |75 4 U(60)]

This ensures that ¢o is @ minimum of problem (4.1.5) and that (¢, ) tends to ¢ strongly in H?. O
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The bag approximation

As in the previous part, we prove the existence of a minimizer of problem (4.1.6).

Lemma4.4.2. Letl <k < ... < ky < K. Assume that:
0 < leg = inf {NNS(H_,,,) + aP(Q) + b2 : xo € BVyaq} < Nm.
Then, there exists a minimizer xq € BV,.4q of problem (4.1.6).

The arguments are very similar to the ones of Lemma 4.4.1 and we give here only a sketch of proof to stress
the differences.
Sketch of Proof.

N
Xa € BV = Y Mi(H ) + aP(Q) + b9
i=1
is lower semi-continuous for the topology of L' thanks to the lower semicontinuity of

¢ € BV — |V¢|(R?)

in the topology of L' and Proposition 4.3.3. For the reader’s convenience, we give in the appendix the proof of
the compactness of some embeddings in the BV setting similar to the ones of Strauss [Str77] and Lions [Lio82].
The pre-compactness of a minimizing sequence follows then from Proposition 4.A.2. U

4.4.2 Euler-Lagrange equations

We get in the last section the existence of a ¢ which minimizes (4.1.5) or (4.1.6) for given 1 < k; < ... <

kn < K. Thus, Hy has at least k eigenvalues in (0, m) associated with normalized eigenvectors (1, ..., ¢n).
It remains to shows that (¢1, . .., ¥n, ¢) satisfies the Euler-Lagrange equations (4.1.1) or (4.1.3).

Lemma 4.4.3. Let1 < ky <-.- < ky < K. The functions v1, ..., N, ¢ obtained by minimization of (4.1.5)
satisfy the Euler-Lagrange equations (4.1.1) of the soliton bag model. The same is true for the bag approximation.

Proof. We give the proof only in the soliton case. For the bag approximation, the proof follows with the same
argument in the setting of set derivation (see [AFP00, Giu84, HP05] for more details). By Lemma 4.2.5, we get
that 0 ¢ o(Hy) and every eigenvalue is simple. Let A\(Hz) € (0,m) be an eigenvalue of Hy and ¢' € H! .
by Kato-Rellich theorem for the perturbation of the point spectra [RS78b, Theorem 12.8], we have two analytic
functions in a neighborhood ¢/ of 0:

t— )\(H¢+t¢/) and t — Yyyiq,

where for each t € U, A\(Hg14) is a simple eigenvalue of Hyyy and 1Pgs4 is an associated normalized
eigenvector. Thus, we have, for each ¢t € U:

AMHpt1gr) = (Vgtigr s Hpgrgr Vprter ),
S0,

d d
— AN Hpyg) = 2736(@%“@, Hy119Vprter) + 9(Wpiter s BO Vptter)

dt
d /
= A4, ¢+t¢')273€(%¢¢+t¢/, Vprte) + 9 WVgtters BO Vgtigr)
=g (¢¢+t¢>’ ) 5¢/¢¢+t¢>’)7
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because ||1)g1+¢ | 2 = 1 forall t € U. This ensures that:

N
—Ap+U'(§) + Y gt Bebi = 0,
=1

and we get Lemma 4.4.3. O

This ends the proofs of Theorems 4.1.7 and 4.1.12

4.5 The non-symmetric case

4.5.1 Pre-compactness results
The soliton case

We will now focus on the existence of a ground state solution of equations (4.1.1) in the non-symmetric case.
The concentration compactness method allows us to deal with the lack of compactness of H*(R?) thanks to the
so-called concentration-compactness inequality. Nevertheless, the classical one [Lio84a] is not valid yet. In the
following, we will introduce a different concentration-compactness inequality to overcome this problem. We
denote:

E(Gr, o, t) = N (N} (Hy,)? + (1 — N, (Hy,)?)

+/RS <‘W§12 + U(¢1)> d;v—I—/R3 <M§2’2 +U(¢z)> da,

for ¢1, o € H'(R3,R) and ¢ € [0, 1];
I(t) = inf{E(p1, o, t) : 1,00 € HY(R3,R)}.

The following lemma is related to the concentration compactness inequality.
Lemma 4.5.1. I is concave, I(0) = I(1),

I(t) < Nm, forall t € [0, 1]
and the concentration-compactness inequality

I(t) > I(1), forallt € [0,1]
is satisfied.
Proof. I is concave as an infimum of concave functions. The remaining follows noticing that:

£(0,0,t) = Nm.
0

We can now prove the existence of a minimizer of (4.1.5) thanks to the concentration compactness method
and Lemma 4.5.1.



4.5. THE NON-SYMMETRIC CASE 123

Lemma 4.5.2. Let us assume that /(1) < Nm, then every minimizing sequence (¢y,) of

Vo[

I(1) = inf{NA} (Hy) + /R3 <2 - U(qb)) dz: ¢ € H' (R3 R)}

converges in H' to a minimum of problem (4.1.5), up to translation and extraction.

Proof. Let (¢,,) be a minimizing sequence such that:

sup (NAi(H¢n) +/ (W + U(qbn)) d:c) < Nm.
R3

neN

(¢) is a bounded sequence in H'! because of (H2) and

sup A (Dg,* Dy, ) < m?.
neN

We will now apply the concentration compactness method to get the result. We follow the presentation of
Lewin [Lew10] based on [Lie83] (see also [Lio84a, Str08]). Let us assume first that the sequence vanishes, then:

¢n, — 0 strongly in L? for p € (2,6),

and Proposition 4.3.3 leads us to a contradiction. So, there exists a subsequence (ny), a sequence (z,,,) C R?
and ¢y € H'\{0} such that:

Oy (- — xp,) — ¢o weakly in H.

We define (wy,, ) a sequence of H'! such that ||wy, |2 = 1 and
1Dy, wnillzz = AL (Hg,,,)-
Up to extraction, there is wg € H! such that:
Wny, (- — Ty, ) — wo weakly in H'.
Let (Ry) be an increasing sequence of R such that lim,_, ., Ry = oo, then, up to a subsequence, there exists

(P14), (P2.1), (wi k), (wo ) C HY,

such that:
[|wny, — w1k — wokll 1 — 0,
|ony — P16 — G2kl — 0,

) wi k(. — Tn,,) = wo
¢1,k‘( - xnk) — ¢0

1.

weakly in H!, strongly in L? for p € [2,6),

3 supp(¢1 i) U supp(wi i) C B(zp,, R),
" supp(ar) U supp(wa ) C RI\B(zp, , 2Ry).
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We get:

.. |V, |?
(1) = limint N||Dy,, w12 + /R( il U6,,) ) de

o 1/2
> liminf N {||Dg, ;w1 l72 + | Dg, ywo k|72 } /
k—4o00 ’ '

2 2
ot /RB <W T U(¢1,k)> dz + /Rd (W;“ i U(qﬁz,k)) d

.. 1/2
> lim inf N {lol[F2X} (Hoo)? + (1 = [lol[F2) N (g )2}

V 2 V 2
ot /RS <|§° + U(qSo)) dz + /RB <‘¢2“ + U(gbz,k)) dz

> I(JlwolZ2)-

Since ¢y # 0, wp has to be non zero. Assume now that ||wpl|72 € (0,1). Lemma 4.5.1 ensures that :
I(t) =1I(1), forall t € [0,1].
We must have:

Hm A} (Hg,,) = A} (Hg,)-

k—+o0

If not, assume for instance that there exists a another subsequence such that:

lim AL (Hg,,) > ML (Hy,),

k—+o00

then,
I(1) = liminf & ]
(1) = lim inf £(do, Go.1 lwol72)
> liminf £(¢o, Pk, 1)
k—+o0
> 1(1).
This is impossible. The same argument leads to a contradiction with:

lm A} (Hg,,) < A} (Hg,)-

k—+o0
Thus, we get:
I(1) = lim inf NXL (Hg, )
Vo |? \Y% 2
--+/ <| %ol +U(¢0)> d:c+/ (‘ P2 +U(¢2,k)) d
R3 2 R3 2
and

k——+o0 2

2
lim inf / (’V@’k| + U(¢27k)) dx = 0.
R3

By Proposition 4.3.3, we get the contradiction:

m= lm M\ (Hg,,) =\ (Hg)-

k—+4o00
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Thus, we have ||wo||z2 = 1 and

2
lim inf / (W + U(¢27k)) da = 0.
R3

k—+o0 2

The result follows. O

The bag approximation
We follow exactly the same ideas. Let us introduce some notations:

1/2
Flxar xaat) = N (0L (Hoyg, )2 4 (1= AL (Hoyo, )?)

<o+ aP(1) + 0| | + aP(22) + b|Qa],
for xo,, xq, € BV(R3, R) and t € [0, 1];
J(t) = inf{F (xa, X0u1) : X015 X0 € BV(R?,R)}.

Lemma 4.5.3. J is concave, J(0) = J(1),

J(t) < Nm, forallt € [0, 1]
and the concentration-compactness inequality

J(t) > J(1), forall t € [0, 1]
is satisfied.

Sketch of Proof. The proof is similar to the one of Lemma 4.5.1. ]

Lemma 4.5.4. Let us assume that J(1) < Nm, then for every minimizing sequence (xq,, ) of
J(1) = inf{NAL(H_,,) +aP(Q) +b|Q| : xq € BV},
converges strongly in BV to a minimum of (4.1.6) up to translation and extraction.

Sketch of Proof. The proof is similar to the one of the soliton case. For the reader’s convenience, we give in the
appendix the straightforward adaptation of the presentation of the concentration compactness method of Lewin
[Lew10] to the BV setting. ]

4.5.2 Euler-Lagrange equations

As in the symmetric case, it remains to show that the minimizer satisfies the Euler-Lagrange equations.
Lemma 4.5.5. Let ¢ € H'(R? R) and w € H'(R?, C?) be such that ||w]|2 = 1,

10) =MDl + [ (E 4 0(0))

RS
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and || Dyw|| 2 > 0 then,
—A¢ +U'(¢) + Ngyp* B = 0,
where
«| W
¢ = (UrwT) { 0 }
is an normalized eigenvector of H, associated with the smallest positive eigenvalue A = || Dyw|| 2.

Remark 4.5.6. If || Dgw|| 2 = 0 then ¢ satisfies an Euler-Lagrange inequation.

Proof. We have:
—Ap+ U'(¢) + BIRe [w*(—iDyw)] = 0,

and
wsw) = (viw [ 5 ]) 77 (v [ 5 ])

e (09
_ %Re [ (—iDgw)]

The next lemma shows that the minimizers of (4.1.6) also satisfy Euler-Lagrange equations.

Lemma 4.5.7. Assume that g € (0,m). Let xo € BV (R R) and w € H*(R3,C?) be such that |jw| 2 = 1
and

J(1) = N[ D—yqwl[r2 + aP () + 6|0,

then,
aHq +b— Ngy*By =0, on 02

where
w
= UrwT)" { 0 }
is an normalized eigenvector of H_,, associated with the smallest positive eigenvalue A = || D_,,w]|| 2.

Sketch of Proof. We have:

N
aH +b— TgRe [w*(—iDgw)] = 0, on 0" 2.

The arguments of the proof of the previous lemma give the result. g

This ends the proofs of theorems 4.1.10 and 4.1.13.
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4.6 Gamma convergence results

We give here the proof of Proposition 4.1.15 based on [Mod87, Bra98, Bra06, Ste88]: Proof. Let (¢,) be a
decreasing sequence converging to 0 and (¢,,) be such that:

lim ¢, =¢ inLPforallp e [2, 32

n—-+oo

lim E. (¢n) existsand is finite.
n—+0o00

Up to extraction, we can assume that (¢,,) tends to ¢ almost everywhere. (¢,) C H'! is a bounded sequence in
L? and

liminf [ W(¢y)dx = W(¢)dx = 0.
n—+00 Jp3 R3
So, there exists a subset € of R® such that ¢ = —xq and || = [|¢[|3. < +o0. Moreover, we have for all n by

Cauchy-Schwarz inequality:

[, GulV6uP 4 W6 ) do = [ 2190 /WTG,1de = V0V 0 6,)I(E),

where W(t) = 2 fot VW (s)ds and |Vw|(.A) denotes the variation of w € L' on the Borel set A. Since, there is
C > 0 such that: »
W(t) < C(t + 1) o,

(W o ¢y,) is bounded in BV, converges to W o ¢ in LP for all p € [1,3/2]. Thus, we get:

Wo¢=axq € BV, ¢ = —xq € BV,
Eggg’v(w ° ¢n)|(R?) > [V(W 0 ¢)|(R?) = aP(Q2),

SO,
. . >
lim inf E, (én) > Eo(9)

and
(0 —timinf £.) (¢) > Eo(@).

It remains to construct recovering sequences. For R > 0 and every Q) CC B(0, R) such that x5 € BV, Sternberg
[Ste88] constructs a sequence (¢.) C Hg(B(0, R)) such that:

(¢) converges to — xg in L'(B(0, R)),
|pc|| e < 1foralle > 0, )
111;1_?(1)1[) Js00.) (e|Vo=* + W(¢e)/e) d = aP(L).

thus,
<F — lim sup E€> (—XQ) < Eo(—XQ)-

e—0

For every xq € BV, we have

(XonB(o,r))R>0 C BV tendsto xgqin LP forall p € [1,+00),
(IVxanB(0,r) |(R?)) tends to |[Vxq|(R?),
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SO,

li Eo(— = FEy(— .
R_1>I£OO 0( XQmB(o,R)) 0( XQ)

Since the I'—limit-sup is lower semi-continuous, we obtain:

(I‘ — lim sup EE) (—xq) < liminf (I‘ — lim sup Eg(—XQﬂB(QR)))

e—0 R—+o00 e—0
< liminf Fy(—
< ]%13}:;0 0( XmB(o,R))
< Eo(—xq)-
O
The following lemmas are part of the proof of Theorem 4.1.16. We introduce for ¢ > 0:
w
Z. = {¢ € L*(R*R) N L7 (R%,R) : 9) = Ny,
R3 g
Ge(o) = ‘VWO¢‘(R3)+I’H¢H%2 ifp e Z,
€ +00 otherwise,
and fort € [0,1],¢1 € {—xq € BV}, ¢2 € Z,
1/2
Fe(dr, ¢2,1) = N {t\L (Hy)? + (1 — DAL (Hpy)2} % + Eo(61) + Gel(62)
Je(t) = inf{Fe(d1, P2, t) : ¢1 € {—xa € BV}, ¢2 € Z.}
Lemma 4.6.1. We have for all £ > 0, that .J. is concave, continuous and
0<J(t) < Nm 4.6.1)

for all t € [0, 1]. There exists a concave function Jy such that (.J;) tends to .Jy pointwise in [0, 1] as ¢ tends to 0
and

0 < Jo(0) < Jo(t),
forall t € [0,1].
Proof. The same argument as in Lemma 4.5.1 gives us inequality (4.6.1). J. is concave and continuous as an
infimum of concave and continuous functions. (.J;) is a non-increasing sequence since (Z.) is non-decreasing

sequence of sets. Hence, (J.) converges point-wise to a concave function Jy in [0, 1] as € tends to 0. The
remaining follows immediately. O

The core of the proof of Theorem 4.1.16 is given by the following lemma. We use here the concentration
compactness method and the I'-convergence theory.

Lemma 4.6.2. We have:
Jo(0) = Jo(1).
If Jp(0) < Nm and for all n, there is ¢,, € 2., such that:

lim NAL(Hy,) + Ge, (¢n) = Jo(0),

n—-+4o0o

where (£,,) is a sequence which tends to 0, then, up to a subsequence, up to translation,

{ Wo ¢, — W o (—xq) strictly in BV

$n — —xo strongly in L7 for p € [2, X42)]

where yq € BV.
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Proof. 1f Jy(0) = Nm, then, Jy(0) = Jo(1) by Lemma 4.6.1. Thus, we can assume that Jy(0) < Nm. Let
on € Z, be such that:

Him N, (Hp,) + Ge,(¢n) = Jo(0).

n—-+4o0o

We can assume that:

sup NAL(Hy,) + Ge, (¢n) < Nm.

As in the proof of 4.1.15, (¢,,) is uniformly bounded in L? and

sup [VW o ¢,,|(R?) < Nm.

By Sobolev embedding, (W o ¢,,) is a bounded sequence of L3/2. Since there is a positive constant ¢ > 0 such
that:
W(t) = clt] =,

for all ¢, (¢y,) is bounded in L and by the interpolation inequalities in L for all p € |2, W]. We get that

(W o ¢,,) is uniformly bounded in BV.

Let us assume now that this sequence vanishes. Then, (W o ¢,,) tends to 0 in L? for all p € (1,3/2), so (¢n)

tends to 0 in LP for all p € (2, W). Proposition 4.3.3 contradicts

J()(O) < Nm.

Thus, up to a subsequence, there exist (x,,) C R3 and W € BV\{0} such that (W o ¢,,(. — x,)) tends to W in
Lllo .- Since for all n, ¢,, belongs to 2. , there exists xq such that (¢,,( . —x,)) tends to —xq almost everywhere,
up to another subsequence and W=Wo (—xq) = —axq € BV.

For all n, there exists moreover w,, € H" such that ||w,||;2 = 1 and

1Dy, —apywnllze = AL (Hy,).

By Lemma 4.3.2, (w;,) is uniformly bounded in H'. Up to a subsequence, (wy,) tends to w € H' in H' weakly.
Let 0 < Ry be a sequence such that (Ry,) tends to +o00. Then, by concentration compactness, there exist:
(win), (wo,n) C HY,

such that, up to a subsequence,

ln = win = wanllm =0,

w1, — w weakly in H!, strongly in LP for p € [2,6),
S’U‘pp(wl,n) C B(Oa Rn)v

supp(wa ) C R3\B(0,2R,,)

and

{ XB(0,R,) W0 dn(. —xn)) tendsto Wo (—xo)in LP if 1 <p < 3/2, (4.62)

fRn<‘x|<2Rn(|W o n(. —xp)|+|VWod,(. —xp,)|)dx tends to 0.

We localize now the ¢ field. Let us define for all n

P10 = QSTLXB(%,%)’ P2.n = anXB(xm%)c € Z,.
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Then, following the same notation of theorem 3.84 of [AFP00], we have that ¢; ,, belongs to BV(RS, R) for
i€ {1,2} and

W o 1,8 = (VW ol (Blan 250 )+ [ oves,ytias
0

B(xn, 31;”

3R, ., )
W 0 do.nl (RP) = [VW o 6] (B(:cn, 3, ) +f (W o 60)"ds.
2 OB(wn,38n)

Theorem 3.86 of [AFP00] ensures moreover that there exists a constant ¢ > 0 such that for all w € BV (A) :

[t < e (Jullg + [Vul().
9B(0,3)

’2

where A = B(0,2)\B(0,1). By a rescaling argument, we get that for all R > 1, for all w € BV (Ag) :

/83 i lwt|ds <e (lwll 1 ap)/ R+ [Vw|(AR))
(07 2 )
< c(lwlprap + IVwi(Ag)) ,

where Ap = B(0,2R)\B(0, R).
We obtain thanks to equations (4.6.2):

Jo(0) = lim N[|Dg, (., wnllr2 + G, (én)

n—-+00
o 1/2
2 tming N {10y, ey + Do eyl oges
+G€n (¢1,?’L) + GEn (¢2,TL)
> limnt N {2\ (o) + (1= [l 220N (Hos )2}

+E0(_XQ) + Gen(¢2,n>
> Jo(||lwl|72)-

1/2

This imposes ||w||;2 > 0, otherwise, Jo(0) > ¢ + Jo(0) with ¢ > 0. If ||w]|z2 € (0,1), then we have by
Lemma 4.6.1:
Jo(t) = Jo(0),

forall t € [0,1]. As in the proof of Lemma 4.5.2, we have:

lim A\ (Hy,,) =N (H )

n—-+o0o

and we must have:
liminf G, (¢2,,) =0,

n—-+o00

so, we get the contradiction:
. 1 1
lim AL (Hg,,)=m= A (H_y,) <m.

n—+oo

Thus, we obtain that ||w||;2 = 1 and

liminf G, (¢2,,) =0,

n—-+o0o
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so that,

3(g+2)

Wo [pn(. —xn)] = W o (—xgq) strictly in BV
¢n( . — ) = —xq strongly in LP for p € [2, =L=]

and
Jo(0) = Jo(1) = NXY(H-yq) + Eo(—xa)-

O

Let us write the proof of Theorem 4.1.16 which follows from Proposition 4.1.15 and the previous lemmas.
Proof. The first part of the theorem follows from Proposition 4.3.3 and the fact that the I'-convergence remains
true if we add continuous functions.

We assume next that:

J()(l) < Nm.

Lemma 4.5.4 ensures that there exists —xqo € BV such that:
NXL(H_yg) + Bo(—xa) = Jo(1).

By Proposition 4.1.15, there is a sequence (¢.) C H' such that:

limsup E.(¢:) < Eo(—xq),

e—0
3(q+2)

e — —xq, in L2NL 1 .

Thus, we get:
limsup /£ < limsup NAL (Hy,) + E-(¢) < Jo(1) < Nm.

e—0 e—0

There exists g > 0 such that for all 0 < € < &g,

l; < Nm,
and by Lemma 4.5.2, there is ¢ € H' such that:
E(¢e) =15
We have:
Jo(1) > limsup I,
e—0
> limsup N)\-lf—(H%) + Ge(92),
e—0
> Timsup J.(0) = Jo(1),
e—0
and Lemma 4.6.2 concludes the proof. (|

The proof of Corollary 4.1.20 follows immediately from Theorem 4.1.16 and Proposition 4.3.3. We write
now the proof of Theorem 4.1.22. Proof. Just as in the proof of Theorem 4.1.16, the I'— convergence follows
from Proposition 4.3.3 and

limsup £ (k1,...,kxy) <limsup I{(K,...,K) <Il.(K,...,K) < Nm.

e—0 e—0 o
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Lemma 4.5.2 ensures that there exists eg > 0 such that for all 0 < € < g, problem (4.1.9) has a minimum
¢: € BVyqq. We get that (W o ¢.) is bounded in BV and (¢.) in L?. So by Proposition 4.A.2, there exists a
subsequence (€,,) and ¢ = —xqo € BV such that:

W o ¢, — W o ¢ strongly in LP for all p € (1,3/2) and a.a,
¢n, — ¢ strongly in LP for all p € (2, (q;—2) ).

By Proposition 4.3.3, we have

liminf &, k.. ky (9n)
N ki S
>SN Mi(Hy) +lrg+lrolean(¢n)
> 50,k1,...,k1v (¢)

Thus, we get the conclusion of the theorem.

4.7 The ML.LT. bag limit
We give here the proofs of Theorem 4.1.24 and Proposition 4.1.23.
Lemma 4.7.1. Let Yo € BV (R3,R) and 0 < m < M. We have for w € H'(R3, C?):
| = 0.Vw + (mxa + Mxae )wl|72ms) =

lo-Vwl[f2 sy + m?wlfaq) + M ||wlfaige) + (M —m) /89 w*(o.n)wdz

There is C' > 0 such that:

Ol = o.Vw + (mxa + Mxae)wll72gs) >

7||VWHL2 r3) T WllZ2 () + MwlZzqe) + 0. VwllZ2q)

C depends neither on €2 nor on w.
Proof. Let c1,co > 0, we have:
I =109+ cxsllan) = Vol + Bl
—c169 faQ w*(o.n)wdz.
So, we get:
2| = o.Vw + (mxa + Mxac)w| 72 g

2Mm m?

> IVwlia@s) + M@l ) + 2Mmlwliz g + 0. Vel g
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Lemma 4.7.2. For any C' > 0, there exists a constant ¢y > 0 such that if w belongs to
satisfies:
c = ﬁHVWH%%RS) + MHW||%2(B + o VWHLZ B(0,R)) =+ HWHLQ(B(O R))’

for M > m and R > 0, then,
[wllz3®s) < co.

co does not depend on M, R or w.

Proof. Letw € H}, (R3, C?),

sym

o) =) (g ) +ut) (o )

where (1, 0, ¢) are the spherical coordinates of x. We have:

: 2fufr) 1
Vel ooy = 4 [ |10+ 25 o 2ar

and ; )
R 2u(r
’U‘vw’%Q(B(O,R)):47T/ [U/(T)Jr (r) + W' (r)[?| r2dr.
0 r
Since,
R
2
/ |U,(S)—|— u<3>|252d5
0 s
R
—/ Uu’(s)\zsz+4]u(s)\2+4u(s)u'(s)s] ds
R
:/ (e (3)%5 + 4lu(s)[? — 2Ju(s)[?] ds + 2Ru(R)[?
0
R
Z/ [|u/(s)|252+2|u(3)|2] ds
we get:

lo-Vwll2s0.r) = 1V 22(80.R))-

Let us remark that this inequality is wrong when the domain is an annulus and u(r) = 1/r2.
Hence, we obtain:

f B(0,R) |V‘w| |dz < ||o. VWHL2(B(OR ) + ||WHL2 B(O,R)) = <C

and
fB(O,R)C ‘V|W’2|dx < ”VWH B(0,R)°) + MHWHLz(B(o R)°) <C

By Sobolev injection, we get the result.

sym(
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R3,C?) and

O

We are now able to give the proof of Theorem 4.1.24. Proof. Lemma 4.2.10 and the arguments of the proof

of Theorem 4.1.12 ensure that there exist Cyy, ng > 0, for n > ng, a radius R,, > 0 minimizing

inf {NAL( Bo.m) +aP(B(O,R) +b|B(0,R)|: R > 0} ,
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a function
1
va(r) ( 0 ) 1 3 ~d
wn(x) = ' cos 6 = ]{sym(]R ,C )
) ( sin fe’¥ >
satisfying:

{ Hy B(0 Rn)w = AL(HE(O,R)W"
H%HL2 =1
where H} = —ia. V + S(mxa + Mpxae) and

Ny (HB o p,y) + aP(B(0, Ry)) + b|B(0, R)| < Co.
(Ry,) is bounded, so there exists a subsequence (ny) and R > 0 such that

R,, — R.

We claim that R > 0. Indeed, there is for all n, a function w,, € H., (R3,C*) such that:

sym

{ | —o.Vw, + (mXB(O,Rn) + MXB(O,RH)CWnHiz(Rs) A (Hn(o Rn))2
lwnllr2 = 1.

Lemmas 4.7.1 and 4.7.2 ensure that (w,, ) is a bounded sequence in L3(R?), such that:

lwni ll22(B(0,RAy )e) = O

so, R has to be positif.
We denote )\, := )‘1+(H1791(0 R)). (An) is a bounded sequence of (m, +00) so, up to a subsequence, we can
assume that it converges to A € [m, +00). (uy, vy) satisfies

ul, (r) + L’;(T) =—(m
vy (1) =—(m+
forr € (0, R) and

lnllL2(B0,R)e) < ﬁ

We get:
{ r2ul (r) + 2rul, (r) — ( 2(m? — X2) + 2)up(r) =0
201 (r) + 21l (1) — r2(m2 — A2)v,(r) =0.

So, u,, and v,, are spherical Bessel functions on (0, R,,), they have to be of the first kind to belong to L?. Thus,

(tp, vy is proportional to
sin(y/Ag—m2r) COS(\/W’F)

ro— (\/)\%—m27’)2 \/}\%—’VTLQT
A2 +m?2 sin(y/A2—m?2r)
An—m? \/)\%—’VTLQT
n (0, R,). We also get that (u,, vy,) is proportional to
144/ M2—X2r
— X _nepp(—/ M2 — N2r
v | ATV )
M2+)2 exp(—+/MZ—N2r)
ME=Xe \/M2—X2r




4.7. THEM.I'T. BAG LIMIT 135

on [R,,, +00), so,
un(Ry)
vn(Ry)

We finally get that (uy,, v,,) converges uniformly to a function (u, v) on

[0,400)\(R—¢, R+ ¢)

— 1.

for any € > 0 where

r

v'(r) = —(m+ \)u(r)
on (0, R], u(r) = v(r) = 0 on (R, +00) and
u(R) = lim u(r) = lim v(r) = v(R).

r—R~ r—R~

{ u’(r)+2“—(r) =—(m— Nuv(r)

It remains to prove that A = A}, .(B(0, R)). Let R > 0 be the radius of the ball B(0, R) that minimizes
inf { NA\};;7(B(0,7)) + aP(B(0,7)) + b|B(0,7)| : 7> 0},

andw € HL

sym

(B(0, R), C?) be an normalized function satisfying

M (B(0, R)) = || Dw)|| 12

B cos(f) — 1
wiz) =c < sin(0)e' )
where (1, 0, ¢) are the spherical coordinates of |z| = R. We set

wn () = ¢y ¢ ( Zji(z)gwl > exp(—Mp(r — R)) forx € B(0,R)°

w(z) forz € B(0,R)

and

where w,, is normalized by c,,. We get:
H — O'an + annH%Q(B(O,R)C) -0

and the result follows. U

Let us now prove Proposition 4.1.23. Proof. Let R be a fixed positive constant. We recall that

Mrrr(B(0, R)) = inf{ || Dwllz2(5(0,r)) : @ € Hiypn(B(0,R),C?), [[wllz2(p0.r)) = 1}-
Letw € H}  (B(0,R),C?). We get that:

sym
HDWH%Q(B(O,R)) = HU'VWH%Q(B(O,R)) +m?+ mHWH%Q(aB(O,R))
A scaling argument shows that R — A}, .(B(0, R)) is a convex decreasing function such that

i L B =
R_I)TOO/\MIT( (0,R)) =m,

lim A\ (B = )
R{nm)‘MIT( (0, R)) = +o0

We get that R — NAL,;+(B(0,R)) + aP(B(0, R)) + b|B(0, R)| is a strictly convex and coercive function.
Hence, the minimum exists and is unique. (|
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Appendices

4.A A compactness result for bounded variation functions with symmetry
Whereas the embedding of H'(R") in LP(R") for N > 2 and p € 2, %] is not compact, Strauss [Str77]
showed that the restrictions of these embeddings to radial functions are compact for p € (2, ]\2,—]_V2) This result
has been generalized by Lions [Lio82] to other Sobolev spaces.
The adaptation of the proofs of Lions to the BV setting is straightforward and is given here for the reader’s
convenience. We denote by BV;.q(R™) the subset of BV (RY) of radial functions where N € N\{0}. The
following lemma gives a control of the decay at infinity of the radial BV functions.

Lemma 4.A.1. Let N > 1, u € BV,4q(R"), then we have:
lu(z)] < {|Vu](RN)|x]*(N*1)} aa xRV,

Proof. For all u € BV,.q(RY), there exists a sequence (u,) C BV,qq(RY) N D(RY) such that u,, converges
strictly in BV and almost everywhere to u (see for instance [Bra98, AFP00]). So, we just have to show the
lemma for u € BV,qq(RY) N D(RY). We denote u(x) = u(r), and we have:

d _ w du N _
%(TN ul) = m%TN U Jul (V= 1)rN 2,

and
+oo d
rN-l\u|:—/ (sN—1|uy)g/ Vuldz.
r dT RN

0

Sickel, Skrzypczak and Vybiral [SSV12] studied the properties of radial functions of Besov, Lizorkin-Triebel
and BV spaces, generalizing the estimates of this type given by Lions and Strauss. The proof of these inequalities
is the first step to get the compactness of the embedding of the following proposition.

Proposition 4.A.2. Let N > 1 and denote 1* = N/(N — 1), then the restriction to BV} ..q(R") of the embedding
BV (RYN) «— LP(RV) is compact if p € (1,1%).

Proof. Let (u,,) be a bounded sequence in BV,qq(RY). Up to extraction, there exists a function u belonging to

BV,qa(RY) such that (u,,) tends to w in L for p € (1,1*). Moreover, for R > 0, we have:

loc
-1 —(N— —
lun =l Lo (gap>my) < (IVU[(RY) + [Fun | (RY)) [[u = | ey R~ D@D,

by Lemma 4.A.1. The result follows immediately. (|

4.B The locally compact case of the concentration compactness method in the
BV setting

A general version of the concentration compactness method can be found in the papers of Lions (see for
instance [Lio84a]) or the book of Struwe [StrO8]. Nevertheless, in this paper, we just need the concentration
compactness in a simpler setting: we study bounded sequences of functions in BV, so that, the loss of compact-
ness can just come from the action of the group of translations. Thus, for the reader’s convenience, we give in
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this part, a straightforward adaptation to BV of the presentation of Lewin [Lew10] based on the papers of Lions
[Lio84a] and Lieb [Lie83].

The concentraction compactness method has already been used in the BV setting, for instance, by Fusco
[FMPO7] for Sobolev inequalities in BV and by Bucur and Giacomini [BG10] for the isoperimetric inequality
for the Robin eigenvalue problem. But, they both used the arguments of Lions and Struwe.

Let N > 2. We begin by defining the highest mass that the limit of translated subsequence can have.

Definition 4.B.1. Let (u,) be a bounded sequence in BV (R”), we denote:

m(uy) = sup {/]RN luldz : 3(xn,) € RN up, (. —xp,) = u € BV(RY)in L}, } .

The following lemma is related to the vanishing of a sequence.

Lemma 4.B.2. Let (u,,) be a bounded sequence in BV (RY), we have equivalence between the following points:
1. m(u,) =0,
2. forall R >0, lim sup fB ) [un] =0

n——+0oo zeR
3. uy — 0 strongly in LP for p € (1,1%),
where 1* = N/(N —1).

Proof. Let us assume that (1) is true. Let R > 0 and (z,,) C R" be such that:

/ |un|dz > sup / |up|dx — 1/n.
B(:En,R) zeRN B(va)

(un( . — x,)) is still a bounded sequence in BV (RY). Since m(u,(. — x,)) = 0, we get that (u,( . — x,))
converges to 0 in Lllo . and (2) follows.
Let us assume (3). Let (z,,, ) C RY be such that

Un, (. —xp,) —u € BV(RY)in L}, and a.a.
‘We have:

g (- = Zn )l Lo @yy = lltng |l oy — 0,

forall p € (1,1%). We immediately get that u = 0.
Let (2) be true. We denote R = U,cpnC; with O, = vazl[zi, zi +1). For 1 < p < 1*, we have:

(1-6
[ e = 5 [ bt < 3l 0,

z€ZN zeZN
with 1/p = 0 + (1 — 0)/p*. We choose p such that (1 — 0)p = 1, thatisp = (N + 1)/N € (1,1*), and we get:
P<Cs % :
[l < S ol v
So (uy,) tends to 0 in LP and by interpolation inequality in L9 forall 1 < ¢ < 1*. O
When vanishing does not occur, the sequence can converge up to translation and extraction or split into two

parts. Lions used the word dichotomy to describe this [Lio84a]. This situation is described in the following
proposition.
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Proposition 4.B.3. Let (u,,) be a bounded sequence in BV (RY), (Ry,) and (R},) be two sequences such that for
allk,0 < R, < Rj, and
u, = u € BV(RY) inL},
{ R — +4o0.

Then, there exists a subsequence (uy, ) such that the following properties are true:
L. (un,XB(0,R,)) tends to win LPif 1 < p < 17,
2. ka<|x|<R2 |Un, |dz + |V, | (B(0, R;,)\B(0, Ry)) tends to 0,

where X p(0,r,) iS the characteristic function of the ball B(0, Ry).

Proof. Let us introduce two Levy’s concentration functions:
Qn(R) := / |un|dz and K, (R) := |Vu,|(B(0, R)).
B(0,Ry,)

These are non-decreasing positive functions such that for all R > 0 and n:
@Qn(R) + Kn(R) < [lun| gy @~y < C.

We get for all R:

Qi) = [ Julds = Q(R)

B(0,R)
and up to extraction, there exists K € BV (0, +0o0) such that:
K,(R) —» K(R).

We denote | := limg ., K(R). There exists a subsequence (ny) such that:

|Qny (Ri) — Q(Ri)| +]Qn, (R}) — Q(Ry)| + ...
+ Ky, (Br) — K(Rp)| + |Kn, (R),) — K(R))| < 1/k.

/ |unk\dx—/ |u|dz
B(0,Ry) RN

and the theorem of the missing term in the Fatou lemma (see [LLO1]) ensures that (un, X B(0,r,)) tends to u in
L'. This remains true in L? for 1 < p < 1* by interpolation. Moreover, we have:

Jre<iaj<ry Ntnilde = Qny (Ry) — Qny (Rr) < 1/k + |Q(Ry) — Q(RL),
[V, [({Ri, < 2| < Ri}) = Kn, (R},) — Ky (Ri) < 1/k + |K(Ry) — K(R))],

We get:

= 1Qu (R — Q) < 1k [

|z|> Ry,

so that the second point is also true. O
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Troisiéme partie

Le modele du sac du MIT
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Chapitre 5

Preuve du théoreme 1.3.2

Dans ce chapitre, nous étudions 1’opérateur de Dirac dans le sac (H{}, D(H{?)) introduit dans le modele du
sac du MIT [CJJ*74, CJIT74, Cho75, Joh75]. Nous rappelons que Hé%/} = Hy pour tout ¢ € D(ng) ou

D(HS) = {yp € HY(Q,CY) : —iB(a.n)y = ) on dQ},
Hy ’opérateur de Dirac libre de masse m > 0 et £ est un ouvert borné, non vide et de classe C? de R3.

Nous démontrons les propriétés de cet opérateur grice a la théorie des opérateurs de Dirac supersymétriques
[Tha91, Chapitre 5] présentée dans le cas particulier des opérateurs de Dirac avec potentiel scalaire dans la partie
1.2.4. En particulier, nous obtenons que ng est auto-adjoint et que son spectre est symétrique par rapport a 0.
Nous donnons aussi une caractérisation de ses valeurs propres.

5.1 L’opérateur de Dirac dans le sac
Définition 5.1.1. Soient (D4, D(D4)) et (Q,D(Q)) les opérateurs définis par

Diu:= —ioc.Vu £ imu

pour tout u € D(Dy) := {u € HY(Q,C?) : o.nu = Fu sur 9N} et

B 4 (0 D_
Q := TH,T _<D+ 0

p_ L (I il
v \ib L )

de domaine D(Q) = TD(H§}) ou

Remarque 5.1.2. On a

ainsi, D et H§! sont des opérateurs densément définis sur L2(£2, C?).
Si cela n’est pas nécessaire a la compréhension, nous ne préciserons pas 1I’ensemble §2.

Remarque 5.1.3. On a

3
T(—if(an)T! = =i (THapT*)ny, = ( _g'“ 0 > .

a.n
k=1

142
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Or, si —iff(a.n)yp = 1) sur 012, alors on a
T(=if(an))T~H(TY) = (T4)
donc D(Q) = D(D4) @ D(D-).
Le résultat suivant implique le théoreme 1.3.2.

Théoreme 5.1.4. (D, D(D.)) est I'adjoint de (D_,D(D_)) et vice et versa. (H§}, D(H{)) et (Q,D(Q)) sont
auto-adjoints sur L (2, C*) et unitairement équivalents a

VAT 2 0
< 0 —VTW)

ot D_Dy = —A + m? est un opérateur auto-adjoint de L*(2, C?) de domaine
D(D_D;)={ueD(Dy): DyueD(D_)}.
Le spectre de Hél est discret et il existe une suite (\¥)j~ croissante et non bornée de (0, +00) telle que
o(HS) = {£XF . ke N\{0}}
définie par

He 1/2

Ne = inf sup (m2—|— Vul|? +/ m—+ — u2ds>

pomb, s [Vull2q) 69( 5 )l
dimV=k ||u] ;2 =1

ou Hg est la courbure moyenne signée de O5).

5.2 Preuve du théoreme 5.1.4

5.2.1 Etude préliminaire
Dans les lemmes suivants, nous étudions les opérateurs D..

Lemme 5.2.1. Pour tout uw € D(Dy), ona
D5l = ol +m [ fuds+m?ulfe
et ’application

bi: D(Di)Q — C
(w1, w2) +—— (Drwi, Dxw2)r2(q)

est un produit scalaire sur D(D.).

Démonstration. Soitu € D(D4).On a
HDﬂ:uH%%Q) = HU-VUH%%Q) + m2HuH%2(Q) F m(oVu,u)r20) F m(u, 0.Vu) g
= oSl + Pl T [ (] s
= lo:Vulfa) +m*lulla +m [ fuPds

(', )r2() estle produit scalaire de L2(9,C?) et { | ) est le produit scalaire canonique de C. O
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Lemme 5.2.2. Soit w € D(Dy.). Alors, on a

Ho

lo-Vull3>q) = I Vul32q) + " 7|uy2ds. (5.2.1)

Ona

(Diu,v)r2() = (u, D-v)12(0)
pour tous u € D(D) etv e D(D_).
Exemple. Si 2 est une boule de rayon R > 0, alors Hq(x) = 2/R pour tout x € 0.
Démonstration. Soit u € D(D). On a pour tout x €
lo.Vul|? = |[Vul? + Z (0j05u | ok0kw)
7k

|VU|2 +1 Z Ejkl <8]u | Ulaku>
j7k7l

car 00, = i€jk0; Ol €5 est le symbole de Levi-Civita. On pose pour j € {1,2,3}
X]’ = ZZ Ejkl <’LL | O’laku>
k.l

alors,

V.X = izgjkl <8Ju ‘ aﬁw) +1 Z Ejkl <u ‘ 018,37ju> = izgjkl (8]u ‘ O'laku> .
7.k, .kl 7.kl

/QV.X = i/aQZejklnj <O’lu|aku>

j7k7l

Par la formule de Green, on a

otl n = (ny,n2,n3) est la normale extérieure a 2. Soient n’ et n”” deux vecteurs de R? tels que (n,n’,n”) soit
une base orthonormée directe. Nous notons L et Ly les formes linéaires de C2 définies par

Li:uw (uler), Ly:uw— (ules),

et nous définissons les matrices

ni Llalu Llalu iy Lgalu L20'1U n'l nlll ni
Ay:i=| ny Lidou Liogu |, A2:=| ng Ladou Looou | et B:= | nf nf no
ns Llagu L10'3u ns Lgagu L20'3u ng ng ns

Comme le déterminant de B est 1 par hypothese, on a

Zsjkmj (o1u| Opu) = det(Ay) + det(Ag) = det(BT Ay) + det(BT Ay),
Jiksl
or, -
0 Li0yu Lion'u 0 LoOyu Loon'u
B'Ai=[ 0 Lidyu Lionu | etBTAy= | 0 Lydpu Lagonu |,

1 * * 1 * *



5.2. PREUVE DU THEOREME 5.1.4

donc
/ V.X = z/ <a.n"u ‘ 8n/u> — <a.n’u ! 8nuu>.
Q a0
Nous utilisons maintenant I’hypothése o.nu = 4w sur le bord de 2. On a
<a.n"u } 8n/u> =+ <U.n"a.nu ‘ 8n/u> =+ <ia.(n" X n)u ‘ 8n/u>
=Fi <o.n’u } 8n/u> ,
<a.n/u ‘ 8nuu> =+ <a.n’a.nu ‘ 8n//u> =4+ <ia.(n’ X n)u ‘ 8nuu>
==+i <U.n”u ‘ 8n11u> ,
donc,

/ VX = :l:/ <a.n’u | 8n1u> + <a.n"u | 8n//u>.
Q 90

En outre, on a sur 952
Ot = £0p0.nu = £(0.0n)u £ 0.n(0yu)

donc
{o.n'u | Opu) = £ (on'u ’ (0.0pn)u) £ (u ’ (o.n')(0.n)dpu)
=+ (onu ’ (0.0pn)u) F (u ’ (o.n)(o.n)Opu)
=+ (o.nu ’ (0.0pn)u) — (u ’ (o.n)dpru)
1,
= i§ (o.n'u| (0.0ym)u)
et

{o.n"u| Opru) = :l:% (o.n'u| (0.0m)u).

Ainsi, on obtient

]‘ !/ 1
/QV.X =3 /89 (u| (o) (0.0pn)u) + (u| (o.n")(0.0pm)u) .

Remarquons que pour x € 952
Sy T,00 — R3
v —  Oyn(x)
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est I’application de forme de la surface orientée 0€2. C’est un opérateur symétrique de 7,012 donc diagonalisable
dans une base orthonormée. A chaque point z € 9€, il existe une base orthonormée (n,n’,n”) et deux réels

N, XN tels que S,n' = Nn' et S;n” = N'n’ ainsi

/ VX = —% N {u ’ (o.n')(o.n)u) + N (u| (o.n")(o.n")u)
Q o0

!/ "
-, (5

Ho
lo-VulZ2i) = VU720 +/ 7|U|2d5-
00

On a enfin pour tous u € D(D4 ) etv € D(D-)

et

(Dyu,v)2(0) = (u, D-v)2(0) = 2/

m(u\a.nv):—i/m(u\v):i/m<u]v>:0.
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Lemme 5.2.3. D(D.) muni de by est un espace de Hilbert et les opérateurs D sont fermés.

Démonstration. On a montré dans le lemme 5.2.1 que by est un produit scalaire. Soit (u,,) une suite de Cauchy
dans D(D4) pour by. D’apres le lemme 5.2.1, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que

2y — | 220 + m /d = s oV, = )y <

pour tout p, ¢ > N. Ainsi, on a

'/ Haolup — uq\QdS‘ < Ms,
a9 m
donc, d’apres le lemme 5.2.2,
1
IV, — v“q”%Q(Q) <o Vu, — U-v“q”%Q(Q) + / |Hallup — uql*ds
2 Jo

||7lﬂ||L°°

et (up) converge dans H! vers u € H'(Q, C?). Ceci nous assure que u € D(D). Il reste & montrer que les
opérateurs Dy sont fermés. Soient (u,,) une suite de D(D.) telle que

Unp, — u dans L2,
Diu, — vdans L2.

(up,) est une suite de Cauchy pour b4 donc converge vers u € D(D4 ) et v = Dyu.

5.2.2 Résultats de prolongement
Dans cette partie, nous préciserons 1’ensemble €2 en indice. On muni I’ensemble
Dq = {w € L}(Q,C?), 0.Vw € L*(Q,C?)}
du produit scalaire
b:(w,w) € D+ (0.Vw, 0.VW')200) + mZ(W,wl)LQ(Q) eC.

Lemme 5.2.4. Dq est un espace de Hilbert réflexif et séparable. Si §) vérifie la condition du segment, alors
I’ensemble des restrictions a §) des fonctions de C*°(R3, C?) est dense dans Dq,.

Démonstration. La preuve suit les idées de [AF03, Théoreémes (3.3), (3.4),(3.22)]. ]

Soit v la forme sesquilinéaire et continue définie par :

v: DE — C
(W, ') = (0.Vw,w')2) + (w,0.VW) 120y

y(w,w) :/ wo.nw'ds = / w*w’ds:/ (U.nw)*w’d.s:/ w'w'ds =0
o0 o0 o0 o0

pout tout w € Dq(Dy), w € Do(D_). On définit
D) = {w € Do, v(w,w') =0, Vu' € Dgo(D-)}
Dy = {w € Do, Y(w,w') =0, Vo' € Do(Dy)}.

Remarque 5.2.5. Ona Dq(Dy) C D, Do(D-) C Dg,. On souhaite montrer 1’égalité de ces ensembles.

On a

Comme + est continue sur D x Dq, Dg et D, sont deux espaces de Hilbert réflexifs et séparables.
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Le cas du demi-espace de R>

Pour tout z € R3, on écrit z = (7', z3) avec ' = (21, 72) € R%. On note
|2'| = (/23 + 23
et

]Ri ={z = (2/,23); 23 > 0},
R? = {x = (2/,23); =3 < 0}.

On suppose que €2 = Ri.
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Lemme 5.2.6. I existe deux opérateurs de prolongement bornés Ty : D?; — HY(R3,C?). C*(R3,,C?) N

Dq(Dx) est dense dans D et Do(D+) = D.
La preuve suit celle de [Bre83, Lemme 9.2].

Démonstration. Sans perte de généralité, nous n’étudions que le cas D;{ . Soit

On définit u sur R? par

on a

/ ﬁ*a.Vvdx:/
R3 R

_ /R (W 0.V + (o3u(z))*0.Vo(—x)) da

3
+

_ / [u(2)*0.V (v(z) — o30(—z))] d.
R

3
+

u*a.Vvda:—i—/ (osu(—x))*0.Vou(z)dr

3 3
+ RZ

Remarquons maintenant que

[3} — 52(1}) — 0352(—.%)] € Coo<@+, CQ) N DQ(D_)
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Alors, on a par définition de D, que

J

[u(z) 0.V (v2(z) — o3v2(—x))] dz = / (—o.Vu(zx))* (v2(z) — o302(—x))dx.

3 3
+ Ry

On a de plus
51(.%') — 0351(—x) = 61(3?) — 51(—3?) =0

pour tout x tel que x3 = 0. Il existe donc une constante C' > 0 telle que
[01(2) — o301 (—2)| < Ol

pour tout z € R3. Soit 17 une fonction de C*°(R) telle que

0 sit<1/2,
77(t)‘{1 si t> 1.

On note 7, la fonction définie par n(t) = n(kt) for k > 0. Alors,
Vi @ = (@3) (V1 (2) — o301(—2))

appartient a C3°(R3., C?) et

8
-

(—U.Vu(:z:))*z/)k(:r)d:p:/ u(z)*o. Vi (x)de,

3
R

\ e (z3)u(z) 0. V(v1(x) — o301 (—x))dx + k/RS w(z)* (030 (kz3)(01(z) — o301 (—2))dz.

k/R u(x)*(o3n' (kx3)(v1(x) — o301 (—x))dz

3
+

<k [u(@)| |0 (kz3)[|(01(x) — o301 (—=)|da,
O<z3<1/k

<c / fu(a)|da,
0<z3<1/k

ainsi, par le théoréme de Lebesgue, on a

/ (—o.Vu(z))*(51(x) — o35 (—2))da = / w(@) 0.V (1 (x) — o3t (—1))da,
R R3

3
+ +

et

/R oVudr = /R , (V) (o) = or0 ().
:/ (U.Vu(x))*v(x)d$+/ (030.Vu(x)) v(x)dx.
R

3 3
+ R
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On a montré que
o Vii(z) = o0.Vu(z) pour z3 >0,
—o30.Vu(—z) pour z3 <0,
au sens des distributions. Ainsi, u appartient & {v € L?(R3,C?) : ¢.Vv € L*(R3,C?)}.
En considérant une suite d’approximations de I’unité radiale, on peut montrer que I’ensemble des restrictions
aR3 des fonctions de {v € C5°(R3,C?) : o3v(2/,0) = v(2/,0), V' € C?} est dense dans Dgs (D) pour la
norme euclidienne

b:v— \/HU.VUH%Q(RS) + m2HU||%2(R3).

Or, pour tout v € H'(R3,C?), on a
lo-Voll2rs) = [Vl L2 @)

donc

[ sy = 20wl 2 gs )

IVl 2 g3y = o=Vl gs) = 2||U-VUHi2(R3+)'

On pose alors

Q= {x = (2',23); |2| <1, |ag| < 1},
Qy = QNR,
Qo = {z = (¢/,x3); [2'| <1, 23 =0}
Dy, =15 (Hy(Q.C?).

On a immédiatement

Lemme 5.2.7. Il existe deux opérateurs de prolongement bornés Ty : Dar — H(Q,C?). C®(Q,,C* N
Dq, (D<) est dense dans D$+ etDg, (Dy) = D$+.

Le cas d’un ouvert ) borné et de classe C2 de R>.

Soit v un vecteur unitaire de R. On note A, une rotation de R? telle que A,(e3) =vet

QU = AUQa
Qi = AUQ+7
Q8 = A’UQO'

Le lemme 5.2.7 reste vrai si on remplace () par QV. On pose alors
+ . p—1/gr1 2
D, = T (H(Q, C2).
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme suivant

Lemme 5.2.8. Soit Q est un ouvert borné, non vide et de classe C? de R3. Il existe deux opérateurs bornés de
Ty : DS — HY(R3,C?). C1(Q,C?) N Dq(D4.) est dense dans D et Do(D+) = D.
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Démonstration. Sans perte de généralité, nous n’étudions que le cas D;{ . OS2 est un ensemble compact de R? et
de classe C2. Il existe un recouvrement ouvert Ug‘:’:lUj de 99, des difféomorphismes de classe C, un réel a > 0

et des vecteurs normalisés v; de R tels que
Hj: Q" = Uj, Hj(QY) =U;NQ, H;(Qp) =U;NoQ

et [n(z) A vj| > a pour tout z € U; N I, n est la normale extérieure a I et A est le produit vectoriel.
On sait grice au théoréme de partition de I’unité qu’il existe (6;);—o,... x des fonctions de classe C*> de R3
dans [0, 1] telles que

k
> 0i=1,
j=0

le support de 6; est inclus dans U; pour j € {1,...,k} et celui de 6 est inclus dans R*\OS2. Pour u € D, on
introduit u; = ¢;u. On appelle %, le prolongement a R3 de uq par 0 et on obtient que

[0l 1 sy < ev/b(u, ).
On cherche maintenant a prolonger «; pour j > 0. On commence par étendre la normale a U;. On définit P, la
projection orthogonale sur {o € R? : a*v = 0} et pour tout z € Uj;
nj(z) =noHjoP,o Hj_l(m’)

nj: Uj — S? est de classe C! sur Uj et njjpo = n. On remarque maintenant que

o.nu; = uj, surofl,

suppuj N OU; C 09
donc o.vju;j o Hj # wj o H; sur F. On cherche alors a construire une application

N:oQy — SU(2)

y +— A
de classe C! telle que
vi: QY — C?
Y — A]yuj o Hj (y)

appartiennent QD&;. Soit z € Uj, on pose p;(z) = % et pj(z) = p;(z) Avj. Ainsi, (v, pj(x), pj(z)) est

une base orthonormée directe de R3. On note ¢;(z) ’angle orienté entre v; et n(x). u1;, p; et ; sont de classe
C! car |vj A n(z)| > a pour tout z € U;. On définit pour y € QY.

N = ¢l WjOIQ{ﬂy) Jo-vj

v .
D’apres [Tha91, Section 2.5.2], v; appartient a D&Si' On peut alors prolonger v; a Q grace au lemme 5.2.7. En
appliquant la transformation inverse de celle que nous venons de construire, on obtient I’existence d’une fonction

u; de H}(U;, C?) qui prolonge u; et telle que

1% 1wy < CyJ 0wy, uy ).

On définit le prolongement de v & R3 par @ = Z?:o uj, on a

HEHHl(Ra) < Cv/ b(u, u).

La preuve de densité des fonctions régulieres est identique a celle des résultats de densité pour les espaces de
Sobolev. Ceci acheve la preuve du lemme.
O
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5.2.3 Auto-adjonction

Lemme 5.2.9. (D, ,D(Dy)) est I'adjoint de (D_,D(D_)) et vice et versa. On a donc que (Q,D(Q)) et
(HS}, D(H§)) sont auto-adjoints.

Démonstration. On a déja montré dans le lemme 5.2.2 que D(D4.) est inclus dans D(D*). Soit u € D(D*), il
existe h € L?(Q2, C?) tel que
(u, D_v)2(q) = (h,v)2(q)

pour tout v € D(D_). On obtient que u € Dq car 0.Vu au sens des distributions est une fonction de L2 On a
alors que u € Dy = D(D) d’apres le lemme 5.2.8 donc

D(D,) = D(D*).

Le reste de la preuve reprend les mémes arguments. O

5.2.4 Opérateur de Dirac supersymétrique

On a montré que (@, D(Q)) est un opérateur de supercharge pour 3. Le lemme suivant est un corollaire du
théoreme 5.13 de [Tha91].

Lemme 5.2.10. (Q,D(Q)) est unitairement équivalent a 3/ Q?

WE= (N )

oit D_Dy = —A + m? est un opérateur auto-adjoint de L*(2, C?) de domaine
D(D_Dy)={ueD(Dy): DyuecD(D_)}.
On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 5.2.11. (D_D,,D(D_D.)) est un opérateur non borné inversible de L (2, C). Son spectre est discret
et il existe une suite (\y;,) croissante et non bornée de (0,+00) telle que

o(D_Dy)={)\}: keN}.

De plus, on a

Ha

A = inf sup  m?+ || Vul]? +/ m + —)|ul?ds.

b=, ar e IVulfaey + [ (m+ Sl
dimV =k lull L2 (o)1

Démonstration. Le lemme 5.2.1 assure que 0 ¢ o(D_D. ). Ainsi, ’opérateur D_D_ est auto-adjoint et in-
versible. Son inverse est bornée de L?(€2, C?) dans D(D_D,) C H'(2,C?). On obtient le résultat grice au
théoreme de Rellich sur les injections compactes de Sobolev et la théorie des opérateurs auto-adjoints com-
pacts. O
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Méthodes variationnelles et topologiques pour I’étude de modeles non linéaires issus de la mécanique
quantique relativiste

Résumé : Cette these porte sur 1’étude de modeles non linéaires issus de la mécanique quantique relativiste.

Dans la premiere partie, nous démontrons a 1’aide d’une méthode de tir 1’existence d’une infinité de solutions
d’équations de Dirac non linéaires provenant d’un modele de hadrons et d’un modele de la physique des noyaux.

Dans la seconde partie, nous prouvons par des méthodes variationnelles 1’existence d’un état fondamental et
d’états excités pour deux modeles de la physique des hadrons. Par la suite, nous étudions la transition de phase
reliant les deux modeles grice a la I'-convergence.

La derniere partie est consacrée a I’étude d’un autre modele de hadrons dans lequel les fonctions d’onde des
quarks sont parfaitement localisées. Nous énongons quelques résultats préliminaires que nous avons obtenus.
Mots clés : Analyse non linéaire, physique mathématique, mécanique quantique relativiste, opérateur de Dirac,
physique des noyaux, physique des hadrons, principe de concentration-compacité, transition de phase, méthode
de tir, méthodes variationnelles.

Variational and topological methods for the study of nonlinear models from relativistic quantum
mechanics.

Abstract : This thesis is devoted to the study of nonlinear models from relativistic quantum mechanics.

In the first part, we show thanks to a shooting method, the existence of infinitely many solutions of nonlinear
Dirac equations of two models from the physics of hadrons and the physics of the nucleus.

In the second part, we prove thanks to variational methods the existence of a ground state and excited states
for two models of the physics of hadrons. Next, we study the phase transition which links the models thanks to
the I'-convergence.

The last part is devoted to the study of another model from the physics of hadrons in which the wave functions
are perfectly confined. We give some preliminary results.

Keywords : Nonlinear analysis, mathematical physics, relativistic quantum mechanics, Dirac operator, physics
of the nucleus, physics of the hadrons, concentration-compactness principle, phase transition, shooting method,
variational methods.



