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Introduction

”Out, out, brief candle! Life’s but a walking shadow ; a poor player, that struts
and frets his hour upon the stage and then is heard no more. It is a tale told by an
idiot, full of sound and fury, signifying nothing.”

-W. SHAKESPEARE (MACBETH).

Un systéme dynamique déterministe est la donnée d’une loi gouvernant 1’évolution
des points d’un espace métrique mesurable. Pour fixer les idées, disons, une application
continue f : X — X agissant sur une variété riemannienne compacte X. La théorie du
chaos est I’étude de systémes dynamiques déterministes présentant une forte sensibil-
ité aux conditions initiales. La plupart des trajectoires sont instables et, génériquement,
deux points initialement proches s’éloignent rapidement et suivent des chemins trés dif-
férents. A cause de cela, et bien que théoriquement possible, la connaissance exacte d'une
trajectoire individuelle ne présente que peu d’intérét. Par contre, un nuage de points suit
en général une évolution universelle, il se disperse rapidement et s’équi-distribue selon
une mesure invariante d’équilibre. L’évolution d’un nuage de points, et plus généralement
d’une fonction continue ¢ € C (X), est régie par (le dual de) l'opérateur pull-back, de
transfert, ou de Koopman (cf. section du chapitre [1)) :

~

F:p—pof.

Dans les systémes hyperboliques ou plus simplement ezpansifs (voir section les modes
de Fourier de F”cp fuient vers l'infini lorsque n — +o0. La fonction F”gp présente alors
des variations sur des échelles de plus en plus petites. A terme 'information sur le nu-
age de point initial quitte ’échelle d’observation macroscopique et la dynamique semble
irréversible. Dans les années 70 Ruelle [Rue|] montrait, pour ces modeles, que la fuite
vers ’équilibre statistique est gouvernée par certaines valeurs propres de F appelées ré-
sonances. Plus précisément, les résonances de Ruelle correspondent au spectre de F dans
des espaces fonctionnels adaptés.

Cette approche a été considérablement améliorée depuis le milieu des années 90 par
Rugh [Rug92|, Baladi, Tsujii, Liverani, Blank, Keller et Gouezel [BT], BKL02, [GL05,
Liv05l, BT07]. 11 fut en particulier possible de prouver, pour de larges classes de mod-
éles chaotiques, des propriétés statistiques fines tel que le théoréme central limite et la
décroissance des corrélations.



En physique mathématique les résonances sont traditionnellement associées & des
états quantiques métastables, qui interviennent dans la théorie de 1’émission spontanée
de la lumiére par les atomes et la décroissance de 'activité radioactive des noyaux. Elles
apparaissent aussi dans ’étude des ondes amorties et de I'’équation linéarisée des on-
des gravitationnelles en relativité générale [BH10]. L’approche semiclassique consiste &
étudier le spectre de résonances a la limite des hautes fréquences, ou de maniére équiva-
lente, lorsque la constante de Planck h, ou n’importe quel autre paramétre semiclassique
effectif, tend vers 0.

Les résonances de Ruelle sont quand & elles associées a des "fluctuations de densités”
meétastables et, pour I'opérateur de transfert, la fuite vers les hauts modes de Fourier peut
étre interprétée comme une limite semiclassique. Suivant cette analogie, Faure, Sjostrand
et Roy [FRSO8| transposérent les techniques développées pour les résonances quantiques
depuis les années 80 par Helfer et Sjostrand [HS86] aux systémes chaotiques classiques.

Lorsque le systéme dynamique n’est que partiellement hyperbolique -i.e. neutre le long
d’une direction privilégiée, les techniques fonctionnant dans le contexte uniformément
hyperbolique doivent étres affinées (on pourra en particulier consulter les récents articles
de Tsujii sur le sujet [Tsu08, [Tsulll). Dans les cas les plus simples, comme par exemple
pour 'extension

f_{ X xR/27Z — X x R/27Z

(0.0.1)
(z,0) —  (T(x),0 + 7(x) mod(27))

d’une application expansive T" : X — X, la présence de la fibration neutre impose a
I'opérateur de transfert de préserver les modes de Fourier €?? le long de cette direction
(cf. dans le chapitre . F se décompose alors en une somme directe d’opérateurs
Fy, composition d'un opérateur de Koopman expansif agissant sur X avec un opérateur
de multiplication par une phase oscillante :

E, i@ e (poT). (0.0.2)
Ces opérateurs admettent un spectre discret de résonances (dans des espaces de Sobolev
de distributions) et le paramétre de Fourier v renforce d’avantage l’analogie avec les
opérateurs d’évolution quantique si ’on pose formellement A = % Dans le langage de
I'analyse semiclassique F), est un Opérateur Intégral de Fourier (OIF) associé a une
application symplectique F' sur le cotangent T*X qui gouverne [’évolution en espace et
en modes de Fourier des paquets d’ondes. Suivant cette remarque, Faure montre dans
[Faull] que le caractére expansif de 7" implique l'existence d’un ensemble captif compact
K C T*X pour la dynamique symplectique. Des propriétés de la dynamique prés de K
il déduit Dexistence générique d’'un gap spectral asymptotique, impliquant le mélange
exponentiel de la dynamique générée par f. On montrera que ’on peut aussi déduire des
estimations de Weyl, bien connues dans le contexte quantique depuis 'article fondateur
de Sjostrand [Sjo90], pour le nombre de résonances a la limite A N\, 0. Plus précisément on
verra que le nombre de résonances hors d’un rayon spectral arbitraire est majoré par le
nombre de cellules de Planck contenues dans un \/ﬁ—voisinage de K. Cette idée s’adapte

3. Boules de rayon v/ [LL65]



aux extensions non-abéliennes d’applications expansives (ce sera 'objet du chapitre [3)
mais aussi aux flots hyperboliques [FS11], étudiés de cette maniére par Faure-Sjostrand
et Tsujii [Tsull.

Si X = I'\H? est une surface non compacte & courbure constante —1, le rapport
entre résonances quantiques (les poles de la résolvante du Laplacien hyperbolique Ax
) et les résonances de Ruelle du flot géodésique n’est pas une simple analogie. En effet,
la fonction zéta de Selberg donne une correspondance entre le spectre de longueur des
géodésiques fermées de X et les résonances de Ax. L’application de Bowen-Series code
le flot géodésique par une suspension d’une application expansive sur I’ensemble limite
au bord du plan hyperbolique. Les opérateurs de transferts qui apparaissent sont alors
du type mais ou lapplication expansive est “ouverte” (cf. chapitre {]) et admet un
ensemble invariant de Cantor [Bor(7].

Dans le chapitre 4] on étudie ce type d’opérateurs de transferts et 'on déduit, entre
autres, une estimation de Weyl fractale pour la densité de leurs résonances a la limite
semiclassique. Ce résultat est ’analogue classique du théoréme de Lin-Guillopé-Zworski
pour les résonances de Ax [GLZ04].

Plan de la thése

Les chapitres|l]et sont introductifs. On commence par présenter les problématiques
actuelles du chaos classique en lien avec la thése et on énonce les résultats obtenus. Dans
le chapitre [2| on expose briévement la théorie des opérateurs pseudo-différentiels dans le
but de fournir une boite & outils qui nous servira tout au long du mémoire.

Le chapitre propose une approche semiclassique des extensions d’applications ex-
pansives vers des groupes de Lie compacts, dont 'exemple ((0.0.1) est un cas particulier.
On se restreindra essentiellement & ’extension non abélienne la plus simple mais on com-
mentera brievement le cas général, et les phénomeénes nouveaux que 'on peut attendre.
On verra que la décomposition se transpose bien au contexte non-abélien. On se
servira alors de la théorie des états cohérents pour les groupes de Lie, développée dans
les années 70 par Perelomov [Per86| et Gilmore |Gil74], pour mettre en oeuvre les outils
semiclassiques. On en déduira une estimation de Weyl et un gap spectral, prouvant que
la fuite vers I’équilibre statistique dans ces modéles est gouvernée par un opérateur de
rang fini (en accord avec les résultats obtenus par Tsujii [Tsu0§| et Faure [Faull] pour
les semi-flots partiellement expansifs et les extensions abéliennes).

Dans le chapitre on étend la démarche du chapitre précédent aux modéles "ouverts”
pour lesquels la dynamique classique présente un ensemble captif de Cantor. On montrera
I’existence d’un spectre discret de résonances et on on prouve une loi de Weyl fractale,
analogue classique du théoréme de Lin-Guillopé-Zworski [GLZ04] pour les résonances
du laplacien hyperbolique. On montre aussi un gap spectral asymptotique, de la méme
facon que dans le chapitre|3l On expliquera pourquoi ces modéles, au dela de leur intéréts
pour les surfaces & courbure constante, semblent étre des objets d’étude adaptés pour



approcher des questions importantes et difficiles du chaos classique ou quantique. On
pense en particulier au probléme de la minoration du nombre de résonances, étudié dans
le contexte des applications quantiques par Nonnenmacher et Zworski [NZ07].

On notera pour finir que ces modeéles simples, "ouverts” ou "fermés”, peuvent étre
trés simplement transformés en modéles présentant une hyperbolicité non uniforme, tels
que ceux étudiés par Rugh dans [Rug99|. La dynamique admet alors un point fixe non
hyperbolique, & origine de l'intermitence qui est une caractéristique fondamentale des
systémes chaotiques naturels, comme la turbulence [Vas00].
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Chapitre 1

Systémes dynamiques chaotiques

"This generation may be the one that will face Armageddon."

-RONALD REAGAN (PEOPLE MAGAZINE, 1985).

Un systéme dynamique topologique (X, f) est la donnée d’un espace métrique compact
(X, d) et d’une application continue f : X — X. La dynamique sur X est engendré par
itération. Si f™ dénote la composition n fois de Iapplication f, 'orbite d’un point z
correspond a la suite {x, f(x),..., f*(z)...} . Les systémes dynamiques chaotiques ont la
particularité de posséder de nombreuses trajectoires denses et de mélanger les points.

Plus précisément un systéme dynamique f : X — X est topologiquement transitif s’il
existe un point € X dont l'orbite {f™(z)}nen est dense dans X. (En fait, Il suffit qu’il
existe une trajectoire dense dans X pour que tout ouvert non vide U visite 'intégralité
de X en temps ﬁniE] [KH95, lemme 1.4.2]). Un systéme dynamique est topologiquement
mélangeant si, pour tout ouverts non vides U, V C X | f*(U) intersecte V pour tout n
assez grand. Cette définition correspond avec 'image intuitive du mélange. Une goutte
d’encre se mélange dans un verre d’eau en se répartissant de fagon homogéne dans tout le
récipient. Tout systéme topologiquement mélangeant est nécessairement topologiquement
transitif.

Exemple 1.1. Les applications expansives linéaire du cercle Ey :  — kx (modl), ou k
est un entier supérieur ou égal a 2, sont topologiquement mélangeantes. Plus généralement
toute application expansive E : S — S! de degré k est mélangeante car continfiment
conjuguée a Fj. La translation Ty, : x — x + « (mod1) est topologiquement transitive si
« est irrationnel mais jamais mélangeante [IKH95).

On peut considérer des dynamiques a temps continu en remplagant f par un flot
o Rx X — X, (t,2) = ¢(x)
satisfaisant la propriété de (semi-)groupe

brrs(2) = bu(ds(2)), Vi, s € R (ou Ry)

1. Précisément, pour tout ouverts non vides U et V il existe n tel que f (U)NV # 0.

10



CHAPITRE 1. SYSTEMES DYNAMIQUES CHAOTIQUES 11

Xk‘.T

FIGURE 1.1 — Variété a 2 branches X, . associée a la suspension d’une application expansive
de degré 2.

Tout flot définit une application ¢y, avec t fixé. Inversement on peut construire des flots
& partir d’applications par la procédure de suspension. Par exemple

Exemple 1.2. Soit £ : S — S' une application expansive de degré k (cf. exemple
1.1), et 0 < 7(z) une fonction "toit” continue. On prescrit, pour tout t € Ry, x € S! et
0<s<r7(x),

br(w,s) = (B"(2),5+ 1t — 71 (@),
oi, pour tout m € N, 7™ (x) = Z?;&T (E](ZU)) et n est I'unique entier vérifiant 0 <
t+s—7l(z) < 7(E"(x)). ¢ est un semi-flot sur un sous ensemble de X;, C S* x R.
Partant du point (x,s) une trajectoire évolue & vitesse unité le long de la direction s,
puis, lorsque elle atteint (z,s = 7(x)), "saute” en position (E(z),0) et ainsi de suite. X}, ,
a la structure d’une variété compacte & k—branches :

Xpr i={(z,5): 2 € St x R} /{(z,7(z)) ~ (E(z),0)}.

dont le revétement est S x R. On peut interpréter Ieffet de 7 comme une variation de
la vitesse le long de la direction s dépendant du point base x pour voir que Xy . est
difféeomorphe & Xj, 1 -cf. ﬁg.. Bien que trés simple, cette classe de systémes exhibe
un comportement chaotique subtil dont la compréhension n’est pas compléte [Tsu08|. Les
modéles étudiés dans cette thése partagent de nombreux points commun avec ce type de
suspensions.

1.1 Ergodicité et mélange

Si f: X — X est mesurable, alors le systéme dynamique généré est lui méme
mesurable lorsqu’il existe une mesure de probabilité u, f-invariante sur X. Si les seuls
ensembles mesurables f—invariants sont de mesure 0 ou 1 alors u est ergodique pour
f. En termes fonctionnels cela est équivalent & ce que toutes les fonctions mesurables
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f—invariantes soit constantes u—presque partout. L’ergodicité correspond & la propriété
de transitivité topologique vue au travers d’une mesure invariante.

D’aprés le théoréme de Birkhoff, pour toute observable ¢ € L'(X,u), la moyenne
temporelle 1 Z;Z& ¢ (f7(x)) converge, lorsque n * co vers la moyenne spatiale [y ¢du
U-p.p- si et seulement si u est ergodique pour f.

L’existence d’une mesure ergodique n’est pas une caractéristique spécifique du chaos :
si 'on choisit une mesure ne chargeant qu’un seul point fixé par f alors la mesure est
trivialement ergodique pour f. On peut par contre se demander s’il existe une mesure p
pour laquelle le théoréme de Birkhoff est vrai sur un ensemble de mesure de Lebesgue non
nulle. C’est le cas si u est ergodique et absolument continue mais aussi, dans le contexte
hyperbolique, lorsque p est une mesure SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) dont la restriction au
feuilletage instable de X est absolument continue (dans ce contexte X est une variété
différentiable). De telles mesure sont appelées mesures physiques.

Notons que si pu est ergodique et si dv = pdp est une autre mesure invariante absol-
ument continue par rapport a u alors, Vi mesurable,

/sodV=/s0-pdu=/(sOOf)'pdu:/so-pOf1du,

ainsi, po f™' = p = p = 1 u-p.p. Par conséquant f n’admet aucune autre mesure
invariante absolument continue par rapport & pu.

Un systéme dynamique mesurable (X, f, u) est mélangeant si pour tout ensembles
mesurables A, B,

p(fT(A)NB) = u(A)p(B)

lorsque n tend vers l'co. Pour tout ensemble invariant A on a p(f™"(4A)NX\A) =
(AN X\A) =0 et le mélange implique p (A) p(X\A) = 0. p est donc nécessairement
ergodique. Pour caractériser le mélange de maniére plus quantitative, & tout couple ¢, 9
dans L?(X, 1) on associe la fonction de corrélation dynamique

C%d)(n) = (‘Pofn§¢)L2(X7H) —/X(ﬁd,u,/x'(ﬂd,u

Le systéme dynamique est mélangeant si et seulement si, pour toutes observables ¢, 1)
appartenant & un systéme complet de fonctions de L?(X, ), Cy,»(n) tend vers 0 lorsque
n tend vers l'infini.

Les systémes chaotiques qui nous intéressent seront généralement mélangeants par
rapport & une mesure physique. Une question centrale concerne la vitesse de décroissance
de la fonction de corrélation dynamique. FEn particulier, si il existe § > 0, et une constante
C tels que, pour n suffisamment grand, et pour toutes observables suffisamment réguliéres

|Cpp(n)| < Ce™"

le systeme dynamique est dit exponentiellement mélangeant. 1’étude précise du taux
de décroissance permet de déduire des propriétés statistiques fines tel que le théoréme
central limite ou encore le principe d’invariance presque siire, qui traduisent le fait que
la dynamique se comporte effectivement comme un phénomeéne stochastique [Liv96].
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Exemple 1.3. Les applications lisses et expansives du cercle admettent des mesures in-
variantes p, lisses et absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue, et sont
exponentiellement mélangeantes vis & vis de celles-ci. Les suspensions de ces applications
sont génériquement exponentiellement mélangeantes pour la mesure duds (Dolgopyat
[Dol98] Tsujii [Tsu08]) mais la vitesse de mélange admet toujours une borne supérieure
lice a I'entropie (Naud [Nau09]). La présence d’une direction neutre enrichit significative-
ment la dynamique et peut étre une obstruction au mélange.

1.2 Modéles hyperboliques et partiellement hyperboliques

On présente dans cette section des modeéles chaotiques différentiables bien connus,
mais pas forcément bien compris, dans un ordre -subjectif- croissant de complexité.

Applications expansives. Soit (X,g) une variété Riemannienne lisse, compacte,
connexe et sans bords de dimension d sur laquelle agit une application C*

T: X—>X
telle qu’il existe A > 1 satisfaisant, pour tout z € X, u € T, X,
HDwT-qu > )\Hqu. (1.2.1)

Une telle application est dite expansive et définit un N —revétement de X. Le systéme
dynamique engendré est automatiquement topologiquement mélangeant car facteur d’'un
décalage sur I’espace des symboles & N lettres ([Bal00] chap. 2). D’aprés Shub [Shu70],
le revétement universel de X est nécessairement diffeomorphe a R? et sa caractéristique
d’Fuler, nulle. Le tore ou plus généralement les nil-variétés, construites comme quotient
compact de groupes de Lie nilpotents, sont de ce type.

Les exemples typiques si X est le cercle S' = R/Z sont les applications linéaires
Ey (ex. et leur petites perturbations. Plus généralement si X est le tore plat d-
dimensionnel T¢, on pourra penser 3

T(x) = Ax + ¢ ()

avec A € Gl(d,Z) une matrice dilatante a coefficients entiers : Yu € R\0, ||Au| >
Ao |lu|l ; avec A9 > 1. Dans ce cas, l’application ¥ : T — T¢ doit étre choisie telle qu'il
existe A\g > A > 1 de sorte que, pour tout x € T¢

D2t - ull < (Ao = A) [lull

T : T4 — T? est alors A-expansive et tout point de X admet N = det A antécédents.
Toute application expansive C> est exponentiellement mélangeante par rapport & une
mesure invariante physique lisse (qui est aussi la mesure SRB [KH95]).

2. i.e. une fonction a valeur dans R? 1-périodique dans toute les variables
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Difféomorphismes d’Anosov. Soit X est une variété au moins C!. f : X — X est
un difféomorphisme Anosov (ou uniformément hyperbolique) si il existe une métrique
Riemanienne (pas forcément lisse) g et une décomposition invarianteﬂ du fibré tangent
TX = {T:X},cx

Ve e X; T, X = E°(z) ® E%(x)

et A > 1 de sorte que, pour tout x € X
Vo € E*(x), Vn > 0, Dy f™ - vf[, < A7 lo]l,

Vv e E¥(z), Vn 2 0, [ Da f" - vl[; = A" [|o],

Pour de tels systémes il existe en tout point une direction stable et une direction instable,
ces deux directions inversant leurs réles suivant que ’on regarde I’évolution dans le passé
(n < 0) ou le futur (n > 0).

Comme pour les applications expansives, l'existence d’un difféomorphisme Anosov
agissant sur une variété est une contrainte topologique trés restrictive. En fait, les seuls
exemples connus de variétés admettant un difféomorphisme d’Anosov sont le tore et les
nilvariétés [KH95L chap. 17|. Il est conjecturé que ce sont les seules. Durant les années
60, Anosov montra dans sa thése que tout diffeomorphisme C? uniformément hyper-
bolique admettant une mesure invariante absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue est nécessairement mélangeantﬁ

Les sytémes d’Anosov ont été étudiés par de nombreux auteurs et 1’état des connais-
sances & leur sujet est aujourd’hui assez bon. En particulier, on sait montrer ’existence de
mesure SRB et le mélange exponentiel lorsque celle-ci est lisse, et bien plus. On se référe
a l'ouvrage de référence de Baladi [Bal00] pour de plus amples références et remarques
historiques concernant ces modéles fondamentaux.

En lien direct avec cette these est l'article de Faure, Sjostrand et Roy [FRS08| qui
propose une approche semiclassique et retrouve des résultats de Baladi, Tsujii et autres
en utilisant ’analyse micro-locale.

Flots d’Anosov. Sur une variété X de dimension supérieure ou égale a4 3, ¢ : R X
X — X est un flot d’Anosov ou uniformément hyperbolique, §'il existe une métrique
Riemmanienne g , une constante A > 1 et une décomposition invariante du fibré tangent

Ve e X; T, X = E*(z) ® E“(z) ® RV (x)

3. 'invariance de la décomposition signifiant que, pour tout © € X, Vo € E°(z), Do f -v € E° (f(x))
et de méme pour la direction E*(x).
4. Un systéme dynamique est Lebesgue mélangeant ssi

CEm) = (0o " sy = ([ i) ([ vam)

ou u est la mesure invariante SRB (pas forcément lisse) et dm la mesure volume sur X. Prouver que tout
systéme d’Anosov est Lebesgue mélangeant reste un probléme ouvert.
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F1GURE 1.2 — Le flot géodésique sur les surfaces a courbure négatif est Anosov.

de sorte que pour tout x € X
Vo € B*(x), V¢ > 0, | Dadhy - v, < A7 J]],

Vu € B(x), ¥t > 0, | Dad s -ull, > A

ol on a noté RV la direction neutre engendrée par le générateur du flot :

4
dt

Les applications et les flots d’Anosov sont des systémes dynamiques bien distincts du
fait de la présence d’une direction neutre pour les flots, inhérente & I’évolution & temps
continu. Les flots Anosov lisses admettants une mesure invariante de densité continue
par rapport & la mesure volume sont ergodique.

qbt) () =:V(x) e T, X
t=0

Les Flots uniformément hyperboliques les plus étudiés, connus bien avant Anosov,
sont les flots géodésiques sur les surfaces compactes connexes & courbure négative :

Soit (M, g) une surface Riemannienne et SM son fibré tangent unitaire. Le flot
géodésique ¢y : SM — SM correspond au transport paralléle des vecteurs tangents
de SM le long des géodésiques qu’ils générent. Plus précisément, & tout point v € S, M
il est associée une géodésique v, : t — Y,(t) € X telle que v,(0) = = et 4,(0) = v. Par
définition

Pt v (t) € S’yu(t)M
Si (M, g) est une surface a courbure négative alors le flot géodésique sur X := SM est
Anosov [KH95, p.554]. Une mesure invariante naturelle pour ¢y est la mesure de Liouville
sur SM, équivalente au volume.

L’ergodicité du flot géodésique pour la mesure de Liouville est connue depuis Hopf.
En 1974 Ornstein, Weiss et Ratner montrérent la propriété de mélange pour ces flots. 11
fallut attendre 1998 pour que Dolgopyat démontre le mélange exponentiel [Dol98] pour les
surfacesﬁ En 2003 Liverani put étendre le résultat de Dolgopyat & toutes les dimensions
et plus généralement aux flots de contacts [Liv04].

5. Dans le cas courbure constante ce résultat était déja établit par Moore en 1986 en mettant & profit
le caractére algébrique de telles surfaces.
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FiGURE 1.3 — Flot de repére sur une variété de dimension 3. La mesure invariante est
dans ce cas 1 X Ay(1).

Flots de repéres. D’aprés le paragraphe précédent, Le flot géodésique sur une variété
compacte M de dimension n & courbure sectionnelle négative est toujours mélangeant.
A tout vecteur v € S, M on peut associer n — 1 autres vecteurs afin de définir un repére
orthonormal

Rz = (v,u1, ..., Up—1)

de T, X. Le flot géodésique ¢, transporte v en ¢(v) € Sy tyM, ou v est la géodésique
tangente & v a 'instant ¢ = 0. Par transport paralléle le long de la géodésique, R, est
transporté en

R'y(t) - (¢t(v)7 u/lv E3) u'/n—l)
Si on note RM l’ensemble des repéres orientés othonormés de T'M, cela définit un flot

b RM — RM

(1.2.2)
Re = Ry

admettant comme mesure invariante naturelle fi = u X Ago(n—1), ou p la mesure de
Liouville sur SM et Ago(n—1) la mesure de Haar sur le groupe de Lie compact SO(n —1).
En contraste avec les flot géodésiques, Les flots de repéres (1.2.2]) ne sont pas toujours
ergodique. Dans [BG80] Brin et Gromov montrérent 1’ergodicité®|lorsque la dimension est
impaire mais différente de 7. Les comportements quantitatifs de ces systémes dynamiques
sont particuliérement subtils de par la présence de fibres invariantes non abéliennes et
beaucoup reste a faire sur ce sujet.

Extensions d’applications hyperboliques vers des groupes de Lie compacts .
Les flots géodésiques, et plus généralement les flots de repéres, sur les variétés compactes a
courbure sectionnelle négative, sont des exemples de systémes partiellement hyperboliques,
dans le sens ot ils préservent un feuilletage neutre et sont hyperboliques dans la direction
transverse.

6. Pollicott, Burns et Karcher purent généraliser ce résultat a toute variété de dimension impaire &
courbure suffisamment pincée.
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n =10 g n =2
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FIGURE 1.4 — Evolution numérique d’un nuage de points évoluant selon 'extension abélienne
T, : St x 8§ — S x S! de I'application expansive linéaire du cercle T'(z) = 2x (mod1). Dans
cette exemple T (x, s) = (T(x), s + 7(x) modl) avec 7(z) = cos(2mz). —issu de [Faulll.

Une classe attractive de modéles possédant ces caractéristiques, et que 'on étudiera
en détail dans le chapitre |3 est celle des extensions vers un groupe de Lie compact de
difféeomorphismes hyperboliques (ou plus simplement d’applications expansives).

On se donne (f, X, 1) un systéme hyperbolique mélangeant et

7: X—>G

une application différentiable de X vers un groupe de Lie connexe et compact. L’extension
fr: X xG — X x G g’écrit alors

fT : (x,g) = (f(af),’l'(.%') '9),

et admet une mesure invariante naturelle i := p X Ag; avec Ag la mesure de Haar sur
G. Les propriétés qualitatives de ces modéles sont bien comprises depuis les travaux de
Brin, Burns, Wilkinson, puis Parry-Pollicott. On peut montrer de maniére trés générale
Pergodicité et le mélange pour des choix génériques de fonctions 7 [Bri75].

En 2002 Dolgopyat fit une percée significative en montrant que de telles extensions
vers des groupes de Lie compacts, semi-simples et simplement connexes, sont générique-
ment rapidement mélangeantes, dans le sens ou la vitesse de décroissance de la fonction
de corrélation est supra-polynomiale. Il montra de plus que les extensions d’applications
expansives sont génériquement exponentiellement mélangeantes [Dol02].

Du meélange exponentiel (plus généralement du mélange rapide) Field, Melbourne,
Nicol et Torok [MEFTO05| suivant de précédents travaux de Melbourne et Torok [MT02]
purent déduire le théoréme central limite ou encore le principe d’invariance presque sfire,
qui traduisent le fait que la dynamique se comporte effectivement comme un phénomeéne
stochastique. (On pourra consulter & profit les articles cités pour plus de commentaires
et références). D'un autre coté, tres récemment, Naud [Naull| dans le cadre analytique,
sut exhiber une borne supérieure a la vitesse de mélange liée & ’entropie de f.
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1.3 L’opérateur de transfert

L’étude quantitative des modeéles décrits dans la section se fait au travers d’'une
analyse spectrale d’un opérateur linéaire positif associé & la dynamique. Dans cette sec-
tion on définit cet opérateur puis on énonce les résultats obtenus sur son spectre, dans le
cas particulier des applications expansives puis des extensions partiellement expansives,
qui feront 'objet du chapitre [3]

L’opérateur de Perron Frobenius. L’idée de Ruelle pour étudier les systémes dy-
namiques chaotiques consiste & analyser I’évolution des densités de probabilités. Soit €2
la forme volume sur une variété X supposée différentiable et orientable. Soit f: X — X
un difféomorphisme local. le Jacobien de f se définit par

(f*Q>m = Qf(:c) (Dacf()a ) Dacf()) = |det Dxf| -y

Pour tout ensemble mesurable A C X, on note m(A) := [,  la mesure associée a 2. On

a donc
“14) = 0= Y
m(f1A) /f » /A ()

avec, pour tout x € X

((ffl)*9> = Z |det D, f| ' | Qa

‘ yef—1(z)

Ainsi, I'invariance de m sous 'action induite par f se traduit localement par la condition

> |detDyf| Tt =1.

yefH(z)

Plus généralement, si p : X — R4 est une densité, la mesure dy = pdm est transportée
par la dynamique générée par f: X — X comme

(f1)" : dp = pdm — (F*p) dm
ou F* désigne l'opérateur positif de Perron-Frobenius
o py)
F = —_— 1.3.1
( f’) (z) 2 |det D, | (13.1)
yef~t({=})

bien définit sur C* (X). L’adjoint L2(X, m) de F*, que 'on notera naturellement F, n’est
autre que 'opérateur pull-back, appelé aussi opérateur de transfert :

F:ompof. (1.3.2)

Si p est une mesure invariante pour f, I'extension de F' L?(X, u) est isométrique. De
plus si u est ergodique, la fonction constante p-p.p. est la seule fonction propre de F avec
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valeur propre 1, donc 1 est une valeur propre simple de F' : L*(X,p) — L?(X, pt). Lorsque
f est (faiblement) mélangeant, alors Popérateur n’admet aucune valeur propre autre que
1 : son spectre est continu dans L?(X,u) [PY98a]. L’é¢tude spectrale des opérateurs
F et F* dans des espaces fonctionnels adaptés constitue un angle d’attaque fructueux
pour comprendre de maniére quantitative la convergence vers ’équilibre statistique des
systémes chaotiques. Cette approche initiée, entre autres, par Ruelle et Bowen dans les
années 70 [Rue| puis par Rugh [Rug92|, connait un essor nouveau depuis les travaux de
Baladi [Bal00], Tsujii, [BT07, BT| Liverani, Blank et Keller [BKL02] et Gouezel [GL05].

Résonances de Ruelle dans les systémes expansifs. Les espaces de Sobolev
H™(X)cS8(X)

sont constitués de distributions (ou de fonctions continues si m < d) dont les coefficients
de Fourier ne croissent pas plus vite que [[£||”, avec @ < m — g [Tay96a]. Par ailleurs,

on peut définir par dualité I'action de F sur les distributions a € D’ (X) en posant,
Vo e C®(X),

(Fa) (p) ==« (F*go)
ou F™* désigne l'opérateur de Perron-Frobenius 1} Le résultat fondamental suivant

est di a Ruelle dans les années 80.

Théoréme 1.4. (Ruelle [Rue86]). Soit T : X — X wune application expansive telle
que définie en . Pour tout m, L’opérateur de transfert associé laisse invariant
H~™(X). De plus

F:H™(X)— H ™X)

est & spectre discret hors du disque de rayon
™m = )\_m(N/)\d)l/2

Les valeurs propres hors de ce disque, ainsi que leur espaces propres respectifs, ne dépen-
dent pas de m et définissent les résonances de Ruelle de F'.

Par dualité,

~

F* H™(X) = H™(X)

admet du spectre discret hors du disque de rayon rp,. Si ¢ est une fonction propre de
F*, comme ¢ ne dépend pas de m,

P € Nm>oH™ (X) =C> (X).

Les fonctions propres de F* sont donc des fonctions lisses sur X. On sait par ailleurs
(théoreme de Perron Froebenius [KH95|) que la valeur propre 1 est simple et dominante
et la fonction propre p associée strictement positive. La mesure SRB p sur X est alors

7. On propose une preuve basé sur ’analyse semiclassique dans I'appendice.
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dp = pdm. Si {\;} j>0 € C est la suite décroissante en module des valeurs propres

(supposées simples), la décomposition spectrale de F donne pour toutes fonctions test

@, b € C*(X),

<F”<p; 1/1)

L (L) r2(x ) (L) L2 ) + O(A]™).
En d’autres termes, les résonances de Ruelle gouvernent la convergence vers 1’équilibre
statistique dans les systémes expansifs. Dans [KR04] Rugh et Keller construisent, lorsque
X = S! et dans le contexte analytique, des exemples pour lesquels il existe bien des
résonances autre que 1 hors du rayon spectral essentiel.

Le théoréme de Ruelle reste vrai pour les difféomorphismes d’Anosov en remplacant
les espaces de Sobolev usuel par des espaces anisotropes [BKL02| [FRS08|. Dans ce cas
la. mesure SRB est un point fixe dans un espace de distributions pour 'opérateur de
Perron-Frobenius. En général cette mesure est singuliére sur le feuilletage stable.

Pour les systémes partiellement hyperboliques la situation est rendue plus déli-
cate par la présence d’une fibration neutre. Dans [Tsu08| Tsujii montre néanmoins que
le spectre essentiel de 'opérateur de transfert associé aux semi-flots de 'exemple est
génériquement égal & A~/2 ot A > 1 est le coefficient d’expansion minimal de Iappli-
cation expansive suspendue, montrant le mélange exponentiel en précisant ’estimée de
Dolgopyat. Il put ensuite généraliser cela au flots Anosov de contact [Tsulll.

Dans [Faull] Faure retrouve le résultat de Tsujii pour les extensions abéliennes d’ap-
plications expansives. Dans le chapitre |3| on adapte ’approche de Faure & 'exemple
non-abélien le plus simple G = SU(2), pour déduire sous une hypotheése sur la fonction
d’extension 7, le résultat suivant :

Théoréme 1.5. Gap spectral pour les extensions vers SU(2) [Arnl2|. Soit

~

3, O (X x SU(2)) = C= (X x SU(2))

Dopérateur de transfert associé a lextension vers SU(2) d’une application expansive T :
X — X telle que définie dans la section . Sous une hypothése sur T (partielle captivité
cf. chap. @), Pour tout p > \~W(X)/2 o0 X > 1 est le tauz minimal d’expansion de T, il
existe un opérateur de rang fini k tel que, pour tout jeu d’observables ©,V suffisamment
régulieres,

(),

ol fi == p X Agy () est la mesure lisse invariante sur X x SU(2).

o (Fw: <I>)Lm + 00",

Ce résultat montre que la convergence vers 1’équilibre statistique est contr6lée par
un opérateur de rang fini, modulo des termes d’ordre p" avec 1 > p > A~%2. L’analyse
harmonique permet de décomposer 'opérateur de transfert en une somme directe et le
role joué par la fibration neutre devient explicite. En effet, en utilisant le théoréme de
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Peter-Weyl, on peut montrer -voir la section introductive du chapitre |3} que

dimc (DO,

)
= P L (1.3.3)
a =1

avec Fa = §T| 12(X)@D, €t ou D, sont les espaces de représentations unitaires irré-
ductibles du groupe de Lie compact G. Dans le cas abélien G = U(1) cela coincide avec
la décomposition de Fourier des fonctions du cercle. Dans ce cas a = v € Z et, agis-
sant sur C*° (X)), les opérateurs F, prennent la forme d’opérateurs de transfert a poids
complexe

Ep=e" (poT). (1.3.4)

tels que définis en (0.0.2) dans Iintroduction. Pour ceux-ci le théoréme de Ruelle
s’applique directement et leur spectre est discret dans les espaces de Sobolev H™™ (X).
On montrera

Théoréme 1.6. Loi de Weyl fractale pour les extensions abéliennes [Arnl2|.
Pour tout € > 0, m assez grand, dans la limite v — 0o, V§ > gy

ti{/\g”) co (FVyH,m(X)) | ‘/\g”)‘ > e} -0 (Vﬁ/z) (1.3.5)

ot d < §y < 2d est la dimension de Minkowski de U'ensemble captif de la dynamique
symplectique induite par F, sur le cotangent T*X .

Ce type d’estimation est bien connu dans le contexte de la diffusion quantique chao-
tique depuis I’article fondateur de Sjdstrand en 1990 [Sj690]. Un analogue moins précis
pour les flots Anosov fut déduit par Faure et Sjostrand dans [F'S11]. Prouver une borne
inférieure optimale au nombre de résonances reste un probléme ouvert.

De maniére générale les opérateurs F,, ont une structure analogue aux opérateurs a
poids complexes . On montre dans le chapitre [3| que leur spectre est discret dans
les espaces de distributions H™" (X) ® D,. Pour le groupe non-Abélien le plus simple
a=j€E %N et on montrera comment étendre la Loi de Weyl pour obtenir

Théoréme 1.7. Loi de Weyl fractale pour les extensions vers SU(2) [Arnl2].
Pour tout € > 0, m assez grand, dans la limite j — oo, Vo > dg

{0 €0 (Bilineoen,) | 2] 2 ¢} = 0 (5°72) (1.3.6)

ot d+2 < g < 2d+2 est lg dimension de Minkowski de ’ensemble captif de la dynamique
symplectique induite par Fj sur T*X X S2.

Contrairement au cas U(1) la dynamique effective associé a FJ ne s’effectue plus
seulement sur le cotangent : le caractére non abélien de SU(2) fait apparaitre un couplage
avec une dynamique sur le facteur compact S?. On expliquera l'origine de ce couplage et
le type de comportement que l'on peut attendre dans le cas général.



CHAPITRE 1. SYSTEMES DYNAMIQUES CHAOTIQUES 22

Lien avec les flots Anosov. L’approche traditionnelle due a Sinai, Bowen, Puis Parry-
Pollicott et Ruelle pour étudier les Flots Anosov consiste, grace & un subtil codage par
partitions de Markov [PY98bl chap 4|, & se ramener & I’é¢tude d’un semi-flot construit
comme suspension d'une application expansive (on pourra consulter a ce sujet 'excellent
article de Alder et Flatto [AF91]). On considére donc ¢, : ¥ — X, une suspension de
T : X — X associée & une fonction toit 7 € C*° (X,R,) avec p la mesure SRB de T'
(cf. exemple . Données deux observables suffisamment réguliéres W, ® (supposées de
moyenne nulle pour duds par simplicité), la transformée de Laplace de la fonction de
corrélation dynamique Cy () s’écrit

Cy.a(2) = /0 T it ( / T (T o ¢y)(z, s)@(m,s)d,u,ds) dt.

Cq;,q)(t)

p est analytique dans le domaine 3(z) < 0. Un calcul direct montre que

Cy.a(z Z/ le/ ), (x)dp

ou U, ( fo e5W(x, 5)ds, et FLp = €7 (p o T). Si 'on montre qu’il existe § > 0
t.q. C\p’@( z) admette une extension analytique dans le domaine $(z) < § on peut déduire
que Cy o(t) décroit exponentiellement vite, impliquant le mélange exponentiel du semi-
flot. Les résonances de Ruelle sont les poles de CA'\I;@(Z)). De plus, z est une pole pour
Cy a(2) si et seulement si 1 est une résonance de F, (pour lequel le théoréme de Ruelle

s’applique [Pol99]).
1.4 Chaos quantique : résonances du laplacien hyperbolique

Lorsque la courbure d’une surface X est constante et négative, par le théoréme d’u-
niformisation de Poincaré-Koebe, X peut étre vue comme un quotient

X =TI\H? (1.4.1)
ott H? est le demi-plan hyperbolique[ﬂ

H? := {x + iy € Cly > 0}

2 2
muni de la métrique ds? = % Dans (1.4.1), I' € SL(2,R) est un sous-groupe
d’isométries agissant comme z — Zzig la|> — |b|*> = 1. On s’intéresse au cas particulier
des surfaces & courbure constante et négative, de volume infini, convexes cocompactes
(i.e. pour lesquelle le flot géodésique admet un ensemble captif compact). C'est le cas

lorsque T" est un groupe de Schottky :

8. De maniére equlvalente on peut voir X comme un quotient du disque de Poincaré obtenu & partir
de H? par z :—

z+z



CHAPITRE 1. SYSTEMES DYNAMIQUES CHAOTIQUES 23

Définition 1.8. Un groupe I est de Schottky s’il est généré par un nombre fini d’éléments
v € SL(2,R); j = 1,...,2r de sorte qu’il existe un systéme de demi-disques ouverts
d’adhérences disjointes {D;} dans H?, orthogonaux & 9H? ~ R, et t.q. vj (D;) = C/Dj.

Les transformations v; sont hyperboliques avec un point fixe instable dans D; et un
point point fixe stable dans Dj,,.. La région D = H? — UD; est un domaine fondamental
pour l'action de I'. Les générateurs ; définissent une application finalement expansiveﬂ
sur le bord du demi plan :

B: UjIj — U]’Ij; Ij = Dj N OH>

avec B définie par
B(z) :=vj(x), Yo € I;.

On appelle B [’application de Bowen-Series. Les points x € I := U;I; qui restent indéfin-
iment dans I sous l'action de B se trouvent sur un ensemble de Cantor A (I") inclus dans
I'intérieur de I et de dimension de Hausdorff § < 1. Un résultat célébre de Series [SerS86|
montre que application B code le flot géodésique sur X. En particulier les orbites péri-
odiques de B : I — I sont en correspondance bi-univoque avec les géodésiques fermées
et de plus, la longueur primitive des géodésiques en question est donnée par

log [(B")' ()|
ou z est un point sur 'orbite périodique associée et n sa période.

L’objet d’étude fondamental en chaos quantique est le Laplacien hyperboligue Ax sur
la surface T'\H?. La compréhension précise de son spectre est un enjeu central du do-
maine et matérialise un point de convergence entre la théorie des nombres (conjecture de
Riemmann) le chaos quantique (les ondes sur X) et le chaos classique (le flot géodésique
sur la surface).

1,0)
et de spectre ponctuel fini dans (0,%). Mazzeo et Melrose [MMS87] montrérent dans les
années 80 que la résolvante

Le spectre L? de Ax est constitué d’une composante absolument continue [1

Re:=(Ax —s(1—s)) ' L2 (X) = L?(X)

bien définie sur {%(s) > %} admet un prolongement méromorphe au plan complexe en

tant qu’opérateur Lgomp(X ) — L2 (X). Les poles correspondent aux résonances de

Laplacien. Si on note Res(Ax) l'ensemble des poles de R alors

Théoréme 1.9. (Guillopé-Lin-Zworski [GLZ04]). Pour tout a > 0 fizé,
£ {s € Res(Ax) - R(s) > —a,[3(s)] < h7'} = O,

lorsque h — +o0.

9. Une application B est finalement expansive (eventually expanding en anglais) si il existe n € N
t.q. B™ soit expansive.
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FIGURE 1.5 — Surface hyperbolique convexe cocompacte. A gauche le pavage en domaines
fondamentaux sur le disque hyperbolique. A droite une représentation de la surface. Dans cet
exemple r = 2 et I'ensemble limite de 'application de Bowen-Series est un ensemble de Cantor.

C’est la fameuse loi de Weyl fractale pour les surfaces de volume infinie ol la partie
imaginaire des résonances joue le role du paramétre semiclassique. D’apreés les travaux de
Sjéstrand sur la diffusion quantique chaotique [Sj690], la puissance de croissance devrait
étre égale & la moitié de la dimension de I’ensemble captif de la dynamique classique
associé, a savoir le flot géodésique sur X. Chaque géodésique captée peut étre relevée
sur H? et est déterminée par ces points de départ et d’arrivée depuis A(T'). Reste a
préciser la position sur la géodésique ainsi que la vitesse de déplacement. La dimension
de I’ensemble captif est donc 26 + 2, en accord avec le théoréeme de Guillopé-Lin-Zworski.
Il est conjecturé que cette borne est optimale@

Il existe un lien remarquable entre les résonances de Ax et les géodésiques fermées
sur la surface. Cette connexion s’exprime par la fonction zéta de Selberg

Zx(s) = ﬁ I1 (1 - e_(s+”)’\(7”)> (1.4.2)

n=0 vp

ou 7, désigne une géodésique fermeée de longueur A(7,). La formule de trace de Selberg
(exacte dans cas de la courbure constante [Bor07|) montre que les zéros non-triviaux
de Zx(s) coincident avec les podles de la résolvante Rs. Par ailleurs, 'application de
Bowen-series donne un codage du flot géodésique sur X. On pose 7 = log |B’(x)| pour
définir
(Lep) (@)= > e Wo(y);ueC();seC. (1.4.3)
yeB~ 1z}

qui est un opérateur & trace lorsque restreint & son action sur les fonctions réelles an-
alytiques de I. En implémentant le codage dans ’expression de Zx on peut montrer

10. Dyatlov et Datchev on trés récement étendu ce résultat aux surfaces asymptotiquement hyper-
boliques [KD12].
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I'identité fondamentale [PP90] :
Zx(s) =det (I — Ls). (1.4.4)

On retrouve le méme type de résultat que pour les semi-flots : les résonances du Laplacien
sur X correspondent aux valeurs de s € C telles que L5 admette 1 comme valeur propre.
Cette identité reste vraie dans I'exemple important de la surface modulaire. IL’application
de Bowen-series doit alors étre remplacé par 'application de Gauss [May91] [AF91].

Dans le chapitre |4} on étudie des opérateurs de transferts construits dans le but de
mimer les caractéristiques des opérateurs L, définis en (1.4.3). On se donne pour cela
une union d’intervalles d’adhérences disjointes I = UI; et

(Z)j,i . I; — int (Ij)

une famille d’applications C* uniformément contractantes, satisfaisant une hypothése de
séparation forte de sorte que leurs inverses définissent une application expansive univaluée

Tio() —1

Cette application admet un unique ensemble invariant K C int (I). Généralement, K est
un ensemble de Cantor. On se donne alors deux fonctions réélles lisses sur I : 7 et V, et
on g’intéresse a 'opérateur

Fh,a cp @™V oo T B> 0

bien définit sur C5° (I). L’adjoint L? de l'opérateur L définit en (1.4.3) est de ce type
avec T = B, 7 =V = log|B'(z)|, R(s) = 1 — a et I(s) = h~'. On montre dans le
chapitre 4| que ces opérateurs admettent un spectre discret de résonances Res (Fh,a>

dans des espaces de distributions supportées sur K. De plus, sous une condition explicite
sur sur la fonction 7 (cf. définition 4.10) on retrouve :

Théoréme 1.10. Loi de Weyl et Gap spectral dans les systémes ouverts. Pour
tout a > 0 fixé, si &g est la dimension de Hausdorff de K, pour tout 6 > oo, lorsque

h\,0,
ﬂ{C € Res (Fh,a> H¢) > a,} =0 (h_5> ,
et

sup {|§| : ¢ € Res (Fha)} < exp (; sup p(2aV — J)) +0(1),

HEMT

ot Mg désigne l'ensemble des mesures de probabilités sur K invariantes sous l’action

de T et J =1log|T'| > 1.

Le gap que 'on obtient n’est certainement pas optimal, le résultat espéré étant :
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Conjecture 1.11. (Pollicott, Dolgopyat [DM98| p.9]) lorsque h \, 0,
A 1
sup {|C] : ¢ € Res (Fh,a>} < exp <2Pr (2 (aV — J))) + o(1),

ot Pr est la fonctionnelle de pression topologique (cf. dans le chapitre .

Appliquée a I'application de Bowen-Series cette conjecture prend la forme

Corollaire 1.12. Si la conjecture est vraie, alors lorsque (s) /400,

sup{[¢|: ¢ € Res(L;)} < exp (;Pr (—2§R(3)J)> +o(1),

ot L est lopérateur de transfert associé au codage du flot géodésique sur une
surface hyperbolique convere cocompacte donnée X.

Par la formule de Bowen [Fal97],
Pr(—d9J) =0

ol & est la dimension de Hausdorff de 'ensemble A (I') C OH2. Avec (1.4.4) et la formule
de trace de Selberg, la conjecture impliquerait que le nombre de résonances du
Laplacien sur X de parties réelles supérieures a % est fini, ce qui correspond & une

2
conjecture de Jakobson et Naud.

Le théoréme (disponible prochainement sur Arziv) a été obtenu en collaboration
avec Fréderic Faure (Institut Fourier, Grenoble) et Tobias Weich, en thése a I'université
de Marburg (Allemagne).



Chapitre 2

Eléments d’analyse semiclassique

"Il y a d’un coté le bien, de 'autre le mal et au centre, une arme absolue du
bien contre le mal.” -Luc BEssoN (LE CINQUIEME ELEMENT).

Dans ce court chapitre on présente ’heuristique centrale de ’approche semiclassique
qui consiste & interpréter les opérateurs de transferts comme des Opérateurs Intégraux
de Fourier (OIF) associés a une dynamique symplectique sur le cotangent. La mise en
application de cette idée utilise 'analyse des opérateurs pseudo-différentiels (PDO) a
laquelle on consacre une section introductive[]. Ce chapitre nous donnera 'occasion de
fixer certaines notations et donne une premiére saveur du type de résultats que l’on
pourra espérer déduire dans les chapitres suivants.

2.1 Opérateurs h—Pseudo-Differentiels

En mécanique classique I'état d’une particule (ou plus généralement d’'un ensemble
de particules) est entiérement déterminé par sa position 2 € R? et sa vitesse v € R? (par
exemple d = 3N si le systéme et constitué de N particules dans R?). Dans 'approche
hamiltonienne on préfére décrire une particule par sa position et sa quantité de mouve-
ment £ = mwv. On interpréte £ comme la variable duale de la vitesse avec % (&v) e Ry,
I’énergie cinétique. On voit donc lespace des phases {(z, &)} ~ R?*? comme le fibré cotan-
gent U, T:R? au dessus de I'espace des positions {x}. On note 7 : T*R? — R? la projec-
tion naturelle 7 : p = (z,£) — x. Le cotangent est munie d’'une 1-forme canonique 6 que
I'on peut construire, indépendamment de tout systéme de coordonnées, en posant, pour

tout vecteur tangent X € 7T,T *RY
0(X) = € (r.X)

et qui s’écrit en coordonnées 0 = &dx = Z;-i:l &dx;. On note alors w = df la 2-forme
symplectique exacte et non dégénérée associée. En coordonnées w = dé Adx = Zle dETA

1. Les ouvrages de référence sont [dV02] [EZ03| [GS94] [Ho6x85].

27
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dx;. Un fait remarquable est que la structure symplectique de ’espace des phases

(#2)

est une traduction géométrique des postulats de la mécanique Hamiltonienne [Arn76].
SifecC™® (RZd;R) est une observable classique (e.g. ’énergie) alors I'unique champ de
vecteur X réalisant

w(Xy,.)=df
génére le flot classique go’} = e!X7 sur I'espace des phases et préserve w. Plus formelle-
ment, la forme symplectique fait de ’ensemble des observables classiques une algébre de
Poisson pour le crochet

{19} = w(Xy, Xy)

qui relie les observables entre elles au travers des dynamiques qu’elles générent :

d
a0l ={f.g004}

Ce formalisme indépendant du choix de coordonnées permet de décrire de maniére in-
trinséque le mouvement de particules évoluant sur une variété Riemanienne X (c’est le
cas pour le probléme a n-corps). L’espace des phases correspond alors au fibré cotangent
T*X. Le théoréme de Darboux montre que la forme symplectique w = df s’écrit toujours
localement comme d€ A dzx.

La théorie des Opérateurs h— Pseudo-différentiels (PDO) peut se comprendre comme
une tentative de transposer 1’algébre de Poisson des observables classiques & ’ensemble
des opérateurs formellement auto-adjoints agissant sur L2 (]Rd) : ’espace de Hilbert de
la mécanique quantique (plus généralement L2 (X) ott X est une variété Riemannienne
de dimension d représentant I'espace classique des positions).

A une observable f € § (R2d) on associe sa quantification de Weyl, définie par son
action sur les fonctions test ¢ € S (Rd) comme :

Opj (f)e(x) = ! d/e%f@—y)f (x“/,g) o(y)dyd¢ (2.1.1)

(2mh) 2
Vh > 0. f est le symbole de Weyl de Opy'(f) : S (Rd) - S (Rd). Si f est a valeurs
réelles, 'opérateur est formellement auto-adjoint. La dynamique quantique associé a f
est générée non plus par un champ de vecteur mais par l'opérateur Opy’(f) au travers
de ’équation de Schridinger (cf. plus bas). En physique & > 0 est la constante de
Planck [LL65|[CBEF]. A la limite &\, 0 on doit retrouver la dynamique Hamiltonnienne
générée par f.

En fait, la classe de Schwartz n’est pas satisfaisante en tant qu’ensemble des ob-
servables admissibles (une raison évidente est qu’elle ne contient pas le Hamiltonien
correspondant au mouvement libre ||€]|> qui aprés quantification devient —h%A).
Un premier résultat de la théorie stipule que I’'on peut étendre les observables a la classe
suivante
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Définition 2.1. [DS99], pour tout m € Ret 0 < pu < % la classe S))' (]RQd) est constituée
de familles (ay);~q € C> (R??) telles que

Va, 8 € N% ACqp;

6?8?@5(:1:,5)’ < Caﬁﬁfu(lalﬂﬁl) <§>m—\5| (2.1.2)

ou les constantes C,p doivent étres uniformes en h et (€) = 1/1+ ||€]|*. Pour tout
(an)pso € Syt (R?), (Op}(an)),=o est une famille d’opérateurs agissant dans S (RY) et
s’étendent contintiment en opérateurs S’ (Rd) — & (Rd). On note OPS}}" pour I'ensem-
ble des (familles d’) opérateurs issus de S’ (R?*?). On notera parfois S, (R) =
Am<oST (R24).

La classe S))" (Rd) contient des symboles présentant des variations jusqu’aux échelles
de l'ordre des cellules de Planck. On aura besoin dans les chapitres suivants de considérer
de telles observables afin de déduire les loi de Weyl fractales pour certains opérateurs de
transferts.

Dans la suite on notera, sauf en cas d’ambiguité, a & la place de (ap)~, pour les
symboles de S} (]R2d) bien qu’ils soient en général des familles & un parameétre de fonc-
tions. De la méme maniére on écrira Opy (a) plutot que Opy (ap) pour les opérateurs de
OPS)".

2.1.1 Continuité dans L?

Les symboles bornés (m = 0 dans (2.1.2)) sont quantifiés en opérateurs continus
par (2.1.1). C’est l'objet du lemme suivant, aussi connu sous le nom de théoréme de
Calderon- Vaillancourt :

Lemme 2.2. (L?-continuité [EZ03, thm. 5.1] ). Si a € SB (R?®) alors pour tout h €
(0,1], Opy'(a) s’étend en un opérateur continu sur L? (R?). Lorsque h — 0 :

10p5 (@)l 2 2 < sup flallog +O (r72). (2.1.3)
En outre si |a(x,&)| — 0 lorsque (z,£) — oo alors Vh € (0,1],
Op¥(a) : L* (]Rd> — L? (Rd>
est compact [Mar(2].

Si, en plus d’étre dans la classe Sg (RQd), le symbole a satisfait une estimation de
régularité en x :

Vo, B € N% 3045

6§8§a (x,é)‘ < Caﬁh—u(lalﬂﬁl) <x>—|a\ <5>—|B| (2.1.4)

on peut déduire du lemme 2.2 un corollaire fondamental, qui précise I'idée intuitive selon
laquelle les opérateurs dont le symbole est petit hors d’'un domaine compact de I'espace
de phase sont eux-mémes quasi-compact :
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Corollaire 2.3. (Quasi-compacité [FRS08, p.44]). Soit h € (0,1] fizé. Si a satisfait a
alors pour tout pour tout € > 0,

Op} (a) = ke + 7, (2.1.5)
avec ke compact et ||7e]| < L+ ¢, ou

Ly = limsup |a(z,)|

|(2,8)| =00

On dit de Op}'(a) qu’il est quasi-compact car son spectre essentiel est contenu dans le
disque de rayon Ly dans C.

L’idée de la preuve est assez représentative du type de techniques utilisées en analyse
semiclassique. Si (2.1.5)) est vrai, le fait que Op}’(a) est & spectre discret hors du domaine
spectral délimité par le cercle de rayon L est une conséquence du théoréme Fredholm
analytique. On prouve cela dans l'appendice (lemme . Prenons 7 = 1. Soit 0 <
x(x,€) < 1 une fonction lisse de R?? supporté dans la boule unité et égal a 1 dans une
boule plus petite. Pour tout € > 0 on note x. (&, z) := x (€€, ex). On écrit alors a =
Xea+ (1 — xe) a = ke +re. D’apres le lemme OpY’ (ke) est compact pour tout € > 0.
D’un autre coté, si on effectue le changement de variable (z,&) — (z. := ez, & := €£), en
posant 7 (ze, &) =1 (e 'xe, e 1E), par (2.1.4)

02,00 | < Cage™ P71l (710 )T (716 ) T < Cog ()T

r est donc un symbole dans S° (RQd) vis & vis du paramétre semiclassique €. On vérifie
sans peine que OpY{ (r.) = OpY (r), avec par le lemme (2.2), ||Op? (r)|| < L + O (e)
lorsque € — 0.

2.1.2 Algeébre d’opérateurs

L’ensemble des A-PDO construits par la quantification de Weyl est une algébre et
définit une algébre sur 'espace des symboles, qui coincide au premier ordre avec I’algébre
de Poisson de C*° (RM) :

Lemme 2.4. Composition [Fol88, p.109]. Ya € S7t (R?Y) | b € 572 (R*)
Opy (a)Opy (b) € OPSZL1+m2 (2.1.6)
définissant ainsi le produit de Moyal a#b t.q. Op} (a)Op}'(b) = Opy (a#b). On a

a#b = ab mod h1_2“5l771+m2 (RQd) avec de plus : (2.1.7)

[Opy(a), Op} (b)] = —ihOp} ({a, b}) mod K12 OpSmTm2=2 (2.1.8)
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La conséquence majeure de ce fait est la suivante : Si Uy est un groupe & un parameétre
de d’opérateurs unitaires solutions de [’équation de Schridinger

ih@tUt = Opg(H)Ut, (219)

ot H est un symbole réel, alors les dynamiques classique et quantique sont liées au
premier ordre par le célébre théoréme d’Egorov :

Lemme 2.5. Egorov. [EZ03, section 9.2|. Va € S]', U_+Op}/(a)Us € OPS]' et son
symbole est a o e H mod hl_Q“SL"_l (RQd), avec e'XH le flot au temps t généré par le
champ de vecteur Hamiltonien Xpg.

Les opérateurs unitaires U; solutions de sont des exemples fondamentaux
d’Opérateurs h— Fourier-Intégraus (OIF) [Dui73]. Les OIFs sont toujours associés a une
application préservant la forme symplectique sur 'espace des phases classique et con-
stituent en ce sens la version quantique des symplectomorphismes. Une question na-
turelle, fondamentale pour pouvoir étendre le calcul pseudo aux variétés, concerne 'effet
d’un changement de coordonnées x — y = f(x) sur 'expression d'un PDO. Si ¢ est
une fonction lisse de R? on pose @¢(y) = o(z), i.e. $ = ¢ o f~L. Dans ce contexte le

théoréme d’Egorov répond positivement & la question : peut-on écrire (Op}é’(a)@) (y)
comme Opy (b)@ (y) pour un certain symbole b (y,¢) ?

Si on note F' le relevé canonique de f sur le cotangent T*R% = R29 -

F: TR — T*R?

(,8) = (y=F""),'Dyf-€) (2.1.10)

On a alors

Lemme 2.6. Egorov pour les difféeomorphismes [Mar(2, p.150]. Soit F:prpof
ot f un difféomorphisme C® de R?. Pour tout a € Sits F710p}(a)F € OPS™, et son

no
symbole est ao F' mod h1_2“S;”_1 (]RQd), avec F' le relevé canonique de f sur le cotangent

(110).

Ce résultat fondamental pour le passage aux variétés se démontre de maniére assez
directe en utilisant, par exemple, la théorie des semi-densités [EZ03), chap. 8|.

2.1.3 Loi de Weyl et symboles & support compacts

Un des résultat principal de cette thése concerne une estimation de type Weyl pour
les résonances de certains opérateurs de transferts. La preuve de celle ci repose sur une
estimations du nombre de valeurs propres de PDO dont le symbole est & support compact
(mais dépendant de h).

Lemme 2.7. (Loi de Weyl [DS99, p. 116]) Soit a = (an);~g € S, (R%) un symbole
réel a support compact (pour tout h). On sait que Yh > 0, A= Opy (an) est auto-adjoint
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et a trace sur L? (Rd). De plus, pour tout € > 0, lorsque h — 0 :

(27rh)dj:t{)\?€a(fl) BUE e} = Leb{(z,8); |an] > €} +

(2.1.11)
+o (Leb {(x,&); |an| > 0}).

Voici une esquisse de preuve de ce résultat classique. (On peut le déduire en reprenant
la preuve du théoréme 9.6. dans le livre [DS99| qui utilise le calcul fonctionnel pour les
PDOs). Pour simplifier, supposons p = 0 et a positif. On considére 1| ), la fonction
caractéristique de [e, 00). Par définition

> 6}

trle o) (/1) =1 {/\f €o (121) |

Pour tout § > 0, soit f et [ deux polynomes de degré n = n(d) s’annulant en zéro et
approximant 1 oy sur [0;c], avec ¢ > sup [|ap||, de sorte que V¢ € [0;c]

A

1[6+5,oo) (t)—0< i(t) < 1[6700) (t)

et
1[5,00) (t) < f(t) < 1[5—6,00) (t) +9

Par le théoréme de composition, les opérateurs i(fl) et f(A) sont des PDOs dans QPS>
de symboles principaux f(a) et f(a).

Définition 2.8. [Lerl0l [EZ03] Soit A € OPS™ de symbole a(z,§). Le support essentiel
de A, noté essuppA, est le complémentaire de I’ensemble des points (x, ) dans le voisinage
desquels

VN,

8§3§a(az,§)‘ < Copnh, (2.1.12)
En particulier, pour tout PDOs A, et B :
essuppAB C essuppA N essuppB. (2.1.13)

De (2.1.13)), on déduit que, pour tout j € N* essuppflj C essupA. Comme les
polynémes f et f n’ont pas de terme constant, on a que essupf(A) C essupA C suppa

et méme pour f(A). Ainsi
f <A> = Opy, (f(an) + hiby)

avec by € ST et, par (2.1.12), ‘Bh’ = O(h*™) hors de suppay. Il existe en outre pour
tout p € SONL! (RQ), une formule exacte donnant la trace du PDO associé a p [DS99,
p. 115] :

(27h)% tr (Opl (p)) = / p(z,€) dads (2.1.14)
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de laquelle on déduit que (27h)? trf(A) = [ (f(an) + hbp) dzd€. Par construction on a

@2rh)*trf(A) < Leb{(2,&); |an| > € — o} + (2.1.15)
+ (6 + On (h)) Leb {(z,€) ; |an| > 0} h
et de la méme maniére
(2wh)"trf(A) > Leb{(,€); |an| > € + 6} + (2.1.16)

—(0+ Oy (h)) Leb{(z,£) ; |an| > 0}
Par le théoréme spectral et la L2 —continuité, pour tout & > 0 assez petit,

tri(A) < tr1[6,00) (A) < trj?(/i)

Avec (2.1.15) et (2.1.16]), en prenant les limites & — 0 puis n — oo on déduit (2.1.11)).

2.2 Passage aux variétés

La classe S)" définie en (2.1.2)) est invariante par changement différentiable de coor-
données. Elle permet alors la quantification sur une variété lisse compacte X de dimension
d avec (2.1.1)) pris en un sens local :

Définition 2.9. [Tay96b, p.30] Un opérateur linéaire A : C°(X) — C°°(X) est un PDO
dans OPS) (T X) si pour tout atlas sur X et pour toutes cartes Uy de cet atlas, il existe

un symbole a,, € S (RQd) t.q. pour tout x, x’ € C°(Uy), si kup = por™1,

YA x=x (ky ! o Opf(ax) o ki) X (2.2.1)

Dans cette définition, seul le symbole principal d’un PDO est indépendant du systéme
de coordonnées -[Tay96b| chap. 7 et appendice E dans [EZ03|. Par le théoréme d’Egorov
(Lemme le symbole principal peut étre interprété comme une fonction sur le fibré
cotangent 7% X de X. Réciproquement, donné un symbole a € C* (T*X), en utilisant
une partition de 'unité : {x.} C C°(Usx) avec > crx2 =1, et F = {x: U, = R?} un
atlas de X, on pose :

Opp(a) =Y Xn (1" © ODF (ax) © K) X (2.2.2)
KEF

et on dira que a est dans la classe S)' (T*X) si et seulement si (localement), pour tout
ke F

an(2,€) 1= a (kM (2), ' Dymr gy - €) € ST (de) . (2.2.3)
dans ce cas Opy/(a) est un PDO dans la classe OPS)* (T X) de symbole a.

Avec la construction , la loi de Weyl (lemme se traduit sans changement
pour Opj'(a) ot a € S,;°°(T*X) est un symbole a support compact. Le volume sur
le cotangent est celui issu de la forme symplectique canonique, indépendamment dune
éventuelle structure métrique. Enfin, par compacité de la variété X, le corollaire [2.1.5
sera toujours vrai pour les opérateurs de OPSS (T*X).
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2.2.1 Théoréme d’Egorov pour les opérateurs de transfert

En combinant le lemme [2.6] avec la définition 2.2.1, on peut & présent énoncer le
théoréme d’Egorov pour les difféomorphismes sur une variété lisse compacte X. Cela
nous permettra de voir les opérateurs de transferts comme des OIF associés a leur relevé
canonique sur le cotangent.

Lemme 2.10. Soit F : p — o f ot f un difffomorphisme de X. Pour tout a €
Sy (T*X), F~'0py(a)F € OPS (T*X), et son symbole est a o F mod h'~287~1,
avec F' le relevé canonique (2.1.10) de f sur T*X.

SiT : X — X n’est pas inversible, si T est toutefois un difféomorphisme local
(par exemple si T est une application expansive, cf. chapitre suivant) alors le théoréme
d’Egorov peut étre énoncé en utilisant I’'opérateur de Perron-Frobenius F*ala place de
F~1. Cela donne, en utilisant

Lemme 2.11. Soit I : Q= po T ou T une application localement inversible de X.
Pour tout a € S (T*X), F*Opy (a)F' € OPS] (T*X), et son symbole principal s’écrit

> [detDyT|a (y,! DT - ¢) . (2.2.4)
yeT—H{z}

Transport de paquet d’ondes. Pour comprendre de maniére intuitive le lemme [2.10]
il est instructif de comprendre la dynamique générée par les opérateurs de transferts sur
les paquets d’ondes. A cette fin, on considére la famille suivante de fonctions dans S (]Rd)
que 'on appelle états cohérents ou paquets d’ondes gaussiens :

—Jlz—y|I?
2h

Ploey(y) = eiVe  (x,€) e R¥. (2:2.5)

Ces fonctions on la particularité d’étre localisées, lorsque i — 0, au voisinage de z € R
et leur transformée de Fourier prés de A~ 1€ € (Rd)*. On dit que de tels états sont
micro-localisés en (x, ) [HJ0Q].

Le parameétre A apparait ici comme un changement d’échelle sur l’espace de Fourier.
Soit f : R? — R un diffeomorphisme. On s’intéresse pour (x, ) fixé et lorsque h — 0, &
la famille d’états : go?x £ © f. Clairement (p?’x £ © f sera localisé au voisinage de f~1(z).

On évalue alors I, := <907&7€) of;, Sp?ffl(a:)m)>Lz qui s’écrit explicitement comme
I = /e£(£-f(y)n-y)eghl,(fc—f(y)ll%r\lf1(w)—y\|2)dy_

Pour que cette intégrale ne soit pas négligeable lorsque i — 0, la phase ¢(y) := & f(y) —
n -y doit étre stationnaire en y = f~1(x). En interprétant &, comme des 1-formes sur
R? on obtient

Sy) =€ fy) —n-y = doy(u) = & (Dyf(u)) = nlu);Vu € T,RY,

2. VA >0, {go?x@; (z,€) € R*} est une famille sur-compléte de L* (R?).
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= d(ﬁffl(x) =0&n =t fol(x)f €.

I’état @;fﬂ(x@ = @?x’g) o f est donc micro-localisé en

F(l’,f) = (f_l(x)at fol(x)f f)

Le changement d’échelle induit par 'introduction du petit paramétre i révéle le com-
portement effectif des hautes fréquences, incarné par le relevé canonique de f sur le
cotangent , préservant la 2—forme symplectique. On peut définir de la méme
maniére des états cohérents sur une variété Riemannienne compacte X, en utilisant ha-
bilement des partitions de 1'unité et application exponentielle (cf appendice de [ES11]).
Dans des cartes, ces états prendrons la forme . Dans ce cas l'interprétation de &
comme une 1-forme prend tout son sens car la dynamique effective s’effectue sur le fibré
vectoriel T*X.

Pour faire le lien avec le calcul symbolique de la section précédente il faut interpréter
les PDO comme des opérateurs multiplicatifs dans ’espace de phase. Sur un paquet
d’ondes tels que définit en , un PDO Op}’(a) agit grossiérement comme

h h
Op%}(a’) : So(lx7§) = a(fﬂaf)@(lx,gy
modulo des termes négligeables lorsque i — 0. Puisque un difféomorphisme f transporte

‘P?}c,g) en gb%(m’@, le théoreme d’Egorov se schématise de la facon suivante, si A := Op}(a)

h ~h
) PF(g)
F~TAF | LA
0o F(@,8)3we F' aoF@,Odk,

1

Cette idée simple est explicite lorsque 1’on considére, plutot que la quantification de
Weyl, la quantification de Toeplitz qui fait intervenir dans sa définition les paquets
d’ondes[Fol88]. On utilise alors la transformée FBI [Mar02|. Cette derniére a récemment
éteé utilisée en systémes dynamiques par Tsujii dans son excellent article [Tsulll sur les
flots Anosov de contact.



Chapitre 3

Extensions compactes d’applications
expansives

”"Most smart people tend to feel queasy when the conversation turns to topics
like certain death or total failure (...)

Not me, I am comfortable with these themes.” -HUNTER S. THOMPSON.

Les systémes partiellement hyperboliques forment une classe de systémes dynamiques
chaotiques d’un type plus subtil que ceux issus du cadre simplement hyperbolique, ces
derniers étant & ce jour assez bien compris. Ces modéles sont caractérisés par la présence
d’une fibration neutre qui peut ralentir drastiquement -et méme empécher- la convergence
vers I’équilibre statistique. Les extensions d’applications expansives vers des groupes de
Lie compacts forment une classe attractive de systémes dynamiques d’un tel type , o
la théorie des représentations permet de rendre explicite le réle joué par la fibration
neutre -les fibres sont ici homéomorphe & un groupe de Lie donné et le systéme agit
isométriquement entre les fibres.

Soit (X, g) une variété Riemannienne lisse, compacte, connexe et sans bords de di-
mension d sur laquelle agit une application C*° T : X — X expansive. L’expansivité
signifie qu’il existe A > 1 t.q. pour tout x € X, u € T, X,

DT - ul| > \ull.- (3.0.1)

(pour la norme sur le fibré tangent 7T'X induite par g). Une application expansive définit
un N revétement de X et on supposera dans la suite qu’il existe N branches inverses[]
{Te_l} ,t.q. T : T (X) — X soit un diffeomorphisme pour tout € = 1, ..., N. Cest le cas
pour dans les exemples données en section du le chapitre introducif [I On rappelle
que toute application expansive C* est exponentiellement mélangeante par rapport a
une mesure invariante lisse u, appelée mesure SRB, absolument continue par rapport a
la mesure volume m sur X .

1. En général les branches inverses ne sont pas globalement définies. Dans la suite il suffit qu’elles
existent localement.

36
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Soit G un goupe Lie compact muni de sa mesure de Haar normalisée h. Pour toute
application lisse 7 : X — G, l'extension T; : X x G — X x G du systéme expansif (X, T)
se définit par .

T, (2,9) = (T(x), 7(2)g) (3.0.2)
et la mesure i := uxh est une mesure invariante sous T: (voir la sectiondu chapitre D .
Depuis les travaux de Ruelle, Bowen puis Rugh on sait que la convergence vers 1’équilibre
statistique dans les systémes chaotiques est controlé par le spectre de résonances de
l'opérateur de transfert

U ToT,, U el (X xG), (3.0.3)

restreint & des espaces de distributions adaptés (cf. section |1.3). Dans notre contexe, la
théorie des représentations, ot analyse harmonique, permet de considérablement simpli-
fier son étude. En particulier le théoréme de Peter-Weyl [Tay96a] donne

L*(G)=EPDLeDf (3.0.4)

ott DX sont les espaces de représentations irréductibles pour, respectivement, 1’action
a gauche et a droite de G sur L? (G). Pour G = U(1), c’est tout simplement la décom-
position de Fourier des fonctions du cercle. L’opérateur de transfert s’étend en
un opérateur continu sur L? (X x G) = L? (X) ® L? (G) et agit comme la représentation
gauche de 7(z) sur le facteur L? (G), donc trivialement sur DX, Va. (3.0.4) devient :

=Pri.o.aF (3.0.5)
—— —
®  dimg(Dy) copies

avec D, = Dg et Fa = ST|L2(51)®DM agissant sur les fonctions ¢ : X — D, comme

(Fatp) (@) = Falw)p (T()). (3.0.6)

ol 7, (z) dénote la représentation dans Dy, de 7(x) € G. Les opérateurs F, (3.0.6) agissent
par dualité sur les distributions w de D’ (S 1) ® D, comme

(Fuw) (@) = w (Fie)

pour toute fonction test ¢ € C*° (X) ® D, et ot I'adjoint L? n’est autre qu'une général-
isation de 'opérateur de Perron-Frobenius & poids complexe :

(Fae) @ = > |detD,T|™" 7a(y) e (y): (3.0.7)
yeT~{ax}

avec 7o (y)* I'adjoint (pour le produit scalaire hermitien) dans D, de la matrice 7,(y).
Dans ce chapitre on commence par montrer que les opérateurs F, admettent un spectre
discret de résonances dans des espaces de distributions

H ™(X)®D,
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ou H™™ (X) dénote les espaces de Sobolev usuels.

On montre ensuite, en se restreignant aux groupes les plus simples -U(1) et SU(2)-
que l'on peut interpréter ces opérateurs comme des OlFs et on exhibe la dynamique
canonique associée. Dans le cas Abélien cette dynamique s’effectue sur le fibré cotangent
mais dans le cas non Abélien le plus simple, I’espace de phase associé¢ admet un facteur
S? en plus du cotangent. On expliquera briévement comment ont peut espérer généraliser
cette construction aux autres groupes de Lie compacts.

Les sections suivantes mettent en application ’approche semiclassique et sont con-
sacrées a la preuve du gap spectral (théoréme pour les extensions vers SU(2), puis
a la loi de Weyl fractale (théoréme [3.12)).

On termine le chapitre en commentant les différentes pistes qu’il reste a arpenter et
les questions laissées sans réponses.

3.1 Spectre de résonances
Les espaces de Sobolev usuels H~"" (X) peuvent se construire comme
H™(X):=A (L*(X)); meR (3.1.1)
ott Ay, := OpY (Am) et Ay € Sg™ (T X) est le symbole borné d’ordre —m

An(§) = 1 si €]l <1

= €™ sl =1+m (3.1.2)

avec n > 0 fixé mais arbitrairement petit et Op{’ la quantification de Weyl définie en

(2.1.1). Munis du produit scalaire
(9} r-m = {OD" (Am) ¥, OP" (Am) ¢) 12
les espaces H~"™ (X)) sont des espaces de Hilbert.

Théoréme 3.1. (Ruelle) Soit G un groupe de Lie compact et F, Dopérateur définit en
(f3.0,5l) et (fé’Oél) Vm, Yo, F, agit dans H-™ (X) @ D, et est a spectre discret hors d’un
disque de rayon = X" (N/ADY2 ) o0 X > 1 est le coefficient d’expansion minimal de
T:X — X. Les valeurs propres de Fa|H7m®’Da ainsi que leurs espaces propres respectifs
ne dépendent pas de m et définissent les résonances de Ruelle de E, - cf. figure .

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du théoréme de Ruelle (on se
référe a 'appendice B pour les détails). Fixons m et «. Par (3.1.1))

H™™(X)® Dy = (A;} ® Ha> (L2 (X) ® D).

Considérons
Q= (An @ 1) Fu (A7} ©1) .
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v=0,.., 30 j=0,...7.0

Figure 3.1: Calcul numérique de la superposition du spectre de résonances de F,
pour deux extensions particuliéres de I’application linéaire T'(x) = 2z modl du cercle. A gauche
7(z) = 5= cos(2mz) vu comme un élément du groupe abélien R/Z. Dans ce cas a = v € Z. A
droite 7(z) = ' ©3(2m2)Js ¢i0J2gi cos2m)Js ¢ QUI(2) avec iJj;1 = 1,2,3 les générateurs de 1’algébre
et 6 # 0 une constante arbitraire. Dans ce casa = j € %N . Sur les deux figures, le cercle intérieur
correspond au gap asymptotique du théoréme [3.9] et le point noir a la valeur propre dominante
1.

Notons 7, l'opérateur unitaire sur L? (X) ® D, définit par (fa¢) (z) = 7a(z)p(z). On
peut voir 7, comme une matrice de taille dimc D, dont les coefficients sont des opérateurs
multiplicatifs (donc des PDOs d’ordre 0). Soit

pa = Q;kn,an,a = (A;II & Ha) Ba (A;Il & ]Ioz) )

ou

B, = (F 2 ]Ia> 7 (A%; ® ]Ia) Fa (F ® ]Ia>
= F*A%nﬁ ®]Ia + CQm—lv

avec C’gm,l une matrice de taille dim¢ D, dont les coefficient sont des PDOs d’ordre

2m — 1 qui apparait lors de la permutation de 7, et (/l?n ® ]Ia), et

N

F:op—poT, pelC™®(X),
est U'opérateur de transfert classique associé & T : X — X. Par composition

pa:p®]1a+é—17

ot P est comme en (IB.0.4D et (IB.O.5|) et C_; une matrice de taille dim¢ D, dont les
coefficient sont des PDOs d’ordre —1 donc un opérateur compact. Comme 'unique terme

non-compact est diagonal on peut appliquer telle qu’elle la fin de la preuve du théoréme
B2 pour conclure. O
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3.2 Applications canoniques

On a décomposé &~ en une famille d’opérateurs quasi-compacts {Fa} On va montrer

dans cette section, en se restreignant a des exemples simples de groupe de Lie -U(1) et
SU(2)- que l'indice o peut étre interprété comme un parameétre semiclassique, faisant
des opérateurs F,, des K-OIF d’une nature plus subtile, et associés & des dynamiques
symplectiques plus complexes, que 'opérateur de Ruelle classique FassocieaT: X — X.

3.2.1 Cas Abélien

Lorsque G = U(1), la décomposition (3.0.4)) coincide avec la décomposition de Fourier
des fonctions du cercle, et « = v € Z. Les opérateurs de transferts F,, définis en (|3.0.6))

prennent la forme ‘
F,=e"F: v e, (3.2.1)

avec Q) € C(X). E, peut étre vu comme un h-OIF, avec v~! dans le réle du paramétre
semiclassique. F est en effet un exemple trés simple d’OIF est associé au relevé canonique
(lemme

Fo: T; X —  Tp X

¢ = tD,T-¢ ie=1

N (3.2.2)

g eeey

ou {ze = ’_]’e_l(a:)}i\[:1 dénote les N antécédents du point x € X. Cette dynamique effec-

tive préserve la section nulle {€ = 0} ~ X. D’un autre c6té 'opérateur multiplicatif ei2/h

constitue lui aussi un exemple élémentaire d’A—OIF et est associé au flot au temps 1 :
(2,8) = (z,§ + dQ(z))

géneéré par le Hamiltonien Q (lemme . Ainsi Papplication canonique associée a F, est
multi-valuée et prend la forme

Foo TX = T; X o
g — gﬁ = thET '6"‘ deé B € = ]-, -..,N. (3_2.3)

La translation induite par la 1-forme df2 complique significativement la dynamique sur
T*X. Néanmoins, loin de la section nulle les trajectoires continuent de fuir de maniére
contrélée :

Lemme 3.2. Pour tout 1 < k < A, il existe R > 0, tel que
1€l = R = [|&ll = w |I€]l5 Ve € {1,..., N} (3.2.4)
Démonstration. Pour tout e,

ngH HtD$eT.€+dQ$EH

| [|*Da, T - €| = 1|2 |

AV
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FIGURE 3.2 — Approximation numeérique de K pour l'extension abélienne de l’application

linéaire T'(z) = 2z (modl) du cercle, pour deux expressions particuliéres de 7. A gauche

7(z) = 5= cos(2mz) et a droite 7(z) = 5= sin(27x). Des ensembles similaires, nommeés "At-

tracteurs solénoideaux” sont étudiés dans [Tsu01].

Pour [[&]| > A™" sup,, [|dQ|l,

1l > |"De. T - ]| = [|d€%. ||
> A€l = sup, [|dQ4 ||
ainsi, pour tout 0 < k < A, [|&]| > & ||€] si [|¢] > 2Reld=l . B 0

Il subsiste en conséquence prés de {£ = 0} un ensemble compact non-vide K depuis
lequel certaines trajectoires -parmi les N™ issues d’un point (x, &) donné- sont captés. En
effet, en prenant R > 0 assez grand et

Z:=|J{eemX| ¢l <R}, (3.2.5)
reX
K peut étre définit comme ’ensemble limite d’une suite de compacts emboités :

K= F"H"2). (3.2.6)

n>0
ot F71:TrX — T7 ()X est lapplication inverse (uni-valuée) :

Flo TiX - b

1<:zc>X
£ = (tDIT) -

Partant d’un point de K une trajectoire au moins parmi les N™ est captée. On aura

besoin dans la suite d’une estimation sur le nombre maximal de trajectoires qui restent
dans Z :
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Définition 3.3. (partielle captivité[Faulll) Soit

N(n) = ma a F" (&) CZ} < N",

(n) %§£§§H €) Szt <

le nombre maximal de trajectoires qui restent dans Z aprés n itérations. La dynamique
sera dite partiellement captive ssi

lim M =0. (3.2.7)
n—00 n
Tsujii su montrer [Tsu08| que cette condition est générique vis a vis du choix de
fonction €. (on pourra consulter le rapport de diplome de Tobias Weich [Weil0] pour une
preuve détaillée de ce fait). La partielle captivité n’est clairement pas vérifiée si dQ2 = 0
mais aussi si Q est un co-bord c’est a dire s’écrit comme noT — 7, pour n € C* (X) (cf
[Faull] appendice A). On reviendra sur cette notion.

3.2.2 Cas non-abélien le plus simple

Lorsque G = SU(2), les espaces de représentations D, sont univoquement indexés par
leur dimension. Il est d’usage de poser j € %N et D, = Dj de sorte que dimc D; = 25 +1
[Tay96a]. Les opérateurs de transferts prennent dans ce cas la forme

. . . ) 1
ot (75) (z) == Tj(z)p(x); Ve € C°(X) ® D;. Comme dans le cas abélien, on cherche &
comprendre ce que I’opérateur unitaire 7; & de commun avec les OIF et sur quel espace son
éventuelle application canonique agirait. En d’autres termes on veut définir des paquets
d’ondes sur C*°(X)®D; et exhiber I’action de 7; sur ces derniers. Pour cela on vas utiliser

la théorie des états cohérents pour les groupes de Lie développée dans les années 70 par
Perelomov [Per86|, et Gilmore [Gil74].

3.2.2.1 Etats cohérent de SU(2)

SU(2) est le groupe des matrices 2 x 2 spéciales unitaires, i.e.
SU(2) := {g = < _045 g ) | la)® 4181 = 1} ~ 3, (3.2.8)

Son algébre de Lie su(2) = R? est sous-tendue par les générateurs i.J, = —%ak, k=1,2,3,
ol oy, sont les matrices de Pauli :

/0 1\ (0 =i\ _ /(1 0
A=\ 1 0/)%27V i 0o )0 o -1 )
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En identifiant Z = (71, Z3) € C? & une matrice 1 x 2, on construit une représentation
naturelle du groupe sur les polynémes en Z;, Z5 :

7:SU(2) = GL(C |21, %)), (x(g)P) (Z) := P(Zg).

Cette représentation est clairement réductible, et dans cette réalisation les espaces D;
peuvent étre vus comme ensembles de polyndmes homogeénes de degré 25 € N; i.e.

2j
D; = {P €C[21,2:) | P(Z1,22) =Y anZ 237" ap € C}
k=0

Il y a en outre une correspondance univoque entre les polynomes homogénes sur C? et
les polynomes de degré inférieur & 2j + 1 sur 'espace projectif P ((CQ) =P =S% En
effet,

% Z\*
Pz -2y w ()
k=0

si z = % dénote la projection stéréographique de Z sur P!, a4 P on associe p(z) =

Zij: 0 apz" et vice versa. Le produit scalaire rendant cette représentation unitaire s’écrit
([Per86] p.58) :

2j4+1 [ pi(2)p2(2)
I

- z
w1 p)ET

et une base orthonormée sur D; est donnée par les monémes normalisés

(p1,p2) = (3.2.9)

: 23! S
pu(z) = C“z]""lt; Cy = \/(] +Iu])| (] — Iu)" = —7,...7.

Finalement, la réduction de 7 & cette réalisation de D; prend la forme, avec la paramétri-

sation de SU(2) définie en (3.2.8)),

(95p) (2) = Bz + @) p (R, '2); Ry'z = gj;g (3.2.10)

Cette derniere équation permet une élégante interprétation semiclassique : R4 est la
rotation sur S? induite par g vue au travers de la projection stéréographique (cf. fig. [3.3)
, et un calcul direct montre que

(B2 + @)% = 75(=9) (3.2.11)

avec S(z,g) 'action classique de la trajectoire libre z — Ryz sur S? [Per86, p. 59] :

S(z,9) = /0 (60— R0) + 5(0,9).
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FIGURE 3.3 — Projection stéréographique de la sphére S? sur C. R, € SO(3) est la rotation

envoyant le point n € S? en n’. Sur le plan complexe c’est une transformation de Mdbius ¢ —
ac+p

T Les états cohérents sont micro-localisés sur la sphére et suivent ce mouvement classique.

ou @ est la forme canonique

zdz dz Ndz

= —s = = —— = Wse2.
1422 (1+]22)?

De ce point de vue, g; peut étre interprétée comme la quantification géométrique de la
rotation classique R, sur S?, avec D; comme espace de Hilbert quantiqueﬂ

On peut définir un calcul symbolique sur D; via la quantification de Toeplitz -ou Anti-
Wick. On considére pour cela une famille de projecteurs de rang 1 sur D; paramétrés par
les points de P'. Notons 7 la projection canonique D; — P (Dy), et on pose

£ :={m(g;p;); 9 € G; pj(2) =2} CP(Dy), (3.2.12)

I’ensemble des droites complexes passant par 0 dans D; généré par 1'orbite de p;. Comme

@5) (2) =B (1+C2) 7 ¢ = -2 e P,

a
on constate que £ = P! = S§2.

Définition 3.4. A tout ¢ € P! on associe l’état cohérent noté vc € Dj déﬁnitlﬂ par

pc(z) = (1+C2) (3.2.13)

2. En quantification géométrique, l'espace de Hilbert quantique est construit comme ensemble de
sections holomorphes d’un fibré non-trivial au-dessus d’une variété de Kéhler. Ici I’espace des polynémes
homogénes de degré 2j sur C? peut étre vu comme ensemble de sections holomorphes de H®?/ — P! ou
H — P! est le dual du fibré tautologique L — P' [Wo092) [Fau07].

3. ¢¢ n’est pas normé.
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On note |¢) (C| le projecteur de rang 1 associélﬂ Si n est le point sur la sphére S? dont la
projection stéréographiquelﬂ correspond & ¢ on notera parfois ¢, au lieu de ¢¢ et [n) (n|

au lieu de [¢) (¢| -cf. figl3.3]
Par (3.2.9) on déduit la micro-localisation des états cohérents sur S? :

pc@ _ 1+
lecl® L+ 1™

d’ordre O(57°°) lorsque j augmente si ( # z -fig. En appliquant (3.2.10)) et (3.2.11])
on a aussi que

. = \2j _ =\ 2j =\ 2§
Git (1+¢2)7 = (a= 87 (1+2R4Q)7,
les états cohérents évoluent ainsi selon la dynamique classique sur P! = S? :
T (G50¢) = 7 (Pryc) € 951C) (€195 = [ReC) (RyC| 5 Vg € SU(2), ¢ € P
En outre, puisque 'opérateur suivant, agissant sur D;

) o dc 1
, Ldg = - = d
/SU(Q)gJ 10) 0 g; " dg /(CIO q Qs PP il In) (n|dn

commute avec tous les éléments du groupe, le lemme de Schur lui impose d’étre un
multiple de I'identité Ip.. En fait, un calcul algébrique donne -[Per86] p. 63 :
2j+1
47

. In) (n|dn = Ip,. (3.2.14)

C’est 1a relation de complétude des états cohérents. Cela suggére 'introduction de I'ap-
plication surjective :

OpW . J €78 — End(D;) 3.2.15
By {a(n) s ZLL [ a(n) [n) (n] dn. (3:2.15)

transformant les fonctions lisses de S? en endomorphismes de D;. C’est la quantification
géométrigue de P! = S2. De ce point de vue le résultat suivant est un cas particulier :

Théoréme 3.5. (Cahen-Gutt-Rawnsley [MCR93|). Pour tout a, b € C* (§?),
OpJAW(a)OhW(b) = Opj‘W(aﬂb); avec agb=ab+ O (7). (3.2.16)
De plus,

—ij [0p;" (@), 0p;" (b)] = Op™ ({a, b, ,) + Ornarmy) (771 - (3.2.17)

4. Projetant sur les polynomes de degré 2j possédant une unique racine en ¢ € C.
5. Avec cette convention p; = @oo.
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L’ensemble des opérateurs ainsi construits est une algébre et définit une algébre sur
les observables qui coincide au premier ordre avec 'algebre de Poisson. Une premiére
conséquence importante de ce fait découle de la remarque suivante, puisque

9;'0p" (a)g; = Op™ (a o Ry),

les représentations d’éléments du groupe constituent des exemples naturels d’OIF dans
ce contexte. On peut toujours écrire §; = e ott u € R3 et J = (J1, J2, J3), avec J les
représentations des générateurs du groupe. On doit donc avoir

w-J=j-0p" (u-n+03G™") (3.2.18)

pour que le flot Hamiltonien au temps 1 sur S? généré par v - n (équations de Bloch)
coincide avec la rotation R, telle que définie en ((3.2.10).

3.2.2.2 L’application canonique

On peut a présent définir une quantification sur ’espace des phases élargi
(M, wyr) = (T*X x S%wpex + wge) (3.2.19)
associant & toute observable a € C§° (M) l'opérateur linéaire
Opy,j (a) == Opy ® Op" (a) : C*°(X) ® D; — D'(X) ® Dj, (3.2.20)
avec Opy’; b > 0 la quantification de Weyl sur T*X. En choisissant
1

j
on munit ’ensemble des PDO construits par (3.2.20) d’une structure d’algébre induisant

sur les observables une structure d’algébre de Poisson associée a la forme symplectique
totale

h

WM = Wrxx + ws2.

En effet, si on note pour tout a,b € C§° (M)
an(n) := Op} (a(;n)) € OPS™ > (T*X)

alors par le théoréme [3.5] on a

Opy,j (@) Opy,; (b)

Op"™ (an) Opt™” (%)
= OPJAW (&hhj Bh)

avec
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ot fAW est un opérateur différentiel bilinéaire d’ordre 2 en la variable n de sorte que
A A
FAY (a,0) = fAY (b,a) = 2{a, b}, , -

D™un autre coté, du lemme de composition on sait que

ap(n)bp(n) = Opy (a (;n) #xb (;n))

avec

+ 0 (h?)

W x

a(in)#rb(sn)=a(;n)b(;n)+ Zg {a(;n),b(;n)}

Pour le choix trés particulier A= j"1, on a

Opj_l,j (a) Opj_l,j (b) = Opj_l,j (ab) -+

4500515 ({alim) baml,. + 7Y (@ 8) +0 (72

ce qui implique

~ij [Opj-1 5 (@), Opj-1 5 ()] = Opj ; ({a,bh,. +{asb,, ) +O (7).

Ainsi, la quantification
Op; = Opj-1,

obéit au principe de correspondance : la composition de deux PDOs est un PDO dont
le symbole principal est le produit des symboles et le terme dominant du symbole du
commutateur est donné par la crochet de Poisson des symboles.

On va montrer que pour cette quantification, 7; prend la forme d'un OIF de type
2.1.9). Comme SU(2) est simplement connexe, on peut écrire 7j(z) = %/ avec Q €
b Lonp J

C*(X;R3) un champ de vecteur lisse sur X.
Par (3.2.18)), et en utilisant (3.2.20) on remarque alors que 7; = ¢ 10P; () gyec

a(z,n) = Q, -n + O(j1). Cest précisément I'expression formelle d'un OIF associé
au flot au temps 1 généré par le champ de vecteur qui s’écrit :

i=0§=d0Qy -n;n=0Q, An
Par intégration on déduit I'expression en coordonnées du flot au temps 1

(CIZ,&, n) = (33', §+ hx,n; Rr(g:)n) y (3221)

avec hyn = n - fol R,tQIdedt, ou Ru dénote la rotation dans R3 d’axe u. Avec la
formule de Campbell-Hausdorfl (|[Tay96a] p. 541) et l'eq.(4.3.18) p.62 dans [Per86| on



CHAPITRE 3. EXTENSIONS COMPACTES D’APPLICATIONS EXPANSIVES 48

peut montrer queﬁ
o = (i)' {onl (7705 ) (@) 1¢8) / (om, on) € TEX, (3.2.22)

le symbole de Wick [MCR93| de (77'dr) (z) € su(2) @ T;X. revenant & l'opérateur
Fj =7 <F®]ij> on constate qu’il prend la forme d'un OIF associé a ’application

canonique multi-valuée sur M :

F.: T:Xx$? — Ty X x §? (3.2.23)

(€, n) — (tDa:ET "€+ ban s Rr(xe)n) o
avec € = 1, ..., N. Contrairement au cas U(1) la dynamique effective associé a Fj ne s’ef-
fectue plus seulement sur le cotangent : le caractére non abélien de SU(2) fait apparaitre
un couplage avec une dynamique sur le facteur compact S?. La dynamique sur 7% X reste
néanmoins trés similaire & celle déduite en . En particulier, mutatis mutandis, on
montre une estimation similaire celle obtenue dans le lemme 3.2 :

Lemme 3.6. Si on note & = 'Dy T - & + by, n, alors pour tout 1 < r < N, il ewiste
R >0, t.q. pour tout e € {1,..., N},

€]l = B = [|€]l = s lI]l- (3.2.24)

Il existe par conséquent un ensemble captif K que ’on peut construire, partant du
compact

Z:=J{¢eT; x| €] <R} xS, (3.2.25)
reX

6. Ce résultat n’est pas surprenant sil’on considére le transport par 7; de paquets d’ondes (normalisés)
généralisés @, . ,, = e @ Py avec Y, ¢ un paquet d’ondes gaussien de largeur 742 sur X prenant
localement la forme (2.2.5). Par la propriété de micro-localisation des états cohérent et des paquets

d’ondes gaussiens, on déduit que

<<‘0y,n,n/|7A'j‘Pz,§,n>L2(X)®'Dj = / Oy, (2)0z.6(2) (OnlTi(2)@n) dm(z)
X
sera négligeable lorsque j — oo si y # et si y = x négligeable si n’ # R, (;yn. Localement

~

— — 2 i(Em—m. ~ —1 A
‘<§0y’nyRT(m)n/‘Tjﬁpz7§,n> /de Jlle—z|| ez](&z n-2) <¢Z|Tj(m) 1Tj(z)<pg>dm(z)
R

(pnl?s (x)~ 1% (2)¢n) est maximal et égal a 1 pour z = z. Si on écrit ce terme comme p(2)e %) alors le
théoréme de la phase stationnaire implique que I'expression ci-dessus est négligeable si

§—n+di(z) #0.

avec
dip(z) = (i) " (on] (77 1d75) (2) [on) -
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Figure 3.4: Représentation schématique de la dynamique sur M, lorsque X = T?, induite par
Papplication canonique multi-valuée F' associée & Fj.

T'5?

T'st

ABELIAN NON-ABELIAN

Figure 3.5: Approximation numeérique de K pour 'extension de I’application linéaire T'(z) =
22 (mod1) du cercle, pour deux expressions particuliéres de 7. A gauche 7(z) = €*“*5?™)Js yec
J3 le générateur des rotations autour de 'axe vertical. Dans ce cas 7 envoie X = S! vers un
sous groupe U(1) de SU(2). La dynamique induite sur la sphére n’est pas transitive car elle laisse
invariantes les géodésiques paralléles a ’équateur. Au dessus de chacune d’elles, I’ensemble captif
correspond 4 celui associé a une extension abélienne de T avec 7(z) = 5-n3 cos(2mz). Ces ensem-
bles dégénérent au dessus de I’équateur et la dynamique ne satisfait pas a la propriété de partielle

captivité. Sur la droite on brise cette dégénérécence en prenant 7(z) = e’ ©3(27)Js+i0.2cos(2ma) /1
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o K = OO (FH"(2). (3.2.26)

F~l: TX xS — TrpX x §?

(é? n) — ((tDJ?T)l (§ o h%R;(lz)n) ’ R;(lr)n>

-cf. fig. [3.5] Depuis un point dans K, une trajectoire au moins parmi les N est captée.
Comme dans le cas abélien on dira que l'application F, est partiellement captive si la
plus part des trajectoires issues de K s’échappent dans la direction non compacte (def.

53).
3.2.2.3 Théoréme d’Egorov dans le contexte non-Abélien
Avec j~! dans le role du paramétre semiclassique on défini une classe de symboles

sur M similaire a celle donnée en (2.1.2)) :

Définition 3.7. Pour tout m e Ret 0 < p < %, on counsidére le sous ensemble suivant,
noté Sy (M), de familles a un paramétre de fonctions a; € C>° (M) qui, pour tout » € X,

satisfont en coordonnées locales U, x R% x Uy; U, C R?, U, € R2, PPestimation
\82‘6?8]1% (z,&m)| < Caﬁvju(\alﬂﬁ\ﬂvl) (&ymI8l (3.2.27)

On notera OPS)}' (M) I'ensemble des opérateurs linéaires sur C*° (X)) ® D; associés aux
symboles de S}/ (M) par la régle de quantification (3.2.20).

Dans ce contexte le théoréme d’Egorov prend la forme :

Lemme 3.8. Va € S/' (M), F;Opj (a) Fj € OPS' (M) et son symbole s’écrit, avec F
définie en , comme
N

> |det DT ao Fe mod j* 1S (M), (3.2.28)
e=1

3.2.3 Commentaires concernant le cas général

La construction des états cohérents décrite dans la section précédente s’étend de
maniére assez directe au contexte général ([Per86]| chap. 2). Soit G un groupe de Lie
compact et D un espace de représentation irréductible et unitaire de G.

On commence par choisir un vecteur u dans D pour définir le sous ensemble

E={m(gu);g € G}

de P(D). &€ is isomorphe a ’espace homogéne G/H ou H est le sous groupe d’isotropie
de m(u). Si u est un vecteur de poids maximal ([GS84] p. 168) on sait montrer que &
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hérite de la structure Kéhlerienne du projectif P(D). Soit z un point de £ vu comme une
variété complexe, et |z) (z| le projecteur de rang 1 associé a ’état cohérent gu, g € [z].
La mesure de Haar sur G induit une mesure sur £ et par le lemme de Shur

/ 12) (2] dz = C; 'Ip,
E

avec Cy, # 0 une constante dépendant & priori du vecteur initial v € D. On peut alors,
comme pour SU(2), définir application surjective suivante :

Op{coo(s) — End(D )
" a(z) = Cy [ea(z)|2) (2] dz.

Si u est un vecteur de poids maximal, cette application correspond a la quantification
géométrique de la variété de Kihler £ et D est réalisé comme espace de section holomor-
phes d’un fibré en droites L™ — £ au dessus de £ [Wo0092|. Le parameétre semiclassique
m donne la dimension de D et le théoréme [3.5] tiens dans & la limite m — oo.

La principale différence avec 'exemple non Abélien le plus simple réside dans le fait
qu’il y a en général plusieurs vecteurs de poids maximal dans D ou, de maniére équiv-
alente, plusieurs familles d’espaces de représentations irréductibles (que I'on schématise
par les diagrammes de Young). On pourra donc s’attendre a ce que plusieurs paramétres
semiclassiques et possiblement plusieurs espaces de phases différents prennent part dans
la dynamique effective induite par les opérateurs de transferts .

3.3 Gap spectral pour les extensions vers SU(2)

Dans le cas Abélien G = U(1) Faure [Faull], dans une approche en tout point
similaire a celle présentée jusque ici, su montrer Pexistence générique d’un gap spectral
asymptotique pour les résonances de F, 4)) impliquant pour ’opérateur classique ST
une borne supérieure d’ordre A=%2 < 1 sur son rayon spectral essentiel. Ce résultat déja
connu par Tsujii [Tsu08] pour les semi-flots construits comme suspension d’applications
expansives, montre que, modulo des termes d’ordre p”, 1 > p > A\~%2 la convergence
vers 1’équilibre statistique pour le systéme dynamique partiellement expansif est
controlée par un opérateur de rang fini (théoréme 5 dans [Faulll| and Eq.(1) dans [Tsu08§]).
On montre dans cette section que ce résultat s’étend & I’extension non-abélienne la plus
simple, i.e. lorsque G = SU(2) :

Theoreme 3.9. [Arn12

-¢f. figure[3.1. Pourm > 0 suffisamment grand, si la dynamique
_5’ 0.0)

induite par ['opérateur de transfert F est partiellement
captive (définition , alors le rayon spectral de F H—™ (X) ®@D; - H ™ (X)®D;
satisfait, dans la limite semiclassique j — 0o

T (FJ) < ATY2 4 0(1), (3.3.1)
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ot A est le taur minimal d’expansion de T : X — X :

1/n
A:= lim (minydetDT;;\) > > 1, (3.3.2)

n—oo T -

De plus, ¥p > A=Y2 il existe ng, jo,mo > 0 t.q. Vj > jo, m < mo,

|

<™, 3.3.3
L (3:3.3)

avec HHH{'}J la norme Sobolev semiclassique WHH;/T = HOp?}q (Am) w‘ Lo

Comme expliqué en détail dans [Faulll section 2.5], de ce résultat et de la décom-

position (3.0.5) on déduit le mélange exponentiel du systéme dynamique partiellement
expansif (75, X x SU(Q)) :

Corollaire 3.10. Lorsque le théoréme s applique, alors pour tout p > A~1/2 il existe
un opérateur de rang fini k tel que, pour tout jeu d’observables ®,¥ € C>* (X x SU(2)),

(@Z\p; (I))LQ(;}) = (k:”\I/ <I>)L2(ﬂ) +O(p).

Notons Iy le projecteur sur Uespace de représentation trivial Dy. Si A = 1 est la seule
valeur propre de §T sur le cercle unité alors k admet une décomposition spectrale de la
forme k = |1) (p| @ Ty + 7, rs (7) < 1 avec {p| @) := Jx epdm = [ @dp, ot p est la
mesure SRB de (T, X). Ainsi

Cy,a(n) — /‘I’dﬂ/‘bdﬂ = (P"W; @) 12y + O(p"),

et (ﬁ, X x SU(2)> est par conséquent exponentiellement mélangeant pour la mesure fi.

Démonstration. (du théoréme . La suite est une adaptation quasi directe de la preuve
de Faure au cas ou G = SU(2). Dorénavant 1 < x < A et R > 0sont choisit pour satisfaire

au lemme [3.6| Considérons A, € S;™ (M) ; Ay, (&,1n) € (0,1] t.q.

Am (&m) =An (l€]) =1 st flEl<R

= ()" sillel =R+ (3.3.4)

avec 1 > 0 fixé (mais arbitrairement petit). Par la régle de quantification (3.2.20}), pour
tout 7 > 0, m € R, on construit l'espace de Hilbert de distributions (muni du produit
scalaire induit par celui de L?)

H."? (X) @ Dy = Op; (A4n) ' (L © D).

Pour tout j > 0, en tant que sous-espaces de D’(S1), Hji"f (X)et H™(X) |D sont
isomorphes bien que munis de normes différentes. Le spectre ne dépendant pas de la
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norme, le spectre de Fj : H, (X) @ Dj — H, (X) ® Dj n'est autre que le spectre de
résonances de Ruelle du théoréme Considérons

Q= O, (An) FOp; (Ar) ™.

Par construction Q,, agit dans L? (X) ®D;j est est unitairement équivalent a Fj] H™ @D,
J
D’un autre cote [Kat95] Vn € N*

1
2n

1
< |@man

o (0n) < s

Posons X o X R
P = Q" Q" = Op; (Am) ' F*Op; (A%) F'Op; (Am) ™"

Du théoréeme d’Egorov (3.2.28)) et par le lemme de composition (lemme , on a que
2O OPS§* (M). Afin d’écrire de fagon concise le symbole de P fixons quelques

notations : Soit A := {1,..., N} et
A" = {e = €1€9...€9;¢; € A},

I’ensemble des N™ mots de taille n > 0 écrits avec ’alphabet A. Pour tout € € A™ on

pose
ze =T "(z) =T o..0T  (z). (3.3.5)

La différentielle le long de la trajectoire T" : x, — = sur X s’écrit alors

Dy T" =Dy T+.o- Dy T+.- Dy, T:Tp X = T X (3.3.6)
- J n

el1

avec €|j := €1...€j la troncation a la j-éme lettre du mot e. Si F* = F, o...oF¢, on écrira

Fr: TrX xS§* — TpX xS?

© en) — (€ond) (3:3.7)

Avec ces notations le symbole de 2 prend la forme

P™ (¢,n) = )" |det D Tn\—l.w mod j 1551
Lo Te 2 i Sy (M).
cEAn A (lI€1])

L’idée de Faure consiste a utiliser les propriétés élémentaires de la dynamique classique
sur M pour borner ce symbole, puis d’utiliser la, L?-continuité pour conclure. On distingue
trois cas. Par le lemme [3.6] :

. n A%n € —2m\"
1. Si €]l > R, alors Ve € A", A%%((‘}Hg) < (k72m)".

3
7. 1l est important de noter que &£ dépend du point de départ n sur la sphére.
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2. Si [|¢]| € R mais [|&, ,|| > R alors on peut écrire

"nfl

SK*Zm <1

An (el A% (leel) AR (€. A% (léal) _ —2m

221D~ 42, (T D) A2 (le. D A2 (e ="

3. Dans tous les autres cas , i.e. ||| < R et ng‘nﬂ H < R, alors i%(gh%\'\')) < 1 mais par
définition le nombre de telles trajectoires est borné par N'(n — 1).

Avec cette discrimination on obtient la borne

[P < A (v = N = 1) 7 4 N = 1) + 0a (7).

oo

Posons B(n) := (NA_l)n k™2™ + A""N(n — 1). Remarquons que, & n fixé, le premier
terme du membre de droite de B(n) peut étre rendu arbitrairement petit en prenant m
assez grand. Le théoréme de L?-continuité permet d’écrire (lemme [2.2)

oo

<Bn)+0, (i7",
et ainsi

ro (@) < (B + 0, (7)) ; Yn e N,

Avec en outre 7y (Qm) indépendant de n et m, pourvu que m soit choisit suffisamment

grand. En prenant les limites dans le bon ordre : j — oo , puis m — oo et finalement
n — 0o on obtient ’expression suivante :

o (Bla-men,) < \/A—lexp (lgr_ljolgf (W)) +o(1)

L’hypothése de partielle captivité (3.2.7)) donne alors directement (3.3.1)). L’estimation

3.3.3) dans le théoréme est obtenue en utilisant la relation HQA’,}@

<

1
(B(n) + Op (j_l))§ (décomposition polaire [GGKO00]). Par 'hypothése de partielle cap-
tivite, pour tout ¢ > 0 et n assez grand N(n) < e"°, donc pour tout p > A~1/2
ol = Hpn <ot O

A~"N(n) < p?™. Ainsi pour tout m, j, n assez grands ‘
HT", @D;

3.4 Loi de Weyl fractale pour les extensions vers SU(2)

On poursuit dans cette section, l'¢tude semiclassique de l'extension vers SU(2) de
I'application expansive T': X — X. En étudiant plus précisément la dynamique classique
sur M := T* X x S? associée a I’OIF 13’] -cf. section on va chercher & estimer le nombre
de résonances de l'opérateur de transfert hors d’un petit rayon spectral.

Pour tout ensemble borné A de RP on notera As son d—voisinage fermé. Dans ce
cette section D = 2d + 2.
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Définition 3.11. [Mat95] La dimension supérieure de Minkowskiﬂ dimy; A d’un sous
ensemble borné non vide A de RY est D — codimjs A avec

codimps A := sup {5 € R | limsupd—* - Vol? (45) < +oo} . (3.4.1)
610

En général, il n’est pas vrai que limsupy) seodimmA \olD (Ag) est ﬁniEl7 néanmoins on
a toujours, lorsque & tend vers zéro et pour tout 7 > 0, Vol (45) = O (5C°dimMA_’7) , ce

que I'on notera parfois Vol” (45) = O (geodimarA=0),

Dans U'esprit des articles de Sjostrand et Zworski [Sj690L [SZ07| écrits dans le contexte
de la diffusion quantique ou encore des travaux de Zworski-Lin-Guillopé [GLZ04] pour
les résonances du Laplacien on se propose de montrer que

Théoréme 3.12. [Arnl2|. Soit d + 2 < dimy, (K) < 2d + 2 la dimension supérieure
de Minkowski (définition de l’ensemble captif de la dynamique sur M :=
T*X x S?. Pour tout ¢ > 0, m assez grand, et pour tout § > dimy; (K) , a la limite
J = 00,
, . , N
ﬁ{)‘z(j) €o (Fj’Hfm(X)@aDj) | ‘/\5])’ 2 6} =0 (J26> (3.4.2)

Ce résultat peut s’énoncer pour les extensions abéliennes en remplagant j € %N* par
v € Z* (modes de Fourier). K est alors ensemble captif de la dynamique canonique
(3.2.3) sur T*X et sa dimension est comprise entre d et 2d. Ce comportement est testé
numériquement sur la figure (3.6

Pour montrer la majoration de Weyl, on commence par caractériser plus précisément
I'ensemble captif (3.2.26). On proceéde ensuite a la construction d’une fonction de fuite
appartenant a la classe de symboles S, ™ (M) grace a laquelle il sera possible de ramener
I’étude spectrale de F j & celle dun PDO dont le symbole sera arbitrairement petit hors
d’un j~H-voisinage de K. Ces symboles étant construits pour s’approcher au plus prés
de K dans la limite j — oo, l'utilisation de la classe S, trouvera enfin tout son intérét.

Les estimations de Weyl du chapitre précédent ainsi qu’un lemme sur les valeurs
singuliéres d’opérateurs compacts permettront de conclure, en utilisant au passage la
définition de la dimension de Minkowski, particuliérement adapté au contexte.

3.4.1 Dynamique prés de I’ensemble captif

On rappelle que A désigne le N—alphabet {1,..., N} et A" les mots de taille n écrits
avec A. On notera A* ’ensemble des mots de longueur infinie. Si 'on pose

RT(”)(m) = RT(:E) o RT(Tz) 0...0 RT(T"*HB)

8. Dans les cas usuels la dimension de Minkowski coincide avec la dimension de Hausdorff dimpg,
mais en général dimyg A < dimys A.
9. Lorsque c’est le cas A est dit de dimension pure, cf. [Sj690] pour des commentaires et références.
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Figure 3.6:  On se restreint ici & Pextension abélienne de I’application linéaire T'(x) = 22 mod1
sur le cercle, avec 7(z) = 5= cos(2mz) € R/Z. Les croix représentent log(N,)/log(v) avec N,
le nombre de résonances de F, de module supérieur & € > 0 fixé. Les étoiles représentent 1 +
log Vol(K,)/log (v) avec K, une approximation numérique du volume d’un v~ 2 —voisinage de K
pour 20 < v < 600. Si le théoréme [3.12] était optimal, alors ces deux quantités devrait converger
a4 méme vitesse vers %dimK ~ 1 (cf. lemme . Les expériences numériques suggérent donc

que c’est bien le cas.

en composant F ([3.2.23)) le long d’une trajectoire € € A™ on obtient,

— =tD, T™. (£ — (€
Fﬁn . § €€ B Te (€ CI,I’I) (343)
n— nc=R g, n
révélant ainsi la suite de sections
n
-1
o t j . I
(En = — Z; ( D, TJ) B g Db =0, € TIX (3.4.4)
J:

ou h est la 1-forme définie en ([3.2.23)) et €|; := €1...¢; désigne la troncation a la j-éme
lettre du mot e.

Fixons un mot € € A*®. Par expansivité de lapplication T : X — X, pour tout
k € N*,
‘ _ bl

S AinCmax; Cmax = )\ -1

impliquant la convergence ponctuelle de la suite {CE‘"}TDO. On note (€ la section limite
dans C° (X x $*;T*X). En fait :

6|n o 6‘n+k
T,n z,n

(3.4.5)

Lemme 3.13. Ve € A, (¢ est lisse avec une borne uniforme sur ses variations vis @
vis de l'ensemble A°. En outre, l'ensemble captif K peut s’écrire comme

K = |J Graph(* (3.4.6)
e€EA®
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FIGURE 3.7 — Représentation schématique de Pensemble K, ,, , restriction, a n € S? fixé, de K
a la fibre T X. Si (¢, n) est hors de I’ensemble captif { s’éloigne de K, _, de maniére controlée.
C’est 'objet du lemme [3.13

Si on note Ky := KTy X x {n} alors Ve € A
dist (&, Ky, n.) > Adist (&, Ky n) - (3.4.7)

Ce résultat, et notamment (3.4.7)), affine sensiblement I'estimé du lemme [3.6]et est de
premiére importance dans la preuve de la loi de Weyl. La fig.(3.7)) illustre ce comporte-
ment.

Démonstration. K peut s’écrire comme
N U Keavec K (\T;X x {n} := F" (B;_(0,R) x {n.})
n>0ec A"

ou B} (0, R) est la boule de rayon R dans T, X. Fixons € € A* un mot de longueur
infinie. (3.4.3)) donne
F™m. TF Xx§2 — TrX x S?

Leln,

(€ng,) = ((tD%Tn)_1 G, n>

avec

-1
(tDI€|’IL Tn) ) g

fermé du graphe de (¢ alors Ky, < gé"). De (3.4.4) on a que

‘ < RA"" puisque |[|£|| < R. Si l’on note 6" e RX\™"-voisinage

Eln E|n+l

T,n z,n

<

A" |6l ., donc si R est choisit plus grand que ﬁ IIbll,, alors
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Ainsi U.¢ Ayzge(”) D K et converge vers K lorsque n — oo. D’un autre coté g§”) con-
verge vers Graph(€. On montre que Uec 400 Graph(€ est fermé en remarquant que chaque
branche (€ est un point d’accumulation de la suite de sections ¢ pour lesquelles ¢ ln = €ln.

Le fait que les sections (€ soit lisses est une conséquence directe du caractére expansif
de T: X — X (cf. lemme dans 'appendice).

Pour terminer on remarque que, de (3.4.3)) et (3.4.4) on a, pour tout € € A

o 2R (e

ERY I3

66, - C;s’vne’ (348)
avec €'e = €e1... € A le mot obtenu par concaténation. Grace a (3.4.6) on en déduit
BA7). 0

3.4.2 La fonction de fuite

On procede a présent a la construction d'un symbole particulier dans la classe S, ™ (M).
Pour cela on va se servir de maniére essentielle du lemme obtenu dans la section
précédente.

Lemme 3.14. (Fonction de fuite) 3Cy > 0, t.q. VI <k < A, Vm > 0,0 < pu < %; 1l
existe un symbole Ay, dans S, ™ (M) tel que A:n}u soit dans j*™S) (M), décroissant
strictement le long des trajectoires de F' hors d’un Coj~*-voisinage de K

A F,
Ve e A, SmpOTe o omm (3.4.9)
Am»ﬂ
. . Am uoFe .
et satisfaisant ﬁ <1 partout ailleurs. De plus,
A #AL, — 1€ 27181 (M) (3.4.10)

Démonstration. D’aprés le lemme la fonction
(&,n) — (j9dist (§, Kzn)) "

ou (z) := V1 4 22, présente de bonnes caractéristiques de fonction de fuite lorsque m > 0.
En effet, lorsque dist (§, Kz n) > j~* on a, pour tout € € A

VSR —m ) m e —m 2 m
(j"dist (£E7K$E,n5)> / (5" dist (gaK:r,n» < (M) —m oo 0.

Malheureusement, la fonction

d* : M — R+
(§mn) — dist(§ Kon)
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n’est pas réguliére, mais seulement C'—Lipschitz, avec C' dépendant de la norme maximale
des différentielles de (¢ (d’apres (3.4.6)). On doit donc régulariser d* pour qu’elle soit
contenue dans une classe de symboles. On procéde par convolution.

Soit {X?}iel une partition finie de l'unité de X x S? subordonné a I’atlas

F = {Ul X Vl,(ﬁZ =K ® /\i}iel
de X x S? on ' '
bi=ki N U xVC X xS?—R?x R?
Considérons
d;k : (f?n) = d” (f,n) Xi(x7n)

supporté sur T*U; x V;. On peut tirer en arriére d; pour définir une fonction d? sur RP
avec D = 2d + 2, la dimension de la variété symplectique M. On pose

d RD — R,
p=(.62) m & (D mi 6N (2)

X d+1 . . ., LN

M est munie d’une forme volume naturelle W induite par wp;. Tirée en arriére

sur RP elle devient du;(p) := %, absolument continue par rapport & la mesure de
K2

Lebesgue. La fonction régularisante se construit alors comme suit. On définit, pour tout
£>0etiel

i o5 exp (%) si |p| < ¢ (3.4.11)
¢ pr—> A
0 si|p| >0

0! :=/ eXp( _|p‘22) dpi (p)
o<1 1L —|p|

une constante de normalisation pour la norme L' (RD, d,ui). On note d? *fl}i la convolution

avec

de dg par f}. Comme dg est C—Lipshitz on montre directement que, pour tout p € R”

d+ fi (p) — d?(ﬂ)‘ <Ct (3.4.12)
On pose alors
A b
e =i (di+ f7) € c (M) (3.4.13)
ol b dénote l'opération de rapatriement sur M. La fonction globale régularisée est

§F =Y 6;0 €C® (M) (3.4.14)

iel
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Par (3.4.12), (3-4.13) et (3.4.14), on a que

167 (§,n) —d* (¢, )]

‘Z’L die (§;mn) — Z’L X?d* (¢, n)|

i N\’ *
< D ’Xi (di * ff) —xid*xi (§,n)
< s, |d o) — d (o)
< (nce
N——
=:C’
On choisit & présent
L=njH

avec n > 0 suffisamment petit et p € [O, %) On note dans la suite

Op 2= Oy i

Un calcul direct montre que d,, est contenu dans la classe de symbole S ,11 (M).

Supposons que dist (§, Kz n) > 7. Alors 0, (§,n) > (1 —C'n)j~* ou on aura pris
soin de choisir 0 < n < C'~!. Avec I'estimation (3.4.7) on obtient, quelque soit la trajec-
toire € € A suivie, pour tout 1 < K < A et si n est choisi assez petit

5 (€ene) > (A= nC'(L+ X)) 8, (&,m) (3.4.15)

<k

A ce stade on pourrait choisir pour fonction de fuite

(§,m) = (510, (&))"

qui est une fonction dans Sg_um (M). Tl nous sera toutefois nécessaire de construire un
symbole dans la classe plus réguliere S, ™ (M). Pour cela on choisit un symbole 0 <
Xp < 1 dans la classe 5, (M), égal a 1 sur le j~H-voisinage de K et supporté sur son
Kj _“—Voisinagem. La fonction de fuite peut alors étre construite en posant

Am,u =Xp Tt Q,Lt,m (1 - Xﬂ) 5;771 (3.4.16)

et Qum = O(j7#™) est une constante choisie de sorte que €,,0,™ < 1 lorsque
dist (§, Kz n) > j~*. Par construction 0 < A, , < 1 est un symbole dans la classe

S, (M) et son inverse est dans j#™S* (M). On distingue trois cas :

1. Sidist (¢, Kzn) < j*, alors clairement

Am,u (éa ne) <1
App(€m) —
10. x,. peut étre construite en convoluant, de la fagon décrite pour d*, la fonction caractéristique

du c¢j #-voisinage de K et en choisissant judicieusement c et le paramétre ¢ = 75~ * dans la fonction
régularisante (3.4.11J).
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2. Sij7F < dist (&, Kyn) < kj7H, de (3.4.7) et par définition de x,, xu (&, ne) = 0.
De (3.4.16)), et (3.4.15)) on déduit

App = AmpoFe 2 Xpu+Qum (1= xu—£7")6,™

v

L=k Qumd, ™

<1
ce qui montre que 'on a toujours

Ay (e, me)
Am,u (57 n)

3. Finalement, si dist (§, Ky n) > £j " alors par (3.4.15) et (3.4.16)),

Am,u (fea ne) < oM

Am,,u (é.a Il) -

Pour une constante Cyp > 0 bien choisie, le lemme montre que la condition

< 1.

dist (€, Ko m) > "

force (£, n) a étre a distance au moins Coj—# de ’ensemble captif. Pour conclure la preuve
du lemme et montrer (3.4.10]) on utilise 'expression explicite (cf. [DS99]) du produit
de Moyal définit dans le théoréme [3.5] et de la fonction de fuite. O

3.4.3 Comptage de résonances

Grace a (3.4.10) on peut, par la procédure usuelle [EZ03], p. 67|, construire un inverse
pour Op; (Ap,,u) dont le symbole principal est A;Z}M. Puisque A,, ,, est d’ordre m, pour
tout 5 > 0, les espaces de distributions

H "= Opj (Amy) ! (LP (X) @ D;) (3.4.17)

sont des espaces de Hilbert vis & vis de la norme hérité de L? et coincident en tend que
sous espaces vectoriels de D’ (X) ® D; avec H ™ (X) ® D;. Le théoréme ce réduit
essentiellement & 'affirmation :

Lemme 3.15. Soit C > Coy, ot Cy est choisie pour satisfaire au lemme [3.6 Pour tout
e>0,0<pu< %, m, j suffisamment grands, a la limite semiclassique j — o0

de—‘rl 4 jd

2 (2m)4+! Vol {Kc¢j-u} (1+0(1)).  (3.4.18)

N €0 (Bl ) W] > ) <
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En effet, le spectre discret de .FA}"Hfm n’est autre que le spectre de résonances de Fj,

ce dernier indépendant de p ou m. D’un autre coté la définition de la dimension de
Minkowski, donne pour tout § > 0

Vol {chfu} -0 <j—ucodimM(K)+5)

avec dim M = 2d + 2. Puisque le membre de gauche de (3.4.18) ne dépend pas de p on
obtient, pour m assez grand et a la limite j — oo,

9 <o i) O] =0 pome)
i.e. le théoréeme B.12

Démonstration. (du lemme , Fj : 7—[;;” — ’H;L” est par construction unitairement
équivalent a

Qi = Op; (Amy) F;0p; (A )"t L2 (X) @ Dy — L? (X) ® D,
On considére,
pﬂ = Q;kn,uQm# = Opj (Am,u)_l F;Opj (Am,u)2 FjOpj (Am,u)_l .
Par les théorémes de composition et Egorov (lemmes [2.4] et , ]5“ € OPSS (M) et son

symbole s’¢écrit[l]

1 A?n,u o re -1 g1
P, =) |det DT —— mod j# LS (M)
ec A mHp
Du lemme P, se décompose en
P,=k,+mr,

avec ky, 1, € 52 (M) réels et k,, supporté sur Kc;—» pour une constante bien choisie
C > Cp. Le lemme permet en outre de choisir r, t.q.

—d -2 201
7ulloe SNA Ok m—i—(’)(]“ )
=C

En notant ]%u := Op; (k) le PDO & trace associé a ky, la L?—continuité (lemme [2.2)
permet de transposer cette décomposition au niveaux des opérateurs

Po= ky + #p, |Ifull <Cr7P+0O (527
~—~ ~—~

compact  borné

11. Un subtilité subsiste du fait que A:n}u soit dans la classe 7*™S}" (M) et non S;' (M). En principe
cela pourrait créer des termes d’erreur non négligeables dans le symbole de P,. Néanmoins en écrivant
explicitement le développement asymptotique dans le théoréme d’Egorov on peut vérifier qu’il n’en est
rien.
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les deux opérateurs restants auto-adjoints. Du lemme énoncé dans le chapitre précé-
dent (Loi de Weyl), adapté au contexte de la quantification (3.2.20). De (3.2.15)) et
(2.1.14) on a, Ya € SH(M) N L' (M)

/\d-l-lew 2jd+1 +jd

tr (Op;(a)) = Qj,d/ @ 0 Qg = W, (3.4.19)

ol % la mesure de Lebesgue sur M 1ndu1te par la forme symplectique. En re-

produisant le lemme [2.7] E en utilisant ( on obtient, en appliquant le résultat a
lopérateur compact k,, Ve > 0, et a la limite ] — o0,

(D o (i)

Par perturbation (lemme m A.2| dans 'appendice), pour une constante e éventuellement
plus grande, pour m et j suffisamment grands, h 3.4.20 i reste vrai si l'on remplace k: par
P En d’autres termes ’estimation 4 20 D se transpose aux valeurs singuliéres de Qm -
Le corollaire énoncé en appendlce permet d’étendre ce résultat aux valeurs propres
de Qm,# dans la limite semiclassique j — 00, ce qui achéve la preuve. ]

Afi}( > e} < QjaVol {K;j-} (1+0(1)). (3.4.20)

3.5 Remarques diverses et perspectives

3.5.1 Sur la partielle captivité

Depuis tout point de 'ensemble captif K C T*X x S?, pour tout n > 0, au moins une
des N" trajectoires reste dans K. Du lemme [3.13| on peut exhiber certaines trajectoires
captées en remarquant que Ve € A, Veg € A,

Foi: TpX xS — T Xx8°
(Goom) = (G oo

Ainsi, un point de K situé sur la branche (€€ saute sur la branche (€ et ainsi de suite.
Pour qu'une autre trajectoire €, # €, reste dans K il faudrait que
/
F.o: C50¢ — (S
€ x,n xeé,nsé
. - . N /! -
pour un certain mot ¢ € A%, Cela imposerait a (¢ et (¢ de s’intersecter en (z,n).
Ainsi, pour que le nombre de trajectoires issues de ’ensemble captif se multiplie avec n il
est nécessaire que les points d’intersections entre au moins deux branches ¢ soit envoyés
en d’autres points d’intersections et ainsi de suite. La faible probabilité pour que cela se
produise si 7 est choisie indépendamment de T est 1’idée centrale dans la preuve de la

généricité de la partielle captivité par Tsujii, pour le cas abélien. Il semble raisonnable
d’espérer pouvoir étendre sa preuve au cas général.
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v=20,..,70

0,7 0,8 1

FIGURE 3.8 — Profil de densité radiale de résonances pour la superpositions des spectres de
F, ve {20,...,70}, avec F), les opérateurs de transferts associées a l'extension abélienne de
T :x — 2z + 2 sin(2rz) modl sur S, r(z) = (27) " cos (2mx). Sur le graphe de gauche, les

lignes verticales représentent respectivement, de gauche & droite, A;IE/Bz ~ % et A=1/2 ~ \/%

. ) . . —-1/2
La figure de droite montre, en plus d’une concentration prés du le rayon spectral Ag5, une
répartition angulaire homogéne des résonances.

3.5.2 Sur la dimension de ’ensemble captif

La caractérisation du lemme permet de montrer assez facilement que, au dessus
d’un point (z,n) € X x S? fixé, 'ensemble captif est soit réduit & un unique
point soit n’admet aucun point isolé. Néanmoins, cela ne précise pas la dimension de K
au dela de d + 2 < dimK < 2d + 2. Une interrogation demeure :

Question. K peut-il étre de dimension fractale non-entiére ¢

Pour des modéles trés proches, lorsque la dynamique augmente le volume, Tsujii
démontre dans [TsuO1] que les ensembles K supportent une mesure absolument continue.
Leur dimension est dans ce cas entiére et maximale. Notre cas est cependant critique
car F préserve la forme symplectique sur M. Une autre question concerne le lien entre
dimension de Minkowski et dimension de Hausdorff, ainsi que le fait d’étre ou ne pas étre
de dimension pure.

Dans un cadre sensiblement différent, ces questions trouveront réponses dans le
chapitre suivant ot l'on considére des extensions abéliennes de modéles dits "ouverts” ou
la dynamique sur 'espace de base admet déja un ensemble captif fractal. Ces systémes
a priori plus complexes, s’avérent en réalité de bon modeéles pour se défaire de certaines
difficultés techniques rencontrées dans le cas fermé et causées par ’auto-intersection de
I’ensemble captif.
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3.5.3 Résonances prés du gap spectral
Pour toute fonction Hélder continue f sur X sa somme de Birkhoff est

n—1

Suf =) foTi.
0

j=

L’ergodicité de la mesure SRB p , absolument continue par rapport & la mesure volume
sur X, implique que pour p-presque tout x, %Sn f(z) converge vers [ fdu lorsque n — oo.
En d’autres termes si

A(n,d) = {x € X| ‘;Snf(x) _ /fdu‘ > 5} cx, (3.5.1)

alors pour tout d > 0, (A (n,d)) — 0 lorsque n — oo. Des théorémes et en
mettant & profit l'ergodicité de T : X — X on peut améliorer légérement ’estimation
lorsque I'on compte les résonances proches du gap spectral. Dans ce paragraphe
on se propose de montrerm :

Proposition 3.16. Si gy est la mesure SRB pour T et si
log A, 1= / log |det DT'| dpig,p, > log A, (3.5.2)
X
alors, lorsque le théoréeme[3.9 s applique, pour tout § > dimps K, a la limite semiclassique
7 — o0
)\Z(-J)’ > As_rll)/Q} =0 (j%> :

Remarque 3.17. Ce résultat est un analogue d’un théoréme de Sjostrand pour les ondes
amorties sur les surfaces pour lesquelles le flot géodésique est ergodique [Sj600, thm. 0.2].

i {)\Ej) € ResF |

Démonstration. On procéde comme dans les preuves des théorémes et on se
référe aux sections en question pour les détails. On sait que I’étude spectrale de Fj | H-m@D;
se raméne & I’étude de opérateur L?—continu Qm,# = O0py (Am,pu) EROp (Am,u)_1 ol
Ap u est la fonction de fuite du lemme (1 < k < Xet Cysont choisies pour satisfaire
au lemme en question). Pour n € N* que ’on choisira finalement trés grand, on s’intéresse
a: R R R
P = Qi Qn

A n fixé par rapport a 7, P;Sn) est un PDO dans OPSS (M). SiVe € A" on note det D™ :
z—det D, T" = H;-lzl det D$e|j T, alors son symbole s’écrit

2 n
1AmoFe

P =" |det DI e

o
ec A"

12. Par rapport a la borne du théoréme le O est remplacé par o.
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modulo des termes d’ordre inférieurs (mais dépendant de n). Grace a la propriété (3.4.9)
de la fonction de fuite, PF(L") est inférieur &

(NA 2" + 0, (5271)

hors du voisinage K¢ ;- de 'ensemble captif. On choisit m et j assez grand pour que
ce terme soit négligeable. On cherche alors & controler le volume symplectique de

K (n,1,6) = { (€m) € M| P(6,m) = AT} € Ko,

pour ¢ > 0 petit. En discriminant les différentes trajectoires issues de K¢ ;-» on a

-1
P{M(¢,n) < N(n) (m;ln |dethéT”|> + (NATY)"R2m (3.5.3)
ec A™ N——

traj. quis’échappent au tpsn—1

contributions des traj. captées
modulo des termes d’ordre O, (j2“*1). On peut déja remarquer que

min |det D, T"| = min exp (S, log |det D T'|) .
eEA™ €€ A

D'un autre coté, 'hypothese de partielle captivité (3.2.7) implique que
Ve > 0 3ne > 0; t.q. Vn > ne, N(n) < e™

et pour tout n fixé on peut rendre le terme (N Afl)n k2™ dans 1) arbitrairement
petit. Ainsi, pour tout ¢,§ > 0, et n assez grand, il existe mg > 0 t.q. Vm > myg , j assez
grand :

P}Sn) (f,n) > en(c+§)AS—rg = 612/141}1
Si on considére 'ensemble A (n,0) tel que définit en (3.5.1)) avec det DT dans le role de la
fonction f, on remarque que I’ensemble des points z € X tels qu’il existe une trajectoire
e € A", réalisant ‘%Snf(xe) - Ix fd,u} > ¢ peut s’écrire comme 77" (X)N A (n,0) et est
donc égal & A (n,d). L’expression (3.5.4]) se traduit alors par :

1
—Sy log |det D T'| < log Agp — 9 (3.54)
n

Ve >0,Yn > ne, (&,n) € K(n,u,d+c¢) =z € A(n,od)

par ergodicité de T : X — X vis & vis de la mesure pgp (absolument continue) et comme
K¢, j-» est un voisinage d’une superposition de branches réguliéres (lemme, il existe
C >0t.q.

Vol {K (n,u,0 + ¢)} < Cugp (A(n,d)) Vol {Kcojw} .

mutatis mutandis, la fin de la preuve du théoréme donne alors pour m, j assez
grands, pour tout £ > 0, a la limite j — oo

_1
2

ﬁ{/\z@ co (Qm,u) | )/\Z(J')‘ > ec+6Asr; } <



CHAPITRE 3. EXTENSIONS COMPACTES D’APPLICATIONS EXPANSIVES 67

< psrb (A(n,9)) O (jD(%*“)ﬁ“dimM K+€)
0
—n—oo

en prenant les limites j — oo, u — % puis finalement n — oo on déduit 'estimé de la
proposition [3.16 O

Conclusion 3.18. Pour améliorer ce résultat et obtenir une borne fractale dépendant du
rayon sur la densité radiale du nombre de résonances, comme c’est le cas pour les ap-
plications quantiques ouvertes [Sch09] ot pour les ondes amorties, et comme le suggere
les simulations numériques présentées en ﬁg il faut mettre & profit la propriété de
meélange exponentiel de (X, T, p). En effet, dans le contexte des ondes amorties et lorsque
la dynamique sous-jacente est exponentiellement mélangeante, Anantharaman [Anal0)
& montré qu’il est possible de déduire des estimations fortes sur la répartition des réso-
nances. Elle utilise pour cela le théoréme des grandes déviations[r_g] de Kifer qui donne
une estimation précise sur le comportement de la mesure de I'ensemble déviant. Dans
notre contexte celui-ci s’énonce ainsi :

Lemme 3.19. (Grandes déviations [Kif94] ). Soit f une fonction Holder continue sur
X et A(n,d) C X lensemble déviant associé tel que défini en . Alors pour tout
6 < | flloo — [x fdu, pour n assez grand, p (A (n,d)) = O (6_”15) , ot Is est une fonction
positive strictement croissante égale ¢ 0 en § = 0.

Pour améliorer la proposition en mettant a profit les grandes déviations on est
tenté de choisir pour n le temps d’Ehrensfest, dépendant du parameétre semiclassique.
Malheureusement, comme m est fixé p.r. au paramétre j, le terme

(NA—I)n K/—Qm

apparaissant dans le symbole de Pﬁ(Ln) divergera & la limite semiclassique, sauf si il existe
une borne uniforme sur le nombre de trajectoires captées issues de K, ce qui peut étre
vrai pour les applications ouvertes du chapitre suivant (il se peut que ce soit le cas dans
notre contexte mais la propriété de partielle captivité est déja tres difficile a vérifier). Le
probléme est remplacé par un autre, probablement plus simple : traduire le théoréme de
grandes déviations pour les applications ouvertes en faisant apparaitre dans son énoncé
la mesure de Lebesgue.

3.5.4 Sur la minoration du nombre de résonances

Laloi de Weyl Fractale est consistante avec les observations numeériques. Néan-
moins, montrer qu’elle est optimale reste un probléme ouvert, dans ce contexte mais aussi
dans les problémes de diffusion quantique, domaine dans lequel elle fut pour la premiére
fois énoncé par Sjostrand en 90 [Sj590].

De nombreux travaux autour du probléeme de comptage de résonances ont mis en év-
idence une certaine universalité de genre de loi@ : pour les résonances du Laplacien sur

13. On pourra consulter [DKO01],[Sch09] p.71 ou encore [Liv96] pour des preuves de ce résultats et
d’autres références.
14. On pourra consulter les articles [Non08| [Zwo99] pour de plus amples références sur ce sujet.
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les surfaces & courbure négative par Zworski-Lin-Guillopé [GLZ04], pour les applications
quantiques par Nonnemacher et Zworski [NZ07][NZ09] mais aussi récémment en informa-
tique par Chepelianskii et Shepelyansky pour les valeurs propres de matrices intervenants
dans le noyau Linux [LE10].

La difficulté théorique majeure & surmonter pour montrer une borne inférieure sur le
nombre de résonances provient du fait que les opérateurs dont on cherche a controler le
spectre ne sont pas auto-adjoints, ni méme normauXEl Une approche naive consisterait
& montrer que 'opérateur de transfert peut étre rendu presque normal pour un choix de
norme optimal, & la limite semiclassique. Si cela était VraiE] le théoréme de Huaxin Lin
|[Lin97|, démontrant la conjecture selon laquelle une matrice presque normale est proche
d’une matrice normale, permettrait de conclure & partir de 'estimation de Weyl obtenue
pour les valeurs singuliéres dans la preuve du théoréme [3.12]

La stabilité numérique du spectre de résonances donne une raison de croire en cela. En
effet si le spectre d’opérateurs normaux est stable sous perturbation ce n’est en général

pas le cas des opérateurs non-normaux ou la notion essentielle est le pseudo-spectre
[Tre92].

15. Un opérateur est dit normal si il commute avec son adjoint.
16. C’est le cas pour Popérateur classique p(x) — ¢(2z) sur le cercle, mais celui-ci n’admet aucune
résonance non triviale.



Chapitre 4

Systémes ouverts

"Tout changeait de pole et d’épaule; La piéce était-elle ou non droéle;

Moi si j’y tenais mal mon role, c’était de n’y comprendre rien.” -LOUIS ARAGON.

Dans ce chapitre on introduit une famille semiclassique d’opérateurs de transfert a poids
complexe, congut pour mimer les opérateurs intervenant dans la fonction zéta de Selberg
associée aux surfaces hyperboliques convexes cocompactes (cf. section du chapitre
introductif . Plus précisément, on étudie les propriétés spectrales d’opérateurs de type

FnipmeimeVpoT, ¢ eCe(I) (4.0.1)

ott I est une union d’intervalles d’adhérences disjointes et 7 : 71 (I) — I est une
application expansive ouverte : son ensemble invariant K est de mesure nulle (c’est en
général un ensemble de Cantor). 7 et V sont deux fonctions lisses, avec 7 & valeurs réelles
et la limite semiclassique correspond naturellement & i\, 0. Ces opérateurs partagent de
nombreux points communs avec les applications quantiques ouvertes, étudiées notamment
par Nonnemacher et Zworski [NZ0T| et par Schenk dans sa thése [Sch09]. Dans son
meémoire de diplome, sous la direction de Khul, Weich [Weil(] étudie en paralléle de
tels opérateurs et une réalisation expérimentale du systéme a trois disques, archétype
des systémes quantiques ouverts (On se référe [Weil(Q| pour des références historiques
concernant ’étude des systémes ouverts en physique).

Aprés avoir défini le spectre de résonances de Ruelle de F), , les théorémes
et que 'on prouve dans ce chapitre donnent, respectivement, une borne supérieure
asymptotique sur le rayon spectral de Fh et une borne sur la densité de résonances, liée
a la dimension de Hausdorff de I’ensemble T-invariant K C I. Comme dans le chapitre
précédent, ces résultats reposent sur une analyse de la dynamique symplectique sous-
jacente sur le cotangent T associée a By,

69
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4.1 Le modéle

Soit I, ..., Iy C R, une collection finie d’intervalles fermés et disjoints et
N
=5 (4.1.1)
i=1

Soit A = (Aj;) une matrice N x N, que l'on appellera dorénavant matrice de tmnsitz’onﬂ,
telle que Aj; = 0 ou 1. On notera i ~ j si Aj; = 1. A tout couple 7, j tel que i ~» j on se
donne une application inversible lisse

Gji  Li = ¢4 (1i) C int (1)
strictement contractante : il existe 0 < 6 < 1 tel que
0<Mﬁ@ﬂge<1 (4.1.2)

On suppose de plus une condition de séparation forte, imposant aux images des différentes
applications ¢;; de ne pas s’intersecter :

Gji (L) NV o (k) #D=i=ket j=1. (4.1.3)

Grace a cette hypothése, les applications ¢;; peuvent étres vues comme les branches
inverses d'une application expansive uni-valuée

T:o(I)—1
ou

N
¢(I) = J{dji(x) | j;i~ j; z € I}
i=1

dénote I’ensemble des points {y} tels que T (y) € I. L’ensemble invariant sous I’action
de T se construit par itération. On part de K = I et on définit

Ky = ¢" (I) (4.1.4)

Par contraction K, 1) C K(,) et 'ensemble limite
K:= () K (4.1.5)
neN

est appellé ensemble captif. Dans la plupart des cas c¢’est un ensemble de Cantor de
dimension de Hausdorff dimg K strictement plus petite que 1 -cf. figure (4.1)).

1. Cette matrice défini un graphe orienté I'4 & N sommets {vi}f\le,

orientée lorsque ¢ ~~ j.

avec v; et v; reliés par une aréte
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FIGURE 4.1 — L’application de Gauss tronquée T (z) = Ga(z) := {1} si z € [3;1] et 0 sinon.

Lorsque restreinte & G5~ ([0,1]) = [%;2] U [3;3] = I, G2 peut étre vue comme I'applica-

tion inverse d’un systéme d’applications contractantes {¢;;} associé a la matrice de transition

11
développement en fraction continue ne comporte que 1 et 2. La dimension de Hausdorff de K5

est proche de 0,5 -cf. fig(4.2).

A= < b ) L’ensemble invariant Ko C I est un Cantor formé des nombres réels dont le

Définition 4.1. [Fal97, p.72] La pression topologique d’une fonction f continue sur I
est définie comme

n—1
Pr(f) = lim l1og > exp) foTHa) (4.1.6)

n—oo N
z=T"(x) k=0
ou la premiére somme porte sur les points n-périodiques de T : K — K.

Une fonction dont la pression est particuliérement intéressante est J = log|7’| > 0.
En effet, la formule de Bowen [Fal97, p.77] montre qu’elle reliée a la dimension de Haus-
dorff de K et donne un moyen pratique de calculer (numériquement) cette dimension :

Lemme 4.2. (Bowen).Pr(—3J) est continue et strictement décroissante en B € R.
Son unique zéro est dimy K .

L’ensemble K défini par 'application T est approximativement autosimilaire [Fal97,
p.72]. Pour ce type d’ensemble la dimension de Hausdorff coincide avec la dimension de
Minkowski, qui donne le comportement du volume d’un ¢ voisinage de K lorsque § ~\, 0.
(def. dans le chapitre précédent) [Fal95].

4.1.0.1 L’opérateur de transfert

On se donne deux fonctions lisses 7 € C* (I;R) et V' € C* (I;R). Respectivement,
la fonction toit et le potentiel, en rapport avec leurs occurrence dans les suspensions
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[T

N

LT B B
2
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-1

Rl M)

FIGURE 4.2 — Calcul numérique de la pression topologique Pr(—/.J) pour les applications de
Gauss tronquées aux N premiéres branches, N = 1,...,6 -cf. ﬁg.. Par la formule de Bowen
I’unique zéro de la pression correspond & la dimension de Hausdorff de ’ensemble invariant Ky de
la dynamique. Pour une seule branche cette ensemble se réduit & un point (le nombre d’or) et la
dimension de K; est donc nulle. La dimension augmente avec N et on a dimpy (K2) = 0.55+0.2,
dimpy (K3) =0.72 £ 0.2, et dimpy (K4) = 0.8 = 0.2 etc...-Image réalisée par Frédéric Faure.

d’applications ouvertes pour 7 et dans le formalisme thermodynamique pour V. A partir
de T, 7 et V on va construire un opérateur de transfert a poids complexe. Dans la suite

Cr (R) € C5° (R)

dénote ’ensemble des fonctions lisses & support contenu dans un certain compact U C R.
Soit A > 0 un petit paramétre (que I’on considére fixe pour commencer). L’opérateur de
transfert

F:C (R) = C0py (R) C CF (R)

que l'on va étudier dans ce chapitre s’écrit

V4itr :
. € (I
F:gp»—>{e VlpeT)(z)  sizeo(l) (4.1.7)
0 sinon
On remarque au passage que, pour toute fonction ¢ € Cf°(R), n >0 on a
supp (F%) C Ky (4.1.8)

ot K, est défini en . Comme expliqué dans le chapitre introductif ces opérateurs
interviennent dans ’étude des résonances du Laplacien hyperbolique sur les surfaces a
courbure négative convexes cocompactes, et reproduisent certains aspects des applica-
tions quantiques ouvertes [Bor(7, NZ07].
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Exemple 4.3. Un résultat célebre de Mayer [May91] montre que la fonction zéta de la
surface modulaire X = PSL(2,7Z)\H?, peut s’écrire comme

(x(s)=det(I —Ls); seC
ou Lg est l'opérateur de Gauss-Mayer construit & partir de I’application de Gauss

G: [0,1] — [0,1]
v = {;}

Si on note G, : x +> F%ﬂ : n € N*, les branches inverses de G, alors L s’écrit

(Log) (x) = 3 29800 (G, (2)): peC((0,1]) s€C

n=1

Pour ce ramener a un opérateur du type (4.1.7), on commence par tronquer G a ses N
premiéres branches. Cela revient & poser

G(z) size€ [ﬁ;l}

0 sinon

T(x)=Gn(z) = {

On remarque que Gy ([0,1]) = [ﬁ, 1} et Gy ([0;1])) = U;VZI I; =: I ou les intervalles
I; sont strictement disjointsﬂ Restreinte a son action sur I, G peut étre vue comme
I'inverse d'un systéme d’applications contractantes ¢;; : I; — I; 4,5 € {1,..., N} (cf.

fig/t.1)). On pose alors
[ i_q)logz? o0
() (2) = el o8 (G (a) ;€ G (D

que 'on appellera dans la suite opérateur de Gauss-Mayer trongué. On présente tout au
long du chapitre des résultats de simulations numériques effectués pour cet exemple.

4.1.1 Extension aux distributions

Popérateur F' défini en 1’ agit sur C7° (R). Pour étendre son action aux distribu-
tions on introduit une fonction cut-off

x € Cr° (R)

telle que 0 < x (z) < 1 pour tout = € Int (I) et x (z) = 1 sur ¢ (I). On dénote par x
Popérateur de multiplication par x. On définit alors

~

F\ = Fx. (4.1.9)

2. Précisément :
1 1+ N

TNt A+ N (N+1—j)+1

Iji
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Pour toute fonction ¢ € CZ7y (R) on a x¢ = ¢ et donc Fxgp = Fo. Comme
X: G (R) = Cr° (R)

F), est bien défini sur C§° (R). Grace a la fonction cut-off, 'adjoint L? de F} a un sens
en tant qu’opérateur A
FY:C° (R) = Cr° (R) € C5° (R) .

En effet,
(B0} gy = [ VO HONT @)l (T (@)
o)

I2(R)

pour tout € T 1(I) on pose y = T (z). L’équation ci-dessus devient

/] PW)xy) Y

.1 %
eV =IR) =B () dy =: <¢’ FX¢>L?(R)
z2€9(y)

avec J = log|7"|. Ainsi
A ;L
(Fre) (@) =x(@) > O=irWg(y) (4.1.10)
yEd(z)

si x € I et 0 sinon. On a posé
V=Vv-J

Il est important de remarquer que sans Y, 'image de F* pourrait ne pas étre continue a
la frontiére de I.

Remarque 4.4. Lorsque 7 = 0 on reconnait en (4.1.10) I'opérateur de Perron-Frobenius
usuel que I'on note naturellement F{. F{j agit sur les fonctions continues de K comme :

(Fiv) @) = 3 e @u(y)

yEd(x)
Le théoréme de Perron-Frobenius [Fal97, p. 80] montre que FG‘ admet une fonction propre
strictement positive w € C (K) telle que

Fyw = eV

avec Pr (V) la pression topologique du potentiel effectif V =V — J. Il existe de plus une
mesure de probabilité p sur K telle que, pour toute fonction g € C (K)

/ (FJ g) dp = 7V / gd

la. mesure wdp est alors une mesure invariante et ergodique sur K, appelée mesure de
Gibbs.
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La fonction cut-off nous dispense de travailler sur I’espace peu commode des fonctions
continues sur K qui est en général un ensemble de Cantor. De plus :

Proposition 4.5. L’opérateur de transfert s’étend par dualité aux distributions :
E, : D' (R) = D' (R) (4.1.11)
En outre, pour tout n > 1, pour tout a € D' (R),

supp <F;oz) C Ky (4.1.12)

avec K,y tel que défini en :

Démonstration. Comme 13';(‘ préserve Cg° (R), on peut définir I'action de Fx sur D’ (R)
par dualité en posant, pour tout o € D' (R), ¢ € C§° (R)

B (0) () = a (F39)

On remarque alors que si ) = 0 dans gb (I) alors, par (4 , F;¢ = 0. Plus généralement
si ¢ € C§° (R) avec supp (¢) N =0

Pour tout @ € D' (R), on aura alors (Fga) (E) =« ((F;)n ¢> = 0. Par définition cela

implique que le support de 13')?04 est contenu dans K. ]

4.2 Spectre discret de résonances

Le théoréme présenté dans cette section montre que 'opérateur Fx admet un
spectre discret de résonances de Ruelle dans les espaces de Sobolev ordinaires H~" (R) C
D' (R). Ce spectre ce trouve étre indépendant de m et de la fonction cut-off x ce qui
donne tout son intérét a cette approche. Comme dans le chapitre [3] les espaces qui nous
intéressent sont construit comme

H™™(R):= A, (L*(R))
ot Ay, == OpY (Ap) et Ap, € Sy™ (R?) est le symbole borné d’ordre —m

An(§) = 1 si gl <1

= & si ¢ >147 (4.2.1)

avec n > 0 fixé mais arbitrairement petit et Op{’ la quantification de Weyl définie en
(12.1.1).
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1T N=3, nu=99

oF ' -

-1 _I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I
-1 0 1

FIGURE 4.3 — Spectre de résonances de 'opérateur de Gauss-Mayer tronqué aux 3 premiéres
branches (cf. ex. 4.3) pour A=! =99, o = 0. I'mage réalisée par Frédéric Faure.

Théoréme 4.6. Spectre discret de résonances. Pour tout h > 0, pour tout m € R,
Vopérateur F, défini en (4.1.11) laisse invariant les espaces de Sobolev H™™ (R).

Fy:H™(R)— H™(R)
est a spectre discret dans le domaine |z| > 1y, avec
rm = 0™V NG (4.2.2)
ot 0 < 0 < 1 est le tauz de contraction minimal et Vay = mazyeR(V (x)). Les

valeurs propres de Fx ainsi que leurs espaces propres respectifs ne dépendent ni de m ni
de x et définissent les résonances de Ruelle

Res (F) ={\}, CC”
de lopérateur de transfert F. Le support des distributions propres est contenu dans
lensemble captif K.

Démonstration. On peut d’ores et déja montrer qu'une distribution propre « de ij si
elle existe, est nécessairement supporté sur K et ne dépend par conséquent pas de x. En
effet, si

an =\
avec A # 0, alors
1 -
o= VF;LCM

pour tout n > 1. L’expression (4.1.12)) dans la proposition 4.1.11} montre alors que

supp (o) C K = ﬂ K
neN
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Sur I’ensemble captif y = 1 donc les distributions propres et valeurs propres de Fx ne
dépendent pas de y.

La preuve de I'existence d’un spectre discret de résonances est essentiellement la méme
que celle du théoréme de Ruelle pour les applications expansives "fermées”, prouvé
dans V'appendice. En effet, si ¢ € C* (I;), alors pour tout j tel que i ~ j, opérateur

pull-back
1

Qo
est un exemple élémentaire d’opérateur intégral de Fourier (OIF) associé au relevé canon-
ique de (bj_’l-l au cotangent T 1

Fjﬂ' : T;Ii — T(;j’j(l')]—j

Lorsque h est fixé I'opérateur de multiplication par eve%TX o ;} , apparaissant dans

la définition (4.1.7) et (4.1.9), ne contribue pas au transport (c’est simplement un PDO
d’ordre 0). Grace a la fonction cut-off on peut énoncer ’analogue du théoréme d’Egorov
dans ce contexte. Une précaution s’impose toutefois :

Définition 4.7. [GS94] Un opérateur A est proprement supporté si il préserve C§° (R) .

Lemme 4.8. Egorov pour /i fixé. Sia € S™ (]R2) est le symbole d’un opérateur

proprement supporté A € OPS™ alors F;AFX est un PDO dans OPS™ proprement
supporté. Son symbole, nul en dehors de T*I, s’écrit

x? (z) Z eFVH)(#5.4(2)) g (Fji(x,&)) mod sl (RZ)
i~j
ou V :=V — J est le potentiel effectif.

Démonstration. Si A est proprement supporté, la preuve est la méme que pour les opéra-
teurs pull-back usuels [EZ03|. le pré-facteur eV+/)(%:i(*) provient simplement de la

définition (4.1.7)) et de (4.1.10). O

Pour montrer le théoréme on s'intéresse &
Qm = A, F ALY L2 (R) — L2 (R).

qui est unitairement équivalent a Fy : H~™(R) — H~™(R). Dans cette expression
A;nl n’est pas proprement supporté. Cette difficulté technique peut étre contourné en
approximant flfnl par un opérateur proprement supporté A,,. Cette astuce est expliquée
en détail dans [GS94) p.45]. Q est alors défini sur le domaine dense C§° (R). On considére

~

P =05 Om= At (F*A2 FX> Al (4.2.4)
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En appliquant le théoréme d’Egorov et le lemme de composition des PDO, on a que P
est un PDO dans OPS° (RQ) et son symbole principal s’écrit :

P(z,§) = X () Z e(2V+J1)(85,i(x)

De (4.2.1)) et (4.2.3), pour tout x € T et |{| > 1+ 17 :
|P(z,6)] < x* () 6*™ Z e(V+I)(45:(2)) < N2m2Va+logh

1~ ]

)Afn o Fyi(x,¢§)
A7 (2,6

avec Viy = maxgerV (). A partir de 1a, la fin de la preuve du théoréme s’applique
sans changements, en utilisant le lemme et son corollaire. Le fait que les résonances
ne dépendent pas de m est une conséquence de la densité des espaces de Sobolev les uns
dans les autres.

O

4.3 Dynamique classique sur 7™/

A partir de maintenant le paramétre i > 0 dans la définition de opérateur de
transfert 1’ n’est plus fixé. Pour mettre cela en évidence on écrira F) ; a la place de
F\ et pour alléger la notation on omet l'indice x, Fj = F\ p.

Comme dans le chapitre précédent, notre approche consiste tout d’abord en une anal-
yse de la dynamique sous-jacente sur le cotangent associée a Fj, vu comme un opérateur
intégral de Fourier (OIF) semiclassique. Par rapport au cas fermé du chapitre , on sera
en mesure de donner une description beaucoup plus précise de 'ensemble captif associé
a I'application canonique.

4.3.1 L’application canonique sur 7%/

PDO OIF
A ’—,%V i~
Fy:p— BT
nie = (xoT)e erl (poT)
OIF
Comme h > 0 n’est plus fixé, la famille d’opérateurs (e%T)r o est un OIF associé a
1>
Papplication (z,&) — (.ZC,f + Z—;). Par composition avec 1' I'application canonique
associée a Fh> s’écrit maintenant
h>0
.Fjﬂ' : T;Iz — T(Z]Z(:c)IJ

€ = @ e (9u@) 3y
pour tout 7,7 tels que ¢ ~» j. Bien que différente, on garde la méme notation que pour
I'application . Le lemme ci-dessous montre que loin de la section nulle les trajec-
toires fuient de maniére controlée :
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Figure 4.4 — La propriété de minimale captivité.

Lemme 4.9. Pour tout 1 < k < 1/0, il existe R > 0 tel que, pour tout |{| > R et pour
tout © ~~ 7,
€| > k¢ (4.3.2)

ou (z',&') = Fj; (z,€).
Démonstration. De 1} on a que { = ¢, () €+ 7 (). Ainsi

|£" — k€] = |d}, ()t e+ 7 ()| —rl¢] > (9_1 — k) €] - mIaX‘T" > 0,
o - o __ max|/|
la derniére inégalité est vraie & condition que |{| > R = 5. O

Il existe alors un ensemble captif compact, et en général fractal, pour F' := {F};}
On part de

Z:= K x [-R, R] (4.3.3)

ott K C I est I'ensemble ¢~ !-invariant défini en (4.1.5)) et R est choisit pour satisfaire le
lemme pour un certain 1 < K < %. On a

Fl(z)ez

et de maniere récursive F~" (Z) C F~(=1(Z) pour tout n > 1. ensemble limite
K C T*1 est l’ensemble captif de F' :

K = ﬁo F™"(2) (4.3.4)
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FIGURE 4.5 — Calcul numérique de l'ensemble captif associé a Dopérateur Gauss-Mayer

tronqué aux deux premiéres branches -ex. L’application canonique s’écrit F (z,£) =
{Fu(@,€)in = 1,2} avee Fu(2,6) = (77 —(@+n)? (6+ 7))

x+n °

Par construction, depuis un point dans K une trajectoire au moins est captée pour tout
temps. On désire bien plus :

Définition 4.10. Soit R choisit pour satisfaire le lemme pour un certain 1 < K < %.
L’application F' est minimalement captive si, depuis tout point (z,§) € Zy := I x[—R, R]
il existe au plus une seule trajectoire restant dans 2y :

V(z,§) € 2o, ${F (z,§) N Zp} <1 (4.3.5)

Remarque 4.11. Cette propriété est beaucoup plus forte que la partielle captivité définie
dans le chapitre précédent def.. On pourrait Daffaiblir en autorisant qu’il existe
n € N* tel que

V(m,ﬁ) € ZO> ﬁ{Fn ($7§) mZO} <1

ce qui est équivalent a |i en remplacant Zy par un e-voisinage de K pour un certain
e > 0. Par simplicité on se contentera dans la suite de la définition [4.10] ci-dessus.

Proposition 4.12. F est minimalement captive si et seulement si, pour touti € {1,... N},
pour tout j, k tels que j £ k, i ~ j, i ~ k,

F~ (¢ (I) x [-R,R)) [\ F~" (¢ (I.) x [-R,R]) =0 (4.3.6)

La figure lustre ,
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Figure 4.6: Tllustration de la condition (4.3.6) qui implique la minimale captivité de F.

Démonstration. Soit (z,&) € Zy avec x € I;. Supposons que
alors il existe j, k tels que j # k, i ~ j, i ~ k, tels que

Fjﬂ‘ (.ZL‘,f) € ¢j,i (Iz) X [—R, R] et Fk,i (.’E,g) € ¢k,z’ (Il) X [—R, R]

Ainsi
(2.6) € { P (¢ (1)  [~R, R) () F " (6w () x [-R. R)) }
en contradiction avec (4.3.6)). La réciproque est évidente. O

4.3.2 Dynamique symbolique

Dans cette section on construit un codage symbolique de la dynamique. Cette procé-
dure est standard dans I’étude des applications expansives [BS02].

Codage symbolique de K. On commence par définir I’ensemble des mots admissibles

Wy = {(wo,wl,...) € {1,...,N}N; Wy ~> wyp_1, VL > 1} (4.3.7)

Wy = {(wo,wl,...,wn) e {1,...,N}Y"™ wp s wp_q, V1 §€§n}
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les mots admissibles de longueur n. Pour w € W, et i < j onnote w; j := (w;, Wit1,...w;) €
W,, la suite admissible extraite avec n = j — i > 1. On pose

Pui; = Pwiwisy © -+ © Pwj_1w; ¢ Tw; = Lw; (4.3.8)
et pour tout = € I, , on notera ¢" (z) = {Pu, ., (¥); won € Wy} I'ensemble des images
de x au temps n.

Afin de coder les points de 'ensemble captif K on considére la suite d’intervalles

Ly, = Gwo (Lw,) C Tug (4.3.9)

Pour tout 0 < m < n, Ly, C luw,,, C lu, et d’aprés (4.1.2), la longueur de I, est
borné par 0" I, | —n 0o 0. On remarque alors que K(,) défini en (4.1.4) peut s’écrire
comme

Ko= U Iwon. (4.3.10)

wO,HEWn

et converge vers ’ensemble captif K. (IwO n)n>1 définie en 1’ est une suite décrois-
sante non vide d’intervalles fermés et converge par conséquent vers un point

2w =Ty =[] Tu,, €K (4.3.11)

n=1
Cela définit un codage symbolique des points de I'ensemble captif

62W+—>K

W Ty

(4.3.12)

L’application & : W, — K est surjective par construction.
Lemme 4.13. Avec Uhypothése de séparation forte G : Wi — K est bijective.

Démonstration. Soit w,w’ € Wy avec w # w' : il existe k > 0 tel que wy, # w). De

[E13) on o
¢wk717wk (Iwk) N ¢w;€_17w;€ <Iw§€> =0

Par récurrence

Guos (Tun) N 6wy, (Ty ) =0

Comme & (w) € Guy, (Luy,) €t & (W) € duy (I%) on déduit que & (w) # & (w') ce qui
montre que & est injective. O
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Dynamique symbolique sur K € T*I. Soit
W = {(...w_g,w_llwo,wl,...) € {1,...,N}Z; wyp ~ wy_1, VL € Z}
Le shift a droite R : W — W est défini comme (R (w)); = wi41, i.e.
R(w) = (... w_9,w_1,wplwy,ws...)
(la barre de séparation | se déplace vers la droite). A tout mot w € W on associe
wy = (wp,wr,...) € Wy

L’action de R est bien définie sur les mots de W, et code la dynamique sur K engendrée
par ¢~ 1. En effet
R(wy) = (w1,ws...) € Wy

et, par (4.3.12)), si x,,, = & (wy) € K on a que
T (Twy) = TR(wy)- (4.3.13)
l'inverse sur W de R, Le shift & gauche £ : W — W, donne (L (w)), = wg—_1, i.e.
L(w)=(...w_g|lw_1,wy,ws,ws...)

Pour tout n € N, L (w), = (W—n,W_py1... w_1wowy...) € Wy. On considére alors
ensemble unidimensionnel zn (), X [ R, R] et son image par F~" :

Kuni=F " (2gn), x [-R.R))

Par [{.3.13) et ([@.3.1)

Kw,n = Ty X jw,n (4314)

ol (Jwn),ey €St une suite décroissante d’intervalles commengant par Ju0 = [~ R, R],

aveC Jwnt1 € Jum €t |Twnt1| < 0|Twn| o0t 6 < 1 est donné par (4.1.2). Cette suite
converge vers un point &, définissant ainsi le codage sur K :

& {W — K (4.3.15)

W = (xuurvfw)

qui étend (4.3.12). De plus, la dynamique F : K — K est conjuguée au shift & gauche £
sur W :

w5 w
Sl Sl
K5 K (4.3.16)
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Proposition 4.14. Si F' est minimalement captive (définition alors S est bijective.
Par conséquent I : K — K est bijective et le diagramme est commutatif.

Démonstration. On a montré dans le lemme §.13| que & : W, — W, est bijective. Soit
w,w’ € W avec wy = w!, mais w # w’. On veut montrer que

Ew 7é gw/

Soit n le plus petit entier tel que w_, # w’ . Alors
L" (w), #L" (w’)+

Comme & est bijective, cela implique que
& (L (w),) 1= Teny, # Tenqu, = 6 (L7 (w),)

Pour simplifier on pose m 1= @ zm(y), et xl, = Tem(uy, - On aque o, # xl et Ty =,
pour tout 0 < m < n. D’apreés la proposition [4.12] la minimale captivité impose a

F~"(zn X [-R,R]) et F7" (z;, x [-R, R])

d’etre disjoints car x,, = x},, pour tout m < n. O

4.3.3 Dimension de ’ensemble captif K

Théoréme 4.15. Lorsque F' est minimalement captive (définition et la matrice de
transition symétrique (i ~ j = j ~» i) alors

dimy K = 2dimy K
ot dimpys est la dimension de Minkowski définie en dans le chapitre [3

Remarque 4.16. On sait par ailleurs [Fal97] que la dimension de Hausdorff et de Minkowski
coincident pour K. Par conséquent dimy;K = 2dimy K et la formule de Bowen (lemme
donne un moyen d’évaluer numériquement dim g K.

Démonstration. A w = (wy),e, € W on associe wy = (wo,w1,...) € Wy et w_ =
(..w_gw_1) . Soit
w= = (w_1,w_9,...)

le mot renversé. Comme la matrice de transition est supposée symétrique w— € Ws.
Considérons 'application

W+§W+ C Wi x Wy

D: W
w (w+7w—)

_>
_>
ol

Wix Wy = {(w,w') € W x W; wy ~ w} (4.3.17)
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La proposition montre que S : W — K définie en (4.3.15) est bijective lorsque F'

est minimalement captive. On considére alors
$:=(6®6)oDoS 'K+ KxK
Soit
KxK :=(6®6) WyxWi) CK x K (4.3.18)
Par construction ® : K — K XK est bijective. De plus :
Lemme 4.17. L’application ® : K — K XK est bi-lipchitz.
Le lemme {17 suffit pour déduire le théoréme [.15] En effet, comme la dimension de
Minkowski est invariante sous les applications bi-lipchitz [Fal97, p.24] :
dimyy (K) = dimyy (KX K) (4.3.19)

De plus, si on note K; := K N I; de (4.3.18)) on a que
KxK = | ) K; x K;

par un résultat de Tricot [Tri82] on a que dimp; (K; x K;) = dimpy (K;) + dimay (K5)
donc
dimy; (KxK) = sup (dimp; K; + dimy Kj)
1]
Puisque A est symétrique, si ¢ ~ j alors j ~» i. Comme les applications ¢;; : K; — Kj,
¢;,j + Kj — K; sont lipschitz dims K; = dimps K;. Ainsi

dimy; (KXK) = 2sup (dimy K;) = 2dimy K (4.3.20)

Avec (4.3.19)) cela achéve la preuve du théoréme On doit donc s’assurer que le
lemme est vrai. On choisit w € W et on note p = (zy,,&w) = 6 (w) € K. De

méme, pour un autre mot w’ € W on écrit p/ = Ty, »&uw ) € K. Par définition, comme

Do & (2w, &w) = D (w) = (wy, W),
®(p) = (2w, ,r5-) € KXK.
® est bi-lipchitz si et seulement si
@ (p) =@ (p)]| =< |p— |

uniformémentﬁ] en p, p’. De fagon équivalente, ® est bi-lipchitz si

+ ’wﬁ — X = ‘$w+ — Tw!, + |€w — &ur| (4.3.21)

’.%'w+ — qu_

3. 1@ (p) —@(p)] =< |p—p| ssiil existe C > 0 telle que pour tout p,p’, C'|p—p/| <
@ (p) =2 () <Clp—p'l.
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uniformément en w,w’ € W.

On va montrer que (4.3.21) est vraie. Soit w,w’ € W et supposons que (w,)
(w',)j pour —n < j < 0 mais tels que (w—)_, | # ( ,)_n . Par définition
des intervalles Iy, ,, on constate que les deux points xg—, T appartlennent alu méme
intervalle [(z— )., ais sont contenus dans deux sous-intervalles disjoints [(z—) et

0,n+1
I ca) respectlvement Ainsi
w_ 0,7L+1

(xw—, — Ty | < ’f@f)o,n’

uniformément en w,w’ € W. De la définition (4.3.14) des intervalles 7, , on a que p et
p' sont contenus respectivement dans x,, + X Jwn et Loy, X Tw' -

Posons v := (w’,,w+) . Ainsi
lp—p| = ‘($w+,§w —<a;w/+,§w,)‘
= ‘($w+7§w) (‘xw+7£v ) ‘(1'w+,fy/) — (:Ew;,fw/) ’

Twy — Twf, +’£w gv"

Les points &, & sont contenus dans le méme intervalle 7, , au dessus de z,,, € K.
Cependant, lorsque I’hypothése de minimale captivité est vérifié, &, & sont contenus
dans deux sous-intervalles disjoints Ju nt1 €t Jy nt1 , respectivement. Ainsi

|§w _fv” =

Par le principe de distorsion borné (voir [Fal97, chap. 4] pour une preuve) on a que

x)’x

uniformément en w, n,z,y. En utilisant expression explicite (4.3.1) de F, la définition
de Jwn écrite en (4.3.14) et le principe de distorsion bornée on a que

(4.3.22)

Va,y € Iy,

y)‘ = ’Iwo,n ‘

| Twnl < | P, (a:)’, V€ Ly,

uniformément en w,n, z. Finalement, tout cela donne

- gw’| = | Twy T Ty + ’fw - fv”

)xuur — T,
< |Twy — Ty |+ | Twn]

B o(7)

+ T Tl | T ‘I(“T)o

X
8
g

s Vo € Ly,

+ T Tl | T

= |y

= |Twy T Tw, + ‘xru X

on a montré (4.3.21]) ce qui termine la preuve du lemme et donc du théoréme [£.15]
O
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4.4 Gap spectral asymptotique

Théoréme 4.18. Gap spectral a la limite semiclassique. Lorsque F' est minimale-
ment captive (définition , pour m assez grand, le rayon spectral de Fy,: H™™ (R) —
H~™(R) satisfait, a la limite h \, O :

s (Fh) < Vs +0(1) (4.4.1)

avec .
log b = li_>m <sup =2V + )y (x)) (4.4.2)

o\ gaw N

ot, pour tout wo, € Wi,

n—1
2V + J)wom (7) := Z 2V (¢wkn (x)) +J (¢wk,n (m))
k=0

est la somme de Birkhoff de 2V +.J le long de la trajectoire associée a wo, avecY =V —J
le potentiel effectif.

Remarques concernant la valeur du gap spectral.

Remarque 4.19. On peut écrire

logfs = sup w2V +J) (4.4.3)
HEMT

ou My désigne 'ensemble (compact) des mesures de probabilités sur K invariantes
sous 'action de T . Pour voir cela on commence par remarquer que, pour toute fonction
f : I — R Lipshitz, la limite

n—

Y, (Tk(z))) = too(f)
0

xGK(n) n k—

1
lim <sup Sup — fug., (:c)) = lim < sup

n=00 \weW, zel M n—00

existe et I'on a bien pioo(f o T) = too(f). On vérifie immédiatement que si f|x = 0 alors
too(f) = 0. oo est une forme linéaire, positive et définie ainsi une mesure de probabilité
(1o (1) = 1) invariante sur K. On veut a présent montrer que, si u € My alors

1 (f) < poo (f) - (4.4.4)

Pour cela on se sert de l'invariance de p : pour tout n

1 n—1
= [ = T*d
n(h = [ =3 foT
k=0
en particulier, pour tout n

() < swper (55505 £ (TH@))

< subger,, (L3005 £ (TH@))

a la limite n — oo on retrouve (4.4.4)).
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Remarque 4.20. D’aprés le théoréme , par dualité, les fonctions propres de Fff sont
des fonctions lisses sur R. Or, pour tout ¢ € C* (R), pour tout x € I

(£ime) @) = x(@) Y Ve 0imy (g, (@)
wEWn
ou, pour toute fonction continue f, on & noté f, sa somme de Birkhoff le long de la

trajectoire w € W,,. Le module carré de (F;L‘"@) (x) s’écrit alors

2(z) Z e(Vo=Juw) @)+ (Ve =Ty ) (@) = 5 (rw =7 ) (@) (b (7)) (D (2))

w,w' €W,

Par un argument heuristique standard dans la littérature physique, lorsque 7 est "générique”,
on s’attend a ce que les termes non diagonaux pour lesquels la phase est rapidement os-
cillante quand A N\, 0, s’annulent mutuellement. Si cela est vrai on obtient, sur I, pour n
grand et lorsque i N\ 0

. 2
o) £ Y e [y @)e (6u (@)
’LUGWn

De plus, pour tout w € Wy, & € Lyy, Guy,, () = 2w € K. Finalement cela donne,
pour n assez grand, lorsque i \ 0

L
1

1 2n
" < [su x 2>n su E e2Vu (@)
v L%(R) (erI)W( ) me?(
—_————

wEWn

%M,
h

Hn/’ool

En comparant cette expression avec la définition de la pression topologique (voir
aussi [Fal97, thm. 5.1]) on constate que I’approximation diagonale suggére une borne
différente sur le rayon spectral asymptotique que celle donnée par le théoréme [4.1§| |
précisément :

Conjecture 4.21. [DM98| Génériguement, pour m assez grand, le rayon spectral de

N

Fy: H™(R) - H ™ (R) satisfait, a la limite h ™\, 0 :
A 1
log s (Fﬁ) ~ 3Pr(2v).

ot Pr(.) dénote la fonctionnelle de pression topologique définie en etV=V-—-J
le potentiel effectif.

Remarque 4.22. 1l n’est pas évident a priori que la conjecture ci-dessus donne une borne
plus fine que celle du théoréme Pour vérifier que c’est bien le cas, on se sert de
Pexpression (4.4.3) et de la formule variationnelle pour la pression [Fal97, chap. 5.4]

Pr(f) = max (hyu+ p(f) (4.4.5)
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avec )
hy = Jim —— > i (T, ) log (T,
wEWn,
Ientropie de la mesure p. On a
Pr(2V) = maxuenty (b + 1 (2V +J) = p(J))

hy — 1 (J) + 1 (2V + J)
maxuepmy (hy — p(J)) + 4/ (2V +J)
Pr(—J) + poo (2V + J)

IAIA I

comme l'application 7 est supposée ouverte, dimgy (K) < 1 ce qui implique, par le lemme
, que Pr(—J) < 0. Ainsi, dans les systémes ouverts,

Pr(2V) < log fw.

Enfin, en remarquant, par (4.4.5)), que pour toutes fonctions Lipshitz f et g, Pr (f + g) <

Pr(f)+Pr(g) on a

1
§Pr (2V) < Pr (V)
ce qui implique, si la conjecture est vraie, un gap spectral asymptotique inférieur a
la valeur propre dominante e’*(V) de l'opérateur de Perron-Frobenius classique Fy (ct.
remarque . Au passage on observe de plus que

J

Pr(V) = Pr(V - J) < Pr (—j) T oo (v—2>
ANV

:% log 0o

le résultat du théoréme est donc vide si Pr (—%) < 0 autrement dit, si dimyg K < %
Inversement on a que [Fal97, lemme 5.2]

J J J 1
= V—— =1 > —— |+ Viin — =J
Pr (V) Pr ( 5 2> Pr < 2> min 9 max

et

1 1

5 log Oso < Vinax — §Jmin
donc

1 J 1
Pr (V) - 5 log 000 2 Pr (_2> - (Vmax - Vmin) - 5 (Jrnax - Jmin)

A& (Vinax — Vinin) €t (Jmax — Jmin) fixé, si la pression Pr (—l) est suffisamment grande, le

théoréme [3.9] donne bien un gap asymptotique (cf. fig. {1.7)).

N
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FIGURE 4.7 — Profil de la superposition du spectre de résonances pour 'opérateur de Gauss-
Mayer tronqué aux trois premiéres branches (cf. ex. . h~! € [250,300]. La premiére ligne
verticale en partant de la droite correspond a Pr(V), le log de la valeur propre dominante de
I’opérateur Fg Le gap spectral du théoréme correspond & la deuxiéme ligne verticale en
partant de la droite. La conjecture basée sur une approximation diagonale semble au contraire
légérement forte (troisiéme ligne). On donne & la fin du chapitre (section une argumenta-
tion heuristique expliquant la forme du profil de résonances et en particulier la position du pic
(derniére ligne verticale). Image réalisée par Frédéric Faure.

La Preuve du théoréme [4.18| est essentiellement la méme que celle du théoréme|3.9
pour les application fermées. On utilise les notations propres & ce chapitre introduites
dans la section précédente. Soit m > 0, n > 0 (petit) et A, (z,&) € C*®° (T*R) tel que :la
Rm
Ap (z,8) = 6@ for [§| > R+1n
= 1 for E <R

A,, appartient & la classe de symbole S;™ (R2) définie dans le chapitre . Dans la suite
h n’est pas fixé et on note

A~

Ay, = Op} (Anm)

La quantification de Weyl de A,,. On considére alors les espaces de Sobolev semiclassiques

H™ (R) = Ay (I (B))

(3

qui coincident en tant que sous espaces vectoriels avec les espaces de Sobolev usuels mais
possédent une norme qui dépend de A > 0.

Fy: H;™(R) — H, ™ (R)
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est par définition unitairement équivalent[zf] a
Qm = AnFRA-l L2 (R) — L% (R)

Soit n € N*, un temps fixé que l'on choisira grand a la fin de la preuve. On s’intéresse a
P = QinQr = ASVEFm A2 FPACT (4.4.6)

On invoque & présent le théoréme d’Egorov énoncé ci-dessous dans le contexte de la
quantification avec petit parameétre /. On se réfere au chapitre 2| concernant les définitions
des classes de symboles :

Lemme 4.23. Egorov semiclassique. Si a € S} (RQ) est le symbole d’un opérateur

proprement supporté A € OPS)]' alors F,;‘AFE est un PDO dans OPS]" proprement
supporté. Son symbole, nul en dehors de T*I, s’écrit

X2 () Y eV @il (Fy; (2,€)) mod h' 2871 (R?)
ouwV :=V — J est le potentiel effectif.

Gréace a ce lemme, et par Ie théoréme de composition des PDO (lemme - 2.4] dans le
chapitre ' On déduit de que P™) est un PDO d’ordre 0 et son symbole, nul en
dehors de T™*1 s’écrit

x A’I2TL Fw[)n )
M) (2,6) = P (@) 3 & u0n 542 e (Z) 9) + O (h) (4.4.7)
wEWn moAT

ol W, est I’ensemble des mots admissibles de longueur n et f)wo,n (x) la somme de Birkhoff
du potentiel effectif V = 2RV — log |T7| le long de la trajectoire associée & wg,. Dans

(4.4.7) on a fait usage de la notation abrégée

Fwo,n = Fw07w1 ©...0 Fwn—lywn

pour la composition des applications canoniques Fj; : T; I; — T;. -(x)Ij' On pose
7,

1
80y 1= S V4 D (2)

On cherche une borne supérieure au symbole P ( ,€). On considére pour cela les
différentes trajectoires possibles Fi, ,, (7,§) :

4. Comme dans la preuve du théoréme sur le spectre discret de résonances, pour tout A on peut

approximer At par un opérateur proprement supporté afin que Qum soit bien définit sur le sous espace
dense C§° (R).



CHAPITRE 4. SYSTEMES OUVERTS 92

1. Si(x,8) ¢ 2o = I x [—R, R] alors, du lemme 4.9] toutes les trajectoires s’¢loignent
de Zj et on a,

Ap (Fuo, (2.8) A3 (Fuy, (2,8)) A% (Fu,y,, (2.6)) _ (72" (4.4.8)

A%, (2,€) A7 (P, (2,8) A2 (x,8)

ainsi

P (z,6) < (BW) 0 (K72™)" < (NOGyr—>™)"
car fW, < N™.

2. Si (z,§) € 2y par 'hypothése de minimale captivité, au temps 1 un seul point au
plus de 'ensemble F' (z, §) reste dans Zy. Pour ceux qui quittent Zj le raisonnement

A2, (Fy , - . .
ci-dessus donne W < (/{_2’”)” et pour le point exceptionnel on a

A2 (Fy, . (x, .
toujours W < 1. Finalement

PO (2,€) < 0y (W0 = 1) (572™)" " 4 1) < 0, (Nn2m)" 627 41)

Pour tout C' > 1, en choisissant m assez grand, il existe ng > 0 tel que, pour tout n > ng

(sug P (x,ﬁ)‘ < COy

Par Le théoréme de L2-continuité (lemme , a la limite h — 0

oo

< CO?H) + Oy (h)
La décomposition polaire Q% donne alors

< (09" |+ O, (h))l/2

(n

|an

< |

-

le rayon spectral de Qn satisfait a

1/n < (C@” + o, (h))l/(%)

(n

r(0n) < n

= Cln)\/0(n) + On (D)

avec C(,) = C2n —*n oo 1. 501t O 1= limsup,,_,, 0(,,). En prenant la limite i — 0 puis

n — 0o on obtient A
Ts (Qm) < V 000 +o0 (1)

ce qui termine la preuve du théoréme [4.18
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FIGURE 4.8 — Ici A~! =: v. Taux de croissance du nombre de résonances de l’opérateur de

Gauss-Mayer tronqués aux deux premiéres branches. Comparée avec la fig.(4.2) qui donne une
dimension de Hausdorff de ’ensemble captif K5 proche de 0,5 ; cette figure suggére que la loi de
Weyl (théoréme [4.24) pourrait étre optimale. Image réalisée par Tobias Weich.

4.5 Loi de Weyl fractale

Théoréme 4.24. Loi de Weyl Fractale. Lorsque la matrice de transition entrant dans
la définition de Uapplication ¢ : I — I est symétrique et si F est minimalement captive

(def. [4.10), alors pour tout € > 0, pour tout 6 > dimpy (K) lorsque ki ™\, 0,

> e} =0 (5*5) (4.5.1)

Pour montrer ce résultat, le dernier de cette thése, on cherche tout d’abord & car-
actériser précisément le comportement de la dynamique canonique pres de de
I’ensemble captif K C T*I. On construit alors une fonction de fuite décroissant stricte-
ment le long des trajectoires classiques et on applique les techniques de Helfer-Sjostrand
|[HS86] pour en déduire le théoréme ci-dessus.

jj{)\f € Res (Fh> | ‘Af

Dans la section suivante on commence par montrer que ’ensemble captif peut étre
vu comme la restriction & K d’une union de branches lisses au dessus de I.

4.5.1 Branches de ’ensemble captif K
Soit

W_ = {(...,w_g,w_l,wo) S {1,...,N}N; wy ~ wp_1, V€ < —1}
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I’ensemble des suite admissibles infinies vers la gauchef’]

Proposition 4.25. L’ensemble captif K C T*I défini en peut étre vu comme
lintersection ) .
K =K[{K xR}
ot )
K:={(z,¢w(x); v €I, weW_} (4.5.2)

est l'union de sections lisses de T I explicitement données, pour tout w € W_ et x € I,
par

w (@) == (Todu_,) (z) (4.5.3)

k>1
On a de plus une borne uniforme en w sur les variations de (, : Va € N, 3C, > 0,
YweW_,Vz eI, |(09Cw) (z)] < Cyu.

Démonstration. Soit w = (...,w_1,wp) € W_ et x € I,,. Soit R > 0 tel que défini dans
le lemme On peut généraliser la définition (4.3.14) des intervalles 7, , si l’on pose,
pour tout n € N

F™" ($u_po(@) X [-R; R]) = & X Jun(z) C T*I. (4.5.4)

Par contraction, les intervalles non vides Jy, () forment une suite emboités convergeant
vers un point

Cw(x) = m jw,n(x)

n>0

satisfaisant 1} par définition de K et K. Pour montrer que (, correspond bien a
(4.5.3) on compose F' (4.3.1)) le long de la trajectoire w. Cela donne

F’lﬁ_n’o : T;Iw() - T(;;w,nyo(:n)[wn

= P, (@7 (= Guno(@)

ce qui révéle la suite de sections

(4.5.5)

n

G no(®) ==Y By (@) 7 (bu_yo(@) == (Toduw_;,) (&) €T;T.  (45.6)
7j=1

j=1
par contraction de ¢ : I — I, pour tout k£ € N

0

‘wan,o (x) - Cw—n—k,() ($)| < gnCmax; Cmax = HT/HOO ma (457)

montrant la convergence uniforme de la suite (C’w—n,O) lorsque n augmente. De li on
a

e (¢w7n,o(17)75) - (q;7 ¢;U_n’0 () €+ Cu_no (JJ)) )

5. Par rapport aux notations w = (w—|wy) € W des sections précédentes on a inclut wo a la définition
de w_ pour simplifier la suite.
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RoO™

Figure 4.9: Illustration de la proposition [.25] et de sa preuve.

ce qui montre que
jw,n(x) - [Cw—n,() () —0"R; Qw—n,o (z) + enR}

et on a bien (yu(7) = lim, 400 Cuw_, o(z). Le fait que les sections ¢, soit lisses est une
application directe du lemme dans ’appendice.
O

Le lemme suivant améliore sensiblement 'estimation de fuite du lemme [£.9] 11 nous
sera utile pour construire une fonction de fuite bien adaptée & la dynamique classique.

Lemme 4.26. Pour tout z € I on pose K(z) = K NT*1. On note d, : T*I — Ry la
fonction continue qui & tout (x,§) associe dist (f,l%(:c)), la distance "verticale” de £ a

Uensemble K. Pour tout i, pour tout (x,&) € T*I; et pour tout j tel que i ~ j,
dy o Fji (2,€) 2 07 dy (,€)

La distance verticale ¢ lensemble K augmente de facon controlée le long des trajectoires
de F.

Démonstration. Soit x € I;, d’aprés la proposition , lz(x) = {(z, (w(x));w e W_}.
Par conséquent
dy (7,&) = wie%, 1€ — Cuw(z)]
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Si on note (2/,¢&) = Fj;(x,§) alors, en utilisant (4.3.1) et (4.5.3), pour tout w =
(..w_o,w_1,7) €EW_ on a

¢ = Cula) = ¢(2) 7" (€ = Ry ()

ou R;: (ww_o,w_1,7) = (..w_9,w_1,7,7) € W_. Ainsi

-Gl 2070 )] 207 i - Gt

ce qui prouve le lemme. O

4.5.2 La fonction de Fuite

Proposition 4.27. VI <k <07, ¥Ym>0,0<pu< %; il existe un symbole sirictement
positif Apy € 5, (]R2) tel que A;ﬁu S R2) décroissant strictement le long
des trajectoires classiques de F :

pour tout (x,&) € T*I;, si dy(x,&) > kh*, pour tout j tel que i ~ j,

Amp 0 Fji
Amhu
< 1 partout dans T*I. De plus

(x, &) <k, (4.5.8)

Am,uoF},i

et A

A #ALL, — 1€ A28 (R?) (4.5.9)
Démonstration. D’apreés le lemme [4.26] la fonction

(x,8) — (1 + dvgjg)>_m

satisfait & |D pour tout m > 0 avec Kk = 12i99 > 1. La fonction d, n’est cependant
pas réguliére, mais seulement C'—Lipschitz, avec C' dépendant de la norme maximale des
différentielles de (¢ (d’apres (3.4.6)). On va la régulariser pour qu’elle soit contenue dans
une classe de symboles.

d, est définie sur 7%  R?. On note d, un prolongement continu de d,, & R? tel que
dy(z,€) < |€|, uniformément en (z,£). Soit 0 < f < 1 une fonction lisse de R? supportée
dans B(0,7) C R, la boule de rayon 1 > 0 (1 sera choisie en fonction de 1 < x < 7!
dans la suite)

Pour tout 0 < p < % on note

1
fu(z,8) = T f(hHa, hHE) € S (R?)

supportée sur B(0,n7*) et normalisée pour la norme L!. La fonction distance régularisée
peut se construire comme

Oy = dy * fu
J, est alors un symbole dans S, (R?) et pour tout, (x,£) € T*I

10u(2,§) — dy(z,§)] < Ch*
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Lemme 4.28. Pour tout 1 < k < 0=, pour tout (z,€) € T*I;, si dy(x,&) > I*, alors
pour tout j tel que i ~ j, si on note (¢/,&') = Fji(x,€)

6 (2/,€) = Koy (2,€) (4.5.10)

Démonstration. Sid,(x,&) > h* alors §,(x,&) > (1 — Cn) h* et en prendra soin de choisir
n < C~L. D’aprés le lemme

S (2,€) + it > dy (2',€) > 671d, (2,€) > 07" (6, (z,£) — Oy
Ainsi,
Sy (w’,f’) > g1 (1—-Cn(1+40))0, (x,¢)
dans la derniére inégalité, si n est choisit suffisamment petit on a (4.5.10). O

On choisit pour finir un symbole 0 < x,, < 1 dans la classe S,/ * (RQ), égal a 1 sur
le A*-voisinage de K et supporté sur son xkh*-voisinage. La fonction de fuite peut alors
étre construite en posant

Am,u = Xp T+ Q,u,m (1 - XM) 5/:m (4.5.11)

et Qym = O (R#™) est une constante choisie de sorte que €, ,,,6,™ < 1 lorsque d, (7, &) >
h#. Par construction 0 < A, , < 1 est un symbole dans la classe S;m (Rz) et son inverse
appartient a la classe A™H™S]" (]RQ). On distingue trois cas dans T*1 :

1. Sidy (x,§) < h*, alors clairement %&ié;) <1.

2. Si h* < dy (z,§) < kh*, de (4.5.10) et par définition de x,, xu (z/,&') = 0. De
(4.5.11)), on déduit

Am,,u (:Ua 5) - Am,,LL (':U/7 gl) 2 X,u (IIS‘, g) + Q,u,,m (1 - X,u ($, g) - /{—m) 5";m (':Uv f)

v

1—r™™ Qmmé;m (x,€)
—_——
<1

Am,p,(wlzg/)
Ty =L

3. Finalement, si d, (z,£) > xkh* alors par (4.5.10) et (4.5.11)),

Amvu (aj/7 5,) /ifm

A (2,6) —

Pour conclure la preuve de la proposition et montrer (4.5.9)) on utilise 'expression
explicite du produit de Moyal [DS99] et de la fonction de fuite.

ce qui montre que ’on a toujours

O
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4.5.3 Fonction cut-off semiclassique

Dans la section on a vu comme étendre 1'opérateur de transfert F' : C*(R) —
C%° (R) en un opérateur Fy, := Fx : C° (R) — C¢° (R) & 'aide d’une fonction cut-off
arbitraire x € Cp° (R) égale & 1 sur K. Pour montrer la loi de Weyl on choisit une
fonction localisée dans un proche voisinage de K.

Soit Kpu le B#-voisinage de K. Pour tout 0 < p < %, Ky C ¢ (I) pour h suffisamment
petit. De plus
K € T(Kﬁu) clI

et on peut construire une fonction x,, supportée sur T (Kpx) et égale a 1 sur Kpe. En
tant que fonction sur R?

Xp t (2,€) = xu() (4.5.12)

est un symbole dans la classe 52 (RQ). On note x, := Opy’ (Xu) € OPSB I'opérateur de
multiplication par x, et on s’intéresse dans la suite a

Fy = FX: C° (R) — C8° (R) (4.5.13)

Le spectre de résonances de Fh# est le méme que celui de F car les distribution propres
sont supportées sur K (cf. théoréme [4.6]).

4.5.4 Comptage de résonances

Grace a (4.5.9) on peut par la procédure usuelle [EZ03|, p. 67| construire un inverse
pour Opy’ (Ay,,,) dont le symbole principal est Ar_n}#. Puisque A,, ,, est d’ordre m, pour
tout h > 0, les espaces de distributions

H,™ = Opp (Amy) " (L (R)) (4.5.14)

sont des espaces de Hilbert vis & vis de la norme hérité de L? et coincident en tend que
sous espaces vectoriels avec H ™" (R), mais posséde une norme dépendant de / et p. Dans
la suite on écrit

Ay = OP} (Amyu) € OPS,™
Le théoréme ce réduit essentiellement & affirmation :
Lemme 4.29. [ existe C' > 0, telle que pour tout ¢ > 0, 0 < p < %, m suffisamment
grands, & la limite h ™\, 0

A > e} <1 reb {f{cm} (1+o0(1)), (4.5.15)

- 2mwh

t {0\ € 0 (Pl ) |

ot Koy dénote le Ch*-voisinage de Uensemble captif K et Ffw est l'opérateur défini en

G513,
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En effet, le spectre discret de Fh’ll’/}_[fm n’est autre que le spectre de résonances de F,
n
ce dernier indépendant de g ou m. D’un autre coté la définition de la dimension de
Minkowski, donne

Leb { Rop: b = 0 (reotimunts)

Puisque le membre de gauche de (4.5.15)) ne dépend pas de p on obtient, pour m assez
grand et a la limite A\ 0 :

ﬁ{)\g‘j) co (Fﬁ|H;m) | ‘Agj)‘ > e} =0 (ﬁ‘%dimM(K)”)

Avec le théoréme [4.15] 'hypothése de minimale captivité de F implique le théoréme [3.12]

Démonstration. (du lemme |4.29). qu
a

4.-m €st par construction unitairement équivalent
1

Qi = A p By AL 0 L (R) — L2 (R) (4.5.16)

(modulo la subtilité technique pour rendre A;@}u proprement supporté). On considére
alors

3 A A i-1 fx 42 pH o 4-1

Py = Q1 Qmopu = Any  Fh 1 Ay F A i (4.5.17)
Par les théorémes de composition et Egorov (lemmes et , ]5” € OPS?L et son

symbole, nul en dehors de T, g’écrit

. V(¢j.i(x)) Zmap 173,
Pu(e.6) = ()Y e A2 (0.0

1]

+ O (n2).

De la proposition [4.27, on remarque que P, se décompose en
P,=k,+r,

avec ky, r, € 82 (RQ) réels et k, supporté sur Kcpew pour une constante bien choisie
C > 1. Le lemme permet en outre de choisir 7, t.q.

[7lg < Nem™a Y@ g=2m 4 0 (B2,
=:C

En notant I%M := Op}y (k) le PDO a trace associé a ky, la L?>—continuité (lemme D
permet de transposer cette décomposition au niveaux des opérateurs

Po= ky + fu, |lfull <CTE O (B2
~— =~

compact  borné

6. Un subtilité subsiste du fait que A", soit dans la classe A~ ™S, (R®) et non S};' (R?). En principe
cela pourrait créer des termes d’erreur non négligeables dans le symbole de ]5#. Néanmoins en écrivant
explicitement le développement asymptotique dans le théoréme d’Egorov on peut vérifier qu’il n’en est
rien.
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les deux opérateurs restants auto-adjoints. Du lemme énoncé dans le chapitre [2| (Loi

de Weyl)
ﬁ{)\( e (k )

Par perturbation (lemmedans Pappendice), pour une constante e éventuellement plus
grande, pour m suffisamment grand et 7 > 0 suffisamment petit (4.5.18) reste vrai si 'on
remplace l%“ par ]5#. En d’autres termes 'estimation (4.5.18]) se transpose aux valeurs
singuliéres de Qm#. Le E;orollaire énoncé en appendice permet d’étendre ce résultat
aux valeurs propres de @, dans la limite semiclassique ce qui achéve la preuve. ]

b < o Teb (Ko} (14 o(1)). (45.18)

4.6 Remarques diverses et perspectives

On reprend dans cette section certains questionnement soulevés dans le contexte fermé

du chapitre [3] section

4.6.1 Sur le profil de densité de résonances

1l apparait clairement lors du calcul numeérique que la densité du spectre de résonances
décroit & partir d’un certain rayon jusqu’a s’annuler en la valeur du gap asymptotique
-voir ﬁg.. Pour comprendre 'origine de ce phénomeéne on reproduit la preuve du
théoréeme en utilisant la fonction de fuite A, , et la fonction cut-off x,, construites
a l'occasion de la preuve de la loi de Welxl (proposition |4.27] et eq.(4.5.12))). La restriction
de Fh,u = ﬁ'ﬁxu aux espaces de Hilbert [4.5.14| est unitairement équivalente & 'opérateur

L?-continu Qm’“ défini en (4.5.16)). Pour tout n, Rsn) = ( ¥ )n (Qm#)n est un PDO

m,p

dans la classe OPSg et son symbole, nul en dehors de Kju x R s’écrit

n) (z,8) = XIQL (z) Z 6(2V+J)w0, (:c)A ( wo,n (z, 5)) Lo, (h1*2#)

wEWn H ( 76)

avec V =V — J le potentiel effectif. De part les propriétés de la fonction de fuite, hors du
voisinage Kcpe de Pensemble captif, ce symbole est borné par (Nemax(zwf])(x)n_m)n.
Pour m assez grand ce terme tends vers 0 lorsque n * co. Depuis Kcpe, sous Uhypothese
de minimale captivité, une seule trajectoire au plus est captée. On en déduit que

n) (l’,f) < e(2v+‘])wo,n (z) +iM (Nemax(QVﬁLJ)Hfm)n + On (hlfgu)

traj. captée

Finalement, pour m, n assez grands et & la limite A \, 0 un seul terme contribue signi-
ficativement au symbole de ]5,5”) Soit figibbs la mesure de Gibbs sur K (cf.remarque
associée au potentiel —J. Le théoréme de grandes déviations pour Uapplication 7 : I — [
s’énonce comime suit :
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Lemme 4.30. [DKO1]| Pour tout fonction f Hélder continue sur K, pour tout 6, lorsque
n /oo,

m {x € K| 'ifn(x) — Hgibbs (f)

> 5} ~ Ce HO)n

ot H(0) est une fonction positive strictement croissante en 6 et f, = ZZ;(l) foTk,

La mesure de Gibbs de I’ensemble déviant n’est malheureusement pas celle qui nous
intéresse. Il nous faudrait plutot une estimation (probablement trop forte pour étre vraie)
du type

Conjecture 4.31. Pour toute fonction f Holder continue sur K, Il existe C, ng > 0 tel
que, pour tout ensemble mesurable A O K, pour tout § > 0, sin > ng

1
Leb {:1: € AlFw e W, Ewayn(x) — Hgibbs (f)’ > 5} < C-Leb (A) e~ H(©é)n

Si cela est vrai alors le volume des points de T*R tels que
P (,€) > C' exp (npiginns (2V + J))
serait borné par

C-Leb (K’Ch,t) e~ H©)n

logh . o , 1
Tog iy > 00 Omin = min ]z(x)) et v+ pu < 5 (temps

d’Erhenfest) on déduirait, de la méme fagon que l'on a montré le lemme

1j{/\fi Co (thu‘H;m> ]

A partir de 14, en choisissant n = v

AP

1
> §Mgibbs (QV + J) + (5} <
C  _Hem ~

< —— ¢ O 1ep {KCﬁu} (1+0(1))

~ 27h
v H() N
h 1080min ppcodimyg K

On énonce alors
Conjecture 4.32. Sous l'hypothése de minimale captivité, pour tout § > 0, a la limite
A\ 0

il {A? € ResFy | [\!

1
> 5 Hgibbs 2V +J) + 5} =0 (hy(é)_o) -
ou, si on pose Hy := H/ |1og Ommin|,
v(6) == —dimy K + max v (Hg(d) — 2codimpyK) .

0<v<s
En conséquence, si &g est solution de %Hg(é) — codimyg K =0, alors

— dimHK st 0 § 50
@)=, _
5Hy(6) =1  sinon.

Ce genre de résultat est connu dans ’étude des résonances d’applications quantiques
amorties (cf. section a la fin du précédent chapitre).
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4.6.2 Sur la minoration du nombre de résonances

Comme pour les applications fermées du chapitre précédent, la loi de Weyl est en
bon accord avec les simulations numériques (on se référe a la section du chapitre
Bpour des exemples et références sur la loi de Weyl Fractale dans d’autres contextes). De
plus avec I’hypotheése de minimale captivité, un argument heuristique sur le transport de
paquet d’ondes suggeére que I'opérateur de transfert est quasi-normal dans des espaces de
distributions adaptées & la dynamique. Dans cette section on explique cet argument.

La restriction de Fh’ﬂ (cf. (4.5.13))) aux espaces de Hilbert (4.5.14)) est unitairement
équivalente a Popérateur L2-continu Qm,, défini en (4.5.16)). On cherche & controler, a la
limite semiclassique, la norme L? du commutateur

|:Q:n7uv Qm,,u] - Q:n,uQm,,u - Qm,uQ:LM

PDO OIF

ou

A ~ A A ~ 2 . ~

Qm,ll@:n,u = Am,#Fhvlt (A;Z}M) F);:uAm7H
n’est pas un PDO mais un OIF associé a I’application multi-valuée F o F~1. Soit @Z,p €
C> (R) un paquet d’onde gaussien tel que défini en (2.2.5)) dans le chapitre[2] On suppose

par simplicité que le jacobien des applications ¢;; est constant et égal & 6§ < 1. On a
(approximativement et & la limite i N\, 0) que, si g € I;

Fj; (¢:p)) 990)7
A2, (q p) op

e A h
Q:%uQm,u : Soqlvp - X:“‘ Z

Z’V"]

Si (g, p) est hors du voisinage Kcpe de Pensemble captif, tous les termes dans la parenthése
sont négligeables pour m assez grand. De méme, dans

. A7, (a,p)
Qm7 Q:n . (ph N 6X o ¢—1 ok (ph, /
B ' (¢’ p/)e,f;l(q p) u (@5 p) Amy (F~ (g, ) TP

le préfacteur du membre de droite est négligeable loin de 'ensemble captif. D’un autre
coté, sur K et grace a ’hypothése de minimale captivité “ Qm uQm . Se réduit essen-

tiellement a un PDO, au sens o, pour tout (g,p) € K
5 A ho o p b
QmuQm uPgp = 0Pqp

car (q, p est le seul point restant proche de K parmi les points de F o F~ Y(q,p) (propo-
sition D et Ay =1 sur K. De plus,

Qrm uvaﬂgpq,p = Hcloq,p
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Microlocalement, {Q%M,Qm,u} est donc négligeable loin de l’ensemble captif et sur

I’ensemble captif. On ne peut pas contréler aussi facilement la norme dans la zone tran-
sitoire et il est méme probable que cela soit impossible tant que A,, , est dans une classe
usuelle de symboles. Néanmoins cette difficulté semble purement technique, et en affi-
nant 'analyse il reste un espoir de montrer que 'opérateur de transfert est quasi normal
dans de bon espaces. le théoréme de Huaxin Lin [Lin97], démontrant la conjecture selon
laquelle une matrice presque normale est proche d’une matrice normale, permettrait de
conclure & partir de I'estimation de Weyl obtenue pour les valeurs singuliéres dans la

preuve du théoréme



Annexe A

Lemmes d’analyse fonctionnelle

Dans cette appendice, H dénote un espace de Hilbert séparable et £(H) I'ensemble
des opérateurs bornés agissant dans H.

A.1 Une application du théoréme Fredholm analytique
Lemme A.1. Soit K un opérateur compact et B € L(H) t.q.

ro(B) < ¢ (A.1.1)

ot rs dénote le rayon spectral. Considérons A .= K + B. Alors A € L(H) admet du
spectre discret de multiplicité finie dans le domaine C\D., D, := {z € C||z| < €}.

Démonstration. Par hypothése (A.1.1) la résolvente Rp(z) := (B — 2)~! existe et est
bornée pour tout z € C\D.. On cherche & construire un inverse pour (A — z) lorsque
z € C\D.. On a

(A—2)o(B—2)"t=(B—-2+K)oRp(2) (A.1.2)
=1+ KoRp(z) =1- f(z) (A.1.3)
ou f(z) := —K o Rp(z). f(z) est le produit d’un opérateur compact et d'un operateur

borné, donc est compact pour tout z € C\ D.. En outre, f : C\D. — L(H) est analytique,
ce qui autorise le Théoréme de Fredholm analytique (cf. [RS72] p. 201) a s’appliquer : soit
(I— f(2))~! existe pour aucun z € C\D,, soit (I — f(z))~! existe pour tout z € C\D:\S
ou § est un ensemble discret de C. Dans ce dernier cas les résidus aux poles sont des
opérateurs de rang fini. On peut éliminer le premier cas puisque, comme A est borné,
(A — 2)~! existe pour |z| assez grand et

[=f(=)"'=(B-2)o(A-2)""

Posons C := (B — 2) Yo (1 — f(2))~!. par (A.1.2) et (A.1.3) :

(A—z)oC =1Vze C\D\S
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(A — z) admet donc un inverse & droite dans C\D\S. De la méme maniére on peut
construire un inverse a gauche :

C'o(A—2)=1Vze C\D\S

Avec &' un autre ensemble discret[l] . Ainsi Ra(2) existe et est bornée pour tout z €
DA\C\D\(SUS’). En d’autres termes A admet du spectre discret dans C\ D,. O

A.2 Perturbations auto-adjointes

Lemme A.2. Soit K, R € L(H) autoadjoints avec K compact et ||R|| < 6. On considére
P:=K+R.

du lemme , le rayon spectral essentiel de P est borné par ¢ et si l'on note {\;j(P)};j>0
(resp. {\;j(K)}j>0) la suite ordonnée des valeurs propres de P (resp. de K) avec possi-
blement une multiplicité infinie sur le rayon spectral, alors pour tout j € N, si Cg :=
2K + 6,

N(K)?2 4+ Crd > N\j(P)? > \j(K)? — Ckd. (A.2.1)

En conséquence, pour tout € > 0 assez grand
171N > e+ Crd} <4{jX(K)* > e}
Démonstration. Par la formule du "min-max” [RS72|

P2u,u
N i
U;CHydim Uj=j ueU;\0  ||ul|

- Kl + (Qu,u)
= max ) m 2
U;CH;dimUj;=j ueU;\0 [Jul]

ot Q = KR+ RK + R?. Ainsi

)

K 2
A\ (P)? > max min | K]

— QI = \; (K)* — Cké.
T UjCH;dimUj=j uelU;\0 HUH2 HQH = ]( ) K

L’inégalité opposé se montre de la méme maniére. ]

A.3 Valeurs singuliéres d’opérateurs compacts

Considérons une famille (P,),cn d’opérateurs compacts agissant dans H. Pour tout
P, on note (\j,)jen+ € C la suite ordonnée de ses valeurs propres, en tenant compte de
la multiplicité :
‘)\l,y‘ > ‘)\2,1/’ > ..

De méme on définit (p;,)jen+ € RT, la suite décroissante des valeurs singuliéres de P,
-i.e. les valeurs propres de /PP, .

1. ¢'=(1-g(2) ' o(B-2)"" avec g(2) = —Rp(2) o K. donc S = S’ if [K, B] = 0.
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Lemme A.3. Supposons qu’il existe une fonction N : N — N t.q. N(v) — oo et
UN @), — 0 lorsque v croit. Alors VO > 1, |)\[C.N(V)]7V| — 00 0.

Corollaire A.4. Soit N : N — N comme dans le lemme [A.3 Si Ve > 0, il existe
Ac>0tqg Yv> A #{jeN"|pj, >e} < N(v), alors pour tout C > 1, € > 0 il exite
Bece >0 t.gq.

Vv > Bee #{j €N ||\ > €} <[C-N(v). (A3.1)

Démonstration. (Du corollaire [A.4). Si pour tout € > 0, il existe un rang A, au dela
duquel # {j € N* | u;, > €} < N(v) cela implique que fin (), —v—00 0. Du lemme ,
VC > 1, [Ne.Nw) | —v—00 0, ce qui implique (A.3.1). O

Démonstration. (DulemmelA.3|) Le relation principale entre les valeurs propres et valeurs
singuliére est donnée par les inégalités de Weyl (cf. [GGKO00| p. 50 pour une preuve) :

k k
[T w < TT 1wl ¥k e N-. (A.3.2)
j=1 j=1
Notons my;, = —log (), ljv := —log(|A;.|) afin de définir My, = Z?:lmjﬂh et

Ly, = Z;?:l lj,. Les inégalités de Weyl 1) s’écrivent alors comme :
Mk,l’ < ijl,; vk € N*.

Les suites (lj7l,)j>1 et (mjﬂ,)j>1 étant croissantes on a Vk € N*, k-1, > Ly, and for
any k, K € N*, ;
Mk—I—K,V > K- mgy. (A33)

Supposons que fy (), — 0 (donc my,), — oo) lorsque v — oo et choisissons une

constante C' > 1. Par (A.3.3) on a que :
Mienwywy 2 ([C-N@)] = N@)) - myw) v, (A.3.4)

comme l[c. N ()] = m “Lic.Nw)w = [C‘TI(I/HM[C'N(V)],IH de 1’ on obtient

C-N)|—-N(v
lonw)lw 2 | [C’(- J)\]T(u)] ) “M[CN®w)),v (A.3.5)

Puisque [C' - N(v)] — N(v) > 0 pour v assez grand (A.3.5) prouve le lemme. O



Annexe B

Théoréme de Ruelle

Dans cette section on va prouver 'existence du spectre de résonances de 'opérateur
Popérateur de transfert de Ruelle

F:p=poT, p€C™(X),

associé a une application expansive 7' : X — X telle que définie en [I.2] Suivant Faure-
Roy-Sjostrand [FRS08], on revisite ainsi un résultat classique de Ruelle [Rue86] en util-
isant la théorie des PDOs. Le théoreme d’Egorov énoncé dans le chapitre[2] permet d’inter-
préter F comme un Opérateur Intégral de Fourier (OIF) associé a I'application canonique
N-valuée sur le cotangent

Fo: TbXX —» TpX
€ ie=1,...,.N B.0.1
g — tD:BET . 5 ;€ ) ) ( 0 )
ou {z}Y | = T~'(x) dénote les N antécédents du point € X . Cette dynamique effective
est trés simple puisque la section nulle {£ = 0} ~ X est le seul ensemble invariant qui
soit compact (ensemble captif). Cette propriété élémentaire est centrale dans la preuve
du théoréme de Ruelle.

F s’étend contintiment & L? (X, m) =: L? (X) et son adjoint n’est autre que I'opéra-
teur de Perron-Frobenius :
(F*g0> @)= |detD,T| " (y).
yeT—{x}

Ce dernier permet de définir ’action de F sur les distributions

(Fa) (3) = a (F*(p) LaeD (X); pel®(X).
Définition B.1. [Tay96a/ Les espaces de Sobolev, notés H™™ (X), m € R et définis
par :

H™™(X) = 0p” (An) " (L2 (X)), (B.0.2)
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ot Op" := OpY’ définie en 1} et Ay, € Sg™ (T*X) est le symbole borné d’ordre —m

An(§) = 1 si €l <1

= |&[Im™ sl > 147 (B.0.3)

avec 1 > 0 fixé mais arbitrairement petit ; sont (par Plancherel), constitués de distribu-

tions (ou de fonctions continues si m < d) dont les coefficients de Fourier ne croissent
- o d - . -

pas plus vite que ||£[|”, avec a < m — §. Munis du produit scalaire

(U, @) gr—m = (Op" (Am) 1, Op"™ (Am) ) 12

les espaces H~™ (X) sont des espaces de Hilbert. De plus, pour tout m/ < m, H~™ (X)
est un sous-espace vectoriel dense de H™™ (X).

Théoréme B.2. [Rued6] Vm, F laisse invariant H~™ (X). De plus F|g-m est a spectre
discret hors du disque de rayon r,, = )\*m(N/)\d)l/? Les wvaleurs propres hors de ce
disque, ainsi que leur espaces propres respectifs, ne dépendent pas de m et définissent les
résonances de Ruelle de F.

Démonstration. Considérons I'opérateur
Qum := Op" (A) FOPY (A) "

Montrer que F' laisse invariant H =" (X) revient a montrer que Qm est L2-continu. On
introduit

P = Q},Qm = Op” (An) ™" F*Op® (Ap)* F Op® (4,) " (B.0.4)
=B

Par le théoréme d’Egorov (lemme D I’opérateur B qui apparait dans P est un PDO
d’ordre —2m. Par composition (lemme P est un PDO positif d’ordre 0 donc borné.
La décomposition polaire (cf. [GGKO00]) de @, donne

Qm = ﬁ\/},

ot U est un unitaire. Q,, est donc continu. De plus le symbole principal de P s'écrit

N

,_ L1 A2, (F(9))
P(z,§) = 621 |detD,, T|™" AGE

borné par r2, = (N - A=%) A=2™ hors de la boule {||¢|| = 1}. Le théoréme de L?—continuité
(corollaire [2.1.5)) donne alors, pour tout € > 0

P =l +7e, (B.0.5)

o k. est compact et ||#|| < r2,+¢. La décomposition polaire implique un résultat similaire
pour @, en remplacant r2, par r,,. Par le théoréme Fedholm analytique (lemme )
cela montre que @, est a spectre discret hors du domaine spectral {|z| > r,,} .
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Montrons que ce spectre ne dépend pas de m. Soit m’ < m, alors H~™ (X) est un sous
espace vectoriel dense de H™™ (X). Soit € > 7. F\H_m et F‘H—m’ sont a spectre discret
dans le domaine {|z| > ¢}. Comme la restriction de F|y-m & H™" (X) coincide avec
F| 17— On a directement que toute valeur propre de F| —m' €st valeur propre de Fly—m.
Appelons 7, et 7, les projecteurs spectraux (de rang fini) associés respectivement a
F|p—m et F|y . sur le domaine spectral {|z| > ¢}. On vient de montrer que

7é['TrL|H77n’ = T/

Pour qu'il existe une valeur propre de F' |;7—m dans {|z| > €} qui ne soit pas valeur propre
de F| v il doit exister un élément ¢ € H~™ (X) dans I'image Im,, de 7, mais hors de
Im#,,. Comme H~" (X) est dense dans H "™ (X) il existe une suite ¢; € H~" (X) —
1. On peut décomposer ¢; = Y; + 0; ot ¥; € Imm,,, et 0; € ker,,,. Par continuité de 7,
on doit avoir

lim 7, (¢;) = ¢

1—>00

. ~ ~ . . —am/! L .
mais comme 7, et 7y, coincident sur H~"™ (X) cela peut s’écrire
Y = lim ¥;; ¥; € Im7,,.
1—00

Or Im7,, est un espace vectoriel de dimension finie, donc 1) est nécessairement dans
Imﬁm/. O



Annexe C

Estimations de dérivées
d’applications contractantes

On considére une famille de {gbg}évzl de N applications ¢, : R — R. On suppose qu'il
existe § < 1 tel que, pour tout z € R, pour tout ¢,

0 ()] < 0.
On suppose de plus qu’il existe une borne uniforme pour chaque ordre de dérivation :

Va,dC,;Vr € R,

o ()] < Ca.

On note {1, ...,N}N* I’ensemble des mots de longueur infinie w = f1l3...4,... ou ; €
{1,...,N}. On écrira wy y la troncation

l1ls.. Ly

du mot w a la n-éme lettre. On s’intéresse pour tout w € {1, ..., N}N* et pour tout n, a
la composition

¢w1,n ‘=¢g 0¢Pp 0...0¢p, :R—=R

On va prouver l'estimation suivante

Lemme C.1. Va, 3C, tel que, pour tout mot w € {1, ..., N}N*, pour tout n et pour tout
TeR, |6, (@)] < Capn.

Corollaire C.2. Soit ¢ € C3° (R). Va, 3C, tel que, pour tout mot w € {1,...,N}N*,

pour tout n et pour tout x € R, (gp ) qul_’n)(a) (:):)‘ < C,0™.

. . N 2 L (03
Démonstration. On procéde par récurrence forte. On choisit un mot w et on note ugz )

ol

. Le lemme est vrai ssi, Vn, a,
(e.o]

pour
ul® < C,0"
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avec C, indépendant de w.

Par hypotheése u%l) < 0". De plus, en écrivant ¢u, , ., = dw,,, © ¢r,,, On obtient

1 " 1

’ , 2
Gunis = Gt (G © Btsr ) + (Ph) Pun © Ot
—— N , ————

n+1
d’ot1, pour tout n > 1,

2

(2) < u?)en _|_u£12)92 — ung) < - g1

un+1

En choisissant C; = 1 et Cy := max HQZ)ZH /6(1 — 6) on a lestimation du lemme pour
a=1et 2. OO
On suppose le lemme vrai pour tout ordre de ordre de dérivation inférieur & o > 2. On

écrit une fois de plus ¢, ,,,, comme ¢y, , © ¢y, ., La formule de Faa di Bruno ([Tre09)
p. 109) donne

a—1
(@)  _ (1) A (@) )"
¢l =0 0du > Crldn,,) - o) e
— -] ————
uifi)l ng unif. borné p.r.é.{l,...,N}N*

6 ul®

—_—~

AR )
et <¢€n+1> ¢w1,n © Pty
ol la somme est prise sur 7 € N* t.q.
ri4..+rq=1

et
r+2r+..targ =«

Par hypothése de récurrence :
ul® < CLOT + u(® < CLO™ + ulh?

ce qui donne comme précédemment

19 max {C’&,max HQZ)EQ)HOO} " =: C 0"

n

(@) «
Uno =7

ce qui prouve le lemme. Le corollaire se montre en appliquant la formule de Faa di Bruno
a 0 Py, ,, et en invoquant le lemme. O
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