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Un gaz de bosons ultra-froids (1)
� 1960 : Premier laser à Rubis

� 1980-1995 : Refroidissement et piégeage des atomes
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Un gaz de bosons ultra-froids (2)

� 1995 : Premier Condensat de Bose-Einstein

� 1 objet quantique macroscopique (> 10000 atomes)
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Un gaz de bosons ultra-froids (3)

� Des phénomènes spectaculaires : Soliton [Becker et al., 2008],
Transition de Mott [Greiner et al., 2002], ...
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... dans un milieu désordonné
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Objectif de la thèse
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1.1 : Le cadre du problème
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1.2 : Un phénomène non-intuitif

Potentiel désordonné

Probabilité de présence

|φ(x)|2 ∼ exp[−2|x |/`]
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Explication 1D

� Cristal parfait : Délocalisation du paquet

� Cristal avec des défauts : Interférences destructives → Localisation
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Rôle de la dimension
� Théorie d’échelle par “le gang des quatre” [Abrahams, Anderson,
Licciardello et Ramakrishnan ]

� Comportement des systèmes électroniques de taille finie
� Conductance g ∝ Lβ
� β = d log g/d log L
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Exemple 2D

Sans désordre Avec désordre
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1.3 : Situations physiques

� Courant électrique dans les solides [Anderson, 1958]
� Ondes électromagnétiques et sonores
[Chabanov et al., 2000, Hu et al., 2008].

� Ondes de matière (atomes froids)
� Potentiel de tavelures optiques (speckle)

[Billy et al., 2008, Kondov et al., 2011, Jendrzejewski et al., 2012]
� Réseaux bichromatiques [Roati et al., 2008]
� Rotateur pulsé [Chabé et al., 2008]
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Une expérience d’atomes froids (Institut d’Optique)
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Le rôle des interactions dans un CBE ?

� Collisions entre particules ↔Interférences quantiques
� Travail expérimental [Lucioni et al., 2010]
� Approche à plusieurs corps [Delande et al., 2013]
� Simulations numériques dans le régime de champ moyen [Flach,
Shepelyansky, ..]

� Études des excitations du condensat
[Lugan et al., 2007, Gaul & Müller, 2011]
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2.1 : L’équation d’Anderson-Schrödinger non-linéaire
discrète

i φ̇n = vnφn−φn+1−φn−1 + g |φn|2φn

� Désordre : vn ∈ [−W /2,W /2] est aléatoire
� Couplage : normalisé à 1.
� Interactions : équation de Gross-Pitaevskii.
� g = 0 ⇐⇒ Localisation d’Anderson
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2.2 : Stratégie 1 : Système de taille finie

� Destruction de la localisation aux temps très longs
� Conséquence : Caractérisation complète impossible
� Stratégie 1 : Système fini ouvert (absorbeur numérique)
� Influence de la condition initiale L0
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Exemple avec W = 2, L0 = 7

Localisé
g = 0

Chaotique
g ∼ 10

Auto-piégé
g ∼ 100
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2.2 : Stratégie 1 : Système de taille finie
� Notre observable : probabilité de survie p(t) =

∑
n |φn|2
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Figure: t = 105 W = 4.

3 régimes : quasi-localisé, chaotique et auto-piégé. (décrit également
par [Laptyeva et al., 2010])
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Expérience à Florence :
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� Largeur du paquet : σ ∝ tα, α ≈ 0.2− 0.4 [Lucioni et al., 2011]
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Comprendre ces 3 régimes :
�

i φ̇n =
(
vn + g |φn|2

)
φn−φn+1−φn−1

� Localisé

� Chaotique (à un instant donné)

� Auto-piégé
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Le régime auto-piégé :

� Argument énergétique :

E = Eint + Epot + Ekin

� Travail dans une bande de Bloch : Epot + Ekin < Emax

� Si Eint(t = 0) > Emax, Eint(t) = E − Epot − Ekin > 0
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Comprendre ces 3 régimes :

�

i φ̇n =
(
vn + g |φn|2

)
φn−φn+1−φn−1

� Représentation en modes propres :

i ḋν = ενdν + g
∑

ν1,ν2,ν3

Iν,ν1,ν2,ν3d
∗
ν1dν2dν3 (1)

� Localisé : Populations sont stables
� Chaotique : Excitation de nouveaux modes
� Auto-piégé : Dynamique entre modes excités
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2.3 : Stratégie 2 : Propriétés spectrales

� Objectif : Noter l’apparition des nouveaux modes
� → étudier l’apparition des fréquences correspondantes.
� Régime chaotique ?
� Avantages numériques considérables.
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Définition d’une observable

� Représentation mode |φ〉 =
∑

ν dν |ν〉
� Nombre d’états : Nombre modes excités.

P =
1∑

ν |dν |4

� Régime localisé P = P(t = 0)

� Régime chaotique : nouvelles fréquences
� Régime auto-piégé : Nombre fini de fréquences.
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Définition d’une observable

� Spectre de puissance : Sf ∝ |TF [P(t)]|2

Localisé
g ∼ 1
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Définition d’une observable

� Notre observable : Entropie spectrale

H = −
´

df Sf log Sf

log fmax

� Sinusoïde : Sf = δ(f − f0) → H = 0
� Bruit blanc : Sf = 1/fmax→ H = 1
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Résultats
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� Les 3 régimes sont visibles
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Caractérisation complète du système
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� Lois d’échelle g̃ = gL−3/4
0 , H̃ = HL3/4

0 (L0 ≥ `(W ))

� Résonance log-normale H̃ = Hmax exp
[
− (log g̃−log g̃c)2

2σ2

]
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Caractérisation complète du système

� et le désordre !
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Conclusion 1„ere partie

� Résultats :
� Description des régimes
� Mise en évidence de la nature chaotique
� Lois d’échelles
� Caractérisation complète L0, g ,W
� Autre approche : longueur de localisation effective
� Effets de décohérence

� Perspectives :

� Comprendre l’exposant de la loi d’échelle L−3/4
0

� Effets du bruit quantique
� Caractériser le régime de sous-diffusion
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3.1 : Le rotateur pulsé quasi-périodique

h =
p2

2
+ K cos x (1 + ε cosω2t cosω3t)

∑

n

δ(t − n)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t

P
u
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e
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� Système équivalent au modèle d’Anderson 3D
� Localisation dynamique.
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3.1 : Le rotateur pulsé quasi-périodique

h =
p2

2
+ K cos x (1 + ε cosω2t cosω3t)

∑

n

δ(t − n)
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t

100
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103
104
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〈p
2 〉

Régime localisé

Régime critique

Régime diffusif

� Régime localisé petits (K , ε) → Régime diffusif grands (K , ε)
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Résultats expérimentaux

� Récente démonstration expérimentale de l’universalité de la
transition d’Anderson [Lopez et al., 2012]
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� Résultats pour un gaz de particules isolées.
� Notre étude théorique : un condensat de Bose-Einstein
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3.2 : L’effet des interactions

� un condensat de Bose-Einstein quasi-1D
� avec conditions aux bords 2π-périodique.

� Dans le régime de faibles interactions : Eint � Ekin

� Équivalence brisée avec le modèle d’Anderson 3D
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3.3 : Équations de Bogoliubov

� Le condensat est-il stable ?

Ψ =
√

Nφ+
∑

k

bkuk + b†kv∗k

� Évolution du condensat (équation GP)

i~dtφ = hφ+ g |φ|2φ

� Évolution de la fraction non-condensée [Castin & Dum, 1998] :

i~dt

[
uk
vk

]
=

[
Q

Q∗

] [
h + 2g |φ|2 − µ gφ2

−gφ∗
2 −h − 2g |φ|2 + µ

] [
Q

Q∗

] [
uk
vk

]

� Nombre d’excitations Nb = 〈vk |vk〉
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3.4 : Stabilité du condensat
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� Un condensat pulsé est stable pour les faibles forces d’interactions.
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Régime localisé
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� Excitations sont aussi localisées
[Lugan et al., 2007, Gaul & Müller, 2011]
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Régime diffusif
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Propriétés critiques

� Hypothèse :
σ2 = tβF

[
(K − K̃ )tα

]
,

� ν exposant critique pour longueur de cohérence ξ ∼ |K − K̃ |−ν
� limites localisées et diffusives ⇒

σ2 = t2/3F
[
(K − K̃ )t1/3ν

]
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Propriétés critiques
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� Le condensat et les excitations possèdent le même paramètre de
stochasticité critique K̃
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Propriétés critiques
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� valeur ν = 1.6 cohérente avec l’expérience sur des particules isolées
� Universalité de la transition d’Anderson : indépendance de ν par
rapport aux détails microscopiques

� Le concept s’applique aux quasi-particules de Bogoliubov
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Conclusion 2ème partie

� Le formalisme de Bogoliubov nous a permis de :
� montrer la stabilité d’un condensat pulsé
� mettre en évidence l’universalité de la transition d’Anderson pour un

gaz de bosons ultra-froids

� Perspectives
� Construire l’expérience
� Caractériser le condensat pour des temps plus longs
� Nouvelles approches théoriques : Wigner,Husimi tronquée, TEBD,

théories Bogoliubov ordre supérieur
� Construire l’expérience
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Le défi des simulateurs quantiques

� Comprendre des systèmes complexes à l’aide de petits systèmes,
plus simples

� Quelques défis : Des systèmes encore plus complexes
� Effet Hall Quantique.
� Fermions Majorana
� Théorie des jauges propres au modèle standard.
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Bonus
�

Ĥ =

ˆ
dxΨ̂⊥(x)h(x , t)Ψ̂(x) +

g1D

2

ˆ
dxΨ̂⊥(x)Ψ̂⊥(x)Ψ̂(x)Ψ̂(x)

�

h =
p2

2
+ K cos x (1 + ε cosω2t cosω3t)

∑

n

δ(t − n)

�

Ψ̂ = âφφ+ Ψ̂⊥ , 〈Ψ̂†⊥Ψ̂⊥〉 � 〈â†φâφ〉
� [Castin, 2011]

Ψ̂⊥ =
âφ√

â†φâφ + 1

∞∑

k=1

bkuk + b†kv∗k
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∑

n

δ(t − n)

�

Ψ̂ = âφφ+ Ψ̂⊥ , 〈Ψ̂†⊥Ψ̂⊥〉 � 〈â†φâφ〉
� [Castin, 2011]

Ψ̂⊥ =
âφ√

â†φâφ + 1

∞∑

k=1

bkuk + b†kv∗k
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Propriétés critiques

� Assumption :
σ2 = tβF [(K − Kc)tα] ,

� ν critical exponent for the coherence length ξ ∼ |K − Kc |−ν

ξ ∝ σ ⇒ F(y) ∼ y2ν ,K < Kc

ξ ∝ σ2/t ⇒ F(y) ∼ yν ,K > Kc

� localized limit : σ2 ∼ tβ [(K − Kc)tα]2ν ∼ cste, ⇒β − 2αν = 0
� diffusive limit : σ2 ∝ tβF [(K − Kc)tα]ν ∼ t⇒β + αν = 1
� critical regime σ2 = t2/3F

[
(K − Kc)t1/3ν][?, Lopez et al., 2012]
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Bonus

� Λ = 〈p2〉t−2/3 = F
[
(K − Kc)t1/3ν]=⇒

(
d log Λ

dK

)
Kc
∝ t1/3ν

6.22 6.42 6.62
K

3.4

3.6

3.8

4.0

4.2

ln
( p2

t−
2/
3)

5.2 5.4 5.6 5.8 6.0 6.2 6.4 6.6 6.8 7.0
log t

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

lo
g(
lo
g′
Λ
)

Kc= 6.42 g= 100.0 ν= 1.48
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