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Introduction

Le désordre est bien puissant quand il s’organise.

André Suares

ORSQUE PW Anderson, physicien américain spécialiste de la matiere con-
densée, publie en 1958 son célébre article [Anderson 1958], il n'imagine cer-
tainement pas que ses hypothéses seront vérifiées expérimentalement un demi-
siecle plus tard a partir d'un condensat de Bose-Einstein étendu [Billy et al. 2008].
A Tépoque, la physique des lasers n’en est qu’a ses balbutiements et il faut at-
tendre les années 1990 et 'avénement des techniques de ralentissement et de re-
froidissement des atomes par laser [Cohen-Tannoudji 1998, Chu 1998, Phillips
1998] pour observer le premier condensat de Bose-Einstein [Anderson et al. 1995,
Davis et al. 1995, Bradley et al. 1995]. En cherchant a modéliser le mouvement
des électrons dans un cristal en présence d'impuretés, Anderson ouvrit la voie a
l'étude des systémes désordonnés. A l’aide d’un modele qui porte aujourd’hui
son nom, il montra que les impuretés ont pour effet de diminuer la conduct-
ance mais peuvent aussi completement I’annuler en donnant lieu a la fameuse
localisation d’Anderson. Ce résultat completement inattendu fut d’abord large-
ment débattu avant de faire 1’objet dans les années 1970 de nombreuses études
théoriques et numériques. La plus grande avancée fut trés certainement la loi
d’échelle a un parametre [Abrahams et al. 1979] qui explique l'influence de la
taille et de la dimension du systeme sur la localisation d’Anderson. Ses travaux
remarquables permirent d’envisager les premiéres expériences. Cependant, la

localisation d’Anderson étant due a un phénomene d’interférence quantique, il
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faut pour 'observer limiter les sources de décohérence, telles les collisions entre
particules et le couplage avec I’environnement. Il est pratiquement impossible
de réunir de telles conditions dans une expérience de matiere condensée ; en re-
vanche, les atomes froids constituent un terrain d’étude privilégié car ils sont tres
bien isolés de leur environnement et peuvent étre placés dans un régime ou les
interactions sont négligeables.

Les atomes froids sont ainsi de plus en plus utilisés comme des simulateurs
quantiques : ils permettent de reproduire fidelement des situations rencontrées
dans d’autres domaines de la physique. C’est dans cet esprit que la localisation
d’Anderson, prédite historiquement dans le contexte de la matiere condensée,
fut mise en évidence a partir d"un condensat de Bose-Einstein étendu [Billy et al.
2008, Roati et al. 2008]. Le modele du rotateur pulsé [Casati et al. 1979, Moore et al.
1994] a également été imaginé pour réaliser I’équivalent d"un solide désordonné
a partir d’atomes froids, le rotateur quasi-périodique proposé quelques années
plus tard [Casati et al. 1989] possédant I’avantage de simuler les effets du désordre
pour une dimension quelconque, éventuellement supérieure a trois.

Afin de vérifier la théorie initiale d’Anderson, les premieres expériences de
condensat de Bose-Einstein furent réalisées dans un régime ou les particules
n’interagissent pas les unes avec les autres. Alors que les expérimentateurs
cherchaient a éviter les interactions, les théoriciens se sont intéressés a leur in-
fluence. On pourrait penser naivement que lorsque les particules s’attirent,
la localisation d’Anderson est renforcée et qu’elle est a l'inverse détruite en
présence d’interactions répulsives. Le probleme n’est en réalité pas si simple,
aucune étude théorique n’ayant apporté de réponse définitive. L’étude des gaz
ultra-froids désordonnés en interaction qui constitue le sujet central de cette
thése réunit en réalité deux sujets majeurs de la physique moderne : la localisa-
tion d’Anderson et la physique des gaz ultra-froids en interaction. Le modele
d’Anderson et le rotateur pulsé permettent d’étudier la localisation d”Anderson,
alors que I'équation de Gross-Pitaevskii, de Bogoliubov et la méthode de la tron-
cature d'Husimi modélisent un gaz ultra-froid de bosons en interaction. Notre
objectif est de réunir toutes ces approches pour mieux comprendre l'influence
des interactions dans un systeme désordonné. Le chapitre 1 introduit séparé-
ment désordre et interaction ; le chapitre 2 présente ensuite nos résultats obtenus
lorsque le modéle d’Anderson est couplé avec I'équation de Gross-Pitaevskii.

En dimension trois et en I’absence d’interactions, la théorie d’Anderson prédit
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'existence de deux régimes : le systeme est localisé au sens d’Anderson pour
les grands niveaux de désordre et est diffusif sinon. Entre ces deux régimes,
observés expérimentalement tres récemment [Kondov ef al. 2011, Jendrzejewski
et al. 2012], se produit une transition de phase du second ordre. A l'aide du ro-
tateur pulsé quasi-périodique, notre équipe expérimentale a caractérisé la trans-
ition d’Anderson et a extrait ses exposants critiques [Chabé et al. 2008, Lemarié
et al. 2010, Lopez et al. 2012]. Ces résultats ont notamment permis de démontrer
l'universalité de la transition d’Anderson, c’est-a-dire I'indépendance de ses pro-
priétés critiques vis-a-vis des détails microscopiques du systeme. Dans 1'optique
d’une future expérience réalisée avec un condensat de Bose-Einstein, le chapitre
3 s’intéresse au role joué par les interactions en caractérisant le comportement
asymptotique du systeme dans chacun des régimes.

Le chapitre 4 se consacre a la dynamique des excitations dans le cadre du ro-
tateur pulsé quasi-périodique. Dans 1’approche de Bogoliubov-de Gennes, celles-
ci se comportent comme des quasi-particules isolées et peuvent donc étre local-
isées au sens d’Anderson [Lugan et al. 2007, Gaul et Miiller 2011]. Notre étude se
propose de vérifier qu’elles sont également sujettes a la transition d’Anderson et
d’étudier leurs propriétés critiques.

La localisation d”Anderson étant, dans le contexte des atomes froids, un phé-
nomene purement quantique, il nous parut enfin important de modéliser les in-
teractions de facon quantifiée. Le formalisme de champ moyen utilisé dans les
chapitres 2, 3 et 4 permet certes de décrire tres correctement la dynamique d'un
condensat dans un grand nombre de situations expérimentales, il néglige néan-
moins une part potentiellement importante des effets quantiques. Le chapitre 5
vise a remettre en question cette approximation en considérant un systeme poten-
tiellement chaotique et en démontrant grace a une approche spectrale 1'influence

du bruit quantique.
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Désordre et interactions : deux mondes a part

E premier chapitre a pour but de préciser le contexte de la these, a savoir
I'étude du role des interactions dans les systémes désordonnés. Nous
présentons dans un premier temps les caractéristiques des systemes désordon-
nés en I’absence d’interactions. La seconde partie est consacrée a la modélisation
des interactions dans le cas particulier d’'un condensat de Bose-Einstein. En-
fin, nous donnons quelques éléments quant a la réalisation d'une expérience
d’atomes froids dans laquelle le niveau du désordre et la force des interactions

sont parfaitement controlés.

Contents
1.A Désordre et localisation d’Anderson . .. ............. 13
1.B Le modéle d’Anderson unidimensionnel . . . . .. ... ... .. 21
1.C Lerdledesinteractions ........................ 28
1.D Laréalisation expérimentale . ... ................. 35

1.A Désordre et localisation d’Anderson

1.A.1 L’approche historique d’Anderson

Lorsque nous considérons un gaz de particules, sans interactions, le probleme est
entierement décrit par le hamiltonien d"une particule unique’
W o2

H=— o + V(). (1.1)

10n consideére ici pour simplifier un mouvement unidimensionnel.
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Anderson s’intéressa dans un article [Anderson 1958] qui lui valut le prix No-
bel en 1977 au cas d’un potentiel désordonné V(x). Son objectif était d’étudier
la conductance des électrons dans un cristal en présence d'impuretés. Il imagina
un modele simple qui lui permit de montrer que le désordre introduit par ces im-
puretés peut conduire a annuler completement la conductance, donnant lieu a ce
que l'on appelle la localisation d”Anderson.

Commengons tout d’abord par décrire le mouvement de particules dans un
potentiel périodique? ; il peut s’agir par exemple du mouvement d’un électron
dans un cristal parfait ou bien de celui d'un atome dans un potentiel optique
sinusoidal : V(x) o cos27tx/¢. On sait, d’apres le théoreme de Bloch, que les

états propres du Hamiltonien correspondant sont des ondes délocalisées :

vr(x) = eikxuk(x) (1.2)

ou uy est une fonction périodique de période ¢. Ainsi, si on place un paquet
d’onde au centre du systéme, celui-ci va progressivement s’étendre pour aboutir
a une forme complétement délocalisée. De fait, a température nulle un cristal
parfait, c’est-a-dire périodique, a un comportement métallique : le mouvement
des particules est balistique.

La présence de désordre dans le systéme entraine une diminution de la con-
ductance, voire sa compleéte annulation®. Dans le cas d’un potentiel désordonné,
les puits du potentiel n'ont plus des profondeurs identiques et/ou ne sont pas
régulierement espacés. Nous montrons sur la figure 1.1 un exemple d’'un tel po-
tentiel (courbe verte), a comparer au cas d’un potentiel ordonné (courbe bleue).
Dans le cas désordonné, la diffusion peut étre completement annulée, les partic-
ules restant de facon permanente au voisinage de leur position initiale. D"un
point de vue spectral, cela revient a dire que les états propres du hamiltonien
ont un étalement fini. Pour expliquer ce phénoméne remarquable, on peut ima-
giner la propagation d'un paquet d’onde de sites en sites dans les cas ordonné
puis désordonné*. Chaque franchissement d’une barriére de potentiel entraine la
création d'une onde transmise et d'une onde réfléchie. En I'absence d’impuretés,
toutes les barrieres ayant des caractéristiques identiques, les différentes ondes

transmises peuvent interférer constructivement, ce qui entraine finalement la dé-

2Donc complétement ordonné.
30n parle respectivement de localisation faible et de localisation forte.
4Un site correspond a un puits du potentiel.
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V(z) (ua)

6 -4 -2 0
x/l
Figure 1.1: Exemple de potentiel ordonné (courbe bleue) et désordonné (courbe
verte). ¢ désigne la période du potentiel.

localisation du paquet. A l'inverse, dans le cas désordonné, chaque phénomeéne
de transmission s’accompagne d’un déphasage aléatoire. En conséquence, les
différentes ondes transmises interférent destructivement [Delande et al. 2009] et
le paquet d’onde est susceptible de rester localisé autour de sa position initiale.
Cet exemple permet de comprendre simplement le phénomene de la localisa-
tion d’Anderson, il insiste aussi sur sa nature quantique °. A titre d’illustration,
nous montrons sur la figure 1.2 1’allure d"un paquet d’onde, initialement centré en
x = 0, apres une évolution unidimensionnelle dans un potentiel ordonné (courbe
bleue) et le paquet correspondant lorsqu’il évolue dans un potentiel désordonné
(courbe verte)®. Alors que le paquet s’étale de facon balistique dans le potentiel
ordonné, il reste localisé dans le cas d"un potentiel désordonné.

La localisation d’Anderson est naturellement dépendante du niveau de désor-
dre mais elle est également tres sensible a la dimension du systéme. Ainsi, dans
le cas unidimensionnel, les particules n’ont d’autres choix pour diffuser que de
franchir les barrieres de potentiel. En revanche, pour les dimensions supérieures,
le paquet peut contourner ces barriéres et ainsi s’étendre plus facilement. Nous
verrons dans la partie suivante comment on peut montrer, a partir de la théorie
d’échelle a un parameétre, que le systeme est localisé a une et deux dimensions,

quel que soit le niveau du désordre. En revanche, en dimension trois, il existe une

°Au sens du comportement ondulatoire de la matiére.
®Ce calcul a été effectué a partir du modele d’Anderson, présenté dans la section suivante.
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1.2}
o~ 0.97
=
< 0.6/
S}
0.3! “ |
0.0 15 0 i
x/l

Figure 1.2: Allure d'un paquet d’onde apres une évolution dans un potentiel or-
donné (courbe bleue) et dans un potentiel désordonné (courbe verte).

transition de phase : pour un niveau de désordre inférieur a une valeur critique
et pour des énergies supérieures a une énergie caractéristique, le seuil de mobil-
ité (mobility edge en anglais), les états propres du systeme sont délocalisés, ce qui
entraine une dynamique diffusive.

Anderson montre par ailleurs que les états localisés adoptent une forme ex-

ponentielle, quelle que soit la dimension considérée :
v (x)[? oc g2/ S0 (1.3)

ot la longueur de localisation ¢, caractérise la largeur de I'état propre v.

Les atomes froids constituent un domaine de recherche privilégié pour
'observation expérimentale de la localisation d’Anderson. On a ainsi pu observer
en 2008 la localisation d’Anderson dans le cas d'un systéme purement désor-
donné [Billy et al. 2008] et pseudo-périodique [Roati ef al. 2008]. Elle a également
été mise en évidence dans le cas d’ondes électromagnétiques [Chabanov et al.
2000] et acoustiques [Hu et al. 2008]. En revanche, il est tres difficile d’observer
la localisation des électrons dans les solides cristallins en raison des effets de dé-
cohérence induits par leur interaction avec I’environnement mais aussi car il n’est
pas possible de mesurer directement des fonctions d’ondes d’électroniques. Les
recherches actuelles portent en particulier sur 1'étude de la transition de phase
en dimension trois. Celle-ci est tres difficile a caractériser expérimentalement
[Kondov et al. 2011, Jendrzejewski et al. 2012] ; néanmoins, I’étude d"un systeme

équivalent, le rotateur pulsé quasi-périodique, a récemment permis de mettre en
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évidence cette transition et d’accéder a ses propriétés critiques [Chabé ef al. 2008,
Lemarié et al. 2010, Lopez et al. 2012].

1.A.2 Le rble de la dimension du systeme

Les techniques de renormalisation sont un instrument précieux des lors que 1'on
veut aborder le probleme de la localisation d’Anderson dans un systeme fini.
C’est en effet en étudiant la dépendance de quantités telles que la transmission
ou la conductance par rapport a un changement d’échelle que 1’on peut savoir si
un systeme est de nature isolante (localisée) ou bien métallique (diffusive).

Une contribution majeure a I'étude de la localisation d’Anderson a été ap-
portée en 1979 par “le gang des quatre” : Abrahams, Anderson, Licciardello et
Ramakrishnan Abrahams et al. [1979]. Leur travail repose sur une hypothése trées
forte : laloi d’échelle & un parametre. Celle-ci suppose que ’on puisse caractériser
le comportement d"un systeme désordonné de taille L par un seul parameétre, in-
dépendamment de ses détails microscopiques. Cette technique, habituellement
réservée a la description d’un systeme au voisinage d’une transition de phase du
second ordre’, a permis d’ouvrir la voie & de nombreuses études expérimentales

et numériques de la localisation d”Anderson.

1.A.2.1 Le cas unidimensionnel

Nous nous proposons de décrire un modele simple permettant dillustrer la loi
d’échelle & un parametre dans le cas unidimensionnel [Miiller et Delande 2010].
Nous supposons que le désordre est représenté par un ensemble d’impuretés
numérotées de 1 a N. Entre 'obstacle i — 1 et l'obstacle i, le champ quantique
se décompose en deux ondes contre-propageantes zp;“ et P, . Cette situation est
représentée sur la figure 1.3.

L'état (/" ,, ;) se déduit de I'état (1p;", ;") selon un matrice M; de transfert

i+17
dont les coefficients r; et t; dépendent des caractéristiques de 1’obstacle i :
el IR B T B e I DY

sz Iz

Les coefficients de transmission et de réflexion en termes de probabilité s’écrivent

respectivement T? = |2 et R? = |r;|> = 1 — |t;]%. Pour un systéme de N im-

“Nous caractérisons de cette maniére la transition d’Anderson dans le chapitre 3.
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Figure 1.3: Modeéle unidimensionnel issu de [Miiller et Delande 2010]. Le désor-
dre est représenté par un ensemble d’obstacles placés sur les sitesi = 1,2, ..N.

puretés, le champ a la sortie de I’échantillon s’obtient directement par la relation

[ ¥ ] = My..M; [ ‘Pli ] . (1.5)

PN 1

Si on suppose que tous les obstacles sont caractérisés par la méme probabilité de
transmission T mais avec des phases aléatoires r; = v/Re'®,t; = +/Te'i, on peut
montrer que la matrice de transfert M = My...M; posséde une transmission T (L),
L désignant la taille de I"échantillon, dont la distribution statistique est proche
d’une loi log-normale®. En conséquence, la valeur la plus représentative de la

distribution correspond a la valeur la plus probable donnée par
Tp(L) = exp(log T) = exp (—nL|logT|) (1.6)

ot le symbole ( ) désigne la moyenne d’ensemble et n = N/L la densité
d’impuretés. Cette derniere relation permet d’obtenir la longueur de localisa-

tion du systéme ¢ = 1/n|log T|, on a alors :
Tp(L) = exp (=L/¢). (17)

Généralement, on préfere poursuivre la discussion en termes de conductance adi-

mensionnée, que 1'on définit de la fagon suivante

To(L) 1
L) =TT (1) = explL/a =1

(1.8)

On caractérise le systéme par la dérivée logarithmique de ¢ par rapporta L :

_ dlogg

8Une grandeur X suit une loi log-normale lorsque son logarithme log X suit une loi normale.
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qui permet de décrire le comportement de la conductance g suite a un change-
ment d’échelle. Dans le langage de la théorie de la renormalisation, la fonc-
tion B(g) représente 1’équation du flot de renormalisation du systéeme [Lagués
et Lesne 2008]. Si on connait la valeur de g pour une taille de systeme donnée,
la fonction B(g) nous permet d’accéder a la valeur de ¢ pour n’'importe quelle
autre taille. Le signe de p indique la direction du flot de renormalisation. Lors-
que B est positif, la conductance augmente avec la taille du systeme : le flot de
renormalisation est donc dirigé vers les conductances infinies. Pour un systéme
infini, la conductance est donc infinie : le systeme est métallique. A l'inverse,
lorsque B est négatif, la limite L — oo conduit a une conductance nulle, le sys-
teme est donc isolant. L'hypothese de la loi d’échelle & un parametre consiste a
supposer que la fonction B(g) est continue, monotone et universelle, ¢’est-a-dire
qu’elle est indépendante des détails microscopiques du systéme, le parametre g
suffisant entiérement a caractériser le systéme. On peut donc calculer g a partir
d’un modele microscopique arbitraire comme celui qui nous a mené a 1’équation
(1.8). On obtient alors :

B1(g) = —(1+g)log {1 + é] (1.10)

ot l'indice 1 désigne la dimension du systéeme. On voit ainsi que la fonction 4
est négative, quelle que soit la valeur du parameétre g : un systeme désordonné
unidimensionnel est donc nécessairement isolant.

En raison de leur taille finie, les systemes réels possedent néanmoins une con-

ductance non nulle. Pour les grandes valeurs de g, 1 ~ —1 — . Le terme

5o
constant correspond a la loi d’'Ohm ¢ « L~! propre & un systéeme ilassique, le
second terme représentant les corrections quantiques dites de localisation faible.
Dans la limite opposé, B1(g) ~ logg, le systeme est exponentiellement localisé.
Pour bien visualiser les deux régimes, on a représenté 51 non pas en fonction de

g mais en fonction de log g sur la figure 1.4 par une ligne bleue.

1.A.2.2 Renormalisation en dimension quelconque

Il n’est pas simple de généraliser le modeéle microscopique précédent au cas des
dimensions supérieures. Dans le cas classique, on sait d’apres la loi d’'Ohm que la
conductance est proportionnelle a la dimension transverse de 1’échantillon LP~1.

Dans le cas général, on peut également considérer que l'effet principal de la di-
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—4 —2 0 2 4
log g

Figure 1.4: Fonction Bp(g) pour D = 1 (ligne bleue), D = 2 (verte), D = 3
(rouge). Les fleches indiquent la direction du flot de renormalisation. Pour D =
1,2, le systéme est nécessairement isolant. Pour D = 3, selon le signe de g, le
systeme est soit isolant, soit métallique. Le flot de renormalisation admet un
point fixe f(§) = 0 signe d’une invariance d’échelle qui marque la transition de
phase entre une phase métallique et isolante.
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mension est de décaler la courbe B1(g) trouvée précédemment d’une quantité
D — 1 [Miiller et Delande 2010]

Bp(g) =D —1—(1+¢)log [1 + ﬂ . (1.11)

On a représenté sur la figure 1.4 les courbes 3, (ligne verte) et B3 (ligne rouge).
Celles-ci permettent de voir immédiatement qu'un systeme bidimensionnel est
également isolant méme si pour le régime g > 1, la fonction § tend vers 0 (par
valeurs négatives). La dimension deux est donc la dimension marginale du sys-
teme. Enfin, en dimension trois B3 s’annule pour ¢ = ¢, le point fixe du flot de
renormalisation. Pour g < g, le systeme est isolant : si on se place en un point
(g0, Lo) et que I'on augmente la taille L du systéme, la conductance du systeme
va tendre vers une valeur nulle. En revanche, si g > ¢, le flot de renormalisation
est cette fois dirigé vers les grandes valeurs de g : le systéme est métallique. Pour
g = ¢, la nullité de la fonction p traduit une invariance d’échelle caractéristique
des transitions de phase du second ordre. Nous I'étudierons plus en détail dans

le chapitre 3 en utilisant le modéle du rotateur pulsé quasi-périodique.

1.B Le modéle d’Anderson unidimensionnel

1.B.1 Fonctions de Wannier

Pour étudier quantitativement les effets du désordre dans un systéme unidimen-
sionnel, nous commengons par étudier le modele tres simple mis au point par
Anderson permettant de mettre en évidence la localisation d’Anderson a partir
d’une équation discrete aux valeurs propres. Nous présentons ici une maniere
rapide de parvenir a son expression dans le contexte des atomes froids et com-
mengons par considérer le mouvement d’atomes sans interactions dans un po-
tentiel ordonné

V(x) = —Vycos2kyx (1.12)

de période ¢ = 7t /kp, ki désignant la norme du vecteur d’onde des deux fais-
ceaux lasers contre-propageants utilisés pour former le potentiel optique. Nous
verrons dans la partie suivante comme réaliser expérimentalement un tel poten-
tiel. En raison de la périodicité du potentiel optique, les états propres du systeme
sont des états de Bloch

or(x) = ™ ul(x) (1.13)
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ot les fonctions u} (x) sont /—périodiques. Ici, on restreint I’étude a la premiere
bande du systeme n = 1, les couplages inter-bandes pouvant étre négligés des
lors que I'amplitude V du potentiel est grande devant I’énergie

R

Eg = (1.14)

2m
de recul des particules. Les fonctions de Bloch sont peu adaptées a 1'étude des
problémes de localisation car elles sont elles-mémes completement délocalisées.
En revanche, on peut définir les fonctions de Wannier a partir des fonctions de

Bloch :
_ VL
27

ws(x) e kslpl(x) dk e* =50y (x), (1.15)

ou s est un entier relatif et L désigne la taille du systéme. La fonction de Wannier

E\/—Z dk
27

ws est localisée au voisinage du site x = sf. La base ainsi constituée est réelle et

vérifie la relation d’orthonormalisation :
(ws|wy) = ds5r- (1.16)

On peut par ailleurs déterminer I'ensemble de la base a partir de la fonction wy

centrée en x = 0 grace a la propriété d’invariance par translation
ws(x) = wo(x —sl). (1.17)

On a représenté sur la figure 1.5 un exemple de fonction de Wannier wy pour
Vo = 2ER. Celle-ci prend majoritairement ses valeurs autour du puits de potentiel
x = 0, les lobes périphériques étant d’autant plus réduits que la valeur de V,/Eg
est grande.

1.B.2 L’équation d’Anderson Schrodinger discrete

1.B.2.1 Cas d’un désordre nul

L'idée d’Anderson est d’utiliser une approche du type liaisons fortes (tight-
binding en anglais) pour décrire le phénomene de localisation dans les systéemes
désordonnés. On considere dans un premier temps un potentiel ordonné donné
par (1.12) et le hamiltonien H correspondant

_h2 82
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Figure 1.5: Fonction de Wannier wy pour Vy = 2ER.
On cherche & caractériser les états propres |v) du systéme définis par
Hlv) = e, |v). (1.19)
Pour cela, on décompose ces états dans la base des fonctions de Wannier :

v) =) d{|ws). (1.20)

En insérant ’équation (1.20) dans 1’équation (1.19) et en multipliant par le bra (v/,

on obtient 1’équation aux valeurs propres discrétisée :

vedy — Yt gdy = €,dy (1.21)
s' s
avec
vs = (ws|H|ws) (1.22)
tss = <ws|—H|wS/>. (1.23)

Grace a la propriété d’'invariance par translation des fonctions de Wannier (1.17),

on montre facilement que

US — UO

ts,s’ = tO,s’fs == tO,sfs’ = t|s—s’|'
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Figure 1.6: Rapport du premier terme de couplage t,/t; en fonction de
I'amplitude du potentiel V. Pour Vj suffisamment grand, on peut négliger t,
par rapport a t;.

Avant d’introduire le désordre, notons que l'on peut négliger les termes de
couplages f|;_y| pour [s —s’| > 1 dés lors que le potentiel Vj est suffisamment
grand devant I"énergie de recul Eg. On montre ainsi sur la figure 1.6 I'évolution
du rapport |tp/t1] en fonction de V. Pour Vy > 12Eg, la valeur |t,/t| < 1073
nous permet de négliger le terme £,°. Les puits du potentiel sont alors suffisam-
ment profonds pour ne garder dans la décomposition (1.21) que le couplage t;
entre plus proches voisins. En renormalisant les énergies par rapport au terme

de couplage t;, on obtient :
vody —dy,  —dy_1 = evds, (1.24)

le zéro d’énergie pouvant étre fixé tel que vy = 0.

On considere maintenant un systeme de taille L avec conditions aux bords
périodiques. Dans ce cas ordonné, les solutions de ce problemes aux valeurs
propres sont bien stir les fonctions de Bloch dont I'indice k = v prend des valeurs
discretes

2
k:%%gmez. (1.25)

9Les termes suivants (ts, s > 3) inférieurs a f, peuvent également étre négligés.
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Dans ce cas ordonné, les solutions de (1.24) correspondent a la décomposition des

états de Bloch sur les états de Wannier
eiksé
VL'

En injectant cette solution dans 1’équation (1.24), on obtient la célebre relation de

d5 = (ws|gr) = (1.26)

dispersion
€ = —2cosk/. (1.27)

Cette derniére permet, en utilisant (1.25), de déterminer la densité d’états par
unité d’énergie
1

p(ex) = n\/Tie,%

On voit en particulier que la densité d’états diverge au niveau des bords de la
bande ¢, = +2.

(1.28)

1.B.2.2 Introduction du désordre

Si on introduit le désordre au niveau du potentiel V(x), I'ensemble des termes
vs, t, ¢ du hamiltonien discrétisé possede une composante aléatoire, ce qui com-
plique I'étude. Anderson considéra pour simplifier que le principal effet du
désordre est de distribuer aléatoirement les énergies v des différents sites du
réseau. On obtient alors I'équation d’Anderson Schrodinger discréte (DASE) : il

s’agit de ’équation aux valeurs propres du modele d’Anderson

olt les énergies vs sont aléatoires. Un ensemble de valeurs (vs, s € Z) est ap-
pelé une réalisation du désordre. De par sa simplicité et sa généralisation im-
médiate en dimension quelconque, le modele d”’Anderson constitue le modele
de base des simulations numériques des systémes désordonnés; il permet not-
amment de vérifier la validité de la loi d’échelle a un parametre et d’étudier les
propriétés critiques de la transition de phase métal-isolant [MacKinnon et Kramer
1981, Kramer et Mackinnon 1993, Mackinnon 1994]. Le modele d’Anderson est
par ailleurs réalisable expérimentalement avec des atomes froids, comme nous le

montrons dans la section 1.D.
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1.B.2.3 Diagonalisation numérique dans le cas d"'un désordre uniforme

Dans ce qui suit, nous considérons le cas d"un désordre uniforme : les énergies
w w
2772
sans dimension qui caractérise 'amplitude du désordre dans le systeme. L'étude

vs sont prises aléatoirement dans l'intervalle [— ] ot W est un parametre
numérique de la DASE (1.29) permet de mettre en évidence la localisation spa-
tiale des fonctions d’onde du systéme et d’étudier leur dépendance en fonction
du parametre du désordre W. La détermination des états propres et des énergies
correspondantes permet de déterminer en particulier la longueur de localisation
¢v(ey), ainsi que la densité d’états p(e,). Pour obtenir ces grandeurs, il faut re-
cueillir pour un grand nombre de réalisations du désordre, les états propres solu-
tions du systeme (1.29), en fonction de leur énergie €,. Ensuite, nous moyennons
les densités de probabilités correspondantes '

log |dv|2(ey) = log|dv ¢ |2 (1.30)

zlv’

ou O est une fonction porte de largeur de

1 < de/2
Ox) = ”f' e/ (1.31)
0 sinon

et l'indice i désigne la i-eme, sur un total de N, réalisation du désordre. Par
ailleurs, 5(v/, i) désigne la position moyenne de l'état v’ issu de la i-eme réalisa-
tion du désordre et Z(e,) correspond au nombre d’états relevés dans la tranche
d’énergie [e, — de/2,e, +de/2]:

N

Z(ey) =) .) Oe,y —e). (1.32)
i=1 v
On obtient alors un profil exponentiel, caractéristique de la localisation d’Anderson.
La figure 1.7 présente la densité de probabilité moyennée pour W = 2 ete, = 0
(en ligne bleue). L'ajustement par un profil exponentiel (1.3), représenté en ligne

pointillée noire, permet d’obtenir la longueur de localisation (e, ) définie par

|dv[2(e,) o< e~ 2Is1/E () (1.33)

19En raison des statistiques log-normales, il convient de moyenner le logarithme de la densité
[Luck 1992, Miiller et Delande 2010].
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Figure 1.7: Exemple de densité de probabilité moyennée sur les réalisations du
désordre. Les parametres sont W = 2, ¢, = 0, N = 100. L’ajustement (ligne noire

pointillée) par un profil exponentiel permet d’extraire la longueur de localisation
g(ey — O) ~ 24.

ainsi que la densité d’état
Z(ev)
€y) = =— -
P( V) Zevl Z(ev’)

Nous représentons maintenant sur la figure 1.8 la longueur de localisation ainsi

(1.34)

que la densité d’état en fonction de I'énergie €,, pour plusieurs valeurs du dé-
sordre W. On voit que la longueur de localisation est tres sensible a la valeur du
désordre W. La limite analytique de faible désordre

Eo(W) = max&(e,) = 96/ W? (1.35)

[Luck 1992] est a peu pres respectée jusqu’a W = 3. Notons par ailleurs que
généralement la longueur de localisation est obtenue numériquement a partir
d’un calcul basé sur les matrices de transfert (voir par exemple [Kappus et
Wegner 1981]). On s’intéresse maintenant a la figure de droite montrant la
dépendance de la densité d’état en fonction de 1’énergie. Les tirets noirs re-
présentent 1'expression analytique (1.28) correspondant au cas ordonné W = 0.
Pour W > 0, p ne diverge plus, les états présents a 1'extérieur de la bande ori-
ginale [—2, 2] formant ce que 1'on appelle la queue de Lifshitz. Dans la limite de
faible désordre, on peut aussi démontrer que la largeur de la bande est de l'ordre
de 4 + W [Luck 1992].
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Figure 1.8: Longueur de localisation (e, ) et densité d’état p(e,) pour différents
niveaux de désordre : W = 1 (ligne bleue), W = 2 (verte), W = 3 (rouge) et
W = 4 (cyan). Le trait noir pointillé représente la densité d’état dans le cas d'un
désordre nul [équation (1.27)].

1.C Le role des interactions

Jusqu’ici, nous avons considéré le mouvement de particules en ’absence d’interactions,
la localisation d’Anderson étant un phénomene “a particule unique”. Pourtant,
dans un certain nombre de conditions expérimentales, les interactions entre les
particules ne sont pas négligeables. Le but de cette these est d’étudier le role joué
par les interactions dans les milieux désordonnés, la question principale étant
de savoir si la localisation d’Anderson survit en présence de ces interactions.
Nous nous intéresserons aux cas des bosons, dont le potentiel d’interaction peut
étre modélisé par une force de contact lorsque le gaz est suffisamment dilué.
Par ailleurs, dans le cas d’un condensat de Bose-Einstein, le mouvement des
particules est dans la plupart des situations trés bien décrit par I'équation de
Gross-Pitaevskii. Nous présentons également les résonances de Feshbach qui
permettent de controler trés précisément le niveau des interactions faisant des
atomes ultra-froids un outil idéal pour étudier la compétition entre désordre et
interaction.

1.C.1 La condensation de Bose-Einstein

En 1924, suite aux travaux de Satyendranath Bose, Albert Einstein émit I'idée que
si I'on refroidit suffisamment un gaz parfait de bosons, la plupart des particules
identiques peuvent se retrouver dans le méme état quantique. Dans ce cas, on
peut calculer la fraction du nombre de particules Ny occupant 1’état fondamental
sur le nombre total de particules N [Pethick et Smith 2008, Cohen-Tannoudji et
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Guéry-Odelin 2011] :

3/2
% _1- (TZ) (T <T.). (136)

ou T et T, désignent respectivement la température du gaz et la température de
transition.

Cet état particulier de la matiere porte le nom de condensat de Bose-Einstein.
Albert Einstein lui-méme était en réalité plutot dubitatif quant a la pertinence
physique d’un tel état et il fallut attendre 1938 et la découverte de la superfluid-
ité de I'Hélium liquide pour que la communauté scientifique commence a croire
a l'existence des condensats. Le sujet ne connut pas d’avancées conséquentes
jusqu’aux années 90 et le développement des techniques de refroidissement et de
piégeages des atomes. Claude Cohen-Tannoudji, William D. Phillips et Steven
Chu virent alors leurs travaux récompensés par le prix Nobel en 1997 [Cohen-
Tannoudji 1998, Chu 1998, Phillips 1998]. Grace a de nombreuses techniques util-
isant des lasers et des champs magnétiques, il devint possible de refroidir des
atomes alcalins jusqu’a des températures de 1’ordre du microkelvin (xK) et de
les piéger durablement. Cependant ces températures ne sont pas encore suffis-
amment basses pour obtenir la condensation de Bose-Einstein. En 1995, suite
au recours a une nouvelle technique dite de refroidissement évaporatif par les
équipes d’Eric Cornell, Charles Wieman [Cornell et Wieman 2002] au centre JILA
de Boulder, Wolfgang Ketterle [Ketterle 2002] au MIT, les premiers condensats de
Bose-Einstein furent mis en évidence avec des atomes de Rubidium et de Sodium.
Les travaux de Randall Hulet [Bradley ef al. 1995] a 'université Rice de Houston
permirent également d’oberver un condensat instable d’atomes de Lithium.

Le sujet connut alors de tres forts développements : les groupes de Jean
Dalibard [Madison et al. 2000], d"Eric Cornell [Haljan et al. 2001] et de Wolfgang
Ketterle [Abo-Shaeer et al. 2001] étudieérent notamment la formation des vortex,
des objets qui témoignent du caractere superfluide du condensat. Les travaux
d’Immanuel Bloch [Greiner et al. 2002] au Max Planck Institute sur les condensats
dans les potentiels optiques permirent de mettre en évidence la transition de
Mott d"un régime superfluide et cohérent vers un régime isolant contro6lé par les
interactions entre les atomes. Les développements actuels concernent un vaste
nombre de domaines comme les condensats dipolaires, la transition BEC-BCS

pour les fermions ou encore la mise en place d'un champ magnétique artificiel
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[Jaksch et Zoller 2003, Bloch et al. 2008, Gerbier et Dalibard 2010].

1.C.2 L'équation de Gross-Pitaevskii

En 1961, Lev Pitaevskii [Pitaevskii 1961] et Eugene Gross [Gross 1961] dériverent
une équation permettant de modéliser le comportement d"un condensat de Bose-
Einstein et en particulier I'apparition des tourbillons quantiques, mieux connus
sous le nom de vortex. Les conditions de validité de cette équation de champ
moyen étant largement vérifiées dans bon nombre de situations expérimentales,
c’est devenu un outil tres utilisé qui permet de prédire et de rendre compte d'un
grand nombre de phénomenes : le régime de Thomas-Fermi, la formations de
vortex, la propagation de solitons par exemple. En revanche, I'hypothese de
champ moyen inhérente a 1’équation de Gross-Pitaevskii ne permet pas de décrire
des régimes d’interactions fortes tel que 1'isolant de Mott. Nous présentons main-
tenant une dérivation basée sur le formalisme de la seconde quantification qui
permet d’aboutir a I’équation de Gross-Pitaevskii dépendante du temps [Dalfovo
et al. 1999, Parker 2004, Cohen-Tannoudji et Guéry-Odelin 2011].

On considére dans un premier temps un gaz de bosons tridimensionnel décrit

par le hamiltonien suivant :

2
a- /dﬁﬁ(r) [—Zh—mvf V()

Y (r)+ % /drdr"?+(r)‘?+(r’)\/int(r — ¥ () ¥ (x)
(1.37)

ol m est la masse des atomes considérés et V(r) désigne le potentiel externe res-
senti individuellement par les atomes. Il peut s’agir par exemple d'un piege har-
monique créé par un piege magnétique quadripolaire, mais aussi d'un poten-
tiel désordonné créé optiquement. Dans cette thése, nous considérons unique-
ment les interactions a deux corps!!, le potentiel Vini(r — r’) correspondant a
I'interaction entre deux atomes situés aux positions r et r’. ¥*(r) et ¥(r) représen-
tent respectivement les opérateurs annihilation et création de bosons a la position

r. On peut les écrire sous la forme

‘/I\’(r) = Zﬁba(r)a\a
Yi(r) = Y oi(r)ay.

"Dans la plupart des situations expérimentales, la faible densité du gaz permet de négliger les
interactions a trois corps et plus.
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Les opérateurs al (@) créent (détruisent) un boson dans 1'état a caractérisé par
une fonction d’onde a une particule ¢,. ¥*(r) et ¥(r) vérifient les relations de

commutations propres aux bosons

[‘/fﬁ(r),‘/f’(r’): = S(r—7) (1.38)
[‘/I\’(r),‘?(r’): =0 (1.39)
[\Tf*(r),l?*(r’): ~ 0. (1.40)

On suppose que le potentiel d’interaction peut s’écrire sous la forme d’un
pseudo-potentiel

Vine(t —1') = g3pd(r — 1) (1.41)
ot la constante de couplage tridimensionnelle est directement reliée a la longueur
de diffusion a pour 1'onde s [Dalfovo et al. 1999] :

4rth%a
o

83D = (1.42)

L’équation (1.41) revient a modéliser I'ensemble des interactions inter-atomiques
par une force de contact effective, caractérisée entierement par la longueur de
diffusion a. Lorsque celle-ci est positive, les interactions sont répulsives. Elles
sont attractives dans le cas opposé a < 0. Ce traitement est valable deés lors
que la longueur de diffusion a est trés faible devant la distance typique entre les
particules, c’est a dire dans la limite de gaz dilué : na® < 1, ot n désigne la
densité des atomes. Nous verrons dans la sous-section 1.D.2 comment on peut
modifier a souhait la longueur de diffusion a et donc la force des interactions. En
utilisant (1.41), I’équation (1.37) devient :

2
7 / 4t (1) [—j—mvi- V()

¥(r) + 5 / de® (1) F (1) F (1) (x). (1.43)

L’équation d’évolution de ¥ (r) s’écrit en représentation de Heisenberg :

L d¥(r)
ih I

[H, ¥ (r)].
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Les relations de commutations (1.38) et (1.39) permettent de mettre 1'équation

précédente sous la forme :

V2 V()| ¥(r) + gp? (1) F(r)¥(r). (1.44)

Jo¥(r) | AP
= = [_%

L’approche de champ moyen consiste & décomposer 1'opérateur champ ¥ (r) en
deux contributions :

F(r) = VN¢(r) + ¥/ (r) (1.45)

ol N est le nombre de particules. Le premier terme du membre de droite n’est pas
un opérateur mais un champ scalaire ¢(r) appelé parametre d’ordre. Cette procé-
dure qui est analogue a une théorie de champ moyen suggeére que les atomes
puissent étre décrits par une fonction d’onde macroscopique unique ¢, les fluc-
tuations étant modélisées par le terme ¥’ (r) '2. Dans le régime dilué et de faibles
interactions, na®> < 1 et dans la mesure ot la température est trés faible devant
T¢ (ce qui revient selon 1’équation (1.36) a considérer que la majorité des atomes
sont condensés), on peut considérer la limite ¥(r) = v/N¢(r), On obtient alors

I'équation de Gross-Pitaevskii

¢(r) + gapN|¢(x) [ (). (1.46)

Lop(r) | K,

Cette équation suppose que l'on puisse décrire le condensat par une fonc-
tion d’onde a une particule, comme si on avait affaire a une particule unique.
L'influence des interactions est prise en compte par un terme non-linéaire g3p N|¢(r)|?

venant s’ajouter a I’équation de Schrodinger.

1.C.3 Equation unidimensionnelle

En utilisant un potentiel de confinement harmonique transverse de la forme

1
V| = FMw, (y2 + 22) (1.47)

ou y et z désignent les coordonnées des deux dimensions transverses et w | la
fréquence de confinement correspondante, il est possible de confiner le systeme
le long de 'axe (unidimensionnel) x. Lorsque la fréquence du piege est suffis-

amment grande devant la température, icw; > kpT (kg désigne la constante de

12Celles-ci seront étudiées plus en détail dans le chapitre 4.
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Boltzmann), le champ quantique dans chaque direction transverse y, z est trés
bien approché par I'état fondamental ¢g du piége [Jackson et al. 1998, Gorlitz et al.
2001] :

¥ (r) = F(x)¢o(y)go(z) (1.48)

1/4 2
o) = () ep {— o ] - (1.49)

Le hamiltonien (1.43) peut alors se mettre sous la forme :

avec

(x) + £ / P ()T ()T (x)F(x)

(1.50)
ot on définit la constante de couplage unidimensionnelle [Olshanii 1998, Vermer-
sch 2012]

t/de* [ V2+4V()

gD = g3D/dy dz |py|*|p:|* = 2hw  a. (1.51)
L’équation d’évolution du champ unidimensionnel s’écrit :
@ 2
ihag(tX) = [ w24V | ¥0) + g (T (). (152)

L’équation de Gross-Pitaevskii consiste a considérer la limite de champ moyen

¥(x) = VNo(x)

acp( )_[ thZ—i-V()

= ¢(x) + g10Np(x)Pp(x). (1.53)

A T'aide d’arguments dimensionnels [Petrov et al. 2004], on peut par ailleurs pré-

ciser la limite de validité du régime de faibles interactions :
mgip < I*n, (1.54)

n désignant la densité du gaz.

1.C.4 L’équation d’Anderson-Schrodinger non-linéaire discréte

Le terme non-linéaire ¢|¢(x)|?> permettant de décrire le role des interactions,
nous pouvons reprendre la procédure qui nous a permis d’obtenir le modele
d’Anderson non plus en partant de I'équation de Schrodinger mais en partant de

I'équation de Gross-Pitaevskii (1.53). Nous considérons donc dans un premier
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temps un potentiel ordonné (1.12). La projection ¢(x) = Y dsws(x) sur les

fonctions de Wannier de I'équation unidimensionnelle (1.53) s’écrit maintenant :

ids = vods —ds11 —ds—1+& Y, 1(s,51,52,83)d5 ds,ds, (1.55)

51,52,53
avec § = gipN/t;. Le temps est exprimé en unités de 71/t; et les énergies en

unités de t;. L'intégrale de recouvrement I s’écrit enfin

I(s,s1,82,83) = /dx WsWs, W, Wy . (1.56)

La propriété de translation des fonctions de Wannier (1.17) permet de montrer

que [ vérifie d’autre part les relations suivantes

I(s,s1,82,83) = I1(0,s —s1,5—5p,5—53)

= 1(0,s1 —s,52 —s,53 — §).

Par ailleurs, les fonctions de Wannier étant localisées, on peut hiérarchiser les
valeurs de I. Le terme Iy = I1(0,0,0,0) est dominant, viennent ensuite les termes
I, = I1(1,0,0,0) et I, = I(1,1,0,0) puis des familles de termes de valeurs plus
faibles [Thommen 2004]. Nous représentons sur la figure 1.9 ces trois premiers
termes. On s’apercoit que pour Vy > 12Eg, I1, I < 10731y, ce qui nous permet de
retenir uniquement le terme Iy dans 1’équation (1.55) et d’aboutir a I'expression

de I’équation de Schrodinger non-linéaire discréte [Trombettoni et Smerzi 2001] :

ids = vods — ds 1 — ds_1 + g|ds|*ds (1.57)
avec 2h NI
» w | a
g=38lh= —jl 0. (1.58)

Enfin, en s’inspirant du modele d’Anderson, nous introduisons un terme de
désordre diagonal en distribuant aléatoirement les énergies vs; dans l'intervalle
[-W/2,W /2] selon une loi uniforme. On aboutit alors & la fameuse équation
d’Anderson-Schrodinger non-linéaire discrete (DANSE).

ids = vsds — dgyq — ds_1 + g|ds|?ds. (1.59)

Le chapitre suivant sera consacré a I'étude de cette équation. Il s’agit du modele

le plus simple permettant de décrire la compétition entre les effets de désordre et
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Figure 1.9: Intégrales de recouvrement |Iy|, |I1] et |I2| en fonction de Vj. Pour Vj
suffisamment grand, on peut se contenter dans (1.55) de la contribution domin-
ante Iy.

les interactions.

1.D La réalisation expérimentale

Bien que le travail de cette these ne comporte pas de partie expérimentale, nous
avons jugé bon de donner au lecteur quelques indications quant a la réalisation
d’une expérience d’atomes froids ot les niveaux de désordre et d’interactions

peuvent étre totalement controlés.

1.D.1 Le potentiel désordonné

La fréquence du piégeage harmonique transverse utilisé étant supposée suffisam-
ment grande devant la température (iw,; < kgT), nous considérons un systéme

unidimensionnel.

1.D.1.1 La partie ordonnée : les potentiels optiques

A partir de I'équation de Gross-Pitaevskii, nous avons vu que la fonction d’onde
d’un condensat est directement sensible au potentiel extérieur V(x), exacte-
ment comme dans le cas d’une particule unique. Dans une expérience d’atomes
froids et en particulier de condensats de Bose-Einstein, il est tres facile d'imposer

un potentiel a 'aide de lasers. Un condensat d’atomes, généralement alcalins,
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comme le Rubidium ou le Potassium, est placé entre deux faisceaux lasers contre-
propageants de fréquence wy, proche d’une résonance atomique wp. Les atomes
se comportent alors en bonne approximation comme un systéme a deux niveaux.
A T'aide d’un formalisme semi-classique, on peut montrer que leur centre de
masse ressent un potentiel mécanique s’écrivant sous la forme [Steck 2001] :

hO?

V(x) = _Wf cos(2ky x) (1.60)

ol () est la pulsation de Rabi associée a l'intensité du champ laser :

_ 2dE,

Qr y (1.61)

d étant’élément de matrice dipolaire du systeme a deux niveaux et Ep I'amplitude
du champ électrique de chacun des faisceaux lasers. ki, désigne le vecteur d’onde
associé aux faisceaux lasers. Enfin, d; = wy, — wy représente le désaccord entre
les fréquences des deux oscillateurs : le laser et les atomes a deux niveaux. Le
mouvement des atomes est induit par la lumiere, d’ot1 I'appellation de poten-
tiel optique. Afin de simuler le modele d’Anderson, on s’arrange pour que

I’'amplitude du potentiel ordonné

_n0}

— R 1.62
Vo 85, (1.62)

soit de l'ordre de quelques énergies de recul Eg = hzk%/ 2m. Une difficulté ex-
périmentale est de se placer a désaccord élevé afin que la principale source de
décohérence du systeme, I'émission spontanée, soit alors négligeable. Cela néces-
site, pour obtenir des valeurs de V) suffisamment grandes, de disposer de lasers

de puissance suffisante.

1.D.1.2 La partie désordonnée

Introduire du désordre dans le systéme n’est pas aussi aisé que 1'on pourrait
le penser. La premiére technique utilisée dans le domaine des atomes froids,
les tavelures optiques (speckle en anglais), permet de créer une intensité laser
et donc un potentiel spatialement aléatoire dont les caractéristiques statistiques
sont totalement contrdlées [Aspect et al. 2009]. Dans les expériences réalisées a
I'Institut d’Optique de Palaiseau ou a I'université Urbana-Champaign [Billy ef al.
2008, Jendrzejewski et al. 2012, Kondov et al. 2011], le potentiel optique, unique-
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ment composé d’un champ de tavelures optiques, ne comporte pas de partie or-
donnée. Un moyen de réaliser expérimentalement le modéle d’Anderson serait
de superposer un tel potentiel au potentiel ordonné formé par une onde station-
naire [équation (1.60)].

Le groupe de Florence [Roati et al. 2008] a fait le choix d’utiliser non pas un
potentiel désordonné mais un potentiel “pseudo-périodique” : on ajoute au po-
tentiel ordonné décrit précédemment une contribution V; cos(2k{ x + ¢) créée par

une autre onde stationnaire :
V(x) = —Vycos2kpx + V7 cos(2k] x + ¢) (1.63)

ou B = ki /ki, est un nombre irrationnel. La projection du Hamiltonien dans
la base de Wannier relative a la partie ordonnée —V; cos 2ky,x conduit au mod-
ele d’Aubry-André [Aubry et André 1980], dont 1’équation aux valeurs propres

s’écrit dans I'approximation des plus proches voisins

avec
vs = Acos (27tBs + ¢) (1.65)

A [ dx Vi cos(2K'Lx + ¢) |wo(x)|?
[ dx Vi cos(2kpx)|wo(x)|?

(wo est la fonction de Wannier associée au potentiel — V[ cos 2k x centrée en x = 0)

(1.66)

est le parametre adimensionné du désordre [Modugno 2009]. Les énergies v ne
sont pas aléatoires mais on peut montrer que pour un pseudo-désordre suffisam-
ment grand A > 2, le systeme est localisé avec des caractéristiques semblables a

celles de la localisation d’ Anderson.

1.D.2 Le controle des interactions

1.D.2.1 Canaux d’interactions

Nous avons vu dans la section précédente que la force des interactions g qui ap-
parait dans I'équation de Gross-Pitaevskii est fonction d’un parametre essentiel :
la longueur de diffusion a du systeme. Cette grandeur, souvent obtenue expéri-

mentalement [Chin ef al. 2010], suffit pour décrire comment les atomes interagis-
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sent entre eux'®. La valeur de a est associée a des canaux entrant et sortant donnés
. elle est calculée connaissant 1'état interne des atomes avant et apres la colli-
sion. Nous considérons ici uniquement des collisions élastiques correspondant
a des canaux entrant et sortant identiques. Néanmoins, les atomes peuvent étre
couplés lors d"une collision a un état interne différent, éventuellement molécu-
laire. Pour aboutir a la valeur théorique de g, il faut donc considérer tous les
canaux d’interactions, c’est-a-dire toutes les formes sous lesquelles les atomes
peuvent interagir [Cubizolles 2004, Pethick et Smith 2008].

1.D.2.2 Résonances de Feshbach

Dans les années 1960, Feshbach [Feshbach 1962] dans le domaine de la physique
nucléaire et Fano dans celui de la physique atomique [Fano 1961] eurent 1'idée
géniale de mettre a profit le canal d’interaction via un état moléculaire. La lon-
gueur de diffusion entre les deux atomes placés dans un niveau hyperfin admet

alors principalement deux contributions :
a = anr + Amol- (1.67)

La premiére contribution an, correspond a la longueur de diffusion obtenue lors-
que les atomes interagissent a 1'état isolé. Le deuxieme terme a,,, correspond
au résultat du couplage avec 1'état moléculaire : de facon schématique, on con-
sidere que les atomes initialement isolés, forment dans un premier temps une
molécule, interagissent, puis retournent a leur état hyperfin d’origine. On parle
alors de transition virtuelle vers I'état moléculaire. Les deux contributions sont
représentées sur la figure 1.10, les fleches bleues représentant les interactions.
Pour la premiére contribution, les atomes interagissent directement alors que
pour la seconde, ils interagissent a 1’état moléculaire. Dans les deux situations,
les atomes sont bien isolés dans I’état initial et final, ce qui justifie la définition
d’une longueur de diffusion globale.

La longueur de diffusion a,,,; dépend naturellement des énergies Ejs, et Ep
correspondant a 1’énergie des atomes lorsqu’ils sont respectivement isolés et sous
la forme de molécules. On peut montrer a 1’aide d"un calcul basé sur les matrices
de transfert [Pethick et Smith 2008] que 4y, est en fait inversement proportion-
nelle & Eiso — Epo1, ce qui traduit le fait que le couplage entre les états isolés et

13Principalement sous la forme de forces de Van der Waals.
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Figure 1.10: Schéma illustrant les deux contributions a la longueur de diffusion.
anr : les atomes interagissent directement, a,,, les atomes interagissent via une
transition virtuelle dans 1’état moléculaire.

moléculaires et d’autant plus important que leurs niveaux d’énergie sont proches

(9%

Amol = £ (1.68)

iso — Emol.
L’idée des résonances de Feshbach est d"utiliser un champ magnétique pour con-
troler la différence d’énergie entre les niveaux isolés (E;s,) et moléculaires (Eyyo;)
et donc modifier a souhait la force des interactions. On peut en effet exprimer la
différence d’énergie a partir des moments magnétiques piso, #mol COrrespondants

aux deux états
Eiso - Emol - (B - BO) (,uiso - Vmol)/ (1-69)

By désignant la valeur de B qui égalise les niveaux d’énergie. La longueur de

diffusion peut alors s’écrire :

AB
a = anr (1 + B Bo) (1.70)

4
AB = 1.71
anr(,uiso - Fmol) ( )

désigne la largeur de la résonance de Feshbach. La représentation graphique de

I’évolution de la longueur de diffusion a en fonction du champ magnétique B est
représentée en figure 1.11.
Ce phénomene est aujourd’hui un outil majeur de la physique des atomes

froids. L’équation (1.70) montre que non seulement on peut contrdler la force
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-AB 0 AB
B — By

Figure 1.11: Variations de la longueur de diffusion a en fonction du champ mag-
nétique B.

| Résonance | By(G) [ AB(G) | anc(a) |

1 25.85(10) | 047 | -33
2 4034(7) | 52 229
3 752.3(1) | 04 35

Table 1.1: Parametres des résonance de Feshbach pour un état fondamental hy-
perfin F =1, mr = 1 du potassium 39K [D’Errico et al. 2007].

des interactions, mais aussi completement 1’annuler ou alors changer le type des
interactions : c’est-a-dire passer d’interactions répulsives 2 > 0 a des interactions
attractives a < 0. Pour un atome donné, il peut exister plusieurs résonances de
Feshbach. Par exemple, le potassium 3K, F =1, mp = 1 est un bon candidat
pour les expériences de condensat : ses trois résonances, dont les parametres sont
présentés dans la table 1.1, sont relativement larges et ont été bien caractérisées
expérimentalement [D’Errico et al. 2007] et on peut directement se servir de ces
calibrations pour régler a souhait le niveau des interactions.

Nous avons ainsi montré qu'il est possible de régler le niveau des interactions
dans un gaz d’atomes froids. La précision du réglage nécessite d'une part de
pouvoir bien contréler la valeur du champ magnétique et d’autre part de bien
connaitre la résonance de Feshbach utilisée.

Les premieéres expériences mettant en jeu désordre et interaction ont été réali-
sées dans le groupe de Florence [Lucioni ef al. 2011]. Les résonances de Feshbach
ont aussi été utilisées pour étudier les gaz de fermions dégénérés permettant de
décrire la transition BCS-BEC [Eagles 1969, Leggett 1980, Regal et al. 2004, Pe-
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thick et Smith 2008] ot1 on passe d'un régime de molécules condensées a > 0 a un
régime du type paires de Cooper, via un régime dit unitaire pour B ~ B, c’est-a-
dire a = £o00, dont on sait qu'il possede des propriétés universelles [Navon ef al.
2010, Ku et al. 2012].

1.D.3 Ordres de grandeur expérimentaux

Avant d’étudier numériquement les propriétés de la DANSE (1.59), il peut étre
utile de donner quelques ordres de grandeurs typiques relatifs a une expérience

d’atomes ultra-froids.

1.D.3.1 Le potentiel ordonné

Pour réaliser un potentiel optique, on peut utiliser deux faisceaux lasers contre-
propageants de longueur d’onde A;, = 1064 nm, ce qui correspond a une fré-
quence angulaire wy, = 27t x 282 THz. On peut par ailleurs considérer un fais-
ceau de largeur wp = 1 mm et de puissance 50 W, soit une intensité de l’ordre de
Iy = 50 MW/m?, correspondant a une amplitude de champ électrique Ey = 97
kV/m. La figure 1.12 montre les transitions optiques D1 et D2 susceptibles d’étres
affectées par l'onde stationnaire. En utilisant les valeurs d; et d, des éléments
de matrice dipolaire correspondants et a partir de 1’équation (1.61), on trouve
les fréquences de Rabi ()1 = 271 x 3.62 GHz et () = 271 x 5.12 GHz associées
a chaque transition. On peut alors calculer I'amplitude Vo = 2.97 x 107 J a
l'aide de 1’équation (1.62) et des valeurs des désaccords ; = wp, — wy et &, =
wp, — wy. L'énergie de recul Egr = hzk%/ 2m vaut quant-a-elle Ex = 2.96 x 1030
J. En calculant les états de Wannier associés, on trouve 1’énergie du couplage'*
t=7x10"337. L’énergie t; constitue 1’échelle d’énergie de la DANSE. Ainsi, un
désordre W = 4 correspond a une distribution aléatoire des énergies du réseau
autour de 4f;. L'échelle de temps est de 1/t; ~ 15 ms et les sites du réseau sont
placés tous les 7t/k;, = 0.5 ym. Dans le chapitre suivant, nous calculons l'évo-
lution d’un paquet jusqu’a des temps adimensionnés t = 10°, ce qui correspond
donc a une expérience d’environ 30 min, bien plus longue que les durées typiques

actuelles.

14Cette  valeur est tres bien approchée par la  formule H =
ER1.48(2Vy/ ER)*® exp[—2.07+/2Vy/ ER][Gerbier et al. 2005].
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Ao = 766.701 nm

wy = 27 391 Thz

7> = 26.3 NS AP
dy = 1.74 102 Cm 1/2

A1 = 770.108 nm
wy = 27 389 Thz

T = 267 ns

d; =1.23107% Cm

451/2

FIGURE 1.12 — Transitions optiques D1 (ligne bleue) et D2 (ligne verte) du Potas-
sium 39. Données issues de [Wang ef al. 1997, McKay 2009].

1.D.3.2 Les interactions

Le parametre adimensionné caractérisant les interactions s’écrit

2hw | algN
§= ——~F

» (1.72)

Pour la valeur de Vj précédemment calculée, on trouve Iy = 2.5k, /7 ~ 4.7 X 106
m~ L. Par ailleurs, on peut considérer un condensat de 10* atomes, une fréquence
de piégeage transverse de l'ordre de w; = 27t x 0.16 kHz. Compte-tenu de la lar-
geur importante de la deuxieme résonance de Feshbach du Potassium, on peut
aisément choisir une valeur de champ magnétique permettant d’annuler 1'effet
des interactions. Par exemple, pour B = 351.41 G !5, on obtient une valeur re-
lativement faible de ¢ = 0.4. Pour une valeur de B = 360 G plus proche de la
résonance de Feshbach, on obtient un régime d’interactions fortes g = 424.

1.D.4 Conclusion

Ce chapitre a principalement permis de présenter la localisation d’Anderson
propre aux systemes désordonnés et I’équation de Gross-Pitaevskii qui modé-
lise dans le cadre d’un formalisme de champ moyen les interactions dans un
condensat de Bose-Einstein. Son association avec le modele d”Anderson unidi-

mensionnel permet d’aboutir a I'équation d’Anderson-Schrodinger non linéaire

15Les dispositifs expérimentaux actuels permettent une résolution en champ magnétique de
I'ordre de la dizaine de milliGauss.
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(DANSE). La réalisation expérimentale d'un tel systéme rendue possible par
l"utilisation de potentiels optiques et de résonances de Feshbach, nous nous pro-
posons maintenant d’en étudier les propriétés dynamiques et spectrales pour

juger de l'effet des interactions sur la localisation d’Anderson.
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Leffet des interactions dans le modele
d’Anderson

DANS ce chapitre, on s’intéresse a la dynamique d"un gaz de bosons en inter-

action dans un systeme discret désordonné. Le chapitre précédent nous a

permis de montrer qu'un tel systeme est bien décrit par la DANSE. Nous étudie-

rons cette équation dans le cas d"un systéme ouvert, puis nous verrons comment

les différents régimes dynamiques peuvent étre caractérisés d’un point de vue

spectral. Enfin, nous nous intéresserons aux effets dits de décohérence, dus par

exemple a 1’émission spontanée.
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2.A Description des régimes dynamiques

Nous étudions donc I'évolution d"un paquet d’onde dans un réseau désordonné

suivant la DANSE définie dans la sous-section 1.C.4 du chapitre précédent :

ids = Usds - d5+1 - dS—l +g|d5|2ds. (2.1)
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Les indices s prennent des valeurs discrétes

L—-1 L—-1
= — 2.2
5 2 4 4 2 ( )

ou I'entier impair L désigne la taille (finie) du systéme. Dans I’approche de champ
moyen, 'ensemble des atomes est décrit par la fonction d’onde macroscopique
(ds). Le terme v représente 1’énergie du site s, 1'énergie du couplage tunnel entre
deux sites voisins étant normalisée a 1. Enfin, le terme ¢ permet de quantifier
la force des interactions. Cette équation étant non-linéaire, le probléme d’Ander-
son considéré ne correspond plus a une simple équation aux valeurs propres.
Pour connaitre les propriétés d'un tel systeme, il est nécessaire de calculer 'évo-
lution temporelle d'un paquet d’onde. Au prix de calculs numériques intensifs,
un certain nombre de travaux ont permis de mettre en évidence différents ré-
gimes dynamiques [Kopidakis ef al. 2008, Pikovsky et Shepelyansky 2008, Larcher
et al. 2009, Flach et al. 2009, Laptyeva et al. 2010, Larcher et al. 2012]. Ceux-ci pré-
disent I'émergence d’un régime dit chaotique correspondant a une expansion
sous-diffusive du paquet : la largeur du paquet d’onde augmente non pas se-
lon une loi diffusive v/ mais selon une loi t*/2, avec o < 1. L’émergence d'un
tel régime s’étalant sur plusieurs échelles de temps (de 1'ordre de t = 10® dans
nos unités normalisées), il est tres difficile de déterminer numériquement la va-
leur de «. Par ailleurs, d’un point de vue expérimental, il n’est pour l'instant pas
envisageable de suivre la dynamique du paquet d’onde pour de telles échelles
de temps'. Néanmoins, les premieres traces d’un phénomene sous-diffusif ont
été récemment observées [Lucioni et al. 2011], dans le cadre d'un systéeme tres
similaire au probleme d’Anderson : le modéle d’Aubry-André.

Les temps de calcul étant considérables, la dépendance du systeme par rap-
port au niveau du désordre W et des interactions g est encore trés mal comprise. A
I'instar de tous les systémes non-linéaires, la dynamique du systeme dépend par
ailleurs fortement des conditions initiales. Notre premiere stratégie pour caracté-
riser totalement la dépendance du systeme par rapport aux niveaux de désordre
W, des interaction g et des conditions initiales consiste a travailler dans un sys-
téme ouvert a I'aide de conditions de bords absorbantes. Ceci permet d’intégrer
numériquement I’équation (2.1) pour une taille de systeme raisonnable (typique-
ment L = 101) et cela pour un nombre considérable de parametres et de réali-

sations du désordre. Nous détaillons maintenant les caractéristiques des condi-

ID’apreés la sous-section 1.D.3, cela correspondrait a une expérience de 20 jours.
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tions aux bords absorbantes utilisées ainsi que ’'observable qu’il convient d"utili-

ser pour mettre en évidence les différents régimes dynamiques.

2.A.1 Conditions aux bords absorbantes et probabilité de survie

Une grande difficulté du calcul numérique consiste a traiter correctement le com-
portement du systeme aux extrémités de la boite numérique de taille L. Avec des
conditions aux bords de Dirichlet habituelles, les excitations qui atteignent les
bords la boite sont complétement réfléchies. Si on cherche a modéliser un systeme
infini, on souhaite au contraire que ces excitations quittent le systeme, qu’elles
soient donc absorbées. Ce sujet constitue un theme de recherche majeur dans le
domaine des mathématiques appliquées et pour s’assurer de ’absence totale de
réflexions, il convient de recourir a des méthodes numériques complexes fon-
dées notamment sur l'utilisation d’opérateurs non-locaux pseudo-différentiels
[Antoine ef al. 2011]. Une autre technique, moins rigoureuse mais beaucoup plus
simple a implémenter, consiste a modifier 1’écriture des dérivées spatiales dans
I'équation de Gross-Pitaevskii continue pour absorber localement les parties de
la fonction d’onde qui atteignent le bord du systeme [Berenger 1994]. La méthode
utilisée dans nos travaux s’inspire de cette derniére technique mais 1’absorption

repose sur 'introduction d’un potentiel imaginaire de la forme :

. —. (i ) — :
p\m s|—s S| >s

Uglm) 1 exp (| | 1m) | | c (2.3)
0 sinon.

Les parametres réels (™) et s;,, permettent d’ajuster le niveau d’absorption du
paquet d’onde et s représente la largeur de I’absorbeur. Pour s’assurer de la va-
lidité d'un tel formalisme, on étudie la propagation d'un soliton discret défini

par
2

ds(t =0) = Nexp [—% + ipos (2.4)
0

ot V est un facteur de normalisation. En 1’absence de potentiel extérieur v; = 0
et pour certaines valeurs de (7o, po, §), [Trombettoni et Smerzi 2001] ont montré
qu'un tel paquet pouvait se déplacer au sein du réseau sans déformation. On
représente 1’évolution d"un tel soliton pour L = 501, 79 = 10, po = 37t/4etg =
0.48 sur la figure 2.1 et pour des conditions aux bords de Dirichlet (représentées

par des lignes) et absorbantes (symbolisées par des marqueurs ronds). La valeur
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FIGURE 2.1 — Représentation de 1’évolution d"un soliton dans un systéme de taille
finie L = 501 pour ¢t = 0,150, 250. Le soliton est initialement placé en s = 0 avec
une vitesse positive (ligne et marqueurs bleus). A t = 150, il atteint les bords de
la boite s = 250 (ligne et marqueurs verts). Avec des conditions aux bords de
Dirichlet, le soliton est réfléchi puis se propage vers la gauche a t = 250 (lignes
rouges). Pour des conditions aux bords absorbantes, celui-ci est absorbé au voisi-
nage de la barriere (ronds rouges).

de po étant positive, le soliton initialement centré en s = 0 (ligne et ronds bleus)
se propage vers la droite. A t = 150 (lignes et ronds verts), celui-ci est maintenant
proche de la frontiere du systéeme située a s = 250. Dans ce cas précis, le début
de la zone de I'absorbeur est placé en s. = 200 avec si, = 240 et vim) = 2. Alors
que dans le cas des conditions aux bords de Dirichlet le soliton est parfaitement
réfléchi et se déplace vers la gauche a t = 250 (ligne rouge), les conditions aux
bords absorbantes permettent d’éviter le phénomene de réflexion en absorbant
completement le soliton entre t = 150 et t = 250. Les parametres choisis n’étant
pas optimaux, on observe une légere réminiscence du paquet au voisinage de
s = 150.

Une des conséquences majeures de 'utilisation de conditions aux bords ab-
sorbantes est la non conservation de la norme du paquet d’onde. Pour mesurer la

fraction de la densité ayant quitté le systéme, on définit la probabilité de survie

p= Z|ds|2 (2.5)

S

qui n’est rien d’autre que la norme du paquet d’onde contenu a l'intérieur de la
boite.
On a bien stir p(t = 0) = 1 puis, a mesure que des parties du paquet d’onde

atteignent les bords de la boite et sont absorbées, la probabilité de survie dimi-
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FIGURE 2.2 — Evolution de la probabilité de survie pour le soliton de la figure
2.1 et des conditions aux bords de Dirichlet (ligne) et des conditions aux bords
absorbantes (marqueurs ronds). La décroissance temporelle dans ce dernier cas
refléte ’absorption (quasi-)complete du soliton.

nue. Dans le cas du soliton décrit dans la partie précédente, on s’attend a ce que la
probabilité de survie diminue rapidement vers 0 une fois que celui-ci a atteint les
limites du systeme. A l'inverse, avec des conditions aux bords de Dirichlet, le soli-
ton est completement réfléchi, ce qui se traduit par une conservation de la valeur
de p. L'évolution de la probabilité de survie est représentée en figure 2.2 pour
des conditions aux bords de Dirichlet et pour des conditions aux bords absor-
bantes. Conformément a nos attentes, avec des conditions aux bords de Dirichlet
le soliton voit sa norme conservée, quel que soit I'instant considéré. En revanche,
les conditions aux bords absorbantes permettent de traduire par une diminution
soudaine de la probabilité de survie le fait que le soliton quitte le systeme. Les
bords de la boite sont du point du vue du soliton completement transparents, ce

qui correspond bien a 1’effet recherché.

2.A.2 Compétition entre désordre et interaction

Les conditions aux bords du systéme étant présentées, revenons maintenant a
I’étude de la DANSE (2.1). Celle-ci peut se mettre sous la forme :

Z.d's = (Us + Uls\IL> ds —dsy1 —ds_q (2.6)

ot le terme v\l = ¢|d;|? peut s’interpréter comme une correction dynamique

a I'énergie vs du site s [Pikovsky et Shepelyansky 2008]. Cette écriture est utile
pour interpréter 1’action des interactions face au désordre. Pour USNL < v, le

terme non linéaire étant négligeable devant le terme de désordre, on s’attend a ce
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v + v (2) (a)

FIGURE 2.3 — Schéma représentant la distribution typique “d’énergies” vs + v\
pour un temps donné et pour (a) le régime quasi-localisé, (b) le régime chaotique
et (c) le régime auto-piégé.

que la localisation d”Anderson survive, au moins jusqu’a des temps tres longs :
il s’agit du régime quasi-localisé. Pour o) ~ v;, la correction dynamique o' est
susceptible de compenser les effets du désordre et donc de détruire la localisation
d’Anderson. L'étalement du paquet d’onde étant souvent associé a la présence de
chaos [Pikovsky et Shepelyansky 2008, Laptyeva et al. 2010], on parle alors de ré-
gime chaotique. Nous verrons dans la partie suivante comment on peut justifier
une telle appellation. Enfin, pour o) >> v;, le systéme entre dans le régime auto-
piégé (self-trapping en anglais). Dans ce cas, du fait de la correction non-linéaire,
les énergies des sites excités sont beaucoup plus importantes que celles des autres
sites. En conséquence, les transferts de population entre sites initialement excités
et le reste du systeme deviennent négligeables : le paquet d’onde est piégé. Ce
régime est néanmoins tres différent de la localisation d’Anderson car il ne re-
pose pas sur un phénomene d’interférence quantique. La figure 2.3 donne une
représentation schématique des trois régimes : dans le régime quasi-localisé, les
niveaux désordonnés ne sont pas affectés pas les interactions. Dans le régime
chaotique, la contribution v\, dépendante du temps mais du méme ordre que
vs, permet de compenser les effets de désordre. Enfin, dans le régime auto-piégé,
cette contribution est tellement importante que les états initialement excités sont

completement découplés du systeme.
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Voyons maintenant comment mettre en évidence numériquement ces trois ré-
gimes. L'équation (2.6) étant non-linéaire, 1’évolution du systeme est tres sensible
aux conditions initiales. Nous nous intéressons tout d’abord a des états initiaux

carrés de la forme :

e s| < (Lg—1)/2
dy(t=0) = { VIo sl < (Lo—1) 2.7)
0 sinon

ott les phases ¢s sont choisies aléatoirement dans l'intervalle [0, 27|, ce qui per-
met d’exciter des états d’Anderson sur toute la bande d’énergie?. L'évolution du
systeme peut ensuite étre calculée numériquement selon une méthode standard
de Crank-Nicholson?, le pas de temps dt étant compris entre 10~2 et 10~!. Nous
nous intéresserons en particulier a l'influence de la largeur Ly sur la dynamique
du systéme et nous plagons dans le cas d’interactions répulsives (g > 0). Dans
tout le reste du chapitre, nous considérons L = 101.

On peut repérer l'existence des trois régimes dynamiques en étudiant les va-
leurs prises par la probabilité de survie, un paquet d’onde étant d’autant plus
localisé que la valeur de p est grande. On représente sur la figure 2.4 la probabi-
lité de survie a t = 10° en fonction de g, poura) W=1b)W=2,¢c)W =3,d)
W = 4 et pour plusieurs valeurs de Ly. Pour obtenir des courbes représentatives
de I'ensemble de la statistique du désordre, nous avons moyenné nos résultats
sur un total de 1000 réalisations aléatoires du réseau v; et des phases initiales ¢s.

Comparons d’abord les valeurs prises par la probabilité de survie p dans le
cas quasi-localisé ¢ < 1. Pour un faible désordre a) W = 1, la longueur maximale
de localisation (W) = 96 [donnée par I’équation (1.35)] est de I'ordre de la taille
de la boite. En conséquence, parmi les états d’Anderson initialement excités, un
certain nombre s’étend jusqu’aux limites du systéme et sont absorbés. La valeur
de la probabilité de survie p ~ 0.15 est donc relativement faible. On observe
par ailleurs une tres légére dépendance de p vis-a-vis de la largeur initiale, les
états excités étant d’autant plus proches des limites du systeme que la valeur de
Ly est grande. Au fur et a mesure que la valeur de W augmente, la valeur de p
augmente elle-aussi car les états d’Anderson initialement excités sont de plus en

plus étroits. Ainsi, pour d) W = 4, &y(W) =~ 6, la quasi-totalité du paquet reste au

ZNous verrons dans la sous-section 2.A.4 les conséquences d’un tel choix.

3Une méthode du type Runge-Kutta nécessite des pas de temps bien plus faibles. Nous avons
par ailleurs comparé avec succes nos résultats avec une méthode de Crank-Nicholson avec un
schéma de relaxation [Besse 2004].
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FIGURE 2.4 — Probabilité de survie p a t = 10° en fonction de g pour a) W = 1,
b) W =2,c) W= 3,d) W = 4 et pour plusieurs valeurs de L : 3 (carrés bleus),
7 (triangles verts), 13 (diamants rouges), 21 (étoiles cyan), 31 (cercles magenta) et
41 (triangles inversés jaunes).
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sein du systeme : p = 0.9. Enfin, pour I'ensemble des courbes et dans le régime
quasi-localisé, la probabilité de survie possede une valeur indépendante de g car
les effets des interactions sont alors négligeables : 1a localisation d’Anderson n’est
pas détruite, du moins pour ce qui est des échelles de temps ¢t < 10° considérées.

Pour des valeurs de g plus importantes, on observe une diminution signifi-
cative de la probabilité de survie consécutive a 1’étalement du paquet d’onde et
donc a la destruction de la localisation d’Anderson. La probabilité de survie p
prend ses valeurs minimales dans le régime chaotique dont I'emplacement dé-
pend légerement de la valeur de W. En revanche, la contribution non-linéaire
oNL étant directement proportionnelle a la densité du paquet |dg|?, le systéme est
tres sensible au choix de la valeur de Lj. Le domaine d’existence du régime chao-
tique est ainsi repoussé vers les grandes valeurs de ¢ a mesure que la valeur de
Lo augmente. Nous verrons dans la partie suivante comment s’affranchir de cette
dépendance vis-a-vis des conditions initiales.

Enfin, pour les tres grandes valeurs de g, la valeur de la probabilité prend
des valeurs plus importantes correspondant au régime auto-piégé. Ce régime,
lui aussi favorisé pour les faibles valeurs de Ly, correspond a un phénomene de
localisation beaucoup plus marqué que la localisation d’Anderson, notamment
pour les faibles désordres (voir par exemple le cas (a) W = 1).

L’étude de la probabilité de survie nous permet donc d’étudier les caractéris-
tiques des différents régimes non-linéaires. La taille finie du systéme a 1’avantage
de réduire considérablement le temps d’intégration numérique, ce qui permet
d’explorer le comportement du systéme pour un nombre considérable de para-
metres (W, g) et de conditions initiales (Lo). Nous nous intéressons maintenant au
profil de densité pour chacun des trois régimes. La figure 2.5 représente |ds|> pour
W =4, Ly = 3 et pour plusieurs valeurs de g. Analysons tout d’abord la forme du
paquet en représentation linéaire [graphique (a)] : pour ¢ = 0 (ligne noire pleine),
le paquet est localisé au sens d’Anderson, on observe un profil exponentiel de
norme p ~ 0.9. Pour le régime quasi-localisé, g = 0.1 (ligne bleue), l'effet des
interactions est négligeable, le profil obtenu se superposant parfaitement avec la
courbe précédente. Pour ¢ = 10 (ligne violette), le régime est chaotique, ce que en-
traine la destruction partielle de la localisation d’Anderson. Pour le temps t = 10°
considéré, on s’apercoit que méme si le paquet s’élargit, il conserve sa forme ex-
ponentielle. Enfin, pour ¢ = 316 (ligne rouge), la totalité de la fonction d’onde est

auto-piégée autour de 1'état initial. L’échelle verticale logarithmique [graphique
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FIGURE 2.5 — Profils de densité |ds|? a t = 10° pour W = 4, Ly = 3 et ¢ = 0 (ligne
pleine noire), ¢ = 0.1 (ligne bleue), ¢ = 10 (ligne violette), ¢ = 316 (ligne rouge)
en échelle verticale linéaire a) et logarithmique b).

(b)] permet d’observer plus finement les différents profils : pour g = 0et g = 0.1,
on obtient des courbes triangulaires, signatures de la localisation d’Anderson.
Pour ¢ = 10, on voit que le profil conserve une forme triangulaire au centre du
systéme mais des ailes non-exponentielles apparaissent. Pour des temps beau-
coup plus longs, le centre du systeme se dépeuple completement et ’ensemble du
profil prend la forme d’un plateau [Pikovsky et Shepelyansky 2008, Flach 2010].
Enfin pour g = 316, I’échelle logarithmique montre également le piégeage quasi-

complet du paquet d’onde.

2.A.3 Longueur de localisation effective et lois d’échelle

La figure 2.4 laisse clairement supposer que le systeme obéit a de lois d’échelle
vis-a-vis de la largeur Ly de I'état initial. En définissant des grandeurs renorma-
lisées § = gL et p = pLg, il semble possible de faire coincider les courbes f(g)
obtenues pour différentes valeurs de Ly. Si on peut effectivement déterminer la
valeur de I’exposant s relatif a la force des interactions, il est néanmoins beaucoup
plus difficile d’attribuer un exposant u a la probabilité de survie car sa valeur,
confinée au sein d'un intervalle [0, 1], la rend peu adaptée a une procédure de
mise a 1’échelle. En revanche, on peut facilement extraire de la dynamique de p

une quantité qui vérifie des lois d’échelles : la longueur de localisation effective.

2.A.3.1 Evolution temporelle de la probabilité de survie dans le cas linéaire

Nous allons tout d’abord considérer I'influence de ’absorbeur dans le cas linéaire

(¢ = 0). On peut évaluer I'évolution de la probabilité de survie p(t) et faire ap-
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paraitre la longueur de localisation maximale du systeme ¢g

_2 . 28,
p(t) = 7_[:¢11‘cs1n\/(:0 log(t/to) + 28" t > to. (2.8)

Le modeéle qui permet d’aboutir a une telle expression analytique est présenté

en annexe A. Il consiste a écrire I'équation de Schrodinger dans la base des états
d’Anderson et a calculer leur absorption progressive par le potentiel imaginaire.
Celle-ci dépend bien évidemment de la longueur de localisation ¢y du systeme
mais également d'un parametre ty lié aux parametres de 1'absorbeur utilisé et

d’un parametre géométrique

C1(L Ly &
Ca—i(z—z 5> 29)

correspondant a la distance moyenne entre le paquet d’onde et les bords de la
boite. En raison des nombreuses approximations effectuées, nous ne sommes pas
en mesure de donner une expression analytique de ¢y mais nous pouvons tout de
méme grace al’équation (2.8) extraire de la dynamique du systeme la longueur de
localisation du systéme ¢p. Pour cela, on intégre numériquement 1"équation (2.1)
afin d’obtenir I’expression de la probabilité de survie p(t). On extrait alors les va-
leurs de ¢y et to par I'intermédiaire d'un ajustement de p(t) par son expression
analytique (2.8). La figure 2.6 qui présente un exemple de données numériques
ajustées de cette maniére montre la validité de cette procédure, la valeur de la
longueur de localisation obtenue étant cohérente avec celle issue de la diagonali-

sation du modeéle d’Anderson.

2.A.3.2 Le cas non-linéaire

Nous allons maintenant généraliser le résultat précédent au cas non-linéaire,
c’est-a-dire en présence d’interactions. La figure 2.7 représente les variations de
la probabilité de survie, calculées pour W = 1,2,3,4, Ly = 13 et ¢ = 1,10,100
d’apres (2.1). Pour le régime quasi-localisé (a), la diminution temporelle de p,
d’autant plus brutale que la valeur de W est faible, traduit 1’absorption progres-
sive des états d’Anderson se trouvant a proximité des bords de la boite. Dans
le régime chaotique (b), la décroissance de p est accentuée en raison de 1'exci-
tation de nouveaux états d’Anderson. Enfin, dans le régime auto-piégé (c), la

probabilité de survie sature rapidement vers une valeur a peu pres constante, ce
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FIGURE 2.6 — Probabilité de survie exacte p(t) pour g = 0, Lj = 13 et W =1
(carrés bleus), W = 2 (triangles verts), W = 3 (losanges rouges) et W = 4 (ronds
cyans). Les courbes sont bien approchées par 1'expression analytique (2.8), ce qui
permet d’obtenir les valeurs de ¢ et ty.

qui met en évidence le piégeage d'une fraction d'un paquet d’onde. Malgré ces
différences, 1'allure générale des courbes reste néanmoins semblable a celle du
cas linéaire (figure A.2), ce qui suggere de continuer a ajuster nos données par un

profil analytique :

2 28,
p(t) = Earcsm\/gg log(t/tg) + 26, (2.10)

ou les deux parametres ajustables sont maintenant (¢ et to. Les courbes sont en

effet tres bien approchées a temps long par ces ajustements (représentés en ligne
pleine sur la figure 2.7). Ce résultat signifie qu’il subsiste dans le systéme, malgré
la présence des interactions, une longueur caractéristique ¢, fonction de Lo, g et
W. L'existence d’une telle longueur peut paraitre surprenante notamment dans
le cas du régime chaotique ot la localisation d’Anderson est détruite. La lon-
gueur de localisation effective ¢, représente pourtant la longueur caractéristique
du systéme, vis-a-vis de 1’étalement du paquet d’onde. Etant extraite a partir d’un
ajustement de la probabilité de survie sur ’ensemble de 1’évolution temporelle, sa
valeur est indépendante du temps et donc correspond a une véritable longueur
caractéristique du systéme. A l'instar de la longueur de localisation définie par
Anderson, la longueur de localisation effective est d’autant plus grande que le

paquet est large. L'étude de ¢ par rapport au niveau de désordre W, des interac-
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FIGURE 2.7 — Variations de la probabilité de survie pour Lyg = 13, W = 1 (carrés
bleus), W = 2 (triangles verts), W = 3 (losanges rouges) et W = 4 (ronds cyans)
dans le régime quasi-localisé (a) g = 1, (b) chaotique ¢ = 10 et (c) auto-piégé
g =100.
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tions g et a la condition initiale Ly permet donc de modéliser efficacement le com-
portement du systeme. Notons enfin que le comportement général de ¢, ne dé-
pend pas de la taille de la boite*. Néanmoins, une analyse fine de mise a I'échelle a
taille finie (similaire a celle présentée dans le cas linéaire sur la figure 1.4) devrait
permettre de caractériser de fagon plus précise la nature isolante, sous-diffusive
ou diffusive de la dynamique. Le second parametre d’ajustement, le temps ty-
pique d’absorption to, est lui aussi lié au comportement du systeme. Néanmoins,
au contraire de ¢g, sa valeur dépend fortement des caractéristiques de I’absorbeur
utilisé.

Dans le régime chaotique pour lequel la localisation d’Anderson est sensible-
ment affectée, on s’attend a obtenir une longueur de localisation effective bien
plus grande que o(W). Dans le régime auto-piégé, la longueur de localisation ef-
fective doit au contraire tendre vers une valeur beaucoup plus faible. Enfin, dans
la limite des trés faibles interactions, la longueur de localisation effective doit
bien stir étre proche de la valeur linéaire ¢ (W). La figure 2.8 montre la courbe de
l'évolution de &g, extraite de 'évolution du systéme entre t = 0 et t = 10° et pour
les mémes parameétres que la figure 2.4. Dans le régime quasi-localisé, la valeur de
g est proche de o =~ 96/ W2 [équation (1.35)] et indépendante de Ly °. Lorsque la
valeur de g augmente, la longueur de localisation effective augmente également,
traduisant ainsi 1’étalement du paquet d’onde. Le régime chaotique pour lequel
I’étalement est maximal correspond ainsi a la région pour laquelle ¢, est maxi-
male. Enfin, pour les valeurs de g les plus élevées, le retour vers des faibles de
$q &~ Lo traduit I'auto-piégeage du paquet. En comparant les figures 2.4 et 2.8, on
s’apercoit que la longueur de localisation effective apporte les mémes informa-
tions sur les régimes dynamiques que la probabilité de survie. Néanmoins, ¢ a
I'avantage de ne dépendre ni du temps ni des caractéristiques des conditions aux
bords absorbantes. De plus, comme nous allons le voir dans le paragraphe sui-

vant, cette quantité est bien adaptée a une caractérisation par des lois d’échelle.

Avant cela, nous analysons le comportement du deuxieme parameétre d’ajuste-
ment ¢, représentant le temps typique d’absorption du paquet d’onde. La figure

2.9 présente ses variations en fonction de g, pour les mémes parametres que les

“Nous avons vérifié que nos résultats ne sont pas modifiés deés lors que I’on double la taille de
la boite.

5Sauf pour W = 4 pour lequel le modele analytique présenté en appendice A n’est plus réelle-
ment satisfaisant.



2.A Description des régimes dynamiques 59

1072 107t 10 10t 102 1072 107t 100 10t 102

1072 107! 100g 10* 102 1072 107! 100g 10* 102

FIGURE 2.8 — Longueur de localisation effective en fonction de g, poura) W =1,
b) W =2,¢c) W =3,d) W = 4 et pour plusieurs valeurs de Ly : 3 (carrés bleus),
7 (triangles verts), 13 (diamants rouges), 21 (étoiles cyan), 31 (cercles magenta) et
41 (triangles inversés jaunes).



60 CHAPITRE 2 : L'effet des interactions dans le modele d’ Anderson

10*

102 L

102 L

1072

| | | . 100 . . . .
1072 107t 100 10! 102 1072 107! 10?9 10! 102
g

1074

FIGURE 2.9 — Temps typique d’absorption t¢ en fonction de g, pour a) W = 1, b)
W =2,¢c) W =3,d) W = 4 et pour plusieurs valeurs de Ly : 3 (carrés bleus), 7
(triangles verts), 13 (diamants rouges), 21 (étoiles cyan), 31 (cercles magenta) et
41 (triangles inversés jaunes).

figures 2.4 et 2.8. Dans le régime quasi-localisé ce temps, assez grand t, > 10°,
est d’autant plus élevé que la valeur du désordre W est élevée, ce qui traduit
bien le fait que les états d’Anderson les plus larges, correspondants a un faible
désordre, sont absorbés bien avant les états les plus fins, liés & des désordres plus
importants. Au niveau du régime chaotique, le temps d’absorption chute bruta-
lement, ce qui traduit le fait qu’en raison des interactions, le paquet d’onde peut
quitter le systéme beaucoup plus rapidement que dans le cas linéaire. Enfin, le
temps t, reprend des valeurs importantes dans le régime auto-piégé. Le temps
typique d’absorption te donnant des informations analogues a Cg/ nous concen-

trerons notre étude dans ce qui suit sur la longueur de localisation effective (.
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2.A.3.3 Lois d’échelle

Nous avons jusqu’ici peu commenté l'influence de la largeur initiale du paquet
Lo dans I'analyse des figures 2.4, 2.8 et 2.9. En définissant des grandeurs redi-
mensionnées § = gL;° et ¢, = ¢L;”, il semble possible de faire converger I'en-
semble des données de la figure 2.8 (a) vers une seule courbe, et de méme pour
les figures 2.8 (b), 2.8 (c) et 2.8 (d). Nous avons donc recherché, par un algo-
rithme de moindres carrés, la valeur de s qui minimise la dispersion des points
due aux conditions initiales, et cela pour 1’ensemble des données calculées. Le
résultat s = 0.76 £ 0.08 ~ 3/4 nous permet de définir un parametre d’interac-

3/4 et une longueur de localisation ¢g = oLy 3/4 indépendants des

tion § = gLy
conditions initiales. La figure 2.10 montre les résultats de la procédure de mise a
I"échelle en représentant les données de la figure 2.8 sur les axes redimensionnés
get ég. Sur chaque graphique (a), (b), (c) et (d), la valeur de I'exposant s = 3/4
permet de représenter les données sur un seule et méme courbe et donc de nous
affranchir de la dépendance Ly des conditions initiales. Nous ne sommes pas en
mesure de donner un sens physique a la valeur de I'exposant s = 3/4. Compte-
tenu de l'expression vl = g¢|c,|? de la contribution non-linéaire, on aurait pu
s’attendre a une loi d’échelle du type gL, 16 Tl nous a donc paru nécessaire, pour
vérifier la pertinence de cet exposant s ~ 3/4, d’étudier ce probleme sous un
autre angle : 'approche spectrale, qui sera détaillée dans la section 2.B suivante.
Avant cela, la dépendance en Ly du systeme étant caractérisée, nous nous propo-
sons d’analyser 'influence des deux autres parametres clés du systeme : le niveau
de désordre W et la force des interactions §. Nous présentons sur la figure 2.11 la
carte en fausses couleurs de la largeur du paquet renormalisée ¢; en fonction de
ces deux parametres pour (a) Ly = 21 et (b) Ly = 41. Ces deux graphiques sont
quasiment-identiques, ce qui confirme la pertinence de la mise a 1’échelle dans un
probleme o1 les conditions initiales jouent un rdle majeur. Le régime chaotique,
correspondant aux valeurs maximales de la longueur de localisation, est tres clai-
rement visible est situé entre §, ~ 2 x 10! et &, ~ 2, pour 'ensemble des valeurs
de W considérées. La longueur de localisation maximale dépend, elle, sensible-
ment du niveau de désordre, la localisation d’Anderson étant d’autant plus ro-
buste que la valeur de W est grande. Dans les régimes quasi-localisé et chaotique,
la longueur de localisation effective est enfin beaucoup plus faible.

bCette différence s’apparenterait donc a un effet d’anomalie de dimension (anomalous dimension
en anglais), propre aux systémes quantiques complexes.
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FIGURE 2.10 — Longueur de localisation effective en fonction de g, poura) W =1,
b) W =2,c) W=3,d) W = 4 et pour plusieurs valeurs de Ly : 3 (carrés bleus),
7 (triangles verts), 13 (diamants rouges), 21 (étoiles cyan), 31 (cercles magenta) et
41 (triangles inversés jaunes).
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FIGURE 2.11 - (fg en fonction de § et W pour (a) Lo = 21 et (b) Ly = 41. La défi-
nition des quantités redimensionnées par rapport a la largeur Ly de 1’état initial
permet d’obtenir sensiblement les mémes graphiques, confirmant la pertinence
des lois d’échelle.
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2.A.4 Influence du choix de l’état initial

La longueur de localisation effective est donc un premier outil permettant de ca-
ractériser la compétition entre les effets du désordre et des interactions. Les lois
d’échelles mises en évidence permettent de résoudre le probleme de la dépen-
dance aux conditions initiales et 'étude des quantités adimensionnées en fonc-
tion de g et de W suffit alors pour caractériser le systéme. Nous avons néanmoins
considéré uniquement des états initiaux carrés et incohérents”. Voyons mainte-
nant ce qu’il advient de nos résultats lorsque 1’on choisit un état initial différent.

Nous considérons tout d’abord des états de forme gaussienne
dy(t = 0) = Ne 5 /4 i¢s (2.11)

ou N désigne un facteur de normalisation et les phases ¢; sont toujours choi-
sies aléatoirement et comparons nos résultats avec ceux obtenus avec des états

initiaux carrés [équation (2.7)]. Nous fixons par ailleurs

o2 = (Lo = 11)§L° 1) (2.12)

de sorte que pour une valeur de Ly donnée, les états carré et gaussien corres-
pondants possedent la méme largeur. La figure 2.12, qui représente la probabi-
lité de survie p en fonction de la force des interactions pour des états initiaux
carrés (lignes pleines), gaussiens (marqueurs de la méme couleur) et pour dif-
térentes valeurs de W et de Ly, montre que quelles que soient les valeurs des
parametres g, W, Ly considérées, I’étalement du paquet ne dépend absolument
pas de la forme de I’état initial, carré ou gaussien. L'ensemble des résultats pré-
sentés plus haut s’applique donc au cas des états gaussiens, sans doute bien plus
pertinents d"un point de vue expérimental que les états carrés.

Nous étudions maintenant 1'influence de la distribution des phases initiales
@s en comparant I’évolution d"un état incohérent, caractérisé par une distribution
aléatoire des phases [équation (2.7)] a un état cohérent de phases initiales nulles
@s = 0. Les résultats présentés sur la figure 2.13 montrent que le choix des phases
@s est crucial : lorsque 1’on choisit un état incohérent, c’est-a-dire des phases ini-
tiales aléatoires, on excite en effet uniformément I’ensemble des états d”Anderson.
A l'inverse, considérer des phases nulles ¢s = 0 revient a exciter uniquement les

états de quasi-impulsion k nulle, ce qui correspond aux états d’Anderson situés

7Les phases initiales @5 étant choisies aléatoirement.
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FIGURE 2.12 - Probabilité de survie en fonction de ¢ pour t = 10°, des états
initiaux carrés (lignes pleines) et gaussiens (marqueurs) et pour différents pa-
rametres : W = 3, Ly = 21 (lignes et diamants rouges), W = 3, Ly = 41 (lignes
et cercles cyan), W =1, Ly = 21 (lignes et carrés bleus) et W =1, Ly = 41, (lignes
et triangles verts). On n’observe aucune différence notable entre I’évolution d'un
état carré et celle d'un état gaussien.

sur les bords de la bande [équation (1.27)] et donc de faible longueur de localisa-
tion (cf courbe 1.8). Il n’est donc pas surprenant d’observer que la probabilité de

survie est beaucoup plus élevée dans le cas cohérent.

2.A.5 Influence du signe de la non-linéarité

Nous avons considéré jusqu’a présent le cas d’interactions répulsives : ¢ > 0.
La nature des interactions, répulsive ou attractive, est a priori cruciale en ce qui
concerne les condensats de Bose-Einstein. On sait par exemple que dans le cas
attractif et pour de grands nombres d’atomes ils deviennent instables alors que
ce n'est pas du tout le cas dans le cas répulsif. En revanche, deés lors que 1'on
discrétise le probléeme en utilisant les fonctions de Wannier associées a la pre-
miere bande du systeme, il n’y a plus lieu de distinguer les cas attractifs et répul-
sifs, le systéme devient en effet complétement indépendant du signe de g®. Pour
s’en convaincre, analysons la figure 2.14 qui montre la probabilité de survie en
fonction de ¢ dans les cas répulsif (carrés bleus) et attractif (triangles verts) pour

W = 3 et Ly = 21. On voit qu’effectivement, I’étalement du systéme est le méme

80n néglige le couplage avec les bandes supérieures du systéme qui lui est dépendant du signe
deg.
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FIGURE 2.13 — Probabilité de survie en fonction de ¢ pour t = 10° pour des
états initiaux incohérents (marqueurs pleins) et cohérents (marqueurs vides) pour
Ly = 21, W = 2 (carrés bleus) et W = 4 (triangles verts). La figure montre un
comportement différent entres les deux types d’états initiaux.

dans les deux cas considérés. Pour étudier l'influence de la nature, répulsive et
attractive, des interactions, il convient donc d’étudier non pas la DANSE mais
I'équation de Gross-Pitaevskii continue. On peut également imaginer étudier un
modele discret étendu aux deux premieres bandes du systeme [Lacki et al. 2013].
En raison des couplages avec les bandes supérieures, il est fortement probable
que l'influence du signe de la non-linéarité soit plus important pour les fortes

interactions, c’est-a-dire dans le cas du régime auto-piégé’.

2.B Une approche spectrale

L’étude de la probabilité de survie aux temps longs nous a permis d’analyser
la compétition entre les effets de désordre et les interactions en mettant en évi-
dence les trois régimes dynamiques : quasi-localisé, chaotique et auto-piégé.
Nous avons pu alors caractériser le systeme en termes de dépendance par rap-
port aux trois parametres clés Ly, W et g, en montrant en particulier que celui-ci
obéit a des lois d’échelle vis-a-vis de la largeur Ly de I’état initial. Néanmoins,
cette approche souffre de plusieurs défauts. Tout d’abord, le temps relativement
long d’intégration nous empéche de caractériser le systeme pour I'ensemble des

valeurs de (g, W, Ly). Pour les systemes treés désordonnés, W >> 4, il est néces-

9La limite de validité de ce régime est aussi liée aux hypothéses de champ moyen inhérentes a
I’équation de Gross-Pitaevskii.
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FIGURE 2.14 — Probabilité de survie en fonction de |g| pour t = 10° dans les
cas répulsif (carrés bleus) et attractif (carrés verts). Du fait de la discrétisation de
I’équation de Gross-Pitaevskii, nous n’observons aucune différence entre les deux
situations.

saire de calculer 1’évolution du systéme jusqu’a des temps encore plus longs
pour mettre en évidence les effets des interactions. Ces limitations numériques
nous empéchent également d’étudier le comportement statistique du systeme. Le
nombre de réalisations du désordre considérées, de 1’ordre de 1000, nous permet
en effet d’obtenir une bonne estimation de la valeur moyenne de la probabilité
de survie, sans pour autant nous donner une représentation précise de sa loi de
distribution. Enfin, pour limiter les temps de calcul, nous avons considéré un sys-
téme ouvert avec conditions aux bords absorbantes. Il est important de vérifier
que cette simplification n’introduit pas d’artefact numérique dans nos résultats.
Pour répondre a toutes ces limitations, nous avons maintenant recours a une
approche différente basée sur une étude spectrale. Celle-ci permet de mettre en
évidence les trois régimes dynamiques a partir de 1’état du systeme aux temps
trés courts t ~ 100. L'idée sous-jacente est que l'information sur la nature de la
dynamique est déja inscrite dans le spectre du systeme avant qu’elle n’ait eu le
temps de se manifester dans la dynamique. Les temps d’intégration numérique
de la DANSE sont ainsi considérablement réduits, ce qui nous permet d’étu-
dier le comportement du systéme sur la totalité de 1’espace des parametres et
d’analyser de fagon approfondie les lois de distribution statistique. Enfin, pour
les échelles de temps considérées, I'influence des conditions absorbantes devient
négligeable, le paquet d’onde n’ayant pas le temps d’atteindre les bords de la
boite. L'analyse spectrale que nous présentons maintenant permet donc d’éviter

les inconvénients majeurs de la partie précédente.
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2.B.1 Différentes mesures du chaos

Un autre intérét de I’approche spectrale est de comprendre 'appellation “régime
chaotique” qui désigne communément le régime ou la localisation d’Anderson
est la plus affectée par les interactions. (voir par exemple [Pikovsky et Shepe-
lyansky 2008, Laptyeva et al. 2010]). Voyons tout d’abord comment on peut inter-
préter 'existence de ce régime en analysant la dynamique des états d’Anderson
lv) = (dgv)) solutions du probleme d’Anderson introduit dans la chapitre précé-
dent [la DASE, équation (1.29)] :

vd{") —dl") —d) = e,dl"). (2.13)

Décomposons alors la fonction d’onde ¢(t) = (ds(t)) sur cette base propre
o) =) qu(b)|v). (2.14)
v

Le probleme (2.13) correspondant a la diagonalisation d’une matrice symétrique

réelle, la matrice de passage (d§”)) est orthogonale réelle :

(1) = Y ds(t)d") (2.15)
ds(t) = Yo qu(p)d (2.16)
yaa") = 5, (2.17)

A partir des équations (2.1), (2.15) et (2.16), on peut exprimer I'évolution de I'am-
plitude de chacun des modes propres

ig, = iy d"d,
= ng]/) [Usds - ds+1 - dsfl + g|ds|2ds}
s

= ngv)dgv )61//6]1/ +9g Z dgv)dgw)dgvz)dgw)qz quvaqvs-

S,V/ S,V,V1,V2,V3
Enfin, en utilisant la relation d’orthonormalisation (2.17) et en définissant 'inté-

grale de recouvrement

I(v,v1,v,v3) = ¥_dMd{"alq), (2.18)

S
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on obtient 1’équation d’évolution de 'amplitude 4, de 1’état d’Anderson v

igy =evqy+8 Y. I(v,v1,12,13)q; Gu,qu,- (2.19)
V1,V2,V3

En I'absence d’interactions (¢ = 0), on retrouve un résultat bien connu de méca-
nique quantique : I'amplitude de chaque état excité oscille simplement a la fré-
quence angulaire €,'°. Les populations |g,|?> demeurent quant-a-elles inchangées
au cours de I'évolution du paquet d’onde. Les états d’Anderson étant localisés,
un paquet d’onde initialement localisé ne peut donc s’étendre. En revanche, dés
lors que I'on prend en compte les interactions entre les atomes, le second terme
de I'équation (2.19) introduit un transfert de population entre les différents états
d’Anderson, responsable de la destruction de la localisation d”’Anderson. Lorsque
la valeur de g est tres faible, ce transfert est négligeable et la localisation d’Ander-
son survit jusqu’a des temps pouvant étre extrémement longs. Pour des valeurs
de g plus importantes, les transferts de population sont bien plus importants ce
qui conduit a exciter des états d’Anderson de plus en plus éloignés de la position
initiale du paquet et donc a entrainer sa délocalisation. Dans le régime chaotique,
le nombre de ces excitations non linéaires est maximal. L'idée de 'approche spec-
trale est d’observer, dans le spectre d"un signal temporel bien choisi, 'apparition
des fréquences correspondantes. Ainsi, lorsque le systeme est dit chaotique, un
grand nombre d’états d’Anderson est excité et on peut retrouver dans le spectre
toutes les fréquences €, associées, ainsi que les harmoniques générées par les pro-
cessus non-linéaires [voir par exemple (2.19)]. A I'inverse, pour les régimes quasi-
localisé et le régime auto-piégé, seuls les états initialement excités participent a la
dynamique, ce qui correspond & un nombre limité de fréquences. Voyons main-
tenant comment on peut observer en pratique la chaoticité!! du régime intermé-

diaire.

2.B.1.1 L’entropie spectrale

Il nous faut dans un premier temps définir un observable dont le spectre permet
de détecter les excitations des états d’Anderson. Le “nombre d’états” (Participa-
tion number en anglais) constitue de ce point de vue un excellent outil. Connais-

sant la décomposition (g, ) de la fonction d’onde dans la base d’ Anderson, celui-ci

10En unités usuelles, cette fréquence vaut bien str €, /.
1 Au sens du nombre de fréquences participant a la dynamique.
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est défini par
By |70/
Zv |qv|4

et comme son nom l'indique permet de calculer le nombre d’états d’Anderson

P (2.20)

participant significativement a la dynamique. Imaginons par exemple que L, états

d’Anderson sont uniformément excités :

1
— v=1,.,L
g2={ v (2.21)

sinon.
Alors, le nombre d’états P vaut d’apres (2.20) L,. Le nombre d’états forme, au
méme titre que la largeur d"un état ou bien que la probabilité de survie, un obser-
vable permettant de mesurer 1’étalement du paquet d’onde [Kopidakis et al. 2008,
Laptyeva et al. 2010]. Il constitue également un outil trés prometteur pour 1’ana-
lyse spectrale car son évolution temporelle est directement affectée par 1'excita-
tion de nouveaux états d’Anderson. Considérons tout d’abord le régime quasi-
localisé : I’effet des interactions étant négligeable, les normes |g,|* des états An-
derson n’évoluent pas au cours du temps, tout comme le nombre d’états. Le
spectre associé au signal P(t) se limite donc a sa composant continue. Pour le ré-
gime auto-piégé, la valeur de g est tellement élevée que seules les populations des
états initialement excités sont susceptibles d’évoluer. Le spectre est donc constitué
d"un nombre limité de fréquences. Enfin, pour le régime chaotique, un nombre
maximal d’état d’Anderson est excité et le spectre est enrichi d"un grand nombre
de composantes. Il nous reste a évaluer numériquement le nombre de fréquences

participant a la dynamique de P. Pour cela, on définit le spectre de puissance

() = UL 2.22)
Jo™ IP(f) 2 df

ot P(f) est la transformée de Fourier du signal P(t) pour t € [0, tmax] avec ty-
piquement dans notre probléeme tnax = 200. Une telle valeur est suffisante pour
caractériser la dynamique d"un point de vue spectral. Nous avons en effet vérifié
que nos résultats sont inchangés pour tmax = 400. Nous pouvons également nous
permettre de définir une borne supérieure fmax = 1 pour la fréquence'?, les ex-
citations non-linéaires n’étant pas susceptibles de se développer pour des temps

inférieurs au temps d’effet tunnel (1 dans nos unités adimensionnées). On peut

12Nos résultats ne sont également pas modifiés quand on double la valeur de fmax-
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Figure 2.15: Exemples de spectre de puissance S(f) pour W = 3, Ly = 3 et les
régimes a) quasi-localisé ¢ = 1, b) chaotique ¢ = 100 et c) auto-piégé ¢ = 1000.

alors définir I'entropie spectrale [Rezek et Roberts 1998]

_JS(f)logS(f) df
H=— o8 fos (2.23)

qui constitue 1'outil permettant d’évaluer la densité des fréquences participant a
la dynamique. En effet, si on considére un signal parfaitement régulier de fré-
quence fo < fmax : S(f) = I(f — fo), I'entropie spectrale vaut alors d’apres
I’équation (2.23) H = 0. En revanche, pour un signal completement chaotique, un
bruit blanc : S(f) = 1/ fmax, celle-ci vaut H = 1. L'entropie spectrale donne ainsi
une estimation de la densité de fréquences présentes dans le spectre, un signal
étant d’autant plus chaotique que la valeur de H est proche de 'unité. La figure
2.15 montre trois exemples de spectres correspondant au régime quasi-localisé
(a), chaotique (b) et auto-piégé (c).

Dans le régime quasi-localisé (a), la faible valeur de ¢ = 1 ne permet pas d’ex-
citer efficacement de nouveaux états d’Anderson. La valeur de P n’évolue donc
quasiment pas au cours du temps et le spectre S(f) est tres largement dominé
par sa composante de fréquence nulle. En conséquence, la valeur de l'entropie
spectrale est relativement faible : H = 10~2. En revanche, dans le régime chao-
tique, le niveau moyen des fréquences excitées augmente de presque deux ordres
de grandeur. Si on ne tient pas compte de la composante continue, le spectre
prend la forme d’un bruit blanc, I'ensemble du domaine spectral participant a
la dynamique. Ce régime posséde donc véritablement des caractéristiques chao-
tiques et la valeur de l’entropie spectrale H = 107! est sensiblement plus im-
portante que dans le cas quasi-localisé. Enfin, dans le régime auto-piégé (c), seul
un nombre limité d’états Anderson participe a la dynamique du nombre d’états.
Les fréquences correspondantes apparaissent clairement dans le spectre S(f) et
la valeur de I'entropie spectrale H = 2. 102 est significativement plus faible que
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FIGURE 2.16 — Entropie spectrale en fonction de g poura) W = 2, b) W = 4, ¢)
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inversés jaunes).

dans le cas chaotique.

Voyons maintenant comment se comporte cette quantité, moyennée sur 500
réalisations du désordre, en fonction de g. La figure 2.16 représente H en fonc-
tion de g pour plusieurs valeurs dea) W = 2, b) W = 4, c) W = 10 et d)
W = 25 et de Ly, le code couleur étant identique a celui des figures de la par-
tie précédente. Comme attendu, l’entropie spectrale a des valeurs relativement
faibles au niveau du régime quasi-localisé, atteint ses valeurs maximales au ni-
veau du régime chaotique, et tend & diminuer pour le régime auto-piégé. On peut
comparer les graphiques a) et b) a ceux qui représentent la probabilité de survie
[graphiques b) et d) de la figure 2.4] et la longueur de localisation effective [gra-
phiques b) et d) de la figure 2.8] pour des parametres identiques. Dans le cas d"un

désordre faible W = 2, 'emplacement du régime chaotique est plus facilement
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identifiable sur les courbes de p et de ¢, que sur celle de H, le régime auto-piégé
possédant une entropie spectrale relativement élevée. Pour un tel désordre, la
valeur de la longueur de localisation ¢y ~ 24 étant assez importante, un grand
nombre d’états Anderson est en effet excité initialement, méme si la valeur de L
est faible. Lorsque le paquet est auto-piégé, tous ces états interagissent entre eux
et ’entropie spectrale est relativement importante. On observe en particulier que
pour Ly = 13,21,31, I'entropie spectrale n'a pas tendance a décroitre quand on
passe du régime chaotique au régime auto-piégé mais plutot a saturer. Pour une
valeur de désordre plus importante, W = 4, le nombre d’états concernés par le
régime auto-piégé étant nettement plus faible, la valeur de 1’entropie spectrale
associée est également plus faible. Dans ce cas, le régime chaotique correspond
bien au régime d’entropie maximale. Par rapport aux courbes de p et de g, son
emplacement est légerement décalé vers les grandes valeurs de ¢ car la valeur
de l'entropie spectrale est moins affectée par 1’entrée dans le régime auto-piégé
que ne le sont la probabilité de survie et la longueur de localisation effective. Ces
dernieres quantités sont trés difficiles & analyser dans le cas des désordres élevés
W > 4. Enrevanche, I'entropie spectrale, montrée sur les graphiques c) et d) pour
respectivement W = 10 et W = 15 nous permet de repérer les trois régimes.
Dans le régime W > 4, I'entropie spectrale permet donc de bien comprendre
le comportement du systéme et montre que d’un point de vue spectral le régime
chaotique possede bien une nature chaotique. Pour les faibles désordres, W < 4,
H prend également des valeurs élevées dans le régime auto-piégé, ce qui rend

plus difficile la distinction entre ce régime et le régime chaotique.

2.B.1.2 L’exposant de Lyapunov

L’exposant de Lyapunov, déja étudié dans un travail récent [Pikovsky et Fishman
2011], est également un outil permettant d’évaluer le niveau de chaos d'un sys-
teme. Lorsque le systeme est chaotique, la distance 9¢ entre deux trajectoires d*,
d® diverge exponentiellement avec le temps

= /Y (d2—db)2 ~eM, (2.24)

S
A désignant I’exposant de Lyapunov. Lorsque 1’on peut extraire une valeur A > 0
de la dynamique, le systeme est chaotique. Dans une simulation numérique, A

prenant nécessairement une valeur strictement positive, il n’est pas possible de
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faire la différence entre une dynamique completement réguliere et un comporte-
ment trés légérement chaotique'®. La valeur de A, calculée d’aprés une méthode
originale présentée en annexe B, permet toutefois de se renseigner sur le com-
portement du systéme, celui-ci est d’autant plus chaotique que la valeur de A est
élevée.

La valeur de I'exposant de Lyapunov est représentée sur la figure 2.17 pour
les mémes parametres que la figure précédente. Celle-ci est bien entendu trés
faible dans le régime quasi-localisé car le systeme se comporte alors de facon
(quasi-)identique au cas linéaire. Lorsque qu’on augmente la valeur de g, la va-
leur de A augmente progressivement pour prendre des valeurs assez importantes
(del'ordre de 10~ 1) dans le régime chaotique. Pour le régime auto-piégé, la valeur
del’exposant de Lyapunov continue a augmenter pour attendre des valeurs supé-
rieures a 1. Ce résultat peut paraitre contradictoire par rapport aux valeurs prises
par 'entropie spectrale (figure 2.16) mais peut étre expliqué en notant que 1'expo-
sant de Lyapunov est sensible aux phases du paquet d’onde'# alors que I’entropie
spectrale n’est sensible qu’a 1’évolution des populations des états d”Anderson [voir
par exemple (2.20)]. La valeur importante prise par A est donc vraisemblablement
dd a un régime dans lequel les populations sont figées et les phases évoluent de
fagon chaotique. Du fait de 1’évolution monotone de A en fonction de g, I'expo-
sant de Lyapunov est bien moins adapté que I'entropie spectrale pour distinguer
les trois régimes dynamiques et donc pour évaluer la compétition entre désordre
et interactions. Alors que la valeur de l'entropie spectrale est directement liée au
nombre d’états excités et donc a la largeur du paquet, I'exposant de Lyapunov ne
donne pas d’indication quant a la localisation du paquet. En comparant les gra-
phiques (a), (b), (c) et (d), on s’apercoit que la valeur de A croit légerement lorsque
W augmente. La localisation étant plus robuste pour les grands désordres, on
s’attendrait plutdt a une décroissance de A, Cette différence de comportement
par rapport a 'entropie spectrale est encore une fois vraisemblablement da au
régime de phases chaotiques mentionné plus haut.

L’entropie spectrale est donc le bon outil pour étudier du point de vue spectral
le role des interactions dans un systéme désordonné. L'exposant de Lyapunov
permet de mettre en évidence un régime de phases chaotiques mais celui-ci n’a

pas de conséquence visible sur la localisation du paquet.

I3 Numériquement, on ne calcule pas A directement a partir de I’équation (2.24).
147 exposant de Lyapunov est calculé a partir des valeurs des nombres complexes (ds)
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FIGURE 2.17 — Représentation logarithmique de I'exposant de Lyapunov en fonc-
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2.B.2 Caractérisation de la dynamique par l’entropie spectrale

Nous pouvons tout d’abord traiter le probleme de la dépendance de la largeur
initiale Ly par une procédure de mise a 1’échelle. La force d’interaction renorma-

3/4

lisée s’écrit toujours § = ¢L,°"". Afin de faire coincider les différentes courbes

au sein de chaque graphique (a), (b), (c) et (d), il convient de renormaliser égale-

ment I'entropie spectrale. Nous définissons ainsi H = H LS/ 4

et représentons cette
quantité en fonction de § sur la figure 2.18, pour les mémes parameétres que la fi-
gure 2.16. Les courbes obtenues sont effectivement indépendantes de la valeur de
Lo ce qui confirme la validité du facteur de renormalisation L 3/% introduit dans
la partie précédente.

Par ailleurs, pour les valeurs de W > 4 [graphiques (b), (c) et (d)] , on

s’aperc¢oit que dans la région de prédominance du régime chaotique, l'entro-
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pie spectrale peut-étre bien approchée par une fonction gaussienne de la variable
log g (sur I'ensemble des figures, g est représentée en échelle logarithmique). En

d’autres termes, on peut écrire H sous la forme d’une fonction log-normale :

ho  (logg - G)?
g”—27u72 exp { gz | (2.25)

L’ajustement de la fonction H par cette derniere équation, en trait noir sur la fi-
gure 2.18, montre que le régime chaotique s’apparente a un phénomene de réso-
nance, située de part et d’autre des régimes localisé et auto-piégé.

La dépendance vis-a-vis de 1’état initial Ly et des interactions étant résolues
(respectivement par la procédure de la mise a 1'échelle et 1'ajustement par une
fonction log-normale pour W > 4), il reste a étudier I'influence du dernier pa-
rametre clé du systéme : le niveau W du désordre. Pour cela, nous étudions les
variations des trois parametres d’ajustement de 1'équation (2.25) : I'amplitude kg
de la résonance, son centre G et sa largeur ¢. Le sens physique des deux premiers

parametres étant peu intuitifs, nous préférons plutdt étudier I’entropie maximale

Flax = —_ exp (02 /2 — G) (2.26)

V2702

et le niveau d’interactions associé
Zc = exp (G — (72) . (2.27)

Les valeurs de (a) Hmax, (b) §c et (c) o représentées sur la figure 2.19 permettent
d’achever la caractérisation du systéme vis-a-vis de 1’entropie spectrale. On peut
comprendre aisément les variations de chacune de ces quantités : (a) L'entropie
maximale Hy.x est bien stir une fonction décroissante du désordre W car le ré-
gime chaotique apparait d’autant plus difficilement que la localisation d’Ander-
son est robuste, c’est-a-dire pour les grandes valeurs de W ; (b) il est nécessaire
d’augmenter le niveau g, correspondant des interactions lorsque le désordre aug-
mente car la contribution non-linéaire v\, proportionnelle a g, doit compenser
la distribution des énergies v de largeur W. Enfin, la résonance est plus fine pour
les grandes valeurs de W car le domaine d’existence du régime chaotique, re-
poussé vers les grandes valeurs de g, se retrouve alors de plus en plus proche
du domaine d’existence du régime auto-piégé : plus W augmente, plus le régime

chaotique se retrouve “coincé” entre les régimes localisé et auto-piégé.
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Figure 2.19: a) Entropie maximale Hmax, b) Force d’interaction associée ceto)
largeur de la résonance ¢ en fonction de W.

2.B.3 Statistiques log-normales

Nous avons étudié jusqu’ici la moyenne de 1’entropie spectrale sur un grand
nombre de réalisations aléatoires du désordre et des phases initiales ¢;. Nous
nous intéressons maintenant a I’'ensemble de la distribution statistique et mon-

trons qu’elle s’apparente & une loi log-normale '° :

1 (logH — V)zl
H =—"— —_— |, 2.28
fH) H Znafl P [ 20 (228)

f désignant la densité de probabilité de 1’entropie spectrale. L’émergence de lois
log-normales est en général provoquée par une multiplication de phénomenes
aléatoires indépendants [Rezek et Roberts 1998]. Elles apparaissent également
souvent lors de I’étude de systemes désordonnés [van Langen ef al. 1996, Miiller
et Delande 2010, Evers et Mirlin 2008] '°. Avant de présenter nos résultats nu-
mériques, nous introduisons un modéle analytique permettant de comprendre
I’émergence d’une telle loi statistique pour l'entropie spectrale. Pour le systeme
étudié, 'émergence du chaos est due a 'excitation non-linéaire d’états d’Ander-
son et donc a l'apparition de nouvelles fréquences dans le spectre du nombre
d’états. D’apres I'équation (2.19), ces excitations sont gouvernées par les valeurs
aléatoires prises par les intégrales de recouvrement I. Nous faisons donc I'hy-
pothése que ces intégrales de recouvrement I, qui définissent le comportement
général du systéme, gouvernent également la statistique de I’entropie spectrale.

Cherchons maintenant a déterminer la distribution de ces intégrales en considé-

15En d’autres termes, la distribution du logarithme de H correspond a une loi normale (gaus-
sienne).

®Dans le modele présenté en 1.A.2.1, on montre ainsi que la matrice de transmission li¢ & un
ensemble unidimensionnel d'impuretés peut s’écrire comme un produit de matrices aléatoires.
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rant par exemple une intégrale correspondant au transfert d"un état y vers un état
v

J=1(p,u,v,v) Zd (2.29)

Pour simplifier, nous supposons que les deux états d’Anderson y et v peuvent
s’écrire sous la forme :

(oo (2

d}gﬂ)Z = tanh (%) exp (_2|n+(‘u,v)|)

ot la longueur de localisation ¢, commune aux deux états possede un compor-
tement aléatoire!”. En approchant la distance (y,v) qui sépare les deux états
par l'entier le plus proche, on peut calculer explicitement l'intégrale de recou-

vrement : 1 5
] = tanh2 (E) 6_21(11’11)/é [m + l(]/t, V) - 1:| . (230)

Considérons enfin la limite des grands désordres { — 0 afin de mettre en valeur
le terme exponentiel :

] = e 2 (1) /8 [(u,v) +1]. (2.31)

Sachant que l'inverse de la longueur de localisation A = 1/¢ suit une loi normale
[Starykh et al. 2000, Miiller et Delande 2010] :

f(A) o« exp[—(A — Ag)*/207], (2.32)

on obtient en utilisant (2.31) la loi de probabilité de | :

) = Fw |5

o Loxp |- (A=)
] p_ 20%
1 -_ (log] — G)?
X Texp T

avec G = log [I(p,v) +1] — 2I(u,v) Ao et 7> = 4l(p,v)?03. ] est donc bien dis-

tribuée selon une loi log-normale, ce qui d’apres 1’équation (2.19) tend a montrer

17En réalité, la forme des états d’ Anderson, exponentielle en moyenne, varie elle aussi d'une
réalisation du désordre a l’autre.
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FIGURE 2.20 — Histogrammes de la distribution de H, pour un total de 10 000
réalisations du désordre et des conditions initiales, W =4, ¢ =1, ¢ = 20, g = 100
et deux valeurs de Ly : (a) Lo = 3 et (b) Ly = 41. Les ajustements par une fonction
log-normale du type (2.28) sont représentés par les courbes noires.

que l'entropie spectrale est également distribuée selon une loi log-normale. Ce
modele analytique comporte certes des approximations ; il permet néanmoins de
relier le comportement du systeme a la forme exponentielle des états d’ Anderson.
Ainsi, méme dans le régime chaotique ot la localisation d’Anderson est comple-
tement détruite, la statistique est gouvernée par les propriétés du systéme linéaire
sous-jacent.

La figure 2.20 représente les histogrammes de I'entropie spectrale W = 4, pour
trois valeurs de g : ¢ = 1 (rectangles bleus), g = 20 (verts), g = 100 (rouges) et
a) Lo = 3,b) Ly = 41. Quel que soit le régime considéré, la distribution prend
I'allure d"une gaussienne alors que H est représentée en échelle logarithmique.
Pour le régime auto-piégé [rectangles rouges du graphique a)], on observe néan-
moins un léger désaccord avec l'ajustement par une fonction log-normale [équa-
tion (2.28)] représentée par la courbe noire. Pour les cinq autres courbes repré-
sentées, I'ajustement approche de fagon tres satisfaisante la distribution issue du
calcul numérique, confirmant ainsi les prédictions de notre modele analytique'®.

L'analyse spectrale nous a permis d'une part de confirmer les résultats de la
partie précédente : la présence de trois régimes dynamiques et 'existence de lois
d’échelle et d’autre part de comprendre d'un point de vue spectral comment la
localisation d”Anderson peut étre détruite par ’excitation non-linéaire de nou-
veaux états d’Anderson. Ces derniers étant localisés exponentiellement, la statis-

tique du systéme obéit a des lois log-normales. Nous avons enfin pu caractériser

18Nous avons également observé des lois log-normales pour 1’exposant de Lyapunov.
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le systeme pour I'ensemble des parametres g, W, Ly, confirmant la pertinence
de I'approche spectrale dans ce genre de problemes pour lesquels les contraintes
numériques nous empéchent de connaitre précisément le comportement d'un pa-
quet d’onde aux temps longs.

La section suivante est consacrée aux effets de décohérence, omniprésents

dans les expériences de physique quantique.

2.C Effets de Décohérence

2.C.1 L’émission spontanée dans les expériences d’atomes froids

Les phénomenes de décohérence désignent 1’ensemble des mécanismes suscep-
tibles d’affecter la phase quantique de fagon aléatoire. Or, comme nous 1’avons
précisé dans le chapitre précédent, la localisation d’Anderson repose sur un effet
d’interférence et est donc trés sensible aux modifications de la phase. Dans les
expériences d’atomes froids, 1'émission spontanée constitue souvent le princi-
pal effet de décohérence. Supposons qu'un atome d’impulsion P, dans son état
fondamental, absorbe un photon issu d'un des deux faisceaux lasers contre-
propageants d'impulsion p = +7ik; formant le potentiel optique!®. En raison de
la conservation de I'impulsion, le moment de I’atome varie alors de £7iky . Deux
situations sont alors possibles : a) un deuxieme photon interagit pour provoquer
une émission stimulée, 'impulsion de 1’atome varie alors a nouveau de Fhky,
selon la direction du deuxieme photon émis. Au final, le transfert d’impulsion de
la lumiere vers les atomes est de +2fiky, si les photons émis et absorbés ont des
directions opposées ou nul dans le cas contraire. Ce mécanisme est un processus
conservatif, a I'origine du potentiel optique, qui n’est pas responsable d’effets de
décohérence. 1l est représenté sur la figure 2.21 a) o1 on a supposé que le photon
incident provient de la gauche alors que le photon stimulé est émis vers la gauche,
I’atome voyant son impulsion augmenter de 2fiky,. Considérons maintenant le cas
(b) ot suite a ’absorption du premier photon, I’atome se désexcite spontanément
pour produire un photon d’impulsion 7tk u, o1 u est le vecteur unitaire associé a
la direction du photon. Dans ce cas, 'impulsion de I'atome le long de notre axe
unidimensionnel varie au total de 7iky (+1 — cos ) ot 6 désigne 1’angle aléatoire
entre la direction du photon émis et celle des faisceaux lasers. Cette situation est

91 axe de référence correspond a la direction des deux faisceaux lasers et le signe +/ — signifie
que le photon incident provient de la gauche (droite).
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FIGURE 2.21 — a) Cycle d’absorption mettant en jeu l’absorption d’un photon
(rouge) venant de la gauche, puis I'émission stimulée d’un photon (vert) dans
la direction opposée : le transfert d'impulsion total est 2iiky, (P + 2hky, est I'impul-
sion finale de I'atome dans la direction des faisceaux lasers). (b) Cycle d’absorp-
tion o1 I'absorption du photon incident est suivi d"une émission spontanée dans
une direction u aléatoire : I'impulsion finale est donc P + fiky (1 — cos 6).

représentée sur la figure 2.21 b) dans le cas ot le photon incident provient de la
gauche.
Pour un nuage d’atomes froids soumis a un potentiel optique stationnaire, le

taux d’émission spontanée est donné par la formule suivante [Steck 2001] :

0? 1
= — 2.33
T =7 (452 +202 + T_z) (2.33)

ou T désigne la durée de vie du niveau excité. Dans nos unités adimensionnées,

ce taux s’écrit sous la forme :
_ I
1

ol t; est le terme d’effet tunnel [équation (1.23)]. Pour les parametres expérimen-

(2.34)

taux présentés dans le chapitre précédent (sous-section 1.D.3), 7sp est de I'ordre
de3x1072s ety de5 x 107*. Le terme 46% dans le dénominateur de I'équation
(2.33) est usuellement le plus important. Travailler a désaccord élevé permet ainsi
de limiter 1’effet de I'émission spontanée. Dans les expériences de rotateur pulsé,
il est impératif pour observer les différents régimes dynamiques de travailler a
faible désaccord J, ce qui entraine des effets d’émission spontanée beaucoup plus
importants [Ammann ef al. 1998, Lepers 2009]. Dans notre étude numérique, nous
considérerons I'ensemble des situations possibles en faisant varier le parametre

adimensionné -y entre 107> et 10~ 1.
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2.C.2 Destruction de la localisation d’Anderson par 1’émission
spontanée

Une étude numérique récente [Nowak et al. 2012] ayant montré que les effets de
décohérence (dues a la mesure de la fonction d’onde) pouvaient effectivement
détruire la localisation d’Anderson, nous cherchons ici évaluer quantitativement
I'influence de I"émission spontanée dans le modéle d’Anderson [équation (2.1)
avec g = 0].

En toute rigueur, il convient d’utiliser le formalisme de la matrice densité [Da-
libard 2006] pour modéliser correctement les mélanges statistiques d’états quan-
tiques, inhérents a la présence d’émission spontanée. Néanmoins, ce formalisme
étant tres lourd a implémenter, nous préférons recourir a une méthode de Monte-
Carlo?. A I'instar des deux sections précédentes, I'équation (2.1) est intégrée nu-
mériquement a partir d’un état initial de la forme (2.7). Néanmoins, a chaque
intervalle de temps dt, un nombre aléatoire « est tiré uniformément dans l'inter-
valle [0, 1]. Lorsque & < dt, il se produit un cycle d’absorption mettant en jeu
une émission spontanée [correspondant a la figure 2.21 b)]. Notons que les évé-
nements d’émission spontanée étant distribués selon une loi de Poisson de para-
metre 7y, il se produit en moyenne au bout d'un temps ¢ vt émissions spontanées.
Pour modéliser la variation de I'impulsion de 'atome suite a un cycle d’émis-
sion spontanée, on exprime dans un premier temps la fonction d’onde dans la

représentation correspondante :
my(t7) =Y ePody(t) (2.35)
S

ou t~ désigne le temps qui précede 1’absorption du photon incident. Les direc-
tions du photon incident (£1) et du photon émis (6 dans l'intervalle [0, 277]) étant

choisies aléatoirement, on translate cette distribution d’'une quantité m(+1 —

cos 9) 2122 ;

mP(t+) = mpfn(ilfcosﬂ)(t_) (2.36)

20Des techniques bien plus sophistiquées ont été mises au point ces vingt derniéres années
[Dalibard et al. 1992, Dum et al. 1992, M{\o}lmer et al. 1993, Lepers 2009].

21Dans nos unités réduites, fik;, = 7.

22Nous n’avons en réalité pas pris en compte le transfert d'impulsion 47 due au photon ab-
sorbé puis avons vérifié que son influence est bien négligeable.
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tT faisant référence au temps de 1'émission spontanée. On exprime enfin la fonc-

tion d’onde dans 'espace réel
ds(tT) = /dp e Pom, (+1). (2.37)

A partir des équations (2.35), (2.36) et (2.37), le transfert d'impulsion peut de fa-

con équivalent s’écrire en représentation position :
ds(t+) _ ein(ﬂ:l—cos())sds(t—). (2.38)

La probabilité de survie nous permet d’évaluer dans quelle mesure la localisa-
tion d’Anderson est détruite sous l'effet de I'émission spontanée. Son évolution
en fonction du parametre -y est représentée sur la figure 2.22 pour t = 10°, Ly = 3
et plusieurs valeurs de W : 2, 3, 4, 6 et 8. Les résultats sont moyennés sur 500 réa-
lisations du désordre vs, des phases initiales ¢; mais aussi sur les instants d’émis-
sion spontanée et la direction 6 du photon émis. La probabilité de survie est bien-
stir une fonction croissante du désordre W : lorsque ce dernier augmente, les états
propres du systeme sont de plus fins et le paquet d’onde, de plus en plus confing,
est moins susceptible d’atteindre les bords de la boite. Pour v = 1072, il se pro-
duit en moyenne une émission spontanée. Pourtant si on compare les valeurs de
p a celles présentées sur la figure 2.4, on s’apercoit que la localisation d’Anderson
est déja sensiblement affectée. Pour des valeurs de <y plus importantes, la proba-
bilité de survie diminue jusqu’a atteindre des valeurs négligeables. Pour W = 2
(triangles verts), 10 photons spontanés suffisent pour délocaliser totalement le
paquet; pour W = 8 (triangles inversés jaunes), il faut en revanche 10* émissions
spontanées pour détruire complétement la localisation d’Anderson.

On peut expliquer 1'effet délocalisant due a I’émission spontanée d'un point
de vue dynamique : a chaque instant ott un photon spontané est émis : le dépha-
sage induit par I'émission spontanée [équation (2.36)] brise le phénomene d’in-
terférence a 1'origine de la localisation d’Anderson. En conséquence, le paquet
s’étend le temps de reconstituer cet effet d’interférence (voir par exemple [Le-
pers 2009] dans le cas du rotateur pulsé). Cet effet est plus simple a comprendre
d’un point de vue spectral : en 1'absence d’émission spontanée, les amplitudes
gy des états propres du systeme [définies par I'équation (2.19) avec ¢ = 0] oscil-
2

lent simplement & des fréquences €, et les populations |g,|* sont indépendantes

du temps. En raison de la répartition des fréquences €, les différentes compo-
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FIGURE 2.22 — Probabilité de survie p en fonction du taux d’émission spontanée
v pour t = 10°, Ly = 3 et W = 2 (triangles verts), 3 (diamants rouges), 4 (cercles
cyan), 6 (étoiles magenta) et 8 (triangles inversé jaunes).

santes g, finissent par étre completement brouillées : le paquet atteint alors son
étalement maximal. Lorsque qu'un photon spontané est émis, le recul de I’atome
(2.36) induit 'excitation de nouveaux états d’Anderson v’ qui correspondent a un
étalement maximal plus important>.

Le profil de densité pour W = 4, Ly = 3 et plusieurs valeurs de 7 : 0, 107>,
10~* et 1073 est représenté sur la figure 2.23 en échelle logarithmique verticale.
Pour v = 0 (ligne pleine bleue), le paquet localisé au sens d’Anderson adopte une
forme triangulaire. Pour v = 10~° (ligne pointillée verte), une émission sponta-
née en moyenne suffit pour altérer cette forme : on voit notamment apparaitre
des ailes non-exponentielles dues a 'excitation de nouveaux états d’Anderson.
En revanche, le centre du paquet ne semble pas affecté. Pour un taux d’émis-
sion spontanée dix fois plus important (y = 1074, ligne discontinue rouge), la
localisation est maintenant complétement détruite, la densité du paquet chutant
d’environ un ordre de grandeur au centre du systéme. Enfin, pour v = 1073
(ligne pointillée-discontinue cyan), celle-ci diminue encore fortement et le paquet
est completement délocalisée.

Dans le cas linéaire, la présence d’émission spontanée conduit a la destruction
de la localisation d’Anderson, quel que soit la valeur du désordre W considéré.
Nous nous intéressons maintenant a I'influence conjuguée des interactions et de
I"émission spontanée sur le systéeme désordonné. Nous verrons en particulier que
les trois régimes dynamiques quasi-localisé, chaotique et auto-piégé ne sont pas

affectés de la méme maniere par 1’émission spontanée.

2Ces états sont plus larges ou sont situés autour d’une position moyenne plus éloignée du
centre de la boite.



2.C Effets de Décohérence 85

FIGURE 2.23 - Profil de densité |ds|?> pour t = 10°, W = 4, L = 3 ety = 0
(ligne pleine bleue), v = 107° (ligne pointillée verte), v = 10~* (ligne discontinue
rouge), 7 = 1072 (ligne pointillée-discontinue cyan). L’échelle verticale logarith-
mique met en évidence la destruction progressive de la localisation d’Anderson
par I’émission spontanée.

2.C.3 Compétition entre désordre, interactions et décohérence

Un condensat de Bose-Einstein possede deux niveaux possibles de cohérence :
le premier est lié a la phase de la fonction d’onde macroscopique ds qui est dé-
crite par I’équation de Gross-Pitaevskii ; le second en revanche est liée a la nature
elle-méme du condensat : 1’équation de Gross-Pitaevskii suppose que tous les
atomes occupent le méme état mais il est également possible d’obtenir des états
plus exotiques comme par exemple des superpositions cohérentes de plusieurs
états macroscopiques [Weiss et Castin 2009]. Si on utilise un formalisme com-
plet de seconde-quantification, il est bien stir trés compliqué d’étudier le role de
I’émission spontanée par rapport a ces deux niveaux de cohérence. Pour simpli-
fier, nous allons ici supposer que seul le premier niveau est affecté par 1’émission
spontanée, ce qui nous permet de continuer a décrire le systéme par I'équation de
Gross-Pitaevskii. On considere que le condensat absorbe puis émet des photons
spontanés de fagon collective’* et que la valeur  du taux d’émission spontanée
n’est pas affectée par la présence des interactions. Dans ce cas, la méthode de
Monte-Carlo précédemment décrite peut toujours s’appliquer, ce qui nous per-

24Les atomes excités individuellement ne participent pas a la dynamique de la fraction conden-
sée décrite par I'équation de Gross-Pitaevskii.
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FIGURE 2.24 — Probabilité de survie p en fonction du niveau ¢ des interactions
pour t = 10° , Ly = 3,a) W = 1,b) W = 4 et v = 0 (ligne pleine bleue),
v = 107 (ligne pointillée verte), v = 10~* (ligne discontinue rouge), v = 1073
(ligne pointillée-discontinue cyan).

met d’étudier la compétition entre le désordre, les interactions et 1’émission spon-
tanée. La figure 2.24 représente ainsi la probabilité de survie en fonction du ni-
veau g des interactions pour deux valeurs de W:a) W = 1,b) W = 4 et plusieurs
taux d’émission spontanée 7 : 0, 107>, 10~* et 1073.

Pour a) W = 1 et v = 0, on distingue tres bien le régime quasi-localisé et le
régime auto-piégé, l'influence du régime chaotique étant plus difficile a obser-
ver. Pour v > 0, alors que le régime quasi-localisé et le régime chaotique sont
fortement affectés par la présence de I'émission spontanée, le régime auto-piégé
survit totalement aux effets de décohérence. Ce résultat n’a rien de surprenant
car la localisation du paquet dans ce régime ne repose pas sur des effets d’inter-
férence quantiques propres a la phase de la fonction d’onde mais plutét sur une
forme de piégeage di a la différence de populations |d;s|? entre les états de Wan-
nier excités et le reste du systéeme. Ces populations n’étant pas modifiées lors de
I’émission d"un photon spontané [voir par exemple 1'équation (2.36)], le régime
auto-localisé n’est absolument pas affecté. Le phénomeéne d’émission spontanée
permet ainsi de faire la distinction entre les deux régimes localisés : le régime
quasi-localisé, lié a la localisation d’Anderson, est tres sensible aux effets de dé-
cohérence; a l'inverse, le régime auto-localisé est tres robuste face a ces effets.
Ce comportement est également visible sur le graphique b) présentant 1’évolu-
tion de la probabilité de survie pour un désordre W = 4 plus important. Celui-ci
permet également d’observer l'influence de 1’émission spontanée sur le régime

chaotique. Comme dans le cas du régime quasi-localisé, la probabilité de survie
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diminue fortement en présence de décohérence. Ce résultat tend a montrer que
malgré 1'aspect chaotique mis en lumiére dans la partie précédente, il subsiste en
I’absence d’émission spontanée un certain degré de cohérence que 1’on peut attri-
buer a une survie partielle de la localisation d’Anderson. En présence d’émission
spontanée, la localisation d’Anderson est completement détruite, la probabilité
de survie tendant vers 0. Ainsi, dans le régime chaotique, les effets des interac-
tions et de I"émission spontanée ont tendance a s’additionner : le premier excite
chaotiquement de nouveaux états d’Anderson pour étaler le paquet, le second
brise les effets de cohérence responsables de la localisation d”’Anderson. Notons
enfin que lorsque la valeur de 7y augmente, le domaine d’existence du régime
chaotique se déplace vers les fortes interactions. L'étalement du paquet provoqué
par la décohérence entraine en effet une baisse de la densité typique |ds|? et donc
de la contribution non linéaire v}'L ; en conséquence le régime apparait pour des
valeurs de g plus importantes.

Analysons maintenant le profil complet du paquet d’onde représenté sur la
figure 2.25 pour les mémes parametres que la figure 2.24 b) et quatre valeurs de
g. Pour a) g = 0.1, le paquet quasi-localisé a une forme trés similaire a un paquet
localisé (figure 2.23). Pour b) ¢ = 1, les interactions ont commencé a détruire la
localisation d”Anderson. En conséquence, pour 7y = 0, le paquet s’est élargi et les
ailes de la distribution ne sont plus exponentielles. En présence de décohérence,
la densité diminue davantage et le paquet finit par étre completement délocalisé.
Comme expliqué dans le paragraphe précédent, I'émission spontanée contribue a
détruire la fraction du paquet qui survit a la localisation d’Anderson en présence
d’interactions. Cette fraction qui correspond visiblement a la région centrale du
paquet est également affectée par 1’émission spontanée pour c) g = 10 alors que le
systéme se situe entre le régime chaotique et auto-piégé. Enfin, pour d) g = 100, le
paquet d’onde, completement auto-piégé, est cette fois completement insensible

aux effets de décohérence.

2.C.4 Lois d’échelle

Etudions enfin le comportement des lois d’échelles, mises en évidence précédem-
ment & partir des figures 2.10 et 2.18, en présence de décohérence. Il est possible
d’étendre le modele analytique présenté en annexe A pour inclure l'effet de dé-
cohérence ; néanmoins, l'expression de la probabilité de survie possede alors une

forme beaucoup plus complexe que I'expression (2.8) qui ne permet pas d’extraire
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25

FIGURE 2.25 — Profil de densité |ds|?> pour t = 10°, W = 4, [j = 3,9 = 0
(ligne pleine bleue), v = 10~° (ligne pointillée verte), v = 10~* (ligne discontinue
rouge), 7 = 103 (ligne pointillée-discontinue cyan) et plusieurs valeurs de g : a)
g=01b)g=1c)g=10etd) g = 320.
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FIGURE 2.26 — Probabilité de survie p en fonction du parametre d’interaction re-
normalisé §at =10°poura) W =1,y =107 etb) W=4,4 =103 .

précisément la valeur de la longueur de localisation effective {,. Nous étudions
I'existence de lois d’échelle vis-a-vis de la largeur initiale en analysant directe-
ment les variations de la probabilité de survie p en fonction du parametre d’in-
teraction renormalisé § = gL, 3/4_ Comme le montre la tigure 2.26 poura) W =1,
v =107 etb) W =4, v = 1073 (en échelle logarithmique), les frontieres entre les
trois régimes dynamiques ne dépendent plus de Ly des lors que I'on représente
les données en fonction de §. Il est en revanche plus difficile de renormaliser la
probabilité de survie pour s’affranchir complétement de la dépendance de L.
Les effets de décohérence et des interactions ayant plus tendance a s’additionner
qu’a s’annihiler, les lois d’échelles qui émergent de la compétition entre désordre
et interactions survivent a la présence de décohérence : le parametre renormalisé

g est pertinent pour décrire la dynamique du systeme.

2.D Conclusion et perspectives

Ce chapitre a permis de caractériser le role joué par les interactions en présence
de désordre. Nous avons mis en évidence trois régimes dynamiques a partir de
I'étude de la probabilité de survie d"un systeme ouvert et donné une assise plus
solide a ces résultats a partir d"une approche spectrale. Nous avons également
montré l'existence de lois d’échelle vis-a-vis de la largeur de 1’état initial et ca-
ractérisé complétement le systeme a 1’aide de l’entropie spectrale. La prise en
compte de I'émission spontanée nous a enfin permis d’étudier les effets délocali-
sants dues a la décohérence sur les régimes localisés et chaotiques et la robustesse

du régime auto-piégé.
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Il reste néanmoins quelques questions cruciales parmi lesquelles la question
de la dynamique du paquet dans le régime chaotique, pour un systeme infini :
assiste-t-on a une expansion sous-diffusive ? % Il apparait également nécessaire
d’étudier les effets de dimensionnalité, si importants du point de vue de la locali-
sation d’Anderson et notamment le role joué par les interactions dans la transition
d’Anderson d"un systéme tridimensionnel.

Le chapitre suivant a pour objectif de répondre a cette derniere question. Il est
consacré a I’étude d’un systeme équivalent au modéle d’Anderson tridimension-

nel : le rotateur pulsé quasi-périodique.

PDans ce cas, la largeur du paquet évolue selon une loi At*/2, avec a < 1.



91

Le rotateur pulsé en présence d’interactions

E chapitre précédent nous a permis de caractérister complétement un sys-
L teme unidimensionnel en présence d’interactions. En raison des contraintes
numériques, un tel traitement n’est malheureusement plus possible a trois di-
mensions. Pour étudier l'influence des interactions sur la transition d’Anderson,
nous étudions un systéme équivalent a un modeéle de désordre tridimensionnel :
le rotateur pulsé quasi-périodique. Nous introduisons tout d’abord le modele du
rotateur pulsé, a la base des expériences menées dans notre équipe puis nous ana-
lysons l'influence des interactions en étudiant les caractéristiques sous-diffusives

de la dynamique dans le cas du rotateur pulsé quasi-périodique.
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3.B Leffetdesinteractions. .. ... ................... 112
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3.A Présentation du rotateur pulsé

3.A.1 Le rotateur pulsé

Originellement, le rotateur pulsé (kicked-rotor en anglais) désigne un systeme
constitué d’une masse en rotation, soumise a des pulses de potentiel instantanés

que l'on appelle des kicks. Il est décrit par le hamiltonien suivant

2

H=_
21

+Wocos Y 6(t—kT) (3.1)
keIN
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ou L désigne le moment cinétique de la particule en rotation, I son moment
d’inertie. Wy et T correspondent respectivement a I’amplitude et a la période des
kicks. Enfin, 'angle 6 permet de repérer la position de la masse. Dans les expé-
riences d’atomes froids menées en laboratoire, les particules ne se déplacent pas
le long d"un cercle mais sont confinées dans une direction de l’espace. On aboutit

a un hamiltonien de forme tres semblable au précédent

2
H=F 4 Wy cos2kpx Y 6(t —kT) (3.2)
2m P
eN
ou p est 'impulsion de la particule et m sa masse. Le potentiel est formé par deux
faisceaux lasers contre-propageants de nombre d’onde +kj et la particule est re-
pérée par son abscisse x. Il est commode d’adimensionner le systéme en expri-
mant les temps en unités de T, les longueurs en unités de 1/2ky, et les impulsions

en unités de m(2k;. T) ~!. On aboutit alors au hamiltonien suivant :
p?
H="% +Kcosx ) 6(t—k) (3.3)
2 k
eN
ou le parametre de stochasticité s’écrit :

2
_ AWoRET

- (3.4)

Le passage en unités réduites permet de mettre en évidence le role clé du para-
metre de stochasticité : la donnée de K et des conditions initiales permet en effet

de caractériser completement le systéme classique.
3.A.2 Le cas classique : un exemple de systéme non-intégrable et
chaotique

L’intégration des équations de Hamilton pour le hamiltonien (3.3) entre les k — 1-
ieme et k-iéme kicks menent a I'application standard [Chirikov 1979]

Pk = Pr-1+Ksinxg 4 (3.5)
Xk = Pkt Xk-1 (3.6)

ol py et x; désignent respectivement I'impulsion et la position de la particule

juste apres le k-ieme kick.
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3.A.2.1 Portraits de phase

Une des manieres les plus simples de mettre en évidence la présence de trajec-
toires chaotiques consiste a étudier des portraits de phase. Pour cela, on fait évo-
luer un ensemble de conditions initiales et on représente les points (x, px) obte-
nus juste aprés chaque kick!. Le potentiel étant 27-périodique, le comportement
du systeme n’est pas affecté si on modifie la valeur de x ou p d’'un multiple de
27t. Les valeurs prises par x et p peuvent donc étre définies dans la fenétre [0, 277].
La figure 3.1 montre trois exemples de portraits de phase correspondant a quatre
valeurs différentes du parametre de stochasticité K = 0,0.3,0.7,4, 6, 7.

Un systeme est dit intégrable lorsque le nombre de constantes du mouvement
est égal au nombre de ses degrés de libertés. Dans ce cas, les trajectoires sont né-
cessairement régulieres. En revanche, un systeme non-intégrable peut compor-
ter des trajectoires chaotiques. En 'absence de kicks, c’est-a-dire pour K = 0, le
systéeme est intégrable car il possede un degré de liberté auquel est associé une
constante du mouvement : I’énergie. Le portrait de phase a), constitué d"un en-
semble de lignes horizontales, ne présente ainsi que des trajectoires régulieres.
Lorsque le parametre de stochasticité prend des valeurs non nulles, le systeme
n’est plus intégrable et est donc susceptible de présenter un caractere chaotique.
Néanmoins, pour des faibles valeurs de K, la dynamique reste réguliere. Ainsi
pour b) K = 0.3, on observe d'une part des trajectoires passantes, qui corres-
pondent a des lignes reliant les deux extrémités de l'axe x et d’autre part des
trajectoires résonantes qui se développent sous la forme d’ellipses concentriques
au voisinage des points fixes (x = 77, p = 0), (x =0, p = 0). Pour ¢) K = 0.7, alors
que les ilots de résonance sont davantage visibles, il ne subsiste que quelques tra-
jectoires passantes. On observe par ailleurs la présence de nuages de points qui
témoignent de la présence de trajectoires chaotiques. La disparition progressive
des trajectoires passantes au profit du chaos est une conséquence du théoreme
KAM; pour K > K. ~ 0.971635 la derniére trajectoire passante disparait au profit
des ilots de résonance et de trajectoires chaotiques [Chirikov 1979]. C’est ce que
I'on observe pour d) K = 4. Pour des valeurs de K encore supérieures (e), (), les
ilots de résonance disparaissent eux-aussi et le systeme devient alors compléte-
ment chaotique [Chirikov 1979, Thommen 2004, Lepers 2009]. Notons enfin que
chacune des conditions initiales permettant d’explorer I’ensemble du portrait de

phase, le systéeme, en plus d’étre chaotique, devient ergodique.

11 s’agit donc d"un portrait de phase stroboscopique.
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FIGURE 3.1 — Exemples de portrait de phase pour a) K = 0,b) K=0.3,c) K = 0.7
,d)K=4,e)K=6etf) K=7.
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3.A.2.2 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov représentent une facon complémentaire d’étudier
I'apparition du chaos & mesure que la valeur de K augmente. Pour cela, on consi-

dére deux trajectoires a et B séparées initialement par une distance 9 :

0= /I — 262 + 17t~ PP 67)
Lorsque le systéme est chaotique, ces deux trajectoires divergent exponentielle-

ment avec le temps :

%:Vmﬁ—ﬁP+Wﬁ—ﬁP%HmM@ (3.8)

La valeur de I’exposant de Lyapunov A représente ainsi 'intensité du chaos : elle
est d’autant plus grande que le systeme est chaotique. Pour un tel systeme clas-
sique, il est trés simple de calculer numériquement I’exposant de Lyapunov (voir
par exemple I’annexe B). On dispose par ailleurs d’une expression analytique,
valable dans la limite fortement chaotique : K > 1 [Chirikov 1979, Lepers 2009] :

PRENEE.S (3.9)

On représente en trait plein sur la figure 3.2 la dépendance de A en fonction de
K, issue d'un calcul numérique. Pour les tres faibles valeurs du parametre de
stochasticité, I'exposant du Lyapunov est nul, ce qui correspond bien a une dy-
namique réguliere. A partir de K > 1, il prend des valeurs significatives et pour
des valeurs de K encore plus élevées, I'expression analytique (3.9) représentée en
ligne pointillée est en trés bon accord avec le résultat numérique. L’étude du rota-
teur pulsé classique a 'aide des deux outils que sont les portraits de phase et I'ex-
posant de Lyapunov met en évidence un comportement chaotique aux grandes
valeurs de K > 4. Dans ce régime, on peut montrer que 1'énergie du systeme

augmente de fagon diffusive [Chirikov 1979] :
P2
&:%:Qﬁ (3.10)

ot1 le coefficient de diffusion classique D s’écrit :

2
Da =5 [1-2h(K) +2B(K)], @3.11)
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FIGURE 3.2 — Exposant de Lyapunov du rotateur pulsé classique en fonction du
parametre de stochasticité K. La courbe pleine représente un calcul numérique

alors que la courbe pointillée correspond a I'expression analytique (3.9). L'accord
est tres bon a partir de K ~ 5.

~

J» étant la fonction de Bessel de premiére espece et d’ordre 2.

3.A.3 Le rotateur pulsé quantique

Dans le cas quantique, on peut se demander si ce comportement diffusif va per-
durer. Il s’avere en réalité que 1’énergie du paquet finit par saturer, sous l'effet
de phénomeénes d’interférences quantiques. La largeur du paquet d’onde expri-
mée en représentation impulsion étant directement reliée a cette énergie, celle-ci
finit également par tendre vers une valeur constante, on parle alors de localisa-
tion dynamique. Le but de ce paragraphe est de présenter succinctement cet ef-
fet quantique et de montrer sa connection avec la localisation d”’Anderson. Nous

considérons donc le hamiltonien du rotateur pulsé

2
H = %+Kcosxk2 S(t—k). (3.12)
eN
Suivant la définition des unités réduites introduites dans le paragraphe précé-
dent, la constante de Planck normalisée s’écrit :
2
hak; T

F=—L-. (3.13)

Etant donné une fonction d’onde initiale ¢o(p) exprimée dans l'espace des im-

pulsions, on peut évaluer numériquement la forme du paquet d’'onde au bout de
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t kicks. Les kicks agissant pendant une durée infinitésimale comprises entre les
instants t et 7 = lim¢_,0e>0f + €, on peut écrire I’évolution du systéme entre les
temps t et le temps t + 1 par l'intermédiaire d'un produit U de deux opérateurs

indépendants du temps :

$rr1(p) = Upi(t) = UppreUkicrdr(p) (3.14)
. 2
Uipre = exp {—ﬁ} (3.15)

Ukick = exp [—T (3.16)

La fonction d’onde au bout de ¢ kicks s’écrit alors simplement sous la forme :

¢r(p) = U'o(p). (3.17)

3.A.3.1 Implémentation numérique

D’un point du vue numérique, I’expression de I'opérateur d’évolution (3.14) per-
met 'utilisation des algorithmes de transformées de Fourier rapides (FFT). Le
paquet d’onde initial ¢y(p) est d’abord exprimé en représentation position ¢o(x)
puis multiplié par 'opérateur diagonal exp [—iK cos x/k]. On exprime la fonction
d’onde obtenue en représentation impulsion pour finalement la multiplier par
l'opérateur diagonal exp [—ip?/2k] et aboutir a ¢y (p). La procédure est ainsi ré-
itérée jusqu’a atteindre le nombre de kicks désirés. Remarquons que 1’on peut ga-

gner un temps de calcul considérable en exprimant les impulsions sous la forme

p=Fk(l+B) (3.18)

oup e [—%, %] est appelée la quasi-impulsion et / est un entier relatif. L’ensemble

des valeurs de p associées a une méme valeur de B forme ce que I'on appelle
une classe de quasi-impulsion. Le rotateur pulsé a la particularité de conserver
la quasi-impulsion, c’est-a-dire que chaque classe de quasi-impulsion évolue de
facon indépendante. En effet, 'opérateur Uy, est diagonal en représentation im-
pulsion et I'opérateur Uy étant 27t périodique, il ne couple que des moments p
de méme quasi-impulsion?. On peut ainsi traiter indépendamment I'évolution de
chaque classe de quasi-impulsion : considérant une distribution initiale ¢ (p). On

fait évoluer chaque classe de quasi-impulsion grace a 1’équation (3.17) pour obte-

20n peut s’en convaincre en exprimant cet opérateur en représentation impulsion.
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nir la distribution finale ¢¢(p), ce qui réduit considérablement le temps de calcul.
Nous verrons qu’une telle procédure n’est plus valable dés lors que I'on prend en

compte les interactions entre les particules.

3.A.3.2 Mise en évidence de la localisation dynamique

On représente sur la figure 3.3 a) la distribution d’impulsions d’un paquet d’onde
pour différents instants t = 0, 100, 200 et 500, 1’état de départ étant une gaus-
sienne réelle de largeur a mi-hauteur 7. L'allure du paquet étant tres bruitée, il
convient pour obtenir des courbes lisses de moyenner au voisinage de chaque im-
pulsion du type p = kI les contributions dues a I’ensemble des quasi-impulsions
utilisées. Cette procédure est en somme similaire & une moyenne sur les réalisa-
tions du désordre et vise a simuler a 'aide d"une fonction d’onde unique 1'évolu-
tion d’un ensemble incohérent® d’atomes issus d’un piége magnéto-optique [Le-
marié 2009]. La densité du paquet d’onde adopte alors une forme exponentielle

caractéristique de la localisation d”Anderson.

n(p) = |¢(p)|* ~ exp [—2[p| /8] (3.19)

ou ¢ est la longueur de localisation. Lorsque I'on représente 1’évolution de la va-

riance de la distribution d’impulsions en fonction du temps [figure 3.3 b)]

2
of = /dp p2le|* — (/dp P|<Pt|2) , (3.20)

on observe tout d’abord un comportement diffusif, réminiscence de la dyna-
mique classique décrite dans la section précédente. Puis, pour un temps supérieur
a un temps critique t;, ~ 50, appelé temps de localisation, les effets quantiques
deviennent dominants et ? tend vers une valeur constante, proportionnelle au
carré de la longueur de localisation ¢. Des lors que 1’on représente la densité du
paquet en fonction de I'impulsion et non en fonction de la position comme dans
les deux chapitres précédents, on retrouve donc les caractéristiques de la localisa-
tion d’Anderson. Expérimentalement, la localisation dynamique a pu étre obser-
vée a partir d'un gaz d’atomes froids de Sodium en 1995 [Moore et al. 1995], alors

qu’elle avait été prédite numériquement des 1979 [Casati et al. 1979].

3Cette assertion a été vérifiée numériquement au cours de cette thése en utilisant le formalisme
de la matrice densité.
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FIGURE 3.3 — a) Densité de probabilité n(p) = |¢:|*(p) en fonction de I'impulsion
p pour t = 0 (ligne bleue), t = 100 (verte), t = 200 (rouge) et t = 500 (cyan).
La courbe a été lissée sur chaque intervalle de longueur k sur un total de 1600
quasi-impulsions. Les parametres sont K = 7 et kK = 2.89. La courbe b) représente
I’évolution en fonction du nombre de kicks de la variance correspondante.

3.A.3.3 L’équivalence avec le modele d’Anderson unidimensionnel

La localisation dynamique étant trés similaire a la localisation d’Anderson propre
aux milieux désordonnées, on peut se demander s’il existe une procédure ma-
thématique permettant de faire correspondre le modele du rotateur pulsé a ce-
lui d’Anderson. Suite a des travaux remarquables [Fishman et al. 1982], cette
démarche a abouti, permettant d’affirmer 1'équivalence formelle entre ces deux
types de localisation. Nous nous proposons de donner ici les principales étapes
du développement.

Le hamiltonien (3.12) du rotateur pulsé dépendant explicitement du temps,
la dynamique du systéme ne peut étre réduite a un simple probleme de valeurs
propres comme dans le modele d’Anderson. En revanche, il est possible de dia-
gonaliser l'opérateur d’évolution U [équation (3.14)], les états propres obtenus

|v) formant la base de Floquet
Ulv) = e v |v) (3.21)

ot le réel w, désigne la quasi-énergie de 1'état de Floquet |v). Connaissant la

décomposition de I’état initial dans la base de Floquet :

$o =Y aglv), (3.22)
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on a immédiatement accés a I’état du systéme apres t kicks
¢r =Y _age "v|v). (3.23)
v

Suivant [Lemarié 2009], on peut comprendre la localisation dynamique tres sim-
plement en considérant I’équation précédente. A I'instant initial, on considere
un paquet d’extension finie, ce qui correspond a une répartition bien précise des
phases argay. A mesure que le nombre t de kicks augmente, cette distribution
se détruit car les différentes composantes de Floquet oscillent a des fréquences
wy différentes, ce qui permet de comprendre le phénoméne de diffusion obser-
vée aux temps courts. Supposons maintenant que les états de Floquet sont loca-
lisés (ce que nous montrerons par la suite). Du fait de I'extension finie du pa-
quet initial, le nombre des états de Floquet significativement peuplé est limité.
Ainsi, lorsque 1'ensemble des phases est completement brouillé, c’est-a-dire pour
t 2 1/A, ou A représente 1'écart d’énergie typique entre deux quasi-énergies, le
paquet atteint son extension maximale, de I’ordre de la largeur totale des états de
Floquet excités. Les populations de ces états étant conservées au cours de la dy-
namique, la largeur du paquet finit donc par saturer donnant lieu au phénomene
de localisation dynamique. Le brouillage des phases des états de Floquet est dii
a l’addition cohérente des différentes contributions du développement (3.23). La
localisation dynamique est donc a l'instar de la localisation d’Anderson un phé-
nomene d’interférence quantique. Pour compléter cette équivalence, il nous reste
néanmoins a vérifier que les états de Floquet sont localisés au sens d’Anderson.
Pour cela, notons d’abord i) 1’action de 'opérateur de kick Uy sur un vecteur

de Floquet |v)

Kcosx
1) = Ugalv) = exp |~ ). (324
Selon (3.14) et (3.21), on a également
) ' pZ
V) = e"““Ujpre|pt) = exp {—z (ﬁ — aJV)] |p). (3.25)
Nous utilisons maintenant la relation
1 1—ited
exp [—iA} _ 152 (3.26)

1+itg4
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pour réécrire les équations (3.24) et (3.25) sous la forme

1—iT

= —~|v 3.27
) 1+iT| ) (3.27)
1—iV
vy = — 3.28
v) Hivw (3.28)
ol on a posé
~ Kcos x
T = g{ T } (3.29)
2
v o P W
V = tg {4’5 > } . (3.30)

On définit maintenant les états de Floquet modifiés [7) = 1 [|v) + |u)] et on vérifie

en utilisant (3.27) que
v) = [1+iT] o) (3.31)
W = [1-iT]]9).
En utilisant (3.28), on aboutit a :
[1 +ﬂ7] [1 +iﬂ 7) = [1 —117] [1 —iT] |7) (3.32)

soit
Vo) 4+ T|7) =0 (3.33)

Appliquons maintenant le bra (p| en utilisant la décomposition |7) = [ dp’ 7(p’)|p’) :
[ v V1o + [y plTpoe") ~o. (334

Sachant que le rotateur pulsé conserve la quasi-impulsion, on peut écrire (p|T|p’) =

Y 8(p — p' 4 mk)ty, ot t,, est le m¥™e coefficient de Fourrier associé a T

n .
b, = 2% / dx tg [KCZ%S"] ¢, (3.35)
—7T

L'opérateur V défini par (3.30) étant diagonal en impulsion, on obtient finale-

ment :

V(p)o(p) + Y twi(p + mk) = 0. (3.36)
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Cette équation permet de mettre en évidence le couplage entre les différentes
impulsions p = (B + s)k d'une méme classe de quasi-impulsion. En associant a

chaque impulsion un “site “ s, on aboutit en effet a

0s(s) + Y tw¥(s +m) = —to7(0). (3.37)
m#0
avec v 5
v =V(p) =tg {@ - %} . (3.38)

L’équation (3.37) est tres semblable a celle du modele d’Anderson étudié dans les
deux chapitres précédents [équation (1.29)] : la fonction vs, pour les valeurs ty-
piques de la constante de Planck utilisée dans les expériences 1.5 < k < 5, simule
un potentiel de désordre diagonal pseudo-aléatoire comme le montre I'exemple
de la figure 3.4a) qui représente les valeurs de ce potentiel pour une quasi-im-
pulsion B = v/2, w, = 0 et k = 2.89. On peut montrer que ce pseudo-désordre
s’apparente & un modele de Lloyd [Lloyd 1969, Lemarié 2009] “. Enfin, les cou-
plages tunnels t,, ne sont pas limités aux plus proches voisins mais comme le
montre I'exemple de la courbe représentée sur la figure 3.4b) ils décroissent ra-
pidement quand la valeur de m augmente. Notons par ailleurs que dans le cas
K > 7k, le rotateur pulsé est toujours équivalent au modele d’Anderson mal-
gré le probléeme de définition de la tangente qui apparait dans l’expression (3.29)
de l'opérateur T. Pour s’en convaincre, il est néanmoins nécessaire d’utiliser un
formalisme légerement différent [Shepelyansky 1986].

Les états de Floquet modifiés |7) solutions du modele d’Anderson (3.37) sont
bien localisés. Grace a ’équation (3.31), on peut relier ces états aux véritables états
de Floquet |v)

v(s) =) [ +itw] 7(m +s). (3.39)

m
Les termes t,, décroissant exponentiellement avec m [Lemarié 2009], les états de
Floquet v sont ainsi également localisés. Malgré la relative complexité de ce mo-
dele mathématique, le lien entre la localisation dynamique et localisation d’An-
derson est finalement établi et aujourd’hui bien accepté dans la communauté
scientifique. Voyons maintenant s’il est possible de modifier le hamiltonien du
rotateur pulsé pour simuler un modele d’Anderson non plus unidimensionnel

mais tridimensionnel.

4C’est-a-dire a un modele d’Anderson dont les énergies sont réparties selon une distribution
lorentzienne.
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FIGURE 3.4 — a) Exemple de potentiel pseudo-désordonné pour une quasi-impul-

sion donnée B = v/2, w, = 0 et kK = 2.89. b) Termes de couplage pour K = 7 et
k =2.89.

3.A.4 Le rotateur pulsé quasi-périodique

3.A.4.1 Equivalence avec le modéle d’Anderson tridimensionnel

Dans l'objectif de simuler un modéle d’Anderson tridimensionnel le rotateur
quasi-périodique fut introduit en 1989 par Casati, Guarneri et Shepelyansky [Ca-

sati et al. 1989]. Son hamiltonien s’écrit :

H= %2+Kcosx(1 + ecoswyt coswst) Y 6(t —k) (3.40)
keIN
oul € est un parametre de modulation généralement compris entre 0 et 1. Pour
éviter les corrélations entre les différentes dimensions, les nombres w;, w3 et
7t/ k forment un triplet incommensurable [Lemarié 2009]. Dans ce chapitre, nous
choisissons des valeurs fréquemment utilisées dans les expériences w; = 27v/5,
w3 = 2n\/ﬁ. Enfin, la valeur de la constante renormalisée est toujours fixée a
k = 2.89 °. Le hamiltonien (3.40) n’étant pas périodique, on ne peut pas définir
d’états de Floquet et donc reproduire la démonstration précédente. En revanche,
la présence des deux fréquences w», w3 permet de faire correspondre le hamilto-
nien (3.40) a un hamiltonien de rotateur pulsé tridimensionnel
2

H= % + wypr + wapz + Keosx (14 €cosxycosxz) Y 6(t—k) (3.41)
keIN

®Nous n’étudions donc pas les phénomeénes de résonances quantiques [Tian ef al. 2011].
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qui lui est périodique en temps. Les indices 2 et 3 désignent les deux dimensions
supplémentaires. Pour établir I'équivalence entre le rotateur pulsé quasi-pério-
dique et le modéle d’Anderson tridimensionnel, nous allons dans un premier
temps montrer que le hamiltonien (3.40) est équivalent au hamiltonien (3.41) puis
nous montrerons que ce dernier est équivalent au modele d’Anderson tridimen-
sionnel. Il est illusoire d’espérer montrer que les hamiltoniens quasi-périodique
(3.40) et tridimensionnel (3.41) sont strictement équivalents pour la simple rai-
son qu’ils n’agissent pas sur le méme nombre de dimensions. En revanche, nous
pouvons espérer prouver I’équivalence pour une certaine famille d’états initiaux.

Considérons en effet un état de la forme

Po = ¢(x)0(x2)d(x3), (3.42)

c’est-a-dire un état du type “source plane”®. 'opérateur d’évolution U; défini par

¢r = Urg;_1 pour le rotateur quasi-périodique s’écrit
ip? iK
U; = exp l——] exp [—? cos x (1 + ecoswy(t — 1) cos ws(t — 1))] (3.43)

et pour le rotateur tridimensionnel

- i [p? iK
U =exp 7 + wopr + wsps | | exp % cos x (1 4 €cos xp cos x3) | .
(3.44)
La fonction d’onde apres ¢t kicks s’écrit ainsi, pour le rotateur quasi-périodique

-1 L2 :
gr=[Jexp {—%] exp {—% cos x (1 + € cos wot’ cos wgt’)] P (x)3(x2)5(x3)
=0

(3.45)
et pour le rotateur tridimensionnel
¢r = U'Pp(x)d(x2)d(x3)
En utilisant la relation
exp [—%wkpk} (Y — dx) = Sy — wi = Px), (3.46)

®Dans les expériences, on se rapproche d’un tel état en utilisant un piége harmonique trans-
verse de fréquence w tres élevée devant toutes les autres échelles d’énergie du systéme.
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on obtient immédiatement :

~ t—1 iPZ iK ) ,
g = [Jexp —oF | &XP |~ cosx (1 + e cos wyt’ cos wst')
=0
XP(x)d(xp — wat)d(x3 — wat). (3.47)

En comparant (3.45) et (3.47), on s’apergoit que pour chacun des hamiltoniens
la fonction d’onde garde sa forme factorisée, la partie unidimensionnelle ¢;(x)

définie a partir de ¢ = ¢¢(x) f2(x2) f3(x3) s’écrivant dans les deux cas

t—1 iPZ iK , ,
pr(x) =[] exp [_ﬁ] exp [—? cos x (14 ecoswyt’ coswst’) | p(x). (3.48)

Pour la famille d’états initiaux considérés, les deux hamiltoniens, quasi-pério-
dique et tridimensionnel, sont donc équivalents. Pour montrer 1’'équivalence du
rotateur quasi-périodique avec le modele d’Anderson tridimensionnel, il nous
reste donc a montrer que ce dernier est équivalent a un modele de rotateur tridi-
mensionnel. Pour cela, nous procédons selon le méme schéma que dans la partie

précédente en définissant les opérateurs T et V/

T = tg [% cos x (1 + € cos x3 cos xg)] (3.49)
7 = ta]| L (2 4ot _ W (3.50)
= 18 A wW2p2 +— W3p3 2| .

En considérant les mémes conventions que dans la partie précédente, 1'équation

vérifiée par le vecteur de Floquet modifié s’écrit |7) s’écrit toujours :
Vo) +T|7) =0 (3.51)

et en décomposant cet état sous la forme |7) = [dp’ ¥(p’)|p’) avec p’ =

(¢, v5, ps) et en multipliant a gauche par le bra (p|, on obtient :
V(p)7(p) + Y _ tm7(p +mk) =0 (3.52)
m

avecm = (m,my, m3) € 73 et ty correspond au coefficient de Fourier de I'opéra-

teur périodique T(x). On peut enfin écrire les impulsions en mettant en évidence

la quasi-impulsion B = (B, B2, B3) :

p=k(B+s) (3.53)
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ot s = (s,sy,53) est un triplet d’entiers relatifs et associer le potentiel V(p) a une

énergie v; relative au site s. En utilisant I’équation (3.50), on obtient :

2
vs = tg B (@ + wa (B2 +52) + ws (B3 +s3) — wv)} (3.54)

et ’équation (3.52) devient :

0s7(s) + ) tm¥(s +m) = 0. (3.55)

A l'instar de la partie précédente, les valeurs prises par 1'opérateur vs en repré-
sentation impulsion permettent de créer un désordre pseudo-aléatoire. Le hamil-
tonien tridimensionnel est donc bien équivalent a un modele d’Anderson tridi-
mensionnel avec pseudo-désordre, les remarques mentionnées dans le cas unidi-

mensionnel s’appliquant également pour ce cas.

3.A.4.2 La transition d’Anderson

Du régime localisé au régime diffusif Dans le chapitre précédent, nous nous
sommes intéressés au modéle d’Anderson unidimensionnel pour lequel le sys-
teme est localisé, quel que soit le niveau de désordre. Le rotateur pulsé quasi-
périodique nous permet maintenant d’étudier le cas tridimensionnel, sujet a une
transition de phase entre un comportement isolant et un comportement diffusif.
Pour une valeur du parametre de désordre adimensionné inférieure 8 W ~ 17,
il existe un certain nombre d’états propres délocalisés, ce qui se traduit par un
comportement diffusif [Kramer et Mackinnon 1993]. A Tinverse, dans le régime
localisé¢, W > W, ’'ensemble des états propres est localisé. Dans le cas du rotateur
quasi-périodique, le terme t,, présent dans 1'équation (3.55) augmentant avec la
valeur de K [équation (3.49)], le régime des forts “désordres” correspond a des
faibles valeurs de K et € et le régime diffusif aux valeurs élevées de (K, €). Entre
ces deux phases, le systeme est sujet a une transition du phase du second ordre,
dont les propriétés critiques sont les mémes que celles de la localisation d’Ander-
son. Le diagramme de phase, dont une représentation issue d’un calcul numé-
rique est représenté en figure 3.5, a été récemment étudié sur le plan numérique,
analytique et expérimental [Lopez et al. 2013]. Dans notre cas, nous travaillerons
sur la ligne reliant le point (K, €) = (4,0.1) au point (K, €) = (9,0.8), c’est-a-dire
le long du chemin

€(K) =0.1+0.14(K—4), (3.56)
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FIGURE 3.5 — Diagramme de phase du rotateur pulsé quasi-périodique. Le sys-
teme passe d'un état localisé (zone bleue) a un état diffusif (zone rouge) via une
transition de phase du second ordre. Le régime critique qui correspond a une
expansion sous-diffusive o; =~ t2/3 est représenté en ligne noire. La ligne blanche
indique le chemin €(K) = 0.1 4 0.14(K — 4) étudié dans cette these. Image extraite
de [Lopez et al. 2013] pour k = 2.89.

le régime critique étant situé au voisinage du point (K, &) = (6.4,0.43) . Ainsi,
dans le régime localisé K, e < K, €&, un paquet que I'on considére initialement

gaussien
2

1
Po(p) = Wexp [—4%3] (3.57)

va étre sujet au phénomene de localisation dynamique. Ici,

2
0 = /dp P*leo(p))* — (/dp PM’O(P)\Z) (3.58)

représente la variance initiale de la densité de probabilité en impulsion. Pour
les simulations de cette section, nous choisissons 0y = 3. Comme le montre la
figure 3.6 a) dans le cas K = 4, € = 0.1 qui représente la densité d’impulsion du
paquet n(p) en fonction de p, pour différents instants = 0,100,200 et 500, le
paquet adopte progressivement un profil exponentiel du type (3.19), la longueur

de localisation du paquet étant proportionnelle a la valeur asymptotique de o}

F=2 lim o7, (3.59)
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FIGURE 3.6 — Le régime localisé : a) Densité de probabilité n(p) en fonction de
I'impulsion p pour t = 0 (ligne bleue), t = 100 (verte), t = 200 (rouge), t = 500
(cyan) et t = 1000 (magenta). b) Variance (th en fonction du nombre de kicks t.
Les parametres sont K = 4, ¢ = 0.1.
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FIGURE 3.7 — Le régime diffusif : a) Densité de probabilité n(p) en fonction de
I'impulsion p pour t = 0 (ligne bleue), t = 100 (verte), t = 200 (rouge), t = 500
(cyan) et t = 1000 (magenta). b) Variance (th en fonction du nombre de kicks ¢.
Les parametres sont K =9, € = 0.8.

Ainsi, a l'aide de la figure 3.6 b) qui représente o7 en fonction de ¢, on s’apercoit
que le profil exponentiel représenté en figure 3.6 a) correspond a une longueur
de localisation ¢ ~ 11. A l'inverse, dans le régime diffusif K, e < K, ¢ le paquet

s’étend contintiment en préservant sa forme gaussienne eton a :
o7 = 03Dt (3.60)

ou D est le coefficient de diffusion. Un exemple de ce comportement diffusif est
présenté sur la figure 3.7 pour K = 9ete = 0.8.
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Les propriétés universelles du régime critique Nous avons vu dans le chapitre
1 que si on suppose l'existence d"une loi d’échelle a un parametre, la conductance
adimensionnée devient indépendante de la taille du systeme au voisinage de la
transition d’Anderson : le systeme posséde alors une invariance d’échelle. Cette
propriété est en fait une des caractéristiques des transitions de phase du second
ordre, mise en lumiere pour la premiere fois par Kadanoff [Kadanoff 1966, Lagués
et Lesne 2008]. Ce résultat majeur a ouvert la voie aux techniques de renormali-
sation qui constitue 1’outil de référence pour 1'étude des transitions de phase du
second ordre. Une conséquence de l'invariance d’échelle est le comportement en
loi de puissance d’un certain nombre de quantités physiques. Ainsi, du c6té loca-

lisé, la longueur de localisation peut s’écrire sous la forme
g~ (K-=K)VpourK — K, (3.61)
v désignant I’exposant critique de la transition tandis que, pour le régime diffusif,

on définit I'exposant critique s associé a la divergence du coefficient de diffusion.
D ~ (K —K)® pour K — K*. (3.62)

En dimension 3, les exposants s et v sont égaux, selon la loi de Wegner [Wegner
1976] :
s=(d-2), (3.63)

d désignant dans ce chapitre la dimension du systéme. L'invariance d’échelle sup-
pose que l'exposant critique v = s soit universel, c’est-a-dire indépendant des dé-
tails microscopiques du systeme. La classe d’universalité qui ne dépend que des
symétries du systeme suffit pour définir la valeur de ces exposants. Ainsi, dans
le cas du rotateur pulsé, le hamiltonien (3.40) est invariant par rapport a la trans-
formation T :

T:t— —t,x = —x,p—p (3.64)

ce qui suggere une appartenance a la classe d"universalité circulaire orthogonal
(COE)’, ce qui également le cas du modele d’Anderson. En conséquence, bien
qu’associés a des détails microscopiques completement différents, les exposants
critiques de ces deux systemes doivent étre égaux et indépendants des para-

metres expérimentaux. L'universalité de la transition d’Anderson a été récem-

7Cette assertion peut étre vérifiée en étudiant la statistique des énergies des niveaux de Floquet
[Lemarié 2009].
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ment démontrée expérimentalement a I’aide du rotateur pulsé quasi-périodique,
la valeur de I'exposant critique v = 1.63 £ 0.05 [Lopez et al. 2012] étant en tres
bon accord avec les simulations numériques de ce méme modele v = 1.59 £ 0.01
[Lemarié et al. 2009] et du modele d’Anderson v = 1.57 4+ 0.02 [Slevin et Ohtsuki
1999]. Ces résultats ont confirmé la pertinence de 'utilisation du rotateur quasi-
périodique dans I'étude de la transition d’Anderson, celle-ci n’ayant d’ailleurs
toujours pas été caractérisée expérimentalement dans le cas d"un systeme désor-
donné traditionnel. Notons enfin qu'il est envisageable d’étudier le comporte-
ment d'un systeme désordonné de dimension d quelconque a 'aide du rotateur
quasi-périodique généralisé :

2

d
P
H =7+ Kcosx (1 +<—:Hcoswit) Y 6(t—k). (3.65)

i=2 keIN

La mesure de I’exposant critique v Nous présentons maintenant une méthode
numérique permettant de calculer I’exposant critique v, reposant sur I’hypothese
de la loi d’échelle a un parametre et basée sur le travail de these de Gabriel Lema-
rié [Lemarié 2009]. Sur le plan expérimental, la technique employée est quelque
peu différente mais elle s’appuie sur les mémes hypotheses. La loi d’échelle a un
parameétre suppose que ’on puisse écrire les caractéristiques du systeme, comme

la variance de la distribution, sous la forme
o2 =t*F [(K - K)tﬂ (3.66)

ou la fonction F est universelle. La procédure de mise a I'échelle en taille finie

(finite-size scaling en anglais), utilisée par exemple dans le cas du modéle d’Ander-

son, est ainsi substituée par une mise a ’échelle en temps fini (finite-time scaling
. . . . o, ~ 2 2 ..

en anglais). Dans la limite localisée K — K~, on a 0, ~ -, ce qui impose selon

les équations (3.61) et (3.66) :

t"F [(K — K)tﬁ} ~ (K—=K) " pourK — K.

Dans la limite diffusive K — K™, (th ~ th, ce qui selon les équations (3.61), (3.63)

et (3.66) mene a la relation

t*F [(K — K)tﬁ] ~ t(K—K)" pour K — K.



3.A Présentation du rotateur pulsé 111

10° ‘ ‘ ‘ 104 ‘
(a) (b)
1072 ]
—107%
2
= 1078
1078,
10-10 ‘ ‘ 102 ‘ ,
—400 =200 0 200 400 10* 102 10° 10*
D t

FIGURE 3.8 — Le régime critique a) Densité de probabilité n(p) en fonction de
I'impulsion p pour t = 0 (ligne bleue), t = 100 (verte), t = 200 (rouge), t = 500
(cyan) et t = 1000 (magenta). b) Représentation logarithmique de la variance
o? en fonction du nombre de kicks ¢ (ligne pleine) et courbe en loi de puissance
« t?/3 (ligne pointillée). Les paramétres sont K = 6.4, e = 0.436.

Les dépendances en K des dernieres équations déterminent le comportement de

la fonction F

F(y) ~ (—y)_zv pour K — K~

~y" pour K — K*.
ce qui en comparant les dépendances en t impose

x—2Bv = 0
a+pr =1

et permet de déterminer les coefficients &« = 2/3 et B = 1/3v. On peut donc écrire

la variance du paquet sous la forme
0% = 23F [(K - R)tV/ 3”} . (3.67)

Cette relation permet de déterminer 1'emplacement du régime critique. Celui-
ci correspond en effet a une expansion sous-diffusive du paquet, de coefficient
2/3 : 0% ~ 12/3, Le régime critique, le long du chemin (K,e) = (4,0.1) —
(9,0.8) est observé pour (K, &) ~ (6.4,0.436). La distribution d’impulsion n(p),
représentée en figure 3.8, est décrite par une fonction d’Airy, comme prédit par la
théorie auto-consistante de la localisation, a I’exception de la zone p ~ 0, qui voit

I"émergence d"un pic multifractal [Lemarié 2009]. La relation (3.67) permet aussi
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FIGURE 3.9 — Détermination de 'exposant critique v le long du chemin (K, €) =
(4,0.1) — (9,0.8). La représentation de log (dlog A¢/0K)_en fonction de log
donne une droite de coefficient directeur 1/3v. Les points bleus correspondent
aux données numériques, la ligne verte a I'ajustement permettant d’obtenir le
coefficient directeur. On trouve ici v = 1.61 £ 0.04.

de déterminer I’exposant critique v. Ainsi, en posant A = c?t~2/3 et en effectuant

un développement limité de G = log F au voisinage de 0, on aboutit a

log A ~ G(0) + (K — R)t!/% (&) : (3.68)
ay y=0
On a donc: 5 loe A
g—;‘i o /3, (3.69)

Numériquement, on calcule la dépendance temporelle de la variance o3, pour un
certain nombre de valeurs de (K, €) situées de part et d’autre du point critique.
En représentant la quantité log (dlog A/dK)y en fonction de log f, on obtient une
droite de coefficient directeur 1/3v. Une méthode de Bootstrap [Press et al. 1992]
permet enfin d’estimer la barre d’erreur. Dans I'exemple de la figure 3.9, on trouve
ainsi v = 1.61 £ 0.04.

3.B L’effet des interactions

Apres avoir introduit le rotateur pulsé, nous présentons maintenant les résul-
tats obtenus lors de cette these concernant le role joué par les interactions. Nous
nous intéressons au rotateur pulsé quasi-périodique, I'objectif étant de détermi-
ner dans quelle mesure la transition d’Anderson est affectée par la présence des

interactions. Pour cela, nous considérons un gaz de bosons dans le régime des
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faibles interactions régie par 1'équation de Gross-Pitaevskii

2

ikp = % + Kcosx (1+ecoswytcoswst) Y 6(t—k) +glg(x)[*p(x)  (3.70)

keIN
ol § = 2kw aN est la constante de couplage, exprimée dans les unités réduites
du rotateur pulsé, w est la fréquence angulaire de piégeage transverse normali-
sée par rapport a la fréquence angulaire des kicks, a est la longueur de diffusion
pour l'onde s, exprimée en unités de 1/2k;, et N désigne le nombre de particules.

3.B.1 Ordres de grandeur expérimentaux

3.B.1.1 Le potentiel des kicks

On cherche a réaliser un potentiel optique de la forme

V(x) = Wy cos 2kp.x (1 + e coswyt coswst) Y 6(t —kT), (3.71)

keN
les différentes grandeurs étant exprimées dans les unités du systeme internatio-
nal. Dans une expérience, les kicks ont bien stir une durée finie si bien que 'on

réalise en réalité le potentiel suivant :

V(x) = Vycos 2k x (1 + € cos wyt coswst) Y fo(t —kT), (3.72)
keN
T < T étant la durée des kicks et Vy = Wy /71 I'amplitude du potentiel optique.

La fonction f; est une simple fonction porte (sans dimension) :

1 O<t <t

fe(t) = (3.73)

0 sinon

On peut contrdler facilement les durées T et T a 1'aide de synthétiseurs radio-
fréquences et d’'un modulateur acousto-optique [Lopez 2012]. Choisissons a titre
d’exemple T = 04 pus, T = 6.6 us et des fréquences de modulations w, =
271v/5/T = 27t x 0.33 MHz, w3 = 27tv/13/T = 27t x 0.54 MHz.

Comme montré dans le chapitre précédent, le potassium 3K est un bon can-
didat pour I'étude des interactions. Supposons que nous disposons d"une source
laser de longueur d’onde A;, = 766.8 nm ® de puissance 2 W, focalisée sur un

diametre de 2 mm. En utilisant les propriétés des transitions optiques présen-

80n peut par exemple utiliser un amplificateur MOPA pompé par une diode-laser DBF.
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tées sur la figure 1.12, les équations (1.61) et (1.62), on obtient un désaccord de
0 = 27 x 50 GHz avec la transition optique D2 et une profondeur de potentiel
Vo = 4.2 x 10728 J, nettement supérieure a 1'énergie de recul Eg = 5.7 x 10730 J.
En utilisant I’équation (3.4), on aboutit a un parameétre de stochasticité K = 4.6.
Cette valeur peut étre modifiée a souhait en modifiant la puissance du faisceau
laser, en augmentant la durée des kicks, ou encore en ajustant la longueur d’onde
du laser. Enfin, compte-tenu de I'équation (3.13), la constante Planck vaut k =
2.89.

Dans 1’équation (3.70), les temps sont exprimés en nombre de kicks, c’est-a-
dire en multiples de T. Une expérience dure typiquement 100 kicks, ce qui cor-

respond a moins d"une milliseconde.

3.B.1.2 Les interactions

En utilisant la deuxiéme résonance de Feshbach (1.1), on peut définir de fagon
précise le niveau des interactions ¢ = 2kw aN intervenant dans 1’équation (3.70).
Pour un condensat de N = 10* atomes dont le piégeage transverse est caractérisé
par w; = 27 X 0.16 kHz et un champ magnétique B = 351.5 G, on peut obtenir
un régime de faibles interactions répulsives g ~ 2 x 1072. Pour une valeur de
B = 400 G plus proche de la résonance, la valeur de ¢ = 138 est beaucoup plus

importante.

3.B.2 Lafin de 1’équivalence avec le modele d’Anderson

Dans le cas linéaire, c’est-a-dire sans interactions, nous avons vu que le rotateur
pulsé quasi-périodique est équivalent au modéle d’Anderson tridimensionnel a
partir du moment ot on représente les fonctions d’onde en représentation im-
pulsion. Cette équivalence est brisée en présence d’interactions. Dans le forma-
lisme de Gross-Pitaevskii, le terme d’interaction g|¢(x)|? s’écrit en effet en re-
présentation position, aussi bien dans le cas du rotateur pulsé quasi-périodique
que dans celui d"un réseau désordonné. On ne peut donc plus inverser les roles
des impulsions et des positions pour passer d'un modele a I’autre. Notons par
ailleurs qu’en présence d’interactions, les rotateurs pulsés tridimensionnel [équa-
tion (3.41)] et quasi-périodique [équation (3.40)] ne sont également plus équiva-
lents. L'étude des interactions dans le cadre du rotateur quasi-périodique n’en de-
meure pas moins essentielle. Elles sont bien entendu susceptibles d’entrainer des

effets originaux par rapport aux systemes désordonnées tridimensionnels mais
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elles peuvent également mettre en évidence des phénomenes universels liés par
exemple & un comportement sous-diffusif et donner ainsi des indices pertinents
pour l’élaboration d"une théorie unifiée.

Alors que son influence est négligeable dans le cas linéaire, la taille du sys-
teme est maintenant d"une importance cruciale car dans chacun des régimes dy-
namiques (localisé, critique ou diffusif) le paquet d’onde s’étale dans 'espace des
positions (le régime localisé étant visible en représentation impulsion uniquement).
La figure 3.10 montre 1’évolution en fonction du nombre de kicks de la variance

de la densité de positions :

72 = / dx x?|p(x)]* — ( / dxxr¢(x>\2)2 (3.74)

pour les trois régimes : localisé, critique et diffusif’. Les ajustements en loi de
puissance correspondants, représentés en ligne pleine, montrent que 0; vérifie

approximativement la relation suivante :
0 = toy. (375)

Cette relation qui peut s’interpréter de fagon classique sous la forme x = pt
montre que tous les effets d’interférence quantiques sont compris dans la va-
riance temporelle de p [Delande et Garreau 2011]. Le paquet s’étend dans 1'espace
des positions, quel que soit le régime dynamique considéré. Par conséquent, si on
considére un systéme de taille infinie en représentation position, le terme g|¢(x)|?
finit nécessairement par tendre vers 0 a mesure que le nombre de kicks augmente.
Dans l'ensemble des tests numériques effectués, nous nous sommes apercus que
I'énergie d’interaction [ dx g|¢(x)|* devient négligeable par rapport a toutes les
autres énergies du systéme au bout d'un temps inférieur a 10 kicks. L'influence
des interactions peut alors se résumer a une redistribution des conditions initiales
avant la restauration des régimes dynamiques du systeme linéaire. La figure 3.11
montre un exemple de décroissance rapide de l'énergie d’interaction due a la
dispersion du paquet d’'onde dans l'espace des positions : des le premier kick,
I'énergie d’interaction est négligeable.

Ainsi, dans le cas d’un systéme infini, 1’échelle de temps linéaire, relative

1’équation (3.70) a été intégrée avec un algorithme de type Split-step avec un pas de temps
dt < 1 [Hardin et Tappert 1973, Feit et al. 1982, Bogomolov et Yunakovsky 2006] avec une dis-
crétisation spatiale telle que la densité d’impulsions ainsi que la densité de positions soient négli-
geables aux bords de la boite numérique.
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FIGURE 3.10 — Variations temporelles de la variance de la distribution de positions
0 pour ¢ = 10 et pour le régime localisé (K = 4,e = 0.1, points bleus), critique
(K = 6.4,e = 0.436, points verts) et diffusif (K = 9,e = 0.8, points rouges). Les
lignes représentent des ajustements en loi de puissance t* de coefficient a = 2.1
(ligne bleue), a = 2.8 (ligne verte) et a = 3.0 (ligne rouge).

a l'instauration de la localisation dynamique, est beaucoup plus grande que
I’échelle non-linéaire, associée au temps caractéristique de la conversion de
I'énergie d’interaction en énergie cinétique. En conséquence, il ne peut y avoir de
compétition entre les effets de désordre et les interactions.

En revanche, si on utilise des conditions 27r-périodiques, le paquet d’onde
étant confiné, le terme [ dx g|¢|* n’est plus négligeable et on peut étudier effecti-
vement l'influence des interactions sur le systeme. Nous nous intéressons mainte-
nant a la dynamique du rotateur pulsé quasi-périodique pour des conditions aux
bords 27t-périodiques. Expérimentalement, cela suppose de réaliser un confine-
ment unidimensionnel a 1’aide d’un piege toroidal [Ryu ef al. 2007]. Dans le cas
du rotateur pulsé, des études précédentes ont montré que sous certaines condi-
tions les interactions détruisent la localisation dynamique pour laisser place a
un régime de sous-diffusion [Shepelyansky 1993, Rebuzzini et al. 2007, Gligoric¢
et al. 2011]. Outre les conditions aux bords 27-périodiques, ces études font une
hypothese lourde : celle de “l’approximation diagonale”. Le but du prochain pa-
ragraphe est d'introduire cette approximation et de juger de sa pertinence. Nous

présentons ensuite les résultats obtenus au cours de cette these.
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FIGURE 3.11 — Evolution de l'énergie d’interaction Ejy = [dx g|¢|*/2 (ligne
bleue) et de I'énergie cinétique Ey;, = (th/ 2 (ligne verte) en fonction du nombre
de kicks t pour K = 4, € = 0.1, ¢ = 10. Au bout de quelques kicks, I'énergie d’in-
teraction est négligeable devant I'énergie d’interaction cinétique et le dynamique
retrouve un comportement linéaire.

Dans les chapitres précédents, afin d’obtenir des caractéristiques de la dyna-
mique moyenne d'un systeme désordonné, nous devions moyenner nos résul-
tats sur les différentes réalisations du désordre. Dans le cas du rotateur pulsé
quasi-périodique, une maniere de faire varier les réalisations du pseudo-désordre
consiste a introduire un nombre B € [0,1] et deux phases 6, 65 aléatoires dans
I'expression du potentiel périodique :

2
H= %+Kcos(x+kﬁt) [1+ € cos (wat + 62) cos (w3t +63)] Y 6(t—k). (3.76)
keIN
La présence de ces trois nombres n’affecte en rien les propriétés du systeme et
permet, apres un certain nombre de moyennes, d’obtenir des courbes lisses. On
peut par ailleurs donner une interprétation physique a chacun de ces nombres

aléatoires.

* Les nombres 0; et 03 correspondent aux phases initiales de la modulation

temporelle.

* Le nombre 8 est assimilable a la quasi-impulsion, définie dans le cas d'un
systeme linéaire infini. On montre en effet facilement que le hamiltonien

(3.76) avec 61 = 6 = 03 = 0 est équivalent au hamiltonien du rotateur
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pulsé quasi-périodique des lors que l'on considére un état initial ¢o(p) =
d(p + kB). Cette procédure revient donc a utiliser des conditions aux bords

torsadées (twisted boundary conditions en anglais).

3.B.3 L’approximation diagonale

On sait calculer I'évolution du paquet au moment d"un kick £ : il suffit d’exprimer

le paquet d’onde en représentation position et d’appliquer l'opérateur diagonal

Ukiek
P (x) = Uik (£)r(x) (3.77)
iK
Uik (f) = exp —%cosx(l—kecosa&tcoswgt)

ou ¢ et ¢+ désignent respectivement les fonctions d’onde juste avant et juste
apres le t-ieme kick. Entre deux kicks, la présence du terme d’interaction g|¢|?
dans (3.70) ne permet plus de procéder comme dans le cas linéaire, I'opérateur
d’évolution n’étant plus diagonal dans I'espace des impulsions. Numériquement,
cela impose de travailler avec un algorithme de type Split-Step avec un pas de
temps dt < 1. Malheureusement, comme vu dans le chapitre 2, le temps caracté-
ristique de I’émergence d"un régime non-linéaire dépasse généralement de plu-
sieurs ordres de grandeur celui de la dynamique linéaire, ce qui impose de ré-
péter le schéma d’intégration numérique sur un trés grand nombre d’itérations.
Pour gagner un temps significatif en temps de calcul, un certain nombre d’au-
teurs utilisent ce que 'on appelle 'approximation diagonale [Shepelyansky 1993,
Rebuzzini et al. 2005, Gligoric et al. 2011]. Celle-ci s’obtient en transposant 1’équa-

tion de Gross-Pitaevskii (3.70) en représentation impulsion a 1’aide des relations :
#) = 5 DEo(p = 5K) 679)
2 & '

$p=s0) = \ g [ e 9) 3.79)

ou l'argument x (respectivement p) de la fonction ¢ suppose que l'on écrive
la fonction d’onde en représentation position (respectivement impulsion). Les
conditions aux bords 27m-périodiques permettent de discrétiser 'impulsion en

multiples de k, ce qui justifie I'écriture p = sk, ol1 s est un entier relatif. L'équation
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de Gross-Pitaevskii s’écrit alors entre deux kicks :

, 2 k
ik(p) = Zp(p) + 5= Y 9(p) 9(p)p(p+p1—p2) (3:80)

Plzpz
Le deuxieme terme de cette équation, représentant 1’action des interactions sur la

fonction d’onde ¢(p), correspond a deux effets :

* un effet de couplage pour p # py, p2 : la dynamique non-linéaire entre deux
kicks affecte la population de chaque composante d’impulsion. Alors que
dans le cas linéaire, les transferts d’impulsions se produisent uniquement
lors des kicks, la présence des interactions a pour effet de coupler également
les impulsions dans la phase d’évolution libre.

* un effet de décohérence pour p = py,p2 : la fréquence d’oscillation de

chaque composante d’impulsion w(p) ~ p?/2k+ g/27|p(p)|* posseéde une
composante non-linéaire. Si on revient a 1’écriture de 1’équivalence du ro-
tateur pulsé quasi-périodique, le terme non-linéaire intervient, comme la
partie cinétique p?/2, dans la définition des énergies du réseau [équation
(3.50)]. En raison de la variation temporelle de |¢(p)|?, les interactions en-
trainent une redistribution permanente de ces énergies et sont donc suscep-
tibles d’affecter les effets d'interférence quantique responsables de la locali-

sation dynamique.

L’approximation diagonale consiste a ne retenir que l'effet de décohérence et donc

a ne garder dans (3.80) que le terme p; = py = p.

i P’ 8K\ o2
ikp(p) = S59(p) + 5 _l¢(p)"¢(p)- (3.81)
Cette écriture permet de déterminer directement ’évolution de la fonction d’onde
entre deux kicks :
. 2 .
p 18 2
= - _ < . 82
Pr+1(p) = exp | ——p = 5|9+ ()] Pr+(p) (3.82)
Les équations (3.77) et (3.82) permettent ainsi d’accéder a I’état du systeme a tout
instant t. Les études précédentes prétendent que I'approximation diagonale, bien
que difficilement justifiable d’un point de vue mathématique, n’altére en rien les
caractéristiques de la dynamique au temps long. Pour des temps plus courts, 1’ap-

proximation diagonale sous-estime complétement 1’effet des interactions comme
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FIGURE 3.12 — Comparaison de 1'évolution du second moment de la distribution

d’impulsion 0?7 avec (ligne pleine) et sans (ligne pointillée) approximation diago-

nale, pour g = 0 (lignes bleues), g = 5 (vertes) et ¢ = 10 (rouges) . Les autres
parametres sont K = 4,¢ = 0.1.

le montre ’exemple de la figure 3.12 qui représente I'évolution de o? avec (ligne
pleine) et sans (ligne pointillée) I’approximation diagonale. Pour cette figure et

pour le reste du chapitre, nous considérerons comme état initial une onde plane

0y /K0

ou ¢ désigne le symbole de Kronecker.

(3.83)

Commentons maintenant les résultats de la figure 3.12. Pour ¢ = 0 (lignes
bleues), il n'y a bien entendu aucune différence entre les deux courbes. La lon-
gueur de localisation obtenue est légerement plus faible que dans le cas de la
figure 3.6 en raison du choix de l'état initial. Pour ¢ = 5 (lignes vertes), le cal-
cul sans approximation diagonal montre que le temps nécessaire pour détruire la
localisation est de 1’ordre de 1000 kicks. On note en effet une tres légere augmen-
tation de o7 par rapport au cas linéaire. En revanche, le calcul avec approximation
diagonale prédit lui la survie de la localisation dynamique. Pour g = 10 (lignes
rouges), I'approximation diagonale prédit bien une expansion du paquet mais
celle-ci semble considérablement plus lente que dans le modele exact. S'il est pro-
bable que les caractéristiques sous-diffusives du systéme a temps trés longs, de
l'ordre du 107 — 108 kicks, ne soient pas affectées par I’approximation diagonale
comme le suggerent les études précédentes [Shepelyansky 1993, Rebuzzini et al.
2005, Gligoric et al. 2011], il est en revanche important de noter que celle-ci néglige
une part tres importante des effets non-linéaires, pour ce qui est des échelles de

temps expérimentales (t < 1000) .
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3.B.4 Destruction du régime localisé induite par les interactions

L’approximation diagonale sous-estime 1’effet des interactions aux temps courts,
il est néanmoins probable qu’elle permette de comprendre le comportement du
systeme aux temps longs. Nous présentons maintenant des résultats obtenus
dans le cadre de cette approximation, 1’objectif étant de caractériser sur plusieurs
échelles de temps la destruction du régime de localisation dynamique sous 1'effet
des interactions'’. Comme le montre la figure 3.12, la destruction du régime lo-
calisé se traduit par une augmentation progressive de la variance o?. Les études
précédentes supposent que celle-ci s’écrit dans le régime des temps longs sous la

forme d’une expansion sous-diffusive!!

P~ 0<a <, (3.84)

la valeur de I’exposant sous-diffusif « étant sujette a débat dans le cas du rotateur
pulsé périodique entre une prédiction de « = 2/5 [Shepelyansky 1993, Rebuzzini
et al. 2005] et une autre de & = 1/3 [Gligoric et al. 2011]. Afin de suivre 1’établisse-
ment progressif du régime asymptotique, il est commode de définir un exposant

sous-diffusif dépendant du temps :

_dlogo?

Ky = legt . (385)

Dans le cas d"un régime asymptotique, I'exposant sous-diffusif est indépendant
du temps a; = «, ce qui permet d’obtenir I'équation (3.84). En revanche, avant
I'établissement de ce régime, 1’exposant a; varie a priori dans le temps. La figure
3.13 montre ainsi I’évolution de «; pour différentes valeurs de g. Pour ¢ = 0, le
paquet est localisé; en conséquence la valeur de a; est constante et proche de 0.
Des lors que 'on considere des valeurs de g légerement positives, la croissance
de a; au bout d'un temps caractéristique qui est d’autant plus grand que la va-
leur de g est faible met en évidence la destruction de la localisation dynamique.
Pour les valeurs de g les plus élevées, le paquet s’étend dés t = 10°. Le régime
asymptotique, qui correspond a une valeur de « indépendante de t et de g, n’est
visiblement pas atteint pour ¢ = 10”. Néanmoins, les courbes ont bien tendance a

converger vers une valeur a ~ 2/5.

19Une telle étude numérique n’étant pour 1'heure pas envisageable sans 1'approximation dia-
gonale [équation (3.70)].
Ta dynamique est qualifiée de sous-diffusive quand I’exposant « est inférieur a 1.
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FIGURE 3.13 — Exposant sous-diffusif a; en fonction du nombre de kicks t et pour
plusieurs valeurs de ¢ = 0,1,2.9,5,8.5,12, 25, 50. Les autres parametres sont K =
4,¢ =0.1.

A l'instar de a;, on peut définir un exposant non-linéaire B, décrivant l'in-
fluence de la force des interactions g sur 1’étalement du paquet :

_ dloga?
~ dlogg’

Bq (3.86)

la valeur de cet exposant devenant indépendante de g et de t dans le cas du ré-
gime asymptotique. Les variations de B, en fonction de g sont présentées sur la
figure 3.14 pour t = 10° (ligne pointillée) et + = 107 (ligne pleine). Pour la par-
tie gauche du graphique, c’est-a-dire pour les faibles valeurs de g, la valeur de
Bg est a la fois dépendante de t et de g, ce qui signifie que le systeme n’est pas
completement entré dans le régime asymptotique. En revanche, pour des valeurs
de ¢ plus importantes, la valeur de B¢ converge vers une valeur f =~ 1 a la fois
indépendante du temps et de la force des interactions. Pour les échelles de temps
considérées, t = 10° — 107, la dynamique du systéme ne correspond pas encore
completement au régime asymptotique. Néanmoins, a partir des figures 3.13 et
3.14, nous pouvons conjecturer que celui-ci est caractérisé par une évolution sous-
diffusive de la forme

o o« t*/5g. (3.87)

Nous pouvons maintenant étudier la forme du paquet indépendamment de son

étalement en définissant la densité normalisée :

i(p) = n(pt /g 1/2) 1712 (3.88)
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FIGURE 3.14 - Variations de I’exposant non-linéaire en fonction de g, pour t = 10°
(ligne pointillée) et t = 107 (ligne pleine). Pour g > 25, ott le régime asymptotique
est bien établi, on a B¢ ~ 1.

ott I'impulsion p = pt'/%¢!/2 est normalisée par rapport a I’étalement du paquet.
Compte tenu des exposants choisis, on s’attend a ce que la largeur de la fonction
ii(p) soit indépendante de g et de t. On représente donc la densité normalisée
sur la figure 3.15 pour plusieurs valeurs de ¢ a t = 107 (a) et pour plusieurs
valeurs de t a ¢ = 25 (b). Le graphique de gauche (a) permet d’observer le chan-
gement de forme du paquet induit par la présence des interactions. Lorsque 1'on
augmente la valeur de g, le profil évolue ainsi d'une forme exponentielle vers sa
forme asymptotique, nettement plus arrondie. Les parametres (¢, g) considérés
ne correspondant pas tout a fait au domaine d’existence de ce régime asympto-
tique, la densité normalisée est encore légerement dépendante de la valeur de g.
De méme, lorsqu’on représente 7i(f) [figure 3.15 b)] pour différents instants et
un force d’interaction g fixée, le profil évolue progressivement vers une forme
asymptotique a mesure que 1’on considere des temps de plus en plus élevés. Afin
de mieux caractériser le profil asymptotique, on représente sur la figure 3.16 les
courbes de la figure 3.15 en échelle logarithmique verticale. Conformément a une
observation précédente [Shepelyansky 1993], ce profil est marqué par la présence
d’un plateau central, ot la densité varie peu par rapport a la décroissance rapide
des ailes de la distribution. Nous avons été ainsi en mesure de décrire la destruc-
tion de la localisation dynamique au profit d'un régime asymptotique caractérisé
par une expansion sous-diffusive de la forme 07 ~ t?/%¢. La forme du profil de
densité évolue quant a elle d'une forme exponentielle vers une structure consti-
tuée d'un large plateau central. Pour caractériser plus en détail le régime asymp-

totique, il convient de poursuivre les investigations numériques vers des échelles
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FIGURE 3.15 — Densité normalisée 7i(p) pour K = 4,¢ = 0.1. Le gra-

phique de gauche (a) représente plusieurs courbes correspondant a ¢ =
1,2.9,5,8.5,12,25,50 et pour t = 10”. Le graphique de droite (b) représente ()
pour t = 10%,10°,5. 10°,10°,6. 10°,107 et pour ¢ = 25. Pour les plus grandes
valeurs de t et de g, le profil converge vers sa forme asymptotique.
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FIGURE 3.16 — Représentation semi-logarithmique du profil de densité normalisée
i(p) pour K = 4, e = 0.1 et les mémes parametres que la figure 3.15. L'émergence
du régime asymptotique correspond a 1’émergence d’un plateau central.
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FIGURE 3.17 — Exposant sous-diffusif a; en fonction du nombre de kicks t et pour
g =0,5,50. Les autres parametres sont K = 9,e = 0.8

de temps plus lointaines. Etant donné que les données présentées correspondent
déja a un temps de calcul de l'ordre du mois'?, atteindre des temps de 1’ordre
de t = 10° — 100 nécessitera un effort considérable. A cette difficulté s’ajoute
le probleme de la réalisation expérimentale pour laquelle ces échelles de temps
sont tres loin d’étre atteignables. Une solution imaginée est d’accélérer la mise en
place du régime asymptotique en faisant évoluer dans le temps la force d’inter-
action [Gligoric et al. 2013]. S’il semble raisonnable d’imaginer que cette méthode
puisse permettre d’améliorer la visibilité du phénomene sous-diffusif en augmen-
tant artificiellement la valeur de «, rien n'indique que le régime asymptotique
n’apparaisse pour des temps beaucoup plus courts et que ses caractéristiques ne

soient pas affectées par la dépendance temporelle de g.

3.B.5 Le régime diffusif

Le régime diffusif ne reposant pas sur un phénoméne d’interférence quantique,
il n’est guere affecté par la présence des interactions. Ainsi, comme le montre
la figure 3.17, quelle que soit la valeur g, la valeur de 1’exposant (sub)-diffusif
a; ~ 1 met en évidence le phénomene de diffusion. Dans ce cas particulier, les
interactions ont un effet négligeable et le régime asymptotique correspond donc
au régime linéaire. Par ailleurs, les valeurs de o7 étant indépendantes de ¢'3, on

peut considérer que l'exposant non-linéaire est nul § = 0. On définit donc le

12R¢alisées sur un machine comportant 12 processeurs
13Numériquement, les différences observées sont inférieures a 1%.
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FIGURE 3.18 — Profil normalisé i(5) pour ¢ = 0,5,50 et t = 10° (a) et ¢ = 50 et
t = 103,10%,10° (b). Quelle que soit la valeur de g et ¢, les courbes se recouvrent
parfaitement sous la forme d’une gaussienne.

profil normalisé de la fagon suivante :

i(p) = n(pt~ V2 1/2 (3.89)

oit I'impulsion normalisée § = pt'/2 permet de suivre la dynamique du pa-
quet indépendamment de l'élargissement provoqué par la diffusion. La figure
3.18 montre que les courbes issues d"un calcul avec interactions (¢ = 5, 50) sont
confondues avec la gaussienne du cas linéaire (g = 0). Pour une valeur de g don-
née, g = 50 [courbes (b)], I'évolution temporelle du profil normalisé est compleéte-
ment figée. L'échelle logarithmique présentée en figure 3.19 montre enfin que ce
profil est bien gaussien quel que soit la valeur de g et de t. Conformément a nos
prédictions, le régime diffusif n’est donc absolument pas affecté par la présence

des interactions.

3.B.6 Entre le régime localisé et le régime diffusif

Nous avons ainsi caractérisé l'influence des interactions dans les régimes locali-
sés et diffusifs. Les résultats obtenus sont récapitulés dans la table 3.1. Cette étude
permet de donner une premiere estimation des exposants (sub)-diffusif et non-
linéaire ainsi qu'une représentation de la forme du profil asymptotique. D’autres
calculs numériques sont malgré tout nécessaires pour confirmer les valeurs ob-
tenues et établir une carte précise des exposants sous-diffusif et non-linéaires en
fonction des parametres (K, €) et g. La figure 3.20 représente une telle carte (pré-
liminaire), le parametre € évoluant le long du chemin e(K) = 0.1 4+ 0.14(K — 4),
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FIGURE 3.19 — Représentation semi-logarithmique du profil de densité normalisé
ii(p) pour K =9, e = 0.8 et les mémes parametres que la figure 3.18.

Sans interactions Avec interactions
Régime | Exposants |  Forme Exposants | Forme

localisé | waj, =0 | exponentielle | « ~2/5, B ~ 1 | plateau central
diffusif | ap, =1 gaussienne x~1,6~0 gaussienne

TABLE 3.1 — Récapitulatif des caractéristiques du régime asymptotique conjectu-
rées.

pour t = 103. Ce temps étant bien inférieur au temps caractéristique du régime
asymptotique, les valeurs de a représentées ne sont pas stationnaires : le gra-
phique (b) représentant « & t = 2 x 10* montre ainsi quelques différences, princi-
palement au niveau du régime localisé K ~ 4 4. Cette figure permet néanmoins
de comprendre comment les interactions sont susceptibles d’affecter le systéeme :
pour ¢ — 0, on retrouve les différents régimes localisés (« = 0), critique (@ = 2/3)
et diffusif (¢« = 1). Si on augmente maintenant la valeur de g, on s’apercoit que
le régime localisé est progressivement détruit pour laisser la place a un régime
sous-diffusif d’exposant & ~ 2/5. Le régime diffusif n’étant pas affecté par les
interactions, la valeur de « reste proche de 1, quelle que soit la valeur de g. Entre
ces deux régimes, la présence des interactions tend bien stir a augmenter la va-
leur de «. Enfin, la carte de 1’exposant non-linéaire § montré en figure 3.21 pour
les mémes parameétres montre que la valeur B = 1 est une caractéristique particu-
liere du régime sous-diffusif. Pour les faibles interactions et les grandes valeurs
de K, cet exposant est en revanche quasiment-nulle. Enfin, la comparaison entre

les graphiques (a) et (b) montre que zone correspondant a B ~ 1 tend a s’étendre

141 ¢chelle logarithmique verticale a tendance a atténuer les différences.
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FIGURE 3.20 — Cartes de I'exposant sous-diffusif « en fonction de K et ¢ obtenues
pour (a) t = 10% et (b) t = 2 x 10%. La comparaison entre les deux graphiques
permet de montrer que pour des telles échelles de temps, le régime asymptotique
n’est pas atteint. La ligne noire correspondant a « = 2/3 indique la présence
supposée du régime critique.

a mesure que la sous-diffusion s’installe.

3.C Bilan et perspectives

Ce chapitre présente les premiers résultats relatifs a la dynamique du rotateur
pulsé quasi-périodique en présence d’interactions. Des calculs numériques inten-
sifs ont permis de caractériser le phénomene de sous-diffusion qui se substitue au
régime localisé et de vérifier que le régime diffusif n’est pas affecté. Néanmoins,
il reste un nombre important de points a aborder. Il convient non seulement de
calculer la dynamique pour des temps plus longs pour mieux caractériser 1'in-
fluence des interactions mais aussi d’étudier plus précisément ce qu’il advient du
systéme au voisinage du point critique (K, €). S'il est acquis que la localisation
dynamique finit par étre détruite, rien n’indique que la transition de phase soit
également affectée. Par rapport au cas linéaire, la présence des interactions intro-
duit une nouvelle échelle de temps. Il convient donc pour étudier précisément
une éventuelle transition de phase de modifier la loi d’échelle a un parametre
(3.66) et de la remplacer par une loi d’échelle a deux parametres. Une théorie ana-
lytique mise au point par Nicolas Cherroret et basée sur une théorie non-linéaire
auto-consistante devrait bientdt permettre d’analyser nos résultats numériques

dans cette perspective.
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FIGURE 3.21 — Cartes de l'exposant non-linéaire 8 en fonction de K et ¢ obtenues
pour (a) t = 103 et (b) t = 2 x 10%.

Il serait par ailleurs intéressant de comparer nos résultats avec des études
portant sur le modele d’Anderson tridimensionnel. Méme si les deux modéles
ne sont plus équivalents (sous-section 3.B.2), il est probable que les valeurs des
exposants «, B conjecturés soient universels. Une réalisation expérimentale per-

mettrait également de confirmer nos hypotheses.
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Modes de Bogoliubov du rotateur pulsé

E chapitre précédent nous a permis de décrire le comportement d"un conden-
L sat dans le cas du rotateur quasi-périodique, les interactions ayant pour
effet dominant de remplacer le régime localisé par un régime de sub-diffusion
d’exposant &« ~ 2/5. Pour s’assurer de la pertinence de nos résultats, nous
nous proposons maintenant d’étudier la stabilité de la solution de 1’équation
de Gross-Pitaevskii dans le cas d’interactions répulsives (a2 > 0). Les équations
de Bogoliubov-de Gennes nous permettent a ce titre d’estimer la fraction non-
condensée du gaz, c’est-a-dire le nombre de particules qui n’est pas décrit par
I'équation de Gross-Pitaevskii. Nous étudions également la dynamique de ces
excitations et montrons qu’elles se comportent, dans la limite de tres faibles

interactions, comme de véritables particules isolées.

Contents
4.A Equations de Bogoliubov-de Gennes . . . ............. 131
4.B Cas du rotateur pulsé quasi-périodique . . . . .. ... ... ... 138
4.C Conclusion . . .... ... ... i 155

4.A Equations de Bogoliubov-de Gennes

La transformation de Bogoliubov - de Gennes [Bogoliubov 1947, de Gennes 1966]
est un outil tres utilisé dans la physique des condensats; elle permet de mon-
trer par exemple qu'un condensat de Bose-Einstein a température nulle est su-
perfluide [Pethick et Smith 2008]. La relation de dispersion correspondante a

d’ailleurs pu étre mesurée expérimentalement [Steinhauer ef al. 2002]. Nous pré-
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sentons ici une dérivation qui aboutit a une forme légerement différente des équa-
tions de Bogoliubov rencontrées habituellement dans la littérature. Cette diffé-
rence provient du fait que nous nous plagons dans I’ensemble canonique ot le
nombre de particules N est fixé [Castin et Dum 1998]. En langage mathématique,

cela revient a dire que la symétrie U(1) est conservée.

4.A.1 Présentation

Nous présentons ici les étapes-clés de la dérivation des équations de Bogoliu-
bov [Castin et Dum 1998, Castin 2011] pour bien comprendre leur origine et
bien montrer que ces équations restent valables dans le cas particulier du rota-
teur quasi-périodique. Nous commencons donc par considérer le hamiltonien de

seconde-quantification suivant :

f= / BF (0)h(x, )T (x) + S / P O)FO)F(x) @)

ou g1p est la constante de couplage définie dans le chapitre 1 [équation (1.51)]. Le

hamiltonien a une particule s’écrit

2
h(x,t) = —g‘—mvi +V(x, 1) 4.2)

ot V(x,t) est un potentiel arbitraire, éventuellement dépendant du temps.
Comme montré dans le chapitre 1 [équation (1.52)], 'équation d’évolution du
champ quantifié s’écrit

ihdlt;(tx) = h(x, )F(x) + gip¥ () F (x)F(x). (4.3)

On décompose alors le champ quantique sous la forme de deux contributions
Y=dpp+7¥,. (4.4)

A l'instar des fonctions d’onde scalaires, on peut exprimer les opérateurs champs
en représentation position [comme dans 1'équation (4.1)] mais également en re-

présentation impulsion. Pour passer d"une représentation a 1’autre, il suffit d"uti-
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liser la transformée de Fourier

. 1 e
Y(p) = \/ﬁ/dxe X/ (x)
~ 1 - ~

¥Y(x) = \/ﬁ/dp ePXM (),

La premiere contribution de 1’équation (4.4) représente le condensat et est décrit
par une fonction d’onde unique ¢, la seconde désigne la partie non condensée du
gaz. Dans le régime d'un gaz dilué, interagissant faiblement, la majorité du gaz
est condensée :

Np < Ng =~ N (4.5)

avec Np = <‘T’1‘T’ 1) et Ny = <ﬁ$ﬁ¢>, la somme des deux contributions étant égale
au nombre total de particules du gaz : N = Ny + Np. L'idée de la méthode de
Bogoliubov est de décomposer I'équation d’évolution (4.3) de fagon perturbative.
Nous allons montrer que le développement a 1'ordre 0 en ¥ | mene a I'équation
de Gross-Pitaevskii, et que le développement a l'ordre 2 conduit aux équations
de Bogoliubov.

4.A.2 Développement a 1’ordre 0

Le développement de I'équation (4.1) a I'ordre 0 en ¥ | revient a remplacer 1'opé-

rateur champ ¥(x) par dy¢(x) et l'opérateur 21\3221\4, par /N :

ihag d(];(tx) = Gph(x, t)p(x) + g10Nap|P(x)|*P(x). (4.6)

Cette équation est automatiquement vérifiée des lors que ¢ vérifie I’équation de

Gross-Pitaevskii

) i, () + N Ip(x) (). @)

L’équation de Gross-Pitaevskii permet donc de modéliser le comportement de
la partie condensée du gaz. Voyons maintenant comment décrire la partie non-

condensée.

10On peut utiliser une démarche légerement différente pour justifier plus rigoureusement ce
résultat [Castin et Dum 1998].
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4.A.3 Développement al’ordre 1 et 2

Plutot que de développer I’équation (4.1) jusqu’a I'ordre 2 en ¥ |, il est commode
de définir un opérateur I1 (noté sans chapeau par commodité) qui respecte le

nombre total de particules :

aw‘

4) A~
N S (4.8)
,/1—|—E}ﬁ¢

A linstar de ¥ |, l'opérateur IT fait disparaitre une particule non-condensée.

IT =

Seulement, il introduit en plus une particule dans la phase condensée, afin de
conserver le nombre total de particules. Il satisfait par ailleurs la relation de

commutation?
[TT(x), T1(x")] = Q(x, x') (4.9)

avec Q = 1 —|¢)(¢|. L'équation d’évolution de IT va nous permettre de décrire

les excitations du systéme au voisinage de 1’'équation de Gross-Pitaevskii :

i%g:[ﬁﬂy (4.10)

Développons maintenant ’hamiltonien a 'ordre 0 et 1 en II. Apres un certain

nombre d’étapes de calcul, on aboutit a [Castin 2011] :

a0 — N/dx (9" (n(x Hox) + ER(N - Dlp(v)*) @)
1 _ 0, (4.12)

T)
|

ce qui implique ~ ~
[H@+Hquza (4.13)

Pour obtenir la premiere correction a 'équation de Gross-Pitaevskii, nous déve-

loppons donc le hamiltonien jusqu’a 1’ordre 2 :

2 2
(4.14)

Ao = / dx <H+(x) h(x,t) — 1u(8)] TI(x) + gioN [2|4>|2n+n L ¢*2HZD

2En toute rigueur, cela n’est vrai que si 'on suppose que le mode du condensat est nécessaire-
ment occupé.
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ol le potentiel chimique y s’écrit :

u(t) = [ dx (9" 09() + goNIg(I*) @15
L’équation d’évolution de I1 s’écrit finalement pour la partie non-condensée
dll ~
h— — |H®
i [H ,H] . (4.16)

Cette équation se présente généralement sous la forme :

SHEH o
avec
o o Q 0
e- [0 0 ]eal2 0] -
28| — u(t) g¢?
L — 4.19
or ~gpe? —h*—2g1¢|2+u(t)] @1
ol on a noté
g = gN. (4.20)

L'équation (4.17) permet de calculer 1’évolution de la fraction non-condensée du
gaz. Cependant, elle est peu commode a manipuler car elle met en jeu des opé-
rateurs. Nous montrons maintenant comment, a I’aide de la décomposition mo-
dale, nous pouvons décomposer 1’'évolution de l'opérateur I en une évolution

de champs scalaires, bien plus pratiques a manipuler.

4.A.4 Décomposition modale

La décomposition est réalisée a 'instant initial : on considére la matrice

Lo=L(t=0). (4.21)
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Etant donné sa forme particuliere, on peut montrer que le spectre de £y est réel

et que si (uy, vy) est vecteur propre de £y avec la valeur propre ¢ > 03 :

50[”"] :ek[”"], (4.22)
Ok Ok

(v}, uf) est aussi vecteur propre de Ly avec la valeur propre —e; [Castin 2011].
On suppose par ailleurs que 1’on peut normaliser les vecteurs propres tels que

(e, upr) — (vk, o) = Oy (4.23)
ou le produit scalaire s’écrit par exemple en représentation position
(U, upr) = /dx ug () g (x). (4.24)

On peut alors réaliser la décomposition modale, ¢’est-a-dire écrire ITy = I1(t = 0)

sous la forme :

I, Up i | 7%
=) b +b 4.25
HRX N -
oul les opérateurs by sont définis par
b= [ dx (4i(0)To(x) — G (VT (x)) (426)

et vérifient les relations de commutations propres aux bosons :
[b,ﬁ, bk,] = Sy (4.27)

Montrons maintenant que 1’on peut utiliser cette décomposition modale réalisée
at = 0 pour déterminer 'évolution de la fraction non-condensée I(t) a tout

instant.

4.A.5 Equations de Bogoliubov

Le principe est de conserver a tout instant la décomposition (4.25) :

IR

3k permet d’indexer les vecteurs et valeurs propres de L.

+bf

*

k

o ] (4.28)
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tout en faisant évoluer les coefficients (1, v;). Pour cela, on impose la dépen-

dance temporelle suivante :

iho; [ " ] — L(b) [ " ] . (4.29)

Uk

On montre alors immédiatement en utilisant la propriété o4 L*07 = —L, ol1 07 dé-
signe la premiére matrice de Pauli, que I1 vérifie bien I'équation (4.17). L'équation
(4.29) permet ainsi de déterminer 1’évolution de la fraction non-condensée du gaz
IT a partir d'une équation scalaire, bien plus commode a utiliser que 1’équation
(4.17). La décomposition modale permet de découpler les différents modes du
condensat. L'équation (4.29) montre en effet que 'amplitude (u, vx) du mode k
évolue indépendamment de tous les autres modes (uy, v )*. Notons enfin que
chaque mode étant associé a un opérateur de création bosonique b}, on parle

souvent de pseudo-particules de Bogoliubov.

4.A.6 Les différents observables

A partir des équations (4.28) et (4.29), nous pouvons calculer l'évolution du

nombre d’atomes non-condensés Ny, = [ dp(IT"(p)I1(p)) :
No = [ dp S ORuc(p)on(p) + 62 ()i (p)
k

+(Be) (ln(p) 2 + [ox(p)?) + [ox(p)

ou1 nous avons utilisé la représentation en impulsion pour décrire les vecteurs
ug, vx. L'opérateur by étant calculé a partir de Ly, les valeurs moyennes des opé-
rateurs présents dans 1'équation précédente sont déterminées par les conditions
initiales du systéme. Dans la suite, nous considérerons un ensemble de tempéra-
ture nulle : (b7) = (bf?) = (bfbx) = 0, ce qui permet de simplifier considérable-
ment I'expression de Ny, :

Ny =Y / dp [oe(p) - (4.30)
k

La condition de validité de I'équation de Bogoliubov, N, < N est donc vérifiable

a posteriori. L'évolution temporelle de N;, permet aussi d’évaluer la stabilité du

4Si on développe le hamiltonien (4.1) jusqu’a des termes supérieurs a I'ordre 2 en I, les modes
interagissent entre eux.
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gaz, comme nous le verrons dans la sous-section 4.B.2. Nous pouvons également

et notamment la variance de la distribution d’impulsions, tres utilisée dans le

probleme de localisation

op = /dP pPny(p) — (/dp P”b(P)>2~ (4.32)

Ces observables vont nous permettre d’analyser le comportement des modes de

Bogoliubov dans le cas du rotateur pulsé quasi-périodique.

4.B Cas du rotateur pulsé quasi-périodique

Nous cherchons donc a caractériser 1’évolution des modes de Bogoliubov lorsque

le hamiltonien & une particule est de la forme :

h = p_Z + K'Y _cos(x +kBt) [1 + € cos (wat + ¢p) cos (wat + ¢3)] 5(t —n)  (4.33)

2
ol nous avons repris les unités adimensionnées précisées dans le chapitre 3 et
défini notamment la constante de couplage adimensionnée ¢ = 2kw ; aN. Nous
considérons le cas d’interactions répulsives ¢ > 0 avec comme parametres k =
2.89, wy, = 271/5 et w3z = 2714/13. Notons enfin que dans tout ce chapitre nous
considérerons les équations de Gross-Pitaevskii (4.7) et de Bogoliubov (4.29) dans

leur forme originelle, c’est-a-dire sans approximation diagonale.

4.B.1 Configuration initiale

Nous considérons que le systéme admet des conditions aux bords périodiques :

x = x + 27 et que la densité initiale des atomes condensés est uniforme
P(x,t=0) = — (4.34)

, ce qui correspond a un état localisé en représentation impulsion :

‘Sp/k,o

¢(p,t=0) = JE (4.35)
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Les vecteurs (uy, vg) initiaux sont les vecteurs propres de la matrice
Lo=L(t=0). (4.36)

Le hamiltonien est alors réduit a celui d'une particule libre : h = p2/2. 1l est
commode de commencer par exprimer les vecteurs propres (U, Vi) de la matrice
Lgp(t = 0) [équation (4.19)]

[ p?/2+2g|9[2 — p(0) g9 Ue(x) | [ Uk(x)
—gpx? —p?/2 = 28|92+ 1(0) | | Vi(x) Vi(x)
(4.37)

Le calcul de (0) = g/27 selon 1’équation (4.15) ne posant pas de difficulté, cette

équation s’écrit sous la forme

Uy (x)

2
p-/2+g/2m g/2r (4.38)
Vie(x)

—g/2m  —p?/2—g/2m

L'opérateur p? correspondant a un opérateur différentiel de second ordre, 'équa-
tion (4.38) est un systeme d’équations différentielles du second ordre, ce qui sug-

gere de rechercher ses solutions sous la forme d’ondes planes

e'kx. (4.39)

L'indice k des vecteurs propres est ainsi associé a une onde plane d’impulsion
p = kk. Les conditions aux bords périodiques imposent par ailleurs k € Z. En
introduisant 1’équation (4.39) dans (4.38), on obtient une relation permettant de

déterminer "énergie du mode k :

k2k? (k22

Il reste maintenant a déterminer le couple (U,? , Vko) . La condition de normalisation

(4.23) impose
1

@y (4.41)

(= (W+V) =
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En utilisant les équations (4.39) et (4.41), on obtient les conditions initiales des

modes de Bogoliubov :

¢+1/¢
¢-1/¢

En additionnant les deux lignes du systeme (4.38), on obtient ’expression de ¢

1

5 etkx (4.42)

(=

2 212 1/4
kk:{ k°k=/2 } (4.43)

2¢p  |RK2/2+¢g/m
Il faut maintenant calculer les modes propres (1, v) relatifs a la matrice £y. En

comparant les équations (4.18) et (4.19), on s’apercoit que ceux-ci sont reliés aux

modes (U, Vi) par la relation

up = QU
O = Q* Vk-
Pour k # 0, on montre facilement que les modes (U, Vi) sont orthogonaux au

condensat : (¢|U) = 0, (¢|Vx) = 0. En conséquence I'opérateur Q n’a pas d’effet

sur les modes propres (U, Vi) et on a

ug(x) ]

Uk (x)

Uy (x)
Vie(x)

(4.44)

En revanche, pour k = 0, le mode est confondu avec la fonction d’'onde ¢ du
condensat : QUy = Q*Vp = 0, ce qui signifie qu'il n’existe pas de mode de Bo-
goliubov d’impulsion nulle. Finalement, on peut écrire les vecteurs propres de la

matrice L sous la forme
ue(x) | 1
o (x) 2
aveck € Z*.

Compte-tenu de la symétrie du probleme, nous pouvons restreindre 1'étude

E+1/¢

ikx 445
c-1/¢ |° (449

au cas des k positifs. D’autre part, nous nous plagons dans le régime des tres

faibles interactions ¢ < 1. En développant { et 1/ [équation (4.43)] au premier
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ordre en 2g/ 7tk?k?, on obtient

_.__8
(= 1- 5 (4.46)

_ 8
/g = 14500, (4.47)

ce qui nous permet d’obtenir au premier ordre non nul la population initiale du
mode k [cf équation (4.30)]
2 _ T 2 g
/dx log(x)]* = E(@— 1/0)" ~ oy (4.48)
Les modes initialement les plus peuplés correspondent aux faibles valeurs de k.

Nous nous intéressons donc dans un premier temps a I'étude du mode k = 1°.

4.B.2 Stabilité du condensat pour k =1

Sous I'effet conjugué des kicks et des interactions, il est probable que le condensat
devienne instable. Dans ce cas, la population des états excités N;, augmente ex-
ponentiellement avec le temps. Dans le cas du rotateur pulsé périodique (¢ = 0),
des travaux antérieurs ont montré que le condensat était en effet détruit des lors
que la force des interactions g atteint une valeur critique [Gardiner et al. 2000, Liu
et al. 2006, Rebuzzini et al. 2007, Poletti et al. 2007, Reslen et al. 2008]. Nous mon-
trons que la situation est similaire dans le cas du rotateur pulsé quasi-périodique.
Nous présentons tout d’abord sur la figure 4.1 I’évolution temporelle du nombre
d’atomes non-condensés Nj, dans le régime localisé pour plusieurs valeurs de g.
Le calcul numérique correspondant a la résolution simultanée des équations (4.7)
et (4.29) a été effectué avec une méthode Split-step adéquate [Zhang 2005].

Pour les deux premiéres valeurs de g (courbes bleue et verte), le condensat est
quasi-stable, la population d’atomes non condensés augmentant tres légerement
avec le temps. Celle-ci restant tres inférieure a celle du condensat (typiquement
10°), on peut considérer que 1'équation de Gross-Pitaevskii est pertinente pour
décrire le systeme condensé. En revanche pour ¢ = 1 (courbe rouge) et ¢ = 4
(courbe cyan), la population N, augmente exponentiellement avec le temps. Dans
ce cas, I'hypothese N, < N n’est plus vérifiée, les équations de Gross-Pitaevskii

et de Bogoliubov ne permettent plus de décrire correctement le systeme, ce qui

>D’un point de vue expérimental, on peut espérer, a 'aide de deux faisceaux lasers non paral-
leles, exciter un mode k arbitraire [Steinhauer et al. 2002].
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— g¢g=20.01
— ¢g=0.1
— g=1
N 9:4

10760 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t x 10%

FIGURE 4.1 - Evolution temporelle du nombre d’atomes non condensés Nj, pour
K =4, e = 0.1 (régime localisé) et ¢ = 0.01,0.1, 1, 4.

105 |
=
. F//
107° ‘
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9

FIGURE 4.2 — Nombre d’atomes non condensés Ni, au bout d"un temps ¢t = 100
en fonction de la force des interactions g pour le régime localisé K = 4, ¢ = 0.1
(courbe bleue), critique K = 6.4, ¢ = 0.436 (courbe violette) et diffusif K = 9,
€ = 0.8 (courbe rouge).

rend nécessaire 1'utilisation de méthodes plus sophistiquées [Billam et Gardiner
2012].

Considérons maintenant 'ensemble des régimes du rotateur quasi-pério-
dique : on représente sur la figure 4.2 1a valeur de Nj, au bout d"un temps t = 100
pour les régimes localisé (courbe bleue), critique (courbe violette) et diffusif
(courbe rouge). Le nombre d’atomes non condensés augmente avec g pour cha-
cun des trois régimes. Néanmoins, le régime localisé est beaucoup plus sujet aux
instabilités que les régimes critiques et diffusifs. Dans ce qui suit, nous considé-
rons des valeurs de g inférieures a 1, le condensat étant alors stable du point de

vue des échelles de temps expérimentales (t = 10 — 10%).
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4.B.3 Evolution temporelle pour k = 1

Les opérateurs by, b} vérifiant les relations de commutations bosoniques, on qua-
lifie souvent les modes de Bogoliubov de “quasi-particules”. Seulement, 1’équa-
tion d’évolution (4.29) n’est évidemment pas équivalente a 1’équation de Gross-
Pitaevskii. On peut par exemple remarquer que le terme de couplage g(,b*zuk,
présent dans I'équation d’évolution de vy [équations (4.29), (4.18) et (4.19)], n’est
absolument pas négligeable devant le terme diagonal & + 2g|¢|> — u(t) lorsque
g—0.

Nous étudions maintenant le comportement des quasi-particules dans le cas
du rotateur pulsé quasi-périodique. Nous allons voir qu’a l'instar de particules
libres, elles sont sujettes a une transition de phase d'un régime localisé a un ré-
gime diffusif. Pour cela, nous disposons de deux outils. Dans un premier temps,
nous nous intéressons a 1’évolution de la variance du mode de Bogoliubov défini

en (4.32) et la comparons en particulier a celle de 1’état condensé.

2
g = /dp p*lo|* — (/dp P|<P|2> : (4.49)

D’autre part, nous pouvons comparer le profil de densité des modes de Bogoliu-
bov donné par (4.31) a celui du condensat

ne(p) = 1o(p) . (4.50)

4.B.3.1 Lerégime localisé

La figure 4.3 représente 1'évolution des variances o et 02 dans le cas du régime
localisé K = 4, ¢ = 0.1 et pour ¢ = 1074, 1072 et 10~ . Compte-tenu des faibles
valeurs de ¢ considérées, le condensat (lignes pointillées) reste parfaitement lo-
calisé, sa variance 02 n’étant pas affectée par le faible niveau des interactions. Le
carré de la largeur en impulsion du mode de Bogoliubov finit elle aussi par at-
teindre une valeur constante (lignes pleines), ce qui prouve que le régime localisé
s’applique également aux quasi-particules. Au contraire des atomes du conden-

sat, la largeur de l'état augmente 1égerement lorsque la valeur de g augmente.

La localisation des quasi-particules de Bogoliubov avait été déja étudiée dans
le cas des systéemes désordonnés [Lugan et al. 2007, Gaul et Miiller 2011]. Le fait

qu’elle s’applique également au cas du rotateur pulsé n’avait pour autant rien
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FIGURE 4.3 — Variance de la distribution du mode de Bogoliubov ¢ (lignes

pleines) et du condensat o2 (lignes pointillées) pour K = 4, ¢ = 0.1 et pour
¢g=10"% 1072 101

d’évident, I'équivalence entre le rotateur pulsé et le modele d’Anderson étant
brisée dés lors que 1'on introduit les interactions®. Les variances non-condensées
o et condensées o different d’un facteur ~ 3. Cette différence peut s’expliquer
par la présence du terme de couplage g<p*2 dans I'équation (4.19) comme nous le
montrons maintenant. Dans la limite des faibles non-linéarités ¢ < 1 et a I'instant

initial le terme 17 domine le terme v; [équations (4.46) et (4.47)] :

ezx

&

uy(x)

v1(x) =~ Z;iz e'x. (4.51)

Ainsi, pour ¢ = 0.1 I'amplitude initiale v; est environ 500 fois plus faible que ;.
Suivant les équations d’évolution (4.18), (4.19) et (4.29), si on ne tient pas compte

de l'opérateur Q , on peut écrire ” :
. du1
zk% ~ [h—pu(t)|u (4.52)
. dou X
zk'd—t1 ~ —[h—u(t)) v —g¢ "1y (4.53)

ot1, considérant de trés faibles non-linéarités, on a négligé les termes g|¢|>uy,

¢|®|?v1 et gp?v1. En revanche, due a la hiérarchie entre u; et v1 établie en (4.51), le

®Une discussion a ce sujet est présentée dans la sous-section 3.B.2 du chapitre précédent.
7Le role de cet opérateur est uniquement de préserver le nombre total de particules.
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FIGURE 4.4 — Profils de densité du mode de Bogoliubov (ligne pleine) et du
condensat (ligne pointillée) pour t = 10*, K = 4, ¢ = 0.1 et pour g =
107%,1072,10~!. Les données sont représentées en échelles verticales linéaire (a)
et logarithmique (b).

terme de couplage g¢*2u1 est a priori du méme ordre que hv; lorsque ¢ — 0.
Sa présence, marque une différence essentielle entre la dynamique des quasi-
particules, décrite par les équations de Bogoliubov et celle du condensat, décrite
par 1'équation de Gross-Pitaevskii : lorsque ¢ tend vers 0, la solution de Gross-
Pitaevskii converge vers la solution de I’équation de Schrodinger linéaire ; comme
le montre 1’équation (4.53), ce n’est pas le cas pour les équations de Bogoliubov.
La présence du potentiel chimique dans les équations d’évolution (4.52) et (4.53) a
aussi une influence sur la dynamique du systéme. Lorsque le condensat n’est pas
encore localisé, le potentiel chimique p(t) [équation (4.15)], posséde une évolu-
tion temporelle qui prend dans les équations (4.52) et (4.53) la forme d"une phase
dépendante du temps. Nous suggérons que la mise en place de la localisation
d’Anderson pour les quasi-particules de Bogoliubov est inhibée par la présence
de ce terme dépendant du temps. Des lors que le condensat est localisé, le terme
1(t) devient constant et les quasi-particules deviennent alors sujettes a la locali-
sation d’Anderson. Le temps de localisation des quasi-particules t;, est donc né-
cessairement plus grand que celui du condensat ., c’est bien ce que 1'on observe
sur la figure 4.3.

L’évolution temporelle des variances condensées et non-condensées prouvant
que les deux composantes du gaz sont localisées, analysons maintenant les pro-
fils de densité d’impulsion représentées sur la figure 4.4. L’échelle linéaire (a)
permet de se rendre compte que les profils condensés et non-condensés n’ont pas
la méme forme. Alors que le condensat est localisé selon un profil exponentiel

ne(p) ~ exp[—2|p|/¢.], caractéristique de la localisation d’Anderson, le mode de
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Bogoliubov posséde non pas un pic central mais une structure comportant une
“double bosse”. Le mode k = 1 étant initialement centré en p = £, il est natu-
rel de voir émerger un pic au voisinage de ce point. Due a la présence du terme
¢¢*?(x) dans (4.53), il apparait également une bosse du c6té des impulsions néga-
tives. Néanmoins, dans la représentation semi-logarithmique du graphique 4.4b),
le profil de densité des quasi-particules prend la forme d’une droite au niveau des
ailes (p > 1). Cela signifie la densité non-condensée retrouve dans cette région

un profil du type exponentiel :

np(p > k) ~ exp[—2[p|/ ] (4.54)

ot la longueur de localisation des pseudo-particules est tres proche de celle du
condensat : &, = (.

Les pseudo-particules sont donc bien localisées au sens d’Anderson. Néan-
moins, dti a un terme de couplage, le paquet possede, pour le mode k = 1 consi-

déré, un structure légerement différente d'un profil exponentiel.

4.B.3.2 Lerégime diffusif

Pour les grandes valeurs de K, les atomes non-condensés suivent également
la dynamique du condensat, a savoir un comportement diffusif. La figure 4.5
montre en effet que la variance ¢ suit une évolution temporelle linéaire et in-
dépendante de g. Dans ce régime, les deux parties du gaz, condensées et non-
condensées se comportent de fagon similaire, les deux coefficients de diffusion
ne différant que d’environ 25%. Les profils de densité, montrés a t = 500 sur la fi-
gure 4.6 sont aussi tres semblables, la distribution des particules non-condensées
se répartissant selon une loi gaussienne de largeur légerement supérieure a celle
du condensat. Dans le régime diffusif, les quasi-particules et le condensat se com-
portent donc de fagon tres similaire. Comme vu dans le chapitre précédent, les
effets des interactions sont ainsi beaucoup plus visibles en régime localisé qu’en

régime diffusif.

4.B.4 Ftude de la transition de phase pour k = 1

Les quasi-particules se comportant de la méme maniére que des vrais atomes
dans les régimes localisé et diffusif, on peut supposer qu’elles sont également
sujettes a la transition d”’Anderson et étudier les propriétés du régime critique. Si
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FIGURE 4.5 — Second moment de la distribution du mode de Bogoliubov o
(ligne pleine) et du condensat ¢? (ligne pointillée) pour K = 9, € = 0.8 et pour
¢ =10"%, 1072 et 10~ 1. Les lignes noires représentent deux ajustements linéaires
réalisées pour ¢ = 1074,
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FIGURE 4.6 — Profils de densité du mode de Bogoliubov (ligne pleine) et du
condensat (ligne pointillée) pour t = 500, K = 9, ¢ = 0.8 et pour g =
1074, 1072, 10~ L. Les données sont représentées en échelles verticales linéaire
(a) et logarithmique (b).
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FIGURE 4.7 — Représentation logarithmique de I'évolution temporelle de la va-
riance du mode de Bogoliubov ¢ (ligne pleine) et du condensat o2 (ligne poin-
tillée) pour K = 6.4, ¢ = 0.436 et pour § = 1074, 1072, 10 L. Les marqueurs
noirs re}Zrésentent deux ajustements en loi de puissance ¢ = At*, réalisées pour
g=10"".

on suppose l'existence d'une loi d’échelle a un parametre, celui-ci est défini par

une expansion sub-diffusive de la forme [équation (3.67)] :
0% o t2/3. (4.55)

Etant donné que 1'on considére un régime de faibles interactions, le condensat
suit les caractéristiques du régime linéaire. La figure 4.7 représente o? et 0’13 en
échelle logarithmique, pour K = 6.4, ¢ = 0.436 et plusieurs valeurs de g. Les
atomes non condensés se comportent de la méme facon que les atomes conden-
sés : comme le montrent les ajustements représentés par des marqueurs noirs, les
deux variances évoluant selon une loi O']i . ~ t?/3, quasiment indépendante de g.

On s’intéresse maintenant au profil complet de la distribution, représenté sur
la figure 4.8 au bout d’un temps + = 10°. La courbe verte montre un ajustement de
la distribution du condensat par la fonction d’Airy mettant en évidence I"émer-
gence du pic multifractal pour les faibles de p. La fonction d”Airy ne permet pas
en revanche d’approcher la distribution du mode de Bogoliubov, beaucoup plus
aplatie que celle du condensat. Pour autant, 1’échelle logarithmique (b) montre

que sur les ailes, les profils condensés et non condensés sont semblables. La den-
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FIGURE 4.8 — Profils de densité du mode de Bogoliubov (ligne pleine) et du
condensat (ligne pointillée) pour + = 10°, K = 6.4, ¢ = 0.436 et pour ¢ =
107%,1072,10~ 1. Les données sont représentées en échelles verticales linéaire (a)
et logarithmique (b).

sité des quasi-particules possede enfin une légere asymétrie due a la condition
initiale n(p, t = 0) < é(p — k) du mode k = 1.

Dans le cas linéaire, la procédure de remise a 1’échelle en temps fini (finite-time
scaling) et la méthode des croisements permettent de déterminer 1’exposant cri-
tique v de la transition d’Anderson (sous-section 3.A.4.2). Nous nous proposons
d’étudier la transition de phase des pseudo-particules par la méme méthode. A
titre d’exemple, nous représentons en figure 4.9 les variations de Ap = aﬁt_z/ 3
en fonction de K pour ¢ = 10~ et des valeurs de t comprises entre 200 et 10°.
Le croisement des courbes traduit 'invariance temporelle de Ay, il marque donc
I'emplacement K du régime critique. Ce croisement est de la méme qualité que
ce que l'on peut obtenir dans le cas linéaire et la valeur de K, = 6.35 est sen-
siblement identique. Enfin, I'étude de la dérivé de A par rapport a K permet

d’extraire I'exposant critique puisque I'on a au voisinage de K,

9log Ay 1‘;%( Ao o 173, (4.56)
ol 1}, désigne l'exposant critique relatif aux quasi-particules. La représentation
de log(log’ Ay, )en fonction de logt, montrée en figure 4.10 par des ronds verts
est tres proche d'une droite et permet d’extraire un exposant v, = 1.57 & 0.04.
Le calcul de I'exposant critique pour le condensat donne lui v. = 1.65 £ 0.05.
Pour les parametres considérés, nous avons montré que la transition d’Ander-
son s’opére sur les quasi-particules de la méme maniére que sur les particules :
le régime critique, indépendant de la valeur de g, est obtenu pour les mémes va-

leurs de (K, €) et la valeur de I'exposant critique v obtenu pour le condensat et
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FIGURE 4.9 - log A} en fonction de K pour ¢ = 107* et pour t compris entre
200 (courbe bleue) a 1000 (courbe verte). Le régime critique est caractérisé par le
croisement des courbes, a K = 6.35.

les quasi-particules, est cohérente avec la valeur v = 1.63, obtenue expérimenta-
lement pour des particules sans interaction [Lopez et al. 2012]. L'universalité de
la transition d’Anderson qui suppose que cet exposant critique soit indépendant
des détails microscopiques, semble donc s’appliquer, quelle que soit la nature des
objets (atomes isolés, condensat® et quasi-particules de Bogoliubov) considérées.

Les valeurs de K, 1, et v, présentées sur la figure 4.11, semblent confirmer
I'universalité de la transition d’Anderson du point de vue d’un condensat et
des quasi-particules, dans le régime des faibles interactions. Le calcul permettant
d’aboutir a une valeur de v, nécessitant 1"utilisation exclusive d’un nceud infor-
matique de douze processeurs durant une centaine d’heures, il n’a pas été pos-
sible de vérifier que 1'exposant critique est aussi indépendant des parametres du
systéme désordonné (k,g) et du chemin suivi (K, €)Des études complémentaires
sont par ailleurs nécessaires afin de montrer que le passage du régime localisé au
régime diffusif correspond bien a une transition de phase du second-ordre. Pour
des niveaux d’interactions plus élevés pour lesquels I'approche de Bogoliubov
n’est plus valable, il faut recourir a des techniques plus complexes [Billam et Gar-

diner 2012]. Dans ce régime, la valeur de g affectant les propriétés du condensat,

8Lorsque ¢ — 0, I'équation de Gross-Pitaevskii converge vers '’équation de Schrodinger li-
néaire. Il n’est donc pas surprenant que 1'exposant critique du condensat soit alors égal a celui
des particules isolés. Pour des quasi-particules, ce résultat n’était en revanche absolument pas
prévisible.
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FIGURE 4.10 - log(log’ A;) en fonction de log t (ronds verts) pour les mémes para-
métres qu’en figure 4.9. Le fit (ligne noire) par une fonction puissance y = at!/3"
permet d’obtenir la valeur de v, = 1.57 4= 0.04. Les données pour le condensat,
signalées par des ronds bleus permettent d’obtenir v, = 1.65 % 0.05.
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FIGURE 4.11 — (a) Paramétre de désordre critique K et (b) exposant critique v en
fonction de g pour le condensat (cercles bleus) et le mode de Bogoliubov (carrés
rouges). Les barres d’erreurs associées a K correspondent a la résolution de nos
données numériques en K tandis que celles relatives a v sont calculées via une
méthode de Bootstrap [Press et al. 1992].
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il est probable que la fonction d’échelle du systeme soit décrite par deux para-

meétres au lieu d"un seul [équation (3.66)].

4.B.5 Cas des autres modes de Bogoliubov k > 1

Les équations (4.18), (4.19) et (4.29) montrent que 1’évolution d’'un mode de Bo-
goliubov est indépendante de k. On peut donc penser que la dynamique de I’en-
semble des modes du systeme correspond exactement a celle du mode k = 1
décrite dans la section précédente. Néanmoins, les conditions initiales du sys-
teme données par les équations (4.43) et (4.45) dépendent du mode k considéré.
Le but de cette section est d’observer les effets de temps fini introduits par ces

différentes conditions initiales.

4.B.5.1 Evolution des populations

Comme le montre 1'équation (4.48), le mode de Bogoliubov défini par k = 1 est
initialement le plus peuplé. Néanmoins, la population des autres n’est pour au-
tant pas a négliger. La figure 4.12 montre ainsi 1’évolution de plusieurs de ces
modes dans le cas du régime localisé. On s’apercoit qu’au cours de 1’évolution
temporelle, les différences de populations entre les modes ont tendance a s’es-
tomper’. Le nombre de modes participant significativement a la dynamique dé-
pend ainsi de l'instant considéré : aux temps courts, les atomes non condensés
peuplent trés majoritairement le mode k = 1. Pour ¢t = 1000, il faut en revanche
quelque 10 modes supplémentaires pour représenter correctement les excitations.
Notons enfin que si les populations ont tendance a s’égaliser, il n'y a pour autant
aucune inversion de population.

D’un point de vue expérimental, il est par ailleurs nécessaire d’étudier 1’en-
semble des modes de Bogoliubov pour deux raisons : (i) on peut imaginer qu’un
grand nombre de modes soient excités simultanément en raison par exemple des
effets de température (ii) on peut également espérer stimuler un mode k particu-

lier en utilisant deux faisceaux laser non alignés [Steinhauer et al. 2002].

4.B.5.2 Profil de densité en régime localisé

A titre d’exemple, on s’intéresse maintenant au profil de densité en régime lo-

calisé, montré en figure 4.13 pour t = 10° et pour les mémes paramétres qu’en

90n observe aussi ce comportement dans les régimes critiques et diffusifs.
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FIGURE 4.12 — Evolution du nombre d’atomes non-condensés pour les modes
k=1,2,3,510pour g = 1074, K = 4 et ¢ = 0.436.
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FIGURE 4.13 — Profils de densité du mode de Bogoliubov (ligne pleine) pour k =
1,2,3,4,5,t =10°, K = 4,¢ = 0.1 et g = 10~*. Les données sont représentées en
échelles verticales linéaire (a) et logarithmique (b).

figure 4.12. Les ailes ont toujours un profil exponentiel, ce qui confirme que les
quasi-particules, quel que soit le mode considéré sont localisées au sens d”Ander-
son. Par ailleurs, la structure en double-bosse, commentée précédemment dans
le cas du mode k = 1 tend a s’effacer a mesure que k augmente au profit de la
structure exponentielle. Le mode k étant centré en p = kk, on peut imaginer que
I'emplacement initial de la bosse s’éloigne du centre du systeme a mesure que k

augmente, ce qui la rend moins visible.

4.B.5.3 Transition de phase pourk =5

On étudie maintenant la transition de phase relative au mode de Bogoliubov k =
5 et pour ¢ = 1072 (figure 4.14). Nous n’avons pu mesurer la valeur de K, les

courbes Ay, (K) ne se coupant pas un point unique. Nous pensons que la transition
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FIGURE 4.14 - A, = gt_2/3 en fonction de K pour g = 1072 et pour t com-
pris entre 200 (courbe bleue) a 1000 (courbe verte). Le fait que les courbes ne se
croisent pas en un point unique semble correspondre a un effet de temps fini.

de phase est bien présente dans le cas du mode k = 5 mais n’est pas visible
pour ¢ < 1000. L’état initial du mode k = 5 est en effet fortement asymétrique
en représentation impulsion [équation (4.45)]. Nous pensons que cette asymétrie
induit des effets de temps fini beaucoup plus importants que dans le cas k = 1,

ce qui nous empéche de caractériser la transition de phase pour ¢ < 1000.

4.B.5.4 Lerégime diffusif

Pour finir cette étude, nous étudions l'influence du mode k considéré sur le ré-
gime diffusif. Nous avons remarqué lors de I'étude du comportement de la frac-
tion condensée (chapitre 3) et du mode k = 1 que ce régime est le moins sensible
aux interactions. Le régime diffusif est également tres peu sensible au mode de
Bogoliubov considéré. Cela n’a rien de surprenant car la diffusion entrainant un
élargissement assez rapide de la distribution, I'influence de la condition initiale
est moins important. La distribution prend la forme d"une gaussienne, dont la lar-
geur croit bien évidemment linéairement avec le temps. Nous montrons ainsi sur
la figure 4.15 lallure de ces profils pour ¢ = 102 et pour ¢t = 500. Les courbes
sont a peu pres identiques; on observe néanmoins une marque résiduelle des
conditions initiales, les courbes ayant tendance a étre légerement décalées vers la

droite lorsqu’on augmente la valeur de k.
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FIGURE 4.15 — Profils de densité du mode de Bogoliubov (ligne pleine) et du
condensat (ligne pointillée) pour t = 500, K = 9, ¢ = 0.8 et pour ¢ = 1072
Les données sont représentées en échelles verticales linéaire (a) et logarithmique

(b).
4.C Conclusion

Les résultats présentés dans ce chapitre permettent tout d’abord de s’assurer
qu'un condensat de Bose-Einstein soumis a un potentiel de rotateur pulsé quasi-
périodique est stable dés lors que le niveau des interactions n’est pas trop élevé.
Ceci nous a permis de nous intéresser a 1’évolution des modes de Bogoliubov
pour de tres faibles interactions et notamment de mettre en évidence l'universa-
lité de la transition d’Anderson vis-a-vis de ces quasi-particules. En attendant une
éventuelle réalisation expérimentale, il reste a étudier 1'état du systeme pour des
forces d’interactions plus élevées. Le condensat n’est pas nécessairement instable
mais il faut recourir a des méthodes de Bogoliubov d’ordres supérieures pour étu-
dier I’évolution des excitations [Billam et Gardiner 2012]. La fraction condensée
évoluant d’apres les résultats du chapitre 3 de fagon sub-diffusive, on peut se de-
mander si les atomes non-condensés se comportent de fagon similaire. Pour des
valeurs de g encore plus importantes, le systéme dit fortement corrélé ne peut
plus étre décrit via une approche de champ moyen. La physique sous-jacente
est d'une grande richesse car le systéme peut exhiber des phénomenes qui ne
peuvent apparaitre pour des particules isolées. La mise au point de nouveaux
outils théoriques, capables de mettre en lumiere ces phénomenes, constitue sans

doute I'un des prochains défis de la physique moderne.
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Au-dela de I'équation de Gross-Pitaevskii

ES équations de Bogoliubov-de Gennes ne constituent pas l'unique moyen
L d’étudier les fluctuations quantiques du systéeme au voisinage de la solu-
tion de Gross-Pitaevskii. De nouvelles méthodes permettent en effet de mettre en
évidence l'influence du bruit quantique et de la température [Sinatra ef al. 2011].
Avant d’appliquer ces nouvelles techniques au probleme de la localisation d’An-
derson, nous avons souhaité s’assurer de leur pertinence en comparant leurs pré-
dictions avec celles issues de la diagonalisation directe du hamiltonien, dans un
cas ou I'équation de Gross-Pitaevskii prédit un comportement chaotique [Thom-
men ef al. 2003], similaire a celui présenté dans le chapitre 2. Le but du présent
chapitre est ainsi de montrer dans quelle mesure 1’'équation de Gross-Pitaevskii
est valable et dans quels cas il convient de recourir a une méthode plus sophisti-

quée : la méthode de la troncature d"Husimi [Trimborn et al. 2008].
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5.A L’hamiltonien de Bose-Hubbard

Nous présentons maintenant le Hamiltonien de Bose-Hubbard qui modélise un

gaz de bosons en mouvement dans un réseau. Considérant le hamiltonien de se-
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conde quantification (4.1), il est commode de discrétiser le probleme en décompo-
sant les opérateurs bosoniques sur une base de fonctions localisées (par exemple

des fonctions de Wannier de la premiére bande')
¥(x) = Y asws(x) (5.1)
S

ou l'opérateur a; qui détruit une particule de 'état ws est noté sans chapeau. On

aboutit alors au hamiltonien suivant :

5 t t 1 + ot
H — szas as - Z tsls/as IZS/ + - Z u51,52,53,5461516l5261536154. (5.2)
s s#s’ 51,52,53,54
Les termes v; = [ dx wshws et t,y = — [ dx wshwgy constituent la décomposition

du hamiltonien / [équation (4.2)] dans la base localisée. D’autre part le terme

d’interaction s’écrit
u51,52/53154 = ng/dx Wsy (x)wsz(x)wss (x)w54(x) = u0,52—51,53—51154—51’ (5'3)

les fonctions w; étant supposées invariantes par translation. Les fonctions w;
étant par ailleurs localisées, on peut simplifier le hamiltonien précédent en ne
retenant que les termes de couplage aux plus proches voisins ¢, ;11 et le terme
d’interaction diagonal U = Up,0,0. Les conditions de validité de cette approxi-
mation ont été étudiées dans le chapitre 1 dans le cas des fonctions de Wannier
(figures 1.6 et 1.9). Cette approximation permet d’aboutir au hamiltonien de Bose-
Hubbard [Fisher et al. 1989]

~ u
H = Z Usa:as - ts,sila-srasil + Ens(ns —-1) (5.4)
5

avec ng = a;ras et ol1 on a utilisé la relation de commutation bosonique
=1 5.5
[as, as] - ( . )

Le modéle de Bose-Hubbard a été proposé dans le contexte des atomes froids
afin de décrire notamment la transition de Mott [Jaksch et al. 1998]. Un grand
nombre d’étude numériques ont été aussi réalisées pour étudier I'influence du
désordre dans ces systéemes [Scalettar et al. 1991, Rapsch et al. 1999, Pollet et al.
2009, Fontanesi et al. 2009].

ICela suppose que les puits de potentiel soient suffisamment profonds afin que 1'on puisse
effectivement négliger les couplages inter-bandes.
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5.A.1 Cas d’un potentiel de Wannier-Stark

Afin d’étudier la validité de 'équation de Gross-Pitaevskii, nous considérons un

potentiel de Wannier-Stark
V(x) = —Vycos 2k x + Fx. (5.6)

ot F est une force constante. On reprend les unités, définies dans le chapitre 1 :

x' = xkp/m
E — E/Eg
t' = tEr/h

avec EgR = hzkf /2m. Le hamiltonien adimensionné d'une particule unique s’écrit
alors :

R V/(x). (5.7)
X

Dans ce qui suit, on omettra d’écrire le symbole ' pour décrire les grandeurs adi-

mensionnées.

5.A.2 Labase de Wannier-Stark

En raison de la forme particuliére du potentiel, les états de Wannier-Stark, qui
constituent la base propre du hamiltonien (5.7), possedent des propriétés remar-
quables. Le puits du potentiel situé en x = s accueille un certain nombre d’états
liés wgl), w§2), ... selon la valeur de la profondeur Vj. Etant donné que le potentiel
vérifie la propriété

V(s+1)=V(s)+F. (5.8)

Les fonctions d’onde ne dépendent pas du puits s de potentiel considéré
w™ (x) = w(()n) (x —s) (5.9)
et les énergies correspondantes sont réparties sur une échelle linéaire :
EM = E\W 4 sF. (5.10)

Nous représentons sur la figure 5.1 les densités de probabilités des deux états de

Wannier-Stark appartenant aux deux premieres échelles n = 1, 2 centrées en 0.
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FIGURE 5.1 — Densités de probabilité de deux états de Wannier-Stark |w(()1) ? (ligne

bleue) et ]wéz) |? (ligne verte) en fonction de x pour Vy = 10. Les états wgl), wgz)

pour s quelconque se déduisent de ces deux états grace a (5.9).

5.A.3 Ecriture du hamiltonien de Bose-Hubbard

Nous nous intéressons au comportement d'un gaz de bosons en interaction et
soumis a un potentiel de Wannier-Stark. Le systeme est décrit par un hamil-
tonien de seconde-quantification (4.1), le hamiltonien & d'une particule unique
étant donné par (5.7). La base de Wannier-Stark étant constituée de fonction loca-
lisées et invariantes par translation, elle est tres adaptée a une approche du type
Bose-Hubbard. Si on s’intéresse uniquement a 1’échelle n = 1 et que I'on déve-
loppe le hamiltonien (4.1) sur la base de Wannier-Stark correspondante w; = wgn),

on aboutit au hamiltonien de Bose-Hubbard :

~ u
H= Z Fs ng + fns(ns —1). (5.11)
S

La base de Wannier-Stark étant une base propre de h, les termes d’effet tunnel,
proportionnels a afay, sont absents du hamiltonien de Bose-Hubbard. Il convient
donc pour voir émerger des phénomenes dignes d’intérét de ne pas négliger cer-
tains termes d’interaction non-diagonaux. Nous utiliserons donc une version lé-
gerement plus complete du hamiltonien du Bose-Hubbard en retenant également
les termes d’interaction proportionnels a U = Uppp1 et U- = Up,1,1. Comme
le montre la figure 5.2, les termes de couplage U, U_ sont bien évidemment des
fonctions décroissantes de la profondeur du potentiel V. On remarque aussi que
le terme U, = [ wiw?idx peut étre effectivement négligé par rapport a U et U_
des lors que V) est suffisamment grand. Le hamiltonien de Bose-Hubbard s’écrit
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FIGURE 5.2 - Intégrales de recouvrement Uy/g1p, —U+/g1p, U-/g1p et U2/ g1
en fonction de Vj pour F = 0.25. Pour Vj > 1, on peut négliger le terme U, ainsi
que toutes les intégrales d’ordre supérieur pour aboutir au hamiltonien (5.12).

maintenant :
75 u + +
ffzz:ﬁny+5%4m—ﬁ)+U£<%%imy+m%iﬂa. (5.12)
S

Le formalisme de la seconde-quantification nous a permis d’aboutir a un hamil-
tonien dont chacune des contributions peut étre interprétée physiquement. Le
premier terme du hamiltonien n’est rien d’autre que la contribution de chaque
particule a 1'énergie du systeme. Le second terme représente lui I'énergie d’in-
teraction due aux particules présentes dans un méme puits de potentiel. Ainsi
U correspond a I’énergie d’interaction entre deux particules d"'un méme puits de
potentiel, le terme n5(n; — 1) /2 représentant le nombre d’interactions a deux par-
ticules au sein d’un puits contenant s particules. L'origine physique du dernier
terme est moins évidente : il correspond a 1'énergie liée au transfert de particules
entre puits voisins. Il couple en effet les états |7),|j) tels que

1 = ”gl—)1 -1
nd = pl) 41,

c’est-a-dire qu'il permet le passage d'un atome d’un puits s — 1 a un puits s et on

(GIAL) = \fnbnl_y (Uoni+ Uil y). (5.13)

a
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5.B Ftats cohérents et théories de champs moyens

On peut aboutir a I’équation de Gross-Pitaevskii en décrivant 1’évolution du sys-
téme a partir d’états cohérents, appelées aussi états quasi-classiques. Cette der-

niere appellation provient du fait que de tels états minimisent le bruit quantique.

5.B.1 Représentations en phase

La représentation en phase consiste a représenter un état quantique sous la forme
d’une fonction scalaire de plusieurs variables. Cette approche permet de com-
prendre |'origine physique des approximations qui menent a 'approximation de
Gross-Pitaevskii. Au lieu de la traditionnelle fonction de Wigner qui peut souffrir
de quelques problemes de définition, nous utiliserons ici la fonction d’Husimi

[Husimi 1940, Trimborn et al. 2008] qui est défini de la fagon suivante

Q(l¢)) = Qe 2, cm) ), (5.14)

olt |¢) désigne I'état quantique du systeéme et I'état |()) est un état cohérent, fonc-
tion de M variables complexes c;. Il existe principalement deux familles d’états
cohérents : les états de Glauber et les états SU(M).

5.B.2 Les états de Glauber

Les états de Glauber, introduits pour la premiere fois pour mettre en évidence la
nature quantique de la lumiere [Glauber 1963], sont définis par la relation sui-

vante :

[} M ancns
QC)y = N2y HLml,n,nM), (5.15)

|
nq,ny,..,npy=0s=1 s

le nombre complexe cs désignant I’amplitude du site s avec

M
Y fes]* =1. (5.16)
s=1

M désigne le nombre de sites tandis que N fait référence au nombre de particules
moyen. L'état |ny, .., np) est un état de Fock, c’est-a-dire un vecteur propre des
opérateurs a{al,..,a;fwa M, ayant pour valeurs propres respectives ny,..,n. Les états
de Glauber sont les vecteurs propres des opérateurs a;,..a). On montre en effet



5.B Etats cohérents et théories de champs moyens 163

facilement que :
a5| QG = ¢,v/N|Q©)Y, (5.17)

ce qui implique que les coefficients Nc;cy correspondent aux valeurs moyennes

des opérateurs ala, :
(atay) = (O O)atay|O©)Y) = Netey. (5.18)

Enfin, le nombre d’atomes d"un état de Glauber n’est pas connu de fagon certaine.

On a en effet :

(ns) = (Q9ng]QC)) = Nl
(nsng) = (O ngng|QC)) = N2|ey?|es|? + 6 Nes |

ol on a utilisé la relation de commutation (5.5). On en déduit le nombre moyen

d’atomes et sa variance :

(N) = (OO Tnj0l®) =N

2
Var(N) = <Q<G>|<Zns> Q) — (N)?
= N.

Les états de Glauber sont normalisés mais ne forment pas une base orthogonale.
En d’autres termes, la fonction d’"Husimi posséde une certaine largeur. On repré-
sente ainsi sur la figure 5.3 la fonction d’"Husimi d"un état de Glauber défini par
N =5, cgc) = \/ﬁ, céG) = \/m et céG) = M@i”/z. La projection de cet
état sur I'ensemble des états de Glauber est en principe une fonction a 2M + 1
variables réelles : N, I, .., Iy, 01, .., O, avec cs = +/Ise%. Seulement la condition
Y lcs]? = ¥ Is = 1 etla définition de la référence de phase ; = 0 permettent de ne
considérer que 2M — 1 variables. Dans le cas M = 3 représenté ici, on représente
des sections de la fonction d’'Husimi : I'image de gauche représente l'intersection
de Q avecle plan (N = 5,60, = 0,603 = 71/2) et 'image de droite son intersection
avec le plan (N = 5,1 = 0.25, I3 = 0.25). Les états de Glauber étant normés, la
fonction d’Husimi prend comme valeur maximale 1 pour ¢; = c§G). La largeur
des états traduit I'incertitude quantique du systeme, elle tend a diminuer lorsque
I'on se rapproche du cas classique, c’est-a-dire lorsque N augmente. Tous les états

considérés ayant le méme nombre moyen de particules N, la fonction d’Husimi
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FIGURE 5.3 — Fonction d’'Husimi Q d’un état de Glauber |¢) = |Q(G)> avec M = 3,

N =5,c9 = 05, c{% = V025 et ¢ = /0.25¢7/2.

ne peut prendre de valeurs dans la région I, + I3 > 0.5 (représentée en noir). En
revanche, la distribution de Q par rapport aux deux angles du probleme, 6, et 63

est completement isotrope.

5.B.3 Les états SU(M)

Récemment, de nouveaux états cohérents [Trimborn et al. 2008; 2009] ont été dé-

finis de la facon suivante :

M ng
Cs
Q) = VNI I _|n1, L M) (5.19)
ny+..+npy=N s=1
avec toujours

M
Y o) =1 (5.20)
s=1

M désigne toujours le nombre de sites. Ces états, appelés SU(M), permettent de
travailler dans I’ensemble canonique, c’est-a-dire que le nombre d’atomes N du

systéme est fixé. On a en effet :

(ns) = N|CS|2
(ngng) = N(N—1)\cs|2|cs/\2+N]cS]2(55,S/.
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Ces relations s’obtiennent facilement a partir de la formule du bindme de Newton
b)" e 5.21
(a+ Z i — (5.21)

et permettent de montrer que le nombre total d’atomes N est connu avec certi-
tude :

(N) = N
Var(N) = 0.
Contrairement aux états de Glauber, les états SU (M) ne sont pas vecteurs propres

des opérateurs as ; en revanche les coefficients c; cy correspondent bien a la valeur

moyenne des opérateurs d’effet tunnel :
(alay) = Ncicy. (5.22)

Afin de donner un exemple de calcul relatif aux propriétés des états SU (M), nous
nous proposons maintenant de dériver explicitement cette derniere expression

danslecass,s’ =1:

N N-nj—.—npyo N N—-nj—.—nly, o C*nMcnl Cn§w
<1’11> = NI 2 . Z - Z 1 M 1M <1’li|1’11’1’l§>
=0 np-1=0 1} =0 =0 \/nll..nM!nl!ng/I!

NMl

avecny = N — 3} "~ ns. La base de Fock étant orthogonale , on aboutit alors a

N N—ny—.—np_»o nll (|C1|2)n1 (|02|2)le . (|CM|2)nM

(m) = N!'Y_ . )

n1=0 np—1=0 nylny!.npg!
e - N—.—np_
N ﬁ nq (|61|2)n1 (|Cz|2)"2__ N—ni—.—np_o (ICM71|2)1’1M 1 (|C |2) Npf1
1n1=0 ny!nsl.. 10 -1/ (N — .. —np_1)!

En utilisant la formule du bindme de Newton pour simplifier la derniere somme,

on obtient alors

N nq (’Cllz)'ﬁ (’02’2)”2 - (’CM—I‘z + |CM’2)N—n1—..—nM72.

(n1) =N!')_

=0 Vll!]’lz!.. (N— nM_z)!

(5.23)
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FIGURE 5.4 — Fonctions d’Husimi d’un état SU(M) |¢) = |Q5)) avec M = 3, N =

5, = 05, ¢l = V025 et ¢ = 1/0.25¢/2. La région interdite I + I3 > 0.5
est représentée en noir.

Puis, en simplifiant les sommes sur les variables n); — 2 puis np; — 3 jusqu’a ny,
on aboutit a

2 N*}’ll

N 2\ 2
(my =y Pl Tﬂff}vf;;f)!'cm L) oNek G2

1’11:0

La figure 5.4 représente deux sections de la fonction d’"Husimi d"un état cohérent
SU(3), pour les mémes parametres que la figure 5.3. On voit que la largeur d'un
tel état est semblable a celle d'un état de Glauber. En revanche, le fait que Q ne
prend pas de valeur dans l'intervalle I 4+ I3 > 0.5 est cette fois di au fait que
travaillant dans 1’ensemble canonique, I'entier N est fixé. Enfin, contrairement
aux états de Glauber, la fonction d"Husimi, représentée en fonction de 6,, 03 n’est
pas isotrope. La largeur des états cohérents est liée aux incertitudes de Heisen-
berg, elle représente ce que 1'on appelle le bruit quantique et diminue quand la
valeur de N augmente. On représente sur la figure 5.5 I’évolution de la largeur
en population Al = /Var(I;) + Var(I3) et en phase A0 = /Var(6,) + Var(03)

pour les parametres de la figure 5.4 a I’exception du nombre d’atomes N que I'on

fait maintenant varier de 5 a 500. La ligne bleue pointillée correspond a un ajus-
tement de la largeur en population par une loi puissance AI o« N“. L'exposant
obtenu a ~ —0.40 montre que la largeur décroit plus lentement que dans le cas
d’un état mono-site : M = 1 oti 'on a AI =« 1/+/N. Il s’agit probablement d’une
conséquence de la conservation du nombre de particules. La largeur en phase
AB est quant-a elle tres bien approchée par une fonction puissance d’exposant

a ~ 0.48, représentée en ligne pointillée verte. Nous allons maintenant montrer
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FIGURE 5.5 — Largeur en intensité Al et en phase Af d’un état SU(M) |$) = |Q(5))
en fonction de N, avec M = 3, cgs) = 0.5, cgs) =+/0.25 et Cés) — 1/0.25¢7/2,

que l’étude del’évolution de la fonction d'Husimi est un outil trés important pour
comprendre les limites de I’équation de Gross-Pitaevskii puis construire un nou-
veau schéma de champ moyen permettant d’inclure 1'influence du bruit quan-

tique.

5.C Un chemin vers ’équation de Gross-Pitaevskii

5.C.1 L’évolution d’un état cohérent

Dans le chapitre 1, nous avons établi 1'équation de Gross-Pitaevskii discrete en
dérivant dans un premier temps 'équation de Gross-Pitaevskii continue [équa-
tion (1.53)] avant de discrétiser le probleme [équation (1.59)]. Cette équation peut
également étre dérivée en approximant par une théorie de champ moyen le ha-
miltonien de Bose-Hubbard. Qu’il s’agisse d’états de Glauber ou d’états SU (M),

les états cohérents vérifient la propriété fondamentale
(alay) = Ncicy. (5.25)

Supposant que 1'état du systeme peut se mettre sous la forme d'un état cohé-
rent dont les coefficients ¢; dépendent du temps, le traitement de champ moyen
consiste a remplacer les opérateurs par leurs valeurs moyennes. On obtient alors,

a partir de (5.12), un hamiltonien classique

u
H =Y FsNlc* + §N2|cs|4 + UL N?|cs|? (cop1ct + cc) (5.26)
S
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ou considérant un grand nombre de particules on a supposé N ~ N + 1. La

variation des coefficients cs est donnée par 1'équation de Hamilton?

ics = 1 gH = Fs¢g + UN|cS| cs + UsN (2|cs| Cs41 + |cs¢1| Cog1 + ChiqCs >
(5.27)
qui est bien I'expression de 1'équation de Gross-Pitaevskii®. L'équation de Gross-
Pitaevskii suppose donc dans ce contexte que 1'on puisse décrire le systeme par
un état cohérent dont les coefficients sont déterminés de fagon auto-consistante,
c’est donc une théorie de champ moyen. Cela revient en fait a considérer que la
fonction d’"Husimi est représentée par un point de coordonnées (cs) qui évolue
dans 'espace de phases. L’étalement de la fonction d’"Husimi étant en réalité tres
large a faible N (comme le montre les figures 5.3, 5.4 et 5.5), cette approximation
n’est valable que pour les systémes contenant un grand nombre de particules.
C’est bien souvent le cas pour les condensats de Bose-Einstein qui comportent gé-
néralement plus de 10 000 particules. On voit enfin que 1'expression de 1’équation
de Gross-Pitaevskii ne dépend pas du type d’états cohérents considérés. Dans
tout ce qui suit, nous travaillerons dans ’ensemble canonique et utiliserons uni-

quement les états SU(M).

5.C.2 La méthode de la troncature d’"Husimi

La méthode que nous allons présenter s’apparente trés fortement a la méthode
de la troncature de Wigner [Steel ef al. 1998, Sinatra et al. 2002]. Elle consiste a ne
plus étudier uniquement 'évolution d'un état cohérent dans le hamiltonien clas-
sique (5.26) mais plutdt celle d'une distribution d’état cohérents afin de simuler
le bruit quantique, représenté ici par la fonction d'Husimi [Trimborn et al. 2009].
On montre en appendice D que la fonction d’Husimi, dans 1’approximation de

champ movyen peut s’écrire sous la forme d’une équation de Liouville
Yy

0HJ0Q 0HdQ
== - kT 0% 2
Z (a(ps ol;  dl; a¢s) (528)
avec ¢s = —0; et ot H est le hamiltonien classique (5.26). La méthode de la tron-

cature d"Husimi revient a considérer que la fonction d’"Husimi joue le role d"une

2Le terme 1/ N provient du fait que les variables canoniques du systéme sont en réalité v/ Ncs
et VN cy.

3Cette équation peut en effet étre directement obtenue en projetant I’équation continue (1.53)
sur les états de Wannier-Stark.
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densité de probabilité. Au contraire de 1’équation de Gross-Pitaevskii, ’équation
(5.28) permet de prendre en compte le fait que, en raison des inégalités de Hei-
senberg, les états quantiques ne peuvent étre assimilés a des points dans l'espace
de phase. Dans la limite des grands nombres de particules N > 1, la largeur de la
fonction d"Husimi est négligeable et on retrouve 1’'équation de Gross-Pitaevskii.

Plutot que de faire évoluer directement la fonction d’"Husimi selon I'équation
de Liouville (5.28), la méthode de la troncature d’"Husimi revient a tirer parti de
l'analogie avec une distribution classique. Etant donné un état initial |¢), elle
consiste a construire un ensemble de conditions initiales (c¥) distribuées selon
la fonction d’"Husimi associés a 'état |¢). Celles-ci sont ensuite propagées selon
I’équation de Gross-Pitaevskii, ce qui permet d’accéder a la représentation a tout
instant de I’état quantique dans 1’espace des phases. Ce type de méthodes per-
met notamment de montrer qu'un état cohérent ne reste pas nécessaire cohérent
et d’ainsi résoudre le fameux échec du champ moyen (break-down of mean-field
en anglais) [Castin et Dum 1997, Anglin et Vardi 2001]. Nous nous proposons
maintenant de vérifier la validité de la méthode de la troncature d'Husimi pour
un faible nombre de particules. Pour 1'ensemble des simulations qui vont étre
présentées, nous nous placerons dans le cas M = 3 en prenant des conditions
aux limites de Dirichlet, c’est-a-dire que les sites s = 1,3 ne sont pas couplés
entre eux. Nous représentons sur la figure 5.6 I’évolution de la position moyenne
d’un paquet d’onde, initialement décrit par un état cohérent SU(3) avec N = 30,
c1 = V0.5, c; = v/0.25 et c3 = i1/0.25. La courbe bleue correspond au calcul de
diagonalisation exacte, la dynamique étant connue a partir de I’établissement des
vecteurs et valeurs propres de (5.7). La courbe verte provient aussi d'un calcul
de diagonalisation exacte, en utilisant cette fois une méthode approchée, la pro-
cédure de Lanczos décrite en annexe C. La courbe rouge représente 1'évolution
du paquet suivant la méthode de la troncature d’"Husimi : elle correspond a la
trajectoire moyenne d’un ensemble de 1000 conditions initiales (c1, ¢p, c3) dont
la distribution statistique reproduit la fonction d’'Husimi de 1’état initial. Enfin,
la courbe cyan représente I'évolution d"une trajectoire unique par 1'équation de
Gross-Pitaevskii dont I’état initial est c; = V0.5, Cy = V0.25 et c3 = i1/0.25.

On observe tout d’abord que I'approximation de Lanczos permet de diagona-
liser le hamiltonien en introduisant une erreur négligeable, les ronds bleus et la
courbe verte se recouvrant parfaitement. La méthode de la troncature d"Husimi,

montrée en rouge, permet d’obtenir le bon comportement du systeme malgré
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FIGURE 5.6 — Evolution de la position moyenne d’un paquet x(t), initialement
décrit par un état cohérent SU(3) avec N = 30, ¢; = v/0.5,co = V025 et c3 =
i1/0.25. Les autres parametres sont Vo = 7, F = 0.1 et g1pN = 0.2. Les ronds bleus
représentent un calcul de diagonalisation exacte, la courbe verte un calcul dans
I"approximation de Lanczos, la courbe rouge une évolution suivant la méthode de
la troncature d'Husimi et enfin la courbe cyan représente la solution de 1’équation
de Gross-Pitaevskii.

quelques divergences avec le résultat exact. Cela n’a rien de surprenant car nous
avons postulé que la fonction d’"Husimi pouvait simuler 1'effet du bruit quan-
tique, c’est en réalité un probléme complexe qui fait actuellement 1’objet d"un
débat dans la communauté scientifique [Sinatra et al. 2002, Trimborn et al. 2009].
Enfin, dans ce cas ot le nombre de particules est tres faible, ’équation de Gross-
Pitaevskii aboutit a une trajectoire, représentée en cyan, qui a I’exception des pre-
miers instants considérés ne correspond absolument pas au résultat de la dia-
gonalisation exacte. Dans ce cas ou le nombre de particules est assez faible et
donc ot le bruit quantique a une influence majeure, il n’est pas surprenant de
constater 1'échec de 1’équation de Gross-Pitaevskii. En revanche, I'approche de
la troncature d’Husimi qui repose également sur une approximation de champ
moyen permet d’approcher la solution exacte de fagon satisfaisante.

L’équation de Gross-Pitaevskii n'a de sens que lorsque la largeur de la fonc-
tion d’'Husimi est négligeable, c’est-a-dire pour un grand nombre de particules.
Nous montrons maintenant 1’évolution de la position moyenne du paquet pour
N = 500 et pour les mémes parametres que la figure 5.6. Pour un tel nombre de
particules, nous avons pu diagonaliser directement le hamiltonien uniquement a
partir de I'approche de Lanczos (courbe verte). Contrairement au cas précédent,
I'équation de Gross-Pitaevskii (courbe cyan) décrit correctement les premieres
oscillations du paquet; néanmoins, elle ne reproduit pas du tout leur atténuation

progressive vers une valeur a peu prés constante. La méthode de la troncature
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FIGURE 5.7 — Evolution de la position moyenne d’un paquet x(t), initialement
décrit par un état cohérent SU(3) avec N = 500, c; = v/0.5,c; = v/0.25 et c3 =
i7v/0.25. Les autres parametres sont Vo =7, F = 0.1 et g1pN = 0.2. La courbe verte
représente un calcul de diagonalisation exacte, dans I’approximation de Lanczos,
la courbe rouge une évolution suivant la méthode de la troncature d’Husimi et
enfin la courbe cyan représente la solution de I’équation de Gross-Pitaevskii.

d’Husimi permet d’aboutir a cet effet de brouillage des oscillations. Ainsi, la prise

en compte du bruit quantique est encore nécessaire pour N = 500*.

5.C.3 Transition vers le chaos

Nous venons de voir que les trajectoires prédites par 1'équation de Gross-
Pitaevskii ne correspondent pas aux résultats de la diagonalisation au moins
pour N < 500. En revanche, 'approche d’"Husimi qui consiste a associer a une
condition initiale donnée un ensemble de trajectoires calculées avec 1’équation de
Gross-Pitaevskii pour simuler le bruit quantique permet de reproduire de fagon
approchée la trajectoire exacte. Dans cette partie, nous ne considérons plus la
dynamique du paquet pour une condition initiale donnée mais des propriétés
plus générales, relatives aux propriétés chaotiques du systeme de Wannier-Stark
a trois niveaux. Dans un premier temps, nous comparons deux approches per-
mettant de caractériser le chaos a partir de I'équation de Gross-Pitaevskii : les

sections de Poincaré et I'entropie spectrale.

5.C.3.1 Caractérisation du chaos a partir de I’équation de Gross-Pitaevskii

Un systéeme d’atomes en interactions dans une échelle de Wannier-Stark exhibe
du chaos [Thommen et al. 2003, Trimborn et al. 2009, Witthaut et al. 2011]. Ce

résultat est obtenu dans la limite des faibles interactions et des grands nombres

“La figure 5.5 montre que 'on a dans ce cas Al ~ 0.04 et A9 ~ 0.1.
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FIGURE 5.8 —a) Section de Poincaré et b) Entropie spectrale pour V) = 5, F = 0.25
et g1pN = 0.2

de particules, c’est-a-dire dans le cadre de ’équation de Gross-Pitaevskii®. Pour
observer des zones chaotiques au sein d"une section de Poincaré, il est nécessaire
de considérer au moins 3 sites. Dans ce que suit, nous considérons donc M = 3,
ce qui correspond a 4 degrés de libertés : I, I3, 0>, 05.° Les sections de Poincaré
sont des coupes de la trajectoire par un plan bien particulier ; elles permettent de
mettre en évidence graphiquement le comportement des systeme et en particulier
sa nature chaotique. Nous considérerons ici les sections de Poincaré par un plan
défini par [; = 0.1,6, = 0, [; > 0 et [, > 0. D’un point de vue numérique, nous
intégrons I'équation de Gross-Pitaevskii pour un ensemble de conditions initiales
et nous représentons les points qui vérifient le critere précédent en fonction de
I, — I3 et 63. La figure 5.8a montre une section de Poincaré pour Vp =5, F = 0.25
et gN = 0.2. Celle-ci permet de mettre en évidence graphiquement les différents
types de trajectoires rencontrées :

e dans la région I, < I3, les populations sont a peu pres stables. Les interac-
tions ont dans ce régime un rodle trés limité, en conséquence, la dynamique

est trés proche du cas linéaire. On parle de trajectoires réguliéres.

Des comportements similaires sont également étudiées pour des condensats de Bose-Einstein
placé dans des conditions légerement différentes [Fallani et al. 2004, Wu et Niu 2001, Smerzi ef al.
2002].

®La population du premier site vaut simplement Iy = 1 — I — I3 et les phases 6, 03 sont
définies par rapport au premier site §; = 0.
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* Autour de I, = I3+ 0.5, le systéme est résonant autour d’une fréquence
prédite par le théoreme KAM [Thommen 2004, Lepers 2009]. Dans cette si-
tuation, 1'énergie du site s = 2, E; = g1pUpl, est trés proche de 'énergie
dusite s = 3 Ez3 = F + g1pUpl3. Les ellipses concentriques que 1’on peut
observer dans la partie droite de la section correspondent a des trajectoires
pseudo-périodiques qui se développent au voisinage de cette résonance. On
observe par ailleurs une autre résonance dans les bords supérieurs droits de
la section de Poincaré. La caractérisation précise de ces résonances a été réa-

lisée dans des travaux de théses précédents [Thommen 2004, Lepers 2009].

* Enfin, entre les trajectoires réguliéres verticales et les trajectoires quasi-pé-
riodiques ellipsoidales, on observe un nuage de points caractéristique de
I'apparition de chaos. Pour des conditions initiales situées en périphérie de
la plus grande ellipse, par exemple les points (I, — Iz = 0.5,0;3 = ), le
systeéme évolue chaotiquement entre un comportement régulier et un com-

portement quasi-périodique.

Les sections de Poincaré permettent d’identifier rapidement les zones régulieres
ainsi que les zones chaotiques. Néanmoins, elles souffrent de deux défauts im-
portants : d'une part, elles ne fournissent pas d’information quantitative quant
au niveau de chaos présent dans le systéme et d’autre part, elles supposent que
I'on peut représenter 1'état quantique sous la forme d"un état cohérent (corres-
pondant aux quatre quantités I, I3, 6, 83). Pour étendre notre étude au cas de la
diagonalisation exacte et de la méthode de la troncature d'Husimi, nous devons

donc utiliser un autre outil : I'entropie spectrale définie au chapitre 2 :

__Jdf S(f)logS(f)
H=-— oz o (5.29)

ot S(f) est la puissance spectrale de la position moyenne x(f), calculée sur 1'in-
tervalle 0 < t < tmax = 800

X
S(f) = % (5.30)
Jomaf x(f)
et fmax ~ 1 désigne la résolution utilisée dans le calcul du spectre’. L'entro-

pie spectrale H correspondant aux parametres de la figure 5.8a est représentée

7Nous avons vérifié que le calcul effectué a des valeurs fmax et tmax supérieures ne change en
rien nos résultats.
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en figure 5.8b. On s’apercoit que les trajectoires réguliéres correspondent bien
a des niveaux d’entropie faibles alors que les zones chaotiques sont associées
a des valeurs élevées de H. Pour ces parametres, I’'entropie maximale observée
Hpmax = 0.4, du méme ordre de grandeur que l’entropie d'un signal de bruit
blanc H = 1, correspond a un niveau de chaos relativement élevé. Cette mé-
thode permet de cartographier le niveau du chaos dans 1'ensemble de 1'espace
des phases et de repérer notamment trés précisément I’'emplacement des réso-
nances a partir des minima de 1’entropie. En revanche, on ne peut deviner l'al-
lure des trajectoires. La figure 5.9 représente maintenant une section de Poincaré
et la carte d’entropie spectrale pour une valeur de ¢ = 1 nettement supérieure au
cas précédent. Comme prédit par le critere de résonance défini précédemment :
gUo(Io — I3) = F, 'augmentation de la valeur de g par rapport a la figure 5.8a
entraine le déplacement de la résonance centrale vers la gauche du graphique.
La surface de la zone chaotique augmente ; néanmoins on s’apercoit sur le gra-
phique de droite (figure 5.9b) que cette zone possede en réalité une entropie limi-
tée H = 0.05. Une nouvelle zone de chaos, peu visible sur la section de Poincaré
apparait pour I, — I3 =~ 0.6, son entropie atteint par contre des valeurs tres éle-
vées: H = 0.4 —0.5.

La description de ces comportements chaotiques n'a de sens que lorsque
I'équation de Gross-Pitaevskii est valable, c’est-a-dire dans le régime des faibles
interactions et pour un grand nombre de particules. On peut néanmoins chercher
s’il existe dans la dynamique d’un faible nombre des particules des indices per-
mettant de comprendre 1'émergence du chaos. L'entropie spectrale est a cet titre
un tres bon outil car elle permet de quantifier la chaoticité du systeme, quelle que
soit la méthode de calcul utilisée.

5.C.3.2 Comportement dynamique a faible nombre de particules

Nous montrons maintenant sur la figure 5.10a la carte d’entropie spectrale pour
les parametres de la figure 5.8b calculées a partir de la diagonalisation exacte
du hamiltonien (5.7) pour N = 30 particules. On voit que les zones d’entropie
spectrale élevées sont restreintes autour de petits ilots alors que 'équation de
Gross-Pitaevskii prédisait une zone beaucoup plus étendue. L’équation de Gross-
Pitaevskii surestime donc nettement la présence de chaos dans le systéme. En re-
vanche, des lors que 1’on prend en compte I'étalement d"un état quantique dans

I'espace de phase par la méthode de la troncature d"Husimi (figure 5.10b), on
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FIGURE 5.9 — a) Section de Poincaré et b) Entropie spectrale pour V) = 5, F = 0.25
etgipN = 1.

retrouve les ilots caractéristiques du calcul exact méme si leur emplacement et
leur taille n’est pas reproduite fidelement. Précisons que le calcul de la tronca-
ture d’"Husimi a été réalisé de fagcon approché : le calcul de ces distributions pour
I'ensemble des conditions initiales représentant une charge numérique trop im-
portante, nous nous sommes contentés de considérer des distributions uniformes
de méme largeur. L’accord entre diagonalisation exacte et méthode de la tron-
cature d'Husimi devient quasiment parfait pour N = 200 comme le montrent
les figures 5.10c et 5.10d, 1’équation de Gross-Pitaevskii surestimant encore nette-
ment le niveau de chaos dans le systéme. Néanmoins, on commence a observer
sur ces figures I'émergence d'une zone d’entropie H = 0.2 qui pourrait étre sus-
ceptible de s’étendre a mesure que N augmente pour converger vers le résultat
prédit par 1'équation de Gross-Pitaevskii. Enfin, pour N = 400, les graphiques
e et f montrent que la méthode de la troncature d’'Husimi donne a nouveau une
tres bonne approximation de la carte d’entropie. La zone d’entropie H = 0.2 s’est
étendue par rapport au cas N = 200 mais reste relativement étroite par rapport a
la prédiction de I’équation de Gross-Pitaevskii.

L’entropie spectrale est calculée a partir d'un spectre de puissance normali-
sée. Sa valeur est donc totalement indépendante de I'amplitude des signaux me-
surés. Il convient donc de vérifier que les ilots de chaos observés a partir d'un
calcul exact sont de méme amplitude que ceux produits par la méthode de la

troncature d"Husimi. On représente donc sur la figure 5.11 la carte de la variance
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FIGURE 5.10 — Entropies spectrales pour V) = 5, F = 0.25 et g1pN = 0.2 calculées
a) par diagonalisation exacte pour N = 30 et b) par la méthode de la troncature
d’Husimi, la fonction d'Husimi étant approchée par une distribution uniforme
avec Al = 0.15 et A = 0.5. Les figures c) et d) correspondent au cas N = 200
calculées par diagonalisation exacte (c) et par la méthode de la troncature d’"Hu-
simi avec AI = 0.05 et A® = 0.2. Enfin la figure e) représente le cas N = 400
calculées par diagonalisation exacte et la figure f) son équivalent par la méthode
de la troncature d"Husimi avec Al = 0.03 et A0 = 0.15.
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FIGURE 5.11 — Variance de la position moyenne Var(x) pour Vy = 5, F = 0.25 et
g1pN = 0.2 calculées a) par I"équation de Gross-Pitaevskii, b) par diagonalisation
exacte pour N = 30 et c) par la méthode de la troncature d’"Husimi.

temporelle Var(x), qui correspond au niveau caractéristique des oscillations de
la position moyenne. On s’apercoit d'une part en comparant les figures b) et c)
que la méthode de la troncature d’Husimi estime tres bien cette variance tem-
porelle. D’autre part, I'ilot chaotique est associé a des amplitudes beaucoup plus
faibles que dans le cas de 'équation de Gross-Pitaevskii. Ce point méritait d’étre

souligné en vue d’éventuelles études expérimentales.

5.D Bilan et perspectives

Ftant donné les trés bons résultats obtenus avec la méthode de la troncature
d’"Husimi, nous pouvons conclure que 1’échec de 1’équation de Gross-Pitaevskii
n’est pas dt al’approximation de champ moyen mais a la non-prise en compte du
bruit quantique, c’est-a-dire a la largeur des états cohérents considérés. Lorsque
le nombre de particules devient tres grand, 1'influence du bruit quantique deve-
nant négligeable, le résultat prédit par 1'équation de Gross-Pitaevskii converge
vers la solution exacte. Ainsi, pour des condensats de Bose-Einstein comportant
par exemple 10 000 particules, 'équation de Gross-Pitaevskii demeure une trés
bonne approximation. Pour des nombres de particules plus faibles, la carte d’en-
tropie est “brouillée” par le bruit quantique et le niveau de chaos est sensiblement
réduit.

La méthode de la troncature d'Husimi constitue une approche complémen-
taire par rapport aux méthodes de Bogoliubov, décrites dans le chapitre précé-
dent. Une extension naturelle de ce travail serait bien stir d’appliquer le forma-

lisme présenté a un gaz de bosons dans un réseau désordonné, c’est-a-dire a étu-
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dier I'influence du bruit quantique dans la DANSE [équation (1.59)]. Nous avons
montré dans le chapitre 2 le role primordial de la condition initiale. Il serait ainsi
intéressant d’étudier la validité des lois d’échelles mises en évidence par rapport
a la présence de bruit quantique. L'étude spectrale de la DANSE a partir de la
méthode de la troncature d’"Husimi devrait également permettre d’étendre notre
caractérisation aux systémes de faible nombre de particules et d’ouvrir la voie a

I’étude des gaz de bosons mésoscopiques en présence de désordre.
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Conclusion
Vers le simulateur quantique universel

I therefore believe it’s true that with a suitable class of quantum machines you
could imitate any quantum system, including the physical world.

Feynman, Richard P. (1982)

N 1982, Richard Feynman propose pour reproduire des phénoménes quan-
E tiques complexes d’utiliser des simulateurs quantiques, des systémes plus
simples créés artificiellement [Feynman 1982]. La réalisation de la localisation
d’Anderson a partir d’'un nuage d’atomes froids en est sans doute 1'un des plus
beaux exemples. Ce phénomene initialement prédit dans le contexte de la matiére
condensée pour décrire le mouvement des électrons dans les solides cristallins a
finalement été observé la premiére fois dans le cadre d’atomes froids se propa-
geant dans un potentiel optique créé par lasers. Afin de reproduire plus fidéle-
ment la réalité, nous avons souhaité modéliser 'effet des interactions dans ce si-
mulateur quantique. Considérant un cadre d’approximations réservé aux bosons,
nous nous sommes certes éloignés du probléme de la conductance électronique
mais nous avons néanmoins mis en évidence un certain nombre de résultats,
tous témoins de la compétition entre désordre et interaction. L'existence des lois
d’échelle et I'étude des propriétés chaotiques dans le modele d’Anderson non-
linéaire donne des clés pour caractériser globalement un systéme désordonné.

L'étude du rotateur quasi-périodique nous a par ailleurs permis d’aborder le pro-
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bleme tridimensionnel et de montrer 'apparition d'un régime sub-diffusif. Les
équations de la mécanique quantique étant indépendantes du systeme considéré,
Feynman postule I'existence d’un simulateur quantique universel. Les résultats
présentés dans cette these dépassent ainsi probablement la physique des conden-
sats de Bose-Einstein. Les propriétés universelles d"une transition de phase vis-a-
vis de la dynamique des excitations du systéme, mises en évidence dans le cha-
pitre 3 dans le cas de la transition d’Anderson, émergent vraisemblablement dans
d’autres situations physiques. Les lois d’échelles présentées dans le chapitre 2
sont également témoins d"un comportement universel. Suivant I'idée du simula-
teur quantique, les phénomenes décrits dans cette these ont une portée générale
et il convient maintenant de découvrir I'ensemble des situations physiques dans
lesquelles ils peuvent apparaitre.

La physique d'un gaz de bosons ultra-froids en interaction dans un potentiel
désordonné présente néanmoins encore bien des mysteres. Les résultats des cha-
pitres 2, 3 et 4 apportent des éléments de réponses complémentaires mais valables
uniquement pour un grand nombres de particules et des faibles interactions. Le
chapitre 5 nous a permis de comprendre l'influence du bruit quantique lorsque
le nombre de particules est moins important mais il reste a appliquer la méthode
présentée a 1’'étude d’un systéme désordonné. Pour des niveaux d’interactions
plus élevées, le formalisme de champ moyen lié a 'équation de Gross-Pitaevskii
n’est plus valable et le systeme devient fortement corrélé. Le condensat de Bose-
Einstein ne forme alors plus un simulateur quantique aussi simple qu’il devrait
l'étre et il faut recourir a des méthodes numériques plus lourdes de type Monte-
Carlo quantique (QMC) ou de groupes de renormalisation de la matrice densité
(DMRG). Cette physique des condensats de Bose-Einstein ne peut par ailleurs
étre considérée comme un véritable simulateur quantique que si I'on parvient a
I'étudier completement sur le plan expérimental, notamment dans le régime d’in-
teractions fortes, si difficile a étudier d"un point de vue théorique. Enfin, les for-
malismes de Bogoliubov et de la méthode de la troncature d'Husimi permettant
d’étudier la dynamique d’états thermalisés [Sinatra ef al. 2011, Castin et Sinatra
2012], I’étude des effets de température, essentielle d'un point de vue expérimen-
tal, semble constituer également une évolution naturelle pour cette thése.

Pour réaliser un simulateur quantique universel, il reste également a inclure
un grand nombre d’autres phénomenes. La physique des condensats offre par

exemple la possibilité de créer un champ de jauge artificiel [Duan et al. 2003, Bloch
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et al. 2008, Dalibard et al. 2011] ouvrant la voie a la création de simulateurs quan-
tiques pour les théories de jauge du modele standard. Cela offrirait la possibilité
d’étudier par exemple le modele électro-faible et les effets de chromodynamique
quantique [Banerjee ef al. 2013]. Concernant la matiere condensée, ces méthodes
permettent également de simuler les effets d"'un champ magnétique en couplant
les degrés de libertés internes (le spin) et les degrés de libertés externes (le mou-
vement) des atomes et donc d’accéder a 1’étude des phénomenes relatifs a 'effet
Hall Quantique tels les isolants topologiques. Le rotateur pulsé constituant un
des systemes envisagés pour étudier expérimentalement cette nouvelle physique
[Edge et al. 2012], il semble que la physique des condensats de Bose-Einstein en
présence de désordre (ou de pseudo-désordre) est encore loin d’avoir livré tous

ses secrets.
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Evolution temporelle de la probabilité de survie

Cette annexe présente un modele simple permettant d’aboutir & une expression
analytique de la probabilité de survie p(t), dans le cas du modele d’Anderson
et en I'absence d’interactions. Le calcul consiste a relier I’évolution des popula-
tions des états d’Anderson v aux caractéristiques des conditions aux bords ab-
sorbantes. La base d’Anderson regroupe les solutions v = (d§”)) du probléme
d’Anderson (linéaire) :

—d" =, (A1)

Usdgv) _ d(") Y

s+1

ol la matrice de passage (dﬁ”)) est orthonormale

y ") =s,,. (A.2)

En présence d'un absorbeur, l'équation de Schrodinger s’écrit dans la base de

Wannier :
ids = veds — dgq — ds_1 + 0™ d, (A.3)

ou1 nous considérons pour simplifier un potentiel imaginaire constant par mor-

ceaux :

, —jp(im) >
0 sinon.

Nous essayons maintenant d’écrire cette équation dans la base d’Anderson. On

utilise donc la décomposition suivante

() = Y dve ™ v) = Y deiertdl” (A5)
v S,V
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5, représente donc I'amplitude du mode v et |6,|? la population associée. En ap-

pliquant le bra (v|, on obtient :

5y = vt (v]g) = ety dyd!”) (A.6)

et en dérivant par rapport au temps
i, = elevt ngv) [(Usds —dsy1 —ds 1+ Ugim)ds> - evds}
S
_ Y Y, [(wd) ) — ) 4 o) ]
S v!
ol on a utilisé la relation de passage ds = ) e”'ev’fdgv/)év/. En utilisant mainte-

nant (A.1), on aboutit a
i51/ — eievt Zefiev/tdgl/)dgv/) (€V/ . 61/)51// + Z ei(eyfevl)idgl/)(sv/vgim)dgv/).
s,v! s,v!

La base d’Anderson étant orthonormale [équation (A.2)], le premier terme du

membre de droite est nul et on obtient

i6, = Y eilerentg{plimgls (A7)

s,v!

On peut supposer qu’en raison de la présence du terme ¢/(€ =€), la contribution
due au mode v # v est en moyenne nulle ; on ne retient donc dans le membre de

droite que les termes v/ = v :

i, = Y | 7ol™s,. (A.8)

Les états d’Anderson |v) étant localisés exponentiellement, on peut écrire leur

projection dans la base de Wannier sous la forme

|le£‘/)|2 ~ tanh (%) exp (@) (A.9)
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ou sy et ¢, désignent respectivement la position moyenne et la longueur de loca-

lisation de 1’état v. En injectant les équations (A.9) et (A.4) dans (A.8), on obtient :

5, = —o™ tanh (1> ) exp (M) 5y (A.10)
v )/2 CV

se<|s|<(L—-1
= —vgim) tanh <1> Z exp (M) Oy (A.11)
V) se<s<(L-1)/2 Cv

ou considérant que la position moyenne de 'état est positive s, > 0, on a sup-
posé que l'influence de 'absorbeur de gauche (placé dans l'intervalle [—(L —
1)/2, —sc]) était négligeable. On peut ensuite alors développer 1’expression du

membre de droite

. o _ !/
5, = —oi™ tanh <1> exp (M> ) exp ( 2 ) dA.12)
v Gy 0<s'<(L—1)/2—5¢ Gy

P (P} [1—exp (R(L—=1)/2=5c+1))]
° 1+ e2/6v

5, (A.13)

Pour obtenir une expression analytique, il est nécessaire de considérer une cer-
taine gamme de parametres : 2 < &, S 2[(L—1)/2 —sc+1)], c’est-a-dire des

désordres relativement faibles et des systemes relativement grands. Dans ce cas,

I’équation d’évolution se simplifie

Oy ~ —Ugim) exp (2(5%—_&)) Oy (A.14)

En intégrant cette équation, on peut alors exprimer 1’évolution des populations

[602(#) = [6,[%(0) exp [#/1)] (A.15)
avec fim)
ty = Usz exp (%) . (A.16)

Pour aboutir a une telle expression analytique, nous avons dii faire un grand
nombre d’approximations. Pour vérifier que les états propres sont absorbés selon
une loi exponentielle (A.15) dont la constante de temps t, augmente exponen-
tiellement avec 1/¢, [équation (A.16)], nous avons calculé numériquement 1’évo-
lution temporelle des termes |6,|> en présence d'un potentiel imaginaire de la

forme (2.3). En moyennant nos résultats sur différentes réalisations aléatoires du
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FIGURE A.1 — Constante de temps ¢, relatif a 'absorption d’un état v en fonction
de 1/¢,. L’évolution exponentielle prédite par (A.16) est bien vérifiée, malgré le
grand nombre d’approximations considérées.

potentiel désordonné, nous avons bien obtenu une courbe |6,|? en fonction de ¢
d’allure exponentielle, ce qui nous a permis d’extraire la valeur de la constante de
temps t,. En répétant cette opération pour plusieurs valeurs de W et donc de ¢, !,
nous avons pu vérifier que t, est bien une fonction exponentielle de 1/¢, comme
prédit par 1’équation (A.16). La figure A.1 montre en effet que lorsque I'on repré-
sente t, en fonction de 1/¢, en échelle logarithmique verticale, la courbe obtenue
prend 1'allure d’une droite. Néanmoins, compte-tenu des approximations effec-
tuées, nous n’avons pas été en mesure de relier les parametres de la droite aux
termes présents dans 1'équation (A.16).

On considérera donc dans la suite que ¢, s’écrit sous la forme :

_ ba_Ga
t, = toexp [gv go} (A17)

ol tp est un parametre ajustable correspondant au temps d’absorption de 1’état
de longueur maximale & (W) 2. &, est un parameétre géométrique représentant la
longueur typique entre 1’état v et les bords de la boite®. t, représente le temps
typique d’absorption d’un état d’Anderson v et 'équation (A.17) constitue le ré-
sultat le plus important de ce calcul analytique car il relie les caractéristiques de

Nous excitons le mode d’énergie nulle €, de longueur de localisation maximale &, = & (W).
20n a nécessairement t, <ty
30n suppose ici que &, est indépendant de 1’état v
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I’absorption d’un état a sa longueur de localisation ¢,. Pour calculer 1'évolution
temporelle de la probabilité de survie, plutot que d’utiliser la relation (A.15), nous
avons recours a une nouvelle approximation : nous supposons qu’un état d’An-

derson v est absorbé directement au bout d’un temps ¢, :
[6uP(8) ~ |6.[*(0)O(t, 1) (A.18)

ou O est la fonction d'Heaviside. Cette hypothése va nous permettre d’obtenir
une expression relativement simple de la probabilité de survie. Celle-ci s’obtient

en sommant les populations des états d”Anderson :
1
p(t) = L—Z@(ty —t). (A.19)
0 v

On a par ailleurs considéré qu’initialement, Ly états d’Anderson étaient excités

de facon uniforme. En remplagant la somme par une intégrale, on obtient :

n(t) = Lio / dv p(1)O(t, — 1) (A.20)

ol p est la densité d’état du systeme. En utilisant I'équation (A.17), cette expres-

sion se met sous la forme

p(t) = 1 [ avpieEn - (a:21)

avec

_ 2Ca
0= Togt/m) + 28,780 (8.2

Dans la limite des faibles désordres, on peut considérer que la densité d’état p
équivaut a celle du probléme ordonné [issue par exemple de I’équation (1.25)]

p(v) = 2L—70T v e [—m, . (A.23)

Par ailleurs, la longueur de localisation ¢, est reliée a v grace a la relation [Luck
1992] :
&, = &cos®v. (A.24)

“L’indice v désigne alors la quasi-impulsion de I'état.
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On aboutit donc a :
p(t) = —/ dv @(&(t) — & cos?v)
= —/ dv O(E(t) — & cos? v)

/2

= = du @(&(t) — Eycos®(u+1/2))
—7/2
/2
= —/ du ©(E(t) — & sin? i)
= —arcsm (f(t)
T Go
Finalement, en utilisant (A.22), on obtient la forme finale de la probabilité de sur-
vie
2 ) 2¢&,
t) = —arcsin . A.25
=z \/ Golog(t/10) + 2% (A2

Cette expression permet de relier de fagon approchée la probabilité de survie a
la longueur de localisation ¢y du systeme. Le parametre to dépend des caractéris-
tiques de I'absorbeur utilisé ; sa valeur est donc calculée a partir d'un ajustement
de la courbe p(t) exacte par 1'expression analytique (A.25). Enfin ¢, représente la
distance typique entre I’absorbeur et les états d’Anderson. Nous avons ajusté de

fagon empirique ce parametre et obtenu

ga:1<£_ﬂ—@>. (A.26)

Il n’est pas surprenant de voir apparaitre le terme L/2 — Ly/4. Les états sont en
effet excités entre les positions —(Lyp — 1)/2 et (Ly — 1) /2. La distance moyenne
entre un état et I'absorbeur le plus proche est donc de l'ordre L/2 — Ly/4. Le
facteur 1/2 placé devant cette expression vise a compenser les approximations
brutales effectuées dans ce calcul analytique. Dans les simulations numériques
réalisées, nous excitons en réalité uniformément Ly de Wannier. Le nombre d’états
d’Anderson initialement excités n’est donc pas exactement Ly. Pour compenser
cette approximation, le terme ¢ apparait dans la définition de ¢,.

Pour s’assurer de la validité de notre approche, nous avons ajusté les courbes
exactes par notre expression analytique (A.25). Le premier parametre d’ajuste-
ment est ¢, la valeur obtenue devant étre proche de celle obtenue par diagona-
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0.00 025 050 0.5 1.00
t x10°

FIGURE A.2 — Probabilité de survie exacte p(t) pour Ly = 13 et W = 1 (carrés
bleus), W = 2 (triangles verts), W = 3 (losanges rouges) et W = 4 (ronds cyans).
Les courbes sont bien approchées par I'expression analytique (A.25), ce qui per-
met d’obtenir les valeurs de ¢ et f.

lisation directe du hamiltonien d’Anderson [figure 1.8], . Le second parametre
d’ajustement est t(, sa valeur nous renseignant sur le temps typique d’absorption
du systeme. La figure (A.2) montre un exemple d’évolution temporelle de p, pour
Lo = 13 et quatre valeurs différentes de W. Les lignes pleines montrent que les
ajustements obtenus grace a I'équation (A.25) permettent de décrire trés correc-
tement 1’évolution de la probabilité de survie, notamment en ce qui concerne les
temps longs.

La valeur de la longueur ¢y extraite de I’évolution de la probabilité de survie
est représentée sur la figure A.3 pour W = 1,2, 3,4 et différentes valeurs de L.
Pour W = 2,3, la valeur obtenue est en tres bon accord avec la valeur analy-
tique (1.35) & (W) = 96/ W? (représentée par une ligne noire). En revanche, pour
W = 1et W = 4, les valeurs sont quelque peu en désaccord. Enfin, mise a part
pour W = 1, le choix de la valeur de {, a permis d’obtenir des valeurs de §y,
completement indépendantes de Ly. En résumé, la procédure qui consiste a ajus-
ter la courbe exacte p(t) par ’expression analytique (A.25) permet d’obtenir une
bonne approximation de la valeur de ¢p, pour ce que est des régimes de désordre
modéré 1 S W < 4.
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160

120} ;

FIGURE A.3 - Longueur de localisation ¢y extraite a partir de I’ajustement de p(t)
par l'expression analytique (A.25), pour W = 1,2, 3,4 et différentes valeurs de
Lo : 3 (carrés bleus), 7 (triangles verts), 13 (diamants rouges), 21 (étoiles cyan), 31
(cercles magenta) et 41 (triangles inversés jaunes).



193

Exposant de Lyapunov pour I’équation de
Gross-PitaevskKii

Nous montrons ici comment extraire de la dynamique de 1'équation de Gross-
Pitaevskii la valeur de l'exposant de Lyapunov. Considérons par exemple la
DANSE

ids = vsds — dg i1 — ds_1 + gds|?ds (B.1)

et deux conditions initiales d® = (d2), d® = (d%) séparées d"une distance 9y :

0= [ (db—da)2. (B.2)

S
Ces deux trajectoires évoluent selon l’équation de Gross-Pitaevskii (B.1) et
lorsque le systéeme est chaotique, la distance 9; qui les sépare augmente expo-
nentiellement avec le temps 9; ~ exp At. L'exposant de Lyapunov A mesure donc

le taux de la divergence entre ces deux trajectoires’ :

A = lim 1log$ (B.3)

t—oo 0

avec

o = ﬁ(d?(t) — da(t))2. (B4)

L’équation (B.3) ne permet pas d’obtenir A directement. Les trajectoires évoluant
dans un ensemble de volume fini, la distance ?; finit en effet nécessairement par
saturer et A par tendre vers 0, méme si le systeme est réellement chaotique. Une

méthode tres courante pour se prémunir de ce probleme consiste a faire évoluer

!En pratique, on choisit judicieusement les conditions initiales pour calculer 'exposant de
Lyapunov maximal
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les trajectoires durant un temps infinitésimal T puis a en extraire I'exposant de

Lyapunov correspondant

Ay’ = —log —. (B.5)

On renormalise alors les trajectoires afin de réinitialiser la distance qui les sépare

a 0p, tout en préservant leur orientation relative. Dans le cas d'un systeme clas-

sique, on peut se contenter de renormaliser uniquement la deuxiéme trajectoire?
2 = 40 (B.6)
&> = 4+ z—o(db —d?). (B.7)

T

(2)

On obtient alors un nouvel exposant de Lyapunov A{" aprés avoir fait évoluer
les trajectoires renormalisées d° et d* pendant un intervalle . En répétant cette
procédure sur un grand nombre N d’itérations, on obtient la valeur de I'exposant
de Lyapunov
A= lim & i)\(“ (B.8)
NS .

N—o0

Cette méthode a été utilisée pour calculer I'exposant de Lyapunov du rotateur
frappé classique (figure 3.2). Pour l'appliquer a I’équation de Gross-Pitaevskii,
il convient de la modifier légerement. Pour les calculs d’exposant de Lyapunov,
nous n’utilisons pas de conditions aux bords absorbantes, la norme du paquet

d’onde est donc nécessairement conservée
2
p=Y ld|*=1. (B.9)
S

I1 convient donc de modifier les étapes de renormalisation (B.6) et (B.7) pour s’as-
surer que la norme de chaque trajectoire est conservée. Les trajectoires renorma-

lisées vérifient les trois conditions :

PP = D—O(db—da) (B.10)
T

o= 1 (B.11)

o= 1, (B.12)

Zyoir par exemple http :/ /sprott.physics.wisc.edu/chaos/lyapexp.htm
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la premiere équation correspondant a la condition de renormalisation utilisée
dans les systémes classiques. On cherche a déterminer les coefficients «,B, 7, &

tels que

A" = ad® + pd°
& = qd®+6db.

En projetant (B.10) sur d? et d®, on obtient immédiatement

0

= X — —

Y o
0p

b = —

p=a—— (B.13)
et enfin en utilisant (B.11) :

0p 4 —9

1
= Ta\a o,

(B.14)

ce qui permet de déduire B, y et J. Cette étape de renormalisation permet de cal-
culer de fagon rigoureuse 'exposant de Lyapunov maximal correspondant a une
équation de Gross-Pitaevskii discrete, telle que la DANSE. Elle peut également

s’appliquer en principe a sa version continue.
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Diagonalisation exacte d’un hamiltonien de
Bose-Hubbard

C.A Présentation de la procédure de Lanczos

Nous cherchons a décrire la dynamique d'un état quantique |¢) écrit dans la base
de Fock

|gb> = Z f(nll'-/nM)lnll--/ nM> (Cl)

H1+...+7’ZM:N
ou le nombre d’atomes N est fixé. L'évolution de cet état est gouverné par le

hamiltonien de Wannier-Stark :
oo E _ + +
H = ZFS ns + > ns(ns — 1) + Ux (agas11ns + nsa;, 14, (C.2)
S

ou l'indice s = 1,2, .., M décrit les sites du réseau. La procédure de Lanczos est
également valable dans le cas d"un hamiltonien de Bose-Hubbard du type :

N u
H = Zes ns — Jalagiq + Ens(nS —1). (C.3)
S

La dimension de I'espace de Hilbert associé correspond au nombre de possibilités

de ranger N billes identiques dans M sacs numérotés, soit

(N+M—1)!

PD="N—1r

(C.4)

Ainsi pour M = 3 et N = 10, il est tres facile de diagonaliser numériquement le
hamiltonien (D = 66) ; cela devient beaucoup plus compliqué pour N = 100 (D =
5551) et hors de portée pour N = 1000 (D = 501501). Plutdt que de diagonaliser

le hamiltonien complet, Lanczos [Lanczos 1950, Manmana et al. 2005, Zhang et
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Dong 2010] proposa pour calculer 1’évolution de la fonction d’onde |¢) entre deux
instants t et t 4+ dt de diagonaliser le systéme dans une base restreinte. Un calcul
exact donne :
~ n
. 0 [—int]
[p(t +db)) = ™ (1)) = Z%)T\sb(t))- (C5)
n—

Si le pas de temps dt est suffisamment faible, on peut approcher I’exponentielle
de matrice en ne retenant qu'un nombre ny, de termes, c’est-a-dire en travaillant
dans I'espace de Krylov formé par les vecteurs |¢(t)), H|p(t)), .., H™|¢(t)). Dans
un premier temps, on construit la base orthonormale de Lanczos uy, ..., u,, a par-
tir des vecteurs de I'espace de Krylov. Pour cela, on construit par récurrence les

vecteurs orthogonaux U; [Manmana et al. 2005] :

Uy = |¢(t))
Uy, = HU — U —pU;_
avec
(U H|U;) (| uy)
N = ————t, =] —" (@X)
N VAT AR IR (T I ey €

On obtient ensuite la base de Lanczos en normalisant ces vecteurs orthogonaux

_ U
|

Uuj (C7)

L’approximation de la procédure de Lanczos consiste a écrire a écrire le hamilto-
nien sous la forme :
H~VH VT (C.8)

ou la matrice V orthogonale, de dimension (D, n1,) représente la matrice de pas-
sage de la base de Fock vers la base de Lanczos et Hy est une matrice de dimen-

sion (11, ) qui correspond a I’écriture du hamiltonien dans la base de Lanczos :

a1 B2
B2 ax B3
Vi = (up);, Hy = Bz - (C.9)

P

‘BnL anL
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D’apres les équations (C.5) et (C.8), on a alors :
[p(t+dt)) = Ve LBV T (). (C.10)

L'erreur maximale commise peut étre évaluée facilement [Hochbruck et Lubich
1997, Manmana et al. 2005] et est bien-stir d’autant plus faible que la taille n;, de

la base de Lanczos est grande et que le pas de temps dt est faible.

C.B Implémentation numérique

Nous présentons maintenant les différentes étapes permettant de faire évoluer un

état |¢) suivant le hamiltonien H par la procédure de Lanczos.

C.B.1 Labase de Fock
(i)

I faut dans un premier temps écrire la base de Fock f; = |n§i), .., M) d’une chaine
de M sites contenant exactement N particules. On construit cette base par itéra-
tion : le premier état est f; = [N, 0, ..,0) et on construit le i—eéme vecteur a partir

du vecteur i — 1 selon la régle suivante :

(1) _q

* On cherche dans le vecteur f;_1, le premier site so tel que n; _ 5, =

* On construit I’état f; tel que:

(i) (i-1)

Nsosy = Ns<s

() _ -1 _ 4

- nSO - nSO

o
- Mg = =N - Z:s 1”5

©  _j

- nS>So+1 -

e On répete cette opération jusqu’a obtenir le dernier état fp = |0,..,0, N).

Par exemple pour N = 5 atomes, M = 3 sites, on aboutit a 'ensemble de vecteurs
donné par la table C.1. Il est commode d’associer a chaque indice i des vecteurs

de Fock une fonction cible T'(7)

T() = Y \/(100s +3) . (C.11)
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i ngi) néi) n§i> i ngi) ngi) ng) i ngi) ng) néi)
1] 5 0 0 8 2 2 1 15| 1 0 4
2| 4 1 0 9 2 1 2 16 | 0 5 0
3| 4 0 1 10| 2 0 3 17| 0 4 1
4| 3 2 0 111 1 4 0 18| 0 3 2
5| 3 1 1 12| 1 3 1 19| 0 2 3
6| 3 0 2 13| 1 2 2 200 O 1 4
71 2 3 0 14| 1 1 3 21| O 0 5

FIGURE C.1 — Base de Fock dans 'ensemble canonique pour N = 5, M = 3
déterminée par 1'algorithme présenté.

Cette fonction choisie arbitrairement permet de retrouver immédiatement 1'in-

(i)

dice i d'un état de Fock a partir de la donnée des populations ng . Il est pratique
de réorganiser les indices i de sorte que la fonction cible T soit une fonction stric-
tement croissante, en utilisant par exemple un algorithme “quick-sort”.

C.B.2 Construction du Hamiltonien dans la base de Fock

Plutdt que de définir une matrice de taille (D, D) majoritairement composée d’élé-
ments nuls, nous exprimons le hamiltonien dans la base de Fock sous la forme
d’un tableau H de taille D,2M + 1. Le terme H,(i, k) pour k = 1,...,2M + 1 cor-
respond au couplage (i|H|j) ott I'indice j est écrit dans une matrice C

j=C(ik). (C.12)

Nous montrons maintenant comment remplir les matrices H, et C. Pour chaque
état de Fock f; :

* Le terme diagonal

He(i,1) = Y Fsnl’ + %n@(m@ 1) (C.13)
S

se calcule immédiatement et 'ona C(i,1) =i

* nous considérons maintenant chaque site s :
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— Nous savons que I'état f; est couplé avec I'état f; tel que

= ”él—)l -1
(z
S

= n

+ Nous calculons T = T(i) — 1/100(s — 1) + 3 + 1/100s + 3

+ Une recherche de T dans le tableau ordonné T nous permet d’ob-

tenir I'indice j que I'on inscrit dans le tableau C(i,s +1) = j

+ On écrit la valeur du couplage

He(i)s+1) = \/nl (u nl) + U, n! ) (C.14)

— L'état f; est également couplé avec I'état f; tel que

£]+)1 - £+)1 1

ngj/) = ng )+1

n

ce qui nous permet de déterminer j' , d’écrire C(i,s +1+ M) = j' et

d’écrire la valeur du couplage correspondant

Ho(i,s+1+ M) = /o, (unl + uynll)) (C.15)

C.B.3 Evolution dans la base de Lanczos

Compte tenu d’un état |¢(t)), nous cherchons a calculer |¢(t + dt)). Nous

construisons dans un premier temps la base de Lanczos par itérations, en partant

de uy = [¢(t)).

e Etant donné 1;, nous calculons en utilisant les matrices He et C le vecteur
PAIuZ.
* On en déduit a; puis B; , et u; 1 = Hu; — aju; — Bjuj—q1 et enfin Uy =

”l+1/||”l+1||-

¢ Les coefficients des vecteurs ujy, .., u,, sont stockés dans la matrice V' de
taille D, np,
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e Il nous reste a calculer exp[—idtHy] a partir de la diagonalisation de la
matrice tridiagonale Hj. Cette opération peut étre effectuée par la routine
STEQR de la librairie LAPACK.

e On obtient alors |¢(t + d;)) = Ve HLa VT ¢ (1))
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Fonction d’Husimi dans un potentiel de
Wannier-Stark

Cette annexe est consacrée au calcul de I'évolution de la fonction d"Husimi dans
un potentiel de Wannier-Stark. L'état du systeme est décrit par la fonction d’onde
|¢) et nous cherchons & calculer la fonction d’Husimi pour un état cohérent
SU(M)

H\/_!ZH

ny+.+ny=N s= 1

’7’11, > (Dl)

La fonction d’"Husimi peut s’écrire comme la moyenne quantique de I'opérateur

Q] :

= (¢l () (D.2)
dont I’évolution est donnée par le théoreme d’Ehrenfest :
d
Q0 _ itg118, 1) (lg), 03)
soit : 40
== =i ((9lHIQ)(Qlg) — (9I)(OQIH)). (D.4)

11 faut déterminer l'action de H sur Q) (C2|. On peut l’écrire sous la forme d’un
opérateur différentiel D'

H|0)(Q| = D'(H)|0)(Q (D.5)
vérifiant les propriétés suivantes [Trimborn et al. 2008] :

Q)0lAl = [D'(ah] a0l
D'(AB) = D'(B)D!(A). (D.6)
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La premieére égalité permet d’écrire 1'équation d’évolution de la fonction d"Hu-
simi 20

= I(H

o= = —2Im (D (H)) Q. (D.7)

Le systeme est constitué de M — 1 variables complexes indépendantes, la variable

c1 étant fixée par le choix de la phase globale et par conservation de la norme

a= [1-Y |al (D.8)
k>2

Le hamiltonien est composé de termes afay dont I'opérateur différentiel s’écrit
[Trimborn et al. 2008] :

Ly t.1 ! d ! 1 M d * d
D (asas) = Csa_CS + CsCq N — E Z Cka_Ck + Ckﬂ . (D9)
k=2

L’expression est valable pour s = 1 a condition de définir de fagon fictive la déri-

vée par rapporta ¢y :

— =—— %ci—c*i (D.10)
dcy 201 \ & kacy ¥ocy | '

Pour identifier la partie imaginaire des opérateurs différentiels, il est commode

d’utiliser le changement de variable canonique
cs = /Le . (D.11)

On en déduit alors 3 3 -

. i

= - D.12
acs 9L, 2¢, 9 (D12)

On vérifie facilement que cette expression reste valable pour s = 1 dans la mesure

ol 'on définit les dérivées suivantes :

0

3 = 0

0 0
op1 k;afpk

Le changement de variable (D.12) permet de simplifier 'expression de D (ala’)

iCS/ d

Dl (a:ﬂ;) = C:CS/.FS + EC_SaT% (D13)
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avec

0 0
Fs = (aIS+N Zlkalk)' (D.14)

k>2
On en déduit les parties imaginaires de 1'opérateur différentiel pour les opéra-

teurs qui composent '’hamiltonien de Wannier-Stark
£y u t t
A=Y Fsns+ns(ns—1)+Us (as i1t + nsasilas> (D.15)
S

en utilisant les relations (D.6) et (D.9) :

Im [Dl (ns)} = %a%s (D.16a)

Im [Dl (ng)} = Isfsa%s (D.16b)

Im [Dl(a;ras/ns)]s/#s - KIS]-"S 2'83)5) <c coFe + ;CSS 83)5)] (D.16¢)
— LF/Elsin (¢, —%»Eg@ﬂ@ (=) 3

+ 3V g cos (0= ) Fo = ) [ Tasin (05— 90) 5

m [D! (nsa:,as)]sl#s — Im K ChosF + 4 CS/ azs ) (gfs + %a%s)] (D.16d)

T . T d
- — IS/IS-FS/IS-FS s ((Ps slg/ COS 'FS/ 84)
S

-I- Is1
1 I 0 1 /L . 0 d
ol s By a1 T ) 0,




206 ANNEXE D : Fonction d’"Husimi dans un potentiel de Wannier-Stark

puis on exprime la variation temporelle de Q

aQ d 0
E = _{;FSE + UIS.FSBT%

. a a
+ 22U+ sin (¢s — ¢ps+1) { [slsa (81 dl, il)
S S

s:l:l
sil a(,bs a(,bsil \/ Is a (Ps

11 0
+2U+ cos (¢s — Ps+1) [\/ IsTs41 (FS s ]:Sil a¢s + 215_;]:5 a(Psil)
3 Ly 0 1 J
L 952 I s - o Q (D.17)

ou on a utilisé I'égalité suivante

0 0

1
(Isfs \Y I V Isﬁ:llsfsjzlls> Fs— E\/ L1 Fs = Is\/ Lils1q {8[ BYi ﬁ:l] Fs.
S S
(D.18)
Dans I’approximation de champ moyen, on conserve uniquement les termes d’in-

teractions proportionnels a N

aQ
E = {SzleSa(Ps

0
+ UNISaT%
b ULNsin (¢ — hosn) Ioy/Toloay |2 — =2
+Nsin (¢ps — ¢ps+1) Is s+1 oL alsil
3 0 1 0
+ 2U+Ncos (¢s — ¢pst1) |z Llsa1=— I\/Isls:lzl Q.
3<Ps 0s+1

On reconnait la forme d’une équation de Hamilton, la fonction d"Husimi jouant

le role d"une densité de probabilité. On peut en effet écrire

OHOQ 9H dQ
5 =N 5 (Gpok o1 6.) e

ou H est le hamiltonien de Gross-Pitaevskii, tel que présenté en (5.26) :

u
H=Y FsNIL+ ENZIS2 + UL N?I/Toi11s cos(ds — dsir). (D.20)
S
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Liste des publications

Les résultats présentés dans le chapitre 2 ont conduit a la publication de trois

articles :

* VERMERSCH B. AND GARREAU J. C. (2012). Interacting ultracold bosons

in disordered lattices: Sensitivity of the dynamics to the initial state. Physical
Review E 85, 46213.

* VERMERSCH B. AND GARREAU J. C. (2013). Decoherence effects in the dy-
namics of interacting ultracold bosons in disordered lattices. The European

Physical Journal Special Topics 217, 109.

* VERMERSCH B. AND GARREAU J. C. (2013). Spectral description of the
dynamics of ultracold interacting bosons in disordered lattices. New Journal
of Physics 15, 45030.

Deux autres articles liés respectivement aux résultats des chapitres 3 et 4 sont en

cours de rédaction.
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Résumé

En présence de désordre, la diffusion des particules peut étre completement annihilée, don-
nant lieu a la fameuse localisation d’Anderson. En dimension trois, une transition de phase
sépare une telle phase isolante du régime diffusif. A partir de différentes approches théo-
riques et numériques, cette these a pour objectif de déterminer I'effet des interactions entre
particules sur la localisation d’Anderson et sur la transition d’Anderson, dans le contexte
expérimental des condensats de Bose-Einstein. Dans le cas unidimensionnel, la compétition
entre désordre et interaction induit l’existence de trois régimes dynamiques dont les caracté-
ristiques sont étudiées grace a une approche spectrale. En nous appuyant sur le modéle du
rotateur frappé quasi-périodique, nous caractérisons 1’émergence du régime sub-diffusif qui
tend a remplacer le régime localisé dans le cas tridimensionnel. Nous étudions également la
dynamique des excitations du systéme et démontrons 1'universalité de la transition d’An-
derson vis-a-vis des quasi-particules de Bogoliubov. Dans l'objectif d’étudier la validité de
I’équation de Gross-Pitaevskii, nous nous sommes enfin intéressés a une nouvelle approche,
la méthode de la troncature d’'Husimi. Celle-ci nous permet d’envisager une étude de la

compétition entre désordre et interaction enrichie par la prise en compte du bruit quantique.

Abstract

In a disordered potential, the diffusive transport of non-interacting particles can be inhib-
ited, a phenomenon known as Anderson localization. In three dimensions, there exists a
quantum phase-transition between localized (insulator) and diffusive (metal) dynamics. A
long-standing question is the effect of interactions on such dynamics. The goal of this thesis
is to investigate this problem theoretically and numerically in the experimental framework
of Bose-Einstein condensates. In one dimension, the interplay between disorder and in-
teractions leads to the existence of three regimes which are characterized with a spectral
approach. In three dimensions, using a “quantum simulator” of the 3D Anderson model,
we show the emergence of sub-diffusion in lieu of Anderson localization. Considering the
excitations of the system in the very weakly interacting regime, we also demonstrate that the
concept of universality of the Anderson transition also applies to Bogoliubov quasi-particles.
Finally, we show the relevance of a new method, the Truncated Husimi method, in order to

take into account the effect of quantum noise on interacting disordered systems.
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