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❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡✱
❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝r②♣t♦s②stè♠❡s ❜❛sés
s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭❊❈❈✮✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r♦❜✉st❡s ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❛tt❛q✉❡s ♣❛r ❝❛♥❛✉① ❝❛❝❤és t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❡♥ ♠❛tér✐❡❧✱ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❉❛♥s ❊❈❈✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♣r♦té❣❡r ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ✉♥
❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r✱ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✳ P♦✉r ♥♦✉s ♣r♦té❣❡r ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❝❡rt❛✐♥❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❞✐✣❝✐❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ❀ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♥❞r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❡rt❛✐♥❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♠❛♥✐♣✉❧és✱ ❡♥ r❡❝♦❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♥❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t q✉❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s s♦✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤✐✛r❡s s✐❣♥és✱
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞♦✉❜❧❡ ✭❉❇◆❙✮ ❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭▼❇◆❙✮ ♦♥t été ét✉❞✐és✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ r❡❝♦❞❛❣❡ ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ s✐♠✉❧é❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❡t ❡♥✜♥ ✐♠♣❧❛♥✲
té❡s ❡♥ ♠❛tér✐❡❧ ✭❋P●❆ ❡t ❆❙■❈✮✳ ❯♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❛r ❝❛♥❛✉① ❝❛❝❤és ❞❡ t②♣❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❛ ❞❡ ♣❧✉s
été ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✬✉♥ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ♥♦s s♦❧✉t✐♦♥s✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛tér✐❡❧ ❛ été ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r à ✉♥ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❊❈❈
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ s❡
♣r♦té❣❡r ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞②✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❝r②♣t♦s②st❡♠s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✭❊❈❈✮✳ Pr♦✈✐❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧
❛tt❛❝❦s✱ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛t ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧ ✭❡①❡❝✉t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛r❡❛✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❈❈✱ ✇❡
✇❛♥t t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♣r♦t❡❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✉s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
s♦♠❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤❛♥❣❡ s♦♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❜❡rs
✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲ ✭❉❇◆❙✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭▼❇◆❙✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳
❆ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❡❡❞✳ ❆❧❧ r❡❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞✱
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ✭❋P●❆ ❛♥❞ ❆❙■❈✮✳ ❆
s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❛
❝r②♣t♦s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❛ st✉❞② ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤❡
❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❊❈❈ ❝r②♣t♦s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦ ❛s t♦ ♣r♦t❡❝t ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳

■■■





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✴❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❆❤ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✦ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♠❛✐s ❡♥ ré❛❧✐té✱ ❝✬❡st
❝❡❧❧❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ré❞✐❣é❡ ❡♥ t♦✉t ❞❡r♥✐❡r✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s ♠❡ t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à
❝÷✉r ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛r ❡❧❧❡s ♠❛rq✉❡♥t ❧❛ ✜♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱
♠❛✐s s✉rt♦✉t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❥❡ ✈❛✐s ♣♦✉✈♦✐r r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❡t
s♦✉t❡♥✉ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s ❛♥s✱ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❞ér♦✉❧é t❡❧ ✉♥ ❧♦♥❣ ✢❡✉✈❡ tr❛♥✲
q✉✐❧❧❡ ❀ q✉❡❧q✉❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞♦✉t❡ s♦♥t ✈❡♥✉s ❧❡ ♣❛rs❡♠❡r ❡t ❝❡ ♠❛❧❣ré ♠♦♥ ♥❛t✉r❡❧ ❥♦②❡✉① ❡t
♦♣t✐♠✐st❡✳ ❏✬❛✐ ré✉ss✐ à tr❛✈❡rs❡r ❧❡s ♣ér✐♣ét✐❡s✱ ❧❡s r❡❜♦♥❞✐ss❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s ❣râ❝❡ à ❧✬❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❡rs♦♥♥❛❣❡s ✿ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦✉ s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ♣r♦❝❤❡s ♦✉ é❧♦✐❣♥és✱ ré❝✉rr❡♥ts ♦✉
♣♦♥❝t✉❡❧s✱ ✐❧s ♠✬♦♥t t♦✉s ❛♣♣♦rté ✉♥❡ ❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ▼♦♥s✐❡✉r ●✉② ●❖●◆■❆❚✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✲
✈❡rs✐té ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡ ❙✉❞✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r② ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ▼❡ss✐❡✉rs ▲✐❧✐❛♥ ❇❖❙❙❯❊❚ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❏❡❛♥ ▼♦♥♥❡t à ❙❛✐♥t ❊t✐✲
❡♥♥❡✱ ❡t ▲❛✉r❡♥t ■▼❇❊❘❚✱ ❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡ r♦❜♦✲
t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ♠✐❝r♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ▼♦♥t♣❡❧❧✐❡r ✭▲■❘▼▼✮✱ q✉✐ ♦♥t ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❛❝❝❡♣t❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡
r❛♣♣♦rt❡✉r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ▲❛✉r❡♥t ■▼❇❊❘❚ ♠✬❛✉r❛ ♣❡r♠✐s✱ ❞❡ ♣❛r s❛ r✐❣✉❡✉r✱ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡t ✐❧ ♥❡
❢❛✐t ♥✉❧ ❞♦✉t❡ q✉❡ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♠❡ s❡r♦♥t ♣r♦✜t❛❜❧❡s✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❲✐❧❧✐❛♠ ▼❆❘◆❆◆❊✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦r❦ ❡♥ ■r❧❛♥❞❡✱ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❥✉❣❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ■❧ ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ✉♥ été
❞❛♥s s♦♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ sé❥♦✉r ❞❡ ♠♦❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡ t❛♥t
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❤✉♠❛✐♥ q✉❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧✳

❆ ♣rés❡♥t✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ▼♦♥s✐❡✉r ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❈❆❙❙❊❆❯✱
♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é❡ ❡♥ ❡♥❝❛❞r❛♥t ♠❛ t❤ès❡
s✉r ✉♥ s✉❥❡t ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é ❞❡ s❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s❡s q✉❛❧✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s ❡t
❧❡ r❡❝✉❧ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛✐❞é à ♣r❡♥❞r❡ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡r❡✐♥❡s✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❡♥s✉✐t❡ à ♠♦♥ ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❆r♥❛✉❞ ❚■❙❙❊❘❆◆❉✱
❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙ à ❧✬✐♥st✐t✉t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t s②stè♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
✭■❘■❙❆✮✳ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♣❤r❛s❡s✱ ❧✬❛✐❞❡ q✉✬❆r♥❛✉❞ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ♠✬❛ ❣✉✐❞é✱ ❝♦rr✐❣é ❡t ♠ê♠❡ ♣❛r❢♦✐s ❜♦✉s❝✉❧é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ ❙♦♥ ❡①✐❣❡♥❝❡ ❡t s❛ ♣é❞❛❣♦❣✐❡ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r
♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❙❛ ♣♦rt❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs r❡sté❡ ❣r❛♥❞❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡t ❥❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✈r❛✐♠❡♥t ♣♦✉r s❛
❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❝♦♥s❛❝ré✳ ❏❡ ♥✬✐♠❛❣✐♥❡ ♣❛s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛✈♦✐r ♣✉ ❛❝❝♦♠♣❧✐r
❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ s❛♥s s❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆♥✲
❞r✐❛♥✐♥❛✱ ❆♥t♦✐♥❡✱ ❏éré♠✐❡✱ ❘❡♥❛✉❞✱ ❈é❝✐❧❡✱ ▲✉❞♦✈✐❝✱ ❉❛♥✉t❛ ❡t ❑❛r✐♠ ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡

❱



❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞ét❡♥t❡s✳

▼❡r❝✐ à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ✈❡♥✉s ❥✉sq✉✬❡♥ ❇r❡t❛❣♥❡ ♠❡ r❡♥❞r❡ ✈✐s✐t❡✱ ♠❡s ♣r♦❝❤❡s ❡t ♠❡s
❛♠✐s✱ ❡t à t♦✉t ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✉r❛✐s ♣✉ ♦✉❜❧✐❡r✳

▼❡r❝✐ à ♠❛ ❜❡❧❧❡✲❢❛♠✐❧❧❡✱ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♠❛ ♠èr❡✱ ♠❛ s÷✉r ❉❛♣❤♥é ❡t ♠❡s ❢rèr❡s ▼❛t❤✐❡✉ ❡t
❉❛✈✐❞ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t été ❛✉t❛♥t ❞❡ ❜♦✉✛é❡s
❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞♦✉t❡✳ ❏✬❛✐ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ♠♦♥ ♣èr❡
q✉✐✱ ❥✬❡♥ s✉✐s sûr✱ ❛✉r❛✐t été très ✜❡r ❞❡ ♠♦✐✳

❊t ✈♦✐❝✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ✜♥ ✦ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❈✐♥❞② ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❡♥ ❇r❡t❛❣♥❡ ♦ù
❡❧❧❡ ❛ ♣❛r❢♦✐s ❞û s✉♣♣♦rt❡r ♠❡s ❤✉♠❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣♦rté à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t s✉rt♦✉t
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❜♦♥❤❡✉r ❡t ❞❡ r✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❧à ♣♦✉r ♠♦✐ ❡♥ ♠❡ s♦✉t❡♥❛♥t
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■❙❊ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

J ❏❛❝♦❜✐❛♥ Pr♦❥❡❝t✐✈❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

Jm ▼♦❞✐✜❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ Pr♦❥❡❝t✐✈❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❏❚❆● ❏♦✐♥t ❚❡st ❆❝t✐♦♥ ●r♦✉♣✳

▲❇❙ ▲✐st✲❇❛s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

lcm ▲❡❛st ❈♦♠♠♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡✳

▲❙❇ ▲❡❛st ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❇✐t✳

▲❙❲ ▲❡❛st ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❲♦r❞✳

LT ▲✐st ♦❢ ❚❡r♠s✳

▲❯❚ ▲♦♦❦✲❯♣ ❚❛❜❧❡✳

M ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✳

mADD ▼✐①❡❞ P♦✐♥t ❆❞❞✐t✐♦♥✳

▼❇◆❙ ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠✳

MI ▼♦♥t❣♦♠❡r② ■♥✈❡rs✐♦♥✳

MM ▼♦♥t❣♦♠❡r② ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▼❙❇ ▼♦st ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❇✐t✳

mSUB ▼✐①❡❞ P♦✐♥t ❙✉❜tr❛❝t✐♦♥✳

▼❙❲ ▼♦st ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❲♦r❞✳

NAF ◆♦♥✲❆❞❥❛❝❡♥t ❋♦r♠✳

◆■❙❚ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

NOP ◆♦ ❖♣❡r❛t✐♦♥✳

P ❙t❛♥❞❛r❞ Pr♦❥❡❝t✐✈❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

PP❘ P♦st P❧❛❝❡ ✫ ❘♦✉t❡✳

P❘◆● Ps❡✉❞♦ ❘❛♥❞♦♠ ◆✉♠❜❡r ●❡♥❡r❛t♦r✳

QPL P♦✐♥t ◗✉✐♥t✉♣❧✐♥❣✳

❘❆▼ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r②✳

❘◆● ❘❛♥❞♦♠ ◆✉♠❜❡r ●❡♥❡r❛t♦r✳

✷



▲✐st ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s✴◆♦t❛t✐♦♥s

❘❖▼ ❘❡❛❞ ❖♥❧② ▼❡♠♦r②✳

S ❙q✉❛r❡ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✳

❙❈❆ ❙✐❞❡✲❈❤❛♥♥❡❧ ❆tt❛❝❦✳

sign(ki) ❙✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r k ❛t t❤❡ ✐♥❞❡① i✳

❙P❆ ❙✐♠♣❧❡ P♦✇❡r ❆♥❛❧②s✐s✳

SPL P♦✐♥t ❙❡♣t✉♣❧✐♥❣✳

SUB P♦✐♥t ❙✉❜tr❛❝t✐♦♥✳

TPL P♦✐♥t ❚r✐♣❧✐♥❣✳

❚❘◆● ❚r✉❡ ❘❛♥❞♦♠ ◆✉♠❜❡r ●❡♥❡r❛t♦r✳

❯❈❈ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ❈♦r❦✳

❯❊❇ ❯♥✐✈❡rs✐té ❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡✳

❱❍❉▲ ❱❍❙■❈ ❍❛r❞✇❛r❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡✳

❱❍❙■❈ ❱❡r② ❍✐❣❤ ❙♣❡❡❞ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐t✳

✸





❙✉♠♠❛r② ✐♥ ❋r❡♥❝❤✴❘és✉♠é ❡♥
❋r❛♥ç❛✐s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t s✬✐♥t✐t✉❧❡ ✓ r❡❝♦❞❛❣❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss❡✉rs ❊❈❈
r♦❜✉st❡s ❛✉① ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✔✳ ❊❧❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
❜❛sés s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ❡①✐st❛♥ts s♦♥t
s♦✉♠✐s à ❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❡t ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s sûrs t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❧✉s s✉✣s❛♥t❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ◆♦t❛♠✲
♠❡♥t✱ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ t②♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❝♦♥tr❡
❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♥♦♥ ♣r♦té❣és✳ ➱t✉❞✐❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r s❡ ♣r♦té❣❡r ❝♦♥tr❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛t✲
t❛q✉❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐st❡r à ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ❀ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à r❡♥❞r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝❡rt❛✐♥❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝❛❧❝✉❧és t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t❤é♦r✐q✉❡s
❝❛❧❝✉❧é❡s s♦✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s✳

❙❛♥s ❧❡ s❛✈♦✐r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ à ❝❧é ♣✉❜❧✐q✉❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❡♥ r❡t✐r❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❣❡♥t ❧✐q✉✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞✐str✐❜✉t❡✉r ❞❡ ❜✐❧❧❡ts✱ ♦✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❛✐s✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡
♥♦tr❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝ré❞✐t s✉r ■♥t❡r♥❡t✳ ❉❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s ❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✲
✐q✉❡✳ ▲❡ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❘❙❆ ✭✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ s❡s ❛✉t❡✉rs ❘✐✈❡rt✱ ❙❤❛♠✐r ❡t ❆❞❧❡♠❛♥ ❬✶✵✽❪✮ ❡t ❧❡
❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ❈r②♣t♦s②st❡♠s✱ ❊❈❈✮ s♦♥t ❛✐♥s✐
❞❡✉① ❞❡s ❝r②♣t♦s②stè♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❝t❡✉rs ❞✉ ♠♦♥❞❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ▼❛✐s
q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✐❧ ❞♦✐t ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té t❤é♦r✐q✉❡
♥❡ ❧❛✐ss❛♥t ♣❧❛❝❡ à ❛✉❝✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ à ✉♥ ❝♦ût r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡s ét✉❞❡s
s♦♥t ♠❡♥é❡s ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té ❛❝t✉❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉✐t ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ❧♦✐ ❞❡
▼♦♦r❡ ❬✾✶❪ q✉✐ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞♦✉❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥ t♦✉s ❧❡s ✶✽
♠♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r ❝❛r ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥♦s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❡s ❝❧és ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❜❛✐ss❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ éq✉✐♣❡
❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❡st ♣❛r✈❡♥✉❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ❞❡✉① ❛♥s ❡t ❞❡♠✐ à ❝❛ss❡r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❘❙❆ ✼✻✽ ❜✐ts ❬✻✾❪✳ ❆✉ t♦t❛❧✱ ❝❡ s♦♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ✶ ✼✵✵ ❝÷✉rs q✉✐ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣❡♥❞❛♥t
✉♥ ❛♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❘❙❆✱ ♥♦♠❜r❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ✼✻✽ ❜✐ts ✭s♦✐t ✷✸✷ ❝❤✐✛r❡s
❞é❝✐♠❛✉①✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s
t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❡s ❛tt❛q✉❡s t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛ss✐♠✐❧é❡s à
❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❡♥ ✓ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ✔ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞✉r❛♥t
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♣❛r ❧✬❛tt❛q✉❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ✐♠✲
♣❧❛♥tés ❞❛♥s ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛tt❛q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❈❡s ❛tt❛q✉❡s✱
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✼✸❪✱ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❡①♣❧♦✐t❡r ❡t ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s
❞✬✉♥ ❝r②♣t♦s②stè♠❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ à ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛t✲

✺



t❛q✉❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✉❡s ♦✉ ♠♦❞✐✜é❡s✳
❈❡s ❛tt❛q✉❡s s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❡♥ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉t❡✳ ❈❡s t②♣❡s ❞✬❛tt❛q✉❡
♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✳ ▲❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥❛ï✈❡s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré✈é❧❡r ❡t ❛✐♥s✐ ❝♦♥st✐t✉❡r ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ❜é❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛
sé❝✉r✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ❈❡s ❛tt❛q✉❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❛❝❝ès ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❛tt❛q✉❛♥t
à ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❡❝rèt❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✓ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ✔ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé
❡♥ ❝r②♣t❛♥❛❧②s❡ s✬❡✛❛❝❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❞❡✈❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦ù t♦✉s ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ✉♥ ❛tt❛q✉❛♥t ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❛tt❛q✉❛♥t ♥✬❛
♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❛✉ ❝r②♣t♦s②stè♠❡✳ ▲❛ sé❝✉r✐té
❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥
✈ér✐t❛❜❧❡ ❞é✜ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s✱ é❧❡❝tr♦♥✐❝✐❡♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts
❡♠❜❛rq✉és✳

▲❡ s②stè♠❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐ ❞♦✐t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡s ✈✐s❛♥t à s❡ ♣r♦té❣❡r
❞❡s ❛tt❛q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡t❡♥✉s ❞♦✐✈❡♥t s✬❛✈ér❡r rés✐st❛♥ts à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛tt❛q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡st❡r ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❡s ❛tt❛q✉❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ❝❛♥❛✉① ❝❛❝❤és ♦✉ ♣❛r ❝❛♥❛✉① ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

▲❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ❝❛♥❛✉① ❝❛❝❤és ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ❆✜♥ ❞✬❡①✲
♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s✱ ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛✐r ❡t ♣❛r❧❛♥t ✿ ❧✬❤✐st♦✐r❡
❞✬✉♥ ✈♦❧ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✛r❡✲❢♦rt✳ ❯♥ ✈♦❧❡✉r✱ éq✉✐♣é ❞✬✉♥ stét❤♦s❝♦♣❡✱ t❡♥t❡ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡
❝♦✛r❡ ❝♦♥✈♦✐té✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛❝t✐♦♥♥❛♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉❞✐t ❝♦✛r❡✱ ❝♦❞❡ q✉✬✐❧ ♥❡
❝♦♥♥❛ît ♣❛s ♠❛✐s q✉✬✐❧ ✈❛ t❡♥t❡r ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r✳ ❆✉ss✐✱ ✐❧ ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞✬é❝♦✉t❡r ❡t ❛♥❛❧②s❡r ❝❡
q✉✬✐❧ ❡♥t❡♥❞ ❧♦rsq✉✬✐❧ t♦✉r♥❡ ❧❡ ❜♦✉t♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ❜r✉✐ts ❞✐✛ér❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t s✬❡♥t❡♥❞r❡ ❀ ✉♥
✓ ❝❧✐❝ ✔ ♣♦✉✈❛♥t s✐❣♥✐✜❡r ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❞❡s ❡♥❣r❡♥❛❣❡s ❡st ❡♥ ❜♦♥♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡
❜r✉✐t s✐❣♥✐✜❛♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥❣r❡♥❛❣❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛❝t✐♦♥♥❛♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡
❞✉ ❝♦✛r❡✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❜r✉✐ts ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r❝❡r ❧❡ s❡❝r❡t ❞✉ ❝♦✛r❡✳ ▲❡
stét❤♦s❝♦♣❡ ❡st ✐❝✐ ❧✬♦✉t✐❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡✱ ✐❧ ❛♠♣❧✐✜❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ s♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡
♣❡✉t ❡♥t❡♥❞r❡ à ❧✬♦r❡✐❧❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ stét❤♦s❝♦♣❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡ ❝♦❞❡
❞✉ ❝♦✛r❡✲❢♦rt✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡s✉r❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❧♦rs ❞✬✉♥❡
❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t ❛✐♥s✐ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡t t❡♥t❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r
❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✱ ✈✐❛ ✉♥ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✱ ✈✐s✉❛❧✐s❡r
❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥s♦♠♠é ♣❛r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❛✉r❛
été ❛♠♣❧✐✜é ❝❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ❡♥ ❡✛❡t très ❢❛✐❜❧❡✳ ❱✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❡t s✐ ❧❛ ❝❧é ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛❧♦rs ré✈é❧é❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❝❛❝❤é✱ ♦✉
❝❛♥❛❧ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳ ❈❡s ❝❛♥❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥s✐st❡r ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡♥ ❧✐❡♥
❛✈❡❝ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦✉r❝❡s r❡t❡♥✉❡s
❡t ét✉❞✐é❡s s♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♦✉ ❧❡ r❛②♦♥✲
♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t s✉r ❧❡q✉❡❧ s✬❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ à ❝❧é ♣✉❜❧✐q✉❡ ✭❘❙❆ ♦✉ ❊❈❈✮✱ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝r②♣t♦s②stè♠❡s à ❧❛ ❢♦✐s ❡✣❝❛❝❡s ❡t sûrs✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡s✲
s❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r②♣t♦s②stè♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✿
s♦✐t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❛✐r❡ ✭F2m✮ s♦✐t s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✭Fpm ❛✈❡❝ p > 3✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ❝♦r♣s ♣r❡♠✐❡rs Fp ❛✈❡❝ p ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✭❞❡
✶✻✵ à ✻✵✵ ❜✐ts✮✳ ▼❛✐s ♥♦s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳

▲✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s ❞♦✐t êtr❡ très r❛♣✐❞❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és
♠❛✐s t♦✉t ❡♥ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s ✭s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t✱ t❛✐❧❧❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥

✻



❙✉♠♠❛r② ✐♥ ❋r❡♥❝❤✴❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❞✬é♥❡r❣✐❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ♦✛r✐r ✉♥ ❜♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳
▲❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s s♦♥t ❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ s♦✉str❛❝t✐♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ♦✉ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ♦✉ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✮✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❛îtr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ♣❡t✐ts ❡♥t✐❡rs ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ s♦♥t
❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✜♥✐s ✭Fp ♦✉ F2m✮ ❛✈❡❝ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s
❞❡ ❜✐ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 160 à 600 ❜✐ts ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡ ❬✺✼✱ ❆♣♣✳ ❆❪✳
Fp ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ✜♥✐ à p é❧é♠❡♥ts✱ ♦ù p ❡st ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Fp s♦♥t
♠❛♥✐♣✉❧és ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠♦❞✉❧♦ p✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝r②♣t♦s②stè♠❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s sûrs ❡t ❡✣❝❛❝❡s ❛ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s✱ à ✉♥ ❧❛r❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤✲
é♠❛t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s q✉✐ r❡q✉✐èr❡♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞❡ ❝❧❡❢s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rt❡s ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞♦♥♥é✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s ❝r②♣t♦s②s✲
tè♠❡s ♣r♦♣♦sés ❬✾✺❪✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❛ttr❛❝t✐❢s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s
✭♠é♠♦✐r❡✱ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡
❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❑♦❜❧✐t③ ❬✼✶❪ ❡t ▼✐❧❧❡r ❬✽✻❪ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✳ ❉❡♣✉✐s✱
❊❈❈ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳

❯♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♦❜❥❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✿
❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♦❜é✐ss❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ y2 = f(x)✱ ❛✈❡❝ f ❛②❛♥t ✉♥ ❞❡❣ré é❣❛❧ à
3 ♦✉ 4✳ ●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ q✉✐ ♥✬❛❞♠❡t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✳ ❈✬❡st ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✜♥✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣✲
t✐q✉❡✳ P ❡t Q s♦♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y2 = x3−x+1 ❞❛♥s
❧❡ ❝♦r♣s R✳ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t P +Q ❡st ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥té❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ P 6= ±Q ✭✜❣✉r❡
❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t P = ±Q ✭✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ◗✉❛♥❞ P = Q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s P+Q = P+P = [2]P ✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ✭DBL✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s♦♥t ♠✉♥✐❡s
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ♥♦té O✳ ◗✉❛♥❞ P = −Q✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s P + Q = P − P = O✳ ❙✐♥♦♥✱ q✉❛♥❞
P 6= ±Q✱ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t P +Q ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ✭ADD✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❙♦♠♠❡ ❞❡ ✷ ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❛♥s R✳

✼



❉❛♥s ❧❡s ❝r②♣t♦s②stè♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❊❈❈✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥ts ✭DBL✮ ❡t ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ✭ADD✮ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❛♥s Fp ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

[k]P = P + P + · · ·+ P
︸ ︷︷ ︸

k ❢♦✐s

,

♦ù k ❡st ✉♥ ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r ❡t P ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Fp✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷ ♣rés❡♥t❡
❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ [k]P ✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ k✳ ❈❡s ❞❡✉①
✈❡rs✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❜✐ts ❞❡ k ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮
♦✉ ❞❡s ♣♦✐❞s ❢♦rts ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷
♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ (n−1)DBL+n/2ADD✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
q✉❡ ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ k ❛✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 0 éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 ❞❛♥s s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳

❡♥tré❡ ✿ k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2✱ P ∈ E(Fp)

s♦rt✐❡ ✿ Q = [k]P

✶ ✿ Q←− O Q←− O
✷ ✿ ♣♦✉r ✐ ❞❡ ✵ à n− 1 ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ✐ ❞❡ n− 1 à ✵ ❢❛✐r❡

✸ ✿ s✐ ki = 1 ❛❧♦rs Q←− Q+ P ADD Q←− [2]Q DBL

✹ ✿ P ←− [2]P DBL s✐ ki = 1 ❛❧♦rs Q←− Q+ P ADD

✺ ✿ r❡t♦✉r♥❡r ◗ r❡t♦✉r♥❡r ◗

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ✓ ❉♦✉❜❧❡♠❡♥t ❡t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✔ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ [k]P ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[k]P = k0P + [2]
(

k1P + [2]
(
k2P + · · ·+ [2](kn−1P )

))

,

t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[k]P = k0P + k1([2]P ) + k2([4]P ) + · · ·+ kn−1([2
n−1]P ).

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❡s ❜✐ts ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ k ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t✱
s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts s♦♥t ❡✛❡❝t✉és s✐ ❧❡ ❜✐t ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ ✈❛✉t 1✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜✐t
❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ ✈❛✉t 0✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡
♣♦✐♥t✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ k ❡t
❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s Fp ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
✭ADD✮ ❞✐✛èr❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s Fp ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ✭DBL✮✳
❉♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ADD ❡t ✉♥ DBL ♦♥t ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡✉① ADDs ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✿ s✐ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ✓ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✔ s❡ s✉❝❝è❞❡♥t✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛tt❛q✉❛♥t ♣❡✉t s❛✈♦✐r s✐ ❧❡
❜✐t tr❛✐té ✈❛✉t 0 ♦✉ 1 ❀ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡
s❡❝r❡t✳

✽



k

k

r r = 1
r

r ≫ 10 r

k

P

Q = [k]P [k′]P
[k]P k′ = k + g#E(Fp) #E(Fp) E(Fp) g



❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ✿ ❡♥ ❝❤✐✛r❡s ❜✐♥❛✐r❡s
s✐❣♥és✱ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ❡t ❡♥ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡✳ ❈❡s tr♦✐s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✱
❡t ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s
♣❛r ❝❛♥❛✉① ❝❛❝❤és✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ k ❡st ❝❤❛♥❣é à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❡t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t r✐❡♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ét❛♥t ❞é❥à ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠✲
♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ▼❛✐s ❜✐❡♥ q✉✬ét✉❞✐é❡s✱ ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ❡t ❡♥❝♦r❡
♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡s s✉r ❞❡ t❡❧s r❡❝♦❞❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ét✉❞✐é❡✱ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛
été ré❛❧✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧✐♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡st ❛♣♣❧✐❝❛✲
❜❧❡ ❡t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ✉♥ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❊❈❈✳

❉❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤✐✛r❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✐❣♥és✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r k ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

k =
n∑

0

ki2
i ❛✈❡❝ ki ∈ {−1, 0, 1}.

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s✬♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧❡s ❧✐❣♥❡s

✓ s✐ ki = 1 ❛❧♦rs Q← Q+ P ✔,

❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ♣❛r

✓ s✐ ki 6= 0 ❛❧♦rs Q← Q + sign(ki) P ✔,

♦ù sign(ki) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ❝❤✐✛r❡ ❞❡ k à ❧✬✐♥❞✐❝❡ i✳ ▲♦rsq✉❡ ki = −1✱ ✉♥❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥
❞❡ ♣♦✐♥t ❡st ré❛❧✐sé❡ ✭SUB✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ADD ❡t SUB s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés
éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ s♦✐t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❡♥ ❝❤✐✛r❡s
❜✐♥❛✐r❡s s✐❣♥és ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❡♥ ❝❤✐✛r❡s s✐❣♥és ♣❛r ❢❡♥êtr❡
❞❡ w ❜✐ts✳

k =

n∑

i=0

2iki ❛✈❡❝ ki ∈ {0,±1,±3, . . . ,±(2w − 1)}.

❙✉r w ❝❤✐✛r❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ✐❧ ❡st ❛ss✉ré q✉✬❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥ ❝❤✐✛r❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ③ér♦✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧
② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ✵ ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ♠♦✐♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥t✱ ❡t
❞♦♥❝ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡
♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts Pj = [j]P ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {3, 5, . . . , 2w − 1} ✭[3]P, [5]P, . . . , [2w − 1]P ✮✱ ❝❡ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s✴s♦✉str❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥t ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ki✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ♣♦✐♥ts
Pj ✳ ▲❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st

✓ s✐ ki 6= 0 ❛❧♦rs Q← Q + sign(ki) P|ki| ✔.

❉✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥ ❝❤✐✛r❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✐❣♥és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ✿ 01̄⇐⇒ 1̄1 ❡t 01⇐⇒ 11̄✳
❆✐♥s✐✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r k ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s✱ ✈✐❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐
❞é❝✐❞❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ k ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

✶✵



❙✉♠♠❛r② ✐♥ ❋r❡♥❝❤✴❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été t❡sté❡ ❡♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ✭❋P●❆ ❡t ❆❙■❈✮✳ ▲✬✉♥✐té
❞❡ r❡❝♦❞❛❣❡ ❛ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡t s❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ 20% q✉✬✉♥
❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❊❈❈✳

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡✱ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱
✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❛r t❡♠♣❧❛t❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✼❪✱ ❡st t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠é♠♦r✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝❛❝❤é ♠❡s✉ré
♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❛ ❢✉✐t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❡st ❞♦♥❝ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ✿ ❧❡ ♣r♦✜❧
❞✉ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❡st ét❛❜❧✐ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❧és✳ ❈❡tt❡
♣❤❛s❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡❝✉❡✐❧❧✐r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛tt❛q✉❛♥t t❡♥t❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝❛❝❤é ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❛tt❛q✉é✳

❯♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❛r t❡♠♣❧❛t❡ ❛ ❛✐♥s✐ été ré❛❧✐sé❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ ♠♦❜✐❧✐té ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡
tr♦✐s ♠♦✐s à ❧✬❯❈❈ ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ❈♦r❦✮ ❡♥ ■r❧❛♥❞❡✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ ♠♦❜✐❧✐té ❛ été ✜♥❛♥❝é
♣❛r ❧❡ ❝♦❧❧è❣❡ ❞♦❝t♦r❛❧ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✭❈❉■✮ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡ ✭❯❊❇✮✳ ▲♦rs
❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ♣❛r t❡♠♣❧❛t❡ ré❛❧✐sé❡✱ ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ k ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❝❤✐✛r❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✐❣♥és✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ k ❡st ❝❤❛♥❣é ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧✬❛tt❛q✉❡ ré❛❧✐sé❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞❡ ❞❡✈✐♥❡r ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts ❞❡ k ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜❛s❡ P ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞✉
❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❛ été ét❛❜❧✐ ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✭✶ ✵✵✵✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❋P●❆ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧és ♣♦ss✐❜❧❡s ✭23 = 8 ❝❧és ♣♦ss✐❜❧❡s✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛❝q✉✐s ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧é s❡❝rèt❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞❡ ❞❡✈✐♥❡r ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts ❞❡ ❧❛
❝❧é s❡❝rèt❡ ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♥♦♥ ♣r♦té❣é✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✈✐♥é ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧❛♥té ❧❛ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❡
❝r②♣t♦s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❞❡✈✐♥❡r ❧❡s ❜✐ts ❛tt❛q✉és ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ k ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ♣❛r t❡♠♣❧❛t❡ é❝❤♦✉❡ à ❞❡✈✐♥❡r ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ❛ ❞♦♥❝
♣❡r♠✐s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡
❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✳

❉✬❛✉tr❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ❬✹✹❪ ✭❉❇◆❙ ♣♦✉r ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡
♥✉♠❜❡r s②st❡♠✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s
❝♦♠❜✐♥é❡s ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs b1 ❡t b2✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s
❜❛s❡s (b1, b2) = (2, 3)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r k s✬é❝r✐t ✿

k =
n′−1∑

i=0

kib
ui

1 bvi2 ❛✈❡❝ ki ∈ {−1, 1}, ui, vi ≥ 0.

P♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❊❈❈ ❡♥ ❉❇◆❙✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ✿
❧❡ tr✐♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t [3]P = P +P +P ✭♥♦té TPL✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ♣✉✐s ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✿ ✉♥ TPL ❡st ♠ê♠❡
♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉✬✉♥❡ ADD✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❝r❡✉s❡
✭♣♦ssè❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥✉❧s✮✱ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ✭❝✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ r❡❞♦♥❞❛♥t✮ ✿ ✐❧ ♣❡✉t
♠ê♠❡ ❡♥ ❡①✐st❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ 127 ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 783 r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❬✹✻❪ ✿

127 = 2233 + 2132 + 2030 = 2233 + 2430 + 2031 = 2332 + 2133 + 2030 = . . . .

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ét❛♥t ❝r❡✉s❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❝❛❧❛✐r❡ ❝❛r ♠♦✐♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥

✶✶



♥♦♠❜r❡ ❡♥ ❉❇◆❙ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❝❛❧❛✐r❡ ✿ u0 ≥ · · · ≥ un′−1 ❡t v0 ≥ · · · ≥ vn′−1✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❡①♣♦s❛♥ts ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❉❇◆❙ ❬✹✵❪✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ q✉✬♦✛r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞✉ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ❉❇◆❙✱ s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t
❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❉❇◆❙ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢♦✉r♥✐
♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✹✻❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♥❞r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ 1 + 2 = 3✱ ♦✉ 1 + 3 = 22 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ●râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✱ ♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ t❡r♠❡✱ ♦✉ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❉❇◆❙ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡
t❡r♠❡ à ré❞✉✐r❡ ♦✉ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s
♦♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❡♥ ♠❛tér✐❡❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ❝❛♥❛✉① ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ été t❡sté❡
❡♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ✭❋P●❆ ❡t ❆❙■❈✮✳ ▲✬✉♥✐té ❞❡ r❡❝♦❞❛❣❡ ❛ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✬❤♦r❧♦❣❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡t s❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♠♦✐♥s ❞❡ 7% q✉✬✉♥ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❊❈❈✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ k ❞é❥à ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ❉❇◆❙✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐é ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ♠❛tér✐❡❧ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦❞❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r
❡♥ ❉❇◆❙✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ♠❛tér✐❡❧ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡❝♦❞❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ✭▼❇◆❙ ♣♦✉r ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠✮✳ ❉❇◆❙ ❡st ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ▼❇◆❙✳ ❯♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ ▼❇◆❙ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛s❡s (b1, b2, . . . , bl) ❡t s✬é❝r✐t ✿

k =

n′−1∑

i=0

(
ki

l∏

j=1

b
ej,i
j

)
❛✈❡❝ ki = ±1.

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❜❛s❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t (2, 3, 5) ❡t (2, 3, 5, 7)✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❉❇◆❙✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♥é❝❡s✲
s✐t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✺ ❡t ✼ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à
❧❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡✱ ✉♥ q✉✐♥t✉♣❧❡♠❡♥t ✭QPL✮ ❡t s❡♣t✉♣❧❡♠❡♥t ✭SPL✮ ❞❡ ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r
❡♥ ▼❇◆❙✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥ ▼❇◆❙ s❡ ❢❛✐t à ❧❛ ✈♦❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ r❡❝♦❞❛❣❡ q✉✐
♦♣èr❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥
❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ ▼❇◆❙ ❡t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ s❛♥s ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡❝♦❞❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡
s❝❛❧❛✐r❡ k ✿ ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡❝♦❞❛❣❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ k ❡♥ ▼❇◆❙ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊♥❝♦r❡
✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡❝✐ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣r♦❝✉r❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ❝❛♥❛✉①
❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ s✐♠♣❧❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❡t
✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ♠❛tér✐❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ♠♦❞✐✜♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r
❧❡s ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
♣❡✉✈❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❯♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r à ❝❤❛q✉❡ t♦✉r
❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ✉♥❡ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ✿ ✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧é s❡❝rèt❡✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❡♥ ♠❛tér✐❡❧ ❞✬✉♥✐tés q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭ADD✱
DBL✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✉♥✐tés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦r♣s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✮ q✉✐ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦r♣s Fp q✉✐ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s

✶✷



❙✉♠♠❛r② ✐♥ ❋r❡♥❝❤✴❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✉♥✐tés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s♦♥t ✐♠♣❧❛♥té❡s✳
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦r♣s ❝♦♥s✐❞éré✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣♦sés ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s
Fp q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❧♦❝s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬✉♥✐tés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs séq✉❡♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
q✉✐ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❯♥ ❛tt❛q✉❛♥t ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♦✉ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♥❡ ✈❡rr❛✐t ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❡t ♥✬♦❜t✐❡♥❞r❛✐t
❛✐♥s✐ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❝❛❧❛✐r❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs séq✉❡♥❝❡s q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
▲♦rsq✉✬✉♥❡ s❡✉❧ séq✉❡♥❝❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♥✬❡✛❡❝t✉❡r❛
q✉✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛t✲
t❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ s✐♠♣❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s✱
❝❡❧❛ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧❧❡✳

❯♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ✭❋P●❆ ❡t ❆❙■❈✮ ❡♥ s✉✐✈❛♥t
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s t❡sts ♦♥t été ♠❡♥és ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐té ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✼✪✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ❊❈❈ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s
♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s✱ ♠❛✐s ❡♥ ❛❧❧❛♥t t♦✉t ❛✉ss✐ ✈✐t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r s❡ ♣r♦té❣❡r ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❛tt❛q✉❡s ♣❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é✱ t❡sté ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡t ❡♥
♠❛tér✐❡❧ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡❝♦❞❛❣❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛tér✐❡❧✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣❡✉✈❡♥t
❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ré❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr❡✲♠❡s✉r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ❞✬❛tt❛q✉❡r ✉♥ ❝r②♣t♦s②stè♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ t❡❧ ♦✉ t❡❧ ❝♦♥tr❡✲
♠❡s✉r❡ ♦✉ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ r❡❝♦❞❛❣❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ré❛❧✐sé✳ ❈❡❝✐ r❡st❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝❛♣t✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❞❡
❢✉t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳

✶✸





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✐s ❜♦t❤ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣✳ ■ts ❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥s ❞❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❣②♣t✐❛♥ ❝✐✈✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✹ ✵✵✵ ②❡❛rs ❛❣♦ ❬✻✽❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ✜rst ✇❛rs✱ ✐t ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s♠✐t ♣r♦t❡❝t❡❞ ♠❡ss❛❣❡s✱ t❤❛t ✐s t♦
s❛② ♠❡ss❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❡♥❡♠✐❡s ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❊♥❝r②♣t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♥♦t ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳❡✳ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡♥❝r②♣t❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥✱ ✐s ❞❡❝r②♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②✱ ❛✉t❤❡♥t✐❝✐t②✱
✐♥t❡❣r✐t②✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡♣✉❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❝❤❡♠❡s ❬✷✵❪✿

✕ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❜♦t❤ s❡♥❞❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s ✇❤♦
❝❛♥ r❡❛❞ ✐t✳

✕ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❜♦t❤ s❡♥❞❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✳
✕ ✐♥t❡❣r✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✳
✕ ♥♦♥✲r❡♣✉❞✐❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s❡♥❞❡r ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡♥② ❤❛✈✐♥❣ s❡♥t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❝❛♥♥♦t ❞❡♥② ❤❛✈✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐t✳

❊♥❝r②♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ❜❛s✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❡♥❝r②♣t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ s②♠♠❡tr✐❝ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐✈❛t❡✲❦❡②
❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✮ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✮✳ ■♥ s②♠♠❡tr✐❝
❡♥❝r②♣t✐♦♥✱ t✇♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣❛rt✐❡s s❤❛r❡ ❛ ❦❡②✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r✐✈❛❝②✱ t❤✐s ❦❡② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡❝r❡t✳
❇♦t❤ s❡♥❞❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛♥ ❡♥❝r②♣t ❛♥❞ ❞❡❝r②♣t ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r s❡❝r❡t ❦❡②✱ ❝❛❧❧❡❞
♣r✐✈❛t❡ ❦❡②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❦❡②s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❑❡②s ♠✉st ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♣❛rt✐❡s ❬✽✸❪✳ ❋♦r ❡✣❝✐❡♥t ❦❡②
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❛ tr✉st❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt② ✐s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳

❆s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❦❡②s✳ ❊❛❝❤ s❡♥❞❡r✴r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ❛ ♣r✐✈❛t❡
❦❡②✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♥②♦♥❡ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡② ✐s ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ s❡♥❞❡r✳ ❆ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥❝r②♣t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ♦❢
❛ ✉s❡r✱ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡❝r②♣t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐✈❛t❡ ❦❡② ♦❢ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉s❡r✳

❲✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ✉s❡ ❞❛✐❧② ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ ✇✐t❤❞r❛✇✐♥❣
❝❛s❤✱ ♦r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❝r❡❞✐t ❝❛r❞ ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❚❤❡ ❘❙❆ ✭✐♥✐t✐❛❧s ♦❢ ✐ts ❛✉t❤♦rs ❘✐✈❡rt✱
❙❤❛♠✐r ❛♥❞ ❆❞❧❡♠❛♥ ❬✶✵✽❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❬✽✻❪ ❬✼✶❪ ❛r❡ t❤✉s t✇♦ ♦❢ t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❢♦r ♠♦st ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠
✉s❡❞✱ ✐t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❡❝✉r✐t② ❧❡✈❡❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡ ❛tt❛❝❦s
✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ♦r ❝♦st✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② st✉❞✐❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❡✲
❝✉r✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝r②♣t♦s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ▼♦♦r❡✬s ❢❛♠♦✉s ❧❛✇ ❬✾✶❪ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t
t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❞♦✉❜❧❡s ❡✈❡r② ✶✽ ♠♦♥t❤s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ✐❢
❝r②♣t♦s②st❡♠s s❡❝✉r✐t② ✐s st✐❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ t❡❛♠ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✱
❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❢❛❝t♦r✐③❡ t❤❡ ✼✻✽✲❜✐t ✭✷✸✷✲❞✐❣✐t✮
♥✉♠❜❡r ❘❙❆✲✼✻✽ ❬✻✾❪ ❛❢t❡r t✇♦ ❛♥❞ ❛ ❤❛❧❢ ②❡❛rs ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♦❝❝✉♣✐❡❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♦❢ ✶ ✼✵✵ ✉s✉❛❧ ♣r♦❝❡ss♦r ❝♦r❡s ❢♦r ❛ ②❡❛r✳

✶✺



▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ s❡❝✉r❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❤❛s ❧❡❞✱ ✐♥ r❡❝❡♥t
②❡❛rs✱ t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts
❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ s❤♦rt❡r ❦❡② ❧❡♥❣t❤s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡❝✉r✐t②✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❝r②♣t♦s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❘❙❆ ❬✶✵✻❪✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s
s❡❝✉r✐t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭❊❈❈✮ ❛♥❞ ❘❙❆ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❦❡②
❧❡♥❣t❤s ❬✾✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✏str❡♥❣t❤✑ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♦❢ s❡❝✉r✐t②
t❤❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ♦✛❡r✳

s❡❝✉r✐t② ❧❡✈❡❧ ✭❜✐ts✮

str❡♥❣t❤ ❊❈❈ ❘❙❆

✽✵ ✶✻✵ ✶ ✵✷✹

✶✶✷ ✷✷✹ ✷ ✵✹✽

✶✷✽ ✷✺✻ ✸ ✵✼✷

✶✾✷ ✸✽✹ ✽ ✶✾✷

✷✺✻ ✺✶✷ ✶✺ ✸✻✵

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❈❈ ❛♥❞ ❘❙❆ ❦❡② s✐③❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝✉r✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭❢r♦♠ ❬✾✺❪✮✳

❆♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝t❀ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✱ ✐t ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐s ❛ ❝❛s✉❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②♣t♦s②st❡♠s t♦ ❡♥s✉r❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s❡❝✉✲
r✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✜♥✐t❡✲✜❡❧❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠✉st ❜❡ ✈❡r② ❢❛st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉✐r❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✉s❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ✭❝✐r❝✉✐t ❛r❡❛✱ ♠❡♠♦r② s✐③❡✱ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ♣❤②s✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❘❡q✉✐r❡❞ ✜♥✐t❡✲✜❡❧❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡✿ ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦r ✇✐t❤ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❜② ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② s❡❡♠ s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ ♦✈❡r s♠❛❧❧
✐♥t❡❣❡rs ♦r r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦✈❡r ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ✭Fp ♦r F2m✮ ✇✐t❤
s✐③❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ❜✐ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ 160 t♦ 600 ❜✐ts ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②
✭❊❈❈✮ ❬✺✼✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆❪✳ ❚❤✉s✱ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s❡❝✉r❡
❝r②♣t♦s②st❡♠s ✐♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳

■♥ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❊❈❈ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r
t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fp✳ ❆❧❧ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✜t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❝✉r❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿
s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡❛s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊❈❈✳

❆r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡✲✜❡❧❞ Fp s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛st t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✮ ♦♥ ❧❛r❣❡ ♥✉♠✲
❜❡rs✳ ❋♦r ❝♦st r❡❛s♦♥s✱ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛r❡❛✱ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥t✳
▼♦r❡♦✈❡r ❢♦r s❡❝✉r✐t② r❡❛s♦♥s✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♥♦t r❡✈❡❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t r✉♥t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s s✉❝❤ ❛s s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛ s❛♠❡ s❡❝✉r✐t② ❧❡✈❡❧✱ ❊❈❈ ♥❡❡❞s ❦❡② s✐③❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❘❙❆✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ✇❤❡♥
r❡s♦✉r❝❡s ✭♣♦✇❡r✱ ♠❡♠♦r②✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡r❡❛s ♠♦❞❡r♥
❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ♠❡❡ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s❡❝✉r✐t② ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②✱ ❡t❝✳✱ ♥❡✇
❛tt❛❝❦s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ◆❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝r②♣✲
t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ ✢❛✇s ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ s❡❝✉r✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s ❡①♣❧♦✐t s♦♠❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡❞

✶✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♠❛♥❛t✐♦♥s ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠✐♥❣✳
❇❧❛❝❦✲❜♦① ♠♦❞❡❧✱ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝r②♣t❛♥❛❧②s✐s✱ ❢❛❞❡s ❤❡r❡ ❜❡❢♦r❡ s♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡
❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❛ r❡❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✱ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡♥❣✐♥❡❡rs ❢♦r ❜♦t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠s✳

❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❧❛❝❦ ❜♦① ❛tt❛❝❦s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❡♠♣♦r❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✱ ♦t❤❡r ❛tt❛❝❦s ❜❡❝♦♠❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s
❝♦♥s✐st ✐♥ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧s ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥s ♦r ❝✐r❝✉✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛tt❛❝❦s✱ s♦♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦r ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❣r♦✉♣s✿ t❤❡ ✜rst ❝♦♥t❛✐♥s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛tt❛❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛tt❛❝❦s ✭❡✳❣✳ ❢❛✉❧t ✐♥❥❡❝t✐♦♥s✮✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝r②♣t♦s②st❡♠ ♠✉st ✉s❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s t♦ ♣r♦t❡❝t ✐ts❡❧❢ ❢r♦♠ ♣♦ss✐❜❧❡
❛tt❛❝❦s✿ ❝❤♦s❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s✐st❛♥t t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛r❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳

❙✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣✉r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❛tt❛❝❦✱ ❧❡t ✉s ❞♦ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r ❡①❛♠♣❧❡✿ t❤❡ st♦r② ♦❢ t❤❡ t❤❡❢t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❛
s❛❢❡t② ❜♦①✳ ❆ t❤✐❡❢✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❡t❤♦s❝♦♣❡✱ tr✐❡s t♦ ♦♣❡♥ t❤❡ s❛❢❡t② ❧♦❝❦✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❤❡✴s❤❡
♥❡❡❞s t❤❡ ❝♦❞❡ ❛❝t✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛❢❡t② ❜♦①✱ ❝♦❞❡ t❤❛t ❤❡✴s❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ ❛♥❞ t❤❛t
❤❡✴s❤❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r✳ ❆❧s♦✱ ❤❡✴s❤❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❧✐st❡♥ t♦ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ✇❤❡♥
❤❡✴s❤❡ t✉r♥❡❞ t❤❡ ❦♥♦❜✳ ■♥❞❡❡❞✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❛r❞❀ ✇❤❡t❤❡r ❛ ✏❝❧✐❝❦ ✑ ♠❡❛♥s ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❣❡❛rs ✐s ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦t❤❡r s♦✉♥❞ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣❡❛r ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡
✇❤✐❝❤ ✉♥❧❛t❝❤❡s t❤❡ s❛❢❡t② ❜♦①✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ❧❡❢t t♦ ❞♦ ✐s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉♥❞s t♦
❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ s❡❝r❡t✳ ❚❤❡ st❡t❤♦s❝♦♣❡ ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦♦❧ ✐♥ t❤✐s ❡♥❞❡❛✈♦✉r✱ ✐t ❥✉st ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡
s♦✉♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❤❡❛r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✇❛②✱ t❤✐s st❡t❤♦s❝♦♣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢
t❤❡ s❛❢❡t② ❜♦①✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ tr② t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡❝r❡t
❦❡② ♦❢ ❛♥ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✈✐❛ ❛♥ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡❞
♣♦✇❡r ❜② ❛ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛❣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❦❡② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞✳
❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t②♣❡ ♦❢ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛♥② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
q✉❛♥t✐t② ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡
✉s❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✱ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r✉♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡❝r❡t
❦❡② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝r②♣t♦s②st❡♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛✲♣❧❡♥t② ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛❣❛✐♥st s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❈❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧ ♦r ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ P❛♠✉❧❛ ❬✾✾❪
♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡s ❛t t❤❡ ❈❆■❘◆ t❡❛♠ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛t ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✱ ✇✐t❤ ❤❛r❞✇❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ s♦❢t✇❛r❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❧❡ss
❤❛r❞✇❛r❡ r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦t❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡♠ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❝✉r✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦st ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❧✐st✐❝
✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

✶✼



s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛r❡❛ ♦r ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✭❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✮✱ ✜♥❡❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡
❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❋P●❆s ✭❛r❡❛✱ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✮✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠s✳

❚❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❲❡ s❤❛❧❧ st✉❞② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s❡❝✉r❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s

❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❛❞❡r
❝♦♥❝❡♣ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤✉s✱ ❝❤❛♣t❡r ✶ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦r❦ ♦♥
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✳ ❙♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❋P●❆s✳ ❙♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦r
♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
❡♥❝r②♣t✐♦♥✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤♦✇ t♦ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡
♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠ ♥✉♠❜❡r✱ s♦♠❡ ♥✉♠❜❡rs ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤✉s
t❤❡ ♥❛♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ❚❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ♦♥✲t❤❡✲✢② r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❞✐❣✐ts ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭❉❇◆❙✮ ❛♥❞ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t
✭❙❉✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❛♥❞♦♠❧②
❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❞✐❣✐ts✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳

❙✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ♣♦s❡ ❛ s❡r✐♦✉s t❤r❡❛t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ Pr♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠
❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
❊❈❈✳ ■♥ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♦✈❡r s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤❡
❛tt❛❝❦❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡② ❣✉❡ss ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ tr❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✉s❡
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r✱ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦
❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ✈❡r② s♣❛rs❡ ❛♥❞ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❇◆❙ ♦r ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭▼❇◆❙✮ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r ♠♦st ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✛✲❧✐♥❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱
✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛st r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s t❤❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼❇◆❙ t❡r♠s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♦♥✲t❤❡✲✢② ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❡❡❞✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧❧ r❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡
t❤❡ ♥❡①t ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❡♥❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡
s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥
♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ■❢ ❡♥❝r②♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛tt❛❝❦❡rs ♠❛② ❜❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣✉❡ss
t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ■t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❲❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣
r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✱ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣❡r❢♦r♠✳ ❆ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

✶✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦t❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ♦r ♣❧❛t❢♦r♠s✳

❆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✜♥✐s❤❡s t❤✐s t❤❡s✐s ❛❜♦✉t ♦✉r ♦✈❡r❛❧❧ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡
✇♦r❦s✳

✶✾





❈❤❛♣t❡r ✶

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

✶✳✶ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡s

❚❤❡ ♠✐❞✲✶✾✽✵s s❛✇ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✐❞❡❛✱ t❤❛t ♦❢ ✉s✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s ✐♥ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❬✽✻❪✱ ❬✼✶❪✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭❊❈❈✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♣✉❜❧✐❝
❝✉r✈❡ E(K) ✇❤❡r❡ K ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❊❈❈✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ K = Fp ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡
♣r✐♠❡ p✱ ♦r ❜✐♥❛r② ✜❡❧❞s K = F2m ❢♦r s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥t❡❣❡rs m✳ ■♥ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r ❧❛r❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✐✳❡✳ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fp ✇✐t❤ p ❛
❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❜✐♥❛r② ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r Fp ✐s ❞❡♥♦t❡❞ E(Fp)✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ✉s❡
✐♥ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✶✶✹❪✱ ❬✶✶✺❪✱ ❬✼✹❪ ❛♥❞ ❬✻✵❪ ❢♦r
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ❛♥❞ ♦♥ ❬✸✹❪✱ ❬✻✹❪ ❛♥❞ ❬✶✷❪ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s
✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳

✶✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ K ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ K✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛ ♣♦✐♥t ❞❡♥♦t❡❞ O ∈ E(K)✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❡✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❡❛❝❤ ✇♦r❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

✕ ❆ ❝✉❜✐❝ ❝✉r✈❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ ♦r❞❡r t❤r❡❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ f(x, y, z) = 0✱ ✇❤❡r❡
f(x, y, z) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ x✱ y ❛♥❞ z ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ K✱

✕ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✷✲s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ K✱ ❞❡♥♦t❡❞ P
2(K)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ (2+1)✲t✉♣❧❡s s✉❝❤ t❤❛t

❛t ❧❡❛st ♦♥❡ xi ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ R

(x0, x1, x2) R (y0, y1, y2) ⇐⇒ ∃λ ∈ K
∗, (x0, x1, x2) = λ(y0, y1, y2),

✕ ❆ ❝✉r✈❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉r✈❡ ✭♦r s♠♦♦t❤ ❝✉r✈❡✮✳ ●❡♦✲
♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t✳ ❆ ♣♦✐♥t P ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ E ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ f(x, y, z) = 0 ✐s ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ f ❛r❡
③❡r♦s ❛t ♣♦✐♥t P

∂f

∂x

∣
∣
∣
∣
P

=
∂f

∂y

∣
∣
∣
∣
P

=
∂f

∂z

∣
∣
∣
∣
P

= 0.

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❣r❛♣❤✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r R✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
t✇♦ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ♦❢ ❝✉r✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ③❡r♦✳
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ∆ = 0 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳

✷✶



✶✳✶✳ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚✇♦ s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❝✉r✈❡s ✭❢r♦♠ ❬✶✶✹✱ ♣✳ ✹✸❪✮✳

✶✳✶✳✷ ❲❡✐❡rstr❛ss ❊q✉❛t✐♦♥s

▲❡t ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ K ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❝✉r✈❡✳ ❆♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❧✐❦❡ ❛ ❝✉❜✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭s❡❡ ❬✸✹✱ ♣✳ ✷✻✽❪✮

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z2 = X3 + a2X
2Z + a4XZ2 + a6Z

3,

✇✐t❤ a1, a2, a3, a4, a6 ∈ K ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t② O = [0, 1, 0]✳
❇② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s x = X/Z ❛♥❞ y = Y/Z✱ t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝

❝✉r✈❡ ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ K ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E(K) : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

✇❤❡r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a1✱ a2✱ a3✱ a4✱ a6 ∈ K✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❲❡✐❡rstr❛ss
❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ K ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ K ✐s
♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ♦r ✸✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❲❡✐❡rstr❛ss ❛✣♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

E(K) : y2 = x3 + ax+ b,

✇✐t❤ a = a4 ❛♥❞ b = a6✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡ ❊ ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∆ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ♦✈❡r

t❤❡ ✜❡❧❞ K✿ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝✉r✈❡ ✐s ∆ = −16(4a3 + 27b2)✳ ❚❤✉s t❤✐s ❝✉r✈❡ ❤❛s ❛
✉♥✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t✳

❋♦r ❢❛st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ a = −3✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭❛♥② a✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ a = −3 ❢♦r ❛♥ ✐s♦❣❡♥♦✉s ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s
❝✉r✈❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ✭s❡❡ ❬✶✼❪ ❢♦r ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✮✳

❆♥ ✐s♦❣❡♥② ❢r♦♠ E1 ❛♥❞ E2 ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

φ : E1 −→ E2 s❛t✐s❢②✐♥❣ φ(O) = O.

✇❤❡r❡ E1 ❛♥❞ E2 ❛r❡ t✇♦ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ E1 ❛♥❞ E2 ❛r❡ ✐s♦❣❡♥♦✉s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐s♦❣❡♥② ❢r♦♠ E1

t♦ E2 ✇✐t❤ φ(E1) 6= {O} ✭✐t ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✮✳

✷✷



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

✶✳✶✳✸ ●r♦✉♣ ▲❛✇

▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❞❡❣r❡❡s
t❤r❡❡✱ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❝✉r✈❡ E ❛t ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts P ✱ Q ❛♥❞ R✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s t❛♥❣❡♥t
t♦ E✱ ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡s P = Q✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❜② ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧❛✇✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
E(K) ❢♦r♠s ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ K✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳
K✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t② O✱ ❢♦r♠ ❛♥ ❛❜❡❧✐❛♥
❣r♦✉♣✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦r❞ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t r✉❧❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t② O ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t
✭♦r ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✇ ❢♦r ❝✉r✈❡s E ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r K ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ❬✶✶✹✱ ♣✳✺✶❪
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✿

✕ ∀P,Q ∈ E P +Q ∈ E✱ ✭❝❧♦s✉r❡✮
✕ ∀P ∈ E P +O = P ✱ ✭✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t✮
✕ ∀P,Q ∈ E P +Q = Q+ P ✱ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②✮
✕ ▲❡t P ∈ E ∃(−P ) ∈ E | P + (−P ) = O✱ ✭♦♣♣♦s✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✮
✕ ▲❡t P,Q,R ∈ E (P +Q) +R = P + (Q+R)✳ ✭❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✮

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t K✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts P ❛♥❞ Q ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ O✱ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts E ❛t ❛ t❤✐r❞ ♣♦✐♥t R✱ ❛❧s♦ ❛ K✲r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡♥
(P +Q) +R = O✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ R ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✉♠ P +Q✳ ◆♦✇ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
♦❢ R ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s❡tt✐♥❣ R = (x, y) ❣✐✈✐♥❣ −R = (x,−y)✳ ❲❤❡♥ P ❛♥❞ Q ❛r❡ ♥♦t ❞✐st✐♥❝t✱
t❤❡ s✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t t♦ E ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣✳ ❚✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s✿ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ P +Q ✇❤❡r❡ P 6= ±Q ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ADD✮ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ [2]P = P +P
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② DBL✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❤♦r❞ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t r✉❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ y2 = x3−x+1 ❞❡✜♥❡❞
♦✈❡r R✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ P +Q ✇✐t❤ P,Q ∈ E ✇❤❡r❡ P ❛♥❞ Q ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t
✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ P ❛♥❞ Q ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❧❛✇ ♦♥ R ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛♣❧❡✳

✷✸



✶✳✶✳ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡s

❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

[k]P = P + P + · · ·+ P
︸ ︷︷ ︸

k t✐♠❡s

,

✇✐t❤ k ∈ Z✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✻✵✕✻✵✵ ❜✐ts ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s✐③❡s ❬✺✼✱ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ [0]P = O✳ ❋♦r ❛❧❧ k ∈ Z✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥✿ [0]P = O✱ [#E(Fp)]P = O✱ ❛♥❞ [k]P = [−k](−P ) ❢♦r k < 0✳

❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤✐s ❣r♦✉♣ ❧❛✇ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ▲❡t P1 =
(x1, y1) ❛♥❞ P2 = (x2, y2) ❜❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ E✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ P3 = P1 + P2 ❛r❡✿

x3 = λ2 − x1 − x2 y3 = λ(x1 − x3)− y1,

✇✐t❤ λ =







y2 − y1

x2 − x1
✐❢ P1 6= ±P2✱

3x21 + a

2y1
✐❢ P1 = P2✳

❚❤✉s✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣s ♦r ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❡❧❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s r❡q✉✐r❡ ♦♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✶✳✶✳✹ ❉✐s❝r❡t❡ ▲♦❣❛r✐t❤♠ Pr♦❜❧❡♠

P✉❜❧✐❝✲❦❡② ❝r②♣t♦s②st❡♠s r❡❧② ♦♥ ♦♥❡✲✇❛② tr❛♣❞♦♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ✐♥✲
❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f−1 ✇✐t❤ f : A → B ✐s ❤❛r❞ ❡①❝❡♣t ✐❢ ♦♥❡ ❦♥♦✇s s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
Pr♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲✇❛② tr❛♣❞♦♦r ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t s♦♠❡ ❤❛r❞ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❛ tr❛♣❞♦♦r ❬✶✶✻❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠
♣r♦❜❧❡♠ ✭❉▲P✮ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❜❛s❡❞
♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠✳ Pr♦t♦❝♦❧s ❛♥❞
❝r②♣t♦s②st❡♠s✱ ❧✐❦❡ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ♦r ❊❧●❛♠❛❧✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉▲P✳

❚❤❡ ❉▲P ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r♦✉♣ G ✐s st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t e ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣
❛♥❞ x ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r n s✉❜❣r♦✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② e✱ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r d ∈ [0, n − 1] s✉❝❤
❛s x = ed✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❊❈❉▲P✮ ❛s❦s ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ d t♦ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ [d]P = Q ❢♦r ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts P,Q ∈ E(Fq) ❛♥❞ Q ∈ 〈P 〉 = {O, P, [2]P, · · · , [n− 1]P} ✇✐t❤
Fq ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ n t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ P ✳

❯♣ t♦ ♥♦✇✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❜✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❊❈❉▲P✳ ❙♦♠❡
♠❡t❤♦❞s s♦❧✈❡ t❤❡ ❊❈❉▲P✱ ❧✐❦❡ P♦❧❧❛r❞✬s ρ ✭❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ O(

√
n) ❬✽✺❪✮ ♦r ❙❤❛♥❦s✬ ❜❛❜②st❡♣✲

❣✐❛♥tst❡♣ ✭❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ O(
√
n) ❜✉t ✇✐t❤ O(

√
n) st♦r❛❣❡s ❬✸✷❪✮✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s❡❝✉r✐t② r❡❛s♦♥s✳ ❈✉r✈❡s st✉❞✐❡❞ ♠✉st ❜❡ r♦❜✉st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊❈❉▲P✳

✶✳✶✳✺ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡❝✉r✐t②
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❣r♦✉♣ ✐s s♠♦♦t❤✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r✐♠❡s✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✈❡r✐❢②
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✹✱ ♣✳ ✹✼✾❪✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ E(Fp) ✐s ❞❡♥♦t❡❞ #E(Fp)✱ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ E ♦✈❡r Fp✳

✷✹



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

❚❤❡ ❍❛ss❡✲❲❡✐❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ p ❢♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❍❛ss❡✬s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s✿ #E(Fp) = p+ 1− ap ✇✐t❤ |ap| ≤ 2

√
p ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝

❝✉r✈❡ E ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fp✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✿

(
√
p− 1)2 ≤ #E(Fp) ≤ (

√
p+ 1)2.

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ #E(Fp) ✐s ♣r✐♠❡✱ E(Fp) ✐s ❛ ❝②❝❧✐❝ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛♥② ♣♦✐♥t ❡①❝❡♣t O ✐♥ E(Fp) ✐s ❛
❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ E(Fp) ✭s❡❡ ❬✺✼✱ ♣✳ ✽✹❪ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳

❆♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ #E(Fp) ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✶✹✱ ♣✳ ✸✼✷❪✳ ■♥ ❬✶✶✸❪ ❙❝❤♦♦❢ ♣r❡s❡♥ts
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s #E(Fp) ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
(ap mod l) ❢♦r ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r✐♠❡s l ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❈❤✐♥❡s❡ r❡♠❛✐♥❞❡r t❤❡♦r❡♠ t♦
r❡❝♦♥str✉❝t ap✳

✶✳✶✳✻ P♦✐♥t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛✣♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ A✮ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ②❡t s✉❝❤ ❛s ❛ ♣♦✐♥t P = (x, y)
✇✐t❤ x✱ y ∈ F

2
p✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡s❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s

♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ A✮✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ M✮✱ sq✉❛r❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ S✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞
I✮ ♦✈❡r ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ Fp✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ Fp ✐s ❛❜♦✉t ✶✺
t♦ ✹✺ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭1I ≈ 15 t♦ 45M✮ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦
❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ADD ❛♥❞ DBL✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝♦st ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ✈❡r② ❝❤❡❛♣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ M✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ P✮ ❛✈♦✐❞s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡
❲❡✐❡rstr❛ss ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r Fp ✐s✿

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z2 = X3 + a2X
2Z + a4XZ2 + a6Z

3.

Pr♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ Z✳ ■♥✈❡r✲
s✐♦♥s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✲❢r❡❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳ ❆ ♣♦✐♥t ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ (X : Y : Z) ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧❛ss ♦❢ (X,Y, Z) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s

(X : Y : Z) =
{
(a, b, c) ∈ F

3
p\(0, 0, 0) | ∃λ ∈ F

∗
p, (a, b, c) = (λX, λY, λZ)

}
.

❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ♣♦✐♥t (X : Y : Z) ✐s (X : −Y : Z)✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t② O ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ Z ❡q✉❛❧s t♦ ③❡r♦✿ (0, 1, 0)✳ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❛✣♥❡ (x, y) t♦ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (X : Y : Z) ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ✐♥ Fp✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ ♦♥❡ t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ [k]P ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜❡ ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

(x, y)→ (x : y : 1),

(X : Y : Z 6= 0)→ (X/Z, Y/Z).

❋♦r♠✉❧❛s ❢♦r ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s ✐♥t♦ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❛✣♥❡✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝❤♦♦s❡ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ Z s♦ ❛s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ✐♥ Fp✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s
✐♥ ❬✸✹❪✱ ❬✻✹❪ ♦r ❬✶✷❪✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r Fp t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ADD ❛♥❞ DBL ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

✷✺



✶✳✶✳ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡s

✕ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ P✮✱
✕ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ J ✮✱
✕ ♠♦❞✐✜❡❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ Jm✮✱
✕ ❡t❝✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ✭✏❝♦♦r❞✑✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t (X : Y : Z) ✐s (X : −Y : Z)✳

r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦♦r❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ P ❝♦♥✈ ✐♥ A ❝✉r✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ O

❬✺✼✱ ♣♣✳ ✽✻✕✾✺❪
P (X : Y : Z) (X/Z, Y/Z) Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3 (0 : 1 : 0)

J (X : Y : Z) (X/Z2, Y/Z3) Y 2 = X3 + aXZ4 + bZ6 (1 : 1 : 0)

❬✸✸❪ Jm (X : Y : Z : aZ4) (X/Z2, Y/Z3) Y 2 = X3 + aXZ4 + bZ6 (1 : 1 : 0)

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✜❡❧❞
❧❡✈❡❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ❝♦♠♣❛r❡s
t❤❡ ❝♦st ♦❢ DBL ❛♥❞ ADD ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ✐♥ Fp✳ ❚❤❡s❡ ❝♦sts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❜
s✐t❡ ❊①♣❧✐❝✐t✲❋♦r♠✉❧❛s ❉❛t❛❜❛s❡ ❤tt♣✿✴✴❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐❝✳♦r❣✴❊❋❉✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦st
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ 1S = 0.8 M ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦♥st❛♥ts
a ❛♥❞ b✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ ❢❛st❡st DBL ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞
❢❛st❡st ADD ❢♦r♠✉❧❛✳

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ADD DBL

A 3M+ 1I 4M+ 1I
P ✾✳✽M ✶✸✳✻M
J ✼✳✹M ✶✺M
Jm ✼M ✶✻✳✻M

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❈♦sts ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ✭❢r♦♠ ❊❋❉✮✳

❚♦ ❛❧✇❛②s ✉s❡ t❤❡ ❜❡st ❝♦st ❢♦r DBL ❛♥❞ ADD✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♠✐①❡❞ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s✳ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✸✸❪ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥t (x, y)✱ ♦♥❡
❡❛s✐❧② ❝♦♥✈❡rts t♦ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♦♥❡ ❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✐✳❡✳ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♣♦✐♥t (X : Y : 1)✳ ❚♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ (X : Y : Z) 6= O✱ ♦♥❡ ♠✉st ✜rst
❝♦♠♣✉t❡ Z−1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❛✣♥❡ ♣♦✐♥t (XZ−1, Y Z−1)✳

▲❡t Crd1✱ Crd2 ❛♥❞ Crd3 ❜❡ t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ mADD✮
♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ Crd1 ❛♥❞ Crd2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ Crd3 ✐s
❞❡♥♦t❡❞ Crd1 + Crd2 → Crd3✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ J + A → J ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥
❏❛❝♦❜✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ J +A →
J ✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✸ r❡♣♦rts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭M✱ S✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r Fp ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛✉t❤♦rs✱ ✇❡ ♦♥❧②

✷✻
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

r❡♣♦rt t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ λDBL ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ λ s✉❝❝❡ss✐✈❡ DBL ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛s ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ [2λ]P ✳ λDBL ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
DBL✿ λDBL ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ DBL ❢r♦♠ λ > 8✳

❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s ADD mADD DBL

a 6= −3

❊❋❉ 11M+ 5S 7M+ 4S 1M+ 8S

❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪✱ ❬✽✼❪✱ ❬✼✺❪ 12M+ 4S 8M+ 3S 4M+ 6S

❬✼✽❪✱ ❬✼✻❪ 11M+ 5S 7M+ 4S 2M+ 8S

❬✺✹❪ ♥✴❛ ♥✴❛ 1M+ 8S

a = −3 ❊❋❉✱ ❬✼✽❪✱ ❬✼✼❪✱ ❬✼✻❪✱ ❬✼✺❪ 11M+ 5S 7M+ 4S 3M+ 5S

❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ 12M+ 4S 8M+ 3S 4M+ 4S

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s λDBL

a 6= −3 ❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪✱ ❬✻✶❪✱ ❬✽✼❪ 4λM+ (4λ+ 2)S

❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❈♦sts ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✳

✶✳✶✳✼ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

❙❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈ ❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ▲❡t E
❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r Fp ❛♥❞ P ∈ E(Fp) ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❊✱ ✇✐t❤ Fp ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞✳
❙❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② [k]P ✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ❝✉r✈❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ k ❛ s❝❛❧❛r✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧❛r❣❡
✐♥t❡❣❡r ✉s❡❞ ❛s ♣r✐✈❛t❡✴♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡ [k]P
r❡q✉✐r❡s ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭k ✐s n ❜✐ts ❧♦♥❣ ✇✐t❤ n ❛❜♦✉t ✶✻✵✕✻✵✵✮✳ ❊❛❝❤ ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭ADD✱ DBL✮ r❡q✉✐r❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽✕✶✷ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞
♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❡♥s ✭❢♦r ❧❛r❣❡ ♦♣❡r❛t♦rs✮ t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ✭❢♦r s♠❛❧❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✮ ♦❢ ❝❧♦❝❦
❝②❝❧❡s✳

[k]P

ADD, DBL, . . .

M, S, I in Fp

one scalar multiplication

hundreds of curve operations

thousands of field operations

clock cycles

DBL

M . . . M S . . .

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ P②r❛♠✐❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❛r❜✐tr❛r② s❝❛❧❡✮✳

❚❤❡ s❝❛❧❛r k ✐s ❛♥ n✲❜✐t ✐♥t❡❣❡r k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2✳ ❯s✉❛❧❧② n ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ p ✭★❜✐ts✮
❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✻✵✕✻✵✵ ❜✐ts ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s✐③❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝ [k]P ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✱ st❛rt✲
✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❛st ❛♥❞ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐ts ♦❢ k✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿

[k]P = k0P + k1([2]P ) + k2([4]P ) + · · ·+ kn−1([2
n−1]P )✱

[k]P = k0P + [2]
(

k1P + [2]
(
k2P + · · ·+ [2](kn−1P )

))

✳

✷✼



✶✳✶✳ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡s

■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Q ← Q + P ✐s ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ it❤
❜✐t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r k ❡q✉❛❧s t♦ ✶✳

✐♥♣✉t✿ k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2✱ P ∈ E(Fp)

♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q←− O Q←− O
✷✿ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✵ t♦ n− 1 ❞♦ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ n− 1 ❞♦✇♥t♦ ✵ ❞♦

✸✿ ✐❢ ki = 1 t❤❡♥ Q←− Q+ P (ADD) Q←− [2]Q ✭DBL✮

✹✿ P ←− [2]P ✭DBL✮ ✐❢ ki = 1 t❤❡♥ Q←− Q+ P (ADD)

✺✿ r❡t✉r♥ ◗ r❡t✉r♥ ◗

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❘✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ❛♥❞ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ❜✐♥❛r② ✏❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ [k]P ✳

❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ t♦ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ■t ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛♥② ❣r♦✉♣✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❧❛✇ ✐s ✇r✐tt❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏sq✉❛r❡✲
❛♥❞✲♠✉❧t✐♣❧②✑✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ [k]P ✐s✿

⌊log2 k⌋ DBL+
1

2

(
1 + ⌊log2 k⌋

)
ADD = (n− 1)DBL+

n

2
ADD,

s✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r k ❤❛s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ n/2 ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③❡r♦s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❊❈❉▲P ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣✐✈❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts P ❛♥❞ Q s✉❝❤ t❤❛t Q = [k]P ✱
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r k ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❢♦r ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❝✉r✈❡s✮✱ s❡❡ ❬✺✼✱ ❙❡❝✳ ✹✳✶❪ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✭−Q✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤✉s ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥
✭SUB✮ P − Q ✐s ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❛s ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭A✿ −P = (x,−y) ❛♥❞ J ✿ −P = (X : −Y : Z)
❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✮✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts✳ ❆ ♥♦♥✲❛❞❥❛❝❡♥t ❢♦r♠ ✭NAF✮ ♦❢ k
✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts ki ∈ {−1, 0, 1}✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡ ❞✐❣✐t
✐s ❞✐✛❡r❡♥t t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳✱ ki+1ki = 0 ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0 ✭s❡❡ ❬✺✼✱ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❆ s❝❛❧❛r k ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ NAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❙❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ NAF r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ r❡♣❧❛❝❡ ❧✐♥❡s

“✐❢ ki = 1 t❤❡♥ Q← Q+ P ✑ ,

✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ❜②

“✐❢ ki 6= 0 t❤❡♥ Q← Q + sign(ki) P ✑ ,

✇❤❡r❡ sign(ki) ✐s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t ki✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ n
3 ADD + n DBL

✭❝♦st ❢♦r ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐s ADD✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞✐❣✐ts ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ NAF
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s n/3 ✭s❡❡ ❬✶✹❪ ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ NAF ❞❡♥s✐t②✮✳

❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ wNAF✱ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ w ❞✐❣✐ts ♦❢ k ✭✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ki ✈❛❧✉❡s✮✳
❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ wNAF ✉s❡s ❞✐❣✐ts ki ∈ {0,±1,±3,±5, . . . ,±2w−1−1}✱ ❛♥❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦❢ ❛♥② w
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✐❣✐ts ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ✭s❡❡ ❬✺✼✱ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶❪✱ NAF ✐s wNAF ❢♦r w = 2✮✳ ❚❤✉s wNAF ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ 1

w+1 ♥♦♥✲③❡r♦ ❞✐❣✐ts ✐♥ t❤❡ ❦❡② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s n
w+1

♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✳

wNAF(k) =

n∑

i=0

ki2
i ✇✐t❤ |ki| < 2w−1.

✷✽



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

❚❤✉s ✐❢ w = 2✱ ki ∈ {0,±1}❀ ✐❢ w = 3✱ ki ∈ {0,±1,±3}❀ ✐❢ w = 4✱ ki ∈ {0,±1,±3,±5,±7}❀
❡t❝✳ ▼✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ P ✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✐♥ts Pj = [j]P ✱ ♠✉st ❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❢♦r ❛❧❧
j ∈ {3, 5, 7, . . . , 2w−1 − 1}✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ k = 763 = (1011111011)2✱ t❤❡ wNAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k ❢♦r 2 ≤ w ≤ 4 ✐s✿

2NAF(k) = 101̄000001̄01̄✱

3NAF(k) = 00300001̄003✱

4NAF(k) = 00300000005̄✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ wNAF ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ w ≤ 4 ❢♦r ❧✐♠✐t❡❞ st♦r❛❣❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❙❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s
❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ki✮ ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡
Pj ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✐s

“✐❢ ki 6= 0 t❤❡♥ Q← Q + sign(ki) P|ki|✑ .

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ n
w+1 ADD + n DBL ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✐s

t②♣❡ ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t P ✐s r❡✉s❡❞✳
❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ wNAF ❤❛s ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ w ❞✐❣✐ts ❛♥❞ ❝❛♥ s❦✐♣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ③❡r♦s ❛❢t❡r ❛ ♥♦♥✲

③❡r♦ ❞✐❣✐t ki ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ wNAF s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✹✱ ❙❡❝✳ ✶✸✳✶✳✷❪✳
❙❧✐❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ wNAF✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r st♦r❛❣❡
♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✳

✶✳✷ ❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡ ❛♥❞ ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠

❱❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ s❝❛❧❛r
r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣♦♣✉❧❛r✿ ♥♦♥✲❛❞❥❛❝❡♥t ❢♦r♠ ✭wNAF✮✱ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭❉❇◆❙✱ t②♣✐❝❛❧❧②
✇✐t❤ ❜❛s❡s ✷ ❛♥❞ ✸✮✱ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭▼❇◆❙ ✇✐t❤ ❜❛s❡s s✉❝❤ ❛s (2, 3, 5, 7)✮ ❬✹✷❪✳
❉❇◆❙ ❛♥❞ ▼❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❜❡rs ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s ±2u3v5c7d✳ ❋❛st r❡❝♦❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t ❢♦r wNAF ❛♥❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❢♦r ❉❇◆❙ ❛♥❞ ▼❇◆❙✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❉❇◆❙ ❛♥❞ ▼❇◆❙ ❢♦r ❊❈❈✳

✶✳✷✳✶ ❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠

❉♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭❉❇◆❙✮ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞✉❧❛r ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✹✸❪✱ ❢♦r s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ❬✹✹❪ ❛♥❞ ❢♦r ❊❈❈ ✐♥ ❬✹✵❪✱ ❬✹✻❪✱ ❬✻❪✱ ❬✼❪✱ ❬✹✺❪ ❛♥❞ ❬✹✶❪
✭✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡t❡✮✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❉❇◆❙ ❤❛s s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❇◆❙ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡s t✇♦ ❜❛s❡s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ ♠♦st ✇♦r❦s✱ ❜❛s❡s
❛r❡ ✷ ❛♥❞ ✸✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ✭✐✳❡✳ B = (2, 3)✮✳ ❚❤✉s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k ✐s ❛
s✉♠ ♦❢ n′ t❡r♠s ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿

k =

n′−1∑

i=0

si2
ui3vi ,

✇❤❡r❡ si = ±1 ❛♥❞ (ui, vi) ∈ N✳ ❚❤❡ s✐③❡ ✭♦r ❧❡♥❣t❤✮ ♦❢ ❛ ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❡r♠s n′✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts n ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ n′

✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ n✿ ♦♥❡ ❤❛s n′ ≪ n✳ ❚r✐♣❧❡ts (si, ui, vi) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❡r♠s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ ✏❞✐❣✐ts✑
♦❢ t❤❡ ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❉❇◆❙ ✐s ❛ s♣❛rs❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐s s♠❛❧❧✮✳

✷✾



✶✳✷✳ ❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡ ❛♥❞ ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠

❲❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs s✐❣♥❡❞ ✭si = ±1✮ ♦r ✉♥s✐❣♥❡❞ ✭si = 1✮ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
❛ r❡❞✉♥❞❛♥t ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭✐✳❡✳ s♦♠❡ ♥✉♠❜❡rs ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✮✳ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ n′ t❡r♠s✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ (n′ − 1) ♦r ❢❡✇❡r t❡r♠s ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✷✼ ❤❛s ✼✽✸ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥s✐❣♥❡❞
❉❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ s✐① ❝❛♥♦♥✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✉♠
♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s ❬✽❪✿

127 = 2233 + 2132 + 2030

= 2233 + 2430 + 2031

= 2332 + 2133 + 2030

= · · ·

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r f(k) ♦❢ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❉❇◆❙ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k > 0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✹✶❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✿

f(k) =







1 ✐❢ k = 1✱

f(k − 1) + f(k/3) ✐❢ k ≡ 0 (mod 3)✱

f(k − 1) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✶✵✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶ ✵✵✵ ❤❛✈❡ ✺✱ ✹✵✷ ❛♥❞ ✶ ✷✾✺ ✺✼✾ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ✐s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺
t♦ q✉✐❝❦❧② ✜♥❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❞❡❢❛✉❧t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ k ❜② ❛ t❡r♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥t❡❣❡r ≤ k ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 2u3v✳

❈♦♥✈❡rt✐♥❣ ◆✉♠❜❡rs t♦ ❉❇◆❙

❋✐♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ❢r♦♠ ❬✹✹❪✳ LT ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ st♦r❡s
t❤❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ k✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ tr✐♣❧❡ (s, u, v) ✇✐t❤ s = ±1 s✉❝❤ t❤❛t
k =

∑n′−1
i=0 si2

ui3vi ✳

✐♥♣✉t✿ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k
♦✉t♣✉t✿ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s LT ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ k

LT =
(
(s1, u1, v1), (s2, u2, v2), . . .

)

✶✿ LT← ∅
✷✿ s← 1
✸✿ ✇❤✐❧❡ k 6= 0 ❞♦
✹✿ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ k ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 2u3v

✺✿ LT← LT ∪ (s, u, v)
✻✿ ✐❢ k < 2u3v t❤❡♥
✼✿ s← −s
✽✿ k ← |k − 2u3v|
✾✿ r❡t✉r♥ LT

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥✈❡rt ✐♥t❡❣❡rs ✐♥t♦ ❉❇◆❙ ✭❢r♦♠ ❬✹✹❪✮✳

✸✵



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

❚❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n′✳ ■t t❡r♠✐♥❛t❡s ❛❢t❡r n′ =
(

log k
log log k

)

st❡♣s ❬✹✸❪✱ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ✜♥❞ ❛ ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✜♥❞s t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 2u3v ♦❢ k✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s |k − 2u3v|✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦✳ ❙❡❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❬✹✻❪ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡✳ ▲❡t k = 841 232✳ ❖♥❡ ❤❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✿

841 232 = 2738 + 1424
1 424 = 2136 − 34

34 = 2232 − 2

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s✿ 841 232 = 2738 + 2136 − 2232 + 21✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦♠❡t✐♠❡s ❢❛✐❧s ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ 41 ✐s 32 + 9 = 2530 + 2032 ✇❤❡r❡❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ r❡t✉r♥s
41 = 36 + 4 + 1 = 2232 + 2230 + 2030✳

❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❞❡❢❛✉❧t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ k ✭❧✐♥❡ ✸ ♦❢
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 2u3v✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾✸❪ ✉s✐♥❣ ❧♦♦❦✉♣✲t❛❜❧❡s
✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ t♦♦ ❝♦st❧② ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s✐③❡s✱
❛♥❞ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪✱ ✉s❡s ❝♦♥t✐♥✉❡❞
❢r❛❝t✐♦♥s✱ ❖str♦✇s❦✐✬s ♥✉♠❜❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❞✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡
r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ✜♥❞✐♥❣ ✐♥t❡❣❡rs u ❛♥❞ v

u log 2 + v log 3 ≤ log k,

s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ✐♥t❡❣❡r ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ log k✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ✐♥
s❝❛♥♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♥❡❛r t❤❡ ❧✐♥❡ y = −k log3 2+ log3 k✳ ❖♥❡ ♦♥❧② ❦❡❡♣s t❤❡
❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❧✐♥❡ ❬✾❪✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✱ ❛ tr❡❡ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✺❪ ❢♦r ❜✐♥❛r② t♦ ❉❇◆❙ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r k ✐s ❝♦♣r✐♠❡ t♦ ✻✱ ❛ tr❡❡ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ k − 1 ❛♥❞ k + 1✿ t❤❡
♣♦✇❡rs ♦❢ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ k − 1 ❛♥❞ k + 1 ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✶ ✐s
❛❞❞❡❞ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ✶✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ✇✐❧❧
❝r❡❛t❡ ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡✳

❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❝♦❞❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ❉❇◆❙✳ ❚❤✐s r❡❝♦❞✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② s♣❛rs❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❤❡r❡♥t s♣❛r❡♥❡ss ♦❢ ❉❇◆❙ ❧❡❛❞s t♦ ❢❡✇❡r ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❉❇◆❙ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊❈❈✳

❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠ ❢♦r ❊❧❧✐♣t✐❝ ❈✉r✈❡ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤②

■♥ ❝✉r✈❡✲❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦s②st❡♠s✱ t❤❡ ❝♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ [k]P ✳ ❋♦r ❊❈❈ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❉❇◆❙✱ ❛ ♥❡✇ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ♣♦✐♥t tr✐♣❧✐♥❣ [3]P = P+P+P ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② TPL✮✳ ■t ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭ADD✮ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✺ ❢♦r ❝♦sts ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s✮✳ ◆❛✐✈❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❉❇◆❙ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✿ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠
(si, ui, vi) ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ r❡q✉✐r❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ui DBLs✱ vi TPLs ❛♥❞ ADD✴SUB ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦
t❤❡ s②♠❜♦❧ ♦❢ si✱ sign(si)✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ❝❧♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①✐st✳ ❉❇◆❙ ✐s ❛ ✈❡r② s♣❛rs❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✉❜❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ (log k/ log log k) ❛❞❞✐t✐♦♥s ❬✹✸❪✱ ✇❤❡r❡

✸✶



✶✳✷✳ ❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡ ❛♥❞ ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠

k ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r✳

■♥ ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❬✹✻❪ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❇◆❙ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡
u0 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣♦✇❡rs ♦❢ ✷✱ ✇❤✐❧❡ un′−1 ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡ ✭t❤❡ s❛♠❡
♥♦t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r vi ❡①♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♣♦✇❡rs ♦❢ ✸✮

u0 ≥ · · · ≥ un′−1 ❛♥❞ v0 ≥ · · · ≥ vn′−1.

❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts ❬✹✶❪ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ LT ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢
k✳

✐♥♣✉t✿ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ ❛♥❞ umax, vmax > 0 t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❧❧♦✇❡❞ ❜✐♥❛r② ❛♥❞ t❡r♥❛r② ❡①♣♦♥❡♥ts
♦✉t♣✉t✿ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s LT ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ k

LT =
(
(s1, u1, v1), (s2, u2, v2), . . .

)
✱ ✇✐t❤ ui ≤ ui−1 ❛♥❞ vi ≤ vi−1 ❢♦r i ≥ 1

✶✿ LT← ∅
✷✿ s← 1
✸✿ ✇❤✐❧❡ k > 0 ❞♦
✹✿ ❋✐♥❞ t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ k ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 2u3v ✇✐t❤ 0 ≤ u ≤ umax ❛♥❞ 0 ≤ v ≤ vmax

✺✿ LT← LT ∪ (s, u, v)
✻✿ umax ← u vmax ← v
✼✿ ✐❢ k < 2u3v t❤❡♥
✽✿ s← −s
✾✿ k ← |k − 2u3v|
✶✵✿ r❡t✉r♥ LT

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥✈❡rt ✐♥t❡❣❡rs ✐♥t♦ ❉❇◆❙ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts
✭❢r♦♠ ❬✹✶❪✮✳

P❛r❛♠❡t❡rs umax ❛♥❞ vmax ❛r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ k✳
❈❧❡❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥♣✉ts umax ❛♥❞ vmax r❡q✉✐r❡ umax < log2(k) < n ❛♥❞ vmax <
log3(k)✳

▲❡t ti = 2ui3vi ✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ k =
∑n′−1

i=0 siti ❝❛♥
❜❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❜② tn′−1✿

k =

(
n′−2∑

i=0

sit
′
i + sn′−1

)

× tn′−1,

✇❤❡r❡ t′i = 2ui−un′
−13vi−vn′

−1 ✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢❛❝t♦r✐③❡
∑n′−2

i=0 sit
′
i✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ ±1✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❍♦r♥❡r s❝❤❡♠❡✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ k = 15 679 ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❉❇◆❙ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts✿

15 679 = 2635 + 2233 + 2132 + 2030 = 2132
(
2131(2432 + 1) + 1

)
+ 1.

❲✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ [15 679]P ✐s
3ADD + 9DBL + 10TPL = (n′ − 1)ADD +

(∑n′−1
i=0 ui

)
DBL +

(∑n′−1
i=0 vi

)
TPL ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡

❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ [15 679]P r❡❞✉❝❡s t♦ ♦♥❧②
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

3ADD+ 6DBL+ 5TPL = (n′ − 1)ADD+ u0DBL+ v0TPL ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

■♥ ❬✹✵❪✱ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❉❇◆❙ ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts ✐s
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ✇✐t❤ k ✐♥ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s

(n′ − 1)ADD+ u0DBL+ v0TPL,

♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
n′✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❝♦st ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❛t
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ λDBL ✭r❡s♣✳ λTPL✮ ❢♦r λ s✉❝❝❡ss✐✈❡ DBL

✭r❡s♣✳ TPL✮✱ u0 ✭r❡s♣✳ v0✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② λ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦st ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✿ λ ♠✉st
❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ t❡r♠ ✭

∑n′−2
i=0 ui − ui+1✮ ❢♦r ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣s ✭

∑n′−2
i=0 vi − vi+1 ❢♦r

♣♦✐♥t tr✐♣❧✐♥❣s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ λDBL ❛♥❞ λTPL ❛r❡ ♥♦t ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢♦r λDBL ✐s 4λM+ (4λ+ 2)S✿

5DBL = 20M+ 22S 6= 3DBL + 2DBL = 20M+ 24S,

5DBL 3DBL 2DBL ✳6= +

✐♥♣✉t✿ ❛ ♣♦✐♥t P ∈ E(Fp)✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k =
∑n′−1

i=0 si2
ui3vi ✱ ✇✐t❤ si = ±1✱

s✉❝❤ t❤❛t u0 ≥ · · · ≥ un′−1 ❛♥❞ v0 ≥ · · · ≥ vn′−1

♦✉t♣✉t✿ t❤❡ ♣♦✐♥t Q = [k]P ∈ E(Fp)

✶✿ Q← s0P
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ n′ − 2 ❞♦
✸✿ u← ui − ui+1 v ← vi − vi+1

✹✿ Q← [2u]Q Q← [3v]Q
✺✿ Q← Q+ si+1P
✻✿ ✐❢ un′−1 6= 0 t❤❡♥
✼✿ Q← [2un′

−1 ]Q
✽✿ ✐❢ vn′−1 6= 0 t❤❡♥
✾✿ Q← [3vn′

−1 ]Q
✶✵✿ r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❘✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢r♦♠ ❬✹✵❪✮✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✹ ♣r❡s❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❇◆❙ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦sts ✐♥ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r a = −3 ❛♥❞ a 6= −3 ✭❛♥② a✮✱ ♦✈❡r Fp✱ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ n = 160 ❜✐ts✳ ❘❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s umax ❛♥❞ vmax ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥✈❡rts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ❉❇◆❙
✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦✇❡rs ♦❢ ✷ ❛♥❞ ✸ ❝❛♥ ❜❡ s♠❛❧❧❡r✳

✶✳✷✳✷ ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠

▼✉❧t✐✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭▼❇◆❙✮ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❇◆❙ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❜❛s❡s ❬✽✼❪✱
❬✼✺❪✱ ❬✼✼❪✱ ❛♥❞ ❬✶✵✷❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ♦♥ ▼❇◆❙ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦ st❛t❡✲
♦❢✲t❤❡✲❛rt ✭❡✳❣✳ ❬✶✵✸❪✮✳ ❆ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ B ✐s ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ l ❝♦✲♣r✐♠❡ ✐♥t❡❣❡rs (b1, b2, . . . , bl)✳ ◆✉♠❜❡r

✸✸



✶✳✸✳ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✐♥ ❛ ▲❛r❣❡ Pr✐♠❡ ❋✐❡❧❞

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

a 6= −3
❬✹✵❪ ✶ ✽✻✸✳✵M ∅
❬✹✶❪ ✶ ✼✷✷✳✸M ∅
❬✼❪ ✶ ✺✺✽✳✹M ✼ ♣♦✐♥ts
❬✹✻❪ ✶ ✻✶✺✳✸M ∅

a = −3 ❬✹✻❪ ✶ ✺✻✸✳✷M ∅
❬✼❪ ✶ ✺✵✹✳✸M ✼ ♣♦✐♥ts

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❉❇◆❙ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❝✉r✈❡s ✇✐t❤ n = 160✮✳

x ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s x =
∑n′−1

i=0

(
si
∏l

j=1 b
ej,i
j

)
✇✐t❤ si = ±1✳ ▼❇◆❙ ✐s ❛ ✈❡r②

s♣❛rs❡ ❛♥❞ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ (2, 3, 5) ❛♥❞
(2, 3, 5, 7)✳ ▼❇◆❙ ❛r❡ ❡✈❡♥ s❤♦rt❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t t❤❛♥ ❉❇◆❙✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❣r♦✇s ✈❡r② ❢❛st ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭s❡❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❬✽✽❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✭❢r♦♠ ❬✽✼❪✮✱ ✶✵✵ ❤❛s ✹✵✷ ❉❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡s (2, 3)✱ ✽ ✹✷✺ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡s (2, 3, 5)✱ ❛♥❞ ❤❛s ✹✸ ✼✼✼ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡s (2, 3, 5, 7) ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② ✉♥s✐❣♥❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ si = 1✮✳

❋♦r ❊❈❈ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❇◆❙✱ ♥❡✇ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ♣♦✐♥t q✉✐♥✲
t✉♣❧✐♥❣ [5]P ✭QPL✮✱ ♣♦✐♥t s❡♣t✉♣❧✐♥❣ [7]P ✭SPL✮✱ ♣♦✐♥t ❡❧❡✈❡♥t✉♣❧✐♥❣ [11]P ✭EPL✮✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ADD✱ DBL ❛♥❞ TPL ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✺ r❡♣♦rts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭M✱ S✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r Fp ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛✉t❤♦rs✱
✇❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t λDBL ✭r❡s♣✳ λTPL✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ λ
s✉❝❝❡ss✐✈❡ DBL ✭r❡s♣✳ TPL✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ k = 2λ ♦r k = 3λ✮✳

■♥ ❬✽✼❪ ❛♥❞ ❬✶✵✷❪ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ▼❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✉s❡s ❣♦♦❞✴❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ k ✉s✐♥❣
t❡r♠s ♦❢ ❢♦r♠ ±∏l

j=1 b
ej
j s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❇◆❙ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t

✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✿ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❛ ▼❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✐s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ■♥ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✼✼❪
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉s❡s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ wNAF t♦ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ✭✇✐t❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ bj ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♥t♦ ❛ ❧✐♠✲
✐t❡❞ ✇✐♥❞♦✇✮ ❜✉t ✐t r❡q✉✐r❡s ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st♦r❛❣❡✳ ❉✐❣✐ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k ❜② t❤❡ ❜❛s❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡✲

♠❛✐♥❞❡rs ♦❢
{
0,±1, . . . ,±

⌊
b2j−1

2

⌋
}
\
{
±bj ,±2bj , . . . ,±

⌊
bj−1
2

⌋ }
❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡ bj ✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✐❣✐ts ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ NAF✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ ❛ ✇✐♥❞♦✇
w ♥♦♥✲❛❞❥❛❝❡♥t ❢♦r♠ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❬✼✼❪ ❛♥❞ ❬✼✺❪ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
❜❡st ▼❇◆❙ r❡s✉❧ts ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❖♥❝❡ ❛ s❝❛❧❛r ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ▼❇◆❙✱ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❉❇◆❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ QPL✱ SPL✱ ❡t❝✳✮✳ ▼❇◆❙ ❤❡❧♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢
❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❇◆❙✱ ❜✉t ✐t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♦✛✲❧✐♥❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✉❣❡ t❛❜❧❡s ❛♥❞✴♦r ❧♦♥❣ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✶✳✸ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✐♥ ❛ ▲❛r❣❡ Pr✐♠❡ ❋✐❡❧❞

❊✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❡✲r❡q✉✐s✐t❡
✐♥ ❊❈❈✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞
Fp✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✳
❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞✉❧❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✶✻✵✕✻✵✵ ❜✐ts✮✳

✸✹



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s TPL QPL SPL EPL

a 6= −3

❊❋❉ 5M+ 10S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ 10M+ 6S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✽✼❪ 10M+ 6S 15M+ 10S ♥✴❛ ♥✴❛

❬✼✽❪ 6M+ 10S 10M+ 14S 17M+ 14S 27M+ 18S

❬✺✹❪ 5M+ 10S 7M+ 16S 15M+ 24S 17M+ 30S

❬✼✻❪ 6M+ 11S 9M+ 15S 13M+ 18S ♥✴❛

❬✼✺❪ 9M+ 7S 14M+ 10S 19M+ 12S 29M+ 16S

a = −3

❊❋❉ 7M+ 7S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ 10M+ 6S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✽✼❪ ♥✴❛ 15M+ 8S ♥✴❛ ♥✴❛

❬✼✽❪ 7M+ 7S 11M+ 11S 18M+ 11S 28M+ 15S

❬✼✼❪✱ ❬✼✻❪ 7M+ 8S 10M+ 12S 14M+ 15S ♥✴❛

❬✼✺❪ 9M+ 5S 14M+ 8S 19M+ 10S 29M+ 14S

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s λTPL

a 6= −3 ❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪✱ ❬✻✶❪ (11λ− 1)M+ (4λ+ 2)S

❬✽✼❪ 10λM+ (6λ− 5)S

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s λTPL ✴ λ′DBL

a 6= −3 ❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ (11λ+ 4λ′ − 1)M+ (4λ+ 4λ′ + 3)S

❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❈♦sts ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r x ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐① ♦❢ ✷ ♦♥ n ❜✐ts✳ ❚❤✉s
✇❡ ❤❛✈❡

x = (xn−1xn−2 · · ·x1x0)2 =
n−1∑

i=0

xi2
i.

◆♦t❛t✐♦♥ ()2 ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t♦ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐ts ✇✐t❤ r❛❞✐① ♦❢ ✷✱ ❧❡❛st
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

✶✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ Pr♦♣❡rt✐❡s

▲❡t p ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ✐♥t❡❣❡r✳ Fp ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ Z/pZ ✇✐t❤ Z/pZ = {r + pZ, r ∈ [0, p− 1]}✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

∀x ∈ Fp, ∃!r ∈ [0, p− 1] s✉❝❤ ❛s r ≡ x (mod p).

❚❤❡ ✜❡❧❞ Fp ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ p ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ Fp✱ ❞❡♥♦t❡❞
char(Fp)✱ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1✳ ❚❤✉s ✇✐t❤ p ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ char(Fp) = p✱ ❛♥❞ Fp ✐s ❛
♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ p✳

✸✺



✶✳✸✳ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✐♥ ❛ ▲❛r❣❡ Pr✐♠❡ ❋✐❡❧❞

✶✳✸✳✷ ▼♦❞✉❧❛r ❆❞❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✶✳✽✳ ❋♦r t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts (a, b) ∈ F
2
p✱ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s a+ b ❛♥❞ a+ b− p✳ ■t r❡t✉r♥s a+ b ✇❤❡♥ a+ b− p < 0✱ ❡❧s❡ a+ b− p✳

✐♥♣✉t✿ p ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ (a, b) ∈ F
2
p

♦✉t♣✉t✿ (a+ b) mod p

✶✿ T ← a+ b
✷✿ T ′ ← T − p
✸✿ ✐❢ T ′ < 0 t❤❡♥
✹✿ r❡t✉r♥ T
✺✿ ❡❧s❡
✻✿ r❡t✉r♥ T ′

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❈❧❛ss✐❝ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥✳

❖♠✉r❛ ❬✾✻❪ ♦♣t✐♠✐③❡s ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
♦♥❧② ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ▲✐♥❡ ✷ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② T ′ ← T −m ✇✐t❤ m = 2n − p✳
❚❤❡ ❖♠✉r❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ r❡t✉r♥s (T ′ mod 2n) ✐❢ T ′ ≥ 2n✱ ❡❧s❡ T = a + b✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ (mod 2n) ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs r❛❞✐① ✷✳

❚❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❛rr② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❝❛rr② s❛✈❡ ❛♥❞ ❜♦rr♦✇ s❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢
❝❛rr② ♦r ❜♦rr♦✇ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡r❡❛s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❜✐♥❛r② t♦ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♥♦t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs
✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ✐♥ ❜✐♥❛r②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ♦♥❧② ✐❢ s❡✈❡r❛❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❬✾✷✱ ❈❤❛♣✳ ✷❪ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

▼❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦❞✉❧❛r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts
(a, b) ∈ F

2
p✱ ❛ ♠♦❞✉❧❛r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♣r❡❢♦r♠s a− b ❛♥❞ a− b+ p✳ ■t r❡t✉r♥s a− b ✇❤❡♥ a− b ≥ 0✱

♦r a− b+ p ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✶✳✸✳✸ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ▼❡t❤♦❞

▼♦♥t❣♦♠❡r② ❬✽✾❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z/pZ✳ ◆✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼♦♥t❣♦♠❡r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳

▼♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r Fp ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ T = (a × b) mod p ✇✐t❤ (a, b) ∈ F
2
p✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♠✉❧t✐♣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ a × b✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛r r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r x ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r p✱ ❛ ❜❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s

x mod p = x− p ⌊x/p⌋ ,

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t✴r❡♠❛✐♥❞❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ x = qp+ r✱ ✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧♦
r❡s✉❧t (x mod p)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r q ❜❡❣❡ts ❛ ♠♦❞✉❧♦✳ ❇② t❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ Bm s✉❝❤ t❤❛t Bmp ≤ x ≤ Bm+1p✳ ❚❤❡ q✉♦t✐❡♥t
⌊x/Bmp⌋ ∈ [1,B − 1]✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ x ❜② x− Bmp ⌊x/Bmp⌋✱ ❞✐✈✐❞❡ Bmp ❜② B ✭t❤❛t ✐s ❛

✸✻



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

r✐❣❤t s❤✐❢t ❜② ♦♥❡ ❞✐❣✐t✮✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉♥t✐❧ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ⌊x/p⌋
✭s❡❡ ❬✸✻❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ◆♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs B ❛s t❤❡ ❜❛s❡✳

▼❡t❤♦❞s ❡①✐st ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❞✐✈✐s✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✿ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠❡t❤♦❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡
❞✐✈✐s✐♦♥ st❡♣ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ (xR−1 mod p)✱ ✇✐t❤ R ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳ ▲❡t p ❛♥❞ R ❜❡ t✇♦
❝♦♣r✐♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ p′ ≡ −p−1 mod R✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r x✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r y =
x + p(xp′ mod R) ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② R ✇✐t❤ y/R ≡ xR−1 mod p✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ 0 ≤ x ≤ Rp✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ y/R − (xR−1 mod p) ✐s ❡✐t❤❡r 0✱ ♦r p✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ p ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ R
✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✷✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ (mod R) ✐s tr✐✈✐❛❧✿ ✐t ✐s ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② R t♦ ♦❜t❛✐♥ y✿

y/R ≡ xR−1 mod p = (x+ p((xp′)&(R− 1)
︸ ︷︷ ︸

xp′ mod 2s

))≫ s,

✇✐t❤ R = Bs = 2s ❛♥❞ ✏≫ s✑ ❛ r✐❣❤t s❤✐❢t ♦❢ s ❜✐ts✳
❍❡♥❝❡ ❢♦r 0 ≤ x ≤ Rp✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ xR−1 mod p✳ ■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r②
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ x✳ ▼♦♥t❣♦♠❡r② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❞✉❡ t♦ ❍❡♥s❡❧ ✐♥ ❬✺✾❪
✭s❡❡ ❬✶✺❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ R✱ ❛ ▼♦♥t❣♦♠❡r② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣✲
❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r R ✐s 2n ✇✐t❤ p ✐s n✲❜✐t ❧♦♥❣✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t R > p ❛♥❞
gcd(p,R) = 1✳

■❢ R ❛♥❞ p ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ ❛♥❞ 0 ≤ x ≤ p✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ❝❧❛ss ✭❘✱ ♣✮ ♦❢ x✱ ♦r ▼♦♥t❣♦♠❡r②
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts✱ ♦❢ x ✐s

[x] = xR mod p.

✶✳✸✳✹ ▼♦❞✉❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

▼♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❦❡② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❙❆ ❛♥❞ ❊❈❈✳ ▼♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ Fp✱ ✇✐t❤ p ❛ ❜✐❣ ♣r✐♠❡✱ ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ (a× b mod p) ✇✐t❤ (a, b) ∈ F

2
p✳

❚❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ MM ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs a ❛♥❞ b ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

MM(a, b) = abR−1 mod p.

❖♥❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ 0 ≤ a, b ≤ p ✿
✕ MM([a], [b]) = [ab]✱
✕ MM([a], 1) = a mod p✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs a ❛♥❞ b ♠♦❞✉❧♦ ❛ ♣r✐♠❡ p✱
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✳

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❢r♦♠ ❬✹✾❪✮✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
p′0 = p−1 ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ r❛❞✐①✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ p′✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s
p =

∑n−1
i=0 pi2

i ✇✐t❤ pi ∈ {0, 1}✱ R = 2n✱ ❛♥❞ p′0 ≡ 1 mod 2✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾
❝❛♥ ❜❡ ✐♥ s✉❜q✉❛❞r❛t✐❝ t✐♠❡ ✭t❤❡r❡ ❡①✐st s✉❜q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❛
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ q✉❛❞r❛t✐❝ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ (mod 2n) ✐s ❥✉st ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥

✸✼



✶✳✸✳ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✐♥ ❛ ▲❛r❣❡ Pr✐♠❡ ❋✐❡❧❞

✐♥♣✉t✿ p ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ (a, b) ∈ F
2
p✱ ❛♥❞ R = bn

✇✐t❤ gcd(p, b) = 1✱ ❛❧❧ ✐♥ r❛❞✐① b r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦✉t♣✉t✿ MM(a, b) = TR−1 mod p ✇✐t❤ T = ab mod p

✶✿ p′ ← −p−1 mod R
✷✿ T ← ab
✸✿ M ← Tp′ mod R
✹✿ T ← T +Mp
✺✿ r❡t✉r♥ T/R

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ❬✹✾❪✮✳

✐♥♣✉t✿ p ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ (a, b) ∈ F
2
p ♦♥ n ❜✐ts

♦✉t♣✉t✿ MM(a, b) = TR−1 mod p ✇✐t❤ T = ab mod p

✶✿ T ← 0
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ n− 1 ❞♦
✸✿ T ← T + aib
✹✿ parity = T0

✺✿ T = (T + parity · p)/2
✻✿ ✐❢ T ≥ p t❤❡♥ T ← T − p
✼✿ r❡t✉r♥ T

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ■♠♣r♦✈❡❞ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ❬✹✾❪✮✳

✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♣r❡s❡♥ts ❛♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t ❧✐♥❡ ✸ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s
❛t ❧✐♥❡ ✺ ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ✈❛❧✉❡ ✭❧✐♥❡ ✹✮ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ▼ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✾❪ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs ♠♦❞✉❧♦ ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ a ❛♥❞ p ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❡ ❝✉t t❤❡♠ ✐♥t♦ ✇♦r❞s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❛♥s t❤❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥❞ b ✇♦r❞ ❜② ✇♦r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r a ❞✐❣✐t ❜② ❞✐❣✐t✿

b = (b(t−1) · · · b(1)b(0))✱
a = (an−1 · · · a1a0)✱
p = (p(t−1) · · · p(1)p(0))✱

✇✐t❤ t = ⌈n+ 1/ω⌉✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♣❡r ✇♦r❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ω✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❞s

❜② t✳ ❚❤✉s b(j)i ✐s t❤❡ it❤ ❜✐t ♦❢ t❤❡ jt❤ ✇♦r❞✱ bi..j r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ b ✈❡❝t♦r ❜✐ts ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ i t♦ j✱
❛♥❞ (x|y) ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❜✐ts s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡ carry ✐s ♦♥ t✇♦ ❜✐ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ T ✐s ♦♥
n+1 ❜✐ts✳ ▲✐♥❡ ✼ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧❡❢t s❤✐❢t ✭❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② t✇♦✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ♣❡r❢♦r♠s
t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✺✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✐♥❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✿

(

carry,
(
T
(j)
ω−2 · · ·T

(j)
0 T

(j−1)
ω−1

))

← aib
(j) + carry + T (j) + parity · p(j).

✸✽



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

✐♥♣✉t✿ p ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ (a, b) ∈ F
2
p ♦♥ n ❜✐ts

♦✉t♣✉t✿ MM(a, b) = TR−1 mod p ✇✐t❤ T = ab mod p

✶✿ T ← 0
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ n− 1 ❞♦
✸✿ parity = T

(0)
0 + aib

(0)
0

✹✿ (carry, T (0))← aib
(0) + T (0) + parity · p(0)

✺✿ ❢♦r j ❢r♦♠ 0 t♦ t− 1 ❞♦
✻✿ (carry, T (j))← aib

(j) + carry + T (j) + parity · p(j)
✼✿ T (j−1) ← (T

(j)
0 |T

(j−1)
ω−1..1)

✽✿ T (t−1) ← (carry|T (t−1)
ω−1..1)

✾✿ ✐❢ T ≥ p t❤❡♥ T ← T − p
✶✵✿ r❡t✉r♥ T

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ❬✶✶✾❪✮✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② s❤✐❢ts ❛♥❞
❛❞❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❬✶✶✾❪✳ ❚❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ♣r♦❝❡ss C
r❡♣r❡s❡♥ts ❧✐♥❡s ✸ ❛♥❞ ✹✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss D ❧✐♥❡s ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ i
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❊①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❜❡❣✐♥s ✷ ❝②❝❧❡s ❛❢t❡r
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝②❝❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❝❡ss C t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T (0) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡
✹ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✳

✶✳✸✳✺ ▼♦❞✉❧❛r ■♥✈❡rs✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ a−1 mod p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r b s✉❝❤ ❛s (a × b ≡
1 mod p)✳ ❋❡r♠❛t✬s ❧✐tt❧❡ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ p ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r a✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ap − a ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ♣✳ ❚❤❛t ✐s

ap−1 ≡ 1 mod p ⇐⇒ a−1 ≡ ap−2 mod p.

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡
❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r ✭❣❝❞✮ ❬✶✶✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ (a−1 ≡ X mod p) s✉❝❤
❛s

aX + pY = 1.

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❜✐♥❛r② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❬✼✵✱ ❙❡❝ ✹✳✺✳✷❪✱ ✉s❡s t❤❡ ❣❝❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ r❛❞✐①
✷ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✼✷❪ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❣❝❞ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ MI✮ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r a ✐s

MI(a) = a−12n mod p,

✇✐t❤ a < p✱ ✇❤❡r❡ p ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ n = ⌊log2 p⌋ + 1✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✲
s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ✶ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✮ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r r s✉❝❤ t❤❛t
r = a−12k mod p✱ ✇❤❡r❡ n ≤ k ≤ 2n✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✷ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs❡ x = a−12n mod p✳

✸✾



✶✳✹✳ ❙✐❞❡✲❈❤❛♥♥❡❧ ❆tt❛❝❦s ❛♥❞ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

D

C

D

D

a
0

b

b

b

b

p

p

p

p

(3)

D

C

D

b

b

b

p

p

p

D

C

b

b

p

p

(0, 0)

(0, 0)

(0, 0)

(0, 0)

(3)

(0)

(0)

(1)

(1)

(2)

(2)

(1)

(1)

(0)

(0)

(2)

(2)

(0)

(0)

(1)

(1)

a
2

a
2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✭❢r♦♠ ❬✶✶✾❪✮✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② R✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ st❡♣ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✿

a−1b mod p = MM(MI(a), b) = MI(a)b×R−1 = a−1R× b×R−1 = a× b.

❖♥❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ 0 < a < p ✿
a−1 = MM(MI(a), 1) = MM(a−1R, 1) = a−1 ·R ·R−1✱
a−1b−1 = MI(MM([a], [b]) = MI([ab]) = MI(abR) = (abR)−1 ·R = (ab)−1✳

✶✳✹ ❙✐❞❡✲❈❤❛♥♥❡❧ ❆tt❛❝❦s ❛♥❞ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝r②♣t❛♥❛❧②t✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ s❡❝✉r❡ ❢r♦♠ ❛
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②s✲
t❡♠s ❤❛s ❝r❡❛t❡❞ ♥❡✇ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡❝✉r✐t②✳ P❛ss✐♥❣ ❢r♦♠
❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡t❧✐st ♦❢ ❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❤✐❞❞❡♥ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡s✳

❙✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ✭❙❈❆s✮ ❛r❡ ❛tt❛❝❦s ✇❤✐❝❤ tr② t♦ ❜r❡❛❦ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡s ❢r♦♠ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❛❝❦s✱ s✉❝❤ ❛s ❙✐♠♣❧❡
P♦✇❡r ❆♥❛❧②s✐s ✭❙P❆✮ ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P♦✇❡r ❆♥❛❧②s✐s ✭❉P❆✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✶✵✼❪✱ ❬✽✵❪✱ ❬✸✺❪✱ ❬✽✹❪✱ ❬✸✵❪✳ ❙❈❆s ❡①♣❧♦✐t s♦♠❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠

✹✵



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

✐♥♣✉t✿ p ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ a ∈ Fp

♦✉t♣✉t✿ r ❛♥❞ k s✉❝❤ ❛s r = a−12k mod p ❛♥❞ n ≤ k ≤ 2n

✶✿ u← p✱ v ← a✱ r ← 0✱ s← 1
✷✿ k ← 0
✸✿ ✇❤✐❧❡ v > 0 ❞♦
✹✿ ✐❢ u ✐s ❡✈❡♥ t❤❡♥ u← u/2✱ s← 2s
✺✿ ❡❧s✐❢ v ✐s ❡✈❡♥ t❤❡♥ v ← v/2✱ r ← 2r
✻✿ ❡❧s✐❢ u > v t❤❡♥ u← (u− v)/2✱ r ← r + s✱ s← 2s
✼✿ ❡❧s❡ v ← (v − u)/2✱ s← r + s✱ r ← 2r
✽✿ k ← k + 1
✾✿ ✐❢ r ≥ p t❤❡♥ r ← r − p
✶✵✿ r❡t✉r♥ r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✕ P❤❛s❡ ✶ ✭❢r♦♠ ❬✼✷❪✮✳

✐♥♣✉t✿ p ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ k s✉❝❤ ❛s n ≤ k ≤ 2n✱ ❛♥❞ r ∈ Fp ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ✶
♦✉t♣✉t✿ r s✉❝❤ ❛s r = MI(a) = a−12n mod p

✶✿ ❢♦r j ❢r♦♠ 1 t♦ k − n ❞♦
✷✿ ✐❢ r ✐s ❡✈❡♥ t❤❡♥ r ← r/2
✸✿ ❡❧s❡ r ← (r + p)/2
✹✿ r❡t✉r♥ r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✕ P❤❛s❡ ✷ ✭❢r♦♠ ❬✼✷❪✮✳

t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♠❛♥❛t✐♦♥s ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠✐♥❣✳ ❖♥❡
❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✽✵❪ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ❙❈❆s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❙❈❆s✳ ❙✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s✐s
r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt②✿ ❛ ❝✐r❝✉✐t ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❛❞❡ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧
❣❛t❡s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛tt❛❝❦❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♠❛♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❞❛t❛✳ ❇② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛② ✐♥❢❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t ❞❛t❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

■♥ ❊❈❈✱ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ [k]P ✐s t❤❡ ❦❡② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r k ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡
s❡❝r❡t ❦❡②✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② k✳ ❆♥
❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ [k]P ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆ tr❛❝❡ ✐s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❛ ♣♦✇❡r tr❛❝❡ ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡❞ ♣♦✇❡r ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙✉❝❤ ❛ tr❛❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠
❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✳ ❖s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
r❡♠♦t❡❧② ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐❛ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜✉s ♦r ❛♥ ❊t❤❡r♥❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ tr❛❝❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ P❈ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
t❤♦r♦✉❣❤❧② ❛♥❛❧②s❡❞✳

✹✶



✶✳✹✳ ❙✐❞❡✲❈❤❛♥♥❡❧ ❆tt❛❝❦s ❛♥❞ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

✶✳✹✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❙✐❞❡✲❈❤❛♥♥❡❧ ❆♥❛❧②s✐s

❙✐♠♣❧❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑♦❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✼✸❪✳ ❙❡❝r❡t ❦❡② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r ✈❡r② ❢❡✇ tr❛❝❡s ❞✉❡ t♦ ❧❡❛❦❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❦❡② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦❞❡✳

P♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r②♣t♦s②st❡♠ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡❞ ♦♣❡r❛♥❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
♠♦r❡ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s t❤❛♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛❝❡ ♦❢ s✐❞❡
❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦sts ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✸ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥
♥❡❡❞s ♠♦r❡ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣✳

❙♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❙❈❆s s✐♥❝❡
❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❢♦r
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✼ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❜✐ts ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❣❡♥❡r❛t❡ tr❛❝❡s ♦❢ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭t❤❡
s✐③❡ ♦♥ t❤❡ tr❛❝❡✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ DBL ✭s❤♦rt ♣❛tt❡r♥✮ ♦r
❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ADD ✭❧♦♥❣❡r ♣❛tt❡r♥✮✳

✐♥♣✉t✿ k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2✱ P ∈ E(Fp)

♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q←− O
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ n− 1 ❞♦✇♥t♦ ✵ ❞♦

✸✿ Q←− [2]Q (DBL)

✹✿ ✐❢ ki = 1 t❤❡♥ Q←− Q+ P (ADD)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ▲❡❢t t♦ r✐❣❤t ❜✐♥❛r② ✏❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ [k]P ✳

❘❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❝r❡t ❜✐ts ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ DBL ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ADD ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t ❦❡② 1✱ ❛♥❞
❛ DBL ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r DBL ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t ❦❡② 0✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻ ♣r❡s❡♥ts
❛♥ ✐♥✲❤♦✉s❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡
❈♦r❦ ✭❯❈❈✱ ■r❡❧❛♥❞✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ st❛② ♦❢ t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s✳ ❆♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛ ♣♦✇❡r tr❛❝❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣s✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣✉❡ss s♦♠❡ ❦❡② ❜✐ts ❜❡❝❛✉s❡
♣❛tt❡r♥s DBL+ ADD ✭r❡s♣✳ ♦♥❡ DBL✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❦❡② ❜✐t ✶ ✭r❡s♣✳ ✵✮✳

❚✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❙❈❆s ❛r❡ ❛❜♦✉t r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❘❡❣✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❡r s❝❛❧❛r ❜✐t ✭♦♥❡ DBL ❛♥❞ ♦♥❡ ADD✮ ✐s
❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❉♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✲❛❧✇❛②s ❛♥❞ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❧❛❞❞❡r ❬✾✵❪ ❬✻✻❪ ❬✻✺❪ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s
❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t ❛t♦♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❈♦♠♣✉t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛②
❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ❜✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬✷✽❪ ♣❡r❢♦r♠s
♦♥❡ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❜✐t ✵ ❛♥❞ t✇♦ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❜✐t 1✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✳

✹✷
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[k′]P [k]P
k′ = k + r#E(Fp) #E(Fp) E(Fp) r



✶✳✹✳ ❙✐❞❡✲❈❤❛♥♥❡❧ ❆tt❛❝❦s ❛♥❞ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧✳

❉P❆ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ♠♦st ❊❈❈ ❜❛s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♦r ❊❈❈ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
s❝❤❡♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✈❡r② ❢❡✇ ❊❈❈ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❡❧❧✐♣✲
t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❊❈❉❙❆✮✱ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥② ❉P❆ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳

❆ ❙❈❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ♦♥ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛tt❛❝❦
✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙❈❆✱ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ■♥ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ s✐❞❡
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣❧❛t❡✳
❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡② ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ tr❛❝❡s✳

✹✹



❈❤❛♣t❡r ✷

❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r
❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

■♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ♥✉♠❜❡r s②st❡♠✱ ❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡
✇❛② ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❆ r❡❞✉♥❞❛♥t ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
s♦♠❡ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤✉s t❤❡ ♥❛♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ♦♥✲t❤❡✲✢②
r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r k ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭❉❇◆❙✮
❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ✭❙❉✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇❛s
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳

❚❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣
s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❞✐❣✐ts ki✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♠❛❧❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t ❝✉r✈❡
❧❡✈❡❧ ✭♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣s ❛♥❞ tr✐♣❧✐♥❣s✮ ❛r❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st
s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❘◆●✮ ❜❧♦❝❦✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
r❛♥❞♦♠ ❜✐ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❘◆●✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ tr✉❡ r❛♥❞♦♠
❣❡♥❡r❛t♦r ✭❚❘◆●✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ✭P◆❘●✮ ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r
♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡❡❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❚❘◆●✳

✷✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ◆✉♠❜❡r ●❡♥❡r❛t♦r ✭❘◆●✮

❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘◆●✳ ❆ ❘◆● ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ tr✉❡ r❛♥❞♦♠
♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❚❘◆●✮ ♦r ❛s ❜❡✐♥❣ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ✭P❘◆●✮✳ ❚❘◆●s ✉s❡
❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡ s✉❝❤ ❛s r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛②✱ ♠❡t❛✲st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ♦r ❥✐tt❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✐♥ ❢r❡❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❤②❜r✐❞ ❘◆●s✿ ❛ P❘◆●✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ s♣❡❡❞s✱ ♣r♦❞✉❝❡s r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ❛ ❚❘◆● ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠
s❡❡❞✳

■♥ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❘◆●✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❘◆● ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡
t❡❛♠ ✭❈❆■❘◆ t❡❛♠✮✱ ✇✐t❤ ♦♥✲❧✐♥❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❜✐ts r❡q✉✐r❡❞✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❘◆● ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r✐♥❣s ♦s❝✐❧❧❛t♦rs s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡ ✭r❛♥❞♦♠
❥✐tt❡r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❢r❡❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✮✳ ❙❡❡ ❬✶✶✶❪ ❛♥❞ ❬✶✶✵❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❘◆● ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

✹✺



✷✳✷✳ ❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡❞ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠ ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣

✷✳✷ ❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡❞ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠ ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❆ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ k ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

k =
n′−1∑

i=0

si2
ui3vi ,

✇✐t❤ si = ±1✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥s ✇❤❡r❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✿
u0 ≥ · · · ≥ un′−1 ❛♥❞ v0 ≥ · · · ≥ vn′−1 ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✳ ❲❤❡♥ n ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ k ✐♥ ❜✐♥❛r②✱
n′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ n′ ≪ n✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ❉❇◆❙ ✐s ❛ s♣❛rs❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ r❛♥❞♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ k ✐♥ ❉❇◆❙✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❉❇◆❙ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② r❡❞✉♥❞❛♥t✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✶✵✱ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶ ✵✵✵ ❤❛✈❡ ✺✱ ✹✵✷ ❛♥❞ ✶ ✷✾✺ ✺✼✾ ❞✐✛❡r❡♥t
❉❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤✐s ♥❛t✉r❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② t♦ ♣r♦❞✉❝❡
♦♥✲t❤❡✲✢② ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k ✐♥ ❉❇◆❙✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ k ✐♥
❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✭❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❉❇◆❙ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣✲
t❡r ✹✮✳ ❘❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❬✹✹❪✿

I1 : 1 + 2 = 3,

I2 : 1 + 3 = 22,

I3 : 1 + 23 = 32,

I4 : 1 + 1 = 2.

❚❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ✭❡✳❣✳ 1 + 2 → 3✮ ♦r
❡①♣❛♥❞ ✭❡✳❣✳ 3 → 1 + 2✮ ❉❇◆❙ t❡r♠s✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥s ♠❛② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ [k]P ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❝♦❞✐♥❣
r✉❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐❞❡♥t✐t②✿

I1 ⇒







2i+13j−1 + 2i3j−1 = 2i3j R1,

2i−13j+1 − 2i−13j = 2i3j R2,

I2 ⇒







2i−23j+1 + 2i−23j = 2i3j R3,

2i+23j−1 − 2i3j−1 = 2i3j R4,

I3 ⇒







2i+33j−2 + 2i3j−2 = 2i3j R5,

2i−33j+2 − 2i−33j = 2i3j R6,

I4 ⇒







2i−13j + 2i−13j = 2i3j R7,

2i+13j − 2i3j = 2i3j R8.

❲❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡ t❤❡ s❝❛❧❛r k ❛♠♦♥❣st ♣♦ss✐❜❧❡
r✉❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥s s❧♦✇
❞♦✇♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛

✹✻



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡ k = 140 400✳ ■♥ t❤✐s
✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❉❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k ❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ [k]P ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ✜❣✉r❡✱ mADD ❛♥❞ mSUB st❛♥❞ ❢♦r ♠✐①❡❞ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳

1 2836 − 2636 + 2433

2 2637 + 2433 3 2737 − 2736 − 2636 + 2433

red. R4

exp. R2

4 2736 + 2636 + 2433

exp. R1

5 2637 + 2632 − 2432

exp. R4

6 2737 − 2637 + 2433

red. R1

7 2737 − 2736 − 2735 − 2635 + 2433

exp. R1

1

2

3

4

5

6

7

[140400]P = [2433]([2233]([2230]P − P ) + P )

= [2433]([2234]P + P )

= [2433]([2233]([2130]([2031]P − P )− P ) + P )

= [2433]([2233]([2130]P + P ) + P )

= [2432]([2230]([2035] + P )− P )

= [2433]([2234]([2130]− P ) + P )

= [2433]([2232]([2130]([2031]([2031]− P )− P )− P ) + P )

reduction expansion
mADD mSUB DBL TPL

time

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r k = 140 400✳

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ s♦♠❡ r✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉❡ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ t❡r♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❡r♠s ki = (si, ui, vi) ❛♥❞ ki−1 = (si−1, ui−1, vi−1) s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t
✭❡✳❣✳ ui = ui−1✮ t❤❡♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ r✉❧❡ R1 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❊✈❡♥ ❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱
s♦♠❡ ❧✐♠✐ts ❡①✐st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✿
u0 ≥ · · · ≥ un′−1 ❛♥❞ v0 ≥ · · · ≥ vn′−1 ✭❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✮✳ ❚♦ ❛❧✇❛②s ❡♥s✉r❡ t❤❛t r❡❝♦❞✐♥❣s ♦♥❧②
♣r♦❞✉❝❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❡r♠s ♠✉st ❜❡ r❡❛❞ ❢♦r ❡❛❝❤
r✉❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❛❞ t❡r♠ ✐s r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t♦ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② r✉❧❡s ✐♠♣❧②✐♥❣ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❡①♣♦♥❡♥t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r♦✉s t❡sts✱ ❜✉t ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st
❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢✳

▼♦r❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛♥❞ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧✐❦❡ 22+2 = 32− 3 ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s t②♣❡
♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐❞❡♥t✐t② tr❛♥s❢♦r♠s t✇♦ t❡r♠s
✐♥t♦ ♦t❤❡r t✇♦ t❡r♠s✳

❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ k ✈❛❧✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ k = 140 400 =
2737 − 2736 − 2735 − 2635 + 2433 ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✼ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t

t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ 2736 + 2735
R3−→ 2935 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛

♥♦♥✲♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦❞❡❞
❉❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 2737−2935−2635+2433 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡

2433
(

2232
(
2130(−2230+2032)− 1

)
+1
)

✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❉❇◆❙ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
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✷✳✷✳ ❉♦✉❜❧❡✲❇❛s❡❞ ◆✉♠❜❡r ❙②st❡♠ ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣

✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❉❇◆❙ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❆ s❛♠❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t✳ ▲❡t LT ❜❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s
T ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ k✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ T ✐s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ Ti = (si, ui, vi)✳
❘❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ LT = (Tn′−1 · · ·T0) ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥s (T ′

n′−1 · · ·T ′
0)

s✉❝❤ ❛s (Tn′−1 · · ·T0) 6= (T ′
n′−1 · · ·T ′

0)✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤
♦♥❧② ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r [k]P ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t♦t❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦♥❡ t❡r♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r [k]P ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❝♦❞✐♥❣s ✶✱ ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✱ ❜✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛r❡ t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛
❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ k ✐♥ t❤❡ ❍♦r♥❡r s❝❤❡♠❡✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜♥❛❧ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡✈❡r ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣②✳ ❆s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡
r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞ t✐♠❡s ❛ s❝❛❧❛r k✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✐t ❢♦r ♦♥❡ t❤♦✉s❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛❧❛rs ✇❤❡r❡ k ✇❛s ✶✻✵ ❛♥❞ ✷✷✹✲❜✐t ❧♦♥❣✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ♦❢ k ✇❛s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞②
❤❛✈❡ st✐❧❧ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳

✷✳✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ P✲✷✷✹ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
◆■❙❚ ✭❋■P❙ ✶✽✻✲✷✮✱ s❡❡ ❬✺✼✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳✶❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ Fp ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤
p = 2224−296+1 ✭n = 224 ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇❛s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❋♦r ❡❛❝❤ s❝❛❧❛r k✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❉❇◆❙ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② ❉r✳ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❉♦❝❤❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ si ∈ {−1, 1}✳ ❚❤❡♥ ✶✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡s✱ ❢r♦♠ R1 t♦ R8✱ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❝♦❞❡ k✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭ADD✱ DBL✱ TPL✮ ✐s ❝♦✉♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞
r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ✶ ✵✵✵ s❝❛❧❛rs k ❛♥❞ ✶✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✲
✐♥❣s ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❛❧❛r✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ✭❛✈❣✳✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭st❞✳ ❞❡✈✳✮ ♦❢ ❡❛❝❤
r✉❧❡ ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ r✉❧❡s ✭r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
❡①♣❛♥s✐♦♥✮✳

r✉❧❡s R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8

❛✈❣✳ 594.4 750.3 544.1 450.0 157.5 166.8 975.9 1 010.9

r❡❞✉❝t✐♦♥s st❞✳ ❞❡✈✳ 48.5 81.0 62.8 46.9 34.9 38.3 67.8 86.6

❛✈❣✳ ❬✪❪ 12.8 16.1 11.7 9.7 3.4 3.6 21.0 21.7

❛✈❣✳ 561.8 743.0 537.4 437.8 150.6 163.2 1 039.2 1 031.8

❡①♣❛♥s✐♦♥s st❞✳ ❞❡✈✳ 45.4 82.3 62.8 47.4 34.3 37.3 71.8 88.6

❛✈❣✳ ❬✪❪ 12.0 15.9 11.5 9.4 3.2 3.5 22.3 22.1

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ ❉❇◆❙ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❘✉❧❡s R7 ❛♥❞ R8 ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ r✉❧❡s ❜♦t❤ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❣✐✈❡♥ t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❡r♠s✱ ✐♥ ✻✳✼✪ ♦❢ ❝❛s❡s ♥♦ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ n′ ✐s ✻✷ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s t♦ 4.1✳ ❘✉❧❡s R5 ❛♥❞ R6 ❛r❡ t❤❡
❧❡ss ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡s❡ t✇♦ r✉❧❡s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦t❤❡r r✉❧❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ❜② t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r ❢♦r r✉❧❡s R5 ❛♥❞ R6✳ ❚❤❛t
✐s ✇❤② ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❞❞❡❞ r✉❧❡s ✇♦✉❧❞ ♦❢t❡♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ s❧♦✇❡r✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣♦✇❡rs ♦❢ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ✶✶✷ ❛♥❞ ✼✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝♦st ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ [k]P ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s

62 ADD+ 112 DBL+ 71 TPL.

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ♦❢ [k]P ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❆❘■✴●P ✭❤tt♣✿✴✴♣❛r✐✳♠❛t❤✳
✉✲❜♦r❞❡❛✉①✳❢r✴✮ ♣r♦❣r❛♠ ❦✐♥❞❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉r✳ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❉♦❝❤❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ❣❡♥❡r✲
❛t❡s ❛ s✐❣♥❡❞ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✉s✐♥❣ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛
s❡❛r❝❤ t❛❜❧❡✳ ❲❤❡♥ ♥♦ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ [k]P ✐s

50 ADD+ 112 DBL+ 71 TPL,

t❤❛t ✐s ✶✷ ♠♦r❡ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♦♥❡ r❡❝♦❞❡s r❛♥❞♦♠❧② ❛ s✐❣♥❡❞ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ n = 224✳
■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✶✸✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠✐①❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭J +A → J ✮
♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦st ✐s 7M+ 4S✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ (s0, u0, v0) ✐s ♥❡✈❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r
r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣s ❛♥❞ tr✐♣❧✐♥❣s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ DBL ❛♥❞ TPL ✇♦✉❧❞
❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ [k]P ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

★ ADD ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐♥ M

n ❬✹✻❪ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣

✶✻✵ ✸✺ ✹✻ ✶✶ ✶✶✷✳✷

✶✾✷ ✹✸ ✺✻ ✶✸ ✶✸✷✳✻

✷✷✹ ✺✵ ✻✷ ✶✷ ✶✷✷✳✹

✷✺✻ ✺✼ ✻✾ ✶✷ ✶✷✷✳✹

✸✽✹ ✽✹ ✾✺ ✶✻ ✶✻✸✳✷

✺✷✶ ✶✶✹ ✶✸✹ ✷✵ ✷✵✹✳✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈♦sts ✐♥ M ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✶ ✵✵✵ s❝❛❧❛rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❝❛❧❛r✱ ✶✵ ✵✵✵
r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ S ≈ 0.8 M t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t
❛❞❞✐t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ❤❛s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✸✺ t❡r♠s
❢♦r n = 160✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ❤❛s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✹✻ t❡r♠s ❛❢t❡r ✶✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ■t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✶✶ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✶✶✷✳✷ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r Fp ✭M✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛❧❛r
k ✐♥ ❉❇◆❙✳ ■♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡♣r❡s❡♥ts ❛❜♦✉t 7% ♠♦r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❛t t❤❡
✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✮ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ r❡✲
❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❆❘■✴●P ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❬✹✻❪✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧

✹✾
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

✇❤✐❝❤ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥s✳

✷✳✷✳✸ ❋P●❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆❧❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❱❍❉▲ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❋P●❆ ✉s✐♥❣ ■❙❊ ✶✷✳✹ ❢r♦♠ ❳✐❧✐♥① ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡✛♦rts ❢♦r
s②♥t❤❡s✐s✱ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ r♦✉t❡✳ ❲❡ r❡♣♦rt ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱ ❜❡st ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s❧✐❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ✭▲❯❚s ✇✐t❤ ✻ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❱✐rt❡① ✺✮
❛♥❞ ✢✐♣✲✢♦♣s ✭❋❋s✮ ❢♦r ❛r❡❛✳ ❆ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❝♦♥t❛✐♥s ✼ ✷✵✵ s❧✐❝❡s ✇✐t❤ ✹ ▲❯❚s ❛♥❞ ✹ ✢✐♣✲✢♦♣s
♣❡r s❧✐❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ✢✐♣✲✢♦♣s ❢♦r ❛❧❧ st♦r❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛r❡❛
r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❧❡ss t❤❛♥ 7% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ❝❛♥ ✇♦r❦ ❛t ❛ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✺✵▼❍③
✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ✐♥ Fp✳

❛r❡❛ ❢r❡q✳

❜❧♦❝❦ s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③

❡①♣❛♥s✐♦♥ ✶✵✷ ✭✾✸✴✸✺✷✮ ✸✷✺

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✷✸ ✭✷✻✴✶✵✶✮ ✷✽✾

❝♦♠♣❧❡t❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✶✹✼ ✭✶✽✻✴✹✸✶✮ ✷✽✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❋P●❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t✳

✷✳✷✳✹ ❆❙■❈ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆❧❧ ❆❙■❈ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥t♦ ❣❛t❡✲❧❡✈❡❧ ♥❡t❧✐sts ✉s✐♥❣
st❛♥❞❛r❞ Vth ✭❙❱❚✮ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ 130♥♠ ❜✉❧❦ ❈▼❖❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧✐❜r❛r② ✉s✐♥❣ ❙②♥♦♣s②s
❉❡s✐❣♥ ❈♦♠♣✐❧❡r ●✲✷✵✶✷✳✵✻✲❙P✺✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❡t ④♥❛♥❞✷✱ ♥♦r✷✱
①♦r✷✱ ✐♥✈⑥ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

✺✶



✷✳✸✳ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛t❤ ❞❡❧❛② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢
10♥s ❛♥❞ 5♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts t♦ ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❛❜❧❡s ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺ r❡♣♦rt ❛r❡❛ ✐♥ µ♠2 ❛♥❞ ♣♦✇❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ µ❲✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

❞❡❧❛② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❢✴✐♥✈ ♥♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧

✶✵ ✸ ✹✷✺✳✷ ✹✶✸✳✺ ✶ ✽✹✾✳✼ ✺ ✷✼✹✳✾

✺ ✸ ✹✷✼✳✷ ✹✶✸✳✺ ✶ ✽✹✾✳✼ ✺ ✷✼✻✳✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❆r❡❛ r❡s✉❧ts ✭✐♥ µ♠2✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣✳

❞❡❧❛② ❝❡❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡t s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❡❧❧ ❧❡❛❦❛❣❡

✶✵ ✾✷✳✻ ✶✼✳✷ ✶✵✾✳✽ ✶✳✻

✺ ✶✽✺✳✷ ✸✹✳✹ ✷✶✾✳✻ ✶✳✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ P♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ✭µ❲✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣✳

❆♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐♥ ❉❇◆❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❋P●❆✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ ❉❇◆❙ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ❜♦t❤ ✐♥ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ ❛r❡❛ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤✐s r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥✲t❤❡✲✢② ❛ ❉❇◆❙ s✐❣♥❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❆ ❢✉t✉r❡
✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡❝♦❞✐♥❣✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✳ ■t ✐s ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ❉❇◆❙✳ ❚❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s❝❛❧❛r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✱ ❜② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❈♦r♦♥ ✭s❡❡ ❬✸✺❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥♦t❤❡r
r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✷✳✸ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❈❛rr②✲❢r❡❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ♥✉♠❜❡r s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❥✉st ✉s❡ t❤✐s s②st❡♠ ❢♦r ✐ts r❡❞✉♥❞❛♥❝② t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ♦♥✲t❤❡✲✢②✳
❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t r❡❧❡✈❛♥t q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞
❤♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✵s ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳

✷✳✸✳✶ ❆✈✐③✐❡♥✐s ❙②st❡♠

❆✈✐③✐❡♥✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺❪ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱
t❤❡s❡ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❝❛rr② ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❛♥❞
♥❡❡❞s ♠♦r❡ ❜✐ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❜❡rs ✐♥ r❛❞✐① ✶✵ ✇✐t❤ ❞✐❣✐ts ✐♥
{5̄, 4̄, 3̄, 2̄, 1̄, 0, 1, 2, 3, 4}✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r (9 999)10 = (10 001̄)10 = 1.104 + (−1).100✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠✳

✺✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

▲❡t SB,δ,α,n ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❜❛s❡ B ✇✐t❤ n ❞✐❣✐ts ✐♥ {δ, δ + 1, · · · , δ + α} ✇❤❡r❡ δ ✐s
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ α ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉♥❞❛♥t
✭s❡❡ ❬✾✷✱ ❙❡❝✳ ✷✳✻❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❬✾✷✱ ♣✳ ✸✺❪✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ α > B−1✱ k ∈
[
δ(Bn−1)
B−1 , (δ+α)·(Bn−1)

B−1

]

∀k ∈ GB,δ,α,n

✇✐t❤ GB,δ,α,n ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ SB,δ,α,n✳ ❚❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢
❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ SB,δ,α,n ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ■t ✐s ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠✳

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t
B = 2 ❛♥❞ n = ⌊log2 p⌋+1 ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❜❛s❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
✜❡❧❞ Fp✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ t❛❦❡ δ = −1
❛♥❞ α = 2✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ ❞✐❣✐ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❡t {−1, 0, 1}✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ❜❡❝❛✉s❡ δ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡
❤❛✈❡ α = 2 > 1 = B − 1✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ SB,δ,α,n ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳ ❚❤✉s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐❣✐ts
✉s❡❞ ✐s ✐♥ {δ, δ + 1, · · · , δ + α} ✇✐t❤ −δ > 0 ❛♥❞ α = −2δ✳ ❲✐t❤ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

k =

n∑

0

ki2
i ✇❤❡r❡ ki ∈ {−1, 0, 1},

✇✐t❤ k ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n + 1 ✐♥ ✷✲r❛❞✐①✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ 1̄ ❢♦r
−1✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s s❡t ♦❢ ❞✐❣✐ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ✭❇❙❉✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦rr♦✇✲s❛✈❡ ♥♦t❛✲
t✐♦♥ ❬✺✻❪✳ ❙✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ✭❈❙❉✮
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬✶✵✺❪✱ ❇♦♦t❤ r❡❝♦❞✐♥❣ ❬✶✸❪ ❛♥❞ NAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬✺✼✱ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s②st❡♠s✱ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ t❤❡s❡ s✉❜s❡ts✳ ❘❡❝♦❞✐♥❣s ❞♦ ♥♦t ✉s❡
t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡s❡ s②st❡♠s✳

❚❤❡ s②st❡♠ S2,−1,2,n ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t S ❬✾✷✱ ❙❡❝✳
✷✳✻❪✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ −2δ ≥ B + 1✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ t♦ ❛❞❞ t✇♦ ✐♥✲
t❡❣❡rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ S ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ✐ss✉❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❛❧❛r k
✐♥ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❧② ✉s❡ ✐t ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ✐s ♥♦t
❛❞❞❡❞ ♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❈✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐❣✐ts ♦❢
k✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t k ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s②st❡♠ S2,−1,2,n✳

❚❤✉s✱ S2,−1,2,n r❡♣r❡s❡♥ts ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡✲
❣❡r k = (11)10✱ ♦♥❡ ❤❛s✿
k = (01011)❇❙❉ = 23 + 21 + 20✱
k = (0111̄1)❇❙❉ = 23 + 22 − 21 + 20✱
k = (101̄01̄)❇❙❉ = 24 − 22 − 20✱
✳✳✳

❋r♦♠ ❬✶✵✵✱ ❙❡❝✳ ✶✹✳✷❪✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤✐s ❞✐❣✐t s❡t ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② r❡❞✉♥❞❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡
δ+α = B−1 = 1✳ ■t r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❛ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s [2−n+1 − 2, 2−
2−n+1]✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t q✉❡st✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❇❙❉ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✭s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❉❇◆❙✱ s❡❡

✺✸



✷✳✸✳ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❛♥❞♦♠❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r ❜② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♠✉st ❤❛✈❡
❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

✷✳✸✳✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❇✐♥❛r② ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

▲❡t λ(k, n) ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k ∈ [0, 2n− 1]
t❤❛t ✐s n ❜✐ts ❧♦♥❣✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s②st❡♠ S2,−1,2,n✳ ❋r♦♠ ❬✺✵❪✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧❡♠♠❛s✿

✕ λ(0, n) = 1✱
✕ λ(1, n) = n✱
✕ λ(2k, n) = n− k✱
✕ ❢♦r k ❡✈❡♥✱ λ(k, n) = λ(k2 , n− 1)✱
✕ ❢♦r k ♦❞❞✱ λ(k, n) = λ(k−1

2 , n− 1) + λ(k+1
2 , n− 1)✱

✕ ❢♦r 2n−1 ≤ k ≤ 2n − 1✱ λ(k, n) = λ(k − 2n−1, n− 1)✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❤❛s

λ(11, 5) ❂ 8✱

λ(149, 9) ❂ 50✱

λ(1 365, 12) ❂ 233✱

λ(87 381, 17) ❂ 4 181✱

✇✐t❤ n = 1+⌊log2(k)⌋+1✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✺✵ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r 149 ✉s✐♥❣ ✜✈❡ ❞✐❣✐ts✳ ■❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❛❞❞ ♠♦r❡ ❞✐❣✐ts t♦ n✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥
s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ k ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✻✵✕✺✵✵ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s✐③❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲
❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ 2100✳ ❚❤✐s ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
λ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ✶✵ ✵✵✵ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t k ❤❛s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡❣❡r ❢♦r t❤❡
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳

✷✳✸✳✸ ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❜② ♦t❤❡r s❡q✉❡♥❝❡s✿
01̄⇐⇒ 1̄1 ❛♥❞ 01⇐⇒ 11̄✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ f(a, b) t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿

f : {1̄, 0, 1} × {1̄, 0, 1} −→ {1̄, 0, 1} × {1̄, 0, 1}. ✭✷✳✶✮

✇✐t❤
f(0, 1̄) = (1̄, 1)✱
f(1̄, 1) = (0, 1̄)✱
f(0, 1) = (1, 1̄)✱

✺✹



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

f(1, 1̄) = (0, 1)✳
❋♦r ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts (a, b) ∈ {1̄, 0, 1} × {1̄, 0, 1}✱ f(a, b) = (a, b)✳

▲❡t k ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ k = (kn−1 · · · k1k0)2✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦ t❤❛t
✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❝❛♥ k t✇♦ ❞✐❣✐ts ❜② t✇♦ ❞✐❣✐ts❀ ❝❤❛♥❣❡ ♦r ♥♦t (ki+1, ki) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠
❜✐t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ (ki+1, ki) t♦ f(ki+1, ki) = (k′i+1, k

′
i) ✐❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❜✐t ✐s ✶✳

❲❤❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❜✐t ✐s ✵✱ f(ki+1, ki) = (ki+1, ki)❀ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❝❛♥ (ki+2, ki+1) ♦r (ki+2, k

′
i+1) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ f(ki+1, ki)✳

❍♦✇❡✈❡r t❤✐s str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳
❙✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❇♦♦t❤ r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❞✐❣✐ts
♠✉st ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐❣✐t ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤r❡❡ ❞✐❣✐ts ❜② t❤r❡❡ ❞✐❣✐ts
♦❢ k ❛r❡ s❝❛♥♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♠♦st ♦r ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t ✜rst✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛❧✉❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐❣✐ts ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞✿ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ✜rst ✭r❡s♣✳
t❤❡ t✇♦ ❧❛st✮ ❞✐❣✐ts❀ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ✭r❡s♣✳ t❤❡ t✇♦ ✜rst✮ ❞✐❣✐ts✳

■❢ ♦♥❡ ✜rst ❝❤❛♥❣❡s (ki+1, ki) t♦ f(ki+1, ki) = (k′i+1, k
′
i)✱ t❤❡ ❞✐❣✐ts (k′i, ki−1) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡

❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s ki t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✿ ki+1✱
ki−1✱ k′i+1 ♦r k′i−1✳ ❆❧❧ ❞✐❣✐ts ♦❢ k ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐❣✐t ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✱ ❜❡❢♦r❡
♦r ❛❢t❡r t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t k = 11 = (1011)2✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡
✭r❡❝♦❞❡❞ ❞✐❣✐ts ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞ ❢♦♥t✮✿
k = 1✵✶1 −→ 111̄1 −→ 1101̄✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ r✐❣❤t✕t♦✕❧❡❢t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ r❛♥❞♦♠
s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r k ✐s n ❜✐ts ❧♦♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✐s k❇❙❉✳ ❆s ✐♥♣✉t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r
(rd(n−1), rd(n−2), · · · , rd(2), rd(1)) ✇❤❡r❡ rd(i) ✐s ♦♥ ✸ ❜✐ts rd(i) = (rd

(i)
2 , rd

(i)
1 , rd

(i)
0 )✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❛♥❞♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♥ n+ 1 ❜✐ts✳

✐♥♣✉t✿ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k = (kn−1 · · · k0)2✱
❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r (rd(n−1), · · · , rd(1)) ✇✐t❤ rd(i) =

(
rd

(i)
2 rd

(i)
1 rd

(i)
0

)

2
♦✉t♣✉t✿ k = (kn · · · k0)❇❙❉ ✇❤❡r❡ ki ∈ {−1, 0, 1}
✶✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 1 t♦ n− 1 ❞♦
✷✿ ✐❢ rd

(i)
2 = 1 t❤❡♥

✸✿ ✐❢ rd
(i)
1 = 1 t❤❡♥

✹✿ (ki+1, ki)← f(ki+1, ki)

✺✿ ✐❢ rd
(i)
0 = 1 t❤❡♥

✻✿ (ki, ki−1)← f(ki, ki−1)
✼✿ ❡❧s❡
✽✿ ✐❢ rd

(i)
0 = 1 t❤❡♥

✾✿ (ki, ki−1)← f(ki, ki−1)

✶✵✿ ✐❢ rd
(i)
1 = 1 t❤❡♥

✶✶✿ (ki+1, ki)← f(ki+1, ki)
✶✷✿ r❡t✉r♥ k

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❘✐❣❤t✕t♦✕❧❡❢t r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡❝♦❞✐♥❣✳

✺✺



✷✳✸✳ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✐♥ ❛ ❧❡❢t✕t♦✕r✐❣❤t ✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ✐♥ ❛ ❧❡❢t✕t♦✕r✐❣❤t ✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r 11 = (01011)2 ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✭❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡
s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r 11 = (01011)2✳

❖♥❡ ♠✉st ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ r❛♥❞♦♠✐③❡ t❤❡ s❝❛❧❛r k✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ [k]P ✳ ❋♦r t❤❛t✱ k ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐ts ❛♥❞
✇❡ r❛♥❞♦♠✐③❡ ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✱
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✵s✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t s❝❛❧❛r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ✐s ❛❜♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✵s ✐♥ ❛ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✹ ❲✐❞t❤✕w ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ✭wSD✮

❆ ✇✐❞t❤✕w s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥

k =

n∑

i=0

2iki✱ ✇❤❡r❡ ki ∈ {0,±1,±3, . . . ,±(2w − 1)},

❛♥❞ ♥♦ w ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✐❣✐ts ki ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s n+1✳ ■♥ ❜✐♥❛r②
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ k ✐s n ❜✐ts ❧♦♥❣✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ w = 2 ✇❡ ❤❛✈❡ (k)2SD ✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ki ∈ {3̄, 1̄, 0, 1, 3}✳
w = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭❇❙❉✮✱ (k)1SD = (k)❇❙❉✳

▲❡t k ❜❡ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❖♥❡ ❤❛s✿
✕ (k)2SD = (k)SD✱
✕ k ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇✐❞t❤✕w ❙❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ (k)wSD ✭❝♦♥tr❛r② t♦ wNAF✮✱
✕ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ (k)wSD ✐s ♦♥❡ ♠♦r❡ ❞✐❣✐t t❤❛♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k✿
n+ 1 = ⌊log2 k⌋+ 2✱

✕ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞✐❣✐ts ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✇✐❞t❤✕w ❙❉s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ✐s 1
w+1 ✳

❚❤❡ wNAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ w❙❉ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①❝❡♣t t❤❛t k ❞♦❡s
♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ (k)wSD✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ (k)wNAF✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐❣✐ts ki ✐♥
t❤❡ w❙❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r wNAF✳ ki ∈ {0,±1,±3, . . . ,±(2w−1− 1)} ✐♥ ❛ ✇✐❞t❤✲w

✺✻



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

NAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ w❙❉ t❤❛♥ ✐♥ wNAF✳

(k)wSD ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r k ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n+1✳ k ✐s s❝❛♥♥❡❞ w ❞✐❣✐ts ❜② w ❞✐❣✐ts ❢r♦♠
r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇♦r❞ ✭❧✐♥❡ ✻✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳
■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡✈❡♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧❡❢t s❤✐❢t ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡✇ ✇✐❞t❤✕w ✭❧✐♥❡ ✹✮✳ ■❢ t❤❡
✈❛❧✉❡ ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t ♦❢ ❡❛❝❤ ✇♦r❞ t❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭❧✐♥❡ ✼✮ ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ❞✐❣✐ts t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ✭❧✐♥❡ ✽✮✳

✐♥♣✉t✿ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ w✱ ❛♥❞ k = (kn · · · k0)❇❙❉ ✇❤❡r❡ ki ∈ {−1, 0, 1}
♦✉t♣✉t✿ (k)wSD

✶✿ i←− 0
✷✿ ✇❤✐❧❡ i < n ❞♦
✸✿ ✐❢ ki = 0 t❤❡♥
✹✿ i←− i+ 1
✺✿ ❡❧s❡
✻✿ ki ←− 2w−1ki+w−1 + · · ·+ 21ki+1 + 20ki
✼✿ (ki+w−1 · · · ki+1)←− (0 · · · 0)
✽✿ i←− i+ w
✾✿ r❡t✉r♥ k

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤✕w ❙❉ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ❇❙❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✇❛✐t
❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k ✐♥ ❙❉ t♦ ♣❡r❢♦r♠ (k)wSD✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ wSD ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢②✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ w r❛♥❞♦♠ ❞✐❣✐ts ✐♥ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ st❛rt t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❉ ❢♦r t❤❡s❡ w ❞✐❣✐ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼
❝♦♠♣✉t❡s ❛ r❛♥❞♦♠ (k)wSD ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t k = (1 365)10 = (10101010101)2✳ ❙♦♠❡ ✇✐❞t❤✕w ❙❉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ k
❢♦r w = 2 ❛♥❞ w = 3 ❛r❡✿

(k)2SD







(11̄010111̄101̄1̄)BSD = (010100301̄003̄)2SD

(101̄1̄010111̄01)BSD = (1003̄01010101)2SD

(0101101̄01̄1̄11̄)BSD = (0100301̄003̄01)2SD

(0111̄101̄1̄0101)BSD = (01003003̄0101)2SD
✳✳✳

✺✼



✷✳✸✳ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

✐♥♣✉t✿ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❞t❤ w✱ ❛♥❞ k = (kn−1 · · · k0)2
♦✉t♣✉t✿ (k)wSD

✶✿ j ←− 0
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 1 t♦ n− 1 ❞♦
✸✿ ❝❤❛♥❣❡ (ki+1, ki, ki−1) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r
✹✿ ✐❢ j 6= w − 1 t❤❡♥
✺✿ j ←− j + 1
✻✿ ❡❧s❡
✼✿ ✐❢ ki−w−1 6= 0 t❤❡♥
✽✿ ki−w−1 ←− 2w−1ki−2 + · · ·+ 20ki−w−1

✾✿ (ki−2 · · · ki−w)←− (0 · · · 0)
✶✵✿ j ←− 0
✶✶✿ ✐❢ j 6= 0 t❤❡♥
✶✷✿ j ←− 1
✶✸✿ ✇❤✐❧❡ kn−w+j ❞♦
✶✹✿ j ←− j + 1
✶✺✿ kn−w+j ←− 2w−jkn + · · ·+ 20kn−w+j

✶✻✿ (kn · · · kn−w+j+1)←− (0 · · · 0)
✶✼✿ r❡t✉r♥ k

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤✕w ❙❉ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

(k)3SD







(11̄010111̄11̄11̄)BSD = (010005003003̄)3SD

(0111̄11̄010101)BSD = (01003003̄0005)3SD

(101̄1̄0111̄0111̄)BSD = (1003̄00050005)3SD

(11̄01101̄01̄1̄01)BSD = (010030005̄003̄)3SD
✳✳✳

■t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ (k)wSD t♦ ✉s❡ ✐t✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
♥❡✇ r❛♥❞♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k ❣r❛❞✉❛❧❧②✳ ❲❤❡♥ ❞✐❣✐t ki ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t ❞✐❣✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧r❡❛❞②
❝♦♠♣✉t❡❞✱ ♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧❛t❡♥❝② ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞
♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡
t♦❦❡♥✱ t❤❡ ✇✐❞t❤✲w NAF ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇✐❞t❤✲w SD ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❖♥❡ ❥✉st ♠✉st ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✭❛t ❧✐♥❡ ✷✮✿ 2w−2✳

✷✳✸✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇❤✐❝❤ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡
❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t✳ ■t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❚❤✐s ✉♥✐t r❡❝♦❞❡s t❤❡ s❝❛❧❛r k ♦♥✲
t❤❡✲✢② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r k ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r②✳ ❚❤❡ t✇♦✲✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡①❡rs s❡❧❡❝ts t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✐❣✐ts ♦❢ k t♦ ♣❡r❢♦r♠
f(kj , kj−1)✱ ✇❤❡r❡ f r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ ❚❤❡ t✇♦✲♦✉t♣✉t ❞❡♠✉❧t✐♣❧❡①❡rs st♦r❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞
r❡s✉❧ts ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐❣✐ts✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❝r❡❛t❡s ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s
❡❛❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡r ❛♥❞ ❞❡♠✉❧t✐♣❧❡①❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✳

✺✽



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

✐♥♣✉t✿ k = (kn−1 · · · k0)2✱ ❛♥❞ P ∈ E(Fp)
♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ ❯s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ (k)wSD ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r
✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ Pi = [i]P ❢♦r i ∈ {1, 3, . . . , (2w − 1)}
✸✿ Q←− O
✹✿ ❢♦r i ❢r♦♠ n− 1 ❞♦✇♥t♦ 0 ❞♦
✺✿ Q←− [2]Q
✻✿ ✐❢ (ki 6= 0) t❤❡♥
✼✿ ✐❢ ki > 0 t❤❡♥
✽✿ Q←− Q+ Pki

✾✿ ❡❧s❡
✶✵✿ Q←− Q− P−ki

✶✶✿ r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❲✐❞t❤✕w ❙❉ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❝❛❧❛r k ✐s ❛❧✇❛②s ❦❡♣t ✐♥ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡❣✐st❡r k s❡♥❞s t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst
❜✐ts (k0k1k2)2✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f r❛♥❞♦♠❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❜✐ts ✐♥ (k′0k

′
1k

′
2)BSD = (k′0k

′
1k

′
2)SD✳

◆❡①t✱ t❤❡ r❡❣✐st❡r k s❡♥❞s k3✱ ❛♥❞ f r❛♥❞♦♠❧② ❝❤❛♥❣❡s (k′1k
′
2k3)SD✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞

✉♥t✐❧ t❤❡ kn−1 ✐s s❡♥t✳ ❆ w✲❜✐t r❡❣✐st❡r r❡❝❡✐✈❡s ❛❧❧ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✐❣✐ts✱ ✇❛✐ts ❢♦r w ❞✐❣✐ts✱
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ w✲❜✐t ✇♦r❞ ✭❧✐♥❡ ✽ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✇✐♥❞♦✇ w s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✻ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❚✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s✐❣♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✐♥ ♦♥❡ ❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ w = 2✱ t❤❡ ❞✐❣✐t s❡t ✐s {3̄, 1̄, 0, 1, 3}✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝✐r❝✉✐t✲❧❡✈❡❧
❝♦❞✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✿

✺✾



✷✳✸✳ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

3̄

1̄

}

0
21

20 1

± 3

❋♦r ❛♥ ✐♥❞❡① i✱ ❡❛❝❤ ❞✐❣✐t ♦❢ k ♠❛② ❤❛✈❡ 1 + 2w ✈❛❧✉❡s ✐♥ s✐❣♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮✳ ■♥
t❤✐s ✈❡rs✐♦♥✱ ki ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ♦♥ w+ 1 ❜✐ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❜✐t ❢♦r t❤❡ s✐❣♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ❢♦r ❝♦❞✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |ki| ✐♥ ❜✐♥❛r②✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t ③❡r♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ t❤❡ s✐❣♥ ❜✐t ❝❛♥ ❜❡ 1
♦r 0✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ki = (kiw , · · · , ki1 , ki0)2✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ki = −3 ❛♥❞ w = 3✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡
ki = (1, 0, 1, 1)2✳ ■❢ ki = 5 ❛♥❞ w = 3✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ki = (0, 1, 0, 1)2✳

■♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡✳ ❖✉t♣✉ts ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s
t❤❡ s❛♠❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐❣✐t ③❡r♦ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❙❉ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❝♦❞❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ■❢ ③❡r♦ ✐s ❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst s✐❣♥❛❧✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ③❡r♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ki = −3 ❛♥❞ w = 2✱ t❤❡
♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ki = (1, 0, 0, 0, 0, 0)2✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐❢ ki = 0 ❛♥❞ ki+1 = 0✱ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ✇✐❧❧ ❜❡
ki = (0, 0, 1, 0, 0, 0)2 ❛♥❞ ki+1 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)2✳

❆❧❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❱❍❉▲ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❋P●❆ ✉s✐♥❣ ■❙❊ ✶✷✳✹ ❢r♦♠ ❳✐❧✐♥① ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡✛♦rts ❢♦r
s②♥t❤❡s✐s✱ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ r♦✉t❡✳ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✻ ❢♦r t❤❡ wSD
r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇✐t❤ w ∈ {1, 2, 3} ❛♥❞ n ∈ {160, 192, 224}✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r k ✐s ❛❧✇❛②s ❦❡♣t ✐♥
❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢②✳

❛r❡❛ ❢r❡q✳

n w s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③

✶✻✵

✶ ✺✽✼ ✭✽✺✵✴✶ ✼✼✾✮ ✷✺✶

✷ ✼✽✹ ✭✶ ✸✺✸✴✷ ✷✹✾✮ ✷✹✺

✸ ✽✶✹ ✭✶ ✺✶✻✴✷ ✸✵✶✮ ✷✶✼

✶✾✷

✶ ✼✽✶ ✭✶ ✵✵✾✴✷ ✺✾✺✮ ✷✸✷

✷ ✽✺✶ ✭✶ ✻✵✺✴✷ ✾✷✽✮ ✷✹✵

✸ ✾✽✾ ✭✶ ✽✵✸✴✸ ✷✷✵✮ ✷✵✺

✷✷✹

✶ ✽✶✾ ✭✶ ✶✻✾✴✷ ✼✵✼✮ ✷✵✸

✷ ✶ ✵✺✹ ✭✶ ✽✻✵✴✸ ✸✺✷✮ ✷✵✺

✸ ✶ ✶✺✹ ✭✷ ✵✾✶✴✸ ✻✵✼✮ ✶✾✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ wSD r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐♥ ♦♥❡ ❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

■♥ t❛❜❧❡ ✷✳✻✱ ❡❛❝❤ ❞✐❣✐t ♦❢ k ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ♦♥ 2w+2 ❜✐ts ✭♦♥❡ ❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ 0.5% ❝✐r❝✉✐t ❛r❡❛ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❤♦t

✻✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡s ✷✳✽ ❛♥❞ ✷✳✼ r❡♣♦rt ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ wSD r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡
❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ n ∈ {160, 224} ❛♥❞ w ∈ {1, 2, 3}✳ ❚❤❡ wSD r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛t❤ ❞❡❧❛② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ 10♥s ❛♥❞ 5♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts t♦ ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ❢♦r t♦♦❧s ❞❡t❛✐❧s✮✳

n w ❞❡❧❛② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❢✴✐♥✈ ♥♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧

✶✻✵

✶
✶✵ ✷✵ ✶✼✹✳✵ ✷ ✽✵✺✳✾ ✷✽ ✶✵✼✳✻ ✹✽ ✷✽✶✳✻

✺ ✷✵ ✷✵✵✳✷ ✷ ✼✻✸✳✺ ✷✽ ✶✵✼✳✻ ✹✽ ✸✵✼✳✾

✷
✶✵ ✷✾ ✺✺✻✳✵ ✸ ✶✸✵✳✻ ✷✽ ✹✷✵✳✸ ✺✼ ✾✼✻✳✸
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✸
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✺ ✹✵ ✷✽✼✳✺ ✸ ✶✹✷✳✼ ✹✼ ✷✽✶✳✶ ✽✼ ✺✻✽✳✻

✷✷✹

✶
✶✵ ✷✸ ✷✼✽✳✹ ✸ ✷✽✹✳✵ ✸✸ ✶✺✽✳✼ ✺✻ ✹✸✼✳✷

✺ ✷✸ ✸✽✶✳✸ ✸ ✷✹✾✳✼ ✸✸ ✶✺✽✳✼ ✺✻ ✺✹✵✳✶

✷
✶✵ ✹✸ ✺✺✾✳✹ ✸ ✻✷✷✳✽ ✺✵ ✷✻✹✳✺ ✾✸ ✽✷✹✳✵

✺ ✹✸ ✸✻✽✳✽ ✸ ✺✾✻✳✻ ✺✵ ✷✻✹✳✺ ✾✸ ✾✺✸✳✶

✸
✶✵ ✹✼ ✼✷✵✳✾ ✸ ✻✶✻✳✽ ✺✺ ✾✺✶✳✵ ✶✵✸ ✻✼✶✳✾

✺ ✹✻ ✷✶✻✳✵ ✸ ✺✹✹✳✷ ✺✺ ✾✺✶✳✵ ✶✵✷ ✶✻✼✳✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ❆r❡❛ r❡s✉❧ts ✭✐♥ µ♠2✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ wSD r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐♥
♦♥❡ ❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

✷✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ s♦❢t✇❛r❡ r❡s✉❧ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② P❆❘■✴●P ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣♦✇❡r❢✉❧ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭NAF✱ wNAF s❡❡ ❬✺✼✱ ♣✳ ✾✽❪✮✳

❇❡❧♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts
❢♦r s❤♦rt ❲❡✐❡rstr❛ss ❝✉r✈❡s ✭y2 = x3 − ax + b✮ ♦✈❡r Fp ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ❝✉r✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a
❛♥❞ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a = −3✱ ✉s✐♥❣ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ J ✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❜❡st
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛t ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✸ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✻ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✶✳✺ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳

❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ ♦♥ ✶✻✵ ❜✐ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞
♠✐①❡❞ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥✿ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ♦♥❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ A✮✳ mADD ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢
♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♠✐①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭J +A → J ✮✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ [k]P ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ✉s✐♥❣ ♦✉r r❛♥❞♦♠ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts
❜❛s❡❞ ♦♥ w❙❉ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ [k]P ✉s✐♥❣
✶✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦♥ ✶✻✵ ❜✐ts ✐s

62 ADD+ 112 DBL+ 71 TPL.

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✾ ✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥

✻✶



✷✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

n w ❞❡❧❛② ❝❡❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡t s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❡❧❧ ❧❡❛❦❛❣❡

✶✻✵

✶
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✷
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✸
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✶
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✷
✶✵ ✸ ✶✷✻✳✽ ✶✶✻✳✵ ✸ ✷✹✷✳✽ ✸✷✳✼

✺ ✻ ✷✺✼✳✷ ✷✸✸✳✽ ✻ ✹✾✶✳✶ ✸✷✳✼

✸
✶✵ ✸ ✹✽✸✳✻ ✶✶✻✳✷ ✸ ✺✾✾✳✾ ✸✼✳✺

✺ ✻ ✾✻✽✳✼ ✷✸✸✳✹ ✼ ✷✵✷✳✶ ✸✺✳✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✿ P♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ✭µ❲✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ wSD r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐♥
♦♥❡ ❤♦t ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

Fp✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r sq✉❛r❡ S ≈ 0.8 M✳

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇✐t❤

♠❡t❤♦❞ a = −3 a 6= −3
❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ✶ ✾✷✷✳✵M ✶ ✾✽✺✳✸M

NAF✱ ❙❉ ✶ ✻✺✾✳✼M ✶ ✼✷✸✳✵M

✸NAF✱ ✸❙❉ ✶ ✺✷✵✳✷M ✶ ✺✽✸✳✼M

✹NAF✱ ✹❙❉ ✶ ✹✸✻✳✶M ✶ ✹✾✾✳✶M

❉❇◆❙ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✶ ✻✺✾✳✷M ✶ ✼✼✶✳✹M

❚❛❜❧❡ ✷✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ n = 160✳

❚❤❡ ❝♦sts ♦❢ wNAF ❛♥❞ w❙❉ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ w❙❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞
♣♦✐♥ts t❤❛♥ wNAF ❜✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r s❡✈❡r❛❧
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❉❇◆❙ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ M ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❉❇◆❙ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛
❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✐s ❧❡ss s♣❛rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✿ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t ❛ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇❛s ♥♦t ❡✈❡r ♣r♦❞✉❝❡❞✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ t✇♦ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ♦♥✲t❤❡✲✢② r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r k ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ❤❛r❞✲
✇❛r❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐ts ✐♥ ❉❇◆❙ ❛♥❞ ✐♥ w❙❉ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❋P●❆ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ❆❙■❈✳ ❆❧❧ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐ts ❝❛♥ ✇♦r❦ ❛t ❛ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣r❡❛t❡r

✻✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❛❧❛r ❘❛♥❞♦♠ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❋P●❆ ❛r❡❛ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
❉❇◆❙ ✭r❡s♣✳ w❙❉✮ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❧❡ss t❤❛♥ 7% ✭r❡s♣✳ 28%✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❝❛❧❛r k ✐♥ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ r❛♥❞♦♠❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❞❡❞ s❝❛❧❛r k✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✭♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣s ❛♥❞ tr✐♣❧✐♥❣s✮ ✐s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
[k]P ✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❛❣❛✐♥st s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ♦❢ s✉❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛tt❛❝❦s✳
❖♥❧② ♦♥❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❧❡✈❡❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❛tt❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✸✳

❆ st✉❞② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ tr❛❞❡♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❤♦✇ r❡s✐st❛♥t ✐s ❡❛❝❤
s②st❡♠❄

✻✸





❈❤❛♣t❡r ✸

Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣
❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

❱❡r② ❡✣❝✐❡♥t s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ✭❙❈❆✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❛♥❛❧②s✐s ❬✽✵❪
♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②s✐s ❬✸❪ ❬✶✶✷❪✳ ❙✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ r✉♥♥✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤
❛s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥s ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❝♦r❞✐♥❣
❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♣♦✇❡r
❛tt❛❝❦s ✭s❡❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s t❡①t ❜♦♦❦ ❬✽✵❪✮✳ ❙✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❛♥❛❧②s✐s ✭❙P❆✱ s❡❡ ❬✽✵✱ ❈❤❛♣✳ ✺❪✮
❞✐r❡❝t❧② ✉s❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜❛s✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r tr❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♣♦✇❡r tr❛❝❡s ✇✐❧❧ ❞✐r❡❝t❧② s❤♦✇ ✇❤❡r❡✴✇❤❡♥
❛r❡ t❤❡ ADD ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ DBL ♦♥❡s✳ ❲✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡
❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❜✐ts ♦❢ k ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ✭ADD✮ ❛♥❞
s✉❜tr❛❝t✐♦♥s ✭SUB✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❡s✳
❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts✳ ❚❤✉s ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥♥♦t ❣✉❡ss ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ADD ♦r
❛ SUB✳ ■t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❛tt❛❝❦ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞✐❣✐ts✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦✱ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠✲
♣❧❛t❡s ❛tt❛❝❦s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ■♥ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✈❡r s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s
st♦r❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡② ❣✉❡ss
✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ tr❛❝❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❊❈❈ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛tt❛❝❦s
✐s t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❉P❆ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛❧❛r r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts✳ ❚❤❡
✜rst ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞✮ ♦♥❡ ✐s ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ ✭r❡s♣✳
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✮ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ✉s❡s
❛ r❡❣✉❧❛r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✶❪✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ✐s r❛♥✲
❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ✐s r❡❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✿ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❙❈❆s✳

◆♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡s ❛s ❬✽✵❪✱ ❛r❡✿

✕ k = (kn−1 · · · k1k0)2✱ k > 1 ✐s t❤❡ n✲❜✐t s❝❛❧❛r✱
✕ k(i) ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡② ✈❛❧✉❡ ❢♦r k✱
✕ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ tr❛❝❡s✱
✕ D ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ tr❛❝❡✱

✻✺



✸✳✶✳ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

✕ T =











t
(1)
1 t

(1)
2 · · · t

(1)
D

t
(2)
1 · · · · · · t

(2)
D

✳✳✳
✳✳✳

t
(l)
1 · · · · · · t

(l)
D











✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✐③❡ l×D✳ ❊❛❝❤

r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♣♦✇❡r tr❛❝❡ t✳ T ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡t ♦❢ l tr❛❝❡s t✳

✸✳✶ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

❚❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❤❛r✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪✱ ❛r❡ ❛ t②♣❡ ♦❢ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦✳ ❚❤✐s
❛tt❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✺✷✱ ✺✸✱ ✽✶✱ ✾✽✱ ✶✵✹✱ ✶✶✼❪ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧✿ t❤❡ ❛❞✈❡rs❛r② ❤❛s ❢✉❧❧ ❛❝❝❡ss t♦ ❛
❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦r❞ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❝❤♦s❡♥ ❦❡②s ❛♥❞ ♣❧❛✐♥t❡①ts✳ ❚❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t
❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❛tt❛❝❦s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♦r t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ t❡♠♣❧❛t❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r r❡❝♦r❞s s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❝❤♦s❡♥ ❦❡②s
❛♥❞ ♣❧❛✐♥t❡①ts✳ ❆ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ t❡♠♣❧❛t❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥❞❡r
❛tt❛❝❦❡r ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉s❡s
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ✭✐✳❡✳ t❤❡
s❝❛❧❛r✮✮ k ✉s❡❞ ❜② ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ k(i)✳

✸✳✶✳✶ ❚❡♠♣❧❛t❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✜rst ♣❤❛s❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛❝❡s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞✳ ❆ tr❛❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐❞❡
❝❤❛♥♥❡❧ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♠❛♥❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ tr❛❝❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❡♠♣❧❛t❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② tr❛❝❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❡♠♣❧❛t❡s ❝♦♥s✐st ✐♥
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r m ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C ♦❢
t❤❡ ♣♦✐♥ts✳

■❞❡❛❧❧②✱ t❡♠♣❧❛t❡s ♠✉st ❜❡ ❜✉✐❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
❦❡② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✉s❡❞ ❜② ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐s ❜✉✐❧t ❢♦r
❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❝❡s l✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❦❡② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ l
tr❛❝❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡♠♣❧❛t❡ (m,C) ❬✽✵✱ ❙❡❝✳ ✹✳✷✳✶❪✳

m = (m1, · · · ,mD) ✇✐t❤ mi =
1

l

l∑

j=1

t
(j)
i ,

C =
1

l − 1

l∑

j=1

(t(j) −m)⊺(t(j) −m).

✇❤❡r❡ t(j) ✐s t❤❡ jt❤ tr❛❝❡✱ ❛♥❞ t
(j)
i ✐s t❤❡ jt❤ tr❛❝❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ it❤ ♠❡❛s✉r❡✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤✐s ❛tt❛❝❦✳ ❉✐r❡❝t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜② ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❡♥t✐r❡ tr❛❝❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t r❡❞✉❝✐♥❣ tr❛❝❡s✱ ❛ ❣r❡❛t
❞❡❛❧ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ D ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐❢ D ✐s
✷ ✵✵✵ ♦r ❧♦♥❣❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❛♥ r✉♥ ✐♥t♦ ❛❝❝✉r❛❝② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙♦♠❡ ❡rr♦rs

✻✻



❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✇❤❡♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐①✮✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ tr❛❝❡s✿ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❧❡❛❦ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦t❤❡rs
❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts t♦ ✉s❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱
s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦r ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥ts
♠❛❦❡ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ❧❡♥❣t❤ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ tr❛❝❡ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ tr❛❝❡s✳ ❆♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❛❧②s✐s ❬✻✸❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❡♠♣❧❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❡♠♣❧❛t❡s ✇✐t❤
♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧s✱ t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❬✺✽❪ ♦r t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❦❡②s ❬✽✵✱
♣♣✳ ✶✵✺✕✶✶✽❪✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
❛tt❛❝❦❡❞ ❞❡✈✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❜✉✐❧❞s t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r (d(i), k(i))✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ tr❛❝❡ ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦r ❛❧❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ d(i)✱ k(i) ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ (d(i), k(i))✳

✸✳✶✳✷ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ tr❛❝❡s t ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s❡❝r❡t ❦❡②
k✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✉s❡s t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② k(i)✳ ❋r♦♠ t❤✐s
s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ T ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❝❡s t✱ ✇✐t❤ D ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤
tr❛❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ (m,C)d(i),k(i) ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛❝❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ pr ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

pr(t|k(i)) = pr(t; (m,C)d(i),k(i)) =
1

√

(2π)D det(C)
exp−

1
2
(t−m)C−1(t−m)⊺ .

❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❡♠♣❧❛t❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❡♠♣❧❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ (d(i), k(i))✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛tt❛❝❦❡❞ s✉❜❦❡②
❝❛♥ t❛❦❡ K ✈❛❧✉❡s✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

pr(t|k(1)), pr(t|k(2)), · · · , pr(t|k(K)),

✇✐t❤ K ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜❦❡②s✳ ❲❤❡♥ K ✐s ❤✐❣❤✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡♠♣❧❛t❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❣✉❡ss ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t
❦❡②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t❡♠♣❧❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ t❡♠♣❧❛t❡✱ ❛♥❞ s♦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❦❡②✳ ❚♦ r❡✜♥❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ t❡♠♣❧❛t❡ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠ r❡❝❛❧❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
pr(k(i)|t) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡
♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(k(i)) ❛♥❞ pr(t|kj) ❢♦r j = 1, · · · ,K✿

pr(k(i)|t) = pr(t|k(i))× p(k(i))
∑

K

j=1

(
pr(t|k(j))× p(k(j))

) .

❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛❝❡ ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❦❡②✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✭t❤❡ s✐❣♥❛❧✮ ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✭t❤❡ ♥♦✐s❡✮ ❬✾✼✱ ♣✳
✼✹❪✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❡t✉♣ t❤❛t ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛tt❛❝❦✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❬✽✵✱ ❙❡❝✳ ✸✳✺❪✳

✻✼



✸✳✷✳ ❯s❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❆tt❛❝❦s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❛tt❛❝❦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞
tr❛❝❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ tr❛❝❡s T ❛❧❧♦✇s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pr(k(i)|T ) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧✐❦❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢r♦♠ pr(k(i)|t)✱ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pr(k(i)|T )✱ t❤❛t ✐s ❛ ❦❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛❝❡s✿

pr(k(i)|T ) =

(
∏l

j=1 pr(t
(j)|k(i))

)

× p(k(i))

∑
K

g=1

((
∏l

j=1 pr(t
(j)|k(g))

)

× p(k(g))
) ,

✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❝❡s ✐♥ T ✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❝❡s ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡
❛tt❛❝❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

✸✳✷ ❯s❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❆tt❛❝❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❊❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
❈♦❧❧❡❣❡ ❈♦r❦ ✭❯❈❈✱ ■r❡❧❛♥❞✮ ❜② ❇②r♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❛ ❞♦❝t♦r❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ st✉❞❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞s
❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❣r❛♥t ❢r♦♠ ❯❊❇ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡✮ t♦ ❝❛rr② ♦✉t
r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❯❈❈ ❢♦r t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

✸✳✷✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙❡t✉♣s

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ❳✐❧✐♥① ❳❈✺❱▲❳✺✵ ❋P●❆ ❡♠❜❡❞❞❡❞
♦♥ ❛ ❙❛s❡❜♦✲●■■✳ ❆♥ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧②
❢♦r t❤❡ ❋P●❆s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜♦❛r❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣♦✇❡r ♥❡ts ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋P●❆✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss♦r ♦♥ t❤❡ ❜♦❛r❞✱ ❛ ✇r❛♣♣❡r ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ t♦ ❛❝t ❛s t❤❡
✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✇r❛♣♣❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❡r✱ ❛ ❋❙▼ ✭✜♥✐t❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮ ❛♥❞
❛ ❘❖▼ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❦❡②s ❢♦r t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r
❝♦✉♥ts t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❘❖▼✳ ❚❤❡ ❋❙▼ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts
❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ❦ ❛♥❞ t❤❡♥ tr✐❣❣❡rs t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t♦ st❛rt t❤❡ ♣♦✐♥t s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✹❪✳

✸✳✷✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❆♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❛♥② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
p t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❆♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ◆■❙❚ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✜❡❧❞ p192 =
2192−264−1 ❬✺✼✱ ❆♥♥❡① ❆✳✷✳✶❪✳ ❚❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n = 192 ❜✐ts ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✉♥✐t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥
✭♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥✮✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❬✷✷❪✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t P ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡ E ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k = (kn−1 · · · k0)2 tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ✭❊❆❈✮✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ [k]P ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ▲❡t t❤❡ ❊❆❈ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡❣❡r k ❜❡ v = (1, 2, 3, v4, · · · , vs) ✇✐t❤ vi ∈ N✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ vis ❜② ✵ ❛♥❞ ✶✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s t❤❡ ❝❤❛✐♥ c✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ c = (c4, · · · , cs) ✇✐t❤ ci ∈ {0, 1} t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

✻✽



❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ◆■❙❚ ❝✉r✈❡ P✲✶✾✷ ✭❢r♦♠ ❬✷✹❪✮✳

❊❆❈ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r k ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥ c ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✽✷❪ ❢♦r ❡❛❝❤
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✐♥♣✉t✿ P ∈ E(Fp)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥ c = (c4 · · · cs)2 ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r k
♦✉t♣✉t✿ [k]P

✶✿ U1 ← [2]P
✷✿ U2 ← P
✸✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 4 t♦ s ❞♦
✹✿ ✐❢ ci = 1 t❤❡♥
✺✿ U1 ← U1 + U2

✻✿ U2 ← U2

✼✿ ❡❧s❡
✽✿ U1 ← U1 + U2

✾✿ U2 ← U1

✶✵✿ U1 ← U1 + U2

✶✶✿ r❡t✉r♥ U1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s ✭❢r♦♠ ❬✸✶❪✮✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐s (s − 2)ADD + 1DBL✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛✈♦✐❞ s✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛tt❛❝❦s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜✐t ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ c
✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s❝❛❧❛r k✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❛ ♣♦✇❡r tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ♣r❡✈❡♥ts s✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❛tt❛❝❦s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ❛r❡
♦♥❧② ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣♦✇❡r tr❛❝❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❡ss ❦❡② ❞✐❣✐ts ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦✇❡r
tr❛❝❡✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ r❡s✐st♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✳

✻✾
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Fp n = 192

Fp n = 192



❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

✸✳✷✳✹ P♦✇❡r ▼♦❞❡❧

P♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♠❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❡②
♣❡r❢♦r♠✱ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡② ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❜✐t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ❝♦♥s✉♠❡s ♣♦✇❡r ✐♥ ❋P●❆s✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
t❛r❣❡t ❞❡✈✐❝❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡s❡ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠s ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❦❡② ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❊①❛♠♣❧❡✳ ▲❡t ✉s s❡❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛✐♥s c ❛♥❞ c′✿

c = (100110)2 c′ = (110101)2

begin (U1, U2) = ([2]P, P ) begin (U ′
1, U

′
2) = ([2]P, P )

c4 = 1 (U1, U2) = ([3]P, P ) c′4 = 1 (U ′
1, U

′
2) = ([3]P, P )

c5 = 0 (U1, U2) = ([4]P, [3]P ) c′5 = 1 (U ′
1, U

′
2) = ([4]P, P )

c6 = 0 (U1, U2) = ([7]P, [4]P ) c′6 = 0 (U ′
1, U

′
2) = ([5]P, [4]P )

c7 = 1 (U1, U2) = ([11]P, [4]P ) c′7 = 1 (U ′
1, U

′
2) = ([9]P, [4]P )

c8 = 1 (U1, U2) = ([15]P, [4]P ) c′8 = 0 (U ′
1, U

′
2) = ([13]P, [9]P )

c9 = 0 (U1, U2) = ([19]P, [15]P ) c′9 = 1 (U ′
1, U

′
2) = ([22]P, [9]P )

end U1 = [34]P end U ′
1 = [31]P

■♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛ ✶✾✷✲❜✐t ✇✐❞❡ ❘❆▼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❖✉t♣✉ts ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✐s
st♦r❡❞ ✐♥ ▲❯❚s✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❘❆▼ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r st♦r✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ci ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ ❘❆▼ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
U1 ❛♥❞ U2✱ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥
❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❆▼✳ ■♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s 9 ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ 11 ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ 5 sq✉❛r❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❋P●❆
❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❘❆▼ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜✐t ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
s❝❛❧❛r k✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✐♥ts✱ U1 ❛♥❞ U2✱ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
❦❡② ❜✐t ✈❛❧✉❡ ✐s ✶ ♦r ✵✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭0 → 1 ❛♥❞ 1 → 0✮ t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t
❞✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜✐t✳

P♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❝❡❧❧s✳ ❲❤❛t ❝♦♥s✉♠❡s ✐s t❤❡
❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❆▼✳ ❆s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝✐r❝✉✐t✱ ♦t❤❡r ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❜✉s❡s ❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ♣♦✇❡r ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ r❡❣✐st❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ✶ ✵✵✵ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❛r k✱ ❛♥❞ ✶ ✵✵✵ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❛r k′✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ✶ ✵✵✵ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦✐❝❡✳ ❇❡❧♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝q✉✐r❡❞ tr❛❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②✳ ❋♦r ❛ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r tr❛❝❡s ❛r❡ s✉❜✲
tr❛❝t❡❞✱ ♥♦ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s♠❛❧❧❡r ♣❡❛❦s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♦♥❧② ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ [2]P ✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡
t❡♠♣❧❛t❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡❝r❡t ❦❡②s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦s ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣❡❛❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦♠❡ ❞❛t❛ ❛t ❢❡✇ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
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k

k P k P

[k]P P



k = (k191 · · · k1k0)2

c

23 = 8
P

(k(0), k(1), · · · , k(7)) = (000, 001, · · · , 111)2
T

8× 1 000 = 8 000



pr(k(i)|t)

k

t

T

pr(k(i)|t)
t

pr(k(i)|t)
[0, 1]

k(i) = 5
pr(5|t) k(i) = 5

0.74 0.26

k(i)

pr(k(i)|t)
k(i) = 5



k(i) = 7 pr(k(i)|t) 0.48
k(i) = 5 k(i) = 5

k(i) = 7
k(i) = 7

pr(k(i)|t) t k(i) = 7 k(i) = 5

pr(k(i)|t)
pr(k(i)|T ) T

k(i) = 5
k(i) = 5

pr(k(i)|T )
k(i) = 5



pr(k(i)|T ) k(i) =
5

k



pr(k(i)|T )

k

k [k]P
k

(

k + r#E(Fp)
)

r

k′ ≡ k mod N

ki

ki



✸✳✸✳ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦❧❧❡❝t❡❞ tr❛❝❡s✳

✇❡ ❥✉st ✉s❡ t❤✐s s②st❡♠ ❢♦r ✐ts r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥✲t❤❡✲✢②✳
❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡❝t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉♥✐t ✇❤✐❝❤ r❡❝♦❞❡s ♦♥✲t❤❡✲✢② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇❛s ❤✐❣❤❧② t❡st❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛❢♦r❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳
❚❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ t❤❛t ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛② ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ r❛♥❞♦♠✐③✐♥❣✳

✐♥♣✉t✿ P ∈ E(Fp) ❛♥❞ k = (kn−1 · · · k1k0)2SD ✇✐t❤ ki ∈ {1̄, 0, 1}
♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q← O
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ n− 1 ❞♦✇♥t♦ 0 ❞♦
✸✿ Q← [2]Q
✹✿ ✐❢ ki 6= 0 t❤❡♥
✺✿ Q← Q+ kiP
✻✿ ❡❧s❡
✼✿ Q′ ← Q+ P
✽✿ r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❉♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✲❛❧✇❛②s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐ts ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲❡t t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② k = (kn−1 · · · k1k0)2✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r k✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱
✐s r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✐♥ ❛ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ k = (kn · · · k1k0)2SD ✇✐t❤ ki ∈
{1̄, 0, 1}✳ ❚❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✱ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥ts ❛❣❛✐♥st
s✐♠♣❧❡ ❙❈❆s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥
✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ n ADD + n DBL✳ ❲❤❡r❡❛s t❤✐s

✼✽



❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡s✐st❛♥t ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✱ ❢❛✉❧t ❛tt❛❝❦s ❜❡❝♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞✉♠♠② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❛♥ ADD ✐s ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜✉t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ADD ♠❛② ♥♦t
❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤r❡❡ ❜✐ts ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❜② t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❜✐ts st❛rt✐♥❣ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐❣✐t ✜rst ❛r❡ r❡❝♦❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐❣✐t ✵✱ ✶ ♦r 1̄ ✭s❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐❣✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥ 0✱ 1 ♦r 1̄✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐❣✐t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐❣✐t✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐❣✐t ✭❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t
✇❡ ❛r❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t ✜rst✮✳

t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡ ✹t❤ ❞✐❣✐t ✐s ✵ t❤❡ ✹t❤ ❞✐❣✐t ✐s ✶ t❤❡ ✹t❤ ❞✐❣✐t ✐s 1̄ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② ∗ ∗ ∗0 ∗ ∗ ∗1 ∗ ∗ ∗1̄ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s

✵✵✵ ✵✵✶✱ 011̄✱ 11̄1̄ 001̄✱ 01̄1✱ 1̄11 ✼

✵✵✶ 011̄✱ 11̄1̄ ✵✶✵✱ 11̄0 ✵✵✵ ✻

✵✶✵ 11̄0 ✵✶✶✱ 11̄1✱ 101̄ 011̄✱ ✵✵✶✱ 11̄1̄ ✽

✵✶✶ 11̄1✱ 101̄ ✶✵✵ ✵✶✵✱ 11̄0 ✻

✶✵✵ ✶✵✶✱ 111̄ 101̄✱ 11̄1✱ ✵✶✶ ✻

✶✵✶ 111̄ ✶✶✵ ✶✵✵ ✹

✶✶✵ ✶✶✶ 111̄✱ ✶✵✶ ✹

✶✶✶ ✶✶✵ ✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ✸ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ s❤♦✇s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❦❡② (001)2 ❤❛s s✐① ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐❣✐t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡r r❡❝♦❞❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s (010)2 ❛♥❞ (011)2 ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ (11̄1)✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡❝♦❞❡❞ ❞✐❣✐ts ❛r❡ ❜♦❧❞
❢♦♥t✿
✵✶01 −→ 11̄✵✶ −→ 11̄11̄✱
✵✶10 −→ 11̄10✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②
r❡❝♦❞✐♥❣s✱ tr❛❝❡s ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❦❡②s✳ ❆ t❡♠♣❧❛t❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❦❡②s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢❡❡❧ t❤❛t ❛
t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t
✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦✉r ❜✐ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤r❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡
t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦✉r ❜✐ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧
❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜❢t❤ ❞✐❣✐t✳ ❚❤✉s✱ s♦♠❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ■♥ t❤✐s ❛tt❛❝❦✱ ✇❡ tr② t♦
❣✉❡ss t❤r❡❡ ❞✐❣✐ts ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ❇❡❧♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠❧②
r❡❝♦❞❡❞ ❞✐❣✐ts✳

❋P●❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤✐s ✉♥✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛
r❛♥❞♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r k ❞✐❣✐t ❜② ❞✐❣✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss♦r ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n = 192 ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥
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✸✳✸✳ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❧❛✉♥❝❤❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐❣✐t ♦❢ ki ∈ {−1, 0, 1} ♦♥ ✷ ❜✐ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t
✉♥✐t✳

❚❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❢❡❡❞❜❛❝❦
s❤✐❢t r❡❣✐st❡rs ✭▲❋❙❘✮✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❛s 214 − 1 = 16 383✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❡♠♣❧❛t❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ✶ ✵✵✵ tr❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts✳ ❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ ✉s❡❞ ✇❛s x14 + x12 + x11 + x+ 1✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✭✇✐t❤
t❤❡ ◆■❙❚ ❝✉r✈❡ P✲✶✾✷✮✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ r❡♣♦rts ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n = 192
❜✐ts ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✲❛❧✇❛②s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
♦♥❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t ♣❡r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❦❡② r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t✳

❙❉ r❛♥❞♦♠ ♠❡♠♦r② ❛r❡❛ ❢r❡q✳

r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t t②♣❡ s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ❇❘❆▼ ▼❍③

✇✐t❤
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✷ ✽✵✽ ✭✷ ✼✸✷✴✾ ✵✻✻✮ ✵ ✶✺✵

❇❘❆▼ ✷✸✶✸ ✭✷ ✷✻✵✴✽ ✽✺✺✮ ✻ ✶✺✵

✇✐t❤♦✉t
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✷ ✺✺✵ ✭✷ ✹✽✹✴✽ ✺✵✼✮ ✵ ✶✺✵

❇❘❆▼ ✷✵✽✹ ✭✷ ✵✼✸✴✼ ✾✽✺✮ ✻ ✶✺✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ♦✈❡r Fp ✇✐t❤ n = 192
❜✐ts✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✸ t❤❛t t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ✐s r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢②
❝❛♥ ✇♦r❦ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ r❡❣✐st❡rs ❛♥❞ ▲❯❚s t❤❛♥ t❤❡ ✉♥♣r♦t❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✭❛❜♦✉t 10% ♠♦r❡
s❧✐❝❡s✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡② r❡❝♦❞✐♥❣
✉♥✐t t♦ ✉s❡ ✐t✳ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣s ❜② ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐❣✐t ki ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t ❞✐❣✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② r❡❝♦❞❡❞✱ ♦r ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ✉s❡ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧❛t❡♥❝② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ ❞✐❣✐t r❡q✉✐r❡s ❢❡✇ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❤✉♥✲
❞r❡❞s t♦ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✳

❚✇♦ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡♠✲
♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦✱ t❡♠♣❧❛t❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❝❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦✇❡r tr❛❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✉♥❞❡r ❛tt❛❝❦ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s
✭t❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ✜♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ✜rst t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ♦♥ ❛
❦❡② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✿ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s✐① ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❜✐ts ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
r❡❝♦❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ ❜✐ts ❛r❡ ♥♦t✳ ❋♦r t❤✐s ❛tt❛❝❦✱ t❡♠♣❧❛t❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢♦r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡
❜✐ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ ❜✐ts ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ❉P❆ s❡❝✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣✉❡ss t❤r❡❡ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❚♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
✐s ❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡② (111)2 ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❧❡ss ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❛❜❧❡ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s✉❜❦❡② ✈❛❧✉❡ (111)2 ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ❜② ✐ts❡❧❢ ♦r ❜② t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ (110)2✳ ❆ ✉♥✐t r❡❝♦❞❡s r❛♥❞♦♠❧② t❤❡ t❤r❡❡ ❜✐ts ♦♥✲t❤❡✲✢② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜✐✲
♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛tt❛❝❦✳ ■♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✽ t❡♠♣❧❛t❡s
❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ✶ ✵✵✵ tr❛❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡② ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❡♠♣❧❛t❡s
❛r❡ ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢
❡❛❝❤ tr❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❡①tr❛❝t t❤❡ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦✜❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pr(k(i)|t) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ ❛ tr❛❝❡ t✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ k(i)❄ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②✳ ❚❤❡ t♦♣ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pr(k(i)|t) ❢♦r ❡❛❝❤ ✶✵✵ tr❛❝❡s t ❛♥❞
❦❡②s k(i)✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s pr(k(i)|t)
❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ tr❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❦❡② ✈❛❧✉❡✳

❇② t❤❡ t♦♣ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②✳ ❋♦r t❤❡ ✶✵✵ tr❛❝❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❧❛t❡s ✜t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
pr(k(i)|t) ❛r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢♦r t♦♦ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②s✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡② ✐♥❞✐❝❛t❡ t♦♦ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t
t❡♠♣❧❛t❡s✳ ◆♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡✱ t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✶✵✵ tr❛❝❡s ❛r❡ ❛❜♦✉t 0.2 ❢♦r t❤r❡❡ ❦❡② ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❜♦✉t 1.75✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡st ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ❦❡② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❊①✲

✽✶



pr(k(i)|t)
k(i)

pr(k(i)|T )
pr(k(i)|T )

23 = 8

8× 17 = 136



Q

23 = 8 Q

136× 1 000 = 136 000

pr(k(i)|t)
k(i)

pr(k(i)|t) t

pr(k(i)|t)

k(0) = (000)2 = 0 k(7) = (111)2 = 7

pr(k(i)|t)



pr(k(i)|t)

(000, 001, · · · , 111)

pr(k(i)|t)

k(i) = 8 k(i) = 12

k(i) = 8 0.67 1.6
k(i) = 12 0.42 1.8

k(i) = 8
pr(k(i)|t) 0 0.3

pr(k(i)|t)

pr(k(i)|t)

pr(k(i)|t)

pr(k(i)|T ) T

pr(k(i)|t)
k(i) t

pr(k(i)|T )
k(i) = 8

pr(k(i)|T ) k(i) = 8
(000)2



pr(k(i)|t) t

0.8 0.88 k(i) = 8
k(i) = 12 pr(k(i)|T )

pr(k(i)|t) k(i) = 12 k(i) = 8
pr(k(i)|t) k(i) = 8

k(i) = 12 k(i) = 12

(k188, k187, k186)



✸✳✹✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❘❡❝♦❞❡❞ ❉✐❣✐ts ❢♦r ❛♥ ❆tt❛❝❦

✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✉s❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♥❡①t
❜✐ts✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❦❡② ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤✐s ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤✐s ❛tt❛❝❦✱ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡
✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❦❡② ❣✉❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t Q✳ ❚❤✐s ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t
✜ts t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✈❛❧✉❡ (11̄1)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❝❛♥ ❜❡ (010)✱
(011)✱ ♦r (100)✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✜rst t❤r❡❡
❜✐ts ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❦❡② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳

✸✳✹ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❘❡❝♦❞❡❞ ❉✐❣✐ts ❢♦r ❛♥ ❆tt❛❝❦

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ r❡❝♦❞✐♥❣✱ ✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐❣✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ (101̄) ❤❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✷✳

✸✳✹✳✶ ❲❡✐❣❤t ♦❢ ❘❡❝♦❞✐♥❣s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❛❜❧❡ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r t❤r❡❡ ❜✐ts✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡
s❤♦✇s t❤❛t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐ts ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡❝♦❞✐♥❣s ❝❛♥
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤✉s✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ❛s (11̄1) ❛♥❞ (111̄) ❤❛s t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❞✐❣✐t 1̄ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ❞✐❣✐t ✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦st ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s s❝❛♥ t❤❡ ❦❡② k ❞✐❣✐t ❜② ❞✐❣✐t✳ ❲❤❡♥ ki = 1̄✱ ❛ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❲❤❡♥
ki = 1✱ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
s♦ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❬✺✼✱ ♣✳ ✾✽❪✳

❚❤✉s✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦r ❛ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
s✐♠✐❧❛r✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t (x, y) ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t (x,−y)✳ ■♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦✐♥t (X : Y : Z) ✐s (X : −Y : Z)✳ ❚❤✉s✱ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦r ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦✐♥t✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ r❡❝♦❞✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ❧✐❦❡ ♦♥❡ r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ (101) ❛♥❞ (101̄) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ADD ❛♥❞ SUB ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❡q✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ t❤❡
t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣s✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❞❡❝r❡❛s❡s✳

✸✳✹✳✷ ❘❡❝♦❞✐♥❣ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ■♥✐t✐❛❧ ❇✐ts

❚❛❜❧❡s ✸✳✹✱ ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻ s❤♦✇ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ♦♥❡✱ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✏★ ♣♦ss✑✱ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s 1̄⇔ 1✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐❣✐t 1̄ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤ t❤❡ ❞✐❣✐t ✶✳

t❤❡ ✜rst ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡ ✷♥❞ ❞✐❣✐t ✐s ✵ t❤❡ ✷♥❞ ❞✐❣✐t ✐s ✶ t❤❡ ✷♥❞ ❞✐❣✐t ✐s 1̄
★ ♣♦ss

★ ♣♦ss

❜✐t ♦❢ t❤❡ ❦❡② ∗0 ∗1 ∗1̄ ✇✐t❤ 1̄⇔ 1

✵ ✶ 1̄ ✸ ✷

✶ ✵ ✷ ✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♦♥❡ ❜✐t✳

✽✻



❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

t❤❡ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡ ✸r❞ ❞✐❣✐t ✐s ✵ t❤❡ ✸r❞ ❞✐❣✐t ✐s ✶ t❤❡ ✸r❞ ❞✐❣✐t ✐s 1̄
★ ♣♦ss

★ ♣♦ss

❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② ∗ ∗ 0 ∗ ∗ 1 ∗ ∗ 1̄ ✇✐t❤ 1̄⇔ 1

✵✵ ✵✶✱ 11̄ 01̄✱ 1̄1 ✺ ✸

✵✶ 11̄ ✶✵ ✵✵ ✹ ✹

✶✵ ✶✶ 11̄✱ ✵✶ ✹ ✸

✶✶ ✶✵ ✷ ✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t✇♦ ❜✐ts✳

t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡ ✹t❤ ❞✐❣✐t ✐s ✵ t❤❡ ✹t❤ ❞✐❣✐t ✐s ✶ t❤❡ ✹t❤ ❞✐❣✐t ✐s 1̄
★ ♣♦ss

★ ♣♦ss

❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② ∗ ∗ ∗0 ∗ ∗ ∗1 ∗ ∗ ∗1̄ ✇✐t❤ 1̄⇔ 1

✵✵✵ ✵✵✶✱ 011̄✱ 11̄1̄ 001̄✱ 01̄1✱ 1̄11 ✼ ✹

✵✵✶ 011̄✱ 11̄1̄ ✵✶✵✱ 11̄0 ✵✵✵ ✻ ✻

✵✶✵ 11̄0 ✵✶✶✱ 11̄1✱ 101̄ 011̄✱ ✵✵✶✱ 11̄1̄ ✽ ✻

✵✶✶ 11̄1✱ 101̄ ✶✵✵ ✵✶✵✱ 11̄0 ✻ ✻

✶✵✵ ✶✵✶✱ 111̄ 101̄✱ 11̄1✱ ✵✶✶ ✻ ✹

✶✵✶ 111̄ ✶✶✵ ✶✵✵ ✹ ✹

✶✶✵ ✶✶✶ 111̄✱ ✶✵✶ ✹ ✸

✶✶✶ ✶✶✵ ✷ ✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤r❡❡ ❜✐ts✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❞✐❣✐t 1̄ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❞✐❣✐t ✶✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡✲
❝♦❞✐♥❣s ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s (101̄) ❛♥❞ (101) ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣
❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts (100) ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s 1⇔ 1̄✳

❍♦✇❡✈❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs 1 ⇔ 1̄✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❜✐ts ❛r❡ ✸✱ ✾ ❛♥❞ ✷✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✮✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs 1⇔ 1̄✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❜✐ts ❛r❡ ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✽✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❢♦r n ❜✐ts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 2n ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✲
✐♥❣s✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ 0 ❛♥❞ 1 ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✭✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✹✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
✭1 6⇔ 1̄✮✱ 1 ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ 1̄✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s s❤r✉♥❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧
❜✐ts✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✻ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs 1̄ ⇔ 1✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✽✳ ❋♦r t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✺ ♦✈❡r ✾ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t 1̄ ❛♥❞ ✶ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✹ ♦✈❡r ✹ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳

❚❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❞✐❣✐t 1̄ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞✐❣✐t ✶ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦r❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ (11̄1) ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r (010) ❛♥❞ (011)✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡
r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ❛s (11̄1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧
♠❛t❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②s✳ ❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❦❡②s✳

✽✼



✸✳✹✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❘❡❝♦❞❡❞ ❉✐❣✐ts ❢♦r ❛♥ ❆tt❛❝❦

✸✳✹✳✸ ❆♥t❡❝❡❞❡♥ts ♦❢ ❘❡❝♦❞✐♥❣s

❚❛❜❧❡s ✸✳✼✱ ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾ s❤♦✇ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❘❡❝♦❞✐♥❣s
✇✐t❤ ❛ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦ s❡❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts✳

❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢

r❡❝♦❞✐♥❣s ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts

✵ ✵✱ ✶ ✷ } 2
✶ ✵✱ ✶ ✷

}

2
1̄ ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❆♥t❡❝❡❞❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐t✳

❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢

r❡❝♦❞✐♥❣s ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts

✵✵ ✵✵✱ ✵✶ ✷ } 2
✵✶ ✵✵✱ ✵✶✱ ✶✵ ✸

}

3
01̄ ✵✵ ✶

✶✵ ✵✶✱ ✶✵✱ ✶✶ ✸
}

3
1̄0 ✵

✶✶ ✶✵✱ ✶✶ ✷ 





4
11̄ ✵✵✱ ✵✶✱ ✶✵ ✸

1̄1 ✵✵ ✶

1̄1̄ ✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✽✿ ❆♥t❡❝❡❞❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ ✸✳✻✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧
❜✐ts (111) ✐s ✇❡❛❦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t✇♦ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿ (110) ❛♥❞ (111)✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❤❛✈❡ ✻ ❛♥❞ ✽ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡s❡
r❡❝♦❞✐♥❣s ♠❛t❝❤ ✻ ❛♥❞ ✽ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❧❛t❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐s ♥♦t
♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts
❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts (10)✳ ❚❤✐s
s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ t♦ (01)✱ (10) ❛♥❞ (11)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ r❡❝♦❞❡❞ t♦ (11̄)✱ ❜✉t t❤✐s r❡❝♦❞✐♥❣
✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (11)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ✷✱ ✸
❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (10) ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❜② t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣✱ t❤r❡❡
tr❛❝❡s ♦✉t ♦❢ ❢♦✉r ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣✱ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s t❤❡
s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ❛♥♦t❤❡r✳

✸✳✹✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❘❡❝♦❞❡❞ ❉✐❣✐ts

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ❛r❡ ♦♥ ✸ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ❞✐❞ ♥♦t s✉❝❝❡❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❆ q✉❡st✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡✱ ✇❤❛t

✽✽



❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

r❡❝♦❞✐♥❣s ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts

✵✵✵ ✵✵✵✱ ✵✵✶ ✷ } 2
✵✵✶ ✵✵✵✱ ✵✵✶✱ ✵✶✵ ✸

}

3
001̄ ✵✵✵ ✶

✵✶✵ ✵✵✶✱ ✵✶✵✱ ✵✶✶ ✸
}

3
01̄0 ✵

✵✶✶ ✵✶✵✱ ✵✶✶✱ ✶✵✵ ✸ 





5
011̄ ✵✵✵✱ ✵✵✶ ✷

01̄1 ✵✵✵✱ ✵✶✵ ✷

01̄1̄ ✵

✶✵✵ ✵✶✶✱ ✶✵✵✱ ✶✵✶ ✸
}

3
1̄00 ✵

✶✵✶ ✶✵✵✱ ✶✵✶✱ ✶✶✵ ✸ 





5
101̄ ✵✶✵✱ ✵✶✶✱ ✶✵✵ ✸

1̄01 ✵

1̄01̄ ✵

✶✶✵ ✶✵✶✱ ✶✶✵✱ ✶✶✶ ✸ 





6
11̄0 ✵✵✶✱ ✵✶✵✱ ✵✶✶ ✸

1̄10 ✵

1̄1̄0 ✵

✶✶✶ ✶✶✵✱ ✶✶✶ ✷






8

111̄ ✶✵✵✱ ✶✵✶✱ ✶✶✵ ✸

11̄1 ✵✶✵✱ ✵✶✶✱ ✶✵✵ ✸

11̄1̄ ✵✵✵✱ ✵✵✶✱ ✵✶✵ ✸

1̄11 ✵✵✵ ✶

1̄11̄ ✵

1̄1̄1 ✵

1̄1̄1̄ ✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✾✿ ❆♥t❡❝❡❞❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐ts✳

❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✶✱ ✷✱ ✹ ♦r ♠♦r❡ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② t♦ ❜✉✐❧❞ t❡♠♣❧❛t❡s❄ ❉♦❡s t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡
❛tt❛❝❦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡❄

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✹ ♦r ♠♦r❡ ❜✐ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✸✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♠✉st ❜✉✐❧❞ ♠♦r❡
t❡♠♣❧❛t❡s✿ 24 = 16 t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ❢♦✉r ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✱ t❤❛t ✐s 2n t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r n ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳

✽✾



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✇✐❧❧
✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✳ ❙♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛
t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts
❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✹ ♦r ♠♦r❡ ❜✐ts✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✶ ♦r ✷ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② t♦ ❜✉✐❧❞ t❡♠♣❧❛t❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✸ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❢♦r
❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts✳

P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✶ ❜✐t ♦❢ t❤❡ ❦❡② t♦ ❜✉✐❧❞ t❡♠♣❧❛t❡s✱ ❞✐❣✐ts ✵ ❛♥❞ ✶ ❝❛♥ ❜❡
r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t 1̄ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✐❣✐ts ✵
❛♥❞ ✶ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✷ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② t♦ ❜✉✐❧❞ t❡♠♣❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❞✐❣✐t 1̄
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞✐❣✐t ✶✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✹✱ ♦✈❡r ✹ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✸ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✻ ♦✈❡r ✽ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ✷ ❜✐ts t❤❛♥ ❢♦r ✸ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r ✷ ❜✐ts t❤❛♥ ❢♦r ✸ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts✳

❋♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❡♠♣❧❛t❡s✱ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥♥♦t ❝❤♦♦s❡ ❛ t♦♦ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ✐❢ ❤❡✴s❤❡ ✇❛♥ts
t♦ ❜✉✐❧❞ t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②✳ ❋r♦♠ ✼ ❜✐ts✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣❡r❢♦r♠
❞✉❡ t♦ t❤❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡s t♦ ❜✉✐❧❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❢❡✇ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✱
tr❛❝❡s ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ♠♦r❡ tr❛❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❣✉❡ss ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ❚❡♠♣❧❛t❡s
✇❡r❡ ❜✉✐❧t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ [k]P ✇❤❡r❡ k r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡② ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛❧❛r✮ ❛♥❞ P ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡✳ ❆ t❡♠♣❧❛t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s ✐s
t♦ ❣✉❡ss ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡② k ✉s❡❞✳

❚❤✐s str❛t❡❣② ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❡♠♣❧❛t❡s ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛
t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s❡❝✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ ❙❈❆s ✉s✐♥❣ ❛ t②♣✲
✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ s✉❝❝❡❡❞s t♦ ❣✉❡ss t❤r❡❡ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✉s❡❞ ❜② t❤❡
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛
s❡❝✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❙❈❆s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✉s❡s ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t ♥✉♠❜❡r
s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❞✐❣✐ts✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❦❡② k ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❛♥❞ ❤❛❞ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ t♦ ❣✉❡ss ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✇✐t❤
s✉❝❤ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡② r❡❝♦❞✐♥❣s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦❡② ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣
♦❢ ❛ ❦❡② ✐s ♥♦t ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❦❡② r❡❝♦❞✐♥❣s✳ ❆♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❞✉❝❡ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❦❡②✳ ❆♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝♦✉❧❞ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ❦❡② ❤❛s
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✻ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣s✱ ❛♥❞ s♦ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t t❤✐s ❦❡② ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❦❡② s✉❜s❡t✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❆tt❛❝❦s

❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥❞ s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ❞♦✐♥❣ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❡♠✲
♣❧❛t❡s ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❦❡② ✈❛❧✉❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❝♦❞✐♥❣s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦
s❡♣❛r❛t❡ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡s ❜✉✐❧t ❢♦r ♦♥❡ ❦❡②✳ ❚❤✉s t❡♠♣❧❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t
❜✉✐❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡②✱ ❜✉t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✹ t❡♠♣❧❛t❡s
♠✉st ❜❡ ❜✉✐❧t ❢♦r t❤❡ ❦❡② ✈❛❧✉❡ (110) ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❣✉❡ss ✸ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❦❡② ♠❛t❝❤❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣
2n t❡♠♣❧❛t❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ 3n t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐❣✐t ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐❢ ki ❝❛♥ t❛❦❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐❣✐ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❡♠♣❧❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ❦❡② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡s❡ t❡♠♣❧❛t❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ♠✉st ❝❤♦♦s❡
❛♥❞ ❜❧♦❝❦ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❦❡②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② r❡❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❝❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣s ✐s ♠✉❝❤
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❡♠♣❧❛t❡s ❜✉✐❧t ❢♦r ✸ ❞✐❣✐ts ♦❢
t❤❡ ❦❡②✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ♠✉st ❜✉✐❧❞ ✹✸ t❡♠♣❧❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 23 = 8 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣s✳
❚❤✐s ♥❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡s ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡s t♦
❜✉✐❧❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ♠❛② t❛❦❡ t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ s♦
♠❛♥② tr❛❝❡s t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❡♠♣❧❛t❡s✳

✾✶





❈❤❛♣t❡r ✹

❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

■♥ ❊❈❈✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❝♦♥❝❡r♥ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❙❝❛❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② s❝❛❧❛r r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r✿ ♥♦♥✲
❛❞❥❛❝❡♥t ❢♦r♠s ✭◆❆❋ ❛♥❞ wNAF✮✱ ❞♦✉❜❧❡✲ ♦r ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠s ✭❉❇◆❙✴▼❇◆❙✮✱ ❡t❝✳
Pr❡✈✐♦✉s ❢❛st r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣ ♣r✐♦r t♦ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❋♦r wNAF✱ s❡✈❡r❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ P ♠✉st ❜❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞✳ ❋♦r ❉❇◆❙✴▼❇◆❙✱ t❤❡ s❝❛❧❛r
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❝♦❞❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣r❡✈✐♦✉s ❉❇◆❙ ❛♥❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡❝♦❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
❛rt✐❝❧❡s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❆❘■❚❍ ❬✷✻❪ ❛♥❞ ❙②♠♣❆ ❬✶✶❪ ✷✵✶✸✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✴✹✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ r❡❝♦❞❡✱ ♦♥✲t❤❡✲
✢②✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ✉s✐♥❣ ▼❇◆❙ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❖✉r r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣✱ tr✐♣❧✐♥❣✱ ❡t❝✮✳ ❚❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ✈❡r② ❝❤❡❛♣
❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❡✳❣✳ 2, 3, 5, 7✮ ❛♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛❝t
❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ❊①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳

❲❡ ♦♥❧② ❞❡❛❧ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r Fp ❜✉t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
t❤❡ F2m ❝❛s❡ ✭✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st r❛t✐♦s I/M ❛♥❞ S/M✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶
♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❝♦♠♣❛r❡s ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ st❛t❡✲♦❢✲❛rt ♦♥❡s✳
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❡✈❛❧✉❛t❡s ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✳

✹✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
❊❈❈

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡✿
✕ k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2 ✐s t❤❡ n✲❜✐t s❝❛❧❛r ✭k > 1✮ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ t ✇♦r❞s ❜② w ❜✐ts ♠❡♠♦r②
✇✐t❤ w(t− 1) < n ≤ wt ✭✐✳❡✳ ❧❛st ✇♦r❞ ♠❛② ❜❡ ♣❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ ✵s✮✳ k(i) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ it❤ ✇♦r❞
♦❢ k st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r 0 ≤ i < t✱

✕ B ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ✇✐t❤ l ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝♦✲♣r✐♠❡ ✐♥t❡❣❡rs✮✱ B = (b1, b2, . . . , bl) ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
b1 < b2 < · · · < bl✱

✾✸



✹✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈

✕ ♣r❡❞✐❝❛t❡ divisible(x,B) r❡t✉r♥s true ✐❢ x ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ B ✭false
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✮✱

✕ ♥✉♠❜❡r x ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s x =
∑n′

i=1

(

di
∏l

j=1 b
ej,i
j

)

✇✐t❤ di = ±1✱
✕ t❡r♠ (di, e1,i, e2,i, . . . , el,i) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② di×

∏l
j=1 b

ej,i
j ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ B ✭✐♥❞❡① i ♠❛② ❜❡

♦♠✐tt❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥t❡①t ✐s ❝❧❡❛r✮✱
✕ Q✱ P ❛r❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s Q = [k]P ✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡❣❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ t

✇♦r❞s ✈❡❝t♦r ❜② w ❜✐ts✳ ❚❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ k ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧❡✈❡❧
✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦ ✐s t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ jt❤ ✇♦r❞ ♦❢ k✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t
♦♥ t❤❡ r❡❛❞ ♣♦rt ✐s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ k(j)✳ ■♥ ♦✉r ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ♠❡♠♦r②
❜❧♦❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❯❚ ✭❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡✮ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ n ❛♥❞ w ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❛r❡❛✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ❜❧♦❝❦s ✭❡✳❣✳ ❇❘❆▼ ✐♥ ❳✐❧✐♥① ❋P●❆s✮✳

k(0) =

k(1) =

k(t−1)
=

kt·w−1 kt·w−2 . . . k(t−1)·w+1 k(t−1)·w

✳
✳
✳

k2·w−1 k2·w−2 . . . kw+1 kw

kw−1 kw−2 . . . k1 k0

w ❜✐ts

t
✇
♦
r
❞
s k(j)

w

j

⌊log
2
(t)⌋+ 1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙t♦r❛❣❡ ♦❢ k ✐♥t♦ t ✇♦r❞s ❜② w ❜✐ts✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭di = 1✮ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❛s♣❡❝ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❞❡t❛✐❧s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐❣♥❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭di = ±1✮✳ ❆❧❧
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉♥✐ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ♦r s❧✐❣❤t❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r s✐❣♥❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳✶ ❯♥s✐❣♥❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ▼❇◆❙ ✉♥s✐❣♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ■ts ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s s✐♠♣❧❡✳
❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ k ❜② B ❡❧❡♠❡♥ts ✐s t❡st❡❞✳ ❲❤❡♥ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ✶ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ k✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
b1 = 2 ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ♣✉r♣♦s❡ ✭❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞ 50✪ ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t k−1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ✷ ✭✐❢ b1 > 2✱ ✐t st✐❧❧ ✇♦r❦s ❜✉t ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳ ❋♦r ❧✐♥❡s ✽✕✶✷✱
t❤❡ s❝❛❧❛r k ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛❧❧ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts bj ✐♥ B ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❝❤❡❛♣
❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ❞✐✈✐s✐♦♥ st❡♣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
t❡r♠ ❡①♣♦♥❡♥ts e1, e2, . . . , el✳ LT ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢
k✱ LT =

(
(d1, e1,1, e2,1, . . . , el,1), (d2, e1,2, e2,2, . . . , el,2), . . .

)
✇✐t❤ di ∈ {0, 1}✳ ❖♥❧② t❤❡ ✜rst t❡r♠

♠❛② ❤❛✈❡ d1 = 0 ✭✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ k ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ♦♥❡ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t✮✳ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts
❛t ❧✐♥❡ ✸ ❛♥❞ ✶✵ ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ k ≤ 1 ❞✉❡ t♦ ❍♦r♥❡r ❢♦r♠ s✉❝❤ ❛s
2a3b5c

(
1 + 2a

′

3b
′

5c
′

(1)
)
✳

❙✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ❛ ♥❡✇ ♦♥❡✿ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶❪✱ ❬✷❪✱ ❬✷✾❪✱ ❬✸✽❪✱ ❬✸✾❪✱ ❬✼✻❪✱ ❬✼✼❪
❛♥❞ ❬✼✽❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ▼❇◆❙✱ ❛♥❞
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❡①t❡♥❞ t♦ ✇✐♥❞♦✇❡❞ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❝❤❛✐♥s ✭▼❇◆❙ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❇◆❙✮✳

✾✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

✐♥♣✉t✿ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ B = (b1, b2, . . . , bl)
♦✉t♣✉t✿ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s LT ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ k

LT =
(
(d1, e1,1, e2,1, . . . , el,1), (d2, e1,2, e2,2, . . . , el,2), . . .

)

✶✿ LT← ∅
✷✿ ✇❤✐❧❡ k > 1 ❞♦
✸✿ ✐❢ not

(
divisible(k,B)

)
t❤❡♥ ✭❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st✮

✹✿ d← 1
✺✿ k ← k − 1
✻✿ ❡❧s❡
✼✿ d← 0
✽✿ ❢♦r j ❢r♦♠ 1 t♦ l ❞♦
✾✿ ej ← 0
✶✵✿ ✇❤✐❧❡ k ≡ 0 mod bj ❞♦ ✭❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st✮
✶✶✿ ej ← ej + 1
✶✷✿ k ← k/bj ✭❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥✮
✶✸✿ LT← LT ∪ (d, e1, e2, . . . , el)
✶✹✿ r❡t✉r♥ LT

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥✮✳

❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t+ ε ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s
✭ε ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t✮ ❢♦r ❛❧❧ bj 6= 2 ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r bj = 2s ✇✐t❤ s ≤ w ✭♣❛r❛♠❡t❡r s ✇✐❧❧
❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛tt❡r✮✳ ❖♥❝❡ k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② bj ✱ ✇❡ ✉s❡ ❢❛st ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠
k ← k/bj ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❊①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥s ❛r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s t+ ε′ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r
❛❧❧ bj 6= 2✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② 2s ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ s❤✐❢ts✳

▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✇♦r❦s ✐♥ ❛ s❡r✐❛❧ ✇❛② ✿ ♦♥❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ t❡r♠ ❛t ❛ t✐♠❡
❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❡ ♦❢ k✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
Q = [k]P ✉s✐♥❣ LT ✭t❤❡ ▼❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k✮✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✺✼✱ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶❪✮✳
❖♣❡r❛t✐♦♥ Q+ d× P ❛t ❧✐♥❡ ✺ ✐s NOP ✭♥♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ♦r ADD s✐♥❝❡ d ∈ {0, 1}✳

✐♥♣✉t✿ P ∈ E(Fp)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s LT ✇❤✐❝❤ st♦r❡s t❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r k
LT =

(
(d1, e1,1, e2,1, . . . , el,1), (d2, e1,2, e2,2, . . . , el,2), . . .

)

♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q← O
✷✿ ❢♦r❡❛❝❤ t ✐♥ LT ❞♦ ✭t = (d, e1, e2, . . . , el)✮
✸✿ Q← Q+ d× P ✭d ∈ {0, 1} ⇒ NOP✴ADD✮
✹✿ ❢♦r j ❢r♦♠ 1 t♦ l ❞♦
✺✿ P ←

[
b
ej
j

]
P ✭DBL✱ TPL✱ QPL✱ ✳ ✳ ✳ ✮

✻✿ Q← Q+ P
✼✿ r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▼❇◆❙ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ Q = [k]P ✳

✾✺



✹✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r❧❛♣ r❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥
❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② ✸ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✸ ❛♥❞ TPL ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✷ ❛♥❞ DBL✱ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✺ ❛♥❞ QPL✱
❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ▼❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
s✐♠✐❧❛r t♦ ❍♦r♥❡r s❝❤❡♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❉❇◆❙
❛♥❞ ▼❇◆❙ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦✉r r❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥✲t❤❡✲✢②✳
❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❝♦st❧② t❛❜❧❡s ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ k ❜② ♠✉❧t✐✲
❜❛s❡ t❡r♠s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ▲♦♥❣❛ ❬✼✺❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t②
✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡r♠ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r ❛s ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❡r♠s ✜rst✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤
♠✐①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭mADD✮✳ ❲❡ ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ✉s❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ s❧♦✇❡r✳
❈❧❡❛r❧② ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛st❡st st❛t❡✲♦❢✲❛rt ♦♥❡s ✇❤❡♥ ❝♦st❧② ♦✛✲
❧✐♥❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ❢✉❧❧ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❖✛✲❧✐♥❡ r❡❝♦❞✐♥❣s ❧✐♠✐t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s❡❝✉r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳

❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❢❛st ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t②
t❡sts ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ n = 160✱ w = 12 ❛♥❞ t = 14✱ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜②
❛❧❧ bj 6= 2 ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ♦♥❡ bj 6= 2 r❡q✉✐r❡ t + 3 = 17 ❛♥❞ t + 4 = 18 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ s♠❛❧❧ ❞✉r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ DBL✱ TPL✱ QPL✱ ❡t❝✳
❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡
♦♥❡ ♥❡✇ t❡r♠ ✭❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❤♦rt ❧❛t❡♥❝② ❛t t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✶✪ ♦❢ t♦t❛❧ [k]P ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❢♦r n = 160 ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❧❡ss ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❡❧❞s✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st r❡s✉❧ts✳ ❆❢t❡r t+ε ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✐✮ k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡
❜② ♦♥❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t bj t❤❡♥ ❛ DBL✱ TPL✱ QPL✱ ❡t❝✳ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ bj
❞✐✈✐❞❡s k✱ ✐✐✮ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② B ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♥ ADD ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞✳

▲❡t C(bj) ❜❡ t❤❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t bj ✱ ❡✳❣✳ C(2) = DBL✱
C(3) = TPL✳ ▲❡t TIME(op) ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ op✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❡r♠s ✐♥ LT ✐s ❞❡♥♦t❡❞ n′✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ [k]P ✇❤❡r❡ k

✐s r❡❝♦❞❡❞ ❜② LT ✐s✿ n′ · TIME(ADD) +
∑l

j=1

(
(∑

t∈LT ej,t
)
· TIME

(
C(bj)

)
)

✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ bi ∈ (2, 3, 5, 7)✱ n′ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ✭ADD✮✱
∑n′

j=1 e2,j ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣s ✭DBL✮✱
∑n′

j=1 e3,j ♣♦✐♥t tr✐♣❧✐♥❣s ✭TPL✮✱
∑n′

j=1 e5,j ♣♦✐♥t q✉✐♥t✉♣❧✐♥❣s ✭QPL✮ ❛♥❞
∑n′

j=1 e7,j ♣♦✐♥t s❡♣t✉✲
♣❧✐♥❣s ✭SPL✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉r✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ▼❇◆❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ k✳

❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ B r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ r❡♣♦rts
st❛t✐st✐❝❛❧ [k]P r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭✐♥ M✮ ❢♦r ✶✵✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ✶✻✵✲❜✐t ✈❛❧✉❡s
r❡❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐✲❜❛s❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ✐s B = (2, 3, 5, 7) ✇✐t❤ ♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✶✳ ❆❞❞✐♥❣ bj = 11 ❞♦❡s
♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ s❧♦✇❡r✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❝❛s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❇❛s❡ b1 ✐s ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✷ ❞✉❡ t♦ s✐♠♣❧❡
❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✷ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k✳

✶✳ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n = 160✱ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❝♦sts ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ✐♥

t❛❜❧❡ ✹✳✶✻

✾✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣
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c
o

m
p

u
ta

ti
o

n
 t
im

e
 [
M

] avg. avg. +/− std. dev.

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳

❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ ✇✐t❤ ❢❡✇❡r t❡r♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❙❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✐s ♥♦t s❡❝✉r❡ ❛❣❛✐♥st ❙❈❆s✳ ❙✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛tt❛❝❦s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡s ✸ ❛♥❞ ✺✳ ■♥ s✉❝❤ ❛♥
❛tt❛❝❦✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✏r❡❛❞✑ t❤❡ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❦❡②✱ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝♦✉❧❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡
❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝♦✉❧❞ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❝❛❧❛r k ✉s❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❤♦✇ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❛tt❛❝❦s✳

✹✳✶✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❚❡sts

❆t ❡❛❝❤ r❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣✱ t❤❡ s❝❛❧❛r r❡♠❛✐♥❞❡r ♠✉st ❜❡ t❡st❡❞ ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② ❛❧❧ bj ❢♦r
1 ≤ j ≤ l✳ ❚❡st✐♥❣ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② 2s ✇✐t❤ s ≤ w ✐♥ ❛ r❛❞✐①✲✷ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❛♥❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✮✳ ❖♥❡ ❤❛s ❥✉st
t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐t✭s✮ ✐s✭✴❛r❡✮ ③❡r♦✭s✮ ♦r ♥♦t✳ ❋♦r bj 6= 2✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✈❡r② ♦❧❞ ♠❡t❤♦❞
❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ❞✐❣✐ts ♠♦❞✉❧♦ bj ✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t②
t❡st ❜② bj ✐♥ r❛❞✐①✲r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ❇❧❛✐s❡ P❛s❝❛❧✬s ♣♦st✲♠♦rt❡♠ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✶✵✶❪
✭✐♥ ▲❛t✐♥✱ s❡❡ ❬✶✵✾❪ ❢♦r ❝♦♠♠❡♥ts ✐♥ ❊♥❣❧✐s❤✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡ ♦r r✐❜❜♦♥✳
▲❛tt❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐✲❜❛s❡s ❛r❡ (2, 3, 5) ❛♥❞ (2, 3, 5, 7)✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7} ❛s t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♠♦st
❡✣❝✐❡♥t B✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ r❡♣♦rts t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡rs 2i mod bj ❢♦r bj ∈ {3, 5, 7} ❛♥❞ i ≤ 16✳ ❚❤❡② ❢♦r♠
❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡q✉❡♥❝❡✳

i

bj ✶✻ ✶✺ ✶✹ ✶✸ ✶✷ ✶✶ ✶✵ ✾ ✽ ✼ ✻ ✺ ✹ ✸ ✷ ✶ ✵

3 ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶

5 ✶ ✸ ✹ ✷ ✶ ✸ ✹ ✷ ✶ ✸ ✹ ✷ ✶ ✸ ✹ ✷ ✶

7 ✷ ✶ ✹ ✷ ✶ ✹ ✷ ✶ ✹ ✷ ✶ ✹ ✷ ✶ ✹ ✷ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7} ✭✈❛❧✉❡s ❛r❡ 2i mod bj✮✳

✾✼



✹✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈

❯s✐♥❣ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ✇✐t❤ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡ ✐♥ ❝❛s❡ bj = 3 ✭t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s (2 1)∗✮✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

k mod 3 = (. . .+ 23k3 + 22k2 + 21k1 + k0) mod 3

= (. . .+ 2k3 + k2 + 2k1 + k0) mod 3

=

(
∑

(2k2i+1 + k2i)
︸ ︷︷ ︸

α

)

mod 3

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ α r❡q✉✐r❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛♥② ✷✲❜✐t ✇♦r❞s ✭n ≫ 100✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ n✲❜✐t
s❝❛❧❛r✮✳ α ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲❜✐t ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧❡t✐♦♥✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤✐s ❧❛r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♣❛rt✐❛❧ s✉♠s
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❞ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❧♦❝❦s ❞❡♥♦t❡❞ ✏

∑
❢♦r bj = 3✑ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐st❡rs ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳

❚❤❡♥ t ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡r② ❧❛st r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ st❡♣s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ bj ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✏R ❢♦r bj✑ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❧✐❣❤t ❜❧♦❝❦s✳ ❈❧♦❝❦✱
r❡s❡t ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s✳

...

t
w

o
rd

s

w bits

k mem.

k
(i)

C
T
R
L

i

w
∑

for bj = 3

3

reg.

R for bj = 3

divisible by 3

1

w
∑

for bj = 5

5

reg.

R for bj = 5

divisible by 5

1

w
∑

for bj = 7

4

reg.

R for bj = 7

divisible by 7

1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛❧❧ bj 6= 2✳ ❋♦r bj = 7✱ t❤❡ s✉♠ ✉s❡s ✸✲❜✐t
✇♦r❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (4 2 1)∗✳ ❋♦r bj = 5✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s (3 4 2 1)∗ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❣✐t ✸ r❡q✉✐r❡s
❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ✉s❡s 3 = 1+2 ❛♥❞ ❛♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ s✉♠ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉ts✳
❆ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs 3 ≡ −2 mod 5 ❛♥❞ ❛ s✐❣♥❡❞ s✉♠ ✇✐t❤ ❧❡ss ♦♣❡r❛♥❞s ✭❜✉t ✇✐t❤ s✐❣♥
❡①t❡♥s✐♦♥✮✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❛❧❧♦✇s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ❜② s❡✈❡r❛❧ bj ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ✶✺✱ ❜♦t❤ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj = 3 ❛♥❞ bj = 5
r❡t✉r♥ tr✉❡ ❛❢t❡r t + 3 ✭r❡s♣✳ t + 4✮ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✇✐t❤ w = 12 ✭r❡s♣✳ w = 24✮✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r②
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r k st♦r❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✉♥✐ts ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r w s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ r❡♠❛✐♥❞❡rs s❡q✉❡♥❝❡s
❢♦r bj = 3, 5, 7 ❛r❡ 2, 4, 3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❡
✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ❆s lcm(2, 4, 3) = 12✱ ✇❡ tr✐❡❞ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r w = 12 ❛♥❞ w = 24 ✭❧❛r❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ 12 ✇♦✉❧❞ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣✮✳

❆❧❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❱❍❉▲ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❋P●❆ ✉s✐♥❣ ■❙❊ ✶✷✳✹ ❢r♦♠ ❳✐❧✐♥① ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡✛♦rts ❢♦r
s②♥t❤❡s✐s✱ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ r♦✉t❡✳ ❲❡ r❡♣♦rt ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱ ❜❡st ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s❧✐❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ✭▲❯❚s ✇✐t❤ ✻ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❱✐rt❡① ✺✮
❛♥❞ ✢✐♣✲✢♦♣s ✭❋❋s✮ ❢♦r ❛r❡❛✳ ❆ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❝♦♥t❛✐♥s ✼ ✷✵✵ s❧✐❝❡s ✇✐t❤ ✹ ▲❯❚ ❛♥❞ ✹ ✢✐♣✲✢♦♣s
♣❡r s❧✐❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ✢✐♣✲✢♦♣s ❢♦r ❛❧❧ st♦r❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞

✾✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷ ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7}✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ ✈❛❧✉❡ t✱ ❛♥❞ s♦ ✇❤❛t❡✈❡r n✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ ❜❧♦❝❦ ♦✉t♣✉ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✳ ❚❤✉s t❛❜❧❡ ✹✳✷
r❡♣♦rts ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥❧② ❢♦r w ∈ {12, 24}✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♠❡♠♦r② ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r k
st♦r❛❣❡✳ ❚✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t ❜② ✺ ❝❤❛♥❣❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r 5 ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ✐s (3421)∗✳ ❚❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ✭✐✮ ❝♦♥s✐❞❡rs 3 = 1+2
✭✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭✐✐✮ ❝♦♥s✐❞❡rs 3 ≡ −2 mod 5 ✭s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
✈❡rs✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ 2✬s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✉♠s✳

❇❡❧♦✇✱ ❛❧❧ ✉♥✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥
✭✐✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t ❢♦r bj = 5 ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❝❧♦❝❦
❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❝✐r❝✉✐t ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r
❛❞❞✐t✐♦♥s✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥s ✐♥ 2✬s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✳

❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛r❡❛ ❢r❡q✳ ❝❧♦❝❦

w ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ✺ s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③ ❝②❝❧❡s

✶✷
✐ ✷✺ ✭✹✵✴✽✶✮ ✺✹✸

t+ 3
✐✐ ✹✶ ✭✸✽✴✶✶✶✮ ✹✺✶

✷✹
✐ ✻✼ ✭✺✸✴✶✺✷✮ ✺✹✾

t+ 4
✐✐ ✽✻ ✭✹✽✴✶✽✼✮ ✺✹✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7}✳

❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✸ ❢♦r n = 160✱ 256 ❛♥❞ 521 ❜✐ts✱ ❛♥❞
❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7}✳ ❚❤❡s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❡❧❡♠❡♥t
❢♦r k st♦r❛❣❡✳

❛r❡❛ ❢r❡q✳ ❝❧♦❝❦

n w t s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③ ❝②❝❧❡s

✶✻✵
✶✷ ✶✹ ✸✵ ✭✺✻✴✾✽✮ ✹✷✸ t+ 3

✷✹ ✼ ✻✺ ✭✼✹✴✶✽✾✮ ✹✶✵ t+ 4

✷✺✻
✶✷ ✷✷ ✸✷ ✭✺✼✴✾✾✮ ✹✷✷ t+ 3

✷✹ ✶✶ ✻✹ ✭✽✵✴✶✾✻✮ ✸✾✺ t+ 4

✺✷✶
✶✷ ✹✹ ✸✹ ✭✺✽✴✶✵✵✮ ✹✷✵ t+ 3

✷✹ ✷✷ ✻✾ ✭✽✷✴✷✶✹✮ ✸✽✽ t+ 4

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7} ❛♥❞ n ∈
{160, 256, 521} ❜✐ts✳

❉✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t❤❡ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts✱ ❧✐❦❡ bj ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13}✱
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❣✐st❡rs ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ r❡♣♦rts t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r 2i mod bj ❢♦r bj ∈ {9, 11, 13} ❛♥❞ i ≤ 16✳ P❡r✐♦❞✐❝
s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r bj ∈ {9, 11, 13} ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s
❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥tr♦❧✳

❆r✐t❤♠❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐✈✐s✐✲
❜✐❧✐t② t❡sts ❛♥❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡

✾✾



✹✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈

i

bj ✶✻ ✶✺ ✶✹ ✶✸ ✶✷ ✶✶ ✶✵ ✾ ✽ ✼ ✻ ✺ ✹ ✸ ✷ ✶ ✵

9 ✼ ✽ ✹ ✷ ✶ ✺ ✼ ✽ ✹ ✷ ✶ ✺ ✼ ✽ ✹ ✷ ✶

11 ✾ ✶✵ ✺ ✽ ✹ ✷ ✶ ✻ ✸ ✼ ✾ ✶✵ ✺ ✽ ✹ ✷ ✶

13 ✸ ✽ ✹ ✷ ✶ ✼ ✶✵ ✺ ✾ ✶✶ ✶✷ ✻ ✸ ✽ ✹ ✷ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {9, 11, 13} ✭✈❛❧✉❡s ❛r❡ 2i mod bj✮✳

P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜✐t r❡♠❛✐♥❞❡rs 2i mod bj ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❜✲✇♦r❞s r❡♠❛✐♥✲

❞❡rs
(
212
)i

mod bj ✳ ❚❤❡ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✺ ❢♦r bj ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 25}✳
■♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♠❛✐♥❞❡rs

(
212
)i

mod bj ❢♦r i ≤ 9✳

i

bj ✾ ✽ ✼ ✻ ✺ ✹ ✸ ✷ ✶ ✵

3 ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶

5 ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶

7 ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶

9 ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶

11 ✸ ✾ ✺ ✹ ✶ ✸ ✾ ✺ ✹ ✶

13 ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶

17 ✶✻ ✶ ✶✻ ✶ ✶✻ ✶ ✶✻ ✶ ✶✻ ✶

25 ✻ ✶✶ ✶✻ ✷✶ ✶ ✻ ✶✶ ✶✻ ✷✶ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 25} ✭✈❛❧✉❡s ❛r❡
(
212
)i

mod bj✮✳

▲✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✈✐s♦rs 3✱ 5✱ 7✱ 9 ❛♥❞ 13 ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✺ r❡♣♦rt t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
s❡q✉❡♥❝❡ (1)∗✿ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐st❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✐s s❤❛r❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ✜♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✏R′✑ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✈✐s♦r bj ∈ {3, 5, 7, 32} ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♦♥❧② bj ∈ {3, 5, 7}
❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐❢ t❤❡
s❝❛❧❛r ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ bj ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ 32✱ t✇♦ TPLs
❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐st❡r ♦✉t♣✉t ✐s ❧❛r❣❡r ✭w + ⌈log2(t)⌉ ❜✐ts✮
t❤❛♥ r❡❣✐st❡rs ♦✉t♣✉t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳

❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✻ ❢♦r n = 160✱ 256
❛♥❞ 521 ❜✐ts✱ ❛♥❞ bj ∈ {3, 5, 7, 9}✳

✹✳✶✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊①❛❝t ❉✐✈✐s✐♦♥ ❜② ▼✉❧t✐♣❧❡✲❇❛s❡ ❊❧❡♠❡♥ts

❍❡r❡✱ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ k/bj ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❞✐✈✐s♦r
bj ✭✉s✐♥❣ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♣t✐♠✐③❡
t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❬✻✷❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐① ✐s ♣r✐♠❡ ♦r ♣♦✇❡r ♦❢
✷✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ❧✐❜r❛r✐❡s s✉❝❤ ❛s ●▼P✳ ❉✐✈✐s✐♦♥
❜② 2s ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳

✶✵✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

...

t
w

o
rd

s
w bits

k mem.

k
(i)

C
T
R
L

i

w

+

w + ⌈log
2
(t)⌉

reg.

R
′ for bj = 3

divisible by 3
1

R
′ for bj = 5

divisible by 5
1

R
′ for bj = 7

divisible by 7
1

R
′ for bj = 9

divisible by 9
1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜② bj ∈ {3, 5, 7, 9} ✇✐t❤ t❤❡ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

❛r❡❛ ❢r❡q✳ ❝❧♦❝❦

n w t s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③ ❝②❝❧❡s

✶✻✵
✶✷ ✶✹ ✸✷ ✭✽✻✴✾✽✮ ✹✺✹ t+ 3

✷✹ ✼ ✺✵ ✭✶✸✻✴✶✹✷✮ ✹✾✵ t+ 4

✷✺✻
✶✷ ✷✷ ✸✼ ✭✽✽✴✾✾✮ ✹✻✵ t+ 3

✷✹ ✶✶ ✺✷ ✭✶✹✽✴✶✹✾✮ ✹✾✺ t+ 4

✺✷✶
✶✷ ✹✹ ✸✺ ✭✾✵✴✶✵✺✮ ✹✷✹ t+ 3

✷✹ ✷✷ ✺✺ ✭✶✺✷✴✶✺✷✮ ✹✽✺ t+ 4

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❜② bj ∈ {3, 5, 7, 9} ❛♥❞ n ∈
{160, 256, 521} ❜✐ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ P❛s❝❛❧✬s t❛♣❡s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

❲❡ ✉s❡ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪ ❢♦r bj ∈ {3, 5, 7} ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r
❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛
✇♦r❞✲s❡r✐❛❧ ✇❛② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭w ✐s t❤❡ ✇♦r❞ s✐③❡✮✳ ■t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r i ❞❡❛❧s ✇✐t❤
k(i) t❤❡ it❤ ✇♦r❞ ♦❢ k✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❞✐✈✐s♦r bj ♠♦❞✉❧♦ 2w ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts s✐♥❝❡
♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦✲♣r✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✷✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ✸ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭bj ∈ {3, 5, 7}✮ ❛r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✉❧❛r
✐♥✈❡rs❡ ❧✐♥❡ ✹ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❝♦♥st❛♥ts ❧✐♥❡ ✼✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤❛r❡❞ ✐♥ t❤❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭♦♣❡r❛t♦rs✱ ❝♦♥tr♦❧✱ r❡❣✐st❡rs✮✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✼ r❡♣♦rts ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs❡s ❢♦r ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ✸✱ ✺✱ ✼
❛♥❞ ✶✷✴✷✹✲❜✐t ✇♦r❞s✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r × (b−1

j mod 2w) ❛t ❧✐♥❡ ✹ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥s✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❤✐❢ts ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲❤♦✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥st❛♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪✳ ❙✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✸ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙♦♠❡ ❛❞❞❡rs ✐♥ t❤❡ ✸ s❡q✉❡♥❝❡s
❛r❡ s❤❛r❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛r❡❛✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼ r❡♣♦rts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥s✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥s γ r❡q✉✐r❡❞ t♦
♣❡r❢♦r♠ r × (b−1

j mod 2w)✳
❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② bj ∈ {3, 5, 7} ✉♥✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ✭✇✐t❤♦✉t

❝❧♦❝❦✱ r❡s❡t ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s✮✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ ✇♦r❞ k(i)✱ r❡❛❞ ✭❘ ♣♦rt✮ ❢r♦♠ s❝❛❧❛r ♠❡♠♦r②✱ ✐s
❛❞❞❡❞ t♦ −c ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❜❧♦❝❦ ❞❡♥♦t❡❞ ✏×(bj mod 2w)✑ ❛♥❞ ✏± s❡q✳✑✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ bj ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ▼❯❳✶ ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s❝❛❧❛r ♠❡♠♦r② ✭❲
♣♦rt✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ k ← k/bj t♦ ❦❡❡♣ ♠❡♠♦r② ❢♦♦t♣r✐♥t ❛s s♠❛❧❧
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✵✶



✹✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈

✐♥♣✉t✿ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs k = (k(t−1) · · · k(0))2 ❛♥❞ bj ✱ ✇❤❡r❡ k mod bj = 0
♦✉t♣✉t✿ k/bj

✶✿ c← 0
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ t− 1 ❞♦
✸✿ r ← k(i) − c
✹✿ r ← r × (b−1

j mod 2w)
✺✿ c← 0
✻✿ ❢♦r h ❢r♦♠ 1 t♦ bj − 1 ❞♦
✼✿ ✐❢ r ≥ h× ⌈(2w − 1)/bj⌉ t❤❡♥
✽✿ c← c+ 1
✾✿ k(i) ← (rw−1 · · · r0)
✶✵✿ r❡t✉r♥ k

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ k/bj ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢r♦♠ ❬✻✷❪✮✳

bj b−1
j mod 212✱ γ b−1

j mod 224✱ γ

✸ (101010101011)2✱ ✸ (101010101010101010101011)2✱ ✹

✺ (110011001101)2✱ ✸ (110011001100110011001101)2✱ ✹

✼ (110110110111)2✱ ✸ (110110110110110110110111)2✱ ✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ▼♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥s✳

❖♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s y = x1×3−1 mod 2w✱ y′ = x′1×5−1 mod 2w

❛♥❞ y′′ = x′′1 × 7−1 mod 2w ❢♦r ❛ ❧❡♥❣t❤ ✇♦r❞ w = 12 ✭r❡s♣✳ w = 24✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✽
✭r❡s♣✳ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✾✮✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r × (b−1

j mod 2w) ❛t ❧✐♥❡ ✹ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✉s❡❞✿
♦♥❧② t❤❡ ✜rst w ❜✐ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✭❧✐♥❡ ✾✮✳ ❚❤✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❛❜❧❡s ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾ ❝❛♥ ❜❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡ y′ = x′4 + (x′1 × 212) ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✽ ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r②✳

2 731 ≡ 3−1 mod 212 3 277 ≡ 5−1 mod 212 3 511 ≡ 7−1 mod 212

x2 = x1 + (x1 × 22) x′2 = x′1 + (x′1 × 24) x′′2 = x′′1 + (x′′1 × 26)

x3 = x2 + (x2 × 24) x′3 = x′2 + (x′1 × 28) x′′3 = x′′2 + (x′′2 × 23)

x4 = −x2 + (x1 × 24) x′4 = x′3 − (x′3 × 22) y′′ = −x′′3 + (x′′1 × 212)

y = −x3 + (x4 × 28) y′ = x′4 + (x′1 × 212)

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❖♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥st❛♥ts ✇✐t❤ w = 12✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥ ❧♦♦♣ ❧✐♥❡s ✻✕✽ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❛r❡ ✉♥r♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❧♦❣✐❝ ✭❜❧♦❝❦ ❞❡♥♦t❡❞ ✏❝♠♣✳ bj✑✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ bj ∈ {3, 5, 7}✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡
c ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ▼❯❳✷ ❛♥❞ ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇♦r❞ ✭▲❙❲✮ ✜rst✳ ❆ s❡❝♦♥❞
✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇♦r❞ ✭▼❙❲✮ ✜rst✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲ ✭♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇♦r❞✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♦❢
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❙❲ ✭❧❡❛st
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇♦r❞✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r× (b−1

j mod
2w) ✐♥ ❜♦t❤ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❡

✶✵✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

11 184 811 ≡ 3−1 mod 224 13 421 773 ≡ 5−1 mod 224 14 380 471 ≡ 7−1 mod 224

x2 = x1 + (x1 × 24) x′2 = x′1 − (x′1 × 22) x′′2 = x′′1 + (x′′1 × 23)

x3 = x2 + (x2 × 22) x′3 = x′2 + (x′1 × 24) x′′3 = x′′2 + (x′′1 × 26)

x4 = x3 + (x3 × 28) x′4 = x′3 + (x′3 × 212) x′′4 = x′′1 + (x′′1 × 221)

x5 = −x3 + (x1 × 28) x′5 = x′1 − (x′4 × 22) x′′5 = −x′′4 + (x′′1 × 224)

y = −x4 + (x5 × 216) y′ = x′5 + (x′4 × 28) x′′6 = x′′3 + (x′′3 × 29)

y′′ = x′′5 − (x′′6 × 23)

❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❖♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥st❛♥ts ✇✐t❤ w = 24✳
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c

sel. bj

2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ c ❛t ❧✐♥❡ ✽ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❛♥❞ ❛t ❧✐♥❡ ✸ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✳

✐♥♣✉t✿ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs k = (k(t−1) · · · k(0))2 ❛♥❞ bj ✱ ✇❤❡r❡ k mod bj = 0
♦✉t♣✉t✿ k/bj

✶✿ c← 0
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ t− 1 t♦ 0 ❞♦
✸✿ c← (c+ k(i)) mod b
✹✿ r ← k(i) − c
✺✿ r ← r × (b−1 mod 2w)
✻✿ k(i) ← (rw−1 · · · r0)
✼✿ r❡t✉r♥ k

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❊①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ k/bj ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rt✐♥❣ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇♦r❞s ✜rst✳

❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② bj = 3 st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲ ❢♦r
❛ ✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ w = 12 ✇✐t❤ ❛ ❞✐✈✐❞❡♥❞ k = (1 170 000 261)10 = (045BCC 985)16 ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
3−1 mod 2w ≡ (AAB)16✿

(045− (045 mod 3))×AAB = (045− 0)×AAB = 02E 017

(BCC − ((0 +BCC) mod 3))×AAB = (BCC − 2)×AAB = 7DC 3EE

(985− ((2 + 985) mod 3))×AAB = (985− 0)×AAB = 658DD7

k/3 = (017 3EEDD7)16

= (390 000 087)10

✶✵✸



✹✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ c ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲ ✉♥✐t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s k(i) ♠♦❞✉❧♦
bj ❢♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t r❡t✉r♥s

(∑t−1
i=t−3 (k

(i) mod bj)
)
mod bj

❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st ✇♦r❞s ♦❢ k✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ✇♦r❞ k(0)✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t r❡t✉r♥s 0 ✇❤❡♥ t❤❡
s❝❛❧❛r k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② bj ✱ ✐✳❡✳ k ≡

(∑t−1
i=0 (k

(i) mod bj)
)
mod bj ≡ 0 mod bj ✳

❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ❢♦r
n = 160✳ ❋♦r w = 24✱ s♣❡❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❧♦❝❦s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ bj = 7✱ s✐① ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❙❲ ✐s s❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ▼❙❲ ✈❡rs✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✐s t+O(1)
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ w✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s✳

st❛rt✐♥❣ ❛r❡❛ ❢r❡q✳ ❝❧♦❝❦

❢r♦♠ w s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③ ❝②❝❧❡s

▲❙❲
✶✷ ✺✾ ✭✶✸✽✴✶✼✶✮ ✷✾✶ t+ 4

✷✹ ✶✺✷ ✭✹✹✶✴✹✹✽✮ ✷✵✷ t+ 5

▼❙❲
✶✷ ✼✸ ✭✶✼✽✴✷✵✻✮ ✹✹✷ t+ 4

✷✹ ✶✼✽ ✭✹✾✹✴✺✹✵✮ ✸✹✻ t+ 5

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② bj ∈ {3, 5, 7} ❛♥❞ n = 160 ❜✐ts✳

✹✳✶✳✹ ❯♥s✐❣♥❡❞ ▼✉❧t✐♣❧❡✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❯♥✐t

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❙❲✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ♠❡♠♦r② st♦r❡s t❤❡ s❝❛❧❛r k ✭t ✇♦r❞s ❜② w ❜✐ts✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ s✉❜✲
tr❛❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❧✐♥❡ ✺ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ❉❚❉✲✷ ❜❧♦❝❦ ✐s
✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✭✶✲❜✐t r❡s✉❧t✮ ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✭w✲❜✐t ❜✉s✮ ❜② ✷ ♦r s♠❛❧❧ ♣♦✇❡rs
♦❢ ✷ ✭2s ✇✐t❤ s ≤ w✱ ✐❢ s > w s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✮✳ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t ❢♦r ♦t❤❡r ❜❛s❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ✭✸✲❜✐t ♦✉t♣✉t✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸ ✭w✲❜✐t ♦✉t♣✉t✮✳ ▼❯❳ s❡❧❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✉♥✐t ♦✉t♣✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r
♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❈❚❘▲✮ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧❧ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✉♥✐ts ✭t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞✳
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W

−

DTD-2

1
exact

division

3,5,7

div.

test

3,5,7

3

MUX

global ctrl

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❙❲ ❛♥❞
▼❙❲✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱

✶✵✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

♦♥❧② ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥s ❝❛♥ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t ♦r t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❜❡❣✐♥s ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♠✉st st❛rt ❢r♦♠ ▲❙❲✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♥t❡r ❤❛s ❜❡❡♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r k ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ st♦r❡❞ ❢r♦♠ ▼❙❲✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✇❛✐t t+4 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r w = 12 ✭t+5 ❢♦r
w = 24✮ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ st❛rts ❢r♦♠ ▲❙❲✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❙❲
♠✉st ✇❛✐t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ▼❙❲✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥
❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲ ❛♥❞ ✇❛♥ts t♦ ❛❞❞ ♦♥❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❤❡✴s❤❡
♠✉st ✇❛✐t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
▲❙❲ ❛♥❞ ✇❛♥ts t♦ s✉❜tr❛❝t ♦♥❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❤❡✴s❤❡ ❝❛♥ ✇❛✐t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
✜rst ✇♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❥✉st ❛❢t❡r✳

❚❤❡ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✶
❢♦r B = (2, 3, 5, 7) ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ ❛ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✮✳ ❚❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈
♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ✷✵✵▼❍③✳ ❋♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ n✱ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❛r❡❛ ❢♦r ❛ s❛♠❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡
st❛❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❜✉t ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥tr♦❧✮✳

❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛r❡❛ ❢r❡q✳

n st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ w s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③

✶✻✵

▲❙❲
✶✷ ✶✹✺ ✭✸✵✶✴✹✶✷✮ ✷✸✼

✷✹ ✸✶✻ ✭✻✽✷✴✾✵✽✮ ✷✵✷

▼❙❲
✶✷ ✶✹✾ ✭✸✷✻✴✹✷✷✮ ✷✻✷

✷✹ ✸✶✸ ✭✼✸✷✴✽✾✺✮ ✷✵✻

✷✺✻

▲❙❲
✶✷ ✶✺✺ ✭✸✵✷✴✹✶✺✮ ✷✸✼

✷✹ ✸✷✶ ✭✻✽✸✴✽✾✼✮ ✷✵✷

▼❙❲
✶✷ ✶✼✾ ✭✸✸✹✴✹✻✽✮ ✷✻✷

✷✹ ✸✼✼ ✭✼✸✸✴✶ ✵✵✷✮ ✷✻✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇✐t❤ B = (2, 3, 5, 7)✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts t♦ ❧♦❛❞ t❤❡ s❝❛❧❛r k ✐♥t♦ s❝❛❧❛r
♠❡♠♦r② ✇♦r❞ ❜② ✇♦r❞✳ ■t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✇❛✐t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❝❛❧❛r ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ t♦ ❧❛✉♥❝❤
❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✇❛✐t ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✇♦r❞ ✐s ❧♦❛❞❡❞✳
❚❤✉s ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♣♦✇❡r ♦❢ 2✱ ❛♥❞
t+ 3 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❢♦r w = 12 ✭t + 4 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r w = 24✮✳ ■❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❧❛✉♥❝❤❡s
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ k−1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ♥❡❡❞s t♦ ✇❛✐t t+3 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡
✇♦rst ❝❛s❡ t♦ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ✜rst ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r w = 12 ✭t+ 4 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r w = 24✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✜♥❞s
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣✱ tr✐♣❧✐♥❣✱ q✉✐♥t✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡♣t✉♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ ❧❛✉♥❝❤✳ ❋✐♥❞✐♥❣
❛ ♥❡✇ r❡❝♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ k s✉❝❤ ❛s k = (2e13e25e37e4 + 1) × k′ t❛❦❡s ⌈e1/12⌉ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r
e1 ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣s ✇❤❛t❡✈❡r w✳ ❋♦r w = 12✱ ✐t t❛❦❡s e2(t+4)+ e3(t+4)+ e4(t+4) ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s
❢♦r e2 ♣♦✐♥t tr✐♣❧✐♥❣s✱ e3 ♣♦✐♥t q✉✐♥t✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ e4 ♣♦✐♥t s❡♣t✉♣❧✐♥❣s✱ ✇✐t❤ (e2 + e3 + e4)(t+ 3)
❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✇❛✐t t + 3 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❛❣❛✐♥ t♦
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✹✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ▼✉t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❈

❦♥♦✇ ✐❢ k ✐s ♥♦t ❛♥② ♠♦r❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭♦♥❡ ♠✉st r❡♣❧❛❝❡ t+4 ❜② t+5 ❛♥❞
t+3 ❜② t+4 ✇❤❡♥ w = 24✮✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❢♦✉♥❞ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞✱
❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✇❛✐t t+ 1 ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥✉♠❜❡r k ✐♥ k − 1 ✇❤❛t❡✈❡r w✳

❚❤✉s✱ r❡❝♦❞✐♥❣ x′ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t♦ (2e1 ·∏l
i=2 b

ei
i )× x′ t❛❦❡s

t
(

2
(

l∑

i=2

ei
)
+ 1
)

+
(

⌈e1/12⌉+ 7
(

l∑

i=2

ei
)
+ 3
)

❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✭r❡♣❧❛❝❡ ✼ ❜② ✾ ❛♥❞ ✸ ❜② ✹ ❢♦r w = 24✮✳

❋♦r n = 160✱ w = 12 ❛♥❞ t = 14✱ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ 28345271 r❡q✉✐r❡s ✷✻✷
❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ DBL ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✮✳ ■t r❡❞✉❝❡s t♦
✶✺✼ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r w = 24 ❛♥❞ t = 7✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t❡r♠ r❡❝♦❞✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ✼✶✷ ❝❧♦❝❦s ❝②❝❧❡s ❢♦r
n = 521 ❛♥❞ w = 12 ✭✸✽✷ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❢♦r w = 24✮✳

❚❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ♦♣❡r❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡♠✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ❢♦r ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✳ ❖♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✏❈▲❖✑ ❞❡♥♦t❡s ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
❉❚ ❞❡♥♦t❡s ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st✱ ✏r❡s✳✑ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✏/bj✑ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② bj ✳ ❋♦r k = 87✱ t❤❡
r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s 87 = 0 + 31 × (1 + 2271)✳

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✭0 + 3✮ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✭1 + 2271✮ ✐t ✐s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♥❣✱ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ♦♣t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❉✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② 22 ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②
♦♥❡ ❉❚ ✭2 ≤ w✮✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r bj 6= 2✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② 32 r❡q✉✐r❡s
♦✉r ❉❚ ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❧♦❝❦s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t✇✐❝❡✳

time

CLO:

res.:

k :

P :

Q :

P

O

DT

3

87

TPL ADD

3P

O

3P

3P

/3

29

DT

∅

−

28

DBL DBL SPL ADD

6P

3P

12P

3P

84P

3P

84P

87P

DT

2
2, 7

/22

7

/7

1

DT

∅

−

0

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r k = 87✳

❋♦r Fp ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ w ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❢❛st r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✉r✈❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r F2m ✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❧❛r❣❡r w✳ ❍♦✇❡✈❡r
❡✈❡♥ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐s st✐❧❧ s♠❛❧❧ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳

✹✳✶✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❇♦t❤ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P❆❘■✴●P
✭❤tt♣✿✴✴♣❛r✐✳♠❛t❤✳✉✲❜♦r❞❡❛✉①✳❢r✴✮ ❛♥❞ ❙❆●❊ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❛❣❡♠❛t❤✳♦r❣✴✮ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
s♦❢t✇❛r❡s ✭t✇♦ ♣❡♦♣❧❡ ✇❡r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ●P ♦r ❙❆●❊✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝r♦ss✲❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛
s❡ts ✭♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s❝❛❧❛rs ❢♦r ♠❛♥② s✐③❡s n ∈ [160, 600] ❜✐ts✮✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❱❍❉▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❧✐♠✐t❡❞
s❡ts ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛

✶✵✻

http://pari.math.u-bordeaux.fr/
http://www.sagemath.org/


❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ r❛♥❞♦♠ t❡sts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦ st❛t❡✲♦❢✲❛rt r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

✹✳✷ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s k ← k−1 ✇❤❡♥
k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② B ❡❧❡♠❡♥ts ✭t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧✮✳ ❲❡
r❡❝❛❧❧ t❤❛t d = 0 ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ✜rst t❡r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜②✱ ❛t ❧❡❛st✱ ♦♥❡ ❜❛s❡
❡❧❡♠❡♥t ✐♥ B✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r t❡r♠s d = 1✳ ❆s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥✉♠❜❡r s②st❡♠s ✭❡✳❣✳ ❇♦♦t❤ r❡❝♦❞✐♥❣ ❬✶✸❪✱
wNAF✱ ❆✈✐③✐❡♥✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❬✺❪✱ ❉❇◆❙✱ ❡t❝✳✮✱ ✉s✐♥❣ s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts ♠❛② ❤❡❧♣ ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✳

✹✳✷✳✶ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ▼❇◆❙ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt
s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ ❞✐❣✐t d = ±1 t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠ (d, e1, e2, . . . , el) ✇❤❡♥ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② B ❡❧❡♠❡♥ts✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ d✱ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r r❡q✉✐r❡s ❛ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✭d = 1 s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞
✈❡rs✐♦♥✮ ♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭d = −1✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❆t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧✱ ❞✐❣✐t ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✿ ❛ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ d = 1✱ ❛ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥
✇❤❡♥ d = −1 ❛♥❞ ♥♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ d = 0 ✭❢♦r t❤❡ ✈❡r② ✜rst t❡r♠ ♦♥❧②✮✳

✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥

✹✿ d← 1
✺✿ k ← k − 1

−→
s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥

✹✿ d← S(k)
✺✿ k ← k − d

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s❤♦rt❡st ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ✐s
❛ ✈❡r② ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛❞❡✲♦✛s
❜❡t✇❡❡♥ r❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭LT ❧❡♥❣t❤✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭✐✳❡✳ s✐❧✐❝♦♥ ❛r❡❛
❛♥❞ r❡❝♦❞✐♥❣ s♣❡❡❞✮✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✹ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▼✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♠✐♥✮

♠✐♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ❲❤❡♥ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ t❤❡♥ k−1 ❛♥❞ k+1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡
❜②✱ ❛t ❧❡❛st✱ ✷ ✭✇❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡ b1 = 2 ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦t❤❡r bj ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ k − 1
❛♥❞ k+1✱ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ k′ ❛♥❞ k′′✳ k′ ✭r❡s♣✳ k′′✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ k − 1 ✭r❡s♣✳ k + 1✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② B ❡❧❡♠❡♥ts✳ S r❡t✉r♥s d = 1
✐❢ k′ < k′′ ❡❧s❡ ✐t r❡t✉r♥s d = −1 ✭t❡st k′ ≤ k′′ ❧❡❛❞s t♦ s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s✳

S

k

not divisible

k − 1

k + 1

k
′

k
′′

divisibility

tests
&

exact

divisions
?

d = +1

d = −1

d

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✵✼



✹✳✷✳ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

❆ s❡❝♦♥❞ s❝❛❧❛r ♠❡♠♦r② ✭t ✇♦r❞s × w ❜✐ts✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t t♦ st♦r❡
❜♦t❤ k′ ❛♥❞ k′′✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ k − 1 ❛♥❞ k + 1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞
st♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛❞❛♣t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t s❡t ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts
✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢r♦♠ ❬✹✺❪ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② ❝❧❛✐♠ t❤❛t tr❡❡ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s t♦♦ ❝♦st❧② ❢♦r ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡rs ✐♥ t❤❡ ❝r②♣t♦✲
❣r❛♣❤✐❝ r❛♥❣❡ ✭♣✳ ✹✸✼✱ ❙❡❝✳ ✸✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ✇✐t❤♦✉t r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✹❛♥❞ ✹✳✷✳✺✮✳

▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✈✐s♦rs s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♠❛①❴♥❜❴❞✐✈✮

■♥ ♠✐♥✱ ❤❛❧❢ ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡sts ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✐t❤❡r k ♦r k′ ✐s
✉♥✉s❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❜② S✳ ■♥ ♠❛①❴♥❜❴❞✐✈✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts bj ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡ k−1 ❛♥❞
k + 1 ✐s ❝♦✉♥t❡❞✳ S r❡t✉r♥s d ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✈✐s♦rs ❛♠♦♥❣ k − 1 ❛♥❞
k+1✳ ❖♥❧② ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ✉♥✐t ❢♦r k− 1 ❛♥❞ k+1 ✐s ✉s❡❞✱ ♥♦t t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t✳ ♠❛①❴♥❜❴❞✐✈
✐s ❛ ❝❤❡❛♣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛♣♣r♦①✮

❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❤❡❛♣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ k′ ❛♥❞ k′′ ❢r♦♠ ♠✐♥ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡♠ ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ ✐♥ ♠✐♥✮✳

❊①♣♦♥❡♥ts e′j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st r❡s✉❧ts ❢♦r k−1✿ k−1 = k′
∏l

j=1 b
e′j
j ✳ ❊①♣♦♥❡♥ts

e′′j ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r k + 1✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ k′ ❛♥❞ k′′ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

δ′ = ⌊log2(k − 1)⌋+ 1−
l∑

j=1

e′j log2(bj),

❛♥❞

δ′′ = ⌊log2(k + 1)⌋+ 1−
l∑

j=1

e′′j log2(bj),

✇❤❡r❡ ⌊log2(k−1)⌋+1 ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐t ✭▼❙❇✮ ♦❢ k−1 ✭✐❞❡♠ ❢♦r k+1✮✳
▼❙❇ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ✉♥✐t ✭❞✉r✐♥❣ t❤❡ t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧♦♦♣

❢♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❞✮✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t
∏l

j=1 b
e′j
j ✭♦r ✇✐t❤ e′′j ❡①♣♦♥❡♥ts✮ ✉s❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② log2(bj) ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② ✉♥✐t r❡t✉r♥s ❧✐♠✐t❡❞ ❡①♣♦♥❡♥ts✿ e′j ≤ 1 ❢♦r
bj 6= 2 ❛♥❞ e′j ≤ w ❢♦r bj = 2 ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r B = (2, 3, 5, 7)✱ δ′ = MSB(k− 1)−eb1=2−1.5eb2=3−2.25eb3=5−2.75eb4=7

✇❤❡r❡ eb1=2 ≤ w ❛♥❞ eb2=3, eb3=5, eb4=7 ≤ 1✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠✿ log2 3 ≈ 1.59✱ log2 5 ≈
2.32✱ ❛♥❞ log2 7 ≈ 2.81✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ k′ ❛♥❞ k′′✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❝❛♥
❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝✐r❝✉✐t ✇❤✐❝❤ ✉s❡s s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞❡rs ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭s❡❡ ❬✶✻❪✮✳

✷ st❡♣s ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♠✐♥✷✮

❚❤❡ ❧❛st s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ t✐♠❡ ♠❛r❣✐♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝✉rs✐♦♥
❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t t❡r♠✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✉s❡s ♠✐♥ ✇✐t❤ (k − 1, k + 1) t♦ ♣r♦❞✉❝❡ (k′, k′′)✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✉s❡s ♠✐♥ ✇✐t❤ (k′ − 1, k′ + 1, k′′ − 1, k′′ + 1) t♦ ♣r♦❞✉❝❡ (ζ ′, ζ ′′, ζ ′′′, ζ ′′′′)✳ S r❡t✉r♥s d
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛♠♦♥❣ ζ ′, ζ ′′, ζ ′′′, ζ ′′′′✳

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆✉t❤♦rs ♦❢ ❬✹✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❝♦❞✐♥❣ k ✐♥ ❉❇◆❙ ✭B = (2, 3)✮✳ ❚❤❡✐r

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜♦✉♥❞✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✳ ■t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♠✐♥✷✳ ❋✐①✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ ♠✐♥✹ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✹ st❡♣s ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✉s❡s ♠✐♥✱ ❛♥❞ S r❡t✉r♥s d ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛♠♦♥❣ ✇✐t❤
❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❡r♠s✳

❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✷ ✭✐✳❡✳ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦✉r
♠✐♥✷ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ st✉❞② ❤❛r❞✇❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐❞❡❛ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❜♦✉♥❞s ✭❡✳❣✳ ✸ ♦r ✹✮✳ ❋♦r t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡②
❝❤♦s❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ❡q✉❛❧s t♦ 4 ✇❤✐❝❤ ✏✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ✐t✑✳

✹✳✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆♥❛❧②s✐s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ♣r❡s❡♥ts st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦✈❡r Fp✿ M✮ ♦❢ ✶✵✵ ✵✵✵ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✶✻✵✲❜✐t r❛♥❞♦♠ s❝❛❧❛rs r❡❝♦❞❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹
✉s❡s ♦✉r s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐✲❜❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ✹ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ▼♦st ❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐✲❜❛s❡s ❛r❡ B = (2, 3, 5) ❛♥❞ B = (2, 3, 5, 7) ✇✐t❤ ✈❡r② ❝❧♦s❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛①❴♥❜❴❞✐✈ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✐♥ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①

❤❛✈❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✷ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❛♥ ❛♣♣r♦①✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦① ✐s t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦st ✭♠✐♥ ❛♥❞ ♠✐♥✷ r❡q✉✐r❡ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣②✮✳

✹✳✷✳✸ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r♥❞✮ ❛s ❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st
s♦♠❡ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❲❤❡♥ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② B ❡❧❡♠❡♥ts✱ S r❡t✉r♥s d = 1 ♦r d = −1
r❛♥❞♦♠❧②✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✭❛♥❞ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥s✮
✐♥ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✷ ✭❢♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❲❡✐❡rstr❛ss ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ a 6= −3 ❛♥❞
✶✵✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ s❝❛❧❛rs✮✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r✳ Pr♦♣♦s❡❞ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s ❛ s❝❛❧❛r s✉❜✲str✐♥❣ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣
t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦❞✐♥❣s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ [k]P ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ k✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st
s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛tt❛❝❦s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s✐❣♥❡❞
❞✐❣✐ts✱ s❡❡ ❬✽✼✱ ❚❛❜✳ ✷✱ ♣✳ ✸✾✹❪✳ ❋♦r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ ❛tt❛❝❦s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ tr❛❝❡
♦r ❛ ✈❡r② ❢❡✇ tr❛❝❡s✮✱ r❡❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ tr❛❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡
s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡
st✐❧❧ ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡❝✉r✐t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❛❞✈❛♥❝❡❞
❛tt❛❝❦ s②st❡♠ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✭❡✳❣✳ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s ❬✷✸❪✮✳

✹✳✷✳✹ ❋P●❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❋P●❆ ✭s❡❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ❢♦r t❛r❣❡t ❛♥❞ t♦♦❧s ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸ r❡♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♣♣r♦①

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ B = (2, 3, 5, 7)✱ n = 160 ❛♥❞ n = 256 ❜✐ts ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❡①❛❝t
❞✐✈✐s✐♦♥✱ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❙❲ ❛♥❞ ▼❙❲✳ ❚❤❡ s✐❣♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✐♥❝❧✉❞❡s✿ ❛ s❡❝♦♥❞ s❝❛❧❛r
♠❡♠♦r② ✭t ✇♦r❞s ❜② w ❜✐ts✮✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝✐r❝✉✐t ❢♦r ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥✐t
❝♦♥tr♦❧✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✶✱ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❢♦r s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ✈❡r②

✶✵✾



✹✳✷✳ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
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signed/max_nb_div

signed/min
signed/approx
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]

unsigned 
signed/max_nb_div

signed/min
signed/approx

signed/min2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✭t♦♣✿ a 6= −3✱ ❜♦tt♦♠✿ a = −3✮✳

s♠❛❧❧✿ ✶✸✪ ♠♦r❡ s❧✐❝❡s ✭✽✪ ❋❋ ❛♥❞ ✶✸✪ ▲❯❚s✮✳ ■♥ ❱✐rt❡① ✺ ❋P●❆s✱ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❡♠♦r✐❡s✱ s✉❝❤
s❝❛❧❛r ♦♥❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❘❆▼s ✐♥ t❤❡ ▲❯❚s ♦❢ ❙▲■❈❊▼s✳
❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♦♥❧② ✷✺ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✢✐♣✲✢♦♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s
❛ ✶✻✽✲❜✐t ♠❡♠♦r② ✭t = 14 ❛♥❞ w = 12✮ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❛❧❛r ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ✭t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ✐s t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉♥✐t✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✱ t❛❜❧❡ ❆✳✶ ✐♥
❛♣♣❡♥❞✐① ❆ r❡♣♦rts t✇♦ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❛ s♠❛❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♦♥❡✮ ♦❢ ❛♥ ❊❈❈
♣r♦❝❡ss♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✹❪ ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n = 160 ❜✐ts ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s✮✳ ❖✉r ▼❇◆❙ s✐❣♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇♦r❦s ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛♥ t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ ✐ts ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥ts ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✪ ✭r❡s♣✳ ✼✪✮ ❢♦r n = 160 ❛♥❞ w = 12 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s♠❛❧❧ ✭r❡s♣✳ ❧❛r❣❡✮ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✳

✹✳✷✳✺ ❆❙■❈ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡s ✹✳✶✹ ❛♥❞ ✹✳✶✺ r❡♣♦rt ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▲❙❲✳ ❚❤❡ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛t❤ ❞❡❧❛② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ 10♥s ❛♥❞ 5♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts t♦ ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts✳

❆❙■❈ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥t♦ ❣❛t❡✲❧❡✈❡❧ ♥❡t❧✐sts ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ Vth ✭❙❱❚✮
❝❡❧❧s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ 130♥♠ ❜✉❧❦ ❈▼❖❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧✐❜r❛r② ✉s✐♥❣ ❙②♥♦♣s②s ❉❡s✐❣♥ ❈♦♠♣✐❧❡r ●✲

✶✶✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

r♥❞ ♠✐♥ ❞✐✛✳

B M ★ADD M ★ADD ❬✪❪

✭✷✱✸✮ ✶ ✾✻✵✳✺ ✹✾✳✸ ✶ ✼✸✽✳✺ ✸✹✳✵ ✶✷✳✽

✭✷✱✸✱✺✮ ✶ ✽✹✸✳✵ ✸✾✳✽ ✶ ✻✼✸✳✼ ✷✽✳✵ ✶✵✳✶

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ ✶ ✽✶✶✳✹ ✸✹✳✽ ✶ ✻✼✵✳✵ ✷✹✳✽ ✽✳✺

✭✷✱✸✱✺✱✼✱✶✶✮ ✶ ✽✶✻✳✼ ✸✷✳✶ ✶ ✻✾✸✳✺ ✷✷✳✾ ✼✳✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭M✮ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭★ADD✮ ❢♦r n = 160 ❜✐ts
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛r❡❛ ❢r❡q✳

n st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ w s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③

✶✻✵

▲❙❲
✶✷ ✶✻✶ ✭✸✷✻✴✹✻✻✮ ✷✸✻

✷✹ ✸✸✽ ✭✼✷✹✴✶ ✵✵✺✮ ✷✵✷

▼❙❲
✶✷ ✶✻✼ ✭✸✺✵✴✹✻✺✮ ✷✻✶

✷✹ ✸✸✾ ✭✼✽✶✴✶ ✵✶✺✮ ✷✵✻

✷✺✻

▲❙❲
✶✷ ✶✻✽ ✭✸✷✾✴✹✻✾✮ ✷✸✻

✷✹ ✸✹✸ ✭✼✷✼✴✶ ✵✵✽✮ ✷✵✷

▼❙❲
✶✷ ✶✽✾ ✭✸✻✾✴✺✵✷✮ ✷✻✶

✷✹ ✹✵✶ ✭✼✾✺✴✶ ✶✶✷✮ ✷✵✻

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❣♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇✐t❤ B = (2, 3, 5, 7)✳

✷✵✶✷✳✵✻✲❙P✺✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❡t ④♥❛♥❞✷✱ ♥♦r✷✱ ①♦r✷✱ ✐♥✈⑥ ♦❢ ❧♦❣✐❝
❣❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

❇❡❧♦✇✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ r❡♣♦rts ❛ ♣✐❡ ❝❤❛rt ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛r❡❛ ✐♥ ❆❙■❈ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐t ✭✜❣✲
✉r❡ ✹✳✶✵✮ ♦❢ t❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣✱ ✇✐t❤ n ∈ {160, 256} ❛♥❞ w = 12✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛t❤
❞❡❧❛② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ 10♥s✳

23%

exact division

18%

mem. 1

18%
mem. 2

19%

CTRL

14%

div. test

8%

DTD-2

26%

mem. 1

26%

mem. 2

17%

exact division
15%

CTRL

11%

div. test

5%
DTD-2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ P✐❡ ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❆❙■❈ ❛r❡❛ ✇✐t❤ w = 12 ✭r✐❣❤t✿ n = 160✱ ❧❡❢t✿ n = 256✮✳

✶✶✶



✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❙t❛t❡✲♦❢✲❆rt

n ❞❡❧❛② w ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❢✴✐♥✈ ♥♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧

✶✻✵

✶✵
✶✷ ✶✷ ✵✼✷✳✾ ✾✶✾✳✽ ✷✷ ✻✹✸✳✵ ✸✹ ✼✶✻✳✵

✷✹ ✷✻ ✸✻✹✳✽ ✷ ✹✻✾✳✵ ✸✺ ✹✼✽✳✺ ✻✶ ✽✹✸✳✸

✺
✶✷ ✶✵ ✾✵✷✳✾ ✾✶✷✳✽ ✶✷ ✺✾✹✳✵ ✷✽ ✹✾✻✳✾

✷✹ ✷✻ ✼✺✻✳✶ ✷ ✷✵✷✳✼ ✸✺ ✹✼✽✳✺ ✻✷ ✷✸✹✳✻

✷✺✻

✶✵
✶✷ ✶✻ ✵✷✻✳✻ ✶ ✸✹✶✳✹ ✸✵ ✸✸✹✳✻ ✹✻ ✸✻✶✳✸

✷✹ ✷✺ ✸✸✻✳✵ ✷ ✻✷✽✳✹ ✹✹ ✷✼✼✳✺ ✻✾ ✻✶✸✳✺

✺
✶✷ ✶✸ ✾✺✾✳✵ ✶ ✷✶✽✳✸ ✷✾ ✼✺✸✳✼ ✷✾ ✼✺✸✳✼

✷✹ ✷✻ ✻✼✷✳✾ ✷ ✸✻✻✳✶ ✹✹ ✷✼✼✳✺ ✻✾ ✾✺✵✳✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✿ ❆r❡❛ r❡s✉❧ts ✭✐♥ µ♠2✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❣♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t
✇✐t❤ B = (2, 3, 5, 7)✳

n ❞❡❧❛② w ❝❡❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡t s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❡❧❧ ❧❡❛❦❛❣❡

✶✻✵

✶✵
✶✷ ✶ ✹✷✺✳✸ ✶✻✻✳✾ ✶ ✺✾✷✳✸ ✶✷✳✷

✷✹ ✷ ✹✹✺✳✻ ✸✵✼✳✵ ✷ ✼✺✷✳✼ ✷✶✳✵

✺
✶✷ ✷ ✷✺✺✳✻ ✷✻✼✳✻ ✷ ✺✷✸✳✸ ✶✵✳✶

✷✹ ✺ ✵✹✹✳✾ ✻✺✻✳✹ ✺ ✼✵✶✳✹ ✷✶✳✻

✷✺✻

✶✵
✶✷ ✶ ✽✺✹✳✷ ✶✽✸✳✷ ✷ ✵✸✼✳✹ ✶✻✳✺

✷✹ ✷ ✽✹✷✳✵ ✸✶✵✳✹ ✸ ✶✺✷✳✺ ✷✹✳✷

✺
✶✷ ✸ ✺✼✾✳✻ ✸✻✻✳✵ ✸ ✾✹✺✳✼ ✶✺✳✻

✷✹ ✺ ✽✷✸✳✹ ✻✻✶✳✻ ✻ ✹✽✺✳✶ ✷✹✳✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✺✿ P♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ✭µ❲✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❣♥❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t
✇✐t❤ B = (2, 3, 5, 7)✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❙t❛t❡✲♦❢✲❆rt

❇❡❧♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐✲
❜❛s❡s t♦ st❛t❡✲♦❢✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ♦✈❡r Fp ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❲❡✐❡rstr❛ss ❝✉r✈❡s ✭y2 =
x3 − ax+ b✮ ✇✐t❤ ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❛♥❞ a = −3✱ ✉s✐♥❣ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦
♠♦st ♦❢ ❉❇◆❙✴▼❇◆❙ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✹✳✸✳✶ ❈♦sts ♦❢ ❈✉r✈❡✲▲❡✈❡❧ ❖♣❡r❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✻ r❡♣♦rts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭M✱ S✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r Fp ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛✉t❤♦rs✱ ✇❡
♦♥❧② r❡♣♦rt t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❙♦♠❡ ❝♦sts ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❋❉ ✐s t❤❡ ✇❡❜ s✐t❡ ❊①♣❧✐❝✐t✲❋♦r♠✉❧❛s ❉❛t❛❜❛s❡ ❤tt♣✿✴✴❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐❝✳♦r❣✴❊❋❉✳
λDBL ✭r❡s♣✳ λTPL✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ λ s✉❝❝❡ss✐✈❡ DBL ✭r❡s♣✳ TPL✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ k = 2λ ♦r
k = 3λ✮✳

✹✳✸✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❙♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✺✼✱ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶❪ ❢♦r wNAF✱ ❬✼❪ ❢♦r ❉❇◆❙ ❛♥❞ ❬✼✼❪ ❢♦r ▼❇◆❙✮✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✶✶✷

http://hyperelliptic.org/EFD


❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s ADD mADD DBL TPL QPL SPL EPL

a 6= −3

❊❋❉ 11M+ 5S 7M+ 4S 1M+ 8S 5M+ 10S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ 12M+ 4S 8M+ 3S 4M+ 6S 10M+ 6S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✽✼❪ 12M+ 4S 8M+ 3S 4M+ 6S 10M+ 6S 15M+ 10S ♥✴❛ ♥✴❛

❬✼✽❪ 11M+ 5S 7M+ 4S 2M+ 8S 6M+ 10S 10M+ 14S 17M+ 14S 27M+ 18S

❬✺✹❪ ♥✴❛ ♥✴❛ 1M+ 8S 5M+ 10S 7M+ 16S 15M+ 24S 17M+ 30S

❬✼✻❪ 11M+ 5S 7M+ 4S 2M+ 8S 6M+ 11S 9M+ 15S 13M+ 18S ♥✴❛

❬✼✺❪ 12M+ 4S 8M+ 3S 4M+ 6S 9M+ 7S 14M+ 10S 19M+ 12S 29M+ 16S

a = −3

❊❋❉ 11M+ 5S 7M+ 4S 3M+ 5S 7M+ 7S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ 12M+ 4S 8M+ 3S 4M+ 4S 10M+ 6S ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛

❬✽✼❪ ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛ ♥✴❛ 15M+ 8S ♥✴❛ ♥✴❛

❬✼✽❪ 11M+ 5S 7M+ 4S 3M+ 5S 7M+ 7S 11M+ 11S 18M+ 11S 28M+ 15S

❬✼✼❪✱ ❬✼✻❪ 11M+ 5S 7M+ 4S 3M+ 5S 7M+ 8S 10M+ 12S 14M+ 15S ♥✴❛

❬✼✺❪ 11M+ 5S 7M+ 4S 3M+ 5S 9M+ 5S 14M+ 8S 19M+ 10S 29M+ 14S

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s λDBL λTPL

a 6= −3 ❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪✱ ❬✻✶❪ 4λM+ (4λ+ 2)S (11λ− 1)M+ (4λ+ 2)S

❬✽✼❪ 4λM+ (4λ+ 2)S 10λM+ (6λ− 5)S

❝✉r✈❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s λTPL ✴ λ′DBL

a 6= −3 ❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ (11λ+ 4λ′ − 1)M+ (4λ+ 4λ′ + 3)S

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✻✿ ❈♦sts ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✳

♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t P ❛♥❞ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✷ n✲❜✐t r❡❣✐st❡rs ♣❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ wNAF r❡q✉✐r❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts {[3]P, [5]P, [7]P, . . . , [2w−1 − 1]P} t♦ ❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r✐♦r t♦ [k]P
♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ▼♦st ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❢❛st ♠✐①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥ mADD✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✼ r❡♣♦rts s♦♠❡ ❝♦sts ♦❢ t②♣✐❝❛❧
♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❈♦sts ❛t ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s
✜❡❧❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ✭✉s✉❛❧❧② 1M+1S+2I ♣❡r ❛❞❞✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ 1I = 15M ❢♦r Fp ✐♥✈❡rs✐♦♥✱
❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ 1S = 0.8 M✳

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠❡t❤♦❞s a 6= −3 a = −3

[3]P
✸NAF 1mADD+ 1DBL ✹✾✳✹M ✹✾✳✵M

❉❇◆❙ 1TPL ✹✹✳✽M ✹✹✳✹M

[3]P ✱ [5]P ✱ [7]P
✹NAF 3mADD+ 2DBL ✶✹✵✳✽M ✶✹✵✳✵M

❉❇◆❙ 2mADD+ 1DBL+ 1TPL ✶✸✻✳✷M ✶✸✺✳✹M

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✼✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦sts ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡s❡ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ [k]P ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t P ✱
❜✉t ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ♣♦✐♥t P ❝❤❛♥❣❡s ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ s✉♣♣♦rt ♦❢
✈❛r✐♦✉s ♣r♦t♦❝♦❧s✴s✐③❡s✱ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❡t❝✳✮✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✽ ❝♦♠♣❛r❡s s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♦✉r s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ ✐♥

✶✶✸



✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❙t❛t❡✲♦❢✲❆rt

t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ a 6= −3✱
n = 160 ❜✐ts ❛♥❞ 100 000 r❛♥❞♦♠ s❝❛❧❛rs✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✾ r❡♣♦rts s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r a = −3✳
❖✉r s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡s (2, 3)✱ (2, 3, 5) ❛♥❞ (2, 3, 5, 7)✳ ■♥ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s✱ ❉❇◆❙ r❡s✉❧ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❆❘■✴●P ♣r♦❣r❛♠ ❦✐♥❞❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ ❬✹✻❪✳ ❚❤✐s
♣r♦❣r❛♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s✐❣♥❡❞ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥ ✉s✐♥❣ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s❡❛r❝❤ t❛❜❧❡✳

♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s st♦r❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡❝♦❞✐♥❣

❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ✶ ✾✽✺✳✸M ∅ ∅ ∅
NAF ✶ ✼✷✸✳✵M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ ✈❡r② ❝❤❡❛♣

✸NAF ✶ ✺✽✸✳✼M ✶ ♣♦✐♥t ✹✾✳✹M ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ ✈❡r② ❝❤❡❛♣

✹NAF ✶ ✹✾✾✳✶M ✸ ♣♦✐♥ts ✶✺✼✳✽M ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ ✈❡r② ❝❤❡❛♣

❬✹✵❪ ❉❇◆❙ ✶ ✽✻✸✳✵M ∅ ∅ ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

❬✹✶❪ ❉❇◆❙ ✶ ✼✷✷✳✸M ∅ ∅ ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

❬✼❪ ❉❇◆❙ ✶ ✺✺✽✳✹M ✼ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

❬✹✻❪ ❉❇◆❙ ✶ ✻✶✺✳✸M ∅ ∅ ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

❬✷❪

6HBTFA ✶ ✽✵✸✳✽ ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

6HBTFB ✶ ✻✷✼✳✷ ∅ ∅ ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ s♠❛❧❧

12HBTFA ✶ ✼✵✶✳✹ ✶ ♣♦✐♥t ✷✺M ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

12HBTFB ✶ ✺✺✺✳✺ ✶ ♣♦✐♥t ✺✻✳✽M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ s♠❛❧❧

t❤✐s ✇♦r❦

(2, 3) ▼❇◆❙ ✶ ✼✹✻✳✷M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

(2, 3, 5) ▼❇◆❙ ✶ ✻✼✾✳✾M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

(2, 3, 5, 7) ▼❇◆❙ ✶ ✻✼✵✳✹M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❝✉r✈❡s ✇✐t❤ a 6= −3 ❛♥❞ n = 160✮✳

Pr❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✼ ♣♦✐♥ts ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼❪ ✐s ♠♦r❡ ❝♦st❧② t❤❛♥ ✹NAF ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✭t❛❜❧❡ ✹✳✶✼✮✳ ❋♦r ✸NAF ❛♥❞ ✹NAF ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝♦st ❢♦r ♣r❡✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✱ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❛✐s❡s ✶✻✸✸✳✶M ❛♥❞ ✶✻✺✻✳✾M✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✭❢♦r a 6= −3✮✳ ❚❤✉s✱ ✸NAF ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❛st❡r t❤❛♥ ✹NAF ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ❝♦sts ♦❢
♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ✹✳✶✾ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡r t♦ ❬✼✼❪ ❛♥❞ ❬✼✽❪ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ▼❇◆❙ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❢❛st ♠✐①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥ mADD ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❝❛❧❛r
✐s r❡❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t❤✐s str❛t❡❣② ♣r❡✈❡♥ts t❤❡♠ ❢r♦♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲
✢② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳ ■❢ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦
4.8 =

(
(11 + 5× 0.8)− (7 + 4× 0.8)

)
t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ADD ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡ B = (2, 3, 5)

❛♥❞ n = 160✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✶✸✹M✳ ❍❡♥❝❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✼✼❪ ❛♥❞ ❬✼✽❪ ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛st❡r
t❤❛♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❜✐♥❛r②✲t❡r♥❛r② ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭HBTNS✮ ❬✸✾❪✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ s❤♦rt ❛♥❞ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇
❤②❜r✐❞ ❜✐♥❛r②✲t❡r♥❛r② ❢♦r♠ ✭wHBTF✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ HBTNS✳ ❚❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦✉❧❞ ✇♦r❦ ♦♥✲t❤❡✲✢②✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✶✶✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s st♦r❛❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡❝♦❞✐♥❣

❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ✶ ✾✷✷✳✵M ∅ ∅ ∅
NAF ✶ ✻✺✾✳✼M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ ✈❡r② ❝❤❡❛♣

✸NAF ✶ ✺✷✵✳✷M ✶ ♣♦✐♥t 49.0M ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ ✈❡r② ❝❤❡❛♣

✹NAF ✶ ✹✸✻✳✶M ✸ ♣♦✐♥ts 156.6M ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ ✈❡r② ❝❤❡❛♣

❬✹✻❪ ❉❇◆❙ ✶ ✺✻✸✳✷M ∅ ∅ ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

❬✼❪ ❉❇◆❙ ✶ ✺✵✹✳✸M ✼ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

✶ ✻✹✺✳✹M ∅ ∅ ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

✶ ✻✵✻✳✹M ✶ ♣♦✐♥t ≈✹✵M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

❬✽✼❪ (2, 3, 5)▼❇◆❙ ✶ ✺✻✻✳✹M ✸ ♣♦✐♥ts ≈✶✺✵M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

✶ ✺✺✷✳✸M ✼ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

✶ ✹✽✻✳✹M ✺ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ ❝♦st❧②

(2, 3)NAF ✶ ✺✶✹✳✵M ∅ ∅ s♠❛❧❧

(2, 3, 5)NAF ✶ ✹✾✵✳✵M ∅ ∅ s♠❛❧❧

(2, 3, 5, 7)NAF ✶ ✹✾✶✳✵M ∅ ∅ s♠❛❧❧

(2, 3)NAF3 ✶ ✹✻✵✳✵M ✶ ♣♦✐♥t ≈✹✵M s♠❛❧❧

❬✼✽❪ (2, 3, 5)NAF3 ✶ ✹✹✹✳✵M ✶ ♣♦✐♥t ≈✹✵M s♠❛❧❧

(2, 3, 5, 7)NAF3 ✶ ✹✹✾✳✵M ✶ ♣♦✐♥t ≈✹✵M s♠❛❧❧

(2, 3)NAF4 ✶ ✸✽✹✳✵M ✸ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M s♠❛❧❧

(2, 3, 5)NAF4 ✶ ✸✽✸✳✵M ✸ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M s♠❛❧❧

(2, 3, 5, 7)NAF4 ✶ ✸✾✹✳✵M ✸ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M s♠❛❧❧

❬✼✼❪
(2, 3, 5)NAF ✶ ✹✻✵✳✵M ∅ ∅ ❝♦st❧②

(2, 3, 5)NAF ✶ ✹✷✻✳✵M ✻ ♣♦✐♥ts >✶✺✵M ❝♦st❧②

❬✷❪

6HBTFA ✶ ✼✺✷✳✻ ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

6HBTFB ✶ ✺✼✻✳✵ ∅ ∅ ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ s♠❛❧❧

12HBTFA ✶ ✻✹✼✳✼ ✶ ♣♦✐♥t ✷✹✳✷M ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

12HBTFB ✶ ✺✵✶✳✼ ✶ ♣♦✐♥t ✺✻M ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ s♠❛❧❧

t❤✐s ✇♦r❦

(2, 3)▼❇◆❙ ✶ ✻✽✻✳✷M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

(2, 3, 5)▼❇◆❙ ✶ ✻✸✶✳✵M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

(2, 3, 5, 7)▼❇◆❙ ✶ ✻✷✺✳✷M ∅ ∅ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❝✉r✈❡s ✇✐t❤ a = −3 ❛♥❞ n = 160✮✳

❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝♦sts ♦❢ ADD ❛♥❞ mADD✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ♦r ♥♦t✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❣✐✈❡ t✇♦
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s 6HBTF ❛♥❞ 12HBTF ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣✿ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
❜❡ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✫ s♠❛❧❧ ✭wHBTFA✮ ♦r ♦✛✲❧✐♥❡ ✫ s♠❛❧❧ ✭wHBTFB✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♠✉t❧✐✲❜❛s❡s ❛♥❞ ❉❇◆❙
r❡❝♦❞✐♥❣s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❆❘■✴●P ♣r♦❣r❛♠ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✻❪✳ ❘❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
n = 160✱ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ a 6= −3✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✶✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❝✉r✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ◆■❙❚ ✭❋■P❙ ✶✽✻✲✷ s❡❡ ❬✺✼✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳✶❪
❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✵ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✵ ✵✵✵ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉r s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❜❛s❡s✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s✱ ✇✐t❤
a = −3 ❛♥❞ a 6= −3✳

◆■❙❚ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤

B ❝✉r✈❡s ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s a 6= −3 a = −3
✭✷✱✸✮

P✲✶✾✷

41.2ADD+ 107.1DBL+ 53.7TPL ✷ ✶✵✾✳✾M ✷ ✵✹✺✳✺M

✭✷✱✸✱✺✮ 33.9ADD+ 85.8DBL+ 42.1TPL+ 17.1QPL ✷ ✵✸✵✳✾M ✶ ✾✼✻✳✺M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ 30.1ADD+ 75.6DBL+ 35.9TPL+ 14.6QPL+ 9.1SPL ✷ ✵✷✵✳✵M ✶ ✾✺✾✳✼M

✭✷✱✸✮

P✲✷✷✹

47.9ADD+ 124.4DBL+ 62.4TPL ✷ ✹✺✷✳✽M ✷ ✸✼✽✳✵M

✭✷✱✸✱✺✮ 39.5ADD+ 99.7DBL+ 49.0TPL+ 19.9QPL ✷ ✸✻✶✳✸M ✷ ✷✾✽✳✶M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ 35.1ADD+ 88.0DBL+ 41.7TPL+ 17.1QPL+ 10.6SPL ✷ ✸✹✽✳✾M ✷ ✷✷✼✽✳✽M

✭✷✱✸✮

P✲✷✺✻

54.7ADD+ 142.5DBL+ 71.4TPL ✷ ✽✵✸✳✸M ✷ ✼✶✼✳✽M

✭✷✱✸✱✺✮ 45.2ADD+ 113.8DBL+ 56.1TPL+ 22.8QPL ✷ ✼✵✵✳✷M ✷ ✻✷✼✳✼M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ 32.4ADD+ 95.5DBL+ 45.8TPL+ 18.6QPL+ 15.8SPL ✷ ✺✼✺✳✹M ✷ ✺✵✻✳✹M

✭✷✱✸✮

P✲✸✽✹

82.3ADD+ 214.0DBL+ 104.2TPL ✹ ✷✵✾✳✻M ✹ ✵✽✶✳✷M

✭✷✱✸✱✺✮ 68.0ADD+ 170.7DBL+ 84.3TPL+ 34.0QPL ✹ ✵✺✺✳✹M ✸ ✾✺✸✳✸M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ 60.4ADD+ 151.0DBL+ 71.6TPL+ 29.0QPL+ 18.0SPL ✹ ✵✸✼✳✼M ✸ ✾✶✼✳✶M

✭✷✱✸✮

P✲✺✷✶

111.8ADD+ 290.1DBL+ 145.5TPL ✺ ✼✶✹✳✵M ✺ ✺✸✾✳✽M

✭✷✱✸✱✺✮ 92.3ADD+ 231.8DBL+ 114.3TPL+ 46.4QPL ✺ ✺✵✸✳✻M ✺ ✸✻✸✳✻M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ 82.1ADD+ 205.0DBL+ 97.2TPL+ 39.7QPL+ 24.6SPL ✺ ✹✽✷✳✷M ✺ ✸✶✽✳✻M

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✵✿ ❈✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t ✭◆■❙❚ ❝✉r✈❡s✮✳

❆✉t❤♦rs ♦❢ ❬✹✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ ✹ st❡♣s ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✹ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡② r❡❝♦❞❡ t✇♦ s❝❛❧❛rs ✐♥ ❉❇◆❙ ✭B = (2, 3)✮ t♦
♣❡r❢♦r♠ t✇♦ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❥♦✐♥t s♣❛rs❡ ❢♦r♠ ♠❡t❤♦❞✳ ❲✐t❤ ✐♥✈❡rt❡❞ ❊❞✇❛r❞s ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ n = 192✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ 72ADD+107DBL+53TPL ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ n = 192✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② ✉s❡ ♠✐①❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❤❡♥

✶✶✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡② r❡❝♦❞❡ ❛ s❝❛❧❛r ✐♥t♦ ❉❇◆❙✱ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ r❡s✉❧t ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❧❡ss ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭1 952M✮ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡② ♠✉st st♦r❡ ❛❧❧ t❡r♠s ❛♥❞
✇❛✐t ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r t♦t❛❧❧② r❡❝♦❞❡❞ t♦ ❜❡❣✐♥ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ♣r❡✈❡♥ts t❤❡♠
❢r♦♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✹✳✹ ❊①t❡♥❞❡❞ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ▼❇◆❙ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❆❜♦✈❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆❘■❚❍ ♣❛♣❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛✈❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❡❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❛t
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
✇✐t❤ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ❝❤♦♦s❡ t❤❡♠✳

❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦
♦t❤❡rs ❞✐❣✐ts t❤❛♥ −1 ❛♥❞ ✶✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇❤❡♥ d ❝❛♥ ❤❛✈❡
♦t❤❡r ❞✐❣✐ts t❤❛♥ −1 ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❞✐❣✐t d t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ d s✉❝❤ t❤❛t d = ±3✳ ❆t ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧✱ ❞✐❣✐t ✈❛❧✉❡s ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦✿ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ Q+ [3]P ✇❤❡♥ d = 3✱ t❤❡ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ Q− [3]P ✇❤❡♥ d = −3✱ ❛♥❞
♥♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ d = 0✳

❚❤✉s ♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❤❡♥ S s❡❧❡❝ts t❤❡ ❞✐❣✐t d s✉❝❤ t❤❛t d 6= ±1 ❛♥❞ d 6= 0✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ P|−3| = P3 = [3]P ✇❤❡♥ d = ±3✳ ▲✐♥❡ ✸ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥
✜❣✉r❡ ✹✳✸ ❜❡❝♦♠❡s Q ← Q + sign(d) × P|d|✳ ■t ✐s t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ wNAF ♠❡t❤♦❞✳
❚❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞
♣♦✐♥ts ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✜❡❧❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t [3]P ❝♦sts 13M ✇✐t❤
a = −3✱ ❛♥❞ 12.6M ✇✐t❤ a 6= −3✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 49.4M ❛♥❞ 49.0M ✇✐t❤ 3NAF ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ s❡❧❡❝t ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ d✳ ▲❡t t❤❡ ❞✐❣✐t s❡t ♦❢ d ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ D✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ D±1 ❞❡♥♦t❡ t❤❛t
d ∈ {±1}✱ D±1,±3 ❞❡♥♦t❡ t❤❛t d ∈ {±1,±3}✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦
#{|di|}\{±1, 0}✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t d = 0 ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ✜rst t❡r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡
❜②✱ ❛t ❧❡❛st✱ ♦♥❡ ❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ B✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ±1 ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦✐♥t P ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r D±3✱ D±5✱ ✳ ✳ ✳ ✱ D±1,±3✱
D±1,±5✱ ❡t❝✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✇❛②✱ t✇♦ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ D±3,±5✱
D±1,3,±5✱ D±1,±5,−7✱ ❡t❝✳

❋r♦♠ ♥♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t Ddi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ D±di ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t [3]P ✱ ❤❛✈✐♥❣ di = ±3 ❝❛♥ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ k✱ ✇✐t❤ ♦♥❧②
♦♥❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ d ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❛tt❡♥t✐♦♥✳

❋✐rst✱ ♦♥❡ ❛❧✇❛②s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❞❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ d✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡
♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ k ♣❧✉s ♦r ♠✐♥✉s ❛♥ ❡✈❡♥ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛t ❧❡❛st b1 = 2✳

❙❡❝♦♥❞✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧❧ |di| /∈ B✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✿
✐❢ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ k± bj ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜②
bj ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ di = 3 ❛♥❞ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❤❛s k mod 3 6= 0✳
❚❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r k± 3 ✇♦♥t ❜❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❜❛s❡ 3✳ ❍❛✈✐♥❣ di = ±3 ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② 3 ✇✐t❤ b2 = 3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ D s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs ❞✐✛❡r❡♥t

✶✶✼



✹✳✹✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ▼❇◆❙ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ B = (2, 3)✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ±3 ∈ D✳
❚❤✐r❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s −1✱ 1✱ t❤❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ bl ♦r ❤✐s ♦♣♣♦s✐t❡ ♠✉st

❜❡ ✐♥ d ✭bl ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ B✮✳ ❊❧s❡✱ k ♠❛② ♥❡✈❡r ❜❡ 1
✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s k ← k ± di✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡✈❡r st♦♣s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✇❤❡♥ B = (2, 3)✱ di ❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ D1✱ D1,5✱ D1,7✱ ✳ ✳ ✳ ✱ D5✱ D5,7✱ D5,7,11✱ ❡t❝✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢
t❤❡ ❞✐❣✐t s❡t ✐s D7 ♦r D7,11✱ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ♥❡✈❡r st♦♣ ✐❢ k r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ 5✳

❖♥❝❡ ♦♥❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡t ♦❢ D✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ S s❡❧❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
k − di ✇❤❡♥ k ✐s ♥♦t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛♥② ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❡t D ✐s ❜✐❣✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ S ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ k − 5✱ k − 1✱ k + 1 ❛♥❞ k + 5 ✇✐t❤ D1,5✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞♦❡s ♥♦t
❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ k − di ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭ADD✱ DBL✱ TPL✱
❡t❝✳✮✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽✕✶✷ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ r❡q✉✐r❡s
t❡♥s ✭❢♦r ❧❛r❣❡ ♦♣❡r❛t♦rs✮ t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ✭❢♦r s♠❛❧❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✮ ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✸
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✼ ❢♦r t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✮✳

❚❤✉s✱ S ❥✉st ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ S
s❡❧❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss
✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ S s❝❛♥♥❡❞ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② S ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ❛
❜✐❣❣❡r s❡t D✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❣✐st❡rs ✇✐t❤ t❤✐s
str❛t❡❣②✳ ❖♥❧② t✇♦ r❡❣✐st❡rs ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s k− di
❛♥❞ k − dj ✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ✇♦r❦s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦r❡ S ✐s ✉s❡❞✱
t❤❡ ♠♦r❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❛st✳ ■♥❞❡❡❞✱ S ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t S ✇♦r❦s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛❞❞ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡
♣♦✇❡r tr❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ❤❛✈❡ ❝❧❡❛♥ tr❛❝❡s ❛♥❞ t❤✉s t♦
❣✉❡ss t❤❡ s❝❛❧❛r✳

✹✳✹✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❙✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❋P●❆ ✭s❡❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ❢♦r t❛r❣❡t ❛♥❞ t♦♦❧s ❞❡t❛✐❧s✮✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ❛ ❘❖▼ ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛✉♥❝❤❡s t❤❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✭❡✳❣✳
P ✱ [3]P ✱ ❡t❝✳✮ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❊❛❝❤ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❋P●❆ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐❦❡
❝♦♥st❛♥ts ❞✉r✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❘❡❣✐st❡rs ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✸✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣♦rts t❤❡ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ B = (2, 3, 5, 7)✱ n ∈ {160, 256} ❜✐ts ❛♥❞ t❤❡
t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥✳

❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ✶ ✭r❡s♣✳ ✺✱ ✶✵✮ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t r❡q✉✐r❡s 1% ♠♦r❡ ❛r❡❛ ✭r❡s♣✳ 3%✱ 4%✮
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛r❡❛ r❡s✉❧ts ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭t❛❜❧❡ ✹✳✶✹✮✳ ❚❤❡
✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ✶ ✭r❡s♣✳ ✺✱ ✶✵✮ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t ❤❛s 10% ♠♦r❡ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r ✭r❡s♣✳ 18%✱
23%✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭t❛❜❧❡ ✹✳✶✺✮✳

✶✶✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

✹✳✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✶ r❡♣♦rts s♦♠❡ ❝♦sts ♦❢ ♣♦✐♥t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❈♦sts ❛t ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ✜❡❧❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ♠✐①❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
[11]P ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ 5 ∈ B✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ QPL ✭♦♥❧②
✇❤❡♥ a 6= −3✮✳ ❊❧s❡✱ ♦♥❧② t❤❡ mADD✱ ADD✱ DBL ❛♥❞ TPL ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷✶✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t 2 ❛♥❞ 3 ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s a 6= −3 a = −3
[5]P 1mADD+ 2DBL ✷✺✳✵M ✷✹✳✷M

[7]P 1mADD+ 3DBL ✸✷✳✹M ✸✶✳✷M

[11]P 1mADD+ 2DBL+ 1TPL ✸✽✳✵M ✸✹✳✹M

[11]P 1mADD+ 1DBL+ 1QPL ✸✼✳✹M ✸✻✳✽M

[13]P 1mADD+ 2DBL+ 1TPL ✸✽✳✵M ✸✹✳✹M

[17]P 1mADD+ 2DBL ✸✾✳✽M ✸✽✳✷M

[5]P ✱ [7]P 2mADD+ 1DBL+ 1TPL ✹✵✳✽M ✹✵✳✵M

[5]P ✱ [11]P 2mADD+ 2DBL+ 1TPL ✹✽✳✷M ✹✹✳✻M

[5]P ✱ [13]P 2mADD+ 2DBL+ 1TPL ✹✽✳✷M ✹✹✳✻M

[5]P ✱ [17]P 2mADD+ 4DBL ✺✵✳✵M ✹✽✳✹M

[7]P ✱ [11]P 1mADD+ 1ADD+ 3DBL+ 1TPL ✻✵✳✹M ✺✻✳✹M

[7]P ✱ [13]P 2mADD+ 3DBL+ 1TPL ✺✺✳✻M ✺✶✳✻M

[7]P ✱ [17]P 2mADD+ 4DBL ✺✵✳✵M ✹✽✳✹M

[11]P ✱ [13]P 2mADD+ 2DBL+ 1TPL ✹✽✳✷M ✹✼M

[11]P ✱ [17]P 1mADD+ 1ADD+ 4DBL+ 1TPL ✻✼✳✽M ✻✸✳✹M

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦sts ♦❢ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✸ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✹✳✷✹ ❝♦♠♣❛r❡s s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ▼❇◆❙
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ n = 160
❜✐ts✱ ✶✵✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ s❝❛❧❛rs✱ a 6= −3 ❛♥❞ a = −3✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ▼❇◆❙ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❜❛s❡s (2, 3)✱ (2, 3, 5)
❛♥❞ (2, 3, 5, 7)✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t❛❜❧❡s ✉s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ✇♦r❦
♦♥✲t❤❡✲✢②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷✸ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✹✳✷✹ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts t❤❡r❡ ❛r❡✱ t❤❡
♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐t ✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❡t D✳
❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣❣❡r ❝♦st ♦❢ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❤❛s ❥✉st t♦ s❡❧❡❝t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦st✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❝✉r✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ◆■❙❚✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✵ ✵✵✵ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ▼❇◆❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❜❛s❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ a = −3

✶✶✾



✹✳✹✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ❙✐❣♥❡❞✲❉✐❣✐t ▼❇◆❙ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❛♥❞ a 6= −3✳

◆■❙❚ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤

B ❝✉r✈❡s D ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s a = −3 a 6= −3
✭✷✱✸✮

P✲✶✾✷

D1,5 32.4ADD+ 106.1DBL+ 54.5TPL ✶ ✾✶✺✳✶ M ✶ ✾✼✾✳✸ M

✭✷✱✸✱✺✮ D1,7 27.1ADD+ 78.1DBL+ 41.5TPL+ 20.9QPL ✶ ✽✽✻✳✵ M ✶ ✾✸✽✳✵ M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ D1,11 24.4ADD+ 71.9DBL+ 34.5TPL+ 14.0QPL+ 11.9SPL ✶ ✽✽✼✳✻ M ✶ ✾✹✾✳✻ M

✭✷✱✸✮

P✲✷✷✹

D1,5 37.6ADD+ 123.3DBL+ 63.4TPL ✷ ✷✷✻✳✶ M ✷ ✸✵✵✳✽ M

✭✷✱✸✱✺✮ D1,7 31.5ADD+ 90.7DBL+ 48.3TPL+ 24.3QPL ✷ ✶✾✷✳✺ M ✷ ✷✺✸✳✵ M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ D1,11 28.3ADD+ 83.6DBL+ 40.0TPL+ 16.3QPL+ 13.8SPL ✷ ✶✾✹✳✷ M ✷ ✷✻✻✳✸ M

✭✷✱✸✮

P✲✷✺✻

D1,5 43.0ADD+ 141.0DBL+ 72.4TPL ✷ ✺✹✹✳✺M ✷ ✻✷✾✳✾M

✭✷✱✸✱✺✮ D1,7 36.0ADD+ 103.7DBL+ 55.TPL+ 27.8QPL ✷ ✺✵✻✳✷M ✷ ✺✼✺✳✹M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ D1,11 32.4ADD+ 95.5DBL+ 45.8TPL+ 18.6QPL+ 15.8SPL ✷ ✺✵✽✳✹M ✷ ✺✾✵✳✽M

✭✷✱✸✮

P✲✸✽✹

D1,5 65.1ADD+ 214.3DBL+ 107.2TPL ✸ ✽✷✼✳✶ M ✸ ✾✺✺✳✼ M

✭✷✱✸✱✺✮ D1,7 54.3ADD+ 154.8DBL+ 83.4TPL+ 41.9QPL ✸✼✻✽✳✼ M ✸ ✽✼✷✳✸ M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ D1,11 48.7ADD+ 142.8DBL+ 69.0TPL+ 28.0QPL+ 23.9SPL ✸ ✼✻✾✳✺ M ✸ ✽✾✸✳✸ M

✭✷✱✸✮

P✲✺✷✶

D1,5 87.8ADD+ 287.7DBL+ 147.5TPL ✺ ✶✽✾✳✷ M ✺ ✸✻✸✳✸ M

✭✷✱✸✱✺✮ D1,7 73.5ADD+ 211.2DBL+ 112.7TPL+ 56.7QPL ✺ ✶✶✷✳✽ M ✺ ✷✺✸✳✻ M

✭✷✱✸✱✺✱✼✮ D1,11 66.3ADD+ 194.3DBL+ 93.4TPL+ 38.1QPL+ 32.4SPL ✺ ✶✶✽✳✵ M ✺ ✷✽✺✳✾ M

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✷✿ ❈✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉♥t ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t ✭◆■❙❚ ❝✉r✈❡s✮✳

✶✷✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤

B D ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s a = −3 a 6= −3

(2, 3)

D1 34.1ADD+ 89.0DBL+ 44.6TPL ✶ ✻✽✻✳✷ M ✶ ✼✹✻✳✷ M

D5 34.2ADD+ 88.9DBL+ 44.4TPL ✶ ✻✾✹✳✶ M ✶ ✼✹✼✳✹ M

D1,5 26.8ADD+ 88.0DBL+ 45.2TPL ✶ ✺✽✽✳✾ M ✶ ✻✹✷✳✷ M

D1,7 27.6ADD+ 83.4DBL+ 48.3TPL ✶ ✻✵✺✳✺ M ✶ ✻✺✽✳✷ M

D1,11 27.5ADD+ 90.3DBL+ 44.0TPL ✶ ✺✾✽✳✾ M ✶ ✻✺✷✳✻ M

D1,13 27.5ADD+ 88.3DBL+ 45.2TPL ✶ ✺✾✾✳✺ M ✶ ✻✺✷✳✾ M

D1,17 28.9ADD+ 88.1DBL+ 45.3TPL ✶ ✻✷✶✳✶ M ✶ ✻✼✹✳✺ M

D5,7 27.6ADD+ 88.5DBL+ 44.7TPL ✶ ✺✾✼✳✸ M ✶ ✻✺✵✳✻ M

D5,11 27.7ADD+ 80.7DBL+ 49.6TPL ✶ ✻✵✻✳✺ M ✶ ✻✺✽✳✻ M

D5,13 28.2ADD+ 90.3DBL+ 43.6TPL ✶ ✻✵✹✳✹ M ✶ ✻✺✼✳✾ M

D5,17 27.3ADD+ 88.7DBL+ 44.6TPL ✶ ✺✾✷✳✻ M ✶ ✻✹✺✳✾ M

D1,5,7 24.3ADD+ 84.2DBL+ 47.8TPL ✶ ✺✺✻✳✹ M ✶ ✻✵✾✳✷ M

D1,5,11 24.3ADD+ 84.1DBL+ 47.9TPL ✶ ✺✺✻✳✽ M ✶ ✻✵✾✳✻ M

D1,5,13 24.2ADD+ 89.1DBL+ 44.7TPL ✶ ✺✺✵✳✾ M ✶ ✻✵✹✳✹ M

D1,5,17 24.8ADD+ 87.5DBL+ 45.7TPL ✶ ✺✻✵✳✺ M ✶ ✻✶✸✳✽ M

D1,7,11 24.8ADD+ 91.1DBL+ 43.5TPL ✶ ✺✺✼✳✼ M ✶ ✻✶✶✳✺ M

D1,7,13 24.3ADD+ 83.3DBL+ 48.3TPL ✶ ✺✺✻✳✺ M ✶ ✻✵✾✳✷ M

D1,7,17 25.8ADD+ 83.1DBL+ 48.6TPL ✶ ✺✼✾✳✾ M ✶ ✻✸✷✳✻ M

D1,11,13 24.7ADD+ 81.2DBL+ 49.8TPL ✶ ✺✻✻✳✹ M ✶ ✻✶✽✳✽ M

D1,11,17 24.8ADD+ 88.6DBL+ 45.1TPL ✶ ✺✻✵✳✾ M ✶ ✻✶✹✳✹ M

D1,13,17 24.8ADD+ 87.3DBL+ 46.0TPL ✶ ✺✻✶✳✺ M ✶ ✻✶✹✳✽ M

D5,7,11 25.0ADD+ 87.4DBL+ 45.5TPL ✶ ✺✺✾✳✼ M ✶ ✻✶✷✳✾ M

D5,7,13 24.6ADD+ 88.8DBL+ 44.6TPL ✶ ✺✺✷✳✺ M ✶ ✻✵✺✳✽ M

D5,7,17 24.6ADD+ 82.1DBL+ 48.9TPL ✶ ✺✺✾✳✹ M ✶ ✻✶✶✳✽ M

D5,11,13 25.4ADD+ 82.5DBL+ 48.6TPL ✶ ✺✼✵✳✼ M ✶ ✻✷✸✳✷ M

D5,11,17 24.3ADD+ 82.7DBL+ 48.4TPL ✶ ✺✺✸✳✺ M ✶ ✻✵✺✳✾ M

D5,13,17 24.5ADD+ 89.0DBL+ 44.5TPL ✶ ✺✺✵✳✽ M ✶ ✻✵✹✳✷ M

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭B = (2, 3)✱ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ n = 160✮✳

✶✷✶



✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤

B D ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s a = −3 a 6= −3

(2, 3, 5)

D1 28.1ADD+ 71.2DBL+ 35.0TPL+ 14.2QPL ✶ ✻✸✶✳✵ M ✶ ✻✼✾✳✾ M

D7 28.1ADD+ 70.7DBL+ 35.0TPL+ 14.3QPL ✶ ✻✸✼✳✹ M ✶ ✻✽✷✳✺ M

D1,7 22.4ADD+ 64.9DBL+ 34.5TPL+ 17.3QPL ✶ ✺✻✹✳✼ M ✶ ✻✵✼✳✾ M

D1,11 23.0ADD+ 71.1DBL+ 35.4TPL+ 14.1QPL ✶ ✺✻✺✳✷ M ✶ ✻✶✵✳✻ M

D1,13 22.5ADD+ 67.5DBL+ 31.2TPL+ 18.5QPL ✶ ✺✻✺✳✷ M ✶ ✻✵✽✳✹ M

D1,17 23.3ADD+ 64.2DBL+ 31.1TPL+ 20.0QPL ✶ ✺✽✷✳✽ M ✶ ✻✷✹✳✾ M

D7,11 22.6ADD+ 70.2DBL+ 30.4TPL+ 17.7QPL ✶ ✺✻✵✳✵ M ✶ ✻✵✸✳✽ M

D7,13 22.8ADD+ 70.1DBL+ 36.2TPL+ 13.7QPL ✶ ✺✺✾✳✶ M ✶ ✻✵✹✳✹ M

D7,17 23.3ADD+ 65.9DBL+ 37.7TPL+ 14.6QPL ✶ ✺✼✶✳✷ M ✶ ✻✶✺✳✻ M

D1,7,11 20.3ADD+ 67.1DBL+ 32.9TPL+ 17.5QPL ✶ ✺✸✶✳✹ M ✶ ✺✼✺✳✵ M

D1,7,13 20.2ADD+ 65.2DBL+ 34.8TPL+ 17.0QPL ✶ ✺✸✷✳✷ M ✶ ✺✼✺✳✼ M

D1,7,17 20.6ADD+ 62.5DBL+ 34.7TPL+ 18.3QPL ✶ ✺✹✷✳✸ M ✶ ✺✽✹✳✾ M

D1,11,13 20.3ADD+ 64.9DBL+ 33.0TPL+ 18.4QPL ✶ ✺✸✺✳✺ M ✶ ✺✼✽✳✹ M

D1,11,17 20.4ADD+ 65.6DBL+ 33.4TPL+ 17.8QPL ✶ ✺✸✺✳✾ M ✶ ✺✼✾✳✶ M

D1,13,17 20.7ADD+ 67.4DBL+ 32.0TPL+ 18.0QPL ✶ ✺✸✾✳✸ M ✶ ✺✽✷✳✼ M

D7,11,13 20.4ADD+ 66.8DBL+ 32.7TPL+ 17.6QPL ✶ ✺✸✶✳✵ M ✶ ✺✼✹✳✸ M

D7,11,17 20.3ADD+ 66.7DBL+ 32.1TPL+ 17.9QPL ✶ ✺✷✾✳✼ M ✶ ✺✼✸✳✵ M

D7,13,17 20.7ADD+ 67.4DBL+ 37.9TPL+ 13.8QPL ✶ ✺✸✵✳✻ M ✶ ✺✼✺✳✹ M

(2, 3, 5, 7)

D1 25.0ADD+ 62.8DBL+ 29.8TPL+ 12.2QPL+ 7.6SPL ✶ ✻✷✺✳✷ M ✶ ✻✼✵✳✹ M

D11 25.0ADD+ 62.7DBL+ 29.7TPL+ 12.2QPL+ 7.6SPL ✶ ✻✷✹✳✵ M ✶ ✻✼✹✳✶ M

D1,11 20.2ADD+ 59.7DBL+ 28.6TPL+ 11.6QPL+ 9.9SPL ✶ ✺✻✺✳✽ M ✶ ✻✶✼✳✸ M

D1,13 20.2ADD+ 59.5DBL+ 28.0TPL+ 15.6QPL+ 7.0SPL ✶ ✺✻✵✳✾ M ✶ ✻✵✽✳✾ M

D1,17 20.2ADD+ 54.4DBL+ 25.9TPL+ 15.8QPL+ 9.9SPL ✶ ✺✼✼✳✼ M ✶ ✻✷✻✳✾ M

D11,13 19.9ADD+ 53.9DBL+ 27.6TPL+ 15.0QPL+ 9.7SPL ✶ ✺✻✽✳✵ M ✶ ✻✶✼✳✶ M

D11,17 20.0ADD+ 59.2DBL+ 29.1TPL+ 14.8QPL+ 7.0SPL ✶ ✺✺✺✳✹ M ✶ ✻✵✸✳✻ M

D1,11,13 18.1ADD+ 55.4DBL+ 28.3TPL+ 14.7QPL+ 9.1SPL ✶ ✺✸✾✳✹ M ✶ ✺✽✽✳✺ M

D1,11,17 18.1ADD+ 55.6DBL+ 27.7TPL+ 14.8QPL+ 9.2SPL ✶ ✺✹✶✳✸ M ✶ ✺✾✵✳✻ M

D1,13,17 18.3ADD+ 56.7DBL+ 27.0TPL+ 14.7QPL+ 9.3SPL ✶ ✺✹✷✳✻ M ✶ ✺✾✷✳✶ M

D11,13,17 18.0ADD+ 56.0DBL+ 28.6TPL+ 14.2QPL+ 9.0SPL ✶ ✺✸✹✳✼ M ✶ ✺✽✸✳✾ M

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭B ∈ {(2, 3, 5), (2, 3, 5, 7)}✱ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤
n = 160✮✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❝❛❧❛r r❡❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧❛t❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ✉s❡s ❝❤❡❛♣ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t② t❡st ❜② ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳
(2, 3, 5, 7)✮ ❛♥❞ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✉♥✐ts✳ ❲❤❡r❡❛s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❞ ✉s❡❞ ♦♥❧② ✏❝❧❛ss✐❝✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱
❉❇◆❙✴▼❇◆❙ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✳

✶✷✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖♥✲t❤❡✲❋❧② ▼✉❧t✐✲❇❛s❡ ❘❡❝♦❞✐♥❣

❖✉r ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♦t❤❡r ❉❇◆❙✴▼❇◆❙ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ♦✛✲❧✐♥❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❤❛✈❡
♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ♦✉r ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ [k]P ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ P ✳
❚❤✉s✱ ▼❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❥✉st✐✜❡❞✳

❲❤❡r❡❛s ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❝♦st❧② r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞
❧✐♠✐t❡❞ st♦r❛❣❡✳

❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ r❡❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r s❡t ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ S✳ ■♥❞❡❡❞✱
♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐s s♣❡♥t ✐♥ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ ✉♥✐ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❛t t❤❡
❝✉rr❡♥t ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✇❤② ♥♦t ❛❞❞✐♥❣ ±1 t♦ k ❡✈❡♥ ✐❢ k ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ❡❧❡♠❡♥t❄ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥
✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦r❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳

✶✷✸





❈❤❛♣t❡r ✺

❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r
❆❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❚❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st
s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦r❦ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❡❣✉❧❛r
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ❛t♦♠✐❝ ❜❧♦❝❦s✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳
❆❣❛✐♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❲❤❡♥ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐ts ✜rst✱ ✐✳❡✳
r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s♦♠❡ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❲❡ ✉s❡ ❡①✐st✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡♠ ✐♥ ♦t❤❡r ✇❛②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ♠❡t❤♦❞s t♦
❝♦♠♣✉t❡ [k]P ✿ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✲❛❧✇❛②s ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡ ♣♦✐♥t P ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Q′ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❍♦✇❡✈❡r ❛s t❤❡ ❜❡❧♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s st❛rt ✇✐t❤ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐ts ✜rst✱ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤
♠✐①❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭mADD✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❧✐tt❧❡ s❧♦✇❡r✳

✐♥♣✉t✿ k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2✱ P ∈ E(Fp)

♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q←− O Q←− O
✷✿ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✵ t♦ n− 1 ❞♦ ❢♦r ✐ ❢r♦♠ ✵ t♦ n− 1 ❞♦

✸✿ ✐❢ ki = 1 t❤❡♥ Q←− Q+ P Q′ ← Q+ P // P ← [2]P

✹✿ P ←− [2]P ✐❢ ki = 1 t❤❡♥ Q← Q′

✺✿ r❡t✉r♥ Q r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❘✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✲❛❧✇❛②s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s n ADD+ n DBL✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ADD ❛♥❞ ♦♥❡ DBL ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❧✐♥❡ ✸✳

❍♦✇❡✈❡r ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ❛
♠✉❧t✐♣❧❡①❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ADD✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡

✶✷✺



♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ t❤❡ ❝♦st ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ n ADD ✐❢ ADD ❛♥❞ DBL ✭❛t ❧✐♥❡ ✸✮ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ s✐♥❝❡ ❛ DBL ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛♥ ADD✳

❖t❤❡r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✉s✱ r❡❛❧ ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦sts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r②
❧❛❞❞❡r ❬✾✵❪ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥ts P ❛♥❞ Q ❛t ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t P ✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❧❛❞❞❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦
(n− 1) ADD ✇❤❡♥ ADD ❛♥❞ DBL ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❖t❤❡r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ NAF ❤❛s ❛ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❞✐❣✐t ki ∈ {−1, 0, 1} ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ♦✈❡r t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✐❣✐ts✳ ❙♦✱
❛♥ ADD ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ 2 DBLs✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ NAF

♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t ✜rst✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ NAF ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ NAF ❧❡♥❣t❤ ♦❢ k ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♠♦r❡ ❞✐❣✐t t❤❛♥ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ k✿ k = (knkn−1 . . . k1k0)2 ✇❤❡r❡ ki ∈ {0,±1}✳ ❯s✉❛❧❧②✱ NAF
♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ st❛rts ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t ✜rst ✭✐✳❡✳ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t✮✳

✐♥♣✉t✿ P ∈ E(Fp)✱ ❛♥❞ k = (knkn−1 . . . k1k0)2 ✇❤❡r❡ ki ∈ {0,±1} ❛♥❞ ki+1ki = 0 ∀i
♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q← O
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ n ❞♦
✸✿ ✐❢ ki 6= 0 t❤❡♥
✹✿ Q← Q+ kiP
✺✿ P ← [2]P
✻✿ r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❘✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t NAF ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ st❛rts ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t ✜rst✱ ❧✐♥❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ❝❛♥
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t P ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥✳
P❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ t✇♦ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♥❡s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ✐s t♦ r❡❛❞ t❤❡ ♣♦✐♥t P ✳ ❙♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t
❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛t ❧✐♥❡ ✺ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t P ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆t ❡❛❝❤
❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦✐♥t P ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
ADD ❛♥❞ DBL✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ DBL✱ t❤❡ r❡❣✐st❡r P ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ NAF ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✐s ♥♦ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
s✐❣♥❡❞ ❞✐❣✐ts ki ∈ {−1, 0, 1} ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ ❝♦♠♣✉t❡ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ NAF ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤✐s
NAF ♣r♦♣❡rt②✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❲❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r k ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥ n′ ❜② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❧❡❛st
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐t ✜rst✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✜rst n′ ❜✐ts ♦❢ k✱ (kn′−1 · · · k0)✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡✿
(∑n′−1

i=0 2iki < 0
)
✇✐t❤ ki ∈ {−1, 0, 1} ❛♥❞ ✇✐t❤ n′ < n✳

■♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✿
P ← [4]P
Q′ ← Q+ k2iP
Q′′ ← Q+ k2i+1[2]P

✶✷✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✐♥♣✉t✿ P ∈ E(Fp)✱ ❛♥❞ k = (knkn−1 . . . k1k0)2 ✇❤❡r❡ ki ∈ {0,±1} ❛♥❞ ki+1ki = 0 ∀i
♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q← O
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ ⌊n/2⌋ ❞♦
✸✿ P ← [4]P // Q′ ← Q+ k2iP // Q′′ ← Q+ k2i+1[2]P
✹✿ ✐❢ k2i 6= 0 t❤❡♥
✺✿ Q← Q′

✻✿ ❡❧s✐❢ k2i+1 6= 0 t❤❡♥
✼✿ Q← Q′′

✽✿ r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊①t❡♥❞❡❞ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t NAF ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✇✐t❤ k ✐s ✐♥ NAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭ki ∈ {1̄, 0, 1}✮✳ P♦✐♥ts P ✐♥ ❜♦❧❞ ❢♦♥t ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳
t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s r❡❛❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ P ← [4]P ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ k = (1001̄01̄000100001̄01001000001̄)2 = (28 375 615)10 ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ❜❡✲
❧♦✇✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡s P0 t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P ✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s
P ✱ Q✱ Q′ ❛♥❞ Q′′ r❡♣r❡s❡♥t [x]P0✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r i = 2✱ P = 64 ✐s P = [64]P0✳

i P Q k2i Q′ k2i+1 Q′′ k′

✐♥✐t✳ ✶ ✵ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❦❡②

✵ ✹ ✲✶ 1̄ ✲✶ ✵ ✵ (01̄)

✶ ✶✻ ✕ ✵ ✕ ✵ ✲✶ (0001̄)

✷ ✻✹ ✕ ✵ ✕ ✵ ✕ (000001̄)

✸ ✷✺✻ ✻✸ ✶ ✻✸ ✵ ✕ (01000001̄)

✹ ✶ ✵✷✹ ✺✼✺ ✵ ✕ ✶ ✺✼✺ (1001000001̄)

✺ ✹ ✵✾✻ ✲✶ ✹✼✸ ✵ ✺✼✺ 1̄ ✲✶ ✹✼✸ (1̄01001000001̄)

✻ ✶✻ ✸✽✹ ✕ ✵ ✲✶ ✹✼✸ ✵ ✕ (001̄01001000001̄)

✼ ✻✺ ✺✸✻ ✕ ✵ ✕ ✵ ✕ (00001̄01001000001̄)

✽ ✷✻✷ ✶✹✹ ✻✹ ✵✻✸ ✶ ✻✹ ✵✻✸ ✵ ✕ (0100001̄01001000001̄)

✾ ✶ ✵✹✽ ✺✼✻ ✕ ✵ ✕ ✵ ✻✹ ✵✻✸ (000100001̄01001000001̄)

✶✵ ✹ ✶✾✹ ✸✵✹ ✲✾✽✹ ✺✶✸ 1̄ ✲✾✽✹ ✺✶✸ ✵ ✕ (01̄000100001̄01001000001̄)

✶✶ ✶✻ ✼✼✼ ✷✶✻ ✲✺ ✶✼✽ ✽✶✼ 1̄ ✲✺ ✶✼✽ ✽✶✼ ✵ ✲✾✽✹ ✺✶✸ (01̄01̄000100001̄01001000001̄)

✶✷ ✻✼ ✶✵✽ ✽✻✹ ✷✽ ✸✼✺ ✻✶✺ ✵ ✕ ✶ ✷✽ ✸✼✺ ✻✶✺ (1001̄01̄000100001̄01001000001̄)

❡♥❞ ✷✽ ✸✼✺ ✻✶✺ k

❆❜♦✈❡✱ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t Q
r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ [k′]P ✭k′ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❦❡② ♦❢ k✮✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t ❧✐♥❡ ✸ ✐s✿
Q′ ← Q+ k2iP
P ← [2]P
Q′′ ← Q+ k2i+1P

✶✷✼



P ← [2]P

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ k ✐♥ NAF r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐ts ✭♠❛✐♥ ❧♦♦♣✮✿

❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ n ❞♦
✐❢ ki 6= 0 t❤❡♥ Q← Q+ kiP
P ← [2]P

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❧✐❦❡ ❜❡❧♦✇ ✭❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ NAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ kiki+1 = 0 ∀i✮✿

i← 0
✇❤✐❧❡ i ≤ n ❞♦

✐❢ ki 6= 0 t❤❡♥
Q← Q+ kiP
P ← [4]P
i← i+ 2

❡❧s❡
P ← [2]P
i← i+ 1

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✐s ❛ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳

✐♥♣✉t✿ P ∈ E(Fp)✱ ❛♥❞ k = (kn−1 . . . k1k0)2 ✇❤❡r❡ ki ∈ {0,±1} ❛♥❞ ki+1ki = 0 ∀i
♦✉t♣✉t✿ Q = [k]P

✶✿ Q← O
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ ⌊n/2⌋ ❞♦
✸✿ P ′ ← [2]P
✹✿ P ′′ ← [2]P ′ // Q′ ← Q+ k2iP // Q′′ ← Q+ k2i+1P

′

✺✿ ✐❢ k2i 6= 0 t❤❡♥
✻✿ Q← Q′

✼✿ ❡❧s✐❢ k2i+1 6= 0 t❤❡♥
✽✿ Q← Q′′

✾✿ P ← P ′′

✶✵✿ r❡t✉r♥ Q

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊①t❡♥❞❡❞ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t NAF ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ r❡❣✐st❡rs ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥ts P ′✱ P ′′✱ Q′ ❡t Q′′ ✭❧✐♥❡s ✸ ❛♥❞ ✹
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts P ′ ❛♥❞
P ′′ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❡✐t❤❡r Q′ ♦r Q′′ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞❀ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t Q st♦r❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ k2i ❛♥❞ k2i+1✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ADDs ❛t ❧✐♥❡ ✹✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t
❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s Q′′ ← Q+ k2i+1[2]P ✱ t❤❡ ♣♦✐♥t [2]P ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ P ← [4]P ✿ ✐♥❞❡❡❞✱ [4]P = [2]([2]P )✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Q′′ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♦♥❡ DBL✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹ ♣❡r❢♦r♠ 2 ADDs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

✶✷✽



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❧② 1 ADD ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ 2 DBLs✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡
t♦ (⌊n/2⌋ + 1) ADD ✇❤❡♥ t❤❡ ADD ❛♥❞ DBLs ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r 2NAF✳ ❚❤❡ ✈❡r② ✜rst ADD ♠✉st ❜❡❣✐♥ ❛❢t❡r
1 DBL✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ADD ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ 2 DBLs✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡
♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ 2 ♣r❡✈✐♦✉s DBLs✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ vNAF ❢♦r v ≥ 3✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ v = 3✱ ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t P ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ♣♦✐♥t P3 = [3]P ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♠❡t❤♦❞
✇✐t❤ v = 2✳ ❲❤❡r❡❛s wNAF ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡r♠ w ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✿ ❧❡t k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2 ❜❡ t❤❡ n✲❜✐t s❝❛❧❛r st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ t ✇♦r❞s ❜② w
❜✐ts ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ w(t − 1) < n ≤ wt ✭✐✳❡✳ ❧❛st ✇♦r❞ ♠❛② ❜❡ ♣❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ ✵s✮✳ ❋♦r 0 ≤ i < t✱
k(i) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ it❤ ✇♦r❞ ♦❢ k st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ NAF r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs NAF ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s (⌊n/2⌋+
1) ADD ✐❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛t ❧✐♥❡ ✸ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ADD ✐s
❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ 2 DBLs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ 2 DBLs ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛st❡r ✐♥
✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♦♥❡ ADD ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✳✸ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✻ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ❝♦sts ✐♥
❏❛❝♦❜✐❛♥✮✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s n DBL✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ADD ❛♥❞ DBL ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r ❛♥ ADD ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r ❛ DBL✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡ ❛♥❞ s❤❛r❡ ❛❧❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s ADD ❛♥❞ DBL ❛r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ s✉❜tr❛❝t✐♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ sq✉❛r❡s
♦✈❡r t❤❡ ✜❡❧❞ Fp✳ P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ADD ❛♥❞ DBL ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs ♠✉st ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts✳ ▼♦r❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❜✉t ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝✐r❝✉✐t ❛r❡❛✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ ❛ ❝✐r❝✉✐t ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❞❞❡r✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳
❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐✳❡✳ s❡❧❡❝t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ADDs ❛♥❞ DBLs✳

✺✳✶ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s

❆ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ♥❛♠❡❞ ❛s✲s♦♦♥✲❛s✲♣♦ss✐❜❧❡ ✭❆❙❆P✮ ❬✶✷✵❪✱ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡✐t❤❡r
❛t t❤❡ ❡❛r❧✐❡st t✐♠❡ st❡♣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❧❛t❡st t✐♠❡ st❡♣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❆▲❆P ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✮✳
▼♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭▲❇❙✮ ❬✶✵❪✱ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②

✶✷✾



✺✳✷✳ ❆t♦♠✐❝ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

s❝❤❡❞✉❧❡ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ❤❡r❡ ✇❡ ❥✉st ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ ❆❙❆P ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❆❙❆P ❛ss✉♠❡s ❧✐♠✐t❧❡ss r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❝❤❡❞✲
✉❧❡❞✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ ❛♥ ❆❙❆P s❝❤❡♠❡✱
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡
❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❝✉r✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a = −3 ✭❢r♦♠ ❊❋❉✮✳ ❚❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ t✐♠❡
st❡♣✱ ✐✳❡✳ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆♥ ❆❙❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s
❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♦♣❡r❛♥❞s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ st❡♣✳
❖♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ✭s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❇✉t ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ✾ t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛ DBL✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ ✐✳❡✳ t♦ t❛❦❡ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ r✉♥ ❞✉r✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ DBL✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❛ DBL✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡
❝✐r❝✉✐t✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs s❡✈❡r❛❧ DBLs ✇✐t❤
♦♥❡ ADD✳

✺✳✷ ❆t♦♠✐❝ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

❈❤❡✈❛❧❧✐❡r✲▼❛♠❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✽❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛t♦♠✐❝✐t②✳ ❆t♦♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦❞✉❝❡
❛ r❡❣✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙♦ ADD ❛♥❞ DBL ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥
❜❧♦❝❦s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ❙P❆✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❧♦❝❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛t♦♠✐❝ ❜❧♦❝❦✳ ❆t♦♠✲
✐❝✐t② ❝♦♥s✐sts t❤❡♥ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ADD ❛♥❞ DBL ❛s s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣❛tt❡r♥s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✷✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
♦♥❡ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✉♠♠② ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦
❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t♦♠✐❝ ♣❛tt❡r♥s ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t❤❡ ♣r♦❝❡ss s❝❛❧❛r ❜✐ts✳ ■♥ ❬✼✺✱ ❆♣♣✳ ❇❪ ❛♥❞ ❬✺✺❪✱ ♦t❤❡r ❛t♦♠✐❝ ♣❛tt❡r♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ sq✉❛r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❛ sq✉❛r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✵✳✽ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r Fp✳

❯♥✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❬✺✶❪ ❬✶✽❪ ❛r❡ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝✐t② ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❜♦t❤ ADD

❛♥❞ DBL s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡② r❡♥❞❡r ❛♥ ADD ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ DBL✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ♦♥❡
♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s❝❛❧❛r ❜✐ts✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ADD ❛♥❞ ❛ DBL ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
❛❣❛✐♥st ❙P❆✳

❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ADD ❛♥❞ v DBLs ✇✐t❤ t❤❡ vNAF ♠❡t❤♦❞✳ ■♥
✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❧❡ss t❤❛♥ ✷ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✹ ❛❞❞❡rs✱
❆❙❆P s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ DBL
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❞❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■❢ ♥♦t✱

✶✸✵



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❆❙❆P s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ♣♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✭❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ a = −3✮✳

♥♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❣✉❡ss
t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s 2 DBLs ❛♥❞ ♦♥❡ ADD ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs✳

❆ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t t❛❦❡s ✐♥ ✐♥♣✉t ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ DBL ❛♥❞ ADD✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ DBLs t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ ♦♥❡ ADD✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t NAF ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❝♦♠♣✉t❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ 2 DBLs
❛♥❞ 1 ADD✳

❚❤✉s✱ NAF ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✜rst ❛ DBL✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐❞❡♥✲
t✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠ 2 DBLs ❛♥❞ 1 ADD✱ ❛r❡ ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✷ ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜②
❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❈✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ DBL ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✇✐t❤ a = −3 ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶
✭❢r♦♠ ❊❋❉✮✿ [2]P = [2](X1 : Y1 : Z1) = (XDBL : YDBL : ZDBL)✳

✶✸✶



✺✳✷✳ ❆t♦♠✐❝ ❙❝❛❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

R1 = Z1 × Z1

R2 = Y1 × Y1

R3 = X1 ×R2

R4 = X1 −R1

R5 = X1 +R1

R6 = R4×R5

R7 = 3×R6

R8 = R7×R7

R9 = 8×R3

XDBL = R8−R9

R11 = Y1 + Z1

R12 = R11×R11

R13 = R12−R2

ZDBL = R13−R1

R15 = 4×R3

R16 = R15−XDBL

R17 = R2×R2

R18 = 8×R17

R19 = R7×R16

YDBL = R19−R18

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ P♦✐♥t ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ✇✐t❤ a = −3 ✭❢r♦♠ ❊❋❉✮✳

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ DBL ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❣✐st❡r R2 ✭❧✐♥❡ ✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❣✐st❡r R1 ✭❧✐♥❡ ✶✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥
✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ t❤❡ ❆❙❆P s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r DBL✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡
s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r 2 DBLs ❛♥❞ 1 ADD ✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✇✐t❤ a = −3 ✭❢r♦♠ ❊❋❉✮✳ ❊❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r Fp✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts

[4](X1 : Y1 : Z1) = (XQDL : YQDL : ZQDL)✱
❛♥❞

(X2 : Y2 : Z2) + (X3 : Y3 : Z3) = (XADD : YADD : ZADD)✱
✇✐t❤ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ✸ ❛❞❞❡rs✳ QDL r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t q✉❛❞r✉✲
♣❧✐♥❣✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡
s❡q✉❡♥❝❡s 2 DBLs ❛♥❞ 1 ADD ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ NAF ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✳

❖✉r P②t❤♦♥ s❝r✐♣t r❡♥❛♠❡s ❛❧❧ t❡♠♣♦r❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ r❡✲✉s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞
❛♥②♠♦r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭s②♠❜♦❧ ∅✮✱ ❞✉♠♠② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❆♥ ❛t♦♠✐❝ ❜❧♦❝❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
❦❡② ❞✐❣✐ts✳ ❚❤❡r❡✱ ❛t♦♠✐❝✐t② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✸ ❛❞❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

✶✸✷



❈
❤❛♣t❡r

✺✳
❆
t♦♠

✐❝
❇
❧♦❝❦s

t❤r♦✉❣❤
❘
❡❣✉❧❛r

❆
❧❣♦r✐t❤♠

s

♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✶ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✷ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✸ ❛❞❞❡r ✶ ❛❞❞❡r ✷ ❛❞❞❡r ✸

s❡q
✉
❡♥
❝❡

✶

R1 = Z1 × Z1 R2 = Y1 × Y1 R41 = Z2 × Z2 ❘✶✶❂Y1 + Z1 R65 = Z2 + Z3 (Y3 = −Y3)

R3 = X1 ×R2 R11 = R11×R11 R17 = R2×R2 R4 = X1 −R1 R5 = X1 +R1 ∅
R5 = R4×R5 R2 = Z3 × Z3 R44 = X3 ×R41 R4 = 8×R3 R11 = R11−R2 R3 = 4×R3

R1 = X2 ×R2 R45 = Z3 ×R2 R65 = R65×R65 R5 = 3×R5 R11 = R11−R1 R17 = 8×R17

R8 = R5×R5 R21 = R11×R11 R45 = Y2 ×R45 R1 = R44−R1 R65 = R65−R41 ∅
R41 = Z2 ×R41 ∅ ∅ R8 = R8−R4 R4 = 2×R1 R65 = R65−R2

R41 = Y3 ×R41 R4 = R4×R4 ZADD = R65×R1 R3 = R3−R8 R25 = R8 +R21 R44 = R8−R21

R3 = R5×R3 R25 = R44×R25 R2 = R2×R4 R41 = R41−R45 ∅ ∅
R4 = R1×R4 ∅ ∅ R3 = R3−R17 R25 = 3×R25 R41 = 2×R41

R65 = R25×R25 R1 = R3×R3 R11 = R41×R41 R3 = R3 +R11 R5 = 2×R2 ∅
R8 = R8×R1 R3 = R3×R3 R17 = R1×R1 R11 = R11−R4 ∅ ∅
R4 = R45×R4 ∅ ∅ R44 = 8×R8 R8 = 4×R8 R17 = 8×R17

∅ ∅ ∅ XQDL = R65−R44 R3 = R3−R1 XADD = R11−R5

∅ ∅ ∅ ZQDL = R3−R21 R8 = R8−XQDL R2 = R2−XADD

R8 = R25×R8 R2 = R41×R2 ∅ R4 = 2×R4 ∅ ∅
∅ ∅ ∅ YQDL = R8−R17 YADD = R2−R4 ∅

s❡q
✉
❡♥
❝❡

✷

R1 = Z1 × Z1 R2 = Y1 × Y1 R41 = Z2 × Z2 R11 = Y1 + Z1 R65 = Z2 + Z3 (Y3 = −Y3)

R3 = X1 ×R2 R11 = R11×R11 R17 = R2×R2 R4 = X1 −R1 R5 = X1 +R1 ∅
R5 = R4×R5 R42 = Z3 × Z3 R65 = R65×R65 R11 = R11−R2 R17 = 8×R17 ∅
R2 = X2 ×R42 R44 = X3 ×R41 R47 = Z2 ×R41 R5 = 3×R5 R3 = 4×R3 R11 = R11−R1

R8 = R5×R5 R1 = R11×R11 R45 = Z2×R42 R2 = R44−R2 R65 = R65−R41 R4 = 8×R3

R45 = Y2 ×R45 R47 = Y3 ×R47 ∅ R4 = 2×R2 R8 = R8−R4 R65 = R65−R42

R4 = R4×R4 ZADD = R65×R2 ∅ R3 = R3−R8 R44 = R8−R1 R25 = R8 +R1

R5 = R42×R4 R3 = R5×R3 R25 = R44×R25 R47 = R47−R45 ∅ ∅
R4 = R2×R4 ∅ ∅ R3 = R3−R17 R25 = 3×R25 R47 = 2×R47

R41 = R47×R47 R17 = R3×R3 R42 = R25×R25 R3 = R3 +R11 R11 = 2×R5 ∅
R3 = R3×R3 R2 = R17×R17 R8 = R8×R17 R41 = R41−R4 ∅ ∅
R4 = R45×R4 ∅ ∅ R41 = 8×R8 R8 = 4×R8 R2 = 8×R2

∅ ∅ ∅ XQDL = R42−R41 R3 = R3−R17 XADD = R41−R11

∅ ∅ ∅ ZQDL = R3−R1 R8 = R8−XQDL R5 = R5−XADD

R5 = R47×R5 R8 = R25×R8 ∅ ∅ ∅ R4 = 2×R4

∅ ∅ ∅ YADD = R5−R4 YQDL = R8−R2 ∅

❚
❛❜❧❡

✺✳✷✿
❚
✇
♦
♣
♦ss✐❜❧❡

s❡q✉❡♥❝❡s
❢♦r

2
D
B
Ls

❛♥❞
1
A
D
D
✐♥

♣❛r❛❧❧❡❧✳

s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢

❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧
♦♣

❡r❛t✐♦♥s
✐♥

♣❛r❛❧❧❡❧
✭2

D
B
Ls

❛♥❞
1
A
D
D
✐♥

♣❛r❛❧❧❡❧
❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✮✳

❚
❤✉s✱

❛t♦♠
✐❝✐t②

❝♦♥s✐sts
✐♥

r❡✲✇
r✐t✐♥❣

t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡

♦❢
✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧

♦♣
❡r❛t✐♦♥s

✐♥t♦
❛
s❡q✉❡♥❝❡

♦❢

✶✸✸



✺✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣r♦♣♦s❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛tt❡r♥s ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠s 2 DBLs ❛♥❞ 1 ADD ✐♥ ❛ s❛♠❡ ✇❛②✱
❜② ✉s✐♥❣ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ✸ ❛❞❞❡rs✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ t❛❜❧❡ ✺✳✷ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧✳

❚❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ✉s❡ ✷✵ t❡♠♣♦r❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥ ✶✻ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣❡r❢♦r♠
2 DBLs ❛♥❞ 1 ADD✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❧❡ss ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✿ ✜rst 1DBL✱ t❤❡♥ 1DBL ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② 1ADD✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t t❤❡ ✈❡r②
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ADD ❛♥❞ DBL ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❞♦✉❜❧✐♥❣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❖✉r P②t❤♦♥ s❝r✐♣t s✐♠♣❧✐✜❡s
❛❧❧ ♥♦♥✲♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❙❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ NAF ♠❡t❤♦❞ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
✜❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ♣♦✐♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s Q ± P ♦r Q ± [2]P ✳ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts
♦❢ ADD ❛♥❞ t❤❡ 2 DBLs ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡
✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ♦❢ ADD ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ 2 DBLs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❙❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤✐s ❝❛s❡ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ Y3 = −Y3 ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r st♦r❡s t❤❡ r❡s✉❧t ✇❤❡♥ ❛ ♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❆t♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ NAF ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳
❚❤✉s✱ ♦✉r P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs✳ ❖♥❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ⌊n/2⌋ t✐♠❡s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ [k]P ✭✇✐t❤
❛ DBL ❛t t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ♣r♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✷ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s❡ r❛♥❞♦♠❧② t❤❡ t✇♦
s❡q✉❡♥❝❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ⌊n/2⌋ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ⌊n/2⌋ s❡q✉❡♥❝❡s✱
t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✉s❡ ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥❝❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s❡q✉❡♥❝❡s ♠✉st ❜❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞❡rs ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❋♦r s❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣②✳ ❚❤✉s✱
t❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ❛ ❘❖▼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛♥❞ st♦r❡s s❡q✉❡♥❝❡s✳

✺✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r P②t❤♦♥ s❝r✐♣t✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✭❞❡♥♦t❡❞ ♠✉❧t✳✮ ❛♥❞ ❛❞❞❡rs ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛❞❞✳✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞
r❡❣✐st❡rs t♦ ♣❡r❢♦r♠ 2 DBLs ❛♥❞ 1 ADD ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ NAF r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ♠❡t❤♦❞
✭❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✮ ❢♦r s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲❡t Seq ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r (2/3) DBLs ❛♥❞ 1 ADD✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs✱ ❛♥❞ ✏addByMult✑ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡✲✉s❡❞ ❛❞❞❡rs ❞✉r✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fp✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❛❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
t❤r❡❡ ❛❞❞❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r addByMult = 2✱ s✐① ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥s ❝❛♥

✶✸✹



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ✜rst ✸ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ✸ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡s❡ s✐① ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✳

❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞❡rs✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❢♦r t❤❡ ❛❞❞❡rs ✇❤❡♥ addByMult = 2✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧ ∅ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✏❛❞❞✳ ✷✑ ✇❤❡♥ addByMult = 1✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❤❡♥ addByMult = 1✱ t❤❡ ❛❞❞❡rs
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✉s✱ ❛❞❞❡rs ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡ss ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r addByMult > 1 r❡❞✉❝❡s t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ DBLs ❛♥❞ ♦♥❡ ADD✱ ❜✉t t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞❞❡r ✐s
❜❡t✇❡❡♥ 20% ❛♥❞ 40%✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ✉♥✐ts ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✉♠♠② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■❢ ❞✉♠♠② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❡❛❝❤
❛t♦♠✐❝ ❜❧♦❝❦ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ 2 DBLs ❛♥❞
1 ADD ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✸ ❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ ❞✉♠♠②
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ✉s❡ ❛❧❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ❣✉❡ss t❤❡ s❡❝r❡t ❦❡②✳

♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ r❛t❡

♠✉❧t✳ ❛❞❞✳ addByMult r❡❣✐st❡rs #Seq st❡♣ ♠✉❧t✳ ❬✪❪ ❛❞❞✳ ✶ ❬✪❪ ❛❞❞✳ ✷ ❬✪❪

✷

✷
✶ ✶✽ ✷✽ ✷✸✶ ✷✶ ✽✵ ✽✽ ∅
✷ ✶✾ ✹✺ ✺✹✸ ✶✽ ✽✾ ✹✽ ✷✵

✸
✶ ✷✶ ✾✸✷ ✷✵ ✽✵ ✽✽ ∅
✷ ✷✵ ✶ ✾✾✶ ✶✽ ✽✾ ✹✽ ✷✵

✹
✶ ✷✶ ✽✾✺ ✷✵ ✽✵ ✽✽ ∅
✷ ✷✵ ✶ ✼✼✶ ✶✽ ✽✾ ✸✻ ✶✺

✸

✷
✶ ✶✾ ✶✼ ✹✼✹ ✷✵ ✻✼ ✾✷ ∅
✷ ✶✾ ✷✸ ✻✶✺ ✶✸ ✽✷ ✻✷ ✹✵

✸
✶ ✷✵ ✸✼✺ ✶✻ ✻✼ ✼✼ ∅
✷ ✷✵ ✻✸✺ ✶✸ ✽✷ ✺✾ ✷✸

✹
✶ ✷✵ ✶✺✶ ✶✻ ✻✼ ✺✽ ∅
✷ ✷✵ ✹✸✻ ✶✸ ✽✷ ✹✻ ✶✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs ✇✐t❤ NAF r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t
❛t♦♠✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳

✺✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❖✉r P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ❣✐✈❡s s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ DBLs ❛♥❞ 1 ADD✳ ❊❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ NAF

r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ❛t♦♠✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❜② ✶✼ ❜✐ts✿ ✺
❜✐ts ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛♥❞ ❛❞❞r❡ss✱ ✺ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✷ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥
✭+,−,×✮✱ ❛♥❞ ✺ ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ✺ ❜✐ts ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❧❡ss t❤❛♥ 25 = 32
t❡♠♣♦r❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ 2 DBLs ✇✐t❤ 1 ADD✳

❚❤✉s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❛❞❞r❡ss
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss ✇❤❡r❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ st♦r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳
❆ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧❧ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉♥✐ts✳ ■❢ s❡✈❡r❛❧

✶✸✺



✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ DBLs ✇✐t❤ ♦♥❡ ADD ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s❡❧❡❝ts ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ r❡❣✐st❡rs ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥t♦ t ✇♦r❞s ❜② w ❜✐ts✳ ■♥ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❤❛✈❡
❛ r❡❣✐st❡r ✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❞ ❛♥❞ ❛ ✇r✐t❡ ♣♦rt✳ ❚❤✉s ❛♥ ❛❞❞r❡ss r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✜rst ✇♦r❞✳ ❆t ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦
❝②❝❧❡✱ ❛ ✇♦r❞ ✐s s❡♥t t♦ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t ✭♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳
❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ s❡♥t ✇♦r❞ ❜② ✇♦r❞ t t✐♠❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❞r❡ss
r❡❣✐st❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥✐t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r m ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ✭♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs
♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fp✮✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ r❡❣✐st❡rs ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❛❧❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧
✉♥✐ts✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ DBLs ✇✐t❤ ♦♥❡ ADD ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
s❡❧❡❝ts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r✳

■♥ ♦✉r ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❛ ❘❆▼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ st♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✈❛❧✉❡s ✭✏♠❡♠✳✑ ❜❧♦❝❦✮✳ ❚❤❡ ❘❆▼ ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♥✉♠❜❡r m ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
✉♥✐ts✿ t❤❡ ❘❆▼ s❡♥❞s 2 × w ❜✐ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t✱ t❤❛t ✐s ❛ 2wm ❜✐t ♦✉t♣✉t✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛❧❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ❤❛✈❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ♦♣❡r❛♥❞s ♦♥ w ❜✐ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ✷
❛❞❞❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❘❆▼ s❡♥❞s (3 + 2) × 2 × w = 10w ❜✐ts✳ ❖♥❡ ❛ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❡❛❝❤
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t ❤❛s ❛ w✲❜✐t ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❘❆▼ ✐♥♣✉t ✐s wm ❜✐ts✳

❚❤❡ t✇♦ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✭op ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❖♥❡ ❜✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❞❞❡rs t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦r ❛ ♠♦❞✉❧❛r

✶✸✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦✈❡r✈✐❡✇✳

s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts✿ ❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✉♥✐t ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐t ♦✈❡r t❤❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ Fp✳

❆❧❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❱❍❉▲ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❋P●❆ ✉s✐♥❣ ■❙❊ ✶✹✳✶ ❢r♦♠ ❳✐❧✐♥① ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡✛♦rts ❢♦r
s②♥t❤❡s✐s✱ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ r♦✉t❡ ✭❡①❝❡♣t ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✼ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❋P●❆s ❛r❡ ✉s❡❞✮✳ ❲❡ r❡♣♦rt
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱ ❜❡st ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s❧✐❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ✭▲❯❚s ✇✐t❤ ✻ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❱✐rt❡① ✺✮ ❛♥❞ ✢✐♣✲✢♦♣s ✭❋❋s✮ ❢♦r ❛r❡❛✳ ❆
❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❝♦♥t❛✐♥s ✼ ✷✵✵ s❧✐❝❡s ✇✐t❤ ✹ ▲❯❚s ❛♥❞ ✹ ✢✐♣✲✢♦♣s ♣❡r s❧✐❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ✢✐♣✲✢♦♣s ❢♦r ❛❧❧
st♦r❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✺✳✹✳✶ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r t❤❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ Fp✳ ❆❧❧
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Fp ❛r❡ n✲❜✐t ❧♦♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✻✵✕✻✵✵ ❜✐ts ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s✐③❡s✳ ▼♦❞✉❧❛r
❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡ w ❜✐ts ❛t ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡ ✭❞✉r✐♥❣ t ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✮✳
❚❤✉s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥✐ts ❛r❡ w✲❜✐t ❧♦♥❣✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

▼♦❞✉❧❛r ❆❞❞✐t✐♦♥✴❙✉❜tr❛❝t✐♦♥

❆ s❛♠❡ ✉♥✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✼✱ ❙❡❝✳ ✸✳✷❪✳ ❚❤❡ ❜✐t op ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦r s✉❜tr❛❝t✐♦♥✿
op = 0 r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ op = 1 r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❛r s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳

a op b mod p =







a+ (op XOR b) ✐❢ 0 ≤ (a op b) < p

a+ (op XOR b) + (NOT(op) XOR p) ❡❧s❡

✶✸✼



✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✺✳✹ ❢♦r n ∈ {160, 224} ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ w ❛♥❞ t✳

❛r❡❛ ❢r❡q✳ ❝❧♦❝❦

n t w s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③ ❝②❝❧❡s

✶✻✵

✷✵ ✽ ✷✼✼ ✭✸✸✸✴✹✵✸✮ ✷✺✾

t✰✶

✶✹ ✶✷ ✷✾✹ ✭✸✹✻✴✹✶✵✮ ✷✺✼

✶✵ ✶✻ ✷✽✻ ✭✸✸✵✴✸✼✺✮ ✷✺✾

✼ ✷✹ ✷✽✼ ✭✸✸✵✴✹✶✺✮ ✷✺✺

✺ ✸✷ ✷✽✾ ✭✸✷✽✴✹✻✷✮ ✷✺✹

✷✺✻

✸✷ ✽ ✸✼✹ ✭✹✽✶✴✺✶✻✮ ✷✺✼

✶✻ ✶✻ ✸✻✶ ✭✹✼✽✴✹✼✶✮ ✷✹✽

✽ ✸✷ ✸✾✼ ✭✹✼✻✴✺✺✸✮ ✷✺✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳

▼♦❞✉❧❛r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

▼♦❞✉❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭MM✮
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✱ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡s MM(a, b) ≡ abR−1 ≡ TR−1 mod p ✇❤❡r❡ R ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✭R = 2n✮✳ ❚❤❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✳

■♥♣✉ts ❛r❡ w✲❜✐t ❧♦♥❣✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛❧❧ t ✇♦r❞s ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛♥❞s a ❛♥❞ b✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥❞ ✐s s❝❛♥♥❡❞ ❜✐t ❜② ❜✐t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐s s❝❛♥♥❡❞
✇♦r❞ ❜② ✇♦r❞✳ ❚❤❡ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡✲
♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❢♦r n ∈ {160, 224} ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ w ❛♥❞ t✳

❛r❡❛ ❢r❡q✳ ❝❧♦❝❦

n t w s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③ ❝②❝❧❡s

✶✻✵

✷✵ ✽ ✺✷✶ ✭✻✾✹✴✽✻✺✮ ✷✶✷

tw(t+ 1) + 2t+ 1

✶✹ ✶✷ ✹✺✶ ✭✼✸✸✴✼✾✶✮ ✷✵✺

✶✵ ✶✻ ✹✾✸ ✭✼✵✽✴✽✹✷✮ ✷✵✼

✼ ✷✹ ✸✽✼ ✭✼✺✺✴✼✵✵✮ ✶✾✺

✺ ✸✷ ✹✺✷ ✭✼✹✵✴✼✻✸✮ ✶✾✷

✷✺✻

✸✷ ✽ ✻✸✷ ✭✾✻✼✴✾✽✹✮ ✷✵✷

✶✻ ✶✻ ✻✾✾ ✭✾✽✼✴✶ ✵✾✶✮ ✷✵✻

✽ ✸✷ ✻✸✻ ✭✶ ✵✵✺✴✽✺✾✮ ✶✽✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▼♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧② t❡st❡❞ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞
❜② ❛ ❈ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❧✐❜r❛r② ●▼P ✭●◆❯ ▼✉❧t✐♣❧❡ Pr❡❝✐s✐♦♥✮✳ ❊❛❝❤ ✉♥✐t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛
❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ✜❧❡✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t

✶✸✽



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ▼♦♥t❣♦♠❡r② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❛♥❞ w✳

❲❤❡r❡❛s t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤✐s ✉♥✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳

✺✳✹✳✷ ●❧♦❜❛❧ ❋P●❆ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✻ ❢♦r n ∈ {160, 192, 256} ❛♥❞
w ∈ {16, 32} ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs✳ ❚❤❡ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❢♦r
t❤❡ NAF ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ 2 DBLs ✇✐t❤ 1ADD ✭s❡❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❢♦r t❛r❣❡t ❛♥❞
t♦♦❧s ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛t ❤✐❣❤❡r ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛♥ t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r
✭✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✹❪ ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n = 160 ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐ts ❛r❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r n = 160 ❛♥❞ w = 32 ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛r❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t✇♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ♣❡r ✜❡❧❞
♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✜✈❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛❜♦✉t 7% ♠♦r❡ ❛r❡❛✳ ❲❤❡♥ t❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❤❛r❞✇❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t 4% s♠❛❧❧❡r ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛❜♦✉t 10% ♠♦r❡ ❛r❡❛✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❋♦r n = 160 ❜✐ts✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s ✽✵ t✐♠❡s 2 DBLs ✇✐t❤ 1 ADD ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡
r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ✷NAF ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❡♥✱ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✐❣❤t t✐♠❡s✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✼ r❡♣♦rts ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❋P●❆s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❋P●❆ r❡s✉❧t✱
♦♥❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ 2DBLs ✇✐t❤ 1ADD ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r n = 192✱ w = 32 ❛♥❞ t❤r❡❡ ✉♥✐ts ♦❢
♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ❛❞❞❡r✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ❋P●❆s✳ ❖♥ ❛ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❛❞❞❡rs t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❋P●❆s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❞✐❣✐t ♦❢ k✱ ❛♥❞ ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❞❡♣t❤✿ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❡✈✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❳✐❧✐♥① ❋P●❆s✳ ❳✐❧✐♥① ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ❋P●❆ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞
❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ✜ts ❢♦r ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡ts✳ Pr♦✈✐❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❳✐❧✐♥① ✇❡❜
s✐t❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳①✐❧✐♥①✳❝♦♠✴♣r♦❞✉❝ts✴s✐❧✐❝♦♥✲❞❡✈✐❝❡s✴❢♣❣❛✴✐♥❞❡①✳❤t♠✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧②
t❛r❣❡ts ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✿

✕ s♣❛rt❛♥ ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❧♦✇✲♣♦✇❡r ❢♦♦t♣r✐♥t✱
✕ ✈✐rt❡① ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱
✕ ❛rt✐① ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❧♦✇❡r ♣♦✇❡r✱
✕ ❦✐♥t❡① ❢❛♠✐❧② ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱
✕ ③②♥q ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❤✐❣❤✲❡♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞✲s②st❡♠✳
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♥❜✳ ♣❡r s❧✐❝❡ ♦❢ ❛r❡❛ ❢r❡q✳
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❛rt✐① ✼ ✹ ✽ ❳❈✼ ❆✷✵✵❚▲ ✸ ✼✾✶ ✭✸ ✽✶✶✴✽ ✾✾✶✮ ✶✷✾

❦✐♥t❡① ✼ ✹ ✽ ❳❈✼ ❑✹✶✵❚ ✸ ✼✾✸ ✭✸ ✽✶✵✴✽ ✾✾✵✮ ✶✾✻

❦✐♥t❡① ✼ ✹ ✽ ❳❈✼ ❑✹✶✵❚▲ ✸ ✼✾✶ ✭✸ ✽✶✶✴✽ ✾✾✵✮ ✶✹✵

✈✐rt❡① ✼ ✹ ✽ ❳❈✼ ❱❳✸✸✵❚ ✸ ✼✾✸ ✭✸ ✽✶✵✴✽ ✾✾✵✮ ✶✾✻

✈✐rt❡① ✼ ✹ ✽ ❳❈✼ ❱❍✺✽✵❚ ✸ ✼✾✸ ✭✸ ✽✶✵✴✽ ✾✼✾✮ ✶✼✽

✈✐rt❡① ✼ ✹ ✽ ❳❈✼ ❱✺✽✺❚ ✸ ✼✾✸ ✭✸ ✽✶✵✴✽ ✾✼✾✮ ✶✼✽

③②♥q ✹ ✽ ❳❈✼ ❩✵✷✵ ✸ ✼✽✸ ✭✸ ✾✶✵✴✽ ✾✼✽✮ ✶✾✽

❚❛❜❧❡ ✺✳✼✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭n = 192 ❛♥❞ w = 32✮✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❋P●❆ ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♥✉♠❜❡r ✐s ❢♦r t❤❡ ❋P●❆ ✈❡rs✐♦♥✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❳❈✻ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✻t❤ ❋P●❆ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♥✉♠❜❡r ✐s ❢♦r t❤❡ ❋P●❆ s✐③❡s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❳❈✻❱▲❳✼✺❚ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st✱ t❤❡ ❳❈✻❱▲❳✷✹✵❚ ✐s t❤❡ ♠✐❞✲r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡
❳❈✻❱▲❳✼✷✵ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❳✐❧✐♥① ❱✐rt❡① ✻ ❋P●❆✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❝❡❧❧s✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠❡♠♦r②✱
❉❙P ♠♦❞✉❧❡s✱ ✉s❡r ■❖s✱ ❡t❝✳ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡✈✐❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❋P●❆ ❢❛♠✐❧②✿

✕ ▲❳ ❢♦r ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦❣✐❝✱
✕ ▲❳❚ ❢♦r ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♣♦✇❡r s❡r✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱

✶✹✶



✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✕ ▲❳❚▲ ❢♦r ❧♦✇❡r ♣♦✇❡r✱
✕ ❙❳ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❉❙P ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✕ ❙❳❚ ❢♦r ❉❙P ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✕ ❋❳ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
✕ ❋❳❚ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st s♣❡❡❞ s❡r✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❛❜❧❡ ✺✳✼ r❡♣♦rts ❋P●❆ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ s❛♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❋P✲
●❆s✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐s ❝♦❧♦✉r❡❞ ✐♥ ❣r❡②✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❞❛r❦ t❤❡ ❝♦❧♦✉r ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❛r❡❛ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t
r❡q✉✐r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s✳

❉✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛r❡❛ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❯❚s ❛♥❞ ✢✐♣✲✢♦♣s ♣❡r
s❧✐❝❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❋P●❆s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❋P●❆s r❡q✉✐r❡ ❛❜♦✉t ✶✵ ✺✼✵ s❧✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❋P●❆s r❡q✉✐r❡s ❛❜♦✉t ✸ ✼✵✵ s❧✐❝❡s✳

✺✳✹✳✸ ●❧♦❜❛❧ ❆❙■❈ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❆❙■❈ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥t♦ ❣❛t❡✲❧❡✈❡❧ ♥❡t❧✐sts ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ Vth ✭❙❱❚✮ ❝❡❧❧s ♦❢
❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ 130♥♠ ❜✉❧❦ ❈▼❖❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧✐❜r❛r② ✉s✐♥❣ ❙②♥♦♣s②s ❉❡s✐❣♥ ❈♦♠♣✐❧❡r ●✲✷✵✶✷✳✵✻✲
❙P✺✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❡t ④♥❛♥❞✷✱ ♥♦r✷✱ ①♦r✷✱ ✐♥✈⑥ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s
✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♣❛t❤ ❞❡❧❛② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ 10♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts t♦ ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts✳

❆❙■❈ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❢♦r t❤❡ 3 NAF ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ 2DBLs ✇✐t❤ 1ADD ❛♥❞ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ❛❞❞❡r ✉♥✐ts✳ ❘❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞
❢♦r n ∈ {160, 192, 256} ❛♥❞ w ∈ {16, 32}✳

n w ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❢✴✐♥✈ ♥♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧
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✸✷ ✷✶✽ ✹✵✾✳✵ ✶✷ ✷✻✵✳✼ ✶✺✸ ✺✶✷✳✷ ✸✼✶ ✾✷✶✳✷

✶✾✷
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✸✷ ✷✾✶ ✺✽✻✳✹ ✶✼ ✶✼✷✳✷ ✷✵✸ ✺✺✺✳✺ ✹✾✺ ✷✵✺✳✺

✷✺✻
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✸✷ ✸✷✼ ✵✽✻✳✻ ✶✽ ✼✺✼✳✵ ✷✷✽ ✻✵✹✳✵ ✺✺✺ ✻✾✵✳✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✽✿ ❆r❡❛ r❡s✉❧ts ✭✐♥ µ♠2✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭n = 160✮✳

n w ❝❡❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡t s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❡❧❧ ❧❡❛❦❛❣❡
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✶✾✷
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✸✷ ✶✶ ✾✽✺✳✻ ✻✷✺✳✼ ✶✷ ✻✶✶✳✻ ✶✻✻✳✷

✷✺✻
✶✻ ✶✸ ✸✷✶✳✺ ✻✺✹✳✶ ✶✸ ✾✼✻✳✶ ✶✽✻✳✼

✸✷ ✶✸ ✹✹✸✳✾ ✻✾✺✳✾ ✶✹ ✶✹✵✳✵ ✶✽✺✳✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✾✿ P♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ✭µ❲✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭n = 160✮✳

❆r❡❛ ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❆❙■❈ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡

✶✹✷



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆t♦♠✐❝ ❇❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❘❡❣✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✿ 20% ✭r❡s♣✳ 13%✮ ♠♦r❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ❢♦r n = 160 ❛♥❞
w = 16 ✭r❡s♣✳ w = 32✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s 2% ❢♦r n = 160 ❛♥❞ w = 16 ♠♦r❡ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝
♣♦✇❡r ❢♦r ♦✉r ♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ❆❙■❈❀ ❛♥❞ 4% ❧❡ss t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r ❢♦r w = 32✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞ ❛❞❞❡r ✉♥✐t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s
t❤r❡❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ t❤r❡❡ ❛❞❞❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❜♦✉t 10% ♠♦r❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ❛♥❞
7% ♠♦r❡ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✇❡r ✐♥ ❆❙■❈✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❡①✐st✐♥❣ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❚❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st
s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✳ ❆t♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲✐t❤ t❤❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ 2 DBLs ✇✐t❤
♦♥❡ ADD ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥ ✐♥♣✉t ❛♥② ADD ❛♥❞ DBL ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡♠♣♦r❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ P②t❤♦♥ s❝r✐♣t s✐♠♣❧✐✜❡s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✉s❡❞✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝ts
♦♥❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ DBLs ✇✐t❤ ♦♥❡ ADD✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✐t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛tt❛❝❦s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ [k]P ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆ ❢✉❧❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛✉t✐♦✉s
✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡
❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s✿ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r 2 DBLs ❛♥❞ 1 ADD ✇✐t❤ ♦♥❧② ✈❡r② ❢❡✇
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✉s❡❞ r❡❣✐st❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ sq✉❛r❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✐✳❡✳ 1M = 1S✳
❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s t❤❛t ♦♥❡ sq✉❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 0.8 ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞❡rs✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧
✉♥✐ts ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ sq✉❛r❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
♦✉r P②t❤♦♥ s❝r✐♣t ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ■t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛
❣❡♥❡r✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞❡rs✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ sq✉❛r❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❇② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♦♥❧② ♦♥❡ t②♣❡
♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿ ✐t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ab± c✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ ❙❈❆✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ♣r♦t❡❝t ❛♥ ❊❈❈ ❝r②♣t♦s②st❡♠ ❜♦t❤ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✭❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞
❛t ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✭✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❛❣❛✐♥st ❙❈❆s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛tt❛❝❦s✳

■♥ ♦✉r ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❛ ❘❆▼ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ st♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❘❆▼ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ❘❆▼
♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts✿ t❤❡ ❘❆▼ s❡♥❞s 2 × w ❜✐ts
❢♦r ❡❛❝❤ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ❤❛✈❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ♦♣❡r❛♥❞s ♦♥ w ❜✐ts✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ✷ ❛❞❞❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❘❆▼ s❡♥❞s (3+2)×2×w = 10w

✶✹✸



✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❜✐ts✳ ❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❘❆▼ ♦✉t♣✉t ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t✳ ■❢ ❛❞❞❡r ❞❡❧❛②s

✇❡r❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❞❡❧❛②s✱ t❤❡ ❘❆▼ ❝♦✉❧❞ s❡♥❞ ❛❧❧ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
t❤❡ ❛❞❞❡rs ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛② ♣❡♥❛❧t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❆▼ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ 6w ❜✐ts ❢♦r
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✸ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ ✷ ❛❞❞❡rs✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t
❛r❡❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳

❚❤✐r❞❧②✱ t❤❡ ❘❆▼ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ 2w✲❜✐t ♦✉t♣✉t ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❘❆▼
❝♦✉❧❞ s❡♥❞ ❞❛t❛ t♦ ❡❛❝❤ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t✱ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✿ t❤❡ ❘❆▼ ❝♦✉❧❞ s❡♥❞ ❞❛t❛ t♦ t❤❡
✜rst ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ t❤❡♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s t❤✐r❞ str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t
❛r❡❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ t✐♠❡ ♣❡♥❛❧t② ✇✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣②✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❧❛st ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❧❛tt❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❘❆▼ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡ t♦ st♦r❡ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

✶✹✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ✉s✉❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❊❈❉▲P
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦s②st❡♠s ❛❣❛✐♥st ♣❤②s✐❝❛❧ ❛tt❛❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s ✈❡r② str♦♥❣ t❤r❡❛ts ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡❝✉r✐t② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❝r②♣t♦s②s✲
t❡♠ ❞❡s✐❣♥❡rs✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♠❛♥❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

■♥ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ♣r♦t❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦s✱
❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❛tt❛❝❦s ❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❊❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✭❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✮✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥
❋P●❆s ❛♥❞ ❆❙■❈s✳ ❲❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦st ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠
♦❢ ❛r❡❛ ♦r ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✹❪ ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n = 160 ❜✐ts ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦t❡❝t✐♥❣ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡✲
❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❜❧✐♥❞✐♥❣✿ r❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r✳ ❙♦♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞
✉s❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡ t❤❡ s❝❛❧❛r k✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❝❛❧❛r ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ k ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ [k]P ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❛❧❧ r❡❝♦❞✐♥❣s ♦❢ k✳ ❙✉❝❤ ❛
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❙❈❆s✳

❋♦r ❡❛❝❤ st✉❞✐❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❝❛❧❛r k ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢②✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ s❝❛❧❛r
✇❛s r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ ✐♥ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❛ ✇✐❞t❤✕w s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢
k✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❛♥❞♦♠ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r k
❢♦r s❡✈❡r❛❧ w✳ ❚❤❡ ❋P●❆ ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ 28% t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ❝r②♣t♦s②st❡♠✱
❛♥❞ ✇♦r❦❡❞ ❛t ❛ ❣r❡❛t❡r ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡
❙❈❆s✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✱ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❙❈❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r k ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✉s✐♥❣ ❛ s✐❣♥❡❞✲❞✐❣✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❙❈❆ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ❢r♦♠ ❯❈❈✳ ❆
❣❡♥❡r✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❊❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t ❯❈❈✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❊❈❈ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ❛tt❛❝❦✱ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ❛tt❛❝❦✱
✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♦♥❡✿ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✈❡r s♦♠❡
♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❛tt❛❝❦ ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛✲
s✉r❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ❢❛✐❧❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r k✳ ❍♦✇❡✈❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤✐s
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❛❣❛✐♥st ❙❈❆s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳

❖t❤❡r r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭❉❇◆❙✮
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s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡s t✇♦ ❜❛s❡s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❉❇◆❙ ♥❛t✉r❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
t♦ ♦♥✲t❤❡✲✢② r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡ t❤❡ s❝❛❧❛r k✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ k ✐♥ ❛ ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥
t♦ r❛♥❞♦♠❧② r❡❝♦❞❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❉❇◆❙ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❋P●❆s ❛♥❞ ❆❙■❈s✳ ❚❤❡ ❋P●❆ ❛r❡❛ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
❉❇◆❙ r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ 7% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞
✇♦r❦❡❞ ❛t ❛ ❣r❡❛t❡r ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡♥✱ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ ♥✉♠❜❡r s②st❡♠ ✭▼❇◆❙✮ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
✭❉❇◆❙ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ▼❇◆❙✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r r❡❝♦❞✐♥❣ ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛t❡♥❝②✳ ❚✇♦
✈❡rs✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞
♣♦✐♥ts t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜rst
♦♥✲t❤❡✲✢② ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❜❛s❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❋P●❆ ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ 10% t❤❛♥ t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ ♦✉r ▼❇◆❙ s✐❣♥❡❞
r❡❝♦❞✐♥❣ ✉♥✐t ✇♦r❦❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

▲♦ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t♦ ▼❇◆❙ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❛❝❝❡❧✲
❡r❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❡r♠s
❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ❙❈❆s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦r❡ r❛♥✲
❞♦♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❛r k ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥t♦ ▼❇◆❙✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ▼❇◆❙
r❡❝♦❞✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ②❡t✳ ❙t✉❞②✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s
✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ t✇♦
r❡❝♦❞✐♥❣s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s❄

❆♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛❣❛✐♥st ❙❈❆s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❡①✐st✐♥❣ s❝❛❧❛r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡♠ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❡❣✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ✐♥
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦♥ t❤❡ s❝❛♥♥❡❞ ❜✐ts✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ ❙❈❆s✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♣r♦❣r❛♠
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ❜♦t❤ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❙❈❆s✱ ❜✉t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❣❛✐♥st s✐♠♣❧❡ ❙❈❆s✳

❍❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❯s✐♥❣ s✉❝❤
♠❡t❤♦❞s✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✹❪✱ ♦✉rs ✇♦r❦❡❞ ❛t ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✱
❜✉t ✇✐t❤ ❛❜♦✉t 7% ♠♦r❡ ❛r❡❛✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts✿ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥✴s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Fp✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s
❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♦t❤❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r②♣t♦♣r♦❝❡ss♦r✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❞ ♠♦r❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❣✐st❡rs✱
♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s✱ ✳ ✳ ✳ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❙❈❆s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❛❣❛✐♥st ❙❈❆s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②
❛tt❛❝❦s✳

✶✹✻



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❈♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ Pr♦❝❡ss♦r

❉✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✐ s♣❡♥t t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡ ❈♦r❦ ✭❯❈❈✱ ■r❡❧❛♥❞✮ t❤r♦✉❣❤ ❛
❞♦❝t♦r❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ st✉❞❡♥t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠♦❜✐❧✐t②
❣r❛♥t ❢r♦♠ ❯❊❇ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡✮✳ ■ ✇♦r❦❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❉r✳
▲✐❛♠ ▼❛r♥❛♥❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❈♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤② ❘❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣✿ ❉r✳ ❇r✐❛♥
❇❛❧❞✇✐♥✱ ❉r✳ ❆♥❞r❡✇ ❇②r♥❡ ❛♥❞ ◆❡✐❧ ❍❛♥❧❡②✳

❆ ❣❡♥❡r✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❊❈❈ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ❆✳✶✮ ❛t ❯❈❈✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ❘❆▼ ❜❧♦❝❦✱ ❛ ❘❖▼ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ s♦♠❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❡❧❞✳
❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❘❆▼ ❜❧♦❝❦✱ t♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❘❖▼ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ❊❈❈
♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞
✜❡❧❞ ❜✉t ❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✷✶✱ ❈❤❛♣✳ ✸❪✳

❆ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❱❍❉▲ ✜❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ♣r✐♠❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
✉♥✐ts✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
♦✉r ♥❡❡❞s✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❛s❦ ✇❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐❞❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛tt❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❝❤❛♣✲
t❡r ✸✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ✉♥✐t ✇❤✐❝❤ r❡❝♦❞❡s ♦♥✲t❤❡ ✢② t❤❡ s❝❛❧❛r k ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠♦r❡ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❱❍❉▲ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❳❈✺❱▲❳✺✵ ❋P●❆ ✉s✐♥❣ ■❙❊ ✾✳✷ ❢r♦♠ ❳✐❧✐♥① ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❡✛♦rts ❢♦r s②♥t❤❡s✐s✱
♣❧❛❝❡ ❛♥❞ r♦✉t❡✳ ❲❡ r❡♣♦rt ❜❡st ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s❧✐❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦
r❡♣♦rt ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ✭▲❯❚s ✇✐t❤ ✻ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❱✐rt❡① ✺✮ ❛♥❞ ✢✐♣✲✢♦♣s ✭❋❋s✮ ❢♦r ❛r❡❛✳
❆ ❳❈✺❱▲❳✺✵ ❝♦♥t❛✐♥s ✼✷✵✵ s❧✐❝❡s ✇✐t❤ ✹ ▲❯❚ ❛♥❞ ✹ ✢✐♣✲✢♦♣s ♣❡r s❧✐❝❡✳

❚❛❜❧❡ ❆✳✶ r❡♣♦rts ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱ n ∈
{160, 192} ❜✐ts ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭s♠❛❧❧ ✈❡rs✐♦♥✮ ✉s❡s t❤❡ NAF♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
♦♥❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t ♣❡r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭❧❛r❣❡ ✈❡rs✐♦♥✮ ✉s❡s t❤❡ 4NAF ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ t✇♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ♣❡r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♣r♦❝❡ss♦r ❣❡♥❡r❛t♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ ❬✷✹❪✳

❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥t♦ ❣❛t❡✲❧❡✈❡❧ ♥❡t❧✐sts
✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ Vth ✭❙❱❚✮ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ 130♥♠ ❜✉❧❦ ❈▼❖❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧✐❜r❛r② ✉s✐♥❣

✶✹✼



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❘❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❢r♦♠ ❬✷✹❪✮✳

❙②♥♦♣s②s ❉❡s✐❣♥ ❈♦♠♣✐❧❡r ●✲✷✵✶✷✳✵✻✲❙P✺ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛t❤ ❞❡❧❛② ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ 10♥s
❢r♦♠ ❛❧❧ ✐♥♣✉ts t♦ ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❡❧❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❡t
④♥❛♥❞✷✱ ♥♦r✷✱ ①♦r✷✱ ✐♥✈⑥ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

❚❛❜❧❡s ❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✸ r❡♣♦rt ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ✭❢♦r ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Fp✱
n = 160 ❜✐ts ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭s♠❛❧❧ ✈❡rs✐♦♥✮ ✉s❡s
t❤❡ NAF ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐t ♣❡r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭❧❛r❣❡ ✈❡rs✐♦♥✮
✉s❡s t❤❡ 4NAF ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t✇♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✉♥✐ts ♣❡r ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✶✹✽



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ Pr♦❝❡ss♦r

♠❡♠♦r② ❛r❡❛ ❢r❡q✳

n ♠❡t❤♦❞ ✈❡rs✐♦♥ t②♣❡ s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ❇❘❆▼ ▼❍③

✶✻✵

NAF s♠❛❧❧
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✷ ✷✵✹ ✭✸ ✾✼✶✴✻ ✽✶✻✮ ✵ ✶✺✺

❇❘❆▼ ✶✼✾✸ ✭✸ ✻✹✶✴✻ ✶✽✷✮ ✻ ✶✺✺

4NAF ❧❛r❣❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✸ ✶✽✷ ✭✹ ✻✻✽✴✼ ✸✻✶✮ ✵ ✶✹✷

❇❘❆▼ ✷✹✷✼ ✭✹ ✷✾✼✴✻ ✾✽✶✮ ✻ ✶✹✷

✶✾✷

❞♦✉❜❧❡✲❛♥❞✲❛❞❞✲❛❧✇❛②s
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✷ ✺✺✵ ✭✷ ✹✽✹✴✽ ✺✵✼✮ ✵ ✶✺✵

❇❘❆▼ ✷✵✽✹ ✭✷ ✵✼✸✴✼ ✾✽✺✮ ✻ ✶✺✵

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✷ ✹✺✺ ✭✷ ✷✵✵✴✼ ✾✹✺✮ ✵ ✶✺✹

❇❘❆▼ ✷✵✸✺ ✭✶ ✾✸✸✴✼ ✵✷✷✮ ✻ ✶✺✹

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ♦✈❡r Fp✳

♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉❢✴✐♥✈ ♥♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❛❧ t♦t❛❧

NAF ✭s♠❛❧❧✮ ✾✺ ✾✽✵✳✽ ✶✵ ✽✺✸✳✷ ✽✼ ✹✺✽✳✾ ✶✽✺ ✶✼✹✳✾

4NAF ✭❧❛r❣❡✮ ✶✼✵ ✵✾✾✳✽ ✶✻ ✼✹✵✳✼ ✶✹✷ ✸✼✾✳✹ ✸✷✶ ✹✶✷✳✼

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❆r❡❛ r❡s✉❧ts ✭✐♥ µ♠2✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ♦✈❡r Fp

✇✐t❤ n = 160✳

♠❡t❤♦❞ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥❡t s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❡❧❧ ❧❡❛❦❛❣❡

NAF ✭s♠❛❧❧✮ ✼ ✶✼✾✳✸ ✸✵✵✳✾ ✼ ✹✽✵✳✷ ✽✷✳✼

4NAF ✭❧❛r❣❡✮ ✾ ✺✽✺✳✻ ✸✽✺✳✾ ✾ ✾✼✶✳✺ ✶✶✶✳✼

❚❛❜❧❡ ❆✳✸✿ P♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ✭µ❲✮ ♦❢ ❆❙■❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❊❈❈ ♣r♦❝❡ss♦r ♦✈❡r
Fp ✇✐t❤ n = 160✳

✶✹✾





❆♣♣❡♥❞✐① ❇

Pr♦♦❢ ♦❢ ❊①❛❝t ❉✐✈✐s✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❜❡❧♦✇✳ k = (kn−1kn−2 . . . k1k0)2 ✐s t❤❡ n✲❜✐t s❝❛❧❛r
✭k > 1✮ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ t ✇♦r❞s ❜② m ❜✐ts ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ m(t− 1) < n ≤ mt ✭✐✳❡✳ ❧❛st ✇♦r❞ ♠❛② ❜❡
♣❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ ✵s✮✳ k(i) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ it❤ ✇♦r❞ ♦❢ k st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r 1 ≤ i ≤ t✳

✐♥♣✉t✿ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs k = (k(t) · · · k(1)) ❛♥❞ bj ✱ ✇❤❡r❡ k mod bj = 0
♦✉t♣✉t✿ k/bj

✶✿ c← 0
✷✿ ❢♦r i ❢r♦♠ t t♦ 1 ❞♦
✸✿ c← (c+ k(i)) mod b
✹✿ r ← k(i) − c
✺✿ r ← r × (b−1 mod 2m)
✻✿ k(i) ← (rm−1 · · · r0)
✼✿ r❡t✉r♥ k

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❊①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ k/bj ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rt✐♥❣ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇♦r❞s ✜rst✳

Pr♦♦❢✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ✉♥r♦❧❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r k ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r b✱ t❤❡ ❡①❛❝t
❞✐✈✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✿

k′ = k/b =

(((

k(t) − (k(t) mod b)
)

× (b−1 mod 2m)

)

mod 2m

)

× 2m(t−1) +

(((

k(t−1) − (k(t) + k(t−1) mod b)
)

× (b−1 mod 2m)

)

mod 2m

)

× 2m(t−2) +

· · · +
((

k(1) −
( t∑

j=1

k(j) mod b
))

× (b−1 mod 2m)

)

mod 2m.

✶✺✶



❲❤❡♥ k′(i) = k(i)/b ✐s t❤❡ it❤ ✇♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈✐s✐♦♥ k/b✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

k′(i) = k(i)/b =

((

k(i) −
(

t∑

j=i

k(j) mod b
))

× (b−1 mod 2m)

)

mod 2m.

■❢ ♦♥❡ ✇r✐t❡s ki = bki + ci ✇✐t❤ ki ≡ ci mod b✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

k′(i) = k(i)/b =

((

k(i) −
(

t∑

j=i

cj mod b
))

× (b−1 mod 2m)

)

mod 2m.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ b× k′ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✈❡r✐❢② t❤❛t✿

b× k′ = k =
m∑

i=1

k(i)2i−1 =
m∑

i=1

(kib+ ci)2
i−1.

❚❤❛t ✐s b× k′(i) = k(i) = kib+ ci✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ b−1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (b−1 mod 2m)✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
m ❤❛s ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t 2m ≡ 1 mod b✳ ❚❤✉s 2m − 1 ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ b✱ ❛♥❞ γ = 2m−1

b
∈ ]0, 2m[✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ −γ ≡ b−1 mod 2m ❜❡❝❛✉s❡ bγ ≡ −1 mod 2m✱ ❛♥❞ s♦ γ ≡ (−b)−1 mod 2m✳

t(i)/b = ki + cib
−1 = ki + ci ×−

2m − 1

b
= ki + ci ×

2m+1 + 1

b
,

❜❡❝❛✉s❡ 2m+1+1
b
≡ −2m−1

b
≡ b−1 mod b✳ ❲❤❡♥ 2ci+1 ≤ b✱ t(i)/b < 2m−1

b
❜❡❝❛✉s❡ 2m−1

b
+ 2m+1

b
=

3×2m

b
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ki ✐s 2m−1

b
✳ ❊❧s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t(i)/b ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2m ❛♥❞ ♦♥❡

♥❡❡❞s t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❝❛rr② 2m t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ b × t′(i+1) = b × (t(i+1)/b) ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ b × 2m✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ αb ✇✐t❤ α ∈ {0, 1} t♦ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
b× k′(i) ∀i ∈ {2, · · · ,m} ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ❝❛s❡s✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r i = 1✱ t❤❛t ✐s b× k′(1)✿

b× k′(1) = b×
(

k1 + c1b
−1 −

(
(

m∑

i=1

ci) mod b
)
b−1
)

= b× (k1 + c1b
−1),

❜❡❝❛✉s❡ ❦ ✐s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❜② b✱ ❛♥❞ s♦ (
∑m

i=1 k
(i) mod b) ≡ (

∑m
i=1 ci mod b) ≡ 0 mod b✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣

b−1 ❜② −γ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

b× k′(1) = b× (k1 + c1b
−1)

= bk1 − bγc1

= bk1 − (2m − 1)c1

= bk1 + c1 − 2m(c1 + αb)

= bk1 + c1 + 2m
(
− (

m∑

i=2

−ci) mod b+ αb
)

= k(1) + 2m
(

− c1 +
(
(

m∑

i=1

ci) mod b
)
+ αb

)

.

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ t❡r♠s✱ bk1 + c1 = bk′(1) = k(1) ❛♥❞ 2m
(
− (
∑m

i=2−ci) mod b
)
✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 2m✱ ❛♥❞ s♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♣❡r❛t✐♦♥ b×k′(2)✳
❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t ✐s k(1) = bk′(1) = bk1+ c1✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡♣❧❛❝❡

✶✺✷



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❊①❛❝t ❉✐✈✐s✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲

bb−1 ❜② −3γ = (−2m + 1)✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r i = 2✱ t❤❛t ✐s b× k′(2)✿

b× k′(2) = b×
(

k2 + c2b
−1−

(
(
∑m

i=2 ci) mod b
)
b−1
)

✳ ❍♦✇❡✈❡r ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❝❛rr② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉r✐♥❣ b× k′(1)✳

b× k′(2) = b×
(

k2 + c2b
−1 −

(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
b−1
)

−
(
(

m∑

i=2

−ci) mod b
)
+ αb

= bk2 + c2 −
(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
−
(
(

m∑

i=2

−ci) mod b
)
+ αb

+ 2m
(

− c2 +
(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
+ αb

)

= bk2 + c2 + 2m
(

− c2 +
(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
+ αb

)

= k(2) + 2m
(

− c2 +
(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
+ αb

)

■♥ ❛ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ b × k′(2) ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ t❡r♠s✱ bk2 + c2 = bk′(2) = k(2) ❛♥❞

2m
(

− c2 +
(
(
∑m

i=2 ci) mod b
))

✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 2m✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t

♦♣❡r❛t✐♦♥ b× k′(3)✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
−
(
(

m∑

i=2

−ci) mod b
)
+ αb = 0,

❜❡❝❛✉s❡

m∑

i=2

ci − b = (
m∑

i=2

ci) mod b,

✐❢
∑m

i=2 ci ≥ b✱ t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ α = 1✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②

c2 −
(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
−
(
(

m∑

i=2

−ci) mod b
)
+ αb = c2.

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r i = 3✱ t❤❛t ✐s b× k′(3)✿

b× k′(3) = b×
(

k3 + c3b
−1 −

(
(

m∑

i=3

ci) mod b
)
b−1
)

.

✶✺✸



❍♦✇❡✈❡r ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛rr② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉r✐♥❣ b× k′(2)✳

b× k′(3) = b×
(

k3 + c3b
−1 −

(
(

m∑

i=3

ci) mod b
)
b−1
)

+
(

− c2 +
(
(

m∑

i=2

ci) mod b
))

+ αb

= bk3 + c3 −
(
(

m∑

i=3

ci) mod b
)
− c2 +

(
(

m∑

i=2

ci) mod b
)
+ αb

+ 2m
(

− c3 +
(
(

m∑

i=3

ci) mod b
)
+ αb

)

= bk3 + c3 + 2m
(

− c3 +
(
(

m∑

i=3

ci) mod b
)
+ αb

)

= k(3) + 2m
(

− c3 +
(
(

m∑

i=3

ci) mod b
)
+ αb

)

.

❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t bk3 + c3 = bk′(3) = k(3) ♣❧✉s ❛ ❝❛rr②
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t b × k′(4)✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ b × k′(3) ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ b×k′(2)✳ ❚❤✉s ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s b×k′(j) ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ❢♦r 1 < j < m✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s j ∈ {2, · · · ,m− 1}✱ t❤❛t ✐s b× k′(j)✿

b× k′(j) = b×
(

kj + cjb
−1 −

(
(

m∑

i=j

ci) mod b
)
b−1
)

+
(

− cj−1 +
(
(

m∑

i=j−1

ci) mod b
))

+ αb

= bkj + cj −
(
(

m∑

i=j

ci) mod b
)
− cj−1 +

(
(

m∑

i=j−1

ci) mod b
)
+ αb

+ 2m
(

− cj +
(
(

m∑

i=j

ci) mod b
)
+ αb

)

= bkj + cj + 2m
(

− cj +
(
(

m∑

i=j

ci) mod b
)
+ αb

)

= k(j) + 2m
(

− cj +
(
(

m∑

i=j

ci) mod b
)
+ αb

)

.

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛rr② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r b× k′(j−1)✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

(
(

m∑

i=j

ci) mod b
)
−
(
(

m∑

i=j

−ci) mod b
)
+ αb = 0,

❜❡❝❛✉s❡
m∑

i=j

ci − b = (

m∑

i=j

ci) mod b,

✐❢
∑m

i=j ci ≥ b✱ t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ α = 1✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②✿

cj −
(
(

m∑

i=j

ci) mod b
)
−
(
(

m∑

i=j

−ci) mod b
)
+ αb = cj .

✶✺✹



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ Pr♦♦❢ ♦❢ ❊①❛❝t ❉✐✈✐s✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ▼❙❲

◆♦✇✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡ b× k′(m) ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t✿

k(m)/b = k(m) − (k(m) mod b)

= km + cm − cm

= km,

✐♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛rr② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ b× k′(m−1)✱ t❤❛t ✐s

−cm−1 +
(
(

m∑

i=m−1

ci) mod b
)
:

b× k′(m) = b×
(

km − cm−1 +
(
(

m∑

i=m−1

ci) mod b
))

+ αb

= bkm − bcm−1 + b
(
(cm−1 + cm) mod b)) + αb

= km + cm

= k(m).

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✿

b× k′(i) = kib+ ci = k(i),

❢♦r ❛❧❧ i ∈ [0,m]✳ ❚❤✉s✿

b× k′ =
m∑

i=1

(kib+ ci)2
i−1 =

m∑

i=1

k(i)2i−1 = k,

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✳

✶✺✺
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▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❬✼✷❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸ ❛♥❞ ✶✳✶✹
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✳ ■t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
t♦ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s
a−1 mod p ✇❤❡r❡ p ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r ❝❛❧❧s ❢♦r r✐❣❤t s❤✐❢ts r❡❣✐st❡rs u ❛♥❞ v✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s❤✐❢t✱ ✐t ❝❛❧❧s ❢♦r ❧❡❢t s❤✐❢ts
r❡❣✐st❡rs r ❛♥❞ v ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✮✱
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s❡❧❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❤✐❢t ♦r ❛ s✉♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐st❡r ✈❛❧✉❡ r✳

❚❤❡ ❋P●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ❈✳✶
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ w ❛♥❞ t✳ ❍❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❱❍❉▲ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❋P●❆ ✉s✐♥❣ ■❙❊ ✶✹✳✶ ❢r♦♠ ❳✐❧✐♥① ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞
❡✛♦rts ❢♦r s②♥t❤❡s✐s✱ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ r♦✉t❡✳ ❲❡ r❡♣♦rt ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✱ ❜❡st ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s❧✐❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ✭▲❯❚s ✇✐t❤ ✻ ✐♥♣✉ts
✐♥ ❱✐rt❡① ✺✮ ❛♥❞ ✢✐♣✲✢♦♣s ✭❋❋s✮ ❢♦r ❛r❡❛✳ ❆ ❳❈✺❱▲❳✺✵❚ ❝♦♥t❛✐♥s ✼ ✷✵✵ s❧✐❝❡s ✇✐t❤ ✹ ▲❯❚s ❛♥❞
✹ ✢✐♣✲✢♦♣s ♣❡r s❧✐❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ✢✐♣✲✢♦♣s ❢♦r ❛❧❧ st♦r❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
t❡st❡❞ ♦♥ ✶✵✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r a✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ✇❤✐❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✶✵✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs✳

❛r❡❛ ❢r❡q✳ ❝❧♦❝❦

n t w s❧✐❝❡s ✭❋❋✴▲❯❚✮ ▼❍③ ❝②❝❧❡s
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❬✶❪ ❏✳ ❆❞✐❦❛r✐✱ ❱✳ ❉✐♠✐tr♦✈✱ ❛♥❞ ▲✳ ■♠❜❡rt✳ ❍②❜r✐❞ ❜✐♥❛r②✲t❡r♥❛r② ❥♦✐♥t ❢♦r♠ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✶✾t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ✭❆❘■❚❍✮✱
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