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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ t♦ ✜♥✐s❤ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ✇❤♦♠ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦
t❤❛♥❦✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢♦r♠❡r s✉♣❡r✈✐s♦r ❙❡♥✐♦r ▲❡❝t✉r❡ ❨✉r② ❇❡❧♦✈✱
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❨❛r♦s❧❛✈❧ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ t❤❛t ❤❛s s❡❡♥ ♠② ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ②❡❛r ♦❢ ♠② st✉❞② ❛t ❨❛r♦s❧❛✈❧ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❍❡ ❤❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ♠② ❝❛♥❞✐❞❛t✉r❡ t♦ t❤❡ ❍❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛✐r ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ Pr♦❢❡ss♦r
❱❛❧❡r② ❙♦❦♦❧♦✈✱ ✇❤❡♥ Pr♦❢❡ss♦r ❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦ ✭❯❋❘✲❙❚✱ ❋r❛♥❝❡✮ ❤❛s ♦✛❡r❡❞ ❛♥
♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ✐♥ ■♥r✐❛ ✭❋r❛♥❝❡✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
❢r♦♠ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✾ t✐❧❧ ❆✉❣✉st ✷✵✵✾✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢❡ss♦r ❱❛❧❡r② ❙♦❦♦❧♦✈ ❢♦r
❝❤♦♦s✐♥❣ ♠❡ ❢♦r t❤✐s ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✱ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ✐♥ ♠❛♥② ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ t❤✐♥❣s ✐♥ ❘✉ss✐❛✱
❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❢♦r ❤✐s s✉♣♣♦rt✳

▼② ✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛t ▲■❋❈ ✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❋r❛♥❝❤❡✲❈♦♠té✮ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❙❡♥✐♦r ❙❝✐❡♥t✐st ❈❧❛✉❞❡ ▼❛r❝❤é✱ ■♥r✐❛✱ ❆ss✐st❛♥t
Pr♦❢❡ss♦r ❆❧❛✐♥ ●✐♦r❣❡tt✐✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋r❛♥❝❤❡✲❈♦♠té✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱
❋❊▼❚❖✲❙❚ ■♥st✐t✉t❡✱ ❛♥❞ Pr♦❢❡ss♦r ❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✳ ❋✐rst ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦
❆❧❛✐♥ ●✐♦r❣❡tt✐ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ✐♥ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦✳ ❍❡ ❤❛s ❣r❡❛t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞
♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❈❧❛✉❞❡
▼❛r❝❤é✳ ❍❡ ❤❛s ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② ✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❛♥❞ ❤❛s ❣✉✐❞❡❞ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ❞✉r✐♥❣
t❤❛t t✐♠❡✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦ t❤❛t ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡ ❛ P❤❉ ♣♦st ❛❢t❡r
♦✉r ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r♥s❤✐♣✳ ▼❛♥② t❤❛♥❦s ❢♦r ❤❡r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❤❡❧♣ ❞✉r✐♥❣ ❢♦✉r ②❡❛rs
♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✳

■ ❞❡❡♣❧② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠② ❝♦✲❞✐r❡❝t♦r ❘❡s❡❛r❝❤❡r ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✱ ■♥r✐❛✳
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ ❢♦r ❤✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥❝❡✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ♦❢ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ✐♥ ▼❛✉❞❡✱ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❊s❝♦❜❛r✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢❡ss♦r ❙♦♣❤✐❡ ❚✐s♦♥ ❛♥❞ Pr♦❢❡ss♦r ❱✐♦r✐❝❛ ❙♦❢r♦♥✐❡✲❙t♦❦❦❡r♠❛♥s
❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❜❡ ♠② r❡❢❡r❡❡s✳ ❆❧s♦ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❈❧❛✉❞❡ ▼❛r❝❤é ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s
P❡❧t✐❡r ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❜❡ ♠② ❡①❛♠✐♥❡rs✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❊❧✐③❛❜❡t❛
❋♦✉r♥❡r❡t✱ ❖s❝❛r ❈❛rr✐❧❧♦✱ ❘❛♠✐ ❑❛ss❛❜✱ ❋♦✉❛❞ ❍❛♥♥❛✱ ❆②❞é❡ ❙❛♥❝❤❡③✲❙❛♥t❛♥❛✱ ❑❛❧♦✉
❈❛❜r❡r❛✱ ❆❞r✐❡♥ ❉❡ ❑❡r♠❛❞❡❝✱ ❆❧♦✐s ❉r❡②❢✉s ❛♥❞ ❈é❞r✐❝ ❏♦✛r♦②✱ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✉❡❞
s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❤❡❧♣✳ ❆❧s♦ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② r✉ss✐❛♥ ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ ❇❡s❛♥❝♦♥✳ ❚❤❡②
❛r❡ ▼❛r✐❛ ▼❛❦❛r♦✈❛✱ ❊❧❡♥❛ ❩✐♥❝❤❡♥❦♦✱ ❱❛❧❡r② ❑♦r♦❧❡✈❛✱ ▼❛①✐♠ ●♦r②❛❝❤❡✈ ❛♥❞ ❉♠✐tr✐②
❑✉③✐❦♦✈✳

■ ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥✐s❤ ♠② ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ ♠② ❢❛♠✐❧②✿
♠② ♣❛r❡♥ts ❆❧❡✈t✐♥❛ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❚✉s❤❦❛♥♦✈✱ ♠② ❜r♦t❤❡r ❊✉❣❡♥✐②✱ ♠② ❣r❛♥♥② ▼❛r✐❛
❙♦❦♦❧♦✈❛✱ ❛♥❞ ❙❛♠✉❡❧ ▲❛✉r❡♥t✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧❧ ❢♦r ②♦✉r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ■
✇❛♥t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✉♣✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ●♦❞✱ ❢♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ ♠② ♣r❛②❡rs✱ ❛♥❞ ❢♦r
❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ■ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ✇♦r❦✳
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❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
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❞❡✈✐❝❡s✱ tr❛♥s♣♦rt✱ ✜♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❜❛♥❦✐♥❣✱ ✐♥❞✉str②✱ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡
s❡❝t♦rs✳ ❋❛✐❧✉r❡s ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❜❛♥❦r✉♣t❝②✱ ❧♦ss ♦❢ t✐♠❡✱ ❜✉t ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦ss ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧✐❢❡s✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❢❡✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❡rr♦rs ✇✐t❤
❡①tr❡♠❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳✶ ■♥ ✶✾✽✺✲✽✼✱ ✇❤❡♥ ❛ ❜✉❣❣② s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ❝♦♥tr♦❧✐♥❣ t❤❡ ❚❤❡r❛❝✲✷✺
♠❡❞✐❝❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡r❛♣② ❞❡✈✐❝❡✱ ♠❛ss✐✈❡ ♦✈❡r❞♦s❡s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ t♦
♣❛t✐❡♥ts ❦✐❧❧✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ✸ ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ ✶✾✾✸ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✢✐❣❤t✲❝♦♥tr♦❧ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ ❛
❙✇❡❞✐s❤ ❥❡t✜❣❤t❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛ss✐✈❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✜♥❛❧❧② ❝r❛s❤❡❞✳ ❆ ◆❆❙❆
s✉❜❝♦♥tr❛❝t♦r ❤✐r❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ▼❛rs ❝❧✐♠❛t❡ ♦r❜✐t❡r ✉s❡❞ ❊♥❣❧✐s❤ ✉♥✐ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ♠❡tr✐❝ s②st❡♠✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦r❜✐t❡r ❝r❛s❤❡❞ ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇❤❡♥ ✐t ❛rr✐✈❡❞
❛t ▼❛rs ✐♥ ✶✾✾✾✱ ❞❛s❤✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦♣❡s ♦❢ ❛ ✸✷✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞♦❧❧❛rs ♣r♦❥❡❝t✳

❙♦♠❡ ❜✉❣s ♠❛② ❝❛✉s❡ ♦♥❧② tr✐✈✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❢♦r ♠❛♥② s②st❡♠s✱ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ♥♦t ❛♥
♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t s✉❝❤ s②st❡♠s ♦♣❡r❛t❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞
r❡❧✐❛❜❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ▼❛♥② ❜✉❣s ❛r❡
❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦❢t✇❛r❡ t❡st✐♥❣✳ ❇✉t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡ s♦❢t✇❛r❡ t❡st✐♥❣
❝❛♥♥♦t ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❡rr♦rs ❛♥❞
❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s
✐s s♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❛t ♦♥❧② ❛ t✐♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✇❛② ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❛

✶❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✐r❡❞✳❝♦♠✴s♦❢t✇❛r❡✴❝♦♦❧❛♣♣s✴♥❡✇s✴✷✵✵✺✴✶✶✴✻✾✸✺✺❄❝✉rr❡♥tP❛❣❡❂❛❧❧

✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝♦rr❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆ ❢♦r♠❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧
✇♦r❦ ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦r ❡✈❡r② ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✳

❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳
◆♦✇ ❡❛❝❤ ♣♦♣✉❧❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❧✐❦❡ ❏❛✈❛✱ ❈★ ❛♥❞ ❈✱ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❏❛✈❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❬▲❑P✵✼❪ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❏❛✈❛
♣r♦❣r❛♠s✱ ❙♣❡❝★ ❬❇❉❋+✵✺❪ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❈★ ❛♥❞ ❆❈❙▲ ❬❇❋▼+✵✾❪ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❈✳
■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❡r♠✐♥❛t❡s✱ t❤❡♥ ✐t
s❤♦✉❧❞ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❤② ❬❋▼✵✼❪ ✐s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❋r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ❡①tr❛❝ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts t❤❡♠ t♦ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ❧✐❦❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ✭❙✐♠♣❧✐❢②✱ ❩✸✱ ❈❱❈✸✱
❨✐❝❡s✱ ❆❧t✲ ❊r❣♦✱ ❡t❝✳✮ ♦r ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ✭❈♦q✱ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ P❱❙✱ ❡t❝✳✮✳

❙▼❚ ✭❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ▼♦❞✉❧♦ ❚❤❡♦r②✮ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✭❣r♦✉♥❞✮
✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r②✳ ❆ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧t② ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛❧✇❛②s t❡r♠✐✲
♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ✧②❡s✧ ❛♥s✇❡r ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✧♥♦✧ ❛♥s✇❡r
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ♠❡❛♥
❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡ts ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❆♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ r❡❧❛t❡s ♣r❡♠✐s❡s t♦ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ u = c ❛♥❞ u′ = c✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t u = u′✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s r❡♠❛✐♥s ❛ ✈❡r② ❤❛r❞ t❛s❦✳ ❚♦ ❤❡❧♣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐t❤ t❤✐s t✐♠❡✲
❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❛s❦✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛st ❞❡❝❛❞❡ ❬❆❘❘✵✶✱ ❆❘❘✵✸✱ ❆❇❘❙✵✾❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s ✭PC✮ ❬◆❘✵✶❪ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❛ ❢❛✐r ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ PC ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡♠✐✲❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t❤❛t ❤❛❧ts ♦♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts ✭t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✐s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✮ ❜✉t ♠❛② ❞✐✈❡r❣❡
♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ❢♦r s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✈❡r✲
✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ❬❆❘❘✵✶✱ ❆❘❘✵✸✱ ❆❇❘❙✵✾❪ ✐t ✐s
s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧✐sts✱ ❛rr❛②s✱ r❡❝♦r❞s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛①✐♦♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞
s♦ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉❜✐q✉✐t② ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ✐♥
♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ◆❡✇ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s à ❧❛ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s
s❤❛r✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s✳ ❚❤✐s ♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② ♦❢ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤✐♥ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳

❚♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s
✭SPC✮ ❬▲▼✵✷❪ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
SPC ✐s t❤❛t ✐❢ ✐t ❤❛❧ts ❢♦r ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❛❜str❛❝t ✐♥♣✉t✱ t❤❡♥ PC ❤❛❧ts ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♥❝r❡t❡ ✐♥♣✉ts✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ SPC ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ PC ❧✐❦❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst
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✶✳✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ SPC ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲❚✵✼✱ ▲❘❘❚✶✶❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs
❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ♥♦ s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥✲
t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❤❛s ②❡t ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥♣✉t t❤❡♦r② ❛❞♠✐ts ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠♦❞✲
✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ❛❞❞r❡ss❡s ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭s❛❢❡✮ ❞❡s✐❣♥
♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳ ❲❡
❢♦❝✉s ♦♥ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲❤② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❛t ❡①tr❛❝ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ tr❛♥s♠✐ts t❤❡♠
t♦ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ♦r ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳

✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛❞❞r❡ss ❜♦t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿

✭❛✮ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛r❜✐tr❛r② ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
r❡❧❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡✳ ❚❤❡ t♦♦❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ♦r
t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t s✐❣♥❛t✉r❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✉s❡✲
❢✉❧ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦r ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s t♦♦❧ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢
❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✭✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✮✱ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts✱ t❤❡ t❤❡✲
♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✐s ❦♥♦✇♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ❬❆❇❘❙✵✾✱ ◆❘❘✵✾❝✱ ▲❘❘❚✶✶❪✳

✭❜✮ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪
❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥st❛♥t nil✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❛❦❡s t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

✭❝✮ ❆ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r
❖✛s❡ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❛♥❦s
t♦ ♦✉r t♦♦❧✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
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❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✿ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♦❢ ❛r❣✉✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t✇♦ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

✭❞✮ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P❤❉✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ t♦ ❛ st✉❞② ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❈❧❛✉❞❡ ▼❛r❝❤é✱
❆❧❛✐♥ ●✐♦r❣❡tt✐ ❛♥❞ ❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡❑r❛❦❛✲
t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❲❤② ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛ ❏❛✈❛ ♦r ❈
♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝ts ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛
♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s✿ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦rt✐♥❣ ❛rr❛②s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❆rr❛②s ❝❧❛ss
✐♥ t❤❡ ❏❛✈❛ ❆P■✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❍❛s❤▼❛♣ ❝❧❛ss ❞❡✜♥✐♥❣ ❛
❣❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤ ♠❛♣ ❛♥❞ ✐ts ✉s❡ ❢♦r ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐t② ❜♦t❤ ❢♦r t②♣❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss s♦✉♥❞♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳
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❆❢t❡r t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
r❡❛❞✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ r❡✇r✐t❡
s②st❡♠s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛①✐♦♠❛t✐③✐♥❣ ❞❛t❛t②♣❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱ r❡❝♦r❞s
❛♥❞ ❛rr❛②s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r
❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ▼❛✉❞❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✐✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❢✉t❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❤❡♦r② ✐s ❛❧r❡❛❞②
❜✉✐❧t t❤❛♥❦s t♦ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ ❛♥❞ ✇❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❢❛✐r ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s♦♠❡ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r✐❡s✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡

✹

java.util.Arrays
java.util.HashMap
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t❤❛t ❛ t❤❡♦r❡♠ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡
✐♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♦✉r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s❛t✲
✉r❛t✐♦♥s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❲❡ s❤♦✇ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡
❛❧s♦ st✉❞② t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ s♦ t❤❛t ✉s❡r ❝♦✉❧❞
❡❛s✐❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t♦ ❣❡t ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼❛✉❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ✈❡r② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■t ✐s
❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦❡②
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆♥❞ t❤❡ ▼❛✉❞❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② t♦
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ s❡❛r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ✐♥ ▼❛✉❞❡✳

❈❤❛♣t❡r ✼ r❡♣♦rts ♦♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛❧ts ❢♦r s♦♠❡ ✉♥✐t t❤❡♦r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✭✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s✱ ❢♦r ✉♥✐t t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r
❖✛s❡ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ ♥♦♥✲✉♥✐t t❤❡♦r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳

❈❤❛♣t❡r ✽ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ ❑▼▲✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❛t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛❧❣❡❜r❛✐❝✲st②❧❡ ❞❛t❛ t②♣❡s ❬▼❛r✵✼❪ ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡✐r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦♦❢✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t
♣r❡s❡♥ts ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦rt✐♥❣
❛rr❛②s ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❤❛s❤♠❛♣s✳

❈❤❛♣t❡r ✾ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t♦ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✳✹ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
✇♦r❦s❤♦♣s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✳

• ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ✉♥✐t ✉♥s♦rt❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛s

❊✳ ❚✉s❤❦❛♥♦✈❛✱ ❆✳ ●✐♦r❣❡tt✐✱ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✱ ❛♥❞ ❖✳ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✳ ❆ r✉❧❡✲❜❛s❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥ ❋✳ ❉✉rá♥✱ ❡❞✲
✐t♦r✱ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ■♥t✳ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭❲❘▲❆✬✶✷✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✺✼✶ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✷✶✲✷✸✾✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✷✳

■♥ t❤❡ ♣❛♣❡r s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❙❈P✮
✇❡ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❛r❜✐✲
tr❛r② ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ t❤❡♦r✐❡s✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ✉♥s♦rt❡❞ ❛♥❞ ✉♥✐t ♦♥❡s✳

✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

• ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡✇r✐t✐♥❣
❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❘❚❆✬✶✸✮✳

❚❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt✿

❊✳ ❚✉s❤❦❛♥♦✈❛✱ ❈✳ ❘✐♥❣❡✐ss❡♥✱ ❆✳ ●✐♦r❣❡tt✐✱ ❛♥❞ ❖✳ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉❡✲
❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❚❤❡♦r✐❡s ▼♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ❘❘✲✽✶✸✾✱ ■◆❘■❆✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✷✳

• ❚❤❡ ✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s
❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛s

❆✳ ●✐♦r❣❡tt✐✱ ❈✳ ▼❛r❝❤é✱ ❊✳ ❚✉s❤❦❛♥♦✈❛✱ ❛♥❞ ❖✳ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝
❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s✿ t✇♦ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳ ■♥ ❈✳ ❇r❛❜r❛♥❞ ❛♥❞ P✳✲❊✳ ▼♦r❡❛✉✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝✳
♦❢ t❤❡ ✶✵t❤ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭▲❉❚❆✬✶✵✮✱
♣❛❣❡s ✽✿✶✲✽✿✽✱ ❆❈▼✱ ✷✵✶✵✳

❚❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt✿

❊✳❚✉s❤❦❛♥♦✈❛✱ ❆✳●✐♦r❣❡tt✐✱ ❈✳ ▼❛r❝❤é✱ ❖✳ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✳ ▼♦❞✉❧❛r ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❏❛✈❛ Pr♦❣r❛♠s✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ❘❘✲✼✵✾✼✱ ■◆❘■❆✱ ✷✵✵✾✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✷

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

❈♦♥t❡♥ts

✷✳✶ ▼❛♥②✲s♦rt❡❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✶✳✶ ❙②♥t❛① ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✶✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛t②♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷✳✶ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✷ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✸ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✹ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷✳✺ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✸ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✸✳✶ ❘❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✸✳✷ ❖r❞❡r✐♥❣ ❢♦r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✹ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✹✳✶ ◆♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✳✲❖✳ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✹✳✷ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✳✲❖✳ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✺ ▼❛✉❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✺✳✶ ▼❛✉❞❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✺✳✷ ❘❡✢❡❝t✐♦♥✱ ▼❡t❛❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✺✳✸ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✺✳✹ ◆❛rr♦✇✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✻ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❲❡ st❛rt ❜②
♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❡r♠✱ ❛t♦♠ ❛♥❞
❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢

✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

♠♦❞❡❧✱ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ❛①✐♦♠❛t✐③✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❞❛t❛t②♣❡s✳ ❆❢t❡r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◆❡❧s♦♥ ❛♥❞ ❖♣♣❡♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛✉❞❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐✱ ✇✐t❤ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥t
❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ ❡♥❞s t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✷✳✶ ▼❛♥②✲s♦rt❡❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝

✷✳✶✳✶ ❙②♥t❛① ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r s②♥t❛❝t✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❡r♠ ❛♥❞
❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❙✐❣♥❛t✉r❡✮✳ ❆ ✜rst✲♦r❞❡r ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❝♦♥s✐sts ♦❢

• ❛ ♥♦♥❡♠♣t② s❡t ♦❢ s♦rts S✱

• ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ΣF ✇❤♦s❡ ❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s♦rts t❤❛t
❜❡❧♦♥❣ t♦ S✱

• ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧s ΣP ✇❤♦s❡ ❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s♦rts
t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ S✱

❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f : s1× . . .× sn → s✱ ✇❤❡r❡ f ∈ ΣF ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧✱ n ≥ 0 ✐s ✐ts ❛r✐t②✱ s1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ sn ❛♥❞ s ❛r❡ s♦rts ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s♦rts S✳ ❚❤❡ s♦rts
s1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ sn ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t s♦rts✱ ❛♥❞ s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ s♦rt ♦❢ f ✳ ❊❛❝❤ s♦rt
✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦✈❡r ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ car ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✿ car : ❧✐sts→ ❡❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ s♦rts✱ ❞❡♥♦t❡❞ =s

❢♦r ❡❛❝❤ s♦rt s ∈ S✱ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ✐s s× s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡♠ = ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✐s❦ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧ ✇✐t❤ ❛r✐t② 0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②♠❜♦❧✳

■♥ ❛❧❧ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ❞❡♥♦t❡s ΣF ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ =s ✭s ∈ S✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② = ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✐s❦ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❧✐sts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦rts ❧✐sts ❛♥❞
❡❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✿

Σ = {cons : ❡❧❡♠× ❧✐sts→ ❧✐sts, cdr : ❧✐sts→ ❧✐sts, car : ❧✐sts→ ❡❧❡♠}

❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s♦rt❡❞ ❛♥❞ x : s ♠❡❛♥s t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❤❛s s♦rt s✳ ❚❤❡ s❡t Xs ❞❡♥♦t❡s
❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt s ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧❡✱ ❛♥❞ X = ∪s∈SXs ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼❛♥②✲s♦rt❡❞ t❡r♠s ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s♦rts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❚❡r♠✮✳ ❆ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ ♦❢ s♦rt s ∈ S

• ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt s✱ ♦r

• ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt s✱ ♦r

✽



✷✳✶✳ ▼❛♥②✲s♦rt❡❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝

• ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ f(t1, ..., tn)✱ ✇❤❡r❡ f ∈ ΣF ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ♦❢ ❛r✐t② ♥ ✇❤♦s❡ ♣r♦✜❧❡
✐s s1 × . . .× sn → s✱ ❛♥❞ ti ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ s♦rt si ❢♦r i = 1, .., n✳

❆ t❡r♠ ✐s ❣r♦✉♥❞ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❡r♠ car(x) ✐s ♥♦t ❣r♦✉♥❞
✐❢ x ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t car(b) ✐s ❣r♦✉♥❞✱ ✐❢ b ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳ ■❢ t ✐s ❛ t❡r♠
t❤❡♥ V ar(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t✱ ❡✳❣✳ V ar(cons(a, x)) = {x}✱ ✐❢ x
✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ a ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ s❡ts ♦❢ t❡r♠s✳ ❆
s✉❜t❡r♠ ♦❢ ❛ t❡r♠ t ✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t✱ ❡✳❣ car(x) ✐s ❛ s✉❜t❡r♠ ♦❢ cons(car(x), b)✳
❆ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠ ✐s ❛♥ f ✲r♦♦t❡❞ t❡r♠ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ f ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r✐t② ✭> 0✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❉❡♣t❤ ♦❢ ❛ t❡r♠✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛ t❡r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• depth(t) = 0 ✐❢ t ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

• depth(f(t1, . . . , tn)) = 1 +max{depth(ti) | 1 ≤ i ≤ n}

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ cons(a, b) ❡q✉❛❧s t♦ 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ t❡r♠
cons(car(x), b) ❡q✉❛❧s t♦ 2✳ ❆ t❡r♠ t ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❡❡✱ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞
✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r✐t②✳

❆ t❡r♠ ✐s ✢❛t ✐❢ ✐ts ❞❡♣t❤ ✐s 0 ♦r 1✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ x ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts ❛♥❞ a
✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠ t❤❡♥ car(x) ❛♥❞ a ❛r❡ t✇♦ ✢❛t t❡r♠s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡ss ❛ s✉❜t❡r♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❡r♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭P♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ t❡r♠✮✳ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✮ ✇✐t❤✐♥
❛ t❡r♠ t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ p ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡
r♦♦t ♦❢ t t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s✉❜t❡r♠ ❛t t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t|p✳ ❚❤❡ t♦♣ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ε ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆ t❡r♠ u ❤❛s ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ t ✐❢
u = t|p ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ✐♥ t✳ ❆ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛ t❡r♠ ✇✐t❤ ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t[s]|p ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t t❤❡ t❡r♠ t ❝♦♥t❛✐♥s s ❛s s✉❜t❡r♠ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ p✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♠❛② s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ t[s]✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠ cons(car(x), y)✳

• cons(car(x), y)|ε = cons(car(x), y)

• cons(car(x), y)|1 = car(x)

• cons(car(x), y)|2 = y

❚❤❡ t❡r♠ car(x) ✐s t❤❡ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ cons(car(x), y) ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ 1 ✇✐t❤ ❝♦♥t❡①t
cons([], y)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ T (ΣF , X) ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ✐s t❤✉s ✇r✐tt❡♥ ♦✉t ❛s {x1 ← t1, . . . , xn ← tn} ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s x1, . . . , xn ♥♦t ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛♥❞ xi ❛♥❞
ti ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt ❢♦r i = 1, . . . , n✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t♦ ❛ t❡r♠ ✐s
r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

• ✐❢ t ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❢♦r s♦♠❡ i = 1, . . . , n✱ t❤❡♥ σ(t) = ti✱

• ✐❢ t ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x 6= xi ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✱ t❤❡♥ σ(t) = t✱

• ✐❢ t ✐s ❛ t❡r♠ f(u1, . . . , uk) ✇✐t❤ u1, . . . , uk ∈ T (ΣF , X) ❛♥❞ f ∈ ΣF ✱ t❤❡♥ σ(t) =
f(σ(u1), . . . , σ(uk))✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ σ = {y ← car(b)} t♦ t❤❡ t❡r♠ t = cons(y, x)✱ ✇❤❡r❡ y ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ b ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❧✐sts ❛♥❞ x ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✱ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ t❡r♠ σ(t) = cons(car(b), x)✳

■❢ σ1 ❛♥❞ σ2 ❛r❡ t✇♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ σ1 ◦ σ2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② σ1 ◦ σ2(t) =
σ2(σ1(t))✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭▼❛t❝❤✐♥❣✮✳ ❆ t❡r♠ t ♠❛t❝❤❡s ❛ t❡r♠ t′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤
t❤❛t σ(t) = t′✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳ ❚❤❡ t❡r♠ cons(X, Y ) ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❡r♠ cons(car(a), cdr(b)) s✐♥❝❡

σ(cons(X, Y )) = cons(car(a), cdr(b))

✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ = {X ← car(a), Y ← cdr(b)}✳

■♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s✳ ■❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❡r♠s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❚✇♦ t❡r♠s t ❛♥❞ t′ ❛r❡ ✉♥✐✜❛❜❧❡ ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t
tσ = t′σ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ σ ✐s ❛ ✉♥✐✜❡r ♦❢ t ❛♥❞ t′✳ ❆ ✉♥✐✜❡r σ ✐s ❛ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢
t ❛♥❞ t′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛♥② ✉♥✐✜❡r σ′ ♦❢ t ❛♥❞ t′ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ δ s✉❝❤ t❤❛t
σ′ = σδ✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳ ❚❤❡ t❡r♠s cons(car(a), Y ) ❛♥❞ cons(X, cdr(b)) ❛r❡ ✉♥✐✜❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐✜❡r
σ = {X ← car(a), Y ← cdr(b)}✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❆t♦♠✮✳ ❆ ✜rst✲♦r❞❡r ❛t♦♠ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② s = t✱ ✇❤❡r❡ s ❛♥❞ t ❛r❡ t✇♦
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✳

❆ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❛♥ ❛t♦♠ ♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② s = t

❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❛ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② s 6= t✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ⊲⊳ st❛♥❞s ❢♦r = ♦r 6=✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❉❡♣t❤ ♦❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧ s ⊲⊳ t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

depth(s ⊲⊳ t) = depth(s) + depth(t).

❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ✢❛t ✐❢ ✐ts ❞❡♣t❤ ✐s 0 ♦r 1✳ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ✢❛t ✐❢ ✐ts ❞❡♣t❤ ✐s 0✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❈❧❛✉s❡✮✳ ❆ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s l1 ∨ . . . ∨ ln✱ ✇❤❡r❡ li
✐s ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ 1 ≤ i ≤ n✳

✶✵



✷✳✶✳ ▼❛♥②✲s♦rt❡❞ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✿ (c1 6= c2 ∨ car(v) =
e)✳ ❆ ✉♥✐t ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ (c1 = c2) ✐s ❛
✉♥✐t ❝❧❛✉s❡✳ ❆ ❝❧❛✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡ ❡♠♣t②
❝❧❛✉s❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❋♦r♠✉❧❛✮✳ ❆ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱

• ✐❢ ϕ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ ¬ϕ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱

• ✐❢ ϕ ❛♥❞ ψ ❛r❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ υ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ϕ∧ ψ✱ ϕ∨ ψ✱ ∃υ.ϕ✱ ∀υ.ϕ ❛r❡
❢♦r♠✉❧❛❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❋r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❆ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞ ❜② ✉♥✐✈❡rs❛❧
✭∀✮ ♦r ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ✭∃✮ q✉❛♥t✐✜❡rs✳ ■❢ ϕ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ V ar(ϕ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ϕ✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ∀x.P (x, y) ❤❛s x ❜♦✉♥❞ ❜② ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r ❛♥❞ y ✐s ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭◗✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛✮✳ ❆ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♥♦ q✉❛♥t✐✜❡r ♦❝❝✉rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❙❡♥t❡♥❝❡✮✳ ❆ Σ✲s❡♥t❡♥❝❡ ✐s ❛ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ ♥♦ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❋✐rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r②✮✳ ❆ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r② ✭♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ s✐❣♥❛t✉r❡✮ ✐s ❛ s❡t
♦❢ s❡♥t❡♥❝❡s✳

❲❤❡♥ T ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ t❤❡♦r②✱ Ax(T ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ T ✳

✷✳✶✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✳ ❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ❡✳❣✳
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❙tr✉❝t✉r❡✮✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❆ Σ✲str✉❝t✉r❡ A ✐s ❛ ♣❛✐r (A, IΣ) s✉❝❤
t❤❛t A = (As)s∈S ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ A ❛♥❞ IΣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s

• ❡❛❝❤ s♦rt s ∈ S ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ❞♦♠❛✐♥ As✱

• ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ f ∈ ΣF ♦❢ ❛r✐t② s1 × . . . × sn → s ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fA :
As1 × . . .× Asn → As✱

• ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧ p ∈ ΣP ♦❢ ❛r✐t② s1 × . . . × sn ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s✉❜s❡t pA ⊆
As1 × . . .× Asn✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❱❛❧✉❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t A = (A, IΣ) ❜❡ ❛ Σ✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ X ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ X ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ X t♦ A s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♦❢ s♦rt s ✐s
♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ As✳

✶✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t A = (A, IΣ) ❜❡ ❛ Σ✲str✉❝t✉r❡✱ X ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
ϕ ❜❡ ❛ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ s✉❝❤ t❤❛t V ar(ϕ) ⊆ X✱ ❛♥❞ α : X → A ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ϕ ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• α(f(t1, . . . , tn)) = fA(α(t1), . . . , α(tn))✱

• α(p(t1, . . . , tn)) = ⊤ ✐✛ (α(t1), . . . , α(tn)) ∈ p
A✱

• α(ϕ1 ∧ ϕ2) = α(ϕ1) ∧ α(ϕ2)✱

• α(¬ϕ) = ¬α(ϕ)✱

• α(∃x : ϕ) = ⊤ ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ α′ s✉❝❤ t❤❛t α′(ϕ) = ⊤✱ ✇❤❡r❡ α′(v) = α(v)
❢♦r ❛♥② v ∈ X\{x}✱

• α(⊤) = ⊤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t②✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ Σ✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ϕ ❜❡ ❛ Σ✲❢♦r♠✉❧❛✳
❲❡ s❛② t❤❛t

• ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ α ♦❢ V ar(ϕ) ✐♥ A s❛t✐s✜❡s ϕ ✐♥ A✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ϕ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ A✱
✇r✐tt❡♥ (A, α) |= ϕ✱ ✐❢ (A, α) ❡✈❛❧✉❛t❡s ϕ t♦ ⊤✱ ❛♥❞

• A ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ϕ✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ϕ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ A✱ ✇r✐tt❡♥ A |= ϕ✱ ✐❢ (A, α) |= ϕ

❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s α ♦❢ V ar(ϕ) ✐♥ A✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✳ ❆ Σ✲str✉❝t✉r❡ A ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦♠❡ Σ✲t❤❡♦r② T ✐❢ A ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ s❡♥t❡♥❝❡s ♦❢ T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧♦✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ Σ✲t❤❡♦r②✳ ❆ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s T ✲
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ϕ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✳

▲❡t S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t S ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭T ✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✮
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T ∪ S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛
t❤❡♦r② T ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s ✐s
T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳ ❆ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② T ✐s ❛♥②
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❱❛❧✐❞✐t② ♠♦❞✉❧♦✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ Σ✲t❤❡♦r②✳ ❆ Σ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s T ✲✈❛❧✐❞ ✐❢ ϕ ✐s
✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ T ✳

✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛t②♣❡s

❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛t②♣❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♠♦st st❛t❡✲
♦❢✲t❤❡✲❛rt ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ❛♥❞
❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠
T ∪S✱ ✇❤❡r❡ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✱ T ✐s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦

✶✷



✷✳✷✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛t②♣❡s

♣r♦✈❡ t❤❛t T ∪S ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❆ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② T ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r T ∪ S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✱ ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t
❧✐t❡r❛❧s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤♦s❡
❛r❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛t②♣❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱ ❛rr❛②s ❛♥❞ r❡❝♦r❞s✳

✷✳✷✳✶ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣL ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s {car :
❧✐sts→ ❡❧❡♠, cdr : ❧✐sts→ ❧✐sts, cons : ❡❧❡♠× ❧✐sts→ ❧✐sts}✳

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(L)✿

car(cons(X,Y )) = X

cdr(cons(X,Y )) = Y

cons(car(Y ), cdr(Y )) = Y (extensionality)

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

✷✳✷✳✷ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣLLI ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧s {car : ❧✐sts → ❡❧❡♠, cdr : ❧✐sts → ❧✐sts, cons : ❡❧❡♠ × ❧✐sts → ❧✐sts, len :
❧✐sts→ ✐♥t, nil :→ ❧✐sts, 0 :→ ✐♥t, s : ✐♥t→ ✐♥t}✳

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(LLI)✿

✶✳ ❆①✐♦♠s ❢♦r ❧✐sts

❛✮ car(cons(X, Y )) = X

❜✮ cdr(cons(X, Y )) = Y

❝✮ cons(X, Y ) 6= nil

✷✳ ❆①✐♦♠ ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤

❛✮ len(cons(X, Y )) = s(len(Y ))

❜✮ len(nil) = 0

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s

❆ r❡❝♦r❞ ✐s ❛♥ ❛rr❛② ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
❛rr❛②s✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✉♥✐t ❝❧❛✉s❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ r❡❝♦r❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 3 ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡
ΣRec =

⋃3
i=1{rstorei : r❡❝ × ti → r❡❝, rselecti : r❡❝ → ti}✱ ❛♥❞ ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(Rec)

rselecti(rstorei(X,Y )) = Y ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}
rselecti(rstorej(X,Y )) = rselecti(X,Y ) ❢♦r i, j ∈ {1, 2, 3} ✇✐t❤ i 6= j

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt r❡❝✱ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ✐♥t✳

✶✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

✷✳✷✳✹ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣRII ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s

⋃3
i=1{rstorei : r❡❝ × ✐♥t → r❡❝, rselecti : r❡❝ → ✐♥t, incr : r❡❝ →

r❡❝, s : ✐♥t→ ✐♥t}✳
❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t Ax(RII) ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

rselecti(rstorei(X,Y )) = Y ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}
rselecti(rstorej(X,Y )) = rselecti(X) ❢♦r i, j ∈ {1, 2, 3} ✇✐t❤ i 6= j

rselecti(incr(X)) = s(rselecti(X)) ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt r❡❝✱ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ✐♥t✳

✷✳✷✳✺ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣA ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s
{select : ❛rr❛②× ✐♥❞❡①→ ❡❧❡♠, store : ❛rr❛②× ✐♥❞❡①× ❡❧❡♠→ ❛rr❛②}✳

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

select(store(V, I, E), I) = E

select(store(V, I, E), J) = select(V, J) ∨ I = J

✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❛rr❛②✱ I✱ J ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ E ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✳

✷✳✸ ❘❡✇r✐t✐♥❣

❙✐♥❝❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ r❡✇r✐t❡
s②st❡♠s✳ ❆❧s♦ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s
❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❉❏✾✵✱ ❇◆✾✽✱ ❑❑✵✻❪✳

✷✳✸✳✶ ❘❡✇r✐t❡ s②st❡♠

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❘❡✇r✐t❡ r✉❧❡✮✳ ❆ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r ♦❢ t❡r♠s ❞❡♥♦t❡❞ l → r

s✉❝❤ t❤❛t V ar(r) ⊆ V ar(l) ✳ ❚❤❡ t❡r♠s l ❛♥❞ r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳

❆ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ✭✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❆ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✐ts r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ❜✉t
♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t✇♦ r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡
s❛♠❡ ✐❢ t❤❡② ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜② ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R ✐♥❞✉❝❡s ❛
❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❡r♠s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳

✶✹



✷✳✸✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✺✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛ t❡r♠ t r❡✇r✐t❡s t♦ ❛ t❡r♠ t′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② t→R t

′✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st

• ❛ r✉❧❡ l → r ♦❢ R✱

• ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ✐♥ t✱

• ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t[s]|p = σ(l) ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❛t❝❤ ❢r♦♠ l t♦ t[s]|p✱ ✇❤❡r❡ s
✐s ❛ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ p✱

s✉❝❤ t❤❛t t′ = t[s← σ(r)]|p✳

❲❤❡♥ t r❡✇r✐t❡s t♦ t′ ✇✐t❤ ❛ r✉❧❡ l → r ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ l ❛♥❞ t ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ t →R t′

✇❤❡r❡ t r❡✇r✐t❡s t♦ t′ ❜② ❛ r✉❧❡ ♦❢ R✳ ❆ t❡r♠ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐❢ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r
r❡✇r✐tt❡♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❘❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣
st❡♣s

t1 →R t2 →R . . .

❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ →∗
R ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❡r♠s ❜② t →∗

R t′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡✇r✐t✐♥❣
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t t♦ t′✳ ■❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ st❡♣✱ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② →+

R✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ → ✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t1 → t2 → t3 → . . .✳

■t ✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❢♦r ❛ s❡t T ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t1 ∈ T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❈♦♥✢✉❡♥t r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ r❡❧❛t✐♦♥ → ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t υ
s✉❝❤ t❤❛t s→∗ υ ❛♥❞ t→∗ υ ✇❤❡♥❡✈❡r u→∗ s ❛♥❞ u→∗ t ❢♦r s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts s✱t ❛♥❞ u✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥t r❡✇r✐t❡ s②st❡♠✮✳ ❆ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐❢ ✐t ✐s
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳

■♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❙✉❝❤
s②st❡♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❧❛✉s❡ C ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ C ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ✇✳r✳t✳ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡✇r✐t❡
s②st❡♠ R ✐s ❞❡♥♦t❡❞ C ↓R✳

✷✳✸✳✷ ❖r❞❡r✐♥❣ ❢♦r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s ✐s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡✐r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦r ♥♦t✳ ❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡rs❤♦✇✐t③ ❬❉❡r✽✷❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥❡s✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✐s ♥❛♠❡❞ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝
♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣s✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❆❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝
♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

✶✺
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❇✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R ♦♥ ❛ s❡t T ✐s✿

• r❡✢❡①✐✈❡ ✐❢ ∀x ∈ T ✱ xRx✱

• ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢ ∀x, y ∈ T ✱ xRy ❛♥❞ yRx⇒ x = y✱

• tr❛♥s✐t✐✈❡ ✐❢ ∀x, y, z ∈ T ✱ xRy ❛♥❞ yRz ⇒ xRz✱

• ❛ q✉❛s✐✲♦r❞❡r✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ (T,R) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
q✉❛s✐✲♦r❞❡r❡❞ s❡t✱

• ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s r❡✢❡①✐✈❡✱ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ (T,R) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦s❡t✱

• ❛ t♦t❛❧ ✭q✉❛s✐✲✮ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ✭q✉❛s✐✲✮ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ∀x, y ∈ T ✱ xRy ♦r yRx✳

❆ q✉❛s✐✲♦r❞❡r✐♥❣ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣r❡✲♦r❞❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐✲♦r❞❡r✐♥❣ ≥ ♦♥ ❛ s❡t T ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ≈≥ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢
≥ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ≤✱ ✐✳❡✳

∀x, y ∈ T, x ≈≥ y ⇔ x ≥ y ❛♥❞ y ≥ x.

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ str✐❝t ♦r❞❡r✐♥❣ > ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

t > t′ ✐❢ t ≥ t′ ❛♥❞ t 6≈≥ t
′.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭❲❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣✮✳ ❆ q✉❛s✐✲♦r❞❡r❡❞ s❡t (T,≥) ✐s ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ t1 > t2 > . . . ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✮✳ ❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ > ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲
❢♦✉♥❞❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦♥t❡①t
C[❴] ❛♥❞ ❛♥② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ ✐❢ t > s t❤❡♥ C[t] > C[s] ❛♥❞ σ(t) > σ(s)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✮✳ ❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ > ♦♥ t❡r♠s ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦r❞❡r✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s

• st❛❜❧❡ ✭❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✮✱ ✐✳❡✳ l > r ✐♠♣❧✐❡s σ(l) > σ(r) ❢♦r ❡✈❡r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱

• ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✐✳❡✳ l > r ✐♠♣❧✐❡s t[l]p > t[r]p ❢♦r ❡✈❡r② t❡r♠ t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ p✱ ❛♥❞

• ❤❛s t❤❡ s✉❜t❡r♠ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉❜t❡r♠ ♦r❞❡r✐♥❣✿ ✐❢ r ✐s ❛ str✐❝t
s✉❜t❡r♠ ♦❢ l✱ t❤❡♥ l > r✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ✜♥✐t❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛
✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡t ΣF ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞
❜② >F ✳

❚❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭▲P❖✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠
✐♥ ❬❉❏✾✵❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ >F ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠✲
❜♦❧s✱ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ >lpo ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✻



✷✳✸✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣

▲P❖✶
(s1, . . . , sn) >

lex
lpo (t1, . . . , tm) f(s1, . . . , sn) >lpo t1, . . . , tm
f(s1, . . . , sn) >lpo f(t1, . . . , tm)

▲P❖✷
f >F g f(s1, . . . , sn) >lpo t1, . . . , tm

f(s1, . . . , sn) >lpo g(t1, . . . , tm)

▲P❖✸
uk >lpo t

f(u1, . . . , uk, . . . , up) >lpo t

▲P❖✹
f(u1, . . . , uk, . . . , up) >lpo uk

✇❤❡r❡ f ❛♥❞ g ❛r❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s✱ n ≥ 0 ❛♥❞ m ≥ 0 ❛r❡ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱
p ≥ 1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ s1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ sn✱ t1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ tm✱ u1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ up✱ t ❛r❡ t❡r♠s✳ ❲❡ ✇r✐t❡
s >lpo t1, . . . , tm ✇❤❡♥ s >lpo tk ❢♦r k = 1, . . . ,m✳

❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ >lex
lpo ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ >lpo ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✿

(1)
(s1, . . . , sn) >lex

lpo ()

(2)
s1 >lpo t1

(s1, . . . , sn) >lex
lpo (t1, . . . , tm)

(3)
s1 = t1 (s2, . . . , sn) >

lex
lpo (t2, . . . , tm)

(s1, . . . , sn) >lex
lpo (t1, . . . , tm)

✇❤❡r❡ n ≥ 1 ❛♥❞ m ≥ 1 ❛r❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❛♥❞ s1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ sn✱ t1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ tm ❛r❡ t❡r♠s✳

❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❡r♠s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❧✐t❡r❛❧s ❜② ✉s✐♥❣ ✐ts ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❧✐t❡r❛❧s
✈✐❡✇❡❞ ❛s ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ t❡r♠s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ✭❛ ❜❛❣✮ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ♦r❞❡r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳ ■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t [a, b, b] t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t b ❛♣♣❡❛rs t✇✐❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t ✇♦✉❧❞ ❜❡
{a, b}✳

❆♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ l = r ✭r❡s♣✳ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ l 6= r✮ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❜❛❣ [l, r] ✭r❡s♣✳
[l, l, r, r]✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭▼✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ >bag ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✿

(1)
[ ] =bag [ ]

(2)
[s1, . . . , sn] =bag [t1, . . . , tn] s = t

[s1, . . . , sn, s] =bag [t1, . . . , tn, t]

(3)
[s1, . . . , sm] ≥bag [t1, . . . , tn] s > u1, . . . , uk

[s1, . . . , sm, s] >bag [t1, . . . , tn, u1, . . . , uk]
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✇❤❡r❡ = st❛♥❞s ❢♦r s②♥t❛❝t✐❝ ❡q✉❛❧✐t②✱ m ≥ 0✱ n ≥ 0✱ s > u1, . . . , uk ❤♦❧❞s ❡✐t❤❡r ✐❢ k = 0
♦r ✐❢ s > ui ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ k✱ ❛♥❞ ≥bag ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ =bag ❛♥❞
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ >bag✳

■❢ > ✐s ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ t❤❛♥ ✐ts ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ >bag ✐s ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡t✳
▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ =bag✳ ❚✇♦ ❜❛❣s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s✿

• ❊✐t❤❡r ❜♦t❤ ❜❛❣s ❛r❡ ❡♠♣t②✱

• ♦r s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❜❛❣ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱
❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜❜❛❣s [s1, . . . , sn] ❛♥❞ [t1, . . . , tn] ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ s ✭= t✮ ❛r❡ ❛❧s♦
❡q✉❛❧✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳ ❚❤❡ ❜❛❣ [2, 3, 3, 4] ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❣ [4, 3, 1, 3] ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

❖♥❡ ❜❛❣ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✭❜② >bag✮ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❜❛❣
t❤❛t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ s♦♠❡ s✉❜❜❛❣ [u1, . . . , uk] ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛❣✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜❜❛❣ [s1, . . . , sn] ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❜❛❣ ✐s ❜✐❣❣❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
s✉❜❜❛❣ [t1, . . . , tn] ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛❣✳

❊①❛♠♣❧❡ ✽✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✿

• [2, 3, 4] >bag []✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛❣ ✐s ❡♠♣t②✳

• [2, 2, 3, 4] >bag [2, 4]✱ s✐♥❝❡ s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s 3 ✭r❡s♣✳ 2✮ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ u1, . . . , uk
✇✐t❤ k = 0 ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜❜❛❣ [2, 4] ❛♥❞ [2, 4] ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

• [3, 5] >bag [3, 4, 4, 1]✱ s✐♥❝❡ 5 ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉❜❜❛❣ [4, 4, 1]✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜❜❛❣s [3] ❛♥❞ [3] ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

• [3, 3, 4, 5] >bag [3, 2, 2, 2, 4, 5]✱ s✐♥❝❡ 3 ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉❜❜❛❣
[2, 2, 2]✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜❜❛❣s [3, 4, 5] ❛♥❞ [3, 4, 5] ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❡r♠s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤❡♥ t❤❡
♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ ❧✐t❡r❛❧s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▲P❖✳

▲P❖ ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r s②st❡♠s ❤❛✈✐♥❣ ✜①❡❞✲❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ✐❢ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❝♦♥st❛♥ts ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ ✶✾✽✵ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❬❑▲✽✵❪ t❤❛t ▲P❖ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ▲P❖ ✐s t♦t❛❧ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳

✶✽



✷✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

✷✳✹ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r
t✇♦ t❤❡♦r✐❡s T1 ❛♥❞ T2 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T1 ❛♥❞ T2✳

❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◆❡❧s♦♥ ❛♥❞ ❖♣♣❡♥ ✐♥ ✶✾✼✾ ❬◆❖✼✾❪✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧✲
❧♦✇s ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ φ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦
s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s T1 ❛♥❞ T2 s✉❝❤ t❤❛t ❛ Ti✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱
❢♦r i = 1, 2✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♠❡t❤♦❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭❙t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✴✜♥✐t❡ t❤❡♦r②✮✳ ❆ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ✭r❡s♣✳ st❛❜❧②
✜♥✐t❡✮ ✐❢ ❡✈❡r② q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛
T ✲✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ A ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ A ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✭r❡s♣✳ ✜♥✐t❡✮✳

❚❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦rr❡❝t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞
❜② t❤❡ t❤❡♦r✐❡s T1 ❛♥❞ T2✿

• T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞

• T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❜♦t❤ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮ ❛r❡ st❛❜❧②
✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s✳

■♥ ❢❛❝t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♠❡t❤♦❞✿ ❛ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡ ❛♥❞
❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡✳ ▲❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡
T1 ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ T2 ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ T1 ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ❛♥❞ T2 ✐s t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ r❡❝♦r❞s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ❍❡r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ✉♥s♦rt❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r s♦rts ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞✳

✷✳✹✳✶ ◆♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✳✲❖✳ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦
st❡♣s✿

✶✳ P✉r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❡r♠ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ φ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝✲
t✐♦♥ φ1 ∪ φ2✱ ✇❤❡r❡ φi ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② Σi✲❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣
❡❛❝❤ s✉❜t❡r♠ t ♦❢ ❛ t❡r♠ ❜② ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② X = t t♦ φ✳
❲❤❡♥ ♥♦ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✢❛tt❡♥✱ φ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ φ1 ∪ φ2✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ φ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✿

car(x1) = x3 ∧ car(x2) = x4 ∧ x1 = x2 ∧ select(x5, car(x1)) 6= select(x5, x4)

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ car ✭r❡s♣✳ select✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✭r❡s♣✳ ♦❢
❛rr❛②s✮✳

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s φ✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ✢❛tt❡♥
t❤❡ t❡r♠ select(x5, car(x1)) ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s✉❜t❡r♠ car(x1) ❜② ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ y1✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥























car(x1) = x3,

car(x2) = x4,

x1 = x2,

select(x5, y1) 6= select(x5, x4),
y1 = car(x1)























❚❤❡♥✱ ✇❡ ✢❛tt❡♥ t❤❡ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭r❡s♣✳ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡✮ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ❜② ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ y2 ✭r❡s♣✳ y3✮✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥







































car(x1) = x3,

car(x2) = x4,

x1 = x2,

y2 6= y3,

y1 = car(x1),
y2 = select(x5, y1),
y3 = select(x5, x4)







































❙✐♥❝❡ ♥♦ ♠♦r❡ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✢❛tt❡♥❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤
t❤❡♦r②✿

φ1 =















car(x1) = x3,

car(x2) = x4,

x1 = x2,

y1 = car(x1)















✭✷✳✶✮
φ2 =







y2 6= y3,

y2 = select(x5, y1),
y3 = select(x5, x4)







✭✷✳✷✮

✷✳ ❈❤❡❝❦✳ ■♥ t❤✐s st❡♣ ✇❡ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛②s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣✴❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❖✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s {x4, y1}✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②
t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✿

• ✐❢ x4 ❛♥❞ y1 ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❤❛r❡❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② x4 6= y1✱
❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r φ1 ∧ x4 6= y1 ✐s T1✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❋r♦♠ t❤r❡❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t✐❡s
♦❢ ϕ1 ✇❡ ❣❡t x3 = x4✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ♦❢ ϕ1 ✇❡ ❣❡t
y1 = x3✳ ❋r♦♠ x3 = x4 ❛♥❞ y1 = x3 ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t y1 = x4✳ ❚❤✉s ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ φ1 ∧ x4 6= y1 ✐s T1✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

• ✐❢ x4 ❛♥❞ y1 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❤❛r❡❞ ❡q✉❛❧✐t② x4 = y1✱ ❛♥❞
❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r φ2 ∧ x4 = y1 ✐s T2✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ■❢ y1 = y4✱ t❤❡♥ y2 = y3✱ t❤❛t
❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② y2 6= y3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ φ2 ∧ x4 = y1 ✐s T2✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ T1✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ T2✲
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t φ ✐s (T1 ∪ T2)✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

✷✵



✷✳✹✳ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡t ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♠❡t❤♦❞✳

✷✳✹✳✷ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✳✲❖✳ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t ♦♥❧② st❛❜❧❡✲✐♥✜♥✐t❡ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✻✮✱
❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡①✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❈♦♥✈❡① t❤❡♦r②✱ ❬▼❩✵✷❪✮✳ ❆ Σ✲t❤❡♦r② T ✐s ❝♦♥✈❡① ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
φ ♦❢ Σ✲❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥

∨n

i=1 xi = yi✱

T ∪ φ �
∨n

i=1 xi = yi ✐✛ T ∪ φ � xj = yj ❢r♦♠ s♦♠❡ j ∈ {1, .., n}✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ❛r❡ ❝♦♥✈❡①
t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮ ✐s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♦♥❡ ❬▼❩✵✷❪✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s
t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ {select(store(a, i, e), j) = x, select(a, j) = y} ❡♥t❛✐❧s ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥
x = e ∨ x = y ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❛✐❧ ♥❡✐t❤❡r x = e ♥♦r x = y✳

■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ s❤❛r❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❛sts ✉♥t✐❧ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐s
r❡t✉r♥❡❞ ♦r ♥♦ ♠♦r❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ φ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✿

car(x1) = x3 ∧ car(x2) = x4 ∧ x1 = x2 ∧ rselect1(car(x1)) 6= rselect1(x4)

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ car ✭r❡s♣✳ rselect1✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✭r❡s♣✳ ♦❢
r❡❝♦r❞s✮✳

❆❢t❡r ♣✉r✐✜❝❛t✐♦♥ φ1 ❛♥❞ φ2 ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

φ1 =















car(x1) = x3,

car(x2) = x4,

x1 = x2,

y1 = car(x1)















✭✷✳✸✮
φ2 =







y2 6= y3,

y2 = rselect1(y1),
y3 = rselect1(x4)







✭✷✳✹✮

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ φ1 ♣r♦♣❛❣❛t❡s y1 = x4✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ❧✐t❡r❛❧ ❞♦❡s ♥♦t
❡①✐st ✐♥ φ2✱ ✇❡ ❛❞❞ ✐t t♦ φ2✿

φ1 =















car(x1) = x3,

car(x2) = x4,

x1 = x2,

y1 = car(x1)















✭✷✳✺✮ φ2 =















y2 6= y3,

y2 = rselect1(y1),
y3 = rselect1(x4)
y1 = x4















✭✷✳✻✮

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

❚❤❡♥✱ φ2 ∪ {y1 = x4} ✐s T2✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ φ2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t φ ✐s ✭T1 ∪ T2✮✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❚❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♥t❛✐❧❡❞ ❡❧❡✲
♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② r❡❢✉t❛t✐♦♥✿
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t② x = y ✐s ❡♥t❛✐❧❡❞ ❜② ϕ ♠♦❞✉❧♦ T ✐❢ ϕ ∧ x 6= y ✐s T ✲✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❚❤✐s ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣✉❡ss ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❧ t❤❡
T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❡♥t❛✐❧❡❞ ❜②
❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ✐s ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✲❝♦♠♣❧❡t❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣
❛❧❧ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❬❚❘❘❑✶✵❪✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① t❤❡♦r② ❛♥❞ φ ❜❡ ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r✲
❛❧s✳ ❆ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ E ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡
✭❢♦r φ ♠♦❞✉❧♦ T ✮ ✐❢

∀x, y ∈ V ar(φ), T � φ⇒ x = y iff E � x = y

❆ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢
φ ✐s T ✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐t r❡t✉r♥s false✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡t✉r♥s true{E} ✇❤❡r❡ E ✐s ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r φ ♠♦❞✉❧♦ T ✳

✷✳✺ ▼❛✉❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

▼❛✉❞❡ ❬❈❉❊+✵✸❪ ✐s ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ▼❛✉❞❡✬s ❜❛s✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ r✉❧❡s✳ ■ts s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ✇❤❡r❡ t❡r♠s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ▼❛✉❞❡ ❤❛s ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ♣❛tt❡r♥✲
♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✐♥❣✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❡r② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ r❡✢❡❝t✐✈❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss ✐ts ♦✇♥ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤✐s ✇❛②
❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛❜❧❡ t❤❛♥ ❛ ♥♦♥✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✳ ▼❛✉❞❡✬s
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ✐s
r❡✢❡❝t✐✈❡ ❬❈▼✾✻❜✱ ❈▼✾✻❛❪✳ ◆❛rr♦✇✐♥❣ ❬❈❉❊+✵✾❪ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❡r♠s ✭❛s ✐♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡s ♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣
❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✭♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✮ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ❛ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♥❛r✲
r♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▼❛✉❞❡ ♥❛♠❡❞ ❋✉❧❧ ▼❛✉❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❈❉❊+✵✸❪✳

✷✳✺✳✶ ▼❛✉❞❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

■♥ ▼❛✉❞❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉♥✐ts ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡
❝♦♥s✐sts ♦❢ s②♥t❛① ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠
✉♥❞❡r st✉❞②✱ ❛♥❞ ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts ❛ss❡rt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❦✐♥❞s
♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✿ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ s②st❡♠ ♠♦❞✉❧❡✳

✷✷



✷✳✺✳ ▼❛✉❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛
s❡♠❛♥t✐❝s t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s②♥t❛①✿

❢♠♦❞ ▼❖❉❯▲❊✲◆❆▼❊ ✐s

❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s

❡♥❞❢♠

❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✱
❛♥❞ s♦rt✱ s✉❜s♦rt✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❚②♣❡s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦rt ❦❡②✇♦r❞
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭t❤❡ s♦rt ♥❛♠❡✮✳

s♦rt ❙♦rt◆❛♠❡ ✳

❆ ♣❡r✐♦❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♦rt ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ✐s
❝r✉❝✐❛❧✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ s♦rts ♠❛② ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦rts ❦❡②✇♦r❞✿

s♦rts ❙♦rt◆❛♠❡✶ ✳✳✳ ❙♦rt◆❛♠❡◆ ✳

❙♦rts ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ✈✐❛ ❛ s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❜s♦rt ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ s✉❜s♦rt✳ ❚❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥

s✉❜s♦rt ❙♦rt◆❛♠❡✶ ❁ ❙♦rt◆❛♠❡✷ ✳

st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst s♦rt ❙♦rt◆❛♠❡✶ ✐s ❛ s✉❜s♦rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❙♦rt◆❛♠❡✷✳
❋✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜② ♦♣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s

♦♣ ❖♣◆❛♠❡ ✿ ❙♦rt◆❛♠❡✶ ✳✳✳ ❙♦rt◆❛♠❡◆ ✲❃ ❙♦rt◆❛♠❡ ❬❖♣❡r❛t♦r❆ttr✐❜✉t❡s❪ ✳

✇❤❡r❡ ❙♦rt◆❛♠❡✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❙♦rt◆❛♠❡◆ ❛♥❞ ❙♦rt◆❛♠❡ ❛r❡ s♦rts✳ ■❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❧✐st ✐s ❡♠♣t②✱
t❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❙♦rt◆❛♠❡✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥
♣r❡✜① ♦r ♠✐①✜① ❢♦r♠✳ ■❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥ ♠✐①✜① ❢♦r♠✱ t❤❡♥ n ✉♥❞❡rs❝♦r❡s ✭✬❴✬✮ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ n s♦rts ♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t♦r

♦♣ ❴ ♣❧✉s ❴ ✿ ◆❛t ◆❛t ✲❃ ◆❛t ✳

✐s ✐♥ ♠✐①✜① ❢♦r♠✳
❋✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜✲

♦✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✿ s❡♠❛♥t✐❝✱ s②♥t❛❝t✐❝✱ ♣r❛❣♠❛t✐❝✱ ❡t❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼❛✉❞❡ s✉♣♣♦rts
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✿ ❛ss♦❝ ✭❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✮✱ ❝♦♠♠ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②✮✱ ✐❞❡♠
✭✐❞❡♠♣♦t❡♥❝②✮✱ ❛♥❞ ♠❡♠♦✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❡♠♦✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s✮ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r✳ ❲❤❡♥❡✈❡r
t❤❡ ▼❛✉❞❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ s✉❜t❡r♠ ✇❤♦s❡ t♦♣ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s t❤❡ ♠❡♠♦ ❛ttr✐❜✉t❡✱
✐t ❧♦♦❦s t♦ s❡❡ ✐❢ ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② st♦r❡❞✳ ■❢ s♦✱ t❤❛t r❡s✉❧t ✐s ✉s❡❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✬s str❛t❡❣②✳

❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡❝❧❛r❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢② ✐♥ ▼❛✉❞❡ ✇✐t❤ s②♥t❛① ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡✮✱ ❛
❝♦❧♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭✐ts s♦rt✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ◆✿❙♦rt◆❛♠❡✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞
✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ✈❛r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✈❛r ◆ ✿ ❙♦rt◆❛♠❡ ✳

❊q✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✿

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

❡q ❚❡r♠✶ ❂ ❚❡r♠✷ ✳

❝❡q ❚❡r♠✶ ❂ ❚❡r♠✷ ✐❢ ❝♦♥❞ ✳

❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝♦♥❞✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥ t = t′ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ t := t′✱ ♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✴❭ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s
❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r

s♦rts ▲✐st ❊❧❡♠ ✳

✈❛rs ▲ ▲✬ ✿ ▲✐st ✳

✈❛r ❊ ✿ ❊❧❡♠ ✳

♦♣ ❝❛r ✿ ▲✐st ✲❃ ❊❧❡♠

❝❡q ❝❛r✭▲✮ ❂ ❊ ✐❢ ❝♦♥s✭❊✱▲✬✮ ✿❂ ▲ ✳

t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛r t❤❛t ❡①tr❛❝ts t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧✐st✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✭❊✱▲✬✮ ✿❂ ▲ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ▲✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱
❤❛s t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❝♦♥s✭❊✱▲✬✮✱ t❤✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ▲ t♦ ❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❊q✉❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ■t ✐s t❡r♠✐♥❛t✲
✐♥❣ ✐❢ ✐ts s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s✳
■t ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ✐❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✐♥
✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ t❡r♠✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❙②st❡♠ ♠♦❞✉❧❡ ❆ s②st❡♠ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛ r❡✇r✐t❡ t❤❡♦r②✳ ❆ r❡✇r✐t❡ t❤❡♦r② ❤❛s s♦rts✱
♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t②♣❡s ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ r✉❧❡s✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② r❡✇r✐t❡ t❤❡♦r② ❤❛s ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s t❤❡ r✉❧❡s✳ ■♥ s②st❡♠ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ❛
st❡♣ ♦❢ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉❛❧s ❜② ❡q✉❛❧s✱ ✉♥t✐❧ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❢✉❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✈❛❧✉❡✳

❆ s②st❡♠ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ♠♦❞ ✳✳✳ ❡♥❞♠✳ ■t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦t
♦♥❧② ❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡
r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

r❧ ❬❧❛❜❡❧❪ ✿ ❚❡r♠✶ ❂❃ ❚❡r♠✷ ✳

❝r❧ ❬❧❛❜❡❧❪ ✿ ❚❡r♠✶ ❂❃ ❚❡r♠✷ ✐❢ ❝♦♥❞ ✳

❆s ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝♦♥❞✮ ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ♦r
❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✴❭✳

❯♥❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ r❡✇r✐t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦♥✢✉❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ r❡✇r✐t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥t✳

▼♦❞✉❧❡ ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥ ■♥ ▼❛✉❞❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦rt ♦t❤❡r ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡
❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡s✿ ♣r♦t❡❝t✐♥❣✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭t❤❡ s❤♦rt❡r ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ♣r✱ ❡①
❛♥❞ ✐♥❝✮✳

■♠♣♦rt✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ M ✐♥t♦ M ′ ✐♥ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ♠♦❞❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦ ❥✉♥❦ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥✲
❢✉s✐♦♥ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ M ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t ✐♥ M ′✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇
❥✉♥❦✱ ❜✉t t♦ r✉❧❡ ♦✉t ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦❞❡ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉♥❦ ❛♥❞✴♦r
❝♦♥❢✉s✐♦♥✳

✷✹



✷✳✺✳ ▼❛✉❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

P❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ P❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✈✐❡✇s ❛r❡ t❤❡
❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬❇●✽✵✱ ❉●❙✾✸❪✳ ❆ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
♦♥❡ t❤❡♦r②✱ t❤❛t ✐s✱ ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❆ t❤❡♦r② ❞❡✲
✜♥❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡❞
♦❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞✉❧❡s ♦r t❤❡♦r✐❡s r❡q✉✐r❡s ❛ ✈✐❡✇✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡♦r② t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞✉❧❡✳

❚❤❡♦r✐❡s ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞✉❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳ ❆s ❢♦r ♠♦❞✉❧❡s✱ ▼❛✉❞❡ s✉♣♣♦rts t✇♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✿ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ s②st❡♠ t❤❡♦r✐❡s✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡
❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ❢t❤ ✳✳✳ ❡♥❞❢t❤✱ ❛♥❞ s②st❡♠ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s
t❤ ✳✳✳ ❡♥❞t❤✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♦rts✱ s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛①✐♦♠s✱ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♠♣♦rt ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s ♦r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❙②st❡♠
t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ r✉❧❡s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❚❘■❱ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦rt ❊❧t✳

❢t❤ ❚❘■❱ ✐s

s♦rt ❊❧t ✳

❡♥❞❢t❤

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱ s❡ts✱
tr❡❡s✱ ❡t❝✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ s❛② ▲■❙❚✱ ❙❊❚✱ ❚❘❊❊✱ ❡t❝✳✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ❚❘■❱ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❚❘■❱ ✐s ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▼❛✉❞❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✉s❡❢✉❧
✈✐❡✇s ❢r♦♠ ❚❘■❱ t♦ ♦t❤❡r ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s✳

❆ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡

❢♠♦❞ ❙❊❚④❳ ✿✿ ❚❘■❱⑥ ✐s ✳✳✳ ❡♥❞❢♠

❢♦r♠s s❡ts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❡♦r② ❚❘■❱✳
❱✐❡✇s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ▼❛✉❞❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛r❣❡t ♠♦❞✉❧❡ ♦r t❤❡♦r② ✐s ❝❧❛✐♠❡❞

t♦ s❛t✐s❢② ❛ s♦✉r❝❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❡✇ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐ts ♥❛♠❡✱ t❤❡
s♦✉r❝❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❞✉❧❡ ♦r t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s♦rt ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥
t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❡♦r②✳

✈✐❡✇ ❱✐❡✇◆❛♠❡ ❢r♦♠ ❙♦✉r❝❡ t♦ ❚❛r❣❡t ✐s

▼❛♣♣✐♥❣s

❡♥❞✈

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ s♦rt ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❡♦r② t♦ ❛ s♦rt ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❞✉❧❡
♦r t❤❡♦r② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♥t❛①

s♦rt ■❞❡♥t✐❢✐❡r t♦ ■❞❡♥t✐❢✐❡r ✳

❙♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❞❛t❛ t②♣❡s ❛r❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ♣r❡❧✉❞❡✳♠❛✉❞❡✱ ❡✳❣✳
❙❊❚④❳ ✿✿ ❚❘■❱⑥✱ ▲■❙❚④❳ ✿✿ ❚❘■❱⑥✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ♣r❡❧✉❞❡✳♠❛✉❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ✈✐❡✇s
♦✉t ♦❢ ❚❘■❱✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈✐❡✇ ■♥t ✐♥ ▼❛✉❞❡

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ◆♦t✐♦♥s

✈✐❡✇ ■♥t ❢r♦♠ ❚❘■❱ t♦ ■◆❚ ✐s

s♦rt ❊❧t t♦ ■♥t ✳

❡♥❞✈

s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ■◆❚✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦rt ■♥t ❢♦r ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡
❞❡✜♥❡❞✱ s❛t✐s✜❡s t❤❡ t❤❡♦r② ❚❘■❱✳

❆ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈✐❡✇s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛
♠♦❞✉❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❢♠♦❞ ■◆❚✲❙❊❚ ✐s

♣r ❙❊❚④■♥t⑥ ✳

✳✳✳

❡♥❞❢♠

✇❤❡r❡ ■♥t ✐s ❛ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈✐❡✇✳

✷✳✺✳✷ ❘❡✢❡❝t✐♦♥✱ ▼❡t❛❧❡✈❡❧

❘❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s
❢❡❛t✉r❡ ▼❛✉❞❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞❛t❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜②
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❈▼P✵✼❪✳

❚❤❡ ❦❡② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❡✈❡❧ t❤❡♦r② ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞❡s❝❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛✉❞❡ ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ♥❛♠❡❞ ▼❊❚❆✲▲❊❱❊▲✱ ❜② ✉s✐♥❣ ▼❛✉❞❡✬s
♦✇♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ▼❊❚❆✲❚❊❘▼✱ ✇❤❡r❡ ▼❛✉❞❡ t❡r♠s ❛r❡
♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❞❛t❛ t②♣❡ ❚❡r♠ ♦❢ t❡r♠s✱ ▼❊❚❆✲▼❖❉❯▲❊✱ ✇❤❡r❡ ▼❛✉❞❡
♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❡r♠s ✐♥ ❛ ❞❛t❛ t②♣❡ ▼♦❞✉❧❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛♥❞ ▼❊❚❆✲❱■❊❲✱
✇❤❡r❡ ▼❛✉❞❡ ✈✐❡✇s ❛r❡ ♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❡r♠s ✐♥ ❛ ❞❛t❛ t②♣❡ ❱✐❡✇ ♦❢ ✈✐❡✇s✳ ■♥ t❤❡
▼❊❚❆✲▲❊❱❊▲✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉♣▼♦❞✉❧❡✱ ✉♣❚❡r♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥❚❡r♠ ❛❧❧♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥❝r❡t❡ t♦ t❤❡ ❛❜str❛❝t ✭♠❡t❛✮ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛ t❡r♠ ✐♥ ❛ s②st❡♠
♠♦❞✉❧❡ ✉s✐♥❣ ▼❛✉❞❡✬s r❡✇r✐t❡ ❛♥❞ ❢r❡✇r✐t❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜✉✐❧t✲
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❡t❛❘❡✇r✐t❡ ❛♥❞ ♠❡t❛❋r❡✇r✐t❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ t✇♦ t❡r♠s ❛t t❤❡
t♦♣ ✐s ♠❡t❛r❡✲♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛▼❛t❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛
♣❛tt❡r♥ t♦ ❛♥② s✉❜t❡r♠ ♦❢ ❛ t❡r♠ ✐s r❡✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❳♠❛t❝❤✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ t❡r♠ s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s st❛rt✐♥❣ ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ t❡r♠ ✐s
♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❙❡❛r❝❤✳

✷✳✺✳✸ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥

❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
t❛s❦s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ▼❛✉❞❡✱ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡❛s♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❛❜♦✉t
❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❜♦✉t r❡✇r✐t❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ ▼❛✉❞❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ▼❊❚❆✲▲❊❱❊▲ ♠♦❞✉❧❡ ❜② t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❯♥✐❢②✳

✷✻



✷✳✻✳ ❙✉♠♠❛r②

✷✳✺✳✹ ◆❛rr♦✇✐♥❣

◆❛rr♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✲
✐♥❣ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✭♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✮ r❡❞✉❝❡ ❛ t❡r♠✳ ❆t
❡❛❝❤ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ ♦♥❡ ♠✉st ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t t❡r♠ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ r✉❧❡ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ ❛♥❞ ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ st❡♣ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ l → r t♦ r❡✇r✐t❡ t ❛t ❛
♣♦s✐t✐♦♥ p ✐♥ t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐t t❤❛t ♥❛rr♦✇✐♥❣ ✉♥✐✜❡s t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
l ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❜❥❡❝t t❡r♠ t |p ❜❡❢♦r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣✳ ❆❧s♦✱
♥❛rr♦✇✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t✱ ✇❤❡r❡❛s r❡✇r✐t✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ s✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥✳

❋✉❧❧ ▼❛✉❞❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣✲❜❛s❡❞ s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❛t ✐s ♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❙❡❛r❝❤✳

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ▼❛✉❞❡✱ ▼❛✉❞❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ▼❛✉❞❡ t♦♦❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❤tt♣✿
✴✴♠❛✉❞❡✳❝s✳✉✐✉❝✳❡❞✉✴✳

✷✳✻ ❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✳
❋♦r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r②✱ ❝❡♥tr❛❧ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣r❡✲
❧✐♠✐♥❛r② ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❡r♠✱ ❝❧❛✉s❡✱ str✉❝t✉r❡✱ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
✈❛❧✐❞✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛t②♣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱
❛rr❛②s ❛♥❞ r❡❝♦r❞s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
◆❡❧s♦♥ ❛♥❞ ❖♣♣❡♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✲
✐♥❣ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳
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❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✷ ❙❛t✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✹ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✹✳✶ ❚❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✹✳✷ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✹✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

❯♥t✐❧ ✶✾✻✾ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❘♦❜✻✺❪ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛
✐s ♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ ✇❤❡♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ✭r❡✢❡①✐✈✐t②✱
s②♠♠❡tr②✱ tr❛♥s✐✈✐t②✱ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✮ ❛s ❝❧❛✉s❡s✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t♦♦ ♠❛♥② ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱
❘♦❜✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❲♦s ❬❘❲✻✾❪ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✿ t❤❡② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❝❛❧❧❡❞ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r
✜rst ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❛t t✐♠❡ ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❇r❛✼✺✱ P❡t✽✸✱ ❍❘✾✶❪✳ ❚❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡
❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❤❡♦r❡♠✲♣r♦✈❡r✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠✲
♣♦rt❛♥t r❡✜♥❡♠❡♥t ✇❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣s ❬P❡t✽✸✱ ❇●✾✵✱ ❘✉s✾✶❪✳ ❖r❞❡r✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ s✉❜t❡r♠s ✐♥ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ✉♥✐✜❡❞✳ ■♥ ✶✾✾✺
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❇●▲❙✾✺❪ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❜❛s✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✲
✉❧❛t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s ❛♥❞ ❘✉❜✐♦ ❬◆❘✾✷❪ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❛♥❞
❢♦r r❡❢✉t❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❛s✐❝ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✵✶
◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s ❛♥❞ ❘✉❜✐♦ ❬◆❘✵✶❪ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s
✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
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❚❤❡♥✱ ❆r♠❛♥❞♦✱ ❘❛♥✐s❡ ❛♥❞ ❘✉s✐♥♦✇✐❝❤ ❬❆❘❘✵✶✱ ❆❘❘✵✸❪ ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡r✐✈❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s❛t✐s✲
✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♠♦❞✉❧♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱
❛rr❛②s ❛♥❞ r❡❝♦r❞s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♠❛♥② st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥✱
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐s ❛ ✈❡r②
❝♦♠♣❧❡① t❛s❦✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ✇❛②✱ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ r❡✉s❡
t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❆❘❘✵✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛✐r ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s PC ❬◆❘✵✶❪ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s✮✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♦♥ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts✱ ❡t❝✳ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞
✐♥ ❬❆❇❘❙✵✾❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❛♣♣❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞
❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❜② r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r✐❡s✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❆❘❘✵✸❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ PC ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts à ❧❛ ❙❤♦st❛❦✳
❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞✉❧❛r✐t② t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆❇❘❙✵✺❪✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r PC t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ♦♥ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✱
✐❢ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡❛❝❤ t❤❡♦r② t❛❦❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠
✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✭t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ r❡❝♦r❞s✮ ❛♥❞ t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ✐t ✐s
s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❘❙✶✶❪ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳

✸✳✶ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❤❡♦r② T ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t Ax(T ) ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❛ s❡t
S ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ T ✱ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ✇❛② t♦ t❤❡ s❡t Ax(T ) ∪ S✳ ■❢ t❤❡
❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✱ t❤❡♥ S ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ T ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ T ✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ r❡❢✉t❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧
✜rst✲♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ❬◆❘✵✶❪✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥② ❢❛✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s t♦

✸✵



✸✳✶✳ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s

❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✳ ❋❛✐r♥❡ss ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ s♦♠❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t s♦♠❡ st❡♣ ✉♥❧❡ss ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❝❧❛✉s❡s
❣❡ts s✐♠♣❧✐✜❡❞✱ s✉❜s✉♠❡❞✱ ♦r ❞❡❧❡t❡❞✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡♠✐✲❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❤❛❧ts ♦♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡
✐♥♣✉t✱ ❜✉t ♠❛② ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ s❛t✲
✐s✜❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts ❢♦r s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ❛①✐♦♠❛t✐③✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛t②♣❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱ ❛rr❛②s✱
❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ ❡✈❡r② ✐♥♣✉t ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❛♥② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ PC ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ < t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ r✉❧❡s ❜② ♦r✐❡♥t✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s t♦t❛❧ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳
❲❡ ✉s❡ ❛ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ PC ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳ ❈❧❛✉s❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❬▲▼✵✷❪✳ ❚❤❡② ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❬❆❘❘✵✸✱ ▲❘❘❚✶✶❪✳

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
C ∨ l[u′] ⊲⊳ r D ∨ u = t

σ(C ∨D ∨ l[t] ⊲⊳ r)

✐❢ σ(u) 6≤ σ(t)✱ σ(l[u′]) 6≤ σ(r)✱ l[u′] ⊲⊳ r ❛♥❞ u = t ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥

t❤❡✐r ❝❧❛✉s❡s✳

❘❡✢❡❝t✐♦♥
C ∨ u 6= u′

σ(C)

✐❢ u 6= u′ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❧❛✉s❡✳

❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ C ∨ u = t ∨ u′ = t′

σ(C ∨ t 6= t′ ∨ u = t)

✐❢ σ(u) 6≤ σ(t)✱ u = t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❧❛✉s❡✱ σ(t) 6≤ σ(t′) ❛♥❞

σ(u′) 6≤ σ(t′)✳

❆❜♦✈❡✱ σ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′ ❛♥❞ C ❛♥❞ D ❛r❡ ❝❧❛✉s❡s✳

■♥ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡✱ u′ ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ PC

❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮ ❛✐♠ ❛t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ✭❞❡❞✉❝❡❞✮ ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❤❡s❡
r✉❧❡s ✉s❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ sel s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛✉s❡ C✱ sel(C) ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧ ✐♥ C ♦r ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ C ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t② ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ r✉❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❛t ✉s❡s ❛♥
❡q✉❛❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡q✉❛❧ ❜② ❡q✉❛❧ ✐♥t♦ ❛ ❧✐t❡r❛❧✳ ❚❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞ ❧✐t❡r❛❧s ❜② ✉s✐♥❣ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡✐r ❧✐t❡r❛❧s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <✳ ❚❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ r✉❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❛ ❝❧❛✉s❡
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✐

❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥
S ∪ {C,C ′}
S ∪ {C}

✐❢ ❢♦r s♦♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ σ(C) ⊆ C ′✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
S ∪ {C[l′], l = r}
S ∪ {C[σ(r)], l = r}

✐❢ l′ = σ(l)✱ σ(l) > σ(r)✱ ❛♥❞ C[l′] > (σ(l) = σ(r))

❚❛✉t♦❧♦❣②
S ∪ {C ∨ t = t}

S

❆❜♦✈❡✱ C ❛♥❞ C ′ ❛r❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ PC

✇❤❡♥ ✐ts t✇♦ s✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐✜❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐s ✉♥✐t✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✳
❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ ❢❛❝t♦r✐③❡s t✇♦ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐✜❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮ ❛✐♠ ❛t s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳ ❯s✐♥❣ ❙✉❜✲
s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡✇r✐t❡s
❛ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✳
❚r✐✈✐❛❧ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❚❛✉t♦❧♦❣②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✾ ✭❘❡❞✉♥❞❛♥❝②✮✳ ▲❡t I ❜❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✳ ❲❡ s❛② t❤❛t

• ❛ ❝❧❛✉s❡ C ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ I ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❡t S ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✐❢
❡✐t❤❡r C ∈ S✱ ♦r S ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ S ∪ {C} ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢r♦♠ I✳

• ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s S ✐❢ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s
r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ I ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✵ ✭❙❛t✉r❛t✐♦♥✮✳ ❆ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s S ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
s②st❡♠ I ✐❢ ❡✈❡r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ I ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ✐♥ S ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S✳

❆ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s S ❜② PC ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❛✐r
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ S ✉s✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ PC ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■❢
t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ❛♥❞ S✱ ❢♦r ❛♥② S✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T ✿ ✐❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ♦❢
❧✐t❡r❛❧s ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♣r❡❝✐s❡ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ✭❉❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ S0, S1, . . . , Si, . . . ♦❢ s❡ts ♦❢ ❝❧❛✉s❡s
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Si+1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Si ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛❞❞ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✭❜② ❡①♣❛♥s✐♦♥
r✉❧❡s✮ ♦r t♦ ❞❡❧❡t❡ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✭❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s✮✳
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✸✳✷✳ ❙❛t✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s

❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❧✐♠✐t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ❝❧❛✉s❡s S∞ =
⋃

j≥0

⋂

i>j Si✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ j ≥ 0 ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ❢✉t✉r❡
st❡♣s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Sj✳

❋♦r t❤❡ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t✇♦
st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧✱ ✇❤✐❧st t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡❧❡t❡s ❛
❧✐t❡r❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ✭❋❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ S0, S1, ..., Si, ... ✐s ❢❛✐r ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡
✇✐t❤ ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ j ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ Sj✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥t ❧✐t❡r❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❢❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❬◆❘✵✶❪✮✳ ■❢ S0, S1, . . . ✐s ❛ ❢❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✱ t❤❡♥ ✐ts ❧✐♠✐t
S∞ ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✱ ❛♥❞ S0 ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Sj ✐s t❤❡ ❡♠♣t②
❝❧❛✉s❡ ❢♦r s♦♠❡ j✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ S0, S1, . . . , Sn ✐s ❛ ❢❛✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❡♥ Sn ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥❞
❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ S0✳

✸✳✷ ❙❛t✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s

▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t Ax(T ) ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❛①✐♦♠s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆❘❘✵✶❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✿

✶✳ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐t❡r❛❧s ✭❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✏❢r❡s❤✑ ❝♦♥st❛♥ts✮✱

✷✳ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛✈❡
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s
❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ >✿ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ T ✲❣♦♦❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾ ✭❋❧❛tt❡♥✐♥❣✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✿

• ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ f(f(f(a))) = b✳ ❚♦ ✢❛tt❡♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛❧✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥st❛♥t
c1 t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t f(a)✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ {f(f(c1)) = b, c1 = f(a)}✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥st❛♥t c2 t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts f(c1)✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s {f(c2) = b, c1 = f(a), c2 = f(c1)}✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ f(f(f(a))) = b ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s {f(c2) = b, c2 = f(c1), c1 = f(a)}✳

• ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ f(g(a)) 6= f(b)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡
s✉❜t❡r♠ g(a) ♦❢ t❤❡ t❡r♠ f(g(a)) ❜② ❛ ♥❡✇ ❝♦♥st❛♥t c1✳ ❚❤✉s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
{f(c1) 6= f(b), c1 = g(a)}✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✢❛tt❡♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✲
✐♥❣ t✇♦ ♥❡✇ ❝♦♥st❛♥ts c2 ❛♥❞ c3✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ f(g(a)) 6= f(b) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s {c2 6= c3, c2 = f(c1), c3 = f(b), c1 = g(a)}✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✐

❚❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❛✉❣♠❡♥ts t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s S t♦ O(n)✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜t❡r♠s ✐♥ S✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✵ ✭T ✲❣♦♦❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r L✮✳ ❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ > ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✐s T ✲❣♦♦❞ ✐❢

• t > c ❢♦r ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠s t ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts c

• l > e ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts l ♦❢ s♦rt ❧✐sts ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts e ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ T ✐s ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❡s✱ t❤❡♥ ❛ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♦r❞❡r✳ ■❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✱
t❤❡♥ t❤❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡t✉r♥s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡t✉r♥s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

■♥ ❛❧❧ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❝✐❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳

❋♦r s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❜❡ ❛
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

✶✳ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts à ❧❛ ❙❤♦st❛❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭❬❆❘❘✵✸❪✮✳ PC ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r L✳

✷✳ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭❬❆❘❘✵✸❪✮✳ PC ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r A✳

✸✳ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✭❬❆❇❘❙✵✾❪✮✳ PC ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r R✳

✹✳ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✭❬❆❇❘❙✵✾❪✮✳ PC ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r PEL✳

✸✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬❆❘❘✵✸❪✳
■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t PC t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(L) ∪ Ax(A)✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡✇r✐t❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❤❡♥ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡
❜✉✐❧t ❢♦r t❤❡♦r✐❡s T1, . . . , Tn t❤❛♥❦s t♦ PC✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t PC ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡s t❤❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s T =

⋃n

i=1 Ti✳ ■♥ ❬❆❇❘❙✵✺✱ ❆❇❘❙✵✾❪ t❤r❡❡
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t PC t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❜❧❡♠s ✐❢ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ Ti✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❛❧❧ i✱ 1 ≤ i ≤ n✿
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✸✳✹✳ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

✶✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s T ✲❣♦♦❞✱ ✇❤❡r❡ T =
⋃n

i=1 Ti✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ 1 ≤ i ≤ n✱
t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s Ti✲❣♦♦❞✳

✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❝r♦ss✲t❤❡♦r✐❡s ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✱ s✐♥❝❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ s✉♣❡r♣♦s❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♥♦♥✲
✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜t❡r♠✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✱
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ✭❱❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡✮✳ ❆ ❝❧❛✉s❡ C ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ > ✐❢ C ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ >✮ ❧✐t❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
X = t✱ ✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ V ar(t)✳

✸✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s✳ ❙❤❛r✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t
s②♠❜♦❧s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♥st❛♥ts t♦ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❛t ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡❧②
♠❛♥② ❝♦♥st❛♥ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✱ ❬❆❇❘❙✵✺❪✮✳ ▲❡t T1, . . . , Tn ❜❡ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞
❧❡t T =

⋃n

i=1 Ti✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ Si ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t Ti✲❧✐t❡r❛❧s✳
■❢ ❢♦r ❛❧❧ i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ PC t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ Ax(Ti) ∪ Si ✇✐t❤ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦
✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡✱ t❤❡♥ PC t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ Ax(T ) ∪ S1 ∪ . . . ∪ Sn✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T ✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛①✐♦♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞
s♦ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉❜✐q✉✐t② ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❬◆❘❘✵✾❝❪✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❚❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ✉♥✐t❛r② ❝❧❛✉s❡s✱ ✐✳❡✳ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✲
✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s PC✳ ❚❤❡② ❛❞❛♣t t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ s♦ t❤❛t ✐t
❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts TI ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t Ax(I) ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

(s0) ∀X. s(X) 6= 0

(inj) ∀X,Y. s(X) = s(Y )⇒ X = Y

(acy) ∀X. X 6= s
n(X) ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 1

♦✈❡r t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣI := {0 : ✐♥t, s : ✐♥t → ✐♥t}✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐♦♠ s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t
t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ s ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛①✐♦♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❛①✐♦♠ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤
s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✐

✸✳✹✳✷ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❚❤❡ ✉♥✐t❛r② ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts UPCI ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s PC✿ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✱ ♣❧✉s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳

❘✶
S ∪ {s(u) = s(v)}

S ∪ {u = v}
if u ❛♥❞ v ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳

❘✷
S ∪ {s(u) = t, s(v) = t}
S ∪ {s(v) = t, u = v}

✐❢ u✱ v ❛♥❞ t ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✱ s(u) > t✱ s(v) > t ❛♥❞ u > v✳

❈✶
S ∪ {s(t) = 0}

S ∪ {s(t) = 0,⊥}
if t ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠✳

❈✷
S ∪ {sn(t) = t}

S ∪ {sn(t) = t,⊥}
if t ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ❛♥❞ n ≥ 1.

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ●r♦✉♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s
❢♦r t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ✭❉❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭δ✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ UPCI ✐s ❛ ✭✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✮
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s S1, S2, S3, . . . , Si, . . . s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② i✱ ✐t ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t✿

• Si+1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Si ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✱ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸ t♦ s♦♠❡ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ Si❀

• Si+1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Si r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✷ ♦r t♦ t❤❡ r✉❧❡ R1 ♦r R2✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ R1 ❛♥❞ R2 ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❛❞❞❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❞❡❧❡t❡❞✳

❚❤❡ r❡❢✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ UPCI ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ UPCI ✐s TI − ❣♦♦❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ✭TI − ❣♦♦❞ ♦r❞❡r✐♥❣✮✳ ❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ < ✐s TI − ❣♦♦❞ ✐❢ < ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦r❞❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✱ s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ 0 ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛♥❞

✸✻



✸✳✺✳ ❙✉♠♠❛r②

✷✳ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥ s✲r♦♦t❡❞ t❡r♠s t1 ❛♥❞ t2✱ s
n1(t1) > sn2(t2) ✐✛ ❡✐t❤❡r t1 = t2 ❛♥❞ n1 ✐s

❜✐❣❣❡r t❤❛♥ n2✱ ♦r t1 > t2✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼ ✭❬◆❘❘✵✾❝❪✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ Σ✲t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✉♥✐t ❝❧❛✉s❡s
s✉❝❤ t❤❛t Σ ⊇ ΣI ✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t♦ ♣✉t ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r t❡r♠s t❤❛t ✐s TI − ❣♦♦❞✳ UPCI
✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ∪TI ✐❢✱ ❢♦r ❛♥②
s❡t G ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✿

• t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪G ✇✳r✳t✳ UPCI ✐s ✜♥✐t❡✱

• t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ G ✇✳r✳t✳ UPCI ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥✲❣r♦✉♥❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s
✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠❛❧ t❡r♠ ✐s s✲r♦♦t❡❞✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t UPCI t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣
■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ♦✈❡r ✐♥t❡❣❡r
❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳

✸✳✹✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ TI ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬❘❙✶✶❪✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❝❛s❡
✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✮✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❢♦r❜✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✭❬❘❙✶✶❪✮✳ ▲❡t T1, . . . , Tn ❜❡ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦❢
TI ✳ ❛♥❞ ❧❡t T =

⋃n

i=1 Ti✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ Si ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t
Ti✲❧✐t❡r❛❧s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ 1 ≤ i ≤ n✱ UPCI t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ Ax(Ti) ∪ Si ✇✐t❤ ❛
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✭✶✮ ♥♦ ♥♦♥✲❣r♦✉♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s✲r♦♦t❡❞ t❡r♠✱ ❛♥❞ ✭✷✮
♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡♥✱ UPCI t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ Ax(T )∪S1∪ . . .∪Sn✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✐s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T ∪ TI ✳

■♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ s❛❢❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❘❙✶✶❪✳

✸✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ PC ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts r✉❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✉❝❤ ♥♦t✐♦♥s ❛s r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛✐r♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
❦❡② ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❬❆❘❘✵✶❪✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛①✐♦♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞ ✉❜✐q✉✐t♦✉s❧②
✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜♦t❤ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡✲
♦r✐❡s ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❆s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s✐❧②
s♦❧✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

✸✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✐

✸✽



❈❤❛♣t❡r ✹

❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s

❈♦♥t❡♥ts

✹✳✶ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✷ ❖r❞❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✹✳✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✹✳✹ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✺ ❆❞❡q✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✻ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✼ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ s♦♠❡ t❤❡♦r② ❜② ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥s✐sts ✐♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝❛s❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ✭✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✮ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❛♥②
s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❤❛♥❞✱ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ❬▲▼✵✷❪ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✿ ■❢ ✐t ❤❛❧ts ♦♥ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❛❜str❛❝t ✐♥♣✉t✱ t❤❡♥ t❤❡
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛❧ts ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢
s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r② T ❛♥❞
t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ T ✳ ❚❤✉s✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✲
✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r T ✳ ❆❧s♦✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬▲▼✵✷❪✱ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■❢
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞
✐❢ s❛t✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✱ t❤❡♥
✐t ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡✐r ✉♥✐♦♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❝❤❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ❬▲❘❘❚✶✶❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣❛r❛♠♦❞✲
✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❙✉❝❤ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ♦♥❧② ❜② ❝♦♥st❛♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉s❡❢✉❧ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥str❛✐♥t✱
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡t❝✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❞❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤✐s
♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ s✐♥❝❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✉s❡s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥❝r❡t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝♦♥✲
❝r❡t❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t s❛t✉r❛t✐♦♥ ❜② s❝❤❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❢♦r ✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✳

✹✳✶ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✻ ✭❆t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❈♦♥str❛✐♥t✮✳ ❆♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
const(t)✱ ✇❤❡r❡ t ✐s ❛ t❡r♠✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✼ ✭❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✮✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ C‖ϕ✱ ✇❤❡r❡ C
✐s ❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ϕ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✽ ✭❈♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡
C‖ϕ ✐❢ ϕ ❝♦♥t❛✐♥s const(x)❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥✲
st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ❛♥② t❡r♠✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱ const(x1, . . . , xn) ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ const(x1) ∧ · · · ∧ const(xn)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ✭❈♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t const(t) ✐s tr✉❡ ✐✛ t ✐s
❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ tr✉❡✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
σ s❛t✐s✜❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ϕ ✐❢ σ(ϕ) ✐s tr✉❡✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐t✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t const(t) ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ t ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ ❞❡♣t❤ 1 ♦r
♠♦r❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦♥t❛✐♥s
❛ tr✉❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s tr✉❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✵ ✭❈♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ C‖ϕ
✐s ❛♥② ❝❧❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ σ(C) ✇❤❡r❡ σ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ϕ✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ a ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ f(a) = X ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ f(x) = X‖const(x)✱ ✇❤❡r❡ x ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ X ✐s

✹✵



✹✳✷✳ ❖r❞❡r✐♥❣

❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❝❤❡♠❛t✐③❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐ts
❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✶ ✭❊❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ▲❡t C‖ϕ ❛♥❞ C ′‖ϕ′ ❜❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳ ❲❡
s❛② t❤❛t C ′‖ϕ′ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ C‖ϕ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ r❡♣❧❛❝✐♥❣
s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ C‖ϕ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ C ′‖ϕ′ s✉❝❤
t❤❛t C ′ = σ(C) ❛♥❞ ϕ′ = σ(ϕ)✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ f(x) = nil ∨ y = g(z)‖const(x, y, z) ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ f(a) = b ∨ c = g(d)‖const(a, b, c, d)✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ = {a ←
x, b← nil, c← y, d← z} s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✶✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s♦♠❡ t ≤ t′✳ ❖✉r ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t
const(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t ≤ cT ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪✱ ✇❤❡r❡ cT r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝♦♥st❛♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ≤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ≤ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦♣❡♥ t❡r♠s✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❡①✐st
✉♥❣r♦✉♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s σ s✉❝❤ t❤❛t σ(t ≤ t′) ✐s tr✉❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ t❤❡② ❛r❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❜② ❛ ❣r♦✉♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s ❛❧❧ t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts✳

✹✳✷ ❖r❞❡r✐♥❣

■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▲P❖ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✹✮✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❍❡r❡✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✳ ❚✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s♦rts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t✇♦ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r >F t❤❛t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❡r s♦rt✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✳ ❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ cons < cdr < car < nil < e < len < 0 < s✱ ✇❤❡r❡ nil ✐s ❛
❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❧✐sts✱ e ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠ ❛♥❞ 0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ✐♥t✳ ❆s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ♦❢ s♦rt
❧✐sts✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■♥ ♦✉r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts ✐s nil✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠ ✐s e✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ s♦rt ❧✐sts ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✳

❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▲P❖ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✹✮ ✐s ✉s❡❞
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✷ ✭▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ●✐✈❡♥
❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ >F ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ >lpo ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(1)
(s1, . . . , sn) >

lex
lpo (t1, . . . , tm) f(s1, . . . , sn) >lpo t1, . . . , tm

f(s1, . . . , sn) >lpo f(t1, . . . , tm)

(2)
f >F g f(s1, . . . , sn) >lpo t1, . . . , tm

f(s1, . . . , sn) >lpo g(t1, . . . , tm)

(3)
f >F csort(v)

f(s1, . . . , sn) >lpo v

(4)
csort(v) >F g v >lpo t1, . . . , tm

v >lpo g(t1, . . . , tm)

(5)
sort(vc1) 6= sort(vc2) csort(vc1) >F csort(vc2)

vc1 >lpo vc2

(6)
uk >lpo t

f(u1, . . . , uk, . . . , up) >lpo t

(7)
f(u1, . . . , uk, . . . , up) >lpo uk

✇❤❡r❡ f ❛♥❞ g ❛r❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s✱ n ≥ 0 ❛♥❞ m ≥ 0 ❛r❡ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥t❡❣❡rs✱ p ≥ 1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ s1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ sn✱ t1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ tm✱ u1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ up✱ t ❛r❡ t❡r♠s✱
vc1 ❛♥❞ vc2 ❛r❡ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♣t❤ 0 ✭✐✳❡✳ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦♥st❛♥ts✮✳ ❲❡ ✇r✐t❡
s >lpo t1, . . . , tm ✇❤❡♥ s >lpo tk ❢♦r k = 1, . . . ,m✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ sort(t)✱ ✇❤❡r❡ t ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ❝♦♥st❛♥t✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦rt
♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❡r♠✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② csort(t) t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐ts❡❧❢ ✐❢ t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✿ t❤❡ s♦rt ♦❢ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
t❤❡ s♦rt ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✳ ■♥ t❤✐s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t nil r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt
❧✐sts✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t e r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 0
r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ✐♥t✳

❚❤❡ r✉❧❡s (1)✱ (6)✱ ❛♥❞ (7) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ▲P❖✶✱ ▲P❖✸ ❛♥❞ ▲P❖✹

✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✹✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ▲P❖✷ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ (2)✕(5)✳
❚❤❡ r✉❧❡ (2) ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r♦♦t s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ t❡r♠

f(s1, . . . , sn) ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ t❡r♠ g(t1, . . . , tm) ✐❢ t❤❡ r♦♦t s②♠❜♦❧ f ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡r♠
♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ r♦♦t s②♠❜♦❧ g ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst t❡r♠ f(s1, . . . , sn) ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❡❛❝❤ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ r✉❧❡ (3) s❡ts t❤❛t ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠ f(s1, . . . , sn) ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ v ✐❢ ✐ts r♦♦t s②♠❜♦❧ f ♣r❡❝❡❞❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t csort(v) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ v✳

❚❤❡ r✉❧❡ (4) ❝♦♠♣❛r❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
v >lpo g(t1, . . . , tm) ✐❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ v ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ r♦♦t s②♠❜♦❧ g✱ ❛♥❞ ✐❢ v ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡❛❝❤ s✉❜t❡♠s ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠✳
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❚❤❡ r✉❧❡ (5) ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t ♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐❢
t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦rts✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

❲❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r② ✐s ✉♥s♦rt❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳

✹✳✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s

SPC ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣s✳ ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❬▲❘❘❚✶✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t❧②
❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦♥st❛♥ts✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ x 6= nil ‖ const(x) ✇❤❡r❡ nil ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐s s✉❜s✉♠❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ a 6= b ‖ const(a, b)✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t
❢♦r♠ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
C ∨ l[u′] ⊲⊳ r‖ϕ D ∨ u = t‖ψ

σ(C ∨D ∨ l[t] ⊲⊳ r‖ϕ ∧ ψ)

✐❢ σ(u) 6≤ σ(t)✱ σ(l[u′]) 6≤ σ(r)✱ l[u′] ⊲⊳ r ❛♥❞ u = t ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥

t❤❡✐r ❝❧❛✉s❡s✳

❘❡✢❡❝t✐♦♥
C ∨ u 6= u′‖ϕ
σ(C‖ϕ)

✐❢ u 6= u′ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❧❛✉s❡

❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣
C ∨ u = t ∨ u′ = t′‖ϕ
σ(C ∨ t 6= t′ ∨ u = t‖ϕ)

✐❢ σ(u) 6≤ σ(t)✱ u = t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❧❛✉s❡✱ σ(t) 6≤ σ(t′) ❛♥❞

σ(u′) 6≤ σ(t′)✳

❆❜♦✈❡✱ σ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′ ❛♥❞ C ❛♥❞ D ❛r❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ■♥ t❤❡

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡✱ u′ ✐s ♥♦t ❛ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ SPC

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r② T ✇✐t❤ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ ❧❡t

G0 = {⊥, x = y ‖ const(x, y), x 6= y ‖ const(x, y)}
∪
⋃

f∈Σ{f(x1, . . . , xn) = x0 ‖ const(x0, x1, . . . , xn)}

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s

❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥
S ∪ {C‖ϕ,C ′‖ϕ′}

S ∪ {C‖ϕ}

✐❢ ❛✮ C ∈ Ax(T )✱ ϕ ✐s ❡♠♣t② ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ C ′ =
σ(C)❀ ♦r ❜✮ C ′ = σ(C) ❛♥❞ ϕ′ = σ(ϕ)✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦r

❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r

❝♦♥st❛♥ts

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
S ∪ {C[l′]‖ϕ, l = r}
S ∪ {C[σ(r)]‖ϕ, l = r}

✐❢ ✐✮ l = r ∈ Ax(T )✱ ✐✐✮ l′ = σ(l)✱ ✐✐✐✮ σ(l) > σ(r)✱ ❛♥❞ C[l′] >
(σ(l) = σ(r))

❚❛✉t♦❧♦❣②
S ∪ {C ∨ t = t‖ϕ}

S

❉❡❧❡t✐♦♥
S ∪ {C‖ϕ}

S
if ϕ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡

❆❜♦✈❡✱ C‖ϕ ❛♥❞ C ′‖ϕ′ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞

S ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ SPC

✇❤❡r❡ n ≥ 1✳ ❚❤✐s s❡t s❝❤❡♠❛t✐③❡s ❛♥② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜✉✐❧t
♦✈❡r Σ✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❢❛✐r
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❙❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣
SPC ♦♥ Ax(T ) ∪G0✳ ■❢ SPC ❤❛❧ts ♦♥ Ax(T ) ∪G0✱ t❤❡♥ PC ❤❛❧ts ♦♥ Ax(T ) ∪ S✱ ❢♦r ❛♥②
❛r❜✐tr❛r② s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✹✳✺✳ ❆ ❦❡②
✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✹ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r ❝❧❛✉s❡s ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❢r♦♠ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✈❡r❣❡✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❢❛❝t ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ❛♥❞ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts✳

✹✹



✹✳✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t Ax(A) ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

select(store(A, I, E), I) = E

select(store(A, I, E), J) = select(A, J) ∨ I = J

❋♦r ❡✈❡r② s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(A) ∪ S ✐s ✜♥✐t❡ ❬❆❇❘❙✵✾❪✱
✇❤✐❧❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡s ❬▲❘❘❚✶✶❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❝❧❛✉s❡

select(x, I) = select(y, I) ∨ z = I ‖ const(x, y, z)

✇❤♦s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠

select(x, I) = select(y, I) ∨ z = I ∨ w = I ‖ const(x, y, z, w)

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r ❝❧❛✉s❡s s♦ t❤❛t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts ✭P❊▲ ❢♦r s❤♦rt✮ ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t
Ax(P❊▲) ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

car(cons(X,Y )) = X

cdr(cons(X,Y )) = Y

cons(X,Y ) 6= nil

cons(car(Y ), cdr(Y )) = Y ∨ Y = nil

car(nil) = nil

cdr(nil) = nil

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❝❧❛✉s❡

cons(x, cdr(y)) = z ∨ z = nil ‖ const(x, y, z)

✇❤♦s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❧❛✉s❡

z = z′ ∨ z = nil ∨ z′ = nil ‖ const(z, z′)

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❣♦❡s ♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r ❝❧❛✉s❡s s♦ t❤❛t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡s ❛s ✇❡❧❧✳

❆ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❬▲❘❘❚✶✶❪ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳
❲❡ ❛❞❛♣t t❤✐s r✉❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② s✐❣♥❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t nil ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝
❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✐s
t♦ ❞❡❧❡t❡✿

✶✳ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭❡✳❣✳ z = z′ ∨ z =
nil ∨ z′ = nil ‖ const(z, z′)✮✱ ❛♥❞

✷✳ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ D ∨ l‖ϕ ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s li ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ D∨ l ❛♥❞ ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ l‖ϕ ✭❡✳❣✳ select(x, I) = select(y, I) ∨ z = I ∨ w = I ‖ const(x, y, z, w)✮✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❞❡❧❡t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t✐❡s ♠❛② s✉♣❡r♣♦s❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐s
❞❡❧❡t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ✐ts❡❧❢ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
♥❡✇ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✳

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s

❙❝❤✳ ❉❡❧❡t✐♦♥✶
S ∪ {C‖ϕ}

S

✐❢ C‖ϕ ✐s ❛ ♥♦♥✲✉♥✐t ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦r ❞✐s❡q✉❛❧✐✲

t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❙❝❤✳ ❉❡❧❡t✐♦♥✷
S ∪ {D′‖ϕ′} ∪ {D ∨ l ∨ l1 ∨ . . . ∨ ln‖ϕ}

S ∪ {D′‖ϕ′}

✐❢ n ≥ 0✱ D ∨ l‖ϕ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ D′‖ϕ′✱

❛♥❞ li‖ϕ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ l‖ϕ✱ ✇❤❡r❡ l ✐s ❛ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧

❧✐t❡r❛❧ ✐♥ D ∨ l✱ ❢♦r i = 1, . . . , n

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ SPC

✹✳✺ ❆❞❡q✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧t

▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
❝❛❧❝✉❧✉s SPC ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✭❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ PC ❛♥❞ SPC✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜②
❛ ✜♥✐t❡ s❡t Ax(T ) ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✳ ▲❡t GT

∞ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ G0 ❜② SPC✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t
ΣT ✲❧✐t❡r❛❧s✱ ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ Ax(T ) ∪ S ❜② PC ✐s ❛ ❝❧❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

C ∨ l1 ∨ . . . ∨ ln ✭✯✮

✇❤❡r❡

• n ≥ 0✱ ❛♥❞

• C ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝❧❛✉s❡ C ′ ✐♥ GT
∞✱ ❛♥❞

• li ✐s

✕ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ C ′✱ ♦r ❡❧s❡

✕ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✐♥ C ′✱ ♦r ❡❧s❡

✕ ❛ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥st❛♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ PC✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❢❛❝ts✿

✹✻



✹✳✻✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

✶✳ ❊❛❝❤ ❝❧❛✉s❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ❜② PC ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
✭✯✮✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s ❛s ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪✳

✷✳ ■❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ C‖ϕ ✐s ❞❡❧❡t❡❞ ❜② ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❜② ❚❛✉t♦❧♦❣② ❉❡❧❡t✐♦♥

❢r♦♠ ✭♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✮ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T )∪G0 ❜② SPC✱ t❤❡♥
❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ C‖ϕ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ ✭♦r
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥✮ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ❜② PC✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❬▲❘❘❚✶✶❪✱ ♦♥❧②
❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡ st✐❧❧ s❛t✐s✜❡s t❤✐s
❢❛❝t✳

✸✳ ■❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ C‖ϕ ✐s ❞❡❧❡t❡❞ ❜② ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢
Ax(T ) ∪ G0 ❜② SPC✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ C‖ϕ
❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✯✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t l1 ∨ . . . ∨ ln‖ϕ ✐s ❛ ♥♦♥✲✉♥✐t ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧②
❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦r ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♣t❤ 0 ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❛ s❝❤❡♠❛t✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛♥②
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✯✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t D∨ l‖ϕ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝❧❛✉s❡ D′‖ϕ′✱ ❛♥❞ li‖ϕ
✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧ ❧✐t❡r❛❧ l‖ϕ ✐♥ D ∨ l ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥②
❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ D ∨ l ∨ l1 ∨ . . . ∨ ln‖ϕ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✯✮✳

✹✳✻ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ❢♦r s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛t②♣❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱ ❛rr❛②s ❛♥❞ r❡❝♦r❞s✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡✲
♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠✿ ✐❢ PC ❤❛❧ts ❢♦r ❜♦t❤
t❤❡♦r② T1 ❛♥❞ t❤❡♦r② T2✱ ❝❛♥ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t PC ❤❛❧ts ❢♦r T1∪T2❄ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♥❧②
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ PC ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛❝r♦ss t❤❡♦r✐❡s✱ s✐♥❝❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ s✉♣❡r♣♦s❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♥♦♥✲✈❛r✐❛❜❧❡
s✉❜t❡r♠✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝r♦ss t❤❡♦r✐❡s✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
t❤❡s❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❬❆❇❘❙✵✺❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✸ ✭❈♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ❚❤❡♦r②✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② T ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t Ax(T ) ♦❢
❛①✐♦♠s ✐s s❛✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ PC ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥
♦❢ Ax(T ) ∪ S ❜② PC ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t SPC ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r PC ❞❡❝✐❞❡s s♦♠❡ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ✜♥✐t❡❧②
♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡♦r✐❡s✳

■♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✹ ✭❱❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❈❧❛✉s❡✮✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ > ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡s ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ >✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ SPC ❛♥❞ PC ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ❛ ✇❛② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦
t❤❛t ❛ t❤❡♦r② T ✐s ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ PC✳

▲❡♠♠❛ ✶ ✭❬▲❘❘❚✶✶❪✮✳ ❆ t❤❡♦r② T ✐s ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ PC ✐❢ ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T )∪G0

❜② SPC ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✳

❚❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝❧❛✉s❡ ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧②✳ ❆s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✱ ✇❡ ❞❡t❡❝t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❧✐t❡r❛❧
X = t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t ♦r ♥♦t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✭ ❬▲❘❘❚✶✶❪✮✳ ▲❡t T1 ❛♥❞ T2 ❜❡ t✇♦ s✐❣♥❛t✉r❡✲❞✐s❥♦✐♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❛❧r❡❛❞② s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✳ ■❢ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ PC✱ t❤❡♥ PC ✐s ❛
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T1 ∪ T2✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s
s✉❝❤ ❛s st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✻✮ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✽✮ t❤❛t
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ t❤❡♦r② T ✐s st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ T ✳
❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥
❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ X = t✱ ✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ s②♥t❛❝t✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭❆✉t♦♠❛t✐❝ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss✱ ❬▲❘❘❚✶✶❪✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞
❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t Ax(T ) ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✳ ▲❡t G∞ ❜❡ t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ G0 ❜② SPC✳ ■❢ G∞ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✱ t❤❡♥ T ✐s st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡✳

❋♦r t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② T ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛
✜♥✐t❡ s❡t Ax(T ) ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞
s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② SPC ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ✭❆✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❬▲❘❘❚✶✶❪✮✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠✲
❛t✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t Ax(T ) ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✳ ▲❡t
G∞ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T )∪GT

0 ❜② SPC✳ ■❢ G∞

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✱ t❤❡♥ PC ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ T ✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

❋♦r ♥♦♥✲❍♦r♥ t❤❡♦r✐❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ♦♥
♥♦♥✲✉♥✐t ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡s ♠❛② ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥
PC ❬▲❘❘❚✶✶❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❚r❛♥ ❬❚r❛✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡s t♦
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✹✳✼✳ ❙✉♠♠❛r②

✉s❡ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ r✉❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❘❱✵✶❪✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ✐s t♦ s♣❧✐t ❛♥② ❝❧❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
A ∨ B ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛✉s❡s A ∨ p ❛♥❞ B ∨ ¬p✱ ✇❤❡r❡ p ✐s ❛ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞
A,B ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s r✉❧❡✱ ❛♥② ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡ ❝❛♥
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♥❡✇ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t p ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ❛❧❧♦✇s
t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❡✈❡r② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✭❞✐s✮❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡s
❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛❧❧ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✷ ✭ ❬▲❘❘❚✶✶❪✮✳ ▲❡t S ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s

i 6= i′

select(a′, i′) = e′

store(a, i, e) = a′

select(a, i′) = e′

❆ s❛t✉r❛t✐♦♥ S ′ ♦❢ Ax(A) ∪ S ②✐❡❧❞s Ax(A) ∪ S ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✉s❡s

e′ = e ∨ i = i′

select(a, i′) = e′

select(a, i′) = e ∨ i = i′

select(a, J) = select(a′, J) ∨ J = i

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t {i 6= i′, e′ = e ∨ i = i′} ✐♠♣❧✐❡s e′ = e✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t S ′

❡♥t❛✐❧s e′ = e✳ ❇✉t t❤❡ s❡t {e′ = e ∨ i = i′} ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧❛✉s❡s ♦❢ S ′ ❞♦❡s ♥♦t
❡♥t❛✐❧ e′ = e ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ > s✉❝❤ t❤❛t e′ > e > i > i′✳ ❇✉t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
s♣❧✐tt✐♥❣ r✉❧❡✱ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ e′ = e ∨ i = i′ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ e′ = e ∨ p ❛♥❞ i = i′ ∨ ¬p✳
❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ i = i′ ∨ ¬p ❛♥❞ i 6= i′ ❣❡♥❡r❛t❡s i′ 6= i′ ∨ ¬p t♦ ✇❤✐❝❤ ❘❡✢❡❝t✐♦♥
❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ¬p✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ p ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣
e′ = e ∨ p ❛♥❞ ¬p t♦ ❞❡r✐✈❡ e′ = e✳

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r ♥♦♥✲❍♦r♥ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❚r❛✵✼❪✳

✹✳✼ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
▲②♥❝❤ ❛♥❞ ▼♦r❛✇s❦❛ ❬▲▼✵✷❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t❧② ❛❞❛♣t❡❞ t✇♦
r✉❧❡s✿

• t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r
❝♦♥st❛♥ts✱

• t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r②
s✐❣♥❛t✉r❡✳

✹✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❛❧❝✉❧✉s

❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✲
❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ♠♦❞✉❧❛r
❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

✺✵



❈❤❛♣t❡r ✺

❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❈♦♥t❡♥ts

✺✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✳ ✺✶

✺✳✶✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✶✳✷ ❆❞❡q✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✷ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✸ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❛♥❛❧②s❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳
❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s
♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♣❡
✇✐t❤ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ✉♥✐t❛r② ❝❧❛✉s❡s✱ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐❧❧ ❛❧s♦✳
❲❡ s❤♦✇ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts
r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ✕ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s
s❤❛r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

✺✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣

♦♣❡r❛t♦rs

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡✲
♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❬▲❘❘❚✶✶✱

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❚●❘❑✶✷❪✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ sn(t) ❢♦r n > 0✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ✐♥
❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛②✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦r s+ : ✐♥t → ✐♥t s✉❝❤ t❤❛t s+(t)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s {sn(t) | n > 0}✳ ❚❤❡ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠

Rs+ = { s+(s(x))→ s+(x), s(s+(x))→ s+(x), s+(s+(x))→ s+(x) }

✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s+✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t
t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❛❣❡r❧② ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♥❡✇ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

✺✳✶✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛♥❞❧❡s s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ✇❤♦s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s
❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦r s+✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✺ ✭❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈❧❛✉s❡✮✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❜✉✐❧t ♦✈❡r
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ s+✳ ❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s+ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s♦♠❡ sn ✇✐t❤ n > 0✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r② T ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣT ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ G0 ❜②

G0 = {⊥, x = y ‖ const(x, y), x 6= y ‖ const(x, y), i = s+(j)‖const(i, j)}
∪
⋃

f∈ΣT
{f(x1, . . . , xn) = x0 ‖ const(x0, x1, . . . , xn)}

✇❤❡r❡ i, j ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ✐♥t✱ ❛♥❞ x, y ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ G0 ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪✱ ♦✉r G0 ❝♦♥t❛✐♥s

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ i = s+(j)‖const(i, j)✳
❚♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ ✇❡ r❡✲✉s❡ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ SPC ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t✇♦
r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✕ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
l[u′] ⊲⊳ r‖ϕ u = t‖ψ

σ(l[t] ⊲⊳ r‖ϕ ∧ ψ)

✐❢ ✐✮ σ(u) 6≤ σ(t)✱ ✐✐✮ σ(l[u′]) 6≤ σ(r)✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮ u′ ✐s ♥♦t ❛♥
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❘❡✢❡❝t✐♦♥
u′ 6= u‖ψ

⊥
if σ(ψ) ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❆❜♦✈❡✱ u ❛♥❞ u′ ❛r❡ ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❛♥❞ σ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s

✺✷



✺✳✶✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs

❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥
S ∪ {L‖ψ, L′‖ψ′}

S ∪ {L‖ψ}

✐❢ ❡✐t❤❡r ❛✮ L ∈ Ax(T )✱ ψ ✐s ❡♠♣t② ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
σ✱ L′ = σ(L)❀ ♦r ❜✮ L′ = σ(L) ❛♥❞ ψ′ = σ(ψ)✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s ❛ r❡✲
♥❛♠✐♥❣ ♦r ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
S ∪ {C[l′]‖ϕ, l = r}

S ∪ {C[σ(r)]‖ϕ, l = r}

✐❢ ✐✮ l = r ∈ Ax(T )✱ ✐✐✮ l′ = σ(l)✱ ✐✐✐✮ σ(l) > σ(r)✱ ❛♥❞
✐✈✮ C[l′] > (σ(l) = σ(r))✳

❚❛✉t♦❧♦❣②
S ∪ {u = u‖ϕ}

S

❉❡❧❡t✐♦♥
S ∪ {L‖ϕ}

S
if ϕ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧✳
S ∪ {C ′‖ϕ,C[s+(t)]‖ψ}

S ∪ {C[s+(t)]‖ψ}

✐❢ σ(π(C ′) ↓Rs
+) = C[s+(t)], σ(ϕ) = ψ✱ ❢♦r ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ σ✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s

❘✶
S ∪ {s(u) = s(v)‖ϕ}
S ∪ {u = v‖ϕ}

✐❢ u ❛♥❞ v ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳

❘✷
S ∪ {s(u) = t‖ϕ, s(v) = t‖ψ}
S ∪ {s(v) = t‖ψ, u = v‖ψ ∧ ϕ}

✐❢ u✱ v ❛♥❞ t ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✱ s(u) > t✱ s(v) > t ❛♥❞ u > v✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ●r♦✉♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s

▲❡t SUPCI ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✱ ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳ ▲❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
t✇♦ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s C1 ❛♥❞ C2 ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ r✉❧❡s ♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❧② t❤❡
❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t G0✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ ❜✉t ✐t ✐s ❦❡♣t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ❝❛s❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ > ✉s❡❞ ✐♥ SUPCI ✐s TI − ❣♦♦❞ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✺✮✳
■♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✻✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ SUPCI ✐s ❛ ✭✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✮ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s S1, S2, S3, . . . , Si, . . . s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② i✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t✿

✶✳ Si+1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Si ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣s✳ ✹✳✶✱ ✹✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ t♦ s♦♠❡ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ Si❀

✷✳ Si+1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Si ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣s✳
✹✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳

❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞❡❧❡t✐♦♥

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞✐✈❡r❣❡s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❧❡t ✉s
t❛❦❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ✭▲▲■✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✭❘■■✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸ ✭▲▲■✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡

len(a) = s(len(b))‖const(a, b)

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s✉♣❡r♣♦s❡ ✇✐t❤ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤

len(a′) = s(len(b′))‖const(a′, b′)

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠

len(a) = s(s(len(b′)))‖const(a, b′)

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡❡♣❡r ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s s♦ t❤❛t t❤❡
❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐✈❡r❣❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✹ ✭❘■■✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡

rselecti(a) = s(rselecti(b))‖const(a, b)

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s✉♣❡r♣♦s❡ ✇✐t❤ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇
❢♦r♠

rselecti(a) = s(s(rselecti(b
′)))‖const(a, b′)

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡❡♣❡r ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s s♦ t❤❛t t❤❡
❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐✈❡r❣❡✳

✺✹



✺✳✶✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs

❙✐♥❝❡ ❛ t❡r♠ s+(t) r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s sn(t) ✇✐t❤ n > 0✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧
t❤❡s❡ t❡r♠s ❜② s+(t) ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✱
✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇❤❡r❡ π ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♦❝❝✉r❡♥❝❡s ♦❢ s ❜② s+ ✭π(s(t)) = s+(π(t)) ❢♦r ❛♥② t✱ ❛♥❞ π(x) = x ✐❢ x ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✿

❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥
C ′‖ϕ C[s+(t)]‖ψ

C[s+(t)]‖ψ

✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ σ s✳t✳
σ(π(C ′) ↓Rs

+) = C[s+(t)] ❛♥❞ σ(ϕ) = ψ

❚❤✐s r✉❧❡ r❡♠♦✈❡s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ C ′‖ϕ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
C[s+(t)]‖ψ ✐❢ C ′‖ϕ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ C[s+(t)]‖ψ✱ ♠♦❞✉❧♦ s♦♠❡ r❡♥❛♠✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s r✉❧❡
❞❡❧❡t❡s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ UPCI ✳

❚❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ s❝❤❡♠❛s ♦❢
❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s G0 ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲✢❛t s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ len(a) = s+(len(b)) ‖
const(a, b) ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ rselecti(a) = s+(rselecti(b)) ‖ const(a, b)
❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①t❡♥❞ G0 ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥✲✢❛t s❝❤❡♠❛t✐❝
❧✐t❡r❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u = s+(v)‖ϕ ✇❤❡r❡ u ❛♥❞ v ❛r❡ t✇♦ ✢❛t t❡r♠s ♦❢ s♦rt ✐♥t ♦✈❡r t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t s ✭❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇✐t❤♦✉t s+✮ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✭❛r❡ ✐♥ ϕ✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s G0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

G0 = {⊥, x = y ‖ const(x, y), x 6= y ‖ const(x, y), u = s+(v)‖ϕ}
∪
⋃

f∈ΣT
{f(x1, . . . , xn) = x0 ‖ const(x0, x1, . . . , xn)}

✇❤❡r❡ u, v ❛r❡ ✢❛t t❡r♠s ♦❢ s♦rt ✐♥t ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ x, y ❛r❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt✳

✺✳✶✳✷ ❆❞❡q✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧t

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② UPCI ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝
❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② SUPCI ✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t SC ❜❡ ❛♥② s❡t ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② SUPCI ✳ ■❢ ❛♥
s+✲r♦♦t❡❞ t❡r♠ ✭r❡s♣✳ s✲r♦♦t❡❞ t❡r♠✮ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ t❡r♠ u ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t②
u = t ✐♥ SC✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✲r♦♦t❡❞ t❡r♠ ✭r❡s♣✳ s+✲r♦♦t❡❞ t❡r♠✮ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠
l[u′] ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ ❛ ❝❧❛✉s❡ l[u′] ⊲⊳ r ✐♥ SC✳

❲✐t❤♦✉t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❧✐t❡r❛❧s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s ❛♥❞ s+✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✐t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤
s②♥t❛❝t✐❝ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❤❡♦r② ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ s❡t Ax(T ) ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ UPCI ✳ ▲❡t G∞ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥
♦❢ Ax(T ) ∪G0 ❜② SUPCI ✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② s❡t S ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s✱ ❡✈❡r② ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ❜② UPCI ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ G∞✳

✺✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❬▲❘❘❚✶✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ UPCI ✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❋♦r t❤❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t✇♦ ❢❛❝ts✿

✭✶✮ ❡❛❝❤ ❝❧❛✉s❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ G∞ ♦❢ Ax(T ) ∪G0 ❜② SUPCI ✱ ❛♥❞

✭✷✮ ✐❢ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❞❡❧❡t❡❞ ❜② ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥✱ ❚❛✉t♦❧♦❣② ♦r ❉❡❧❡t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜②
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✴r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✮ G∞✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ ✭♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞✴r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✮ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ❜② UPCI ✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s+✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦
❛♥♦t❤❡r ❢❛❝t✿

✭✸✮ ❆♥② s✉❝❤ r✉❧❡ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛♥② s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✶✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ UPCI ✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s l[u′] ⊲⊳ r
❛♥❞ u = t ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ G∞✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ D̂
✐♥ G∞ s✉❝❤ t❤❛t l[u′] ⊲⊳ r ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ D̂✱ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ Ê ✐♥ G∞ s✉❝❤ t❤❛t
u = t ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ Ê✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿

(∗) ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s ✐♥ u ♦r u′✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢
SUPCI ✐♥ G∞ ✇❤♦s❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ D̂ ❛♥❞ Ê✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝
❝❧❛✉s❡ Ĉ s✉❝❤ t❤❛t σ(l[t] ⊲⊳ r) ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ Ĉ✱ ✇❤❡r❡ σ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧
✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′✳

(∗∗) ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ s ✐♥ ❜♦t❤ u ❛♥❞ u′✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉❜❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t û ❛♥❞ û′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ t❡r♠s ♦❢ u ❛♥❞ u′✳

✶✳ ■❢ û ❛♥❞ û′ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② s+✲r♦♦t❡❞ t❡r♠s ✭r❡s♣✳ s✲r♦♦t❡❞ t❡r♠s✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞
❛s ✐♥ (∗)✳

✷✳ ■❢ û ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ s+✲r♦♦t❡❞ t❡r♠ ✭r❡s♣✳ s✲r♦♦t❡❞ t❡r♠✮ ❛♥❞ û′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ s✲
r♦♦t❡❞ t❡r♠ ✭r❡s♣✳ s+✲r♦♦t❡❞ t❡r♠✮✱ t❤❡♥ û ♠❛② ♥♦t ✉♥✐❢② ✇✐t❤ û′ s✐♥❝❡ ✇❡
✉s❡ s②♥t❛❝t✐❝ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ u ❛♥❞ u′ ♠❛② ✉♥✐❢②✳ ❚❤✐s s✉❜❝❛s❡ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜②
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡✳

❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ UPCI ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♦♠✐tt❡❞✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✷✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ SUPCI ✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✭❛✮✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ A ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ G∞ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛✉s❡ B ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢
Ax(T ) ∪ S ❜② UPCI ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ A✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ♠✉st
❡①✐st ❛ ❝❧❛✉s❡ C ∈ Ax(T ) ❛♥❞ s♦♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ s✉❝❤ t❤❛t θ(C) ⊆ A✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡
❝❧❛✉s❡s ✐♥ Ax(T ) ♣❡rs✐st✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ′ s✉❝❤ t❤❛t θ′(C) ⊆ B✳ ❚❤❡r❡❜②
B ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(T ) ∪ S ❜② UPCI ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ✭❜✮ ♦❢ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❥✉st ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❞❡❧❡t✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧✐t❡r❛❧s✳

✺✻



✺✳✶✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs

❙✐♥❝❡ ❛①✐♦♠s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s+ s②♠❜♦❧✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❙✐♠✲

♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ SUPCI ✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ C[l′] ‖ ϕ ✐♥ G∞ s✐♠♣❧✐✲
✜❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② l = r ✭l = r ∈ Ax(T )✮ ✐♥t♦ C[θ(r)] ‖ ϕ✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
s✉❝❤ t❤❛t σ(C[l′]) ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ C[l′] ‖ ϕ✳ ❙✐♥❝❡ l = r ♣❡rs✐sts ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢
Ax(T ) ∪ S ❜② UPCI ✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ σ(C[l′]) = σ(C)[σ(θ(l))] ❜② l = r

✐♥t♦ σ(C)[σ(θ(r))] = σ(C[θ(r)])✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ C[θ(r)] ‖ ϕ✳
❋♦r t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ SUPCI ✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥st❛♥❝❡

♦❢ ❛ t❛✉t♦❧♦❣② ✐s ❛❧s♦ ❛ t❛✉t♦❧♦❣②✳ ❋♦r t❤❡ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ SUPCI ✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❝❧❛✉s❡s
✇✐t❤ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❋♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ R1 ♦❢ SUPCI ✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝
❝❧❛✉s❡ s(u) = s(v) ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ ❛ r♦♦t s②♠❜♦❧ s✳ ❋♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ R2 ♦❢ SUPCI ✱
❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✸✮✳ ▲❡t C ↓Rs

+ ❜❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ C ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣
✐♥ C ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ✇✳r✳t✳ Rs+✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ❝❧❛✉s❡s s❝❤❡♠❛t✐③❡❞ ❜②
❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ C ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✭❝♦♥❝r❡t❡✮ ❝❧❛✉s❡s s❝❤❡♠❛t✐③❡❞ ❜② C ↓Rs

+ ✱
❜❡❝❛✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ C ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ Rs+✳

✺✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡✱ ❛ s❝❤❡♠❛t✐③❡❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
❝❧❛✉s❡s s✐♥❝❡ t❤❡ t❡r♠ s+(t) r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s sn(t) ✇✐t❤ n ≥ 1✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❡♥
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪✱ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② r❡❧②
♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ✉s❡❞✿ ❛♥② ♥❡✇ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧ ✐s
str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ❲❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤❡r❡❛❢t❡r ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✭❢❡✇✮ s❝❤❡♠❛t✐❝
❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s+ t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✭✜♥✐t❡✮ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s+ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ s ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❛t✉✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❜♦t❤ i = s(j) ❛♥❞ i = s2(j) ✐♥
t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥♣✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❛①✐♦♠✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡ r❡str✐❝t ✉s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ UPCI ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡
♥❡✇ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✿ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤
UPCI ✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

• ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

• ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦rt✱ s❛② ❞✱
s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❡r♠s ♦❢ s♦rt ❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✳

✺✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

❍❡♥❝❡✱ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t UPCI ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡ ♦❢ s✳ ■❢ SUPCI ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✜♥✐t❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ✐ts s❝❤❡♠❛t✐❝
❡q✉❛❧✐t✐❡s s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✱ t❤❡♥ UPCI t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ ❛♥② ✐♥♣✉t s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥♣✉t✳ ▲❡t nd ✭r❡s♣✳ ne✮ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s
✭r❡s♣✳ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭r❡s♣✳ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✮ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜② t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ nd + id✱ ✇❤❡r❡ id
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t✳

✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ne✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ✜♥✐t❡ s❛t✉r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞
t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♦✉r r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✶✹ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ UPCI ✱ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ SUPCI ✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡
t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❡❛s② t♦ s❛t✐s❢② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ♥❡❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② ❛t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧❡✈❡❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❣r♦✉♥❞✳

✺✳✷ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ TI ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇
st✉❞② t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❋✐rst❧② ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
s❛❢❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✼ ✭❙❛❢❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s❛❢❡ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
✭✶✮ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ♥♦♥✲❣r♦✉♥❞ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s(u) = t ✭r❡s♣✳ s+(u) =
t✮✱ ✇❤❡r❡ s(u) ✭r❡s♣✳ s+(u)✮ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s
s❤❛r✐♥❣ ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ✐❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ s❛❢❡❧②
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✺ ✭❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t T1 ❛♥❞ T2 ❜❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣
♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦❢ TI ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ UPCI ✳ ❆ss✉♠❡
t❤❛t ❛♥② s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(Ti) ∪ G

Ti

0 ❜② SUPCI ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ s❛❢❡✱ ❢♦r i = 1, 2✳
❚❤❡♥✱ UPCI ✐s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r T1 ∪ T2✳

❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ✐s t❤❛t ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❛❢❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡ ✐s s❛❢❡✳

✺✽



✺✳✸✳ ❙✉♠♠❛r②

✺✳✸ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢
t❤❡ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts t❤❡♦r② ✐♥t♦ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s+ ♦♣❡r❛t♦r t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s+

✜ts ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s SUPCI ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦
■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❢♦r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤❛♥❦s t♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❢♦r ✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❆s ✇❡
❝♦✉❧❞ s❡❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✼✳

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❈❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts

✻✵



❈❤❛♣t❡r ✻

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts

✻✳✶ ❉❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✻✳✶✳✶ ❚❡r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✻✳✶✳✷ ▲✐t❡r❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✻✳✶✳✸ ❈❧❛✉s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✻✳✶✳✹ ❈♦♥str❛✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✻✳✶✳✺ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✻✳✷ ❚r❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✻✳✷✳✶ ❈❧❛✉s❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✻✳✷✳✷ ❋❧❛tt❡♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✻✳✸ ❚❤❡♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✻✳✸✳✶ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✻✳✸✳✷ ❆①✐♦♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✻✳✸✳✸ ■♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✻✳✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✻✳✹✳✶ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻✳✹✳✷ ❙t❛t❡s ❢♦r r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✹✳✸ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✻✳✹✳✹ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✺ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✻✳✻ ❖r❞❡r✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✼ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✻✳✽ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✐ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ❡❛s✲
✐❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❛♥ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r ❧✐❦❡ t❤❡ ❊ ♣r♦✈❡r ❬❄❪ ♦r
❙P❆❙❙ ❬❄❪ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❛s❦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ②❡❛rs ♦❢ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ t❛s❦ ❡❛s✐❡r ❛♥♦t❤❡r q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❛
❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ♣r♦t♦t②♣❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❖✉r ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❣❡t ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s♣❡❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ▼❛✉❞❡ s②st❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s s✉♣♣♦rt
❢♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦❡② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▼❛✉❞❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s
❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ s❡❛r❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

❖✉r t♦♦❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✸✵✵✵ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✺✺ ▼❛✉❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✷ ✜❧❡s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❤❡♦r② t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛ s❡t
♦❢ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧✳

❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♠❛♥② ❋✉❧❧✲▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇♦r❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡t❛✲
❧❡✈❡❧✿

• ♠❡t❛❯♥✐❢② ❢♦r ✉♥✐❢②✐♥❣ t✇♦ t❡r♠s✱

• ♠❡t❛❳♠❛t❝❤ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ t✇♦ t❡r♠s✱

• ♠❡t❛❋r❡✇r✐t❡ ❢♦r r❡✇r✐t✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡✱

• ♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧ ❢♦r ♥❛rr♦✇✐♥❣✱

• ♠❡t❛❙❡❛r❝❤ ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ s❛t✉r❛t❡❞ s❡t ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s✱

• ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
▼❛✉❞❡ s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t✇♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞✿ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r
❖✛s❡ts✳ ❆ ❜✐❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❝❛❧❝✉❧✐✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱
❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ♦✉r t♦♦❧ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✸ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❤❡♦r② ✇✐t❤✐♥ ♦✉r t♦♦❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❞❡t❛✐❧s
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❣❡t ❛ s❛t✉r❛t❡❞ s❡t ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✻ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ r✉❧❡s ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s
❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✻✷



✻✳✶✳ ❉❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✻✳✶ ❉❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❡r♠s✱ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ▼❛✉❞❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦rt ❚❡r♠ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✜rst❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ t❤❡
▼❛✉❞❡ ❡①✐st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛t
t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ♠❡t❛✲t❡r♠s ✇✐t❤ ▼❛✉❞❡ s♦rt ❚❡r♠✳

✻✳✶✳✶ ❚❡r♠

❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉❜s♦rts ❈♦♥st❛♥t

❛♥❞ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s♦rt ❚❡r♠✳ ❈♦♥st❛♥ts ✐♥ ▼❛✉❞❡ ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♥❛♠❡ ❛♥❞ ✐ts t②♣❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✏✳✑✱ ❡✳❣✳✱ ✬❛✳▲✐sts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ▼❛✉❞❡ ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡ ❛♥❞ ✐ts t②♣❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
❛ ✏✿✑✱ ❡✳❣✳✱ ✬❛✿▲✐sts✳ ❆ t❡r♠ ♦❢ ❞❡♣t❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✐♥ ▼❛✉❞❡ ✐s ❛ q✉♦t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ❴❬❴❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✉♥❞❡rs❝♦r❡ ✐s s♦♠❡ q✉♦t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐s ❛ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s s❡♣❛r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t❡r♠ ❝❛r✭❝♦♥s✭❊✱ ❱✮✮✱
✇❤❡r❡ ❱ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts ❛♥❞ ❊ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
✬❝❛r❬❝♦♥s❬✬❊✳❊❧❡♠✱ ✬❱✿▲✐sts❪❪✳

✻✳✶✳✷ ▲✐t❡r❛❧s

❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡✇ s♦rt ▲✐t❡r❛❧ ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ▼❛✉❞❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ s♦rt ❚❡r♠✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ▼❊❚❆✲❚❊❘▼ ✭✏♣r❡❧✉❞❡✳♠❛✉❞❡✑✮✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s s♦rt ✐s ❞❡✜♥❡❞✱
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▲■❚❊❘❆▲ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ s♦rt ❚❡r♠✳

❢♠♦❞ ▲■❚❊❘❆▲ ✐s

♣r ▼❊❚❆✲❚❊❘▼ ✳

s♦rt ▲✐t❡r❛❧ ✳

♦♣ ❴❡q✉❛❧s❴ ✿ ❚❡r♠ ❚❡r♠ ✲❃ ▲✐t❡r❛❧ ❬❝♦♠♠❪ ✳

♦♣ ❴✦❂❴ ✿ ❚❡r♠ ❚❡r♠ ✲❃ ▲✐t❡r❛❧ ❬❝♦♠♠❪ ✳

❡♥❞❢♠

❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❬❝♦♠♠❪ ❞❡❝❧❛r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✜① ❜✐♥❛r② s②♠❜♦❧s ❡q✉❛❧s ❛♥❞ ✦❂ ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ❛r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳

❋♦r s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♦rt ❙❡t▲✐t ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ s♦rt
❙❡t④❳⑥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ❙❊❚④❳ ✿✿ ❚❘■❱⑥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❧✉❞❡ ♦❢ ▼❛✉❞❡✱
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✈✐❡✇ ▲✐t❡r❛❧ ❢r♦♠ ❚❘■❱ t♦ ▲■❚❊❘❆▲ ✐s

s♦rt ❊❧t t♦ ▲✐t❡r❛❧ ✳

❡♥❞✈

❢♠♦❞ ❙❊❚▲■❚ ✐s

♣r ▲■❚❊❘❆▲ ✳

♣r ❙❊❚④▲✐t❡r❛❧⑥ ✯ ✭s♦rt ❙❡t④▲✐t❡r❛❧⑥ t♦ ❙❡t▲✐t✮ ✳

❡♥❞❢♠

✻✸



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t t❤❡ s♦rt ▲✐t❡r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ s♦rt ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
❊❧t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ❚❘■❱✳ ❚❤✐s ▼❛✉❞❡ ✈✐❡✇ ✐s ♥❛♠❡❞ ▲✐t❡r❛❧✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❙❊❚▲■❚ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❙❡t④❳⑥ ❛s ❙❡t④▲✐t❡r❛❧⑥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♦rt ❙❡t▲✐t ✐s
❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦rt ❙❡t④▲✐t❡r❛❧⑥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡ts ✐♥ t❤✐s s♦rt ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t
✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇r✐tt❡♥ ❴✱❴✳ ❆ s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❡❧❡♠❡♥t ✭▲✐t❡r❛❧ ✐s ❛
s✉❜s♦rt ♦❢ ❙❡t▲✐t✮✳

✻✳✶✳✸ ❈❧❛✉s❡s

❆ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡ s♦rt ❈❧❛✉s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝❧❛✉s❡ t❤❛t t❛❦❡s
❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❢♠♦❞ ❈▲❆❯❙❊ ✐s

♣r ❙❊❚▲■❚ ✳

s♦rt ❈❧❛✉s❡ ✳

♦♣ ❝❧❛✉s❡ ✿ ❙❡t▲✐t ✲❃ ❈❧❛✉s❡ ✳

❡♥❞❢♠

✻✳✶✳✹ ❈♦♥str❛✐♥ts

❆ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❝♦♥st✭t✮ ✇❤❡r❡ t
✐s ❛ t❡r♠✳

❢♠♦❞ ❆❚❖▼■❈✲❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ✐s

♣r ▼❊❚❆✲❚❊❘▼ ✳

s♦rt ❆t♦♠✐❝❈♦♥str❛✐♥t ✳

♦♣ ❝♦♥st ✿ ❚❡r♠ ✲❃ ❆t♦♠✐❝❈♦♥str❛✐♥t ✳

❡♥❞❢♠

❚❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❛s ❢♦r s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ s❡ts ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✈✐❡✇ ❆t♦♠✐❝❈♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ ❚❘■❱ t♦ ❆❚❖▼■❈✲❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ✐s

s♦rt ❊❧t t♦ ❆t♦♠✐❝❈♦♥str❛✐♥t ✳

❡♥❞✈

❢♠♦❞ ❙❊❚❈❖◆❙❚❘ ✐s

♣r ❆❚❖▼■❈✲❈❖◆❙❚❘❆■◆❚ ✳

♣r ❙❊❚④❆t♦♠✐❝❈♦♥str❛✐♥t⑥ ✯ ✭s♦rt ❙❡t④❆t♦♠✐❝❈♦♥str❛✐♥t⑥ t♦ ❈♦♥str❛✐♥t✮ ✳

❡♥❞❢♠

❚❤❡ s♦rt ❈♦♥str❛✐♥t ✐s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦rt ❙❡t④❆t♦♠✐❝❈♦♥str❛✐♥t⑥✳

✻✹



✻✳✷✳ ❚r❛❝❡s

✻✳✶✳✺ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s

❚❤❡ s♦rt ❙❈❧❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜②

s♦rt ❙❈❧❛✉s❡ ✳

♦♣ ❴⑤⑤❴ ✿ ❈❧❛✉s❡ ❈♦♥str❛✐♥t ✲❃ ❙❈❧❛✉s❡ ✳

♦♣ ❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡ ✿ ✲❃ ❙❈❧❛✉s❡ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✜① ♦♣❡r❛t♦r ⑤⑤ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t
♦❢ s♦rt ❈♦♥str❛✐♥t✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❝❧❛✉s❡✭✬❳✿▲✐sts ❡q✉❛❧s ✬❜✿▲✐sts✮ ⑤⑤ ❝♦♥st✭✬❜✿▲✐sts✮

✇❤❡r❡ ❳ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✱ ❛♥❞ b ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

❆♥ ❛①✐♦♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ t❤❡ ❛①✐♦♠ car(cons(X, Y )) = X ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✿

❝❧❛✉s❡✭✬❝❛r❬✬❝♦♥s❬✬❳✿❊❧❡♠✱✬❨✿▲✐sts❪❪ ❡q✉❛❧s ✬❳✿❊❧❡♠✮ ⑤⑤ ❡♠♣t②

✻✳✷ ❚r❛❝❡s

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r t♦♦❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ tr❛❝❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❡❞ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛t ❡❛❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✐s tr❛❝❡
❤❡❧♣s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
t❤❡ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ r❡♣❧❛② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❛❧❧② ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❊❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❝❛rr✐❡s ✐ts tr❛❝❡✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t♦♥
r✉❧❡✿

C ∨ l[u′] ⊲⊳ r‖ϕ D ∨ u = t‖ψ
σ(C ∨D ∨ l[t] ⊲⊳ r‖ϕ ∧ ψ)

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

s✉♣✭C1✱ C2✱ u✱ l[u′]✱ Ctx✮ ❣✐✈❡s C3

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ C3 = σ(C ∨ D ∨ l[t] ⊲⊳ r‖ϕ ∧ ψ) ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s C1 = (C ∨ l[u′] ⊲⊳ r‖ϕ) ❛♥❞ C2 = (D ∨ u = t‖ψ) ❜② s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡
t❡r♠ u ❢r♦♠ C2 ✐♥ t❤❡ t❡r♠ l[u′] ❢r♦♠ C1 ❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t Ctx = l[ ]✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣
❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡ s♦rts ❙❚r❛❝❡ ❛♥❞ ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ♦❢ tr❛❝❡s ❛♥❞ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜②

✻✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

s♦rt ❙❚r❛❝❡ ✳

s♦rt ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

s✉❜s♦rt ❙❈❧❛✉s❡ ❁ ❙❚r❛❝❡ ✳

♦♣ s✉♣ ✿ ❙❚r❛❝❡ ❙❚r❛❝❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✲❃ ❙❚r❛❝❡ ✳

♦♣ s✉♣ ✿ ❙❚r❛❝❡ ❙❚r❛❝❡ ❚❡r♠ ❚❡r♠ ❈♦♥t❡①t ✲❃ ❙❚r❛❝❡ ✳

♦♣ r❡❢❧ ✿ ❙❚r❛❝❡ ✲❃ ❙❚r❛❝❡ ✳

♦♣ ❡❢ ✿ ❙❚r❛❝❡ ✲❃ ❙❚r❛❝❡ ✳

♦♣ s✐♠♣❧ ✿ ❙❚r❛❝❡ ❙❚r❛❝❡ ✲❃ ❙❚r❛❝❡ ✳

♦♣ ❴❣✐✈❡s❴ ✿ ❙❚r❛❝❡ ❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❚❤❡ s✉❜s♦rt ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛s tr❛❝❡s✳ ■t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❛①✐♦♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ✐ts tr❛❝❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ❛♥❞ ✻✳✸✳✸✮✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs s✉♣✱ r❡❢❧ ❛♥❞ ❡❢ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ tr❛❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✐♥❣✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r s✉♣
❤❛s t✇♦ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦r❡ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐t st♦r❡s t✇♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
■t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✿ ■t s❤♦✇s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡
tr❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ t❡r♠s t♦ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✸✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r s✐♠♣❧ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ tr❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ ❝❧❛✉s❡ ❜✉t r❡✇r✐t❡s ✐t ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥✜① ♦♣❡r❛t♦r
❣✐✈❡s ❜✉✐❧❞s ❛ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❢r♦♠ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ s♦rt ❙❚r❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡✳

❚❤❡ s♦rt ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ♦❢ s❡ts ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛② ❛s t❤❡ s♦rt ❙❡t▲✐t ♦❢ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛❝❡ s✉♣ t❤❛t st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r♣♦✲
s✐t✐♦♥ r✉❧❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✿ ❛♥ ❛①✐♦♠

❝❧❛✉s❡✭❧❡♥✭❝♦♥s✭❳✱❨✮✮ ❂ s✉❝❝✭❧❡♥✭❨✮✮✮ ⑤⑤ ❡♠♣t② ❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭❧❡♥✭❝♦♥s✭❳✱❨✮✮ ❂ s✉❝❝✭❧❡♥✭❨✮✮✮ ⑤⑤ ❡♠♣t②

❛♥❞ ❛ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❢r♦♠ G0

❝❧❛✉s❡✭❝♦♥s✭❡✱❛✮ ❂ ❜✮ ⑤⑤ ❝♦♥st✭❡✱❛✱❜✮ ❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭❝♦♥s✭❡✱❛✮ ❂ ❜✮ ⑤⑤ ❝♦♥st✭❡✱❛✱❜✮

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧❛✉s❡s ②✐❡❧❞s ❛ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠

s✉♣✭

❝❧❛✉s❡✭❧❡♥✭❝♦♥s✭❳✱❨✮✮ ❂ s✉❝❝✭❧❡♥✭❨✮✮✮ ⑤⑤ ❡♠♣t②✱

✻✻



✻✳✷✳ ❚r❛❝❡s

❝❧❛✉s❡✭❝♦♥s✭❡✱❛✮ ❂ ❜✮ ⑤⑤ ❝♦♥st✭❡✱❛✱❜✮✱

❝♦♥s✭❡✱❛✮✱

❧❡♥✭❝♦♥s✭❳✱❨✮✮✱

❧❡♥✭❬❪✮

✮ ❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭❧❡♥✭❜✮ ❂ s✉❝❝✭❧❡♥✭❛✮✮✮ ⑤⑤ ❝♦♥st✭❛✱❜✮

❋r♦♠ t❤✐s tr❛❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♣❡r♣♦s✐♥❣
t❤❡ t❡r♠ ❝♦♥s✭❡✱❛✮ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ❧❡♥✭❝♦♥s✭❳✱❨✮✮ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t
❧❡♥✭❬❪✮✳

✻✳✷✳✶ ❈❧❛✉s❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣

❆t ♦♥❡ ♣♦✐♥t t❤❡ tr❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ s♦ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❤❡❛✈② t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥r❡❛❞❛❜❧❡✳ ❚❤❛t
✐s ✇❤②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ t❤❡
tr❛❝❡ ❜② t❤❡✐r ❧❛❜❡❧s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s■♥❞❡① ❞♦❡s ✐t✳ ■t ❣✐✈❡s ❛ ♥✉♠❜❡r t♦ ❡❛❝❤ tr❛❝❡❞
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♦♣ ❣✐✈❡s■♥❞❡① ✿ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ◆❛t ✲❃ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❡q ❣✐✈❡s■♥❞❡①✭❡♠♣t②✱ ◆✮ ❂ ❡♠♣t② ✳

❡q ❣✐✈❡s■♥❞❡①✭✭❚r ❣✐✈❡s ❙❈✱ ❙❚❙❈✮✱ ◆✮ ❂

❚r ❣✐✈❡s ❙❈ ❛s ◆✱ ❣✐✈❡s■♥❞❡①✭❙❚❙❈✱ ◆ ✰ ✶✮ ✳

❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡♠♣t② s❡t ✐❢ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐s
❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦✜❧❡✿

♦♣ ❴❣✐✈❡s❴❛s❴ ✿ ❙❚r❛❝❡ ❙❈❧❛✉s❡ ◆❛t ✲❃ ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✉♥❞❡rs❝♦r❡ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ❆❢t❡r ✐♥❞❡①✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ r✉❧❡s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ tr❛❝❡s ❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞✿

r❧ ❬✐♥✐t✐❛❧❪ ✿ ❙❈✶ ❣✐✈❡s ❙❈✶ ❛s ◆ ❂❃ ❙❈✶ ❛s ◆ ✳

❝r❧ ❬tr❛❝❡❪ ✿ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❙❈✶ ❛s ◆✶✱ ❚r✷ ❣✐✈❡s ❙❈✷ ❛s ◆✷ ❂❃

❚r✶ ❣✐✈❡s ❙❈✶ ❛s ◆✶✱

♥❡✇❚r❛❝❡✭❚r✶ ❣✐✈❡s ❙❈✶ ❛s ◆✶✱ ❚r✷✮ ❣✐✈❡s ❙❈✷ ❛s ◆✷

✐❢ ♠❋r✭❚r✶ ❣✐✈❡s ❙❈✶ ❛s ◆✶✱ ❚r✷✮ ❂✴❂ ❢❛✐❧✉r❡ ✳

❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❙❈✶

❣✐✈❡s ❙❈✶ ❛s ◆ ❜② tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❙❈✶ ❛s ◆✱ ✇❤❡r❡ ❙❈✶ ✐s ❛
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ◆ ✐s ✐ts ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡ tr❛❝❡ ♠❛❦❡s ♦♥❡ st❡♣ t♦✇❛r❞s
✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ❚r✷ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❜② t❤❡ tr❛❝❡ ❚r✶ ♦❢ t❤❡
✜rst tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ❚r✶ ✐♥ ❚r✷ ✇✐t❤ ✐ts ❧❛❜❡❧ ✭♥✉♠❜❡r✮
◆✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❋r t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ▼❛✉❞❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❋r❡✇r✐t❡✳

✻✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✻✳✷✳✷ ❋❧❛tt❡♥✐♥❣

❚♦ ❣❡t ❢✉❧❧② ✢❛tt❡♥❡❞ tr❛❝❡s✱ ✐✳❡✳ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ ♥♦ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱
✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤P t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❙❡❛r❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ✬✯

♣❛r❛♠❡t❡r✳

♦♣ s❡❛r❝❤P ✿ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ◆❛t ✲❃ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❡q s❡❛r❝❤P✭❙❚❙❈✱ ◆✮ ❂ ❞♦✇♥❚❡r♠✭❣❡t❚❡r♠✭

♠❡t❛❙❡❛r❝❤✭✉♣▼♦❞✉❧❡✭✬❚❘❆❈❊✱ ❢❛❧s❡✮✱ ✉♣❚❡r♠✭❙❚❙❈✮✱

✬❙✿❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡✱ ♥✐❧✱ ✬✯✱ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ◆✮✮✱ ❡rr♦r❚r✮ ✳

■t tr✐❡s t♦ r❡❛❝❤ ◆✲t❤ s❡t ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❚❙❈✱
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ r✉❧❡s✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛tP ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ✜① ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ s❡t ♦❢ tr❛❝❡❞
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✇✐t❤ ✢❛tt❡♥❡❞ tr❛❝❡s✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ❝❧❛✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐t❡♥ ❜② ✐ts ❧❛❜❡❧✱ ✐t
r❡t✉r♥s t❤❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ s❡t✳

♦♣ s❛tP ✿ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❡q s❛tP✭❙❚❙❈✮ ❂

✐❢ s❡❛r❝❤P✭❙❚❙❈✱ ✶✮ ❂❂ ❡rr♦r❚r

t❤❡♥ ❙❚❙❈

❡❧s❡

✐❢ s❡❛r❝❤P✭❙❚❙❈✱ ✶✮ ❂✴❂ ❙❚❙❈

t❤❡♥ s❛tP✭s❡❛r❝❤P✭❙❚❙❈✱ ✶✮✮

❡❧s❡ ❙❚❙❈

❢✐

❢✐ ✳

✻✳✸ ❚❤❡♦r✐❡s

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ s❡t G0 ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s
❛♥❞ t❤❡ s❡t Ax ♦❢ ❛①✐♦♠s✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❛ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✜❧❡ ❢♦r ✐ts
s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛ ✜❧❡ ❢♦r ✐ts s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s✱ ❛♥❞ ❛ ✜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳
▲❡t ✉s s❤♦✇ ✇❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥s✳

✻✳✸✳✶ ❙✐❣♥❛t✉r❡

❚♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦rts ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡ s❡t ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♦♥ s②♠❜♦❧s✳

❙♦rts

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ▼❛✉❞❡ ✐s ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞✱ ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ s✉❜s♦rt ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧✉s SPC ✐s ♠❛♥②✲s♦rt❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s♦rts ✐♥ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ s♦rts S = {❧✐sts,❡❧❡♠, ✐♥ts} ❛♥❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ = {car : ❧✐sts → ❡❧❡♠, cdr : ❧✐sts → ❧✐sts, cons : ❡❧❡♠ ×

✻✽



✻✳✸✳ ❚❤❡♦r✐❡s

❧✐sts → ❧✐sts, len : ❧✐sts → ✐♥t, s : ✐♥t → ✐♥t}✳ ❚❤❡ s♦rts ❧✐sts✱ ❡❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥ts ❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❙❖❘❚ ❜② t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥

s♦rts ▲✐sts ❊❧❡♠ ■♥ts ✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦ s✉❜s♦rt r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ▼❛✉❞❡ s♦rts✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r✲s♦rt❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ▼❛✉❞❡ ✭♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✮
❜❡❤❛✈❡ ❛s ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ▼❛✉❞❡ s♦rts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ S✳

❲❡ t❛❦❡ ♣r♦✜t ♦❢ s✉❜s♦rt✐♥❣ ❜② ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ▼❛✉❞❡ s♦rts ❛s s✉❜s♦rts ♦❢ ❛ ♥❡✇
s♦rt✱ ♥❛♠❡❞ ❚♦♣s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

s♦rt ❚♦♣s ✳

s✉❜s♦rts ▲✐sts ❊❧❡♠ ■♥ts ❁ ❚♦♣s ✳

❚❤❡ s♦rt ❚♦♣s ✐s ❛ ♠❛✐♥ s♦rt ✐♥ ♦✉r t♦♦❧✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s♦rt ❢♦r ✉♥s♦rt❡❞ t❤❡♦r✐❡s
t♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ✏s✉♣❡r✑ s♦rt ❢♦r ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ t❤❡♦r✐❡s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ s♦rt ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t❤❡♦r②✳

❋✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s

❆ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❙■●◆❆❚❯❘❊ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛♥②✲
s♦rt❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡

♦♣ ❝❛r ✿ ▲✐sts ✲❃ ❊❧❡♠ ✳

♦♣ ❝❞r ✿ ▲✐sts ✲❃ ▲✐sts ✳

♦♣ ❝♦♥s ✿ ❊❧❡♠ ▲✐sts ✲❃ ▲✐sts ✳

♦♣ ❧❡♥ ✿ ▲✐sts ✲❃ ■♥ts ✳

♦♣ s✉❝❝ ✿ ■♥ts ✲❃ ■♥ts ✳

✇❤❡r❡ s✉❝❝ st❛♥❞s ❢♦r s✳ ❚❤❡ ✉♥s♦rt❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
s②♠❜♦❧s ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ s♦rt✳ ■ts s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜②

♦♣ ❝❛r ✿ ❚♦♣s ✲❃ ❚♦♣s ✳

♦♣ ❝❞r ✿ ❚♦♣s ✲❃ ❚♦♣s ✳

♦♣ ❝♦♥s ✿ ❚♦♣s ❚♦♣s ✲❃ ❚♦♣s ✳

♦♣ ❧❡♥ ✿ ❚♦♣s ✲❃ ❚♦♣s ✳

♦♣ s✉❝❝ ✿ ❚♦♣s ✲❃ ❚♦♣s ✳

Pr❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r

❆ ♠♦❞✉❧❡ P❘❊❈❊❉❊◆❈❊ ❞❡❝❧❛r❡s t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤✐s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ✐s
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ❧✐st ♦❢ q✉♦t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ♥❛♠❡❞ ❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❧✐st ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜②

♦♣ ❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s ✿ ✲❃ ◗✐❞▲✐st ✳

❡q ❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s ❂ ✭✬❝♦♥s ✬❝❞r ✬❝❛r ✬❝✳▲✐sts ✬❝✳❊❧❡♠ ✬❧❡♥ ✬❝✳■♥ts ✬s✉❝❝✮ ✳

❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ s♦rt s ∈ S✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❡①✐st ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤✐s s♦rt ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡✱ ❡✳❣✳✱ ✬❝✳▲✐sts ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

❚❤✐s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✻✮✳

✻✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✻✳✸✳✷ ❆①✐♦♠s

❆♥ ❛①✐♦♠ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❡♠♣t②✳ ❆ tr❛❝❡❞ ❛①✐♦♠ ✐s ❛ tr❛❝❡❞
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✇❤♦s❡ tr❛❝❡ ✐s t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐ts❡❧❢✳ ❙✐♥❝❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
✉s❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s ✐♥ t❤❡✐r r✉❧❡s✱ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤❡r❡
s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✭s✉❝❤ ❛s ❙❯❇❙❯▼✲❆❯❳✲❋❈❚
❛♥❞ ❙■▼P▲✲❆❯❳✲❋❈❚✮✱ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❡✇

✈✐❡✇ ❆①✲✈✐❡✇ ❢r♦♠ ❚❍❆❳■❖▼❙ t♦ ❆❳✲▼❖❉ ✐s

♦♣ ❛① t♦ ❛① ✳

❡♥❞✈

❚❤✐s ✈✐❡✇ ♠❛♣s ❡♥t✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡♦r② ✭t❤❡ t❤❡♦r② ❚❍❆❳■❖▼❙ t❤❛t ❞❡❝❧❛r❡s t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ❛①✮

❢t❤ ❚❍❆❳■❖▼❙ ✐s

♣r ❙❊❚✲❙❈▲❆❯❙❊✲❚❘❆❈❊ ✳

♦♣ ❛① ✿ ✲❃ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❡♥❞❢t❤

t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞✉❧❡ ✭t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❆❳✲▼❖❉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ❛① ✐s ❞❡✜♥❡❞✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❢♠♦❞ ❆❳✲▼❖❉ ✐s

♣r ❙❊❚✲❙❈▲❆❯❙❊✲❚❘❆❈❊ ✳

♦♣ ❛① ✿ ✲❃ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❡q ❛① ❂ ✭

❝❧❛✉s❡✭✬❳✶✿❊❧❡♠ ❡q✉❛❧s ✬❝❛r❬✬❝♦♥s❬✬❳✶✿❊❧❡♠✱✬❨✶✿▲✐sts❪❪✮ ⑤⑤ ❡♠♣t② ❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭✬❳✶✿❊❧❡♠ ❡q✉❛❧s ✬❝❛r❬✬❝♦♥s❬✬❳✶✿❊❧❡♠✱✬❨✶✿▲✐sts❪❪✮ ⑤⑤ ❡♠♣t②✱

❝❧❛✉s❡✭✬❳✷✿▲✐sts ❡q✉❛❧s ✬❝❞r❬✬❝♦♥s❬✬❨✷✿❊❧❡♠✱✬❳✷✿▲✐sts❪❪✮ ⑤⑤ ❡♠♣t② ❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭✬❳✷✿▲✐sts ❡q✉❛❧s ✬❝❞r❬✬❝♦♥s❬✬❨✷✿❊❧❡♠✱✬❳✷✿▲✐sts❪❪✮ ⑤⑤ ❡♠♣t②✱

❝❧❛✉s❡✭✬❧❡♥❬✬❝♦♥s❬✬❳✸✿❊❧❡♠✱ ✬❨✸✿▲✐sts❪❪ ❡q✉❛❧s ✬s✉❝❝❬✬❧❡♥❬✬❨✸✿▲✐sts❪❪✮

⑤⑤ ❡♠♣t② ❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭✬❧❡♥❬✬❝♦♥s❬✬❳✸✿❊❧❡♠✱ ✬❨✸✿▲✐sts❪❪ ❡q✉❛❧s ✬s✉❝❝❬✬❧❡♥❬✬❨✸✿▲✐sts❪❪✮

⑤⑤ ❡♠♣t②

✮ ✳

❡♥❞❢♠

✇❤❡r❡ ❳✶✱ ❨✷ ❛♥❞ ❳✸ ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ ❛♥❞ ❨✶✱ ❳✷ ❛♥❞
❨✸ ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs t♦
❞❡❝❧❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♠♦❞✉❧❡ s✉❝❤ ❛s ❙❯❇❙❯▼✲❆❯❳✲❋❈❚④❳ ✿✿ ❚❍❆❳■❖▼❙⑥ ✐s
✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ♣r ❙❯❇❙❯▼✲❆❯❳✲❋❈❚④❆①✲✈✐❡✇⑥✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ✐♥
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r✐♥❣ s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❡s ❣❧♦❜❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡✳

✼✵



✻✳✹✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

✻✳✸✳✸ ■♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ■◆■❚✲❙❊❚✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✱ ✇❤♦s❡ tr❛❝❡ ✐s t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✐s ❞❡✲
♥♦t❡❞ ❜② ❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛❝❡❞ ❡♠♣t② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡ ❣✐✈❡s ❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡✳ ❆♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡s ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡❧♦✇✿

❢♠♦❞ ■◆■❚✲❙❊❚ ✐s

♣r ❙❊❚✲❙❈▲❆❯❙❊✲❚❘❆❈❊ ✳

♦♣ ✐♥✐t❙❡t ✿ ✲❃ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❡q ✐♥✐t❙❡t ❂ ✭

❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡ ❣✐✈❡s ❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡✱

❝❧❛✉s❡✭✬❣✿▲✐sts ✦❂ ✬❢✿▲✐sts✮ ⑤⑤ ✭❝♦♥st✭✬❣✿▲✐sts✮✱ ❝♦♥st✭✬❢✿▲✐sts✮✮ ❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭✬❣✿▲✐sts ✦❂ ✬❢✿▲✐sts✮ ⑤⑤ ✭❝♦♥st✭✬❣✿▲✐sts✮✱ ❝♦♥st✭✬❢✿▲✐sts✮✮✱

❝❧❛✉s❡✭✬❝❛r❬✬❡✿▲✐sts❪ ❡q✉❛❧s ✬❦✿❊❧❡♠✮ ⑤⑤ ✭❝♦♥st✭✬❡✿▲✐sts✮✱ ❝♦♥st✭✬❦✿❊❧❡♠✮✮

❣✐✈❡s

❝❧❛✉s❡✭✬❝❛r❬✬❡✿▲✐sts❪ ❡q✉❛❧s ✬❦✿❊❧❡♠✮ ⑤⑤ ✭❝♦♥st✭✬❡✿▲✐sts✮✱ ❝♦♥st✭✬❦✿❊❧❡♠✮✮✱

✳✳✳

✮ ✳

❡♥❞❢♠

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❜②

❢♠♦❞ ❚❍❊❖❘❨ ✐s

♣r ❆❳✲▼❖❉ ✳

♣r ■◆■❚✲❙❊❚ ✳

♦♣ t❤▲✐st ✿ ✲❃ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❡q t❤▲✐st ❂ ✭❛①✱ ✐♥✐t❙❡t✮ ✳

❡♥❞❢♠

✻✳✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ SPC✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤✐s
❡♥❝♦❞✐♥❣✿ ✶✮ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✷✮ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣
st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥t♦ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❝♦♥t✐♥✉❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❤♦s❡ ❢❛✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
st❛t❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r✉❧❡s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s✳

✼✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✻✳✹✳✶ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s

❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ SPC ❛♥❞ SUPCI ✱
♥❛♠❡❧② ❚❛✉t♦❧♦❣②✱ ❉❡❧❡t✐♦♥✱ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥✲
❝♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r SPC ❛♥❞ ❢♦r SUPCI ✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r SUPCI ✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛❧❧❡❞
❈❖◆❚❘✳

❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② ✐s s✐♠♣❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡

r❧ ❬t❛✉t♦❧♦❣②❪ ✿ ❚r ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✱ ❯ ❡q✉❛❧s ❯✮✮ ⑤⑤ P❤✐ ❂❃ ❡♠♣t② ✳

✇❤❡r❡ ❚r ✐s ❛ ❝❧❛✉s❡ tr❛❝❡✱ ❙▲ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❯ ✐s ❛ t❡r♠ ❛♥❞ P❤✐ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❉❡❧❡t✐♦♥ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡

❝r❧ ❬❞❡❧❪ ✿ ❚r ❣✐✈❡s ❈ ⑤⑤ P❤✐ ❂❃ ❡♠♣t②

✐❢ ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✭P❤✐✮ ❂❂ ❢❛❧s❡ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❤♦❧❞s✱ ✐✳❡✳ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t❡r♠s ✐t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ■t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

♦♣ ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t ✿ ❈♦♥str❛✐♥t ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✭❡♠♣t②✮ ❂ tr✉❡ ✳

❡q ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✭✭❝♦♥st✭❯✮✱ P❤✐✮✮ ❂

✐s❱❛r✐❛❜❧❡✭❯✮ ❛♥❞ ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✭P❤✐✮ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❱❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦r ♥♦t✳

✈❛r ❱r ✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✳

♦♣ ✐s❱❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❚❡r♠ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ✐s❱❛r✐❛❜❧❡✭❱r✮ ❂ tr✉❡ ✳

❡q ✐s❱❛r✐❛❜❧❡✭❚✮ ❂ ❢❛❧s❡ ❬♦✇✐s❡❪ ✳

❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ ✉s❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛① ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✮ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡♦r②✳

❝r❧ ❬s✉❜s✉♠✶❪ ✿ ❚r ❣✐✈❡s ❈ ⑤⑤ P❤✐ ❂❃ ❡♠♣t②

✐❢ ❛① ✐s❙✉❜s✉♠ ✭❚r ❣✐✈❡s ❈ ⑤⑤ P❤✐✮ ✳

❚❤❡ r✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❈ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜s✉♠❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ✐♥
❛①✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❙✉❜s✉♠ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✼✷



✻✳✹✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

♦♣ ❴✐s❙✉❜s✉♠❴ ✿ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ❡♠♣t② ✐s❙✉❜s✉♠ ❈✬ ❂ ❢❛❧s❡ ✳

❡q ✭❚r ❣✐✈❡s ❙❈✶✱ ❙❚❙❈✮ ✐s❙✉❜s✉♠ ❈✬ ❂

❝❧❛✉s❡▼❛t❝❤✭❙❈✶✱ ❈✬✮ ♦r ✭❙❚❙❈ ✐s❙✉❜s✉♠ ❈✬✮ ✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧❛✉s❡▼❛t❝❤ ❝❛❧❧s t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❳♠❛t❝❤ t❤❛t tr✐❡s t♦ ♠❛t❝❤ t✇♦
❝❧❛✉s❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❡r♠s✳

❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳

❝r❧ ❬s✉❜s✉♠✷❪ ✿ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❈✶ ⑤⑤ P❤✐✶✱ ❚r✷ ❣✐✈❡s ❈✷ ⑤⑤ P❤✐✷

❂❃ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❈✶ ⑤⑤ P❤✐✶

✐❢ ✐s❘❡♥❛♠❡✭❈✶ ⑤⑤ P❤✐✶✱ ❈✷ ⑤⑤ P❤✐✷✮ ✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ ♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

❝r❧ ❬s✉❜s✉♠✸❪ ✿ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❈✶ ⑤⑤ P❤✐✶✱ ❚r✷ ❣✐✈❡s ❈✷ ⑤⑤ P❤✐✷

❂❃ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❈✶ ⑤⑤ P❤✐✶

✐❢ ✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡✭❈✶ ⑤⑤ P❤✐✶✱ ❈✷ ⑤⑤ P❤✐✷✮ ✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❈✷ ⑤⑤

P❤✐✷ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❈✶ ⑤⑤ P❤✐✶ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✉s❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✉s❡
✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♠❡t❛❳♠❛t❝❤ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ s♦rt ▼❛t❝❤P❛✐r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛
❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❘❡♥❛♠❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡ ❡①❝❡♣t t❤❛t
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐t ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ✏♠❛t❝❤✐♥❣✑ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡

❚❤❡ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s ✐t t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡
t❤❛♥❦s t♦ s♦♠❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛①✐♦♠✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ❛①✳

✈❛r ♥❡✇❚❈ ✿ ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✳

❝r❧ ❬s✐♠♣❧❪ ✿ ❚r ❣✐✈❡s ❈ ⑤⑤ P❤✐

❂❃ s✐♠♣❧✭❚r✱ ❛①❚r✮ ❣✐✈❡s ♥❡✇❈ ⑤⑤ ♥❡✇P❤✐

✐❢ ♥❡✇❚❈ ✿❂ ❛♣♣❧②❯♥✐t❆①✭❈✱ P❤✐✱ ❛①✮ ✴❭

♥❡✇❚❈ ❂✴❂ ◆♦❙✐♠♣❧ ✴❭

❛①❚r ❣✐✈❡s ♥❡✇❈ ⑤⑤ ♥❡✇P❤✐ ✿❂ ♥❡✇❚❈ ✳

✼✸



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧②❯♥✐t❆① ❝♦♥s✐❞❡rs ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❈ ❛♥❞ tr✐❡s t♦ r❡✇r✐t❡ ✐t ✐♥t♦
❛ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛①✐♦♠s ❢r♦♠ ❛①✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ▼❛✉❞❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❳♠❛t❝❤ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱
✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡ ❛t t❤❡ r✐❣❤t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♣♣❧②❯♥✐t❆① r❡t✉r♥s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✇❤♦s❡ tr❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛①✐♦♠✳ ■❢
❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧②❙✐♠♣❧ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ◆♦❙✐♠♣❧ ♦❢
s♦rt ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡✳

❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r SPC

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ♦❢ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r SPC ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝r❧ ❬s❞✶❪ ✿ ❚r ❣✐✈❡s ❈ ⑤⑤ P❤✐ ❂❃ ❡♠♣t②

✐❢ s❞✶❈♦♥❞✭❈ ⑤⑤ P❤✐✮ ✳

■t r❡♠♦✈❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♣t❤ 0✳
■♥ s✉❝❤ ❧✐t❡r❛❧s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❞✶❈♦♥❞ ❝❤❡❝❦s
t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

♦♣ s❞✶❈♦♥❞ ✿ ❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q s❞✶❈♦♥❞✭❝❧❛✉s❡✭❙▲✮ ⑤⑤ P❤✐✮ ❂

✐❢ ❛r✐t②❙▲✭❙▲✮ ❃ ✶ ❛♥❞ ❞❡♣t❤❙▲✭❙▲✮ ❂❂ ✵ t❤❡♥

❝♦♥st✫❝♦♥str❱❛rs✭❙▲✱ P❤✐✮ ❡❧s❡ ❢❛❧s❡ ❢✐ ✳

■♥ ♦r❞❡r t❤✐s r✉❧❡ t♦ ❛♣♣❧②✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛✉s❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s
t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r✐t②❙▲✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣t❤❙▲ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r
❛❧❧ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛✉s❡ ❛r❡ ♦❢ ❞❡♣t❤ 0✳ ■❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st✫❝♦♥str❱❛rs ✈❡r✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞
❞✐s❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞✴♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r P❤✐ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r SPC

❝r❧ ❬s❞✷❪ ✿ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❉✬ ⑤⑤ P❤✐✬✱

❚r ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭✭❉✱ ▲✱ ❙▲✮✮ ⑤⑤ P❤✐ ❂❃

❚r✶ ❣✐✈❡s ❉✬ ⑤⑤ P❤✐✬

✐❢ s❞✷❈♦♥❞✭❉✬ ⑤⑤ P❤✐✬✱ ❉✱ P❤✐✱ ❙▲✱ ▲✮ ✳

r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t r❡♠♦✈❡s ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s♦♠❡
❧✐t❡r❛❧ ▲✱ s♦♠❡ s❡ts ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❉ ❛♥❞ ❙▲ ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣t②✮✱ ✐❢

• ▲ ✐s ❛ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ ❉ ∨ ▲✱

• ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❉ ❛♥❞ ▲ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❉✬ ⑤⑤ P❤✐✬✱ ❛♥❞

• ❡❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ ❙▲ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ▲✳

✼✹



✻✳✹✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

♦♣ s❞✷❈♦♥❞ ✿ ❙❈❧❛✉s❡ ❙❡t▲✐t ❈♦♥str❛✐♥t ❙❡t▲✐t ▲✐t❡r❛❧ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q s❞✷❈♦♥❞✭❉✬ ⑤⑤ P❤✐✬✱ ❉✱ P❤✐✱ ❙▲✱ ▲✮ ❂

✐❢ ✐s▼❛①✭▲✱ P❤✐✱ ❉✮ ❂❂ ❢❛❧s❡ ❛♥❞

✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡✭❉✬ ⑤⑤ P❤✐✬✱ ✭✭❉✱ ▲✮✮✱ P❤✐✮ ❛♥❞

✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡❙❡t✭▲✱ ❙▲✱ P❤✐✮ t❤❡♥

tr✉❡

❡❧s❡ ❢❛❧s❡ ❢✐ ✳

❆❧❧ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧✐t②
♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s▼❛①✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❉ ❛♥❞ ▲ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❉✬
⑤⑤ P❤✐✬✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡
❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡❙❡t r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ❙▲ ❛r❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ▲✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❊❧❡♠❡♥t❛r②■♥st❛♥❝❡✳

❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ ❢♦r SUPCI

❚❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r SUPCI ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❛✉❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡

❝r❧ ❬s❞❡❧❪ ✿ ▲ ⑤⑤ P❤✐✶✱ ▲✬ ⑤⑤ P❤✐✷ ❂❃ ▲✬ ⑤⑤ P❤✐✷

✐❢ s❞❡❧❈♦♥❞✭▲ ⑤⑤ P❤✐✶✱ ▲✬ ⑤⑤ P❤✐✷✮ ✳

■t ❧❡❛✈❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡
s❞❡❧❈♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿ ❛✮ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ▲ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ s ❢✉♥❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧✱ ❜✮ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ▲✬ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ s+ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧✱ ❝✮ ❛❢t❡r
r❡♣❧❛❝✐♥❣ s ✇✐t❤ s+ ✐♥ ▲ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ❜② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❢▲✐t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✱
❧✐t❡r❛❧s ▲ ❛♥❞ ▲✬ ❛r❡ r❡♥❛♠✐♥❣s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❢▲✐t ✭♥❢▲✐t ✿ ▲✐t❡r❛❧ ✲❃ ▲✐t❡r❛❧✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡s ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❧✐t❡r❛❧✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❢ ✭♦♣ ♥❢ ✿ ❚❡r♠ ✲❃

❚❡r♠✮ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡✇r✐t❡
s②st❡♠ Rs+ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳

❘❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r SUPCI

❚❤❡ ❘✶ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✿

❝r❧ ❬r❡❞✶❪ ✿

✬s✉❝❝❬❯❪ ❡q✉❛❧s ✬s✉❝❝❬❯✬❪ ⑤⑤ P❤✐ ❂❃ ❯ ❡q✉❛❧s ❯✬ ⑤⑤ P❤✐

✐❢ ✐s●r♦✉♥❞✭❯✱ P❤✐✮ ❛♥❞ ✐s●r♦✉♥❞✭❯✬✱ P❤✐✮ ✳

❚❤✐s r✉❧❡ r❡♠♦✈❡s t❤❡ r♦♦t s②♠❜♦❧ ✐♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ✐❢ t❤✐s r♦♦t s②♠❜♦❧ ✐s ✬s✉❝❝
✭✬s✉❝❝ st❛♥❞s ❢♦r s✮ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜t❡r♠s ❯ ❛♥❞ ❯✬ ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s ✇✳r✳t✳ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐✳❡✳
❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❯ ❛♥❞ ❯✬ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s●r♦✉♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

♦♣ ✐s●r♦✉♥❞ ✿ ❚❡r♠ ❈♦♥str❛✐♥t ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ✐s●r♦✉♥❞✭❚✱ P❤✐✮ ❂ ✈❛rs✭❚✮ ✐♥❚▲ ✈❛rs❖❢❙❈✭P❤✐✮ ✳

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❡r♠ ❚ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t
P❤✐✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❚▲ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❛✉❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❘✷ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳

❝r❧ ❬r❡❞✷❪ ✿

✬s✉❝❝❬❯❪ ❡q✉❛❧s ❚ ⑤⑤ P❤✐✶✱ ✬s✉❝❝❬❱❪ ❡q✉❛❧s ❚ ⑤⑤ P❤✐✷ ❂❃

✬s✉❝❝❬❱❪ ❡q✉❛❧s ❚ ⑤⑤ P❤✐✷✱

❯ ❡q✉❛❧s ❱ ⑤⑤ ❝❧❡❛♥❈♦♥str❛✐♥t✭❯✱ ❱✱ P❤✐✶✱ P❤✐✷✮

✐❢ ✐s●r♦✉♥❞✭❯✱ P❤✐✶✮ ❛♥❞ ✐s●r♦✉♥❞✭❱✱ P❤✐✷✮ ❛♥❞

✐s●r♦✉♥❞✭❚✱ P❤✐✶✮ ❛♥❞ ❣t▲P❖✭✬s✉❝❝❬❯❪✱ P❤✐✶✱ ❚✮ ❛♥❞

❣t▲P❖✭✬s✉❝❝❬❱❪✱ P❤✐✷✱ ❚✮ ❛♥❞ ❣t▲P❖✭❯✱ ✭P❤✐✶✱ P❤✐✷✮✱ ❱✮ ✳

❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ > ♦♥ t❡r♠s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ r✉❧❡ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ gtLPO

s✉❝❤ t❤❛t gtLPO(u, Phi, t) = true ✐✛ u > t ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r Phi t❤❛t ❝♦❧✲
❧❡❝ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧❡❛♥❈♦♥str❛✐♥t ❛✐♠s ❛t r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦ ♦❝❝✉r ✐♥ u = v✳

✻✳✹✳✷ ❙t❛t❡s ❢♦r r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧

❙✐♥❝❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦♥❡s✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❆♥ ❡①♣❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦
❝♦♥tr♦❧ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬▼❖▼❱✵✺✱ ❊▼❖▼❱✵✼❪✱
❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋✉❧❧ ▼❛✉❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✺❜
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♥❛rr♦✇✐♥❣ ✭s❡❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❙❡❝t✳ ✻✳✹✳✸✮✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ r✉❧❡s ✇✐t❤ st❛t❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t r❡❞✉♥❞❛♥t ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦
❞✐st✐♥❝t st❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

s♦rt ❙t❛t❡ ✳

♦♣ st❛t❡ ✿ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❙t❛t❡ ✳

♦♣ ❴r❡❞✉♥❞❛♥❝②❴ ✿ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❙t❛t❡ ✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ SPC ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ st❛t❡✭S✮✱
✇❤❡r❡ S ✐s ❛ s❡t ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❴r❡❞✉♥❞❛♥❝②❴ ✐s
❡♥t❡r❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ st❛t❡ S r❡❞✉♥❞❛♥❝② C ✐s t❤❡
✐♥♣✉t st❛t❡ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ C ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s S✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡t
❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ st❛t❡✭S ∪ {C}✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✐s
st❛t❡✭S✮✳

✻✳✹✳✸ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡

❚❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ σ((C∨D∨l[t] ⊲⊳ r) ‖ ϕ∧ψ) ❢r♦♠
❛♥② s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (C∨l[u′] ⊲⊳ r)‖ϕ ❛♥❞ (D∨u = t)‖ψ✱
✐❢ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r σ ♦❢ u
❛♥❞ u′✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛rr♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡

✼✻



✻✳✹✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ u = t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✉s❡ ❛s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡ u→ t t♦ ♥❛rr♦✇ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ t❡r♠ l[u′] ♦❢ s♦♠❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✉s❡✳ ■❢ t❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ s✉❝❝❡❡❞s ✐t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
t❡r♠ σ(l[t])✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❛♣♣❧② σ t♦ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❡r♠ r ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✉s❡✱ t♦ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s C ❛♥❞ D✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ϕ ❛♥❞ ψ✳

❚♦ ♥❛rr♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛rr♦✇ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❊◆❛rr♦✇✲

❙❤♦✇❆❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✉❧❧ ▼❛✉❞❡✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ✐s r❡str✐❝t❡❞
t♦ ♥♦♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢
SPC r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡✿ ♥❛rr♦✇✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s s❝❤❡♠❛t✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋✉❧❧ ▼❛✉❞❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❛♥t✐❛❣♦ ❊s❝♦❜❛r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✉♥✉s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❛t ♥❛rr♦✇✐♥❣ s✉♣♣♦rts ♦♥❧② r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r✉❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ u✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✉s❡ ✐s u→ f(u)✱ ✇❤❡r❡ f ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧ t❤❛t ✐s
♥♦t ✉s❡❞ ❛♥②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✳ ❲❤❡♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛ t❡r♠ l[u′] ❜② t❤✐s r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ t❡r♠
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ σ(l[f(u)])✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r ♦❢ u ❛♥❞ u′✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s t♦
r❡♣❧❛❝❡ f(u) ❜② t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❡r♠ σ(l[t])✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛rr♦✇ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t t❛❦❡s t✇♦ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♦❢ s♦rt ◆❈▲✐t ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ s♦rt
❘❡s✉❧t❈♦♥t❡①t❙❡t✳

♦♣ ♥❛rr♦✇ ✿ ◆❈▲✐t ❈♦♥str❛✐♥t ◆❈▲✐t ❈♦♥str❛✐♥t ✲❃ ❘❡s✉❧t❈♦♥t❡①t❙❡t ✳

❡q ♥❛rr♦✇✭♥❝❧✐t✭▲✉✬✱ r✱ ❜✶✮✱ ❡♠♣t②✱ ♥❝❧✐t✭✉✱ t✱ ❜✷✮✱ ❡♠♣t②✮ ❂

♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧✭❛❞❞❊q✭✉✱ ❜✉✐❧❞❚❡r♠✭✉✮✮✱

▲✉✬✱ ✶✱ ❢✉❧❧ ❇✉✐❧t■♥✲✉♥✐❢② ♥♦❙tr❛t❡❣② ❊✲♥♦r♠❛❧✐③❡✲t❡r♠s✮ ✳

❡q ♥❛rr♦✇✭♥❝❧✐t✭▲✉✬✱ r✱ ❜✶✮✱ ❡♠♣t②✱ ♥❝❧✐t✭✉✱ t✱ ❜✷✮✱ P❤✐✮ ❂

♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧✭❛❞❞❊q✭✉✱ ❜✉✐❧❞❚❡r♠✭✉✮✮✱

▲✉✬✱ ✶✱ ❢✉❧❧ ❇✉✐❧t■♥✲✉♥✐❢② ♥♦❙tr❛t❡❣② ❊✲♥♦r♠❛❧✐③❡✲t❡r♠s✮ ✳

❡q ♥❛rr♦✇✭♥❝❧✐t✭▲✉✬✱ r✱ ❜✶✮✱ P❤✐✱ ♥❝❧✐t✭✉✱ t✱ ❜✷✮✱ ❡♠♣t②✮ ❂

♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧✭❛❞❞❊q✭✉✱ ❜✉✐❧❞❚❡r♠✭✉✮✮✱

▲✉✬✱ ✶✱ ❢✉❧❧ ❇✉✐❧t■♥✲✉♥✐❢② ♥♦❙tr❛t❡❣② ❊✲♥♦r♠❛❧✐③❡✲t❡r♠s ❛❧s♦❆t❱❛rP♦s✐t✐♦♥✮ ✳

❡q ♥❛rr♦✇✭♥❝❧✐t✭▲✉✬✱ r✱ ❜✶✮✱ P❤✐✶✱ ♥❝❧✐t✭✉✱ t✱ ❜✷✮✱ P❤✐✷✮ ❂

♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧✭❛❞❞❊q✭✉✱ ❜✉✐❧❞❚❡r♠✭✉✮✮✱

▲✉✬✱ ✶✱ ❢✉❧❧ ❇✉✐❧t■♥✲✉♥✐❢② ♥♦❙tr❛t❡❣② ❊✲♥♦r♠❛❧✐③❡✲t❡r♠s ❛❧s♦❆t❱❛rP♦s✐t✐♦♥✮ ✳

❚❤❡ ♥❡✇ s♦rt ◆❈▲✐t ❞❡✜♥❡s ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❝❧✐t t❤❛t t❛❦❡s ❛s
♣❛r❛♠❡t❡rs t✇♦ t❡r♠s ❛♥❞ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥✱ ✇❤❡r❡ tr✉❡ st❛♥❞s ❢♦r ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❢❛❧s❡ st❛♥❞s ❢♦r
❞✐s❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞❊q r❡t✉r♥s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡ u→ f(u)✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉✐❧❞❚❡r♠ ❛❞❞s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ f t♦ t❤❡ t❡r♠ u✳ ■♥ t❤❡
✜rst t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧ ✐s ✉s❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❛①✐♦♠s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡
♥❡①t t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ❛
❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ✐s ❛♥ ❛①✐♦♠✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧✐t❡r❛❧s ❢r♦♠ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❝❤❡♠❛t✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❛t
✐s ✇❤② ❛ ♥❡✇ ✢❛❣ ❛❧s♦❆t❱❛rP♦s✐t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❛♥t✐❛❣♦ ❊s❝♦❜❛r ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧✳

❆ t❤✐r❞ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❛❊◆❛rr♦✇❙❤♦✇❆❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠ l(u′)
❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ u→ t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣s ❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧❛✉s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝❧❛✉s❡ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥❛rr♦✇✐♥❣✮ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ❛❞❞❴✇✐t❤▲✐t❋r♦♠❴t♦❴ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

♦♣ ❛❞❞❴✇✐t❤▲✐t❋r♦♠❴t♦❴ ✿ ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ❙❡t▲❙❈ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡

✲❃ ❙t❛t❡ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ s♦rt ❙❡t▲❙❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♥❛rr♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ st❛t❡
✏❛❞❞ C ✇✐t❤▲✐t❋r♦♠ N t♦ S✑ st♦r❡s ❛ ♣❛rt C ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡
s❡t N ♦❢ ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s S✳ ■ts ✉s❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❆ ❧❛st ❞✐✣❝✉❧t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡♥❛♠❡s ❛❧❧ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ u ❜② ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ ✐t σr✳
❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r✉❧❡ ❜❡❝♦♠❡s σr(u)→ σr(f(u))✳ ❚♦ ❣❡t σr✱ ✇❡ ✉s❡
❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ σr(l[f(u)]) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥❛rr♦✇✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
s②♠❜♦❧ f ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❜t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ f ✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σr ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ f(σr(u)) ✇✐t❤ f(u)✳ ❚❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ♦✉t♣✉t ResultContext ❝♦♥t❛✐♥s
t✇♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s1 ❛♥❞ s2 t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ♥❛rr♦✇✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σn✱ ✐✳❡✳
σn = s1; cleaned(s2)✱ ✇❤❡r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ cleaned r❡♠♦✈❡s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡r♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ
✐s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ σr ❛♥❞ σn✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❴✳✳❴ t♦ ❜✉✐❧❞ σ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ✇♦r❦s✱ ❧❡t ✉s ❞r❛✇ ❛ ❣r❛♣❤
✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s ❛♥❞ ❣✉❛r❞❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱
t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧❛✉s❡s✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t S ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❤✐s s❡t ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ T ∪ {L1 ∨ C1, L2 ∨ C2}✱ ✇❤❡r❡
L1 ❛♥❞ L2 ❛r❡ t✇♦ ❧✐t❡r❛❧s t♦ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ t✇♦
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧❛✉s❡s✱ ❛♥❞ T ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ L1 ❛♥❞
L2 ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬s✉♣✷❪✮✱ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ❛❞❞ C1 ∨ C2 ✇✐t❤▲✐t❋r♦♠ U t♦ S ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱
✇❤❡r❡ C1 ∨ C2 ✐s ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧❛✉s❡s✱ U ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♥❛rr♦✇✐♥❣s ♦❢ L1 ❜② L2 ❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ S ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✳ ■❢ U
✐s ❡♠♣t② t❤❡♥ ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬♥♦✲s✉♣❪ ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t st❛t❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❢r♦♠
t❤✐s st❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬s❡❧❡❝t❪ ✇✐❧❧ s❡❧❡❝t s♦♠❡ ❧✐t❡r❛❧ L ✐♥ t❤❡ s❡t U ♦❢ ♥❛rr♦✇✐♥❣
r❡s✉❧ts ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ {L} ∪ R✱ ✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦t❤❡r ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ■❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ L ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ❜✉✐❧❞s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬s❡❧❡❝t❪

✭t❤❡♥ ♣❛rt✮✮ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ S r❡❞✉♥❞❛♥❝② N ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡ C1 ∨ C2 ∨ L✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥♦t❤❡r ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬s❡❧❡❝t❪ ✭❡❧s❡ ♣❛rt✮✮✳ ■❢
t❤❡ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S✱ ✐✳❡✳ S ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ S ∪ {C} ❜② ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭S ∪ {C} →∗ S✮✱ t❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ S r❡♠❛✐♥s

✼✽



✻✳✹✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬♣✐❝❦❪ ✭❡❧s❡ ♣❛rt✮✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡ N ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
st❛t❡ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬♣✐❝❦❪ ✭t❤❡♥ ♣❛rt✮✮✳

st❛t❡✭S✮st❛rt
❛❞❞ (C1 ∨ C2)
✇✐t❤▲✐t❋r♦♠ U

t♦ S

S r❡❞✉♥❞❛♥❝② N

❬s✉♣✷❪

S = T ∪ {L1 ∨ C1, L2 ∨ C2}
U ← narrowing(L1, L2)

❬♥♦✲s✉♣❪

✐❢ U = ∅

❬s❡❧❡❝t❪ ✭t❤❡♥ ♣❛rt✮

✐❢ U = R ∪ {L} ❛♥❞

L s❛t✐s✜❜❧❡ t❤❡♥

N ← C1 ∨ C2 ∨ L

❬s❡❧❡❝t❪ ✭❡❧s❡ ♣❛rt✮

✐❢ U = R ∪ {L} ❛♥❞

L ♥♦t s❛t✐s✜❛❜❧❡

t❤❡♥ U ← R

❬♣✐❝❦❪ ✭❡❧s❡ ♣❛rt✮

✐❢ S ∪ {N} →∗ S
❬♣✐❝❦❪ ✭t❤❡♥ ♣❛rt✮

✐❢ S ∪ {N} 6→∗ S

t❤❡♥ S ← S ∪ {N}

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜② ▼❛✉❞❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❙♦✱ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐✲
t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ✜✈❡ r✉❧❡s ♥❛♠❡❞ s✉♣✶✱ s✉♣✷✱ s❡❧❡❝t✱ ♥♦✲s✉♣ ❛♥❞ ♣✐❝❦✱ ✇❤❡r❡
s✉♣✶ ❛♣♣❧✐❡s ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳

• ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬s✉♣✷❪ ❛♥❞ ❬s✉♣✶❪ r✉❧❡s✿

❚❤❡ s✉♣✷ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳

✈❛r r❡♥❛♠❡❞❙❈✷ ✿ ❙❈❧❛✉s❡ ✳

❝r❧ ❬s✉♣✷❪ ✿ st❛t❡✭✭❙❚❙❈✱ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❙❈✶✱ ❚r✷ ❣✐✈❡s ❙❈✷✮✮ ❂❃

❛❞❞

s✉♣✭❚r✶✱ ❚r✷✱ ❙✉❜st❘✶✱ ❙✉❜st❘✷✮ ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✶✱ ❙▲✷✮✮ ⑤⑤ ✭P❤✐✶✱P❤✐✷✮

✇✐t❤▲✐t❋r♦♠

✼✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❛♣♣❧②❙✉♣✭▲✶✱ ❙▲✶✱ P❤✐✶✱ ▲✷✱ ❙▲✷✱ P❤✐✷✮

t♦ ✭❙❚❙❈✱ ❚r✶ ❣✐✈❡s ❙❈✶✱ ❚r✷ ❣✐✈❡s ❙❈✷✮

✐❢ r❡♥❛♠❡❞❙❈✷ ✿❂ r❡♥❛♠❡❙❈❧❛✉s❡✭❙❈✶✱ ❙❈✷✮ ✴❭

❙✉❜st❘✶ ✿❂ ♥♦♥❡ ✴❭

❙✉❜st❘✷ ✿❂ ❣❡t❙✉❜st❘❡♥❛♠❡✭r❡♥❛♠❡❞❙❈✷✱ ❈✷✮ ✴❭

❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✶✱ ▲✶✮✮ ⑤⑤ P❤✐✶ ✿❂ ❙❈✶ ✴❭

❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✷✱ ▲✷✮✮ ⑤⑤ P❤✐✷ ✿❂ r❡♥❛♠❡❞❈✷ ✴❭

✐s❙❡❧❡❝t❡❞✭▲✶✱ ❙❈✶✮ ✴❭ ✐s❙❡❧❡❝t❡❞✭▲✷✱ r❡♥❛♠❡❞❙❈✷✮ ✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♥❛♠❡❞❈✷ ✿❂ ✳✳✳ r❡♥❛♠❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ t❤❛t ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✉s❡ ❙❈✶✳ ❚❤❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❙✉❜st❘✶ ❛♥❞ ❙✉❜st❘✷ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❡♠♣t② ✭❙✉❜st❘✶ ✿❂ ♥♦♥❡✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✉s❡
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡t❙✉❜st❘❡♥❛♠❡ r❡t✉r♥s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♥❛♠❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ✭r❡s♣✳ ✜❢t❤✮
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❙❈✶ ✭r❡s♣✳ r❡♥❛♠❡❞❙❈✷✮ ❛♥❞ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❡s ❛ ❧✐t❡r❛❧ ▲✶ ✭r❡s♣✳ ▲✷✮ ✐♥ ✐t✳ ❚❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ♦♥❧② t♦ ❧✐t❡r❛❧s
t❤❛t ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧✐t❡r❛❧s
▲✶ ❛♥❞ ▲✷ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧②❙✉♣ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢
r❡s✉❧ts ✭❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✱ ❛ ❧✐t❡r❛❧✱ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t❡①t✮
❜② ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲
♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❦❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳

❚❤❡ s✉♣✶ r✉❧❡ s✉♣❡r♣♦s❡s ❛ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢✳
■t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ s✉♣✷✳

✈❛r r❡♥❛♠❡❞❙❈ ✿ ❙❈❧❛✉s❡ ✳

❝r❧ ❬s✉♣✶❪ ✿ st❛t❡✭✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮✮ ❂❃

❛❞❞

s✉♣✭❚r✱ ❚r✱ ❙✉❜st❘✶✱ ❙✉❜st❘✷✮ ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✶✱ ❙▲✷✮✮ ⑤⑤ ✭P❤✐✶✱ P❤✐✷✮

✇✐t❤▲✐t❋r♦♠

❛♣♣❧②❙✉♣✭▲✶✱ ❙▲✶✱ P❤✐✶✱ ▲✷✱ ❙▲✷✱ P❤✐✷✮

t♦ ✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮

✐❢ r❡♥❛♠❡❞❙❈ ✿❂ r❡♥❛♠❡❙❈❧❛✉s❡✭❙❈✮ ✴❭

r❡♥❛♠❡❞❙❈✷ ✿❂ r❡♥❛♠❡❙❈❧❛✉s❡✭r❡♥❛♠❡❞❙❈✮ ✴❭

❙✉❜st❘✶ ✿❂ ❣❡t❙✉❜st❘❡♥❛♠❡✭r❡♥❛♠❡❞❙❈✱ ❈✶✮ ✴❭

❙✉❜st❘✷ ✿❂ ❣❡t❙✉❜st❘❡♥❛♠❡✭r❡♥❛♠❡❞❙❈✷✱ ❈✶✮ ✴❭

❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✶✱ ▲✶✮✮ ⑤⑤ P❤✐✶ ✿❂ r❡♥❛♠❡❞❙❈ ✴❭

❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✷✱ ▲✷✮✮ ⑤⑤ P❤✐✷ ✿❂ r❡♥❛♠❡❞❙❈✷ ✴❭

✐s❙❡❧❡❝t❡❞✭▲✶✱ r❡♥❛♠❡❞❙❈✮ ✴❭

✐s❙❡❧❡❝t❡❞✭▲✷✱ r❡♥❛♠❡❞❙❈✷✮ ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ r❡♥❛♠❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❙❈ t✇✐❝❡✳

✽✵



✻✳✹✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

• ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬s❡❧❡❝t❪ r✉❧❡✿

❲❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❡❝❦❡❞ ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ❬s❡❧❡❝t❪
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r t❤❡ s❡t ✐s ❡♠♣t②✱ ♦r ❛ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❊❛❝❤ ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s✉♣❡r♣♦s❡

❚ ✐♥ ❚✬ ❣✐✈❡s ▲ ✇✐t❤❙✉❜st ❙✐❣♠❛ ❛♥❞❈♦♥str❛✐♥t P❤✐ ❛t ❈t① ♦❢ s♦rt ▲❙❈ ❛♥❞
♠❡❛♥s t❤❛t s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ ❛ t❡r♠ ❚ ✐♥ ❛ t❡r♠ ❚✬ ❣✐✈❡s ❛ ❧✐t❡r❛❧ ▲✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❈t① ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙✐❣♠❛✳ ❚❤❡ s♦rt ❛❧s♦ st♦r❡s ❛
❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ P❤✐✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ✐s ♦❢ t❤❡ s♦rt ❙❡t▲❙❈✳

✈❛r ❙✬ ✿ ❙❡t▲❙❈ ✳

r❧ ❬s❡❧❡❝t❪ ✿

❛❞❞

s✉♣✭❚r✶✱❚r✷✱ ❙✉❜st❘✶✱ ❙✉❜st❘✷✮ ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭❙▲✮ ⑤⑤ P❤✐✬

✇✐t❤▲✐t❋r♦♠ ✭s✉♣❡r♣♦s❡ ❚✶ ✐♥ ❚✷ ❣✐✈❡s ▲✸

✇✐t❤❙✉❜st ❙✐❣♠❛ ❛♥❞❈♦♥str❛✐♥t P❤✐ ❛t ❈t①✱ ❙✬✮

t♦

❙❚❙❈ ❂❃

✐❢ ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✭P❤✐ ❛♣♣❧②❚♦❈♦♥str❛✐♥t ❙✐❣♠❛✮ t❤❡♥

❙❚❙❈ r❡❞✉♥❞❛♥❝②

❜✉✐❧❞❚r❛❝❡✭s✉♣✭❚r✶✱ ❚r✷✮✱ ❚✶ ❁❁ ❙✉❜st❘✷✱ ❚✷ ❁❁ ❙✉❜st❘✶✱ ❈t①✮

❣✐✈❡s ♥❡✇❙❈❧❛✉s❡✭✭❙▲✱ ▲✸✮✱ P❤✐✱ ❙✐❣♠❛✮

❡❧s❡

❛❞❞ s✉♣✭❚r✶✱❚r✷✮ ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭❙▲✮ ⑤⑤ P❤✐✬

✇✐t❤▲✐t❋r♦♠ ❙✬

t♦ ❙❚❙❈

❢✐ ✳

❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢
❛ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ t❤❡♥ ❛ st❛t❡ ❴r❡❞✉♥❞❛♥❝②❴ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✐s t❤❡ s❡t ❙❚❙❈ ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♦ ❢❛r✳
■ts s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ♥❡✇ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉✐❧❞❚r❛❝❡

❛❞❞s t♦ t❤❡ st♦r❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
t✇♦ t❡r♠s s✉❜st✐t✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♥❡✇❙❈❧❛✉s❡ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙✐❣♠❛ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
P❤✐✱ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ♦♥❧② t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉✐❧t ♦✈❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇
❝❧❛✉s❡✳ ■t r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳

• ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬♥♦✲s✉♣❪ r✉❧❡✿

❲❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ r✉❧❡

r❧ ❬♥♦✲s✉♣❪ ✿ ❛❞❞ ❚❙❈ ✇✐t❤▲✐t❋r♦♠ ✭❡♠♣t②✮✳❙❡t▲❙❈ t♦ ❙❚❙❈

❂❃ st❛t❡✭❙❚❙❈✮ ✳

r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ✐♥ ❛ st❛t❡ r❡❛❞② ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

• ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬♣✐❝❦❪ r✉❧❡✿

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r✉❧❡

✽✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

r❧ ❬♣✐❝❦❪ ✿ ❙❚❙❈ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❚r ❣✐✈❡s ❙❈ ❂❃

✐❢ ✭❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮ ✐s❘❡❞✉♥❞❛♥t ❙❚❙❈ ❂❂ ❢❛❧s❡ t❤❡♥

st❛t❡✭✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮✮

❡❧s❡ st❛t❡✭❙❚❙❈✮ ❢✐ ✳

❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❚r ❣✐✈❡s ❙❈ ✐s r❡✲
❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡t ❙❚❙❈ ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✇ tr❛❝❡❞
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♥♦t r❡❞✉♥❞❛♥t t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ st❛t❡
r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❘❡❞✉♥❞❛♥t t❤❛t
✉s❡s t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❙❡❛r❝❤✳

♦♣ ❡rr♦r ✿ ✲❃ ❬❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡❪ ✳

♦♣ ❴✐s❘❡❞✉♥❞❛♥t❴ ✿ ❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❝❡q ✭❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮ ✐s❘❡❞✉♥❞❛♥t ❙❚❙❈ ❂ tr✉❡

✐❢ ✭❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮ ✐♥ ❙❚❙❈ ✳

❡q ✭❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮ ✐s❘❡❞✉♥❞❛♥t ❙❚❙❈ ❂

✐❢ ❞♦✇♥❚❡r♠✭❣❡t❚❡r♠✭

♠❡t❛❙❡❛r❝❤✭

✉♣▼♦❞✉❧❡✭✬❈❖◆❚❘✱ ❢❛❧s❡✮✱

✉♣❚❡r♠✭✭❙❚❙❈✱ ✭❚r ❣✐✈❡s ❙❈✮✮✮✱

✉♣❚❡r♠✭❙❚❙❈✮✱

♥✐❧✱ ✬✯✱ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ✵✮✮✱ ❡rr♦r✮ ❂✴❂ ❡rr♦r

t❤❡♥ tr✉❡

❡❧s❡ ❢❛❧s❡

❢✐ ✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ tr✐❡s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ s❡t ❙❚❙❈ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❙❚❙❈ ❛♥❞ {❚r ❣✐✈❡s

❙❈} ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❈❖◆❚❘✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ▼❛✉❞❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦✇♥❚❡r♠ ❢❛✐❧s ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❡r♠ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐ts ✜rst
❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐t r❡t✉r♥s ✐ts s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧② ❡rr♦r✱ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢
s♦rt ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡✳

✻✳✹✳✹ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ r✉❧❡s

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐s❡q✉❛❧✐t②✿

❝r❧ ❬r❡❢❧❡❝t✐♦♥✶❪ ✿

st❛t❡✭✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭❯✬ ✦❂ ❯✮ ⑤⑤ P❤✐✮✮ ❂❃

st❛t❡✭✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭❯✬ ✦❂ ❯✮ ⑤⑤ P❤✐✱

❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡ ❣✐✈❡s ❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡✮✮

✐❢ ▼❯ ✿❂ ✉♥✐❢✭❯✬ ✦❂ ❯✮ ✴❭

✐s❙❛t✐s❢✭▼❯✱ P❤✐✮ ✳

✽✷



✻✳✹✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡♠♣t② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❡♠♣t②❙❈❧❛✉s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ ✭✇✐t❤ ✐ts❡❧❢
❛s tr❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥✐❢ ✉♥✐✜❡s t✇♦ t❡r♠s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❯♥✐❢②✳

♦♣ ✉♥✐❢ ✿ ▲✐t❡r❛❧ ✲❃ ❯♥✐❢✐❝❛t✐♦♥P❛✐r ✳

❡q ✉♥✐❢✭❯✬ ✦❂ ❯✮ ❂ ♠❡t❛❯♥✐❢②✭✉♣▼♦❞✉❧❡✭✬❆▲▲✲❙❨▼❇❖▲❙✱❢❛❧s❡✮✱ ❯✬ ❂❄ ❯✱ ▼❛①✱ ✵✮ ✳

❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡s ❢r♦♠ ✉♥✐✜❡rs ✐♥ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡t❛❯♥✐❢② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ✐ts t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r
n ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❝❛♥❞ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ #n : Sort✳ ❚❤❡ ❢r❡s❤ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♥✐✜❡rs ✇✐❧❧ ❛❧❧ ❜❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❢r♦♠ n + 1 ♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ ❛s t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ▼❛① ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 10✳ ■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣✐✈❡♥ t♦ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ▼❛①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ★✶✶✱ t❤❡♥ t❤❡ ▼❛✉❞❡ ✇✐❧❧ ❞✐s♣❧❛②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛r♥✐♥❣

❲❛r♥✐♥❣✿ ✉♥s❛❢❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡ ★✶✶✿▲✐sts ✐♥ ✉♥✐❢✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

t❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ▼❛① ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
❧❛st ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭0 ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ✐s ✇❛♥t❡❞✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❙❛t✐s❢ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

♦♣ ✐s❙❛t✐s❢ ✿ ❯♥✐❢✐❝❛t✐♦♥P❛✐r ❈♦♥str❛✐♥t ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ✐s❙❛t✐s❢✭▼❯✱ P❤✐✮ ❂

✐❢ ▼❯ ❂✴❂ ♥♦❯♥✐❢✐❡r t❤❡♥

✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✭❝❧❡❛♥❈♦♥str✭P❤✐ ❛♣♣❧②❚♦❈♦♥str❛✐♥t ❣❡t❙✉❜st✭▼❯✮✮✮

❡❧s❡ ❢❛❧s❡ ❢✐ ✳

❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛✐r s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳
■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐t ♦♥❡✱ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳

❝r❧ ❬r❡❢❧❡❝t✐♦♥✷❪ ✿

st❛t❡✭✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭✭❙✱ ❯✬ ✦❂ ❯✮✮ ⑤⑤ P❤✐✮✮ ❂❃

✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭✭❙✱ ❯✬ ✦❂ ❯✮✮ ⑤⑤ P❤✐✮ r❡❞✉♥❞❛♥❝②

r❡❢❧✭❚r✮ ❣✐✈❡s ❛♣♣❧✐❝❙✉❜st❚♦❙❈❧❛✉s❡✭❝❧❛✉s❡✭❙✮ ⑤⑤ P❤✐✱ ❣❡t❙✉❜st✭▼❯✮✮

✐❢ ❙ ❂✴❂ ❡♠♣t② ✴❭

▼❯ ✿❂ ✉♥✐❢✭❯✬ ✦❂ ❯✮ ✴❭

✐s❙❛t✐s❢✭▼❯✱ P❤✐✮ ✴❭

✐s❙❡❧❡❝t❡❞✭❯ ✦❂ ❯✬✱ ❝❧❛✉s❡✭✭❯ ✦❂ ❯✬✱ ❙✮✮ ⑤⑤ P❤✐✮ ✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❙ ❂✴❂ ❡♠♣t② ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♥♦t ✉♥✐t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▼❯ ✿❂ ✉♥✐❢✭❯✬ ✦❂ ❯✮ ✉♥✐✜❡s t✇♦ t❡r♠s ❯ ❛♥❞ ❯✬ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
♣❛✐r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s✱ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s❙❛t✐s❢✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t P❤✐✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② ❯ ✦❂ ❯✬ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s r❡❢❧✭❚r✮✱ ✇❤❡r❡ ❚r ✐s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡
♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❙✉❜st❚♦❙❈❧❛✉s❡ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐s❡q✉❛❧✐t②✳

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ ♠❛❦❡s ✉s❡
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str✉❝ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❙❡❧❡❝t❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦r❞❡r✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✈❛r ◆❡✇P❤✐ ✿ ❈♦♥str❛✐♥t ✳

❝r❧ ❬❡q❢❛❝t♦r❪ ✿

st❛t❡✭✭❙❚❙❈✱ ❚r ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✱ ❯ ❡q✉❛❧s ❚✱ ❯✬ ❡q✉❛❧s ❚✬✮✮ ⑤⑤ P❤✐✮✮ ❂❃

❙❚❙❈ r❡❞✉♥❞❛♥❝②

❡❢✭❚r✮ ❣✐✈❡s

❛♣♣❧✐❝❙✉❜st❚♦❙❈❧❛✉s❡✭❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✱ ❚ ✦❂ ❚✬✱ ❯ ❡q✉❛❧s ❚✬✮✮ ⑤⑤ P❤✐✱ ❙✐❣♠❛✮

✐❢ ✐s❙❡❧❡❝t❡❞✭❯ ❡q✉❛❧s ❚✱ ❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✱ ❯ ❡q✉❛❧s ❚✱ ❯✬ ❡q✉❛❧s ❚✬✮✮ ⑤⑤ P❤✐✮ ✴❭

▼❯ ✿❂ ♠❡t❛❯♥✐❢②✭✉♣▼♦❞✉❧❡✭✬❆▲▲✲❙❨▼❇❖▲❙✱❢❛❧s❡✮✱ ❯✬ ❂❄ ❯✱ ▼❛①✱ ✵✮ ✴❭

▼❯ ❂✴❂ ♥♦❯♥✐❢✐❡r ✴❭

❙✐❣♠❛ ✿❂ ❣❡t❙✉❜st✭▼❯✮ ✴❭

◆❡✇P❤✐ ✿❂ ❝❧❡❛♥❈♦♥str✭P❤✐ ❛♣♣❧②❚♦❈♦♥str❛✐♥t ❙✐❣♠❛✮ ✴❭

✐s❙❛t✐s❢✐❛❜❧❡❙❡t✭◆❡✇P❤✐✮ ✴❭

❝♦♥❞❊❋✭❯ ❁❁ ❙✐❣♠❛ ❡q✉❛❧s ❚ ❁❁ ❙✐❣♠❛✱

❯✬ ❁❁ ❙✐❣♠❛ ❡q✉❛❧s ❚✬ ❁❁ ❙✐❣♠❛✱ ◆❡✇P❤✐✮ ✳

❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ❯ ❡q✉❛❧s ❚ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✐ts ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉♥✐❢②
❯ ❛♥❞ ❯✬ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❯♥✐❢②✳ ■❢ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡t❙✉❜st ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❝♦♥str❛✐♥t P❤✐✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
◆❡✇P❤✐ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ P❤✐ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥✲
st❛♥ts ✭❡✳❣✳✱ ❝♦♥st✭✬♥✐❧✳▲✐sts✮✮ ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧❡❛♥❈♦♥str✳ ❆❢t❡r
❤❛✈✐♥❣ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❞❊❋✳ ❆s t❤❡ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❛♥
❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡
♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ tr❛❝❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ❤❛s t♦
❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s r✉❧❡ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ❴r❡❞✉♥❞❛♥❝②❴✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❡❢✭❚r✮✱ ✇❤❡r❡ ❚r ✐s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❝❧❛✉s❡✭✭❙▲✱ ❚ ✦❂ ❚✬✱

❯ ❡q✉❛❧s ❚✬✮✮ ⑤⑤ P❤✐ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✇✐t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❙✐❣♠❛ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♣♣❧✐❝❙✉❜st❚♦❙❈❧❛✉s❡✳

✻✳✺ ❙❛t✉r❛t✐♦♥

❆ ❢♦r✇❛r❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡ts ♦❢ tr❛❝❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
s❡❛r❝❤❙t❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

♦♣ s❡❛r❝❤❙t❛t❡ ✿ ❙t❛t❡ ◆❛t ✲❃ ❙t❛t❡ ✳

❡q s❡❛r❝❤❙t❛t❡✭❙t✱ ◆✮ ❂ ❞♦✇♥❚❡r♠✭❣❡t❚❡r♠✭

♠❡t❛❙❡❛r❝❤✭✉♣▼♦❞✉❧❡✭✬❙P✱ ❢❛❧s❡✮✱ ✉♣❚❡r♠✭❙t✮✱

✬st❛t❡❬✬❙✿❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡❪✱ ♥✐❧✱ ✬✯✱ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ◆✮✮✱

❡rr♦r✮ ✳

✇❤❡r❡ ❙P ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧
s❡❛r❝❤❙t❛t❡✭❙t✱◆✮ tr✐❡s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ◆✲t❤ st❛t❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❙t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

✽✹



✻✳✻✳ ❖r❞❡r✐♥❣s

t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡ s♣❛❝❡
❜② ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❙❡❛r❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ✬✯ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ▼❛✉❞❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦✇♥❚❡r♠ ❢❛✐❧s ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♠❡t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❡r♠ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐ts ✜rst ❛r❣✉✲
♠❡♥t✱ ✐t r❡t✉r♥s ✐ts s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧② ❡rr♦r✱ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ s♦rt ❙t❛t❡
✭♦♣ ❡rr♦r ✿ ✲❃ ❬❙t❛t❡❪ ✳✮✳

❚❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✉r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

♦♣ s❛t✉r❛t❡ ✿ ❙t❛t❡ ✲❃ ❙t❛t❡ ✳

❡q s❛t✉r❛t❡✭❙t✮ ❂ ✐❢ s❡❛r❝❤❙t❛t❡✭❙t✱ ✶✮ ❂❂ ❡rr♦r✶ t❤❡♥ ❙t ❡❧s❡

✐❢ s❡❛r❝❤❙t❛t❡✭❙t✱ ✶✮ ❂✴❂ ❙t t❤❡♥

s❛t✉r❛t❡✭s❡❛r❝❤❙t❛t❡✭❙t✱ ✶✮✮

❡❧s❡ ❙t ❢✐ ❢✐ ✳

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ✜①♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② s❛t✉r❛t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡t✉r♥s ✐t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❆ s❛t✉r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ❜② t❤❡ ▼❛✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❛❙❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❛ ✬✦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ st❛t❡
t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡✇r✐tt❡♥✮✱ ❜✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤❙t❛t❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②
st❛t❡s ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳

✻✳✻ ❖r❞❡r✐♥❣s

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ ✐s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣
✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛t❤ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✷✮
✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♦r❞❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣t▲P❖ s✉❝❤ t❤❛t ❣t▲P❖✭s✱P❤✐✱
t✮ ❂ tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s >lpo t✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r P❤✐ ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ r✉❧❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❣t▲P❖✭s✱P❤✐✱t✮✳

✶✳ ❘✉❧❡ (1) ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝❡q ❣t▲P❖✭❋❬◆❡❙▲❪✱ P❤✐✱ ❋❬◆❡❚▲❪✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t▲❡①▲P❖✭◆❡❙▲✱ P❤✐✱ ◆❡❚▲✮ ✴❭ t❡r♠●t▲✐st✭❋❬◆❡❙▲❪✱ P❤✐✱ ◆❡❚▲✮ ✳

✇❤❡r❡ ◆❡❙▲ ❛♥❞ ◆❡❚▲ ❛r❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❧✐sts ♦❢ t❡r♠s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧s ♦❢ ❜♦t❤
t❡r♠s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s✉❜t❡r♠s ◆❡❙▲ ♦❢ ❋❬◆❡❙▲❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
t❤❡ ❧✐st ♦❢ s✉❜t❡r♠s ◆❡❚▲ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ❋❬◆❡❙▲❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s✉❜t❡r♠s ♦❢ ❋❬◆❡❚▲❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❣t▲❡①▲P❖

♦♣ ❣t▲❡①▲P❖ ✿ ❚❡r♠▲✐st ❈♦♥str❛✐♥t ❚❡r♠▲✐st ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ❣t▲❡①▲P❖✭❙▲✱ P❤✐✱ ❡♠♣t②✮ ❂ tr✉❡ ✳

❝❡q ❣t▲❡①▲P❖✭✭❙✶✱ ❙▲✮✱ ❙❈✱ ✭❚✶✱ ❚▲✮✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t▲P❖✭❙✶✱ P❤✐✱ ❚✶✮ ♦r ✭❙✶ ❂❂ ❚✶ ❛♥❞ ❣t▲❡①▲P❖✭❙▲✱ P❤✐✱ ❚▲✮✮ ✳

✽✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ❡✐t❤❡r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❙✶ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❚✶ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ♦r t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ❙▲
♦❢ t❤❡ ✜rst ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ❚▲ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡r♠●t▲✐st t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ t❡r♠ ❋❬◆❡❙▲❪ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❡r♠s ◆❡❚▲ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣t▲P❖✿

♦♣ t❡r♠●t▲✐st ✿ ❚❡r♠ ❈♦♥str❛✐♥t ❚❡r♠▲✐st ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q t❡r♠●t▲✐st✭❚✱ P❤✐✱ ❡♠♣t②✮ ❂ tr✉❡ ✳

❝❡q t❡r♠●t▲✐st✭❚✱ P❤✐✱ ✭❚✶✱ ❚▲✮✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t▲P❖✭❚✱ P❤✐✱ ❚✶✮ ✴❭ t❡r♠●t▲✐st✭❚✱ P❤✐✱ ❚▲✮ ✳

✷✳ ❘✉❧❡ (2) ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝❡q ❣t▲P❖✭❋❬◆❡❙▲❪✱ P❤✐✱ ●❬◆❡❚▲❪✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t❙②♠❜✭❋✱ ●✮ ✴❭ t❡r♠●t▲✐st✭❋❬◆❡❙▲❪✱ P❤✐✱ ◆❡❚▲✮ ✳

❍❡r❡ t❤❡ ❤❡❛❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ❋ ♦❢ t❤❡ ✜rst
♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ● ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛♥❞ ❋❬◆❡❙▲❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐r❡❝t s✉❜t❡r♠s ♦❢ ●❬◆❡❚▲❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣t❙②♠❜ ✐s
✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

♦♣ ❣t❙②♠❜ ✿ ◗✐❞ ◗✐❞ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❝❡q ❣t❙②♠❜✭◗✶✱ ◗✷✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ♣r❡❝❡❞❡s■♥▲✐st✭◗✶✱ ◗✷✱ ❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✮ ✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜rst q✉♦t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s②♠❜♦❧s ❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

✸✳ ❘✉❧❡ (3) ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝❡q ❣t▲P❖✭❋❬◆❡❙▲❪✱ P❤✐✱ ❱✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❱ ✐♥ P❤✐ ✴❭

❈ ✿❂ ❝t❡❖❢❙♦rt✭❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✱ ❣❡t❚②♣❡✭❱✮✮ ✴❭

❣t❙②♠❜✭❋✱ ❈✮ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝t❡❖❢❙♦rt r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉s❡r ❧✐st✲
❖❢❙②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s♦rt✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

♦♣ ❝t❡❖❢❙♦rt ✿ ◗✐❞▲✐st ◗✐❞ ✲❃ ◗✐❞ ❬♠❡♠♦❪ ✳

❝❡q ❝t❡❖❢❙♦rt✭✭◗ ◗▲✮✱ ❙✮ ❂ ◗

✐❢ ❣❡t❚②♣❡✭◗✮ ❂❂ ❙ ✳

❡q ❝t❡❖❢❙♦rt✭✭◗ ◗▲✮✱ ❙✮ ❂ ❝t❡❖❢❙♦rt✭◗▲✱ ❙✮ ❬♦✇✐s❡❪ ✳

✽✻



✻✳✻✳ ❖r❞❡r✐♥❣s

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ◗ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐❢ ✐ts s♦rt ✐s t❤❡ ❣✐✈❡♥ s♦rt ❙✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦
s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❡♠♦✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❡❛❝❤ s♦rt ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡
s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥st❛♥t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞✱ ❜✉t t♦ ✉s❡ t❤❡
st♦r❡❞ ♦♥❡✳

✹✳ ❘✉❧❡ (4) ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝❡q ❣t▲P❖✭❋❬◆❡❙▲❪✱ P❤✐✱ ❈✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t❙②♠❜✭❋✱ ❈✮ ✳

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ❋ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈ ✐♥ t❤❡
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧s✳

✺✳ ❘✉❧❡ (5) ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝❡q ❣t▲P❖✭❱✱ P❤✐✱ ●❬◆❡❚▲❪✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❱ ✐♥ P❤✐ ✴❭

❈ ✿❂ ❝t❡❖❢❙♦rt✭❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✱ ❣❡t❚②♣❡✭❱✮✮ ✴❭

❣t❙②♠❜✭❈✱ ●✮ ✴❭

t❡r♠●t▲✐st✭❱✱ P❤✐✱ ◆❡❚▲✮ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❴✐♥❴ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❱ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤✐s
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t P❤✐✳ ❆❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈ t❤❛t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s♦rt
❛s t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❱✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧ ● ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡❛❝❤ s✉❜t❡r♠ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ●❬◆❡❚▲❪✳

✻✳ ❘✉❧❡ (6) ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝❡q ❣t▲P❖✭❈✱ P❤✐✱ ●❬◆❡❚▲❪✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t❙②♠❜✭❈✱ ●✮ ❛♥❞ t❡r♠●t▲✐st✭❈✱ P❤✐✱ ◆❡❚▲✮ ✳

❚❤✐s r✉❧❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠✳

✼✳ ❚❤❡ r✉❧❡s (7)✱ (8)✱ (9) ❛♥❞ (10) ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❝♦♠♣❛r❡
t❡r♠s ♦❢ ❞❡♣t❤ 0✳ ❘✉❧❡ (7) ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦rts ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❝❡q ❣t▲P❖✭❱✶✱ P❤✐✱ ❱✷✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❱✶ ✐♥ P❤✐ ✴❭ ❱✷ ✐♥ P❤✐ ✴❭

❣❡t❚②♣❡✭❱✶✮ ❂✴❂ ❣❡t❚②♣❡✭❱✷✮ ✴❭

❈✶ ✿❂ ❝t❡❖❢❙♦rt✭❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✱ ❣❡t❚②♣❡✭❱✶✮✮ ✴❭

❈✷ ✿❂ ❝t❡❖❢❙♦rt✭❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✱ ❣❡t❚②♣❡✭❱✷✮✮ ✴❭

❣t❙②♠❜✭❈✶✱ ❈✷✮ ✳

✽✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❘✉❧❡ (8) ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❝❡q ❣t▲P❖✭❈✶✱ P❤✐✱ ❈✷✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t❙②♠❜✭❈✶✱ ❈✷✮ ✳

❘✉❧❡ (9) ❝♦♠♣❛r❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t s♦rts ❜② ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❝❡q ❣t▲P❖✭❈✱ P❤✐✱ ❱✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❱ ✐♥ P❤✐ ✴❭

❣❡t❚②♣❡✭❈✮ ❂✴❂ ❣❡t❚②♣❡✭❱✮ ✴❭

❈✶ ✿❂ ❝t❡❖❢❙♦rt✭❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✱ ❣❡t❚②♣❡✭❱✮✮ ✴❭

❣t❙②♠❜✭❈✱ ❈✶✮ ✳

❘✉❧❡ (10) ❝♦♠♣❛r❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t✿

❝❡q ❣t▲P❖✭❱✱ P❤✐✱ ❈✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❱ ✐♥ P❤✐ ✴❭

❣❡t❚②♣❡✭❈✮ ❂✴❂ ❣❡t❚②♣❡✭❱✮ ✴❭

❈✶ ✿❂ ❝t❡❖❢❙♦rt✭❧✐st❖❢❙②♠❜♦❧s✱ ❣❡t❚②♣❡✭❱✮✮ ✴❭

❣t❙②♠❜✭❈✶✱ ❈✮ ✳

❆❧❧ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❴✐♥❴ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝t❡❖❢❙♦rt t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s♦rt
✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣t❙②♠❜ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ q✉♦t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r
♣r❡❝❡❞❡s ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

✽✳ ❘✉❧❡ (11) ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❝❡q ❣t▲P❖✭❋❬❯▲✶✱ ❯❦✱ ❯▲✷❪✱ P❤✐✱ t✮ ❂ tr✉❡

✐❢ ❣t▲P❖✭❯❦✱ P❤✐✱ t✮ ❂❂ tr✉❡ ✳

✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ❛ ❞✐r❡❝t s✉❜t❡r♠ ♦❢ ❋❬❯▲✶✱ ❯❦✱ ❯▲✷❪ ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ t✳

✾✳ ❘✉❧❡

❡q ❣t▲P❖✭❋❬❯▲✶✱ ❯❦✱ ❯▲✷❪✱ P❤✐✱ ❯❦✮ ❂ tr✉❡ ✳

❡♥❝♦❞❡s (12)✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠ ❋❬❯▲✶✱ ❯❦✱ ❯▲✷❪ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢
✐ts ❞✐r❡❝t s✉❜t❡r♠s ❯❦✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❧✐t❡r❛❧s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ >lpo ♦♥ t❡r♠s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ >lpo✳ ❆♥ ❡q✉❛❧✐t② l = r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐s❡t [l, r] ✇❤✐❧❡
❛ ❞✐s❡q✉❛❧✐t② l 6= r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐s❡t [l, l, r, r]✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ >lpo

s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ▼❛✉❞❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❇❆● ❞❡❝❧❛r❡s
s♦rts ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❜❛❣s ♦❢ t❡r♠s✳

✽✽



✻✳✼✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

❢♠♦❞ ❇❆● ✐s

♣r ▼❊❚❆✲❚❊❘▼ ✳

s♦rts ❇❛❣ ◆❡❇❛❣ ✳

s✉❜s♦rts ❚❡r♠ ❁ ◆❡❇❛❣ ❁ ❇❛❣ ✳

♦♣ ❡♠♣t②❇❛❣ ✿ ✲❃ ❇❛❣ ✳

♦♣ ❴✫❴ ✿ ❇❛❣ ❇❛❣ ✲❃ ❇❛❣ ❬❛ss♦❝ ❝♦♠♠ ✐❞✿ ❡♠♣t②❇❛❣❪ ✳

♦♣ ❴✫❴ ✿ ❇❛❣ ◆❡❇❛❣ ✲❃ ◆❡❇❛❣ ❬❞✐tt♦❪ ✳

❡♥❞❢♠

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❜❛❣s ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♦♣ ❴❡q✉✐✈❇❛❣❴ ✿ ❇❛❣ ❇❛❣ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ❡♠♣t②❇❛❣ ❡q✉✐✈❇❛❣ ❡♠♣t②❇❛❣ ❂ tr✉❡ ✳

❡q ✭❇✶ ✫ ❚✶✮ ❡q✉✐✈❇❛❣ ✭❇✷ ✫ ❚✷✮ ❂

❇✶ ❡q✉✐✈❇❛❣ ❇✷ ❛♥❞ ❚✶ ❂❂ ❚✷ ✳

✇❤❡r❡ ❚✶✱❚✷ ❛r❡ t✇♦ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❇✶✱ ❇✷ ❛r❡ t✇♦ ❜❛❣s✳

✻✳✼ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t❤❡♦r② r❡❞✉❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦✐♥❣
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0 ❢♦r t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❋♦r t❤❡
s❡t ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ❛ ❝❧❛✉s❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝ts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X
❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t ✇❤❡♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛❧ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ X = t✿

❡q ✐s❱❛r❆❝t✐✈❡❈❧❛✉s❡✭❡♠♣t②✱ P❤✐✮ ❂ ❢❛❧s❡ ✳

❡q ✐s❱❛r❆❝t✐✈❡❈❧❛✉s❡✭✭❳ ❡q✉❛❧s ❚✱ ❙▲✮✱ P❤✐✮ ❂

✐❢ ♥♦t ✭❳ ✐♥❚▲ ✈❛rs✭❚✮✮ ❛♥❞ ♥♦t ✭❳ ✐♥❚▲ ✈❛rs❖❢❙❈✭P❤✐✮✮ t❤❡♥

tr✉❡

❡❧s❡ ✐s❱❛r❆❝t✐✈❡❈❧❛✉s❡✭❙▲✱ P❤✐✮ ❢✐ ✳

❡q ✐s❱❛r❆❝t✐✈❡❈❧❛✉s❡✭✭▲✱ ❙▲✮✱ P❤✐✮ ❂

✐s❱❛r❆❝t✐✈❡❈❧❛✉s❡✭❙▲✱ P❤✐✮ ❬♦✇✐s❡❪ ✳

❋♦r t❤❡ t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s❛❢❡ ✐❢
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥s ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲❣r♦✉♥❞ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s(u) = v✱
✇❤❡r❡ s(u) ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

♦♣ ✐s●r♦✉♥❞▲✐t❲✐t❤❙❈❧❛✉s❡ ✿ ❙❡t▲✐t ❈♦♥str❛✐♥t ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ✐s●r♦✉♥❞▲✐t❲✐t❤❙❈❧❛✉s❡✭❡♠♣t②✱ P❤✐✮ ❂ tr✉❡ ✳

❡q ✐s●r♦✉♥❞▲✐t❲✐t❤❙❈❧❛✉s❡✭✭▲✱ ❙▲✮✱ P❤✐✮ ❂

✐s●r♦✉♥❞▲✐t❲✐t❤❙✭▲✱P❤✐✮ ❛♥❞ ✐s●r♦✉♥❞▲✐t❲✐t❤❙❈❧❛✉s❡✭❙▲✱ P❤✐✮ ✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s●r♦✉♥❞▲✐t❲✐t❤❙ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞
♦♥❡ ♦❢ ✐ts t❡r♠ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ s✲r♦♦t❡❞✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s❛❢❡ ♦r ♥♦t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♦♣ ✐s❙❛❢❡ ✿ ❙❡t❚r❛❝❡❞❙❈❧❛✉s❡ ✲❃ ❇♦♦❧ ✳

❡q ✐s❙❛❢❡✭❙❚❙❈✮ ❂

✐s●r♦✉♥❞▲✐t❲✐t❤❙❙❡t✭❙❚❙❈✮ ❛♥❞ ♥♦t ✐s❱❛r❆❝t✐✈❡❙❡t✭❙❚❙❈✮ ✳

✽✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✻✳✽ ❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❞❡✲
❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥ ❬▲▼✵✷✱ ❚r❛✵✼✱
▲❘❘❚✶✶❪✱ ✐s t❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t❤❡✲
♦r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛✲t②♣❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐sts✱ ❛rr❛②s✱ r❡❝♦r❞s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣
♦♣❡r❛t♦rs✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ✜r♠ ❜❛s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼❛✉❞❡✳
❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
s❛♠❡ r✉❧❡s ❛s ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝
❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r
❖✛s❡ts✳ ❖✉r t♦♦❧ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t❡st✐♥❣ ♥❡✇ s❛t✉r❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ ♥❡✇ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤✐s t♦♦❧✳

✾✵



❈❤❛♣t❡r ✼

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts

✼✳✶ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✼✳✷ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✼✳✸ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✼✳✹ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✼✳✺ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✼✳✻ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✼✳✼ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✼✳✽ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✼✳✾ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✼✳✶✵ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✼✳✶✶ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡♣♦rts ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ♦✉r t♦♦❧ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡♦r✐❡s✿

• ❯♥✐t❛r② t❤❡♦r✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱

• ❯♥✐t❛r② t❤❡♦r✐❡s t❤❛t s❤❛r❡ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✱
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✱

• ◆♦♥✲✉♥✐t❛r② t❤❡♦r✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳

❋♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✳

✾✶



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

✼✳✶ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣL ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s {car :
❧✐sts→ ❡❧❡♠, cdr : ❧✐sts→ ❧✐sts, cons : ❡❧❡♠× ❧✐sts→ ❧✐sts}✳

❚❤❡ s❡t G0 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ♦✈❡r
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣL✿

✶✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ❢♦r ❡❧❡♠

❛✮ car(a) = e ‖ const(a, e)

❜✮ e1 = e2 ‖ const(e1, e2)

❝✮ e1 6= e2 ‖ const(e1, e2)

✷✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ❢♦r ❧✐sts

❛✮ cons(e, a) = b ‖ const(e, a, b)

❜✮ cdr(a) = b ‖ const(a, b)

❝✮ a = b ‖ const(a, b)

❞✮ a 6= b ‖ const(a, b)

✇❤❡r❡ e✱ e1✱ e2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ a ❛♥❞ b ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

car(cons(X,Y )) = X ✭✼✳✶✮

cdr(cons(X,Y )) = Y ✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

❚❤❡ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ > ♦✈❡r t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣL r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡q✉✐r❡♠❡♥t✿ cons > cdr > car > l > e ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t l ♦❢ s♦rt ❧✐sts✱ ❛♥❞ ❡✈❡r②
❝♦♥st❛♥t e ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ s❡t G0 ∪ {(7.1), (7.2)} ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ❜② SPC✳

Pr♦♦❢✳ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ✉♥✐t❛r② ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s {(7.1), (7.2)}✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ s❡t G0 ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ G0 ❛♥❞
{(7.1), (7.2)}✳

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✭✶✳❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳❛✮ ②✐❡❧❞s
❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✭✷✳❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ✭✷✳❝✮ ♦r ✭✶✳❜✮ ②✐❡❧❞s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ♦t❤❡r r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠
❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s❡t G0 ∪ {(7.1), (7.2)} ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0∪{(7.1), (7.2)} ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜② s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡♥s❡✿ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ s❡t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② SPC ✐s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② s❛t✉r❛t❡❞ s❡t
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② PC✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬▲▼✵✷❪✳

✾✷



✼✳✷✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

✼✳✷ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

❋♦r t❤✐s t❤❡♦r② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ G0 ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✼✳✶✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛①✐♦♠✿

cons(car(X), cdr(X)) = X ✭✼✳✸✮

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0∪{(7.1), (7.2), (7.3)} ❜② SPC ❝♦♥s✐sts ♦❢ G0✱ (7.1)✱ (7.2)✱
(7.3) ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✿

cons(e, cdr(a)) = b ‖ const(e, a, b) ✭✼✳✹✮

cons(car(a), b) = c ‖ const(a, b, c) ✭✼✳✺✮

car(a) = car(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✻✮

cdr(a) = cdr(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✼✮

cons(car(a), cdr(b)) = c ‖ const(a, b, c) ✭✼✳✽✮

Pr♦♦❢✳ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ✉♥✐t❛r② ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s
{(7.1), (7.2), (7.3)} ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

❆❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ G0

❣❡♥❡r❛t❡ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡
❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ G0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t G0 ✐s ❛❧s♦ s❛t✉r❛t❡❞✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠
❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳❛✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✷✮ ❛♥❞
✭✷✳❛✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ②✐❡❧❞s r❡♥❛♠✐♥❣s ♦❢ ✭✶✳❛✮ ❛♥❞ ✭✷✳❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜②
t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳❛✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡

cons(e, cdr(a)) = a ‖ const(e, a). ✭✼✳✾✮

❚❤❡♥✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳❝✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜✲
s✉♠❡s ✭✼✳✾✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳❜✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡

cons(car(a), b) = a ‖ const(a, b) ✭✼✳✶✵✮

❛♥❞ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳❝✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤
s✉❜s✉♠❡s ✭✼✳✶✵✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✷✮ ❛♥❞ ✭✼✳✹✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✭✼✳✻✮ ❛♥❞ ✭✼✳✼✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✸✮
❛♥❞ ✭✼✳✻✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡

cons(car(a), cdr(b)) = b ‖ const(a, b) ✭✼✳✶✶✮

❛♥❞ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳❝✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤
s✉❜s✉♠❡s ✭✼✳✶✶✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ✭✷✳❝✮ ♦r ✭✶✳❜✮ ②✐❡❧❞s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ t❤❡ s❡t G0 ∪ {(7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6), (7.7),
(7.8)}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s s❡t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ t❤❛t ♣❛♣❡r✱ ✐t ✐s s❛✐❞ t❤❛t t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0 ∪ {(7.1), (7.2), (7.3)} ❜② SPC✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✭✼✳✹✮
❛♥❞ ✭✼✳✺✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ✭✼✳✻✮✱ ✭✼✳✼✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✮✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0 ∪ {(7.1),
(7.2), (7.3)} ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ✜✈❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♥❡s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✿

s✉♣(
s✉♣(label(7.3), label(1.a), car(a), cons(car(X), cdr(X)), cons([], cdr(X))),
label(2.c), b, cons(e, cdr(a)), cons(e, cdr([])), ) ❣✐✈❡s

clause(b = cons(e, cdr(a))) ‖ const(e, a, b)
s✉♣(
s✉♣(label(7.3), label(2.b), cdr(a), cons(car(X), cdr(X)), cons(car(X), [])),
label(2.c), b, cons(car(a), b), cons(car([]), b)) ❣✐✈❡s

clause(c = cons(car(a), b)) ‖ const(a, b, c)
s✉♣(label(7.1), label(7.5), cons(car(a), b), car(cons(X,Y )), car([])) ❣✐✈❡s

clause(car(a) = car(b)) ‖ const(a, b)
s✉♣(label(7.2), label(7.4), cons(e, cdr(a)), cdr(cons(X,Y )), cdr([])) ❣✐✈❡s

clause(cdr(a) = cdr(b)) ‖ const(a, b)
s✉♣(
s✉♣(label(7.3), label(7.6), car(a), cons(car(X), cdr(X)), cons([], cdr(X))),
label(2.c), b, cons(car(b), cdr(a)), cons(car(b), cdr([]))) ❣✐✈❡s

clause(c = cons(car(a), cdr(b))) ‖ const(a, b, c)

❖♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜② s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❛❜str❛❝t s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② SPC ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ❝♦♥❝r❡t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② PC✳

✼✳✸ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

❆ r❡❝♦r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛rr❛② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s
✜①❡❞✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✉♥✐t
❝❧❛✉s❡s✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❆❇❘❙✵✾❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 3
✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣRec =

⋃3
i=1{rstorei : r❡❝ ×

✐♥t → r❡❝, rselecti : r❡❝ → ✐♥t}✱ ❛♥❞ ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s
Ax(Rec)✿

rselect1(rstore1(X,Y )) = Y ✭✼✳✶✷✮

rselect2(rstore2(X,Y )) = Y ✭✼✳✶✸✮

rselect3(rstore3(X,Y )) = Y ✭✼✳✶✹✮

rselect1(rstore2(X,Y )) = rselect1(X) ✭✼✳✶✺✮

rselect1(rstore3(X,Y )) = rselect1(X) ✭✼✳✶✻✮

rselect2(rstore1(X,Y )) = rselect2(X) ✭✼✳✶✼✮

rselect2(rstore3(X,Y )) = rselect2(X) ✭✼✳✶✽✮

rselect3(rstore1(X,Y )) = rselect3(X) ✭✼✳✶✾✮

rselect3(rstore2(X,Y )) = rselect3(X) ✭✼✳✷✵✮

✾✹



✼✳✸✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt r❡❝✱ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ✐♥t✳

▲❡t G0 ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✿

✶✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❢♦r s♦rt r❡❝

❛✮ rstore1(a, i) = b ‖ const(a, b, i)

❜✮ rstore2(a, i) = b ‖ const(a, b, i)

❝✮ rstore3(a, i) = b ‖ const(a, b, i)

❞✮ a = b ‖ const(a, b)

❡✮ a 6= b ‖ const(a, b)

✷✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❢♦r s♦rt ✐♥t

❛✮ rselect1(a) = i ‖ const(a, i)

❜✮ rselect2(a) = i ‖ const(a, i)

❝✮ rselect3(a) = i ‖ const(a, i)

❞✮ i1 = i2 ‖ const(i1, i2)

❡✮ i1 6= i2 ‖ const(i1, i2)

✇❤❡r❡ a, b ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt r❡❝✱ ❛♥❞ i, i1, i2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
s♦rt ✐♥t✳

❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ t❡r♠s ✐s t❤❡ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ > ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r
t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣRec r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ rstorei > rselectj >

r > c ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ {1, 2, 3}✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ r ♦❢ s♦rt r❡❝ ❛♥❞ ❡✈❡r②
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ c ♦❢ s♦rt ✐♥t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0 ∪ Ax(Rec) ❜② SPC ❝♦♥s✐sts ♦❢ G0✱ Ax(Rec) ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✿

rselect1(a) = rselect1(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✷✶✮

rselect2(a) = rselect2(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✷✷✮

rselect3(a) = rselect3(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✷✸✮

Pr♦♦❢✳ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ✉♥✐t❛r② ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(Rec)✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

❆❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ♣r♦❞✉❝❡
❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t G0 ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞
❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✷✮ ✭r❡s♣✳ ✭✼✳✶✸✮✱ ✭✼✳✶✹✮✮ ❛♥❞ ✭✶✳❛✮ ✭r❡s♣✳
✭✶✳❜✮✱ ✭✶✳❝✮✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✭✷✳❛✮ ✭r❡s♣✳ ✭✷✳❜✮✱ ✭✷✳❝✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞
❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✶✳❜✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✷✶✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✶✳❝✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢
✭✼✳✷✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ■t ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s
2 ❛♥❞ 3✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳❛✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✳❛✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛♥② ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ✭✶✳❞✮ ♦r ✭✷✳❞✮ ②✐❡❧❞s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜②
t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✇ ❝❧❛✉s❡s ✭✼✳✷✶✮✱ ✭✼✳✷✷✮✱ ✭✼✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳❛✮✱
✭✷✳❜✮✱ ✭✷✳❝✮ ②✐❡❧❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✭✷✳❛✮✱ ✭✷✳❜✮✱ ✭✷✳❝✮ t❤❛t ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ♦t❤❡r r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s❡t
G0 ∪ Ax(Rec) ∪ {(7.21), (7.22), (7.23)} ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r SPC✳

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0 ∪Ax(Rec) ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❆❇❘❙✵✾❪✿

s✉♣(label(7.15), label(1.b), rstore2(a, i), rselect1(rstore2(X,Y )), rselect1([])) ❣✐✈❡s
clause(rselect1(a) = rselect1(b)) ‖ const(a, b)

s✉♣(label(7.17), label(1.a), rstore1(a, i), rselect2(rstore1(X,Y )), rselect2([])) ❣✐✈❡s
clause(rselect2(a) = rselect2(b)) ‖ const(a, b)

s✉♣(label(7.19), label(1.a), rstore1(a, i), rselect3(rstore1(X,Y )), rselect3([])) ❣✐✈❡s
clause(rselect3(a) = rselect3(b)) ‖ const(a, b)

✼✳✹ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣLLI ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ s❡t {car : ❧✐sts→
❡❧❡♠, cdr : ❧✐sts → ❧✐sts, cons : ❡❧❡♠ × ❧✐sts → ❧✐sts, len : ❧✐sts → ✐♥t, nil :→
❧✐sts, 0 :→ ✐♥t, s : ✐♥t→ ✐♥t}✳ ▲❡t Σ+

LLI = ΣLLI ∪ {s
+ : ✐♥t→ ✐♥t}✳

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(LLI)✿

✶✳ ❆①✐♦♠s ❢♦r ❧✐sts

❛✮ car(cons(X, Y )) = X

❜✮ cdr(cons(X, Y )) = Y

❝✮ cons(X, Y ) 6= nil

✷✳ ❆①✐♦♠ ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤

❛✮ len(cons(X, Y )) = s(len(Y ))

❜✮ len(nil) = 0

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

❚❤❡ s❡t G0 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❛s ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✿

✸✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠

❛✮ car(a) = e ‖ const(a, e)

❜✮ e1 = e2 ‖ const(e1, e2)

❝✮ e1 6= e2 ‖ const(e1, e2)

✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ s♦rt ❧✐sts

❛✮ cons(e, a) = b ‖ const(e, a, b)

❜✮ cdr(a) = b ‖ const(a, b)

❝✮ a = b ‖ const(a, b)

❞✮ a 6= b ‖ const(a, b)

✺✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ s♦rt ✐♥t

❛✮ len(a) = s+(i) ‖ const(a, i)

❜✮ len(a) = s+(len(b)) ‖ const(a, b)

❝✮ i = s+(len(a)) ‖ const(a, i)

❞✮ i1 = s+(i2) ‖ const(i1, i2)

❡✮ i = len(a) ‖ const(a, i)

❢✮ i1 = i2 ‖ const(i1, i2)

❣✮ i1 6= i2 ‖ const(i1, i2)

✇❤❡r❡ e✱ e1✱ e2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✱ a✱b ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt
❧✐sts✱ ❛♥❞ i✱ i1✱ i2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ✐♥t✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡r♠s ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡
s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ+

LLI r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✿ cons > cdr > car >

c > e > len > i > s > s+ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t c ♦❢ s♦rt ❧✐sts✱ ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t e ♦❢ s♦rt
❡❧❡♠✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t i ♦❢ s♦rt ✐♥t✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t

✾✻



✼✳✹✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤

❡✈❡r② ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❡r♠ ♦❢ s♦rt ❧✐sts ♦r ❡❧❡♠ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❛t > ✐s ❛
TI − ❣♦♦❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✺✮✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(LLI)∪G0 ❜② SUPCI ❝♦♥s✐sts ♦❢ Ax(LLI)✱ G0 ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s✿

s+(i1) = s+(i2) ‖ const(i1, i2) ✭✼✳✷✹✮

i1 6= s+(i1) ‖ const(i1, i2) ✭✼✳✷✺✮

s+(i1) 6= s+(i2) ‖ const(i1, i2) ✭✼✳✷✻✮

s+(i1) = s+(len(a)) ‖ const(i1, a) ✭✼✳✷✼✮

len(a) = len(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✷✽✮

s+(len(a)) = s+(len(b)) ‖ const(a, b) ✭✼✳✷✾✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s✐① ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t G0✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✭✺✳❞✮ ❛♥❞ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✷✹✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✭✺✳❣✮ ❛♥❞ ✭✺✳❞✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✷✺✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✇✐t❤
✭✺✳❞✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✭✼✳✷✻✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✺✳❛✮ ❛♥❞ ✭✺✳❜✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝
❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✷✼✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✺✳❜✮ ❛♥❞ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ②✐❡❧❞s t✇♦ ♥❡✇
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✭✼✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✷✾✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐t❡r❛❧ len(a) = s+(s+(len(b))) t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ❛
r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦♣② ♦❢ ✭✺✳❜✮ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ❢r♦♠ Rs+ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ ❛♥❞ ✐s
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠
✐♥ Ax(LLI) ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ G0✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳❛✮ ✭r❡s♣✳ ✭✶✳❜✮✮
❛♥❞ ✭✹✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✭✸✳❛✮ ✭r❡s♣✳ ✭✹✳❜✮✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡
❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✷✳❛✮ ❛♥❞ ✭✹✳❛✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧

len(a) = s(len(b)) ‖ const(a, b)

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐t ❛♥❞
✭✺✳❜✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳❝✮ ❛♥❞ ✭✹✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳❞✮ t❤❛t
✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(LLI) ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉✲
♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝
❧✐t❡r❛❧ ②✐❡❧❞s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ G0 ∪ Ax(LLI) ∪
{(7.24), (7.25), (7.26), (7.27), (7.28), (7.29)}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s s❡t ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✐s
s❛t✉r❛t❡❞✳

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0 ∪Ax(LLI) ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts tr❛❝❡

s✉♣(label(5.d), label(5.d), i1, i1, []) ❣✐✈❡s s
+(i1) = s

+(i2) ‖ const(i1, i2)
s✉♣(label(5.g), label(5.d), i1, i1, []) ❣✐✈❡s i1 6= s

+(i2) ‖ const(i1, i2)
s✉♣(label(7.25), label(5.d), i1, i1, []) ❣✐✈❡s s

+(i1) 6= s
+(i2) ‖ const(i1, i2)

s✉♣(label(5.a), label(5.b), len(a), len(a), []) ❣✐✈❡s s
+(i1) = s

+(len(a)) ‖ const(i1, a)
s✉♣(label(5.b), label(5.b), s+(len(b)), s+(len(b)), []) ❣✐✈❡s len(a) = len(b) ‖ const(a, b)
s✉♣(label(5.b), label(5.b), len(a), len(a), []) ❣✐✈❡s s

+(len(a)) = s
+(len(b)) ‖ const(a, b)

✾✼



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♣r♦♦❢✳

✼✳✺ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣLIE ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ s❡t
{car : ❧✐sts → ✐♥t, cdr : ❧✐sts → ❧✐sts, cons : ✐♥t × ❧✐sts → ❧✐sts, len : ❧✐sts →
✐♥t, nil :→ ❧✐sts, 0 :→ ✐♥t, s : ✐♥t→ ✐♥t}✳ ▲❡t Σ+

LIE = ΣLIE ∪ {s
+ : ✐♥t→ ✐♥t}✳

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(LIE)✿

✶✳ ❆①✐♦♠s ♦❢ s♦rt ❧✐sts

❛✮ cdr(cons(X, Y )) = Y

❜✮ cons(X, Y ) 6= nil

✷✳ ❆①✐♦♠ ♦❢ s♦rt ✐♥t

❛✮ car(cons(X, Y )) = X

❜✮ len(cons(X, Y )) = s(len(Y ))

❝✮ len(nil) = 0

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ✐♥t✱ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❧✐sts✳

❚❤❡ s❡t G0 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❛s ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s

✸✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ s♦rt ❧✐sts

❛✮ cons(i, a) = b ‖ const(i, a, b)

❜✮ cdr(a) = b ‖ const(a, b)

❝✮ a = b ‖ const(a, b)

❞✮ a 6= b ‖ const(a, b)

✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ s♦rt ✐♥t

❛✮ car(a) = i ‖ const(a, i)

❜✮ len(a) = i ‖ const(a, i)

❝✮ len(a) = s+(i) ‖ const(a, i)

❞✮ i = s+(len(a)) ‖ const(a, i)

❡✮ len(a) = s+(len(b)) ‖ const(a, b)

❢✮ car(a) = s+(i) ‖ const(a, i)

❣✮ i = s+(car(a)) ‖ const(a, i)

❤✮ car(a) = s+(car(b)) ‖ const(a, b)

✐✮ i1 = s+(i2) ‖ const(i1, i2)

❥✮ i1 = i2 ‖ const(i1, i2)

❦✮ i1 6= i2 ‖ const(i1, i2)

✇❤❡r❡ a✱b ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❧✐sts✱ ❛♥❞ i✱ i1✱ i2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
s♦rt ✐♥t✳

❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ♦r❞❡r > ♦✈❡r t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ+
LIE t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✿ cons > cdr > c > len > car > i > s > s+ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t c ♦❢ s♦rt
❧✐sts✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t i ♦❢ s♦rt ✐♥t✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r > ✐s ❛ TI − ❣♦♦❞ ♦r❞❡r✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ Ax(LIE)∪G0 ❜② SUPCI ❝♦♥s✐sts ♦❢ Ax(LIE)✱ G0 ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s✿

✾✽



✼✳✺✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts

s+(i1) = s+(i2) ‖ const(i1, i2) ✭✼✳✸✵✮

i1 6= s+(i2) ‖ const(i1, i2) ✭✼✳✸✶✮

s+(i1) 6= s+(i2) ‖ const(i1, i2) ✭✼✳✸✷✮

a = cons(s+(i), b) ‖ const(a, i, b) ✭✼✳✸✸✮

s+(i) = s+(car(a)) ‖ const(i, a) ✭✼✳✸✹✮

car(a) = car(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✸✺✮

s+(car(a)) = s+(car(b)) ‖ const(a, b) ✭✼✳✸✻✮

s+(i) = s+(len(a)) ‖ const(i, a) ✭✼✳✸✼✮

len(a) = len(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✸✽✮

s+(len(a)) = s+(len(b)) ‖ const(a, b) ✭✼✳✸✾✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t G0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✭✹✳✐✮ ❛♥❞ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✸✵✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳❦✮ ❛♥❞ ✭✹✳✐✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✸✶✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✭✼✳✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✐✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✸✷✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✸✳❛✮ ❛♥❞
✭✹✳✐✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✸✸✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳❢✮ ❛♥❞ ✭✹✳❤✮ ②✐❡❧❞s
t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✸✹✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳❤✮ ❛♥❞ ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢
②✐❡❧❞s t✇♦ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✭✼✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭✼✳✸✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧

car(a) = s+(s+(car(b))) ‖ const(a, b)

t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦♣② ♦❢ ✭✹✳❤✮ ❛❢t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❢r♦♠ Rs+ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✭✹✳❝✮ ❛♥❞ ✭✹✳❡✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✸✼✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳❡✮ ❛♥❞ ❛
r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ②✐❡❧❞s t✇♦ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✸✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
❧✐t❡r❛❧

len(a) = s+(s+(len(b))) ‖ const(a, b)

t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦♣② ♦❢ ✭✹✳❡✮ ❛❢t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❢r♦♠ Rs+✱ ❛♥❞ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠
✐♥ Ax(LIE) ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ G0✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✷✳❛✮ ✭r❡s♣✳ ✭✶✳❛✮✮
❛♥❞ ✭✸✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳❛✮ ✭r❡s♣✳ ✭✸✳❜✮✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡
❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✷✳❜✮ ❛♥❞ ✭✸✳❛✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧

len(a) = s(len(b)) ‖ const(a, b)

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐t ❛♥❞
✭✹✳❡✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳❜✮ ❛♥❞ ✭✸✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✸✳❞✮ t❤❛t
✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(LIE) ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉✲
♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝

✾✾



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❧✐t❡r❛❧ ②✐❡❧❞s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ G0 ∪ Ax(LIE) ∪
{(7.30), (7.31), (7.32), (7.33), (7.34), (7.35), (7.36), (7.37), (7.38), (7.39)}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s s❡t
♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢G0∪Ax(LIE) ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥
▲❡♠♠❛ ✻✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ tr❛❝❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♣r♦♦❢✳

s✉♣(label(4.i), label(4.i), i1, i1, []) ❣✐✈❡s s
+(i1) = s

+(i2) ‖ const(i1, i2)
s✉♣(label(4.k), label(4.i), i1, i1, []) ❣✐✈❡s i1 6= s

+(i2) ‖ const(i1, i2)
s✉♣(label(7.31), label(4.i), i1, i1, []) ❣✐✈❡s s

+(i1) 6= s
+(i2) ‖ const(i1, i2)

s✉♣(label(3.a), label(4.i), i1, cons(i, a), cons([], a)) ❣✐✈❡s a = cons(s+(i), b) ‖ const(a, i, b)
s✉♣(label(4.f), label(4.h), car(a), car(a), []) ❣✐✈❡s s

+(i) = s
+(car(a)) ‖ const(a, i)

s✉♣(label(4.h), label(4.h), s+(car(b)), s+(car(b)), []) ❣✐✈❡s car(a) = car(b) ‖ const(a, b)
s✉♣(label(4.h), label(4.h), car(a), car(a), []) ❣✐✈❡s s

+(car(a)) = s
+(car(b)) ‖ const(a, b)

s✉♣(label(4.c), label(4.e), len(a), len(a), []) ❣✐✈❡s s
+(i) = s

+(len(a)) ‖ const(a, i)
s✉♣(label(4.e), label(4.e), s+(len(b)), s+(len(b)), []) ❣✐✈❡s len(a) = len(b) ‖ const(a, b)
s✉♣(label(4.e), label(4.e), len(a), len(a), []) ❣✐✈❡s s

+(len(a)) = s
+(len(b)) ‖ const(a, b)

✼✳✻ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 3 ✭✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✮ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣRII =

⋃3
i=1{rstorei : r❡❝ × ✐♥t → r❡❝, rselecti :

r❡❝→ ✐♥t, incr : r❡❝→ r❡❝, s : ✐♥t→ ✐♥t}✳ ▲❡t Σ+
RII = ΣRII ∪ {s

+ : ✐♥t→ ✐♥t}✳
❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(RII)✿

✶✳ ❆①✐♦♠s ❢♦r r❡❝♦r❞s

❛✮ rselecti(rstorei(X, Y )) = Y ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2, 3}

❜✮ rselectj(rstorei(X, Y )) = rselectj(X, Y ) ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j

✷✳ ❆①✐♦♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t

❛✮ rselecti(incr(X)) = s(rselecti(X)) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2, 3}

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt r❡❝✱ ❛♥❞ Y ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ✐♥t✳ ❚❤❡ s❡t G0 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❛s
♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✿

✸✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ s♦rt r❡❝

❛✮ b = rstorei(a, e) ‖ const(a, b, e)

❜✮ b = incr(a) ‖ const(a, b)

❝✮ a = b ‖ const(a, b)

❞✮ a 6= b ‖ const(a, b)

✹✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢ s♦rt ✐♥t

✶✵✵



✼✳✻✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t

❛✮ e = rselecti(a) ‖ const(a, e)

❜✮ rselecti(a) = s+(e) ‖ const(a, e)

❝✮ rselecti(a) = s+(rselecti(b)) ‖ const(a, b)

❞✮ e = s+(rselecti(a))‖const(a, e)

❡✮ e1 = s+(e2) ‖ const(e1, e2)

❢✮ e1 = e2 ‖ const(e1, e2)

❣✮ e1 6= e2 ‖ const(e1, e2)

✇❤❡r❡ a, b ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt r❡❝✱ e, e1, e2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt
✐♥t✱ ❛♥❞ i ∈ {1, 2, 3}✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ > ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛t✉r❡ Σ+

RII s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ❢♦r ❛❧❧ i, j ✐♥ {1, .., n} incr > rstorei✱
rstorei > rselectj✱ rselecti > c ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t c✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t c ✐s s✉❝❤ t❤❛t
c > s > s+✳

▲❡♠♠❛ ✼✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0 ∪Ax(RII) ❜② SUPCI ❝♦♥s✐sts ♦❢ G0✱ Ax(RII) ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s✱ ✇❤❡r❡ i ∈ {1, 2, 3}✿

s+(e1) = s+(e2) ‖ const(e1, e2) ✭✼✳✹✵✮

e1 6= s+(e2) ‖ const(e1, e2) ✭✼✳✹✶✮

s+(e1) 6= s+(e2) ‖ const(e1, e2) ✭✼✳✹✷✮

rselecti(a) = rselecti(b) ‖ const(a, b) ✭✼✳✹✸✮

s+(rselecti(a)) = s+(rselecti(b)) ‖ const(a, b) ✭✼✳✹✹✮

s+(e1) = s+(rselecti(a)) ‖ const(a, e1) ✭✼✳✹✺✮

rstorei(a, s
+(e)) = b ‖ const(a, b, e) ✭✼✳✹✻✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t G0✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✭✹✳❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✐ts❡❧❢ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✹✵✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳❣✮ ❛♥❞ ✭✹✳❡✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✹✶✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞
✇✐t❤ ✭✹✳❡✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✭✼✳✹✷✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳❝✮ ❛♥❞
✐ts r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ②✐❡❧❞s t✇♦ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✭✼✳✹✸✮ ❛♥❞ ✭✼✳✹✹✮ ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}✱
❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s rselecti(a) = s+(s+(rselecti(b))) ‖ const(a, b) ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}
t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✭✹✳❝✮ ❛❢t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❢r♦♠ Rs+ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳❝✮ ❛♥❞ ✭✹✳❜✮ ②✐❡❧❞s t❤❡
♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✭✼✳✹✺✮ ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✸✳❛✮ ❛♥❞ ✭✹✳❡✮ ②✐❡❧❞s
t❤❡ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✭✼✳✹✻✮ ❢♦r i ∈ {1, 2, 3}✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ✐♥
Ax(RII) ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ ✐♥ G0✳ ❋♦r i ∈ {1, 2, 3}✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳❛✮ ❛♥❞
✭✸✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳
❋♦r i, j ∈ {1, 2, 3} ✇✐t❤ i 6= j✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳❜✮ ❛♥❞ ✭✸✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢
✭✼✳✹✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(RII) ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉♣❡r♣♦✲
s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧✱ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s
②✐❡❧❞s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ G0 ∪ Ax(RII) ∪ {(7.40),
(7.41), (7.42), (7.43), (7.44), (7.45), (7.46)}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s s❡t ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ✐s
s❛t✉r❛t❡❞✳

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0 ∪Ax(RII) ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✼ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛❝❡ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛✿

s✉♣(label(4.e), label(4.e), e1, e1, []) ❣✐✈❡s s+(e1) = s+(e2) ‖ const(e1, e2)
s✉♣(label(4.g), label(4.e), e1, e1, []) ❣✐✈❡s e1 6= s+(e2) ‖ const(e1, e2)
s✉♣(label(7.41), label((4.e), e1, e1, []) ❣✐✈❡s s+(e1) 6= s+(e2) ‖ const(e1, e2)
s✉♣(label(4.c), label(4.c), s+(rselecti(b)), s

+(rselecti(b)), []) ❣✐✈❡s
rselecti(a) = rselecti(b) ‖ const(a, b)

s✉♣(label(4.c), label(4.c), rselecti(a), rselecti(a), []) ❣✐✈❡s
s+(rselecti(a)) = s+(rselecti(b)) ‖ const(a, b)

s✉♣(label(4.c), label(4.b), rselecti(a), rselecti(a), []) ❣✐✈❡s
s+(e) = s+(rselecti(a)) ‖ const(a, e)

s✉♣(label(3.a), label(4.e), e1, rstorei(a, e), rstorei(a, []), ) ❣✐✈❡s
rstorei(a, s

+(e)) = b ‖ const(a, b, e)

✼✳✼ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts

❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts ✭P❊▲✱ ❢♦r s❤♦rt✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✹✳✹✮
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ cons✱ t❤❡ ✉♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s car ❛♥❞ cdr✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t nil✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣t② ❧✐st✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡t Ax(P❊▲) ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

car(cons(X,Y )) = X ✭✼✳✹✼✮

cdr(cons(X,Y )) = Y ✭✼✳✹✽✮

cons(X,Y ) 6= nil ✭✼✳✹✾✮

cons(car(Y ), cdr(Y )) = Y ∨ Y = nil ✭✼✳✺✵✮

car(nil) = nil ✭✼✳✺✶✮

cdr(nil) = nil ✭✼✳✺✷✮

✇❤❡r❡ X✱ Y ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ s❡t G0 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✿

x = y ‖ const(x, y) ✭✼✳✺✸✮

x 6= y ‖ const(x, y) ✭✼✳✺✹✮

car(x) = y ‖ const(x, y) ✭✼✳✺✺✮

cdr(x) = y ‖ const(x, y) ✭✼✳✺✻✮

cons(x, y) = z ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✺✼✮

✇❤❡r❡ x✱ y ❛♥❞ z ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✵✷



✼✳✼✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts

❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ > ♦✈❡r t❤❡ t❡r♠s✱ ✇❤♦s❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡
s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣPEL r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✿ cons > cdr > car >

nil > c✱ ✇❤❡r❡ nil ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ c ✐s ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥st❛♥t t❤❛♥ nil✳

▲❡♠♠❛ ✽✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0 ∪ Ax(P❊▲) ❜② SPC ❝♦♥s✐sts ♦❢ G0✱ Ax(P❊▲) ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✿

car(x) = y ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✺✽✮

cdr(x) = y ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✺✾✮

cons(x, y) = z ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✻✵✮

cons(x, cdr(y)) = z ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✻✶✮

cons(car(x), y) = z ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✻✷✮

car(x) = car(y) ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✻✸✮

cdr(x) = cdr(y) ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✻✹✮

cons(car(x), cdr(y)) = z ∨ z = nil ‖ const(x, y, z) ✭✼✳✻✺✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r✉❧❡ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ✐s t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✹✼✮ ②✐❡❧❞s cons(x, cdr(cons(x, y))) = cons(x, y)∨ cons(x, y) =
nil✱ t❤❛t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✭✼✳✹✽✮ t♦ cons(x, y) = cons(x, y)∨ cons(x, y) = nil t❤❛t ✐s ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✹✼✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✵✮ ②✐❡❧❞s
car(y) = car(y), y = nil✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✹✽✮ ②✐❡❧❞s cons(car(cons(x, y)), y) = cons(x, y)∨
cons(x, y) = nil✱ t❤❛t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✭✼✳✹✼✮ t♦ cons(x, y) = cons(x, y) ∨ cons(x, y) = nil

t❤❛t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✹✽✮ ❛♥❞
✭✼✳✺✵✮ ②✐❡❧❞s cdr(y) = cdr(y), y = nil✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡ts ❞❡❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡✳ ❙✉✲
♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✶✮ ❣✐✈❡s cons(nil, cdr(nil)) = nil ∨ nil = nil ✇❤✐❝❤ ✐s
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✷✮
❣✐✈❡s cons(car(nil), nil) = nil ∨ nil = nil ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡✳

❆❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ G0

❣❡♥❡r❛t❡ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✺✮ ✭r❡s♣✳ ✭✼✳✺✻✮
♦r ✭✼✳✺✼✮✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✸✮ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✭✼✳✺✺✮ ✭r❡s♣✳ ✭✼✳✺✻✮ ♦r ✭✼✳✺✼✮✮ t❤❛t ✐s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✉❜s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡
❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ G0✳ ❚❤❡ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②
t♦ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝❧❛✉s❡s ✐♥ G0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t G0 ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞
❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✺✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡

cons(y, cdr(x)) = x ∨ x = nil ‖ const(x, y) ✭✼✳✻✻✮

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✹✼✮ ❛♥❞ ✭✼✳✻✻✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡

car(x) = y ∨ x = nil ‖ const(x, y) ✭✼✳✻✼✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✭✼✳✺✸✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✺✽✮✳ ❙✉✲
♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✻✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡

cons(car(x), y) = y ∨ y = nil ‖ const(x, y) ✭✼✳✻✽✮

✶✵✸



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✹✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✻✽✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡

cdr(x) = y ∨ x = nil ‖ const(x, y) ✭✼✳✻✾✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✭✼✳✺✸✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✺✾✮✳ ❙✉♣❡r✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✻✻✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✻✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✻✵✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✻✻✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✸✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✻✶✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✭✼✳✻✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✸✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✻✷✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✹✼✮
❛♥❞ ✭✼✳✻✷✮ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡

car(x) = car(y) ∨ x = nil ‖ const(x, y) ✭✼✳✼✵✮

❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✼✵✮ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡

cons(car(x), cdr(y)) = y ∨ y = nil ‖ const(x, y) ✭✼✳✼✶✮

✇❤♦s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✼✳✺✸✮ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✻✺✮ t❤❛t s✉❜✲
s✉♠❡s ✭✼✳✼✶✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✵✮ ✐ts r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✻✸✮ t❤❛t s✉❜s✉♠❡s ✭✼✳✼✵✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✹✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✻✶✮
❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡

cdr(x) = cdr(y) ∨ x = nil ‖ const(x, y) ✭✼✳✼✷✮

✇❤♦s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✻✹✮
t❤❛t s✉❜s✉♠❡s ✭✼✳✼✷✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✻✺✮ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡
x = y ∨ y = nil ‖ const(x, y) t❤❛t ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✽✮ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ cons(x, cdr(y)) = y ∨ y =
nil ∨ x = nil ‖ const(x, y) t❤❛t ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✾✮ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ cons(car(x), y) = y ∨ x =
nil ∨ y = nil ‖ const(x, y) t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✻✸✮ ✭r❡s♣✳ ✭✼✳✻✷✮✱ ✭✼✳✻✺✮✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✶✮ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✼✳✺✽✮
✭r❡s♣✳ ✭✼✳✻✵✮✱ ✭✼✳✻✶✮✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✻✹✮ ✭r❡s♣✳ ✭✼✳✻✶✮✱ ✭✼✳✻✺✮✮ ❛♥❞
✭✼✳✺✷✮ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭✼✳✺✾✮ ✭r❡s♣✳ ✭✼✳✻✵✮✱ ✭✼✳✻✶✮✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✺✶✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✺✾✮
❛♥❞ ✭✼✳✺✷✮ ❣✐✈❡s ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❛t ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❣✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡t Ax(P❊▲)∪G0∪{(7.58), (7.59), (7.60)✱ (7.61)✱ (7.62)✱ ✭✼✳✻✸✮✱ ✭✼✳✻✹✮✱
(7.65)}✳ ❚❤❡ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ r✉❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s s❡t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❛✉s❡
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t r✉❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
s❡t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✽ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❬❆❇❘❙✵✾❪ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥❝r❡t❡ s❛t✲
✉r❛t✐♦♥ ❜② PC✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ car(e1) = e2 ∨

∨n

i=1 ci = di ✇✐t❤ n ≥ 1 ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
PC ❬❆❇❘❙✵✾❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ car(x) = y ∨ z = nil ‖ const(x, y, z)
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② SPC✳

✶✵✹



✼✳✽✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0 ∪Ax(P❊▲) ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✽✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ tr❛❝❡s s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞✿

s✉♣(
s✉♣(
label(7.47),
s✉♣(label(7.50), label(7.55), car(x), cons(car(Y ), cdr(Y )), cons([], cdr(Y ))),
cons(y, cdr(x)), car(cons(X,Y )), car([])

), label(7.53), x, car(x), car([])
) ❣✐✈❡s clause((car(x) = y, z = nil)) ‖ const(x, y, z)
s✉♣(
s✉♣(
label(7.48),
s✉♣(label(7.50), label(7.56), cdr(x), cons(car(Y ), cdr(Y )), cons(car(Y ), [])),
cons(car(x), y), cdr(cons(X,Y )), cdr([])

), label(7.53), x, cdr(x), cdr([])
) ❣✐✈❡s clause((cdr(x) = y, z = nil)) ‖ const(x, y, z)
s✉♣(
s✉♣(label(7.50), label(7.55), car(x), cons(car(Y ), cdr(Y )), cons([], cdr(Y ))),
label(7.56), cdr(x), cons(y, cdr(x)), cons(y, [])

) ❣✐✈❡s clause((cons(x, y) = z, z = nil)) ‖ const(x, y, z)
s✉♣(
s✉♣(label(7.50), label(7.55), car(x), cons(car(Y ), cdr(Y )), cons([], cdr(Y ))),
label(7.53), x, cons(y, cdr(x)), cons(y, cdr([]))

) ❣✐✈❡s clause((cons(x, cdr(y)) = z, z = nil)) ‖ const(x, y, z)
s✉♣(
s✉♣(label(7.50), label(7.56), cdr(x), cons(car(Y ), cdr(Y )), cons(car(Y ), [])),
label(7.53), x, cons(car(x), y), cons(car([]), y))

) ❣✐✈❡s clause((cons(car(x), y) = z, z = nil)) ‖ const(x, y, z)

s✉♣( s✉♣((7.47), (7.62), cons(car(x), y), car(cons(X,Y )), car([])),
s✉♣((7.47), (7.62), cons(car(x), y), car(cons(X,Y )), car([]))

) ❣✐✈❡s clause((car(x) = car(y), z = nil)) ‖ const(x, y, z)
s✉♣( s✉♣((7.48), (7.61), cons(x, cdr(y)), cdr(cons(X,Y )), cdr([])),
s✉♣((7.48), (7.61), cons(x, cdr(y)), cdr(cons(X,Y )), cdr([]))

) ❣✐✈❡s clause(cdr(x) = cdr(y)z = nil) ‖ const(x, y, z)
s✉♣(
s✉♣(
label(7.50),
s✉♣(label(7.47), label(7.62), cons(car(x), y), car(cons(X,Y )), car([])),
car(x), cons(car(Y ), cdr(Y )), cons([], cdr(Y ))

), label(7.53), x, cons(car(x), cdr(y)), cons(car(x), cdr([]))
) ❣✐✈❡s clause((cons(car(x), cdr(y)) = z, z = nil)) ‖ const(x, y, z)

✼✳✽ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s

❚❤❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣA ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s
{select : ❛rr❛②× ✐♥❞❡①→ ❡❧❡♠, store : ❛rr❛②× ✐♥❞❡①× ❡❧❡♠→ ❛rr❛②}✳

✶✵✺



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t Ax(A) ♦❢ ❛①✐♦♠s

select(store(V, I, E), I) = E ✭✼✳✼✸✮

select(store(V, I, E), J) = select(V, J) ∨ I = J ✭✼✳✼✹✮

✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❛rr❛②✱ I✱ J ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ E ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✳

❚❤❡ s❡t G0 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ♦✈❡r
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣA✿

✶✳ ❙♦rt ❛rr❛②

❛✮ store(a1, i, e) = a2 ‖ const(a1, i, e, a2)

❜✮ a1 = a2 ‖ const(a1, a2)

❝✮ a1 6= a2 ‖ const(a1, a2)

✷✳ ❙♦rt ✐♥❞❡①

❛✮ i1 = i2 ‖ const(i1, i2)

❜✮ i1 6= i2 ‖ const(i1, i2)

✸✳ ❙♦rt ❡❧❡♠

❛✮ select(a, i) = e ‖ const(a, i, e)

❜✮ e1 = e2 ‖ const(e1, e2)

❝✮ e1 6= e2 ‖ const(e1, e2)

✇❤❡r❡ a✱ a1✱ a2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❛rr❛②✱ i✱ i1✱ i2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❢ s♦rt ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ e✱ e1✱ e2 ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠✳

❚❤❡ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ > ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✿ store > select > a > e > i

❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts a ♦❢ s♦rt ❛rr❛②✱ e ♦❢ s♦rt ❡❧❡♠ ❛♥❞ i ♦❢ s♦rt ✐♥❞❡①✳

▲❡♠♠❛ ✾✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0∪Ax(A) ❜② SPC ❝♦♥s✐sts ♦❢ G0✱ Ax(A) ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✿

select(a1, I) = select(a2, I) ∨ i = I ‖ const(a1, a2, i) ✭✼✳✼✺✮

select(a, i) = e ∨ i1 = i2 ‖ const(a, i, e, i1, i2) ✭✼✳✼✻✮

✇❤❡r❡ I ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s♦rt ✐♥❞❡①✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r✉❧❡ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s ✐s t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛①✐♦♠s ❣❡♥❡r❛t❡s select(A, J) = E ∨ J = J t❤❛t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛✉t♦❧♦❣② r✉❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(A) ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

❆❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ G0

❣❡♥❡r❛t❡ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳❛✮ ❛♥❞ ✭✶✳❜✮
✭r❡s♣✳ ✭✭✷✳❛✮ ♦r ✸✳❜✮✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ♦❢ ✭✶✳❛✮ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥
r✉❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✸✳❛✮ ❛♥❞ ✭✶✳❜✮ ✭r❡s♣✳ ✭✷✳❛✮✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣②
♦❢ ✭✶✳❛✮ ✇❤✐❝❤ ❣❡ts s✉❜s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥

✶✵✻



✼✳✾✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s

r✉❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ G0✳ ❚❤❡ ❊q✳ ❋❛❝t♦r✐♥❣ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝❧❛✉s❡s ✐♥ G0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t G0 ✐s ❛❧s♦ s❛t✉r❛t❡❞✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠
❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✸✮ ❛♥❞ ✭✶✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣②
♦❢ ✭✸✳❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✭✼✳✼✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳❛✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✼✺✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✺✮ ❛♥❞
✐ts r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ②✐❡❧❞s select(a1, I) = select(a2, I)∨ i1 = I ∨ i2 = J ‖ const(a1, a2, i1, i2)✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✺✮ ❛♥❞
✭✸✳❛✮ ②✐❡❧❞s select(a1, j) = e ∨ i = j ‖ const(a1, e, i, j)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✇✐t❤
✭✷✳❛✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✼✻✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✻✮ ❛♥❞
✐ts r❡♥❛♠❡❞ ❝♦♣② ②✐❡❧❞s e1 = e2 ∨ i1 = i2 ‖ const(e1, e2, i1, i2)✱ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❙❝❤❡♠❛t✐❝
❉❡❧❡t✐♦♥✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❛①✐♦♠ ❛♥❞ ✭✶✳❜✮✱ ✭✸✳❜✮ ♦r ✭✷✳❛✮ ②✐❡❧❞s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝❧❛✉s❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0 ∪Ax(A) ∪ {(7.75)✱ (7.76)}✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ ✭✶✳❜✮✱ ✭✸✳❜✮ ♦r ✭✷✳❛✮ ❣❡♥❡r❛t❡s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s
t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✳r✳t✳ G0 ∪ Ax(A) ∪ {(7.75)✱ (7.76)}✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ♦t❤❡r r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s s❡t✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② SPC ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❆❇❘❙✵✾❪ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥❝r❡t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② PC✳

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0 ∪ Ax(A) ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✾✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ tr❛❝❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

s✉♣((7.74), (1.a), store(a1, i, e), select(store(V, I, E), J), select([], J))
❣✐✈❡s clause(select(a1, I) = select(a2, I), i = I) ‖ const(a1, a2, i)

s✉♣(s✉♣((3.a), (7.75), select(a1, I), select(a, i), []), (2.a), i1, select(a1, i), select(a1, []))
❣✐✈❡s clause(select(a, i) = e, i1 = i2) ‖ const(a, i, e, i1, i2)

✼✳✾ ❚❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ ✉♥s♦rt❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✲❞❡✜♥❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❬▲▼✵✷❪ ♦❢
❧❡♥❣t❤ 3 ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ΣRDS =

⋃3
i=1{seli} ∪ {injc} ❛♥❞ ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t Ax(RDS) ♦❢ ❛①✐♦♠s✿

sel1(injc(X1, X2, X3)) = X1 ✭✼✳✼✼✮

sel2(injc(X1, X2, X3)) = X2 ✭✼✳✼✽✮

sel3(injc(X1, X2, X3)) = X3 ✭✼✳✼✾✮

injc(X1, X2, X3) 6= injc(X1, X2, X3), X1 = Y1 ✭✼✳✽✵✮

injc(X1, X2, X3) 6= injc(X1, X2, X3), X2 = Y2 ✭✼✳✽✶✮

injc(X1, X2, X3) 6= injc(X1, X2, X3), X3 = Y3 ✭✼✳✽✷✮

✇❤❡r❡ X1✱ X2✱ X3✱ Y1✱ Y2✱ Y3 ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❡t G0 ❜❡ t❤❡ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ⊥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❝❧❛✉s❡s✿

✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

x = y ‖ const(x, y) ✭✼✳✽✸✮

x 6= y ‖ const(x, y) ✭✼✳✽✹✮

sel1(x) = y ‖ const(x, y) ✭✼✳✽✺✮

sel2(x) = y ‖ const(x, y) ✭✼✳✽✻✮

sel3(x) = y ‖ const(x, y) ✭✼✳✽✼✮

injc(x, y, z) = w ‖ const(x, y, z, w) ✭✼✳✽✽✮

✇❤❡r❡ x✱ y✱ z✱ w ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ▲P❖ ♦r❞❡r✐♥❣ > ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✿ seli > injc > c ❢♦r ❛❧❧

i ∈ {1, 2, 3} ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t c✳

▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ G0∪Ax(RDS) ❜② SPC ❝♦♥s✐sts ♦❢ G0✱ Ax(RDS) ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s✿

injc(X1, X2, X3) 6= x, y = X1 ‖ const(x, y) ✭✼✳✽✾✮

injc(X1, X2, X3) 6= x, y = X2 ‖ const(x, y) ✭✼✳✾✵✮

injc(X1, X2, X3) 6= x, y = X3 ‖ const(x, y) ✭✼✳✾✶✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s Ax(RDS) ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❡t G0 ✐s ❛❧s♦ s❛t✉r❛t❡❞✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞

❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✼✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✽✮ ②✐❡❧❞s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦♣② ♦❢
✭✼✳✽✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✽✮ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✼✾✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✽✮ ②✐❡❧❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♥❛♠✐♥❣
❝♦♣✐❡s ♦❢ ✭✼✳✽✻✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✼✮✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✽✵✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✽✮ ②✐❡❧❞s ✭✼✳✽✾✮ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✭✼✳✽✽✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

w 6= x ∨ y = z ‖ const(x, y, z, w) ✭✼✳✾✷✮

❇✉t t❤✐s ❝❧❛✉s❡ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✽✶✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✽✮ ②✐❡❧❞s ✭✼✳✾✵✮ ✇❤♦s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✼✳✽✽✮ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇
❝❧❛✉s❡ ✭✼✳✾✷✮ t❤❛t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✼✳✽✷✮ ❛♥❞ ✭✼✳✽✽✮ ②✐❡❧❞s ✭✼✳✾✶✮ ✇❤♦s❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✼✳✽✽✮
❣✐✈❡s ✭✼✳✾✷✮ t❤❛t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❉❡❧❡t✐♦♥ r✉❧❡✳

❙✐♥❝❡ ♥♦ ♦t❤❡r r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❡t G0 ∪Ax(RDS)∪{(7.89)✱ (7.90)✱ (7.91)}✱
✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳

❋r♦♠ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ G0∪Ax(RDS) ♦✉r t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ tr❛❝❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

s✉♣(label(7.80), label(7.88), injc(x, y, z), injc(X1, X2, X3), []) ❣✐✈❡s
clause((injc(X1, X2, X3) 6= x, y = X1))‖const(x, y)

s✉♣(label(7.81), label(7.88), injc(x, y, z), injc(X1, X2, X3), []) ❣✐✈❡s
clause((injc(X1, X2, X3) 6= x, y = X2))‖const(x, y)

s✉♣(label(7.82), label(7.88), injc(x, y, z), injc(X1, X2, X3), []) ❣✐✈❡s
clause((injc(X1, X2, X3) 6= x, y = X3))‖const(x, y)

✶✵✽



✼✳✶✵✳ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

❚❤❡♦r② ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❈♦♥❢♦r♠✐t②
✶ ▲✐sts ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❬▲▼✵✷❪ X

✷ ▲✐sts ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❬▲❘❘❚✶✶❪ ×
✸ ❘❡❝♦r❞s ❬❆❇❘❙✵✾❪ X

✹ ▲✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ ❬◆❘❘✵✾❝❪ X

✺ ▲✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❬◆❘❘✵✾❝❪ X

✻ ❘❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❬◆❘❘✵✾❝❪ X

✼ P♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts ❬❆❇❘❙✵✾❪ X

✽ ❆rr❛②s ❬❆❇❘❙✵✾❪ X

✾ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❬▲❘❘❚✶✶❪ X

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

✼✳✶✵ ❈♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t②

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❤❛♥❞❧❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❧✐sts✱ r❡❝♦r❞s✱ ❛rr❛②s ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✿

✶✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✉s❡s st❛♥❞❛r❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
❛rr❛②s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✉s❡s s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳

■♥ ❬❆❘❘✵✸✱ ▲▼✵✷✱ ❆❇❘❙✵✾❪ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♣❡♥✲❛♥❞✲♣❛♣❡r ♣r♦♦❢s t❤❛t ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ✐s ✜♥✐t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PC✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ♦✉r t♦♦❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡✲❛❝t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❧❧
t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ PC✳ ■♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❛♥② s❛t✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✐s ✜♥✐t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ UPCI ✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ♦✉r t♦♦❧
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤✐s s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s❛❢❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✱ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ PC✳

✼✳✶✶ ❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ♥✐♥❡ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r
❡✐❣❤t ♦✉t ♦❢ ♥✐♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s ♦✉r t♦♦❧ ❤❛s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts

✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳ ▼♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥✲
❛❧✐t② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬▲❘❘❚✶✶❪ ✐s
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 3✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ✜♥✐t❡ s❡t G0 s❝❤❡♠❛t✐③✐♥❣
❛♥② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ✢❛t ❧✐t❡r❛❧s ❜✉✐❧t ♦✈❡r t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❇✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❝r❡❛s❡❞✳

✶✶✵



❈❤❛♣t❡r ✽

▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛

♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

❈♦♥t❡♥ts

✽✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❑▼▲✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✽✳✶✳✶ ❇❛s✐❝ st❛♥❞❛r❞ ❢❡❛t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✽✳✶✳✷ ▲♦❣✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✽✳✷ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✽✳✷✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ s♦rt ✐♥ ❏❛✈❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✽✳✷✳✷ ❙♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ❑▼▲ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✽✳✷✳✸ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❛❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✽✳✸ ●❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✽✳✸✳✶ ●❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣ ✐♥ ❏❛✈❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✽✳✸✳✷ ❚②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✽✳✸✳✸ ❚❤❡♦r② ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✽✳✸✳✹ ❚❤❡♦r② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✽✳✸✳✺ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s♦✉♥❞♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✽✳✹ ●❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤♠❛♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✽✳✹✳✶ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s❡q✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✽✳✹✳✷ ❚❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❤❛s❤❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❤❛s❤ ♠❛♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✽✳✹✳✸ ■♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤ ♠❛♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✽✳✹✳✹ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s♦✉♥❞♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✽✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ■◆❘■❆
❈❡Pr♦▼✐✷ ✏❆❝t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✑ ✭❆❘❈✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❆❘❈

✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧r✐✳❢r✴❝❡♣r♦♠✐

✶✶✶

http://www.lri.fr/cepromi


❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

✐s ♠♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❏❛✈❛ ♦r ❈ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆ ✇❡❧❧ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞
♣r♦❣r❛♠ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✇❛②✱ t❤❛t ✐s ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ s✐♠♣❧❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ❛❧s♦ t♦ ❣❡t ♠♦❞✉❧❛r✐t② t♦ ♣r♦✈❡ ♠♦❞✉❧❛r ♣r♦❣r❛♠s✳

❆ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥✳ ▼♦st ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①❡❝✉t❛❜❧❡
❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ s②st❡♠✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ t❤❛♥
❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❈❆❙▲ ❬❆❇❑+✵✶❪✱
❏▼▲ ❬❄✱ ▲❈✵✻❪✱ ❙♣❡❝★ ❬▲P✵✾❪✱ ❩ ❬❙♣✐✾✷❪✱ ❇ ❬❆❜r✵✺❪✱ ❡t❝✳

❙♦♠❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❆❘❈ ♣r♦❥❡❝t ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❑▼▲✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝✐t② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♦❢s ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ✺ ✐s ❣❡♥❡r✐❝✐t②✳ ●❡♥❡r✐❝s ❡♥❛❜❧❡ t②♣❡s ✭❝❧❛ss❡s ❛♥❞
✐♥t❡r❢❛❝❡s✮ t♦ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚②♣❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ r❡✲✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉ts✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞
♥❡✐t❤❡r ❜② ✉♣str❡❛♠ ❏▼▲ ✭❏❛✈❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮ ♥♦r ❑▼▲✳ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝✐t②
♥❛t✉r❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐♥❣ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥❧②✿ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
✐ss✉❡s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❝✐❢② ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ s❡❝t✐♦♥s
❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡②
♣r♦♣♦s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑▼▲ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ❛❧❧♦✇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❧❛ss❡s
❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♠♦✉♥t t♦

• ❛❞❞ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐t② ✐♥ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡❀

• ❛❞❞ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❣r❛♠s✳

❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦rt ❛ ❏❛✈❛ ❛rr❛②✳ ■t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❍❛s❤▼❛♣ ❝❧❛ss ❛♥❞ ✐ts ✉s❡ ❢♦r ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳

✽✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❑▼▲✮

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ♥❛♠❡❞
❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❑▼▲✮✳ ❑▼▲ ✐s ❛ ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❏❛✈❛ ♣r♦✲
❣r❛♠s✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

❲❤② ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❋▼✵✼❪✳ ❋r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠
❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❲❤② ♣❧❛t❢♦r♠ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❛♥❞
tr❛♥s♠✐ts t❤❡♠ t♦ ♣r♦✈❡rs ❧✐❦❡ ❙✐♠♣❧✐❢②✱ ❨✐❝❡s✱ ❆❧t✲❊r❣♦✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❑r❛❦❛t♦❛ t♦♦❧ ✐s ❛
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❲❤② ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❑r❛❦❛t♦❛ ❡①♣❡❝ts ❛ ❏❛✈❛ s♦✉r❝❡ ✜❧❡ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✳ ❑▼▲ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❏▼▲✳ ❑▼▲ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✱ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ st②❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡♥ts ❛❢t❡r
✴✴❅ ✳✳✳ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✴✯❅ ❛♥❞ ❅✯✴✳ ❑▼▲ ❛❧s♦ s❤❛r❡s ♠❛♥② ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❆◆❙■✴■❙❖
❈ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❬❇❋▼+✵✾❪✳

✶✶✷



✽✳✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❑▼▲✮

✽✳✶✳✶ ❇❛s✐❝ st❛♥❞❛r❞ ❢❡❛t✉r❡s

▼❡t❤♦❞ ❝♦♥tr❛❝ts

▼❡t❤♦❞ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② r❡q✉✐r❡s ❦❡②✇♦r❞ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ■t ♠✉st ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✈❛❧✐❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧❡r✳

❆ ♥♦r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠✿

✴✯❅ r❡q✉✐r❡s ❘❀

❅ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜✿

❅ ❛ss✉♠❡s ❆❀

❅ ❛ss✐❣♥s ▲❀

❅ ❡♥s✉r❡s ❊❀

❅✯✴

✇❤❡r❡ ❘ ❛♥❞ ❊ ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛ss❡rt✐♦♥s✱ ❘ ✐s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❊ ✐s ❛ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ▲ ✐s ❛ s❡t
♦❢ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❊✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭r❡s✉❧t

❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❚❤❡ ❝❛❧❧❡❡
❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✐❢ ✐t r❡t✉r♥s ♥♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲st❛t❡✿

• \♦❧❞✭❆✮ ⇒ ❊ ❤♦❧❞s

• ■❢ \♦❧❞✭❆✮ ❤♦❧❞s✱ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲st❛t❡ ♥♦t ✐♥ ▲ r❡♠❛✐♥s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛♥❞
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲st❛t❡

✇❤❡r❡ \♦❧❞✭❆✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❆ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲st❛t❡✳ ❆♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s t❤❡
❢♦r♠

✴✯❅ r❡q✉✐r❡s ❘❀

❅ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜✿

❅ ❛ss✉♠❡s ❆❀

❅ ❛ss✐❣♥s ▲❀

❅ s✐❣♥❛❧s ✭❊①❝ ①✮ ❊❀

❅✯✴

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♥♦r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❜✉t ❤❡r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✉st ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ t❤❡
♠❡t❤♦❞ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛❜r✉♣t❧② ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss ❊①❝✳

❙t❛t❡♠❡♥t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s

❆ ❧♦♦♣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❥✉st ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ❝♦♥str✉❝t ✭✇❤✐❧❡✱ ❢♦r✱ ❡t❝✳✮✳ ■t ✐s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

✴✯❅ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t ■

❅ ❢♦r ❜✿ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t ■❜❀

❅ ❧♦♦♣❴✈❛r✐❛♥t ❱❀

❅✯✴

✶✶✸



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

■t st❛t❡s t❤❛t ■ ✐s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✿ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ ❛t ❧♦♦♣ ❡♥tr② ❛♥❞ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜②
❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ■❜ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱
❜✉t ✉♥❞❡r ❛ss✉♠❡s ❆ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ✈❛r✐❛♥t✱ ✐❢ ❣✐✈❡♥✱ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
✐♥t❡❣❡r t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳

❈❧❛ss ✐♥✈❛r✐❛♥ts

❆ ❝❧❛ss ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❝❧❛ss✳ ■t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

✴✯❅ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐❞✿ ❡❀ ❅✯✴

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♠✉st ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t♦rs✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss✳

✽✳✶✳✷ ▲♦❣✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

▲♦❣✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s

❑▼▲ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♣✉r❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♣❡r♠✐ts t♦
❞❡❝❧❛r❡ ♥❡✇ ❧♦❣✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❚❤❡② ♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳
♦✉ts✐❞❡ ❛♥② ❝❧❛ss ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

✴✴❅ ❧♦❣✐❝ ♠ ✐❞✭♠✶ ①✶✱ ✳✳ ✱ ♠♥ ①♥✮ ❂ ❡❀

❛♥❞

✴✴❅ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐❞✭♠✶ ①✶✱ ✳✳ ✱ ♠♥ ①♥✮ ❂ ♣❀

✇❤❡r❡ ①✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ①♥ ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡ ♠✉st ❤❛✈❡ t②♣❡ ♠✱ ❛♥❞ ♣ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
t②♣❡s ♠ ❛♥❞ ♠✐ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❏❛✈❛ t②♣❡s ♦r ♣✉r❡❧② ❧♦❣✐❝ t②♣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡❣❡r ♦r r❡❛❧✳

▲♦❣✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❤②❜r✐❞✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦♠❡
♠❡♠♦r② st❛t❡✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡② ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡s✱ ❜② ❛tt❛❝❤✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❧❛❜❡❧s t♦ t❤❡♠✳ ❆ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

✴✴❅ ❧♦❣✐❝ ♠ ✐❞④▲✶✱ ✳✳ ✱ ▲♥⑥✭♠✶ ①✶✱ ✳✳ ✱ ♠♥ ①♥✮ ❂ ❡❀

✴✴❅ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐❞④▲✶✱ ✳✳ ✱ ▲♥⑥✭♠✶ ①✶✱ ✳✳ ✱ ♠♥ ①♥✮ ❂ ♣❀

✇❤❡r❡ ▲✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ▲♥ ❛r❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ ❧❛❜❡❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s✱
❛♥❞ ♠✱ ♠✶✱ ✳✳✳ ✱ ♠♥✱ ❡✱ ♣ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

▲❡♠♠❛s

▲❡♠♠❛s ❛r❡ ✉s❡r✲❣✐✈❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛ ❢❛❝✐❧✐t② t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs t♦ ❡st❛❜❧✐s❤
t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❑▼▲ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ❧❡♠♠❛ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s

✴✴❅ ❧❡♠♠❛ ✐❞✿ ♣❀

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❑▼▲ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r
❡❛❝❤ ❧❡♠♠❛✳

✶✶✹



✽✳✶✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❑▼▲✮

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❆ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✴✯❅ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ P✭①✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ①♥✮ ④

❅ ❝❛s❡ ❝✶ ✿ ♣✶❀

❅ ✳ ✳ ✳

❅ ❝❛s❡ ❝♥ ✿ ♣♥❀

❅ ⑥

❅✯✴

✇❤❡r❡ ❝✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❝♥ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛♥❞ ♣✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ♣♥ ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t P ✐s t❤❡ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❢❛❧s❡ t❤❡ ♠♦st ♦❢t❡♥✮ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ♣♥✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❡❛st ✜①♣♦✐♥t✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

❭❢♦r❛❧❧ ②✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ②♠✱ ❤✶ ❂❂❃ ✳ ✳ ✳ ❂❂❃ ❤❧ ❂❂❃ P✭t✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ t♥✮

✇❤❡r❡ P ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❤✶✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❤❧✳

❚❤❡♦r✐❡s

▲♦❣✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❑r❛❦❛t♦❛✴❲❤② ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛①✐♦♠❛t✐❝
❜❧♦❝❦s ✐♥ ❏❛✈❛ s♦✉r❝❡ ✜❧❡s ✇✐t❤✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥ts ❜② ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ t②♣❡s✱ ❛ s❡t
♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s✳ ◆♦✇ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✏✳s♣❡❝✑ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t❤❡♦r② ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❜❧♦❝❦ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♠❡♥ts✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

t❤❡♦r② ❚❤ ④

t②♣❡ ♥❡✇❴t②♣❡❀

❧♦❣✐❝ ♥❡✇❴t②♣❡ ❢✉♥❝✶❀

❧♦❣✐❝ ✐♥t❡❣❡r ❢✉♥❝✷✭♥❡✇❴t②♣❡ ✈✱ ✐♥t❡❣❡r ❦✮❀

❛①✐♦♠ ❛①✐♦♠❴♥❛♠❡✿ ❛①✐♦♠❴❜♦❞②❀

⑥

✇❤❡r❡ ❚❤ ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❛①✐♦♠❴❜♦❞② ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳
❯♥❧✐❦❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥t❛❝t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡

❛①✐♦♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♣ t♦ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐♦♠s ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳

❈♦♥str✉❝t \❛t ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t ❧♦❣✐❝ ❧❛❜❡❧s

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t ❭❛t(e, L) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ❛t ❧❛❜❡❧
L✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❧❛❜❡❧s✱ ❡✳❣✳ ❖❧❞ ❛♥❞ ❍❡r❡✳ ❭♦❧❞(e) ✐s ✐♥ ❢❛❝t s②♥t❛❝t✐❝ s✉❣❛r ❢♦r
❭❛t(e, ❖❧❞)✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ❍❡r❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧ st❛t❡♠❡♥t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐t r❡❢❡rs t♦ t❤❡
st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ■t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r❡✲st❛t❡ ✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭r❡q✉✐r❡s ❝❧❛✉s❡✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦st✲st❛t❡ ✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❡♥s✉r❡s ❝❧❛✉s❡✮✳
❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ❖❧❞ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❡♥s✉r❡s ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r❡✲st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s
❝♦♥tr❛❝t✳

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❑▼▲ ♥♦t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▼❛r✵✾❪✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ t❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✽✳✷ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣✉ts ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❛rr❛② ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳

✷✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♦rt❡❞ ❛rr❛② ❛r❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛rr❛②✳

■♥ ❬❋▼✾✾❪ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦rt✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s♣❡❝✐❢② ❛♥❞
♣r♦✈❡ t❤❡♠ ❝♦rr❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❲❤② t♦♦❧✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛②
♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✏❧❡ss✲t❤❛♥✑ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡
✭s♦rt❡❞ t ✐ ❥✮ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ❛rr❛② t ✐s s♦rt❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❜♦✉♥❞s ✐ ❛♥❞ ❥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭♣❡r♠✉t t tt✮ ✇❤❡r❡
t ❛♥❞ tt ❛r❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ❞❡✜♥❡ s✉❝❤ ❛
♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ❜✉t t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭❡①❝❤❛♥❣❡ t tt ✐ ❥✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t✇♦ ❛rr❛②s t ❛♥❞ tt ❛♥❞ t✇♦ ✐♥❞❡①❡s ✐ ❛♥❞
❥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✭♣❡r♠✉t t tt✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
r❡✢❡①✐✈✐t②✱ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢
❛ss✐st❛♥t ❬❚❤❡✵✻❪✳

❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❏❛✈❛ ❜② ▼❛r❝❤é ❬▼❛r✵✾❪ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❑▼▲✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧❡ss✲t❤❛♥ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ✐s ❞♦♥❡ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ✭♥❛♠❡❧② ❙✐♠♣❧✐❢② ❛♥❞ ❆❧t✲❊r❣♦
♣r♦✈❡rs✮✳

❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t♦ r❡✲✉s❡ t❤❡ ❜❛❣ ❞❛t❛t②♣❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬▼❛r✵✼❪ ❛♥❞ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛rr❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥t❡♥t✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜②
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❏❛✈❛✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥
❑▼▲✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✸ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❛rr❛② ❝♦♥t❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜❛❣ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s ✇❤❡t❤❡r ✐t
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

tr② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳

✽✳✷✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ s♦rt ✐♥ ❏❛✈❛

❚❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❏❛✈❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞ ❥✉st ❡①❝❤❛♥❣❡s t✇♦ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞❡①❡s✳ ■♥ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ✐ ❛♥❞ ♠✐ ❛r❡ ✐♥❞❡①❡s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♠✈ s❡r✈❡s t♦ st♦r❡ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡

✶✶✻



✽✳✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✶✳ ❝❧❛ss ❙♦rt ④

✷✳ ✴✯✯ ♠❡t❤♦❞ s✇❛♣♣✐♥❣ ✷ ❡❧❡♠❡♥ts ✯✴

✸✳ ✈♦✐❞ s✇❛♣✭✐♥t t❬❪✱ ✐♥t ✐✱ ✐♥t ❥✮ ④

✹✳ ✐♥t t♠♣ ❂ t❬✐❪❀

✺✳ t❬✐❪ ❂ t❬❥❪❀

✻✳ t❬❥❪ ❂ t♠♣❀

✼✳ ⑥

✾✳ ✈♦✐❞ s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt✭✐♥t t❬❪✮ ④

✶✵✳ ✐♥t ✐✱ ❥❀

✶✶✳ ✐♥t ♠✐✱ ♠✈❀

✶✷✳ ❢♦r ✭✐ ❂ ✵❀ ✐ ❁ t✳❧❡♥❣t❤ ✲ ✶❀ ✐✰✰✮ ④

✶✸✳ ♠✈ ❂ t❬✐❪❀

✶✹✳ ♠✐ ❂ ✐❀

✶✺✳ ❢♦r ✭❥ ❂ ✐ ✰ ✶❀ ❥ ❁ t✳❧❡♥❣t❤❀ ❥✰✰✮ ④

✶✻✳ ✐❢ ✭t❬❥❪ ❁ ♠✈✮ ④

✶✼✳ ♠✐ ❂ ❥❀

✶✽✳ ♠✈ ❂ t❬❥❪❀

✶✾✳ ⑥

✷✵✳ ⑥

✷✶✳ s✇❛♣✭t✱ ✐✱ ♠✐✮❀

✷✷✳ ⑥

✷✸✳ ⑥

✷✹✳⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ s♦rt ✐♥ ❏❛✈❛

♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❛♥❞ s✇❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❡❧❡♠❡♥t✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛rr❛② ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t s✉r❡ t❤❛t ✐t ✐s
❛❧✇❛②s ❝♦rr❡❝t✱ ✐✳❡✳ ✐t s❛t✐s✜❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛♥② ❛rr❛②✳ ❆ ❢♦r♠❛❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢
✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳

✽✳✷✳✷ ❙♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ❑▼▲ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ ❬▼❛r✵✾❪ t✇♦ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✿

❜❡❤❛✈✐♦r s♦rts✿

❡♥s✉r❡s ❙♦rt❡❞✭t✱✵✱t✳❧❡♥❣t❤✲✶✮❀

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛rr❛② ✐s ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞

❜❡❤❛✈✐♦r ♣❡r♠✉ts✿

❡♥s✉r❡s P❡r♠✉t④❖❧❞✱❍❡r❡⑥✭t✱✵✱t✳❧❡♥❣t❤✲✶✮❀

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛rr❛② ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛rr❛②✳

✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙♦rt❡❞④▲⑥✭✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧✱ ✐♥t❡❣❡r ❤✮ ❂

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ✐❀ ❧ ❁❂ ✐ ❁ ❤ ❂❂❃ ❭❛t✭❛❬✐❪ ❁❂ ❛❬✐✰✶❪✱ ▲✮ ❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt②

✐♥❞✉❝t✐✈❡ P❡r♠✉t④▲✶✱▲✷⑥✭✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧✱ ✐♥t❡❣❡r ❤✮ ④

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴r❡❢❧④▲⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤❀ P❡r♠✉t④▲✱▲⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❀

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴s②♠④▲✶✱▲✷⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤❀

P❡r♠✉t④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❂❂❃ P❡r♠✉t④▲✷✱▲✶⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❀

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴tr❛♥s④▲✶✱▲✷✱▲✸⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤❀

P❡r♠✉t④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ✫✫ P❡r♠✉t④▲✷✱▲✸⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❂❂❃ P❡r♠✉t④▲✶✱▲✸⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❀

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴s✇❛♣④▲✶✱▲✷⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤ ✐ ❥❀

❧ ❁❂ ✐ ❁❂ ❤ ✫✫ ❧ ❁❂ ❥ ❁❂ ❤ ✫✫

❙✇❛♣④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ✐✱ ❥✮ ❂❂❃ P❡r♠✉t④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P❡r♠✉t

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙✇❛♣④▲✶✱▲✷⑥✭✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ✐✱ ✐♥t❡❣❡r ❥✮ ❂

❭❛t✭❛❬✐❪✱▲✶✮ ❂❂ ❭❛t✭❛❬❥❪✱▲✷✮ ✫✫

❭❛t✭❛❬❥❪✱▲✶✮ ❂❂ ❭❛t✭❛❬✐❪✱▲✷✮ ✫✫

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ❦❀ ❦ ✦❂ ✐ ✫✫ ❦ ✦❂ ❥ ❂❂❃

❭❛t✭❛❬❦❪✱▲✶✮ ❂❂ ❭❛t✭❛❬❦❪✱▲✷✮❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ Pr❡❞✐❝❛t❡ ❙✇❛♣

❚❤❡ ❙♦rt❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳ ■t ✐s ❛ ❤②❜r✐❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ■t ♠❡❛♥s
t❤❛t ✐ts ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❤❡❛♣ ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡ ▲✳

❚❤❡ P❡r♠✉t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸ ❤❛s t✇♦ ❧❛❜❡❧s✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s tr✉❡
✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ❛ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❧ t♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❤ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ▲✶

✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ▲✷✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡✜♥❡s ❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
r❡✢❡①✐✈✐t②✱ s②♠♠❡tr②✱ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✇❛♣✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ t❡❧❧s ✉s t❤❛t s✇❛♣♣✐♥❣ t✇♦
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❧✐❝❡ ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❙✇❛♣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✳ ❙✇❛♣④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱✐✱❥✮ ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬✐❪ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧ ▲✷ ❡q✉❛❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬❥❪ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
❧❛❜❡❧ ▲✶✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬❥❪ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧ ▲✷ ❡q✉❛❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬✐❪ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
❧❛❜❡❧ ▲✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬❦❪ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s✱ ✐❢ ❦ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✐ ❛♥❞ ❥✳

✶✶✽



✽✳✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✴✯❅ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t ✵ ❁❂ ✐❀

❅ ❢♦r s♦rts✿

❅ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t ❙♦rt❡❞✭t✱✵✱✐✮ ✫✫

❅ ✭❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ❦✶ ❦✷ ❀

❅ ✵ ❁❂ ❦✶ ❁ ✐ ❁❂ ❦✷ ❁ t✳❧❡♥❣t❤ ❂❂❃ t❬❦✶❪ ❁❂ t❬❦✷❪✮❀

❅ ❢♦r ♣❡r♠✉ts✿

❅ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t

❅ P❡r♠✉t④Pr❡✱❍❡r❡⑥✭t✱✵✱t✳❧❡♥❣t❤−✶✮❀
❅✯✴

❢♦r ✭✐ ❂ ✵❀ ✐ ❁ t✳❧❡♥❣t❤−✶❀ ✐✰✰✮ ④

♠✈ ❂ t❬✐❪❀

♠✐ ❂ ✐❀

✴✯❅ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t

❅ ✐ ❁ ❥ ✫✫

❅ ✐ ❁❂ ♠✐ ❁ t✳❧❡♥❣t❤ ✫✫

❅ ♠✈ ❂❂ t❬♠✐❪❀

❅ ❢♦r s♦rts✿

❅ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t

❅ ✭❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ❦❀ ✐ ❁❂ ❦ ❁ ❥ ❂❂❃ t❬❦❪ ❃❂ ♠✈✮❀

❅ ❢♦r ♣❡r♠✉ts✿

❅ ❧♦♦♣❴✐♥✈❛r✐❛♥t

❅ P❡r♠✉t④Pr❡✱❍❡r❡⑥✭t✱✵✱t✳❧❡♥❣t❤−✶✮❀
❅✯✴

❢♦r ✭❥ ❂ ✐ ✰ ✶❀ ❥ ❁ t✳❧❡♥❣t❤❀ ❥✰✰✮ ④

✳✳✳

⑥

✳✳✳

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ▲♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❧♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❧♦♦♣s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r t❤❡ s♦rts ❜❡❤❛✈✐♦r t❡❧❧ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛② ✐s s♦rt❡❞ ✉♣ t♦ ✐♥❞❡① ✐ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
❧♦♦♣ ❛♥❞ t❤❛t ♠✈ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❬✐❪ ❛♥❞ ❛❬❥❪ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡
❧♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠✉ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧♦♦♣s✳
■t t❡❧❧s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛rr❛② ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛rr❛②✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧✐❢② ♣r♦✈❡r✱ ❡①❝❡♣t t❤❡
♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛rr❛② ✐s ❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛rr❛②✳ ❚❤✐s ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆❧t✲❊r❣♦ ♣r♦✈❡r✳
❙♦✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧✐❢② ❛♥❞ t❤❡ ❆❧t✲❊r❣♦ ♣r♦✈❡rs✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❜② r❡✲✉s✐♥❣ ❛ ❜❛❣ ❞❛t❛t②♣❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ tr② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✷ s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛rr❛② ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥t❡♥t✳

✶✶✾



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

t②♣❡ ✐❜❛❣❀

✴✴ ❡♠♣t② ❜❛❣

❧♦❣✐❝ ✐❜❛❣ ❡♠♣t②❴❜❛❣✭✮❀

✴✴ s✐♥❣❧❡t♦♥✭♥✮

❧♦❣✐❝ ✐❜❛❣ s✐♥❣❧❡t♦♥✭✐♥t❡❣❡r ♥✮❀

✴✴ r❡♠♦✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥ ❢r♦♠ ❜❛❣ ❜

❧♦❣✐❝ ✐❜❛❣ r❡♠♦✈❡✭✐♥t❡❣❡r ♥✱ ✐❜❛❣ ❜✮❀

✴✴ ✉♥✐♦♥ ❜✶ ❛♥❞ ❜✷

❧♦❣✐❝ ✐❜❛❣ ✉♥✐♦♥✭✐❜❛❣ ❜✶✱ ✐❜❛❣ ❜✷✮❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r ❜❛❣s

❛①✐♦♠ ✉♥✐♦♥❴❛ss♦❝✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐❜❛❣ ❜✶ ❜✷ ❜✸❀

✉♥✐♦♥✭✉♥✐♦♥✭❜✶✱❜✷✮✱❜✸✮ ❂❂ ✉♥✐♦♥✭❜✶✱✉♥✐♦♥✭❜✷✱❜✸✮✮❀

❛①✐♦♠ ✉♥✐♦♥❴❝♦♠♠✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐❜❛❣ ❜✶ ❜✷❀ ✉♥✐♦♥✭❜✶✱❜✷✮ ❂❂ ✉♥✐♦♥✭❜✷✱❜✶✮❀

❛①✐♦♠ ✉♥✐♦♥❴❡♠♣t②❴✐❞❴❧❡❢t✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐❜❛❣ ❜❀ ✉♥✐♦♥✭❡♠♣t②❴❜❛❣✭✮✱❜✮ ❂❂ ❜❀

❛①✐♦♠ ✉♥✐♦♥❴❡♠♣t②❴✐❞❴r✐❣❤t✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐❜❛❣ ❜❀ ✉♥✐♦♥✭❜✱❡♠♣t②❴❜❛❣✭✮✮ ❂❂ ❜❀

❛①✐♦♠ r❡♠♦✈❡❴✉♥✐♦♥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐❜❛❣ ❜✱ ✐♥t❡❣❡r ①❀

r❡♠♦✈❡✭①✱✉♥✐♦♥✭s✐♥❣❧❡t♦♥✭①✮✱❜✮✮ ❂❂ ❜❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❣s

✽✳✷✳✸ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❛❣

❆ ❜❛❣ ✭♦r ♠✉❧t✐s❡t✮ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♦r❞❡r✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛rr❛②
t❤❡ ❜❛❣ ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛rr❛② ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t ❛rr❛② ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■t ✐s ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ ♣r♦✈❡
♣r♦♣❡rt② ✷✳

❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❜❛❣s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❛①✐♦♠s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ t❤❛t ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜❛❣s✳ ❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r
❛①✐♦♠s t❡❧❧ t❤❛t ✉♥✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣t②❴❜❛❣ ✐s ❛ ♥❡✉tr❛❧
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❣s✳ ❚❤❡ ❧❛st ❛①✐♦♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥✐♦♥ ❛♥❞
r❡♠♦✈❡✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛❣ ❜ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
♦♥❧② t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❜❛❣ ❜✳

✶✷✵



✽✳✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❧♦❣✐❝ ✐❜❛❣ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④▲✶⑥✭✐♥t❬❪ ❛✱

✐♥t❡❣❡r ✐✱ ✐♥t❡❣❡r ❥✮ r❡❛❞s ❛❬✐✳✳❥❪❀

❛①✐♦♠ ❡♠♣t②❈♦♥t❡♥t④▲✶⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❬❪ ❛❀ ❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ✐ ❥❀

✭✐ ❃ ❥ ❂❂❃ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④▲✹⑥✭❛✱✐✱❥✮ ❂❂ ❡♠♣t②❴❜❛❣✭✮✮❀

❛①✐♦♠ ♥♦♥❡♠♣t②❈♦♥t❡♥t④▲✶⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❬❪ ❛✱ ✐♥t❡❣❡r ✐ ❥❀

✐ ❁❂ ❥ ❂❂❃ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④▲✹⑥✭❛✱✐✱❥✮ ❂❂

✉♥✐♦♥✭❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④▲✹⑥✭❛✱✐✰✶✱❥✮✱s✐♥❣❧❡t♦♥✭❛❬✐❪✮✮❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❍②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛rr❛② ❝♦♥t❡♥t

❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④❖❧❞⑥✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤✲✶✮ ❂❂ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④❍❡r❡⑥✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤✲✶✮❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ P♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ❛♥❞ s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✽ ❞❡❝❧❛r❡s ❛ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛♠❡❞ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛♥ ❛rr❛②✱ ❛
❧♦✇❡r ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❜❛❣✳ ❚❤❡ ❑▼▲ r❡❛❞s ❦❡②✇♦r❞
s❛②s t❤❛t ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t ❥✉st r❡❛❞s t❤❡ ❛rr❛② ❜❡t✇❡❡♥ ✐ ❛♥❞ ❥✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② ✐t✳
❚❤❡ ✜rst ❛①✐♦♠ s❛②s t❤❛t ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t r❡t✉r♥s t❤❡ ❡♠♣t② ❜❛❣ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐♦♠ s❛②s t❤❛t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❛❣
✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❜❛❣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s✇❛♣ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✳

❚❤✐s ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡
s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s
❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡✱ ❜✉t ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t ✐s
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♠✉st ❣✉✐❞❡ ♣r♦✈❡rs st❡♣ ❜② st❡♣ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶✳

❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ t❡❧❧s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥t❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ ❝♦♥t❡♥t ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬✐❪ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬❥❪ ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❛ss❡rt✐♦♥ t❡❧❧s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬❥❪ ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
st❛t❡s ❖❧❞ ❛♥❞ ❍❡r❡ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ▼✐❞❞❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ❛ss❡rt✐♦♥ t❡❧❧s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥t❡♥t ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥t❡♥t ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬❥❪ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♠♣ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❬✐❪✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ■t s❛②s t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛t t✇♦ st❛t❡s✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❦✱ t❤❡♥ t❤❡
❛rr❛② ❝♦♥t❡♥t ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❝♦♥t❡♥t ❛t t❤❡ ✜rst st❛t❡ ❜②
r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ❦ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛t❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥
❦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡✳

✶✷✶



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

Pr♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❆❧t✲❊r❣♦ ❙✐♠♣❧✐❢② ❨✐❝❡s ❩✸ ❈❱❈✸

✵✳✽ ✶✳✺✳✹ ✶✳✵✳✷✶ ✷✳✷ ✷✳✶

▲❡♠♠❛ − − − − −

P
❖
s
❢♦
r
t❤
❡
s❡
❧❡
❝t
✐♦
♥
❙
♦
rt

♠
❡t
❤
♦
❞ ▲♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts + + − + −

P♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ + + + + −
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✾

P♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ − + − − −
t❤❡ ❙♦rt❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡

P♦✐♥t❡r ❞❡r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ + + − + −

P
❖
s
❢♦
r
t❤
❡
s✇

❛
♣
♠
❡t
❤
♦
❞

P♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ − + − − −
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✾

P❖ ❢♦r t❤❡ ❛ss✐❣♥s ❝❧❛✉s❡ − + − + −

P♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ + + − + +
t❤❡ ❙✇❛♣ ♣r❡❞✐❝❛t❡

P♦✐♥t❡r ❞❡r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ + + − + +

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✈❡❞ P❖s 5 8 1 6 2

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✿ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵ ♣r❡s❡♥ts ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✭P❖s✮ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✜✈❡ ♣r♦✈❡rs✿ ❆❧t✲❊r❣♦ ✵✳✽✱
❙✐♠♣❧✐❢② ✶✳✺✳✹✱ ❨✐❝❡s ✶✳✵✳✷✶✱ ❩✸ ✷✳✷ ❛♥❞ ❈❱❈✸ ✷✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✐♥❡ P❖s✿ ♦♥❡ P❖ ❢♦r
t❤❡ ❧❡♠♠❛✱ ❢♦✉r P❖s ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥❙♦rt ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❢♦✉r P❖s ❢♦r t❤❡ s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
♣r♦✈❡rs✳ ❆❧❧ P❖s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙✐♠♣❧✐❢② ♣r♦✈❡r✳ ❯♥❧✐❦❡ ❙✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs
❆❧t✲❊r❣♦✱❨✐❝❡s✱ ❩✸ ❛♥❞ ❈❱❈✸ ❢❛✐❧ t♦ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ P❖s✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t ❏❛✈❛
t②♣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡✈❡r② ❏❛✈❛ t②♣❡✱ t❤❛t ✐s ❛s
❛ ❣❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ✐s t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✶✷✷



✽✳✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✈♦✐❞ s✇❛♣✭✐♥t ❛❬❪✱ ✐♥t ✐✱ ✐♥t ❥✮ ④

✐♥t t♠♣ ❂ ❛❬✐❪❀

❛❬✐❪ ❂ ❛❬❥❪❀

✴✯❅ ❢♦r ❝♦♥t✿ ❛ss❡rt

❅ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④❍❡r❡⑥✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤−✶✮ ❂❂

❅ ✉♥✐♦♥✭r❡♠♦✈❡✭❭❛t✭❛❬✐❪✱Pr❡✮✱

❅ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④Pr❡⑥✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤−✶✮✮✱
❅ s✐♥❣❧❡t♦♥✭❭❛t✭❛❬❥❪✱Pr❡✮✮✮❀

❅✯✴

✴✯❅ ❢♦r ❝♦♥t✿ ❛ss❡rt

❅ ❛❬❥❪ ❂❂ ❭❛t✭❛❬❥❪✱Pr❡✮❀

❅✯✴

▼✐❞❞❧❡✿ ④

❛❬❥❪ ❂ t♠♣❀

✴✯❅ ❢♦r ❝♦♥t✿ ❛ss❡rt

❅ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④❍❡r❡⑥✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤−✶✮ ❂❂

❅ ✉♥✐♦♥✭r❡♠♦✈❡✭❭❛t✭❛❬❥❪✱▼✐❞❞❧❡✮✱

❅ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④▼✐❞❞❧❡⑥✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤−✶✮✮✱
❅ s✐♥❣❧❡t♦♥✭t♠♣✮✮❀

❅✯✴

⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶✿ ❆ss❡rt✐♦♥s t♦ ❣✉✐❞❡ ♣r♦✈❡rs st❡♣ ❜② st❡♣

❧❡♠♠❛ ❯♣❞❛t❡❈♦♥t❡♥t④▲✶✱▲✷⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❬❪ ❛✱ ✐♥t❡❣❡r ✐ ❥ ❦❀

✴✴ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❛❬❦❪

✐ ❁❂ ❦ ❁❂ ❥ ✫✫

✭❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ❧❀

✐ ❁❂ ❧ ❁❂ ❥ ✫✫ ❦ ✦❂ ❧ ❂❂❃

❭❛t✭❛❬❧❪✱▲✶✮ ❂❂ ❭❛t✭❛❬❧❪✱▲✷✮✮

❂❂❃ ❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④▲✷⑥✭❛✱✐✱❥✮ ❂❂

✉♥✐♦♥✭

r❡♠♦✈❡✭❭❛t✭❛❬❦❪✱▲✶✮✱

❜♦✉♥❞❈♦♥t❡♥t④▲✶⑥✭❛✱✐✱❥✮✮✱

s✐♥❣❧❡t♦♥✭❭❛t✭❛❬❦❪✱▲✷✮✮✮❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷✿ ◆❡✇ ❧❡♠♠❛

✶✷✸



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

❝❧❛ss ▼❛✐♥ ④

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ♠❛✐♥✭❙tr✐♥❣❬❪ ❛r❣s✮ ④

■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r ✐♥t❝ ❂ ♥❡✇ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r✭✮❀

■♥t❡❣❡r❬❪ ❜ ❂ ④♥❡✇ ■♥t❡❣❡r✭✷✮✱♥❡✇ ■♥t❡❣❡r✭✶✮✱♥❡✇ ■♥t❡❣❡r✭✸✮⑥❀

❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❆rr❛②s✳s♦rt✭❜✱✐♥t❝✮❀

✴✴❅ ❛ss❡rt ❜❬✵❪✳✈❛❧✉❡ ❁❂ ❜❬✶❪✳✈❛❧✉❡❀

⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✿ ❆ s❛♠♣❧❡ ❝❧✐❡♥t ❝♦❞❡ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❝❧❛ss ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁■♥t❡❣❡r❃ ④

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ❝♦♠♣❛r❡✭■♥t❡❣❡r ①✱ ■♥t❡❣❡r ②✮ ④

✐❢ ✭①✳✐♥t❱❛❧✉❡✭✮ ❁ ②✳✐♥t❱❛❧✉❡✭✮✮ r❡t✉r♥ −✶❀
✐❢ ✭①✳✐♥t❱❛❧✉❡✭✮ ❂❂ ②✳✐♥t❱❛❧✉❡✭✮✮ r❡t✉r♥ ✵❀

r❡t✉r♥ ✶❀

⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹✿ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✏❧❡ss✲t❤❛♥✑ ❝♦♠♣❛r❛t♦r ♦♥ ✐♥t❡❣❡rs

✽✳✸ ●❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣

❏❛✈❛ ❣❡♥❡r✐❝s ❛r❡ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ t②♣❡s ❛♥❞
♠❡t❤♦❞s✳ ●❡♥❡r✐❝s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❧❛ss t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞
❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t②♣❡s✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦rt✐♥❣ ❛rr❛②s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛rr❛② ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
♦❢ ❛♥② t②♣❡ T ✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥
❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ T ✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤✐s ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❝❧✐❡♥t ❝♦❞❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✳

✽✳✸✳✶ ●❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣ ✐♥ ❏❛✈❛

❚❤❡ ❝❧❛ss ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❆rr❛②s ❞❡✜♥❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✿

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❁❚❃ ✈♦✐❞ s♦rt✭❚❬❪ ❛✱ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁❄ s✉♣❡r ❚❃ ❝✮

■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❁❚❃ ✐s ❛ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❛① ❁❄ s✉♣❡r ❚❃ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
t②♣❡ t❤❛t ✐s ❛ s✉♣❡rt②♣❡ ♦❢ ❚ ✭♦r ❚ ✐ts❡❧❢✮✳ ❚❤❡ ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❈♦♠♣❛r❛t♦r❁❚❃ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✐♠♣♦s❡s ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁❚❃ ④

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ❝♦♠♣❛r❡✭❚ ①✱ ❚ ②✮❀

⑥

❚ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♠♣❛r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡t✉r♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ③❡r♦✱ ♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t

✶✷✹

java.util.Arrays
java.util.Comparator<T>


✽✳✸✳ ●❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙✇❛♣❁❚❃④▲✶✱▲✷⑥✭❚ ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ✐✱ ✐♥t❡❣❡r ❥✮ ❂

❭❛t✭❛❬✐❪✱▲✶✮ ❂❂ ❭❛t✭❛❬❥❪✱▲✷✮ ✫✫

❭❛t✭❛❬❥❪✱▲✶✮ ❂❂ ❭❛t✭❛❬✐❪✱▲✷✮ ✫✫

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ❦❀ ❦ ✦❂ ✐ ✫✫ ❦ ✦❂ ❥ ❂❂❃

❭❛t✭❛❬❦❪✱▲✶✮ ❂❂ ❭❛t✭❛❬❦❪✱▲✷✮❀

✐♥❞✉❝t✐✈❡ P❡r♠✉t❁❚❃④▲✶✱▲✷⑥✭❚ ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧✱ ✐♥t❡❣❡r ❤✮④

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴r❡❢❧④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤❀

P❡r♠✉t❁❚❃④▲✱▲⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮❀

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴s②♠④▲✶✱▲✷⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤❀

P❡r♠✉t❁❚❃④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❂❂❃

P❡r♠✉t❁❚❃④▲✷✱▲✶⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮❀

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴tr❛♥s④▲✶✱▲✷✱▲✸⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤❀

P❡r♠✉t❁❚❃④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ✫✫

P❡r♠✉t❁❚❃④▲✷✱▲✸⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮ ❂❂❃

P❡r♠✉t❁❚❃④▲✶✱▲✸⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮❀

❝❛s❡ P❡r♠✉t❴s✇❛♣④▲✶✱▲✷⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛❬❪✱ ✐♥t❡❣❡r ❧ ❤ ✐ ❥❀

❧ ❁❂ ✐ ❁❂ ❤ ✫✫ ❧ ❁❂ ❥ ❁❂ ❤ ✫✫

❙✇❛♣❁❚❃④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ✐✱ ❥✮ ❂❂❃

P❡r♠✉t❁❚❃④▲✶✱▲✷⑥✭❛✱ ❧✱ ❤✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺✿ ❚❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡

✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❡ss t❤❛♥✱ ❡q✉❛❧ t♦✱ ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦❞❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s s♦rt♠❡t❤♦❞✳
■t ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t♦r ✇❡ ❝❤♦♦s❡✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✉s✉❛❧ ✏❧❡ss✲t❤❛♥✑ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♣❛r❛t♦r✱ s❛② t♦
t❤❡ ✏❣r❡❛t❡r✲t❤❛♥✑ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ s♦rt t❤❡ ❛rr❛② ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥st❡❛❞✱
✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥✳

✽✳✸✳✷ ❚②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②

❚❤❡ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❑▼▲ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✴✯❅ ♣r❡❞✐❝❛t❡ id〈T1, . . . , Tl〉{L1, . . . , Lk}(t1 x1, . . . , tn xn) = p❀

❅✯✴

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞ s✉❝❤✳
❋♦r t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬▼❛r✵✾❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ P❡r♠✉t〈T 〉{L1, L2}(a, l, h)

♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ❛rr❛② a ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡①❡s l ❛♥❞ h✱ ✐♥ s♦♠❡ ♣r♦❣r❛♠

✶✷✺



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

st❛t❡ L1 ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛rr❛② ♣❛rt ✐♥ st❛t❡ L2✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦rt ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✴✯❅ ❡♥s✉r❡s P❡r♠✉t❁❱❃④❖❧❞✱❍❡r❡⑥✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤−✶✮❀
❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❁❱❃ ✈♦✐❞ s♦rt✭❱❬❪ ❛✱ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁❄ s✉♣❡r ❱❃ ❝♠♣✮❀

✽✳✸✳✸ ❚❤❡♦r② ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②

❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t♦r ❣✐✈❡♥ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❲❤❛t ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣❛ss t❤❡♦r✐❡s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣
✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r t②♣❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻
s❤♦✇s ❛ t❤❡♦r② ♥❛♠❡❞ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t✇♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❡q ❢♦r ❡q✉❛❧✐t②
❛♥❞ ❧t ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② str✐❝t t♦t❛❧ ♦r❞❡r✳ ❊q✉❛❧✐t② ✐s r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡✳
❚❤❡ str✐❝t t♦t❛❧ ♦r❞❡r s❛t✐s✜❡s ❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✐rr❡✢❡①✐✈✐t②✱ ❛♥t✐s②♠♠❡tr②✱ t♦t❛❧✐t② ❛♥❞
tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳

❚❤❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡♦r② ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤✉s ❤❛s t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❛ ❏❛✈❛ t②♣❡
❯ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r② ❚❤✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ❚❤ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❁❯❃ s❛②s t❤❛t ❚❤
✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✳ ❖♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤② ✇❡
r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡♦r② ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②✿ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s♦rt ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣♦st❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦rt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ❱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ t②♣❡
❲ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉♣❡r t②♣❡ ♦❢ ❱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t♦r ♦♣❡r❛t❡s✱ ❛♥❞ ❜② ❛ t❤❡♦r②
t❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r② ♦♥ ❲✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❛s

❦❡②✇♦r❞ ❛❞❞❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❏❛✈❛ t②♣❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❄ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♥❛♠❡ ❲
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢♦r ✐t ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t♦r t②♣❡ ✐s ✐ts❡❧❢ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❛✈❛ t②♣❡ ❲ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② t❤✳ ■♥
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s♦rt❡❞ ✐s t❤❡♥ q✉❛❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡♦r②✳

✽✳✸✳✹ ❚❤❡♦r② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦✉r ❝❧✐❡♥t ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst ✇❡ ❛❞❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳■♥t❡❣❡r ❝❧❛ss✿ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ ✐t ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✐♥ ❑▼▲

✸✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r ❝❧❛ss ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✜rst

♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡♦r② ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②✱
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✵✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❧❡ss✲
t❤❛♥✑ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ t❤✐s ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✺✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❏❛✈❛ t②♣❡ ✐s t❤❡ ■♥t❡❣❡r ❝❧❛ss
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✵✳

✸■♥ ❑▼▲✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜❡❧❞ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❏▼▲✱ t❤❡
✜❡❧❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞✐✜❡r s♣❡❝❴♣✉❜❧✐❝✳

✶✷✻



✽✳✸✳ ●❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣

t❤❡♦r② ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❁❚❃ ④

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡q④▲⑥✭❚ ①✱ ❚ ②✮❀

❛①✐♦♠ ❡q❴r❡❢④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛❀ ❡q④▲⑥✭❛✱❛✮❀

❛①✐♦♠ ❡q❴s②♠④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛ ❜❀ ❡q④▲⑥✭❛✱❜✮

❂❂❃ ❡q④▲⑥✭❜✱❛✮❀

❛①✐♦♠ ❡q❴tr❛♥s④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛✶ ❛✷ ❛✸❀

❡q④▲⑥✭❛✶✱ ❛✷✮ ✫✫ ❡q④▲⑥✭❛✷✱❛✸✮

❂❂❃ ❡q④▲⑥✭❛✶✱❛✸✮❀

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧t④▲⑥✭❚ ①✱ ❚ ②✮❀

❛①✐♦♠ ❧t❴✐rr❡❢④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛❀ ✦ ❧t④▲⑥✭❛✱❛✮❀

❛①✐♦♠ ❧t❴❛♥t✐s②♠④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛✶ ❛✷❀

✦✭❧t④▲⑥✭❛✶✱❛✷✮ ✫✫ ❧t④▲⑥✭❛✷✱❛✶✮✮

❛①✐♦♠ ❧t❴tr❛♥s④▲⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛✶ ❛✷ ❛✸❀

❧t④▲⑥✭❛✶✱❛✷✮ ✫✫ ❧t④▲⑥✭❛✷✱❛✸✮

❂❂❃ ❧t④▲⑥✭❛✶✱❛✸✮❀

❛①✐♦♠ ❧t❴t♦t❛❧✐t②④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ❛✶ ❛✷❀

❡q④▲⑥✭❛✶✱❛✷✮ ⑤⑤ ❧t④▲⑥✭❛✶✱❛✷✮

⑤⑤ ❧t④▲⑥✭❛✷✱❛✶✮❀

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧❡q④▲⑥✭❚ ①✱ ❚ ②✮ ❂

❡q④▲⑥✭①✱②✮ ⑤⑤ ❧t④▲⑥✭①✱②✮❀

♣r❡❞✐❝❛t❡ s♦rt❡❞④▲⑥✭❚❬❪ ❛✱

✐♥t❡❣❡r ❧✱ ✐♥t❡❣❡r ❤✮ ❂

❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ✐❀ ❧ ❁❂ ✐ ❁❤

❂❂❃ ❧❡q④▲⑥✭❭❛t✭❛❬✐❪✱▲✮✱❭❛t✭❛❬✐✰✶❪✱▲✮✮❀
⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✿ ●❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r ❈♦♠♣❛r❛t♦rs

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s♦rt ✐♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥t
♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ✏✐♠♣❧✐❝✐t✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❱✱ ❲ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ t❤❡♦r② ❚❤ ♠✉st ❜❡ ❣✉❡ss❡❞✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❱ ❝♦♠❡s ❛s ✉s✉❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❛✈❛ t②♣✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❲ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
❈♦♠♣❛r❛t♦r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❤❡♦r② t❤ ♠✉st ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❝♠♣✱ ❛♥❞
✐t ♠✉st ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r ✐t r❡❛❧❧② ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡♦r②✳

✽✳✸✳✺ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s♦✉♥❞♥❡ss

❚❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❁■♥t❡❣❡r❃✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦
❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❡q ❛♥❞ ❧t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②

s❛t✐s❢② t❤❡ ❛①✐♦♠s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❁❚❃ ✇❤❡♥ t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✐s ✐♥st❛♥✲
t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ■♥t❡❣❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡
❝❧❛ss ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁■♥t❡❣❡r❃✱

✶✷✼



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁❯❃ ✴✯❅ ❁❚❤ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❁❯❃ ❃ ✯✴ ④

✴✯❅ ❡♥s✉r❡s ✭❚❤✳❧t✭①✱②✮ ❁❂❂❃ ❭r❡s✉❧t ❁ ✵✮ ✫✫

❅ ✭❚❤✳❡q✭①✱②✮ ❁❂❂❃ ❭r❡s✉❧t ❂❂ ✵✮ ✫✫

❅ ✭❚❤✳❧t✭②✱①✮ ❁❂❂❃ ❭r❡s✉❧t ❃ ✵✮❀

❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ❝♦♠♣❛r❡✭❯ ①✱ ❯ ②✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡

✴✯❅ ❡♥s✉r❡s t❤✳s♦rt❡❞✭❛✱✵✱❛✳❧❡♥❣t❤−✶✮❀
❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ❁❱❃ ✴✯❅ ❁❲❃ ❁t❤ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❁❲❃ ❃ ✯✴

✈♦✐❞ s♦rt✭❱❬❪ ❛✱ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁❄ ✴✯❅ ❛s ❲ ✯✴ s✉♣❡r ❱❃ ✴✯❅ ❁t❤❃ ✯✴ ❝♠♣✮❀

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s♦rt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

♣✉❜❧✐❝ ❢✐♥❛❧ ❝❧❛ss ■♥t❡❣❡r ❡①t❡♥❞s ◆✉♠❜❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❈♦♠♣❛r❛❜❧❡ ④

♣r✐✈❛t❡ ✐♥t ✈❛❧✉❡❀

✴✯❅ ❛ss✐❣♥s t❤✐s✳✈❛❧✉❡❀

❅ ❡♥s✉r❡s t❤✐s✳✈❛❧✉❡ ❂❂ ✈❀

❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ ■♥t❡❣❡r✭✐♥t ✈✮ ④ t❤✐s✳✈❛❧✉❡ ❂ ✈❀ ⑥

✴✯❅ ❛ss✐❣♥s ❭♥♦t❤✐♥❣❀
❅ ❡♥s✉r❡s ❭r❡s✉❧t ❂❂ t❤✐s✳✈❛❧✉❡❀

❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ✐♥t❱❛❧✉❡✭✮ ④ r❡t✉r♥ t❤✐s✳✈❛❧✉❡❀ ⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾✿ ❆♥♥♦t❛t❡❞ ■♥t❡❣❡r ❝❧❛ss

t❤❡♦r② ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r② ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❁■♥t❡❣❡r❃ ④

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡q④▲⑥✭■♥t❡❣❡r ①✱ ■♥t❡❣❡r ②✮ ❂ ❭❛t✭①✳✈❛❧✉❡ ❂❂ ②✳✈❛❧✉❡✱ ▲✮❀

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧t④▲⑥✭■♥t❡❣❡r ①✱ ■♥t❡❣❡r ②✮ ❂ ❭❛t✭①✳✈❛❧✉❡ ❁ ②✳✈❛❧✉❡✱▲✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✵✿ ❚❤❡♦r② ❢♦r ✏❧❡ss✲t❤❛♥✑ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❝❧❛ss ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r ✴✯❅ ❁■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②❃ ✯✴ ④

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ❝♦♠♣❛r❡✭■♥t❡❣❡r ①✱ ■♥t❡❣❡r ②✮ ④ ✳✳✳ ⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✶✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r ❝❧❛ss ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹

✶✷✽



✽✳✹✳ ●❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤♠❛♣s

❝❧❛ss ❋✐❜ ④

❍❛s❤▼❛♣❁■♥t❡❣❡r✱▲♦♥❣❃ ♠❡♠♦❀

❋✐❜✭✮ ④ ♠❡♠♦ ❂ ♥❡✇ ❍❛s❤▼❛♣❁■♥t❡❣❡r✱▲♦♥❣❃✭✮❀ ⑥

♣✉❜❧✐❝ ❧♦♥❣ ❢✐❜✭✐♥t ♥✮ ④

✐❢ ✭♥ ❁❂ ✶✮ r❡t✉r♥ ♥❀

■♥t❡❣❡r ♥❴♦❜❥ ❂ ♥❡✇ ■♥t❡❣❡r✭♥✮❀

▲♦♥❣ ① ❂ ♠❡♠♦✳❣❡t✭♥❴♦❜❥✮❀

✐❢ ✭① ❂❂ ♥✉❧❧✮ ④

① ❂ ♥❡✇ ▲♦♥❣✭❢✐❜✭♥−✶✮✰❢✐❜✭♥−✷✮✮❀
♠❡♠♦✳♣✉t✭♥❴♦❜❥✱①✮❀

⑥

r❡t✉r♥ ①✳❧♦♥❣❱❛❧✉❡✭✮❀

⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✷✿ ❏❛✈❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r ❋✐❜ ❝❧❛ss

✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥ t❤❡ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r ❝❧❛ss s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❈♦♠♣❛r❛t♦r❁❯❃✱ ✇❤❡♥ t❤❡
t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❯ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ■♥t❡❣❡r ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♣❛r❛♠❡t❡r ❚❤ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞
✇✐t❤ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❧✐❡♥t ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✱ ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤✳s♦rt❡❞(. . .) ♦❢ s♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ■♥t▲t❈♦♠♣❛r❛t♦r❚❤❡♦r②✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣
t❤❡ t❤✳❧t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ✐ts ❛❝t✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦❡s t❤❡ ❥♦❜✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ ❤❡r❡
t❤❛t t❤✐s ✜♥❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ s♦ ✐t ❥✉st✐✜❡s ✇❤② ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t❤❡
s♦rt ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ t❤❡♦r② ♣❛r❛♠❡t❡r✿ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛② ✐s s♦rt❡❞
✇✳r✳t s♦♠❡ ♦r❞❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡✳

✽✳✹ ●❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤♠❛♣s

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞❡① ✐s ♠❛❞❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜② ✉s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤❛s❤✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str✉❝ts ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤ ♠❛♣s✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞❛t❛ t②♣❡s ✇❤✐❝❤ ❜✉✐❧❞ ✜♥✐t❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ s♦♠❡ t②♣❡ ❦❡② t♦ ✈❛❧✉❡s
♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r t②♣❡ ❞❛t❛✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❜✉t ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❤❛s❤ ♠❛♣s ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs✹✿ F (0) = 0✱ F (1) = 1✱ ❛♥❞ F (n+ 2) = F (n+ 1) + F (n) ❢♦r n ≥ 0✳ ❚♦
❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ❏❛✈❛ ❋✐❜ ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❛ ❢✐❜ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐
♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✷✳

✹❋r♦♠ ❈❡Pr♦▼✐ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧r✐✳❢r✴❝❡♣r♦♠✐✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ❢♦r
✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ♦t❤❡r ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs✳

✶✷✾

http://www.lri.fr/cepromi


❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

t❤❡♦r② ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r②❁❚❃ ④

✳✳✳ ✴✴ ❡q✉❛❧✐t② t❤❡♦r② ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹

❧♦❣✐❝ ✐♥t❡❣❡r ❤❛s❤④▲⑥✭❚ ①✮❀

❛①✐♦♠ ❤❛s❤❴❡q④▲⑥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ❚ ①✱②❀

❡q④▲⑥✭①✱②✮ ❂❂❃ ❤❛s❤④▲⑥✭①✮ ❂❂ ❤❛s❤④▲⑥✭②✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸✿ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❤❛s❤❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts

✽✳✹✳✶ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s❡q✉❡♥❝❡

❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ❛ t❤❡♦r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

t❤❡♦r② ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ④

❧♦❣✐❝ ✐♥t❡❣❡r ♠❛t❤❴❢✐❜✭✐♥t❡❣❡r ♥✮❀

❛①✐♦♠ ❢✐❜✵✿ ♠❛t❤❴❢✐❜✭✵✮ ❂❂ ✵❀

❛①✐♦♠ ❢✐❜✶✿ ♠❛t❤❴❢✐❜✭✶✮ ❂❂ ✶❀

❛①✐♦♠ ❢✐❜♥✿ ❭❢♦r❛❧❧ ✐♥t❡❣❡r ♥❀ ♥ ❃❂ ✷ ❂❂❃

♠❛t❤❴❢✐❜✭♥✮ ❂❂ ♠❛t❤❴❢✐❜✭♥−✶✮ ✰ ♠❛t❤❴❢✐❜✭♥−✷✮❀
⑥

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢✐❜ ♠❡t❤♦❞ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✴✯❅ r❡q✉✐r❡s ♥ ❃❂ ✵❀

❅ ❛ss✐❣♥s ❭♥♦t❤✐♥❣❀
❅ ❡♥s✉r❡s ❭r❡s✉❧t ❂❂ ♠❛t❤❴❢✐❜✭♥✮❀

❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ ❧♦♥❣ ❢✐❜✭✐♥t ♥✮❀

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦✈❡r✢♦✇ ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❲❡ ❥✉st ❛ss✉♠❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②
t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡❣❡rs✳

✽✳✹✳✷ ❚❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❤❛s❤❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❤❛s❤ ♠❛♣s

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛
❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸✳ ❚❤❡ ❞♦ts ❛r❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ❛①✐♦♠
❤❛s❤❴❡q s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ t✇♦ ❡q✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♠✉st
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛s❤ ❝♦❞❡✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ♠❛♣s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✹✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✐③❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❛ t②♣❡ ❑ ❢♦r t❤❡ ❦❡②s✱ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❛s❤✐♥❣ ♦❢ ❑ ♦❜❥❡❝ts✳
❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❱ ♦❢
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❛♣s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♠❛♣s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❱✳
❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ t❤❡♦r② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥❞❡①❡❞ ❜② s♦♠❡ ❦❡②✱
❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❛ ♠❛♣✱ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇
♠❛♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❦❡② ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦

✶✸✵



✽✳✹✳ ●❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤♠❛♣s

t❤❡♦r② ▼❛♣❁❑❃❁❚❤ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r②❁❑❃ ❃ ④

t②♣❡ t❁❱❃❀

❧♦❣✐❝ ❁❱❃ ❱ ❛❝❝④▲⑥✭t❁❱❃ ♠✱ ❑ ❦❡②✮❀

❧♦❣✐❝ ❁❱❃ t❁❱❃ ✉♣❞④▲⑥✭t❁❱❃ ♠✱ ❑ ❦❡②✱ ❱ ✈❛❧✉❡✮❀

❛①✐♦♠ ❁❱❃ ❛❝❝❴✉♣❞❴❡q④▲⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ t❁❱❃ ♠✱ ❑ ❦❡②✶ ❦❡②✷✱ ❱ ✈❛❧✉❡❀

❚❤✳❡q④▲⑥✭❦❡②✶✱❦❡②✷✮ ❂❂❃

❭❛t✭❛❝❝✭✉♣❞✭♠✱❦❡②✶✱✈❛❧✉❡✮✱❦❡②✷✮ ❂❂ ✈❛❧✉❡✱▲✮❀

❛①✐♦♠ ❁❱❃ ❛❝❝❴✉♣❞❴♥❡q④▲⑥✿

❭❢♦r❛❧❧ t❁❱❃ ♠✱ ❑ ❦❡②✶ ❦❡②✷✱ ❱ ✈❛❧✉❡❀

✦ ❚❤✳❡q④▲⑥✭❦❡②✶✱❦❡②✷✮ ❂❂❃

❭❛t✭❛❝❝✭✉♣❞✭♠✱❦❡②✶✱✈❛❧✉❡✮✱❦❡②✷✮ ❂❂

❛❝❝✭♠✱❦❡②✷✮✱▲✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✹✿ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♠❛♣s

❝❧❛ss ❍❛s❤▼❛♣❁❑✱❱❃

✴✯❅ ❁❚❤ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r②❁❑❃ ❃

❝♦♥str❛✐♥t✿ ❑ ❡①t❡♥❞s ❖❜❥❡❝t❁❑❃❁❚❤❃ ✯✴

④

✴✴❅ t❤❡♦r② ▼ ❂ ▼❛♣❁❑❃❁❚❤❃❀

✴✴❅ ♠♦❞❡❧ ▼✳t❁❱❃ ♠❀

✴✯❅ r❡q✉✐r❡s ① ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❑❀

❅ ❛ss✐❣♥s ❭♥♦t❤✐♥❣❀
❅ ❡♥s✉r❡s ❭r❡s✉❧t ✦❂ ♥✉❧❧ ❂❂❃

❅ ❭r❡s✉❧t ❂❂ ▼✳❛❝❝✭♠✱✭❑✮①✮❀

❅✯✴

❱ ❣❡t✭❖❜❥❡❝t ①✮❀

✴✯❅ r❡q✉✐r❡s ❦ ✦❂ ♥✉❧❧❀

❅ ❛ss✐❣♥s ♠❀

❅ ❡♥s✉r❡s ♠ ❂❂ ▼✳✉♣❞✭❭♦❧❞✭♠✮✱❦✱✈✮❀
❅✯✴

✈♦✐❞ ♣✉t✭❑ ❦✱ ❱ ✈✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✺✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛s❤▼❛♣ ❝❧❛ss

❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❛①✐♦♠s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✹✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✲
✐t② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦♥ ❦❡②s✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❡q✉❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥
♦♥ ❦❡②s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡s ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ t♦ ✉s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
t❤❡♦r✐❡s ❛❞❞r❡ss❡s t❤✐s ✐ss✉❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❍❛s❤▼❛♣ ❝❧❛ss ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✶✸✶



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ❖❜❥❡❝t

✴✯❅ ❁❚❃❁❍ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r②❁❚❃ ❃ ✯✴ ④

✴✯❅ r❡q✉✐r❡s t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❚ ✫✫ ♦ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❚❀

❅ ❡♥s✉r❡s ❭r❡s✉❧t ❂❂ tr✉❡ ❁❂❂❃

❅ ❍✳❡q✭✭❚✮t❤✐s✱✭❚✮♦✮❀

❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧s✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④ ✳✳✳ ⑥

✴✯❅ r❡q✉✐r❡s t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ❚❀

❅ ❡♥s✉r❡s ❭r❡s✉❧t ❂❂ ❍✳❤❛s❤✭✭❚✮t❤✐s✮❀

❅✯✴

♣✉❜❧✐❝ ✐♥t ❤❛s❤❈♦❞❡✭✮④ ✳✳✳ ⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✻✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❖❜❥❡❝t ❝❧❛ss

t❤❡♦r② ❍❛s❤❛❜❧❡■♥t❡❣❡r

✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r②❁■♥t❡❣❡r❃ ④

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❡q④▲⑥✭■♥t❡❣❡r ①✱ ■♥t❡❣❡r ②✮ ❂

❭❛t✭①✳✈❛❧✉❡ ❂❂ ②✳✈❛❧✉❡✱ ▲✮❀

❧♦❣✐❝ ✐♥t❡❣❡r ❤❛s❤④▲⑥✭■♥t❡❣❡r ①✮ ❂

❭❛t✭①✳✈❛❧✉❡✱ ▲✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✼✿ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❛s❤✐♥❣ ♦❢ ■♥t❡❣❡rs

✉r❡ ✽✳✷✺✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❑ ♦❢ ❦❡②s ✐♥ ❍❛s❤▼❛♣❁❑❃❁❱❃ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡①t❡♥❞s ❖❜❥❡❝t✱
✐t ✐♥❤❡r✐ts t❤❡ ❡q✉❛❧s ❛♥❞ ❤❛s❤❈♦❞❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❥❛✈❛✳❧❛♥❣✳❖❜❥❡❝t ❝❧❛ss✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖❜❥❡❝t ❝❧❛ss ✇✐t❤ s♦♠❡ t❤❡♦r② ✐♥st❛♥t✐❛t✲
✐♥❣ ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r②❁❑❃✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✻✳ ❆ ♥❡✇ ✐ss✉❡ ❛r✐s❡s ❤❡r❡ ❢r♦♠ ❞②♥❛♠✐❝
❞✐s♣❛t❝❤✿ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❖❜❥❡❝t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r② ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ②❡t✳ ❖✉r
♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❚ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞ ❧❛t❡r✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ❣✐✈❡♥ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ❍❛s❤▼❛♣ ❝❧❛ss ✐s ❛♥ ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r② ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t t②♣❡✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♣♦s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✺✮ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ❑✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❧♦❝❛❧ ♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r②✿ t❤❡ ♥❛♠❡ ▼ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
▼❛♣s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❦❡②s ❛♥❞ ♦♥ ✐ts t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❛s❤✐♥❣✳

✽✳✹✳✸ ■♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤ ♠❛♣s

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❍❛s❤▼❛♣ ❝❧❛ss ❜❡✐♥❣ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❋✐❜ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❛s❤✐♥❣ ♦♥ ■♥t❡❣❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✼✳ ❆ ♣r♦♣❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡❣❡r ❝❧❛ss ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✽✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢✐❜ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❛ss ✐♥✈❛r✐❛♥t
✇❤✐❝❤✱ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✱ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r (x, y) st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦ ♠❛♣✱ y = F (x)✳ ❚❤❡
❝❧❛ss ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ❋✐❜ ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✾✳

✶✸✷



✽✳✹✳ ●❡♥❡r✐❝ ❤❛s❤♠❛♣s

❝❧❛ss ■♥t❡❣❡r ❡①t❡♥❞s ❖❜❥❡❝t

✴✯❅ ❁■♥t❡❣❡r❃❁❍❛s❤❛❜❧❡■♥t❡❣❡r❃ ✯✴ ④

❜♦♦❧❡❛♥ ❡q✉❛❧s✭❖❜❥❡❝t ♦✮ ④

✐❢ ✭♦ ✐♥st❛♥❝❡♦❢ ■♥t❡❣❡r✮

r❡t✉r♥ t❤✐s✳✈❛❧✉❡ ❂❂ ✭✭■♥t❡❣❡r✮♦✮✳✈❛❧✉❡❀

r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡❀

⑥

✐♥t ❤❛s❤❈♦❞❡✭✮ ④ r❡t✉r♥ t❤✐s✳✈❛❧✉❡❀ ⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✽✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛s❤❛❜❧❡ ■♥t❡❣❡rs

❝❧❛ss ❋✐❜ ④

❍❛s❤▼❛♣❁■♥t❡❣❡r✱▲♦♥❣❃ ✴✯❅ ❁❍❛s❤❛❜❧❡■♥t❡❣❡r❃ ✯✴ ♠❡♠♦❀

✴✯❅ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡♠♦❴❢✐❜✿ ♠❡♠♦ ✦❂ ♥✉❧❧ ✫✫

❅ ❭❢♦r❛❧❧ ■♥t❡❣❡r ①✱ ▲♦♥❣ ②❀

❅ ① ✦❂ ♥✉❧❧ ✫✫ ② ❂❂ ♠❡♠♦✳▼✳❛❝❝✭♠❡♠♦✱①✮ ✫✫

❅ ② ✦❂ ♥✉❧❧ ❂❂❃

❅ ②✳✈❛❧✉❡ ❂❂ ♠❛t❤❴❢✐❜✭①✳✈❛❧✉❡✮❀

❅✯✴

✳✳✳ ✴✴ ✜❜ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶

⑥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✾✿ ❈❧❛ss ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❋✐❜ ❝❧❛ss

✽✳✹✳✹ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s♦✉♥❞♥❡ss

❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠❡ ✜rst ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✼✳ ■t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s s❛t✐s❢② t❤❡ ❛①✐♦♠s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❍❛s❤❛❜❧❡❚❤❡♦r②❁❚❃
✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ■♥t❡❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✺ ❝♦♠❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡❣❡r
❝❧❛ss✳

❖t❤❡r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✿ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡
❋✐❜✭✮ ❝♦♥str✉❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛s❤▼❛♣✭✮ ❧❡❢t t♦ t❤❡
r❡❛❞❡r❀ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❛♥② ❝❛❧❧ t♦ ❢✐❜✭✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
❜② ❝❛s❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❝❛❧❧s t♦ ❣❡t✭✮ ❛♥❞ ♣✉t✭✮ ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱
❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✐❜✭✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡❞✱ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥s ❝❧❛✉s❡✿ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t s❛②s t❤❛t
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐❞❡✲❡✛❡❝ts ❛t ❛❧❧✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ r❡❛❧✐t② t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠❡♠♦ ❤❛s❤ ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞✐✜❡❞✳

✶✸✸



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ▼♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

✽✳✺ ❙✉♠♠❛r②

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❑▼▲ ❢♦r t❤❡ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❚❤❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❤②❜r✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛♥ ❛r✲
r❛② ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❜❛❣✳ ❆ ❜❛❣ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♦r❞❡r✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛rr❛②✱
t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❜❛❣ ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛rr❛② ✐s ❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛② ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡
✇♦r❦s ✐♥ ❬❋▼✾✾❪ ❛♥❞ ❬▼❛r✵✾❪ s✉❣❣❡st t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❛①✐♦♠❛t✐③❡ t❤❡
♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛rr❛② ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr❛②✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❛❣s
✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ❇✉t t❤✐s ♥❡✇ ✇❛② ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ s♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❧❡❛❞s t♦ s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✇❛♣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ✐s ✉♥♣r♦✈❛❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♣r♦✈❡rs t♦ s✉❝❝❡❡❞ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s✳

✶✸✹



❈❤❛♣t❡r ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥t❡♥ts

✾✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✾✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✾✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t♦♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❡✲
❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s
❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ ❡✈❡r②
✐♥♣✉t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❛♥② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐s ❡rr♦r✲♣r♦♥❡✳ ❚♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❬▲▼✵✷❪ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ■t ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ s❛t✐s✜✲
❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ r✉❧❡✲❜❛s❡❞
s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ♥♦♥✲
✉♥✐t t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥ ❬▲▼✵✷✱ ▲❘❘❚✶✶❪✱ ✐s
t❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ✜r♠ ❜❛s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼❛✉❞❡✳ ❙♦♠❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ t♦♦❧s ❛r❡
❛❧r❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛✉❞❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❝❤❡❝❦❡r ❬❉▼✶✵❛❪✱ ❛ ❝♦❤❡r✲
❡♥❝❡ ❝❤❡❝❦❡r ❬❉▼✶✵❜❪✱ ❡t❝✳ ❖✉r t♦♦❧ ✐s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t♦♦❧s✳
❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t t❛❦❡s ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇❛② t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✲
✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❖✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛s ❤❡❧♣❡❞ ✉s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥✲
t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts t❤❡♦r② ✐♥t♦ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❤❡♠❛t✐❝

✶✸✺



❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r s♦♠❡ t❤❡♦r② s❤❛r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❜✉✐❧❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ sn(t) ❢♦r n > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❝❤❡♠❛t✐③❡
t❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t ❜② t❤❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s+(t)✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s+ ♦♣❡r❛t♦r
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s+ ✜ts ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♥❡❡❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♠✐❧❛r ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❇❍❑✵✻❪✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❏❛✈❛ ❇②t❡❝♦❞❡
♣r♦❣r❛♠s ❬❇●❏▲❘✵✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬❇●❏▲❘✵✼❪✱ ♦✉r s❝❤❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ❛
❜✉✐❧t✲✐♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s st✉❞② ❤❛s ❧❡❞ t♦ ♥❡✇ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥ ❬◆❘❘✵✾❝❪✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r
♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❡❛s② t♦ s❛t✐s❢② ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♦✉r t♦♦❧ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝♦r❞s✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❧✐sts✱
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ♦✉r t♦♦❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❢♦r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐sts ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
r❡❝♦r❞s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ❏❛✈❛ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❲❤②
♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛ ❏❛✈❛ ♦r ❈ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❝✐❢② ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r② ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❑▼▲✳
■t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❛❞❞ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐t② ✐♥ t❤❡♦r✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✐t② ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❡①✐st✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦rs ❛s t❤❡② ❡①✐st
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❈♦q✱ ♦r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❝❧❛ss❡s ❬❙❖✵✽❪✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ s✉♣♣♦rt
♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❲❤② ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❙✐♥❝❡ ■
st♦♣♣❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥
❑r❛❦❛t♦❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✴✐♥st❛♥t✐❛✲
t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❲❤②✸✱ ❛♥❞ ✐ts ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❝❧♦♥✐♥❣✑ ♦❢ ❛ t❤❡♦r②✳

✾✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ✇♦r❦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s ♦♣❡♥s s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✳

❙❤♦rt✲t❡r♠ ✇♦r❦✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦✈✐❞❡s
❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❖t❤❡r

✶✸✻



✾✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❝❤❡♠❛t✐❝ s❛t✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
❛♥❞ st❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❜② t❤❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s❤♦rt t❡r♠ ✇♦r❦ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ ❜✐t ♦❢ t✐♠❡✳

▼♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ■♥t❡❣❡r
❖✛s❡ts ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② t❤❡♦r✐❡s✳ ■t ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ st✉❞② ❛ r❡❧❛t❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ st✉❞②
s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r
s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛rr❛②s ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st ✭s❡❡✱
❡✳❣✳ ❬❇▼❙✵✻✱ ●◆❘❩✵✼❪✮ ❜✉t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦♦❢s
♦❢ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧② ✈✐❛ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥
t❡r♠s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❧❛✉s❡s✳

❲❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❝♦♠❡s ❜②
✐ts❡❧❢✳ ❖t❤❡r t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝♦✉♥t❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥❝r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬◆❘❘✶✵❪✳

▼✐❞✲t❡r♠ ✇♦r❦✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❡①✲
t❡♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❆❜❡❧✐❛♥ ●r♦✉♣s ✭AG✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② AG ✐s ❝❧❡❛r❧② ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❆❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬●◆✵✹✱ ◆❘❘✵✾❛❪✳ ❚❤✐s
❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ AG✲✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝ ♦♥❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛
♥❡✇ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r AG t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❆❧s♦ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡♦r✐❡s
s❤❛r✐♥❣ AG ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦ ❬❘❙✶✶❪ ❢♦r t❤❡♦r✐❡s s❤❛r✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

❆ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t✲
✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬◆❘❘✵✾❜❪✳ ❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱
❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✿ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❛t❛ str✉❝✲
t✉r❡s ♠♦❞✉❧♦ AG ♣❧✉s s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

▲♦♥❣✲t❡r♠ ✇♦r❦✳ ■♥ ❬▲▼✵✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✐ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛♥❛❧②s✐s✳

❆♥♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛r✐t❤✲
♠❡t✐❝ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❜✉✐❧t✲✐♥ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡
t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ■♥t❡✲
❣❡r ❖✛s❡ts✱ ❆❜❡❧✐❛♥ ●r♦✉♣s✱ ❝♦✉❧❞ ✇❡ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
❝❛❧❝✉❧✐❄

❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r✐❡s✳
❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s❤❛r❡❞ t❤❡♦r✐❡s ✐s st✐❧❧

✶✸✼



❈❤❛♣t❡r ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❆♥♦t❤❡r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥t♦

❙▼❚ s♦❧✈❡rs✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡✐r ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ▼♦❞❡❧✲❈❤❡❝❦✐♥❣ ▼♦❞✉❧♦ ❚❤❡♦r✐❡s ❬●❘✶✵❪✱ ❛ ❢✉❧❧② ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♥❞
❞❡❞✉❝t✐✈❡ s②♠❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r ❢♦r s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ st❛t❡ s②st❡♠s ✇❤♦s❡
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛rr❛②s✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ♦✉r r✉❧❡✲
❜❛s❡❞ s②st❡♠✳

✶✸✽



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

▲❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❢♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✳ ◗✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡s tr❛♥s✲
♣♦rts✱ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ❞❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ♦✉ ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s q✉❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥✳ ▲❡s ♣❛♥♥❡s ❡t ❧❡s ♣❧❛♥t❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❞♦♠♠❛❣❡s
♠❛tér✐❡❧s ❡t ✜♥❛♥❝✐❡rs ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦rts✳ ❊♥tr❡ ✶✾✽✺ ❡t ✶✾✽✼✱ ✉♥
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞é❢❡❝t✉❡✉① q✉✐ ❝♦♥trô❧❛✐t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ r❛❞✐♦t❤ér❛♣✐❡ ❚❤ér❛❝✲✷✺ ❡♥✈♦②❛✐t ❞❡s ❞♦s❡s
❜✐❡♥ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉① ♣❛t✐❡♥ts✳ ❈❡ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦✈♦q✉❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✸ ❞é❝ès
❝♦♥♥✉s✳ ❊♥ ✶✾✾✸✱ ✉♥ ♣❧❛♥t❛❣❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ✈♦❧ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛ss❡ s✉é✲
❞♦✐s ❡♥❣❡♥❞r❛ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s✐r❡♥t ❛✉ ❝r❛s❤ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧✳ ❯♥
s♦✉s✲tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ ◆❛s❛ q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❛✐t s✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t ▼❛rs ❖r❜✐t❡r ❛ ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❧❡ s②stè♠❡
♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✉♥✐tés ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛♥❣❧♦✲s❛①♦♥♥❡s✳ ▲❛ s♦♥❞❡ s✬❡st é❝r❛sé❡ ❞ès s♦♥ ❛rr✐✈é❡
s✉r ▼❛rs ❡♥ ✶✾✾✾✱ ré❞✉✐s❛♥t à ♥é❛♥t ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ✉♥ ♣r♦❥❡t q✉✐ ❛✈❛✐t ❝♦✉té ♣❧✉s
❞❡ ✸✷✼ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❞♦❧❧❛rs ❛✉ ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ❛♠ér✐❝❛✐♥✳ ❈❡rt❛✐♥s ♣❧❛♥t❛❣❡s ❝❛✉s❡♥t ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ♥✬❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ❈❡s s②stè♠❡s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ♦♣ér❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❜✉❣s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥és ❣râ❝❡ ❛✉① t❡sts✳ ▼❛✐s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✉ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✐t ❡①❡♠♣t ❞✬❡rr❡✉rs ♦✉ ❞❡
❞é❢❛✉ts✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛ss❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❡st s✐ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ s❡✉❧ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❡✉t êtr❡ t❡sté✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡
❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t ré♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈ér✐✜é ❞❡
❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♥♥é❡✳

▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ❉✉r❛♥t ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡✱ ❞❡s ♣r♦❣rès ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ♦♥t été ❡♥r❡❣✐strés ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❉és♦r♠❛✐s✱ ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s
❝♦♠♠❡ ❏❛✈❛✱ ❈★ ❡t ❈ ♦♥t ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❏❛✈❛ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❬▲❑P✵✼❪ ❛ été ❝réé ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❏❛✈❛✳ ❙♣❡❝★ ❬❇❉❋+✵✺❪
❛ été ❝réé ♣♦✉r ❈★ ❡t ❆❈❙▲ ❬❇❋▼+✵✾❪ ❛ été ❝réé ♣♦✉r ❈✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❞❡s ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥s❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❛ ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st r❡♠♣❧✐❡ ❡t s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡ t❡r♠✐♥❡✱
❛❧♦rs ❡❧❧❡ ét❛❜❧✐t ❧❛ ♣♦st✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❤② ❬❋▼✵✼❪ ❡st ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❞é❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s ❝♦❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊❧❧❡ ❡①tr❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
s♦✉r❝❡ ❛♥♥♦té ♣❛r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s tr❛♥s♠❡t ❛✉① ♣r♦✉✈❡✉rs ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❝♦♠♠❡
❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚ ✭❙✐♠♣❧✐❢②✱ ❩✸✱ ❈❱❈✸✱ ❨✐❝❡s✱ ❆❧t✲❊r❣♦✱ ❡t❝✮ ♦✉ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
✭❈♦q✱ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ P❱❙✱ ❡t❝✮✳

✶✸✾



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

▲❛ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ▼♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❚❤é♦r✐❡ ✭❙▼❚✮ ❝♦♥s✐st❡ ❛ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s✲
❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✏♦✉✐✑ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♦✉
♣❛r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✏♥♦♥✑ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❛t✲
✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♣é❝✐✜é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
r❡❧✐❡ ❞❡s ♣ré♠✐ss❡s à ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ u = c ❡t u′ = c✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ u = u′✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❞❡♠❡✉r❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❣❛❣♥❡r ❞✉ t❡♠♣s ❛✉ ❝❤❡r❝❤❡✉r✱
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é✲
❝❡♥♥✐❡ ❬❆❘❘✵✶✱ ❆❘❘✵✸✱ ❆❇❘❙✵✾❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡
s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛✲
t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦♠♠é P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭PC✮ ❬◆❘✵✶❪ ✭❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ PC ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❡♠✐✲❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐
s✬❛rrêt❡ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ✭✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❣é♥éré❡✮✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❞✐✈❡r❣❡r s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
❛✉ss✐ s❡ t❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞❡✈❡♥✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳
❉❛♥s ❬❆❘❘✵✶✱ ❆❘❘✵✸✱ ❆❇❘❙✵✾❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❜❛sé s✉r ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ❧✐st❡s✱ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ♦✉ ❞❡ ❧❡✉rs
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✳

P❛r s♦✉❝✐ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ✐♥té❣rés ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❝ré❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ t❤❡♦r✐❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉❜✐q✉✐té ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❛♥s
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞
❛ été ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❬◆❘❘✵✾❝❪ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ à ❧❛ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
t❤é♦r✐❡s q✉✐ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚✳

P♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ✭SPC✮ ❬▲▼✵✷❪ ❛ été ét✉❞✐é ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ SPC ❡st q✉❡ s✬✐❧ s✬❛rrêt❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ❛❧♦rs PC s✬❛rrêt❡
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝rèt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ SPC ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ PC ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té ❡t ❧❛
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
SPC ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬▲❚✵✼✱ ▲❘❘❚✶✶❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛
❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐té ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ s❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ♥✬❛ été ❝réé✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛✲
♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞♦♥♥é❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❧❛ ❢♦✐s ♣r❛t✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s✿

✶✹✵



✶✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s q✉✐ ♠❡t ❡♥ ÷✉✲
✈r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ♠✉❧t✐✲s♦rté ♣♦✉r ❞❡s
t❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❡t
s✐ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ② s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥❛❜❧❡s✳ ▲✬♦✉t✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s à s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ♦✉ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞♦♥t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ tr❛❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♦✉
✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❛
✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✮✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✲
✐str❡♠❡♥ts s❛♥s ❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❝✉rs✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ s❛✐t
q✉❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❬❆❇❘❙✵✾✱ ◆❘❘✵✾❝✱ ▲❘❘❚✶✶❪✳

✷✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ❣râ❝❡ à ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬▲❘❘❚✶✶❪
♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ P❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✏♥✐❧✑✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

✸✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s s❛t✉r❛t✐♦♥s
♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✈❛❧✐❞é ❣râ❝❡
à ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✲
✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛✲
t✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ✈✐❡♥t s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❣râ❝❡ à ❧❛
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❝rèt❡✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts r❡q✉✐❡rt ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡
♣r❡✉✈❡ s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ●râ❝❡ à ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐✲
s✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ♥♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ■♥t❡❣❡r
❖✛s❡ts✳

✹✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣é à ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✲
✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❏❛✈❛ ❣é♥ér✐q✉❡s✱ s♦✉s ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❈❧❛✉❞❡
▼❛r❝❤é✱ ❆❧❛✐♥ ●✐♦r❣❡tt✐ ❡t ❖❧❣❛ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞✉ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❲❤② ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❏❛✈❛ ♦✉ ❈ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♣é❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s

✶✹✶



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

♣r♦❣r❛♠♠❡s ❏❛✈❛ ❣é♥ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à tr❛✈❡rs ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✿ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r tr✐❡r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❆rr❛②s ❞❛♥s ❧✬❆P■ ❏❛✈❛✱ ❡t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❥❛✈❛✳✉t✐❧✳❍❛s❤♠❛♣ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❤❛s❤ ♠❛♣ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐❝✐té à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❡t ♣♦✉r
❧❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞✬♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
s♦♠♠❡s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♣é❝✐✜é❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦♠♠é ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ét✉❞✐é❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧
s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❛①✐♦♠❡s ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❧❛ts✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❬▲▼✵✷❪ ❛ été ❝réé ♣♦✉r
r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐
♣r♦✉✈❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ét✉❞✐é❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦♥❞é s✉r ❞❡s rè❣❧❡s q✉✐ ♠❡t ❡♥
÷✉✈r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ♦r❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s
♥♦♥✲✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❈❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❜❛sé s✉r ❧❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❬▲▼✵✷✱ ▲❘❘❚✶✶❪✱
❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❛
été ❝réé ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ▼❛✉❞❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s♦♥t ❞é❥à ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ▼❛✉❞❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ❬❉▼✶✵❛❪✱ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❬❉▼✶✵❜❪✱ ❡t❝✳ ◆♦tr❡
♦✉t✐❧ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❧❛ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❡①✐st❛♥t❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t à ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❞és♦r♠❛✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜✐❡♥
♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬◆❘❘✵✾❝❪ ♦♥t ♣rés❡♥té ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ◆♦tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛ ❛✐❞é à ❝ré❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛sé
s✉r ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳
❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s(t) ♣♦✉r n > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡ s❝❤é♠❛t✐s❡r ❝❡t
❡①♣♦s❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s+(t)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s+ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s
❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t s+ s✬❛❝❝♦r❞❡ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès
♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛❤✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❬❇❍❑✵✻❪ ❡t
♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❏❛✈❛ ❇②t❡❝♦❞❡ ❬❇●❏▲❘✵✼❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❬❇●❏▲❘✵✼❪✱ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é✲

✶✹✷

java.util.Arrays
java.util.Hashmap


♠❛t✐q✉❡ ❞é❞✐é❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐t
❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♦♣éré❡s
♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬◆❘❘✵✾❝❪✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à s❛t✐s❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✐♥térêt
♣r❛t✐q✉❡✳

▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❡st ❛tt❡sté ♣❛r ❧❡s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡
t❤é♦r✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❧✐st❡s ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❝✉rs✐✈❡s✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été
❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❡t ❣râ❝❡ à ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ♣♦✉r
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s éq✉✐♣é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❧✐st❡s ❛✈❡❝ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥r❡❣✲
✐str❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ✐♥❝ré♠❡♥t✳

P♦✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❏❛✈❛ ❣é♥ér✐q✉❡s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❑r❛❦❛t♦❛ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ ❲❤②✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❏❛✈❛ ♦✉ ❈ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❡t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❡①✐st❛♥t
❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❑▼▲✳ ■❧ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r
✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐❝✐té ❞✉ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♣❛r❛♠étr✐❝✐té ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❡t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳
▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❡①✐s✲
t❛♥t❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs t❡❧s q✉✬✐❧s ❡①✐st❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s
❈♦q✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝❧❛ss❡s ❬❙❖✵✽❪✳ ❉❡♣✉✐s q✉❡ ❥✬❛✐ ❛rrêté ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r
❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été ✐♥té❣ré❡s ❞❛♥s ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❑r❛❦❛t♦❛✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❡t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✴✐♥✲
st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡ ❲❤②✸✱ ❡t s❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❝❧♦♥❛❣❡✑ ❞✬✉♥❡
t❤é♦r✐❡✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉✈r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ❈❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿

• ❚r❛✈❛✐❧ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝réé ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛✉✲
t♦♠❛t✐sé❡s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳
❉✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r s❛t✉r❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❝❧és ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ ❝♦✉rt t❡r♠❡ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s✳

❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈❡❧❛ r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♦✉✈❡rt✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ ré❣❧é✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ét✉❞✐❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s❝❤é♠❛t✐q✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s s❡r❛✐❡♥t très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r q✉❡❧q✉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡

✶✹✸



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① q✉✐ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳

❉❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡①✐s✲
t❡♥t ❞é❥à ✭✈♦✐r ❡✳❣✳ ❬❇▼❙✵✻✱ ●◆❘❩✵✼❪✮✱ ♠❛✐s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛ ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té✳ ❆ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❡s ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ✉♥
❝r✐tèr❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ét❡♥❞✉s ❛✉① ❝❧❛✉s❡s✳

❊♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✉① t❤é♦r✐❡s ♥♦♥✲✉♥✐t❛✐r❡s✱
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡s ■♥t❡✲
❣❡r ❖✛s❡ts s❡ ♣♦s❡ ❞✬❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❉✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧✬■♥❝ré♠❡♥t✱ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❬◆❘❘✶✵❪✳

• ❚r❛✈❛✐❧ à ♠♦②❡♥ t❡r♠❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s
t❤é♦r✐❡s q✉✐ ét❡♥❞❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ●r♦✉♣❡s ❆❜é❧✐❡♥s ✭❆●✮✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❆● ❡st
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts✱ ❡t ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r
❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦
❆● ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬●◆✵✹✱ ◆❘❘✵✾❛❪✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ st❛♥❞❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ✉♥❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦ ♠♦❞✉❧♦ ❆● ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❆● q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡
♣r♦✉✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳

■❧ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❆● ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❬❘❙✶✶❪ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s
♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s str✉❝✲
t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❡t ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❛
été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬◆❘❘✵✾❜❪✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡✲
♠❡♥t✿ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦❞✉❧♦ ❆● ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s t❤é♦r✐❡s ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❄

• ❚r❛✈❛✐❧ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

❉❛♥s ❬▲▼✵✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❣é♥éré❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡
à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥ts
❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐❡rs ❝♦♠♠❡ ❧❡s ■♥t❡❣❡r ❖✛s❡ts ♦✉ ❧❡s ●r♦✉♣❡s ❆❜é❧✐❡♥s✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣♦✉rr✐♦♥s✲♥♦✉s
✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s❝❤é♠❛t✐q✉❡s ❄

❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s s♣é✲
❝✐✜q✉❡s ♣❛rt❛❣é❡s✳ ▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♣❛rt❛❣é❡s

✶✹✹



❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳

❯♥ ❛✉tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❢✉t✉r ❝♦♥s✐st❡r❛ à ✐♥té❣r❡r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❛♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦s
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ▼♦❞✲
✉❧♦ ❚❤❡♦r✐❡s ❬●❘✶✵❪✱ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é❝❧❛r❛t✐❢ ❡t
❞é❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sûr❡té ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬ét❛ts ✐♥✜♥✐s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳

❱❡✉✐❧❧❡③ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rè❣❧❡s✳
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉
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❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ✭❧♦❣✐❝✐❡❧s✮✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ sûr❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛r✐té ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡
❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❲❤②✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré❞✉✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✉❧♦
❞❡s t❤é♦r✐❡s ✭❙▼❚✮✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ❆r♠❛♥❞♦ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❡♥
✷✵✵✶ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ ❛♣♣❡❧é ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❡t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭P❈✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s❡♠✐✲❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s
✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s ✭❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✈✐❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❡♥❣❡♥❞ré❡✮✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉t ❞✐✈❡r❣❡r s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳
▼❛✐s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ t❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ✭❙P❈✮
❛ été ét✉❞✐é✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ t❤é♦r✐❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❡t
❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❙P❈ ❡st q✉❡ s✬✐❧ t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥tré❡ ❛❜str❛✐t❡✱
❛❧♦rs P❈ t❡r♠✐♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s ❝♦♥❝rèt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❙P❈ ❡st ✉♥
♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ P❈ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❧❛ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐té ❡t ❧❛
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳

❯♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t
❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❈❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❡st
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❛ été ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♠♣❧❛♥té s✉r
❧❛ ❜❛s❡ s♦❧✐❞❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ▼❛✉❞❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❝❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❡st très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐té ❞❡ t❤é♦r✐❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

❈❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞é❞✐é à
✉♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣ré❞é✜♥✐❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à s❛t✐s❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❛✈❡❝ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧✐st❡s ♦✉ ❧❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s
❏❛✈❛ ❣é♥ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❑r❛❦❛t♦❛✱ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❲❤② q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ ♦✉ ❏❛✈❛ ❡st ❝♦rr❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣♦rt s♦♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐❝✐té à ❧❛
❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✿ tr✐ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s tr❛✐tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣♦✉r ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚✳ ▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❲❤② ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡s ❞✬✉♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❛♥♥♦té✱ ❡t ❧❡s tr❛♥s♠❡t ❛✉① s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚ ✭♦✉ ❛ss✐st❛♥ts ❞❡
♣r❡✉✈❡✮ ♣♦✉r ✈ér✜❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

▼♦ts✲❝❧és✿ Pr♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ P❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❙❝❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥



❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛❞❞r❡ss ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❛r❡
♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭s❛❢❡✮ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲❤② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠✳

▼❛♥② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡♦r✐❡s ✭❙▼❚✮✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜✉✐❧❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❆r♠❛♥❞♦ ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✷✵✵✶ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♥❛♠❡❞ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛
❢❛✐r ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭P❈✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡♠✐✲❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❤❛❧ts ♦♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥♣✉ts ✭t❤❡ ❡♠♣t② ❝❧❛✉s❡ ✐s t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✮ ❜✉t ♠❛② ❞✐✈❡r❣❡ ♦♥
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ❢♦r s♦♠❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s
✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧✉s ✭❙P❈✮ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✐♥❣❧❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♦❢
t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❙P❈ ✐s t❤❛t ✐❢ ✐t ❤❛❧ts ❢♦r ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❛❜str❛❝t ✐♥♣✉t✱ t❤❡♥ P❈ ❤❛❧ts
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♥♣✉ts✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❙P❈ ✐s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ P❈ ❧✐❦❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ st❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡♥❡ss ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

❆ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ✐s t❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ✜r♠ ❜❛s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ▼❛✉❞❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ❧♦❣✐❝✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❞❡❝✐❞✲
❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ❤❡❧♣s t❡st✐♥❣ ♥❡✇ s❛t✉r❛t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ ♥❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭s❝❤❡♠❛t✐❝✮ ♣❛r❛♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✳
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