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RésuméMis en éviden
e dans les années 80 dans les domaines de la turbulen
eet des attra
teurs étranges, les multifra
tals ont rapidement gagné en popu-larité. On les trouve aujourd'hui en �nan
e, en géophysique, dans l'étude dutra�
 internet et dans bien d'autres domaines des s
ien
es appliquées. Cetessor s'est a

ompagné de la né
essité de 
onstruire des modèles théoriquesadaptés. La Mesure Aléatoire Multifra
tale de Ba
ry et Muzy est l'un de
es modèles. Du fait de son 
ara
tère très général, de sa grande souplesseet de sa relative simpli
ité, elle est devenue un outil 
entral du domaine desmultifra
tals depuis dix ans.Après un 
hapitre introdu
tif, on propose dans 
ette thèse la 
onstru
tionde deux familles de pro
essus multifra
tals. Ces 
onstru
tions reposent sur lestravaux de S
hmitt et de ses 
o-auteurs et sur 
eux de Ba
ry et Muzy. Dansle 
hapitre 2, on 
onstruit des pro
essus multifra
tals à partir de moyennesmobiles α−stables, tandis que le 
hapitre 3 est 
onsa
ré à la 
onstru
tion desMar
hes Aléatoires Fra
tionnaires Multifra
tales d'indi
e de Hurst 0 < H <
1/2. Ces travaux sont 
omplétés par l'étude de versions a�nes par mor
eauxet par des simulations numériques. De nombreux problèmes 
onnexes sontégalement étudiés.
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Abstra
tSin
e their emergen
e in the 80's in the areas of turbulen
e and of strangeattra
tors, multifra
tals have gained popularity. They appear now in �nan
e,geophysi
s, study of network tra�
 and in many other areas of applieds
ien
es. This development required adapted theoreti
al models. Ba
ry andMuzy's Multifra
tal Random Walk is one of these models. Thanks to its ge-nerality, its �exibility and to its relative simpli
ity, it be
ame 
entral in thedomain of multifra
tals over the past ten years.In this PhD thesis, two families of multifra
tal pro
esses are proposed.Their 
onstru
tion is based on the works of S
hmitt and 
o-authors andon those of Ba
ry and Muzy. After the introdu
tion (
hapter 1), we use in
hapter 2 α−stable moving averages to build multifra
tal pro
esses ; whereas
hapter 3 is devoted to the 
onstru
tion of Multifra
tal Fra
tional RandomWalks with Hurst index 0 < H < 1/2. This work is 
omplemented by thestudy of linear versions and by numeri
al simulations. We also study nume-rous related problems.
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Chapitre 1Introdu
tionLe but prin
ipal de 
ette thèse est de 
onstruire et d'étudier de nouveauxpro
essus sto
hastiques possédant des propriétés multifra
tales. Dans 
e 
ha-pitre introdu
tif, on présente le 
adre de travail : on explique 
e qu'est unpro
essus multifra
tal (sous-
hapitre 1.1), puis on donne quelques exemplesde séries temporelles réelles ou théoriques entrant (ou non) dans le domainedes multifra
tals (sous-
hapitre 1.2). Le sous-
hapitre 1.3 présente le pro
es-sus à la base de notre travail : la mesure aléatoire multifra
tale (MRM) deBa
ry et Muzy. On trouve dans le sous-
hapitre 1.4 un plan détaillé de lathèse et l'énon
é des résultats prin
ipaux.1.1 Les pro
essus multifra
tals1.1.1 Des fra
tals...Le mot fra
tal a été inventé par B. B. Mandelbrot dans les années 1970pour quali�er 
ertaines formes dont la des
ription é
happait à la géomé-trie traditionnelle. Pour reprendre ses propos, � les nuages ne sont pas dessphères, ni les montagnes des 
�nes, ni les îles des 
er
les �. Bien qu'unestru
ture apparaisse souvent dans la forme de 
es objets, l'omniprésen
ed'irrégularités rend leur des
ription 
omplexe ; 
'est la re
her
he d'une des-
ription �dèle et rigoureuse qui a 
onduit au développement de la géométriefra
tale 1. Depuis lors, l'étude des fra
tals a 
onnu un in
royable essor et 
esnotions se sont popularisées.Il n'existe 
ependant pas de dé�nition unique du terme fra
tal en ma-thématiques. Si nous nous restreignons aux 
ourbes de R2, on peut 
hoisir1. Un ouvrage de référen
e sur le sujet est le livre de Fal
oner [13℄.11



12de dire qu'une telle 
ourbe est fra
tale si sa dimension de Hausdor� dépassestri
tement 1, ou si des irrégularités apparaissent à toutes les é
helles ; ouen
ore si la 
ourbe possède une stru
ture auto-similaire. Les exemples lesplus simples, issus de la nature, appartiennent (au moins) à 
ette dernière
atégorie ; on pensera par exemple aux feuilles de fougères, aux �o
ons deneige ou aux vaisseaux sanguins.Une autre appro
he possible, sur laquelle nous nous fo
alisons désormais,
onsiste à dé�nir les 
ourbes fra
tales en termes d'os
illation (ou de régula-rité) lo
ale : 
onsidérons une fon
tion f et dé�nissons l'exposant pon
tuel deHölder Hf (t0) de f en t0 
omme étant le sup des réels α > 0 pour lesquelsil existe un polyn�me P et une 
onstante C tels que, sur un voisinage de t0,
|f(t)− P (t)| ≤ C |t− t0|α . (1.1)La fon
tion f sera d'autant plus régulière en t0 que la valeur de Hf (t0)sera grande. Par exemple, la 
ondition Hf (t0) > 0 implique la 
ontinuité de

f en t0 ; et Hf (t0) > 1 implique sa dérivabilité. La situation intéressantedans le domaine des fra
tals est 
elle où Hf (t0) < 1 et où le polyn�me
P est 
onstant en 
haque point t0, signe d'une grande irrégularité. Cettedernière situation se ren
ontre par exemple en probabilités lorsqu'on étudiele mouvement Brownien fra
tionnaire BH � présenté dans le sous-
hapitre1.2. La �gure 1.1 montre de fortes os
illations des traje
toires de BH , et
e d'autant plus que H est petit. En fait, presque toute traje
toire de BHpossède un unique exposant pon
tuel de Hölder, égal à H.1.1.2 ... aux multifra
talsBien qu'il soit un objet 
entral dans les modélisations, le fait que lemouvement Brownien fra
tionnaire possède un unique exposant de Hölderlimite son utilisation. En e�et, les signaux observés dans la réalité possèdentdes stru
tures souvent plus ri
hes (voir �gures 1.2 et 1.3), présentant un
ontinuum d'exposants de Hölder 2. On dit dans 
e 
as que le signal estmultifra
tal. Ces 
onsidérations ont amené Fris
h et Parisi, travaillant dans le
ontexte de la turbulen
e, à faire le raisonnement suivant [41℄ : on 
onsidéreà nouveau une fon
tion f, dé�ne sur [0, 1] et l'on suppose que la fon
tionsuivante (fon
tion de partition) existe

τ(q) = lim
n→∞

− 1

log n
log

∑

1≤j≤n

∣∣∣∣f
(
j + 1

n

)
− f

(
j

n

)∣∣∣∣
q

. (1.2)2. Il est possible de dé�nir un mouvement Brownien multifra
tionnaire, 
'est-à-direun mouvement Brownien fra
tionnaire dont l'exposant H est variable [42℄. Les gammesd'appli
ations possibles deviennent alors très vastes.



1.1. LES PROCESSUS MULTIFRACTALS 13On dé�nit également
E (α) = {t ∈ [0, 1] ,Hf (t) = α} . (1.3)Autrement dit, E (α) est l'ensemble des points t en lesquels f a un exposantpon
tuel de Hölder égal à α.Soit D (α) la dimension de Hausdor� de l'ensemble E (α) (ave
 la 
onven-tion D (∅) = −∞). Pour n grand, si j/n ∈ E (α) , on a l'approximation∣∣∣f

(
j+1
n

)
− f

(
j
n

)∣∣∣ ≈ n−α. De plus, par dé�nition de la dimension de Haus-dor�, il existe environ nD(α) intervalles de la forme [ jn , j+1
n

[ pour lesquelson a un exposant de Hölder égal à α. Ce
i nous amène à réé
rire la fon
tionde partition sous la forme
τ(q) ≈ lim

n→∞
− 1

log n
log
∑

α

nD(α)−αq. (1.4)On peut s'attendre à 
e que la somme 
i-dessus se 
omporte 
omme
nsupα(D(α)−αq) (1.5)(méthode du point-selle). Il viendrait don


τ(q) = inf
α

(αq −D (α)) . (1.6)La fon
tion τ apparaît �nalement 
omme la transformée de Legendre de D. 3Suivant 
e raisonnement informel, on peut dire que :� la situation où il y a un unique exposant de Hölder α0 
orrespondà 
elle où τ est a�ne : τ(q) = α0q − 1. On parle alors de fon
tionmonofra
tale ;� lorsqu'il y a plusieurs exposants de Hölder, τ est 
on
ave non a�ne etl'on parle de fon
tion multifra
tale 4.En général, on dit que le formalisme multifra
tal est véri�é lorsque Det τ sont 
on
aves et transformées de Legendre ré
iproques l'une de l'autre.Depuis 1985, le formalisme multifra
tal a reçu des démonstrations rigou-reuses dans de nombreuses situations (on peut 
onsulter notamment [49℄ et[23℄). On rempla
e parfois l'a

roissement f ( j+1
n

)
−f

(
j
n

) par un 
oe�
ient3. La transformée de Legendre se trouve également en thermodynamique statistique ;
'est 
e qui a donné à Parisi l'idée de 
ette méthode.4. Ave
 
es 
onventions, une fon
tion possédant deux exposants de Hölder seulementest multifra
tale. On peut être plus exigeant et demander aux multifra
tals de posséderun 
ontinuum d'exposants de Hölder.



14d'ondelettes 5, ou la dimension de Hausdor� par des 
on
epts voisins. Il estaussi possible, ave
 une présentation légèrement di�érente, de 
onsidérer unemesure µ sur la droite réelle à la pla
e de la fon
tion f ; dans 
e 
as on parlede mesure multifra
tale 6.Depuis leur introdu
tion dans le 
adre de la turbulen
e et dans 
elui dela théorie du 
haos [19℄ au début des années 1980, les multifra
tals se sontdéveloppés [15, 52℄ et ont gagné d'autres domaines, en parti
ulier les s
ien
esnaturelles [59, 30℄ et la �nan
e [35, 54, 39, 10, 12℄ 7.On étend de façon naturelle 
e qui pré
ède aux pro
essus sto
hastiquesréels en donnant la dé�nition [35℄ :Dé�nition 1.1 Soit T > 0 et soit X = {X (t)}t∈[0,T ] un pro
essus sto
has-tique. On dit que X est multifra
tal lorsqu'il existe des 
onstantes Cq et unefon
tion stri
tement 
on
ave ζ, appelée spe
tre multifra
tal, telles que
E |X (t+ h)−X (t)|q = Cqh

ζ(q) (1.7)pour tous 0 ≤ t < t + h ≤ T, q ∈ Q ; Q étant un sous-ensemble de R qui
ontient [0, 1] .Sous les mêmes hypothèses, mais ave
 une fon
tion a�ne ζ, le pro
essus Xest dit monofra
tal.Les moments des in
réments de X sont appelés � fon
tions de stru
ture � de-puis les travaux de Kolmogorov en turbulen
e [29℄. On notera que la fon
tion
τ (Eq. (1.2)) a été rempla
ée par ζ = τ + 1.Une question importante est de savoir si un pro
essus qui véri�e (1.7) estréellement multifra
tal � au sens géométrique � : presque toute traje
toirepossède au moins deux exposants pon
tuels de Hölder, et les fon
tions Det τ = ζ − 1 sont 
on
aves et transformées de Legendre ré
iproques l'unede l'autre (on parle alors en
ore de formalisme multifra
tal). Une réponsepositive à 
ette question a été apportée dans le 
as de la 
as
ade 
ano-nique [20, 36℄, ainsi que pour une famille parti
ulière de mesures aléatoiresmultifra
tales [9℄ � les démonstrations utilisent notamment des méthodes degrandes déviations. Ce
i est brièvement exposé au sous-
hapitre 1.2. Il semble5. Les ondelettes sont en fait majoritairement utilisées dans la littérature ré
ente, à lafois pour les parties théorique (formalisme multifra
tal) et pratique (estimation du spe
tremultifra
tal).6. Voir par exemple le sous-
hapitre 1.2, où l'on présente la 
as
ade 
anonique et lamesure asso
iée.7. Nous donnons un in�me é
hantillon de la littérature existante ; une bibliographieexhaustive 
ontiendrait des milliers de référen
es.
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une autre réponse n'ait été apportée 
on
ernant les autres pro
essusapparaissant dans 
ette thèse.Le 
hapitre 3 de la thèse est entièrement 
onsa
ré à l'étude d'un pro
essusmultifra
tal au sens de la Dé�nition 1.1. Dans le 
hapitre 2, on ren
ontrerades pro
essus véri�ant la 
ondition plus faible :Dé�nition 1.2 Soit T > 0 et soit X = {X (t)}t∈[0,T ] un pro
essus sto
has-tique. On dit que X est faiblement multifra
tal lorsqu'il existe des 
onstantes
cq, Cq et une fon
tion stri
tement 
on
ave ζ telles que

cqh
ζ(q) ≤ E |X (t+ h)−X (t)|q ≤ Cqh

ζ(q) (1.8)pour tous 0 ≤ t < t + h ≤ T, q ∈ Q ; Q étant un sous-ensemble de R qui
ontient [0, 1] .Remarque 1.3 Pour simpli�er la présentation et alléger les 
al
uls, on
onstruira tous nos pro
essus sur l'intervalle [0, 1] . On notera qu'un pro
essusmultifra
tal X1 étant ainsi 
onstruit, on en obtient un autre sur l'intervalle
[0, T ] en posant X2 (t) = X1 (t/T ) . Le fait de se ramener à l'intevalle [0, 1]n'enlève don
 rien à la généralité du travail.1.1.3 Propriétés usuelles des signaux multifra
talsConsidérons un signal déterministe ou la réalisation d'un pro
essus sto-
hastique (xt) (dans le 
as d'un pro
essus, xt = X (t, ω)). Pour simpli�er laprésentation, nous supposons que l'on observe les xi/n, pour i = 0, 1, . . . , n.Si l'on veut mettre en éviden
e (ou au 
ontraire in�rmer) le 
ara
tère mul-tifra
tal du signal, on 
ommen
e par 
al
uler

mn (q,∆t) = 〈|xt+∆t − xt|q〉 (1.9)pour di�érentes valeurs de q et de ∆t. On représente ensuite sur un mêmegraphique log [mn (q,∆t)] en fon
tion de log ∆t, pour 
haque valeur de q
onsidérée (graphiques en haut à droite des �gures 1.2 et 1.3). Un pro
essusmultifra
tal (resp. monofra
tal) est 
ara
térisé par (voir Dé�niton 1.1)
log [E |X (t+ h)−X (t)|q] = logCq + ζ (q) log h, q ∈ Q, (1.10)ave
 ζq stri
tement 
on
ave (resp. a�ne), relation qui devrait se traduire par

log [mn (q,∆t)] ≈ logCq + ζ (q) log∆t. (1.11)



16On re
onnaîtra graphiquement un signal multifra
tal (ou monofra
tal) aufait que, pour toutes les valeurs de q 
onsidérées, le graphe de log [mn (q,∆t)]en fon
tion de log ∆t est a�ne [35℄.On estimera le spe
tre ζ (q) en évaluant la pente de la 
ourbe obte-nue dans (1.11) par la méthode des moindres 
arrés. Un spe
tre stri
tement
on
ave (resp. a�ne) est signe d'un signal multifra
tal (resp. monofra
tal).De façon plus élémentaire, les indi
es graphiques immédiats des signauxmultifra
tals sont un 
ara
tère intermittent (
'est-à-dire des périodes de fortea
tivité suivies de périodes plus 
almes) et une grande variabilité à toutesles é
helles. Dans les 
hapitres 2 et 3, des simulations numériques nous per-mettront de mettre en éviden
e 
es propriétés graphiques pour les pro
essusmultifra
tals que nous 
onstruirons.1.2 Etude de quelques exemples1.2.1 Le mouvement Brownien fra
tionnaire (fBm)Le fBm d'indi
e de Hurst 0 < H < 1, noté BH , est le pro
essus gaussien
entré de 
ovarian
e
cov (BH (t) , BH (s)) =

1

2

(
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

)
. (1.12)C'est le seul pro
essus gaussien à a

roissements stationnaires possédant lapropriété d'auto-similarité

{BH (at)}t =d aH {BH (t)}t (a > 0) (1.13)(=d désigne l'égalité en loi entre pro
essus). On rappelle également que B1/2est le mouvement Brownien standard. Ces résultats, 
ombinés à 
ertainespropriétés de mémoire (voir [51℄, 
hapitre 7), expliquent l'omniprésen
e dufBm depuis son introdu
tion par Kolmogorov en 1940 et sa popularisationdans le domaine des s
ien
es appliquées par Mandelbrot et Van Ness en 1968[33℄.En utilisant la propriété d'auto-similarité, la stationnarité des in
rémentset le fait que BH (0) = 0 p.s., on obtient
E |BH (t+ h)−BH (t)|q = E |BH (h)|q = hqHE |BH (1)|q . (1.14)Le fBm est don
 monofra
tal au sens de la Dé�nition 1.1, ave
 ζ (q) = qH.Nous proposons à présent une illustration numérique, basée sur une esti-mation de la fon
tion de partition (Eq. (1.2)). Sur la �gure 1.1, nous avons



1.2. ETUDE DE QUELQUES EXEMPLES 17utilisé la méthode de simulation des pro
essus gaussiens par matri
e 
ir-
ulante pour simuler des traje
toires de BH sur l'intervalle [0, 1], ave
 lesvaleurs H = 0.3, H = 0.6 et H = 0.9. Nous avons estimé 
haque fon
tion departition en 
al
ulant
τn(q) = − 1

log n
log

∑

1≤j≤n

∣∣∣∣BH
(
j + 1

n

)
−BH

(
j

n

)∣∣∣∣
q

, (1.15)ave
 n = 217 et pour q = 0, 0.1, 0.2, . . . , 3. Les trois 
ourbes sont pro
hes dela fon
tion a�ne τ (q) = qH − 1, signe d'un pro
essus monofra
tal (ave
 ununique exposant de Hölder, égal à H).
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Figure 1.1 � Simulation du fBm. Chaque traje
toire du fBm semblepossèder une irrégularité homogène (exposant de Hölder unique) ; et 
etteirrégularité est d'autant plus grande que H est petit. Ces résultats sont
on�rmés par les 
al
uls de τn (q) (Eq. (1.15)) (diamants), qui s'ajustentbien sur les fon
tions a�nes τ (q) = qH − 1 (lignes 
ontinues).



18Remarque 1.4 Dans 
ette remarque, on explique dans quelle mesure τn (q)est un bon estimateur de τ (q) = qH − 1 dans le 
as du fBm d'indi
e H.Soit 0 < H < 1, q > 0. Le Théorème ergodique entraîne la 
onvergen
e enprobabilité de la suite de variables aléatoires
Sn = nqH−1

∑

1≤j≤n

∣∣∣∣BH
(
j + 1

n

)
−BH

(
j

n

)∣∣∣∣
q (1.16)vers E |BH (1)|q (on renvoie au 
al
ul p.4 de [40℄ pour les détails). Par
onséquent log Sn 
onverge en probabilité vers logE |BH (1)|q ; et 
omme

τn (q) = qH − 1− logSn/ log n, τn (q) 
onverge en probabilité vers qH − 1. 81.2.2 Etude de deux exemples 
on
retsNous nous intéressons maintenant à deux séries de données réelles 9, is-sues des domaines de la �nan
e et de la turbulen
e (�gures 1.2 et 1.3). Lapremière série donne le logarithme du taux de 
hange euros/dollars jour parjour de janvier 1993 à janvier 2005 (�gure 1.2). La représentation graphiquede log [mn (q,∆t)] (dé�nie par (1.9)) en fon
tion de log ∆t pour di�érentesvaleurs de q, puis l'estimation du spe
tre ζ (q) , mettent en éviden
e le 
a-ra
tère multifra
tal de la série. En e�et, on obtient sur le premier graphiquedes fon
tions a�nes pour 
haque valeur de q ; et sur le se
ond une fon
tionstri
tement 
on
ave.L'introdu
tion des multifra
tals en �nan
e remonte à [16℄ et à [35℄, ave
l'étude d'un grand nombre de situations analogues à 
elle que nous venonsde présenter, mettant en lumière le 
ara
tère multifra
tal des signaux étu-diés � 
itons également [54℄, ave
 de nombreux exemples. Ce
i pose, depuisplusieurs années, la question de la pertinen
e des modèles de type ARCH,habituellement utilisés en �nan
e ; et dont les traje
toires ne sont pas mul-tifra
tales.Le deuxième exemple que nous présentons est un 
hamp de vitesse duvent, mesuré en m/s toutes les 0.1 s pendant 25 min (�gure 1.3). La mêmeméthode que 
elle utilisée pour la série de taux de 
hange 
i-dessus met enéviden
e le 
ara
tère multifra
tal du signal.8. Ce qui pré
ède se veut être une illustration simple de l'utilisation que l'on peut fairede la fon
tion de partition. On trouve dans l'arti
le de Huang et al. [22℄ une étude nu-mérique bien plus poussée, ave
 notamment une 
omparaison systématique des di�érentesméthodes possibles d'estimation du spe
tre du fBm.9. Ces données m'ont été transmises par François S
hmitt.
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Figure 1.2 � Taux de 
hange. On étudie le logarithme du taux de
hange euro/dollar de 1993 à 2005. Le graphique en haut à droite montre
log [mn (q,∆t)] (Eq. (1.9)) en fon
tion de log∆t, pour les valeurs q =
0.5, 1, 2, 3, 4 (de bas en haut) et les ajustements a�nes 
orrespondants. Pour
haque valeur de q, la série de points 
orrespond de façon assez pré
ise à unefon
tion a�ne, 
e qui indique la propriété d'é
helle attendue. La fon
tion ζest estimée en bas à gau
he ; sa stri
te 
on
avité 
on�rme le 
ara
tère mul-tifra
tal du signal. Pour les valeurs de 0 ≤ q ≤ 2, ζ (q) est pro
he de q/2,résultat 
lassique en �nan
e.1.2.3 La 
as
ade 
anoniqueLa 
as
ade 
anonique a été introduite dans le 
adre de la turbulen
e parYaglom en 1966 [61℄. Ses propriétés mathématiques et 
elles de la mesureasso
iée ont ensuite été étudiées par Mandelbrot [34℄, puis par Kahane etPeyrière [24℄. Ci-dessous, nous dé�nissons la 
as
ade 
omme dans [24℄.On se donne un entier b ≥ 2 et une variable aléatoire positive W d'espé-
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Figure 1.3 � Vitesse du vent. On étudie un 
hamp de vent pendant 25min. Comme sur la �gure 1.2, la propriété d'é
helle apparaît sur le graphiqueen haut à droite ; on doit 
ependant limiter la valeur de l'in
rément ∆t (∆t ≤
25) pour avoir des résultats probants (
'est-à-dire des droites). L'estimationde la fon
tion ζ (en bas) indique le 
ara
tère multifra
tal de la série � 
edernier n'apparaissant qu'au-delà du moment d'ordre 4.ran
e 1. On 
onsidère les intervalles b−adiques de [0, 1] :

I (j1, j2, . . . , jn) =

[
n∑

k=1

jkb
−k,

n∑

k=1

jkb
−k + b−n

[ (1.17)
(n = 1, 2 . . . , jk = 0, 1, . . . , b− 1). On désigne ensuite par W (j1, j2, . . . , jn)une famille de variables aléatoires indépendantes de même loi que W.La mesure µn asso
iée à 
ette 
as
ade est dé�nie sur [0, 1] 
omme étantla mesure aléatoire dont la densité est

W (j1)W (j1, j2) · · ·W (j1, j2, . . . , jn) (1.18)



1.2. ETUDE DE QUELQUES EXEMPLES 21sur l'intervalle I (j1, j2, . . . , jn) (premier graphique de la �gure 1.4).Autrement dit, on part du segment [0, 1] , que l'on divise en b pavés,puis à nouveau en b pavés, et
., 
haque pavé se voyant asso
ier une variablealéatoire ; puis on 
al
ule un produit � en 
as
ade �. Cette 
onstru
tion estappelée 
as
ade 
anonique.

Figure 1.4 � Les di�érentes 
as
ades. On a représenté en haut la 
as-
ade 
anonique dans le 
as b = 2, n = 3. La densité de µ3 sur l'intervalle
[0.25, 0.375[ est égale à W (0)W (0, 1)W (0, 1, 0) . Le 
�ne Al (t) de la MRM[8℄ est représenté sur le graphique en bas à gau
he ; tandis que le 
�ne Atdé�ni par S
hmitt et Marsan [55℄ est représenté en bas à droite.Sur les quatre premiers graphiques de la �gure 1.5, on a représenté ladensité de µn et sa fon
tion de répartition dans les 
as b = 2, n = 3, puis
b = 2, n = 12, ave
 W log-normale : W = logG, où G ∼ N (−0.5, 1) .On s'intéresse à présent à la mesure µn et à une éventuelle mesure limite
µ. On 
onsidère pour 
ela un réel x ∈ [0, 1] , dont le développement b−adiques'é
rit x =

∑
xkb

−k. La densité de µn en x est
dµn (x) =W (x1)W (x1, x2) · · ·W (x1, x2, . . . , xn) ; (1.19)et si la loi de W n'est pas dégénérée, 
ette suite de variables aléatoires



22
onverge presque sûrement vers 0. 10 Comme nous avons un ensemble dénom-brable de variables W (.) , presque sûrement, pour tout x ∈ [0, 1] , dµn (x)
onverge vers 0. Cette 
onvergen
e est en partie visible sur la �gure 1.5,puisque la densité de µ12 y est presque partout pro
he de 0 (elle l'est biendavantage que 
elle de µ3). Par 
ontraste, la densité de µ12 semble portée parquelques intervalles où elle est très élevée et la masse totale de µ12 est plusimportante que 
elle de µ3 (valant un peu moins de 0.8) � le même travailpour µ16 (non représenté) donne des résultats sensiblement identiques. Cetteapparente 
ontradi
tion se 
omprend mieux si l'on étudie la suite µn (I) , où
I est un intervalle b−adique quel
onque : 
ette suite est une martingale po-sitive d'espéran
e |I| , elle 
onverge don
 presque sûrement vers une limite
µ (I) ; par 
onséquent µn 
onverge presque sûrement vers une mesure µ, ausens de la topologie faible.Cette situation 
omplexe a été étudiée dans [34, 24℄. La question de lanon-dégénéres
en
e de la mesure limite µ, l'étude géométrique de sa densitéet l'existen
e du moment d'ordre q sont résumés dans la propriété suivante :Propriété 1.5 (Kahane et Peyrière (1976)) On pose Z = µ ([0, 1]) etpour q ≥ 0 :

ψb (q) = logb EW
q (1.20)(qui peut éventuellement être in�ni). On 
onsidère également un intervalle

b−adique I.1. (Condition de non dégénéres
en
e) Si ψ′
b (1− 0) < 1, alors EZ > 0 ;et ré
iproquement.2. (Existen
e des moments) Soit q > 1. Si ψb (q) < q− 1, alors µ (I) a unmoment d'ordre q et µn (I) 
onverge vers µ (I) dans Lq.3. (Etude de la mesure µ) On suppose que E (Z logZ) < ∞. Alors µ estpresque sûrement portée par un Borélien de dimension de Hausdor�

D = 1− ψ′
b (1− 0) .La mesure aléatoire µ véri�e la propriété
µ (In) =

d b−nW1 × · · · ×Wn × µ ([0, 1]) (1.21)pour tout intervalle b−adique In de longueur |In| = b−n ; et où les Wisont des 
opies indépendantes de W, également indépendantes de µ ([0, 1]) .La propriété (1.21) de type auto-similaire (ou d'invarian
e d'é
helle), dans10. En e�et, ave
 la 
onvention log 0 = −∞, log [dµn (x)] apparaît 
omme une sommede variables i.i.d. D'après l'inégalité de Jensen, E (logW ) < log (EW ) = 0, don
 la loiforte des grands nombres donne limn log [dµn (x)] = −∞,p.s.



1.2. ETUDE DE QUELQUES EXEMPLES 23laquelle le 
oe�
ient d'é
helle est aléatoire est la 
lef pour obtenir un pro-
essus multifra
tal. En e�et, si µ ([0, 1]) a un moment d'ordre q, on obtientdire
tement à partir de (1.21)
E [µ (In)]

q = |In|q−ψb(q) E [µ ([0, 1])]q . (1.22)Malheureusement, rien ne permet d'a�rmer que l'on puisse rempla
er l'in-tervalle b−adique In par un intervalle quel
onque dans 
ette égalité ; par
onséquent il n'est pas 
ertain que µ (vu 
omme un pro
essus) soit stri
-tement multifra
tal au sens de la Dé�nition 1.1. La mesure µ est pourtantdevenue l'ar
hétype du pro
essus multifra
tal, la plupart des 
onstru
tionse�e
tuées dans 
e domaine étant des généralisations de la 
as
ade 
ano-nique 11. La 
onstru
tion d'une 
as
ade dans laquelle on puisse s'a�ran
hirde l'hypothèse In intervalle b−adique n'a été pleinement a
hevée qu'ave
 lamesure aléatoire multifra
tale (voir le sous-
hapitre 1.3).Holley et Waymire [20℄ ont démontré des résultats de formalisme mul-tifra
tal géométrique pour la mesure µ dans le 
as où W est bornée, puisMol
han [36℄ a traité le 
as général. Leurs résultats sont illustrés sur les deuxderniers graphiques de la �gure 1.5 : on rappelle que l'on a pris un poids Wlog-normal et que l'on s'intéresse à la mesure µ12 lorsque b = 2. Pour véri�erle 
ara
tère multifra
tal et mettre en lumière le fait que l'on devrait pouvoirse passer de l'hypothèse In intervalle b−adique dans l'équation (1.21), on areprésenté 12
m12 (q,∆t) = 〈µ ([t, t+∆t[)q〉 (1.23)pour di�érentes valeurs de q et pour :� ∆t = 1, 2−1, . . . , 2−7 et [t, t+∆t[ intervalle de la forme

[k∆t, (k + 1)∆t[ dans un premier temps ;� ∆t = 1, 3−1, . . . , 3−7 et [t, t+∆t[ intervalle quel
onque dans undeuxième temps.On a EW q = e
1
2(q

2−q), don
 d'après le Point 2 de la Propriété 1.5, lesmoments de µn divergent lorsque 1
2 log 2

(
q2 − q

)
< q − 1. Pour 
ette raison,nous avons restreint le 
al
ul de m12 (q,∆t) à q ≤ 1.3. On 
onstate que le faitde 
hoisir ∆t = 2−k ou non, et des intervalles 
omme dans l'équation (1.21)ou non, ne 
hange en rien l'allure des séries de points obtenues (graphique enbas à gau
he de la �gure 1.5). C'est un bon argument en faveur du fait quel'on puisse se passer de l'hypothèse In intervalle b−adique dans l'équation11. Au
un des pro
essus que nous 
onsidérerons à partir de maintenant n'é
happera à
ette règle.12. Pour être 
ohérent ave
 les notations utilisées plus t�t, il faudrait normalement é
rire

m212 (q,∆t) , puisqu'il y a 212 données.



24(1.21). Le fait que les séries de points soient alignées (graphique en bas àgau
he de la �gure 1.5) et l'allure stri
tement 
on
ave de ζ (estimée sur legraphique en bas à droite) illustrent le 
ara
tère multifra
tal de la mesure
µ.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

D
en

si
té

 d
e 

µ 3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

F
° 

ré
pa

rt
. d

e 
µ 3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

200

400

600

800

D
en

si
té

 d
e 

µ 12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

F
° 

ré
pa

rt
. d

e 
µ 12

10
0

10
1

10
2

10
−5

10
0

Etoiles : ∆t = 2−k         Cercles : ∆t = 3−k

m
12

(q
,∆

t)

0 0.5 1
0

0.5

1

q

ζ(
q)

Figure 1.5 � Cas
ade 
anonique. Les quatre graphiques du haut montrentles densités et les fon
tions de répartition de µ3 et µ12 dans le 
as d'une
as
ade log-normale, ave
 b = 2. La nature géométrique 
omplexe de lamesure limite µ (Propriété 1.5) apparaît bien sur les graphiques du mi-lieu. Sur le graphique en bas à gau
he, on a 
onstruit m12 (q,∆t) , pour
q = 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, ave
 deux familles d'intervalles di�érentes (l'une
orrespondant à l'équation (1.21) et l'autre non). Le peu de di�éren
es entreles deux séries de points laisse penser qu'il est peut-être possible de généra-liser l'équation (1.21). Le spe
tre ζ, asso
ié à la mesure limite µ, est estimésur le graphique en bas à droite.



1.3. LA MESURE ALÉATOIRE MULTIFRACTALE (MRM) 251.3 La mesure aléatoire multifra
tale (MRM)1.3.1 Un bref historiqueLa 
as
ade 
anonique, présentée dans la se
tion pré
édente, possède ledéfaut de faire jouer à l'entier b un r�le privilégié (Eq. (1.21),(1.22)). Unegénéralisation de la 
as
ade, évitant 
et é
ueil, a été proposée par Kahane dès1985 [25℄ : on 
onsidère une famille de pro
essus gaussiens réels indépendants
X1,X2, . . . On dé�nit ensuite les poids aléatoires

Pn (t) = eXn(t)−
1
2
EXn

2(t), (1.24)et la mesure
νn ([0, t]) =

∫ t

0
Qn (s) ds, (1.25)où

Qn = P1 . . . Pn. (1.26)On retrouve l'idée de la 
as
ade, mais les variables asso
iées aux pavés du
k−ième étage ont été rempla
ées par une mesure aléatoire sur l'étage 
om-plet. Kahane donne des 
onditions d'existen
e de la mesure ν = limn νn etétudie ses propriétés géométriques. Il explique également le lien ave
 la tur-bulen
e et, 
e faisant, propose pratiquement une méthode de 
onstru
tionde pro
essus multifra
tal : il note

pi (t, s) = cov (Xi (t) ,Xi (s)) (1.27)et
qn (t, s) =

n∑

i=1

pi (t, s) , (1.28)et montre qu'il est possible de 
hoisir les pro
essus Xi de telle sorte que
lim
n
qn (t, s) = −log+ |t− s|+O(1) . (1.29)Kahane indique que � 
e dernier exemple est 
onvenable 
omme modèle de laturbulen
e isotrope �. Au moment de 
et arti
le, les multifra
tals ne sont pasen
ore développés et Kahane n'aborde pas 
e domaine. Or sa 
onstru
tion esttrès pro
he de la MRM [8℄, présentée dans la se
tion suivante ; et il su�raitde 
hoisir judi
ieusement les Xi pour obtenir un pro
essus multifra
tal.



26 Quelques années plus tard, Ba
ry, Delour et Muzy [7℄ font une autreavan
ée. Ils dé�nissent (nous modi�ons légèrement leur présentation, sansen altérer le sens)
Xn (t) =

⌊nt⌋∑

i=1

ǫn (i) e
ωn(i), (1.30)où ǫn est un bruit blan
 gaussien 
entré de varian
e 1/n, indépendant dupro
essus gaussien ωn d'espéran
e E (ωn (i)) = −λ2 log n et de 
ovarian
e

cov (ωn (i) , ωn (j)) =

{
−λ2

[
log
(
|i−j|+1

n

)] si |i− j| ≤ n− 1,

0 sinon. (1.31)Les auteurs de [7℄ étudient les moments entiers et les propriétés de mémoired'un � pro
essus limite � X et véri�ent son 
ara
tère multifra
tal ave
 lemême type de simulations numériques que 
elles que nous avons faites dansle sous-
hapitre 1.2. Ce pro
essus est très pro
he de la mar
he aléatoiremultifra
tale (MRW), présentée dans le 
hapitre 3 (et pro
he parente de laMRM).La per
ée dé
isive est menée la même année par S
hmitt et Marsan [55℄,ave
 l'idée suivante : la densité en un point x du n−ième étage de la 
as
ade
anonique s'é
rit sous forme de produit (voir Eq. (1.19))
dµn (x) =W (x1)W (x1, x2) · · ·W (x1, x2, . . . , xn) ; (1.32)autrement dit 
omme le produit de variables aléatoires asso
iées à des pavésdessinant un � 
�ne � au-dessus de x (en haut de la �gure 1.4). S
hmitt etMarsan rempla
ent le produit (1.32) par

eM(Ax), (1.33)où Ax est un � 
�ne plus régulier � 
onstruit au-dessus de x (en bas à droite dela �gure 1.4) et M est une mesure aléatoire in�niment divisible. Les auteursde [55℄ véri�ent que le pro
essus obtenu est bien multifra
tal et proposentd'é
rire (1.33) sous forme de moyenne mobile dans le 
as log-stable.Un an plus tard 13, Barral et Mandelbrot [9℄ proposent une dé�nition voi-sine en utilisant toute une famille de mesures aléatoires 
onstruites à partird'un pro
essus de Poisson. Ils véri�ent ensuite les propriétés géométriques13. Nous présentons les di�érentes 
onstru
tions dans leur ordre de publi
ation, sansattribuer de paternité à tel ou tel auteur. L'examen des dates des premières soumissionsdes arti
les des uns et des autres permet de voir que les di�érents travaux [7, 55, 9℄ sontindépendants.



1.3. LA MESURE ALÉATOIRE MULTIFRACTALE (MRM) 27des mesures limites ainsi 
ontruites. Leur travail est un 
as parti
ulier de laMRM ; à ma 
onnaissan
e 
e sont les seules MRM pour lesquelles le forma-lisme multifra
tal ait été démontré.Ce long pro
essus de re
her
he est 
on
lu en 2002 par Ba
ry et Muzy[8℄. Dans 
et arti
le aujourd'hui fondamental, ils présentent une méthodede 
onstru
tion de pro
essus multifra
tals, appelés MRM, qui englobe etgénéralise les travaux pré
édents sur le sujet 14. Leur 
onstru
tion, à la basede mon travail de thèse, est rappelée de façon détaillée dans les se
tionssuivantes.1.3.2 MRM : 
onstru
tion de la 
as
adeNotre présentation suit [8℄ 15. Soit S+ = {(x, y), x ∈ R, y ∈]0,∞[} ledemi-plan supérieur dans R2. On dé�nit sur S+ la mesure
dµ(x, y) =

dxdy

y2
. (1.34)On se donne à présent une variable aléatoire in�niment divisible W. On peuté
rire EeiqW = eϕ(q), où

ϕ(q) = imq +

∫
eiqx − 1− iq sinx

x2
ν(dx) (1.35)et où m est un réel et ν, la mesure de Lévy asso
iée à W, véri�e

∫

|x|>y

ν(dx)

x2
<∞ (1.36)pour tout y > 0. Dans la suite, on suppose que ν n'est pas dégénérée.Rappelons qu'une mesure aléatoire in�niment divisible sur S+ est un pro-
essus {P (A)}A indexé par les boréliens de S+ tel que, pour tous boréliensdisjoints A1, A2, . . . :� les variables P (A1) , P (A2) , . . . sont in�niment divisibles et mutuel-lement indépendantes ;� P (∪i=1Ai) =

∑
i P (Ai) , p.s.D'après la Proposition 2.1 de [48℄, on dé�nit une unique mesure aléatoirein�niment divisible P sur S+ par la formule :

EeiqP (A) = eϕ(q)µ(A) (1.37)14. Un travail très voisin a été proposé par Chainais et al. à la même époque [11℄.15. Nous faisons 
ependant la petite simpli�
ation qui 
onsiste à prendre T = 1, 
'est-à-dire à travailler sur l'intervalle [0, 1] uniquement (voir Remarque 1.3).



28pour tout q ∈ R, A borélien de S+.Pour tout 
ouple (t, l) dans R×]0,∞[, Ba
ry et Muzy dé�nissent le sous-ensemble Al(t) de S+ par
Al(t) = {(x, y), l ≤ y, |x− t| ≤ inf(y/2, 1/2)} (1.38)(graphique en bas à gau
he de la �gure 1.4) et la variable aléatoire

ωl(t) = P (Al(t)). (1.39)Leur 
onstru
tion est une généralisation de la 
as
ade 
anonique (voir sous-
hapitre pré
édent) : Al(t) est le � 
�ne � et ωl(t) doit être vu 
omme lelogarithme de la densité d'une mesure au point t. Cette 
onstru
tion s'inspirede [55℄ en l'améliorant.Finalement, Ba
ry et Muzy dé�nissent la mesure
Ml(I) =

∫

I
eωl(x)dx. (1.40)Pour que 
ette mesure soit bien dé�nie, des hypothèses sont né
essaires surla loi de ωl :1. D'après la dé�nition p.454 de [8℄, le pro
essus ωl admet une modi�
a-tion 
àdlàg. C'est 
ette modi�
ation que l'on utilise dans la dé�nitionde Ml pour éviter tout problème d'intégrabilité.2. Il existe une fon
tion ψ : R+ → R+ telle que, pour tout borélien Adans S+ tel que 0 < µ (A) <∞,

EeqP (A) = eψ(q)µ(A) (1.41)si ψ(q) <∞ et EeqP (A) = ∞ autrement. On dé�nit
qmax = max

q≥0
{EeqP (A) <∞}, (1.42)où A est un borélien quel
onque tel que 0 < µ(A) <∞. Il est possibled'étendre la dé�nition de ϕ de telle sorte que ψ(q) = ϕ(−iq) pour tout

q ∈ [0, qmax[ (
omparez les équations (1.41) et (1.37)). Le pro
essus
Ml(t) est bien dé�ni dès que qmax ≥ 1. Dans la suite, on fera l'hypothèseplus forte

qmax > 1 (1.43)et l'on supposera de plus que
ψ(1) = 0. (1.44)



1.3. LA MESURE ALÉATOIRE MULTIFRACTALE (MRM) 291.3.3 MRM : dé�nition et propriétésLes auteurs de [8℄ prouvent que, pour 0 < λ ≤ 1, 0 < l ≤ 1, on a l'égalitéen loi entre pro
essus
{ωλl(λt)}t =d {ωl(t) + Ωλ}t (1.45)où Ωλ est indépendante du pro
essus ωl (dé�ni par (1.39)) et a pour fon
tion
ara
téristique

EeiqΩλ = λ−ϕ(q). (1.46)L'égalité (1.45) est l'outil 
lef pour obtenir une mesure limite multifra
tale.En utilisant (1.45) et des te
hniques de Kahane et Peyrière notamment [24,26℄, Ba
ry et Muzy démontrent :Théorème 1.6 (Ba
ry et Muzy (2002)) On suppose qu'il existe ǫ > 0tel que ψ(1 + ǫ) < ǫ.1. Presque sûrement, la mesure Ml(dt), dé�nie sur l'intervalle [0, 1] ,
onverge faiblement lorsque l tend vers 0 vers une mesure limite nondégénérée M(dt), appelée MRM.2. Le pro
essus M véri�e la propriété multifra
tale (1.1) ave
 ζ(q) = q −
ψ(q), 
'est-à-dire que

E |M([0, t[)|q = E |M([0, 1[)|q tq−ψ(q) (1.47)pour tout 0 ≤ q ≤ 1 et tout 1 < q < qmax tel que ψ(q) < q − 1.1.3.4 MRM : deux exemplesLa mesure aléatoire P (Eq. (1.37)) est entièrement dé�nie par les égalités
EeiqP (A) = eϕ(q)µ(A) et EeP (A) = 1 � 
ette dernière 
ondition est en e�etéquivalente à (1.44). Ainsi obtient-on une grande famille de MRM, dont
haque membre 
orrespond à un 
hoix parti
ulier de la mesure ν (Eq. (1.35)).Voi
i deux exemples, liés aux travaux que nous ménerons dans les 
hapitres2 et 3 :1. Le 
as log-normal. On prend ν (dx) = λ2dδ0 (x) , ave
 λ2 > 0.Dans 
e 
as, ψ (q) = mq + λ2q2/2 et P est une mesure aléatoire gaus-sienne. On a don
 qmax = +∞ et la 
ondition ψ (1) = 0 impose larelation m = −λ2/2. Le spe
tre est don
 dé�ni par

ζ (q) =

(
1 +

λ2

2

)
q − λ2

2
q2. (1.48)



30 On retrouve bien l'expression de ζ (q) telle que trouvée par Kolmogoroven 1962 [29℄. Pour des raisons historiques et du fait du 
ara
tère 
entraldes pro
essus gaussiens, 
e modèle log-normal est la MRM la plusétudiée et la plus utilisée dans les appli
ations.2. Le 
as log-stable. On prend ν (dx) = σ |x|1−α 1{x<0}dx, ave
 σ > 0et 0 < α < 2. Dans 
e 
as qmax = +∞ et l'on a ψ (q) = σα (qα − q) ; lamesure P est alors une mesure aléatoire α−stable (
hapitre 3 de [51℄).Le spe
tre de la MRM est donné par la formule
ζ (q) = (1 + σα) q − σαqα. (1.49)On retrouve l'expression de ζ (q) telle que donnée dans les arti
les enturbulen
e sur le sujet [52, 28, 53℄.1.3.5 MRM : version dis
rète et simulationIl est intéressant d'avoir des versions simples des pro
essus 16 , en parti
u-lier pour faire des simulations et fournir des modèles utilisables en pratique.Ba
ry et Muzy [8℄ prouvent que s'il existe ǫ > 0 tel que ψ (2 + ǫ) < 1 + ǫ,

M̃1/2n ([0, t[) =
1

2n

⌊2nt⌋−1∑

k=1

eω1/2n (k/2n) (1.50)
onverge en moyenne quadratique vers la MRM M lorsque n tend vers l'in-�ni. Nous proposons sur la �gure 1.6 une illustration numérique basée sur
e résultat : nous représentons le pro
essus gaussien {ωl (kl)}k=1,...,210 , sonexponentielle et la mesure M̃l lorsque l = 1/210. On 
onstruit aussi un histo-gramme à partir de 10000 valeurs de M̃l ([0, 1[) . Le pro
essus ωl est simuléen utilisant la méthode de simulation des pro
essus gaussiens par matri
e
ir
ulante, à partir de son espéran
e
Eωl (s) = −λ

2

2
(1− log l) (1.51)et de sa fon
tion de 
ovarian
e (voir le Lemme 1 dans [8℄)

cov (ωl (s) , ωl (u)) = λ2rl (s− u) , (1.52)16. Dans toute la thèse, le mot version sera à prendre dans son sens usuel en français. Ilne faudra don
 pas le 
onfondre ave
 le mot modi�
ation, qu'on emploiera toujours dansson sens mathématique.



1.3. LA MESURE ALÉATOIRE MULTIFRACTALE (MRM) 31où rl est la fon
tion paire dé�nie par
rl(u) =





1− log l − u/l si 0 ≤ u ≤ l

− log u si l < u ≤ 1

0 si 1 < u.

(1.53)D'autres exemples de MRM et une méthode générale de simulation � adaptéeégalement à des pro
essus non gaussiens � sont proposés dans [38℄.
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l
([0,1[)Figure 1.6 � MRM : le 
as log-normal. On a représenté sur les gra-phiques du haut une traje
toire du pro
essus gaussien ω1/210 (ave
 λ =

√
0.5)et de son exponentielle sur l'intervalle [0, 1] , en prenant un pas de 1/210.On observe sur le graphique en haut à droite de fortes variations et un 
a-ra
tère intermittent, propriétés usuelles des pro
essus multifra
tals. Sur lesgraphiques du bas sont représentés : à gau
he, la fon
tion de répartition dela mesure M̃l, 
onstruite à partir du pro
essus eωl simulé au-dessus ; à droiteun histogramme de log M̃l ([0, 1[) , réalisé à partir d'un é
hantillon de taille

10000.



321.4 Plan et résultats de la thèseA l'image de la MRM (sous-
hapitre 1.3), les pro
essus multifra
tals sontsouvent dé�nis 
omme limites de pro
essus de la forme
Xl (t) =

∫ t

0
exp γl (s) dµ (s) (1.54)lorsque l tend vers 0, γl étant un pro
essus sto
hastique et µ une mesure(éventuellement aléatoire).Le travail prin
ipal de 
ette thèse est la 
onstru
tion de deux familles depro
essus basées sur 
e modèle : dans le 
hapitre 2, on 
onstruit des pro
essusmultifra
tals en prenant pour γl une moyenne mobile α−stable et pour µ lamesure de Lebesgue ; dans le 
hapitre 3, on a γl = 1

2ωl − (2H − 1) log l (ωlest dé�ni par (1.39)) et µ est le fBm d'indi
e de Hurst 0 < H < 1/2. Dans
ha
un de 
es deux 
hapitres, le plan d'étude est sensiblement le même :� on prouve d'abord que Xl (Eq. (1.54)) est bien dé�ni et qu'il admetune modi�
ation 
ontinue ;� on établit la 
onvergen
e en loi dans C [0, 1] de Xl vers une limite X ;� on démontre une propriété de type multifra
tal pour le pro
essus X.Des problèmes 
onnexes sont également étudiés. Certains sont résolus 
om-plètement, tandis que d'autres sont simplement évoqués sous forme de ques-tions ouvertes.1.4.1 Chapitre 2 : Pro
essus multifra
tals 
onstruits à partirde moyennes mobiles α−stablesDans 
e 
hapitre, on 
onstruit une famille de pro
essus multifra
tals enremplaçant, dans la dé�nition de la MRM (sous-
hapitre 1.3), le pro
essus
ωl (Eq. (1.39)) par une simple moyenne mobile ρl. On étudie le 
as généraloù ρl est α−stable, puis le 
as parti
ulier où il est gaussien. On prouve queles pro
essus multifra
tals ainsi 
onstruits sont les limites en loi de pro
essusa�nes par mor
eaux parti
ulièrement simples ; on s'intéresse également à desproblèmes de prévision. On fournit ainsi un nouveau modèle de pro
essusmultifra
tal, pro
he de la MRM, mais dont l'utilisation semble plus aisée dufait de sa simpli
ité.Ce 
hapitre reprend l'arti
le [43℄, mais ave
 une présentation di�érente,pour établir un lien pré
is ave
 la MRM. Il est aussi plus 
omplet, de nom-breux résultats établis i
i n'apparaissant pas dans [43℄. Ce travail trouve sessour
es dans plusieurs arti
les é
rits par S
hmitt notamment [55, 56, 57℄.C'est d'ailleurs François S
hmitt qui m'a guidé vers 
ette étude au début



1.4. PLAN ET RÉSULTATS DE LA THÈSE 33de ma thèse, suggérant l'idée de la moyenne mobile stable et d'un lien ave
les pro
essus FARIMA (lien qui apparaîtra à plusieurs reprises au 
ours du
hapitre).Le sous-
hapitre 2.1 est 
onsa
ré à des rappels sur les variables aléatoireset 
ertains pro
essus α−stables.Dans le sous-
hapitre 2.2, on étudie la suite de pro
essus indexés par
0 < l < 1 :

XS
l (t) =

∫ t

0
eρl(s)ds, t ∈ [0, 1] , (1.55)où ρl est la moyenne mobile dé
entrée

ρl (s) = µ

∫ s

s−1
fl (s− u) dMα (u) +

µα (1− log l)

cos (πα/2)
, (1.56)la fon
tion fl étant dé�nie par

fl (u) =





l−1/α si 0 ≤ u < l

u−1/α si l ≤ u ≤ 1

0 autrement, (1.57)
µ > 0 étant un paramètre et Mα étant une mesure aléatoire α−stable deparamètres 1 < α ≤ 2, β = −1. 17Le pro
essus ρl a été proposé par S
hmitt et Marsan en 2001 [55℄ 
ommesubstitut à la 
as
ade 
anonique (voir se
tion 1.3.1) ; il a ensuite été étudiépar S
hmitt et Chainais [57℄ .Dans 
e sous-
hapitre 2.2, on démontre les résultats suivants :Résultat 1 (Propriété 2.6) Il est possible de 
hoisir ρl de telle sorte que
XS
l soit bien dé�ni et qu'il soit presque sûrement dérivable.Le spe
tre multifra
tal est dé�ni par

ζ (q) = q +
µα

cos (πα/2)
(qα − q) . (1.58)Résultat 2 (Propriété 2.7) Sous l'hypothèse ζ (2) > 1, XS

l 
onverge enmoyenne quadratique et en loi dans C [0, 1], lorsque l tend vers 0, vers unpro
essus limite XS .Résultat 3 (Propriété 2.9) Soit t ∈ [0, 1] . On suppose qu'il existe q ∈ N∗tel que ζ (2) > 2− 1/q. Alors :17. Le � S � du nom XS
l se réfère au fait que l'on travaille ave
 des variables stables.



34 1. Pour tout réel 0 < p ≤ 2q, XS (t) a un moment d'ordre p et
lim
l→0

E
∣∣XS (t)−XS

l (t)
∣∣p = 0. (1.59)2. Pour tout entier 0 < p ≤ 2q, il existe deux réels stri
tement positifs

cα,p, Cα,p (indépendants de t) tels que
cα,pt

ζ(p) ≤ E
(
XS (t)

)p ≤ Cα,pt
ζ(p). (1.60)On note que l'on retrouve le même spe
tre que pour la MRM 
onstruite àpartir d'une mesure α−stable (Eq. (1.49) dans le sous-
hapitre 1.3.4), sug-gérant un lien fort entre notre 
onstru
tion et 
elle de Ba
ry et Muzy [8℄.On dé�nit dans le sous-
hapitre 2.3 une version a�ne par mor
eaux dupro
essus XS

1/n :

XS,d
n (t) =

∫ t

0
egn(⌊ns⌋)ds, (1.61)où gn est une moyenne mobile dis
rète (dé
entrée) par rapport à un bruitblan
 α−stable :

gn(u) = µ
n∑

k=1

k−1/αǫu−k +
µα

cos πα2

n∑

k=1

1/k, (1.62)ave
 (ǫp)p∈Z suite de variables aléatoires indépendantes Sα(1,−1, 0). 18 Cetteversion a�ne par mor
eaux est dé�nie dans [43℄. On démontre :Résultat 4 (Propriété 2.12) Le pro
essus XS,d
n 
onverge en loi dans

C [0, 1] vers XS lorsque n tend vers l'in�ni.La simulation du pro
essus XS,d
n (t) sur l'intervalle [0, 1] né
essite seulementde générer le bruit blan
 stable (ǫu)u∈[[−n,n−1]] et ne 
omporte au
une di�-
ulté te
hnique. A notre 
onnaissan
e, il n'existe pas d'autre modèle aussisimple de pro
essus multifra
tal dans la littérature.Par ailleurs, le pro
essus gn appartient à la famille des pro
essus ARMA(auto-regressive moving average). En démontrant qu'un 
ertain polyn�men'admet pas de ra
ine dans le disque unité fermé de C, on obtient :Résultat 5 (Propriété 2.16) On pose

ǫ⋆t = µǫt−1 (1.63)
g⋆n(t) = gn(t)−

µα

cos πα2

n∑

k=1

1/k. (1.64)18. Le � d � du nom X
S,d
l se réfère au fait que gn est dis
ret.
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essus g⋆n admet la représentation auto-régressive
ǫ⋆t =

+∞∑

k=0

cn,kg
⋆
n(t− k). (1.65)On utilise 
ette représentation dans des problèmes de prévision. On dé-montre :Résultat 6 (Propriété 2.17) La solution du problème

(γ̂n,0, γ̂n,1, . . . ) = argmin
(γn,0,γn,1,... )

E

∣∣∣∣∣g
⋆
n (t+ h)−

+∞∑

k=0

γn,kǫ
⋆
t−k

∣∣∣∣∣ . (1.66)est donnée par� γ̂n,k = 0, k ≥ n− h,� γ̂n,k = (k + h+ 1)−1/α , 0 ≤ k ≤ n− h− 1On déduit de 
e résultat que le � meilleur prédi
teur � de g⋆n (t+ h) 
onnais-sant g⋆n (t) , . . . , g⋆n (1) , g⋆n (0) , . . . est
̂g⋆n (t+ h) =

n−h−1∑

k=0

(k + h+ 1)−1/α ǫ⋆t−k

=

n−h−1∑

k=0

+∞∑

j=0

(k + h+ 1)−1/α cn,jg
⋆
n(t− k − j). (1.67)Si l'on suppose que l'on observe uniquement g⋆n (t) , . . . , g⋆n (1) , on dé
ide deprévoir g⋆n (t+ h) par

̂̂
g⋆n (t+ h) =

n−h−1∑

k=0

t−k−1∑

j=0

(k + h+ 1)−1/α cn,jg
⋆
n(t− k − j). (1.68)Autrement dit, on rempla
e les g⋆n(i) non observés par leur espéran
e (quiest égale à 0). On prouve que 
ette tron
ature est d'un e�et mineur lorsquele nombre d'observations est su�samment grand :Résultat 7 (Propriété 2.18) La quantité

E

∣∣∣∣
̂̂

g⋆n (t+ h)− ̂g⋆n (t+ h)

∣∣∣∣ (1.69)dé
roît vers 0 à vitesse exponentielle lorsque t tend vers l'in�ni.



36Ce sous-
hapitre s'a
hève ave
 une méthode de prédi
tion pour eg⋆n(t+h).Le sous-
hapitre 2.4 est dédié au 
as parti
ulier α = 2, 
'est-à-dire au 
asoù ρl est gaussien. On obtient dans 
e 
as parti
ulier des résultats plus fortsque 
eux du sous-
hapitre 2.2. On dé�nit
XG
l (t) =

∫ t

0
eλ
∫ s
s−1 fl(s−u)dB(u)−λ2(1−log l)/2ds, t ∈ [0, 1] , (1.70)la fon
tion fl étant 
omme dans (1.57), ave
 α = 2, et B désignant le mou-vement Brownien standard 19. Ave
 une présentation légèrement di�érente,
e pro
essus est étudié dans [43℄. On démontre que le pro
essus limite XGvéri�e la propriété multifra
tale faible suivante :Résultat 8 (Propriété 2.22) La variable aléatoire XG (t) a un momentd'ordre q sous 
ha
une des deux 
onditions :1. 0 < q ≤ 2,2. q > 2 et ζ (q) > 1.De plus, dans 
haque 
as on a la propriété multifra
tale faible
cqt

ζ(q) ≤ E
[
XG (t)

]q ≤ Cqt
ζ(q), (1.71)

cq et Cq étant deux 
onstantes stri
tement positives indépendantes de t, lespe
tre ζ étant le même que pour la MRM (Eq. (1.48) dans la se
tion 1.3.4) :
ζ (q) =

(
1 +

λ2

2

)
q − λ2

2
q2. (1.72)Ce résultat est meilleur que 
elui obtenu dans le 
as stable (Propriété 2.9dans le sous-
hapitre 2.2). La démonstration de la Propriété 2.22 utilise lathéorie du 
haos gaussien de Kahane [25℄ et 
onsiste en une 
omparaisondu pro
essus ρl ave
 le pro
essus gaussien ωl dé�ni en (1.39). Cela 
onfortel'idée que notre étude, sans être équivalente à 
elle menée dans [8℄, en estmalgré tout très pro
he.Le pro
essus ρl (Eq. (1.56)) est dé�ni par une moyenne mobile. Unequestion naturelle est de savoir si le pro
essus gaussien ωl (Eq. (1.51),(1.52)),dé�ni dans la se
tion 1.3.1, admet lui aussi une telle représentation. Ondémontre deux résultats à 
e sujet dans le sous-
hapitre 2.5 :19. Le pro
essus XG

l ainsi dé�ni est le même que XS
l dans le 
as parti
ulier α = 2 etave
 le 
hangement de paramètre λ =

√
2µ. La lettre � G � fait réréren
e au fait que l'ontravaille ave
 des variables gaussiennes.



1.4. PLAN ET RÉSULTATS DE LA THÈSE 37Résultat 9 (Propriété 2.28) Le pro
essus gaussien ωl admet une repré-sentation sous la forme
ωl (t) = λ

∫

R

υl (t− x) dB (x)− λ2

2
Eωl (t) , (1.73)

B désignant le mouvement Brownien standard, la fon
tion υl étant à supportdans [−1/2, 1/2] .On notera que le noyau de la représentation (1.73) est à support 
ompa
t.On démontre par ailleurs l'existen
e d'une représentation 
ausale :Résultat 10 (Propriété 2.29) Le pro
essus gaussien ωl admet une repré-sentation sous la forme
ωl (t) = λ

∫

R

ϑl (t− x) dB (x)− λ2

2
Eωl (t) , (1.74)

B désignant le mouvement Brownien standard, la fon
tion ϑl étant à supportdans [0,∞[ .1.4.2 Chapitre 3 : Mar
he aléatoire fra
tionnaire multifra
-tale (MFRW)Nous avons présenté en détail dans le sous-
hapitre 1.3 la 
onstru
tionde la MRM de Ba
ry et Muzy [8℄, dé�nie 
omme la limite
M ([0, t]) = lim

l→0

∫ t

0
eωl(s)ds. (1.75)La MRM est une mesure, elle est don
 limitée à la modélisation de phéno-mènes qui évoluent 
omme des fon
tions 
roissantes de la variable t. Unesolution pour étendre 
ette 
onstru
tion à des pro
essus multifra
tals nonmonotones a été proposée par Mandelbrot (voir par exemple [35℄) : il suf-�t d'indexer un pro
essus auto-similaire aux a

roissements stationnaires entemps multifra
tal. Ave
 le mouvement Brownien par exemple, on obtientun pro
essus multifra
tal dont les traje
toires ne sont pas monotones enposant 20

XB (t) = B {M ([0, t])} ; (1.76)et ave
 le fBm en posant
XH (t) = BH {M ([0, t])} . (1.77)20. Dans les formules (1.76) et (1.77), le pro
essus M est indépendant de B et de BH .



38Le pro
essus XB est appelé mar
he aléatoire multifra
tale (MRW), tandisque XH est appelé mar
he aléatoire fra
tionnaire multifra
tale (MFRW).Dans leurs arti
les [8℄ et [38℄, Ba
ry et Muzy démontrent que XB a lamême loi que
X̃B (t) = lim

l→0

∫ t

0
e

1
2
ωl(s)dB (s) . (1.78)Dans [38℄, ils proposent également d'étudier

X̃H (t) = lim
l→0

∫ t

0
eωl(s)dBH (s) . (1.79)Mais 
ontrairement à 
e qui se passe ave
 le mouvement Brownien (les étudesde XB et X̃B sont équivalentes), Ba
ry et Muzy montrent qu'il y a unedi�éren
e fondamentale entre XH et X̃H (visible en 
al
ulant les spe
tresmultifra
tals). Une étude approfondie de X̃H est laissée 
omme un problèmeouvert à la �n de la se
tion IV.B de [38℄.Les travaux de Ludena [31℄ d'abord, puis d'Abry et al. [1℄, apportent unesolution assez 
omplète à 
e problème dans le 
as 1/2 < H < 1.Dans 
ette thèse, on se propose d'étudier le 
as 0 < H < 1/2. Ce travailreprend l'arti
le [44℄ (à paraître), ave
 de nombreux 
ompléments : rappelssur le 
al
ul sto
hastique, étude mathématique plus rigoureuse des pro
es-sus 
onsidérés, dé�nition d'une version a�ne par mor
eaux et simulationsnumériques. Selon l'usage dans 
e domaine on e�e
tue le 
hangement denotation

κ = H − 1/2. (1.80)On dé�nit
Xκ
l (t) = l−κ

∫ t

0
e

1
2
ωl(s)dBκ(s), t ∈ [0, 1] . (1.81)Cette suite de pro
essus (et sa limite en loi dans C [0, 1]) sont les objets
entraux de notre 
hapitre 3.Le sous-
hapitre 3.1 est 
onsa
ré à la 
onstru
tion de l'intégrale de fon
-tions déterministes par rapport au fBm d'indi
e −1/2 < κ < 0 et à ladé�nition de pro
essus gaussiens de la forme t 7→ ∫ t

0 g(s)dB
κ(s). Parmi lesdiverses 
onstru
tions possibles de l'intégrale, nous avons 
hoisi de suivre
elle de Pipiras et Taqqu [45, 46℄. Elle permet de dé�nir

∫
f (s) dBκ(s) (1.82)pour les fon
tions f ∈ Lκ, où

Lκ =
{
f : f = I−κ− φ, φ ∈ L2(R)

}
; (1.83)
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tionnaire Iη− étant dé�nie pour 0 < η < 1 (quand 
ela a unsens) par
(Iη−g)(s) =

1

Γ(η)

∫

R

g(u)(s − u)η−1
− du. (1.84)Comme on le voit, 
e travail fait appel à des te
hniques du 
al
ul fra
tion-naire ; notre référen
e prin
ipale sur le sujet est le livre de Samko et al. [50℄.En utilisant les méthodes de 
et ouvrage notamment, on démontre :Résultat 11 (Propriété 3.2) On 
onsidère deux réels 0 < −κ < γ < 1/2et une fon
tion g dont le supremum essentiel sur [0, 1] est �ni. On supposeque la quantité

∫ 1

0

∫ 1

0
u−γ−1v−γ−1

∫ 1−max(u,v)

0
|g(s) − g(s + u)| |g(s)− g(s + v)| dsdudv(1.85)est également �nie. Dans 
e 
as, pour tout t ∈ [0, 1] , g1[0,t[ appartient à

Lκ. Il est alors possible de dé�nir le pro
essus gaussien 
entré indexé par
t ∈ [0, 1] :

Xg (t) =

∫ t

0
g(s)dBκ(s) :=

∫
g(s)1[0,t[(s)dB

κ(s). (1.86)De plus, 
e pro
essus admet une modi�
ation 
ontinue.On dis
ute à la �n de 
e sous-
hapitre des dé�nitions possibles de Xκ
l (Eq.(1.81)). On porte une attention parti
ulière au problème de la mesurabilitéde 
e pro
essus.L'étude prin
ipale est menée dans le sous-
hapitre 3.2. On 
onstruit Xκ

l
omme limite au sens L2 de pro
essus mesurables. Plus pré
isément, on dé�-nit d'abord ωl sur un premier espa
e probabilisé (Ω1,F1,P1) ; on 
onsidèreensuite une base orthonormée (bi) de fon
tions simples dans l'espa
e de Hil-bert Lκ et on dé�nit le pro
essus ∫ bidBκ sur un deuxième espa
e probabilisé
(Ω2,F2,P2) . Le pro
essus Xκ

l est alors dé�ni sur [0, 1] 
omme la limite dans
L2 (Ω1 × Ω2) :

Xκ
l (t) (ω1, ω2) = lim

n→∞
l−κ

n∑

i=1

〈e 1
2
ωl(.) (ω1)1[0,t[(.), bi〉κ

∫
bidB

κ (ω2) .(1.87)Pour simpli�er on note
Xκ
l (t) = l−κ

∫ t

0
e

1
2
ωl(s)dBκ(s). (1.88)On prouve d'abord :



40Résultat 12 (Propriété 3.5) L'équation (1.88) dé�nit un pro
essus sto-
hastique mesurable par rapport à la tribu 
ylindrique. De plus, pour P1−presque tout ω1, la restri
tion de 
e pro
essus à l'ensemble D des nombresdyadiques rationnels a la même loi que le pro
essus gaussien
l−κ

∫ t
0 e

1
2
ωl(s)1[0,t[(s) (ω1) dB

κ(s) dé�ni sur (Ω2,F2,P2) .Ce résultat nous permet de ramener le problème de l'existen
e d'une modi-�
ation 
ontinue pour Xκ
l au problème identique pour le pro
essus gaussiensous-ja
ent. On obtient :Résultat 13 (Propriété 3.8) Le pro
essus Xκ

l admet une modi�
ation
ontinue sur l'intervalle [0, 1] .On s'intéresse ensuite à la 
onvergen
e en loi de Xκ
l . On distingue les deuxsituations (la fon
tion ψ est dé�nie par (1.41)) :(A) −1/2 < κ < −1/4 et ψ ( 1

2κ+1

)
< 1

2κ+1 − 1.(B) −1/4 ≤ κ < 0 et ψ (2) < 1.Les te
hniques de mesures majorantes pour les pro
essus gaussiens (
hapitre4 du livre d'Adler [3℄) nous 
onduisent auRésultat 14 (Propriété 3.12) Dans 
ha
une des deux situations (A) ou(B), la suite {Xκ
l } est équitendue dans C [0, 1] .Par ailleurs on démontre :Résultat 15 (Propriété 3.14) Si ψ (2) < 1, les lois marginales �ni-dimensionnelles du pro
essus Xκ

l 
onvergent.Le spe
tre multifra
tal est dé�ni par
ζ (q) =

q

2
− ψ

(q
2

)
. (1.89)On aboutit en�n au résultat prin
ipal du 
hapitre (et de la thèse) :Résultat 16 (Propriété 3.17) On suppose que l'on est dans l'une desdeux situations (A) ou (B). Alors :1. Xκ

l 
onverge en loi dans C [0, 1] , lorsque l tend vers 0, vers un pro
essuslimite Xκ non dégénéré.2. On a l'égalité en distribution entre pro
essus
{Xκ(λt)}t =d

{
λ1/2e

1
2
ΩλXκ(t)

}
t
, (1.90)où Ωλ est une variable aléatoire dé�nie par (1.46), indépendante de

Xκ.



1.4. PLAN ET RÉSULTATS DE LA THÈSE 413. Xκ satisfait la propriété multifra
tale
E |Xκ(t)|2q = E |Xκ(1)|2q tζ(q) (1.91)pour tout 0 ≤ q < qmax tel que Xκ(1) ait un moment d'ordre 2q �ni.On dé�nit dans le sous-
hapitre 3.3 une version a�ne par mor
eaux dupro
essus Xκ

1/n :

X̃κ
n(t) = nκ

∫ t

0
e

1
2
ω1/n(⌊n2s⌋/n2)dBκ(s) (1.92)et on propose des simulations numériques basées sur 
ette version a�ne parmor
eaux.
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Chapitre 2Pro
essus multifra
tals
onstruits à partir de moyennesmobiles α−stablesOn 
onstruit dans 
e 
hapitre une large famille de pro
essus multifra
tals,pro
he de la MRM, mais qui 
ontraste ave
 les autres modèles multifra
talsdé�nis dans la littérature de par sa simpli
ité. L'idée prin
ipale est que la
as
ade 
anonique peut être représentée � tout au moins de façon approxi-mative � sous forme de moyenne mobile. Ce travail trouve ses sour
es dans[55, 56, 57℄ et il reprend [43℄ 1.En remplaçant le pro
essus ωl (Eq. (1.39)) � autrement dit la 
as
ade deBa
ry et Muzy � par une moyenne mobile
ρl (s) = µ

∫ s

s−1
fl (s− u) dMα (u) +

µα (1− log l)

cos (πα/2)
(2.1)(fl est dé�nie par (1.57), Mα est une mesure aléatoire α−stable), on dé�nitune famille de pro
essus entrant dans le 
adre des multifra
tals :

XS
l (t) =

∫ t

0
eρl(s)ds, t ∈ [0, 1] . (2.2)On prouve dans le sous-
hapitre 2.2 la 
onvergen
e de XS

l vers une limite XSet on démontre une propriété de type multifra
tal. Dans le sous-
hapitre 2.3,on étudie une version a�ne par mor
eaux Xd,S
n et on s'intéresse à des pro-blèmes de prévision. Le sous-
hapitre 2.4 est dédié à l'étude du 
as parti
ulier1. Cependant la présentation di�ère sensiblement de [43℄ et permet d'établir un lien
lair entre la MRM [8℄ (sous-
hapitre 1.3) et les pro
essus étudiés dans [55, 56, 57, 43℄.43



44gaussien (α = 2) ; 
e sous-
hapitre est prolongé par le 2.5, dans lequel on éta-blit l'existen
e de deux représentations parti
ulières sous forme de moyennesmobiles pour le pro
essus ωl (Eq. (1.39)) dans le 
as gaussien. Pour alléger laprésentation, les démonstrations des lemmes du 
hapitre 2 sont reléguées ausous-
hapitre 2.6. Avant 
ela, nous faisons quelques rappels sur les variableset 
ertains pro
essus α−stables. Un ouvrage de référen
e sur le sujet est [51℄.2.1 Les variables et les pro
essus α−stables2.1.1 Dé�nition des lois stablesLes variables stables sont une généralisation des variables gaussiennes.Elles possèdent des propriétés en 
ommun ave
 
es dernières, mais les va-riables stables non gaussiennes ont aussi 
ertaines parti
ularités ; notammentleur queue de distribution est en loi de puissan
e et elles n'ont pas de momentd'ordre 2.On dit qu'une variable aléatoire X est stable si, pour toute valeur de n,pour toutes 
opies indépendantes X1,X2, . . . ,Xn de X, il existe deux réels
Cn > 0, Dn tels que l'on ait l'égalité en loi

X1 +X2 + · · · +Xn =d CnX +Dn. (2.3)Cette propriété, 
ombinée à leur grande variabilité, explique l'omniprésen
edes lois stables dans un large 
hamp d'appli
ations.Une autre 
ara
térisation des lois stables est fournie par leur fon
tion
ara
téristique. Cette dernière est de la forme
EeiuX =

{
e−σ

α|u|α(1−iβ(signu) tan πα
2 )+iµu si α 6= 1,

e−σ|u|(1+iβ
2
π
(signu) log|u|)+iµu si α = 1,

(2.4)où les paramètres 0 < α < 2, 0 ≤ σ, −1 ≤ β ≤ 1 et µ ∈ R sont respe
tive-ment appelés indi
e de stabilité, paramètre d'é
helle, paramètre d'asymétrieet paramètre de position. On note X ∼ Sα (σ, β, µ) .Dans 
ette thèse, on travaille ex
lusivement ave
 des variables de para-mètres 1 < α ≤ 2, β = −1. 2 Parmi 
es variables, les seules dont on 
onnaîtla densité sont les variables de paramètre α = 2. L'examen de la fon
tion
ara
téristique montre que dans 
e 
as X est gaussienne. Plus pré
isément
S2 (σ,−1, µ) = N

(
µ, 2σ2

)
.2. On 
hoisit de travailler ave
 β = −1 du fait que le moment exponentiel d'ordre

1 d'une variable stable, EeX , n'existe que pour 
ette valeur de β � voir Propriété 2.2un peu plus loin. La 
ondition α > 1 est quant à elle essentielle dans de nombreusesdémonstrations du 
hapitre.



2.1. LES VARIABLES ET LES PROCESSUS α−STABLES 452.1.2 Propriétés des lois stables, intégrales stablesOn aura besoin des trois propriétés suivantes :Propriété 2.1 Soit X ∼ Sα (σX ,−1, 0) et Y ∼ Sα (σY ,−1, 0) deux va-riables indépendantes, ave
 α > 1 et soit a ∈ R∗
+, c ∈ R. Alors :1. X + Y + c ∼ Sα (σ,−1, c) , ave
 σ = (σαX + σαY )

1/α .2. aX ∼ Sα (σa,−1, 0) , ave
 σa = aσX .Propriété 2.2 Soit X ∼ Sα (σ,−1, c) ave
 α > 1 et soit q un réel stri
te-ment positif. Alors la variable eX a un moment d'ordre q et
EeqX = exp

(
− σα

cos (πα/2)
qα + qc

)
. (2.5)Propriété 2.3 Si X ∼ Sα (σ,−1, 0) , α > 1, alors X a un moment d'ordre

1 et l'on a d'une part
EX = 0, (2.6)d'autre part

E |X| = cασ, (2.7)ave
 cα = 2 sin(π/α)Γ(1−1/α)

π|cos(πα/2)|1/α
.Nous faisons maintenant un rappel très su

in
t des propriétés des inté-grales stables � tout 
e qui suit est une 
onséquen
e immédiate des résultatsdu 
hapitre 3 de [51℄. On �xe α > 1. Il existe une mesure aléatoire Mα,indexée par les boréliens A de R dont la mesure de Lebesgue λ (A) est �nie,véri�ant

Mα (A) ∼ Sα

(
(λ (A))1/α ,−1, 0

) (2.8)pour tout A ∈ B (R) .On �xe une telle mesure Mα et on 
onsidère l'espa
e ve
toriel
Eα =

{
h : R → R, h est mesurable et ∫

R

|h (x)|α dx <∞
}
. (2.9)Propriété 2.4 Il existe un pro
essus {I (h)} =

{∫
hdMα

}
, indexé par lesfon
tions h ∈ Eα, dont les lois marginales �ni-dimensionnelles sont α−stables et satisfaisant les propriétés suivantes :



46 1. Les lois marginales uni-dimensionnelles sont données par
I (h) ∼ Sα (‖h‖α ,−1, 0) , (2.10)où ‖h‖α =

(∫
R
|h (x)|α dx

)1/α
.2. Pour tous réels a1, . . . , an, pour toutes fon
tions h1, . . . , hn dans Eα,on a l'égalité presque sûre

I
(∑

aihi

)
=
∑

aiI (hi) . (2.11)Dans la se
tion suivante, on s'intéressera à des moyennes mobiles, 
'est-à-dire à des pro
essus de la forme
Zh (t) =

∫
h (t− x) dMα (x) . (2.12)On rappelle qu'une fon
tion Φ est dite absolument 
ontinue sur l'intervalle

[0, 1] s'il existe une fon
tion Φ̇ intégrable telle que
Φ (t) = Φ (0) +

∫ t

0
Φ̇ (s) ds, t ∈ [0, 1] . (2.13)La propriété qui suit est la 
onséquen
e des résultats de la Propriété 2.4
i-dessus et de l'exemple 11.7.7 de [51℄.Propriété 2.5 Soit h une fon
tion à support dans [0, 1] absolument 
ontinuesur 
et intervalle et telle que ∣∣∣ḣ∣∣∣α soit intégrable sur [0, 1] . Alors l'équation(2.12) dé�nit un pro
essus sur l'intervalle [0, 1] . De plus, 
e pro
essus admetune modi�
ation presque sûrement absolument 
ontinue.2.2 Etude du pro
essus prin
ipal2.2.1 Dé�nition de la suite de pro
essus X

S
l et de sa limiteOn �xe un réel 1 < α ≤ 2 et on 
onsidère une mesure aléatoire stable

Mα 
omme en (2.8). Pour 0 < l < 1, on dé�nit la fon
tion à support dans
[0, 1]

fl (u) =

{
l−1/α si 0 ≤ u < l

u−1/α si l ≤ u ≤ 1,
(2.14)puis la moyenne mobile dé
entrée

ρl (s) = µ

∫ s

s−1
fl (s− u) dMα (u) +

µα (1− log l)

cos (πα/2)
(2.15)



2.2. ETUDE DU PROCESSUS PRINCIPAL 47(µ > 0 est un paramètre).On dé�nit la suite de pro
essus indexés par 0 < l < 1 :
XS
l (t) =

∫ t

0
eρl(s)ds, t ∈ [0, 1] . (2.16)C'est 
ette suite de pro
essus, ainsi que sa limite en loi, qui nous intéressentdans 
e sous-
hapitre.Propriété 2.6 Il est possible de 
hoisir ρl de telle sorte que le pro
essus(2.16) soit bien dé�ni et qu'il soit presque sûrement dérivable.Démonstration. On prend h = fl (Eq. (2.14)) dans la Propriété 2.5. Onpeut é
rire fl (t) = fl (0) +

∫ t
0 ḟl (s) ds, t ∈ [0, 1] , où ḟl est la fon
tion àsupport dans [l, 1] , dé�nie par ḟl (s) = − 1

αs
−1/α−1. Les hypothèses de laPropriété 2.5 sont véri�ées, don
 la moyenne mobile ∫ fl (s− u) dMα (u) estbien dé�nie et elle admet une modi�
ation presque sûrement 
ontinue sur

[0, 1] . Ave
 
e 
hoix de ρl, XS
l est bien dé�ni et il est presque sûrementdérivable. �On dé�nit le spe
tre multifra
tal

ζ (q) = q +
µα

cos (πα/2)
(qα − q) . (2.17)Il est 
ommode également d'introduire la notation

Σl = 1− log l (2.18)Propriété 2.7 Sous l'hypothèse ζ (2) > 1, le pro
essus XS
l (Eq. (2.16))
onverge en moyenne quadratique et en loi dans C [0, 1] vers un pro
essusnon dégénéré XS lorsque l tend vers 0.Démonstration.Preuve de la 
onvergen
e en moyenne quadratique. Prenons deux réels

0 ≤ x < y ≤ 1. D'après les Propriétés 2.1 et 2.4
ρl (x) + ρl′ (y)

∼ Sα (µ ‖fl (x− .) + fl′ (y − .)‖α ,−1, µα (Σl +Σl′) / cos (πα/2)) . (2.19)Don
 d'après la Propriété 2.2
Eeρl(x)+ρl′(y) = exp [−µα (‖fl (x− .) + fl′ (y − .)‖αα − Σl − Σl′) / cos (πα/2)] .(2.20)



48Or d'une part
‖fl (x− .) + fl′ (y − .)‖αα =

∫ y−1

x−1
fl (x− u)α du

+

∫ x

y−1
[fl (x− u) + fl′ (y − u)]α du+

∫ y

y−1
fl′ (y − u)α du (2.21)et d'autre part

Σl =

∫ x

x−1
fl (x− u)α du Σl′ =

∫ y

y−1
fl′ (y − u)α du. (2.22)Don


Eeρl(x)+ρl′(y) = e−µ
α
∫ x
y−1

{[fl(x−u)+fl′(y−u)]
α−fl(x−u)

α−fl′ (y−u)
α}du/ cos(πα/2).(2.23)Pour toute valeur de z 6= 0, fl (z) 
onverge en 
roissant vers z−1/α lorsque

l tend vers 0. Par ailleurs, pour une valeur donnée de a > 0, la fon
tion
x 7→ (x+ a)α − xα est 
roissante. Don
 d'après le Théorème de Beppo Levi,lorsque l et l′ tendent vers 0, Eeρl(x)+ρl′(y) 
onverge vers
p (x, y) = e

−µα
∫ x
y−1

{

[(x−u)−1/α+(y−u)−1/α]
α
−(x−u)−1−(y−u)−1

}

du/ cos(πα/2)

= e
−µα

∫ 1/(y−x)−1
0

u−1
{

[1+(1+1/u)−1/α]
α
−1−(1+1/u)−1

}

du/ cos(πα/2)
.(2.24)La fon
tion

D : u 7→ u−1
{[

1 + (1 + 1/u)−1/α
]α

− 1− (1 + 1/u)−1
}
−(2α − 2) (1 + u)−1(2.25)est intégrable sur R+, 
ar D (u) ∼

0
αu−1+1/α+ c1,α et D (u) ∼

+∞
c2,αu

−2 (c1,αet c2,α sont deux 
onstantes). En é
rivant
p (x, y) = e−µ

α
∫ 1/(y−x)−1
0 [D(u)+(2α−2)(1+u)−1]du/ cos(πα/2) (2.26)on obtient
p (x, y) = (y − x)ζ(2)−2 eO(1), (2.27)
e qui implique l'intégrabilité de p sur {(x, y) , 0 ≤ x < y ≤ 1} lorsque ζ (2) >

1. On é
rit en�n
EXS

l (t)XS
l′ (t) =

∫ t

0

∫ t

0
Eeρl(x)+ρl′(y)dxdy. (2.28)



2.2. ETUDE DU PROCESSUS PRINCIPAL 49D'après le Théorème de Beppo Levi, les r�les de x et y étant inter
hangeablesdans le travail 
i-dessus, lorsque l et l′ tendent vers 0, EXS
l (t)XS

l′ (t) 
onvergevers la limite non nulle
2

∫ t

0

∫ y

0
p (x, y) dxdy. (2.29)Il s'ensuit que, sous l'hypothèse ζ (2) > 1, XS

l (t) 
onverge en moyenne qua-dratique vers une limite non dégénérée XS (t) .Preuve de la 
onvergen
e en loi. La 
onvergen
e en moyenne quadra-tique implique 
elle des lois marginales �ni-dimensionnelles. Par ailleurs, lepro
essus XS
l étant stationnaire,

E
[
XS
l

(
t′
)
−XS

l (t)
]2

= E
[
XS
l

(
t′ − t

)]2
; (2.30)et d'après la première partie de la démonstration, 
omme ζ (2) > 1, le termedans le membre de droite est majoré par K ∫ t′−t0

∫ y
0 (y − x)ζ(2)−2 dxdy =

K ′ (t′ − t)ζ(2) (K,K ′ 
onstantes). En utilisant de nouveau l'hypothèse ζ (2) >
1, on obtient l'équitension de XS

l dans C [0, 1] . Combinée à la 
onvergen
edes lois marginales �ni-dimensionnelles, 
ette équitension implique la 
onver-gen
e en loi dans C [0, 1] vers la limite XS . �2.2.2 Propriété multifra
taleNous mettons en éviden
e une propriété de type multifra
tal pour lepro
essus XS . On verra apparaître dans les 
al
uls
Gl (s1, s2, . . . , sq) =

q∑

k=2

∫ sk−1−1

sk−1

[(
q∑

i=k

fl (si − u)

)α
−

q∑

i=k

fl (si − u)α

]
du

+

∫ sq

s1−1

[(
q∑

i=1

fl (si − u)

)α
−

q∑

i=1

fl (si − u)α

]
du

+

q∑

k=2

∫ sk−1

sk

[(
k−1∑

i=1

fl (si − u)

)α
−
k−1∑

i=1

fl (si − u)α
]
du(2.31)



50(0 < sq < · · · < s1 < 1) et sa limite lorsque l tend vers 0 :
G (s1, s2, . . . , sq) =

q∑

k=2

∫ sk−1−1

sk−1

[(
q∑

i=k

f (si − u)

)α
−

q∑

i=k

f (si − u)α

]
du

+

∫ sq

s1−1

[(
q∑

i=1

f (si − u)

)α
−

q∑

i=1

f (si − u)α

]
du

+

q∑

k=2

∫ sk−1

sk

[(
k−1∑

i=1

f (si − u)

)α
−
k−1∑

i=1

f (si − u)α
]
du,(2.32)où fl est la fon
tion dé�nie par (2.14) et

f (u) = u−1/α. (2.33)Les fon
tions Gl et G sont des fon
tions de q variables. La valeur de q étantappelée à varier au 
ours de notre travail, il eût été plus rigoureux de noter
Gl,q et Gq. Nous ne l'avons pas fait pour alléger le texte.Lemme 2.8 Soit p et q deux entiers, ave
 q ∈ N∗ et 0 ≤ p ≤ q. On 
onsidèrela fon
tion de q variables G dé�nie par (2.32) et le pro
essus XS

l (Eq. (2.16)).Alors pour tout t ∈ [0, 1] on a l'égalité (la limite dans le membre de gau
he
i-dessous étant bien dé�nie)
lim

(l,l′)→0
E
[(
XS
l (t)

)p (
XS
l′ (t)

)q−p]

= q!

∫

0<sq<···<s1<t
e−µ

α[G(s1,...,sq)]/ cos(πα/2)ds1 . . . dsq. (2.34)De plus, sous l'hypothèse ζ (2) > 2− 2/q (ζ est dé�nie par (2.17)), 
ha
unedes deux quantités apparaissant dans l'égalité (2.34) est �nie.Le Lemme 2.8 est démontré dans le sous-
hapitre 2.6.Propriété 2.9 Soit t ∈ [0, 1] . On 
onsidère le pro
essus XS
l (Eq. (2.16)),sa limite XS (Propriété 2.18) et la fon
tion ζ (Eq. (2.17)). On suppose qu'ilexiste q ∈ N∗ tel que ζ (2) > 2− 1/q. Alors :1. Pour tout réel 0 < p ≤ 2q, XS (t) a un moment d'ordre p et

lim
l→0

E
∣∣XS (t)−XS

l (t)
∣∣p = 0. (2.35)



2.2. ETUDE DU PROCESSUS PRINCIPAL 512. Pour tout entier 0 < p ≤ 2q, il existe deux réels stri
tement positifs
cα,p, Cα,p (indépendants de t) tels que

cα,pt
ζ(p) ≤ E

(
XS (t)

)p ≤ Cα,pt
ζ(p). (2.36)Démonstration.Démonstration du Point 1. Il su�t de prouver que {XS

l (t)
}
l
est une suitede Cau
hy dans L2q. D'après la formule du bin�me de Newton

E
∣∣XS

l (t)−XS
l′ (t)

∣∣2q =
2q∑

p=0

(−1)p
(
2q

p

)
E
[(
XS
l (t)

)p (
XS
l′ (t)

)2q−p]
. (2.37)Par hypothèse ζ (2) > 2− 1/q, don
 d'après le Lemme 2.8 les termes

E
[(
XS
l (t)

)p (
XS
l′ (t)

)2q−p] dans la somme 
i-dessus 
onvergent tous, lorsque
l et l′ tendent vers 0, vers une même limite �nie. On en déduit le résultatsouhaité :

lim
(l,l′)→0

E
∣∣XS

l (t)−XS
l′ (t)

∣∣2q = 0. (2.38)Démonstration du Point 2. D'après le Lemme 2.8
lim
l→0

E
(
XS
l (t)

)p
= p!

∫

0<sp<···<s1<t
e−µ

α[G(s1,...,sp)]/ cos(πα/2)ds1 . . . dsp

= p!tp
∫

0<sp<···<s1<1
e−µ

α[G(ts1,...,tsp)]/ cos(πα/2)ds1 . . . dsp.(2.39)Fixons momentanément s1, . . . , sp. On e�e
tue le 
hangement de variable
u = tv dans les intégrales qui dé�nissent G (ts1, . . . , tsp) (Eq. (2.32)). Onobtient alors

G (ts1, . . . , tsp) = G (s1, . . . , sp) +

p−1∑

k=1

∫ sk−1

sk−1/t
Hp,k (v) dv, (2.40)

Hp,k étant dé�nie par
Hp,k (v) =

(
p∑

i=k

f (si − v)

)α
−
(

p∑

i=k+1

f (si − v)

)α
− f (sk − v)α (2.41)(on rappelle que f (v) = v−1/α). Un simple 
hangement de variable donne

G (ts1, . . . , tsp) = G (s1, . . . , sp) +

p−1∑

k=1

∫ 1/t

1
Ip,k (v) dv, (2.42)



52ave

Ip,k (v) =

(
p∑

i=k

f (v + si − sk)

)α
−
(

p∑

i=k+1

f (v + si − sk)

)α
− f (v)α .(2.43)Or il n'est pas di�
ile de voir que

Ip,k (v)− [(p− k + 1)α − (p− k)α − 1] v−1 (2.44)est intégrable sur [1,+∞[ ; et que l'intégrale en question est uniformémentbornée en s1, . . . , sp. Il s'ensuit que
p−1∑

k=1

∫ 1/t

1
Ip,k (v) dv =

p−1∑

k=1

∫ 1/t

1
[(p− k + 1)α − (p− k)α − 1] v−1 +O (1)

= − (pα − p) log t+O (1) ; (2.45)et don
 que
G (ts1, . . . , tsp) = G (s1, . . . , sp)− (pα − p) log t+O (1) . (2.46)Revenant à l'équation (2.39), on obtient

lim
l→0

E
(
XS
l (t)

)p
= tζ(p)eO(1)

∫

0<sp<···<s1<1
e−µ

α[G(s1,...,sp)]/ cos(πα/2)ds1 . . . dsp.(2.47)En�n, d'après le Point 1, E (XS (t)
)p

= liml→0 E
(
XS
l (t)

)p
; et d'après leLemme 2.8 l'intégrale dans le membre de droite de (2.47) est �nie. Il existedon
 deux réels cα,p, Cα,p (indépendants de t) tels que

cα,pt
ζ(p) ≤ E

(
XS (t)

)p ≤ Cα,pt
ζ(p). (2.48)

�Question ouverte 2.10 Il serait intéressant d'étendre le Point 2 de la Pro-priété 2.9 aux moments non entiers. Nous avons envisagé plusieurs solutionspour résoudre 
e problème, sans qu'au
une n'aboutisse :La première idée vise à établir une égalité analogue à (1.45) en s'inspirantde la méthode utilisée par Ba
ry et Muzy (démonstration du Théorème 4



2.2. ETUDE DU PROCESSUS PRINCIPAL 53dans [8℄). De façon informelle, on peut é
rire (les égalités 
i-dessous sontdes égalités en loi entre pro
essus) :
ρλl (λs) =

d µ

∫ λs

λs−1
fλl (λs− u) dMα (u) +

µα (1− log λl)

cos (πα/2)
[u = λv]

=d µ

∫ s

s−1/λ
fl (s− v) dMα (v) +

µα (1− log l)

cos (πα/2)
− µα log λ

cos (πα/2)

=d ρl (s) + Ξλ (s) , (2.49)ave

Ξλ (s) = µ

∫ s−1

s−1/λ
(s− v)−1/α dMα (v)−

µα log λ

cos (πα/2)
. (2.50)Le problème est que, 
ontrairement à 
e qui se passe ave
 la MRM (Eq.(1.45)), le pro
essus Ξλ n'est pas indépendant de ρl. Don
, bien que l'onpuisse reproduire les te
hniques de [8℄ et é
rire

XS
λl (λt) =

d

∫ λt

0
eρλl(s)ds [s = λx]

=d λ

∫ t

0
eρl(x)+Ξλ(x)dx, (2.51)on se retrouve bloqué puisque le terme Ξλ (x) ne peut ni sortir de l'intégrale(il est variable), ni être en
adré par son min et son max (puisqu'après ondevra 
al
uler une espéran
e, et que Ξλ et ρl sont dépendants). Cette premièrevoie semble �nalement sans issue.La deuxième idée que nous avons 
onsiste à adapter la méthode utiliséedans le 
as gaussien (voir sous-
hapitre 2.4) au 
as stable. Comme nous leverrons, dans le 
as gaussien, on 
omparera la 
ovarian
e de ρl (Eq. (2.15))à 
elle de ωl (Eq. (1.39)). La di�éren
e entre 
es 
ovarian
es étant unifor-mément majorée par une 
onstante indépendante de l, on pourra appliquerla te
hnique du 
haos gaussien de Kahane [25℄ et établir la propriété de mo-ments de XS à partir de 
elle de la MRM de Ba
ry et Muzy (dé�nie dansle Théorème 1.6). Les variables stables non gaussiennes n'ayant pas de mo-ment d'ordre 2, la 
ovarian
e n'est pas dé�nie dans 
e 
as ; les indi
es dedépendan
e 
ouramment utilisés pour la rempla
er sont la 
ovariation et la
odi�éren
e (voir [51℄). Il semble don
 naturel d'essayer de généraliser lesméthodes gaussiennes de [25℄ au 
as stable, en remplaçant la 
ovarian
e parla 
ovariation ou la 
odi�éren
e. Malheureusement, les idées géométriquesqui font mar
her les 
hoses dans le 
as gaussien semblent di�
ilement géné-ralisables au 
as stable, 
e qui 
onduit à une deuxième impasse.



542.3 Etude d'une version a�ne par mor
eauxUne utilisation pratique du pro
essus XS dé�ni dans la se
tion pré
é-dente (Propriété 2.7) n'est possible que si l'on en donne une version simple 3.On dé�nit dans 
ette se
tion une telle version ; on s'intéresse également à unproblème de prévision.2.3.1 Dé�nition de la version a�ne par mor
eauxSuivant [43℄ on dé�nit
XS,d
n (t) =

∫ t

0
egn(⌊ns⌋)ds, (2.52)où gn est la moyenne mobile dis
rète (dé
entrée) par rapport à un bruit blan


α−stable :
gn(u) = µ

n∑

k=1

k−1/αǫu−k + σn, u ∈ Z (2.53)ave
 (ǫp)p∈Z suite de variables aléatoires indépendantes Sα(1,−1, 0) et
σn =

µα

cos πα2

n∑

k=1

1/k. (2.54)La fon
tion XS,d
n est 
ontinue et a�ne par mor
eaux, ave
 une pente
onstante sur 
haque intervalle de la forme [ kn , k+1

n

]
. La Propriété 2.12 
i-dessous dit que le pro
essus XS,d

n 
onverge en loi vers XS dans C [0, 1] . Onaura besoin pour démontrer 
ette propriété des deux pro
essus
g̃n (u) = µ

∫ u/n

u/n−1

(⌊u− nx+ 1⌋
n

)−1/α

dMα (x) + σn, u ∈ Z (2.55)
X̃S,d
n (t) =

∫ t

0
eg̃n(⌊ns⌋)ds, (2.56)la mesure α−stable Mα étant 
omme en (2.8). On rappelle également que lafon
tion p est dé�nie pour 0 ≤ x < y ≤ 1 par

p (x, y) = e
−µα

∫ x
y−1

{

[(x−u)−1/α+(y−u)−1/α]
α
−(x−u)−1−(y−u)−1

}

du/ cos(πα/2)

= e
−µα

∫ 1−(y−x)
0

{

[z−1/α+(z+y−x)−1/α]
α
−z−1−(z+y−x)−1

}

dz/ cos(πα/2)
.(2.57)3. Autrement dit, une version qui peut être simulée fa
ilement et qui 
onverge � parexemple en loi dans C [0, 1] � vers XS .



2.3. ETUDE D'UNE VERSION AFFINE PAR MORCEAUX 55Lemme 2.11 Le pro
essus XS
1/n est dé�ni par (2.16). Ave
 les notations
i-dessus :1. Les pro
essus g̃n et gn d'une part, X̃S,d

n et XS,d
n d'autre part, ont mêmeloi.2. Pour tous réels 0 ≤ x < y ≤ 1 :

Eegn(⌊nx⌋)+gn(⌊ny⌋) ≤ kp (x, y) (2.58)ave
 k = e
−

µα(2α−2)
cos(πα/2) .3. Pour tout réel 0 ≤ t ≤ 1 :

lim
n→+∞

E
(
XS

1/n (t)− X̃S,d
n (t)

)2
= 0. (2.59)Ce lemme est démontré dans le sous-
hapitre 2.6.Propriété 2.12 On suppose que ζ (2) > 1 (Eq. (2.17)). Lorsque n tend versl'in�ni, le pro
essus XS,d

n (Eq. (2.52)) 
onverge en loi dans C [0, 1] vers lepro
essus XS (dé�ni dans la Propriété 2.7).Démonstration. On sait que :� X̃S,d
n et XS,d

n ont même loi (Point 1 du Lemme 2.11) ;� XS
1/n − X̃S,d

n 
onverge en moyenne quadratique vers 0 (Point 3 duLemme 2.11) ;� XS
1/n 
onverge en moyenne quadratique vers XS (Propriété 2.7).On en déduit que les lois marginales �ni-dimensionnelles de XS,d

n 
onvergentvers 
elles de XS . Par ailleurs, d'après le Point 2 du lemme 2.11, pour 0 ≤
t < t′ ≤ 1 :

E
(
XS,d
n

(
t′
)
−XS,d

n (t)
)2

=

∫ t′

t

∫ t′

t
Eegn(⌊nx⌋)+gn(⌊ny⌋)dxdy

≤
∫ t′

t

∫ y

t
2kp (x, y) dxdy. (2.60)Or d'après l'inégalité (2.27), p (x, y) ≤ K (y − x)ζ(2)−2 (K 
onstante) ; don

omme ζ (2) > 1,

E
(
XS,d
n

(
t′
)
−XS,d

n (t)
)2

≤ K ′
(
t′ − t

)ζ(2) (2.61)(K ′ 
onstante) et la suiteXS,d
n est équitendue dans C [0, 1] . On a vu 
i-dessusque les lois marginales �ni-dimensionnelles de XS,d

n 
onvergeaient vers 
ellesde XS , on en déduit que XS,d
n 
onverge en loi vers XS dans C [0, 1]. �



56 On a simulé sur la �gure 2.1 un bruit blan
 1.5−stable ǫ en suivant laméthode de Chambers, Mallows et Stu
k [60℄. Cette même �gure montre lespro
essus gn, exp (gn) et XS,d
n dans le 
as n = 1000, µ = 0.5 ; ainsi que leshistogrammes de logXS,d

100 (1) et logXS,d
1000 (1) .
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S,d (1)Figure 2.1 � Simulation de la version a�ne par mor
eaux.Nous avonssimulé la version a�ne par mor
eaux ave
 α = 1.5, n = 1000 et µ = 0.5.Le pro
essus gn (en haut à droite) présente de larges �u
tuations, marquéespar des explosions négatives héritées du bruit ǫ (en haut à gau
he) � 
onsé-quen
es de la valeur β = −1. La traje
toire de exp (gn) (au milieu à gau
he)montre aussi de larges �u
tuations, à de multiples é
helles, ainsi qu'un 
a-ra
tère intermittent, 
ara
téristiques des multifra
tals. Les histogrammes de

logXS,d
n (1) pour n = 100 (graphique en bas à gau
he) et n = 1000 (gra-phique en bas à droite), réalisés à partir d'é
hantillons de taille 1000, donnentune idée de la distribution limite : pour n = 1000, la valeur moyenne est

−0.69 et la queue de distribution est étalée vers la gau
he (le 
oe�
ient dedissymétrie est égal à −0.56 environ).



2.3. ETUDE D'UNE VERSION AFFINE PAR MORCEAUX 57Question ouverte 2.13 On explique le lien entre le pro
essus gn et lespro
essus FARIMA. On envisage ensuite la possibilité de 
onsidérer lim gn
omme un pro
essus FARIMA généralisé.Rappelons qu'un pro
essus FARIMA (0, 1− 1/α, 0) est une moyenne mo-bile in�nie
f (u) =

∞∑

k=0

vkβu−k, (2.62)où les βi sont des variables aléatoires i.i.d. et les vk sont les 
oe�
ients dansle développement en série entière de (1− z)1/α−1 (il faut bien sûr que lasérie (2.62) 
onverge p.s. � on renvoie au 
hapitre 7.13 de [51℄ pour plusde détails au sujet des FARIMA). D'après les résultats p.381 de [51℄, vk =
Γ(k+1−1/α)

Γ(1−1/α)Γ(k+1) ; et la formule de Stirling donne l'équivalent
vk ∼

k→∞

k−1/α

Γ (d)
. (2.63)On rappelle à présent que le pro
essus gn est dé�ni par

gn(u) = µ
n∑

k=1

k−1/αǫu−k + σn. (2.64)On 
onstate une grande similarité entre (2.62) et (2.64), suggérant une ap-pro
he di�érente et un élargissement possible de notre travail :L'appro
he alternative 
onsisterait à rempla
er gn par
hn(u) = µ

n∑

k=0

vkǫu−k + τn, (2.65)les vk étant les 
oe�
ients du pro
essus FARIMA dé�nis 
i-dessus, τn étantdéterminé par l'égalité Eehn(u) = 1. On obtient ave
 
ette suite de pro
essusdes résultats sensiblement analogues à 
eux que nous démontrons dans 
e
hapitre � les preuves sont toutefois plus di�
iles.Il est tentant d'établir un lien en
ore plus fort ave
 les FARIMA, enétudiant non plus hn, mais sa limite
h∞(u) = µ

∞∑

k=0

vkǫu−k + τ∞. (2.66)Mais l'é
riture (2.66) n'a pas de sens, puisque la série diverge p.s. (nousserions bien en peine également de dé�nir τ∞). Toutefois, il est peut-être



58possible de donner un sens rigoureux à (2.66), en travaillant dans un espa
ede distributions à support dans N ; on pourrait alors parler de pro
essusFARIMA généralisé. Cette idée s'inspire de l'appro
he suivie par Du
honet al. [12℄ dans l'étude du 
haos gaussien et son appli
ation en é
onomie.Si 
ette voie aboutissait à des résultats intéressants, on pourrait aussi peut-être généraliser les résultats en matière de prévision obtenus dans la se
tionsuivante 2.3.2 � en 
ela on suivrait en
ore le travail de Du
hon et al. [12℄.Question ouverte 2.14 On peut généraliser la moyenne mobile (2.53) endimensions supérieures. Par exemple, on peut étudier dans R2 la 
as
ade
Gn (x, y) = µ

n∑

i=1

n∑

j=1

(i+ j)−2/α ex−ify−j − Sn, (2.67)où e et f sont des bruits blan
s stables indépendants et la 
onstante Sn esttelle que EeGn(x,y) = 1. La surfa
e z = Gn (x, y) est représentée sur la �gure2.2.On peut penser que (2.67) est une bonne version dis
rète de
Rl (x, y) =

∫ x

x−1

∫ y

y−1
[fl (x+ y − t− s)]2 dMα (t, s)− Cl (2.68)(à un fa
teur d'é
helle de temps près), Mα étant une mesure aléatoire stabledans le plan et Cl étant une 
onstante telle que EeRl(x,y) = 1. Par ailleurs, enfaisant le même type de raisonnement informel que dans la Question ouverte2.10, on devine une propriété de type multifra
tal pour un éventuel pro
essuslimite

lim
l

∫ t

0

∫ s

0
eRl(x,y)dxdy. (2.69)Autrement dit, (2.67) semble être un bon 
andidat de 
as
ade multifra
taledans le plan.2.3.2 Des problèmes de prévisionOn rappelle que gn est dé�ni par (2.53). On dé�nit deux nouveaux pro-
essus :

ǫ⋆t = µǫt−1 (2.70)
g⋆n(t) = gn(t)− σn. (2.71)
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Figure 2.2 � Cas
ade dans le plan. On représente la 
as
ade dé�nie par(2.67) sur [0, 100] × [0, 100] , ave
 n = 10 et dans le 
as où les bruits e et
f sont gaussiens. Le 
omportement intermittent et la grande variabilité àtoutes les é
helles, propriétés graphiques habituelles des multifra
tals, sontbien visibles sur le graphique.L'égalité (2.53) est équivalente à

g⋆n(t) =

n−1∑

k=0

(k + 1)−1/α ǫ⋆t−k. (2.72)Dans 
ette se
tion, on établit l'existen
e d'une représentation auto-régressivepour le pro
essus g⋆n, 
'est-à-dire une représentation de la forme
ǫ⋆t =

+∞∑

k=0

cn,kg
⋆
n(t− k), t ∈ Z, (2.73)pour 
ertains réels cn,k. On propose ensuite une méthode de prévision de

g⋆n (t+ h) à partir de g⋆n(t), . . . , g⋆n (1) , g⋆n (0) , . . . dans un premier temps,puis à partir de g⋆n(t), . . . , g⋆n (1) uniquement dans un deuxième temps. Ons'intéresse en�n à la prévision de eg⋆n(t+h).Remarque 2.15 L'objet 
entral de 
ette se
tion est gn, et non g⋆n. Cepen-dant l'étude de g⋆n entraîne moins de 
ompli
ations te
hniques et allège le



60texte ; 
'est pourquoi nous nous fo
alisons désormais sur 
e pro
essus. Lesméthodes présentées 
i-après pour g⋆n s'adaptent 
ependant de façon quasiimmédiate à gn � nous ne donnerons au
un détail à 
e sujet.Le pro
essus g⋆n appartient à la famille des ARMA (voir [51℄, 
hapitre 7),don
 l'existen
e de la représentation (2.73) est 
onditionnée au fait qu'un
ertain polyn�me n'admet pas de ra
ine dans le disque unité fermé de C.Cette idée est la ligne dire
tri
e de la preuve de la propriété suivante.Propriété 2.16 Le pro
essus g⋆n, dé�ni par (2.72), admet une représenta-tion auto-régressive de la forme (2.73).Démonstration. On dé�nit le polyn�me Pn(z) =
∑n−1

k=0 (k + 1)−1/α zk.Pour tout 0 ≤ k ≤ n− 2, (k+1)−1/α

(k+2)−1/α > 1. De plus, les 
oe�
ients (k + 1)−1/αde Pn sont positifs. Don
 d'après les résultats p.107 de [47℄, Pn n'a pas dera
ine dans le disque fermé de rayon 1 de C. Par 
onséquent, d'après leThéorème 7.12.4 de [51℄, le pro
essus ARMA g⋆n admet la représentationauto-régressive
ǫ⋆t =

+∞∑

k=0

cn,kg
⋆
n(t− k), t ∈ Z, (2.74)où les cn,k sont les 
oe�
ients dans le développement en série entière de

1
Pn(z)

, pour |z| < 1. �Les 
oe�
ients cn,k de la représentation (2.73) sont 
eux du développe-ment en série entière de
1

Pn(z)
=

1
∑n−1

k=0 (k + 1)−1/α zk
, |z| < 1. (2.75)Ils se 
al
ulent don
 par ré
urren
e :� cn,0 = 1 ;� cn,k = −2−1/αcn,k−1 − · · · − (k + 1)−1/α cn,0, 1 ≤ k ≤ n− 1 ;� cn,k = −2−1/αcn,k−1 − · · · − n−1/αcn,k−n+1, n ≤ k.On en vient à présent à la méthode de prévision 4. Supposons avoir ob-servé g⋆n(t), . . . , g⋆n (1) , g⋆n (0) , . . . On souhaiterait estimer la valeur de4. Le prédi
teur que nous donnons 
i-dessous est le même que 
elui déjà proposé parHosking dans le domaine des FARIMA [21℄. Toutefois l'apparente similitude entre notretravail et [21℄ n'est qu'une façade : Hosking étudie un pro
essus FARIMA dé�ni par le�ltrage d'un bruit blan
 de 
arré intégrable, le prédi
teur optimal étant dé�ni par uneproje
tion dans L2 ; à l'opposé notre pro
essus g⋆n est un pro
essus ARMA dé�ni à partirde variables stables n'ayant pas de moment d'ordre 2 (sauf dans le 
as gaussien) et notreprédi
teur optimal est dé�ni par une proje
tion dans L1. Ainsi le fait que nos prédi
teurssoient les mêmes ne doit-il pas laisser penser que nos travaux sont équivalents.
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g⋆n (t+ h) . Le pro
essus g⋆n étant une moyenne mobile de longueur n, nousnous restreignons au 
as où h < n ≤ t. Par dé�nition, on a

g⋆n (t) =

n−1∑

k=0

(k + 1)−1/α ǫ⋆t−k (2.76)et d'après la Propriété 2.16
ǫ⋆t =

+∞∑

k=0

cn,kg
⋆
n(t− k).D'où l'égalité entre tribus

σ(g⋆n(t), . . . , g
⋆
n (1) , g

⋆
n (0) , . . . ) = σ(ǫ⋆t , . . . , ǫ

⋆
1, ǫ

⋆
0, . . . ). (2.77)On rappelle ensuite que les variables ǫ⋆i sont 
entrées (Propriété 2.3) et n'ontpas de moment d'ordre 2. Ce
i nous amène naturellement à dé�nir 
ommemeilleur prédi
teur de g⋆n (t+ h) 
onnaissant σ (g⋆n (t) , . . . , g⋆n (1) , g⋆n (0) , . . . )la moyenne mobile in�nie

̂g⋆n (t+ h) =

+∞∑

k=0

γ̂n,kǫ
⋆
t−k, (2.78)où

(γ̂n,0, γ̂n,1, . . . ) = argmin
(γn,0,γn,1,... )

E

∣∣∣∣∣g
⋆
n (t+ h)−

+∞∑

k=0

γn,kǫ
⋆
t−k

∣∣∣∣∣ . (2.79)Propriété 2.17 Le problème (2.79) admet l'unique solution :� γ̂n,k = 0, k ≥ n− h,� γ̂n,k = (k + h+ 1)−1/α , 0 ≤ k ≤ n− h− 1et l'on a don

̂g⋆n (t+ h) =

n−h−1∑

k=0

(k + h+ 1)−1/α ǫ⋆t−k. (2.80)Démonstration. On a
g⋆n (t+ h)−

+∞∑

k=0

γn,kǫ
⋆
t−k =

−1∑

k=−h

(k + h+ 1)−1/α ǫ⋆t−k

+
n−h−1∑

k=0

(
(k + h+ 1)−1/α − γn,k

)
ǫ⋆t−k +

+∞∑

k=n−h

γn,kǫ
⋆
t−k,(2.81)



62don
 en vertu des Propriétés 2.1 et 2.3
(
E

∣∣∣∣∣g
⋆
n (t+ h)−

+∞∑

k=0

γn,kǫ
⋆
t−k

∣∣∣∣∣

)α
= cαα

−1∑

k=−h

(k + h+ 1)−1

+ cαα

n−h−1∑

k=0

(
(k + h+ 1)−1/α − γn,k

)α
+ cαα

+∞∑

k=n−h

γn,k
α. (2.82)On obtient don
 les γ̂n,k et le prédi
teur ̂g⋆n (t+ h) annon
és. �Il est fa
ile de voir que ̂g⋆n (t+ h) = E (g⋆n (t+ h) | g⋆n (t) , . . . , g⋆n (0) , . . . ) ,
e qui renfor
e l'idée que ̂g⋆n (t+ h) est un bon prédi
teur. En utilisant lareprésentation auto-régressive on obtient

̂g⋆n (t+ h) =

n−h−1∑

k=0

(k + h+ 1)−1/α ǫ⋆t−k

=
n−h−1∑

k=0

+∞∑

j=0

(k + h+ 1)−1/α cn,jg
⋆
n(t− k − j). (2.83)Supposons maintenant que l'on observe uniquement g⋆n (1) , . . . , g⋆n (t) , 
e quisemble plus réaliste en pratique. Dans 
e 
as ̂g⋆n (t+ h) ne peut pas être utilisépour faire la prédi
tion. On 
hoisit de rempla
er les g⋆n (k) non observés parleur espéran
e 0. Ainsi dé
ide-t-on de rempla
er ̂g⋆n (t+ h) par

̂̂
g⋆n (t+ h) =

n−h−1∑

k=0

t−k−1∑

j=0

(k + h+ 1)−1/α cn,jg
⋆
n(t− k − j). (2.84)Cette tron
ature a un e�et mineur lorsqu'on observe su�samment de don-nées :Propriété 2.18 Soit ̂g⋆n (t+ h) (Eq. (2.83)) le prédi
teur non tronqué et

̂̂
g⋆n (t+ h) (Eq. (2.84)) le prédi
teur tronqué de g⋆n (t+ h) . La quantité

E

∣∣∣∣
̂̂

g⋆n (t+ h)− ̂g⋆n (t+ h)

∣∣∣∣ (2.85)dé
roît vers 0 à vitesse exponentielle lorsque t tend vers l'in�ni.
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k=0 (k + 1)−1/α zk. On a prouvé dans ladémonstration de la Propriété 2.16 que toutes les ra
ines de Pn étaient de mo-dules stri
tement plus grand que 1. PosonsQn(z) = zPn(z) =

∑n
k=1 k

−1/αzk.On a Q′
n(z) =

∑n
k=1 k

1−1/αzk−1 et k1−1/α

(k+1)1−1/α < 1, don
 d'après les résultatsp.107 de [47℄, toutes les ra
ines de Q′
n se trouvent à l'intérieur du disquefermé de rayon 1 de C. Le polyn�me Pn a don
 n ra
ines simples, que l'onnote rn,1, . . . , rn,n. Ainsi a-t-on, pour k ≥ n :

cn,k = pn,1r
−k
n,1 + · · ·+ pn,nr

−k
n,n, (2.86)les pn,i étant des réels �xés. On note

rn = min (|rn,1| , . . . , |rn,n|) . (2.87)On a rn > 1 et
|cn,k| ∼

k→∞
pnr

−k
n (2.88)pour une 
ertaine 
onstante pn > 0.En�n, 
omme

E

∣∣∣∣
̂̂

g⋆n (t+ h)− ̂g⋆n (t+ h)

∣∣∣∣ ≤ E |g⋆n (1)|
+∞∑

k=t−n+h+1

|cn,k|
n∑

j=h+1

j−1/α, (2.89)la quantité E

∣∣∣∣
̂̂

g⋆n (t+ h)− ̂g⋆n (t+ h)

∣∣∣∣ dé
roît de façon exponentielle vers 0lorsque t tend vers l'in�ni. �De façon à tester le prédi
teur ̂̂g⋆n, on a simulé une traje
toire de longueur
110 du pro
essus g⋆n puis on a estimé les 10 dernières valeurs à partir des
100 premières (�gure 2.3). On a refait 
e travail 10000 fois, 
al
ulant pour
haque traje
toire l'erreur 
ommise dans l'estimation à horizon 1 ; on a véri-�é à 
haque fois si la traje
toire réelle se trouvait ou non dans un tunnel de
on�an
e de niveau 95% 
onstruit autour de la traje
toire prévue (les quan-tiles utilisés pour dé�nir le tunnel étaient 
eux de ̂g⋆n (t+ h) − g⋆n (t+ h) 5).Dans 95,13% des 
as, la valeur de g⋆n (t+ h) appartenait au tunnel, 
e quitend à prouver l'e�
a
ité de ̂̂g⋆n 
omme prédi
teur.5. Nous avons utilisé la table de quantiles proposée sur le site de John Nolan de l'Uni-versité de Virginie :http ://www.hostsrv.
om/webma
/app1/MSPS
ripts/webm1016/Stable/Quantile.jspLe prédi
teur ĝ⋆n est 
ertainement le meilleur possible. En utilisant les quantiles de
̂g⋆n (t+ h)− g⋆n (t+ h) , on 
ompare don
 ̂̂

g⋆n au meilleur prédi
teur possible.
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extrémité haute du tunnel de confiance (2.5 %)Figure 2.3 � Simulation d'une traje
toire de longueur 110 du pro-
essus g⋆n (ave
 n=11 et α=1.5). Les 10 dernières valeurs sont estiméesà partir des 100 premières. Le graphique montre les valeurs de la 80ème àla 110ème, ainsi que l'estimation de la 101ème à la 110ème. La traje
toireréelle se trouve à l'intérieur d'un tunnel de 
on�an
e de niveau 95% 
onstruitautour de la traje
toire prévue.Remarque 2.19 Il est possible que le pro
essus gn 
onstruit dans 
ette se
-tion soit utilisable en �nan
e, pour modéliser la log-volatilité 6. La méthodede prédi
tion proposée 
i-dessus est don
 sus
eptible d'avoir de réelles appli-
ations pratiques.Pour terminer, on s'intéresse à la prédi
tion de eg⋆n(t+h). Supposons avoirobservé les eg⋆n(k), k ≤ t ou, 
e qui revient au même, les g⋆n (k) , k ≤ t. Pardé�nition

g⋆n (t+ h) =

n−1∑

k=0

(k + 1)−1/α ǫ⋆t+h−k, (2.90)6. Comme dans l'arti
le de Du
hon et al. [12℄, déjà 
ité dans la Question ouverte 2.13� notre 
onstru
tion est 
ependant assez di�érente de la leur.
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 en utilisant la Propriété 2.2 on obtient
E
(
eg

⋆
n(t+h) | g⋆n (t) , . . .

)
= E

(
eg

⋆
n(t+h) | ǫ⋆t , . . .

)

= E
(
e
∑n−1

k=0 (k+1)−1/αǫ⋆t+h−k | ǫ⋆t , . . .
)

= E
(
e
∑h−1

k=0(k+1)−1/αǫ⋆t+h−k

)
× e

∑n−1
k=h(k+1)−1/αǫ⋆t+h−k

= e
− µα

cos(πα/2) (
∑h

k=1
1
k ) × e

̂g⋆n(t+h). (2.91)On obtient don
 fa
ilement un prédi
teur dans 
e 
as.Si l'on 
onvient que seuls les eg⋆n(k), 1 ≤ k ≤ t ont été observés, il n'est
ertainement plus judi
ieux de rempla
er les g⋆n (i) non observés par leurespéran
e 0. On rentre dans des di�
ultés tant théoriques que pratiques :il apparaît de façon naturelle des � paramètres d'é
helle 
onditionnels � etles simulations numériques réalisées ne donnent au
une satisfa
tion (mêmedans le 
as gaussien α = 2). La re
her
he d'un bon prédi
teur dans 
e 
asreste don
 un problème ouvert.Question ouverte 2.20 Dans le domaine de la prédi
tion une autre voie,en lien ave
 les pro
essus étudiés dans l'introdu
tion et totalement indépen-dante de l'étude menée dans 
ette se
tion, semble abordable : rappelons que laMRM M est la limite des pro
essus Ml (t) =
∫ t
0 e

ωl(s)ds, où ωl est la 
as
adede Ba
ry et Muzy (on renvoie le le
teur aux se
tions 1.3.2 et 1.3.3). Sousl'hypothèse ζ (2) > 1, M (t) a un moment d'ordre 2 et il est fa
ile de voirque
EM (t)M (s) =

1

ζ (2) (ζ (2)− 1)

(
tζ(2) + sζ(2) − |t− s|ζ(2)

)
. (2.92)On re
onnaît, à un fa
teur multipli
atif près, la 
ovarian
e du fBm d'indi
e

H = ζ (2) /2. Il est don
 tentant d'utiliser les méthodes de prédi
tion géomé-triques 7 des pro
essus gaussiens pour prévoir M (t+ h) . Cependant, le faitque EM (t) = t (alors que le fBm est 
entré) empê
he d'appliquer dire
te-ment les méthodes du fBm à M. Nos re
her
hes dans 
e domaine n'ayantpas abouti, nous ne donnons pas davantage de détails. La re
her
he d'unprédi
teur sous une forme intégrale judi
ieusement 
hoisie et une utilisationpertinente des arti
les [32, 18, 4℄ 8 pourrait peut-être permettre de résoudre
e problème.7. Au sens où l'on 
onsidère des proje
tions dans des espa
es de Hilbert.8. Arti
les dans lesquels sont résolues de nombreuses équations intégrales � équationsapparaissant de façon naturelle au 
ours de 
e travail.



662.4 Le 
as gaussienOn étudie le 
as parti
ulier où la moyenne mobile (2.15) est gaussienne,
'est-à-dire le 
as où α = 2. On améliore dans 
e 
as les résultats du sous-
hapitre 2.2. Ce travail met en éviden
e un lien très étroit entre les pro
essusétudiés dans 
e 
hapitre et la MRM (sous-
hapitre 1.3).2.4.1 Dé�nitionOn dé�nit le pro
essus
XG
l (t) =

∫ t

0
eρl(s)ds, t ∈ [0, 1] , (2.93)où

ρl (s) = λ

∫ s

s−1
fl (s− u) dB (u)− λ2

2
(1− log l) , (2.94)

λ > 0 étant un paramètre, B désignant le mouvement Brownien standard etle noyau fl étant la fon
tion à support dans [0, 1] dé�nie par
fl (u) =

{
l−1/2 si 0 ≤ u < l

u−1/2 si l ≤ u ≤ 1.
(2.95)Le pro
essus ρl dé�ni i
i est le même que 
elui dé�ni dans le sous-
hapitre2.2 dans le 
as α = 2, le paramètre µ de l'équation (2.15) étant rempla
épar λ/√2 dans l'équation (2.94). Nous avons 
hoisi 
es notations pour êtreen 
ohéren
e ave
 les travaux antérieurs sur le sujet. En parti
ulier, on verraapparaître le spe
tre multifra
tal déjà mentionné à plusieurs reprises dansl'introdu
tion

ζ (q) =

(
1 +

λ2

2

)
q − λ2

2
q2. (2.96)On suppose dans toute la suite que ζ (2) > 1, 
'est-à-dire que 0 < λ < 1.Sous 
ette hypothèse et en vertu de la Propriété 2.7 on peut 
onsidérer lalimite en loi dans C [0, 1] et en moyenne quadratique de XG

l :
XG (t) = limXG

l (t) . (2.97)On a simulé sur la �gure 2.4 une traje
toire des pro
essus gn, exp (gn) et
XS,d
n dé�nis dans la se
tion 2.3.1, en prenant α = 2, µ = 0.5 et n = 1000. Ona également 
onstruit un histogramme de logXS,d

n à partir d'un é
hantillonde taille 1000.
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S,d (1)Figure 2.4 � Simulation dans le 
as gaussien. Nous reprenons la versiona�ne par mor
eaux dé�nie dans la se
tion 2.3.1 ave
 α = 2, n = 1000 et µ =

0.5 (qui peut aussi être 
onsidérée 
omme une version a�ne par mor
eaux de
XG
l (Eq. (2.93)), ave
 λ =

√
0.5). Comme sur la �gure 2.1, le graphique enhaut à droite possède les propriétés usuelles des multifra
tals ; on remarqued'ailleurs que les allures de exp (gn) et de XS,d

n sont très pro
hes de 
ellesobservées dans le 
as stable. Cependant il y a de nombreuses di�éren
es ave
la �gure 2.1 : la traje
toire de gn, 
entrée autour de −2 environ, n'a pas lesbonds négatifs observés dans le 
as stable. D'autre part exp (gn) prend desvaleurs moins élevées que dans le 
as stable. En�n et surtout, la distributionde logXS,d
n (1) est plus aplatie dans le 
as gaussien (kurtosis plus faible) etplus symétrique par rapport à la moyenne (le 
oe�
ient de dissymétrie vaut

0.15 environ).2.4.2 Propriété multifra
talePour démontrer que XG (Eq. (2.97)) véri�e la propriété multifra
talefaible (1.2), on va 
omparer le pro
essus ρl (Eq. (2.94)) à la version gaus-



68sienne de la 
as
ade de Ba
ry et Muzy. On rappelle qu'il s'agit du pro
essusgaussien ωl d'espéran
e
Eωl (s) = −λ

2

2
(1− log l) (2.98)et de fon
tion de 
ovarian
e

cov (ωl (s) , ωl (u)) = λ2rl (s− u) , (2.99)où rl est la fon
tion paire dé�nie par
rl(u) =





1− log l − u/l si 0 ≤ u ≤ l

− log u si l < u ≤ 1

0 si 1 < u.

(2.100)Lemme 2.21 La fon
tion de 
ovarian
e du pro
essus ωl s'é
rit λ2rl ; on
onsidère également la fon
tion sl telle que la 
ovarian
e du pro
essus ρl(Eq. (2.94)) s'é
rive λ2sl. Ave
 
es notations, pour tout 0 < l < 1/2, pourtout réel u :
|sl (u)− rl (u)| ≤ 2 + 2 log 2. (2.101)Ce lemme est démontré dans le sous-
hapitre 2.6.Propriété 2.22 Soit XG le pro
essus dé�ni par (2.97) et le spe
tre ζ dé�nipar (2.96). La variable aléatoire XG (t) a un moment d'ordre q sous 
ha
unedes deux 
onditions :1. 0 < q ≤ 2,2. q > 2 et ζ (q) > 1.De plus, dans 
haque 
as on a la propriété multifra
tale faible
cqt

ζ(q) ≤ E
[
XG (t)

]q ≤ Cqt
ζ(q), (2.102)

cq et Cq étant deux 
onstantes stri
tement positives indépendantes de t.Démonstration. L'idée de la démonstration est de 
omparer les momentsde XG
l (t) et de Ml(t) =

∫ t
0 e

ωl(x)dx (Eq. (1.40)) en utilisant la te
hnique du
haos gaussien de Kahane [25℄.Démonstration dans le 
as q > 2. La fon
tion ζ est 
ontinue, don
 sousl'hypothèse ζ (q) > 1 il existe un réel ǫ > 0 tel que ζ (q + ǫ) > 1. D'après les



2.4. LE CAS GAUSSIEN 69résultats de [8℄, supl E [Ml(t)]
q+ǫ < ∞. La fon
tion x 7→ xq+ǫ est 
onvexe,don
 d'après le Lemme 2 de [25℄ et le Lemme 2.21

sup
l<1/2

E
[
XG
l (t)

]q+ǫ ≤ sup
l<1/2

Kq+ǫE [Ml(t)]
q+ǫ (2.103)pour une 
ertaine 
onstante Kq+ǫ > 0. Combinée à la 
onvergen
e en loi de

XG
l (t) vers XG (t) , 
ette inégalité entraîne que XG (t) a un moment d'ordre

q et que
E
[
XG (t)

]q
= lim

l→0
E
[
XG
l (t)

]q
. (2.104)En utilisant le Lemme 2 de [25℄, le Lemme 2.21 et la 
onvexité de x 7→ xq onobtient

kqE [Ml(t)]
q ≤ E

[
XG
l (t)

]q ≤ KqE [Ml(t)]
q (2.105)(kq et Kq sont deux 
onstantes stri
tement positives indépendantes de l et

t). Par ailleurs les résultats de [8℄ permettent d'a�rmer que
lim
l→0

E [Ml(t)]
q = E [M(1)]q tζq (2.106)(E [M(1)]q est non nul). Les équations (2.104), (2.105) et (2.106) entraînentl'existen
e de deux 
onstantes stri
tement positives cq et Cq indépendantesde t telles que

cqt
ζ(q) ≤ E

[
XG (t)

]q ≤ Cqt
ζ(q) ; (2.107)autrement dit on obtient la double inégalité souhaitée 9.Démonstration dans le 
as 0 < q ≤ 2. Cette fois l'existen
e du momentd'ordre q est immédiate, puisque XG (t) est la limite de XG

l (t) en moyennequadratique. Con
ernant l'inégalité (2.102), on distingue deux sous-
as :Sous-
as 1 ≤ q ≤ 2. La même méthode que 
elle utilisée 
i-dessus dansle 
as q > 2 s'applique et l'on obtient le résultat souhaité.Sous-
as 0 < q < 1. La fon
tion x 7→ xq étant 
ette fois 
on
ave, leLemme 2 de [25℄ ne s'applique pas. Cependant 
e lemme admet une mo-di�
ation triviale 10 ; 
ombinée au Lemme 2.21 et aux résultats de [8℄, ellepermet de 
on
lure dans le 
as 0 < q < 1 également. �9. On peut trouver désagréable de ne pas avoir d'expression expli
ite pour cq et Cq.Obtenir une telle expression est en réalité assez fa
ile ; il ne nous a 
ependant pas sembléopportun de 
ompliquer la présentation de la preuve dans 
e seul but.10. Modi�
ation dont je ne donne pas la démonstration, par
e qu'elle 
onsiste sim-plement à re
opier la démonstration de Kahane en remplaçant le mot � 
onvexe � par� 
on
ave � et à 
hanger le sens de 
ertaines inégalités.



702.5 Représentations sous forme de moyennes mo-biles pour la 
as
ade de Ba
ry et MuzyLa 
as
ade gaussienne de Ba
ry et Muzy, dé�nie dans le sous-
hapitre 1.3et évoquée à de nombreuses reprises dans les se
tions pré
édentes, est le pro-
essus gaussien stationnaire ωl dont l'espéran
e et la 
ovarian
e sont dé�niespar (2.98) et (2.99). On s'intéresse dans 
e sous-
hapitre aux représentationssous forme de moyennes mobiles
ωl (t) = λ

∫

R

∇l (t− x) dB (x)− λ2

2
Eωl (t) , (2.108)

B désignant un mouvement Brownien standard.Si l'on n'impose d'autre 
ondition à la fon
tion ∇l que d'être de 
arréintégrable, l'existen
e d'une représentation de la forme (2.108) est fa
ile àdémontrer. I
i on va prouver les résultats moins évidents :� il existe une représentation de la forme (2.108) ave
 ∇l à support 
om-pa
t dans [−1/2, 1/2] (Propriété 2.28) ;� il existe une représentation de la forme (2.108) ave
 ∇l à support dans
[0,+∞[ (Propriété 2.29).La première représentation permet d'établir un lien supplémentaire ave
les pro
essus que nous avons 
onstruits dans les se
tions pré
édentes ; ladeuxième représentation, qui est 
ausale, pourrait être utile dans des pro-blèmes de prévision.Les preuves de 
ette se
tion font appel à des te
hniques d'analyse har-monique : grâ
e au Théorème de Paley-Wiener et à un théorème de Krein-A
hieser [2℄, on démontre la Propriété 2.28 ; quant à la Propriété 2.29, ellefait appel à un résultat sur les pro
essus linéaires étudiés dans [17℄. On 
om-men
e par rappeler la notion de fon
tion entière de type exponentiel :Dé�nition 2.23 Une fon
tion f : C → C est dite de type exponentiel d'ex-posant σ (en abrégé f ∈ Eσ) s'il existe une 
onstante K telle que

|f (z)| ≤ Keσ|z| (2.109)pour tout z dans C.Dé�nition 2.24 On note Bσ l'ensemble des fon
tions entières de la forme
f (z) =

∫ σ

−σ
eiuzh (u) du (2.110)(ave
 σ ≥ 0 et h intégrable). On remarquera que

Bσ ⊂ Eσ. (2.111)



2.5. REPRÉSENTATIONS SOUS FORME DE MOYENNES MOBILES71Rappelons à présent que la transformée de Fourier d'une fon
tion intégrable
f : R → R est la fon
tion

f̂ (x) =

∫

R

eitxf (t) dt. (2.112)L'appli
ation f ∈ L1 ∩ L2 7→ f̂ se prolonge en un unique opérateur F :
L2 → L2, appelé transformée de Fourier-Plan
herel. De plus, on a toujours
F (F (f)) = 2πf̃ . 11Théorème 2.25 (Paley et Wiener) Si g ∈ Eσ et si la restri
tion de gà R est de 
arré intégrable, alors il existe f : R → R à support dans [−σ, σ]telle que g = F (f) .Théorème 2.26 (Krein et A
hieser [2℄) Si f ∈ Bσ et si f (x) ≥ 0 pourtout x ∈ R, alors il existe une fon
tion g ∈ Eσ/2 de 
arré intégrable, bornéesur R et telle que f (x) = |g (x)|2 pour tout x ∈ R.La 
lef de voûte de notre raisonnement est le lemme suivant. Il est démontrédans le sous-
hapitre 2.6.Lemme 2.27 Soit rl la fon
tion dé�nie par (2.100). Alors :1. La fon
tion r̂l véri�e

r̂l (u) ≥
2 (1− cos u)

u2
(2.113)pour tout u ∈ R∗.2. Il existe une fon
tion entière dl ∈ E1/2, dont la restri
tion à R est de
arré intégrable et telle que

r̂l (x) = |dl (x)|2 (2.114)pour tout x ∈ R.3. On pose υl = 1
2πF

(
d̃l

)
. La fon
tion υl est à support dans [−1/2, 1/2]et l'on a υl ∗ υ̃l = rl. 1211. Etant donnée une fon
tion g, on note g̃ (x) := g (−x) .12. Le symbole ∗ désigne le produit de 
onvolution.



72Propriété 2.28 Le pro
essus gaussien ωl dont l'espéran
e est dé�nie par(2.98) et la 
ovarian
e par (2.99) admet une représentation sous la forme
ωl (t) = λ

∫

R

υl (t− x) dB (x)− λ2

2
Eωl (t) , (2.115)le noyau de la représentation étant la fon
tion υl à support dans [−1/2, 1/2]obtenue dans le Lemme 2.27.Démonstration. D'après le Lemme 2.27, le pro
essus gaussien dé�ni parla moyenne mobile λ ∫

R
υl (t− x) dB (x)− λ2

2 Eωl (t) a pour espéran
e
−λ2

2 Eωl (t) et pour 
ovarian
e
λ2
∫

R

υl (u− x) υl (−x) dx = λ2υl ∗ υ̃l (u) = λ2rl (u) . (2.116)Il s'agit don
 bien du pro
essus ωl. �On se tourne à présent vers l'autre type de représentation annon
é audébut de la se
tion :Propriété 2.29 Le pro
essus gaussien ωl dont l'espéran
e est dé�nie par(2.98) et la 
ovarian
e par (2.99) admet une représentation sous la forme
ωl (t) = λ

∫

R

ϑl (t− x) dB (x)− λ2

2
Eωl (t) , (2.117)le noyau ϑ de la représentation étant à support dans [0,+∞[ .Démonstration. D'après le Lemme 2.27, r̂l (u) ≥ 2(1−cos u)

u2
. De plus pour

k ∈ Z :

∫ (k+1)π

kπ
|log (1− cos u)|du =

∫ π

0
|log (1− cos u)| du

=

∫ π/2

0
|log (1− cos u)|du+

∫ π

π/2
|log (1− cos u)|du

≤
∫ π/2

0

∣∣log
(
u2/π

)∣∣du+ π/2

<∞. (2.118)Par 
onséquent ∫

R

log (r̂l (u))

1 + u2
du > −∞. (2.119)



2.6. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 73La 
ovarian
e de ωl est la fon
tion λ2rl (Eq. (2.100)), don
 d'après l'inéga-lité (2.119) et le Théorème 4 p.271 de [17℄, il existe une représentation dupro
essus ωl du type
ωl (t) = λ

∫

R

ϑl (t− x) dǫl (x)−
λ2

2
Eωl (t) , (2.120)ave
 ϑ à support dans [0,+∞[ et ǫl pro
essus standard aux a

roissements or-thogonaux 13 subordonné à ωl 14. Le fait que ǫl soit subordonné à ωl entraîneque ǫl est gaussien. Et 
omme 
e pro
essus est standard à a

roissementsorthogonaux, ǫl est le mouvement Brownien standard. �Question ouverte 2.30 Les Propriétés 2.28 et 2.29 sont des résultats théo-riques : elles ne disent pas 
omment obtenir les noyaux υl et ϑl des deux re-présentations sous forme de moyennes mobiles. Il serait souhaitable de pou-voir tabuler 
es fon
tions en vue d'éventuelles appli
ations pratiques ; je n'aifait au
une avan
ée en 
e sens et ne sais si 
es tabulations sont possibles.2.6 Démonstrations des lemmes2.6.1 Démonstration du Lemme 2.8Preuve de la �nitude de l'intégrale sous l'hypothèse ζ (2) > 2−2/q. On dé-montre une première inégalité : étant donnés des réels positifs a1, a2, . . . , an,on a :

(a1 + · · ·+ an)
α − (a2 + · · ·+ an)

α − aα1 ≤
n∑

i=2

[(a1 + ai)
α − aα1 − aαi ] .(2.121)Pour démontrer 
ette inégalité, on note R (u) le re
tangle [0, a1]× [0, u] pour

u ≥ 0. L'inégalité s'é
rit alors µ0 (R (a2 + · · ·+ an)) ≤
∑n

i=2 µ0 (R (ai)), où
µ0 est la mesure dont la densité est α (α− 1) (x+ y)α−2 sur R2

+. Comme
R (a2 + · · ·+ an) est la réunion des (0, a2 + · · · + ai−1) + R (ai) , on obtientl'inégalité (2.121) en remarquant que la mesure d'un re
tangle n'augmente13. Le fait que ǫl est un pro
essus standard aux a

roissements orthogonaux signi�e que
Eǫl (t) = 0, E (ǫl (t+ h) − ǫl (t))

2 = h et E (ǫl (t3)− ǫl (t2)) (ǫl (t2)− ǫl (t1)) = 0 lorsque
t1 < t2 < t3.14. Pour un pro
essus Z, L2 (Z) désigne la fermeture dans L2 de l'espa
e ve
toriel en-gendré par les 
ombinaisons linéaires �nies de la forme ∑

ckZ (tk) . Le fait que ǫl estsubordonné à ωl signi�e simplement que L2 (ǫl) ⊂ L2 (ωl) .



74pas lorsqu'on e�e
tue une translation verti
ale as
endante (
onséquen
e di-re
te de la 
on
avité de x 7→ xα−1).Venons-en maintenant à la �nitude de l'intégrale. Une ré
urren
e immé-diate basée sur (2.121) donne
(a1 + · · ·+ an)

α − aα1 − · · · − aαn ≤
∑

1≤i<j≤n

[
(ai + aj)

α − aαi − aαj
]
. (2.122)En é
rivant G sous la forme

G (s1, . . . , sq) =

∫

R

[
q∑

i=1

f (si − u)1[0,1] (si − u)

]α

−
q∑

i=1

f (si − u)α 1[0,1] (si − u) du (2.123)et en prenant ai = f (si − u) 1[0,1] (si − u) dans (2.122), on obtient la majo-ration
G (s1, . . . , sq)

≤
∑

1≤i<j≤q

∫ sj

si−1
[(f (si − u) + f (sj − u))α − f (si − u)α − f (sj − u)α] du.(2.124)L'étude des intégrales qui apparaissent dans le membre de droite 
i-dessus aété faite dans la démonstration de la Propriété 2.7. En reprenant 
ette étudeon obtient

G (s1, . . . , sq) ≤ − (2α − 2)
∑

1≤i<j≤q

log |si − sj|+O (1) , (2.125)le O (1) désignant une quantité uniformément majorée sur [0, 1]q par rapportà (s1, . . . , sq) .On peut don
 majorer (à une 
onstante multipli
ative près) l'intégrale
I =

∫

0≤sq≤···≤s1≤1
e−µ

αG(s1,...,sq)/ cos(πα/2)ds1 . . . dsq (2.126)par l'intégrale de Selberg
J =

∫

0≤sq≤···≤s1≤1

∏

1≤i<j≤q

|si − sj|ζ(2)−2 ds1 . . . dsq. (2.127)



2.6. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 75Un 
ritère 
lassique (voir [58℄) assure la 
onvergen
e de 
ette intégrale lorsque
ζ (2) > 2− 2/q ; l'intégrale I 
onverge don
 bien aussi dans 
e 
as.Preuve de l'égalité (2.34). La propriété est évidente pour q = 1 (puisque
Eeρl(s) = 1 d'après la Propriété 2.2 et que G (s) = 0). On �xe don
 deuxentiers 0 ≤ p ≤ q ave
 q ≥ 2 et on 
al
ule

E
[(
XS
l (t)

)p (
XS
l′ (t)

)q−p]
=

∫ t

0
. . .

∫ t

0
Eeρl1 (x1)+···+ρlq (xq)dx1 . . . dxq,(2.128)où 
ertains des li sont égaux à l et les autres à l′. D'après les Propriétés 2.1et 2.4

ρl1 (x1)+· · ·+ρlq (xq) ∼ Sα

(
µ
∥∥∥
∑

fli (xi − .)
∥∥∥
α
,−1,

∑
µαΣli/ cos (πα/2)

)(2.129)(on rappelle que l'on a posé Σl = 1− log l). Don
 d'après la Propriété 2.2,
E
[(
XS
l (t)

)p (
XS
l′ (t)

)q−p]

=

∫ t

0
. . .

∫ t

0
e−µ

α[‖∑ fli(xi−.)‖α

α
−
∑

Σli ]/ cos(πα/2)dx1 . . . dxq. (2.130)Lorsque 0 ≤ sq < sq−1 < · · · < s1 ≤ t et pour des réels λ1, . . . , λq donnésdans ]0, 1] ,
∥∥∥
∑

fλi (si − .)
∥∥∥
α

α
=

q∑

k=2

∫ sk−1−1

sk−1

[
q∑

i=k

fλi (si − u)

]α
du

+

∫ sq

s1−1

[
q∑

i=1

fλi (si − u)

]α
du+

q∑

k=2

∫ sk−1

sk

[
k−1∑

i=1

fλi (si − u)

]α
du ;(2.131)mais on a aussi

Σλi = 1− log λi =

∫ si

si−1
fλi (si − u)α du (2.132)pour toute valeur i. Par ailleurs, pour une valeur donnée de z, fl (z) est unefon
tion dé
roissante de l ; et pour a > 0 �xé, la fon
tion x 7→ (x+ a)α−xαest 
roissante. Don
 l'expression dans le membre de droite de l'équation(2.130) est minorée (resp. majorée) par la même expression dans laquelle onrempla
e 
haque li par max (l, l′) (resp. min (l, l′)). Ainsi peut-on ramener la



76démonstration de l'égalité du Lemme 2.8 à une preuve de l'égalité
lim
l→0

E
(
XS
l (t)

)q
= q!

∫

0<sq<···<s1<t
e−µ

α[G(s1,...,sq)] cos(πα/2)ds1 . . . dsq.(2.133)Pour démontrer 
ette égalité on é
rit
E
(
XS
l (t)

)q
=

∫ t

0
. . .

∫ t

0
e−µ

α[‖
∑

fl(xi−.)‖
α
α−qΣl]/ cos(πα/2)dx1 . . . dxq

= q!

∫

0<sq<···<s1<t
e−µ

α[‖
∑

fl(si−.)‖
α
α−qΣl]/ cos(πα/2)ds1 . . . dsq

= q!

∫

0<sq<···<s1<t
e−µ

α[Gl(s1,...,sq)]/ cos(πα/2)ds1 . . . dsq. (2.134)On raisonne à présent 
omme dans la démonstration de la Propriété 2.7 :pour toute valeur de z 6= 0, fl (z) 
onverge en 
roissant vers f (z) = z−1/αlorsque l tend vers 0. On a aussi rappelé 
i-dessus que pour une valeur donnéede a > 0, la fon
tion x 7→ (x+ a)α−xα était 
roissante. Don
 lorsque l tendvers 0, Gl (s1, . . . , sq) 
onverge en 
roissant vers G (s1, . . . , sq) . L'équation(2.134) et le Théorème de Beppo Levi entraînent alors l'égalité (2.133), 
equi a
hève la démonstration.
�

2.6.2 Démonstration du Lemme 2.11Démonstration du Point 1. On a les égalités en loi entre pro
essus
gn (u) =

d µ

n∑

k=1

k−1/αǫu−k + σn

=d µ
n∑

k=1

k−1/α

∫ u−k+1

u−k
dMα (x) + σn

=d µ
n∑

k=1

(
k

n

)−1/α ∫ (u−k+1)/n

(u−k)/n
dMα (x) + σn. (2.135)



2.6. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 77Or la double inégalité (u− k) /n < x ≤ (u− k + 1) /n équivaut à k − 1 ≤
u− nx < k, autrement dit à k = ⌊u− nx+ 1⌋. Par 
onséquent

gn (u) =
d µ

n∑

k=1

∫ (u−k+1)/n

(u−k)/n

(⌊u− nx+ 1⌋
n

)−1/α

dMα (x) + σn

=d µ

∫ u/n

u/n−1

(⌊u− nx+ 1⌋
n

)−1/α

dMα (x) + σn

=d g̃n (u) . (2.136)On a don
 également l'égalité en loi entre les deux pro
essus indexés par
0 ≤ s ≤ 1

gn (⌊ns⌋) =d g̃n (⌊ns⌋) , (2.137)qui entraîne
XS,d
n =d X̃S,d

n . (2.138)Démonstration du Point 2. Soit x < y. D'après les Propriétés 2.1 et 2.2
Eegn(⌊nx⌋)+gn(⌊ny⌋)

= e
− µα

cos(πα/2)

∑n−(⌊ny⌋−⌊nx⌋)
k=1

[

(k−1/α+(k+⌊ny⌋−⌊nx⌋)−1/α)
α
−k−1−(k+⌊ny⌋−⌊nx⌋)−1

]

.(2.139)On distingue à présent deux 
as. Si y − x ≤ 1/n, alors d'une part
Eegn(⌊nx⌋)+gn(⌊ny⌋) ≤ e

−
µα(2α−2)
cos(πα/2)

∑n
k=1 k

−1

≤ e
−

µα(2α−2)
cos(πα/2)

(logn+1) (2.140)et d'autre part
p (x, y) = e

−µα
∫ 1−(y−x)
0

{

[z−1/α+(z+y−x)−1/α]
α
−z−1−(z+y−x)−1

}

dz/ cos(πα/2)

≥ e
−

µα(2α−2)
cos(πα/2)

∫ 1−(y−x)
0

(z+y−x)−1dz

= e
µα(2α−2)
cos(πα/2)

log(y−x) (2.141)
≥ e

−
µα(2α−2)
cos(πα/2)

logn
. (2.142)Don
 on a dans 
e 
as

Eegn(⌊nx⌋)+gn(⌊ny⌋) ≤ e
−

µα(2α−2)
cos(πα/2) p (x, y) . (2.143)



78 On traite maintenant le 
as y − x > 1/n. Dans la somme
n−(⌊ny⌋−⌊nx⌋)∑

k=1

(
k−

1
α + (k + ⌊ny⌋ − ⌊nx⌋)− 1

α

)α
− k−1 − (k + ⌊ny⌋ − ⌊nx⌋)−1 ,(2.144)on majore par 2α − 2 le terme pour k = 1 et par

(
(k − 1)−

1
α + (k − 1 + ny − nx)−

1
α

)α
− (k − 1)−1 − (k − 1 + ny − nx)−1(2.145)les autres termes. En faisant le 
hangement d'indi
e j = k−1 dans la somme∑n−(⌊ny⌋−⌊nx⌋)

k=2 · · · et en mettant 1
n en fa
teur, on re
onnaît une somme deRiemann pour la fon
tion dé
roissante

z 7→
(
z−

1
α + (z + y − x)−

1
α

)α
− z−1 − (z + y − x)−1 . (2.146)Comme on a pris soin de séparer le terme k = 1, la somme∑n−(⌊ny⌋−⌊nx⌋)

k=2 · · ·est majorée par
∫ 1−(y−x)

0

[(
z−1/α + (z + y − x)−1/α

)α
− z−1 − (z + y − x)−1

]
dz. (2.147)Finalement on a prouvé dans le 
as y − x > 1/n :

Eegn(⌊nx⌋)+gn(⌊ny⌋) ≤ e
−

µα(2α−2)
cos(πα/2) p (x, y) . (2.148)Démonstration du Point 3. On va prouver que limn→+∞Λn = 0, où

Λn = E
(
XS

1/n (t)− X̃S,d
n (t)

)2

=

∫ t

0

∫ t

0

(
Ee

ρ 1
n
(x)+ρ 1

n
(y) − 2Ee

g̃n(⌊nx⌋)+ρ 1
n
(y)

+ Eeg̃n(⌊nx⌋)+g̃n(⌊ny⌋)
)
dxdy.(2.149)On pose

Λn,1 (x, y) = Ee
ρ 1
n
(x)+ρ 1

n
(y)
, (2.150)

Λn,2 (x, y) = Ee
g̃n(⌊nx⌋)+ρ 1

n
(y)
, (2.151)

Λn,3 (x, y) = Eeg̃n(⌊nx⌋)+g̃n(⌊ny⌋). (2.152)
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ommen
er, on s'intéresse à Λn,3 (x, y) . D'après le Point 1, Λn,3 (x, y) =
Eegn(⌊nx⌋)+gn(⌊ny⌋). De plus, si y − x > 1/n, d'après l'équation (2.139)
Λn,3 (x, y)

= e
− µα

cos(πα/2)

∑n−(⌊ny⌋−⌊nx⌋)
k=1

[

(k−1/α+(k+⌊ny⌋−⌊nx⌋)−1/α)
α
−k−1−(k+⌊ny⌋−⌊nx⌋)−1

]

.(2.153)En mettant 1
n en fa
teur et en re
onnaissant (
omme dans la démonstrationdu Point 2) une somme de Riemann � 
ette fois pour la fon
tion f1/n (Eq.(2.14)), on voit que Λn,3 (x, y) est majoré par

e
− µα

cos(πα/2)

∫
1−(y−x− 1

n)
0

[(

f 1
n
(z)+f 1

n
(z+y−x− 1

n)
)α

−

(

f 1
n
(z)

)α

−

(

f 1
n
(z+y−x− 1

n)
)α]

dz
.(2.154)Or 
ette dernière quantité n'est autre que Ee

ρ 1
n
(x)+ρ 1

n
(y−1/n)

; il vient don

Λn,3 (x, y) ≤ Λn,1 (x, y − 1/n) . (2.155)Les réels x et y jouant des r�les symétriques dans les expressions Λn,1 et

Λn,3, on peut é
rire en vertu de (2.155)
∫ t

0

∫ t

0
Λn,3 (x, y) dxdy

=

∫∫

|x−y|>1/n
Λn,3 (x, y) dxdy +

∫∫

|x−y|≤1/n
Λn,3 (x, y) dxdy

≤
∫ t

0

∫ t

0
Λn,1 (x, y) dxdy +

2
√
2

n
Ee2g̃n(.). (2.156)D'après les Propriétés 2.1 et 2.2 Ee2g̃n(.) ≤ e(1+logn)(2−ζ(2)), don


∫ t

0

∫ t

0
Λn,3 (x, y) dxdy ≤

∫ t

0

∫ t

0
Λn,1 (x, y) dxdy + 2

√
2e2−ζ(2)n1−ζ(2).(2.157)On se tourne à présent vers Λn,2 (x, y) , que l'on va minorer. On supposepour 
ommen
er que y − x > 1/n et on note k l'unique entier tel que k

n ≤
x < k+1

n . On a don
 k
n ≤ x < k+1

n < y. D'après les Propriétés 2.1 et 2.2,
Λn,2 (x, y)

= e
− µα

cos(πα/2)

∫

k
n
y−1

[(

(

⌊k−nz+1⌋
n

)− 1
α
+f 1

n
(y−z)

)α

−
(

⌊k−nz+1⌋
n

)−1
−

(

f 1
n
(y−z)

)α
]

dz

;(2.158)



80or
(⌊k − nz + 1⌋

n

)− 1
α

≥
(
k

n
− z +

1

n

)− 1
α

= f 1
n

(
k + 1

n
− z

)
, (2.159)don


Λn,2 (x, y)

≥ e
− µα

cos(πα/2)

∫

k
n
y−1

[(

f 1
n
(k+1

n
−z)+f 1

n
(y−z)

)α

−

(

f 1
n
(k+1

n
−z)

)α

−

(

f 1
n
(y−z)

)α]

dz
.(2.160)Si l'on rempla
e la borne supérieure k

n par k+1
n dans l'intégrale 
i-dessus, ontrouve exa
tement Λn,1 (k+1

n , y
)
; on en déduit

Λn,2 (x, y) ≥ Λn,1

(
k + 1

n
, y

)
e

µα

cos(πα/2)
δn(x,y), (2.161)ave


δn (x, y) =

∫ k+1
n

k
n

(
f 1

n

(
k + 1

n
− z

)
+ f 1

n
(y − z)

)α

−
(
f 1

n

(
k + 1

n
− z

))α
−
(
f 1

n
(y − z)

)α
dz. (2.162)Mais il est évident que Λn,1 (x, y) ne dépend que de la di�éren
e |y − x| ; etil est fa
ile de voir (en dérivant) que Λn,1 (x, y) est une fon
tion dé
roissantede |y − x| . Il vient don
 �nalement, pour y − x > 1/n :

Λn,2 (x, y) ≥ Λn,1 (x, y) e
µα

cos(πα/2)
δn(x,y). (2.163)On aura besoin un peu plus loin d'appliquer le Théorème de 
onvergen
edominée au membre de droite dans l'équation qui pré
ède ; on s'intéressedon
 à la limite de δn (x, y) lorsque n tend vers l'in�ni. Les nombres y > xétant �xés, il existe un réel stri
tement positif ∆ = ∆(x, y) tel que, pour nassez grand, y − k+1

n ≥ ∆. Il vient don
, pour n assez grand,
δn (x, y) ≤

∫ 1
n

0

((
z−

1
α + (∆ + z)−

1
α

)α
− z−1 − (∆ + z)−1

)
dz. (2.164)Il s'ensuit (par appli
ation du Théorème de 
onvergen
e dominée de Le-besgue) que limn→+∞ δn (x, y) = 0.



2.6. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 81Lorsqu'on a minoré Λn,2 (x, y) 
i-dessus, on a supposé que y − x > 1/n.Si l'on intervertit le r�le de x et y (don
 dans le 
as x− y > 1/n), on obtientdes résultats légèrement di�érents ; 
ependant on peut en
ore é
rire
Λn,2 (x, y) ≥ Λn,1 (x, y) e

µα

cos(πα/2)
δn(x,y), (2.165)ave
 un δn (x, y) qui n'a pas la même expression que 
elle donnée en (2.162),mais qui 
onverge vers 0 pour toutes valeurs de x > y lorsque n tend versl'in�ni (je ne détaille pas davantage pour ne pas trop alourdir la démonstra-tion).Reprenons à présent l'équation (2.149) et remplaçons les di�érentes quan-tités à l'aide des majorations et minorations obtenues pré
édemment :

Λn ≤
∫ t

0

∫ t

0

(
Λn,1 (x, y)− 2Λn,2 (x, y) 1|y−x|> 1

n
+ Λn,3 (x, y)

)
dxdy

≤
∫ t

0

∫ t

0
Λn,1 (x, y)

(
2− 2e

µα

cos(πα/2)
δn(x,y)1|y−x|> 1

n

)
dxdy

+ 2
√
2e2−ζ(2)n1−ζ(2). (2.166)La fon
tion Λn,1 est majorée par la fon
tion intégrable p (puisque noustravaillons sous l'hypothèse ζ (2) > 1) ; par ailleurs on a vu 
i-dessus que

δn (x, y) 
onvergeait vers 0 lorsque x 6= y. Le Théorème de 
onvergen
e do-minée de Lebesgue permet don
 de 
on
lure :
lim

n→+∞
Λn = 0. (2.167)

�2.6.3 Démonstration du Lemme 2.21Le pro
essus ρl est dé�ni par la moyenne mobile
ρl (s) = λ

∫

R

fl (s− v) dB (v)− λ2

2
(1− log l) , (2.168)ave


fl (s) =





l−1/2 si 0 ≤ s < l

s−1/2 si l ≤ s ≤ 1

0 sinon. (2.169)



82Don
 sl est la fon
tion égale à
sl (u) =

∫

R

fl (z) fl (z + |u|) dz. (2.170)On rappelle par ailleurs que la fon
tion rl est dé�nie par
rl(u) =





1− log l − |u| /l si 0 ≤ |u| ≤ l

− log |u| si l < |u| ≤ 1

0 si 1 < |u|.
(2.171)Pour 
omparer sl (u) et rl (u) , on suppose que u ≥ 0 (
e qui est su�sant,puisque rl et sl sont paires) et on distingue plusieurs 
as :1er 
as : 0 ≤ u ≤ l. On é
rit

sl (u) =

∫ l−u

0
l−1dz +

∫ l

l−u
l−1/2 (z + u)−1/2 dz +

∫ 1−u

l
z−1/2 (z + u)−1/2 dz

= 1− u

l
+ 2

[(
1 +

u

l

)1/2
− 1

]
+ 2 log

[
1 + (1− u)1/2

l1/2 + (l + u)1/2

]
. (2.172)On a don
 dans 
e 
as

sl (u)− rl (u) = 2

[(
1 +

u

l

)1/2
− 1

]
+ 2 log

[
1 + (1− u)1/2

1 +
(
1 + u

l

)1/2

]
; (2.173)et 
omme 0 ≤ u

l ≤ 1 :

−2 log
[
1 + 21/2

]
≤ sl (u)− rl (u) ≤ 23/2 − 2. (2.174)2ème 
as : l ≤ u ≤ 1− l. Cette fois on a

sl (u) =

∫ l

0
l−1/2 (z + u)−1/2 dz +

∫ 1−u

l
z−1/2 (z + u)−1/2 dz

= 2

[(
1 +

u

l

)1/2
−
(u
l

)1/2]
+ 2 log

[
1 + (1− u)1/2

l1/2 + (l + u)1/2

]
. (2.175)On obtient alors

sl (u)− rl (u) = 2

[(
1 +

u

l

)1/2
−
(u
l

)1/2]
+ 2 log

[
1 + (1− u)1/2

(
l
u

)1/2
+
(
1 + l

u

)1/2

]
.(2.176)
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omme u
l ≥ 1 :

−2 log
[
1 + 21/2

]
≤ sl (u)− rl (u) ≤ 2 + 2 log 2. (2.177)3ème 
as : 1− l ≤ u ≤ 1. Dans 
e dernier 
as

sl (u) =

∫ 1−u

0
l−1/2 (z + u)−1/2 dz = 2l−1/2

[
1− u1/2

]
, (2.178)don


0 ≤ sl (u) ≤ 2l−1/2
[
1− (1− l)1/2

]
≤ 2. (2.179)D'un autre 
�té

0 ≤ rl (u) = − log u ≤ − log (1− l) ≤ log 2, (2.180)don

− log 2 ≤ sl (u)− rl (u) ≤ 2. (2.181)

�2.6.4 Démonstration du Lemme 2.27Démonstration du Point 1. La fon
tion rl étant paire et à support dans
[−1, 1] , nous sommes ramenés à prouver que

∫ 1

0
rl (t) cos (tu) dt ≥

1− cosu

u2
. (2.182)Par dé�nition de rl l'intégrale dans le membre de gau
he 
i-dessus est égaleà ∫ l

0

(
1− log l − t

l

)
cos (tu) dt−

∫ 1

l
(log t) cos (tu) dt ; (2.183)et en faisant plusieurs intégrations par parties 
ette expression se ré
rit

1

u

[
1

ul
− cos u

u
−
∫ u

ul

cos t

t2
dt

]
. (2.184)Or ∫ uul cos tt2

dt ≤ 1
ul − 1

u , don
 au �nal on obtient bien l'inégalité (2.182).Démonstration du Point 2. D'après le Point 1, la fon
tion r̂l est positive.On applique le Théorème de Krein-A
hieser (Théorème 2.26, ave
 σ = 1) à



84
ette fon
tion : il existe une fon
tion dl ∈ E1/2, dont la restri
tion à R estde 
arré intégrable et telle quê
rl (x) = |dl (x)|2 (2.185)pour tout x ∈ R.Démonstration du Point 3. D'après le Point 2 et le Théorème de Paley-Wiener (Théorème 2.25), il existe une fon
tion fl : R → R à support dans

[−1/2, 1/2] telle que dl = F (fl) . Par ailleurs F (υl) = F
(

1
2πF

(
d̃l

))
= dl,don
 υl = fl puisque 
es deux fon
tions ont la même transformée de Fourier-Plan
herel. Cela prouve que υl est à support dans [−1/2, 1/2] . Quant àl'égalité υl ∗ υ̃l = rl, elle se déduit également du Point 2 en utilisant latransformée de Fourier-Plan
herel : en e�et, d'un 
�té on a

F (υl ∗ υ̃l) = F (υl)F (υ̃l) = F (υl)F (υl) = |F (υl)|2 = |dl|2 ; (2.186)et d'un autre 
�té
F (rl) = r̂l = |dl|2 . (2.187)Rassemblant 
es deux égalités, on obtient F (υl ∗ υ̃l) = F (rl) , et don
 υl ∗

υ̃l = rl. �



Chapitre 3Mar
he aléatoire fra
tionnairemultifra
tale (MFRW)On s'intéresse dans 
e 
hapitre à la limite éventuelle (lorsque l tend vers
0) de la suite de pro
essus

lf(α,κ)
∫ t

0
eαωl(s)dBκ (s) . (3.1)Dans 
ette formule ωl désigne la 
as
ade de Ba
ry et Muzy (Eq. (1.39)), Bκest le fBm d'indi
e de Hurst H = κ + 1/2, α > 0 est un paramètre et leterme f (α, κ) est � 
hargé d'assurer la 
onvergen
e en loi � de la suite depro
essus ainsi dé�nie.Les limites, lorsqu'elles existent et lorsqu'elles sont multifra
tales au sensde la Dé�nition 1.1, sont appelées mar
hes aléatoires fra
tionnaires multi-fra
tales (MFRW).L'étude de 
es pro
essus a été initiée par Ba
ry et Muzy : dans [8, 38℄ ilsont étudié en détail le 
as κ = 0 (
'est-à-dire le 
as où Bκ est le mouvementBrownien standard) et ont amor
é l'étude du 
as κ 6= 0, mettant en éviden
ele fait qu'il allait falloir apporter dans 
e 
as des réponses à plusieurs ques-tions mathématiques non évidentes. Ces réponses ont été données dans lalittérature ré
ente lorsque κ > 0 ; d'abord par Ludena [31℄, puis par Abry etal. [1℄.Dans 
e 
hapitre 3 on s'intéresse au 
as κ < 0 : on étudie la suite depro
essus

Xκ
l (t) = l−κ

∫ t

0
e

1
2
ωl(s)dBκ (s) , t ∈ [0, 1] (3.2)85



86(ave
 κ < 0), et on prouve qu'elle 
onverge en loi dans C [0, 1] vers unpro
essus limite multifra
tal.On dé�nit dans le sous-
hapitre 3.1 l'intégrale fra
tionnaire∫
f (s) dBκ (s) ; on s'intéresse ensuite au pro
essus gaussien ∫ t0 f (s) dBκ (s)(dé�nition et 
ondition d'existen
e d'une modi�
ation 
ontinue). Après unedis
ussion essentiellement 
onsa
rée à des problèmes de mesurabilité, noussommes naturellement 
onduits dans le sous-
hapitre 3.2 à dé�nir Xκ

l 
ommela limite dans L2 d'une suite de pro
essus � simples �. On établit ensuitele résultat prin
ipal de la thèse : on démontre (sous 
ertaines 
onditions) la
onvergen
e en loi du pro
essus Xκ
l vers un pro
essus limite multifra
tal Xκ.Le sous-
hapitre 3.3 est 
onsa
ré à l'étude d'une version a�ne par mor
eauxde Xκ et à des simulations numériques ; le sous-
hapitre 3.4 
ontient lesdémonstrations des lemmes du 
hapitre 3.Le travail mené i
i reprend l'arti
le [44℄, ave
 tout de même de nombreux
ompléments � en parti
ulier 
on
ernant les questions de mesurabilité.On a déjà présenté en détail la 
as
ade ωl (Eq. (1.39)) et la 
onstru
-tion de la MRM dans le sous-
hapitre 1.3. De façon à fa
iliter la le
ture du
hapitre 3, on rappelle i
i les étapes prin
ipales dans la dé�nition de ωl :� Mesure de 
ontr�le. µ est la mesure dé�nie sur S+ = {(x, y), x ∈

R, y ∈]0,∞[} par
dµ(x, y) =

dxdy

y2
. (3.3)� Choix d'une loi in�niment divisible et dé�nition de ϕ. W estune variable aléatoire in�niment divisible dont la fon
tion 
ara
téris-tique est donnée par

EeiqW = eϕ(q) = eimq+
∫ eiqx−1−iq sinx

x2
ν(dx) (3.4)(m est un réel, ν est la mesure de Lévy asso
iée à W ; on suppose dansla suite que ν n'est pas dégénérée).� Mesure aléatoire in�niment divisible. P est la mesure aléatoirein�niment divisible indexée par les boréliens de S+ dé�nie par

EeiqP (A) = eϕ(q)µ(A) (3.5)pour tout q ∈ R, A borélien de S+.� C�ne multifra
tal. Pour tout 
ouple (t, l) dans R×]0,∞[, Al(t) estle sous-ensemble de S+ dé�ni par
Al(t) = {(x, y), l ≤ y, |x− t| ≤ inf(y/2, 1/2)} . (3.6)



3.1. INTÉGRATION PAR RAPPORT AU FBM 87� Cas
ade multifra
tale. La 
as
ade de Ba
ry et Muzy est le pro
essus
ωl(t) = P (Al(t)). (3.7)� Dé�nition de ψ. La fon
tion ψ : R+ → R+ est dé�nie par
EeqP (A) = eψ(q)µ(A) (3.8)pour tout A tel que µ (A) <∞.� Conditions sur ψ. On peut étendre la dé�nition de ϕ de telle sorteque ψ(q) = ϕ(−iq). On suppose dans toute la suite que ψ est dé�niesur un intervalle de la forme [0, qmax[ , ave
 qmax > 1 et que ψ(1) = 0.3.1 Intégration par rapport au fBm et 
onstru
tionde pro
essus gaussiens fra
tionnairesCe sous-
hapitre est basé sur les arti
les de Pipiras et Taqqu [45, 46℄ etsur le livre de Samko et al. [50℄. On �xe à présent un réel 0 < H < 1/2 eton pose κ = H − 1/2 ; le fBm BH est noté Bκ.3.1.1 Intégration par rapport au fBmOn va rappeler dans 
ette se
tion la dé�nition de l'intégrale d'une fon
-tion déterministe par rapport au fBm :
∫
f(x)dBκ(x). (3.9)Parmi toutes les dé�nitions possibles de l'intégrale (3.9), nous avons 
hoiside suivre 
elle de Pipiras et Taqqu [45, 46℄. Leur méthode reprend le pro-
édé de 
onstru
tion de l'intégrale de Wiener 1 : on 
ommen
e par dé�nirl'intégrale des fon
tions simples, puis on prolonge la 
onstru
tion à toutesles fon
tions f appartenant à la 
lasse 2

Lκ =
{
f : f = I−κ− φ, φ ∈ L2(R)

}
, (3.10)l'intégrale fra
tionnaire Iη− étant dé�nie pour 0 < η < 1 (quand 
ela a unsens) par

(Iη−g)(s) =
1

Γ(η)

∫

R

g(u)(s − u)η−1
− du. (3.11)1. On entend par intégrale de Wiener l'intégrale de fon
tions déterministes par rapportau mouvement Brownien standard.2. On remarquera que, 
ontrairement à 
e qui se passe ave
 l'intégrale de Wiener,l'ensemble des fon
tions intégrables n'est pas l'espa
e L2 des fon
tions de 
arré intégrable.



88 On donne 
i-dessous les grandes lignes de la 
onstru
tion du pro
essus{∫
f(x)dBκ(x)

}
f∈Lκ � on renvoie le le
teur aux arti
les de Pipiras et Taqqupour une présentation plus détaillée.Le fBm admet une représentation sous forme de moyenne mobile parrapport au mouvement Brownien standard :

{Bκ(t)}t =d

{
1

c1(κ)

∫

R

(
(t− s)κ+ − (−s)κ+

)
dB(s)

}

t

, (3.12)ave
 c1(κ) = (∫∞
0 ((1 + s)κ − sκ)2 ds+ 1

2κ+1

)1/2
. Pour tout t ∈ R,

(t− s)κ+ − (−s)κ+ = Γ(κ+ 1)
(
D−κ

− 1[0,t[
)
(s), (3.13)où 1[0,t[ désigne la fon
tion indi
atri
e de l'intervalle [0, t[ etDη

−f (0 < η < 1)est la dérivée fra
tionnaire de Mar
haud :
(
D
η
−f
)
(s) =

η

Γ(−η + 1)

∫ ∞

0

f(s)− f(s+ u)

uη+1
du. (3.14)(Γ est la fon
tion d'Euler.) On a don


{Bκ(t)}t =d

{
1

c1(κ)

∫

R

(
(t− s)κ+ − (−s)κ+

)
dB(s)

}

t

=d

{
Γ(κ+ 1)

c1(κ)

∫

R

(
D−κ

− 1[0,t[
)
(s)dB(s)

}

t

, (3.15)
e qui nous amène à la dé�nition :
{∫

f(s)dBκ(s)

}

f

=d

{
Γ(κ+ 1)

c1(κ)

∫

R

(
D−κ

− f
)
(s)dB(s)

}

f

. (3.16)Le raisonnement qui pré
ède peut être formalisé, à 
ondition de res-treindre la 
lasse des fon
tions intégrables : en utilisant l'identité D
η
−I

η
−φ =

φ, valable pour toute fon
tion φ ∈ L2, on peut montrer que Lκ, muni duproduit s
alaire
〈f, g〉κ =

Γ(κ+ 1)2

c1(κ)
2

∫

R

(
D−κ

− f
)
(s)
(
D−κ

− g
)
(s)ds (3.17)et de la norme asso
iée

‖f‖2κ =
Γ(κ+ 1)2

c1(κ)
2

∫

R

(
D−κ

− f
)2
(s)ds

=
Γ(κ+ 1)2

c1(κ)
2

∫

R

(∫ ∞

0

f(s)− f(s+ u)

u−κ+1
du

)2

ds, (3.18)
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e 
omplet. L'ensemble des fon
tions simples est dense dans
(Lκ, ‖.‖κ) ; il est don
 possible de dé�nir l'intégrale par rapport au fBmde la façon suivante : pour toute fon
tion simple de la forme
f(s) =

∑n
i=1 ai1[ti,ti+1[(s), on pose

∫
f(s)dBκ(s) :=

n∑

i=1

ai [B
κ(ti+1)−Bκ(ti)] . (3.19)Toute fon
tion g ∈ Lκ étant la limite de fon
tions simples gn, on dé�nit (sansqu'il y ait d'ambiguïté)

∫
g(s)dBκ(s) := lim

L2

∫
gn(s)dB

κ(s). (3.20)Ave
 
ette dé�nition, l'appli
ation f 7→
∫
f(s)dBκ(s) est linéaire. De plus, lepro
essus {∫ f(s)dBκ(s)

}
f∈Lκ est le pro
essus gaussien 
entré de 
ovarian
e

〈∫
f(s)dBκ(s),

∫
g(s)dBκ(s)

〉
= 〈f, g〉κ. (3.21)3.1.2 Pro
essus gaussiens fra
tionnairesLe titre de 
ette se
tion fait référen
e aux pro
essus gaussiens de la forme{∫ t

0 g(x)dB
κ(x)

}
t
pour une fon
tion donnée g ∈ Lκ. On donne une 
onditionsu�sante pour qu'un tel pro
essus existe et pour qu'il possède une modi�-
ation 
ontinue.Soit 0 < γ < 1. On dé�nit

L−γ =
{
f : f = Iγ−φ, φ ∈ L2(R)

} (3.22)(Iγ− et Dγ
− sont respe
tivement dé�nis par les équations (3.11) et (3.14)). Ondé�nit également
(
|D|γ−f

)
(s) =

γ

Γ(−γ + 1)

∫ ∞

0

|f(s)− f(s+ u)|
uγ+1

du ; (3.23)et pour 0 ≤ t < t′ la quantité
N
γ
t,t′f =

∫ t′−t

0

∫ t′−t

0
u−γ−1v−γ−1

×
∫ t′−max(u,v)

t
|f(s)− f(s+ u)| |f(s)− f(s+ v)| dsdudv. (3.24)



90Le lemme qui suit est en partie basé sur des résultats ou des méthodes du
al
ul fra
tionnaire empruntés au livre de Samko et al. [50℄. Il est démontrédans le sous-
hapitre 3.4.Lemme 3.1 Soit f une fon
tion de 
arré intégrable et dont le support estin
lus dans [0, 1] . On se donne deux réels 0 < γ1 < γ2 < 1/2. On a lesrésultats suivants (
ertaines quantités apparaissant 
i-dessous peuvent êtrein�nies) :1. Si |D|γ1− f est de 
arré intégrable, alors f appartient à L−γ1 .2. Il existe une 
onstante universelle �nie c (γ1, γ2) telle que
|D|γ1− f ≤ c (γ1, γ2) |D|γ2− f. (3.25)3. Soit 0 ≤ t < t′ ≤ 1. Il existe une 
onstante universelle �nie a (γ1) telleque

∥∥|D|γ1−
(
f1[t,t′[

)∥∥2
2
≤ a (γ1)

[
N
γ1
t,t′f + ‖f‖2∞

(
t′ − t

)−2γ1+1
]
. (3.26)4. Soit 0 ≤ t < t′ ≤ 1. Il existe une 
onstante universelle �nie b (γ1, γ2)telle que

∥∥|D|γ1−
(
f1[t,t′[

)∥∥2
2
≤ b (γ1, γ2)

(
t′ − t

)2γ2−2γ1
[∥∥|D|γ2− f

∥∥2
2
+ ‖f‖2∞

]
.(3.27)On énon
e à présent le résultat prin
ipal de 
ette se
tion :Propriété 3.2 Soit κ et γ deux nombres réels tels que 0 < −κ < γ < 1/2.On suppose que g1[0,1] ∈ L∞ et que N

γ
0,1g <∞. Alors pour t ∈ [0, 1] , g1[0,t[appartient à Lκ. On peut don
 dé�nir le pro
essus gaussien 
entré indexé par

[0, 1]

Xg(t) =

∫ t

0
g(s)dBκ(s) :=

∫
g(s)1[0,t[(s)dB

κ(s), (3.28)l'intégrale ayant été dé�nie dans la se
tion 3.1.1. De plus le pro
essus Xgadmet une modi�
ation 
ontinue.Démonstration. Le support de g1[0,t[ est in
lus dans [0, t[, don
 il estévident que N
γ
0,t

(
g1[0,t[

)
= N

γ
0,tg ≤ N

γ
0,1g. D'après les hypothèses de lapropriété et le Point 3 du Lemme 3.1 |D|γ−
(
g1[0,t[

)
∈ L2. Don
 d'après lePoint 2 de 
e même lemme |D|−κ−

(
g1[0,t[

)
∈ L2 ; et �nalement, d'après lePoint 1, g1[0,t[ ∈ Lκ. Il s'ensuit que l'intégrale ∫ g(s)1[0,t[(s)dBκ(s) est biendé�nie.



3.1. INTÉGRATION PAR RAPPORT AU FBM 91Le fait que le pro
essus Xg admette une modi�
ation 
ontinue est la
onséquen
e du Point 4 du Lemme 3.1 et du 
ritère de Kolmogorov pour lespro
essus gaussiens. En e�et, par linéarité de l'intégrale,
Xg(t

′)−Xg(t) =

∫
g(s)1[t,t′[(s)dB

κ(s). (3.29)Par 
onséquent
E
∣∣Xg(t

′)−Xg(t)
∣∣2 =

∥∥g1[t,t′[
∥∥2
κ
=

Γ(κ+ 1)2

c1(κ)
2

∥∥D−κ
−

(
g1[t,t′[

)∥∥2
2
; (3.30)don
 en vertu du Point 4 du Lemme 3.1

E
∣∣Xg(t

′)−Xg(t)
∣∣2 ≤ Γ(κ+ 1)2

c1(κ)
2

∥∥|D|−κ−

(
g1[t,t′[

)∥∥2
2

≤ d (κ, γ, g) (t′ − t)2γ+2κ (3.31)pour une 
ertaine 
onstante d (κ, γ, g) . L'existen
e d'une modi�
ation 
onti-nue de Xg dé
oule de 
ette dernière inégalité. �3.1.3 Vers une dé�nition de X
κ
lNotre but est de dé�nir un pro
essus de la forme (voir Eq. (3.1))

Xκ
l (t) = lf(α,κ)

∫ t

0
eαωl(s)dBκ (s) . (3.32)Remarquons pour 
ommen
er que le 
hoix de la 
onstante α a un 
ara
tèrequelque peu arti�
iel : en e�et, les deux étapes dans la 
onstru
tion de ωlsont 3 :1. La donnée d'une variable aléatoire in�niment divisible W dont la fon
-tion 
ara
téristique s'é
rit EeiqW = eϕ(q).2. La dé�nition proprement dite de ωl par ωl(t) = P (Al(t)) , où P est lamesure aléatoire de fon
tion 
ara
téristique EeiqP (A) = eϕ(q)µ(A).On impose aussi la 
ondition EeP (A) = 1 (puisque ψ (1) = 0). Rempla
er ωlpar ω̃l = αωl revient don
 à rempla
er P par P̃ = αP − ψ (α)µ ; autrementdit à rempla
er la fon
tion ϕ par ϕ̃ (q) = ϕ (qα)− qϕ (α) . 4 Evidemment, 
es3. On renvoie le le
teur aux rappels faits au début du 
hapitre 3.4. On peut aussi dire que l'on rempla
e ψ par ψ̃ (q) = ψ (qα) − qψ (α) , ou la variable

W par W̃ = αW − ψ (α) .



92
hangements a�e
tent la valeur du terme lf(α,κ) en fa
teur dans (3.32). Maisau �nal le fait de 
hanger la valeur de α ne revient en somme qu'à 
hangerde loi in�niment divisible ; le modèle mathématique 
onstruit ne s'en trouvedon
 pas enri
hi 5.Pour la raison évoquée 
i-dessus, nous faisons à partir de maintenant un
hoix dé�nitif de α ; et pour la simpli
ité des formules qui en dé
oule, nous
hoisissons α = 1/2. La 
onvergen
e en loi de Xκ
l n'est alors possible qu'enprenant (à une 
onstante multipli
ative près indépendante de l) f (α, κ) =

−κ. On étudie don
 �nalement
Xκ
l (t) = l−κ

∫ t

0
e

1
2
ωl(s)dBκ (s) . (3.33)L'intégrale 
i-dessus est l'intégrale d'une fon
tion aléatoire par rapportau fBm. Ludena [31℄, puis Abry et al. [1℄, ont donné des dé�nitions di�érentesde 
et objet mathématique lorsque κ > 0. Dans le 
as κ < 0, qui est 
elui quinous intéresse i
i, on dis
ute 
i-dessous des démar
hes de Ludena et d'Abryet al. et de leur éventuelle validité.Si l'on suivait la démar
he de Ludena, on pourrait 
onsidérer Xκ

l 
ommeun pro
essus 
onditionnellement gaussien 
entré, dont la 
ovarian
e 
ondi-tionnellement à ωl serait
Γl
(
t, t′
)
= l−2κ〈e 1

2
ωl(.)1[0,t[, e

1
2
ωl(.)1[0,t′[〉κ

=
Γ(κ+ 1)2

c1(κ)
2 l−2κ

∫

R

(
D−κ

−

(
e

1
2
ωl(.)1[0,t[

))
(s)
(
D−κ

−

(
e

1
2
ωl(.)1[0,t′[

))
(s)ds(3.34)(la dérivée fra
tionnaire D−κ

− est dé�nie par (3.14)). On verra dans le sous-
hapitre suivant que p.s., pour tout t ∈ [0, 1] , on a e 1
2
ωl(.)1[0,t[ ∈ Lκ (onrappelle que Lκ, dé�nie dans la se
tion 3.1.1, est la 
lasse des fon
tionsintégrables par rapport au fBm) ; la 
ovarian
e 
onditionnelle (3.34) est don
bien dé�nie. Malheureusement, les te
hniques de martingales utilisées parLudena lorsque κ > 0 pour mettre en éviden
e un pro
essus limite Xκ nefon
tionnent vraisemblablement plus i
i : il semble que la 
ovarian
e Γl (t, t′)diverge lorsque l tend vers 0, interdisant de 
onsidérer la limite es
omptée

Xκ et vouant l'étude du pro
essus Xκ
l ainsi dé�ni à l'é
he
 6.5. Cette dis
ussion sur le 
hoix de α a déjà été faite par Abry et al. (se
tion III.B.7 de[1℄).6. Les te
hniques de martingales de Kahane [26℄ sont essentielles pour prouver les
onvergen
es des pro
essus dans les arti
les 
onsa
rés aux mesures et aux mar
hes aléa-toires multifra
tales [8, 38, 31, 1℄. Une des di�
ultés du 
as κ < 0 est que 
es te
hniquessemblent alors être inappli
ables.



3.1. INTÉGRATION PAR RAPPORT AU FBM 93Si l'on suivait la démar
he d'Abry et al., une deuxième possibilité pourdé�nir Xκ
l 
onsisterait à se donner deux pro
essus indépendants ωl et Bκsur un même espa
e probabilisé Ω et à 
onsidérer, pour tout ω ∈ Ω :

Xκ
l (t) = l−κ

∫
e

1
2
ωl(s)(ω)1[0,t[ (s) dB

κ (s) (ω) , (3.35)l'intégrale par rapport au fBm étant 
elle dont on a rappelé la dé�nition dansla se
tion 3.1.1. Comme on l'a déjà dit quelques lignes plus haut, on verradans le sous-
hapitre suivant que p.s., pour tout t ∈ [0, 1] , e
1
2
ωl(.)1[0,t[ ∈ Lκ ;il s'ensuit que p.s., pour tout t ∈ [0, 1] , l'équation (3.35) a un sens.Mais que dire de la mesurabilité de Xκ

l ainsi dé�ni ? Certes, les appli
a-tions ω 7→ ωl et ω 7→
∫
fdBκ sont bien mesurables ; mais à mon sens on nepeut rien en 
on
lure 
on
ernant Xκ

l � dont la mesurabilité est pourtant unpré-requis indispensable à son étude.Revenons don
 en arrière pour voir 
e qui se 
a
he derrière l'équation(3.35). Par dé�nition de l'intégrale par rapport au fBm, pour toute fon
tion
f ∈ Lκ,

∫
fdBκ est la limite dans L2 d'une suite d'intégrales de fon
tionssimples ∫ fndBκ. En parti
ulier, ∫ fdBκ est la limite au sens p.s. d'unesous-suite 
onvergente :

∫
fdBκ (ω) = lim

∫
fkndB

κ (ω) , p.s. ω. (3.36)Mais si l'on reprend (3.35), les 
hoses se 
ompliquent : le r�le de la fon
tion
f étant joué par e 1

2
ωl(s)(ω)1[0,t[, les fon
tions simples fn sont di�érentes pour
haque valeur de ω ; �nalement on n'arrive plus vraiment à appréhender(3.35) � et en
ore moins à voir que 
ela dé�nit une variable aléatoire.Pour éviter 
e problème, une troisième appro
he serait possible : on dé�-nirait ωl sur un premier espa
e probabilisé Ω1, puis l'intégrale {∫ fdBκ

}
f∈Lκsur un deuxième espa
e probabilisé Ω2 et on 
onsidèrerait

Xκ
l (t) = l−κ

∫
e

1
2
ωl(s)(ω1)1[0,t[ (s) dB

κ (s) (ω2) . (3.37)Ave
 
ette nouvelle dé�nition, ω1 étant �xé, si l'on pose f = e
1
2
ωl(.)(ω1)1[0,t[,l'intégrale ∫ fdBκ (ω2) est la limite au sens presque sûr des intégrales∫

fkndB
κ (ω2) .Mais à nouveau se pose le problème de la mesurabilité de Xκ

l : 
ertesle pro
essus est mesurable par rapport à ω2 lorsqu'on �xe un ω1 ; mais 
elan'assure pas la mesurabilité par rapport au 
ouple (ω1, ω2) .
77. Nous ne sommes pas i
i dans la situation du Théorème de Fubini � la mesurabilitépar rapport au 
ouple (ω1, ω2) entraîne la mesurabilité par rapport à ω2 lorsque ω1 est�xé ; mais dans la situation inverse.



94 Nous proposons la solution suivante pour 
ontourner tous 
es problèmes :d'après le Théorème 3.3 de [45℄, l'ensemble des fon
tions simples est densedans Lκ et 
et espa
e est 
omplet ; il possède don
 une base dénombrable defon
tions simples (bi) . La dé�nition dé�nitive de Xκ
l est

Xκ
l (t) = lim

n→∞
l−κ

n∑

i=1

〈e 1
2
ωl(.)(ω1)1[0,t[ (.) , bi〉κ

∫
bidB

κ (ω2) , (3.38)la limite étant prise dans L2 (Ω1 × Ω2) .
8 Autrement dit, si l'on note πn laproje
tion sur Vect (b1, . . . , bn) , Xκ

l est dé�ni par
Xκ
l (t) = lim

n→∞
l−κ

∫
πn

(
e

1
2
ωl(.)(ω1)1[0,t[ (.)

)
dBκ (s) (ω2) . (3.39)Une présentation rigoureuse (
onsistan
e de la dé�nition, preuve de lamesurabilité, et
.) est donnée dans le sous-
hapitre suivant.3.2 Résultats prin
ipauxComme dans le sous-
hapitre 3.1, on pose κ = H − 1/2 et on travailleave
 le fBm d'indi
e 0 < H < 1/2. On note en
ore Bκ à la pla
e de BH .On 
onsidère une modi�
ation 
àdlàg du pro
essus ωl (Eq. (1.39)), dé�niesur un espa
e probabilisé (Ω1,F1,P1) (une telle modi�
ation existe d'aprèsla dis
ussion p.454 de [8℄) et on pose

Yl(s) = e
1
2
ωl(s). (3.40)D'après le Théorème 3.3 de [45℄, l'ensemble des fon
tions simples estdense dans Lκ et 
et espa
e est un espa
e de Hilbert ; il existe don
 unebase orthonormale (bi) de fon
tions simples. Pour 
es fon
tions, on dé�nit∫

bidB
κ 
omme dans la se
tion 3.1.1 (Eq. (3.19)) sur un deuxième espa
eprobabilisé (Ω2,F2,P2) . En parti
ulier, ωl et Bκ sont indépendants.Le pro
essus prin
ipal {Xκ

l (t)}t∈[0,1] est dé�ni sur l'espa
e probabilisé
(Ω,F ,P) =

(
Ω1 × Ω2,F1

⊗
F2,P1 × P2

) (3.41)par la formule
Xκ
l (t) (ω1, ω2) = lim

n→∞
l−κ

n∑

i=1

〈Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.), bi〉κ
∫
bidB

κ (ω2) , (3.42)8. En � séparant � ω1 et ω2, on règle en�n le problème de la mesurabilité de Xκ
l .



3.2. RÉSULTATS PRINCIPAUX 95la limite étant prise dans L2 (Ω1 × Ω2) . Pour simpli�er on utilise la notation
Xκ
l (t) = l−κ

∫ t

0
Yl(s)dB

κ(s). (3.43)On va d'abord prouver que 
e pro
essus est bien dé�ni et qu'il admet unemodi�
ation 
ontinue (se
tion 3.2.1). Ensuite on démontrera que la suite depro
essus Xκ
l 
onverge en loi dans C [0, 1] vers un pro
essus limite multifra
-tal (se
tion 3.2.2).A partir de maintenant, (Ω,F ,P) sera toujours l'espa
e dé�ni par (3.41)et l'expression EX (resp. E1X, E2X) désignera l'intégrale d'une variablealéatoire X par rapport à la mesure P (resp. P1, P2).L'ensemble D des nombres dyadiques rationnels apparaîtra souvent dans
ette se
tion et la suivante. On rappelle qu'il s'agit des nombres de la forme

p/2j ave
 p ∈ Z, j ∈ N.Remarque 3.3 Par hypothèse, on travaille ave
 une modi�
ation 
àdlàg de
Yl. Par 
onséquent, les expressions du type E1

∥∥Yl1[0,1]
∥∥2
∞
, E1N

γ
0,1Yl, et
., quiapparaissent dans la suite du texte sont bien dé�nies (il n'y a pas de problèmede mesurabilité).3.2.1 Propriétés de base de Yl et de X

κ
lDans 
ette se
tion, on �xe un réel l dans l'intervalle ]0, 1[ . On fera souventusage du lemme suivant dans les démonstrations.Lemme 3.4 Soit 0 < γ < 1/2 et soit Yl le pro
essus dé�ni par (3.40). Alors

E1

∥∥Yl1[0,1]
∥∥2
∞
<∞ et E1N

γ
0,1Yl <∞ (Nγ

0,1 est dé�ni par (3.24)).Le Lemme 3.4 est démontré dans le sous-
hapitre 3.4. La Propriété 3.5 
i-dessous a�rme que (3.43) est bien dé�ni et qu'il peut être 
onsidéré, P1−p.s.,
omme un pro
essus gaussien lorsqu'on le restreint aux nombres dyadiquesrationnels. Ce résultat nous permettra d'utiliser plus loin 
ertaines te
h-niques gaussiennes dans les démonstrations.Propriété 3.5 L'équation (3.43) dé�nit un pro
essus sur l'intervalle [0, 1] ,mesurable par rapport à la tribu 
ylindrique 9. De plus, pour P1− presquetout ω1, la restri
tion de 
e pro
essus à l'ensemble D des nombres dyadiquesrationnels a la même loi que le pro
essus gaussien l−κ
∫ t
0 Yl(s) (ω1) dB

κ(s),dé�ni sur (Ω2,F2,P2) 
omme dans la se
tion 3.1.1.9. On rappelle que la tribu 
ylindrique est la plus petite tribu qui rend mesurables lesappli
ations 
oordonnées.



96Démonstration Nous allons prouver que :1. L'expression
Xκ
l,n(t) (ω1, ω2) := l−κ

n∑

i=1

〈Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.), bi〉κ
∫
bidB

κ (ω2) (3.44)a un sens et dé�nit une variable aléatoire.2. Xκ
l,n(t) 
onverge dans L2 (Ω1 × Ω2) lorsque n tend vers l'in�ni.3. Pour P1− presque tout ω1, {Xκ

l (t) (ω1, .)}t∈D∩[0,1] est un pro
essusgaussien 
entré de 
ovarian
e
l−2κ〈Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.), Yl(.) (ω1) 1[0,t′[(.)〉κ. (3.45)Démonstration du Point 1. D'après la Propriété 3.2 et le Lemme 3.4,

P1 − p.s., pour tout t ∈ [0, 1] , la fon
tion Yl(.) (ω1)1[0,t[(.) appartient à
Lκ. Par 
onséquent, P1 − p.s., 〈Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.), bi〉κ a un sens (sur le sous-ensemble de P1−mesure nulle sur lequel on a au
une garantie d'appartenan
ede Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.) à Lκ pour tout t, on rempla
e 
ette variable aléatoire par
0). De 
e fait, pour tout 
ouple (ω1, ω2) , pour tout t ∈ [0, 1] , Xκ

l,n(t) (ω1, ω2)est bien dé�ni. En�n, le pro
essus Yl est 
àdlàg don
 Xκ
l,n(t), qui s'é
rit
omme somme et produit d'appli
ations mesurables par rapport à F1

⊗F2,est elle-même mesurable par rapport à 
ette tribu pour 
haque valeur de t.Démonstration du Point 2. D'après le Point 3 du Lemme 3.1 et le Lemme3.4, E1

∥∥Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.)
∥∥2
κ
est �nie. On peut don
 
onsidérer

Pn,m = EXκ
l,n(t)X

κ
l,m(t). (3.46)Les (bi) formant une base orthonormale, Pn,m se ré
rit

Pn,m = l−2κE1

min(m,n)∑

i=1

∣∣∣〈Yl(.) (ω1)1[0,t[(.), bi〉κ
∣∣∣
2
. (3.47)En remarquant que Pn,n = Pn,m ≤ Pm,m pour m ≥ n et en utilisant leThéorème de Beppo Levi, on voit que Pn,m 
onverge vers la quantité �nie

l−2κE1

∥∥Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.)
∥∥2
κ
lorsque n et m tendent vers l'in�ni. Il s'ensuitque Xκ

l,n(t) 
onverge dans L2 (Ω1 × Ω2) lorsque n tend vers l'in�ni.Démonstration du Point 3. Pour tout t, la variable aléatoire Xκ
l (t) estdé�nie 
omme la limite d'une sous-suite p.s. 
onvergente Xκ

l,pn
(t). L'ensemble

D étant dénombrable, pour P1− presque tout ω1, pour tous t1, . . . , tp dans
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D, le ve
teur (Xκ

l (t1) (ω1, .) , . . . ,X
κ
l (tp) (ω1, .)) est dé�ni sur (Ω2,F2,P2)
omme la limite d'une sous-suite P2 − p.s. 
onvergente

(
Xκ
l,mn

(t1) (ω1, .) , . . . ,X
κ
l,mn

(tp) (ω1, .)
)
. (3.48)Or 
e ve
teur est, P1 − p.s., le ve
teur gaussien 
entré de 
ovarian
e

l−2κ
mn∑

i=1

〈Yl(.) (ω1) 1[0,tj [(.), bi〉κ〈Yl(.) (ω1)1[0,tk[(.), bi〉κ. (3.49)D'après l'Identité de Parseval, 
ette expression 
onverge vers
l−2κ〈Yl(.) (ω1) 1[0,tj [(.), Yl(.) (ω1)1[0,tk [(.)〉κ. (3.50)Il résulte de 
e qui pré
ède que pour P1− presque tout ω1, {Xκ

l (t) (ω1, .)}t∈Dest un pro
essus gaussien 
entré de 
ovarian
e
l−2κ〈Yl(.) (ω1) 1[0,t[(.), Yl(.) (ω1) 1[0,t′[(.)〉κ. (3.51)

�L'existen
e d'une modi�
ation 
ontinue pour le pro
essus Xκ
l (Propriété3.8) est basée sur les deux lemmes suivants. Le premier de 
es lemmes donneune 
ondition né
essaire et su�sante pour qu'un pro
essus sto
hastique ad-mette une modi�
ation 
ontinue sur l'ensemble D des nombres dyadiquesrationnels. Le deuxième lemme permet de � 
ontr�ler � les nombres de R\D.Cha
un de 
es deux lemmes est démontré dans le sous-
hapitre 3.4.Lemme 3.6 Soit I un intervalle 
ompa
t de R et soit {Z(t)}t∈I un pro-
essus sto
hastique dé�ni sur un espa
e probabilisé (Ω0,F0,P0). Pour tout

ǫ > 0, 0 < δ < 1, on dé�nit
Fǫ(δ) = P0


 sup

|s−t|<δ
s,t∈D∩I

|Z(t)− Z(s)| ≥ ǫ


 . (3.52)Alors lim

δ→0
Fǫ(δ) existe. De plus, {Z(t)}t∈I admet une modi�
ation 
ontinuesur D si, et seulement si, pour tout ǫ > 0, lim

δ→0
Fǫ(δ) = 0.Lemme 3.7 Soit Xκ

l le pro
essus dé�ni par (3.43). Pour tout réel t0 ∈ [0, 1]

lim
t→t0

E |Xκ
l (t)−Xκ

l (t0)|2 = 0. (3.53)



98Propriété 3.8 Le pro
essus Xκ
l , dé�ni par (3.43), admet une modi�
ation
ontinue sur l'intervalle [0, 1] .Démonstration. Soit ǫ > 0 et soit 0 < δ ≤ 1. D'après la Propriété 3.5, pourpresque tout ω1, {Xκ

l (t) (ω1)}t∈D a la même loi que le pro
essus gaussien{
l−κ

∫ t
0 Yl(s) (ω1) dB

κ(s)
}
t∈D

. D'après la Propriété 3.2 et le Lemme 3.4, 
epro
essus admet une modi�
ation 
ontinue. On é
rit alors
P


 sup

|s−t|<δ
s,t∈D

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| ≥ ǫ


 = E1


P2


 sup

|s−t|<δ
s,t∈D

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| ≥ ǫ




 .(3.54)D'après le Lemme 3.6 (partie dire
te),

lim
δ→0

P2


 sup

|s−t|<δ
s,t∈D

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| ≥ ǫ


 = 0, P1 − p.s., (3.55)don
 d'après le Théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue

lim
δ→0

P


 sup

|s−t|<δ
s,t∈D

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| ≥ ǫ


 = 0. (3.56)D'après le Lemme 3.6 à nouveau (partie ré
iproque 
ette fois), Xκ

l admet unemodi�
ation 
ontinue Xκ
l sur D. On prolonge 
e pro
essus Xκ

l à l'intervalle
[0, 1] tout entier en posant

X
κ
l (t)(ω) = lim

s→t,s∈D
X
κ
l (s)(ω). (3.57)On sait d'après le Lemme 3.7 que pour tout t ∈ [0, 1]

lim
s→t

Xκ
l (s) = Xκ

l (t) dans L
2, (3.58)don


p.s., X
κ
l (t) = Xκ

l (t). (3.59)
�Remarque 3.9 La démonstration qui pré
ède utilise le 
ritère de Kolmo-gorov d'existen
e d'une modi�
ation 
ontinue. On notera que 
e 
ritère est
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l (il n'est pas du tout évident que Xκ

l en véri�e leshypothèses), mais au pro
essus gaussien sous-ja
ent.On peut s'étonner par ailleurs de l'usage des nombres dyadiques ration-nels dans la démonstration. En réalité, 
e n'est pas une 
ompli
ation inutile :on sait seulement que, pour presque tout ω1, on a l'égalité en loi entre pro-
essus
{Xκ

l (t) (ω1)}t∈D =d

{
l−κ

∫ t

0
Yl(s) (ω1) dB

κ(s)

}

t∈D

; (3.60)mais rien ne permet d'a�rmer que l'on peut rempla
er D par R dans 
etteégalité. Par ailleurs il ne nous paraissait pas 
lair que l'événement
{

sup
|s−t|<δ

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| ≥ ǫ

} (3.61)fusse mesurable si s et t avaient été des réels quel
onques dans [0, 1] .A�n de préserver la lisibilité du texte on notera en
ore Xκ
l la modi�
ationdu pro
essus obtenue dans la Propriété 3.8.3.2.2 Convergen
e en loi de X

κ
l et étude de la limite X

κOn �xe une nouvelle fois −1/2 < κ < 0. On prouve dans 
ette se
tionque, sous l'une ou l'autre des deux hypothèses(A) −1/2 < κ < −1/4 et ψ ( 1
2κ+1

)
< 1

2κ+1 − 1,(B) −1/4 ≤ κ < 0 et ψ (2) < 1,la suite de pro
essus Xκ
l (Eq. (3.43)) 
onverge en loi dans C [0, 1] vers unelimite non dégénérée Xκ lorsque l tend vers 0. On démontre que Xκ estmultifra
tal au sens de la Dé�nition 1.1, le spe
tre étant dé�ni par

ζ (q) =
q

2
− ψ

(q
2

)
. (3.62)Le s
héma de la démonstration de la 
onvergen
e en loi est 
lassique :on prouve d'abord que la suite {Xκ

l }l est équitendue dans C [0, 1] , puis onétablit la 
onvergen
e des lois marginales �ni-dimensionnelles. Pour démon-trer l'équitension, on travaille � à ω1 �xé � et on utilise des te
hniques demesures majorantes pour les pro
essus gaussiens (notre référen
e sur le sujetest le livre d'Adler [3℄).Observons pour 
ommen
er que 
ha
une des deux 
onditions (A) ou (B)implique



100(C) ψ ( 1
2κ+1

)
< 1

2κ+1 − 1 et ψ (2) < 1.En e�et, la fon
tion F : x 7→ x− ψ (x) est 
on
ave et F (1) = 1. Or dans lasituation (A) on a 1
2κ+1 > 2 et F ( 1

2κ+1

)
> 1, don
 F (2) > 1, soit ψ (2) < 1.Un raisonnement similaire s'applique dans la situation (B).On a besoin d'une nouvelle notation : étant donnée une fon
tion f àsupport dans [0, 1] , on dé�nit pour 0 ≤ t < t′ ≤ 1 :

M−κ
t,t′f =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
uκ−1vκ−1

∫ t′

t
|f (s)− f (s+ u)| |f (s)− f (s+ v)|dsdudv.(3.63)La preuve de l'équitension repose sur les deux lemmes (démontrés dansle sous-
hapitre 3.4) :Lemme 3.10 Soit Yl le pro
essus dé�ni par l'équation (3.40). Si ψ (2) < 1,la quantité l−2κE1M

−κ
0,1

(
Yl1[0,1]

) est uniformément majorée par rapport à l.Lemme 3.11 Soit f ∈ Lκ une fon
tion à support dans [0, 1] . On supposeque M−κ
0,1f <∞ et qu'il existe deux réels positifs p et q véri�ant :1. 1
p +

1
q = 1 ;2. q (κ− 1/2) > −1 ;3. f ∈ Lp.On 
onsidère le pro
essus gaussien G (t) =

∫ t
0 f (s) dB

κ (s) , dé�ni sur unespa
e probabilisé (Ω0,F0,P0) .Il existe une fon
tion h (κ, η) , indépendante de f, véri�ant
limη→0 h (κ, η) = 0 et telle que

E0

(
sup

|t−s|<η
|G(t)−G(s)|

)
≤ h (κ, η)

(
M−κ

0,1f + ‖f‖pp + 1
)
. (3.64)Propriété 3.12 Sous 
ha
une des deux 
onditions (A) ou (B), la suite

{Xκ
l }l (Eq. (3.43)) est équitendue dans C [0, 1] .Démonstration. On 
ommen
e par prouver l'existen
e de deux réels p et

q satisfaisant aux hypothèses du Lemme 3.11, ave
 f = l−κYl1[0,1], et telsque
sup
l

E1

∥∥l−κYl1[0,1]
∥∥p
p
<∞. (3.65)On a vu au début de 
ette se
tion que les 
onditions (A) et (B) entraînaient

ψ
(

1
2κ+1

)
< 1

2κ+1 − 1. Cette inégalité se ré
rit ψ ( 1
2(κ+1/2)

)
< −κ

κ+1/2 , don
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ontinuité il existe un réel p > 1
κ+1/2 tel que ψ (p/2) < −κp.Et 
omme

E1

∥∥l−κYl1[0,1]
∥∥p
p
= l−κp

∫ 1

0
E1e

p
2
ωl(s)ds = l−κpeψ(

p
2)(1−log l), (3.66)on a bien (3.65). En�n, l'inégalité p > 1

κ+1/2 implique que le 
onjugué q de
p (au sens où 1

p +
1
q = 1) véri�e q (κ− 1/2) > −1.Venons-on maintenant à la preuve de l'équitension proprement dite.D'après le Théorème 4.10 de [27℄, il su�t pour prouver 
ette équitension demontrer que
lim
η→0

sup
l

E sup
|s−t|<η
s,t∈[0,1]

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| = 0. (3.67)Le pro
essusXκ
l étant 
ontinu, on peut rempla
er l'espéran
e dans le membrede gau
he de l'équation 
i-dessus par

E sup
|s−t|<η

s,t∈D∩[0,1]

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| . (3.68)On a don

E sup

|s−t|<η
s,t∈[0,1]

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| = E1


E2


 sup

|s−t|<η
s,t∈D∩[0,1]

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)|




 . (3.69)On sait d'après la Propriété 3.5 que, pour presque tout ω1, {Xκ

l (t) (ω1)}t∈Da la même loi que le pro
essus gaussien {l−κ ∫ t0 Yl(s)dBκ(s)
}
t∈D

. Le raison-nement mené au début de la preuve montre que le Lemme 3.11 s'applique sil'on prend f = l−κYl1[0,1].
10 Il vient alors :

E sup
|s−t|<η
s,t∈[0,1]

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)|

≤ h (κ, η) E1

(
l−2κM−κ

0,1

(
Yl1[0,1]

)
+
∥∥l−κYl1[0,1]

∥∥p
p
+ 1
)
. (3.70)L'équation (3.65) et le Lemme 3.10 donnent alors :

lim
η→0

sup
l

E sup
|s−t|<η
s,t∈[0,1]

|Xκ
l (t)−Xκ

l (s)| = 0. (3.71)
�10. Notons que le Lemme 3.11 
on
erne des pro
essus indexés par R, alors que l'ontravaille i
i ave
 un pro
essus indexé par D.Mais les résultats sur la majoration du modulede 
ontinuité pour un pro
essus indexé par R s'appliquent de façon évidente si l'on restreintl'ensemble d'indexation de 
e pro
essus aux dyadiques rationnels.



102Remarque 3.13 La démonstration qui pré
ède, 
omme 
elle de l'existen
ed'une modi�
ation 
ontinue (Propriété 3.8), 
onsiste à se ramener au pro
es-sus gaussien sous-ja
ent en se restreignant aux nombres dyadiques rationnels.Notons deux 
hoses importantes à 
e sujet :� il n'est pas fait usage dans la démonstration de l'équitension du 
ritèrehabituel d'équitension de Kolmogorov � il semble ne pas pouvoir s'ap-pliquer i
i ; ni des inégalités de Borell ou de Slepian (qui, à l'inversede 
e qui se passe dans le 
as κ > 0 � voir [1℄, semblent ne pas donnerde résultat su�samment fort i
i). La démonstration de l'équitensionrepose en fait essentiellement sur le Lemme 3.11, dont la preuve faitappel aux te
hniques de mesures majorantes pour les pro
essus gaus-siens ;� les mêmes te
hniques de mesures majorantes pourraient s'appliquerpour démontrer l'existen
e d'une modi�
ation 
ontinue des pro
essusde la forme ∫ t0 g (s) dBκ (s) (Propriété 3.2). Nous ne les avons pasutilisées dans la démonstration de la Propriété 3.2 dans un sou
i desimpli
ité.On se tourne à présent vers la 
onvergen
e des lois marginales �ni-dimensionnelles. Dans le 
hapitre 2 de la thèse, 
elle-
i a toujours été la
onséquen
e de la 
onvergen
e en moyenne quadratique. I
i, 
ette 
onver-gen
e en moyenne quadratique n'a pas lieu ; on ne peut pas faire usage nonplus des te
hniques de martingales abondamment utilisées dans les arti
lesdédiés à la 
onstru
tion des mar
hes aléatoires multifra
tales lorsque κ ≥ 0[8, 38, 31, 1℄. Tout 
e
i entraîne quelques 
ompli
ations...Propriété 3.14 Soit Xκ
l le pro
essus dé�ni par (3.43). On suppose que

ψ(2) < 1. Alors pour tous réels t1, t2, . . . , tn dans [0, 1] , le ve
teur aléatoire
(Xκ

l (t1),X
κ
l (t2), . . . ,X

κ
l (tn)) 
onverge en loi, lorsque l tend vers 0, vers unelimite non dégénérée.Démonstration. Il su�t de prouver que, pour tous u1, . . . , un, t1, . . . , tn,la fon
tion 
ara
téristique

Eei{u1Xκ
l (t1)+u2X

κ
l (t2)+···+unXκ

l (tn)} (3.72)
onverge et que la limite des lois marginales uni-dimensionnelles n'est pasdégénérée.En raisonnant 
omme dans la démonstration du Point 3 de la Propriété3.5, on voit que pour P1− presque tout ω1, le ve
teur (Xκ
l (t1), . . . ,X

κ
l (tn))est gaussien 
entré de 
ovarian
e

l−2κ〈Yl(.) (ω1)1[0,tj [(.), Yl(.) (ω1) 1[0,tk[(.)〉κ. (3.73)
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 é
rire
Eei{u1Xκ

l (t1)+u2X
κ
l (t2)+···+unXκ

l (tn)}

= E1

(
E2e

i{u1Xκ
l (t1)+u2X

κ
l (t2)+···+unXκ

l (tn)}
)

= E1e
−l−2κ‖∑i uiYl1[0,ti[

‖2

κ

= E1e
−Γ(κ+1)2

c1(κ)
2 l−2κ‖D−κ

− (
∑

i uiYl1[0,ti[
)‖2

2 . (3.74)D'après le Lemme 3.15 
i-dessous, l−2κ〈D−κ
−

(
Yl1[0,t[

)
,D−κ

−

(
Yl1[0,t′[

)
〉
2
onverge dans L1 (Ω1) pour toutes valeurs de t, t′. C'est don
 aussi le 
as de

l−2κ
∥∥D−κ

−

(∑
i uiYl1[0,ti[

)∥∥2
2
. Par 
onséquent, en vertu de l'inégalité

∣∣e−x − e−y
∣∣ ≤ |x− y| , x ≥ 0, y ≥ 0, (3.75)la fon
tion 
ara
téristique (3.72) 
onverge. En�n, d'après le Lemme 3.15, leslimites des lois marginales uni-dimensionnelles ne sont pas dégénérées. �Lemme 3.15 Soit Yl le pro
essus dé�ni par (3.40). On suppose que ψ(2) <

1. Pour 0 < t < t′, 
ha
une des deux suites l−2κ
∥∥D−κ

−

(
Yl1[0,t[

)∥∥2
2
et

l−2κ〈D−κ
−

(
Yl1[0,t[

)
,D−κ

−

(
Yl1[t,t′[

)
〉
2

onverge dans L1 (Ω1) vers une limitenon nulle lorsque l tend vers 0.La preuve du Lemme 3.15 est donnée dans le sous-
hapitre 3.4. Le lemme quisuit est le point 
lef pour démontrer la propriété multifra
tale ; il est aussidémontré dans le sous-
hapitre 3.4.Lemme 3.16 Pour tous réels 0 < λ ≤ 1, 0 < l < 1, on a l'égalité en loientre pro
essus :

{Xκ
λl(λt)}t =d

{
λ

1
2 e

1
2
ΩλXκ

l (t)
}
t
, (3.76)où Ωλ est une variable aléatoire de fon
tion 
ara
téristique EeiqΩλ = λ−ϕ(q),indépendante de Xκ

l .Nous sommes maintenant en mesure d'énon
er le résultat prin
ipal de lathèse.Propriété 3.17 Soit Xκ
l le pro
essus dé�ni par (3.43). On suppose que l'unedes deux 
onditions (A) ou (B) est remplie. Alors :1. Xκ

l 
onverge en loi dans C [0, 1] , lorsque l tend vers 0, vers une limitenon dégénérée Xκ.



1042. On a l'égalité en loi entre pro
essus
{Xκ(λt)}t =d

{
λ1/2e

1
2
ΩλXκ(t)

}
t
, (3.77)où la variable aléatoire Ωλ, indépendante de Xκ, a pour fon
tion 
a-ra
téristique EeiλΩλ = λ−ϕ(q).3. Xκ véri�e la propriété multifra
tale

E |Xκ(t)|2q = E |Xκ(1)|2q tq−ψ(q) (3.78)pour tout 0 ≤ q < qmax tel que Xκ(1) ait un moment d'ordre 2q �ni.Démonstration.Démonstration du Point 1. D'après la Propriété 3.12, la suite {Xκ
l }l estéquitendue dans C [0, 1] , don
 il existe une sous-suite 
onvergeant vers unpro
essus limite Xκ. De plus, on sait d'après la Propriété 3.14 que les loismarginales �ni-dimensionnelles 
onvergent (la Propriété 3.14 s'applique bienpuisqu'on a vu au début de la se
tion 3.2.2 que la 
ondition (A) entraînaitl'inégalité ψ(2) < 1). Par un argument 
lassique (voir par exemple la preuvedu Théorème 4.15 dans [27℄), Xκ

l 
onverge en loi versXκ dans C [0, 1] . En�n,d'après la Propriété 3.14, le pro
essus limite n'est pas dégénéré.Démonstration du Point 2. Puisque Xκ
l et Ωλ sont indépendants, en pre-nant la limite dans (3.76) on obtient (3.77).Démonstration du Point 3. On prend λ = t et t = 1 dans l'équation(3.77). �Remarque 3.18 Le spe
tre multifra
tal est le même que 
elui obtenu parBa
ry et Muzy [8, 38℄ dans l'étude de la MRW (autrement dit dans le 
as

κ = 0) :
ζ (q) =

q

2
− ψ

(q
2

)
. (3.79)Ce
i est assez surprenant, puisqu'on aurait pu s'attendre à voir apparaîtrel'exposant κ dans l'expression du spe
tre (
omme dans les arti
les de Ludenaet d'Abry et al. [31, 1℄).Notons par ailleurs la relation ζ (2) = 1, qui est un résultat 
lassique en�nan
e (on renvoie par exemple à la �gure 2, dans le 
hapitre 1 de la thèse).Il est don
 possible qu'il y ait des appli
ations pratiques de notre travail dans
e domaine 11.11. Si le spe
tre (3.79) est le même que 
elui de la MRW de Ba
ry et Muzy, notrepro
essus limite est 
ependant fort di�érent du leur. Notre modèle est don
 
omplètementnouveau.



3.3. ETUDE D'UNE VERSION AFFINE PAR MORCEAUX DE Xκ 105On évoque en�n la question de l'existen
e des moments du pro
essuslimite Xκ obtenu dans la Propriété 3.17.On remarque d'abord que les moments d'ordre 0 ≤ p < 2 sont �nis. Ene�et, un 
orollaire quasi immédiat du Lemme 3.10 est que supl E|Xκ
l (t)|2 est�ni. Par 
onséquent la limite en loi Xκ(t) de Xκ

l (t) a un moment d'ordre
p pour tout 0 ≤ p < 2. De plus, dans 
e 
as, E |Xκ

l (t)|p 
onverge vers
E |Xκ(t)|p .Une 
ondition su�sante et une 
ondition né
essaire d'existen
e du mo-ment d'ordre p ≥ 2 sont données dans [8℄ lorsque κ = 0 et dans [31, 1℄ lorsque
0 < κ < 1/2 (dans 
e dernier 
as, la 
ondition su�sante n'est donnée quedans le 
as où p est un nombre pair). Dans 
ette thèse (−1/2 < κ < 0), notreseul résultat est :

E |Xκ(t)|p <∞ ⇒ ζ (p) ≥ 1. (3.80)En e�et, en faisant le même raisonnement que dans la démonstration duLemme 3 de [8℄, on obtient
E |Xκ(t)|p ≥ 21−ζ(p)E |Xκ(t)|p , (3.81)
e qui implique la relation (3.80).Question ouverte 3.19 La re
her
he d'une 
ondition su�sante d'existen
edu moment d'ordre p ≥ 2 dans le 
as κ < 0 est une question ouverte. Unexamen rapide du 
as p = 4 (le plus simple a priori) laisse entrevoir la di�-
ulté du problème ; il semble en tout 
as que les power 
ounting te
hniques de[14℄, qui ont permis de résoudre 
e problème dans le 
as κ > 0 (voir [31, 1℄),soient inopérantes i
i.Question ouverte 3.20 La Propriété 3.17 est énon
ée sous l'une des deux
onditions (A) ou (B). Je pense que la 
ondition plus faible ψ (2) < 1 esten réalité su�sante pour que les 
hoses fon
tionnent. Mais en dépit d'unelongue re
her
he, je n'ai pas pu le démontrer.3.3 Etude d'une version a�ne par mor
eaux de X

κComme 
'était le 
as pour le pro
essus XS (voir 
hapitre 2), une utilisa-tion pratique du pro
essus Xκ n'est possible que si l'on en donne une versionsimple. Nous 
onsa
rons 
e sous-
hapitre à l'étude d'une version a�ne parmor
eaux, dont nous nous servons pour faire des simulations.



106On rappelle les notations du sous-
hapitre pré
édent :
Yl(s) = e

1
2
ωl(s) (3.82)

Xκ
l (t) = l−κ

∫ t

0
Yl(s)dB

κ(s). (3.83)Le pro
essus Xκ est la limite en loi dans C [0, 1] de la suite (Xκ
l ) (voirPropriété 3.17).On dé�nit le pro
essus a�ne par mor
eaux

X̃κ
n(t) = nκ

∫ t

0
e

1
2
ω1/n(⌊n2s⌋/n2)dBκ(s), t ∈ [0, 1] . (3.84)Il est fa
ile de voir que 
e pro
essus est bien dé�ni (nous ne nous attardonspas sur 
e problème). On admettra qu'il fournit une bonne version simpledu pro
essus Xκ. 12Venons-en aux simulations numériques. On pose

∆X̃ (i) = X̃κ
n

(
i

n2

)
− X̃κ

n

(
i− 1

n2

)
. (3.85)Le ve
teur

Vn =
(
∆X̃ (1) ,∆X̃ (2) , . . . ,∆X̃

(
n2
)) (3.86)a même loi que

Wn = n−κ−1

(
Y 1

n
(0) e1, Y 1

n

(
1

n2

)
e2, . . . , Y 1

n

(
n2 − 1

n2

)
en2

)
, (3.87)

ei étant un bruit blan
 gaussien fra
tionnaire � autrement dit un pro
essusgaussien 
entré stationnaire de 
ovarian
e
cov (e0, ei) =

1

2

(
|i+ 1|2κ+1 − 2 |i|2κ+1 + |i− 1|2κ+1

)
. (3.88)On représente sur la �gure 3.1 deux traje
toires de X̃κ

n (t) sur l'intervalle [0, 1]à partir de Wn dans le 
as où Y1/n est log-gaussien et ave
 n = 27. L'unedes deux traje
toires 
orrespond à κ = −0.4 et l'autre à κ = −0.1. Commedans le 
hapitre 1, le pro
essus Y1/n et le bruit blan
 gaussien fra
tionnaire
ei sont simulés grâ
e à la méthode de simulation de pro
essus gaussiens parmatri
e 
ir
ulante. On estime aussi dans 
haque 
as la densité de X̃κ

n (1) àpartir d'é
hantillons de taille 10000.12. Malgré mes re
her
hes en 
e sens, je ne suis pas parvenu à démontrer de résultat de
onvergen
e au sujet de X̃κ
n .
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Figure 3.1 � Simulation de la version a�ne par mor
eaux. On asimulé X̃κ
n (t) pour κ = −0.4, κ = −0.1, ave
 n = 27 et dans le 
as où

Y1/n est log-gaussien de paramètre λ = 0.5. L'allure des traje
toires esttypique des multifra
tals ; la 
ourbe dans le 
as κ = −0.1 étant d'ailleurstrès pro
he du type de 
elles que l'on obtient lorsqu'on simule la MRW deBa
ry et Muzy (don
 lorsque κ = 0) � des traje
toires de 
ette MRW sontreprésentées dans [38℄. Deux histogrammes, 
onstruits à partir d'é
hantillonsde longueur 10000, donnent une idée de la distribution limite Xκ (1) ; on yobserve une di�éren
e signi�
ative entre les 
as κ = −0.4 et κ = −0.1 (déjànettement visible sur les �gures du haut), mettant en éviden
e la diversitédes pro
essus limites que l'on peut obtenir ave
 notre étude.3.4 Démonstrations des lemmesDans la se
tion 3.4.1, on démontre le Lemme 3.1 et plusieurs résultats quien dé
oulent ou dont la preuve en est pro
he : les Lemmes 3.4, 3.7 et 3.10.Les se
tions 3.4.2, 3.4.3, 3.4.4 et 3.4.5 sont respe
tivement 
onsa
rées auxdémonstrations des Lemmes 3.15, 3.16, 3.6 et 3.11. Avant toutes 
es preuves,on énon
e deux résultats te
hniques qui seront utilisés de nombreuses foisdans la suite (le premier de 
es résultats est une 
onséquen
e dire
te duLemme 1 de [8℄).



108Lemme 3.21 Soit 0 < l < 1. Pour tous s, u dans R, E1 (Yl(s))
2 = 1 et

E1Yl(s)Yl(s+ lu) = e2ψ(1/2)[rl(0)−rl(lu)], où rl est la fon
tion paire dé�nie par
rl(u) =





1− ln l − u/l si 0 ≤ u ≤ l

− lnu si l < u ≤ 1

0 si 1 < u.

(3.89)Lemme 3.22 La quantité E1 |Yl(s)− Yl(s + lu)|2 est majorée par π (u) , où
π est dé�nie par

π(u) =

{
−4ψ (1/2) u si 0 ≤ u ≤ 1

4 si 1 < u.
(3.90)De plus ψ (1/2) est stri
tement négatif.Démonstration. Lorsque u > 1, la majoration de E1 |Yl(s)− Yl(s+ lu)|2est immédiate d'après le Lemme 3.21. Lorsque 0 ≤ u ≤ 1, on a rl(0) −

rl (lu) = u. Don
 dans 
e 
as E1 |Yl(s)− Yl(s+ lu)|2 = 2 − 2e2ψ(1/2)u. Onrappelle à présent que ψ est 
onvexe et que ψ(0) = ψ(1) = 0. Par hypothèse,la mesure ν, dont on a rappelé la dé�nition au début du 
hapitre 3, n'estpas dégénérée ; don
 ψ (1/2) est stri
tement négatif. Il vient don
 l'inégalité
E1 |Yl(s)− Yl(s+ lu)|2 ≤ −4ψ (1/2) u. �3.4.1 Démonstration des Lemmes 3.1, 3.4, 3.7 et 3.10Démonstration du Lemme 3.1Notons d'abord que le Point 2 est évident.Démonstration du Point 1. Si |D|γ1− f appartient L2, alors on peut dire lamême 
hose de D

γ1
− f. Don
 d'après le Théorème 6.2 de [50℄, f appartient à

L−γ1 .Démonstration du Point 3. On note k(γ1) = γ1
Γ(−γ1+1) . Par dé�nition

∥∥|D|γ1− f1[t,t′[
∥∥2
2

=

∫

R

[
k(γ1)

∫ ∞

0

∣∣f(s)1[t,t′[(s)− f(s+ u)1[t,t′[(s+ u)
∣∣

uγ1+1
du

]2
ds. (3.91)



3.4. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 109En utilisant l'inégalité (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), on obtient
∥∥|D|γ1− f1[t,t′[

∥∥2
2
≤ 2

∫ t′

t

[
k(γ1)

∫ t′−s

0
|f(s)− f(s+ u)|u−γ1−1du

]2
ds

︸ ︷︷ ︸
A

+ 2

∫ t′

t

[
k(γ1)

∫ ∞

t′−s
|f(s)|u−γ1−1du

]2
ds

︸ ︷︷ ︸
B

+

∫ t

−∞

[
k(γ1)

∫ t′−s

t−s
|f(s+ u)| u−γ1−1du

]2
ds

︸ ︷︷ ︸
C

. (3.92)Des majorations grossières donnent
B ≤ a1(γ1)‖f‖2∞

(
t′ − t

)−2γ1+1 (3.93)pour une 
ertaine 
onstante a1(γ1) et
C ≤ a2(γ1)‖f‖2∞

(
t′ − t

)−2γ1+1 (3.94)pour une autre 
onstante a2(γ1). En�n
A = 2k(γ1)

2N
γ1
t,t′f. (3.95)Démonstration du Point 4. On prouve d'abord que, pour toute fon
tion

g ∈ L−γ2 ,
‖g(.) − g(.+ t)‖22 ≤ b (γ2) t

2γ2
∥∥Dγ2

− g
∥∥2
2
, (3.96)la 
onstante b (γ2) étant indépendante de g. Notre méthode s'inspire du pa-ragraphe 6.2 de [50℄ : supposons que g ∈ L−γ2 . Alors d'après l'équation (6.1)et le Théorème 6.1 de [50℄, il existe une fon
tion φ ∈ L2(R) telle que g = Iγ2− φd'une part, et Dγ2

− g = φ d'autre part. Pour t > 0,

g (x)− g (x+ t)

=
tγ2

Γ (γ2)

[∫ ∞

0
φ (x+ tz) zγ2−1dz −

∫ ∞

1
φ (x+ tz) (z − 1)γ2−1 dz

]

= tγ2
∫ ∞

0
k(z)φ (x+ tz) dz, (3.97)ave


k(z) =
1

Γ (γ2)

{
zγ2−1 si 0 < z < 1

zγ2−1 − (z − 1)γ2−1 si z > 1.
(3.98)



110Appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz ave
 la mesure dλ(x) = |k(x)|dx
‖k‖1

,on obtient
‖g(.) − g(. + t)‖22 ≤ ‖k‖21 t2γ2

∫ ∫ ∞

0
|φ (x+ tz)|2 dλ(z)dx, (3.99)
'est-à-dire

‖g(.) − g(.+ t)‖22 ≤ ‖k‖21 ‖φ‖22 t2γ2 . (3.100)Cela prouve (3.96).Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Point 4. D'après lePoint 3, il su�t de prouver que
N
γ1
t,t′f ≤ b1 (γ1, γ2)

(
t′ − t

)2γ2−2γ1
∥∥|D|γ2− f

∥∥2
2
, (3.101)pour une 
ertaine 
onstante universelle b1 (γ1, γ2) . Observons d'abord que

N
γ1
t,t′f ≤



∫ t′−t

0
u−γ1−1

(∫ t′−u

t
|f(s)− f(s+ u)|2 ds

)1/2

du



2

, (3.102)en vertu de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz. En tenant 
ompte de (3.96) onobtient alors
N
γ1
t,t′f ≤

[∫ t′−t

0
u−γ1−1 ‖f(.)− f (.+ u)‖2 du

]2

≤ b (γ2)
2
∥∥Dγ2

− f
∥∥2
2

[∫ t′−t

0
uγ2−γ1−1du

]2

≤ b (γ2)
2

2γ2 − 2γ1

∥∥Dγ2
− f
∥∥2
2

(
t′ − t

)2γ2−2γ1 . (3.103)Cette inégalité entraîne (3.101) ; elle a
hève don
 la démonstration duPoint 4. �Démonstration des Lemmes 3.4 et 3.10On pose Vl = Yl1[0,1] et on 
onsidère un réel 0 < γ < 1/2. Ave
 les mêmes
al
uls que dans la démonstration du Point 3 du Lemme 3.1, on voit que
M

γ
0,1Vl ≤ 2Nγ

0,1Vl +
2

γ2

∫ 1

0
V 2
l (s) (1− s)−2γ ds. (3.104)Il su�t don
 pour démontrer les Lemmes 3.4 et 3.10 de prouver que :



3.4. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 1111. E1 ‖Vl‖∞ <∞.2. supl l
2γE1

(
N
γ
0,1Vl

)
<∞.3. supl l

2γE1

(∫ 1
0 V

2
l (1− s)−2γ ds

)
<∞.Le Point 1 a déjà été démontré par Ba
ry et Muzy (Lemme 5 dans [8℄)et le Point 3 est immédiat, puisque E1V

2
l (s) = 1 (Lemme 3.21).Voi
i la preuve du Point 2 : d'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz

E1N
γ
0,1 (Vl) ≤

{∫ 1

0
u−γ−1

(∫ 1−u

0
E1 |Vl(s)− Vl(s+ u)|2 ds

)1/2

du

}2

.(3.105)Don
 par le 
hangement de variable u = lv et d'après le Lemme 3.22
l2γE1N

γ
0,1 (Vl) ≤

{∫ 1/l

0
v−γ−1

(∫ 1−lv

0
E1 |Vl(s)− Vl(s+ lv)|2 ds

)1/2

dv

}2

≤
{∫ ∞

0
v−γ−1

(∫ 1

0
π(v)ds

)1/2

dv

}2 (3.106)(π est dé�nie par (3.90)). La dernière expression 
i-dessus est �nie et nedépend pas de l. Le Point 2 est don
 démontré. �Démonstration du Lemme 3.7Supposons par exemple que t0 < t. En utilisant la même méthode quedans la preuve du Point 3 de la Propriété 3.5, on voit que P1−p.s., la variable
Xκ
l (t) (ω1)−Xκ

l (t0) (ω1) est gaussienne et que
E |Xκ

l (t)−Xκ
l (t0)|2 = l−2κE1

∥∥D−κ
−

(
Yl1[t0,t[

)∥∥2
2
. (3.107)Par 
onséquent

E |Xκ
l (t)−Xκ

l (t0)|2 ≤ l−2κE1

∥∥|D|−κ−

(
Yl1[t0,t[

)∥∥2
2
. (3.108)On �xe à présent une valeur de −κ < γ < 1/2. En vertu du Point 4 duLemme 3.1,

E1

∥∥|D|−κ−

(
Yl1[t0,t[

)∥∥2
2

≤ b (−κ, γ) (t− t0)
2γ+2κ

[
E1

∥∥|D|γ−Yl1[0,1]
∥∥2
2
+ E1

∥∥Yl1[0,1]
∥∥2
∞

]
. (3.109)



112D'après le Point 3 du Lemme 3.1 et le Lemme 3.4, 
ha
une des deux quantités
E1

∥∥|D|γ−Yl1[0,1]
∥∥2
2
et E1

∥∥Yl1[0,1]
∥∥2
∞

est �nie. Il s'ensuit que
lim
t→t0

E |Xκ
l (t)−Xκ

l (t0)|2 = 0. (3.110)
�3.4.2 Démonstration du Lemme 3.15On donne d'abord une preuve détaillée de la 
onvergen
e de

l−2κ
∥∥D−κ

−

(
Yl1[0,t[

)∥∥2
2
. On dé�nit
Zl,κ (t) = l−2κ

∥∥D−κ
−

(
Yl1[0,t[

)∥∥2
2
. (3.111)En adoptant la même appro
he que dans la démonstration du Point 3 duLemme 3.1, on arrive à

Zl,κ (t) = l−2κ (D + E + F +G) , (3.112)ave

D =

∫ t

0

[
k(γ1)

∫ t−s

0
(Yl(s)− Yl(s+ u)) uκ−1du

]2
ds, (3.113)

E =

∫ t

0

[
k(γ1)

∫ ∞

t−s
Yl(s)u

κ−1du

]2
ds, (3.114)

F = 2

∫ t

0
[k(γ1)]

2
∫ t−s

0

∫ ∞

t−s
(Yl(s)− Yl(s+ u))Yl(s)u

κ−1vκ−1dvduds,(3.115)
G =

∫ t

−∞

[
k(γ1)

∫ t−s

−s
Yl(s+ u)uκ−1du

]2
ds. (3.116)L'égalité E1Y

2
l (s) = 1 (Lemme 3.21) entraîne la 
onverge de l−2κ (E +G)vers 0 dans L1 (Ω1) quand l tend vers 0. En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et en faisant un 
hangement de variable, on obtient

l−κE1 |F | ≤ 2

∫ t

0
[k(γ1)]

2
∫ (t−s)/l

0

∫ ∞

t−s

(
E1 |Yl(s)− Yl(s+ lu)|2

)1/2

×
(
E1 |Yl(s)|2

)1/2
uκ−1vκ−1dudvds.(3.117)



3.4. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 113D'après les Lemmes 3.21 et 3.22, E1 |Yl(s)|2 = 1 et E1 |Yl(s)− Yl(s+ lu)|2 ≤
π (u) (π est dé�ni par (3.90)). Cela donne

l−κE1 |F | ≤ 2

∫ t

0
[k(γ1)]

2
∫ ∞

0

∫ ∞

t−s
π(u)1/2uκ−1vκ−1dvduds ; (3.118)don
 l−2κF 
onverge vers 0 dans L1 (Ω1) quand l tend vers 0.En développant, en 
hangeant l'ordre d'intégration et en faisant un 
han-gement de variable, le dernier terme l−2κD peut se ré
rire

∫ t/l

0

∫ t/l

0
[k(γ1)]

2 uκ−1vκ−1

×
∫ t−max(lu,lv)

0
(Yl(s)− Yl(s+ lu)) (Yl(s)− Yl(s+ lv)) dsdudv.(3.119)Sa 
onvergen
e dans L1 (Ω1) vers une limite non nulle dé
oule du Lemme 3.23
i-dessous. Ce résultat, 
ombiné à 
eux qui pré
èdent, entraîne la 
onvergen
ede l−2κ

∥∥D−κ
−

(
Yl1[0,t[

)∥∥2
2
.On se tourne à présent vers

l−2κ〈D−κ
−

(
Yl1[0,t[

)
,D−κ

−

(
Yl1[t,t′[

)
〉
2
. (3.120)Dans 
e 
as on ne donne que les grandes lignes de la preuve. Cette expressionpeut se ré
rire

l−2κ〈D−κ
−

(
Yl1[0,t[

)
,D−κ

−

(
Yl1[t,t′[

)
〉
2
= I + II, (3.121)ave


I =l−2κ

∫ ∞

0

∫ ∞

0
uκ−1vκ−1

×
∫ 0

−∞
Yl(s + u)1[0,t[(s+ u)Yl(s+ v)1[t,t′[(s+ v)dsdudv (3.122)et

II =l−2κ

∫ ∞

0

∫ ∞

0
uκ−1vκ−1

×
∫ t

0

(
Yl(s)− Yl(s+ u)1[0,t[(s+ u)

)
Yl(s+ v)1[t,t′[(s+ v)dsdudv.(3.123)En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, on prouve que I 
onverge vers 0dans L1 (Ω1) . La 
onvergen
e de II vers une limite non nulle se démontreave
 la même te
hnique que 
elle employée un peu plus haut pour démontrerla 
onvergen
e de l−2κD. �



114Lemme 3.23 Soit 0 < t ≤ 1, −1/2 < κ < 0 et soit Yl le pro
essus dé�nipar (3.40). On dé�nit
Wl =

∫ t/l

0

∫ t/l

0
uκ−1vκ−1Wl (u, v) dudv, (3.124)ave


Wl (u, v) =

∫ t−max(lu,lv)

0
(Yl(s)− Yl(s+ lu)) (Yl(s)− Yl(s+ lv)) ds.(3.125)Sous l'hypothèse ψ (2) < 1, lorsque l tend vers 0, Wl 
onverge dans L1 (Ω1)vers une limite non nulle.Démonstration. Supposons pour le moment que nous sa
hions que pourtoutes valeurs de u et v, Wl (u, v) 
onverge dans L2. Dans 
e 
as, 
ette suite
onverge aussi dans L1. Par ailleurs

E |Wl −Wl′ | ≤
∫ t/l

0

∫ t/l

0
uκ−1vκ−1E |Wl′ (u, v) −Wl (u, v)|dudv (3.126)et E |Wl (u, v)| ≤ π (u)1/2 π (v)1/2 
omme dans la preuve du Lemme 3.15 (πest dé�nie par (3.90)). Don
 d'après le Théorème de 
onvergen
e dominéede Lebesgue, Wl 
onverge dans L1.Don
 le lemme sera démontré si on prouve que :1. Pour toutes valeurs de u et v, Wl (u, v) 
onverge dans L2.2. EWl 
onverge vers une limite non nulle.Preuve du Point 1. Il su�t de prouver que la limite suivante existe :

lim
(l,l′)→(0,0)

EWl (u, v)Wl′ (u, v) . (3.127)Pour 
ela on é
rit
EWl (u, v)Wl′ (u, v)

=

∫ t−max(lu,lv)

0

∫ t−max(l′u,l′v)

0
E (Yl(s)− Yl (s+ lu)) (Yl(s)− Yl(s+ lv))

×
(
Yl′(s

′)− Yl′(s
′ + l′u)

) (
Yl′(s

′)− Yl′(s
′ + l′v)

)
dsds′, (3.128)puis on développe l'intégrande dans (3.128) et on étudie la 
onvergen
e de
ha
un des 16 termes du développement.
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un de 
es termes est de la forme
∫ ∫

Yl(x1)Yl(x2)Yl′(x3)Yl′(x4), (3.129)où les xi dépendent de u, v, s, s′, l et l′. On démontre sa 
onvergen
e à l'aidedu Théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue. Il y a deux étapes :d'abord on prouve que l'intégrande dans (3.129) 
onverge ; ensuite on montrequ'elle est majorée par une fon
tion intégrable. On suppose dans les 
al
uls
i-dessous que l′ ≤ l et que s 6= s′ (
e qui n'enlève rien à la généralité duraisonnement).Pour 
ommen
er, on s'intéresse au problème de la 
onvergen
e. Puisque
Yl (z) = e

1
2
ωl(z) = e

1
2
P (Al(z)), le fait que P soit une mesure aléatoire nouspermet d'é
rire

EYl(x1)Yl(x2)Yl′(x3)Yl′(x4) =
EYl(x1)Yl(x2)Yl(x3)Yl(x4)× EYl′(x3)Yl′(x4)

EYl(x3)Yl(x4)
.(3.130)D'après le Lemme 1 dans [8℄, en supposant sans perte de généralité que

x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4, on obtient
EYl(x1)Yl(x2)Yl(x3)Yl(x4)

= eψ(2)rl(x4−x1)+ψ(3/2)[rl(x3−x1)+rl(x4−x2)−2rl(x4−x1)]

× eψ(1/2)[4rl(0)−2rl(x2−x1)−2rl(x3−x2)−2rl(x4−x3)+rl(x3−x1)+rl(x4−x2)].(3.131)On 
al
ule la limite de 
haque intégrande dans le développement de (3.128)à partir de l'équation (3.131) et du Lemme 3.21. Par exemple, le terme le� plus simple �
EYl(s)Yl(s)Yl′(s

′)Yl′(s
′) (3.132)
onverge vers ∣∣s− s′

∣∣−ψ(2) ; (3.133)et le � plus 
ompliqué �
EYl(s+ lu)Yl(s + lv)Yl′(s

′ + l′u)Yl′(s
′ + l′v) (3.134)
onverge vers ∣∣s− s′

∣∣−ψ(2) e4ψ(1/2)∆(|v−u|), (3.135)ave

∆(x) =

{
x si 0 ≤ x ≤ 1

1 + log x si 1 < x.
(3.136)



116La limite des 14 autres termes peut être obtenue de la même façon (il nenous semble pas utile de donner davantage de détails à 
e sujet).On se tourne à présent vers le problème de la majoration des intégrandesdans (3.128). Cha
une d'elles est de la forme
EYl(s+ y1)Yl(s+ y2)Yl′(s

′ + y3)Yl′(s
′ + y4), (3.137)où y1 et y2 peuvent être égaux à 0, lu ou lv ; et y3 et y4 à 0, l′u ou l′v.D'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz,

EYl(s+ y1)Yl(s + y2)Yl′(s
′ + y3)Yl′(s

′ + y4)

≤
[
EYl(s+ y1)

2Yl′(s
′ + y3)

2
]1/2 [

EYl(s+ y2)
2Yl′(s

′ + y4)
2
]1/2

. (3.138)Ave
 
ette te
hnique on obtient, pour le terme le plus simple
EYl(s)Yl(s)Yl′(s

′)Yl′(s
′) ≤

[
EYl(s)

2Yl′(s
′)2
]1/2 [

EYl(s)
2Yl′(s

′)2
]1/2

≤
∣∣s− s′

∣∣−ψ(2) . (3.139)Par hypothèse ψ (2) < 1, don
 ∫ t0 ∫ t0 |s− s′|−ψ(2) dsds′ < ∞ et le Théorèmede Lebesgue s'applique.Pour le terme le plus 
ompliqué (3.134), en utilisant (3.138) on obtient
EYl(s+ lu)Yl(s+ lv)Yl′(s

′ + l′u)Yl′(s
′ + l′v)

≤ e
1
2
ψ(2)[rl(s

′−s+l′u−lu)+rl(s
′−s+l′v−lv)]. (3.140)Comme 
e n'est pas su�sant pour appliquer le Théorème de Lebesgue, on
oupe le domaine d'intégration en deux. On note

Dl,l′ (u, v) := [0, t] × [0, t] ∩
{(
s, s′

)
,
∣∣s− s′

∣∣ < 2max
(
lu− l′u, lv − l′v

)}
.(3.141)Alors

EYl(s + lu)Yl(s+ lv)Yl′(s
′ + l′u)Yl′(s

′ + l′v) ≤ eψ(2)(1−log l) (3.142)à l'intérieur de Dl,l′ (u, v) et
EYl(s+ lu)Yl(s+ lv)Yl′(s

′ + l′u)Yl′(s
′ + l′v) ≤ eψ(2)rl[|s

′−s|/2] (3.143)à l'extérieur de Dl,l′ (u, v) .Par hypothèse ψ (2) < 1, don

lim

(l,l′)→(0,0)

∫ ∫

Dl,l′(u,v)
eψ(2)(1−log l)dsds′ = 0. (3.144)
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�té
eψ(2)rl[|s

′−s|/2] ≤
∣∣s′ − s

∣∣−ψ(2) 2ψ(2), (3.145)don
 le Théorème de Lebesgue s'applique �nalement bien et on aboutit à la
onvergen
e de
∫ t−max(lu,lv)

0

∫ t−max(l′u,l′v)

0
EYl(s+ lu)Yl(s+ lv)Yl′(s

′+ l′u)Yl′(s
′+ l′v)dsds′.(3.146)Un traitement similaire s'applique aux 14 autres termes dans le dévelop-pement de (3.128). Il s'ensuit que EWl (u, v)Wl′ (u, v) a une limite lorsque let l′ tendent vers 0.Preuve du Point 2. Le 
al
ul de EWl est immédiat en utilisant le Lemme3.21. Le Théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue permet alors d'ob-tenir

lim
l→0

EWl = t×
∫ ∞

0

∫ ∞

0
uκ−1vκ−1

[
1− e2ψ(1/2)∆(u) − e2ψ(1/2)∆(v) + e2ψ(1/2)∆(|v−u|)

]
dudv.(3.147)La fon
tion ∆ étant stri
tement 
roissante sur [0,∞[ , ave
 ∆(0) = 0 ; etle nombre ψ (1/2) étant stri
tement négatif (Lemme 3.22), la limite dans(3.147) est di�érente de 0. �3.4.3 Démonstration du Lemme 3.16On se donne t1, t2, . . . , tn dans [0, 1] et u1, u2, . . . , un dans R. En raison-nant 
omme dans la démonstration de la Proprieté 3.14, on é
rit :

Eei{u1Xκ
λl(λt1)+···+unXκ

λl(λtn)}

= E1

[
e
−(λl)−2κ∑

k,j ukuj〈Yλl(.)1[0,λtj [
(.),Yλl(.)1[0,λtk[

(.)〉
κ

]
. (3.148)Par dé�nition du produit s
alaire 〈., .〉κ,

〈g(.), h(.)〉κ = λ2κ+1〈g(λ.), h(λ.)〉κ. (3.149)Par 
onséquent
E1e

i{u1Xκ
λl(λt1)+···+unXκ

λl(λtn)}

= E1

[
e
−λl−2κ

∑

k,j ukuj〈Yλl(λ.)1[0,λtj [
(λ.),Yλl(λ.)1[0,λtk[(λ.)〉

κ

]
; (3.150)



118et d'après (1.45)
E1e

i{u1Xκ
λl(λt1)+···+unXκ

λl(λtn)}

= E1

[
e
−λeΩλ l−2κ

∑

k,j ukuj〈Yl(.)1[0,tj [
(.),Yl(.)1[0,tk[(.)〉

κ

]

= Eeiλ
1/2e(1/2)Ωλ{u1Xκ

l (t1)+···+unXκ
l (tn)}, (3.151)qui est l'égalité attendue. �3.4.4 Démonstration du Lemme 3.6La fon
tion δ 7→ Fǫ(δ) est positive et dé
roissante sur [0,+∞[ , don


lim
δ→0

Fǫ(δ) existe.On démontre d'abord la partie dire
te du Lemme : on suppose que
{Z(t)}t∈D∩I admet une modi�
ation 
ontinue Z̃. Les pro
essus Z et Z̃ ayantla même loi, pour tous ǫ > 0, 0 < δ ≤ 1,

P0


 sup

|s−t|<δ
s,t∈D∩I

|Z(t)− Z(s)| ≥ ǫ


 = P0


 sup

|s−t|<δ
s,t∈D∩I

∣∣∣Z̃(t)− Z̃(s)
∣∣∣ ≥ ǫ


 . (3.152)Par 
onséquent

Fǫ(δ) =

∫
1



 sup

|s−t|<δ
s,t∈D∩I

∣∣∣Z̃(t)− Z̃(s)
∣∣∣ ≥ ǫ



dP0. (3.153)L'intervalle I est 
ompa
t, don
 Z̃ est uniformément 
ontinu. Il s'ensuit que

1



 sup

|s−t|<δ
s,t∈D∩I

∣∣∣Z̃(t)− Z̃(s)
∣∣∣ ≥ ǫ



 
onverge vers 0 lorsque δ tend vers 0 ; puisd'après le Théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue que lim

δ→0
Fǫ(δ) = 0.On reprend pour démontrer la partie ré
iproque la méthode de démons-tration du Théorème de Kolmogorov-Centsov donnée dans [27℄ (Théorème2.8) : on suppose que lim

δ→0
Fǫ(δ) = 0. Pour tout entier n > 0, il existe un

δn > 0 tel que
P0


 sup

|s−t|<δn
s,t∈D∩I

|Z(t)− Z(s)| ≥ ǫ


 ≤ 1

2n
. (3.154)



3.4. DÉMONSTRATIONS DES LEMMES 119D'après le Lemme de Borel-Cantelli, il existe un sous-ensemble mesurable
Ωǫ de Ω tel que P0 (Ωǫ) = 1 et tel que, pour tout ω ∈ Ωǫ, il existe un entier
n⋆ > 0 pour lequel

sup
|s−t|<δn⋆
s,t∈D∩I

|Z(t)(ω)− Z(s)(ω)| < ǫ. (3.155)On dé�nit à présent
Ω⋆ = ∩p∈N⋆Ω1/p. (3.156)On a P0 (Ω

⋆) = 1. De plus, pour tout ω ∈ Ω⋆, pour tout p ∈ N⋆, il existe
δ > 0 tel que

sup
|s−t|<δ
s,t∈D∩I

|Z(t)(ω)− Z(s)(ω)| < 1

p
. (3.157)Cela prouve que la fon
tion t 7→ Z(t)(ω) est 
ontinue sur D. On dé�nit alorsun pro
essus Z̃ par

Z̃(s)(ω) =

{
Z(s)(ω) si ω ∈ Ω⋆,
0 si ω /∈ Ω⋆.

(3.158)Le pro
essus Z̃ est une modi�
ation de Z et il est 
ontinu sur D. �3.4.5 Démonstration du Lemme 3.11On utilise les te
hniques du 
hapitre IV du livre d'Adler [3℄. Pour ǫ > 0,on note N (ǫ) le nombre de ǫ−boules né
essaires pour re
ouvrir l'intervalle
[0, 1] pour la pseudo-métrique

d
(
t, t′
)
=
(
E0

∣∣G(t′)−G(t)
∣∣2
)1/2

. (3.159)Dans un sou
i de 
larté, on s
inde la démonstration en trois étapes.Première étape. On 
ommen
e par majorer d (t, t′) : on observe d'abord(en raisonnant 
omme dans la démonstration du Lemme 3.1) que
d
(
t, t′
)2

=
∥∥D−κ

−

(
f1[t,t′[

)∥∥2
2
≤
∥∥|D|−κ−

(
f1[t,t′[

)∥∥2
2
≤

d (κ)

(
M−κ

t,t′f +

∫ t′

t

∫ t′

t
|f (u)| |f (v)|

∫ t

−∞
(u− s)κ−1 (v − s)κ−1 dsdudv

)(3.160)



120(d (κ) , ainsi que d1 (κ) et d2 (κ) 
i-dessous sont des 
onstantes). L'inégalitéde Cau
hy-S
hwarz appliquée au terme ∫ t−∞ (u− s)κ−1 (v − s)κ−1 ds donnealors
d
(
t, t′
)
≤ d1 (κ)

[(
M−κ

t,t′f
)1/2

+

∫ t′

t
|f (u)| (u− t)κ−1/2 du

]
; (3.161)et l'inégalité de Hölder 
onduit �nalement à

d
(
t, t′
)
≤ d2 (κ)

[(
M−κ

t,t′f
)1/2

+ ‖f‖p
(
t′ − t

)κ−1/2+1/q
]
. (3.162)Deuxième étape. Compte tenu de l'inégalité (3.162), le nombre N (ǫ) de

ǫ−boules né
essaires pour re
ouvrir [0, 1] pour la pseudo-métrique d (t, t′) estinférieur à la somme des nombres NA (ǫ/2) et NB (ǫ/2) de ǫ/2−boules né-
essaires dans 
e même re
ouvrement pour les pseudo-métriques dA (t, t′) =

d2 (κ)
(
M−κ

t,t′f
)1/2 et dB (t, t′) = d2 (κ) ‖f‖p (t′ − t)κ−1/2+1/q respe
tivement.De façon immédiate, NB (ǫ) ≤

(
ǫ

d2(κ)‖f‖p

)−1/(κ−1/2+1/q)
+1. On va main-tenant démontrer le résultat moins évident :

NA (ǫ) ≤ d2 (κ)
2
M−κ

0,1f/ǫ
2 + 2. (3.163)Pour 
ela, on prend ǫ′ ∈ ]0, ǫ[ et on dé�nit une suite (tn) de la façon suivante :� t0 = 0 ;� tn étant �xé, tn+1 est tel que M−κ

tn,tn+1
f = (ǫ′/d2 (κ))

2 .Ce 
hoix est possible pour des raisons de 
ontinuité de l'intégrale 
ommefon
tion de ses bornes. On peut également trouver un γ > 0 tel que
M−κ

tn−γ,tn+1+γf < (ǫ/d2 (κ))
2 ; (3.164)autrement dit tel que

dA (tn − γ, tn+1 + γ) < ǫ (3.165)pour tout n. On note p le plus petit entier tel que tp ≥ 1. Les intervalles
]tn − γ, tn+1 + γ[ réalisent un ǫ−re
ouvrement de l'intervalle [0, 1] pour lapseudo-métrique dA. Et 
omme

M−κ
0,1f ≥

p−2∑

n=0

M−κ
tn,tn+1

f = (p− 1)
(
ǫ′/d2 (κ)

)2
, (3.166)
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NA (ǫ) ≤ d2 (κ)

2
M−κ

0,1f/ǫ
′2 + 1. (3.167)Ce qui pré
ède étant valable quelle que soit la valeur de ǫ′, en 
hoisissant ǫ′su�samment pro
he de ǫ on arrive à

NA (ǫ) ≤ d2 (κ)
2
M−κ

0,1f/ǫ
2 + 2. (3.168)La 
on
lusion de 
ette deuxième étape est qu'il existe deux 
onstantes

d3 (κ) et β (κ) ≥ 2 telles que
N (ǫ) ≤ d3 (κ)

(
M−κ

0,1f + ‖f‖β(κ)p + 1
)
ǫ−β(κ). (3.169)Troisième étape. D'après l'inégalité (4.48) et d'après l'inégalité en bas dela p.86 du livre d'Adler, il existe une 
onstante universelle K telle que

E0

(
sup

|t−s|<η
(G(t)−G(s))

)
≤ K

(
|η log η|+

∫ η

0
(logN (ǫ))1/2 dǫ

)
.(3.170)Par raison de symétrie et en tenant 
ompte de (3.169), on obtient

E0

(
sup

|t−s|<η
|G(t)−G(s)|

)
≤ 2K

(
|η log η|+

∫ η

0
Rf (ǫ) dǫ

)
, (3.171)ave


Rf (ǫ) = 1 + log
[
d3 (κ)

(
M−κ

0,1f + ‖f‖β(κ)p + 1
)
ǫ−β(κ)

]
. (3.172)Il existe don
 une fon
tion h (κ, η) , indépendante de f, véri�ant

limη→0 h (κ, η) = 0 et telle que
E0

(
sup

|t−s|<η
|G(t)−G(s)|

)
≤ h (κ, η)

(
M−κ

0,1f + ‖f‖pp + 1
)
. (3.173)

�
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