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Résumé

Mis en évidence dans les années 80 dans les domaines de la turbulence
et des attracteurs étranges, les multifractals ont rapidement gagné en popu-
larité. On les trouve aujourd’hui en finance, en géophysique, dans I’étude du
trafic internet et dans bien d’autres domaines des sciences appliquées. Cet
essor s’est accompagné de la nécessité de construire des modeles théoriques
adaptés. La Mesure Aléatoire Multifractale de Bacry et Muzy est I'un de
ces modeles. Du fait de son caractére trés général, de sa grande souplesse
et de sa relative simplicité, elle est devenue un outil central du domaine des
multifractals depuis dix ans.

Apreés un chapitre introductif, on propose dans cette thése la construction
de deux familles de processus multifractals. Ces constructions reposent sur les
travaux de Schmitt et de ses co-auteurs et sur ceux de Bacry et Muzy. Dans
le chapitre 2, on construit des processus multifractals a partir de moyennes
mobiles a—stables, tandis que le chapitre 3 est consacré a la construction des
Marches Aléatoires Fractionnaires Multifractales d’indice de Hurst 0 < H <
1/2. Ces travaux sont complétés par I’étude de versions affines par morceaux
et par des simulations numeériques. De nombreux problémes connexes sont
également étudiés.






Abstract

Since their emergence in the 80’s in the areas of turbulence and of strange
attractors, multifractals have gained popularity. They appear now in finance,
geophysics, study of network traffic and in many other areas of applied
sciences. This development required adapted theoretical models. Bacry and
Muzy’s Multifractal Random Walk is one of these models. Thanks to its ge-
nerality, its flexibility and to its relative simplicity, it became central in the
domain of multifractals over the past ten years.

In this PhD thesis, two families of multifractal processes are proposed.
Their construction is based on the works of Schmitt and co-authors and
on those of Bacry and Muzy. After the introduction (chapter 1), we use in
chapter 2 a—stable moving averages to build multifractal processes ; whereas
chapter 3 is devoted to the construction of Multifractal Fractional Random
Walks with Hurst index 0 < H < 1/2. This work is complemented by the
study of linear versions and by numerical simulations. We also study nume-
rous related problems.
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Chapitre 1

Introduction

Le but principal de cette thése est de construire et d’étudier de nouveaux
processus stochastiques possédant des propriétés multifractales. Dans ce cha-
pitre introductif, on présente le cadre de travail : on explique ce qu’est un
processus multifractal (sous-chapitre 1.1), puis on donne quelques exemples
de séries temporelles réelles ou théoriques entrant (ou non) dans le domaine
des multifractals (sous-chapitre 1.2). Le sous-chapitre 1.3 présente le proces-
sus a la base de notre travail : la mesure aléatoire multifractale (MRM) de
Bacry et Muzy. On trouve dans le sous-chapitre 1.4 un plan détaillé de la
these et I’énoncé des résultats principaux.

1.1 Les processus multifractals

1.1.1 Des fractals...

Le mot fractal a été inventé par B. B. Mandelbrot dans les années 1970
pour qualifier certaines formes dont la description échappait & la géomeé-
trie traditionnelle. Pour reprendre ses propos, « les nuages ne sont pas des
sphéres, ni les montagnes des cones, ni les iles des cercles ». Bien qu’une
structure apparaisse souvent dans la forme de ces objets, 'omniprésence
d’irrégularités rend leur description complexe; c’est la recherche d’une des-
cription fidéle et rigoureuse qui a conduit au développement de la géométrie
fractale!. Depuis lors, I’étude des fractals a connu un incroyable essor et ces
notions se sont popularisées.

Il n’existe cependant pas de définition unique du terme fractal en ma-
thématiques. Si nous nous restreignons aux courbes de R?, on peut choisir

1. Un ouvrage de référence sur le sujet est le livre de Falconer [13].
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de dire qu’une telle courbe est fractale si sa dimension de Hausdorff dépasse
strictement 1, ou si des irrégularités apparaissent a toutes les échelles; ou
encore si la courbe posséde une structure auto-similaire. Les exemples les
plus simples, issus de la nature, appartiennent (au moins) a cette derniére
catégorie; on pensera par exemple aux feuilles de fougeres, aux flocons de
neige ou aux vaisseaux sanguins.

Une autre approche possible, sur laquelle nous nous focalisons désormais,
consiste a définir les courbes fractales en termes d’oscillation (ou de régula-
rité) locale : considérons une fonction f et définissons [’exposant ponctuel de
Holder Hy (to) de f en to comme étant le sup des réels o > 0 pour lesquels
il existe un polynéome P et une constante C' tels que, sur un voisinage de tg,

[ft) =P (1) < Cft —to]” . (1.1)

La fonction f sera d’autant plus réguliére en ¢y que la valeur de Hy (o)
sera grande. Par exemple, la condition Hy (t9) > 0 implique la continuité de
fenty;et Hf(tp) > 1 implique sa dérivabilité. La situation intéressante
dans le domaine des fractals est celle ou Hy (tg) < 1 et ou le polynome
P est constant en chaque point g, signe d’une grande irrégularité. Cette
derniére situation se rencontre par exemple en probabilités lorsqu’on étudie
le mouvement Brownien fractionnaire By — présenté dans le sous-chapitre
1.2. La figure 1.1 montre de fortes oscillations des trajectoires de By, et
ce d’autant plus que H est petit. En fait, presque toute trajectoire de By
possede un unique exposant ponctuel de Holder, égal a H.

1.1.2 ... aux multifractals

Bien qu’il soit un objet central dans les modélisations, le fait que le
mouvement Brownien fractionnaire posséde un unique exposant de Holder
limite son utilisation. En effet, les signaux observés dans la réalité possedent
des structures souvent plus riches (voir figures 1.2 et 1.3), présentant un
continuum d’exposants de Holder?. On dit dans ce cas que le signal est
multifractal. Ces considérations ont amené Frisch et Parisi, travaillant dans le
contexte de la turbulence, a faire le raisonnement suivant [41] : on considére
a nouveau une fonction f, défine sur [0,1] et 'on suppose que la fonction

suivante (fonction de partition) existe
J+1 J
1(57) - ()
n n

. 1
7(¢) = lim — log Z
n—00 logn -
1<j<n
2. Il est possible de définir un mouvement Brownien multifractionnaire, c’est-a-dire
un mouvement Brownien fractionnaire dont ’exposant H est variable [42]. Les gammes
d’applications possibles deviennent alors trés vastes.

q

(1.2)
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On définit également
E(a) = {t € [0,1], H; () = a} (1.3)

Autrement dit, E («) est ’ensemble des points ¢ en lesquels f a un exposant
ponctuel de Holder égal a a.
Soit D («) la dimension de Hausdorff de ’ensemble E («) (avec la conven-
tion D (@) = —o0). Pour n grand, si j/n € E(a), on a 'approximation
+1 ] ~ — , .. . .
‘f (jT) —f <%)‘ ~ n~% De plus, par définition de la dimension de Haus-
D(a) intervalles de la forme [%, %

dorff, il existe environ n { pour lesquels

on a un exposant de Holder égal & a. Ceci nous ameéne a réécrire la fonction
de partition sous la forme

7(q) = lim — ! loanD(O‘)_aq. (1.4)

n—oo  logn

On peut s’attendre a ce que la somme ci-dessus se comporte comme

nsupa(D(a)—aq) (15)

(méthode du point-selle). Il viendrait donc
7(q) = iIalf (g — D (). (1.6)

La fonction 7 apparait finalement comme la transformée de Legendre de D. 3
Suivant ce raisonnement informel, on peut dire que :
— la situation ou il y a un unique exposant de Holder ag correspond
a celle ou 7 est affine : 7(q) = apg — 1. On parle alors de fonction
monofractale ;
— lorsqu’il y a plusieurs exposants de Holder, 7 est concave non affine et
'on parle de fonction multifractale?.

En général, on dit que le formalisme multifractal est vérifié lorsque D
et 7 sont concaves et transformées de Legendre réciproques I'une de 'autre.
Depuis 1985, le formalisme multifractal a regu des démonstrations rigou-
reuses dans de nombreuses situations (on peut consulter notamment [49] et

[23]). On remplace parfois I’accroissement f <%> —f <%) par un coefficient

3. La transformée de Legendre se trouve également en thermodynamique statistique;
c’est ce qui a donné & Parisi I’idée de cette méthode.

4. Avec ces conventions, une fonction possédant deux exposants de Holder seulement
est multifractale. On peut étre plus exigeant et demander aux multifractals de posséder
un continuum d’exposants de Holder.
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d’ondelettes ®, ou la dimension de Hausdorff par des concepts voisins. Il est
aussi possible, avec une présentation légérement différente, de considérer une
mesure g sur la droite réelle a la place de la fonction f ; dans ce cas on parle
de mesure multifractale®.

Depuis leur introduction dans le cadre de la turbulence et dans celui de
la théorie du chaos [19] au début des années 1980, les multifractals se sont
développés [15, 52| et ont gagné d’autres domaines, en particulier les sciences
naturelles [59, 30] et la finance [35, 54, 39, 10, 12| 7.

On étend de fagon naturelle ce qui précede aux processus stochastiques
réels en donnant la définition [35] :

Définition 1.1 Soit T > 0 et soit X = {X (t)},c[,) un processus stochas-
tique. On dit que X est multifractal lorsqu’il existe des constantes Cy et une
fonction strictement concave (, appelée spectre multifractal, telles que

E|X (t+h) — X (t)|? = C,h¢@ (1.7)

pour tous 0 <t <t4+h <T,qe Q; Q étant un sous-ensemble de R qui
contient [0,1] .

Sous les mémes hypothéses, mais avec une fonction affine C, le processus X
est dit monofractal.

Les moments des incréments de X sont appelés « fonctions de structure » de-
puis les travaux de Kolmogorov en turbulence [29]. On notera que la fonction
7 (Eq. (1.2)) a été remplacée par ( =7 + 1.

Une question importante est de savoir si un processus qui vérifie (1.7) est
réellement multifractal « au sens géométrique » : presque toute trajectoire
posséde au moins deux exposants ponctuels de Hélder, et les fonctions D
et 7 = ¢ — 1 sont concaves et transformées de Legendre réciproques 1'une
de lautre (on parle alors encore de formalisme multifractal). Une réponse
positive a cette question a été apportée dans le cas de la cascade cano-
nique |20, 36|, ainsi que pour une famille particuliére de mesures aléatoires
multifractales [9] — les démonstrations utilisent notamment des méthodes de
grandes déviations. Ceci est brievement exposé au sous-chapitre 1.2. Il semble

5. Les ondelettes sont en fait majoritairement utilisées dans la littérature récente, a la
fois pour les parties théorique (formalisme multifractal) et pratique (estimation du spectre
multifractal).

6. Voir par exemple le sous-chapitre 1.2, oit 'on présente la cascade canonique et la
mesure associée.

7. Nous donnons un infime échantillon de la littérature existante; une bibliographie
exhaustive contiendrait des milliers de références.
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qu’aucune autre réponse n’ait été apportée concernant les autres processus
apparaissant dans cette these.

Le chapitre 3 de la thése est entiérement consacré a ’étude d’un processus
multifractal au sens de la Définition 1.1. Dans le chapitre 2, on rencontrera
des processus vérifiant la condition plus faible :

Définition 1.2 Soit T > 0 et soit X = {X (t)},c[,) un processus stochas-
tiqgue. On dit que X est faiblement multifractal lorsqu’il existe des constantes
cq, Cy4 et une fonction strictement concave ¢ telles que

ch@ <E|X (t+h) — X ()7 < C,h¢@ (1.8)

pour tous 0 <t <t—+h <T,qge Q; Q étant un sous-ensemble de R qui
contient [0,1] .

Remarque 1.3 Pour simplifier la présentation et alléger les calculs, on
construira tous nos processus sur lintervalle [0, 1] . On notera qu’un processus
multifractal X, étant ainsi construit, on en obtient un autre sur 'intervalle
[0,T] en posant X (t) = X1 (t/T). Le fait de se ramener a 'intevalle [0, 1]
n’enléve donc rien a la généralité du travail.

1.1.3 Propriétés usuelles des signaux multifractals

Considérons un signal déterministe ou la réalisation d’un processus sto-
chastique (x¢) (dans le cas d’un processus, ; = X (t,w)). Pour simplifier la
présentation, nous supposons que 'on observe les z;/,, pour i = 0,1,...,n.
Si 'on veut mettre en évidence (ou au contraire infirmer) le caractére mul-
tifractal du signal, on commence par calculer

mp (¢, At) = (T4 — 24| (1.9)

pour différentes valeurs de ¢ et de A;. On représente ensuite sur un méme
graphique log[m,, (¢, At)] en fonction de log At, pour chaque valeur de ¢
considérée (graphiques en haut a droite des figures 1.2 et 1.3). Un processus
multifractal (resp. monofractal) est caractérisé par (voir Définiton 1.1)

log [E|X (t+h) — X (t)|"] =log Cq + ¢ (q)log h, g € Q, (1.10)
avec (, strictement concave (resp. affine), relation qui devrait se traduire par

log [my, (¢, At)] =~ log Cy + ¢ (¢) log At. (1.11)
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On reconnaitra graphiquement un signal multifractal (ou monofractal) au
fait que, pour toutes les valeurs de ¢ considérées, le graphe de log [m,, (¢, At)]
en fonction de log At est affine 35].

On estimera le spectre ((¢q) en évaluant la pente de la courbe obte-
nue dans (1.11) par la méthode des moindres carrés. Un spectre strictement
concave (resp. affine) est signe d’un signal multifractal (resp. monofractal).

De facon plus élémentaire, les indices graphiques immédiats des signaux
multifractals sont un caractére intermittent (c’est-a-dire des périodes de forte
activité suivies de périodes plus calmes) et une grande variabilité a toutes
les échelles. Dans les chapitres 2 et 3, des simulations numériques nous per-
mettront de mettre en évidence ces propriétés graphiques pour les processus
multifractals que nous construirons.

1.2 Etude de quelques exemples

1.2.1 Le mouvement Brownien fractionnaire (fBm)

Le fBm d’indice de Hurst 0 < H < 1, noté By, est le processus gaussien
centré de covariance

cov (Bir (t), Bir (s)) = % (1PH (62 — 12— sP™). (1.12)

C’est le seul processus gaussien & accroissements stationnaires possédant la
propriété d’auto-similarité

{Bu (at)}, =" a" {By )} (@>0) (1.13)

(=7 désigne I’égalité en loi entre processus). On rappelle également que By /2
est le mouvement Brownien standard. Ces résultats, combinés a certaines
propriétés de mémoire (voir [51], chapitre 7), expliquent 'omniprésence du
fBm depuis son introduction par Kolmogorov en 1940 et sa popularisation
dans le domaine des sciences appliquées par Mandelbrot et Van Ness en 1968
[33].

En utilisant la propriété d’auto-similarité, la stationnarité des incréments
et le fait que By (0) = 0 p.s., on obtient

E|By (t + h) — B ()Y = E| By (h)|? = h"E |By (1)]7 . (1.14)

Le fBm est donc monofractal au sens de la Définition 1.1, avec ¢ (q) = ¢H.
Nous proposons a présent une illustration numérique, basée sur une esti-
mation de la fonction de partition (Eq. (1.2)). Sur la figure 1.1, nous avons
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utilisé la méthode de simulation des processus gaussiens par matrice cir-
culante pour simuler des trajectoires de By sur Uintervalle [0, 1], avec les
valeurs H = 0.3, H = 0.6 et H = 0.9. Nous avons estimé chaque fonction de

partition en calculant
L .
) o (2)
n n

1

T = — lo

n(0) = g5, los >
1<j<n

avec n = 27 et pour ¢ = 0,0.1,0.2,...,3. Les trois courbes sont proches de

la fonction affine 7 (¢) = ¢H — 1, signe d’un processus monofractal (avec un

unique exposant de Holder, égal & H).

q, (1.15)

0.5 14
1.2
0
1
05 08
a 0.6
0.4
-15
0.2
-2 0
H=0.3 H=0.6
0.05 2
0
-0.05 5
=
-0.1
-0.15

FiGure 1.1 — Simulation du fBm. Chaque trajectoire du fBm semble
posséder une irrégularité homogeéne (exposant de Holder unique); et cette
irrégularité est d’autant plus grande que H est petit. Ces résultats sont
confirmés par les calculs de 7, (¢) (Eq. (1.15)) (diamants), qui s’ajustent
bien sur les fonctions affines 7 (¢) = ¢H — 1 (lignes continues).
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Remarque 1.4 Dans cette remarque, on explique dans quelle mesure 1, (q)
est un bon estimateur de 7 (q) = qH — 1 dans le cas du fBm d’indice H.
Soit 0 < H < 1, g > 0. Le Théoréme ergodique entraine la convergence en
probabilité de la suite de variables aléatoires

Sn = an_l Z BH <]—+ 1) — BH <l>
n n

1<j<n
vers E|Bg (1)|7 (on renvoie au calcul p.4 de [40] pour les détails). Par
conséquent log S, converge en probabilité vers logE|By (1)|7 ; et comme
7 (q) = ¢H — 1 —log S,/ logn, 7, (q) converge en probabilité vers gH — 1.8

' (1.16)

1.2.2 Etude de deux exemples concrets

Nous nous intéressons maintenant a deux séries de données réelles?; is-
sues des domaines de la finance et de la turbulence (figures 1.2 et 1.3). La
premiére série donne le logarithme du taux de change euros/dollars jour par
jour de janvier 1993 a janvier 2005 (figure 1.2). La représentation graphique
de log [my, (g, At)] (définie par (1.9)) en fonction de log At pour différentes
valeurs de ¢, puis Uestimation du spectre ¢ (¢), mettent en évidence le ca-
ractére multifractal de la série. En effet, on obtient sur le premier graphique
des fonctions affines pour chaque valeur de ¢ ; et sur le second une fonction
strictement concave.

L’introduction des multifractals en finance remonte a [16] et a [35], avec
I’étude d’un grand nombre de situations analogues & celle que nous venons
de présenter, mettant en lumiére le caractére multifractal des signaux étu-
diés — citons également [54], avec de nombreux exemples. Ceci pose, depuis
plusieurs années, la question de la pertinence des modeéles de type ARCH,
habituellement utilisés en finance; et dont les trajectoires ne sont pas mul-
tifractales.

Le deuxieme exemple que nous présentons est un champ de vitesse du
vent, mesuré en m/s toutes les 0.1 s pendant 25 min (figure 1.3). La méme
méthode que celle utilisée pour la série de taux de change ci-dessus met en
évidence le caractére multifractal du signal.

8. Ce qui précéde se veut étre une illustration simple de 'utilisation que ’on peut faire
de la fonction de partition. On trouve dans l’article de Huang et al. [22| une étude nu-
meérique bien plus poussée, avec notamment une comparaison systématique des différentes
méthodes possibles d’estimation du spectre du fBm.

9. Ces données m’ont été transmises par Francois Schmitt.
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FIGURE 1.2 — Taux de change. On étudie le logarithme du taux de
change euro/dollar de 1993 & 2005. Le graphique en haut & droite montre
log [my, (¢, At)] (Eq. (1.9)) en fonction de log At, pour les valeurs ¢ =
0.5,1,2,3,4 (de bas en haut) et les ajustements affines correspondants. Pour
chaque valeur de g, la série de points correspond de fagon assez précise & une
fonction affine, ce qui indique la propriété d’échelle attendue. La fonction ¢
est estimée en bas & gauche; sa stricte concavité confirme le caractére mul-
tifractal du signal. Pour les valeurs de 0 < ¢ < 2, ((q) est proche de ¢/2,
résultat classique en finance.

1.2.3 La cascade canonique

La cascade canonique a été introduite dans le cadre de la turbulence par
Yaglom en 1966 [61]. Ses propriétés mathématiques et celles de la mesure
associée ont ensuite été étudiées par Mandelbrot [34], puis par Kahane et
Peyriére |24]. Ci-dessous, nous définissons la cascade comme dans [24].

On se donne un entier b > 2 et une variable aléatoire positive W d’espé-
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FIGURE 1.3 — Vitesse du vent. On étudie un champ de vent pendant 25
min. Comme sur la figure 1.2, la propriété d’échelle apparait sur le graphique
en haut & droite ; on doit cependant limiter la valeur de 'incrément At (At <
25) pour avoir des résultats probants (c’est-a-dire des droites). L’estimation
de la fonction ¢ (en bas) indique le caractére multifractal de la série — ce
dernier n’apparaissant qu’au-dela du moment d’ordre 4.

rance 1. On considére les intervalles b—adiques de [0,1] :
T(judas-odn) = | D_dkb™5> kb 407" (1.17)
k=1 k=1

(n=1,2..., jy =0,1,...,b—1). On désigne ensuite par W (j1,72,...,7Jn)
une famille de variables aléatoires indépendantes de méme loi que W.

La mesure p, associée a cette cascade est définie sur [0, 1] comme étant
la mesure aléatoire dont la densité est

W (1) W (51, 72) - W (j1, 52, - -+, Jin) (1.18)
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sur lintervalle I (j1, j2,...,jn) (premier graphique de la figure 1.4).

Autrement dit, on part du segment [0,1], que l'on divise en b pavés,
puis & nouveau en b pavés, etc., chaque pavé se voyant associer une variable
aléatoire ; puis on calcule un produit « en cascade ». Cette construction est
appelée cascade canonique.

W(0) W(l)
W(0,0) w(0,1) W(1,0) w(L,1)
W(0,0,0)‘W(0,0,l) W(O,I,O)‘W(O,l,l) W(I,0,0)‘W(I,O,l) W(I,I,O)‘W(l,l,l)
0 0125 025 0375 05 0625 075 0875 1
f f
[
t—12 t t+1/2 t

FiGURE 1.4 — Les différentes cascades. On a représenté en haut la cas-
cade canonique dans le cas b = 2,n = 3. La densité de p3 sur Uintervalle
[0.25,0.375[ est égale a W (0) W (0,1) W (0,1,0) . Le cone A; (t) de la MRM
[8] est représenté sur le graphique en bas a gauche; tandis que le cone Ay
deéfini par Schmitt et Marsan [55] est représenté en bas a droite.

Sur les quatre premiers graphiques de la figure 1.5, on a représenté la
densité de p, et sa fonction de répartition dans les cas b = 2,n = 3, puis
b=2,n =12, avec W log-normale : W =log G, ou G ~ N (—0.5,1).

On g’intéresse a présent a la mesure u, et & une éventuelle mesure limite
. On considére pour cela un réel x € [0, 1], dont le développement b—adique
s’écrit x = Zxkb_k. La densité de u, en = est

dpn () = W (21) W (21,22) - W (21, T2, . . ., Ty) (1.19)

et si la loi de W n’est pas dégénérée, cette suite de variables aléatoires
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converge presque siirement vers 0. ' Comme nous avons un ensemble dénom-
brable de variables W (.), presque stirement, pour tout =z € [0,1], du, (z)
converge vers (. Cette convergence est en partie visible sur la figure 1.5,
puisque la densité de uy2 y est presque partout proche de 0 (elle I'est bien
davantage que celle de p3). Par contraste, la densité de p12 semble portée par
quelques intervalles oul elle est trés élevée et la masse totale de p1o est plus
importante que celle de p3 (valant un peu moins de 0.8) — le meéme travail
pour p16 (non représenté) donne des résultats sensiblement identiques. Cette
apparente contradiction se comprend mieux si 'on étudie la suite puy, (1), ot
I est un intervalle b—adique quelconque : cette suite est une martingale po-
sitive d’espérance |I|, elle converge donc presque sirement vers une limite
w(I) ; par conséquent p, converge presque sirement vers une mesure fi, au
sens de la topologie faible.

Cette situation complexe a été étudiée dans |34, 24]. La question de la
non-dégénérescence de la mesure limite pu, I’étude géométrique de sa densité
et 'existence du moment d’ordre ¢ sont résumés dans la propriété suivante :

Propriété 1.5 (KAHANE ET PEYRIERE (1976)) On pose Z = pn ([0,1]) et
pour g >0 :
¥y (q) = log, EW? (1.20)
(qui peut éventuellement étre infini). On considére également un intervalle
b—adique I.
1. (Condition de non dégénérescence) Si v (1 —0) < 1, alors EZ > 0 ;
et réciproquement.
2. (Ezistence des moments) Soit ¢ > 1. Si ¢y, (q) < ¢—1, alors p(I) a un
moment d’ordre q et p, (I) converge vers p(I) dans LY.

3. (Etude de la mesure u) On suppose que E(Zlog Z) < co. Alors p est
presque strement portée par un Borélien de dimension de Hausdorff
D=1—-14,(1-0).

La mesure aléatoire p vérifie la propriété
(L) =1 07" Wy x - x Wy x ([0, 1]) (1.21)

pour tout intervalle b—adique I,, de longueur |I,| = b~ ; et ou les W;
sont des copies indépendantes de W, également indépendantes de p ([0, 1]) .
La propriété (1.21) de type auto-similaire (ou d’invariance d’échelle), dans

10. En effet, avec la convention log0 = —oo, log [dun ()] apparait comme une somme
de variables i.i.d. D’aprés l'inégalité de Jensen, E (log W) < log (EW) = 0, donc la loi
forte des grands nombres donne lim,, log [du, ()] = —o0, p.s.
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laquelle le coefficient d’échelle est aléatoire est la clef pour obtenir un pro-
cessus multifractal. En effet, si p ([0,1]) a un moment d’ordre ¢, on obtient
directement a partir de (1.21)

E[u (L))" = L9 E [u([0,1]))°. (1.22)

Malheureusement, rien ne permet d’affirmer que 'on puisse remplacer I'in-
tervalle b—adique I, par un intervalle quelconque dans cette égalité; par
conséquent il n’est pas certain que g (vu comme un processus) soit stric-
tement multifractal au sens de la Définition 1.1. La mesure g est pourtant
devenue ’archétype du processus multifractal, la plupart des constructions
effectuées dans ce domaine étant des généralisations de la cascade cano-
nique . La construction d’une cascade dans laquelle on puisse s’affranchir
de ’hypotheése I,, intervalle b—adique n’a été pleinement achevée qu’avec la
mesure aléatoire multifractale (voir le sous-chapitre 1.3).

Holley et Waymire [20] ont démontré des résultats de formalisme mul-
tifractal géométrique pour la mesure p dans le cas ou W est bornée, puis
Molchan [36] a traité le cas général. Leurs résultats sont illustrés sur les deux
derniers graphiques de la figure 1.5 : on rappelle que ’on a pris un poids W
log-normal et que ’on s’intéresse & la mesure 19 lorsque b = 2. Pour vérifier
le caractére multifractal et mettre en lumiére le fait que ’on devrait pouvoir
se passer de '’hypothése I,, intervalle b—adique dans 1’équation (1.21), on a
représenté 12

maa (g, At) = (u ([t,t + At[)7) (1.23)

pour différentes valeurs de ¢ et pour :
— At=1,271...,277 et [t,t + At] intervalle de la forme
[kAt, (k + 1) At[ dans un premier temps;
— At=1,371,...,37T et [t,t + At intervalle quelconque dans un
deuxiéme temps.
On a EW? = e%(q2_q), donc d’aprés le Point 2 de la Propriété 1.5, les
moments de u, divergent lorsque @ (q2 — q) < q — 1. Pour cette raison,
nous avons restreint le calcul de mq3 (¢, At) a ¢ < 1.3. On constate que le fait
de choisir At = 27% ou non, et des intervalles comme dans I'équation (1.21)
ou non, ne change en rien ’allure des séries de points obtenues (graphique en
bas & gauche de la figure 1.5). C’est un bon argument en faveur du fait que
I’on puisse se passer de 'hypotheése I, intervalle b—adique dans ’équation

11. Aucun des processus que nous considérerons & partir de maintenant n’échappera a
cette regle.

12. Pour étre cohérent avec les notations utilisées plus t0t, il faudrait normalement écrire
mo12 (g, At), puisqu’il y a 2'% données.
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(1.21). Le fait que les séries de points soient alignées (graphique en bas a
gauche de la figure 1.5) et lallure strictement concave de ¢ (estimée sur le
graphique en bas a droite) illustrent le caractére multifractal de la mesure

.
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FI1GURE 1.5 — Cascade canonique. Les quatre graphiques du haut montrent
les densités et les fonctions de répartition de ps et pio dans le cas d'une
cascade log-normale, avec b = 2. La nature géométrique complexe de la
mesure limite p (Propriété 1.5) apparait bien sur les graphiques du mi-
lieu. Sur le graphique en bas a gauche, on a construit mis (¢, At), pour
g =0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, avec deux familles d’intervalles différentes (I'une
correspondant a I’équation (1.21) et 'autre non). Le peu de différences entre
les deux séries de points laisse penser qu’il est peut-étre possible de généra-
liser ’équation (1.21). Le spectre ¢, associé a la mesure limite p, est estimé
sur le graphique en bas a droite.
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1.3 La mesure aléatoire multifractale (MRM)

1.3.1 Un bref historique

La cascade canonique, présentée dans la section précédente, posséde le
défaut de faire jouer a lentier b un role privilégié (Eq. (1.21),(1.22)). Une
généralisation de la cascade, évitant cet écueil, a été proposée par Kahane des
1985 |25] : on considére une famille de processus gaussiens réels indépendants
X1, Xa,... On définit ensuite les poids aléatoires

P, (t) = X0 3BX*(0) (1.24)

et la mesure
Vn([()?t]) = /0 Qn (5) dsy (1.25)

ou

Qn=P...P,. (1.26)

On retrouve l'idée de la cascade, mais les variables associées aux pavés du
k—iéme étage ont été remplacées par une mesure aléatoire sur ’étage com-
plet. Kahane donne des conditions d’existence de la mesure v = lim,, v, et
étudie ses propriétés géométriques. Il explique également le lien avec la tur-
bulence et, ce faisant, propose pratiquement une méthode de construction
de processus multifractal : il note

pi (t,8) = cov (X; (t), X; (s)) (1.27)

et

qn (t,S) = Zpi (t7 8)7 (128)

i=1

et montre qu’il est possible de choisir les processus X; de telle sorte que
limg, (t,5) = —log™ |t —s| + O (1). (1.29)
n

Kahane indique que « ce dernier exemple est convenable comme modéle de la
turbulence isotrope ». Au moment de cet article, les multifractals ne sont pas
encore développés et Kahane n’aborde pas ce domaine. Or sa construction est
trés proche de la MRM (8], présentée dans la section suivante; et il suffirait
de choisir judicieusement les X; pour obtenir un processus multifractal.
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Quelques années plus tard, Bacry, Delour et Muzy |7| font une autre
avancée. Ils définissent (nous modifions légérement leur présentation, sans
en altérer le sens)

[nt]
Xn () =) en (i) e, (1.30)

i=1
ou €, est un bruit blanc gaussien centré de variance 1/n, indépendant du
processus gaussien w,, d’espérance E (w, (i)) = —A\?logn et de covariance
o [ fleg ()] sl <1,
cov (wn (i) ,wn (§)) = " _ (1.31)
0 sinon.

Les auteurs de |7| étudient les moments entiers et les propriétés de mémoire
d’un « processus limite » X et vérifient son caractére multifractal avec le
méme type de simulations numériques que celles que nous avons faites dans
le sous-chapitre 1.2. Ce processus est trés proche de la marche aléatoire
multifractale (MRW), présentée dans le chapitre 3 (et proche parente de la
MRM).

La percée décisive est menée la méme année par Schmitt et Marsan [55],
avec 'idée suivante : la densité en un point x du n—iéme étage de la cascade
canonique s’écrit sous forme de produit (voir Eq. (1.19))

dpn, () = W () W (21, 22) - - W (21,22, ..., Tp) (1.32)

autrement dit comme le produit de variables aléatoires associées a des pavés
dessinant un « cone » au-dessus de x (en haut de la figure 1.4). Schmitt et
Marsan remplacent le produit (1.32) par

eMAa), (1.33)

ou A, est un « cone plus régulier » construit au-dessus de x (en bas a droite de
la figure 1.4) et M est une mesure aléatoire infiniment divisible. Les auteurs
de |55] vérifient que le processus obtenu est bien multifractal et proposent
d’écrire (1.33) sous forme de moyenne mobile dans le cas log-stable.

Un an plus tard '3, Barral et Mandelbrot 9] proposent une définition voi-
sine en utilisant toute une famille de mesures aléatoires construites & partir
d’un processus de Poisson. Ils vérifient ensuite les propriétés géométriques

13. Nous présentons les différentes constructions dans leur ordre de publication, sans
attribuer de paternité & tel ou tel auteur. L’examen des dates des premiéres soumissions
des articles des uns et des autres permet de voir que les différents travaux [7, 55, 9] sont
indépendants.
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des mesures limites ainsi contruites. Leur travail est un cas particulier de la
MRM ; & ma connaissance ce sont les seules MRM pour lesquelles le forma-
lisme multifractal ait été démontré.

Ce long processus de recherche est conclu en 2002 par Bacry et Muzy
[8]. Dans cet article aujourd’hui fondamental, ils présentent une méthode
de construction de processus multifractals, appelés MRM, qui englobe et
généralise les travaux précédents sur le sujet '4. Leur construction, a la base
de mon travail de thése, est rappelée de facon détaillée dans les sections
suivantes.

1.3.2 MRM : construction de la cascade

Notre présentation suit [8]1°. Soit ST = {(z,y),x € R,y €]0,00[} le
demi-plan supérieur dans R2. On définit sur St la mesure

dzdy
dp(z,y) = "

. (1.34)

On se donne & présent une variable aléatoire infiniment divisible W. On peut
écrire EeidW = 2@ ou

e — 1 —dgsinx
2

o(q) = imq + / v(dz) (1.35)

xT

et ol m est un réel et v, la mesure de Lévy associée a W, vérifie

/ ”(df) < o0 (1.36)
lz[>y

X

pour tout y > 0. Dans la suite, on suppose que v n’est pas dégénérée.
Rappelons qu’une mesure aléatoire infiniment divisible sur ST est un pro-
cessus {P (A)}, indexé par les boréliens de ST tel que, pour tous boréliens
disjoints Ay, As, ... :
— les variables P (A;), P (Az),... sont infiniment divisibles et mutuel-
lement indépendantes ;
= P(Ui=Aj) =3, P (4), ps.
D’apres la Proposition 2.1 de [48], on définit une unique mesure aléatoire
infiniment divisible P sur ST par la formule :

EettP(A) _ pe(@u(A) (1.37)

14. Un travail trés voisin a été proposé par Chainais et al. a la méme époque [11].
15. Nous faisons cependant la petite simplification qui consiste a prendre 1" = 1, c’est-
a~dire a travailler sur l'intervalle [0, 1] uniquement (voir Remarque 1.3).
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pour tout ¢ € R, A borélien de ST.

Pour tout couple (¢,1) dans Rx]0, co[, Bacry et Muzy définissent le sous-
ensemble A;(t) de ST par

Ay(t) ={(z,y),l <y, |z — t] < inf(y/2,1/2)} (1.38)
(graphique en bas a gauche de la figure 1.4) et la variable aléatoire
wi(t) = P(Ai(t)). (1.39)

Leur construction est une généralisation de la cascade canonique (voir sous-
chapitre précédent) : A;(t) est le « cone » et wi(t) doit étre vu comme le
logarithme de la densité d’une mesure au point ¢. Cette construction s’inspire
de [55] en l'améliorant.

Finalement, Bacry et Muzy définissent la mesure

M(I) = / e @) dy, (1.40)
1

Pour que cette mesure soit bien définie, des hypothéses sont nécessaires sur
la loi de wy :

1. D’aprés la définition p.454 de [8], le processus w; admet une modifica-
tion cadlag. C’est cette modification que I'on utilise dans la définition
de M; pour éviter tout probléme d’intégrabilité.

2. 11 existe une fonction ¢ : RT — R telle que, pour tout borélien A
dans ST tel que 0 < p (A) < oo,

EetP(A) — cv(@n(4) (1.41)
si ¥(q) < oo et Ee?’(4) = oo autrement. On définit

Qmax = maX{EeqP(A) < OO}, (142)
q>0

ol A est un borélien quelconque tel que 0 < p(A) < oco. Il est possible
d’étendre la définition de ¢ de telle sorte que ¥(q) = ¢(—iq) pour tout
q € [0, gmax| (comparez les équations (1.41) et (1.37)). Le processus
M (t) est bien défini dés que gmax > 1. Dans la suite, on fera I’hypothese
plus forte

Gmax > 1 (1.43)

et I’on supposera de plus que

W(1) = 0. (1.44)
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1.3.3 MRM : définition et propriétés

Les auteurs de [8] prouvent que, pour 0 < A < 1,0 <! <1, on a l’égalite
en loi entre processus

{wnA)h =" {wi(t) + Db (1.45)

ou ) est indépendante du processus w; (défini par (1.39)) et a pour fonction

caractéristique
Ee'?h = \ (@), (1.46)

L’égalité (1.45) est l'outil clef pour obtenir une mesure limite multifractale.
En utilisant (1.45) et des techniques de Kahane et Peyriére notamment |24,
26], Bacry et Muzy démontrent :

Théoréme 1.6 (BACRY ET Muzy (2002)) On suppose qu’il existe € > 0
tel que V(1 +¢€) < e.

1. Presque sirement, la mesure M;(dt), définie sur l’intervalle [0, 1],
converge faiblement lorsque | tend vers 0 vers une mesure limite non
dégénérée M (dt), appelée MRM.

2. Le processus M vérifie la propriété multifractale (1.1) avec ((q) = q —
¥(q), c’est-a-dire que

E |[M([0,¢])|" = E[M ([0, 1))|" 19~ (1.47)

pour tout 0 < q <1 et tout 1 < ¢ < qmax tel que ¥(q) < q— 1.

1.3.4 MRM : deux exemples

La mesure aléatoire P (Eq. (1.37)) est entiérement définie par les égalités
EeidP(4) = ep(@u(4) of EeP(A) = 1 - cette derniére condition est en effet
équivalente & (1.44). Ainsi obtient-on une grande famille de MRM, dont
chaque membre correspond a un choix particulier de la mesure v (Eq. (1.35)).
Voici deux exemples, liés aux travaux que nous ménerons dans les chapitres
2et 3:

1. LE CAS LOG-NORMAL. On prend v (dz) = A2dd (z), avec A2 > 0.
Dans ce cas, 1 (q) = mq + A\2¢?/2 et P est une mesure aléatoire gaus-
sienne. On a donc gmax = +0o0 et la condition v (1) = 0 impose la
relation m = —\2/2. Le spectre est donc défini par

2 2
C(q) = <1 + %) q— %qz- (1.48)
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On retrouve bien I'expression de ¢ (¢) telle que trouvée par Kolmogorov
en 1962 [29]. Pour des raisons historiques et du fait du caractére central
des processus gaussiens, ce modéle log-normal est la MRM la plus
étudiée et la plus utilisée dans les applications.

2. LE CAS LOG-STABLE. On prend v (dz) = o |z~ 1y <oydz, avec o > 0
et 0 < o < 2. Dans ce cas ¢max = +00 et 'on a9 (q) = 0® (¢* — q) ; la
mesure P est alors une mesure aléatoire a—stable (chapitre 3 de [51]).
Le spectre de la MRM est donné par la formule

Clg) =1 +0%)qg—0%" (1.49)

On retrouve l'expression de ¢ (¢) telle que donnée dans les articles en
turbulence sur le sujet [52, 28, 53].

1.3.5 MRM : version discréte et simulation

Il est intéressant d’avoir des versions simples des processus 6 | en particu-

lier pour faire des simulations et fournir des modéles utilisables en pratique.
Bacry et Muzy [8] prouvent que s’il existe € > 0 tel que ¥ (24¢€) <1+,

[2"tJ 1
M j3n ([0, £]) Z ey (k/2") (1.50)

converge en moyenne quadratique vers la MRM M lorsque n tend vers 'in-
fini. Nous proposons sur la figure 1.6 une illustration numérique basée sur
ce résultat : nous représentons le processus gaussien {w; (kl)},_; 510, son

exponentielle et la mesure M; lorsque [ = 1 /20, On construit aussi un histo-
gramme 2 partir de 10000 valeurs de M; ([0, 1]). Le processus w; est simulé
en utilisant la méthode de simulation des processus gaussiens par matrice
circulante, & partir de son espérance

)\2
Ew; (s) = 5 (1 —1logl) (1.51)

et de sa fonction de covariance (voir le Lemme 1 dans [8])

cov (wy (8),wr () = A2ry (s —u), (1.52)

16. Dans toute la thése, le mot version sera & prendre dans son sens usuel en francais. Il
ne faudra donc pas le confondre avec le mot modification, qu’on emploiera toujours dans
son sens mathématique.
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ou r; est la fonction paire définie par
1—logl—u/l si0<u<l]
ri(u) = ¢ —logu sil<u<l1 (1.53)
0 sil < u.

D’autres exemples de MRM et une méthode générale de simulation — adaptée
également a des processus non gaussiens — sont proposés dans [38].
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FIGURE 1.6 - MRM : le cas log-normal. On a représenté sur les gra-
phiques du haut une trajectoire du processus gaussien wy /310 (avec A = v/0.5)
et de son exponentielle sur Pintervalle [0,1], en prenant un pas de 1/2!Y.
On observe sur le graphique en haut & droite de fortes variations et un ca-
ractére intermittent, propriétés usuelles des processus multifractals. Sur les
graphiques du bas sont représentés : & gauche, la fonction de répartition de
la mesure M, construite & partir du processus e*! simulé au-dessus ; a droite
un histogramme de log M; ([0, 1]), réalisé & partir d’un échantillon de taille
10000.
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1.4 Plan et résultats de la thése

A l'image de la MRM (sous-chapitre 1.3), les processus multifractals sont
souvent définis comme limites de processus de la forme

X (1) = /0 expy (5) du (5) (1.54)

lorsque ! tend vers 0, y; étant un processus stochastique et p une mesure
(éventuellement aléatoire).

Le travail principal de cette thése est la construction de deux familles de
processus basées sur ce modeéle : dans le chapitre 2, on construit des processus
multifractals en prenant pour v; une moyenne mobile a—stable et pour u la
mesure de Lebesgue; dans le chapitre 3, on a v, = %wl — (2H — 1) logl (w;
est défini par (1.39)) et p est le fBm d’indice de Hurst 0 < H < 1/2. Dans
chacun de ces deux chapitres, le plan d’étude est sensiblement le méme :

— on prouve d’abord que X; (Eq. (1.54)) est bien défini et qu’il admet

une modification continue;

— on établit la convergence en loi dans C'[0,1] de X; vers une limite X ;

— on démontre une propriété de type multifractal pour le processus X.
Des problémes connexes sont également étudiés. Certains sont résolus com-
plétement, tandis que d’autres sont simplement évoqués sous forme de ques-
tions ouvertes.

1.4.1 Chapitre 2 : Processus multifractals construits a partir
de moyennes mobiles a—stables

Dans ce chapitre, on construit une famille de processus multifractals en
remplacant, dans la définition de la MRM (sous-chapitre 1.3), le processus
w; (Eq. (1.39)) par une simple moyenne mobile p;. On étudie le cas général
ou p; est a—stable, puis le cas particulier ot il est gaussien. On prouve que
les processus multifractals ainsi construits sont les limites en loi de processus
affines par morceaux particuliérement simples; on s’intéresse également a des
problémes de prévision. On fournit ainsi un nouveau modeéle de processus
multifractal, proche de la MRM, mais dont ['utilisation semble plus aisée du
fait de sa simplicité.

Ce chapitre reprend l'article [43], mais avec une présentation différente,
pour établir un lien précis avec la MRM. Il est aussi plus complet, de nom-
breux résultats établis ici n’apparaissant pas dans [43]. Ce travail trouve ses
sources dans plusieurs articles écrits par Schmitt notamment [55, 56, 57].
C’est d’ailleurs Francois Schmitt qui m’a guidé vers cette étude au début
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de ma thése, suggérant 'idée de la moyenne mobile stable et d’un lien avec
les processus FARIMA (lien qui apparaitra a plusieurs reprises au cours du
chapitre).

Le sous-chapitre 2.1 est consacré a des rappels sur les variables aléatoires
et certains processus a—stables.

Dans le sous-chapitre 2.2, on étudie la suite de processus indexés par
O<il<1:

t
X7 (t) = / e”Pds, t € 10,1], (1.55)
0
ou p; est la moyenne mobile décentrée

1 (1 logl)

_ — w)dM, , 1.
pe) = [ fiGs =W, () + S (1.56)
la fonction f; étant définie par
Ve gio<u<l
fitu)=<Su "V sil<u<i1 (1.57)

0 autrement,

p > 0 étant un paramétre et M, étant une mesure aléatoire a—stable de
paramétres 1 < a <2, f=—1.7

Le processus p; a été proposé par Schmitt et Marsan en 2001 [55] comme
substitut a la cascade canonique (voir section 1.3.1); il a ensuite été étudié
par Schmitt et Chainais [57] .

Dans ce sous-chapitre 2.2, on démontre les résultats suivants :

Résultat 1 (PROPRIETE 2.6) I est possible de choisir p; de telle sorte que
XlS soit bien défini et qu’il soit presque sirement dérivable.

Le spectre multifractal est défini par

«
(67

Clq)=g+—=L (0" =), (1.58)

cos (mar/2
Résultat 2 (PROPRIETE 2.7) Sous [hypothése ¢ (2) > 1, X converge en
moyenne quadratique et en loi dans C'[0,1], lorsque | tend vers 0, vers un
processus limite X°.

Résultat 3 (PROPRIETE 2.9) Soitt € [0,1]. On suppose qu’il existe g € N*
tel que ¢ (2) >2—1/q. Alors :

17. Le « S » du nom X;° se référe au fait que l’on travaille avec des variables stables.
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1. Pour tout réel 0 < p < 2¢, X*° (t) a un moment d’ordre p et

lim F X% () - X7 (1)]F =0. (1.59)

2. Pour tout entier 0 < p < 2q, il existe deux réels strictement positifs
Caps Cayp (indépendants de t) tels que

capt®® <E (X5 (1)) < Coptt®. (1.60)

On note que 'on retrouve le méme spectre que pour la MRM construite &
partir d’une mesure a—stable (Eq. (1.49) dans le sous-chapitre 1.3.4), sug-
gérant un lien fort entre notre construction et celle de Bacry et Muzy [8§].

On définit dans le sous-chapitre 2.3 une version affine par morceaux du
processus Xig/n :

t
X5 (1) = / eon(lns) g, (1.61)
0

ou g, est une moyenne mobile discréte (décentrée) par rapport & un bruit
blanc a—stable :
n 1 e n
gn(u) = ,qu‘ Yeu—k + p——T Z 1/k, (1.62)

k=1 2 k=1

avec (€,)pez suite de variables aléatoires indépendantes S, (1, —1,0). '8 Cette
version affine par morceaux est définie dans [43|. On démontre :

Résultat 4 (PROPRIETE 2.12) Le processus X% converge en loi dans
C'[0,1] vers X° lorsque n tend vers linfini.

La simulation du processus X5 (t) sur Iintervalle [0, 1] nécessite seulement
de générer le bruit blanc stable (eu)ue[[—n,n—l]] et ne comporte aucune diffi-
culté technique. A notre connaissance, il n’existe pas d’autre modéle aussi
simple de processus multifractal dans la littérature.

Par ailleurs, le processus g, appartient & la famille des processus ARMA
(auto-regressive moving average). En démontrant qu’un certain polynéme
n’admet pas de racine dans le disque unité fermé de C, on obtient :

Résultat 5 (PROPRIETE 2.16) On pose
€ = l€t—1 (1.63)

(1) = gult) — ——2 3" 1/k. (1.64)

18. Le « d » du nom Xls’d se référe au fait que g, est discret.
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Le processus gy, admet la représentation auto-régressive

“+o00
€ = ch,kg;(t — k). (1.65)
k=0
On utilise cette représentation dans des problémes de prévision. On dé-
montre :
Résultat 6 (PROPRIETE 2.17) La solution du probléme
(o i) = axgmin Bl (¢ h) - Zmet - e
Yn,05Yn,1s---

est donnée par
- Ye =0, k>n—h,
i =k+h+1)V 0<k<n—h-1

On déduit de ce résultat que le « meilleur prédicteur » de gy (t + h) connais-
sant g (1), .., 5 (1), 95 (0), ... est

git+h) =Y (k+h+1)7e,
k=0

= (k+h+1)"Y g5t —k—j). (1.67)

e
i
o
<
i
o

Si l'on suppose que 1'on observe uniquement gy (¢),..., g% (1), on décide de
prévoir g (t + h) par

-y

k=

,_.

M?r

t—k—1

(k+h+1)"Y g5t —k— ). (1.68)

/\ n

o

<.
Il
=)

Autrement dit, on remplace les g% (i) non observés par leur espérance (qui
est égale & 0). On prouve que cette troncature est d’un effet mineur lorsque
le nombre d’observations est suffisamment grand :

Résultat 7 (PROPRIETE 2.18) La quantité

Elgs(t +h) —g- (t +h) (1.69)

décroit vers 0 a vitesse exponentielle lorsque t tend vers linfini.
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Ce sous-chapitre s’achéve avec une méthode de prédiction pour e (+h).

Le sous-chapitre 2.4 est dédié au cas particulier o = 2, c¢’est-a-dire au cas
ot p; est gaussien. On obtient dans ce cas particulier des résultats plus forts
que ceux du sous-chapitre 2.2. On définit

t
Xf(ﬂ:i/eﬁﬁlﬁwﬂmBWFVUA%”ﬂd&te[&ﬂ, (1.70)
0

la fonction f; étant comme dans (1.57), avec o = 2, et B désignant le mou-
vement Brownien standard '°. Avec une présentation légérement différente,
ce processus est étudié dans [43]. On démontre que le processus limite X¢
vérifie la propriété multifractale faible suivante :

Résultat 8 (PROPRIETE 2.22) La variable aléatoire XC (t) a un moment
d’ordre q sous chacune des deuz conditions :

1. 0<qg<2,
2. qg>2et((q) > 1.

De plus, dans chaque cas on a la propriété multifractale faible
cgt* D <B[XY ()] < 0,159, (1.71)

cq et Cy étant deur constantes strictement positives indépendantes de t, le
spectre ¢ étant le méme que pour la MRM (Eq. (1.48) dans la section 1.5.4) :

2 2
((q) = (1 + %) q- %qQ- (1.72)

Ce résultat est meilleur que celui obtenu dans le cas stable (Propriété 2.9
dans le sous-chapitre 2.2). La démonstration de la Propriété 2.22 utilise la
théorie du chaos gaussien de Kahane [25] et consiste en une comparaison
du processus p; avec le processus gaussien w; défini en (1.39). Cela conforte
I'idée que notre étude, sans étre équivalente a celle menée dans [8], en est
malgré tout trés proche.

Le processus p; (Eq. (1.56)) est défini par une moyenne mobile. Une
question naturelle est de savoir si le processus gaussien w; (Eq. (1.51),(1.52)),
défini dans la section 1.3.1, admet lui aussi une telle représentation. On
démontre deux résultats a ce sujet dans le sous-chapitre 2.5 :

19. Le processus X ainsi défini est le méme que X; dans le cas particulier & = 2 et
avec le changement de paramétre A = v/2u. La lettre « G » fait rérérence au fait que Pon
travaille avec des variables gaussiennes.
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Résultat 9 (PROPRIETE 2.28) Le processus gaussien w; admet une repré-
sentation sous la forme

wp (t) = )\/va (t—z)dB(z) — )\;Ewl (t), (1.73)

B désignant le mouvement Brownien standard, la fonction v; étant & support
dans [—1/2,1/2].

On notera que le noyau de la représentation (1.73) est a support compact.
On démontre par ailleurs l'existence d’une représentation causale :

Résultat 10 (PROPRIETE 2.29) Le processus gaussien w; admet une repré-
sentation sous la forme

2
w (t) = A/Rﬁl (t— 2)dB () — %Ewl ), (1.74)

B désignant le mouvement Brownien standard, la fonction ¥ étant a support
dans [0, 00] .

1.4.2 Chapitre 3 : Marche aléatoire fractionnaire multifrac-
tale (MFRW)

Nous avons présenté en détail dans le sous-chapitre 1.3 la construction
de la MRM de Bacry et Muzy [8], définie comme la limite

t
M ([0,t]) = lim [ e*()ds. (1.75)
=0 Jo

La MRM est une mesure, elle est donc limitée & la modélisation de phéno-
meénes qui évoluent comme des fonctions croissantes de la variable ¢. Une
solution pour étendre cette construction & des processus multifractals non
monotones a été proposée par Mandelbrot (voir par exemple [35]) : il suf-
fit d’indexer un processus auto-similaire aux accroissements stationnaires en
temps multifractal. Avec le mouvement Brownien par exemple, on obtient
un processus multifractal dont les trajectoires ne sont pas monotones en

posant 20
Xp(t) = B{M([0,1])} ; (1.76)

et avec le fBm en posant

Xu (t) = Bu {M ([0,t])} . (1.77)

20. Dans les formules (1.76) et (1.77), le processus M est indépendant de B et de By.
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Le processus Xp est appelé marche aléatoire multifractale (MRW), tandis
que Xp est appelé marche aléatoire fractionnaire multifractale (MFRW).
Dans leurs articles [8] et [38]|, Bacry et Muzy démontrent que Xp a la

méme loi que
t

Xp(t) =lim [ e2*®)dB (s). (1.78)
1—0 0

Dans [38], ils proposent également d’étudier
t

Xp (t)=1lim [ e)dBy (s). (1.79)

=0 Jo
Mais contrairement a ce qui se passe avec le mouvement Brownien (les études
de Xp et Xp sont équivalentes), Bacry et Muzy montrent qu’il y a une
différence fondamentale entre Xpg et X p (visible en calculant les spectres
multifractals). Une étude approfondie de Xy est laissée comme un probléme
ouvert & la fin de la section IV.B de [38].

Les travaux de Ludena [31] d’abord, puis d’Abry et al. [1|, apportent une
solution assez compléte & ce probléme dans le cas 1/2 < H < 1.

Dans cette thése, on se propose d’étudier le cas 0 < H < 1/2. Ce travail
reprend Darticle [44] (& paraitre), avec de nombreux compléments : rappels
sur le calcul stochastique, étude mathématique plus rigoureuse des proces-
sus considérés, définition d’une version affine par morceaux et simulations
numériques. Selon l'usage dans ce domaine on effectue le changement de
notation

k=H-—1/2. (1.80)

On définit .
XF(t) :l—“/ ez dBA(s), t € [0,1]. (1.81)
0

Cette suite de processus (et sa limite en loi dans C'[0,1]) sont les objets
centraux de notre chapitre 3.

Le sous-chapitre 3.1 est consacré & la construction de U'intégrale de fonc-
tions déterministes par rapport au fBm d’indice —1/2 < k < 0 et a la
définition de processus gaussiens de la forme ¢ — fot g(s)dB*(s). Parmi les
diverses constructions possibles de l'intégrale, nous avons choisi de suivre
celle de Pipiras et Taqqu [45, 46|. Elle permet de définir

/f (s)dB"(s) (1.82)
pour les fonctions f € L", ou

Lr={f:f=I"¢,¢ e L*(R)} ; (1.83)
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l'intégrale fractionnaire I" étant définie pour 0 < 7 < 1 (quand cela a un
sens) par

(1" g)(s) = ﬁ /R g(u) (s — )" du, (1.84)

Comme on le voit, ce travail fait appel & des techniques du calcul fraction-
naire ; notre référence principale sur le sujet est le livre de Samko et al. [50].
En utilisant les méthodes de cet ouvrage notamment, on démontre :

Résultat 11 (PROPRIETE 3.2) On considére deuz réels 0 < —r <y < 1/2
et une fonction g dont le supremum essentiel sur [0,1] est fini. On suppose
que la quantité

1 1 1—max(u,v)
/ / u—v—lv—v—l/ lg(s) — g(s +u)|]g(s) — g(s + v)| dsdudv
0 0 0

(1.85)
est également finie. Dans ce cas, pour tout t € [0,1], 91jo. appartient a
L5 Il est alors possible de définir le processus gaussien centré indexé par
t e [0,1]

X, 0= [ a5 ) = [ a8 0. (1560)

De plus, ce processus admet une modification continue.

On discute a la fin de ce sous-chapitre des définitions possibles de X;* (Eq.
(1.81)). On porte une attention particuliére au probléme de la mesurabilité
de ce processus.

L’étude principale est menée dans le sous-chapitre 3.2. On construit X[
comme limite au sens L? de processus mesurables. Plus précisément, on défi-
nit d’abord w; sur un premier espace probabilisé (Q, F1,P1) ; on considére
ensuite une base orthonormeée (b;) de fonctions simples dans 'espace de Hil-
bert £" et on définit le processus [ b;dB" sur un deuxiéme espace probabilisé
(9, F2,Pg) . Le processus X[ est alors défini sur [0, 1] comme la limite dans
L2 (Ql X Qg) :

n
XF(0) (wn,00) = lin 1D (B0 () Loy (), b, [ BB ().
n—oo =1 ’ K
(1.87)

Pour simplifier on note

t
XF(t) =17" / ez () A B (s). (1.88)
0

On prouve d’abord :
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Résultat 12 (PROPRIETE 3.5) L’équation (1.88) définit un processus sto-
chastique mesurable par rapport a la tribu cylindrique. De plus, pour P1—
presque tout wi, la restriction de ce processus a l’ensemble D des nombres

dyadiqug:s rationnels a la méme loi que le processus gaussien
17 [5 ez 1 1(s) (w1) AB*(s) défini sur (Q2, Fa, Pa).

Ce résultat nous permet de ramener le probléme de ’existence d’une modi-
fication continue pour X au probléme identique pour le processus gaussien
sous-jacent. On obtient :

Résultat 13 (PROPRIETE 3.8) Le processus X[ admet une modification
continue sur 'intervalle [0,1] .

On s’intéresse ensuite a la convergence en loi de X;*. On distingue les deux
situations (la fonction 9 est définie par (1.41)) :

(A) —1/2<k<—1/4 eti/)(ﬁ) <z — L
(B) —1/4<k<0ety(2) <1.

Les techniques de mesures majorantes pour les processus gaussiens (chapitre
4 du livre d’Adler [3]) nous conduisent au

Résultat 14 (PROPRIETE 3.12) Dans chacune des deuz situations (A) ou
(B), la suite {X[*} est équitendue dans C'[0,1].

Par ailleurs on démontre :

Résultat 15 (PROPRIETE 3.14) Si ¢ (2) < 1, les lois marginales fini-
dimensionnelles du processus X[ convergent.

Le spectre multifractal est défini par
_1 (9
¢la) =3 ¢(2)- (1.89)

On aboutit enfin au résultat principal du chapitre (et de la thése) :

Résultat 16 (PROPRIETE 3.17) On suppose que l'on est dans 'une des
deuz situations (A) ou (B). Alors :
1. X[ converge en loi dans C [0, 1] , lorsque | tend vers 0, vers un processus
limite X® non dégénéré.

2. On a légalité en distribution entre processus
{X"(\)}, =1 {Al/%%%X“(t)} , (1.90)
t

ot )y est une variable aléatoire définie par (1.46), indépendante de
X",
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3. X" satisfait la propriété multifractale
E| X" ()% = E|X"(1))%¢@ (1.91)
pour tout 0 < q < gmax tel que X"%(1) ait un moment d’ordre 2q fini.

On définit dans le sous-chapitre 3.3 une version affine par morceaux du
K .
processus X n

_ t
X5(t) = n” / ea@1/m(Ln?s)/m®) g pr () (1.92)
0

et on propose des simulations numériques basées sur cette version affine par
morceaux.
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Chapitre 2

Processus multifractals
construits a partir de moyennes
mobiles a—stables

On construit dans ce chapitre une large famille de processus multifractals,
proche de la MRM, mais qui contraste avec les autres modeles multifractals
définis dans la littérature de par sa simplicité. L’idée principale est que la
cascade canonique peut étre représentée — tout au moins de facon approxi-
mative — sous forme de moyenne mobile. Ce travail trouve ses sources dans
[55, 56, 57] et il reprend [43] L.

En remplagant le processus w; (Eq. (1.39)) — autrement dit la cascade de
Bacry et Muzy — par une moyenne mobile

pe (1 —logl)

cos (mar/2) (2.1)

pl(s):u/ fi(s —u)dM, (u) +
s—1

(fi est définie par (1.57), M, est une mesure aléatoire a—stable), on définit
une famille de processus entrant dans le cadre des multifractals :

t
X7 (1) :/ e”®ds, t € 0,1]. (2.2)
0

On prouve dans le sous-chapitre 2.2 la convergence de X IS vers une limite X
et on démontre une propriété de type multifractal. Dans le sous-chapitre 2.3,
on étudie une version affine par morceaux Xg’s et on s’intéresse a des pro-
blemes de prévision. Le sous-chapitre 2.4 est dédié a I’étude du cas particulier

1. Cependant la présentation différe sensiblement de [43] et permet d’établir un lien
clair entre la MRM |[8] (sous-chapitre 1.3) et les processus étudiés dans [55, 56, 57, 43].

43
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gaussien (o = 2); ce sous-chapitre est prolongé par le 2.5, dans lequel on éta-
blit 'existence de deux représentations particuliéres sous forme de moyennes
mobiles pour le processus w; (Eq. (1.39)) dans le cas gaussien. Pour alléger la
présentation, les démonstrations des lemmes du chapitre 2 sont reléguées au
sous-chapitre 2.6. Avant cela, nous faisons quelques rappels sur les variables
et certains processus a—stables. Un ouvrage de référence sur le sujet est [51].

2.1 Les variables et les processus a—stables

2.1.1 Définition des lois stables

Les variables stables sont une généralisation des variables gaussiennes.
Elles possédent des propriétés en commun avec ces derniéres, mais les va-
riables stables non gaussiennes ont aussi certaines particularités ; notamment
leur queue de distribution est en loi de puissance et elles n’ont pas de moment
d’ordre 2.

On dit qu'une variable aléatoire X est stable si, pour toute valeur de n,

pour toutes copies indépendantes Xi, Xo,..., X, de X, il existe deux réels
Cn > 0, D, tels que 'on ait 1’égalité en loi
X +Xo+--+X,=*C,X +D,. (2.3)

Cette propriété, combinée & leur grande variabilité, explique 'omniprésence
des lois stables dans un large champ d’applications.

Une autre caractérisation des lois stables est fournie par leur fonction
caractéristique. Cette derniére est de la forme

—o%|u|*(1—iB(signu) tan Z& ) +ipu :
EetuX — {e ( ) sia# 1,

e—o\u\(l—i—iﬁ%(signu) log\u|)+i,uu (2'4)

sia=1,
ou les parameétres 0 < o < 2,0 <0, =1 < 38 <1 et p € R sont respective-
ment appelés indice de stabilité, parameétre d’échelle, parameétre d’asymétrie
et parametre de position. On note X ~ S, (o, B, i) .

Dans cette thése, on travaille exclusivement avec des variables de para-
métres 1 < o < 2, 8= —1.2 Parmi ces variables, les seules dont on connait
la densité sont les variables de paramétre o = 2. L’examen de la fonction

caractéristique montre que dans ce cas X est gaussienne. Plus précisément
SZ (07 _17 M) = N (:ua 20_2) .

2. On choisit de travailler avec § = —1 du fait que le moment exponentiel d’ordre
1 d’une variable stable, EeX, n’existe que pour cette valeur de 3 — voir Propriété 2.2
un peu plus loin. La condition o > 1 est quant a elle essentielle dans de nombreuses
démonstrations du chapitre.
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2.1.2 Propriétés des lois stables, intégrales stables

On aura besoin des trois propriétés suivantes :

Propriété 2.1 Soit X ~ S, (ox,—1,0) et Y ~ S, (0oy,—1,0) deuz va-
riables indépendantes, avec o > 1 et soit a € R, c € R. Alors :

L X+Y +cn~ Sa(o-1,0), avee o = (0% + )"

2. aX ~ S, (04,—1,0), avec 0, = acx.

Propriété 2.2 Soit X ~ S, (0,—1,¢) avec o« > 1 et soit q un réel stricte-
ment positif. Alors la variable X a un moment d’ordre q et

«

FedX — -
‘ exp< cos (mar/2)

q* +—qc> . (2.5)

Propriété 2.3 Si X ~ S, (0,—1,0), a > 1, alors X a un moment d’ordre
1 et l'on a d’une part
EX =0, (2.6)

d’autre part
E|X| = cyo0, (2.7)

2sin(m/a)l(1-1/a)
w|cos(ra/2) M@

avec co =

Nous faisons maintenant un rappel trés succinct des propriétés des inté-
grales stables — tout ce qui suit est une conséquence immeédiate des résultats
du chapitre 3 de [51]. On fixe @ > 1. Il existe une mesure aléatoire M,,
indexée par les boréliens A de R dont la mesure de Lebesgue A (A) est finie,
vérifiant

Mo (A) ~ Sa (0 ()Y, -1,0) (2.8)

pour tout A € B(R).
On fixe une telle mesure M, et on considére l’espace vectoriel

E, = {h : R — R, h est mesurable et / |h(z)|* dz < oo} . (2.9)
R

Propriété 2.4 Il existe un processus {I (h)} = { [ hdM,}, indexé par les
fonctions h € E,, dont les lois marginales fini-dimensionnelles sont a—
stables et satisfaisant les propriétés suivantes :
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1. Les lois marginales uni-dimensionnelles sont données par

I(h) ~ Sa(||h||a7_170)7 (210)
X 1
ot |l = (fi Ip ()| da) /.
2. Pour tous réels ai,...,a,, pour toutes fonctions hy,...,h, dans Eq,

on a l’égalité presque sire

I (Z aihi> =Sl (hy). (2.11)

Dans la section suivante, on s’intéressera a des moyennes mobiles, c’est-
a-dire & des processus de la forme

Zp (t) = / h(t—z)dM, (z) . (2.12)

On rappelle qu’une fonction P est dite absolument continue sur Uintervalle
[0, 1] 'il existe une fonction ® intégrable telle que

D (t) :<I>(0)+/Ot<i>(s)ds, telo,1]. (2.13)

La propriété qui suit est la conséquence des résultats de la Propriété 2.4

ci-dessus et de I'exemple 11.7.7 de [51].

Propriété 2.5 Soit h une fonction a support dans [0, 1] absolument continue
ey

sur cet intervalle et telle que ‘h‘ soit intégrable sur [0,1]. Alors l’équation

(2.12) définit un processus sur l'intervalle [0,1]. De plus, ce processus admet
une modification presque strement absolument continue.

2.2 Etude du processus principal

2.2.1 Définition de la suite de processus X; et de sa limite

On fixe un réel 1 < o < 2 et on considére une mesure aléatoire stable
M, comme en (2.8). Pour 0 < [ < 1, on définit la fonction & support dans

[0,1]
Ve sio<u<l
_ = 2.14
fi(w) {u—l/a sil<u<l, 2

puis la moyenne mobile décentrée

p (1 —logl)

cos (ma/2) (2.15)

pl(s):u/:fl(s—u)dMa(u)—i-
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(1 > 0 est un parameétre).
On définit la suite de processus indexés par 0 <[ < 1 :

t
X7 (1) :/ e”Pds, t €0,1]. (2.16)
0

C’est cette suite de processus, ainsi que sa limite en loi, qui nous intéressent
dans ce sous-chapitre.

Propriété 2.6 Il est possible de choisir p; de telle sorte que le processus
(2.16) soit bien défini et qu’il soit presque sirement dérivable.

DEMONSTRATION. On prend h = f; (Eq. (2.14)) dans la Propriété 2.5. On
peut écrire f;(t) = f1(0) + fg fi(s)ds, t € [0,1], on f; est la fonction a
support dans [1,1], définie par fi(s) = —és‘l/a_l. Les hypotheses de la
Propriété 2.5 sont vérifiées, donc la moyenne mobile [ f; (s — u) dM,, (u) est
bien définie et elle admet une modification presque strement continue sur
[0,1]. Avec ce choix de py, XlS est bien défini et il est presque strement
dérivable. |

On définit le spectre multifractal

«

Clq)=g+—L (0" =) (2.17)

cos (mar/2
Il est commode également d’introduire la notation
1 =1-logl (2.18)

Propriété 2.7 Sous Uhypothése ¢ (2) > 1, le processus X (Eq. (2.16))
converge en moyenne quadratique et en loi dans C'[0,1] vers un processus
non dégénéré X lorsque | tend vers 0.

DEMONSTRATION.
Preuve de la convergence en moyenne quadratique. Prenons deux réels
0<x<y< 1. Dapres les Propriétés 2.1 et 2.4

pr () + pr (y)
~So(pllfi(x =)+ fr (Y=o, —1,p% (Z+Xp) /cos (ma/2)) . (2.19)

Donc d’aprés la Propriété 2.2

Ee” @00 W) = exp [—u® (| f; (x — ) + for (y — )||& — %4 — p) / cos (ma/2)] .
(2.20)



48
Or d’une part

-1
Hfz(x—-)+fz'(y—-)H3=/y fi(e— ) du

-1

x Yy
" / i@ =)+ fo (y — )] du+ / frly—uwdu  (221)
y—1 y—1
et d’autre part
s= [ ge-wra we= [ peowra e

Donc

Eert@+oy(y) — =1 Sy AL @—u)+ fr (y—w)]® = fi(w—u)* = fyr (y—u)* }du/ cos(mar/2)

(2.23)
Pour toute valeur de z # 0, f; (z) converge en croissant vers z~ /¢ lorsque
[ tend vers 0. Par ailleurs, pour une valeur donnée de a > 0, la fonction
x = (x+a)® — % est croissante. Donc d’apres le Théoréme de Beppo Levi,
lorsque [ et I’ tendent vers 0, Ee”t(®)+or®) converge vers

D (w y) — e—#a f;71{[(m—u)fl/a-}-(y—u)*l/a]a_(m_u)71_(y_u)71}du/ cos(ra/2)

_ ke f(}/@*“*lufl{[1+(1+1/u)*1/a]a_1_(1+1/u)*1}du/cos(m/z)

(2.24)

La fonction

D:urs ! { [1 +(1+ 1/u)_1/°‘r 11+ 1/u)_1}—(2°‘ — ) (1+u)"
(2.25)
est intégrable sur R, car D (u) ¥ aqu 1t/ +ciq et D (u) o coatt2 (C10

et cp o sont deux constantes). En écrivant

p(z,y) = e h" =01 D () (22 -2) (14u) ]du/ cos(ra/2) (2.26)

on obtient
p(z,y) = (y — 2) @200, (2.27)

ce qui implique U'intégrabilité de p sur {(z,y),0 <z <y < 1} lorsque ¢ (2) >
1. On écrit enfin

t t
EX? (t) X5 (t) = / / Ee” @)+ W) dzdy. (2.28)
0 JO
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D’aprés le Théoreme de Beppo Levi, les roles de x et y étant interchangeables
dans le travail ci-dessus, lorsque [ et I’ tendent vers 0, EX;” (t) X}? () converge
vers la limite non nulle

2/Ot /pr(x,y) dzdy. (2.29)

Il s’ensuit que, sous 'hypothese ¢ (2) > 1, X% (t) converge en moyenne qua-
dratique vers une limite non dégénérée X (t).

Preuve de la convergence en loi. La convergence en moyenne quadra-
tique implique celle des lois marginales fini-dimensionnelles. Par ailleurs, le
processus XlS étant stationnaire,

E[XS () - xF 0] =B [x5 (¢ -] ; (2.30)

et d’apres la premiére partie de la démonstration, comme ¢ (2) > 1, le terme
dans le membre de droite est majoré par Kf(;f - foy (y — x)c<2)_2 daedy =

K'(t' — )*® (K, K’ constantes). En utilisant de nouveau 'hypothése ¢ (2) >
1, on obtient 1’équitension de XlS dans C' [0, 1] . Combinée & la convergence
des lois marginales fini-dimensionnelles, cette équitension implique la conver-
gence en loi dans C [0, 1] vers la limite X5, [

2.2.2 Propriété multifractale

Nous mettons en évidence une propriété de type multifractal pour le
processus X°. On verra apparaitre dans les calculs

Sk,1—1

Gi(s1,52,...,8q) = Z/ [(Zfl (si — u)> — Zfl (55 — u)a] du
k=2""% i=k i=k

+/81q_1 [(;ﬁ(&—@) _Zz::fl(si_u)a] du

1

q Sk_1 k-1 O S |
+kz_2/8k [(Z_;fl(sz—U)> —Z;fl(si—u)a] du

(2.31)

r—1
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(0 <sqg <---<s1 <1) et sa limite lorsque [ tend vers O :

q sp_1—1 q @ q
G(31,32,...,3q)22/ [(Zf(sl—u)> —Zf(si_u)a]du
i=k j

k=27 sk—1 i=k
5q q @ q
+/ [(Zf(sz—u)> —Zf(si—u)a] du
si—1 | \i=1 i=1
q Sk_1 k—1 S |
+Z/ [(Zf(sz—u)) —Zf(si—u)a] du,
k=2""%k i=1 i=1
(2.32)
ou f; est la fonction définie par (2.14) et
fu) =u"te. (2.33)

Les fonctions Gj et G sont des fonctions de ¢ variables. La valeur de ¢ étant
appelée & varier au cours de notre travail, il eiit été plus rigoureux de noter
G4 et Gy4. Nous ne 'avons pas fait pour alléger le texte.

Lemme 2.8 Soitp et q deux entiers, avec g € N* et 0 < p < ¢q. On considére
la fonction de g variables G définie par (2.32) et le processus X} (Eq. (2.16)).
Alors pour tout t € [0,1] on a U’égalité (la limite dans le membre de gauche
ci-dessous étant bien définie)

Jim B 0)” (7 )"

= q!/ e MG (s1sg)l/ cos(ma/2) qg dsg. (2.34)
0<sg<<s1<t

De plus, sous l'hypothése ¢ (2) > 2 —2/q (C est définie par (2.17)), chacune
des deux quantités apparaissant dans ['égalité (2.34) est finie.

Le Lemme 2.8 est démontré dans le sous-chapitre 2.6.

Propriété 2.9 Soit t € [0,1]. On considére le processus X (Egq. (2.16)),
sa limite X° (Propriété 2.18) et la fonction ¢ (Eq. (2.17)). On suppose qu’il
existe ¢ € N* tel que ¢ (2) > 2 —1/q. Alors :

1. Pour tout réel 0 < p < 2q, X (t) a un moment d’ordre p et

imE | X% () - X7 ()" = 0. (2.35)

1—0



2.2. ETUDE DU PROCESSUS PRINCIPAL ol

2. Pour tout entier 0 < p < 2q, il existe deux réels strictement positifs
Caps Cap (indépendants de t) tels que

capt®® <E (X5 (1)) < Cuptt®. (2.36)

DEMONSTRATION.
Démonstration du Point 1. Il suffit de prouver que {Xls (t)}l est une suite
de Cauchy dans L?9. D’aprés la formule du binéme de Newton

2q
2 2q 2¢g—
E[XS () - X5 ()" =3 (~1) (p )E [(XF ) (x5 )] @37
p=0
Par hypothese ¢ (2) > 2 — 1/q, donc d’aprés le Lemme 2.8 les termes
E [(X )" (X} (t))2q_p } dans la somme ci-dessus convergent tous, lorsque

l et I’ tendent vers 0, vers une méme limite finie. On en déduit le résultat
souhaité : )
lim E|X7 () - X5 @) = 0. (2.38)
(1,1)=0
Démonstration du Point 2. D’aprés le Lemme 2.8

lim B (X (1))" = p / e H (1)l costma/D g dg)
_)

0<sp < <s1<t
= p'tp/ e—ﬂa [G(t817...,t8p)]/COS(7TOC/2)d81 . dsp‘
0<sp<<s1<1
(2.39)

Fixons momentanément si,...,s,. On effectue le changement de variable
u = tv dans les intégrales qui définissent G (ts1,...,tsp) (Eq. (2.32)). On
obtient alors

p_l Sk—l
G (ts1,...,tsp) = G (s1,...,5p) +Z/ Hp i (v)do, (2.40)
k‘zl Sk—l/t

H,, j, étant définie par
p @ p @
Hy, (v) = (Zﬂsi—v)) - ( > f<sz-—v>) — fsk—0)* (241)
i=k i=k+1

(on rappelle que f (v) = v~Y®). Un simple changement de variable donne

p—Ll
G (ts1,...,tsp) =G (s1,...,5p) —1—2/ I, i, (v) dv, (2.42)
k=171
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avec
p « P «
Ly (v) = (Zf(wsi—sk)) - ( > f(v+si—sk>> — f ().
i=k i=k+1
(2.43)
Or il n’est pas difficile de voir que
Lk (0) =[(p—k+1)" = (p—k)* = 1]o~" (2.44)

est intégrable sur [1,+o0[ ; et que l'intégrale en question est uniformément
bornée en s1,...,s,. Il s’ensuit que

p=Ll .1/ p—1l 1/
Z/ L (v)do=">" (p—k+1D)*—(p—k)*—1v ' +0(1)
k=1"1 k=171

=— (" —p)logt+0(1) ; (2.45)

et donc que
G (ts1,....tsp) =G (s1,...,8p) — (p* —p)logt+O(1). (2.46)

Revenant a I’équation (2.39), on obtient

m E (X5 (1)) = £$0)e00) / e G GLs) cosra/ g dg
=0 0<sp<<s1<1

(2.47)
Enfin, d’apres le Point 1, E (XS (t))p = lim;_,0 E (XlS (t))p ; et d’apres le
Lemme 2.8 l'intégrale dans le membre de droite de (2.47) est finie. Il existe
donc deux réels cq p, Cq,p (indépendants de t) tels que

Capt’® < E (X% (1)) < Cpptt®. (2.48)

Question ouverte 2.10 Il serait intéressant d’étendre le Point 2 de la Pro-
priété 2.9 aux moments non entiers. Nous avons envisagé plusieurs solutions
pour résoudre ce probléme, sans qu’aucune n’aboutisse :

La premiére idée vise a établir une égalité analogue a (1.45) en s’inspirant
de la méthode utilisée par Bacry et Muzy (démonstration du Théoréme J
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dans [8]). De fagon informelle, on peut écrire (les égalités ci-dessous sont
des égalités en loi entre processus) :

As «a —lo
px (As) =2 ,u/ fa (As —u)dM, (u) + p (1=~ log Al) [u = Av]

As—1 cos (mar/2)
a, [’ p* (1 —logl)  p%logA
- A /8_1/>\ fils —v) dMa () + cos (ma/2)  cos (mar/2)
= p1(s)+Zx(s), (2.49)
avec . o
= ()= u | (sl __nlogh
Ex(s) = u/s_l/A (s —v) dM, (v) cos (ma)2)” (2.50)

Le probléeme est que, contrairement 4 ce qui se passe avec la MRM (Eq.
(1.45)), le processus =y n’est pas indépendant de p;. Donc, bien que ['on
puisse reproduire les techniques de [8] et écrire

At
X5 (At) =4 /0 eP(8)dg [s = A\z]
t
—d )\/ eP () +EA(@) q g (2.51)
0

on se retrouve bloqué puisque le terme Ey (x) ne peut ni sortir de l'intégrale
(il est variable), ni étre encadré par son min et son max (puisqu’aprés on
devra calculer une espérance, et que Ey et p; sont dépendants). Cette premiére
vote semble finalement sans issue.

La deuziéeme idée que nous avons consiste a adapter la méthode utilisée
dans le cas gaussien (voir sous-chapitre 2.4) au cas stable. Comme nous le
verrons, dans le cas gaussien, on comparera la covariance de p; (Eq. (2.15))
a celle de wy (Eq. (1.89)). La différence entre ces covariances étant unifor-
mément magjorée par une constante indépendante de I, on pourra appliquer
la technique du chaos gaussien de Kahane [25] et établir la propriété de mo-
ments de X° & partir de celle de la MRM de Bacry et Muzy (définie dans
le Théoréme 1.6). Les variables stables non gaussiennes n’ayant pas de mo-
ment d’ordre 2, la covariance n’est pas définie dans ce cas; les indices de
dépendance couramment utilisés pour la remplacer sont la covariation et la
codifférence (voir [51]). Il semble donc naturel d’essayer de généraliser les
méthodes gaussiennes de [25] au cas stable, en remplagant la covariance par
la covariation ou la codifférence. Malheureusement, les idées géométriques
qui font marcher les choses dans le cas gaussien semblent difficilement géné-
ralisables au cas stable, ce qui conduit a une deuziéme impasse.
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2.3 Etude d’une version affine par morceaux

Une utilisation pratique du processus X° défini dans la section précé-
dente (Propriété 2.7) n’est possible que si 'on en donne une version simple 3.
On définit dans cette section une telle version ; on s’intéresse également a un
probléme de prévision.

2.3.1 Définition de la version affine par morceaux

Suivant [43] on définit
t
X5 (t) = / el gs, (2.52)
0

ou g, est la moyenne mobile discréte (décentrée) par rapport a un bruit blanc
a—stable :

n
gn(u) = '“Z kY% o+ op, uel (2.53)
k=1
avec (€p)pez suite de variables aléatoires indépendantes S, (1, —1,0) et

on=—2 S 1k (2.54)

. S.d .
La fonction X;,"" est continue et affine par morceaux, avec une pente

constante sur chaque intervalle de la forme [%, %] . La Propriété 2.12 ci-

dessous dit que le processus X converge en loi vers X dans C'[0,1]. On
aura besoin pour démontrer cette propriété des deux processus

u/n _ 1 —1/0!
Gn (w) =u// 1<M7x+J> AMy () + 0y u€Z (255

t
XS4 (1) = / cin(lns)) g (2.56)
0
la mesure a—stable M, étant comme en (2.8). On rappelle également que la
fonction p est définie pour 0 < x <y < 1 par

p(x,y) = o M fymil{[(x_u)il/a—i_(y_u)il/a]a—(x—u)il—(y—u)il}du/cos(wa/Q)

_ e—ua folf(yfm){[z*l/a—i-(z—i-y—:c)*l/a]a—zfl—(z—l—y—m)*l}dz/ cos(7ra/2).

(2.57)

3. Autrement dit, une version qui peut étre simulée facilement et qui converge — par
exemple en loi dans C [0, 1] — vers X,
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Lemme 2.11 Le processus Xf/n est défini par (2.16). Avec les notations
ci-dessus :

1. Les processus G, et g, d’une part, X5 et X5 dautre part, ont méme
lo.
2. Pour tous réels 0 <z <y <1 :

Eedn(lnz])+gn(lny]) < kp(z,y) (2.58)
_Ma(2a72)
avec k — e cos(ma/2) |
3. Pour tout réel 0 <t <1 :
- 2
lim E (Xf/n (t) — XS54 (t)) = 0. (2.59)

n—-+o0o

Ce lemme est démontré dans le sous-chapitre 2.6.

Propriété 2.12 On suppose que ¢ (2) > 1 (Eq. (2.17)). Lorsque n tend vers
Vinfini, le processus Xn (Eq. (2.52)) converge en loi dans C'[0,1] vers le
processus X° (défini dans la Propriété 2.7).

DEMONSTRATION. On sait que :
— X% et X5 ont méme loi (Point 1 du Lemme 2.11) ;
- Xig/n — X;?7d converge en moyenne quadratique vers 0 (Point 3 du
Lemme 2.11);
- X1S/n converge en moyenne quadratique vers X (Propriété 2.7).

On en déduit que les lois marginales fini-dimensionnelles de x5 convergent
vers celles de X°. Par ailleurs, d’aprés le Point 2 du lemme 2.11, pour 0 <
t<t' <1 :

2 t t
B (x5 () - x54 ()" = /t /t Bedn (e )00 (1n)) .y

t oy
g/ / 2kp (z,y) dady. (2.60)
¢ Ji

Or d’aprés linégalité (2.27), p(z,y) < K (y — 2)*@~2 (K constante) ; donc
comme ( (2) > 1,

B (X5 (1) - X5 (t))2 <K' (' —t)*® (2.61)

(K’ constante) et la suite X% est équitendue dans € [0,1]. On a vu ci-dessus
. ) - . S.d .

que les lois marginales fini-dimensionnelles de X" convergeaient vers celles

de X5, on en déduit que X5 converge en loi vers X5 dans C'[0,1]. |
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On a simulé sur la figure 2.1 un bruit blanc 1.5—stable € en suivant la
méthode de Chambers, Mallows et Stuck [60]. Cette méme figure montre les
processus g, exp (gn) et X5 dans le cas n = 1000, p = 0.5 ; ainsi que les
histogrammes de log X%g (1) et log Xlsdgo (1).
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FIGURE 2.1 — Simulation de la version affine par morceaux. Nous avons
simulé la version affine par morceaux avec o = 1.5, n = 1000 et g = 0.5.
Le processus g, (en haut a droite) présente de larges fluctuations, marquées
par des explosions négatives héritées du bruit € (en haut a gauche) — conseé-
quences de la valeur § = —1. La trajectoire de exp (g,) (au milieu & gauche)
montre aussi de larges fluctuations, & de multiples échelles, ainsi qu’un ca-
ractére intermittent, caractéristiques des multifractals. Les histogrammes de
log X;?’d(l) pour n = 100 (graphique en bas a gauche) et n = 1000 (gra-
phique en bas & droite), réalisés a partir d’échantillons de taille 1000, donnent
une idée de la distribution limite : pour n = 1000, la valeur moyenne est
—0.69 et la queue de distribution est étalée vers la gauche (le coefficient de
dissymeétrie est égal & —0.56 environ).
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Question ouverte 2.13 On explique le lien entre le processus gy et les
processus FARIMA. On envisage ensuite la possibilité de considérer lim gy,
comme un processus FARIMA généralisé.

Rappelons qu’un processus FARIMA (0,1 — 1/, 0) est une moyenne mo-
bile infinie

f) =" vrBu s, (2.62)
k=0

ot les B; sont des variables aléatoires i.i.d. et les vy sont les coefficients dans
le développement en série entiére de (1 — z)l/o‘_1 (il faut bien sir que la
série (2.62) converge p.s. — on renvoie au chapitre 7.13 de [51] pour plus
de détails au sujet des FARIMA). D’apres les résultats p.381 de [51], v, =

% ; et la formule de Stirling donne [’équivalent

k—l/a
~ ) 2.63
Yk D T (d) (263)
On rappelle a présent que le processus gy est défini par
n
gn(u) = NZ kY%, g + o (2.64)

k=1

On constate une grande similarité entre (2.62) et (2.64), suggérant une ap-
proche différente et un élargissement possible de notre travasil :
L’approche alternative consisterait a remplacer g, par

b (u) = qukeu_k + T, (2.65)
k=0

les vy, étant les coefficients du processus FARIMA définis ci-dessus, T, étant
déterminé par l’égalité Ee' (W) = 1. On obtient avec cette suite de processus
des résultats sensiblement analogues & ceuzr que nous démontrons dans ce
chapitre — les preuves sont toutefois plus difficiles.

Il est tentant d’établir un lien encore plus fort avec les FARIMA, en
étudiant non plus hy,, mais sa limite

hoo(u) =K Z Vg€yu—k + Too- (266)
k=0

Mais Uécriture (2.66) n’a pas de sens, puisque la série diverge p.s. (nous
serions bien en peine également de définir 7). Toutefois, il est peut-étre
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possible de donner un sens rigoureuz & (2.66), en travaillant dans un espace
de distributions a support dans N ; on pourrait alors parler de processus
FARIMA généralisé. Cette idée s’inspire de ’approche suivie par Duchon
et al. [12] dans Uétude du chaos gaussien et son application en économie.
Si cette voie aboutissait a des résultats intéressants, on pourrait aussi peut-
étre généraliser les résultats en matiére de prévision obtenus dans la section
sutvante 2.3.2 — en cela on suivrait encore le travail de Duchon et al. [12].

Question ouverte 2.14 On peut généraliser la moyenne mobile (2.53) en
dimensions supérieures. Par exemple, on peut étudier dans R? la cascade

G (w,9) =y D (i +5) " eomify—j — Sn. (2.67)

i=1 j=1

ou e et f sont des bruits blancs stables indépendants et la constante S, est
telle que Ee“n@Y) = 1. La surface z = G, (z,y) est représentée sur la figure
2.2.

On peut penser que (2.67) est une bonne version discréte de
z y
Ry = [ [ liGry-t-9Pdi s -c (26)
z—1Jy—1

(¢ un facteur d’échelle de temps pres), M, étant une mesure aléatoire stable
dans le plan et C; étant une constante telle que Eef@Y) = 1. Par ailleurs, en
fatsant le méme type de raisonnement informel que dans la Question ouverte
2.10, on devine une propriété de type multifractal pour un éventuel processus

limite .
lim / / el @V dzdy. (2.69)
L Jo Jo

Autrement dit, (2.67) semble étre un bon candidat de cascade multifractale
dans le plan.

2.3.2 Des problémes de prévision

On rappelle que g, est défini par (2.53). On définit deux nouveaux pro-
cessus :

€ = pe—1 (2.70)
g (t) = gn(t) — on. (2.71)
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35

FIGURE 2.2 — Cascade dans le plan. On représente la cascade définie par
(2.67) sur [0,100] x [0,100], avec n = 10 et dans le cas ou les bruits e et
f sont gaussiens. Le comportement intermittent et la grande variabilité a
toutes les échelles, propriétés graphiques habituelles des multifractals, sont
bien visibles sur le graphique.

L’égalité (2.53) est équivalente a
n—1
gi(t :Z (k+1)"Yeoer (2.72)

Dans cette section, on établit 'existence d’une représentation auto-régressive
pour le processus g, c’est-a-dire une représentation de la forme

&= curghlt—k), teL, (2.73)

pour certains réels ¢, . On propose ensuite une méthode de prévision de
gr (t+ h) a partir de g5(t),...,g5(1),95(0),... dans un premier temps,
puis & partir de ¢ (t),..., g5 (1) uniquement dans un deuxiéme temps. On

. P N P *
s'intéresse enfin a la prévision de e (7).,

Remarque 2.15 L’objet central de cette section est g,, et non g). Cepen-
dant l’étude de g}, entraine moins de complications techniques et allége le
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texte ; c’est pourquoi nous nous focalisons désormais sur ce processus. Les
méthodes présentées ci-aprés pour gl s’adaptent cependant de fagon quasi
immédiate & g, — nous ne donnerons aucun détail & ce sujet.

Le processus gy, appartient a la famille des ARMA (voir [51], chapitre 7),
donc l'existence de la représentation (2.73) est conditionnée au fait qu’un
certain polyndéme n’admet pas de racine dans le disque unité fermé de C.
Cette idée est la ligne directrice de la preuve de la propriété suivante.

Propriété 2.16 Le processus gy, défini par (2.72), admet une représenta-
tion auto-régressive de la forme (2.73).

DEMONSTRATION. On définit le polynome P,(z) = S3g (k -+ 1)~ e gk,
—1/a
Pour tout 0 <k <n —2, % > 1. De plus, les coefficients (k + 1)_1/a

de P, sont positifs. Donc d’aprés les résultats p.107 de [47], P,, n’a pas de
racine dans le disque fermé de rayon 1 de C. Par conséquent, d’aprés le
Théoréme 7.12.4 de |51], le processus ARMA g¢¢ admet la représentation
auto-régressive

“+00
&= cnrgh(t—k), teZ, (2.74)
k=0

ou les ¢, sont les coefficients dans le développement en série entiére de
1
7.z bour |z] < 1. [ |

Les coefficients ¢, ; de la représentation (2.73) sont ceux du développe-
ment en série entiére de

1 1
Pio) Z;é it 1)_1/a 7 |z| < 1. (2.75)

Ils se calculent donc par récurrence :

- Cno = 1;

— =2 = = (k1) e, 1<k <n—1;

- Cnk = _2_1/acn,k—1 - = n_l/acn,k—n—i-l: n < k.

On en vient & présent a la méthode de prévision 4. Supposons avoir ob-
serve gr(t),..., g5 (1), g5 (0),... On souhaiterait estimer la valeur de

4. Le prédicteur que nous donnons ci-dessous est le méme que celui déja proposé par
Hosking dans le domaine des FARIMA [21]|. Toutefois apparente similitude entre notre
travail et [21] n’est qu’une fagade : Hosking étudie un processus FARIMA défini par le
filtrage d'un bruit blanc de carré intégrable, le prédicteur optimal étant défini par une
projection dans L? ; a opposé notre processus g est un processus ARMA défini a partir
de variables stables n’ayant pas de moment d’ordre 2 (sauf dans le cas gaussien) et notre
prédicteur optimal est défini par une projection dans L*. Ainsi le fait que nos prédicteurs
soient les mémes ne doit-il pas laisser penser que nos travaux sont équivalents.



2.3. ETUDE D’UNE VERSION AFFINE PAR MORCEAUX 61

gk (t+ h). Le processus g5 étant une moyenne mobile de longueur n, nous
nous restreignons au cas ou h < n < t. Par définition, on a

n—1
gn ()= (k+ 17", (2.76)
k=0
et d’aprés la Propriété 2.16
400
€ = Z Cn kgn(t — k)
k=0

D’ou 'égalité entre tribus

a(gn(@t),.. g (1),95(0),...) =0(€, . €,€5,---)- (2.77)

On rappelle ensuite que les variables € sont centrées (Propriété 2.3) et n’ont
pas de moment d’ordre 2. Ceci nous améne naturellement a définir comme
meilleur prédicteur de g, (t + h) connaissant o (g5 (t),..., g5 (1), 9% (0),...)
la moyenne mobile infinie

“+o00
=3 Tk (2.78)
k=0
ou
(%7%}7) = (argmln )E gn t+h Z'Ynket k (279)
Tn,0,Yn,1,

Propriété 2.17 Le probléme (2.79) admet 'unique solution :
~ Yk =0, k>n—h,
i =k+h+1)V 0<k<n—h-1

et l'on a donc

= Y (k+h+1) Ve, (2.80)

n—h—1
k=

[e=]

DEMONSTRATION. On a
—1
g (t+h)— Z%ket =Y (k+h+1)7V
k=—h
n— 1 +o0o

h—
+ D (k+h+1 l/a—%k) Gkt D Tnk€ip
k= k=n—h

o

(2.81)
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donc en vertu des Propriétés 2.1 et 2.3

+oo o -1
(E PRI S ) S (krn)
k=0 k=—h
n—h—1 o +o0
rel Y (B h ) ) el Y . @82)
k=0 k=n—h
On obtient donc les 7, 1 et le prédicteur g;;ﬁh) annonces. [ |
Il est facile de voir que g;;ﬁh) =E(gs(t+h)|gs(t),...,q:(0),...),

—

ce qui renforce 'idée que g (t+ h) est un bon prédicteur. En utilisant la
représentation auto-régressive on obtient

git+h) = > (k+h+1) Ve,
k=0

n—h—1+o00
= (k+h+1)"Y g5t —k— 7). (2.83)
k=0 ;=0
Supposons maintenant que I’on observe uniquement g (1) ,..., g% (t), ce qui

semble plus réaliste en pratique. Dans ce cas g (t + h) ne peut pas étre utilisé
pour faire la prédiction. On choisit de remplacer les g% (k) non observés par

leur espérance 0. Ainsi décide-t-on de remplacer g% (t + h) par

— n—h—1t—k—1
gy(t+h) =Y (k+h+ 1), g5 (t — k- j). (2.84)
k=0 j=0

Cette troncature a un effet mineur lorsqu’on observe suffisamment de don-
nées :

Propriété 2.18 Soit gﬁﬁ%—\h) (Eq. (2.83)) le prédicteur non tronqué et

gx (t+h) (Eq. (2.84)) le prédicteur tronqué de gf, (t + h). La quantité

—
—_—

E|gs(t+h)—gy(t+h) (2.85)

décroit vers 0 a vitesse exponentielle lorsque t tend vers l'infina.
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DEMONSTRATION. Soit P,(2) = S 725 (k + 1)~Y% 2k On a prouvé dans la
démonstration de la Propriété 2.16 que toutes les racines de P, étaient de mo-
dules strictement plus grand que 1. Posons Q,(2) = 2P, (2) = S.p_ k™12,

Ona Q) (z) =3 k' 1/ozk=1 et (k]fl;illf/a < 1, donc d’apres les résultats
p.107 de [47], toutes les racines de @/, se trouvent a l'intérieur du disque
fermé de rayon 1 de C. Le polynéme P,, a donc n racines simples, que I'on

note ry,.1,. .., n. Ainsi a-t-on, pour k > n :
Cnk = PraTpi ++ + PrnTm s (2.86)
les p, ; étant des réels fixés. On note
rp =min (|71, ..., [Ponl) - (2.87)

Onar,>1et
|Cn. k] N pnr;k (2.88)

pour une certaine constante p, > 0.
Enfin, comme

— “+o00 n
Elg G h) - g <t+h>' SEGM S leasl 35V (289)
k=t—n+h+1 Jj=h+1

—
—_—

la quantité E ' gr(t+h) —gs (t+ h)‘ décroit de facon exponentielle vers 0

lorsque t tend vers l'infini. [ |

De facon a tester le prédicteur gA;;, on a simulé une trajectoire de longueur
110 du processus g, puis on a estimé les 10 derniéres valeurs a partir des
100 premiéres (figure 2.3). On a refait ce travail 10000 fois, calculant pour
chaque trajectoire ’erreur commise dans ’estimation & horizon 1 ; on a véri-
fié & chaque fois si la trajectoire réelle se trouvait ou non dans un tunnel de
confiance de niveau 95% construit autour de la trajectoire prévue (les quan-
tiles utilisés pour définir le tunnel étaient ceux de ggﬁh) —gr(t+h)5).
Dans 95,13% des cas, la valeur de g (t 4+ h) appartenait au tunnel, ce qui

tend & prouver l'efficacité de §;§ comme prédicteur.

5. Nous avons utilisé la table de quantiles proposée sur le site de John Nolan de I’Uni-
versité de Virginie :
http ://www.hostsrv.com/webmac/appl/MSPScripts/webm1016/Stable/Quantile.jsp
Le prédicteur ﬁ est certainement le /r{leilleur possible. En utilisant les quantiles de

—

g5 (t+h) — gn (t+ h), on compare donc g7 au meilleur prédicteur possible.
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FIGURE 2.3 — Simulation d’une trajectoire de longueur 110 du pro-
cessus g, (avec n=11 et a=1.5). Les 10 derniéres valeurs sont estimées
a partir des 100 premieéres. Le graphique montre les valeurs de la 80éme &
la 110éme, ainsi que l’estimation de la 101éme a la 110éme. La trajectoire
réelle se trouve a l'intérieur d’un tunnel de confiance de niveau 95% construit
autour de la trajectoire prévue.

Remarque 2.19 1] est possible que le processus g, construit dans cette sec-
tion soit utilisable en finance, pour modéliser la log-volatilité®. La méthode
de prédiction proposée ci-dessus est donc susceptible d’avoir de réelles appli-
cations pratiques.

. . , N s - . * .
Pour terminer, on s’intéresse a la prédiction de e9+(t+7) Supposons avoir

observé les e97(K)| k < t ou, ce qui revient au meéme, les g* (k), k < t. Par
définition
n—1

ght+h) = (k+1)" g, (2.90)
k=0

6. Comme dans l’article de Duchon et al. [12], déja cité dans la Question ouverte 2.13
— notre construction est cependant assez différente de la leur.
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donc en utilisant la Propriété 2.2 on obtient
E (eg;(t+h) | gn (t),.. ) =E (eg:b(t"’h) | €f,.. )
= E (6 Z;(%(k-l-l)*l/ae;ul—k ‘ 6;, .. >

h—1 —1/a n—1 —1/a _x
:E(e h (k1) e:+h7k> « enon (k+1) et

[e3

— o wostrarn (Tk=1 %) o pon(tHh). (2.91)

On obtient donc facilement un prédicteur dans ce cas.

Si l'on convient que seuls les e92(F) 1 < k < t ont été observés, il n’est
certainement plus judicieux de remplacer les g (i) non observés par leur
espérance 0. On rentre dans des difficultés tant théoriques que pratiques :
il apparait de facon naturelle des « parameétres d’échelle conditionnels » et
les simulations numériques réalisées ne donnent aucune satisfaction (méme
dans le cas gaussien a = 2). La recherche d’un bon prédicteur dans ce cas
reste donc un probléme ouvert.

Question ouverte 2.20 Dans le domaine de la prédiction une autre voie,
en lien avec les processus étudiés dans ['introduction et totalement indépen-
dante de [’étude menée dans cette section, semble abordable : rappelons que la
MRM M est la limite des processus M (t) = f(f e“1)ds, o wy est la cascade
de Bacry et Muzy (on renvoie le lecteur auz sections 1.3.2 et 1.3.3). Sous
Uhypothese ¢ (2) > 1, M (t) a un moment d’ordre 2 et il est facile de voir
que

EM (t) M (s) = (K@ + 5@ — = s®) . (2.92)

1
¢(2)(C(2)-1)

On reconnait, a un facteuwr multiplicatif prés, la covariance du fBm d’indice
H = ((2) /2. I est donc tentant d’utiliser les méthodes de prédiction géomé-
triques des processus gaussiens pour prévoir M (t + h). Cependant, le fait
que EM (t) =t (alors que le fBm est centré) empéche d’appliquer directe-
ment les méthodes du fBm a M. Nos recherches dans ce domaine n’ayant
pas abouti, nous ne donnons pas davantage de détails. La recherche d’un
prédicteur sous une forme intégrale judicieusement choisie et une utilisation
pertinente des articles [32, 18, 4]® pourrait peut-étre permettre de résoudre
ce probléme.

7. Au sens ou 'on considére des projections dans des espaces de Hilbert.
8. Articles dans lesquels sont résolues de nombreuses équations intégrales — équations
apparaissant de fagon naturelle au cours de ce travail.
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2.4 Le cas gaussien

On étudie le cas particulier ou la moyenne mobile (2.15) est gaussienne,
c’est-a-dire le cas ot @ = 2. On améliore dans ce cas les résultats du sous-
chapitre 2.2. Ce travail met en évidence un lien trés étroit entre les processus
étudiés dans ce chapitre et la MRM (sous-chapitre 1.3).

2.4.1 Définition

On définit le processus

t
XF(t) = / e”ds, t e 0,1], (2.93)
0
ou s )\2
pi(s) = A B fi(s —uw)dB (u) — = (1~ logl), (2.94)

A > 0 étant un parametre, B désignant le mouvement Brownien standard et
le noyau f; étant la fonction a support dans [0, 1] définie par

Y2 si0<u<l
= - 2.95
fl (U) {U_1/2 sil <u<l. ( )

Le processus p; défini ici est le méme que celui défini dans le sous-chapitre
2.2 dans le cas a = 2, le paramétre p de l'équation (2.15) étant remplacé
par A\/v/2 dans 'équation (2.94). Nous avons choisi ces notations pour étre
en cohérence avec les travaux antérieurs sur le sujet. En particulier, on verra
apparaitre le spectre multifractal déja mentionné a plusieurs reprises dans
I'introduction

A2 A2

Clo)=1+5 )a—Fd (2.96)
2 2

On suppose dans toute la suite que ¢ (2) > 1, c’est-a-dire que 0 < A < 1.

Sous cette hypothése et en vertu de la Propriété 2.7 on peut considérer la

limite en loi dans C [0,1] et en moyenne quadratique de X :
X% (t) =lim X7 (t). (2.97)

On a simulé sur la figure 2.4 une trajectoire des processus g, exp (gn) et
Xg’d définis dans la section 2.3.1, en prenant a = 2, . = 0.5 et n = 1000. On
a également construit un histogramme de log x4 a partir d’un échantillon
de taille 1000.
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FIGURE 2.4 — Simulation dans le cas gaussien. Nous reprenons la version
affine par morceaux définie dans la section 2.3.1 avec « = 2, n = 1000 et pu =
0.5 (qui peut aussi étre considérée comme une version affine par morceaux de
X (Eq. (2.93)), avec A = 1/0.5). Comme sur la figure 2.1, le graphique en
haut & droite posséde les propriétés usuelles des multifractals; on remarque
d’ailleurs que les allures de exp (g,) et de X{f’d sont trés proches de celles
observées dans le cas stable. Cependant il y a de nombreuses différences avec
la figure 2.1 : la trajectoire de g,, centrée autour de —2 environ, n’a pas les
bonds négatifs observés dans le cas stable. D’autre part exp (g,) prend des
valeurs moins élevées que dans le cas stable. Enfin et surtout, la distribution
de log X5 (1) est plus aplatie dans le cas gaussien (kurtosis plus faible) et
plus symétrique par rapport a la moyenne (le coefficient de dissymétrie vaut
0.15 environ).

2.4.2 Propriété multifractale

Pour démontrer que X (Eq. (2.97)) vérifie la propriété multifractale
faible (1.2), on va comparer le processus p; (Eq. (2.94)) a la version gaus-
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sienne de la cascade de Bacry et Muzy. On rappelle qu'il s’agit du processus
gaussien w; d’espérance

2
Ew; (s) = —)\7 (1 —1logl) (2.98)
et de fonction de covariance
cov (wi (s),wi () = N1y (s —u), (2.99)

ou r; est la fonction paire définie par

1—logl—wu/l si0<u<l
ri(u) =< —logu sil<u<l (2.100)
0 sil<u.

Lemme 2.21 La fonction de covariance du processus wy; s’écrit \2r ; on
considere également la fonction s; telle que la covariance du processus p;
(Eq. (2.94)) s’écrive N\%s;. Avec ces notations, pour tout 0 < 1 < 1/2, pour
tout réel u :

|si (u) — i (u)] <2+ 2log2. (2.101)
Ce lemme est démontré dans le sous-chapitre 2.6.

Propriété 2.22 Soit XC le processus défini par (2.97) et le spectre ¢ défini
par (2.96). La variable aléatoire XC (t) a un moment d’ordre q sous chacune
des deuz conditions :

1. 0< g <2,
2. qg>2et((q) > 1.

De plus, dans chaque cas on a la propriété multifractale faible

cgt* D <B[XY ()] < 0,159, (2.102)
cq et Cy étant deux constantes strictement positives indépendantes de t.

DEMONSTRATION. L’idée de la démonstration est de comparer les moments
de X (t) et de M;(t) = f(f e“(®)dz (Eq. (1.40)) en utilisant la technique du
chaos gaussien de Kahane |25].

Démonstration dans le cas ¢ > 2. La fonction ( est continue, donc sous
Ihypothese ¢ (¢) > 1 il existe un réel € > 0 tel que ¢ (¢ +€) > 1. D’apres les
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résultats de [8], sup, E [M;(t)]7"° < co. La fonction = + x9+¢ est convexe,
donc d’aprés le Lemme 2 de [25] et le Lemme 2.21

sup E [XlG (75)]q+6 < sup K B [M(t)]% (2.103)
1<1/2 1<1/2

pour une certaine constante K,y > 0. Combinée a la convergence en loi de
X (t) vers X© (t), cette inégalité entraine que X (¢) a un moment d’ordre
q et que

E[XY1)]! = lim B (X (1)]". (2.104)

En utilisant le Lemme 2 de [25], le Lemme 2.21 et la convexité de z — 27 on
obtient
kB [My(1))" < E[XF ()] < K E [M (1)) (2.105)

(kq et K, sont deux constantes strictement positives indépendantes de [ et
t). Par ailleurs les résultats de 8] permettent d’affirmer que

lim 5 [M;(1)]? = E[M(1)]9t% (2.106)

(E[M(1)]? est non nul). Les équations (2.104), (2.105) et (2.106) entrainent
I'existence de deux constantes strictement positives ¢, et C, indépendantes
de t telles que

cgt® D <E[XY ()] < Cut¢@ (2.107)

autrement dit on obtient la double inégalité souhaitée?.

Démonstration dans le cas 0 < g < 2. Cette fois I'existence du moment
d’ordre ¢ est immédiate, puisque X (¢) est la limite de X% () en moyenne
quadratique. Concernant l'inégalité (2.102), on distingue deux sous-cas :

Sous-cas 1 < g < 2. La méme méthode que celle utilisée ci-dessus dans
le cas ¢ > 2 s’applique et I'on obtient le résultat souhaité.

Sous-cas 0 < q¢ < 1. La fonction =z — x? étant cette fois concave, le
Lemme 2 de [25] ne s’applique pas. Cependant ce lemme admet une mo-
dification triviale!*; combinée au Lemme 2.21 et aux résultats de [8], elle
permet de conclure dans le cas 0 < g < 1 également. |

9. On peut trouver désagréable de ne pas avoir d’expression explicite pour ¢, et Cj.
Obtenir une telle expression est en réalité assez facile; il ne nous a cependant pas semblé
opportun de compliquer la présentation de la preuve dans ce seul but.

10. Modification dont je ne donne pas la démonstration, parce qu’elle consiste sim-
plement a recopier la démonstration de Kahane en remplagant le mot « convexe » par
« concave » et & changer le sens de certaines inégalités.
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2.5 Représentations sous forme de moyennes mo-
biles pour la cascade de Bacry et Muzy

La cascade gaussienne de Bacry et Muzy, définie dans le sous-chapitre 1.3
et évoquée a de nombreuses reprises dans les sections précédentes, est le pro-
cessus gaussien stationnaire w; dont 1’espérance et la covariance sont définies
par (2.98) et (2.99). On s’intéresse dans ce sous-chapitre aux représentations
sous forme de moyennes mobiles

)\2
w () = A / Vit~ 2)dB () ~ B (1), (2.108)
R
B désignant un mouvement Brownien standard.

Si 'on n’impose d’autre condition a la fonction V; que d’étre de carré
intégrable, I'existence d’une représentation de la forme (2.108) est facile a
démontrer. Ici on va prouver les résultats moins évidents :

— il existe une représentation de la forme (2.108) avec V; & support com-

pact dans [—1/2,1/2] (Propriété 2.28);
— il existe une représentation de la forme (2.108) avec V; & support dans
[0, +o0o[ (Propriété 2.29).
La premiére représentation permet d’établir un lien supplémentaire avec
les processus que nous avons construits dans les sections précédentes; la
deuxiéme représentation, qui est causale, pourrait étre utile dans des pro-
blémes de prévision.

Les preuves de cette section font appel a des techniques d’analyse har-
monique : grace au Théoréme de Paley-Wiener et & un théoréeme de Krein-
Achieser |2|, on démontre la Propriété 2.28; quant a la Propriété 2.29, elle
fait appel & un résultat sur les processus linéaires étudiés dans [17]. On com-
mence par rappeler la notion de fonction entiére de type exponentiel :

Définition 2.23 Une fonction f : C — C est dite de type exponentiel d’ex-
posant o (en abrégé f € Ey) s’il existe une constante K telle que

If (2)] < Kel?! (2.109)
pour tout z dans C.

Définition 2.24 On note B, [’ensemble des fonctions entiéres de la forme
f(2) :/ "N (u) du (2.110)
—0
(avec o > 0 et h intégrable). On remarquera que

By C Ej. (2.111)
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Rappelons a présent que la transformée de Fourier d’une fonction intégrable
f R — R est la fonction

f(z)= /R et f (t) dt. (2.112)

L’application f € L' N L% f se prolonge en un unique opérateur F :
L2 — L2, appelé transformée de Fourier-Plancherel. De plus, on a toujours
F(F(f) =2nf

Théoréme 2.25 (PALEY ET WIENER) Si g € E, et si la restriction de g

a R est de carré intégrable, alors il existe f : R — R a support dans [—o, 0]
telle que g = F (f).

Théoréme 2.26 (KREIN ET ACHIESER [2]) Si f € B, et si f (z) > 0 pour
tout x € R, alors il existe une fonction g € Ey /o de carré intégrable, bornée

sur R et telle que f (z) = |g (2)|* pour tout x € R.

La clef de votite de notre raisonnement est le lemme suivant. Il est démontré
dans le sous-chapitre 2.6.

Lemme 2.27 Soit r; la fonction définie par (2.100). Alors :

1. La fonction 7 vérifie
(2.113)

pour tout u € R*.

2. Il emiste une fonction entiere dp € Ey /o, dont la restriction a R est de
carré intégrable et telle que

7y (z) = |d; (z)]? (2.114)

pour tout x € R.

3. On pose v = 5= F <(Zl) . La fonction v; est a support dans [—1/2,1/2]

et U'on a vy % 0 = 1. 12

11. Etant donnée une fonction g, on note g (z) := g (—=z).
12. Le symbole * désigne le produit de convolution.
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Propriété 2.28 Le processus gaussien w; dont l'espérance est définie par
(2.98) et la covariance par (2.99) admet une représentation sous la forme

wy (t) = )\/va (t—z)dB(x) — ;Ewl (t), (2.115)

le noyau de la représentation étant la fonction v; & support dans [—1/2,1/2]
obtenue dans le Lemme 2.27.

DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 2.27, le processus gaussien défini par
. 2

la moyenne mobile A [ v; (t — 2) dB (z) — %Ewl (t) a pour espérance

—)‘;Ewl (t) et pour covariance

22 /va (u — x) vy (—x) dz = Ny 0 (u) = N1y (u). (2.116)

Il s’agit donc bien du processus w;. |

On se tourne a présent vers l'autre type de représentation annoncé au
début de la section :

Propriété 2.29 Le processus gaussien w; dont ’espérance est définie par
(2.98) et la covariance par (2.99) admet une représentation sous la forme

)\2
w (t) = )\/ 91t — ) dB () — 5B (1) (2.117)
R
le noyau ¥ de la représentation étant a support dans [0, +oo].
DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 2.27, 7 (u) > 2=cosw) De plus pour
keZ '
c :

(k+1)m ™
/ [log (1 — cosu)|du = / [log (1 — cosu)|du
k 0

™

w/2 ™
:/ \log(l—cosu)\du—i—/ llog (1 — cos u)| du
0 w/2

w/2
(0] U2 s u s
< [ how (u2/m) | dut 2
< o0. (2.118)

Par conséquent

/RlOgl(_:#du > —00. (2.119)
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La covariance de w; est la fonction A?r; (Eq. (2.100)), donc d’apreés I'inéga-
lité (2.119) et le Théoreme 4 p.271 de [17], il existe une représentation du
processus w; du type

2
w () = A /R 91t — ) de; () — %Ewl )., (2.120)

avec 9 & support dans [0, 400 et ¢, processus standard aux accroissements or-
thogonaux 13 subordonné a w; . Le fait que ¢ soit subordonné a w; entraine
que ¢ est gaussien. Et comme ce processus est standard & accroissements
orthogonaux, € est le mouvement Brownien standard. |

Question ouverte 2.30 Les Propriétés 2.28 et 2.29 sont des résultats théo-
riques : elles ne disent pas comment obtenir les noyauz v; et ¥ des deux re-
présentations sous forme de moyennes mobiles. Il serait souhaitable de pou-
voir tabuler ces fonctions en vue d’éventuelles applications pratiques ; je n’ai
fait aucune avancée en ce sens et ne sais si ces tabulations sont possibles.

2.6 Démonstrations des lemmes

2.6.1 Démonstration du Lemme 2.8

Preuve de la finitude de Uintégrale sous Uhypothése ¢ (2) > 2—2/q. On dé-
montre une premiére inégalité : étant donnés des réels positifs a1, ao, ..., an,
on a:

n
(a1 + - +ap)* —(ag+ -+ +ay)* —af SZ[(CM—I—CLZ')Q—(I?—G?].
= (2.121)
Pour démontrer cette inégalité, on note R (u) le rectangle [0, a1] x [0, u] pour
u > 0. L’inégalité s’écrit alors po (R (az + -+ ay)) < Y i po (R (a;)), ou
f1o est la mesure dont la densité est a(a— 1) (z +y)* * sur RZ. Comme
R(az + -+ + ay,) est la réunion des (0,a2 + -+ 4+ a;—1) + R (a;), on obtient
I'inégalité (2.121) en remarquant que la mesure d’un rectangle n’augmente

13. Le fait que ¢; est un processus standard aux accroissements orthogonaux signifie que
Ee (1) =0, E(e(t+h) —e (1)° = het E(e (t3) — e (t2)) (e (t2) — e (t1)) = 0 lorsque
t1 <ty < ts.

14. Pour un processus Z, L2 (Z) désigne la fermeture dans 1> de I’espace vectoriel en-
gendré par les combinaisons linéaires finies de la forme chZ(tk). Le fait que ¢ est
subordonné a w; signifie simplement que L2 (&) C L? (w;).
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pas lorsqu’on effectue une translation verticale ascendante (conséquence di-
recte de la concavité de z +— 2@~ 1).

Venons-en maintenant a la finitude de l'intégrale. Une récurrence immé-
diate basée sur (2.121) donne

(a1 +-+a,)*—af — —ay < Z [(ai + aj)* —aff —af]. (2.122)
1<i<j<n

En écrivant G sous la forme

G (s1,...,8¢ /[Zf 01}( —u)
Zf ) 10,1 (si — u) du (2.123)

et en prenant a; = f (s; — u) 1jg,1) (s; — u) dans (2.122), on obtient la majo-
ration

G(Sl,..
< > / si—u) + f(s;—u)® = f(si —w)* — f(s; —u)*] du.

1<z<]<q
(2.124)

L’étude des intégrales qui apparaissent dans le membre de droite ci-dessus a
été faite dans la démonstration de la Propriété 2.7. En reprenant cette étude
on obtient

G(s1,...,50) < —(2*=2) Y logls; —s;|+0(1), (2.125)

1<i<j<q
le O (1) désignant une quantité uniformément majorée sur [0, 1] par rapport

a (81,...,8q).
On peut donc majorer (& une constante multiplicative prés) U'intégrale

= / K Gls1rmus0) cos(ma/2 g s, (2.126)
0<s¢<<s51<1
par 'intégrale de Selberg

J = / lsi — sj\C(Q)_Q dsi...dsq. (2.127)
0<s4<+<51<1 1<i<j<q
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Un critére classique (voir [58]) assure la convergence de cette intégrale lorsque
¢ (2) >2—2/q ; l'intégrale I converge donc bien aussi dans ce cas.

Prewve de l’égalité (2.34). La propriété est évidente pour ¢ = 1 (puisque
Eeri(s) = 1 d’aprés la Propriété 2.2 et que G (s) = 0). On fixe donc deux
entiers 0 < p < q avec ¢ > 2 et on calcule

t t
E {(XIS (t))p (x5 (t))q_p] :/0 /0 Eefi (@) FF01 (@) q g .. dzg,
(2.128)

ou certains des I; sont égaux a [ et les autres a I’. D’apreés les Propriétés 2.1
et 2.4

p, (w1)+- - +pp, (2q) ~ Sa (,u HZ fi, (z — )Ha ,—1, Z,uo‘zli/cos (71a/2))
(2.129)
(on rappelle que l'on a posé ¥; = 1 —log!). Donc d’aprés la Propriété 2.2,

B[ (xF 0)" (xF )"

t t o
:/ / e P IE S-S 8] costma/2) g dz,. (2.130)
0 0

Lorsque 0 < 54 < s4—1 < --- < 51 < t et pour des réels Ay,...,\; donnés
dans ]0,1],

5q a “ 4 pspoa [R] “
+/ [Zf&(s,—u) du+2/ [Zf,\i(s,—u)] du ;
si—1 |, k=2" 5k i=1
(2.131)
mais on a aussl
Yy =1-log); = I (si —uw)*du (2.132)

Si—l

pour toute valeur ¢. Par ailleurs, pour une valeur donnée de z, f;(z) est une
fonction décroissante de [ ; et pour a > 0 fixé, la fonction = + (x + a)® — z°
est croissante. Donc l'expression dans le membre de droite de l’équation
(2.130) est minorée (resp. majorée) par la méme expression dans laquelle on
remplace chaque [; par max (I,1") (resp. min (/,1')). Ainsi peut-on ramener la
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démonstration de l’égalité du Lemme 2.8 & une preuve de ’égalité

limE (X} (t))q = q!/ emH G 1 sa)leos(ma/2) g s,
=0 0<sq<-<s1<t
(2.133)

Pour démontrer cette égalité on écrit

t t
E (X7 (t))q:/ / e IS fi@=lg—am]/ cosra/D g da,
0 0
_ g / e H IS s lig=ami]os(ra/2) g, s,
0<sg<r<s1<t

_ g / e (Gl cos(ra/2) g, s, (2.134)
0<sg<-<s1<t

On raisonne & présent comme dans la démonstration de la Propriété 2.7 :
pour toute valeur de z # 0, f; (z) converge en croissant vers f (z) = z~1/®
lorsque [ tend vers 0. On a aussi rappelé ci-dessus que pour une valeur donnée
de a > 0, la fonction z — (x + a)® — z® était croissante. Donc lorsque [ tend
vers 0, Gj (s1,...,54) converge en croissant vers G (s1,...,S,). L’équation
(2.134) et le Théoreme de Beppo Levi entrainent alors 1’égalité (2.133), ce
qui achéve la démonstration.

2.6.2 Démonstration du Lemme 2.11

Démonstration du Point 1. On a les égalités en loi entre processus

n
In (u) =4 Nz k_l/aeu—k +on
k=1
u—k+1

:duzk—l/a/ dM, () + op
=1 u—=k

J n k —1/a p(u—k+1)/n
_ L M, . 2.1
’ kZ:l <n> /( dM, (z) + o (2.135)

u—=k)/n
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Or la double inégalité (u — k) /n < x < (u—k+1) /n équivaut & k — 1 <
u— nzx < k, autrement dit & k = [u — nz + 1|. Par conséquent

n

=y [ (w)/ AMy () + 0

1 (u—k)/n n
u/n _ —1/a
u/n—1 n
4 G (u). (2.136)

On a donc également 1’égalité en loi entre les deux processus indexés par
0<s<1

gn (lns]) =7 gu (Ins)), (2.137)

qui entraine
X5d —d x5d (2.138)

Démonstration du Point 2. Soit x < y. D’aprés les Propriétés 2.1 et 2.2
Eedn(lnz])+gn(lnyl)

_ o atear S D (kY (b Ly~ Ine)) ) T <k (ke Ly ) = [na ) |

(2.139)

On distingue a présent deux cas. Si y — x < 1/n, alors d’une part

Fesn(tnalltan(ln)) < o~ trars) Shot K < o~ ntrars (87D (g 14)

et d’autre part
P (x7 y) _ e—#a folf(yfx){[zfl/a—i-(z—l-y—m)*1/a]a_271_(z+y_w)—1}dz/ cos(ma/2)

V(22 1 () -
> e_ cos(ma/2) JO . (z+y—:c) dz

n(2%-2)

2% -2 1
— ¢ cos(raya) losly—2) (2.141)
(2 -2)
> ¢ antrary 8T, (2.142)
Donc on a dans ce cas

p(2%—2)

Eedn(lnzl)+onllwl) < o~ estmarm p (1, y) . (2.143)
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On traite maintenant le cas y —x > 1/n. Dans la somme

n—(lnyl=lnal) =~ N
D G (R Y R e B e (R LV B D i

k=1
(2.144)
on majore par 2% — 2 le terme pour k = 1 et par

((k; - 1)_é +(k—1+ny— nx)_i)a — (k-1 —(k—14ny—nz)""
(2.145)
les autres termes. En faisant le changement d’indice j = k—1 dans la somme
ZZ;&LWJ_LWJ) -+ et en mettant 1 en facteur, on reconnait une somme de
Riemann pour la fonction décroissante

1

2z <z_é+(z+y—a;)_5)a—z_1—(z—i—y—x)_l. (2.146)

Comme on a pris soin de séparer le terme k = 1, la somme ) | _2LnyJ lnz]) ...

est majorée par

1-(y—z) a
/ [(z_l/a—i-(z—ky—x)_l/o‘) — 2z (4 y—2) | dz (2.147)
0

Finalement on a prouvé dans le cas y —x > 1/n :

p(2%-2)

Eegn(L”mJ)"‘gn(L”yJ) <e cOS(WOA/2) p(gj y) (2.148)

Démonstration du Point 3. On va prouver que lim, - A, =0, ol

A =B (X5, () - X3 ()”

/ / Bt @FeL ) 2Ee§ﬂ([”$J)+P%(y)+Ee§n(LnxJ)+§n(|_nyJ)) dzdy.

(2.149)
On pose
A1 () = B 4RO (2.150)
An’Q (x’y) _ Eegn(tan)""p% (y)’ (2151)
Ap (z,y) = Bednlnel)+anlny]), (2.152)
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Pour commencer, on s'intéresse a Ay, 3 (x,y) . D’aprés le Point 1, Ay, 3 (x,y) =
Eegn(lnz))+9n(17v)) De plus, si y — z > 1/n, d’aprés Péquation (2.139)

An,3 ($7 y)
_ o ataar S D (kY (b Ly = Ine)) ) T <k (ke Ly )= [na ) 71|

(2.153)

En mettant % en facteur et en reconnaissant (comme dans la démonstration
du Point 2) une somme de Riemann — cette fois pour la fonction f/, (Eq.
(2.14)), on voit que A, 3 (z,y) est majoré par

e_m o) Kf% (2)+11 (z+y—r—%))a—(f% (z))a—(f%(wy—m—%))a] dz
(2.154)

-1
p1(@)+p1(y—1/n) ; il vient donc

Or cette derniére quantité n’est autre que Ee
An,3 (.’1’, y) < An,l (.’1’, Yy — 1/”) . (2155)

Les réels x et y jouant des roles symétriques dans les expressions A, 1 et
Ay 3, on peut écrire en vertu de (2.155)

t t
/ / Ap 3 (2, y) dady
0 JO
= / / Az (7,y) dzdy + / / Ap s (2,y) dzdy
|z—y|>1/n lz—y|<1/n
t t
< / / A (g;,y)da;dy+2n£Ee2§n<->. (2.156)
0 JO

D’apreés les Propriétés 2.1 et 2.2 Ee2in() < (1+10gn)2=C(2)) " donc

t gt t gt
//Amg (x,y)dxdyg/ / A (z,y) dedy + 2v/2e276@pt 6@
0 Jo 0 Jo

(2.157)

On se tourne & présent vers A, 2 (z,y), que 'on va minorer. On suppose

pour commencer que y —x > 1/n et on note k l'unique entier tel que % <

T < % On a donc % <z < % < y. D’aprés les Propriétés 2.1 et 2.2,

Ans (@,9)
-t () gy m ) () (1 0m0) e

(2.158)
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or
k 1\ = _ [k 1\ e k+1
(%) > <_ — a4 _> =f1 <L _ z) 7 (2.159)
n n n n n
donc
A4u2($7y)
@ k @ et @
Lt () 000) (552 9)) - (ryw-9)
(2.160)

Si I’on remplace la borne supérieure % par % dans l'intégrale ci-dessus, on

trouve exactement A, 1 (%, y) ; on en déduit

k+1 o
An2 (z,y) > A <—+ y) gontrarn o (@Y) (2.161)
n

avec

E+1

on (2, y) :/%n <f% (% —z> + /1 (y—Z)>a
—~ (f% <$ - z>>a - (f% (y — z))adz. (2.162)

Mais il est évident que A, 1 (z,y) ne dépend que de la différence |y — x| ; et
il est facile de voir (en dérivant) que Ay, 1 (x,y) est une fonction décroissante
de |y — x| . Il vient donc finalement, pour y —z > 1/n :

Anz (2,y) > Any (2, y) esotmarm (@), (2.163)

On aura besoin un peu plus loin d’appliquer le Théoréme de convergence
dominée au membre de droite dans I’équation qui précéde; on s’intéresse
donc a la limite de d, (x,y) lorsque n tend vers l'infini. Les nombres y > x
étant fixés, il existe un réel strictement positif A = A (z,y) tel que, pour n
assez grand, y — % > A. Il vient donc, pour n assez grand,

o (z,y) < /Oi ((z_é + (A + z)_é)a —z b (A+ z)_l) dz. (2.164)

Il s’ensuit (par application du Théoréme de convergence dominée de Le-
besgue) que lim,_, 4 0y, (z,y) = 0.
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Lorsqu’on a minoré Ay o (z,y) ci-dessus, on a supposé que y —z > 1/n.
Si on intervertit le role de z et y (donc dans le cas x —y > 1/n), on obtient
des résultats légérement différents; cependant on peut encore écrire

Ao (2,y) > Ay (2, y) emtrarm o @0) (2.165)

avec un 0, (z,y) qui n’a pas la méme expression que celle donnée en (2.162),
mais qui converge vers 0 pour toutes valeurs de = > y lorsque n tend vers
I'infini (je ne détaille pas davantage pour ne pas trop alourdir la démonstra-
tion).

Reprenons a présent I’équation (2.149) et remplagons les différentes quan-
tités a ’aide des majorations et minorations obtenues précédemment :

t ot
An < / / <An71 (‘Ta y) - 2An,2 (.’13, y) 1|y_x|>l + An73 (.’13, y)) d.’])dy
0o Jo "
tr ol O .)
< Ap(z,y) | 2 — 2ecos(mar2) 1\y—x\>l dxdy
0o Jo g
+2v/2e27 @) p1=¢2) (2.166)
La fonction A, ; est majorée par la fonction intégrable p (puisque nous
travaillons sous ’hypothése ¢ (2) > 1); par ailleurs on a vu ci-dessus que

Op, (x,y) convergeait vers 0 lorsque z # y. Le Théoréme de convergence do-
minée de Lebesgue permet donc de conclure :

lim A, =0. (2.167)
n——+00
|
2.6.3 Démonstration du Lemme 2.21
Le processus p; est défini par la moyenne mobile
)\2
p(s)=A [ fils—0)dB ) - 3 (1 -logh,  (2.168)
R

avec
[-1/2 si0<s<l
fils)=<s"12 sil<s<1 (2.169)

0 sinon.
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Donc s; est la fonction égale a

51 (u) = / F(2) fi (2 + ul) dz. (2.170)
R
On rappelle par ailleurs que la fonction 7; est définie par

1—logl—|u|/l si0<|ul <l
ri(u) = ¢ —log |u sil<lul <1 (2.171)
0 sil < |ul

Pour comparer s; (u) et r; (u) , on suppose que u > 0 (ce qui est suffisant,
puisque 77 et s; sont paires) et on distingue plusieurs cas :
ler cas : 0 <y <. On écrit

l—u 1
Sy (’LL) :/ l—ldz+/l l—1/2 (z—l—u)_1/2 dZ+/ 2_1/2 (Z+u)_1/2 dz
0

—u l
u u\1/2 1+ (1—u)t/?
=1-=4+2|(14+ - -1 21 . 2.172
7+ [( +l> ]Jr ol FE ST (2.172)
On a donc dans ce cas
sl(u)—rl(u):2[(l+%> —1] + 2log ( u)1/2] ;o (2.173)
+(1+4
et comme 0 < 7 <1 :
—2log [1+21/2] < si(u) — 7 (u) < 23/2 — 2, (2.174)

2eme cas ;1 <u <1-—1. Cette fois on a

l 1—u
51 (u) :/0 172 (2 4+ u)™? dz—l—/l V2 u) Tz

—2 [(1 + %)1/2 - (%)m] +21o

On obtient alors

sp(u) —rp(u) =2 [(1 + %)1/2 - (%)1/2] + 2log

1+ (1—u)*/?
112 4 (1 + u)'/?

] . (2.175)

1+ (1 —u)/? ]

(0" + 1+ 5"
(2.176)
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Et comme % >1 :
~2log [1 + 21/2} < s (u) — 1 (u) < 2+ 2log 2. (2.177)
deme cas : 1 —1 <wu < 1. Dans ce dernier cas
s (u) = /Ol_u V2 (2 u) V2 de = 2712 [1 - u1/2] , (2.178)

donc
0<s(u) <2 V2[1- (- 1)1/2] <2 (2.179)

D’un autre coté

0<r(u)=—-logu < —log(l—1)<log2, (2.180)

donc
—log2 < s;(u) —r(u) <2. (2.181)
|

2.6.4 Démonstration du Lemme 2.27

Démonstration du Point 1. La fonction r; étant paire et & support dans
[—1,1], nous sommes rameneés a prouver que

1 —cosu
—z (2.182)

/1 r (t) cos (tu) dt >
0

Par définition de r; 'intégrale dans le membre de gauche ci-dessus est égale
a

/Ol <1 —logl — ;) cos (tu) dt — /ll (logt) cos (tu) dt ; (2.183)

et en faisant plusieurs intégrations par parties cette expression se récrit

171 v cost
1 b _ cosu _/ o8 dt} . (2.184)

u u ;12

Or [ stdt < L, — 1 donc au final on obtient bien I'inégalité (2.182).

Démonstration du Point 2. D’apreés le Point 1, la fonction 7} est positive.
On applique le Théoréeme de Krein-Achieser (Théoréme 2.26, avec 0 = 1) a
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cette fonction : il existe une fonction d; € E /9, dont la restriction a R est
de carré intégrable et telle que

7 (z) = |d; (z)]? (2.185)

pour tout x € R.

Démonstration du Point 3. D’aprés le Point 2 et le Théoréme de Paley-
Wiener (Théoréme 2.25), il existe une fonction f; : R — R & support dans
[—1/2,1/2] telle que d; = F (f;) . Par ailleurs F (v;) = F (%]—' (CZZ)) = d,
donc v; = f; puisque ces deux fonctions ont la méme transformée de Fourier-
Plancherel. Cela prouve que v; est a support dans [—1/2,1/2]. Quant a
Iégalité vy x U; = 1, elle se déduit également du Point 2 en utilisant la
transformée de Fourier-Plancherel : en effet, d'un cété on a

F (v 6) = F (0) F(0) = F (v) F (v) = |F () = |di* ;  (2.186)

et d'un autre coté
F(r) =7 =|d*. (2.187)

Rassemblant ces deux égalités, on obtient F (v * 0;) = F (1), et donc vy *
U = 1]. |



Chapitre 3

Marche aléatoire fractionnaire
multifractale (MFRW)

On s’intéresse dans ce chapitre a la limite éventuelle (lorsque [ tend vers
0) de la suite de processus

t
1/ (o) /0 1) B* (). (3.1)

Dans cette formule w; désigne la cascade de Bacry et Muzy (Eq. (1.39)), B*
est le fBm d’indice de Hurst H = k + 1/2, a > 0 est un paramétre et le
terme f (o, k) est « chargé d’assurer la convergence en loi » de la suite de
processus ainsi définie.

Les limites, lorsqu’elles existent et lorsqu’elles sont multifractales au sens
de la Définition 1.1, sont appelées marches aléatoires fractionnaires multi-
fractales (MFRW).

L’étude de ces processus a été initiée par Bacry et Muzy : dans [8, 38] ils
ont étudié en détail le cas k = 0 (c’est-a-dire le cas ou B" est le mouvement
Brownien standard) et ont amorcé I’étude du cas « # 0, mettant en évidence
le fait qu’il allait falloir apporter dans ce cas des réponses a plusieurs ques-
tions mathématiques non évidentes. Ces réponses ont été données dans la
littérature récente lorsque £ > 0 ; d’abord par Ludena [31], puis par Abry et
al. [1].

Dans ce chapitre 3 on s’intéresse au cas k < 0 : on étudie la suite de
processus

t
XE(8) = 1" / 3B (5) 1 € [0,1] (3.2)
0
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(avec £ < 0), et on prouve qu’elle converge en loi dans C'[0,1] vers un
processus limite multifractal.

On définit dans le sous-chapitre 3.1 I'intégrale fractionnaire
[ f(s)dB" (s) ; on s’intéresse ensuite au processus gaussien fot f(s)dB" (s)
(définition et condition d’existence d’une modification continue). Aprés une
discussion essentiellement consacrée & des problémes de mesurabilité, nous
sommes naturellement conduits dans le sous-chapitre 3.2 a définir X;* comme
la limite dans L2 d’une suite de processus « simples ». On établit ensuite
le résultat principal de la thése : on démontre (sous certaines conditions) la
convergence en loi du processus X;* vers un processus limite multifractal X*.
Le sous-chapitre 3.3 est consacré & I’étude d’une version affine par morceaux
de X" et a des simulations numériques; le sous-chapitre 3.4 contient les
démonstrations des lemmes du chapitre 3.

Le travail mené ici reprend 'article [44], avec tout de méme de nombreux
compléments — en particulier concernant les questions de mesurabilité.

On a déja présenté en détail la cascade w; (Eq. (1.39)) et la construc-
tion de la MRM dans le sous-chapitre 1.3. De facon & faciliter la lecture du
chapitre 3, on rappelle ici les étapes principales dans la définition de w; :

e Mesure de controle. u est la mesure définie sur ST = {(z,y),z €

R,y €]0, c0[} par

dxdy
du(z,y) = e

e Choix d’une loi infiniment divisible et définition de ¢. W est
une variable aléatoire infiniment divisible dont la fonction caractéris-

(3.3)

tique est donnée par
EeidW — po(@) — gimat/f S (de) (3.4)

(m est un réel, v est la mesure de Lévy associée & W ; on suppose dans
la suite que v n’est pas dégénérée).

e Mesure aléatoire infiniment divisible. P est la mesure aléatoire
infiniment divisible indexée par les boréliens de ST définie par

EeitP(A) — oe(@)n(A) (3.5)

pour tout ¢ € R, A borélien de ST.
e Cone multifractal. Pour tout couple (¢,1) dans Rx]0, co[, 4;(t) est
le sous-ensemble de ST défini par

At) = {(z,y),l <y, |z —1t| <inf(y/2,1/2)} . (3.6)
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e Cascade multifractale. La cascade de Bacry et Muzy est le processus
wi(t) = P(A(t)). (3.7)

o Définition de 1. La fonction ¢ : RT — R+ est définie par
EetP(A) — ¥(@u(A) (3.8)

pour tout A tel que u(A) < oco.

e Conditions sur . On peut étendre la définition de ¢ de telle sorte
que ¥(q) = ¢(—iq). On suppose dans toute la suite que 1 est définie
sur un intervalle de la forme [0, Gmaz[, avec Gmar > 1 et que (1) = 0.

3.1 Intégration par rapport au fBm et construction
de processus gaussiens fractionnaires

Ce sous-chapitre est basé sur les articles de Pipiras et Taqqu [45, 46] et
sur le livre de Samko et al. [50]. On fixe & présent un réel 0 < H < 1/2 et
on pose K = H —1/2 ; le fBm By est noté B".

3.1.1 Intégration par rapport au fBm

On va rappeler dans cette section la définition de I'intégrale d’une fonc-
tion déterministe par rapport au fBm :

/ F(@)dB" (x). (3.9)

Parmi toutes les définitions possibles de l'intégrale (3.9), nous avons choisi
de suivre celle de Pipiras et Taqqu [45, 46]. Leur méthode reprend le pro-
cédé de construction de l'intégrale de Wiener! : on commence par définir
I'intégrale des fonctions simples, puis on prolonge la construction a toutes
les fonctions f appartenant a la classe 2

Lf={f:f=1"¢,¢ e L*R)}, (3.10)

'intégrale fractionnaire I" étant définie pour 0 < 7 < 1 (quand cela a un

sens) par ,
(Ig)(s) = )

1. On entend par intégrale de Wiener 'intégrale de fonctions déterministes par rapport
au mouvement Brownien standard.

2. On remarquera que, contrairement a ce qui se passe avec 'intégrale de Wiener,
’ensemble des fonctions intégrables n’est pas espace L? des fonctions de carré intégrable.

/ g(u)(s —u)"du. (3.11)
R
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On donne ci-dessous les grandes lignes de la construction du processus
{f f(x)dB“(:E)}fem — on renvoie le lecteur aux articles de Pipiras et Taqqu
pour une présentation plus détaillée.

Le fBm admet une représentation sous forme de moyenne mobile par
rapport au mouvement Brownien standard :

(B ()}, =1 {Clzﬁ) /R ((t—s)t —(—=9)%) dB(s)}t, (3.12)
avec ¢1(k <f0 (1+5)" — s ds + 2,{1“)1/2. Pour tout ¢t € R,
(t—s)7 — (=) =T(k+1)(DZ"14)(s), (3.13)

ou 1y désigne la fonction indicatrice de 'intervalle [0,¢[ et D" f (0 <7 < 1)
est la dérivée fractionnaire de Marchaud :

f(s (s +u)

U _

(D7 f)(s) = e n+ ) / un+1 du. (3.14)
(I est la fonction d’Euler.) On a donc

B, = { g [ (=95 = mano}

L [RHY [ ey B
a { c1(k) /R(D— L) (s)dB( )} : (3.15)

t

ce qui nous ameéne a la définition :

{ / f(s)dB"””(s)}f:d {% /R (D:"‘f)(s)dB(s)}f. (3.16)

Le raisonnement qui précéde peut étre formalisé, & condition de res-
treindre la classe des fonctions intégrables : en utilisant I'identité D7 I" ¢ =
¢, valable pour toute fonction ¢ € L2, on peut montrer que £*, muni du
produit scalaire

T(k+ 1)

c1(k)?

(f,9), = /R (DZ"f)(s)(DZ"g) (s)ds (3.17)

et de la norme associée

9 F(H+1)2 D" )2
Wit =~ [ ) e)as

_ "‘“ /</ 1(s H+Sl+u)du>2ds, (3.18)
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est un espace complet. L’ensemble des fonctions simples est dense dans
(L% ]|.l,.) ; il est donc possible de définir 'intégrale par rapport au fBm
de la fagon suivante : pour toute fonction simple de la forme

f(s) =201y ailjy, 4,4, ((5), on pose
/ f(s)dB"(s Za, (tig1) — BE(t;)]. (3.19)

Toute fonction g € L£" étant la limite de fonctions simples g, on définit (sans
qu’il y ait d’ambiguité)

/ 9(5)dB(s) = lim / gn(5)dB"(5). (3.20)

Avec cette définition, 'application f — [ f(s)dB"(s) est linéaire. De plus, le
processus { [ f(s)dB"(s)} fecn €st le processus gaussien centré de covariance

([ e, [aam7)) = (1.9) (3.21)

3.1.2 Processus gaussiens fractionnaires

Le titre de cette section fait référence aux processus gaussiens de la forme
{ fo x)dB"(x } pour une fonction donnée g € £*. On donne une condition

suffisante pour qu’un tel processus existe et pour qu’il posséde une modifi-
cation continue.
Soit 0 < v < 1. On définit

LT7={f:f=1"¢,¢cL*R)} (3.22)

(I” et DY sont respectivement définis par les équations (3.11) et (3.14)). On
définit également

(ID[2f) (s) = P(—JH)/ 17s) foJru)'du; (3.23)

et pour 0 <t < t' la quantité

t'—t t'—t
[ [

t' —max(u,v)
y /t F(s) = F(s + )| [F(s) — f(s+v)| dsdudv. (3.24)
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Le lemme qui suit est en partie basé sur des résultats ou des méthodes du
calcul fractionnaire empruntés au livre de Samko et al. [50]. Il est démontrée
dans le sous-chapitre 3.4.

Lemme 3.1 Soit f une fonction de carré intégrable et dont le support est
inclus dans [0,1]. On se donne deuz réels 0 < v < 72 < 1/2. On a les
résultats suivants (certaines quantités apparaissant ci-dessous peuvent étre
infinies) :

1. Si D\ f est de carré intégrable, alors f appartient a L.

2. Il existe une constante universelle finie ¢ (y1,72) telle que
D2 f < c(m,72) D2 (3.25)

3. Soit 0 <t < t' < 1. Il existe une constante universelle finie a (v1) telle
que

IIDP* (1)} < an) N7+ 712 (¢ = )77 (3.26)

4. Soit 0 <t <t < 1.1 existe une constante universelle finie b(v1,7v2)
telle que

DI (P 3 < bnsm) (¢ = )72 [[[IDP2 7]l + 171%] -
(3.27)

On énonce a présent le résultat principal de cette section :

Propriété 3.2 Soit k et v deur nombres réels tels que 0 < —k < v < 1/2.
On suppose que glig ) € L™ et que N&lg < 00. Alors pour t € [0,1], gLy
appartient a L. On peut donc définir le processus gaussien centré indexé par
0,1]

Xy(t) :/0 g(s)dB"(s) 12/9(8)1[o,t[(8)d3“(8), (3.28)

lintégrale ayant été définie dans la section 3.1.1. De plus le processus X,
admet une modification continue.

DEMONSTRATION. Le support de glp, est inclus dans [0,¢[, donc il est
évident que N, (91p041) = Ny, < Ngg. Daprés les hypotheses de la
propriété et le Point 3 du Lemme 3.1 [D|7 (g1j94) € L? Donc d’apres le
Point 2 de ce méme lemme |D|_" (gl[o7t[) € L? ; et finalement, d’aprés le
Point 1, g1y, € £7. Il s’ensuit que Vintégrale [ g(s)1jg(s)dB"(s) est bien
définie.
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Le fait que le processus X, admette une modification continue est la
conséquence du Point 4 du Lemme 3.1 et du critére de Kolmogorov pour les
processus gaussiens. En effet, par linéarité de 'intégrale,

X, (') — X, (t) = / 9(3) 1o (5)AB(s). (3.29)
Par conséquent

B D(k+1)?

B X, (#) = X, ()" = [lg1p.
cl(fi)

D= (91|55 (3.30)

donc en vertu du Point 4 du Lemme 3.1

%) - X0 < L o 1)
< Al 0) ( — 777" 3.31)

pour une certaine constante d (k,~, g) . L’existence d’une modification conti-
nue de X, découle de cette derniere inégalité. |

3.1.3 Vers une définition de X

Notre but est de définir un processus de la forme (voir Eq. (3.1))
t
X5 (1) = @) / owi(&)dB" (s) (3.32)
0

Remarquons pour commencer que le choix de la constante o a un caractere
quelque peu artificiel : en effet, les deux étapes dans la construction de w;
sont 3 :
1. La donnée d’une variable aléatoire infiniment divisible W dont la fonc-
tion caractéristique s’écrit Ee®W = ¢#(@),
2. La définition proprement dite de w; par wy(t) = P (A;(t)), ou P est la
mesure aléatoire de fonction caractéristique Ee'?P(4) = ep(@n(4)
On impose aussi la condition EeP’(4) =1 (puisque ¢ (1) = 0). Remplacer w,
par @; = aw; revient donc a remplacer P par P = oP — 1 («) p ; autrement
dit & remplacer la fonction ¢ par ¢ (q) = ¢ (qa) — q¢ (a) . * Evidemment, ces

3. On renvoie le lecteur aux rappels faits au début du chapitre 3.
4. On peut aussi dire que 'on remplace ¢ par 1 (q) = ¢ (qa) — g (o) , ou la variable
W par W =aW — ¢ (a).
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changements affectent la valeur du terme I/(®*) en facteur dans (3.32). Mais
au final le fait de changer la valeur de « ne revient en somme qu’a changer
de loi infiniment divisible ; le modéle mathématique construit ne s’en trouve
donc pas enrichi®.

Pour la raison évoquée ci-dessus, nous faisons a partir de maintenant un
choix définitif de « ; et pour la simplicité des formules qui en découle, nous
choisissons o = 1/2. La convergence en loi de X" n’est alors possible qu’en
prenant (& une constante multiplicative prés indépendante de 1) f (a, k) =
—k. On étudie donc finalement

t
XE (1) = 1" / 3 g B (s) (3.33)
0

L’intégrale ci-dessus est l'intégrale d’une founction aléatoire par rapport
au fBm. Ludena [31], puis Abry et al. [1], ont donné des définitions différentes
de cet objet mathématique lorsque x > 0. Dans le cas k < 0, qui est celui qui
nous intéresse ici, on discute ci-dessous des démarches de Ludena et d’Abry
et al. et de leur éventuelle validité.

Sil'on suivait la démarche de Ludena, on pourrait considérer X;* comme
un processus conditionnellement gaussien centré, dont la covariance condi-
tionnellement a w; serait

Ty (t,t') = 17 20e3 01 4, e300 1 g )

T o [ o (010)) 0 (07 (1)) o
(3.34)

(la dérivée fractionnaire D”" est définie par (3.14)). On verra dans le sous-
chapitre suivant que p.s., pour tout ¢t € [0,1], on a e%“l(')l[o,t[ € L (on
rappelle que £, définie dans la section 3.1.1, est la classe des fonctions
intégrables par rapport au fBm) ; la covariance conditionnelle (3.34) est donc
bien définie. Malheureusement, les techniques de martingales utilisées par
Ludena lorsque x > 0 pour mettre en évidence un processus limite X* ne
fonctionnent vraisemblablement plus ici : il semble que la covariance I'; (¢, )
diverge lorsque [ tend vers 0, interdisant de considérer la limite escomptée
X" et vouant I’étude du processus X;* ainsi défini a I’échec .

5. Cette discussion sur le choix de « a déja été faite par Abry et al. (section III.B.7 de
[1)).

6. Les techniques de martingales de Kahane [26] sont essentielles pour prouver les
convergences des processus dans les articles consacrés aux mesures et aux marches aléa-
toires multifractales [8, 38, 31, 1|. Une des difficultés du cas k < 0 est que ces techniques
semblent alors étre inapplicables.
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Si l'on suivait la démarche d’Abry et al., une deuxiéme possibilité pour
définir X[° consisterait & se donner deux processus indépendants w; et B"
sur un méme espace probabilisé (2 et & considérer, pour tout w € Q

XF@)y=1" / e%wﬂs)(whw (s)dB" (s) (w), (3.35)

I'intégrale par rapport au fBm étant celle dont on a rappelé la définition dans
la section 3.1.1. Comme on l'a déja dit quelques lignes plus haut, on verra
dans le sous-chapitre suivant que p.s., pour tout ¢ € [0, 1], e%“’l(‘)l[o,t[ e L
il s’ensuit que p.s., pour tout ¢ € [0,1], ’équation (3.35) a un sens.

Mais que dire de la mesurabilité de X[* ainsi défini? Certes, les applica-
tions w > w; et w > [ fdB" sont bien mesurables; mais & mon sens on ne
peut rien en conclure concernant X;* — dont la mesurabilité est pourtant un
pré-requis indispensable a son étude.

Revenons donc en arriére pour voir ce qui se cache derriére 1’équation
(3.35). Par définition de U'intégrale par rapport au fBm, pour toute fonction
f € LF [ fdB" est la limite dans L? d’une suite d’intégrales de fonctions
simples [ f,dB". En particulier, [ fdB" est la limite au sens p.s. d’une
sous-suite convergente :

/de” (w) = lim/fkndB” (W), p.s. w. (3.36)

Mais si ’on reprend (3.35), les choses se compliquent : le role de la fonction
f étant joué par e%“’l(s)(“)l[o,t[, les fonctions simples f,, sont différentes pour
chaque valeur de w ; finalement on n’arrive plus vraiment & appréhender
(3.35) — et encore moins & voir que cela définit une variable aléatoire.

Pour éviter ce probléme, une troisiéme approche serait possible : on défi-
nirait w; sur un premier espace probabilisé {2, puis l'intégrale { [f dB“} fern
sur un deuxiéme espace probabilisé {2 et on considérerait

XFt)y=17" / e300 1 (5) AB™ (s) (w2) - (3.37)

Avec cette nouvelle définition, wq étant fixé, si 'on pose f = e%“’l(')(wl)l[o,t[,
Uintégrale [ fdB" (w2) est la limite au sens presque str des intégrales
f fkndB’i ((,UQ) .

Mais & nouveau se pose le probléme de la mesurabilité de X[* : certes
le processus est mesurable par rapport a ws lorsqu’on fixe un wq ; mais cela
n’assure pas la mesurabilité par rapport au couple (wi,ws).”

7. Nous ne sommes pas ici dans la situation du Théoréme de Fubini — la mesurabilité
par rapport au couple (wi,w2) entraine la mesurabilité par rapport a w2 lorsque wi est
fixé; mais dans la situation inverse.
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Nous proposons la solution suivante pour contourner tous ces problémes :
d’aprés le Théoréeme 3.3 de [45], 'ensemble des fonctions simples est dense
dans L" et cet espace est complet ; il posséde donc une base dénombrable de
fonctions simples (b;) . La définition définitive de X est

n

XF(t) = lim 17537 (e Ol 1,0() by) / bidB" (wy),  (3.38)

n—00 ¢
=1

la limite étant prise dans L2 (€21 x Q). Autrement dit, si 'on note , la
projection sur Vect (by,...,b,), X|° est défini par

XF(t) = lim [7* / . (e%wﬂ-)(wﬂym[(.)) dB" (s) (ws) . (3.39)
n—00 ’
Une présentation rigoureuse (consistance de la définition, preuve de la
mesurabilité, etc.) est donnée dans le sous-chapitre suivant.

3.2 Reésultats principaux

Comme dans le sous-chapitre 3.1, on pose Kk = H — 1/2 et on travaille
avec le fBm d’indice 0 < H < 1/2. On note encore B" & la place de By.

On considére une modification cadlag du processus w; (Eq. (1.39)), définie
sur un espace probabilisé (€1, F1,P1) (une telle modification existe d’aprés
la discussion p.454 de [8]) et on pose

Yi(s) = ez¢(®), (3.40)

D’apres le Théoreme 3.3 de [45], Uensemble des fonctions simples est
dense dans L et cet espace est un espace de Hilbert; il existe donc une
base orthonormale (b;) de fonctions simples. Pour ces fonctions, on définit
[ b;}dB" comme dans la section 3.1.1 (Eq. (3.19)) sur un deuxiéme espace
probabilisé (3, Fa, P2). En particulier, w; et B* sont indépendants.

Le processus principal { X[ (t)} tef0,1) €St défini sur ’espace probabilisé

(QvfaP) = (Ql x Qg, F1 ®f27P1 X P2> (341)

par la formule

n

Xf(t) (wl,wg) = lim l_nz <}/l() (wl) 1[07t[(.),bi>ﬁ/bidBH (wg), (3.42)

n—00 ¢
i=1

8. En « séparant » w; et wa, on régle enfin le probléme de la mesurabilité de X;°.
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la limite étant prise dans L2 (1 x €23) . Pour simplifier on utilise la notation

XE(t) = 1 /0 Yi(5)dB (s). (3.43)

On va d’abord prouver que ce processus est bien défini et qu’il admet une
modification continue (section 3.2.1). Ensuite on démontrera que la suite de
processus X/* converge en loi dans C' [0, 1] vers un processus limite multifrac-
tal (section 3.2.2).

A partir de maintenant, (€2, F, P) sera toujours I'espace défini par (3.41)
et lexpression EX (resp. E1 X, E9X) désignera lintégrale d’'une variable
aléatoire X par rapport a la mesure P (resp. Py, Po).

L’ensemble D des nombres dyadiques rationnels apparaitra souvent dans
cette section et la suivante. On rappelle qu’il s’agit des nombres de la forme
p/2) avec p € Z,j € N.

Remarque 3.3 Par hypothese, on travaille avec une modification cadlag de
Y;. Par conséquent, les expressions du type E1HY11[O,1]H?>O’ ElN&lYl, etc., qui
apparaissent dans la suite du texte sont bien définies (il n’y a pas de probléeme
de mesurabilité).

3.2.1 Propriétés de base de Y, et de X[

Dans cette section, on fixe un réel I dans U'intervalle |0, 1[. On fera souvent
usage du lemme suivant dans les démonstrations.

Lemme 3.4 Soit 0 <y < 1/2 et soit Y} le processus défini par (3.40). Alors
E1HY11[071}HC2>O < oo et ElNa/,lYl < 00 (Ng’1 est défini par (3.24)).

Le Lemme 3.4 est démontré dans le sous-chapitre 3.4. La Propriété 3.5 ci-
dessous affirme que (3.43) est bien défini et qu'il peut étre considéré, P1—p.s.,
comme un processus gaussien lorsqu’on le restreint aux nombres dyadiques
rationnels. Ce résultat nous permettra d’utiliser plus loin certaines tech-
niques gaussiennes dans les démonstrations.

Propriété 3.5 L’équation (3.43) définit un processus sur l'intervalle [0, 1],
mesurable par rapport a la tribu cylindrique®. De plus, pour P1— presque
tout wy, la restriction de ce processus a ['ensemble D des nombres dyadiques
rationnels a la méme loi que le processus gaussien [~" ngl(S) (w1)dB"(s),
défini sur (Qa, Fo,Pa) comme dans la section 3.1.1.

9. On rappelle que la tribu cylindrique est la plus petite tribu qui rend mesurables les
applications coordonnées.
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DEMONSTRATION Nous allons prouver que :
1. L’expression

n

XP (1) (wi,w2) = 1753 (V) (@1) Lo (), bi). / bidB" (02) (3.44)

i=1
a un sens et définit une variable aléatoire.

2. X[, (t) converge dans L2 (21 x Q) lorsque n tend vers Pinfini.

3. Pour P;— presque tout wy, {X/(t) ("‘Jl")}te]mm[o ) est un processus
gaussien centré de covariance

72(Y() (@) Lo, (), Yi () (wi) 1o r(() - (3.45)

Démonstration du Point 1. D’aprés la Propriété 3.2 et le Lemme 3.4,
Py — p.s., pour tout ¢ € [0,1], la fonction Yi(.) (w1)1jgy(.) appartient a
L. Par conséquent, Py — p.s., (Yi(.) (w1) Ljo(-), bi), & un sens (sur le sous-
ensemble de Py —mesure nulle sur lequel on a aucune garantie d’appartenance
de Y(.) (w1) 1o ¢((-) & L™ pour tout ¢, on remplace cette variable aléatoire par
0). De ce fait, pour tout couple (wi,ws), pour tout t € [0,1], X[, (t) (wi,ws)
est bien défini. Enfin, le processus Y] est cadlag donc Xl"“n(tj, qui s’écrit
comme somime et produit d’applications mesurables par rapbort aF Q Fa,
est elle-méme mesurable par rapport a cette tribu pour chaque valeur de t.

Démonstration du Point 2. D’aprés le Point 3 du Lemme 3.1 et le Lemme
3.4, E1]|Yi() (w1) 1[07,5[(.)Hi est finie. On peut donc considérer

Les (b;) formant une base orthonormale, P, ,, se récrit

min(m,n) 9
Pam =121 Y [(0) (@) 1ou().be), | - (347)
i=1
En remarquant que P,, = P, < Py, pour m > n et en utilisant le

Théoréme de Beppo Levi, on voit que P, ,, converge vers la quantité finie
I72°Eq [|Y7(.) (w1) 1[0,t[(')Hz lorsque n et m tendent vers Uinfini. Il s’ensuit
que X[, (t) converge dans L2 (Q1 x Q) lorsque n tend vers I'infini.
Démonstration du Point 3. Pour tout t, la variable aléatoire X[*(t) est
définie comme la limite d’une sous-suite p.s. convergente X;° (t). L’ensemble
D étant dénombrable, pour P1— presque tout wy, pour tous t1,...,%, dans
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D, le vecteur (X[*(t1) (wi,.),..., X[ (tp) (w1,.)) est défini sur (Qo, F2,Po)

comme la limite d’une sous-suite P2 — p.s. convergente

(X[, (01) (wi,.) oo XL, () (wi, 1)) - (3.48)

Or ce vecteur est, P; — p.s., le vecteur gaussien centré de covariance

mn

1% Z (Yi() (1) Lo1,((-), 03) (Vi () (w1) Lo, () Bi) - (3.49)

i=1

D’aprés 'ldentité de Parseval, cette expression converge vers

Y (1) Lo,y Ya () (wi) Lo (), (3.50)

Il résulte de ce qui précede que pour P1— presque tout wi, { X7 (t) (w1, ) },ep
est un processus gaussien centré de covariance

Y (@1) Loq( ), Yal) (wi) Lo (-),.- (3.51)

L’existence d’une modification continue pour le processus X;* (Propriété
3.8) est basée sur les deux lemmes suivants. Le premier de ces lemmes donne
une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus stochastique ad-
mette une modification continue sur I'ensemble D des nombres dyadiques
rationnels. Le deuxiéme lemme permet de « controler » les nombres de R\D.
Chacun de ces deux lemmes est démontré dans le sous-chapitre 3.4.

Lemme 3.6 Soit I un intervalle compact de R et soit {Z(t)},c; un pro-
cessus stochastique défini sur un espace probabilisé (o, Fo,Po). Pour tout
€>0,0<46 <1, on définit

F.(6) =Po | sup |Z(t)—Z(s)| > €| . (3.52)
eebni

Alors ;ir%FE(é) eviste. De plus, {Z(t)},c; admet une modification continue
—

sur D si, et seulement si, pour tout € > 0, %in%)FE(é) = 0.
%

Lemme 3.7 Soit X[ le processus défini par (3.43). Pour tout réel to € [0,1]

: K YK 2 _
tli?%E|Xz (t) = X[ (to)|” = 0. (3.53)
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Propriété 3.8 Le processus X[, défini par (3.43), admet une modification
continue sur 'intervalle [0,1] .

DEMONSTRATION. Soit € > 0 et soit 0 < § < 1. D’apreés la Propriété 3.5, pour
presque tout wy, { X} (¢) (w1)},cp a la méme loi que le processus gaussien

{l “fo (w1)dB"(s )} . D’apres la Propriété 3.2 et le Lemme 3.4, ce
te

processus admet une modification continue. On écrit alors

P | sup [XF(H) = XP(s)| = €| =i [Pa | sup [XF(H) = X[(s)| 2 e

[s—t|<é |s—t| <6

s,teh s,teD
(3.54)
D’apres le Lemme 3.6 (partie directe),
lmPy [ sup |[X[(t) — X[(s)| >€e| =0, P;—ps, (3.55)
6—0 |s—t|<6
s, teD
donc d’apres le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue
IimP | sup |X[(t) — X[ (s)| > €| =0. (3.56)
6—0 [s—t|<é
s,ted

D’apreés le Lemme 3.6 & nouveau (partie réciproque cette fois), X ; admet une
modification continue X, ; sur . On prolonge ce processus X/ ; a lintervalle
[0,1] tout entier en posant

X (t)(w) = lim X (s)(w). (3.57)

s—t,s€D

On sait d’apres le Lemme 3.7 que pour tout ¢ € [0, 1]

lim X[ (s) = X[*(t) dans L2, (3.58)

s—t

donc
s., X, (t) = X[ (t). (3.59)

Remarque 3.9 La démonstration qui précéde utilise le critére de Kolmo-
gorov d’existence d’une modification continue. On notera que ce critére est
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appliqué non pas a X (il n'est pas du tout évident que X[° en vérifie les
hypothéses), mais au processus gaussien sous-jacent.

On peut s’étonner par ailleurs de Uusage des nombres dyadiques ration-
nels dans la démonstration. En réalité, ce n’est pas une complication inutile :
on sait seulement que, pour presque tout wi, on a l’égalité en loi entre pro-
cessus

t

(O e = {1 [ Vi) o e
0 ted

mais rien ne permet d’affirmer que [’on peut remplacer D par R dans cette

égalité. Par ailleurs il ne nous paraissait pas clair que [’événement

{ sup | X[ (t) — X[(s)| > e} (3.61)

|s—t|<d
fusse mesurable si s et t avaient été des réels quelconques dans [0, 1] .

Afin de préserver la lisibilité du texte on notera encore X;° la modification
du processus obtenue dans la Propriété 3.8.

3.2.2 Convergence en loi de X et étude de la limite X"

On fixe une nouvelle fois —1/2 < k < 0. On prouve dans cette section
que, sous 'une ou 'autre des deux hypothéses

() —1/2<m<—1/4et ¥ (5) < 5hr -1,
(B) —1/4 <k <0et(2) <1,
la suite de processus X|° (Eq. (3.43)) converge en loi dans C [0, 1] vers une

limite non dégénérée X" lorsque [ tend vers 0. On démontre que X" est
multifractal au sens de la Définition 1.1, le spectre étant défini par

C(q) = g - (g) : (3.62)

Le schéma de la démonstration de la convergence en loi est classique :
on prouve d’abord que la suite {X['}, est équitendue dans C'[0, 1], puis on
établit la convergence des lois marginales fini-dimensionnelles. Pour démon-
trer I’équitension, on travaille « & w; fixé » et on utilise des techniques de
mesures majorantes pour les processus gaussiens (notre référence sur le sujet
est le livre d’Adler [3]).

Observons pour commencer que chacune des deux conditions (A) ou (B)
implique
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(©) ¥ (57) < sip—letw(2) <1

En effet, la fonction F cx— x— 1 (x) est concave et F'(1) = 1. Or dans la
situation (A) ona g > 2et F (2 +1> > 1, donc F (2) > 1, soit ¢ (2) < 1.
Un raisonnement similaire s’applique dans la situation (B).

On a besoin d’une nouvelle notation : étant donnée une fonction f a
support dans [0, 1], on définit pour 0 <t <t' <1 :

M f = // ““/ F(s) = F(s+ )1 (5) — £ (s + v)| dsdude.

(3.63)
La preuve de I’équitension repose sur les deux lemmes (démontrés dans
le sous-chapitre 3.4) :

Lemme 3.10 Soit Y] le processus défini par l'équation (3.40). Si (2) <1
la quantité l_2“E1Ma,’f (Yll[m}) est uniformément majorée par rapport a l.

Lemme 3.11 Soit f € L" une fonction & support dans [0,1]. On suppose
que Ma’ff < oo et qu’il existe deuz réels positifs p et q vérifiant :

1 1 _ 1.
1 o+5=1;
2. q(k—1/2) > —1;
3. fell.
On considere le processus gaussien G (t fo s)dB" (s), défini sur un

espace probabilisé (Qo, Fo, Po) .
Il existe une fonction h(k,n) , indépendante de f, vérifiant
lim, 0 h (k,n) = 0 et telle que

Eo( sup |G<t>—c<s>|> <hem) (Mg +IFI5+1) . (3.64

lt—s|<n

Propriété 3.12 Sous chacune des deux conditions (A) ou (B), la suite
{XF}, (Bq. (3.43)) est équitendue dans C'[0,1].

DEMONSTRATION. On commence par prouver l'existence de deux réels p et
q satisfaisant aux hypotheéses du Lemme 3.11, avec f = [7"Y]1jg ), et tels
que

sup By 117" YiL o ][}, < oo (3.65)

On a vu au début de cette section que les conditions (A) et (B) entrainaient
P <ﬁ+1> < 2H1+1 1. Cette inégalité se récrit ¥ < K+11/2)> < n+1/2’ donc
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par raison de continuité il existe un réel p > #1/2 tel que ¥ (p/2) < —kp.
Et comme

1
B ([t [ = 17 /0 Byesei(s)ds = rpet(5)A-Tosh (3 66)

on a bien (3.65) Enfin, l'inégalité p > implique que le conjugué ¢ de

n+1/2
p (au sens ot = 5+ E = 1) vérifie ¢ (k — 1/2) > —1.

Venons-on maintenant a la preuve de I’équitension proprement dite.
D’aprés le Théoreme 4.10 de [27], il suffit pour prouver cette équitension de

montrer que

lim supE sup |X[(t) — X[(s)] =0. (3.67)
n—0 \s;t[\o<177]
s,te|0,

Le processus X" étant continu, on peut remplacer I’espérance dans le membre
de gauche de I’équation ci-dessus par

E sup |X[(t) — X[ (s)]. (3.68)
s, ‘tSETDtF‘WTO? 1]
On a donc
E sup |X[(t)— X[ (s)|=E1 [Eo | sup [X[(t)— X[ (s)| ]| . (3.69)
Jypmingi orenon]

On sait d’aprés la Propriété 3.5 que, pour presque tout wi, { X[ () (w1)},cp

a la méme loi que le processus gaussien {l_" fg Yl(s)dB"(s)} . Le raison-
te

nement mené au début de la preuve montre que le Lemme 3.11 s’applique si

Von prend f =1""Y1[ . 1011 vient alors :

E sup |X7(t) — X7(s)|

|s—t|<n
s,t€[0,1]
< h(rm) By (IFMGT (Vi) + 17 Yitp gl +1) . (3.70)
L’équation (3.65) et le Lemme 3.10 donnent alors :
lim supE sup | X[ (t) — X[ (s)] = 0. (3.71)
n—0 |s—t|<n
s,t€[0,1]
|

10. Notons que le Lemme 3.11 concerne des processus indexés par R, alors que l'on
travaille ici avec un processus indexé par . Mais les résultats sur la majoration du module
de continuité pour un processus indexé par R s’appliquent de fagon évidente si I’on restreint
I’ensemble d’indexation de ce processus aux dyadiques rationnels.
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Remarque 3.13 La démonstration qui précéde, comme celle de [’existence
d’une modification continue (Propriété 3.8), consiste a se ramener au proces-
sus gaussien sous-jacent en se restreignant aux nombres dyadiques rationnels.
Notons deux choses importantes a ce sujet :

— il n’est pas fait usage dans la démonstration de ’équitension du critére
habituel d’équitension de Kolmogorov — il semble ne pas pouvoir s’ap-
pliquer ici; ni des inégalités de Borell ou de Slepian (qui, a l'inverse
de ce qui se passe dans le cas k > 0 — voir [1], semblent ne pas donner
de résultat suffisamment fort ici). La démonstration de [’équitension
repose en fait essentiellement sur le Lemme 3.11, dont la preuve fait
appel aux techniques de mesures majorantes pour les processus gaus-
siens ;

— les mémes techniques de mesures majorantes pourraient s’appliquer
pour démontrer 'existence d’une modification continue des processus
de la forme f(fg(s) dB" (s) (Propriété 3.2). Nous ne les avons pas
utilisées dans la démonstration de la Propriété 3.2 dans un souci de
simplicité.

On se tourne a présent vers la convergence des lois marginales fini-
dimensionnelles. Dans le chapitre 2 de la thése, celle-ci a toujours été la
conséquence de la convergence en moyenne quadratique. Ici, cette conver-
gence en moyenne quadratique n’a pas lieu; on ne peut pas faire usage non
plus des techniques de martingales abondamment utilisées dans les articles
dédiés a la construction des marches aléatoires multifractales lorsque x > 0
[8, 38, 31, 1]. Tout ceci entraine quelques complications...

Propriété 3.14 Soit X[* le processus défini par (8.43). On suppose que
¥(2) < 1. Alors pour tous réels ti,ta, ..., t, dans [0,1], le vecteur aléatoire
(X[ (t1), X[ (t2), ..., X[ (tn)) converge en loi, lorsque | tend vers 0, vers une
limite non dégénérée.

DEMONSTRATION. 1l suffit de prouver que, pour tous ui,..., Uy, t1,...,tn,
la fonction caractéristique

Eei{ule”(tl)—‘ruzXf"(tz)—‘r"'—l-uan(tn)} (372)

converge et que la limite des lois marginales uni-dimensionnelles n’est pas
dégénérée.

En raisonnant comme dans la démonstration du Point 3 de la Propriété
3.5, on voit que pour Py— presque tout wy, le vecteur (X[*(¢1),..., X[ (tn))
est gaussien centré de covariance

725V (@1) Lo, (), Yi() (wi) Lo g f(4)), - (3.73)
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On peut donc écrire
Eei{ule(tl)+uzXf(t2)+m+uan(tn)}
— E1 (E2ei{u1Xf"(t1)—‘ruzXf"(tz)—‘r"'—l-unxl“(tn)})
— 2k 2
— B’ (1325 wiYidpo,e,f |,

_r(,ﬁ_Jrl%ilf% ||D:K(Zi uinl[O,ti[) HZ

— Ele c1(k) (374:)

D’aprés le Lemme 3.15 ci-dessous, [72%(D=" (Yi1}p4) ,D=" (Yll[O,t’[)>2
converge dans L! (Q1) pour toutes valeurs de ¢,t'. C’est donc aussi le cas de
[—2% HD:'i (ZZ uinl[OM) H; . Par conséquent, en vertu de 'inégalité

e —e Y| <|z—yl, >0,y>0, (3.75)

la fonction caractéristique (3.72) converge. Enfin, d’aprés le Lemme 3.15, les
limites des lois marginales uni-dimensionnelles ne sont pas dégénérées. M

Lemme 3.15 Soit Y] le processus défini par (3.40). On suppose que ¥(2) <
1. Pour 0 < t < t', chacune des deur suites [~2" HD:“ (Yll[w[) H; et
[725(D~" (Yll[o,t[) ,D°" (Yll[t,t’[)>2 converge dans L' (Q1) wvers une limite
non nulle lorsque [ tend vers 0.

La preuve du Lemme 3.15 est donnée dans le sous-chapitre 3.4. Le lemme qui
suit est le point clef pour démontrer la propriété multifractale; il est aussi
démontré dans le sous-chapitre 3.4.

Lemme 3.16 Pour tous réels 0 < X < 1, 0 <l < 1, on a l’égalité en loi
entre processus :

X500}, =1 {MesBxr (@)} | (3.76)

ot QU est une variable aléatoire de fonction caractéristique Ee'? = \~#(a)
indépendante de X[.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de la
these.

Propriété 3.17 Soit X[° le processus défini par (3.43). On suppose que l'une
des deux conditions (A) ou (B) est remplie. Alors :

1. X[ converge en loi dans C'[0,1], lorsque I tend vers 0, vers une limite
non dégénérée X".
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2. On a légalité en loi entre processus

{X"(\)}, =1 {Al/%%m){“(t)} , (3.77)
t
ot la variable aléatoire Qy, indépendante de X", a pour fonction ca-
ractéristique Ee = \—¢(9),

3. X" vérifie la propriété multifractale
E|X"(t)]* = E|X*(1)|* 1@ (3.78)
pour tout 0 < q < gmax tel que X*(1) ait un moment d’ordre 2q fini.

DEMONSTRATION.

Démonstration du Point 1. D’aprés la Propriété 3.12, la suite { X[}, est
équitendue dans C'[0, 1], donc il existe une sous-suite convergeant vers un
processus limite X”. De plus, on sait d’aprés la Propriété 3.14 que les lois
marginales fini-dimensionnelles convergent (la Propriété 3.14 s’applique bien
puisqu’on a vu au début de la section 3.2.2 que la condition (A) entrainait
I'inégalité ¢(2) < 1). Par un argument classique (voir par exemple la preuve
du Théoreme 4.15 dans [27]), X[° converge en loi vers X* dans C'[0, 1] . Enfin,
d’aprés la Propriété 3.14, le processus limite n’est pas dégénéré.

Démonstration du Point 2. Puisque X[* et ) sont indépendants, en pre-
nant la limite dans (3.76) on obtient (3.77).

Démonstration du Point 3. On prend A\ = t et t = 1 dans 1’équation
(3.77). [ |

Remarque 3.18 Le spectre multifractal est le méme que celui obtenu par
Bacry et Muzy [8, 38] dans Uétude de la MRW (autrement dit dans le cas
k=0):

Co)=3-%(3)- (3.79)

Ceci est assez surprenant, puisqu’on aurait pu s’atlendre a voir apparaitre
lexposant K dans ’expression du spectre (comme dans les articles de Ludena
et d’Abry et al. [31, 1]).

Notons par ailleurs la relation ¢ (2) = 1, qui est un résultat classique en
finance (on renvoie par exemple a la figure 2, dans le chapitre 1 de la thése).
1l est donc possible qu’il y ait des applications pratiques de notre travail dans
ce domaine !t

11. Si le spectre (3.79) est le méme que celui de la MRW de Bacry et Muzy, notre
processus limite est cependant fort différent du leur. Notre modéle est donc complétement
nouveau.
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On évoque enfin la question de l'existence des moments du processus
limite X" obtenu dans la Propriété 3.17.

On remarque d’abord que les moments d’ordre 0 < p < 2 sont finis. En
effet, un corollaire quasi immédiat du Lemme 3.10 est que sup; E|X f(if)|2 est
fini. Par conséquent la limite en loi X*(t) de X/*(¢) a un moment d’ordre
p pour tout 0 < p < 2. De plus, dans ce cas, E| X/ (¢)"
E|X")".

Une condition suffisante et une condition nécessaire d’existence du mo-
ment d’ordre p > 2 sont données dans |8] lorsque x = 0 et dans [31, 1] lorsque
0 < k < 1/2 (dans ce dernier cas, la condition suffisante n’est donnée que
dans le cas ou p est un nombre pair). Dans cette thése (—1/2 < k < 0), notre
seul résultat est :

converge vers

E|X5(#)P < 0o = ¢ (p) > 1. (3.80)

En effet, en faisant le méme raisonnement que dans la démonstration du
Lemme 3 de [8], on obtient

E|X"(t)P > 2B | X*t)]P, (3.81)
ce qui implique la relation (3.80).

Question ouverte 3.19 La recherche d’une condition suffisante d’existence
du moment d’ordre p > 2 dans le cas k < 0 est une question ouverte. Un
examen rapide du cas p =4 (le plus simple a priori) laisse entrevoir la diffi-
culté du probléme ; il semble en tout cas que les power counting techniques de
[14], qui ont permis de résoudre ce probléme dans le cas k > 0 (voir [31, 1]),
sotent tnopérantes ici.

Question ouverte 3.20 La Propriété 3.17 est énoncée sous l'une des deux
conditions (A) ou (B). Je pense que la condition plus faible 1 (2) < 1 est
en réalité suffisante pour que les choses fonctionnent. Mais en dépit d’une
longue recherche, je n’ai pas pu le démontrer.

3.3 Etude d’une version affine par morceaux de X"

Comme c’était le cas pour le processus X° (voir chapitre 2), une utilisa-
tion pratique du processus X" n’est possible que si ’on en donne une version
simple. Nous consacrons ce sous-chapitre a I’étude d’une version affine par
morceaux, dont nous nous servons pour faire des simulations.
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On rappelle les notations du sous-chapitre précédent :

1

Yi(s) = e29(®) (3.82)
XE(t) = 1" /0 Yi(s)dB"(s). (3.83)

Le processus X" est la limite en loi dans C'[0,1] de la suite (X}*) (voir
Propriété 3.17).
On définit le processus affine par morceaux

t
X*(t) = n"“/ ez<rn(ln®sl/m*)qpr(s) t e [0,1]. (3.84)

0
Il est facile de voir que ce processus est bien défini (nous ne nous attardons
pas sur ce probléme). On admettra qu’il fournit une bonne version simple

du processus X*.12
Venons-en aux simulations numériques. On pose

AX (i) = X~ (#) - Xr (Z;—;) : (3.85)

Vo= (AX(1),AX (2),...,AX (n?)) (3.86)

Le vecteur

a méme loi que

1 21
W, = np Rl <Y1 (0) e1,Y1 <—> €2,...,Y1 <n > en2> s (3.87)

77,2 n ’n2

e; étant un bruit blanc gaussien fractionnaire — autrement dit un processus
gaussien centré stationnaire de covariance

1
cov (€0, €5) = (|z’ P g2t g — 1|2”+1) . (3.88)

On représente sur la figure 3.1 deux trajectoires de X (t) sur I'intervalle [0, 1]
a partir de W), dans le cas ou Yy, est log-gaussien et avec n = 27, L’une
des deux trajectoires correspond & kK = —0.4 et 'autre & k = —0.1. Comme
dans le chapitre 1, le processus Y}, et le bruit blanc gaussien fractionnaire
e; sont simulés grace a la méthode de simulation de processus gaussiens par
matrice circulante. On estime aussi dans chaque cas la densité de X/ (1) a
partir d’échantillons de taille 10000.

12. Malgré mes recherches en ce sens, je ne suis pas parvenu a démontrer de résultat de
convergence au sujet de X;.
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FIGURE 3.1 — Simulation de la version affine par morceaux. On a

simulé X% (t) pour k = —0.4, kK = —0.1, avec n = 27 et dans le cas ou
Y1/n est log-gaussien de parametre A = 0.5. L’allure des trajectoires est
typique des multifractals; la courbe dans le cas k = —0.1 étant d’ailleurs

trés proche du type de celles que 'on obtient lorsqu’on simule la MRW de
Bacry et Muzy (donc lorsque x = 0) — des trajectoires de cette MRW sont
représentées dans |38]. Deux histogrammes, construits a partir d’échantillons
de longueur 10000, donnent une idée de la distribution limite X* (1) ; on y
observe une différence significative entre les cas k = —0.4 et k = —0.1 (déja
nettement visible sur les figures du haut), mettant en évidence la diversité
des processus limites que 1’on peut obtenir avec notre étude.

3.4 Démonstrations des lemmes

Dans la section 3.4.1, on démontre le Lemme 3.1 et plusieurs résultats qui
en découlent ou dont la preuve en est proche : les Lemmes 3.4, 3.7 et 3.10.
Les sections 3.4.2, 3.4.3, 3.4.4 et 3.4.5 sont respectivement consacrées aux
démonstrations des Lemmes 3.15, 3.16, 3.6 et 3.11. Avant toutes ces preuves,
on énonce deux résultats techniques qui seront utilisés de nombreuses fois
dans la suite (le premier de ces résultats est une conséquence directe du
Lemme 1 de [8]).
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Lemme 3.21 Soit 0 < | < 1. Pour tous s,u dans R, By (Yj(s))?> = 1 et
E1Y(s)Y(s + lu) = e2W/ArO)=rw)] = oq 1 est la fonction paire définie par

l—-Inl—u/l si0<u<l
ri(u) =< —Inu sil<u<l1 (3.89)
0 st 1 < .

Lemme 3.22 La quantité Ey |Yi(s) — Yi(s + lu)|* est majorée par 7 (u) , o
w est définie par

(3.90)

() = —4p(1/2)u si0<u<1
=Yy sil< .

De plus ¥ (1/2) est strictement négatif.

DEMONSTRATION. Lorsque u > 1, la majoration de Ej |Y(s) — Yi(s + lu)|?
est immédiate d’aprés le Lemme 3.21. Lorsque 0 < uw < 1, on a r;(0) —
71 (lu) = u. Donc dans ce cas Ey |Yi(s) — Yi(s + lu)[* = 2 — 2e2¥(1/2u, On
rappelle & présent que 1) est convexe et que 1(0) = (1) = 0. Par hypothése,
la mesure v, dont on a rappelé la définition au début du chapitre 3, n’est
pas dégénérée ; donc ¥ (1/2) est strictement négatif. Il vient donc I'inégalité
Ey [Yi(s) = Yi(s + ) < =44 (1/2) u. u

3.4.1 Démonstration des Lemmes 3.1, 3.4, 3.7 et 3.10
Démonstration du Lemme 3.1

Notons d’abord que le Point 2 est évident.

Démonstration du Point 1. Si |D|” f appartient L2, alors on peut dire la
méme chose de D™ f. Donc d’aprés le Théoréme 6.2 de |50], f appartient a
LT,

Démonstration du Point 3. On note k(y1) = ﬁ Par définition

2
2

[IDI7 fLpe
2
:/ [k(’n)/ |f(5)1[t,t’[(8) _f(8+u)1[t’t/[(8+u)|du ds.  (3.91)
R 0

ut +1
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En utilisant U'inégalité (a + b)? < 2(a” + b?), on obtient
2 <2 / t
t
A

=1 ' e [ \f(S)IU‘”“‘ldurds

'—s

/

D 1y

t'—s 2
k() /0 rf<s>—f<s+u>\u—'ﬂ—ldu] ds

B
t t'—s 2
+/ k‘(%)/ |f(s+uw)|u " tdu| ds. (3.92)
—o0 t—s
C
Des majorations grossiéres donnent
—27y1+1
B<ai(m)|fI% -t (3.93)
pour une certaine constante aj(7y;) et
—2v1+1
C <as(y)IfI% (¢ =) (3.94)
pour une autre constante as(y1). Enfin
A =2k(y)*NJL £ (3.95)

Démonstration du Point /. On prouve d’abord que, pour toute fonction
geL,
lg() = g(- + B)]13 < b(12) £ | D2g] ., (3.96)
la constante b (v2) étant indépendante de g. Notre méthode s’inspire du pa-
ragraphe 6.2 de [50] : supposons que g € £772. Alors d’apreés ’équation (6.1)
et le Théoréme 6.1 de [50], il existe une fonction ¢ € L2(R) telle que g = I%¢
d’'une part, et D"?g = ¢ d’autre part. Pour ¢t > 0,

g9(x)—g(x+1)

= Ft{l) [/000 ¢ (x+tz) 22 1z — /1Oo d(z+1t2)(z—1)2"1dz
_ / k(2)6 (2 4+ 12) dz, (3.97)
0
avec
1 2721 si0<z<1
k(z) = [ (72) {z“rz—l — (=" siz>1 (3.98)
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Appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz avec la mesure dA(x) = %,
on obtient
lo) s+ < WK™ [ [Tlo@ e arede G99)
c’est-a-dire
lg(-) = g(- + D)l < k[T 1]13 £ (3.100)

Cela prouve (3.96).
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Point 4. D’aprés le
Point 3, il suffit de prouver que
2yp—2 2
Nzi/f S bl (717,72) (t, - t) e H’D”isz27 (3101)
pour une certaine constante universelle by (1,72) . Observons d’abord que

1/2 2

N7 f < /Ot_tu—““—l (/tt_u\f(s)—f(s—ku)\st) du| , (3.102)

en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En tenant compte de (3.96) on
obtient alors

t'—t 2
wng MWWM—M+MM4
0
t—t 2
wﬁwwﬁv Wﬂﬂ4
0

b (72)2 D2 272 —271
< 72 . 3.103
< 2D (¢ - ) (3.03

Cette inégalité entraine (3.101); elle achéve donc la démonstration du
Point 4. |

Démonstration des Lemmes 3.4 et 3.10

On pose Vi = Y1y q) et on considére un réel 0 <y < 1/2. Avec les mémes
calculs que dans la démonstration du Point 3 du Lemme 3.1, on voit que

2 1
Mg, Vi < 2NJ, Vi + ?/ V2 (s) (1 — )" ds. (3.104)
0

11 suffit donc pour démontrer les Lemmes 3.4 et 3.10 de prouver que :
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L. Ei |Vi]| o < 0.
2. sup; I27E; (N&lVl) < 00.
3. sup, IPE; (fol V2(1—s) % ds) < 00.

Le Point 1 a déja été démontré par Bacry et Muzy (Lemme 5 dans [8])
et le Point 3 est immédiat, puisque E1V}? (s) = 1 (Lemme 3.21).
Voici la preuve du Point 2 : d’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1—u 1/2 2
BN, (Vz)é{/o u ! (/0 E1!Vz(8)—Vz(s+u)\2d8> dU} :

(3.105)
Donc par le changement de variable v = [v et d’aprés le Lemme 3.22

1/1 1—lv 1/2 2
PENG, (V) < { / =11 < / By |Vi(s) — Vi(s + 1)) ds) dv}
0 0

< {/Ooo | </01 w(v)ds) v dv}2 (3.106)

(m est définie par (3.90)). La derniére expression ci-dessus est finie et ne
dépend pas de . Le Point 2 est donc démontré. [ |

Démonstration du Lemme 3.7

Supposons par exemple que ¢y < t. En utilisant la méme méthode que
dans la preuve du Point 3 de la Propriété 3.5, on voit que P; —p.s., la variable
X[(t) (w1) — X[*(to) (w1) est gaussienne et que

E[XF(t) — X[ (o) = 17 2By |[DZ* (YiLyy 1) |J2 - (3.107)
Par conséquent
E X[ () — X[ (to)* < I72Ey ||[DI=% (Yiyo) 3 - (3.108)

On fixe a présent une valeur de —k < 7 < 1/2. En vertu du Point 4 du
Lemme 3.1,

By [[IDIZ" (Vi)
< b(=k,7) (t = 1) [B [|IDP Yooy |y + Ex [[Vitp,y[l2, ] (3.109)



112

D’apreés le Point 3 du Lemme 3.1 et le Lemme 3.4, chacune des deux quantités
E; [||D[7 Y1, 1]H2 et By || Vi1 H est finie. Il s’ensuit que

: K Yk 2 _
Jm B XF (1) = XF(to)* = 0. (3.110)

3.4.2 Démonstration du Lemme 3.15

On donne d’ abord une preuve détaillée de la convergence de
|2 HD_ (Yl 0t)H2 On définit

Zyy (t) =172 ||DZF (Yl ) (3.111)

I

En adoptant la méme approche que dans la démonstration du Point 3 du
Lemme 3.1, on arrive a

Zixt)=1I""(D+E+F+G), (3.112)
D= / [ 1) /t ) (Yi(s) — Yl(s+u))u“—1durds, (3.113)
E = / [ ) - SYZ( s)ut~ 1du} ds, (3.114)

t—s
F = 2/ (m)] / / (Yi(s) = Yi(s + u)) Yi(s)u" 1" tdvduds,
t—s
(3.115)

G= /_too [kz(yl) _s_ Yi(s+ u)u“_ldu]2 ds. (3.116)

L'¢galité E1Y*(s) = 1 (Lemme 3.21) entraine la converge de [72% (E + G)
vers 0 dans L' (Q1) quand [ tend vers 0. En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et en faisant un changement de variable, on obtient

e [waof [ [T (e - vt s o)

1/2
X <E1 |Yl(s)|2) u* Lo tdududs.
(3.117)
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D’aprés les Lemmes 3.21 et 3.22, By |Yi(s)|]> = 1 et By |Yi(s) — Yi(s + lu)|?
7 (u) (7 est défini par (3.90)). Cela donne

I7"E; |F| g2/ (7)) / / w)V 2w doduds ;. (3.118)
t—s

donc [~ F converge vers 0 dans L' (1) quand [ tend vers 0.
En développant, en changeant 'ordre d’intégration et en faisant un chan-
gement de variable, le dernier terme [~2¢D peut se récrire

L )l
[ [ et
0 0

t—max(lu,lv)
y /0 (Yils) — Yi(s + lu)) (Yi(s) — Yi(s + lv)) dsdudv.
(3.119)

Sa convergence dans L! (€;) vers une limite non nulle découle du Lemme 3.23
ci-dessous. Ce résultat, comblne a ceux qui précédent, entraine la convergence
de 1% [DZ* (¥iLjo)

On se tourne & présent vers

I7(D=" (Vi) D2 (Yiljp))y- (3.120)

Dans ce cas on ne donne que les grandes lignes de la preuve. Cette expression
peut se récrire

I72(DZ" (Vo) , D" (Yidpep)), = 1+ 11, (3.121)
avec

00 0O
I :l—2n / / uﬁ—lvn—l
0 0

0
X / Yi(s +u)Lpy(s +u)Yi(s + v)1p((s + v)dsdudv (3.122)

11_12/4// /41/41

/0 (Yi(s) = Yi(s 4+ u) Ly (s +u)) Yi(s 4+ v) 1 p((s 4+ v)dsdudv.
(3.123)

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on prouve que I converge vers (
dans L' (Q1). La convergence de II vers une limite non nulle se démontre
avec la méme technique que celle employée un peu plus haut pour démontrer
la convergence de [72%D. |

et
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Lemme 3.23 Soit 0 <t <1, —1/2 < k < 0 et soit Y} le processus défini
par (3.40). On définit

t/l rt/l
Wi :/ / u I (u, v) dudo, (3.124)
o Jo
avec

t—max (lu,lv)
W, (u, 0) :/0 (Yi(s) — Yi(s + 1)) (Yi(s) — Yis + Iv)) ds.

(3.125)
Sous Uhypothése 1 (2) < 1, lorsque 1 tend vers 0, W, converge dans L (1)
vers une limite non nulle.

DEMONSTRATION. Supposons pour le moment que nous sachions que pour
toutes valeurs de u et v, W (u,v) converge dans L2. Dans ce cas, cette suite
converge aussi dans L. Par ailleurs

i)l
EW,—Wy| < / / u O T R Wy (u,v) — W (u,v)| dudy (3.126)
o Jo

et B|W, (u,v)| < 7 (u)"? 7 (v)"/? comme dans la preuve du Lemme 3.15 (7
est définie par (3.90)). Donc d’aprés le Théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, W, converge dans L!.

Donc le lemme sera démontré si on prouve que :

1. Pour toutes valeurs de u et v, W (u,v) converge dans L2
2. EW, converge vers une limite non nulle.

Preuve du Point 1. 11 suffit de prouver que la limite suivante existe :

li E Wi . 12
(1711)1_13%070) Wi (u,v) Wy (u,v) (3.127)

Pour cela on écrit
EW, (U, ’U) Wiy ('LL, 'U)
t—max(lu,lv) pt—max(l’u,l’v)
-/ / E (¥i(s) — Yi (s + 1)) (Yi(s) = Yi(s + 1v))
0 0
x (Yy(s') = Yu(s' +1'w)) (Y (s') = Yu(s' + U'v)) dsds, (3.128)

puis on développe l'intégrande dans (3.128) et on étudie la convergence de
chacun des 16 termes du développement.
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Chacun de ces termes est de la forme
[ [ vitan¥itenVitea)Yi o), (3.129)

ou les z; dépendent de u,v,s,s’,l et I’. On démontre sa convergence a ’aide
du Théoreéme de convergence dominée de Lebesgue. Il y a deux étapes :
d’abord on prouve que l'intégrande dans (3.129) converge ; ensuite on montre
qu’elle est majorée par une fonction intégrable. On suppose dans les calculs
ci-dessous que I’ < [ et que s # s’ (ce qui n’enléve rien a la généralité du
raisonnement).

Pour commencer, on s’intéresse au probléme de la convergence. Puisque
Yi(z2) = e21(®) = e%P(Al(z)), le fait que P soit une mesure aléatoire nous
permet d’écrire

EY)(21)Y)(z2)Y)(23)Yi(24) X EY) (23)Y) (74)
EY)(z3)Yi(x4)

EYi(21)Yi(w2) Vi (w3) Vi (1) =

(3.130)
D’apres le Lemme 1 dans [8], en supposant sans perte de généralité que
r1 < 29 < 3 < 24, On Obtient

EY(21)Yi(22)Yi(23)Y(24)
— V@ri(@a—z)+Y(3/2)ri(w3—z1)+ri(2a—p2) =21 (Ta—71)]
« 61/1(1/2)[47“1 (0)—2r;(x2—x1)—2r (x3—22)—2r (xa—23)+7r (T3 —21)+71 (T4—T2)] )

(3.131)
On calcule la limite de chaque intégrande dans le développement de (3.128)

a partir de ’équation (3.131) et du Lemme 3.21. Par exemple, le terme le
« plus simple »

BY(s)Yi(s)Yr ()Y (s) (3.132)
converge vers
s — /| V@) (3.133)
et le « plus compliqué »
EY)(s + u)Yi(s 4+ )Yy (s + U'u) Yy (s + I'v) (3.134)
converge vers
‘8 _ 8,‘—w(2) 64111(1/2)A(|v—u|)’ (3.135)

avec

A(x) =

10< <1
{x UST S (3.136)

1+logx sil<ua.
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La limite des 14 autres termes peut étre obtenue de la méme fagon (il ne
nous semble pas utile de donner davantage de détails & ce sujet).

On se tourne a présent vers le probléme de la majoration des intégrandes
dans (3.128). Chacune d’elles est de la forme

EYi(s+y1)Yi(s+ yg)Yp(S/ + yg)Yl/(S, + y4), (3.137)

ou y1 et yo peuvent étre égaux a 0, lu ou lv ; et y3 et yq & 0, 'u ou l'v.
D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

EYi(s +y1)Yi(s + y2)Yr (s" +y3)Yr (s" + ya)
< [BYi(s +11)2Yi (s + y2)2]"? [BYi(s + 52)2Vi(s' + w0)2] /> (3.138)

Avec cette technique on obtient, pour le terme le plus simple

EYi(s)¥i(s)¥0 (s) Yo (s)) < [E¥i(s)2Yi(s)°] "/ [E¥i(s)2Yi (s)°]

<|s—o|7"®. (3.139)
Par hypothese v (2) < 1, donc fot fot s — &'| 7Y dsds’ < oo et le Théoréme

de Lebesgue s’applique.
Pour le terme le plus compliqué (3.134), en utilisant (3.138) on obtient

EY (s + u)Yi(s + )Yy (s + I'u) Yy (s +1'v)

<e % Y(2)[r (8" —s+Uu—lu)+r (s’ —s+l'v—1v)] ) (3 . 140)

Comme ce n’est pas suffisant pour appliquer le Théoréme de Lebesgue, on
coupe le domaine d’intégration en deux. On note

Dy (u,v) := [0,4] x [0,8] N {(s,5') ,

s — s" < 2max (lu —'u,lv — l/fu)}
(3.141)
Alors

EY(s + lu)Yi(s + )Yy (s’ + )Yy (s + l'v) < e?2(1-logl) (3.142)
a lintérieur de Dy (u,v) et
EY(s + ) Yi(s + )Yy (s + 1) Yy (s + U'v) < e?@nlls' =21 (3.143)

a l'extérieur de Dy p (u,v).
Par hypothése ¢ (2) < 1, donc

lim / / V@ 0-logl) g5q5" = 0. (3.144)
(1,1")—(0,0) Dy yr(u0)
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D’un autre coté
P@mlls'=sl/2 < | _ 5| V) v (3.145)

donc le Théoréme de Lebesgue s’applique finalement bien et on aboutit & la
convergence de

t—max(lu,lv) pt—max(l'u,l’v)
/ / EY)(s+u)Y(s + )Yy (s +1'u) Yy (s' + 'v)dsds’.
0 0

(3.146)
Un traitement similaire s’applique aux 14 autres termes dans le dévelop-
pement de (3.128). Il s’ensuit que EW; (u,v) Wy (u,v) a une limite lorsque [
et I’ tendent vers 0.
Preuve du Point 2. Le calcul de EW) est immeédiat en utilisant le Lemme
3.21. Le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue permet alors d’ob-
tenir

lImEW,; = tx
—0
/ ” / Tyt [ 2/2AW) _ 200/2980) | 200/280v-u)] qudu.
0 0
(3.147)

La fonction A étant strictement croissante sur [0,00[, avec A (0) = 0 ; et
le nombre v (1/2) étant strictement négatif (Lemme 3.22), la limite dans
(3.147) est différente de 0. [

3.4.3 Démonstration du Lemme 3.16

On se donne t1,to,...,t, dans [0,1] et uj, ug,...,u, dans R. En raison-
nant comme dans la démonstration de la Proprieté 3.14, on écrit :

Eeilut X5 (A1) ++un X5, (Mn) }

_E, e—()\l)*wﬁzk’jUkuj<YAI(~)1[O,Atj[(')7YAZ(')1[O,)\tk[(')>K ‘ (3.148)

Par définition du produit scalaire (.,.),,

(90).h()) = A H(g(A), h(A)),. (3.149)
Par conséquent
Elei{ulel(/\tl)+---+unX§l(>\tn)}

_ B, e—)\l*Z“Zk,jukuj(YAl()\~)1[0,Atj[(A-)7YAZ(>\~)1[0,A%[(X))H] : (3.150)
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et d’apres (1.45)
Elei{ulel()\tl)+---+unX>\"‘l()\tn)}

—E, e—AEQAFZ“ 2, uktti (Y2 ()10,e,1():Yi ()10, 1())

— Eei)\l/ze(l/2)QA {ule"(tl)—‘r—i-uan"(tn)} (3151)

qui est ’égalité attendue. |

3.4.4 Démonstration du Lemme 3.6

La fonction 6 +— F(d) est positive et décroissante sur [0,+oo[, donc
lim F,(9) existe.
6—0

On démontre d’abord la partie directe du Lemme : on suppose que
{Z(t)},epnr admet une modification continue Z. Les processus Z et Z ayant
la méme loi, pour tous € > 0,0 < <1,

Po | sup |Z(t) — Z(s)| > ¢| =Po | sup Z(t)—Z(S)‘Ze . (3.152)
bt srebor

Par conséquent

F.(9) :/1 sup

[s—t[<é
s, teDNT

Z(t) — Z(s)( > ¢ Sdpy. (3.153)

L’intervalle I est compact, donc Z est uniformément continu. Il s’ensuit que

1{ sup |Z(t)—Z (s)‘ > € p converge vers 0 lorsque 0 tend vers 0 ; puis
|s—t]<d
s,teDNIl

d’apres le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue que %in%FG(d) = 0.
—

On reprend pour démontrer la partie réciproque la méthode de démons-
tration du Théoréme de Kolmogorov-Centsov donnée dans [27] (Théoréme
2.8) : on suppose que %in(l)Fe(d) = 0. Pour tout entier n > 0, il existe un

—>

On > 0 tel que
Po| sup |Z(t)—Z(s)| > €| <

[s—t|<dn
s,teDNI

1
—. 154
> (3.154)
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D’aprés le Lemme de Borel-Cantelli, il existe un sous-ensemble mesurable
Q¢ de Q tel que Py (Q¢) =1 et tel que, pour tout w € €, il existe un entier
n* > 0 pour lequel

sup  |Z(t)(w) — Z(s)(w)| < e. (3.155)
‘ssjttG‘Bfﬁr}*
On définit a présent
Q* — mpeN*Ql/p. (3156)

On a Py (2*) = 1. De plus, pour tout w € Q*, pour tout p € N*, il existe
6 > 0 tel que

1
sup |Z(t)(w) — Z(s)(w)| < o (3.157)

[s—t[<é
s,teDNI

Cela prouve que la fonction t — Z(t)(w) est continue sur . On définit alors
un processus Z par

= | Z(s)(w) siw e QF,
Z(s)(w) = { 0 Siw ¢ OF. (3.158)
Le processus Z est une modification de Z et il est continu sur D. [ |

3.4.5 Démonstration du Lemme 3.11

On utilise les techniques du chapitre IV du livre d’Adler [3|. Pour € > 0,
on note N (€) le nombre de e—boules nécessaires pour recouvrir l'intervalle
[0, 1] pour la pseudo-métrique

a (1) = (B |Gt - G(t)\z)l/ : (3.159)

Dans un souci de clarté, on scinde la démonstration en trois étapes.

Premiére étape. On commence par majorer d (¢,¢') : on observe d’abord
(en raisonnant comme dans la démonstration du Lemme 3.1) que

d (t,)" = D= (£ < [P (FLep; <

a(x) (M,;:rf+ | [ rwironf <u—s>”—1<v—s>“—1dsdudv>
(3.160)
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(d (k) , ainsi que d; (k) et dy (k) ci-dessous sont des constantes). L’inégalité
de Cauchy-Schwarz appliquée au terme ffoo (u—s)""(v—s)"""ds donne
alors

1/2 t/
a(t,t) < di (x) [(M;,:r )" |f<u>|<u—t>“—1/2du] . (316D)
t
et l'inégalité de Holder conduit finalement a
d (1) < dy (k) [(Mt_t, ) AL (F =)™ 1/2“/‘1]. (3.162)

Deuzieme étape. Compte tenu de 'inégalité (3.162), le nombre N (€) de
e—boules nécessaires pour recouvrir [0, 1] pour la pseudo-métrique d (¢,t') est
inférieur a la somme des nombres N4 (€/2) et Np(€/2) de €¢/2—boules né-
cessaires dans ce méme recouvrement pour les pseudo-métriques dy4 (¢,t') =

1/2
ds (k) <Mt_ff7f) et dp (t,t') = da () || fIl,, (' — £)" =124 regpectivement.
: . —1/(k=1/2+1/q) _
De facon immédiate, N (€) < (m) +1. On va main-
P
tenant démontrer le résultat moins évident :

Na(€) < dy (K)> My f/e +2. (3.163)

Pour cela, on prend € € |0, €[ et on définit une suite (¢,,) de la fagon suivante :
—t9=0;
~ ty etant fixé, tn41 est tel que M ", . f = (¢'/d2 (k 2.
Ce choix est possible pour des raisons de continuité de l'intégrale comme
fonction de ses bornes. On peut également trouver un v > 0 tel que

M, f < (e/da (K) (3.164)
autrement dit tel que
dA (tn -7 tn-i—l + '7) <e€ (3165)

pour tout n. On note p le plus petit entier tel que ¢, > 1. Les intervalles
tn — 7, tne1 + ] réalisent un e—recouvrement de l'intervalle [0, 1] pour la
pseudo-métrique d 4. Et comme

Mgif > Zthth = (p—1) (¢ /da (r))?, (3.166)

n=0
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on trouve
Na(€) < do (k) Mg f/e” +1. (3.167)

Ce qui précede étant valable quelle que soit la valeur de €', en choisissant €’
suffisamment proche de € on arrive &

Na(e) < dy (k)*Myif/e +2. (3.168)

La conclusion de cette deuxiéme étape est qu’il existe deux constantes
ds (k) et B (k) > 2 telles que

N (€) < ds () (Mg S + £ + 1) €709, (3.169)

Troisiéme étape. D’aprés U'inégalité (4.48) et d’aprés I'inégalité en bas de
la p.86 du livre d’Adler, il existe une constante universelle K telle que

Eo ( sup (G(t) —G(S))) <K <|7710g77| +/0’7 (log N (€))"/? d6>-

[t—s|<n
(3.170)
Par raison de symétrie et en tenant compte de (3.169), on obtient

Fo (ltilllin\G(t) - G(s)!) <2K <\nlogn! + /077 Ry (e) de) ., (3.171)

avec
Ry () =1+]1og [dg () (ngf +IFIE 4 1) e—ﬂm} . (3.172)

Il existe donc une fonction h (k,n), indépendante de f, vérifiant
lim, 0 h (k,1) = 0 et telle que

E< sup rG<t>—G<s>r) < e (MGEf+ 171 +1).  (3173)

[t—s|<n
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