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1.1. Prédiction et maitrise des niveaux vibratoires

1.1 Prédiction et maitrise des niveaux vibratoires

Les structures mécaniques rencontrées dans le domaine de ’aérospatiale ou de ’automobile
sont habituellement qualifiées de complexes. Elles sont le résultat d’un assemblage de plusieurs
composants, possédant souvent des propriétés mécaniques différentes, reliés a leurs interfaces
par différents types de jonctions. Il en résulte une hétérogénéité des comportements dynamiques
de ces sous-structures, qui rend difficile la détermination de la réponse globale du systeme. Ces
structures complexes sont également soumises a des sollicitations dynamiques importantes, qui
peuvent varier suivant les différentes phases d’utilisation. Leur action va se traduire par des
efforts conséquents sur la structure principale, ainsi que des accélérations importantes au niveau
des équipements embarqués, qui peuvent affecter leur fonctionnement, leur fiabilité, leur sécurité.
Il est donc nécessaire de les protéger d’un environnement hostile en les isolant du reste de la

structure.

De nombreuses recherches ont été entreprises ces quarante dernieres années, afin d’analyser,
modéliser et controler ces transmissions vibratoires. Parmi celles-ci, on distingue ’étude du bruit
d’origine structural (structure-borne sound) qui est défini comme étant 1’énergie vibratoire se
propageant sous la forme d’ondes élastiques a travers un milieu solide. Il provient ainsi typi-
quement des efforts internes qui s’exercent entre une sous-structure source (booster de lanceur
spatial, moteur) et une sous-structure réceptrice (corps central du lanceur, caisse en blanc), au
niveau des jonctions (bielles, silentbloc). Si cette thématique semble plus proche des problemes
vibroacoustiques, le but étant généralement de limiter les niveaux sonores émis par la struc-
ture réceptrice, elle fournit néanmoins une approche pertinente aux problemes d’isolation des

vibrations structurales.

Cependant, les hypotheéses simplificatrices sur lesquelles sont basées les méthodes d’isola-
tion classiques ne sont en général pas vérifiées dans le cas des structures complexes: structure
réceptrice non assimilable a une structure rigide, complexité géométrique des interfaces entre
sous-structures, nombre important de jonctions,... De plus, les vitesses et les efforts d’inter-
face sont des grandeurs vectorielles parfois difficilement comparables, qui ne permettent pas
d’appréhender I’ensemble des phénomenes liés aux transferts vibratoires lorsqu’elles sont étudiées
de maniere indépendante. Des méthodes d’isolation plus élaborées ont donc été proposées, s’ap-
puyant sur les notions de puissance dissipée et de puissance transmise entre les différentes sous-
structures. Ces méthodes vont fournir de nouvelles grandeurs d’intérét qui vont permettre de ca-
ractériser, souvent de maniere indépendante, la sous-structure source, la sous-structure réceptrice
et éventuellement les éléments de jonction. Si leur but final demeure la réduction des niveaux
vibratoires, elles visent également a apporter plus d’informations sur les échanges vibratoires

entre les sous-structures: nature du (ou des) couplage(s), chemins énergétiques principaux. . .



1. INTRODUCTION GENERALE

1.2 Conception robuste de structures complexes

Des les phases d’avant projet, il est indispensable de s’assurer du bon dimensionnement des
différents composants d’une structure complexe, ainsi que de leur assemblage, dans le but de
respecter des criteres de performance. Il est donc nécessaire d’adopter une démarche de concep-
tion & partir de modeles numériques afin d’envisager différentes configurations et de les évaluer.
Les méthodes précédentes fournissent ainsi des modeles réduits, s’appuyant sur des quantités
énergétiques liées aux interfaces, qui permettent d’exprimer les performances attendues, par

exemple liées a 'isolation des sous-structures.

Des procédures d’optimisation sont alors mises en place afin de déterminer une ou plusieurs
solutions optimales, a savoir quelles sont les valeurs des parametres de conception associés aux
interfaces qui assurent une isolation optimale, c’est-a-dire qui minimisent la puissance transmise
entre ces différents composants. Les grandeurs énergétiques introduites ci-dessus permettent
donc de diriger cette recherche de solution en élaborant des fonctions prenant en compte 1’en-

semble des informations associées aux transferts vibratoires aux jonctions.

Cette notion d’optimisation s’étend également aux procédures de résolution. Le nombre de
variables de conception pouvant étre élevé, de nombreuses analyses successives vont étre réalisées,
tant au niveau des composants que de la structure complete, pouvant se révéler prohibitives en
colt et en temps de calcul. Des méthodes de réanalyse approchée et des algorithmes adaptés

aux problemes considérés doivent donc étre mis en place.

Cependant, ces solutions optimales sont soumises aux variabilités des parametres de concep-
tion, qui peuvent entrainer une importante dégradation des performances de la structure. Il est
alors nécessaire de s’intéresser a leur robustesse vis-a-vis des méconnaissances et des incertitudes
associées au modele. L’approche conception robuste vise a déterminer des valeurs des parametres
d’interface pour lesquelles la puissance transmise est a la fois minimale et peu sensible aux in-
certitudes. Or, ces deux objectifs sont souvent antagonistes et impliquent un compromis entre
performance et robustesse. Il est donc nécessaire de disposer d’outils d’aide a la décision adaptés

afin de justifier certains choix de conception dans un contexte d’incertitude.

1.3 Contexte industriel

Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire de theése visent a répondre a une
problématique formulée par le Centre National d’Etudes Spatiales (CNES), concernant la mai-
trise de I'environnement dynamique du lanceur européen Ariane 5. On propose ici d’en donner

un résumé synthétique, illustrant les paragraphes précédents.



1.3. Contexte industriel

La structure mécanique du lanceur Ariane 5 est un assemblage complexe de plusieurs
composants, parmi lesquels on distingue 1’étage principal cryotechnique (EPC), le compo-
site supérieur, la charge utile et la coiffe qui constituent le corps central, ainsi que les étages
d’accélération a poudre (EAP) ou boosters (figure 1.2 (a)). Ceux-ci sont chargés de fournir la
poussée nécessaire au décollage. Or, lors de la phase de vol atmosphérique, la combustion du
propergol solide crée un écoulement de gaz turbulent qui va exciter les modes acoustiques in-
ternes de la cavité des EAP et entrainer des oscillations quasi-harmoniques de leur structure. Ces
fluctuations de poussée vont donc générer un ensemble de forces d’excitations aux points
d’attache avec 'EPC, qui peuvent avoir un impact sur ’environnement dynamique du
corps central et de sa charge utile. La figure 1.1 représente I’évolution, en fonction de la fréquence
et du temps de vol, de la fluctuation de poussée des boosters. On observe que I'excitation trans-
mise au corps central est principalement due a la réponse en translation de 'EAP & son premier
mode acoustique, situé entre 17 Hz et 25 Hz. Cependant ’excitation associée au second mode
acoustique, situé entre 35 Hz et 53 Hz, peut parfois devenir importante, 'EAP possédant lui-
méme un mode structural longitudinal dans la méme bande de fréquence. L’effort transmis au

corps central peut alors étre amplifié.
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Fic. 1.1: Diagramme de fluctuation de poussée EAP - Vol 503

Afin de contréler ces excitations et de les réduire le plus possible, des filtres méca-
niques ont été introduits aux interfaces entre les EAP et 'EPC, ceci dés les premiéres phases
de conception. La jonction haute s’effectue ainsi par l'intermédiaire d’un dispositif assou-
plisseur (DIAS), composé d’un ensemble de lamifiés d’élastomere et d’aluminium, permettant
de transmettre les efforts tout en assurant une souplesse longitudinale (figure 1.2 (b)). Ses ca-
ractéristiques sont particulierement sensibles a 'amplitude des efforts transmis, supérieure
4 3.105 N en fin de phase de vol atmosphérique « accélération maximale »; & la fréquence
d’intérét ; aux contraintes de dimensionnement statiques et dynamiques du lanceur (lors
d’une premiére conception). De ce fait, la souplesse longitudinale du DIAS varie entre 2,3.107%
m/N et 5.1078 m/N en fonction du point de fonctionnement considéré [112]. La jonction basse

consiste, elle, en un dispositif d’accrochage (DAAR), composé de trois bielles (figure 1.2 (b)).
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Les attentes du CNES ont donc été formulées de la maniere suivante : développer une méthode
permettant de déterminer et de caractériser les efforts d’interface au sein des liaisons EAP-DIAS
et EAP-DAAR, dans le but de minimiser la puissance transmise entre les boosters et le corps

central, et de réduire les niveaux de réponse en pied de charge de utile [60].

1.4 Problématique générale et plan du mémoire

L’objectif de ces travaux est de présenter une méthode de caractérisation dynamique des
interfaces de structures complexes et de l'intégrer dans une démarche de conception robuste
visant a minimiser la puissance transmise entre une structure source et une structure réceptrice.

Afin de répondre a cette problématique, ce mémoire est organisé de la maniere suivante :

— Le chapitre 2 vise tout d’abord a situer ces travaux de recherche par rapport aux différents
domaines de la dynamique des structures auxquels ils se rapportent. Apres avoir introduit
les principales notions associées a ’étude des transferts vibratoires, il présente un bref
apercu des techniques classiques d’isolation vibratoire. Il propose ensuite une synthese des
méthodes de prédiction du comportement dynamique des structures couplées, ainsi que
des méthodes d’analyse de flux de puissance. Bien que non exhaustive, celle-ci s’attache

a détailler les différentes grandeurs propres a chaque méthode, permettant de caractériser
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le comportement dynamique aux interfaces entre les différents composants. Il se termine
enfin par une discussion critique dont le but est de positionner la méthode des modes de

flux de puissance en la comparant aux autres approches citées.

— Le chapitre 3 présente la formulation générale de la méthode des modes de flux de puis-
sance. Une étude paramétrique sur un systéme discret permet d’observer leur comporte-
ment en fonction des différents parametres. Un phénomene d’hybridation de ces modes est
alors mis en évidence et étudié. Cette méthode est ensuite appliquée a la caractérisation des
interfaces. De nouvelles grandeurs d’intérét sont définies et utilisées afin d’exprimer le bilan
de puissance a l'interface. L’étude de certains cas particuliers (structures souples/rigides)
permet enfin d’obtenir des calculs simplifiés. L’ensemble de ces résultats est illustré par
des simulations sur un exemple académique constitué de deux poutres couplées par trois

jonctions.

— Le chapitre 4 s’intéresse aux propriétés des modes de flux de puissance. Celles-ci con-
cernent, dans un premier temps, les sollicitations mixtes aux interfaces (en efforts et en
moments) et les approximations sur une bande de fréquence. Dans un deuxiéme temps,
une méthode de contrdle des efforts d’interface par les efforts extérieurs est présentée.
Ces différentes études sont illustrées a partir d’'une structure couplée académique. Enfin,
une adaptation des procédures de calcul relatives & la méthode des modes de flux de
puissance est proposée, afin de permettre ’analyse de structures industrielles de complexité

représentative.

— Le chapitre 5 est consacré a l'intégration de la méthode des modes de flux de puissance
dans une démarche de conception robuste des interface de structures complexes. Tout
d’abord, un rappel bibliographique permet d’introduire les notions liées aux méthodes
d’optimisation et a la prise en compte des incertitudes. Une procédure d’optimisation
des interfaces d’une structure couplée complexe est ensuite présentée afin de minimiser la
puissance transmise. Apres une étude préliminaire permettant d’identifier les parametres
de conception retenus ainsi que de définir une fonction cotit pertinente, des solutions a ce
probleme mono-objectif sont déterminées a 'aide d’un algorithme de programmation non-
linéaire. Au regard de leur sensibilité vis-a-vis des incertitudes, une seconde approche est
proposée afin d’optimiser a la fois cette performance et sa robustesse, grace a un algorithme
génétique basé sur le concept de solution dominante au sens de Pareto. Enfin, la notion
de robustesse est approfondie par une approche non-probabiliste de type info-gap, visant
a apporter une aide a la décision dans le cadre de la conception robuste en présence de

méconnaissances.

Enfin, une conclusion générale termine ce mémoire. Elle présente également les principales
perspectives concernant la poursuite de ces travaux et évoque les problématiques encore ou-

vertes.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Le but de cette étude bibliographique est de positionner ces travaux de recherche par rapport
aux différents domaines de la dynamique des structures auxquels ils se rapportent. Volontaire-
ment non exhaustive, elle s’attache a exposer différentes méthodes ayant chacune un rapport
avec la méthode des modes de flux de puissance proposée. Elle s’appuie sur différents ouvrages
de référence ou synthéses auxquels il est recommandé de se rapporter afin de disposer, pour
chacune des thématiques abordées, d’un échantillon représentatif des principales publications:
[38, 29, 126, 151, 72].

2.2 Isolation des structures vibrantes

2.2.1 Transferts vibratoires

Les transferts vibratoires au sein d’une structure complexe se décomposent globalement en
trois étapes. Un mécanisme physique est tout d’abord a l'origine des oscillations. L’énergie
associée a celles-ci est ensuite transmise a la structure. Enfin, le cas échéant, elle est distribuée
a I’ensemble des différents composants de la structure. Dans le cas particulier du bruit d’origine
structurale (structure-borne sound) une quatrieme étape s’ajoute, décrivant la transmission par
radiation de cette énergie vibratoire de la structure au milieu fluide environnant, sous forme
de son audible. Au regard de la complexité de ce processus, il semble naturel de décomposer
la structure complexe étudiée en sous-structures ou composants, afin d’analyser finement les
phénomenes physiques en jeu au cours de ces différentes étapes. On distingue ainsi la structure
source, souvent active, la structure réceptrice passive et les éléments de jonction. On souligne
que cette approche est particulierement adaptée au monde industriel dans lequel les différents

composants d’une méme structure assemblée proviennent souvent de compagnies différentes.

Dans leur ouvrage de référence, Cremer et al. [38] identifient, de maniere générale, trois types

de transferts vibratoires:

— entre une machine source et ’environnement particulier dans lequel elle est installée ;
— entre une sous-structure source d’'une machine et le reste de la structure;

— entre un équipement sensible et la structure source a laquelle il est attaché.

Les auteurs soulignent que si ces situations sont bien différentes, les définitions des sous-
systemes pouvant différer d’'un probleme & ’autre, I’approche par décomposition n’en demeure

pas moins valide.
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2.2.2 Techniques d’isolation
Limites des approches passives classiques

Une fois la décomposition en sous-systemes effectuée, le probleme d’isolation vibratoire re-
vient souvent a modifier les distributions de masse, de raideur et d’amortissement dans un des
composants du systeme (source, récepteur, jonction) afin de minimiser les vibrations transmises
au récepteur. Brennan et Ferguson proposent, dans 'ouvrage commun [29], une description des

solutions habituellement retenues.

Une premiere classe de ces solutions s’intéresse directement aux mécanismes de génération
des oscillations. Il existe de nombreuses sources de vibrations, de différentes natures (structures
excitatrices, machines tournantes, excitations aéroacoustiques, chocs,. .. ). Une approche de type
« bolte noire » est souvent adoptée afin de décrire leur fonctionnement. Par analogie avec la
théorie des réseaux électriques, elles sont alors assimilées & des modeles équivalents de Thévenin
ou Norton: le premier revient & considérer un effort bloqué en parallele avec I'impédance !
interne de la source, le second une vitesse libre en série avec I'impédance interne de la source.
Cette description, facilement généralisable a I’étude de systemes couplés en plusieurs points,
permet d’introduire I'impédance comme unique parametre caractéristique, d’ou la possibilité de

comparer simplement différents types de sources.

Les techniques d’isolation vibratoire visent, elles, a découpler les comportements dynamiques
des sous-structures sources et réceptrices en introduisant si nécessaire un élément isolant a l’inter-
face ou en modifiant ses parametres. Dans le domaine des basses fréquences, une approximation
usuelle consiste a se ramener a un systeme discret & un ou deux degrés de liberté, suivant qu’il
s’agisse d’une machine vibrante vis-a-vis de son environnement ou d’un équipement sensible
attaché a une structure vibrante. Le but est alors de diminuer au maximum la fréquence de
résonance de I'ensemble du systeme, tout en respectant des contraintes de dimensionnement
comme le déplacement statique maximum autorisé ou la stabilité latérale d’une machine ou
d’un équipement. Une amélioration supplémentaire consiste a introduire un comportement dy-
namique a la jonction en remplagant le ressort d’interface par un ensemble ressort-masse-ressort.
Il en résulte cependant ’apparition d’une nouvelle fréquence de résonance, d’ou une amplifica-
tion de la réponse dans la bande fréquentielle associée. Celle-ci peut éventuellement étre atténuée
par ’ajout d’amortisseurs a la jonction.

Ainsi lorsque les structures sources et réceptrices exhibent des comportements résonants,
elles ne peuvent plus étre considérées comme rigides. Un modele simple discret ne permet alors

plus d’obtenir une prédiction fiable de 'efficacité du systéme d’isolation, définie par [29]:

> vitesse du récepteur connecté rigidement a la source (2.1)
vitesse du récepteur connecté via le systeme d’isolation

1. On trouvera dans [52] une étude détaillée du concept d’impédance mécanique, rappelé brievement au chapitre
2.4.2.
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Afin de rendre ce coefficient F; le plus important possible, des méthodes plus complexes sont
employées, comme ’approche par mobilités (quantités inverses de I'impédance), qui permet
d’écrire :

Y;

— 2.2
Y +Y, (22)

ou Y;, Y; et Y, représentent respectivement les mobilités du systeme d’isolation, de la source et
du récepteur. On constate ici clairement que efficacité dépend non seulement des parametres
du systeme d’isolation, mais également de la source et du récepteur.

On souligne que la masse de la jonction ne peut pas étre négligée dans le cas des hautes
fréquences, étant donné qu’elle sous-entend un comportement résonant du systeme d’isolation,
réduisant ainsi son efficacité. Il est alors nécessaire de modéliser plus finement ce systeme, par

exemple a l’aide des mobilités ponctuelles et des mobilités de transfert du systeme d’isolation.

A Tlinverse, il est également envisageable de modifier les structures sources et réceptrices
afin d’éviter les problemes de transferts vibratoires identifiés soit en phase de conception, soit
en conditions d’utilisation. Ces modifications structurales s’apparentent en général a I'une des

actions suivantes:

— modifier la fréquence propre de la structure afin d’éviter d’exciter une fréquence de réso-

nance (ou plusieurs, suivant la nature large bande de 'excitation);

— modifier les fréquences de résonance des différents composants afin d’éviter qu’elles soient

identiques et donc fortement couplées ;

— modifier la structure réceptrice afin que la distribution spatiale de I’excitation ne soit pas

couplée & une ou plusieurs déformées modales.
Les techniques généralement mises en ceuvre visent a:

— réduire le nombre de modes résonants ;
— séparer ou « désaccorder » les fréquences propres de la structure réceptrice des fréquences
d’excitation ;

— concevoir une structure réceptrice exhibant des noeuds de vibration aux points d’interface ;

découpler les modes ayant des déformées similaires au niveau de I'interface ;

— optimiser la topologie des structures afin de minimiser les niveaux de réponse vibratoire.

On note que dans le cas d’excitations large bande il est impossible d’éviter toutes les
fréquences de résonance de la structure. Sa réponse va donc étre dominée par plusieurs modes.
Dans le cas classique d’une rigidification de la structure, ceux-ci vont étre déplacés vers le haut
du spectre fréquentiel, d’ou une diminution du nombre de fréquences propres et ainsi du niveau
de réponse, dans la bande fréquentielle considérée. 11 se peut toutefois que la réponse acoustique

(hautes fréquences) devienne plus importante.

10
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Enfin, quelle que soit I’approche adoptée, le role de ’amortissement est primordial. Les phéno-
menes dissipatifs rencontrés dans les structures complexes sont cependant nombreux et leur
modélisation mathématique présente des difficultés considérables. Il existe de nombreux mode-
les d’amortissement, les plus usuels étant souvent uniquement valides en régime harmonique.
L’amortissement visqueux, proportionnel & la vitesse et caractérisé par le taux d’amortissement,
est couramment utilisé en dynamique des structures. On rencontre également fréquemment
I’amortissement structural ou hystérétique, provenant de I'emploi de modules d’Young ou de
modules de cisaillement complexes. La raideur du systeéme devient alors complexe et les forces
d’amortissement, caractérisées par un facteur de perte, sont alors proportionnelles au déplace-

ment et en phase avec la vitesse.

Pertinence des grandeurs d’interface

Il a été montré ci-dessus que quelle que soit la démarche retenue, il est nécessaire de pouvoir
relier les caractéristiques de la source de vibrations a l'efficacité du systeme d’isolation mis en
place ou des modifications structurales effectuées. Au regard de la décomposition initiale du
probleme de transferts vibratoires, il semble pertinent de considérer les grandeurs d’interface.
Le comportement dynamique du systéeme y est habituellement décrit par les vecteurs force et
vitesse a ces jonctions. Cette approche a I’avantage de permettre 'emploi de différentes méthodes
pour modéliser les différents composants (analytiques, éléments finis, mesures expérimentales).
De plus, elle permet de traiter ’étude de la transmission d’énergie dans différentes directions. Le
comportement dynamique peut alors étre décrit par des fonctions de transfert entre les différentes
excitations et les réponses aux points de connexion entre les différents composants, pour chaque
degré de liberté.

Les calculs de puissance semblent cependant plus adaptés a la description des problemes d’iso-
lation. En effet, la structure source est souvent directement caractérisée par la puissance qu’elle
injecte dans la structure assemblée. Celle-ci traverse le systéeme d’isolation ou elle va étre en
partie dissipée. Le reste est ensuite transmis a la structure réceptrice pour y étre éventuellement
partagé en puissance dissipée par ’amortissement interne ou en puissance rayonnée, due a l'inter-
action avec le milieu avoisinant. On constate donc que la puissance constitue une mesure pratique
et efficace de la performance du systeme d’isolation. Cette grandeur scalaire permet de prendre
en compte plusieurs points de jonctions, suivant différentes directions, ainsi que de comparer

entre elles différentes structures sources ou réceptrices.

Stratégies de controle actif et hybride

Bien que les techniques passives d’isolation aient montré leur aptitude a réduire les transferts
vibratoires entre une structure source et des structures réceptrices, elles doivent souvent répondre
a des objectifs antagonistes, ce qui entraine une limitation des capacités de controéle, en particulier
lorsque les structures sont flexibles et qu’il existe des interactions dynamiques entre elles [78].

Les systemes de controle actifs permettent de pallier ces limitations et d’augmenter 'efficacité

11
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du controle vibratoire [50]. Ils sont généralement constitués d’un systéme source secondaire,
libre de vibrer de différentes maniéres, connecté a la structure réceptrice principale en différents
endroits par 'intermédiaire de plusieurs plots actifs. Le domaine d’application de ces méthodes
est particulierement large et recouvre a la fois la réduction des transferts vibratoires dans les
structures, la prévention des transferts vibratoires entre une structure et son environnement,
la protection des équipements sensibles dans des milieux vibratoires hostiles. Leur performance
repose en partie sur la loi de controle permettant d’asservir les actionneurs aux sorties des

capteurs, sous la forme d’un critere d’erreur ou d’une fonction cott & minimiser [50, 10].

Des approches par flux de puissance et transferts énergétiques ont été développées dans les
années 1990, pour controler de maniere active des systemes décrits par des modeles dynamiques
a un ou deux degrés de liberté. Pan et Hansen [118] ont étudié le fonctionnement d’un systeme
d’isolation actif en observant les transmissions de puissance, étendant ainsi les méthodes associées
aux bilans de puissance sur les systémes passifs [133, 131]. Gardonio et al. ont ensuite montré
que le comportement dynamique d’un systeme d’isolation distribué, composé de plusieurs plots
suivants plusieurs directions, demeure particulierement compliqué [54]. Or, par I'intermédiaire de
la puissance transmise, la partie principale de 'information est conservée. Ainsi, si la puissance
est non seulement considérée comme un parametre pertinent pour la description des transferts
vibratoires, sa minimisation constitue également un objectif pour les systémes actifs d’isolation.

Les auteurs ont par ailleurs démontré que le meilleur moyen de réduire la puissance trans-
mise consiste & minimiser une fonction erreur basée sur la puissance elle-méme, plutot que de
minimiser soit la vitesse, soit la force s’exergant aux jonctions [55]. En effet, bien que ces solu-
tions semblent efficaces pour les hautes fréquences, les résultats sont moins performants lorsque
la fréquence diminue. Dans le cas d’une minimisation des efforts d’interface, on note que les
fréquences de résonance de la structure réceptrice, controlée par le dispositif actif, demeurent
inchangées. Lorsqu’on minimise les vitesses d’interface, cela revient & imposer des conditions aux
limites virtuelles aux points de jonctions, le mouvement de la structure réceptrice étant locale-
ment restreint par les actionneurs. Pour pallier ces difficultés, les auteurs ont proposé de mini-
miser simultanément ces deux quantités en implémentant comme fonction colit une combinaison
linéaire des erreurs en efforts et en vitesses. Il a été montré que, moyennant la détermination
d’un coefficient de pondération, cette méthode donne des résultats identiques a celle visant a
minimiser directement la puissance transmise.

Enfin, il est possible d’envisager une combinaison de systémes d’isolation actifs et passifs dans
une approche qualifiée d’hybride. Beijers considére ainsi un systeme constitué de plots amortis-
seurs passifs associés & des capteurs et des actionneurs reliés par un controleur [10]. Il propose
une étude détaillée de deux stratégies de controle near-source, pour lesquelles les capteurs sont
situés prét de la source de vibrations. L’une se base sur la minimisation de la puissance injectée,
par l'intermédiaire d’une matrice de pondération de type impédance ou mobilité, permettant

de limiter le nombre de capteurs a des mesures, respectivement, en vitesses seules ou en forces

12
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seules. Le concept de modes de puissance est introduit afin de régulariser le calcul de cette ma-
trice qui se révele sensible aux erreurs de mesure. La mise en ceuvre pratique de cette méthode

demeure cependant difficile et ne permet pas d’assurer la robustesse des résultats.

2.3 Analyse de structures couplées et flux de puissance

2.3.1 Définition des domaines fréquentiels

Il existe de nombreuses méthodes permettant de traiter les problemes de vibration de struc-
tures couplées, qu’il s’agisse de déterminer leur niveau de réponse ou d’analyser les flux de
puissance associés. Leur application dépend principalement de trois criteres: la complexité du
probleme modélisé (discret, continu, discrétisé, hybride), la nature des conditions aux limites
(simples, complexes) et le domaine fréquentiel considéré. Ce dernier critere nécessite quelques
définitions complémentaires. On distingue en effet trois domaines dans la réponse fréquentielle

d’une structure réelle:

— les basses fréquences, caractérisées par un comportement résonant de la structure, ou la
réponse fréquentielle exhibe des fréquences propres bien espacées et des pics de résonances
distincts ;

— les hautes fréquences, caractérisées par un recouvrement des modes qui deviennent alors
difficiles a identifier, d’ou un effet général de lissage de la réponse fréquentielle ;

— les moyennes fréquences, représentant la zone fréquentielle intermédiaire.

Critére de recouvrement modal

Bien entendu, ces zones fréquentielles ne sont pas identiques d’une structure a ’autre. Le
critere de recouvrement modal est ainsi souvent proposé dans la littérature afin de déterminer
I’étendue de ces différents domaines. Celui-ci s’appuie sur la notion de largeur de bande a —3dB,
Aw;, associée au pic de résonance de la pulsation propre wj :

Aw;
= =26 =1 (2.3)

Wi

ol &; correspond au taux d’amortissement modal et 7; au facteur de perte par dissipation associé.

On peut ainsi considérer que deux modes de pulsations w; et w; sont distincts si:

1
lwi — w;j| > 3 (Aw; + Awj) (2.4)
En prenant en compte I’équation 2.3 on obtient :
1

jwi = wjl > 5 (iwi +myw;) = (Gwi + §w;) (2.5)

On propose donc de définir un critere de recouvrement modal sous la forme:

1

Rm(wiw;) = 5 (niwi +1j005) — |wi — wjl| = (G + &wy) — |wi — w; (2.6)
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Celui-ci est évalué a posteriori, une fois les pulsations propres du systeme et les parametres
d’amortissement modaux associés déterminés, par exemple a partir de la méthode des éléments

finis.

Afin d’illustrer et de valider cette approche on s’intéresse a 1’étude de la densité modale d’une
plaque rectangulaire en appui sur ses bords, ayant un taux d’amortissement modal constant ar-
bitrairement fixé a 5%. La figure 2.1 montre les valeurs prises par le critere entre deux pulsations

propres consécutives.

140

120

100

80

60 | Threshold

Modal overlap criterion

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Circular frequency [rad/s]

FiG. 2.1: Critere de densité modale d’une plaque rectangulaire appuyée
— e — critere (équation 2.6), — approximation, — analytique (équations 2.7 et 2.8),

-+ analytique+CL (équations 2.9 et 2.8)

Au regard des calculs précédents, le domaine des basses fréquences se termine lorsque le
critere est supérieur a zéro. Or, le caractere discrétisé du critere ne permet d’obtenir qu’'une
appréciation qualitative de cette limite. On propose donc de calculer une approximation po-
lynémiale du critere afin d’obtenir une borne supérieure moyenne unique. Cette courbe lissée est
comparée a celle obtenue a partir de I’expression analytique de la densité modale des mouvements
de flexion d’une plaque, issue de la littérature [94] :

S /ph

pn (2.7)

"=V D

ou S, p, h et D représentent, respectivement, la surface de la plaque, sa densité, son épaisseur
et sa rigidité de flexion.

On en déduit alors le critére de recouvrement modal suivant :
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Amplitude [m]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Circular frequency [rad/s]
F1a. 2.2: Réponse harmonique d’une plaque sollicitée en flexion

— noeud 1, — noeud 2, — neceud 3

Cette expression analytique n’est cependant vérifiée asymptotiquement qu’en hautes fréquences,
comme on peut l'observer figure 2.1. Afin d’améliorer I’expression précédente il est donc néces-
saire de prendre en compte les conditions aux limites en appui de la plaque. L’expression de la

densité modale associée a été proposée par Xie et al. [163] sous la forme:

oll a et b représentent la longueur et la largeur de la plaque. On constate que la courbe théorique

est bien en accord avec le critere approché proposé.

On utilise enfin les valeurs « basses fréquences » du critére pour déterminer un seuil maxi-
mum de recouvrement modal égal a la moyenne de cet échantillon plus trois fois son écart-type.
Cette limite marque alors le début du domaine des hautes fréquences, pour lequel le recouvre-
ment modal est important. On en déduit donc finalement que la zone fréquentielle se situant
entre zéro et la valeur seuil correspond au domaine des moyennes fréquences. La figure 2.2,
représentant la réponse fréquentielle de la plaque a une sollicitation en flexion, permet de visua-
liser le comportement dynamique de la structure sur les trois différents domaines définis a partir
du critére. On observe bien, sur 0 — 600 rad/s un comportement résonant, sur 600 — 1900 rad/s

un recouvrement modal croissant et sur 1900 — 3300 rad/s un lissage complet de la réponse.
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Ce critere de recouvrement modal, bien qu’évalué a posteriori, permet donc de déterminer
les limites des différents domaines fréquentiels. Etant basé sur une discrétisation par éléments

finis il s’applique non seulement aux systémes simples mais également aux structures complexes.

Définition alternative des moyennes fréquences

Un point de vue différent a été proposé par Langley et Brenner [89], s’appuyant sur une vision
ondulatoire et non modale des vibrations. Il se rapporte a la notion de couplage entre deux struc-
tures exhibant des comportements dynamiques différents, rigides (grandes longueurs d’ondes)
ou flexibles (courtes longueurs d’ondes). Le domaine des moyennes fréquences ne représente
alors plus un intervalle dans lequel les méthodes de prédiction conventionnelles atteignent leurs
limites puisque chaque type de structure est modélisé, respectivement, soit par une approche
basses fréquences de type éléments finis, soit par une approche statistique hautes fréquences de
type SEA [81].

2.3.2 Meéthodes basses fréquences
Méthode des éléments finis

Initialement développée a la fin des années 1940, la méthode des éléments finis (Finite Ele-
ment Method) est la plus couramment utilisée pour déterminer la réponse vibratoire d’une
structure dans le domaine des basses fréquences et constitue un standard dans I'industrie. Elle
se base sur la discrétisation spatiale des domaines continus issus de la géométrie des structures
étudiées. Celles-ci sont alors représentées de maniere approchée par un maillage constitué d’un
ensemble d’éléments, délimités et reliés par leurs nceuds. La formulation intégrale associée per-
met d’obtenir les déplacements des différents degrés de liberté en chaque nceud par la résolution
d’un systeme matriciel d’équations linéaires [9, 170]. Son principal avantage est qu’elle permet de
prendre en compte la géométrie complexe des structures industrielles : il suffit pour cela d’adap-
ter la densité du maillage afin de modéliser convenablement les détails. Cette méthode est aussi
étroitement liée a ’analyse modale qui vise & exprimer la réponse dynamique d’une structure
sous la forme d’une combinaison linéaire de ses modes propres de vibration.

Cependant, & mesure que l'intervalle fréquentiel d’intérét augmente, il est nécessaire de raf-
finer le maillage afin de prendre en compte les vibrations ayant de courtes longueurs d’ondes.
Un critere ingénieur classique préconise ainsi d’employer six a dix éléments par longueur d’onde.
Il en résulte une augmentation significative de la taille du modele, de 'ordre du million de
degrés de liberté dans le cas d’une caisse en blanc d’automobile, rendant tres cotiteuse méme
la détermination des premiers modes propres. Une autre limitation de la méthode provient de
I’hypersensibilité du modele a une petite variation des parametres structuraux : les incertitudes
vont alors avoir un impact significatif sur la réponse du systéme [117]. On peut donc en conclure

qu’au dela d’une certaine fréquence, le modele issu de la méthode des éléments finis, qualifié de
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déterministe, ne représente au mieux qu'un membre d’une population ayant les mémes valeurs

nominales de parametres.

Méthodes de réduction

Afin de pallier les difficultés liées au traitement de structures complexes et de grandes tailles
par la méthode des éléments finis, des méthodes de réduction de modele ont été développées,
a I'image des méthodes de synthese par modes de composants (Component Mode Synthesis).
La structure globale est alors divisée en plusieurs composants ou sous-structures, chacun étant
caractérisé par un ensemble de modes représentant son comportement, ainsi qu’un ensemble de

vecteurs permettant d’assurer le couplage des différentes sous-structures a leurs interfaces.

Cette approche a été initialement introduite par Hurty, en prenant en compte les modes
a interface fixe des composants [74]. Elle a ensuite été améliorée par Craig et Bampton en
complétant cette base par des modes dits contraints [36]. Ceux-ci correspondent a la déformation
de la sous-structure résultant d’un déplacement unitaire d’un degré de liberté de l'interface,
tout en conservant les autres degrés de liberté d’interface fixes. Il y a ainsi autant de modes
contraints que de degrés de liberté d’interface dans le modeéle éléments finis. Chaque modele de
composant est ensuite réduit par projection et assemblé aux autres pour constituer un modele
global vérifiant la compatibilité des déplacements a l'interface. MacNeal a également proposé
une méthode hybride autorisant la combinaison des modes a interface fixe et libre, et présenté
une méthode prenant en compte la raideur des modes non retenus [100]. Cette méthode a été
étendue par Rubin aux termes résiduels d’inertie et de dissipation [140]. On souligne qu’une
étude critique des différentes méthodes CMS a été effectuée par Craig [35].

Ces méthodes permettent donc de réduire la taille du modele éléments finis, tout en conser-
vant une bonne prédiction des réponses de la structure sur l'intervalle fréquentiel considéré, mais
aussi de considérer séparément chaque sous-structure. Ceci se révele particulierement intéressant
dans un contexte de conception et/ou d’optimisation, ot les nombreuses modifications des pa-
rametres du modele vont entrainer de nombreuses réanalyses successives. Leur principal in-
convénient provient cependant du fait que ’ensemble des degrés de liberté d’interface entre les
différents composants est conservé. De ce fait, s’il est possible de controler la taille du systeme
réduit en sélectionnant le nombre de modes retenus pour un intervalle fréquentiel donné, le
nombre de modes contraints demeure fixe et peut, dans certains cas, étre trop important pour
assurer une réduction significative.

Craig et Chang ont ainsi introduit des méthodes de réduction basées sur des modes de jonc-
tion. Ceux-ci sont déterminés a partir d’un probleme aux valeurs propres associé aux matrices
de masse et de raideur condensées par CMS, restreintes aux degrés de liberté de jonction [37].
Les modes obtenus peuvent alors servir de base de réduction pour les degrés de liberté d’inter-
face, comme dans le cas d’une analyse modale classique. Une démarche identique a été proposée

par Rixen dans le cadre d’'une méthode de réduction hybride basée sur une formulation duale
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[137, 138]. La compatibilité entre les différentes sous-structures est ici assurée au niveau des
efforts d’interface a 'aide de multiplicateurs de Lagrange. Les modes d’interface sont alors des
modes d’efforts, déterminés a partir d’un probleme aux valeurs propres associé a la matrice de
flexibilité restreinte aux degrés de liberté d’interface. Cette procédure s’avere moins cotiteuse et

permet une approche parallele des calculs.

Vers ’analyse de flux de puissance

Bien que les solutions obtenues par la méthode des éléments finis soient approchées du fait
de la discrétisation du probleme, elles permettent d’exprimer facilement, a posteriori, le bilan
énergétique entre ’énergie fournie par les chargements extérieurs et I’énergie consommée par
la structure [5]. Etant donné que les méthodes CMS fournissent un modele réduit pour chaque
sous-structure, il semble naturel d’utiliser ces derniers comme point de départ & une analyse des
flux de puissance a l'intérieur de la structure globale. Mace et Shorter ont présenté un modele
énergétique basé sur une approche globale par éléments finis et faisant appel a une méthode
de Craig-Bampton au niveau local [99]. L’ensemble des degrés de liberté étant partitionné pour
ne retenir que les degrés de liberté maitres de chaque composant, le modeéle condensé résultant
est particulierement adapté a un post-traitement des déplacements obtenus sous la forme d’un
bilan de puissance. L’application de cette méthode a un systeme de plaques a permis de mettre

en évidence des résonances au niveau du comportement fréquentiel du flux de puissance.

Le cas des interfaces de grande taille demeurant un inconvénient, Tan et al. ont utilisé une
méthode de réduction d’interface identique a celle mentionnée précédemment, pour proposer des
modes contraints caractéristiques (Characteristic Constraint modes) [150].

Une méthode de type Craig-Bampton est tout d’abord appliquée & un ensemble de s sous-
structure afin d’obtenir les matrices réduites assemblées de masse et de raideur, respectivement
Meons et Koprs. Une seconde analyse modale est ensuite effectuée sur les sous-matrices Mg MS

et K g g associées aux degrés de liberté contraints, notés C':

KgMSwn = )\nMgMSwn (2-10)

Les vecteurs 1, ainsi obtenus constituent une base ¥ de modes contraints caractéristiques, sur

c

laquelle il est possible de projeter le vecteur vitesse v~ , associé aux degrés de liberté d’interface :

¢ = v (2.11)

Une expression de la puissance transmise entre deux sous-structures a et b est alors proposée,

sous la forme:

1 1
Poy(w) = e (vCCHfab) —~ ngCHCavaC (2.12)

ou C'yp représente la matrice d’impédance et f,p les efforts extérieurs associés a la sous-structure
a, projetés dans la base des modes caractéristiques contraints (H désigne la quantité transposée

conjuguée).
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Il a finalement été montré que les premiers modes CC contribuent de maniere prépondérante
au flux de puissance a l'interface et qu’il est donc possible de tronquer la base de réduction
sans entralner d’importantes pertes de précision. Bien que leur signification physique demeure
peu évidente, ces modes apportent donc une meilleure description des mécanismes de trans-
mission d’énergie vibratoire entre sous-structures et permettent, une fois le formalisme de la

sous-structuration adopté, un calcul approché rapide et prédictif de la puissance transmise [150].

Méthode des coefficients d’influence énergétique

Cette méthode, développée par Guyader et al. [69], se base sur une approche modale. Elle vise
a simplifier ’approche déterministe en introduisant les énergies cinétiques moyennes de chaque
sous-systeme, tout en prenant en compte les modes globaux de la structure. Elle permet, par
sa formulation, de considérer de maniere plus fine le couplage mécanique-mécanique (structure-
structure) que le couplage mécanique-acoustique. Elle est de plus fondamentalement différente
de la méthode SEA détaillée ci-apres, dans la mesure ou elle ne fait aucune hypothese sur la
nature du couplage, ni sur le type d’excitation. Ainsi, plusieurs types de couplage peuvent étre
pris en compte (spatial, spectral et d’excitation) afin de permettre une compréhension détaillée

des phénomenes en jeu, selon 'influence des différents parametres des structures.

En considérant des structures couplées linéaires ayant des caractéristiques indépendantes du
temps, le coefficient d’influence énergétique C;; représente I’énergie cinétique de la structure i
lorsque la structure j est soumise a une excitation permanente, séparable en espace et en temps,
décorrélée des autres excitations et de densité spectrale S;. Celui-ci est fonction de la dépendance
spatiale 3;(M}, M) de ces forces d’excitations et de la réponse fréquentielle impulsionnelle en
vitesse Hij(Mi,Mj{,w) entre le point M; de la structure ¢ et le point MJ' de la structure j. Le

coefficient associé a une bande de fréquence Aw est alors donné par:

Ciy(Aw) /A / / pi (M) i (M M) ) HE (M MY ) 5 (M7 MY )AMAM A Mo
(2.13)

ou p; est la densité de la structure i (.* désigne la quantité complexe conjuguée). Si la densité
spectrale de puissance S; est constante, on obtient I’énergie cinétique de la structure moyennée

sur Aw sous la forme:

(Eei) = CijS; (2.14)

On souligne qu'une approche courante consiste & déterminer les fonctions de réponse en
fréquence a partir d’une analyse modale de I’ensemble de la structure couplée. En introduisant
wk, P et my, représentant respectivement la pulsation, la déformée et la masse généralisée du

mode k, on obtient alors:

Cyj —Z\If ) Bin_ G() (2.15)
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\111(42 s’exprime ici en fonction des déformées modales k et p restreintes a la structure ¢ et
représente leur couplage spatial; By, s’exprime en fonction des pulsations et des amortisse-
ments des modes k et p et représente le couplage fréquentiel entre les modes k et p. Enfin,

G,(gjp) représente le couplage spatial entre les modes k et p dans la structure j, en fonction de

I'excitation.

On constate donc que cette formulation permet de distinguer les différents mécanismes de
transferts énergétiques. Son utilisation est cependant limitée par les temps de calcul nécessaires
a I’analyse modale du systeme complet, ces données étant également difficiles a obtenir dans le

cas de structures complexes.

2.3.3 Meéthodes hautes fréquences
Méthode d’analyse statistique de 1’énergie

Il a été souligné précédemment que le domaine des hautes fréquences est notamment ca-
ractérisé par une tres forte sensibilité aux incertitudes existant sur les parametres du systeme.
Ainsi s’il est éventuellement possible, malgré le fort recouvrement modal, de déterminer les
modes de la structure, ceux-ci peuvent varier de maniere importante par rapport a leur ca-
ractéristiques nominales. Il est donc préférable d’employer des techniques de prédiction basées

sur des approches énergétiques et statistiques.

La méthode SEA (Statistical Energy Analysis) est la plus reconnue et la plus couramment
utilisée. Initiée au début des années 1960 dans le domaine de ’aérospatiale, elle a été conceptua-
lisée par Lyon dans son ouvrage de référence [94]. L’étude de deux oscillateurs simples couplés
linéairement a l’aide d’un élément non dissipatif a ainsi permis d’établir une relation entre la
puissance moyenne P;; échangée entre deux sous-systemes i et j et leurs énergies totales respec-

tives F; et Ej, sous la forme:

Py = K;E; — K;E; (2.16)

ou Kj; et K; sont des parametres propres a chaque sous-systeme.

Ce résultat fondamental a rapidement été étendu au cas des structures complexes. Celles-ci
sont représentées par un assemblage de sous-systémes couplés entre eux, comprenant chacun
un ensemble dénombrable de modes ayant des propriétés énergétiques similaires. La notion de
sous-systeme n’est alors plus associée a un découpage structural, qui ne permet pas de distinguer
les différents modes de comportement vibratoire. Une plaque est par exemple modélisée a ’aide
de trois sous-systémes, respectivement associés au comportement en flexion, en compression
et en cisaillement, et caractérisés chacun par une épaisseur, une surface, un amortissement,
des parametres matériaux ainsi qu'un coefficient de densité modale sur l'intervalle fréquentiel
d’étude.
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On considére maintenant deux sous-systeémes présentant plusieurs modes dans une bande
de fréquence donnée. La relation précédente peut alors étre utilisée pour évaluer la puissance
échangée entre ces deux sous-systemes si les modes des sous-systémes vérifient certaines condi-

tions:

— chaque mode est équiprobable dans la bande de fréquence considérée ;
— Dénergie du sous-systeme est équirépartie sur ses modes;
— les amplitudes modales sont supposées incohérentes entre elles ;

— l'amortissement est le méme pour chaque mode (cette hypothese n’est pas indispensable

mais elle permet de simplifier la mise en ceuvre de la méthode).

Chacune de ces entités représente alors une quantité d’énergie qui va étre échangée ou trans-
formée en fonction de son comportement propre et de ses interactions avec les autres sous-
systemes. Ceci se traduit par un bilan de puissance exprimé, a la frontiere d’un sous-systeme ¢,
par:

P inj = Z Pi; + P giss (2.17)

J
ou P, ;n; représente la puissance injectée au sous-systeme i, P; 455 la puissance dissipée et P;; les
puissances échangées avec les autres sous-systemes j. Ces grandeurs sont exprimées en fonction
des variables FE;, représentant les énergies totales, moyennées en espace, stockées dans chaque
sous-systeme, et les parametres SEA, que sont les facteurs de perte interne et les facteurs de

perte par couplage.

Le facteur de perte interne 7; permet de caractériser les différentes sources de dissipation
au sein d’un sous-systeme, telles ’amortissement structural ou les effets de friction et intervient

donc dans I’écriture de la puissance dissipée, sous la forme:
P diss = wni B (2.18)

ol w est la pulsation centrale de la bande de fréquence considérée. On souligne que cette relation,
déja proposée par Rayleigh [136] et Cremer [38], suppose que 1'énergie potentielle est égale a
I’énergie cinétique, ce qui demeure acceptable en hautes fréquences, pour une approche par
moyennes.
Le facteur de perte par couplage permet quant a lui de caractériser les puissances échangées
entre les différents sous-systemes:
N
Py = w (i B — njiEj) = wiij (Ez - ang> (2.19)
J
ou 7;; et nj; sont les facteurs de perte par couplage entre les deux sous-systemes ¢ et j, n; et n;

leurs densités modales respectives et vérifiant la relation de réciprocité suivante :

nmij = njnji (2.20)
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Il est ensuite possible d’exprimer le bilan de puissance entre deux sous-systemes sous la forme

Ei \ [ Piinj (2.21)
E; Pjin;

On détermine finalement les énergies totales par inversion de la matrice des facteurs de perte, qui

du systeme matriciel suivant :

i + Nij —MNji
—MNij M+ Nji

est symétrique lorsque la relation de réciprocité est vérifiée. Cette expression peut étre facilement

étendue a ’étude d’un systéme comportant plusieurs sous-systemes.

De maniere générale, les facteurs de perte peuvent étre déterminés expérimentalement, sous
réserve de pouvoir bien isoler les différents phénomenes physiques associés. Le facteur de perte
par couplage 7;; peut également étre déterminé par le calcul suivant différentes approches.
Les approches ondulatoires sont généralement les plus utilisées, car elles ne nécessitent pas une
description globale des sous-systémes mais uniquement une description locale de la jonction [94].
En faisant ’hypothese de champs diffus, il s’agit alors de calculer le coefficient de transmission 7;;
entre deux sous-systeémes supposés infinis, en considérant le rapport entre la puissance transmise

a travers la jonction Il;.qps et la puissance incidente Il;,., sous la forme [38]:

Htrans Wrlij lf
- — 2.22
Tij Hinc Cgr ( )

k3

ol ¢y, représente la vitesse de groupe au sein du systeme i et [ le libre parcours moyen, corres-
pondant a la distance de propagation d’une onde entre deux réflexions successives a l'interface.
Les expressions des facteurs de perte par couplage pour des milieux mono-, bi- et tridimension-

nels sont alors respectivement données par :

Co. Tii
Nij = 75]’;7 (2.23)
T
Cg;Tij L
R 2.24
7713 w7TSZ' ( )
Cg; TijSe¢
- ¢ 2.25
Th] w4v; ( )

ou S; et V; représentent la surface totale et le volume total du sous-systeme i et L. et V.
la longueur et la surface de couplage a linterface. Cette méthode est donc particulierement
adaptée a ’étude de sous-systemes et de jonctions simples et uniformes.

Une autre alternative consiste a exprimer ces coefficients en termes de mobilités, reliant la
réponse en vitesse a la jonction aux forces d’excitation. Cependant, dans le cas de jonctions
complexes, 'approche modale semble la plus appropriée. Maxit et Guyader proposent ainsi de
calculer les facteurs de perte par couplage a partir des pulsations propres des systeémes découplés
et des travaux d’interaction modale entre leurs modes respectifs, obtenus par la méthode des

éléments finis [103]. Issue d’une analogie avec les problémes de couplage fluide-structure, cette
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méthode ne permet cependant de prendre en compte que des couplages en amortissement de

type gyroscopique.

Le principal inconvénient de la méthode SEA demeure toutefois la vérification de I’ensemble
de ses hypotheéses de travail, dont une étude critique a été proposée par Fahy [46]. Celles-
ci se rattachent principalement & la notion de champ diffus au sein de chaque sous-systeme
(recouvrement spatial) et au nombre de modes présents dans la bande de fréquence considérée
(recouvrement fréquentiel). Un fort recouvrement modal permet ainsi de vérifier ’hypothese
d’équiprobabilité des modes, dans l'intervalle fréquentiel considéré.

La notion de couplage entre sous-systeme est également une source de limitation, étant donné
que la méthode SEA ne traite classiquement que les cas de couplages faibles. Or ce terme ne
dispose pas d’une définition unique arrétée. Chandiramani ’assimile aux cas ou le facteur de
perte interne est nettement supérieur au facteur de perte par couplage [33]. Fahy considere que le
couplage est faible lorsque les modes des sous-systemes couplés présentent des caractéristiques
proches de ceux des sous-systemes découplés. Wester et Mace ont introduit deux parametres
afin de quantifier la force de couplage [161]. Ceux-ci dépendent de coefficients de réflexion et de
transmission a la jonction ainsi que des facteurs de recouvrement modal. A Dinverse, la présence
de couplages forts nécessite I’étude et, le cas échéant, la prise en compte de couplages indirects

entre sous-systéemes non physiquement liés.

Méthode SEA-like

La méthode SEA-like est dérivée de la SEA mais, contrairement a celle-ci, elle ne s’applique
pas a un ensemble moyenné de systémes mais a un systéme en particulier. Elle s’appuie sur les
méthodes de type basses fréquences, s’étend sur un domaine fréquentiel plus large que la SEA,
tout en donnant une description énergétique du systeme. Elle permet en particulier d’étudier les
systemes ayant un comportement sensible aux caractéristiques de chaque mode, pour lesquels

une modélisation statistique n’est plus pertinente.

Une premiere approche de la méthode SEA-like a été proposée par Fredo [47]. A partir
d’un systeme de plaques couplées en L, il étudie I'influence du couplage modal entre les sous-
systemes sur les coefficients de perte par couplage issus de la SEA et des coefficients de flux
d’énergie issus de la méthode SEA-like. Il montre ainsi que ces coefficients different en basses
fréquences. Les coefficients de flux énergétiques peuvent alors étre négatifs, indiquant que le flux
de puissance se dirige d’un systeme a faible énergie a un systeme fortement énergétique. C’est
le cas par exemple si le sous-systéme excité a un comportement non-résonant, tandis que l'autre
sous-systeme contient un mode résonant : I’énergie est alors transmise d’un sous-systeme a faible
énergie au sous-systéme non-excité, fortement énergétique. Un tel phénomeéne ne peut pas étre

modélisé par la SEA qui ne prend en compte que les comportements dynamiques associés aux
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modes présents dans la bande de fréquence d’intérét, et non les participations de modes hors
bande.

Mace propose une approche similaire [98]. Il se base pour cela sur I’équation principale de la
SEA (équation 2.21) qui relie le vecteur des puissances injectées aux énergies dans chacun des
sous-systemes :

P, =LE (2.26)

Les conditions nécessaires pour que la matrice L soit considérée comme une matrice SEA ont
été rappelées au paragraphe précédent. Cependant dans certains cas, en particulier lorsque le
recouvrement modal est faible, il n’est plus possible de négliger le couplage indirect entre sous-
systemes et la matrice L est qualifiée de « quasi-SEA ». La méthode SEA-like peut alors étre
appliquée, introduisant un modele de distribution d’énergie reliant les énergies des sous-systemes

aux puissances injectées sous la forme:
E = APy, (2.27)

oll A est la matrice des coefficients d’influence énergétique. On note que la matrice X = A~}
n’est pas forcément une matrice SEA. Le flux d’énergie entre deux sous-systemes ne dépend
alors plus uniquement des énergies présentes dans les deux sous-systemes considérés, mais peut
recevoir de I’énergie provenant d’autres sous-systemes. Le coefficient A4;;, donnant I’énergie totale
dans le sous-systeme ¢ pour une puissance unitaire injectée au sous-systeéme j, est alors donné

par I’expression suivante :

(Ei)
(Pinjij)

ou le symbole (.) désigne la moyenne fréquentielle. Le calcul des énergies et des puissances

Aij = (2.28)

injectées est effectué a l'aide de méthodes d’analyse basses fréquences, comme ’analyse modale
ou l'analyse par éléments finis. On peut donc modéliser le probléeme couplé soit en utilisant les

modes du systeme complet, soit les modes de chaque sous-systéeme découplé.

Mace propose ainsi de calculer les coefficients SEA-like & partir des modes du systéme couplé
(97, 98], sous la forme:
RIDYDY Fkl\l’l(cé)qjl(c%)
LD '8 Y98 7

ol w, représente la pulsation centrale, n le facteur de perte modal et I'y; décrit le couplage

Aij = (2.29)

fréquentiel entre les modes k et [. II dépend des fonctions de transfert des modes k et [, donc
des fréquences propres et des amortissements modaux. Il renseigne sur le caractere résonnant

(4)

ainsi que sur le recouvrement modal entre ces deux modes. Le terme ¥;; indique la corrélation
spatiale (ou couplage spatial) entre les modes k et [. Ainsi, le terme \I!,(;,z représente la proportion
d’énergie cinétique associée au mode k dans le sous-systeme ¢. Il permet de distinguer les modes

globaux, pour lesquels ce terme est équivalent dans chaque sous-systeéme, des modes locaux.

24



2. ETAT DE L’ART ET POSITIONNEMENT SCIENTIFIQUE

La méthode utilisant les modes du systéme complet permet de donner une expression simple
des coefficients de la matrice SEA-like. Cependant, lorsque le systéme étudié est complexe, ces
modes peuvent étre coliteux a déterminer. Il est dans ce cas plus judicieux d’utiliser une approche

locale et de décomposer les équations sur les modes des sous-systémes découplés [41].

Approches issues de la conductivité vibratoire

Afin de compenser les limitations inhérentes aux méthodes précédemment décrites (éléments
finis et moyennes fréquences, SEA et distribution spatiale de la réponse,...) des approches se
basant sur une analogie avec I’équation de la chaleur ont été proposées.

Les premiers travaux relatifs & ce type d’analyse énergétique ont été entrepris a la fin des
années 1970 par Belov et Ryback, dont la théorie s’appuie sur les concepts de densité d’énergie
effective et de flux de puissance effectif. Nefske et Sung [113] ont ensuite développé une méthode
énergétique hautes fréquences dans le domaine temporel visant & prédire les variations spatiales
de la réponse vibratoire a 'intérieur de chaque sous-systeme, ainsi que le flux de puissance et la
réponse vibratoire a travers I’ensemble du systéeme. Cette approche peut étre considérée comme

une vision différentielle de la SEA.

Ces méthodes s’appuient sur ’expression du bilan énergétique local en régime permanent,
donné par 1’équation :
div I+ Hdiss = Hm (2.30)

ou I, Iy, et I1;, représentent respectivement le vecteur d’intensité structurale et les densités de
puissance dissipée et injectée. Le modele de dissipation permet d’exprimer la densité de puissance
dissipée en fonction de la densité d’énergie au sein du systeme W, du coefficient d’amortissement
7 et de la pulsation w:

Myiss = nwW (2.31)

L’hypothese fondamentale de la méthode permet alors de relier I'intensité au gradient de la

densité d’énergie, par une relation analogue a la loi de Fourier :
I=—-DVW (2.32)

ot D = ¢?/nw correspond & un coefficient de diffusion dépendant des caractéristiques du milieu
de propagation. En introduisant ces deux relations dans I’équation 2.30, on obtient finalement :

2
— AW + W =11, (2.33)
nw

Cette équation aux dérivées partielles du second ordre est bien analogue a I’équation de conduc-
tion de la chaleur avec un terme convectif. Elle peut donc étre résolue a ’aide d’un code de calcul
thermique. Une méthode d’éléments finis énergétiques (EFEM, Energy Finite Element Method
ou PFFEM, Power Flow Finite Element Method) a ainsi été proposée par Nefske et Sung [113] et
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approfondie par Bernhard et al. [162, 28]. Le faible cott de cette formulation, qui ne nécessite pas
de raffiner le maillage en fonction de la fréquence, ainsi que la possibilité d’obtenir la répartition

d’énergie au sein de chaque sous-systeéme, rendent ces méthodes particulierement attractives.

Si cette approche a été validée pour des structures couplées monodimensionnelles [113, 162,
75], ainsi que dans le cas particulier des ondes planes pour les structures bidimensionnelles [28],
elle se révele fausse dans le cas général. 11 a ainsi été montré par Langley [88], que dans le cas
d’une plaque infinie, soumise a une excitation ponctuelle ou fortement amortie, la nature de la
décroissance de la densité d’énergie a l'infini est en contradiction avec la solution analytique.

Par ailleurs, la détermination du coefficient de diffusion pose quelques difficultés.

2.3.4 Meéthodes moyennes fréquences
Méthodes de réduction moyenne fréquence

Il a été souligné que les méthodes de réduction de modele permettent, dans une certaine
mesure, d’étendre ’application de la FEM vers les moyennes fréquences. La taille des bases
de réduction demeure cependant problématique. Une idée consiste donc a adapter la base
de réduction au comportement vibratoire exhibé par la structure, dans U'intervalle fréquentiel
considéré [68]. Morand a ainsi proposé une méthode d’hybridation modale qui vise & réduire la
taille de la base modale, en projetant la solution uniquement sur les modes propres de vibration
qui maximisent un opérateur d’excitabilité [110]. Cela revient en fait & ne retenir que les modes
ayant une participation importante dans la réponse de la structure. On note qu’une approche

comparable a également été proposée par Guyader [68].

Une méthode de réduction de modele adaptée aux moyennes fréquences a également été
proposée par Soize [116, 144]. Celle-ci s’appuie sur une discrétisation du probléme continu a 1’aide
d’une méthode de Ritz-Galerkin de type éléments finis. En partant du constat que 'utilisation des
bases modales issues d’une formulation primale en déplacement est peu adaptée aux moyennes
fréquences, un opérateur énergétique est introduit et discrétisé sur n degrés de liberté, sous la
forme d’une matrice E, réelle, symétrique et définie positive, définie sur 'intervalle fréquentiel

d’étude B de la maniére suivante:
E, = / en(w)dw (2.34)
B
avec,

en(w) = %w2|x(w)\2§ﬁe (T (@) M T, () (2.35)

ou T, (w) représente la matrice de flexibilité dynamique de la structure et M sa matrice de
masse (x(w) est la fonction caractéristique délimitant I'intervalle B). Cet opérateur se rapporte
a I’énergie cinétique totale du systeme pour une excitation unitaire et il admet, en raison de ses

propriétés algébriques, des valeurs propres A}, et des vecteurs propres P’ tels que:

En Pl = \'P" (2.36)
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ceux-ci vérifiant les relations d’orthogonalité suivantes:
PPy =4, (2.37)
P E, PR = A\, (2.38)

ol 6, est le symbole de Kronecker.
Un sous-espace dominant PV de la base des vecteurs propres, de taille N < n, est ensuite
constitué en ne retenant que les vecteurs associés aux plus grandes valeurs propres, vérifiant le

critere:
)\n
N+1
n
A

Il est alors possible, par projection, de réduire la taille du probléeme discrétisé initial et d’exprimer

<1 (2.39)

de maniere approchée I’énergie associée a la réponse du systéme sur l'intervalle fréquentiel B,

pour un effort f donné:
N
B~ NPT P (2.40)
v=1

Cette méthode a par la suite été étendue par Soize et Mziou qui ont développé une méthode
CMS de type Craig-Bampton faisant appel a ces fonctions propres énergétiques a la place des

modes structuraux [147].

Méthode d’analyse de chemins structuraux

La méthode d’analyse des chemins structuraux a été développée par Girard et Defosse en
s’appuyant sur l'effet de lissage de la réponse d’un systeme en moyennes et hautes fréquences.
Elle utilise pour cela les propriétés de la moyenne géométrique des fonctions de transfert afin de

déterminer la réponse de structures de type treillis de poutres [58].

Elle se base sur une discrétisation de la structure permettant de déterminer, par bande de
fréquence, des matrices de raideur dynamique lissées pour chaque élément. Une phase d’assem-
blage permet ensuite d’obtenir la matrice globale associée K. Celle-ci est cependant mal condi-
tionnée et ne permet pas de déterminer la réponse du systeme par un calcul direct classique.
Un filtrage de cette matrice est donc proposé pour ne conserver que les « chemins structuraux

principaux ».

. . 1o—1 1o r—1 7% .
K;j = E Kipy Ky oy Kpipa K oy - - Kpj (2.41)
chemins
structuraux

On constate que chaque chemin structural se décompose comme un produit entre une matrice
de flexibilité ponctuelle I_(ijl et une matrice de raideur qu liée aux transmissibilités des éléments
parcourus. Or celles-ci font intervenir des termes d’amortissement a 1’origine de la décroissance
de amplitude de la réponse. La notion de temps de parcours amorti sur I’ensemble des éléments

e d’un méme chemin, est alors introduite,

T=> tene (2.42)
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ou te = L¢/ce et 1. représentent respectivement la période caractéristique et ’amortissement
structural associé a 1’élément. Il a ainsi été montré, dans le domaine des hautes fréquences, qu’il
est uniquement nécessaire de retenir les chemins les plus courts. Au contraire, pour les fréquences
plus basses des chemins plus longs doivent étre conservés.

Cette méthode conduit a des courbes de réponses fréquentielles moyennes similaires & celles
obtenues par la SEA. Elle a cependant 'avantage de donner des résultats sous forme vectorielle
(déplacements, vitesses, accélérations) plutot que sous la forme d’une quantité énergétique sca-
laire. Elle permet de plus d’observer la maniere dont les vibrations sont transmises a travers la

structure, en allant du point d’excitation aux points de réponse.

Bien qu’initialement appliquée a des réseaux de guides d’ondes de type treillis de barres ou
de poutres, cette méthode peut étre étendue a tout type d’élément, sous réserve de définir les
matrices élémentaires lissées associées. Elle est toutefois limitée par la nécessité de définir ’aug-
mentation importante du nombre de chemins structuraux dans le cas d’une structure complexe

en deux ou trois dimensions.

Analyse en composantes principales

Une approche probabiliste de I’analyse des vibrations, combinant des éléments de la FEM et
de la SEA, a été introduite par Hasselman et al. sous le nom d’analyse en composantes principales
(Principal Component Analysis) [71]. Elle vise a caractériser la réponse d’'un assemblage de

structures couplées par 'intermédiaire d’une métrique de type énergétique.

Celle-ci est déterminée a partir de la décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice H

constituée de fonctions de réponse en fréquence, sous la forme:
H(w) = ®Dy(w) (2.43)

ou @ est une matrice regroupant des déformées spatiales, D une matrice diagonale contenant les
valeurs singuliéres et v une matrice regroupant les « caractéristiques des réponses fréquentielles ».

Elles vérifient de plus les relations d’orthogonalité suivantes:
T =1 (2.44)
T =1 (2.45)
ou [ est la matrice identité. On en déduit que:
HHT = oD?0T (2.46)

Il est ainsi possible de relier la trace de la matrice HH” & I’énergie totale de chaque composant :
celle-ci est proportionnelle & la somme des coefficients de la matrice diagonale D2, rangés dans
un ordre décroissant, de sorte que la plus grande partie de I’énergie soit associée aux premieres

déformées spatiales.
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L’équation 2.43 représente donc une relation de décomposition modale sur un ensemble
de modes en énergie. Ceux-ci constituent une base plus appropriée a la caractérisation de la
réponse structurale en moyennes fréquences que celle des modes normaux issus de la méthode
des éléments finis, qui demeure tres sensible aux erreurs de modélisation dans cette partie du
spectre fréquentiel. L’application de cette méthode a un systeme académique de plaques en L a
montré que ’énergie associée a la premiere valeur singuliere constitue plus de 80% de ’énergie

totale du systeme [71].

Le principal lien entre cette méthode et la SEA provient de son caractére statistique et
énergétique. Il a par la suite été renforcé par la proposition d’une méthode utilisant la PCA
pour calculer les facteurs de perte par couplage et par amortissement de la SEA [70]. Le but
de cette stratégie est de tirer avantage de modeles éléments finis raffinés afin d’améliorer les

résultats des prédictions en moyennes fréquences.

Méthodes hybrides

Dans le but de combler I’espace entre la FEM et la SEA, il semble intéressant d’élaborer des
approches hybrides dans lesquelles les différents composants sont modélisés a ’aide de méthodes
adaptées a leurs longueurs d’ondes de vibration respectives. La difficulté est alors de vérifier la

compatibilité des déplacements aux interfaces.

Langley et Bremner ont proposé la Resound Method, associant la FEM a la SEA [89]. Elle
s’appuie sur une décomposition de la réponse du systeme en fonction de ses longueurs d’onde
pour distinguer des composants globaux, ensuite traités par une approche déterministe, et des
composants locaux, décrits de maniere statistique. Il est ainsi possible d’établir des analogies
avec les méthodes moyennes fréquences de flou structural, développées par Soize [116], ou de
lissage de réponse, développée par Belyaev. En effet, les composantes de grandes longueurs
d’onde s’apparentent a la structure maitre, tandis que les composantes locales jouent le role de

structures floues, dont les comportements sont assimilables & un ensemble de perturbations.

Une autre méthode, combinant la FEM et la EFEM a été développée par Zhao et Vla-
hopoulos [169]. Cette formulation hybride suppose également que la structure est divisée en
composants « longs » et « courts », ces termes se rapportant a I’échelle de la longueur d’onde
caractéristique de chaque composant, par rapport a la longueur d’onde de vibration. Un com-
posant court n’admet que quelques longueurs d’onde sur sa longueur et donc des fréquences
de vibration basses, a l'inverse d’'un composant long. La principale difficulté, consistant a re-
transcrire les transferts énergétiques aux jonctions entre ces différents composants, est ensuite
traitée en reliant les déplacements issus de la FEM sur les composants courts, a 'amplitude de
I’onde incidente associée a la formulation énergétique sur les composants longs. Cette jonction

hybride conduit a des coefficients de transfert de puissance de type EFEA, qui s’ajoutent aux
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coefficients de transfert de puissance aux jonctions entre composants longs. Ceux-ci sont calculés
analytiquement en modélisant le composant long par une structure semi-infinie équivalente.
Cette méthode a été utilisée par les auteurs pour analyser le flux de puissance dans un
systeme de poutres colinéaires [159]. Ils ont également examiné des phénomenes de ré-injection
de puissance [96], ou la puissance réfléchie par une interface de composant court repasse &
nouveau l'interface en étant partiellement transmise. La procédure de couplage peut cependant
devenir lourde dans le cas de connections multiples et ’extension de la méthode aux structures

complexes reste a investiguer.

On indique enfin que cette vision des moyennes fréquences, associée a 1'idée d’'un couplage
entre des sous-systemes déterministes et d’autres considérés comme statistiques, est a l'origine
d’'une méthode proposée par Shorter et Langley [143]. Celle-ci s’appuie sur une description
du systeme global a l’aide de matrices de raideurs dynamiques (éventuellement obtenues par
la FEM) permettant de déterminer des grandeurs quadratiques de type inter-spectre, afin de
représenter la réponse moyenne du systeme. Le couplage est alors assuré a l'aide de coefficients
de transfert de puissance issus de la résolution d’un bilan de puissance proche de celui de la SEA.
On souligne que cette méthode peut étre rapprochée de la formulation intégrale stochastique

mentionnée au chapitre 2.4.1.

2.4 Meéthodes d’analyse de flux de puissance

2.4.1 Approches locales
Méthodes énergétiques générales et simplifiées

Il a été exposé précédemment qu’en raison de I'hypothese de champs diffus, valable pour un
amortissement faible au sein des sous-systemes, les résultats de la SEA ne permettent pas de
distinguer la répartition spatiale de ’énergie ou d’identifier, de maniere précise, le flux d’énergie
au sein du systeme complet. Afin de pallier ces limitations, des méthodes basées sur une ap-
proche ondulatoire ont été développées, permettant de représenter localement la solution. Des
hypotheses traduisant les différents types d’interaction entre les ondes, a l'intérieur ou aux
frontieres des éléments considérés, permettent au final d’exprimer de nouvelles équations du

comportement dynamique sous la forme de bilans d’énergie.

Au milieu des années 1990, Jézéquel, Lase et Le Bot ont présenté des formulations alternatives
aux méthodes de conductivité vibratoire (EFEM, PFFEM) afin de représenter les variations
locales de I’énergie vibratoire en hautes et moyennes fréquences. Ces travaux ont abouti a une
nouvelle méthode, dénommée méthode énergétique générale (General Energy Method) [90]. Celle-
ci se base a la fois sur la densité d’énergie totale, égale & la somme des densités d’énergie

cinétiques et potentielles, et sur la densité d’énergie lagrangienne, égale a leur différence. Elle
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distingue deux types de flux de puissance: le flux de puissance active, relié a I’énergie totale
et décrivant sa propagation au sein du systeme; le flux de puissance réactive, relié a 1’énergie
lagrangienne, caractérisant le comportement modal de la structure. Les bilans de puissance
associés aux parties actives et réactives sont ensuite établis et permettent de retrouver, pour
la partie active, une forme équivalente a celle de la EFEM. Si les résultats obtenus sur des
structures simples unidimensionnelles vérifient les solutions obtenues de maniere classique par
une approche en déplacement, la GEM se révele tres cotiteuse en calcul.

Afin de limiter cet inconvénient, Ichchou et al. ont proposé une approche simplifiée en sup-
posant qu’il n’y a pas d’interaction entre les ondes propagatives et que les ondes évanescentes
sont négligeables loin des singularités [75]. Il a été souligné par Bocquillet et al. que ces hy-
potheses reviennent a réaliser des moyennes spatiales des quantités d’intérét sur une longueur
d’onde, ce qui a pour effet d’annuler la densité d’énergie lagrangienne et donc le flux de puissance
réactive [21]. Cette méthode énergétique simplifiée (Simplified Energy Method) se réduit alors a
I’étude de la densité d’énergie totale et de I’énergie active. Elle a été appliquée a des barres en

traction-compression, des poutres en flexion pure, ainsi qu’a des membranes et des plaques [76].

Suivant le type d’ondes composant le champ ondulatoire et le modele de réflexion utilisé,
plusieurs approches de la SEM ont été introduites. La SEM différentielle se base sur un champ
ondulatoire décrit par des ondes planes. Elle permet de retrouver ’équation correspondant au
bilan de puissance issu de la méthode EFEM (équation 2.30). Elle autorise donc également une
résolution par une méthode discrétisée de type éléments finis, dont le principe variationnel a
été présenté par Moron [111]. Le couplage entre sous-systemes s’effectue a I’aide de matrices de
jonction issues des bilans de puissance aux interfaces. Cotoni a rappelé ainsi que dans le cas de
systemes monodimensionnels possédant un unique mode de propagation, il est possible de relier

nsités d’énergie incidentes I/ provenant du sous-systéme ¢, réfléchies I} ¢/ et transmises

I{79" au sous-systeme j, aux énergies associées [34] :
Lzmc — CiWiinC (247)
Izref _ _ciWiTEf _ —Tiilz‘mc (2.48)
I;rans — Tijll'mc (2.49)

ol 7y et 7;; représentent respectivement les efficacités de réflexion et de transmission. Les bilans

d’énergie et de flux pour le sous-systeme ¢ s’expriment alors:

Wi = Wi + Wi = (14 7)1 e (2.50)
L=I"+ I = (1 - my) I (2.51)
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Il est donc possible d’écrire les contributions provenant de chaque sous-systeéme sous forme

(A=mig) | (1=7ji)
I; — Cillrmi) (H‘Tjj) Wi (2.52)
1. e A=) L (=T) W :
J ) T (1) J

Cotoni a également souligné que dans les cas de dimensions supérieures, la matrice de jonction

matricielle :

relie les projections des flux de puissance sur la normale a la jonction aux densités d’énergie. 11
est alors nécessaire soit de connaitre la directivité des puissances incidentes, ce que ne permet

pas cette formulation, soit de la considérer comme uniforme.

La SEM différentielle mixte permet en revanche de prendre en compte a la fois le champ
direct et le champ réverbéré. Le premier est modélisé a partir d’'un champ créé par une source

ponctuelle dans un milieu considéré comme infini, de dimension n :

I, e~™"
Wy(r) = =

2.53
Yne 1 (2.53)

T représente un terme d’atté-

ou v, correspond a ’angle solide de la source d’excitation et e~
nuation, fonction du coefficient d’absorption du milieu de propagation m. Le champ réverbéré
W, est lui décrit par la SEM différentielle classique ou 1’on considere que la puissance injectée
provient de la réflexion aux frontieres du champ ondulatoire total. Le bilan énergétique total est

finalement obtenu en sommant ces deux participations.

Les formulations intégrales et fonctionnelles de la SEM décrivent également le champ on-
dulatoire comme la somme du champ direct et du champ indirect, mais celui-ci est obtenu par
sommation de rayons émis par des sources surfaciques localisées sur les frontieres. La densité

d’énergie s’écrit alors a l’aide des fonctions de Green énergétiques:

1 e—mr
G<T) - n—1
Tn T

(2.54)

ou r représente la distance entre le point d’observation et la source. La densité d’énergie en un
point M s’écrit ici comme la somme du champ direct dii aux sources primaires et du champ

réverbéré du aux réflexions, sous la forme:
W(r) = / p(S,tusar)G(S,M)d2s + / o(Paupa)G(PM)ATp (2.55)
Q r

ou p(S,usysr) désigne la puissance de la source primaire située en un point S, vue depuis le point
M, et o(Pupys) désigne I'intensité spécifique associée aux réflexions sur la frontiere au point

M, vue par le point P.

Ces deux méthodes se différencient par leur maniere de prendre en compte la réflexion sur les
parois, qui permet de déterminer les sources secondaires. La SEM intégrale utilise un modele de

réflexion diffuse régie par la loi de Lambert : la directivité de I’énergie réfléchie est proportionnelle
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au cosinus de 'angle avec la normale a la frontiere. La SEM fonctionnelle utilise un modele de
réflexion spéculaire, régie par la loi de Snell-Descartes. Les modeles de réflexions permettent alors
de déterminer la directivité des intensités spécifiques. L’amplitude peut ensuite étre calculée a
l’aide d’un bilan de puissance a la frontiere [141].

Cette derniere approche s’apparente & une version structurale de la méthode de radiosité
acoustique développée entre autre par Kuttruff dans les années 1990. Elle a été approfondie par
Le Bot [24], qui en a proposé une comparaison détaillée vis-a-vis des méthodes de conduction
vibratoire [25] et de la SEA [26]. Il a ainsi montré qu’en se placant dans le cas particulier des
hypotheses fortes de la SEA, il est possible de retrouver I’expression des facteurs de perte par

couplage obtenue par "approche ondulatoire.

Formulation intégrale stochastique

En reprenant le concept de sources primaires et secondaire, Viktorovitch et al. ont pro-
posé une méthode basée sur une formulation par éléments de frontiere aléatoire [155]. Les
équations intégrales classiques de la dynamique y sont modifiées par l'introduction d’un pa-
rametre géométrique aléatoire permettant de modéliser les effets liés aux incertitudes, a mesure
que la fréquence d’étude augmente. Les moments statistiques d’ordre deux associés aux variables
cinématiques constituent alors les inconnues du probléeme. Des résultats ont été présentés pour
des structures mono- et multidimensionnelles. Le cas des structures assemblées a également été
étudié, en supposant qu’une source primaire pour une sous-structure agit comme tel pour une
autre sous-structure, au niveau de leur interface commune [156].

Les auteurs ont démontré que cette approche permet de restituer le comportement modal
basses fréquences ainsi qu'une réponse hautes fréquences moyennée et lissée. Elle s’applique
également aux assemblages de sous-structures ayant des densités modales tres différentes. Elle
semble donc particulierement appropriée a la modélisation des moyennes fréquences. Cependant,
sa formulation intégrale peut entrainer certaines difficultés dans le cadre d’une généralisation a

des structures complexes.

2.4.2 Approches globales
Notion de flux de puissance

Développées au début des années 1970, les méthodes d’analyse de flux de puissance partagent
quelques similarités avec la SEA, a savoir I’approche par sous-structuration et I'utilisation de pa-
rametres moyennés dans le temps, de type énergie vibratoire ou puissance, pour décrire la réponse
de ces sous-structures. Ces méthodes ne sont cependant pas limitées aux hautes fréquences et
permettent de prendre en compte les comportements résonants des structures a faibles densités

modales.
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On retrouve les premiéres idées associées a I’analyse de flux de puissance dans les travaux de
Lyon et Maidanik sur la propagation des vibrations dans les systemes simples [95]. Des études
préliminaires ont également été réalisées par Noiseux [114], Pavic [119] et Verheij [154] dans
le but de mesurer expérimentalement la puissance structurale. Les principaux concepts ont été
introduits par Goyder et White [61, 62, 63] qui ont présenté une étude théorique détaillée et
systématique de la puissance structurale dans les structures flexibles mono et bidimensionnelles.
Celle-ci correspond a la puissance effective P, déterminée a partir de la partie réelle de la
puissance complexe P. [38]. En se plagant dans le cas du régime harmonique, elle s’écrit sous la

forme :

p- %me{a} _ %%e{ FHp) = %(%e{ FYRe(v} + Sm{f}Sm{v}) (2.56)

ou f et v représentent respectivement les amplitudes complexes associées a la force et a la vitesse
au point considéré. Les auteurs ont ainsi montré que cette puissance constitue un unique pa-
rametre permettant de quantifier et comparer, de maniere efficace, les principaux effets associés
aux vibrations d’une structure. Ils se sont en particulier intéressés au cas d’une structure source
rigide reliée a une structure réceptrice flexible, de type poutre ou plaque, par 'intermédiaire
d’un élément d’isolation de type ressort suivant un degré de liberté. Seules les vibrations de
flexion de la structure réceptrice ont été prises en compte.

Pinnington et White ont également utilisé cette approche pour décrire le flux de puissance
entre deux poutres possédant ou non un comportement résonant. Ils ont étudié les conditions
pour lesquelles ces structures peuvent étre considérées comme infinies, tout en conservant une
bonne prédiction de la puissance moyenne [133]. Pinnington a ensuite proposé une méthode
s’appuyant sur I’enveloppe des fonctions de réponses en fréquence en accélération, obtenues
expérimentalement, pour étudier la puissance absorbée par une structure finie. Il est ainsi pos-
sible d’exprimer cette derniére comme une somme de puissances introduites par les différents
modes de vibrations mesurés, auxquelles sont associées des configurations particulieres d’efforts
généralisés. Cette méthode nécessite cependant de pouvoir clairement identifier les différents

modes de vibrations, d’ott un faible recouvrement modal [130].

Méthodes basées sur la mobilité

La méthode des mobilités constitue une autre possibilité pour modéliser les structures cou-
plées. Issue du concept d’impédance électrique [52], elle relie l'effort exercé sur un élément a sa
réponse en un point précis. Si la structure est complexe et composée de plusieurs composants,
il suffit alors de caractériser chaque jonction analytiquement ou expérimentalement avant de
recomposer le comportement de la structure globale par des équations de continuité. On trouvera
dans la these de Pinnington [129] une synthese bibliographique de la méthode. La mobilité
d’entrée associée a un élément poutre y est définie afin d’effectuer un calcul de flux de puissance.
L’étude expérimentale confirme que la force injecte un maximum de puissance quand la mobilité

du récepteur passe sur des résonances.
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De maniere générale, on définit la mobilité comme étant le rapport entre la vitesse complexe
en point m, et la force appliquée en un point n:

Um

NG

On parle de mobilité ponctuelle lorsque m = n, de mobilité de transfert lorsque m # n et de

ymn (2.57)

mobilité croisée lorsque les directions considérées en chaque point ne sont pas identiques. La
puissance complexe en un point peut alors étre exprimée en fonction de la mobilité ponctuelle,
sous la forme [61, 121]:

p— %?Re( F0) = |F2Re(Y) (2.58)

Dans le cas d’une interface multi-points de dimension N, il est possible de distinguer séparément
les contributions en chaque point en faisant intervenir les mobilités de transfert. On obtient ainsi,

pour la puissance au point m :

1 N
P = SR ( ey Ty f”) (2.59)

n=1

On en déduit finalement la puissance totale en sommant sur I’ensemble des points d’interface :

1 N H N
P= 2§Remzzjl <fm ZY’”"f") (2.60)

n=1

Cuschieri [39] propose de compléter la description des jonctions entre sous-structures en
abordant les couplages non ponctuels entre éléments, décrits par des relations de fonction de
mobilités. Les résultats obtenus a partir de I’étude de deux plaques couplées en L se montrent

tres satisfaisants, comparés a ceux obtenus par la méthode des éléments finis ou la SEA.

Méthode du descripteur de source

Afin d’obtenir une grandeur unique permettant de caractériser une structure source et de
fournir une formulation appropriée pour le calcul de la puissance transmise, les concepts de
descripteur de source et de fonction de couplage ont été introduits par Mondot et Petersson
[106]. Dans le cas de deux sous-structures reliées en un unique point de contact, la puissance
transmise dépend de la vitesse libre de la source et du rapport entre les mobilités des structures

sources et réceptrices. Il est alors possible d’écrire la puissance complexe sous la forme:
P. = 5,Cf (2.61)

olt Sg est le descripteur de source et C la fonction de couplage. Le descripteur de source dépend
alors uniquement des données de la structure source et est défini par:

2

Sy = =L 2.62
d Y# (2.62)
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ol vgy représente la vitesse de la structure source libre au point de contact et Yg la mobilité de
la source en ce point. Cette grandeur est complexe, homogene a une puissance et constitue une
caractéristique de la source, indépendamment du récepteur : elle représente la capacité de celle-ci
a délivrer une puissance. A nouveau, le fait de considérer une puissance permet de comparer plus
facilement différentes sources ou différents mécanismes, dont les unités peuvent étre différentes
(par exemple en force ou en moment) [122]. La fonction de couplage complexe est définie par:

YSYrR

Cr— _2S*R
I Vs + YR

(2.63)

Elle correspond au rapport complexe de la puissance transmise a Sy, ¢’est-a-dire a la proportion
de la puissance issue de la source transmise a une structure réceptrice donnée. Il est également
possible de I’exprimer grace au rapport entre les amplitudes des mobilités sources et réceptrices,
a = |Yg|/|Ys| et a leur déphasage, Ap = ¢p — ¢s:
- PIAT)
a? + 2acos(Ag) + 1

(2.64)

Cette fonction de couplage permet donc d’observer les relations entre les mobilités et ainsi
d’évaluer l'efficacité d’une éventuelle transmission de puissance entre ces structures. On obtient

finalement la puissance active sous la forme:

= |5al|Cy| (cos(¢s) cos(Ap) — sin(¢s) sin(Ag)) (2.65)

Cette information peut se révéler particulierement utile dans un contexte de conception, lors-
qu’il est nécessaire de déterminer la structure réceptrice la plus appropriée ou bien la meilleure

localisation du point de jonction.

Lorsque les structures sources et réceptrices sont couplées en plusieurs points, suivant plu-
sieurs degrés de liberté, l'analyse de la puissance transmise nécessite la prise en compte des
différents couplages. Celle-ci s’écrit alors, au point n dans la direction %, pour une force agissant

au point m dans la direction j [48]:

pr— (Ugfi)z
S 2Ys{Sf IR+ YRUS ST

ou Yg et Yi sont respectivement les matrices de mobilité de la source et du récepteur et { i/ Vi

Re {Yr{f]"/f'}} (2.66)

est le vecteur du rapport entre les efforts. Bien que reflétant la complexité des phénomenes en

jeu, cette équation ne permet pas de distinguer les chemins de transmission dominants.

Fulford et Gibbs ont introduit par la suite le concept de mobilité effective. Lorsqu’elle est

associée au point n et a la direction i, celle-ci s’écrit :

N
e R IR i ZYJJ% 53 ZY"’"T (267)

m=1 i m=1 j=1
mFn J#z MFEN ji
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ol YZ’;m représente la mobilité de transfert en un point n suivant la direction ¢ pour une excitation
en m suivant j. Les différents termes de cette équation permettent cette fois-ci de distinguer les
chemins dominants. Le premier terme correspond au chemin direct et le deuxiéme terme aux
couplages entre le point n et les autres points, dans la direction i. Le troisieme terme représente
le couplage au point n entre les différentes directions et le dernier terme, les couplages entre les
autres points suivant les directions différentes de 3.

Les fonctions descripteur de source et de couplage ont ensuite été déterminées, dans le cas de
connections multiples, en faisant intervenir ces mobilités effectives. Elles s’écrivent alors, pour

le point n suivant la direction i :

2
gn - Ul (2.68)
2 (var®)
(v v
Cr! = s Ly (2.69)
K1) K1)

La puissance complexe transmise au point n suivant la direction ¢ est finalement obtenue sous
la forme:

P = Sneyn (2.70)

Il est cependant nécessaire d’évaluer ou d’estimer le rapport des efforts figurant dans I’équation
2.67, celui-ci dépendant a la fois de la source et du récepteur. Des approximations ont donc été
proposées afin de simplifier cette expression en ne considérant, par exemple, que les composantes

en translation [48].

On souligne enfin que Bonhoff et al. ont proposé une variante de la méthode du descrip-
teur de source adaptée aux interfaces continues ou éventuellement multi-points, basée sur le
concept de mobilité d’interface [23]. Cette approche permet de décomposer la source physique
des vibrations comme la somme des différents ordres d’une série. Ceux-ci sont directement liés a
des comportements physiques de l'interface (mouvement de corps rigides,. .. ). Il est cependant
nécessaire, afin de simplifier le calcul, de négliger certains termes croisés issus des produits de

série, ce qui peut parfois conduire a de trop grandes approximations [22].

Méthode de la puissance caractéristique

Moorhouse a introduit les concepts de puissance caractéristique, de puissance maximale
disponible et de puissance « miroir » comme une extension du concept de descripteur de source,
afin de remédier aux difficultés associées a la caractérisation intrinseque des structures sources
[108]. Ces trois descripteurs sont en effet des grandeurs indépendantes associées a la source.

La puissance maximale disponible fournie par une structure source est obtenue lorsque les
mobilités des structures sources et réceptrices sont conjuguées, c’est-a-dire d’amplitude égale et

de phase opposée [106]. La puissance « miroir » est définie comme la puissance délivrée par la
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source lorsque celle-ci est connectée a une structure réceptrice de mobilité identique, en amplitude
et en phase. La puissance caractéristique est définie comme étant le produit scalaire entre les
efforts bloqués et les vitesses libres. 11 a été montré qu’elle est égale a quatre fois la puissance
« miroir ». Cette unique quantité constitue une représentation d’une source connectée par des
points multiples. Elle ne s’appuie pas sur des approximations de calcul visant a déterminer a
moindre cout la partie réelle de la mobilité et offre donc une caractérisation plus robuste. Elle
nécessite cependant de mesurer les efforts bloqués et les vitesses libres en chaque point de la

jonction, entralnant d’autres simplifications.

2.4.3 Approches modales
Notion de modes de flux de puissance

En s’appuyant sur 1’égalité entre la puissance moyenne d’un systeme et 1’énergie dissipée
par son amortissement interne, Miller et al. ont proposé pour la premiere fois d’effectuer une
analyse aux valeurs propres d’'une matrice de puissance associée a la jonction, afin de déterminer
les bandes de fréquences et les combinaisons de modes pour lesquelles la jonction dissipe de la
puissance [105, 104].

A partir d’une approche par propagation d’ondes au niveau d’une jonction, il a été montré
qu’il est possible d’exprimer 'amplitude w, des ondes sortantes d’un systéeme multi-corps en

fonction de 'amplitude w; des ondes entrantes et des efforts @ appliqués, de la maniere suivante :
wo(w) = S(w)w;(w) + ¥(w)Q(w) (2.71)

ou w est la pulsation considérée et S et ¥ sont les matrices de dispersion et de génération, com-
plexes, dépendant de la fréquence et caractérisant respectivement les comportements homogenes
et non-homogenes des ondes. Miller et von Flotow ont alors détaillé, dans le cas d’'un composant

récepteur (@ = 0), une expression du flux de puissance a travers la jonction sous la forme [105]:

P=lutl 1 S"] P

2 2

I 1
S ] w; = —wH Pw; (2.72)

Celle-ci peut alors étre utilisée pour étudier les caractéristiques de dissipation associées au com-
portement homogene (.5). Les auteurs proposent ainsi d’effectuer une analyse aux valeurs propres
de la matrice de puissance P, afin de déterminer les bandes de fréquence et les combinaisons de
modes d’ondes qui entrainent une conservation ou une dissipation de la puissance au niveau de

la jonction qui, par définition, ne génere pas de puissance.

Méthode du multipdle

La méthode du multipole, introduite par Pinnington [132], vise a simplifier la modélisation

et I’évaluation de la puissance transmise a travers les plots isolants d’une machine. Elle décrit
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les vibrations issues de la source comme transitant par un ensemble de pdles de vibrations, et

assimile la structure réceptrice a un ensemble de mobilités ou d’impédances polaires.

Soit ® une matrice de Hadamard de taille IV, c’est-a-dire une matrice orthogonale dont les

éléments sont égaux a +1. Elle vérifie les relations suivantes:

1
o =T t = _@ 2.
e N (2.73)

On effectue alors un changement de base afin d’obtenir les quantités polaires associées aux forces

d’excitation f et a la matrice de mobilité Y :

1
¢=2f et ¥V =-50Y0 (2.74)

ce qui permet d’écrire la puissance transmise sous la forme:
1 1 _
pP= §§Re (fHYf) = §§Re (qHYq) (2.75)

Dans le cas ou la structure réceptrice et les points d’excitation sont symétriques, la matrice Y
devient une matrice symétrique A et il est possible d’exprimer la puissance transmise par les N
points sous la forme d’une puissance transmise par N podles de vibration indépendants, ou la

n*“¢ puissance polaire s’écrit sous la forme:

1

Cette expression peut ensuite étre étendue a ’étude du flux de puissance entre une structure

source et une structure réceptrice :

S Ly Re(Agan)
P= n; P, = nZ::l 5lussnl S Ve (2.77)
oll ugyy est la quantité polaire associée au vecteur vitesse de la structure source libre, et Ag et
AR sont respectivement les matrices de mobilité polaires des structures sources et réceptrices,
toutes ces quantités étant restreintes aux degrés de liberté d’interface.

Cette équation montre a nouveau que la puissance transmise vers chaque pole de la structure
réceptrice est directement liée au pole associé de la structure source mais est indépendante de ces
autres poles. Dans le cas ol ces deux structures sont symétriques, il est possible de caractériser
la source par un ensemble de vitesses polaires libres, tandis que le récepteur peut étre décrit
sous la forme d’impédances polaires modifiées, prenant en compte les effets de couplage entre
les deux structures. Si les hypotheses de symétrie ne sont pas vérifiées, les matrices de mobilité
polaires ne sont plus diagonales et ’équation précédente fait apparaitre des termes de couplage
entre les différents poles. La méthode du multipole n’est alors plus avantageuse, a moins de
pouvoir négliger ces termes extra-diagonaux, en considérant par exemple les densités modales
des différentes structures [79, 80].
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Méthode en mobilité

Les méthodes de synthese fréquentielle sont des outils pratiques pour ’analyse de structures
couplées complexes, dans le cas ou les fonctions de réponse en fréquence des différents sous-
systemes peuvent étre obtenues facilement, de maniére numérique ou expérimentale. Elles se
basent sur les réponses découplées des sous-structures pour construire la réponse du systeme total
en s’appuyant sur une formulation par matrices de raideur/flexibilité dynamique ou matrices
d’impédance/mobilité [59]. Elles permettent d’exprimer la puissance transmise en fonction du
vecteur vitesse sur les degrés de liberté de jonction vy et du vecteur des efforts d’interface exercé

par la structure source sur la structure réceptrice fr, vérifiant :
vr = vgf — Ys fr (2.78)

vr = Yrf1 (2.79)

ou Yg et Ygr représentent respectivement les matrices de mobilité des structures sources et
réceptrices découplées et vgy représente la vitesse libre avant couplage de la source, ces grandeurs
étant restreintes aux degrés de liberté d’interface. Il est alors possible d’exprimer la puissance

transmise sous la forme [81]:

1
P= Qvgf%e{zcoup}usf (2.80)

ou

H
Zeowp = |(Ys +YR) ' Yr(Ys+Yr)™ (2.81)

Une description complete de la puissance transmise nécessite donc d’évaluer plusieurs termes
différents ainsi que d’effectuer des inversions matricielles. Ces opérations peuvent se révéler
prohibitives lorsque le nombre de degrés de liberté de couplage augmente. Il a également été
souligné que des erreurs peuvent apparaitre dans les calculs lors de I'inversion des matrices de
mobilité, susceptibles d’étre mal conditionnées. Il est généralement plus utile d’approximer les
principales propriétés de la puissance transmise, plutot que de prédire précisément sa réponse
détaillée [38].

Le but est donc d’approximer simplement et de maniere précise la puissance transmise entre
une structure source rigide et une structure réceptrice flexible couplées en des points discrets
ou de maniere continue. Il a cependant été observé précédemment que les simplifications des
matrices de mobilité peuvent rapidement devenir cotliteuses. Su et al. ont donc proposé, dans
une étude préliminaire [149], une généralisation de la méthode du multipole ot un ensemble de
sources en forces ou en vitesses est transformé en un nouvel ensemble de puissances, associées
a des forces ou des vitesses modales. Celles-ci sont pondérées par un ensemble de fonctions

orthogonales issues de la décomposition en valeurs propres d’une matrice de mobilité.
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Cette méthode se base sur 'expression de la puissance transmise par un ensemble de forces

a une structure réceptrice, issue de la synthese fréquentielle, soit :
1
P= 5fHé)fee {Y}f (2.82)

ou F est le vecteur des amplitudes des efforts d’excitation (forces ou moments) et M la matrice
de mobilité de la structure réceptrice. Sa partie réelle étant une matrice réelle, symétrique
définie non-négative, ’équation précédente est une forme quadratique définie non négative. Ces

propriétés matricielles permettent la décomposition suivante :
Re {V} = WADT (2.83)

ol A est une matrice réelle diagonale, comprenant les valeurs propres A, et ¥ est une matrice
orthogonale dont les colonnes représentent les vecteurs propres associés. Il est alors possible
de pondérer I'ensemble des efforts f par cette base afin d’obtenir un nouvel ensemble d’efforts
modaux de puissance ¢ = U7 f. On note ici que ces efforts dépendent de I’excitation. Cette

relation permet d’exprimer la puissance transmise sous la forme:

1 1Y
P=—gHAg =2 2 2.84
54 Ad 2n§:1!qn| An (2.84)

Cette équation indique que la puissance vibratoire transmise & une structure par un en-
semble de N forces peut étre considérée comme la puissance injectée par N modes de puissance
indépendants. Bien que conceptuellement intéressante, cette équation ne fournit d’alternative
plus pratique que I’équation issue de la synthese modale : il est toujours nécessaire de connaitre
exactement f et Re{Y} afin de déterminer A et ¢q. Une série d’approximations a donc été pro-

posée suivant le spectre fréquentiel considéré [81]:

— basses fréquences : si les fréquences d’excitation sont en-dessous de la fréquence critique de
la structure réceptrice, Yy, = Y,n = Y;,. 1l est alors possible de montrer que la puissance

est dominée par un unique chemin, d’ou:

2 N
D Re{Vin} (2.85)
n=1

N
> fn
n=1

— hautes fréquences: les mobilités ponctuelles tendent alors a étre plus importantes que les

1 1
P~ Z|g P\ ~ —
2’Q1| 1~ 5N

mobilités de transfert, d’ou un découplage des différents points. Il en résulte que A\, =~ Y},

et gn = fp, qui indique que chaque mode contribue a la puissance transmise, d’otu :

1 1
P= > lanl*An ~ 3 > fal*Re {Vin} (2.86)
n=1 n=1

— moyennes fréquences: les mobilités ponctuelles et de transfert étant équivalentes, aucune

simplification du type précédent ne peut étre envisagée. Cependant, il a été constaté qu'un
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petit groupe de valeurs propres se détache des autres par leur amplitude importante. Une
bonne estimation de la puissance transmise peut alors étre obtenue en effectuant une

troncature de I'expression exacte sur ces L premiers modes:

L<N

~ 5 Z ‘Qn’ An <287)

Il est cependant peu évident de calculer correctement, de maniere approchée, ces quelques
premieres valeurs propres. Il semble donc plus intéressant d’employer les formules de valeur
moyenne de la puissance ainsi que de ses bornes supérieures et inférieures, déduites a partir

des modes de puissance.

Il est en effet possible de déduire les bornes supérieures et inférieures de la puissance trans-

mise, & partir des propriétés de ces modes de puissance [82]. On obtient ainsi:

N
! (Z | fn|2> AW<P<t (Z |nt2) M (2.89)
n=1

Cette expression peut enfin étre réécrite en considérant la moyenne des valeurs propres A ainsi

que leur écart type o:

;@‘f"’Q) () <p (zw) (i) 259)

ou:

N 2
1 HY||2 1
A= N E_l Y, et o= E Yon (2.90)

Des application numériques ont montré que pour des structures résonantes, un petit nombre

de modes de puissance domine, alors que pour une structure non-résonante, plus de modes ont
une importance significative. Il a également été observé qu’a certaines fréquences, les premiers
modes de puissance peuvent transmettre moins de puissance a la structure réceptrice que les

modes d’ordre élevé.

Une approche parallele et complémentaire a celle de Su et al. a été proposée par Alfredsson
[6, 5]. Elle se place en revanche sous I’angle de la dynamique des structures en basses fréquences
plutét que sous celui de la vibroacoustique en moyennes fréquences, comme précédemment.
Elle considere la propagation des flux d’énergie active et réactive a travers un milieu solide.
L’intensité active décrit la maniere dont I’énergie instantanée se propage a travers la structure
afin d’alimenter des « réserves d’énergie » ou ’énergie mécanique est dissipée, rayonnée ou retirée
de la structure par tout autre moyen. L’intensité réactive décrit une autre forme d’énergie, liée

a la différence entre les moyennes des densités d’énergie élastiques et cinétiques. Les formes

42



2. ETAT DE L’ART ET POSITIONNEMENT SCIENTIFIQUE

quadratiques associées aux différents flux d’énergie ont été détaillées et des quantités homogenes
aux modes de flux de puissance ont été déterminées. Il a ainsi été mis en évidence que les
puissances active et réactive deviennent extrémales pour des configurations d’efforts différentes,
qui varient de plus en fonction de la fréquence. Les propriétés de ces modes n’ont cependant pas

été plus investiguées.

On souligne enfin qu’il est possible de retrouver une approche similaire, plus ancienne, dans
le domaine de 'acoustique, concernant 1’étude de la puissance rayonnée par une structure. On
cite entre autre Elliott et Johnson [44] qui ont synthétisé un ensemble de travaux pour proposer
des modes de rayonnement. En étudiant la puissance acoustique émise par une plaque et en lui

appliquant une méthode de type superposition modale, il a été rappelé que celle-ci peut s’écrire :
IT = v M (2.91)

ou w représente le vecteur vitesse généralisé associés a N modes de vibration de la plaque et
M est une matrice de rayonnement modal admettant des valeurs propres (), et des vecteurs

propres P, (n =1...N). Il est alors possible d’exprimer la puissance rayonnée sous la forme:

N
T=> Qb (2.92)
n=1

eme composante du vecteur issu de la transformation des modes

ou b, = P,w correspond a la n
de structure par les vecteurs propres de la matrice de rayonnement. On note que celle-ci dépend
également de la fréquence d’excitation, des modes propres de la plaque et donc de I’ensemble

des parametres caractéristiques du systeme.

Méthode en amortissement

Afin de pallier la dépendance des modes de flux de puissance vis-a-vis de ’ensemble des
parametres du systeme et de la fréquence, Xiong et al. ont proposé une méthode de modes de

flux de puissance basée uniquement sur les parametres d’amortissement [165].

Les auteurs commencent par rappeler 'expression de la puissance moyenne injectée a la

structure, obtenue par la puissance complexe :
1 H 1 H 1 H H
P= §%e{f v} :§§Re{v f}= E%e{v [+ o} (2.93)

ou f et v représentent respectivement les vecteurs complexes des amplitudes des efforts appliqués
et des vitesses résultantes. En exprimant 1’équation d’équilibre du systeme par rapport a la
vitesse sous la forme:

KT
ol | —joMT 0T — — | = fH (2.94)
Jw
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11 est alors possible, apres quelques manipulations matricielles, d’obtenir la relation suivante :
v f 4 iy = (C+CM)w (2.95)
On aboutit finalement a une nouvelle expression de la puissance moyenne :
P = léﬁe {UHCU} (2.96)
5 .

o1 C' =1/2 (C + CT) est définie comme la matrice d’amortissement caractéristique. Les auteurs
soulignent que cette expression confirme 1’égalité entre puissance moyenne et puissance dissipée,
conformément a la théorie générale des flux de puissance en milieux continus développée par
Xing et Price [164].

Cette matrice étant réelle et symétrique, elle admet également une décomposition en valeurs

propres, telle que:

C = oADT (2.97)

ou A et ® représentent les matrices regroupant respectivement les valeurs et les vecteurs propres
constituant les modes de flux de puissance associés a C. A nouveau, I’espace défini par les vec-
teurs propres de flux de puissance permet de représenter la puissance moyenne sous la forme
d’une somme de composantes indépendantes. De méme, il a été souligné que quelle que soit la
complexité du systeme, il est possible de borner la puissance moyenne dissipée totale a 1’aide
des facteurs d’amortissement caractéristiques A;, respectivement du plus faible et du plus élevé.
Ces résultats ne dépendent alors que des parametres d’amortissement et non plus de 'exci-
tation et des distributions de masse et de raideur du systéeme. Le tableau 2.1, issu de [165],
récapitule les correspondances entre les approches par modes de flux de puissance en mobilité

et en amortissement.

En s’appuyant sur ces équations, des calculs ont été ensuite proposés par les auteurs dans
le but de controler les niveaux des flux d’énergie dissipée, ainsi que les distributions spatiales
associées, satisfaisant les exigences liées au controle vibratoire. Des méthodes d’isolation passive
et active ont été exposées afin d’ajuster les valeurs des facteurs d’amortissement caractéristique
et des facteurs de controle des modes g. Celui-ci permet de quantifier la cohérence entre un
mode propre de vibration ou une déformée opérationnelle et un mode de flux de puissance. Il
a ainsi été démontré qu’il est nécessaire de maximiser la trace de la matrice d’amortissement
caractéristique afin d’obtenir une dissipation maximale. De plus, il est possible d’éliminer cer-
tains comportements vibratoires néfastes en modifiant la répartition de I’amortissement sur la
structure. Ces démarches ont été illustrées a ’aide de structures académiques simples, mais n’ont

pas fait 'objet d’applications sur des structures complexes.
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Méthode
Caractéristique

Basée sur I’amortissement Basée sur la mobilité
Matrice caractéristique C = 1(C +CT) Y =3y +YH)
Probléme associé C = dADT Y = WAUT
Valeurs propres A = diag(\;) A = diag(\;)
Unité Ns/m m/Ns
Vecteurs propres TP =0T =171 Ty =9uT =71
Variable de puissance qg=®Tv q=vTf

. N N

Puissance P = %?Re (qHAq) = % ijl )\j|qj|2 P = %§Re (qHAq) = %ijl )\j|qj|2

TAB. 2.1: Tableau de comparaison des méthodes de modes de flux de puissance [165]

Méthode des valeurs propres et des vecteurs propres de couplage

Bessac et al. ont développé une nouvelle méthode dédiée a la caractérisation des transferts
vibratoires entre deux sous-structures reliées par des jonctions en raideur pure [16]. Elle s’appuie
sur ’étude des modes propres d’'une matrice de couplage adimensionnelle, qui permettent de

déterminer la force de couplage et les chemins de transmissions privilégiés.

En utilisant une formulation en vitesses, ’équation d’équilibre associée a 1’assemblage de

deux sous-structures i et j peut s’écrire sous la forme:

)= (7)

ou Z; représente la matrice d’impédance de la sous-structure i lorsque la sous-structure j est

Zii  Zij
Zji Zjj

bloquée et Z;; représente la matrice d’'impédance de transfert, décrivant le chargement sur la
sous-structure ¢ di au mouvement de la sous-structure j. Les vecteurs w; et f; correspondent aux
amplitudes des vitesses et des efforts extérieurs associés a la sous-structure i, décomposés sur la
base de ces modes de vibrations. Il en va de méme pour les quantités associées a la sous-structure

j. L’équation de couplage s’écrit alors:

[ —-C] <w> = <w0i> (2.99)
wj U}oj
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ol wy; et wy; sont les vitesses des sous-structures découplées bloquées et ou C représente la

matrice de couplage adimensionnelle définie par :

0 C. C.=_—g1l7.
= Y1 avec: Y " * (2.100)
Cj' Cjz’ = —ij Zji

Celle-ci admet autant de valeurs propres dites de couplage et de vecteurs propres, que de res-
sorts de liaison, représentant respectivement la force de couplage et les chemins modaux de
transmission associés.

Il est ainsi possible de reconstruire le comportement du systeme apres couplage, a ’aide de
ces nouvelles quantités et des informations des systémes découplés bloqués. Il a également été
montré que, dans le cas de jonctions multiples, le chemin dominant associé a la plus grande valeur
propre suffit a restituer ’ensemble du comportement dynamique, pour une erreur inférieure a

3dB aux plus hautes fréquences.

2.5 Discussion

A la lecture de cette synthese bibliographique, on constate que la prévision des transferts
vibratoires au sein de structures complexes est une problématique particulierement active. Elle
se rapporte a différents enjeux qui visent tant a prédire les niveaux vibratoires (ou acoustiques)
de ces structures, qu’a caractériser leurs différents composants (sources, récepteurs, jonctions)
ou encore a les isoler les uns des autres. Se situant ainsi a U'intersection de grands theémes de re-
cherche de la dynamique des structures, elle a entrainé le développement de plusieurs méthodes,
plus ou moins spécialisées. Aucune méthode universelle ne semble cependant se détacher parmi
celles-ci, leur application dépendant principalement de la bande de fréquence considérée, de la
complexité des structures étudiées et de la nature de 'excitation. L’absence d’une démarche de
référence pour traiter ces probléemes rend ainsi difficiles certaines phases de conception ou le
manque d’information impose de simplifier la modélisation des phénomenes physiques dimen-

sionnants.

Si la classification exposée dans ce chapitre permet de déterminer la méthode appropriée a

un probleme particulier, ce choix peut étre décomposé en quatre étapes:

— Dualité des approches. Il a été mis en évidence par Lyon qu’un probléeme vibratoire
peut étre analysé soit par des approches modales, soit par des approches ondulatoires:
les résultats obtenus sont a priori équivalents [94]. Or, si ces derniéres conduisent a des
charges de calcul relativement faibles, il a été montré précédemment qu’elles ne permettent
pas, dans la majorité des cas, de modéliser les comportements vibratoires de structures
complexes. Il semble alors qu'une approche modale soit plus appropriée aux problemes
industriels. Les méthodes de flux de puissance basées sur une modélisation éléments finis

sont donc particulierement intéressantes. Elles autorisent également des approches par
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sous-structuration, d’ott un traitement plus efficace des structures complexes. On note
qu’étant donné les progres des moyens informatiques de calculs, ces procédures connaissent

actuellement un regain d’intérét.

— Nature des variables. Les différentes approches exposées s’appuient sur deux types
de variables. Les variables primales, complexes, souvent vectorielles (déplacements, ef-
forts,...) donnent une description spatiale fine des phénomenes vibratoires. Les variables
quadratiques et énergétiques, réelles, parfois vectorielles (puissance, intensité active,...)
sont en revanche souvent moyennées en espace et/ou en temps/fréquence. Ces derniéres se
révelent plus adaptées a la caractérisation des transferts vibratoires. Elle permettent en
effet de représenter de maniere simple et condensée une grande quantité d’informations,

réduisant ainsi la taille des modeles, tout en conservant une importante robustesse.

— Type de puissance. La problématique de ces travaux de these vise non seulement a
étudier la puissance dans les structures complexes mais aussi a déterminer les amplitudes
vibratoires associées. Or, ces deux grandeurs sont accessibles a partir de la puissance
complexe, sur laquelle se basent les méthodes d’analyse de flux de puissance. Celles-ci
utilisent aussi bien des approches par mobilité, que modales (a 1’aide des modes normaux de
vibration) ou par modes de puissance. Elles s’intéressent alors soit a la puissance transmise
entre les différents composants, soit a la puissance dissipée qui nécessite plus d’informations
sur le comportement interne des différentes sous-structures. Il est bien entendu possible
de relier ces deux approches en se ramenant & un bilan de puissance a l'interface sous la
forme [139]:

Pdiss(w) _ P%(W) _ PotZt(W) (2.101)

Réduire la puissance transmise par les interfaces revient donc a découpler le plus possible
les mobilités des différents composants. Cependant, ces jonctions n’étant pas des isolants
parfaits, une partie de la puissance est transmise au récepteur ou elle est éventuellement
dissipée, en fonction de son comportement dynamique. Il s’agit donc tout d’abord de
déterminer les chemins énergétiques prépondérants afin de les éviter, puis de déterminer

les parametres d’amortissement permettant de dissiper le plus de puissance.

— Grandeurs caractéristiques. Quelle que soit la méthode considérée, la modélisation du
couplage entre deux composants demeure une étape difficile et critique. Afin d’analyser au
mieux les phénomenes en jeu a ces jonctions, de nombreuses grandeurs ont été introduites,
dont les formulations théoriques ou les méthodes de détermination refletent toute la com-
plexité. On observe ainsi qu’en plus des propriétés de la structure source, le comportement

dynamique de la structure réceptrice est indispensable.
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Enfin, un dernier point non abordé concerne la prise en compte des incertitudes dans 1’étude
des flux de puissance. Les approches comme la SEA permettent, dans une certaine mesure, de
prédire le comportement vibratoire d’un systeme lorsque son dimensionnement n’est pas encore
entierement connu. Leur nature statistique permet alors de prendre en compte, dans la limite de
validité des hypotheses détaillées précédemment, le manque de connaissances et les variabilités
associées aux parametres de conception.

De maniere plus générale, de rares articles se sont intéressés a la modélisation des incertitudes
au niveau des flux de puissance [51] issus de méthodes déterministes. Il est alors nécessaire
d’inclure ces incertitudes dans les parametres du modele et de les propager afin d’examiner leur

effet sur les grandeurs caractéristiques.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Conformément a la problématique générale formulée en introduction, la méthode des modes
de flux de puissance présentée dans ce chapitre se rapporte a I’étude du comportement vibra-
toire basses fréquences de structures couplées complexes. Contrairement a certaines méthodes
exposées au chapitre précédent, elle ne se place pas dans une perspective de prédiction: elle
vise principalement a fournir une caractérisation des transferts vibratoires aux interfaces entre
différents composants ou sous-structures. Au regard du contexte de conception dans lequel s’ins-
crivent ces travaux, on choisit de se focaliser sur les grandeurs dimensionnantes que constituent

les efforts d’interface et les puissances transmises associées.

L’approche adoptée s’inscrit dans la continuité des méthodes de modes de puissance détaillées
au chapitre 2.4.3. Celles-ci permettent en effet de combiner les avantages de la FEM (traitement
de géométries complexes, description spatiale, quantités vectorielles) et des méthodes d’analyse

de flux de puissance (variables quadratiques, grandeurs caractéristiques).

On propose donc une méthode basée sur une formulation en déplacement dont le but est de
fournir des modes de flux de puissance permettant de caractériser, a la fois qualitativement et
quantitativement, les efforts d’interface afin d’évaluer leur aptitude & transmettre de la puissance

entre deux composants.

3.2 Systemes discrétisés et bilans de puissance

3.2.1 Modele dissipatif linéaire

Les travaux présentés dans ce mémoire s’appuient sur 1I’étude de structures mécaniques
discrétisées, dont le comportement est supposé linéaire. Elles sont modélisées a l'aide d’un
systeme matriciel différentiel d’ordre N égal au nombre total de degrés de liberté, en fonction

du temps, sous la forme:

Mi(t) + Ci(t) + Ka(t) = f(t) (3.1)

ou M € RV représente la matrice de masse, réelle, symétrique et définie positive; C' € RV

la matrice d’amortissement visqueux, réelle, symétrique; K € RN la matrice de raideur,
éventuellement complexe, symétrique, semi-définie positive (si la structure admet des modes
de corps rigide); f(t) € RM! et z(t) € R™! sont les vecteurs contenant respectivement les

efforts appliqués et les déplacements, sur 'ensemble des degrés de liberté (ddl) du systeme.
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Afin d’étudier la réponse forcée du systeme en régime harmonique stationnaire, il est néces-
saire de se placer dans le domaine fréquentiel. Cela s’effectue de maniere classique par passage

en notation complexe :

f(t) = fecos(wt) + fssin(wt) = Re (fej“’t), avec: f=fc—7jfs (3.2)

z(t) = xccos(wt) + xssin(wt) = Re (ze?*'), avec: z =z — jz, (3.3)

ot f € CN1 et z € CN! sont les vecteurs des amplitudes complexes des excitations extérieures
et des déplacements, pour une pulsation d’excitation w (j2 = —1). Afin d’alléger les notations,
cette dépendance fréquentielle n’est plus indiquée par la suite pour les quantités vectorielles,
sauf lorsque cela semble nécessaire a une meilleure compréhension.

L’équation d’équilibre 3.1 du systeme s’écrit alors:
(—w?M + jwC + K)z = Z(w)z = f (3.4)

ot Z(w) € CVN correspond & la matrice de raideur dynamique du systéeme. On obtient finale-

ment la réponse fréquentielle en inversant cette relation pour chaque pulsation w :

r=T(w)f (3.5)

oit T'(w) = [Z(w)]~! € CNV est la matrice de flexibilité ou de souplesse dynamique du systeme *.

Les matrices de masse et de raideur peuvent généralement étre obtenues de maniere fine et
prédictive, notamment par la méthode des éléments finis. L’amortissement lié aux vibrations
de structures demeure cependant un phénomeéne complexe dans lequel interviennent de nom-
breux facteurs tels que la fréquence, 'amplitude, le type de déformation considéré ou encore
la température. De plus, I’amortissement lié a des éléments non ou mal modélisés, tels que les
instruments de mesure et leur cablage ou les jonctions entre composants supposées parfaites,
est souvent prédominant. L’élaboration de modeles dissipatifs demande donc de faire des hy-
potheses simplificatrices au niveau des lois de comportement ou des modeles discrets. La validité
des modeles obtenus repose alors sur leur similitude avec le comportement expérimental et leur
simplicité d’utilisation.

Comme il a été mentionné au chapitre 2.2.2, les modeles rhéologiques les plus couramment

employés en dynamique des structures sont [7]:

— P'amortissement visqueux: il correspond a une force opposée au mouvement, proportion-
nelle & la vitesse et en phase avec celle-ci, f, = —jwC'z. Il est dominé en basses fréquences

par la raideur du systeme et a hautes fréquences par 'amortissement, qui tend vers I'infini.

1. Cette inversion n’est mathématiquement possible que si Z(w) n’est pas singuliere, c’est-a-dire si la structure

n’admet pas de modes de corps rigide (cf. annexe B.2).
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— P'amortissement structural ou hystérétique: il correspond & une force opposée au mou-
vement, proportionnelle au déplacement et en phase avec la vitesse, f, = —jwHz. 1l
est en général associé a l'introduction d’un module de Young complexe au niveau de
la loi de comportement, d’oti une matrice de raideur également complexe de la forme
K* =K+ jH = K(1+jn), ou n représente le facteur de perte. Il donne un amortissement

indépendant de la fréquence.

— P'amortissement viscoélastique: il permet de prendre en compte une dépendance significa-
tive vis-a-vis de la fréquence, ce qui peut étre intéressant pour modéliser le comportement

de certains polymeres (on en trouvera une description détaillée dans [8]).

Il demeure cependant difficile de distinguer ces différentes formes d’amortissement qui s’ave-
rent, dans certains cas simples, presque équivalentes: il est alors possible de se ramener a un
taux d’amortissement modal équivalent £. Cette hypothese permet de découpler les équations
d’équilibre en diagonalisant le systéeme matriciel 3.4 dans ’espace décrit par la base ® des modes

propres de vibration du systeme conservatif associé. On obtient en particulier :
dTC® = g = diag(B;) (3.6)

ou 'amortissement modal est défini par 5; = 2&;w; i, avec w; et u; représentant respectivement la
1¢™€ pulsation propre du systeme et la masse modale associée. On considere alors que I’hypothese
dite de Basile est vérifiée. Celle-ci peut également étre vérifiée a priori en considérant une matrice
d’amortissement visqueux particuliere, qui peut étre décomposée sous la forme d’une série de

Caughey :

c=Y aM (MK) (3.7)
k=1
vérifiant alors la condition suivante:
CM'K=KM™'C (3.8)

Dans le cas particulier ou n = 2, on retrouve le modele d’amortissement proportionnel classique

proposé par Rayleigh [136] :
C = aK +bM (3.9)

Bien que pratique, ce dernier conduit a des amortissements élevés en tres basses fréquences
ainsi qu’en hautes fréquences. Il n’est enfin pas toujours possible de déterminer un ensemble
de coeflicients permettant de retrouver des taux d’amortissement similaires a ceux mesurés
expérimentalement. Ce modeéle demeure néanmoins relativement répandu et sera principalement

utilisé dans la suite de ces travaux.
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3.2.2 Puissances actives et réactives

On propose maintenant de rappeler et de clarifier les relations conduisant aux bilans d’énergie
et de puissance dans les systemes mécaniques discrets. Les développements qui suivent s’appuient
sur les notations exposées par Bobrovnitskii [19]. Afin d’illustrer ces différents calculs, on utilise
un systeme discret a deux degrés de liberté, de type masse-ressort-amortisseur, représenté figure

3.1 et dont les parametres initiaux sont définis tableau 3.1.

fi(t) fo(t)
ki ky K3
— VWMV
my ms
T+ —— ——

Cq Co C3

................. ) )

X4(t) Xo(t)

FiG. 3.1: Schéma d’un systéeme discret masse-ressort-amortisseur a 2 ddl

Masse (kg) m;=6,mg=4
Raideur (N/m) ki = 2000, ks = 8000 , ks = 6000
Amortissement (Ns/m) c1=6,c0=8,¢c3=2

TaB. 3.1: Parametres initiaux du systeme discret a 2 ddl

De maniere identique aux équations 3.2 et 3.3, on exprime le vecteur réel des vitesses ins-

tantanées a l'aide de la notation complexe, sous la forme:
v(t) = vecos(wt) + vgsin(wt) = Re (vel™'), avec: v = v, — jv, (3.10)

La figure 3.2 représente 'amplitude et la phase des réponses en fréquence en vitesse v du systeme
initial lorsque celui-ci est soumis & un effort extérieur du type f = [f1 f2]7 = [0 1]7. On constate

typiquement qu’il admet bien deux fréquences propres de résonance a 4,24 Hz et 10,62 Hz.

La figure 3.3 illustre le déphasage temporel entre la force d’excitation et les déplacements puis
les vitesses, pour une fréquence d’excitation de 3 Hz?2. Elle permet de bien visualiser la période
des oscillations ainsi que la quadrature entre les déplacements et les vitesses. On note également

que le déphasage nul des déplacements (ou la quadrature avance des vitesses) par rapport aux

2. Les courbes temporelles présentées dans ce chapitre se rapportent & une excitation a 3 Hz. A titre de
comparaison, on trouvera en annexe A.l les mémes courbes pour des excitations & 4,24 Hz (premiere fréquence

propre) et 7 Hz.
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Fia. 3.2: Réponse harmonique en vitesse du systeme discret a 2 ddl initial
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(a) Déplacement : — z1(t), — x2(t); (b) Vitesses: — v1(t), — va(t);
effort extérieur: --- fo(t) effort extérieur: --- fo(t)

Fic. 3.3: Evolution temporelle des grandeurs d’entrée et de sortie du systeme a 2 ddl

efforts ainsi que leur amplitude quasi-identique sur chaque degré de liberté traduisent bien le

comportement du systeme au voisinage de son premier mode de vibration.

La puissance instantanée injectée dans le systeme est définie comme étant le produit scalaire

entre les grandeurs instantanées associées aux vitesses et aux efforts extérieurs:

P(t) = T(t)f(t) = (vz cos(wt) + vz sin(wt)) (fecos(wt) + fssin(wt))
(I fo+ 0l fs) + % (vX f. — vl f5) cos(2wt) + % (vl fs — ol f.) sin(2wt) (3.11)

= Py + P, cos(2wt) + P; sin(2wt)

<

N
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

Celle-ci est donc caractérisée par une partie directe Py indépendante du temps et deux parties
oscillantes, de pulsations doubles et d’amplitudes P, pour la composante en phase et P pour la
composante en quadrature. On détermine alors la puissance moyenne dissipée sur un cycle de

période T' = 27 /w:

T+27 /w

d Py + P.cos(2wt) + Pssin(2wt)dt = Py (3.12)

:% i

Les deux parties oscillantes ayant une moyenne nulle sur un cycle, on constate que la puissance
moyenne, pour une fréquence d’excitation donnée, est égale a la partie directe de la puissance

instantanée.

Afin de s’affranchir de cette étape d’intégration temporelle, on choisit d’utiliser le produit
scalaire entre les grandeurs complexes associées (la multiplication par 1/2 étant issue de la

moyenne temporelle) :

p= %UT f=5 @ = jol) (fe— jfs) = P.— jPs (3.13)

N |

On observe que la puissance obtenue ne prend en compte que le comportement oscillant de
la puissance instantanée: son module est égal a la moitié de 'amplitude créte-a-créte de la
puissance instantanée. Il est donc courant d’introduire la notion de puissance complexe, sous la

forme :

P = %va = % (ve +jvs) (fo—ifs)
= % (vl fo+ 0l f) + % (vl f. = ol fs) (3.14)

— Pact + jPreact

ot P%t = Re{P*} = P, est définie comme étant la puissance active et P! = Sm{P*}
= — (vl fs—vl'f.)/2 la puissance réactive. On constate que si la partie active permet de retrouver
la puissance moyenne a partir des grandeurs complexes en vitesse et en effort, la partie réactive

ne peut étre déterminée a partir des différentes composantes de la puissance instantanée.

Ces premieres remarques n’étant basées que sur ’emploi de la notation complexe, on propose
de relier la puissance injectée aux mécanismes énergétiques propres au systeme en détaillant les

différents termes du bilan global de puissance:

_dE(t)

P(t) —

+ PP (1) (3.15)
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3.2. Systemes discrétisés et bilans de puissance

ol 'on distingue:

1
T(t) = ivT(t)Mv(t) , énergie cinétique (3.16)
1
W(t) = ixT(t)Kx(t) , énergie potentielle (élastique) (3.17)
E(t)=T(t)+ W(t), énergie totale (3.18)
L(t)=T(t) —W(t), énergie lagrangienne (3.19)
Piss(t)y = T (t)Cw(t), puissance dissipée (3.20)

La figure 3.4 (a) montre ’évolution temporelle de ces différentes énergies instantanées. Ces
grandeurs quadratiques oscillent bien suivant la demie-période des grandeurs vectorielles. On
observe les échanges entre 1’énergie potentielle et ’énergie cinétique : ’énergie mécanique reste
cependant toujours positive et I'énergie lagrangienne s’annule lorsque celles-ci sont égales. On
vérifie enfin que la moyenne temporelle de ’énergie lagrangienne correspond bien & sa composante

directe.

La figure 3.4 (b) illustre I’évolution temporelle de la puissance instantanée. On constate

que sa moyenne temporelle est non nulle, égale a la composante continue Py, et qu’elle vérifie

Pmax:PO+\/Pc2+P32'

x10™* x10°
25 25 . . . .
2t ]
15} 1
it
) 2 os5f
E os! ] £ s
at ] -1 H
-15¢ 1 -1.5¢
-2 2t
2% 02 04 06 05 1 ) 02 04 06 08 1
Time [s] Time [s]
(a) Energies instantanées: — T'(t), — W (t), (b) Puissance instantanée: — P(t);
— E(t), — L(t); énergie moyenne: — e — Ly puissance moyenne: — e —

FIG. 3.4: Evolution temporelle des grandeurs quadratiques du systeme a 2 ddl
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

A nouveau, ces grandeurs quadratiques instantanées peuvent étre décomposées en une partie
directe et deux parties oscillantes en quadrature. On note cependant qu’elles ne possedent pas
de partie réactive, les matrices M, K et C étant symétriques. Il est alors possible de donner un

sens physique aux différentes composantes de la puissance injectée? :

P, = P¥% 4 2w E, (3.21)

P, = P45 _ 2y E, (3.22)
pact _ Pgiss (3.23)
Preact = 2 Ly (3.24)

Les deux premieres relations montrent que les parties oscillantes de la puissance instantanée
traduisent les échanges entre la puissance dissipée et I’énergie totale contenue dans le systéeme.
La troisieme relation montre bien que la puissance moyenne est égale a la puissance dissipée.
Enfin, la derniere relation permet de proposer un sens physique pour la puissance réactive:
caractérisant le déphasage entre les vitesses et les efforts, elle est proportionnelle a ’énergie
lagrangienne, c’est-a-dire a la différence entre 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle. De
plus, ces deux énergies ayant la méme amplitude aux fréquences propres du systeme, ’énergie

lagrangienne permet d’en mesurer la proximité [5, 20].

x10
0.04 T T 4 0.04
0.03
0.03
0.02 2
0.02
5 0.01 1 = =
] g @
2 0 0o 2 3 oo
g 2 B
< 001} < <
0
-0.02} 1-2
-0.01
-0.03|
-0.04 : : -4 -0.02 - :
0 5 10 15 0 5 10 15
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Energies: — Ty, — W, (b) Puissances: — P,

— Fy, — Lo — \/P%+ P2, — preact
FIG. 3.5: Evolution fréquentielle des grandeurs quadratiques du systeme a 2 ddl
On visualise, figure 3.5, les évolutions fréquentielles des différentes énergies et puissances

moyennes. On vérifie bien qu’aux fréquences propres du systeme, ’énergie mécanique est maxi-

male et I’énergie lagrangienne est nulle. On souligne ici que cette propriété constitue une des

3. A titre d’exemple, le calcul permettant de déterminer I’expression de P. est détaillé en annexe A.2.
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3.2. Systemes discrétisés et bilans de puissance

hypotheses des méthodes hautes fréquences, a savoir 1’égalité entre énergies cinétiques et po-
tentielles lorsque le recouvrement modal est important [116]. De plus, la puissance active (ou
injectée, moyenne ou dissipée) admet deux résonances aux fréquences propres. Enfin, on ob-
serve que la puissance réactive se comporte effectivement de la méme maniere que 1’énergie

lagrangienne, moyennant une dépendance fréquentielle supplémentaire.

3.2.3 Puissances transmises et dissipées

Les expressions détaillées ci-dessus ont permis de montrer 1’équivalence entre la puissance
moyenne injectée, la puissance moyenne dissipée et la puissance active : ces grandeurs ne différent
que par le point de vue adopté lors de I’écriture du bilan de puissance. Dans le cas de 1’étude
de structures couplées, il est également intéressant d’observer la répartition de cette puissance
dans les différents composants. Afin de pouvoir facilement identifier ces derniers, on propose
d’étudier le systeme discret & six degrés de liberté présenté figure 3.6%. On y distingue une sous-
structure dite source et une sous-structure dite réceptrice, reliées par une interface composée de
deux jonctions de type ressort-amortisseur. On suppose que seule la source est soumise & une

excitation sur le 54™¢ degré de liberté.

+ jonction
>
k4 k7
VW — WA
,% %,
> > >
m; M
1
C4 k2 k3
AN AW
my
—1 1
Cy C3
Récepteur

FiG. 3.6: Schéma d’un systeme couplé discret masse-ressort-amortisseur a 6 ddl

La figure 3.7 (a) représente 1'évolution fréquentielle des différentes puissances du systeme.
On observe tout d’abord que la puissance injectée majore les différentes puissance dissipées,
respectant ainsi le bilan de puissance global. De plus, celles-ci admettent toutes des résonances
d’amplitude aux alentours des fréquences propres de vibration du systéme couplé. Enfin on
constate que suivant la fréquence, certains composants vont dissiper plus ou moins de puissance :
si ’essentiel de la puissance est dissipée par la jonction, celle-ci est concentrée dans la structure

source pour des fréquences supérieures a 20 Hz.

4. On trouvera en annexe A.3 les parametres du systéme ainsi que des figures illustrant son comportement

fréquentiel.
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

Power [W]
Power [W]

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Global : — P, — Pdiss, (b) A l'interface: — Pm—(Pgiss—i—P;’h'“(”S)7
_ szss’ _ dezss P}%ZSS, o P;T

FiG. 3.7: Bilan de puissance du systeme a 6 ddl

On introduit alors la notion de puissance transmise a la sous-structure réceptrice, définie
par:
P{p(w) = P"(w) — P§*(w) (3.25)

ol P™ est & la puissance moyenne injectée par la force f et Pgiss

est la puissance dissipée a
I'intérieur de la source. Bien entendu, ce bilan de puissance peut étre modulé de différentes
manieres suivant le découpage adopté pour isoler les composants. On peut ainsi envisager
différents cas suivant que l'on consideére la jonction comme un composant a part entiére ou
faisant partie de la source ou du récepteur. On note également que lorsque le récepteur n’est pas

relié & une autre sous-structure, I’ensemble de cette puissance transmise est dissipée:
P{p(w) = P> (w) (3.26)

Il est toutefois possible de déterminer directement la puissance transmise sans avoir a ef-
fectuer de bilan global sur I’ensemble de la structure. On se rapporte pour cela a la puissance
complexe associée a l'interface : )

H
Pi(w) = 3ol (3.27)
ou v; représente le vecteur des amplitudes complexes des vitesses sur les degrés de liberté d’in-

terface et f; celui des efforts d’interface, calculé comme une force de rappel du type:
fi =—(k+ jwec)Ax (3.28)

ou Ax représente le déplacement relatif entre deux degrés de liberté situés de part et d’autre de

la jonction. On retrouve alors la puissance transmise a l'interface en extrayant la partie réelle:
1 H
P;T(w) = 5%3 {vj fj} = Pis(w) (3.29)

On vérifie enfin, figure 3.7 (b), que ces trois définitions de la puissance transmise sont bien

équivalentes.
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3.3. Formulation théorique

3.3 Formulation théorique

3.3.1 Détermination des modes de flux de puissance

Comme il a été exposé au paragraphe précédent, la puissance moyenne a une fréquence w
donnée, qu’elle soit considérée comme dissipée ou transmise, peut étre déterminée a partir de la

partie réelle de la puissance complexe® :
Pow) = Re {P*(w)} = %?Re [ ) = %%e [FH0) (3.30)
Cette partie réelle peut étre explicitée de la maniere suivante:
Py(w) = i (FHo+ 0" f) (3.31)

En rappelant qu’en régime harmonique v = jwz, avec z € CV: le vecteur déplacement, cette
équation devient : .
Jw
Po(w) =7~ (fz+2"f) (3.32)

Dans le but d’exprimer Py en fonction des parametres du systéme, on introduit la matrice de

flexibilité dynamique (équation 3.5), dont on distingue la partie réelle et la partie imaginaire :
v =T(w)f = [ﬁFEe {D(w)} + jSm {D(w)} ] f (3.33)

En substituant cette équation dans I’équation (3.32), on obtient :

Pow) = 22 £ [1(w) - Tw)] (331

On aboutit donc & une expression de la puissance moyenne comme une forme quadratique

associée a la partie imaginaire de la matrice de flexibilité dynamique:

w
Po(w) = % /1Sm {T(w)} f (3.35)

Il est important de noter qu’étant donné que la puissance moyenne est une grandeur positive

ou éventuellement nulle et que la matrice Sm {I'(w)} est réelle et symétrique, on en déduit que

celle-ci est également semi-définie négative®.

La principale étape de la méthode consiste maintenant a optimiser cette puissance par rap-
port aux efforts extérieurs f [60]. En pondérant 1’équation précédente par la norme de ces efforts
au carré, on obtient un rapport entre deux formes quadratiques qui peut étre interprété comme

un pseudo-quotient de Rayleigh discrétisé relatif & Sm {I'(w)} :

Hcy
_w [TOmA{T(w)} f
2 f2f
5. Pour rester le plus général possible, on considere que les efforts extérieurs peuvent étre des grandeurs com-

plexes, f = f* +jf°.
6. On trouvera au chapitre 4.5.2 une démonstration de cette propriété dans un cas particulier.

R(w) = (3.36)
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

Optimiser R, a une fréquence w = wy donnée, conduit alors a différentier I’équation précédente
par rapport aux efforts. On traduit alors la condition d’extremum sur la partie réelle et la partie

imaginaire du probleme :
OR(wo)
ofsS

83%(&10) N

om0

=0 (3.37)

D’apres les propriétés de stationnarité du quotient de Rayleigh, cela revient a résoudre, pour

w = wp, un méme probléme aux valeurs propres équivalent :
SmA{l(wo)} —svIn|gp =0, v=1,...,N (3.38)

ou Iy représente la matrice identité de dimension N. On obtient ainsi une matrice diagonale
S = diag(s,) € RW-N) | également semi-définie négative, constituée des valeurs propres triées
par ordre croissant :

51 <82 <---<sy <0 (3.39)

et une matrice G = [g1 ... gn] € RW:N) orthogonale, constituée des efforts propres associés.

Celles-ci satisfont les relations d’orthogonalités suivantes :
GTG =1y (3.40)

GTIm {T(wg)} G =S (3.41)

Ces modes de flux de puissance étant indépendants des efforts extérieurs appliqués, ils per-
mettent de caractériser, a une fréquence wy donnée, la puissance moyenne potentiellement dis-

ponible au sein de la structure:

— les valeurs propres donnent une information quantitative sur I'amplitude du flux de puis-
sance associé a chaque mode;

— les vecteurs propres ou efforts propres donnent une information qualitative : ils représentent
les directions privilégiées par lesquelles transiteront les flux de puissance des valeurs propres

associées.

L’étude de la puissance moyenne sur un intervalle fréquentiel nécessite donc de résoudre
autant de problemes aux valeurs propres équivalents que de fréquences considérées. Or, si ces
résolutions sont mathématiquement indépendantes les unes des autres, les modes propres obtenus
représentent des quantités physiques dont le comportement peut étre supposé continu. Une

procédure d’appariage des modes d’une fréquence a I’autre a donc été mise en place®.

7. Ce résultat découle en fait directement des propriétés des matrices symétriques. On trouvera une analyse
détaillée des propriétés reliant matrices symétriques, formes quadratiques et quotient de Rayleigh dans la référence

[87], p. 282-290.
8. On trouvera une description de cette procédure en annexe B.
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Afin d’illustrer ces calculs on détermine les modes de flux de puissance du systeme discret a
2 degrés de liberté présenté précédemment (figure 3.1 et tableau 3.1). La figure 3.8 représente
les valeurs propres de flux de puissance en fonction de la fréquence. On constate tout d’abord
que celles-ci sont bien négatives et tendent vers zéro a une fréquence nulle. A I'image de la
puissance moyenne représentée figure 3.5 (b), la premiére valeur propre s; admet des résonances
aux alentours des fréquences propres du systéeme. On observe également que |sl1| > |s2|, sauf
dans une zone d’antirésonance ou les deux valeurs propres tendent & avoir le méme ordre de

grandeur : la seconde valeur propre est alors maximale.

Amplitude

0 5 10 15
Frequency [Hz]
FIG. 3.8: Evolution fréquentielle des valeurs propres de flux de puissance

du systeme a 2 ddl: — s1, — s

La figure 3.9 représente I’évolution de chacune des composantes des efforts propres. Celles-
ci varient en fonction de la fréquence: ces vecteurs propres tournent et vont méme jusqu’a
échanger leur déformées initiales aux alentours de I'antirésonance. Cependant, aux fréquences de
résonance, on constate que 'effort propre associé a la valeur propre dominante s; est colinéaire
aux modes propres de vibration. On vérifie ainsi le principe de ’appropriation modale selon
lequel Deffort qui excite le plus une structure a une fréquence de résonance est colinéaire a la
déformée propre de ce mode de vibration [135]. Les efforts propres constituant une base, on
constate aussi que le second vecteur propre est orthogonal a cette direction: il représente donc

les directions injectant le moins de puissance dans la structure.

3.3.2 Etude paramétrique des modes propres de flux de puissance

On propose ici une bréve étude numérique permettant d’observer I'influence des différents
parametres du systeme sur le comportement fréquentiel de ces modes de flux de puissance. Celle-
ci est complétée par la détermination d’une expression analytique des valeurs propres de flux de

puissance dans le cas d’un systeme simplifié particulier.
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FIG. 3.9: Evolution fréquentielle des efforts propres du systéme a 2 ddl:
— ddly, — ddls ; O modes propres de vibration

Influence des parametres de masse et de raideur

On s’intéresse tout d’abord a l'influence d’une variation de masse. On observe, figure 3.10
(a) qu'une augmentation de my diminue la fréquence des résonances de flux de puissance et
inversement. L’écart entre les deux valeurs propres a l'antirésonance tend également a se resserrer
lorsque m; &~ ma. Au niveau des efforts propres, figure 3.10 (b), on constate que suivant la
variation, les efforts propres n’échangent pas completement leurs déformées. De plus la vitesse

de leur rotation, liée a la pente aux points d’inflexion des différentes courbes, s’accélere lorsque

mi1 =~ ma.

Amplitude

Amplitude

Amplitude

Frequency [Hz] Frequency [Hz]

(a) Valeurs propres: — s1, — $2 (b) Efforts propres: — ddly, — ddls

Fic. 3.10: Influence d’une variation de mq sur les modes de flux de puissance:
— initial, --- -50%, — - — -20%, —— +20%, — +50%
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Concernant les parametres de raideur, on observe figure 3.11 qu'une augmentation de ks
déplace les résonances de flux de puissance vers les hautes fréquences et inversement. De méme,

lorsque la valeur de k3 tend vers celle de k1, la vitesse de rotation des efforts propres s’accélere.

Amplitude

Amplitude

Amplitude

Frequency [Hz] Frequency [Hz]

(a) Valeurs propres: — s1, — S (b) Efforts propres: — ddly, — ddls

FiG. 3.11: Influence d’une variation de k3 sur les modes de flux de puissance :
— initial, - -- -50%, — - — -20%, —— +20%, — +50%

Influence des parametres d’amortissement

On étudie maintenant l'influence des parametres d’amortissement. On considere, dans un
premier cas, les variations de I'amortisseur localisé c1, figure 3.12. Son action s’exerce princi-
palement sur la premiere résonance de s, dont la largeur de bande s’élargit lorsque celui-ci
augmente, et sur la position fréquentielle de son antirésonance. Au niveau des efforts propres
on remarque que plus ’amortissement est important, plus la vitesse de rotation diminue. Ils
finissent cependant par échanger complétement leurs déformées, quelle que soit la variation de
c1.

Dans un second cas, on utilise un modeéle d’amortissement proportionnel (équation 3.9) dont
les valeurs initiales des parametres a et b sont déterminées de telle sorte que les taux d’amortis-
sement modal initiaux soient conservés. On observe alors, figure 3.13 (a), qu'une variation de a
agit bien sur ’ensemble des résonances: plus 'amortissement est important, plus la largeur de
bande augmente et plus 'amplitude du pic diminue. De plus, si la fréquence de ’antirésonance
est décalée, I’écart entre les deux valeurs propres reste constant, ce qui est confirmé figure 3.13
(b) par la pente constante des courbes associées aux composantes des efforts propres.

Enfin, on se place dans le cas d’un amortissement structural dépendant d’un unique pa-
rametre n, dont la valeur initiale est également déterminée afin de conserver les taux d’amor-
tissement modal initiaux. On note, figure 3.14 (a), que les valeurs propres de flux de puissance

tendent vers une valeur constante non nulle a 0 Hz. Ceci traduit le fait que ce modele d’amortis-
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Amplitude

Frequency [Hz]

(a) Valeurs propres: — s1, — s2

Fic. 3.12: Influence d’une variation de ¢ sur les modes de flux de puissance:

Amplitude

Amplitude

Frequency [Hz]

(b) Efforts propres: — ddly, — ddls
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FiG. 3.13: Influence d’une variation de a sur les modes de flux de puissance:

Amplitude
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FiG. 3.14: Influence d’une variation de n sur les modes de flux de puissance:
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3.3. Formulation théorique

sement est proportionnel au déplacement, initialement non nul, contrairement a la vitesse. Une
variation de ce parametre agit de maniere identique a celle du parametre a sur ces valeurs. Elle
n’a cependant aucune influence sur les efforts propres associés, qui varient alors uniquement en

fonction de la fréquence (figure 3.14 (b)).

Approche analytique simplifiée

L’étude numérique précédente a permis de mettre en évidence un comportement des valeurs
propres de flux de puissance identique a celui des réponses en fréquence du systeme. De plus, si la
rotation des efforts propres rend leur évolution fréquentielle complexe, ils demeurent colinéaires
aux déformées propres aux alentours des fréquences de résonances. On propose donc de détailler
succinctement le calcul analytique des valeurs propres de flux de puissance afin d’établir leur

lien avec les caractéristiques modales du systeme.

La taille et la complexité des expressions analytiques augmentant tres rapidement avec le

nombre de parametres, on se place dans le cas particulier ou:

ki=ks=kr et ko=kyr (3.42)
L’équation d’équilibre du systeme s’écrit alors:

Cl =C3 = CJ et Co = CJJ
o |m 0 T\ 0
(s o) J()-() oo

On note que la matrice d’amortissement ainsi définie vérifie la condition de Caughey (équation

kr+kir —kir
—kir kr+krr

cr+cerr —oqr

—CII cr+crr

3.7). On calcule donc les modes propres de vibration du systéme conservatif associé:

wi= /2 et ¢y=[1 1T

m

wg = 4/ 7’”?3’”1 et ¢o=1[1 — 1]T

(3.44)

Le systeme matriciel étant diagonalisable dans I’espace modal, une approche par superposi-

tion modale permet de déterminer a moindre cout la partie imaginaire de la matrice de flexibilité

dynamique, sous la forme? :

M) = [71 (@) +72w) 7(w) - 72(w)] (3.45)
N(©) =72 M) +nW®)
| wer (3.46)

m (UJ) - _2 [(k‘] — me)Q + (LUC[)Q]

9. On trouvera le détail de cette procédure au chapitre 4.5.2.
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

2
Yolw) = - wier + Zepi) . (3.47)
2| (kr + 2kg1 —me)2+ (w(er +2¢r1))

On obtient alors les valeurs propres de flux de puissance en résolvant ’équation 3.38:

wer
(kr — w?m)? + (wey)?

s1(w) =271 (w) = — (3.48)

w(c; + 20][)
kr + 2kr; — w?m)? + (w(er + 2¢qr))

s9(w) = 292 (w) = T (3.49)

On constate que le dénominateur de chacune des valeurs propres est bien identique a celui
de 'amplitude de la réponse en fréquence, ce qui confirme I'influence des différents parametres
illustrée ci-dessus. On vérifie ensuite numériquement la validité de ces expressions. On visua-
lise, figure 3.15 les modes propres de flux de puissance associés a ce cas particulier. Dans ce
cas particulier, chaque valeur propre de flux de puissance passe par une unique résonance et
I’antirésonance est remplacée par un croisement a une fréquence admettant une valeur propre
double. En effet on remarque, équations 3.48 et 3.49, que seule la seconde valeur propre dépend
des parametres d’interaction entre les deux degrés de liberté: elle est donc directement associée

au second mode propre de vibration du systeme.
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(a) Valeurs propres: — si, — s2 (b) Efforts propres: — ddly, — ddls

Fia. 3.15: Cas particulier des modes de flux de puissance

On cherche alors & déterminer si ces fréquences de résonance coincident avec les fréquences
propres de vibration du systeme conservatif associé, qui correspondent également aux fréquences
de résonance d’amplitude en vitesse. En annulant les dérivées de s et so par rapport a la

pulsation w, on obtient :

1
2 == <2mk:[ — A+ \/16m2k:% — dmkc? + c%) (3.50)

simazx 6
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3.3. Formulation théorique

1
omas = 5 (2mlks + 2kir) = (1 +2e11)” +

\/lﬁmz(kj + 2]€H)2 — dm(kr + 2krr)(cr + 261[)2 + (er + 26[1)4> (3.51)

Si ces valeurs sont numériquement proches, elles ne sont pas identiques. Elles tendent cependant

vers ces pulsations propres lorsque ’amortissement tend vers zéro:

k k+ 2k;
lim w2, ~—=—=w! et lim w?, ,,6=-—=2"=ws 3.52
10 simax m 1 10 somazx m 2 ( )
crr—0 crr—0

Les valeurs propres de flux de puissance étant chacune associé a un mode de vibration du
systéme, on note enfin figure 3.15 (b) que les efforts propres associés sont indépendants de la

fréquence et colinéaires aux déformées propres de vibration.

3.3.3 Phénomene d’hybridation des efforts propres

Il a été montré ci-dessus que lorsque les répartitions de masse, de raideur et d’amortissement
sont symétriques au sein du systeme, les modes propres de flux de puissance admettent chacun
un comportement fréquentiel particulier associé a un mode de vibration du systeme. Or, des que
cette symétrie est perturbée, un mode de flux de puissance dominant se détache et les efforts

propres évoluent en fonction de la fréquence.

Ce type de phénomene a également été mis en évidence dans le cas des modes propres de
vibration. De nombreux articles de la littérature [125, 93] montrent que, pour des systemes
possédant des valeurs propres de vibration d’ordre deux, de petites perturbations de la symétrie
des parametres de ces systemes peuvent compromettre cette propriété. Ces modifications vont
générer des interactions entre les valeurs propres, parfois de maniere tres localisée, dont les
lieux vont se rapprocher jusqu’a atteindre une distance minimale, pour ensuite diverger. Ce
phénomene, appelé eigenvalue loci veering, va également impliquer une hybridation des efforts
propres associés, dont les déformées vont étre interverties de maniere rapide mais continue.

On constate effectivement, figure 3.16, que plus le caractére symétrique du systéme initial
est rompu (ici par rapport a la masse), plus les parametres ont une valeur différente (my < my),
plus le saut entre les deux courbes des valeurs propres en fonction de la fréquence augmente et
les valeurs propres se « repoussent ». Afin de visualiser ’hybridation des efforts propres associés,
particulierement importante dans cette zone d’antirésonance, on propose un critere basé sur
le produit scalaire normalisé entre deux efforts propres gi et g; pour des fréquences w; et w;

différentes, défini par:

k,l
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Amplitude

Frequency [Hz]

Fia. 3.16: Interaction des valeurs propres de flux de puissance pour une variation de masse:

— 81, — S25 - m2:1/3m1, —— m2:2/3m1, — My = M1

Les figures 3.17 (a) et (b) représentent la matrice x de ce critére pour les deux efforts propres
du systeme, sur un intervalle fréquentiel de 0-15 Hz: 'orthogonalité et la colinéarité entre ces
derniers se traduisent respectivement par une couleur bleu profond (x = 0) ou rouge profond
(x = 1). On vérifie tout d’abord, grace a la diagonale bleue, que cette base des modes de flux
de puissance est bien orthogonale a chaque fréquence, y compris dans la zone de décrochage
entre 6 et 9 Hz. Les zones rouges et intermédiaires illustrent le phénomene de déviation des
efforts propres: I'apparition d’un dégradé de couleur indique une faible vitesse de rotation. On
remarque enfin que plus le changement est brusque, plus 'hybridation finale est importante. Le
premier effort propre aux alentours de 15 Hz est alors identique au second tel qu’il était vers

1 Hz et inversement.
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(a) mo = 1/3m1 (b) mo = 2/3m1

FiG. 3.17: Critere d’hybridation des efforts propres
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3.4 Caractérisation des interfaces

On décide maintenant d’appliquer la méthode présentée a la caractérisation des efforts d’in-
terface entre deux composants d’'une structure couplée (figure 3.18). Celle-ci se compose d’une
sous-structure source (S) soumise a une excitation extérieure et d’une sous-structure réceptrice
(R) passive. Elles sont chacune constituées d’un ensemble de degrés de liberté parmi lesquels on

distingue les degrés de liberté intérieurs, notés i, des degrés de liberté de jonction, notés j.

Source (S)
F=
oi -
°?< Xj( 4 x5
R ’
659
°’ NJonction

L g w
Récepteur (R)

F1G. 3.18: Schéma général d’une structure couplée

La structure couplée globale vérifie donc I’équation d’équilibre suivante :

729 7 0 ) 7
_ () H(8) . (B B _
Zr=f o |29 29+25 7 o | =1 o (3.54)
0 28z |\ 2 0
ji i )

3.4.1 Détermination des modes de flux de puissance
On cherche a déterminer les modes du flux de puissance associés aux degrés de liberté d’in-
terface entre ces deux sous-structures. Il est donc nécessaire d’exprimer la puissance transmise

entre la source et le récepteur a partir des grandeurs d’interface. De la méme maniére qu’au

chapitre 3.2.3, celle-ci est issue de la puissance complexe :

PY () = gRe{£floy} = 22 (1112 + all 1) (3.5
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

Afin de retrouver une forme quadratique analogue a celle exposée équation 3.35, on exprime
le vecteur des déplacements d’interface x; comme le produit entre une matrice faisant intervenir
les parametres de la structure et le vecteur des efforts d’interface. On commence par découpler

les équations d’équilibre afin d’avoir acces a ces grandeurs d’interface. L’équation 3.54 devient :

S S S S
A (4)-(0)
Zji' 25 L) 1
s 401 (40 9)
Zi" 2 7 f;

ol f;s) représente les efforts extérieurs appliqués a la sous-structure source sur ses degrés de
liberté intérieurs et f;s) et f](R) les efforts d’interface s’exercant sur chaque sous-structure. En

considérant les relations de continuité aux interfaces:

{ 29 = 2 = g
Ty (3.58)
S) R
1O =1 =,

on obtient les relations suivantes, pour la sous-structure source:

7(9),.(5) +Z( ) _ f(S)
(s) ’(5) (S) Z (3.59)
ij it Z = _fj
et pour la sous-structure réceptrice:
(R).(R) (R)
Z: + Z;; =0
{ o g - T (3.60)
Zji + Z rj=fj
On déduit alors, & partir de la premiere équation 3.60 :
R R (R
o =~ 2] 2 (3.61)
Puis, par substitution dans la seconde équation 3.60 :
R R rR17 Y (r
[Zj(j - ZP 2P >] v = f (3.62)

En inversant cette équation on obtient donc la relation recherchée. Or, on peut vérifier par

un calcul matriciel d’inverse par bloc que cette expression correspond a la matrice de flexibilité

(R)

dynamique de la sous-structure réceptrice, restreinte a ses degrés de liberté de jonction I' i

-1
(B) _ | 7(B) _ 5(R) [ 7(R)] ™" H(R)
i - [ij -2 2P] 2 } (3.63)

On aboutit finalement a I’expression de la puissance transmise a l'interface suivante :

Pl (wp) = —30 Hom {r§f> (wo)} £ (3.64)
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3.4. Caractérisation des interfaces

Minimiser cette puissance conduit donc a résoudre, pour chaque fréquence considérée, un

probleme aux valeurs propres équivalent de la forme:
[%m {Fg-f)(wo)} —sl,INJ} g =0, v=1,...,N; (3.65)

ou N; représente le nombre de degrés de liberté d’interface. Dans la suite de ce mémoire, on
propose d’alléger les notations en posant: I'S = Sm {Fg-f)}. Les modes de flux de puissance

ainsi obtenus vérifient les mémes relations d’orthogonalité que celles détaillées précédemment :
G'G = Iy, (3.66)

GIrig=s (3.67)

ou G = [gl gNj] e RWiNi) et S = diag(s,) € RWN5Ni),

De méme qu’au chapitre 3.3.1, on souligne que ces modes de flux de puissance sont indépen-
dants des efforts d’interface exercés par la sous-structure source sur la sous-structure réceptrice.
IIs permettent de caractériser, a une fréquence wg donnée, la puissance potentiellement transmise
a linterface. Les efforts propres représentent donc des directions privilégiées, ou chemins de
puissance, par lesquels transiteront les flux de puissance proportionnels aux valeurs propres

associées.

Pour illustrer cette étape on représente les modes propres de flux de puissance du systéme

discret couplé introduit au chapitre 3.2.3.
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o % \TLquab—<
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£ o0
2 o
10 g v ]
. . . . . » . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Valeurs propres: — s1, — S (b) Efforts propres: — ddly, — ddls

(] modes propres de vibration

FiG. 3.19: Modes propres de flux de puissance du systéeme couplé & 6 ddl

L’interface étant composée de deux degrés de liberté on retrouve bien, figure 3.19 (a), deux va-
leurs propres de flux de puissance, la premiére étant dominante (|s1| > |s2|). On vérifie également

que celle-ci admet une résonance d’amplitude aux alentours de chacune des fréquences propres
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

de la structure réceptrice découplée. De plus, on observe figure 3.19 (b), qu’a ces fréquences
particulieres, les efforts propres sont colinéaires aux modes propres de vibration restreints aux

degrés de liberté d’interface.

3.4.2 Décomposition des efforts d’interface

La matrice G issue de la résolution du probleme aux valeurs propres équivalent constitue,
par définition, une base de taille N;: les efforts propres qui la composent recouvrent donc, a
une fréquence wg donnée, ’espace des chemins de puissance associés a l'interface. On propose

(Nj’l)

alors de décomposer les efforts réels d’interface f; € C , s’exercant au sein de la structure

couplée, en les projetant sur cette base de la maniere suivante :

N
fj =Ga= Zalzgu (368)
v=1

ott @« € CN3-D) est un vecteur regroupant les coefficients de projection complexes ay, = aX 4

R

joy;, représentant la participation de chaque effort propre g, dans f;. Ceux-ci sont facilement

déterminés a ’aide de la relation d’orthogonalité donnée équation (3.67):

N;
ngj = Z augggu = Qg (369)
v=1

En injectant cette relation dans I’équation 3.64 on obtient alors une expression de la puissance

transmise a l'interface en fonction des modes de flux de puissance:
wo o
P (wo) = —3ffl I (wo) f;
wo S & S S
= =2 (UM T wo) 7+ ()T T w0) £7)

= =2 (@S (G + (G TS (G
2 2 2 (3.70)
__wo R 3
3 () ()
w Nj
o 0 2
— g 2 el

v=

On souligne que, les valeurs propres de flux de puissance s, étant négatives ou nulles, le signe
négatif en facteur permet de retrouver la positivité de la puissance transmise. Celle-ci correspond
donc a la somme des puissances transmises indépendamment par chacun des N; modes de flux

de puissance, dénommées par la suite puissances modales P, :

Nj

w

PJ’?T(WO) = ZPy(wo) , avec: P,(wg)= —70’%/\281/ (3.71)
v=1

On vérifie, figure 3.20, que les puissances transmises déterminées a partir des équations 3.29

et 3.70 sont bien identiques:
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Power [W]

0 5 10 15 20 25 30
Frequency [Hz]

Fia. 3.20: Comparaison des puissances transmises a l'interface du systeme a 6 ddl:
- PJ” équation 3.70, o P}’" équation 3.29

3.4.3 Application

Description du modele numérique

Force
aSOUfce (S) 11 1 12 13 2
Jonction
3
V4 X
a , ' ' Interface
9 Recepteur (R) 21 22 23

FiG. 3.21: Schéma du systéme de poutres couplées

On propose d’appliquer cette démarche au systéme couplé académique représenté figure 3.21,
ayant un comportement dynamique plus riche que les systemes discrets précédents. Celui-ci est
constitué de deux poutres encastrées-libres, dont les propriétés géométriques et matériaux sont
données tableau 3.2, discrétisées de la méme maniere.

En se placant dans le cas d’un probléeme plan, on rappelle que chaque nceud possede trois
degrés de liberté. La sous-structure source est initialement excitée par un effort extérieur de 10
N, ayant une composante suivant T, au nceud 1 et suivant T, au nceud 2. Elle est couplée a la
sous-structure réceptrice par I'intermédiaire de trois jonctions en liaisons rotules. Celles-ci sont
modélisées & laide d’éléments de type ressort localisé (sans masse), dont les raideurs sont ex-
primées suivant les directions T’ et T),. L’ensemble de ce systeme est soumis a un amortissement
proportionnel. On choisit d’étudier le domaine des basses fréquences associé aux sous-structures

en considérant I'intervalle fréquentiel 0-2500 H z. Le systeme global est discrétisé en 410 éléments.
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Structure Source Récepteur
Dimensions (m) L=1,1=0,02
Epaisseur (m) 0,02 0,03
Module d’Young (Pa) 2,1.10% 6,7.1010
Densité (kg/m3) 7800 2700
Amortissement a=110"°b=1
Raideurs de jonction (N/m) k; = 1.1010

TAB. 3.2: Parametres initiaux du systéeme de poutres couplées

Modes de flux de puissance

Conformément aux développements précédents, on détermine les modes de flux de puissance
en résolvant, a chaque pas fréquentiel, le probleme aux valeurs propres équivalent donné équation
3.65. La structure réceptrice admettant des jonctions rotulées aux trois nceuds d’interface (21,

22, 23), on obtient bien six modes de flux de puissance, associés aux six efforts en translation.

Amplitude

Frequency [Hz]

0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Valeurs propres de flux de puissance: (b) Critere d’hybridation entre g; et g2

— 81, — 82, — 83, — 84, — S5, S6

FiG. 3.22: Modes de flux de puissance du systeme de poutres couplées

On visualise, figure 3.22 (a), I’évolution fréquentielle des valeurs propres de flux de puissance.

On remarque a nouveau qu’elles sont négatives et que la premiere, s;, admet des résonances

d’amplitude aux alentours de chaque fréquence propre de vibration de la structure réceptrice'°,

10. On note que les premieres fréquences propres de vibration sont situées a: 25, 150, 420, 815, 1250, 1335 et
1970 Hz.
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sauf a 1250 Hz ou la résonance se situe sur s4. Ceci s’explique par le découplage entre les
vibrations transverses et longitudinales de la poutre: les trois premieres valeurs propres sont ainsi
plutot associées au comportement en flexion et les trois suivantes au comportement en traction-
compression, dont le premier mode se situe bien a 1250 Hz. On note que le comportement de
ces valeurs propres tend a s’amortir lorsque la fréquence augmente.

On observe également des phénomenes de croisement et de déviation, notamment entre s;
et so. On applique, figure 3.22 (b), le critere de visualisation défini équation 3.53 entre les deux
efforts propres associés g; et go. Il permet de mettre en évidence un phénomene d’hybridation au
niveau des antirésonances. Conformément aux remarques précédentes, on note que plus I’écart
entre les valeurs propres est faible, plus le phénomene est important (par exemple a 1100 Hz)
et inversement (par exemple & 600 Hz).

On constate enfin la prédominance des valeurs propres s;, So et s4, qui ont des amplitudes

plus importantes et des comportements fréquentiels plus prononcés que les autres.

Caractérisation des efforts d’interface

On décompose maintenant, a chaque pas de fréquence, les efforts réels d’interface sur les
bases des efforts propres afin d’obtenir les coefficients de projection «, définis équation 3.68.
Au regard de leur nature complexe et de leur participation dans I'expression de la puissance

transmise, équation 3.70, on choisit de s’intéresser a leur module.

-

Power flow mode

0 500 1000 1500 2000 2500
Frequency [Hz]

Fia. 3.23: Coefficients de projection des efforts d’interface du systéme de poutres couplées

La figure 3.23 représente 1’évolution fréquentielle de ces grandeurs, normées de sorte que leur
somme soit égale a 1, a chaque pas de fréquence. On observe ainsi les variations des chemins
de puissance a I'interface. Ainsi a 50 Hz par exemple, les efforts réels d’interface se projettent
principalement suivant gs, alors qu’ils se répartissent suivant g; et go & 600 Hz. On constate a
nouveau le découplage entre les trois premiers modes, associés au comportement transverse, et

les trois derniers, associés au comportement longitudinal. De plus, on remarque que le chemin le
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

plus sollicité n’est pas forcément associé a la valeur propre de plus forte amplitude : une puissance
plus importante pourrait alors étre transmise a la sous-structure réceptrice en considérant des
propriétés de jonction, une sous-structure source ou des efforts extérieurs différents. Ceci est
illustré aux alentours de 1200 Hz ou on note une décomposition & 45 % suivant gg contre 20 %

suivant g4 et gs.
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Fic. 3.24: Evolution fréquentielle des puissances modales du systéeme de poutres couplées

La figure 3.24 (a) représente I’évolution fréquentielle des puissances modales, déterminées
a partir de I’équation 3.71. A I'image des bilans de puissance effectués sur le systeme discret
précédent, figures 3.7 et 3.20, on retrouve ici le comportement fréquentiel du systéme couplé.
On propose, figure 3.24 (b), une représentation normée de ces quantités: on visualise ainsi les
répartitions de la puissance totale transmise suivant les différents chemins de puissance. De
la méme maniere que pour les valeurs propres de flux de puissance, on constate le caractere
prépondérant des modes 1, 2 et 4 qui constituent un sous-espace principal par lequel transite la

plus grande partie de la puissance transmise.

Expressions approchées de la puissance transmise

Comme il a été souligné par Ji et al. [82], si les concepts liés a I'équation 3.70 exposés
ci-dessus sont particulierement intéressants, son colit de calcul est identique a 1’équation 3.64
faisant intervenir la forme quadratique initiale. En effet, il est toujours nécessaire de connaitre en
intégralité la matrice I'S pour en déduire ces modes propres. Certaines approximations peuvent

cependant étre effectuées afin d’alléger les calculs et d’estimer la puissance transmise a ’'interface.
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3.4. Caractérisation des interfaces

On se rapporte tout d’abord a la notion de sous-espace dominant, qui revient a tronquer

I’expression de la puissance transmise aux m < IN; modes de flux de puissance principaux:

0
P;T(wo) ~ Z Pl/(w()) = _7 Z |041/‘231/ (372)
v=1 v=1

La figure 3.25 (a) représente la puissance transmise associée & un sous-espace composé succes-
sivement de g1, [g1 g2] et [g1 g2 g4]. On observe, figure 3.25 (b), les erreurs relatives par rapport a
la puissance totale transmise: on constate que dans le dernier cas, plus de 60 % de la puissance
transmise est restituée. A I'inverse, on en déduit donc une propriété pratique du sous-espace
complémentaire, a savoir que les directions d’efforts associées aux modes 3, 5 et 6 font transiter
moins de 40 % de la puissance d’une sous-structure a lautre.

Inversement, le sous-espace complémentaire recouvert par les modes 3, 5 et 6 concentre moins

de 40 % de la puissance transmise, ce qui peut s’avérer utile dans un contexte d’isolation des

vibrations.
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(a) Puissances modales tronquées (b) Erreurs relatives

FiG. 3.25: Effet de troncature des puissances modales du systéme de poutres couplées:
— P, — P, — (Pr+ P), — (P + P+ Py)

En se rappelant que les modes de flux de puissance sont issus de la minimisation du quo-
tient de Rayleigh défini équation 3.36, une propriété simple des formes quadratiques peut étre

appliquée, afin d’encadrer la puissance transmise [87, 149]:

N; N
wo . wo
Py (@) = =5 | Dol | mins, < Pf7(wo) < =57 | D lowf* | maxs, = Pf7, (w)
v=1 v=1
(3.73)

ou min, s, et max, s, représentent respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs
propres de flux de puissance, a chaque pas de fréquence. Or, la matrice G étant orthogonale, on
remarque que:

ofla= fAGGTf; = f§, (3.74)
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3. METHODE DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

d’ou:
N; N;
Sl =185 (3.75)
v=1 =1

Il est alors possible de récrire 1’équation (3.73) sous la forme:

Nj Nj
wo . wo
Pfrmm(wo) =5 E | £5]? min s, < P]’-”"(wo) < 5 E £l max s, = ]ﬁrmax(wo)
i=1 i=1
(3.76)

On remarque ici que les bornes Pf" . (wo) et Pi"  (wo) ne dépendent que de la norme des

efforts d’interface et non de leur répartition ou de leur déphasage.

Power [W]

0 500 1000 1500 2000 2500
Frequency [Hz]
Fic. 3.26: Encadrement et valeur moyenne de la puissance transmise :
_ ptr ptr — ptr ... ptr
Jj [ J min J ma:p]’ J moy
On visualise, figure 3.26, 'encadrement de la puissance transmise déterminée a partir des
expressions précédentes. Si la limite supérieure peut étre considérée comme le pire cas envisa-
geable et étre ainsi assimilée a une grandeur dimensionnante, en particulier pour les tres basses
fréquences (0-600 H z), ses bornes se révelent trop large pour approximer la puissance transmise.

On peut donc finalement se ramener a une sorte de valeur supérieure moyennée définie par :

Nj
wo
By oy (@0) = =5 lefji\Q Smoy (3.77)
1=

Ol Sy,0y représente la moyenne des valeurs propres de flux de puissance a chaque pas de fréquence.
Celle-ci peut-étre facilement déterminée en utilisant la propriété d’invariance de la trace d’une

matrice par changement de base:

1 1
Smoy = 7 > o= N, > Tow (3.78)
v=1 v=1
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3.5. Conclusions

On constate que cette valeur tend encore globalement a surestimer la puissance transmise
tout en étant plus proche que les bornes précédentes. Elle peut donc constituer un premier indi-
cateur, nécessitant un faible cott de calcul. On note qu’on trouvera dans [81] d’autres expressions
approchées plus précises, valables dans certains cas particuliers (source rigide, récepteur flexible)

mais ne faisant pas intervenir les modes de flux de puissance.

3.5 Conclusions

Ce chapitre théorique a permis, dans un premier temps, de rappeler les principales notions
associées aux bilans de puissance dans les systemes discrets. En effet, si celles-ci demeurent
relativement simples, les relations entre les différentes quantités associées et leurs significations
sont rarement explicitées. Cela a permis de montrer que, sous réserve de définir correctement
les différentes sous-structures intervenant dans le bilan global, la puissance moyenne transmise
par une sous-structure source a une sous-structure réceptrice est donnée par la partie réelle de
la puissance complexe.

La méthode des modes de flux de puissance a tout d’abord été exposée dans le cas d’un
systeme académique simple. Celle-ci s’appuie sur une formulation en déplacement de la puis-
sance moyenne, dont la minimisation par rapport aux efforts extérieurs conduit a résoudre un
probleme aux valeurs propres, associé a la partie imaginaire de la matrice de flexibilité dyna-
mique. Les valeurs propres et les efforts propres ainsi déterminés fournissent, respectivement,
des informations quantitatives et qualitatives sur les flux de puissance a 'intérieur de la struc-
ture. Une étude paramétrique a également mis en évidence des comportements complexes de ces
grandeurs, tant vis-a-vis des parametres du systeme que de la fréquence considérée.

Cette méthode a enduite été appliquée a I’étude de la puissance transmise & l'interface entre
deux sous-structures. Dans ce cas, les modes de flux de puissance ne dépendent plus que des
propriétés de la sous-structure réceptrice et permettent de caractériser les efforts réels d’interface.
Des coefficients de projections permettent alors d’identifier les directions associées aux différents
chemins de puissance. Il a ainsi été constaté que certains d’entre eux constituent un sous-espace
dominant, par lequel transite la majeure partie de la puissance. Il a enfin été souligné que ceux-
ci permettent de déterminer rapidement et a moindre cotut des expressions approchées de la

puissance transmise.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Le chapitre précédent a permis de définir les nouvelles grandeurs d’intérét que constituent les
modes propres de flux de puissance et d’exposer leur comportement complexe par rapport aux
parametres physiques de la structure ainsi qu’a la fréquence. Leur application a la caractérisation
des interfaces entre deux sous-structures a mis en évidence la notion de chemin de puissance.

On propose dans ce chapitre de détailler certaines propriétés particulieres de ces modes.

On s’intéresse dans un premier temps a I'influence du type de jonction sur les mécanismes de
transfert de puissance. On étudie en particulier le role des moments & I'interface. On propose en-
suite de s’affranchir des phénomenes d’hybridation des efforts propres a 'aide d’approximations
sur une bande de fréquence. Cette démarche permet également d’aborder la question de I'exten-
sion de la méthode aux domaines des moyennes et hautes fréquences. Dans un second temps,
on expose une technique d’optimisation des efforts d’interface vis-a-vis des efforts extérieurs
appliqués a la sous-structure source, mettant en évidence la controlabilité des chemins de puis-
sance. On présente enfin différentes approches de calcul de la matrice de flexibilité dynamique,
adaptées aux cas de structures complexes et de grandes tailles et utilisables dans un contexte

de conception robuste de structures industrielles.

4.2 Sollicitations en efforts généralisés aux interfaces

De maniere générale, les efforts d’interface entre deux sous-structures sont susceptibles de
s’exercer aussi bien sous la forme de forces suivant les degrés de liberté de translation non per-
mis par la jonction, que de moments suivant les degrés de liberté de rotation. Une simplification
courante vise a limiter ces efforts a leurs composantes transverses, plus significatives. Les compo-
santes longitudinales peuvent toutefois avoir un impact, en particulier dans le cas de structures
courbes ou résultant de ’assemblage entre une sous-structure exhibant des modes de traction-
compression et une autre des modes de flexion. Les degrés de liberté de rotation sont en revanche
plus difficiles & observer expérimentalement et ont ainsi fait I’'objet de nombreuses études [49].
En particulier, les travaux de Petersson relatifs a la méthode du descripteur de source ont per-
mis de mieux comprendre le role des moments dans les transferts vibratoires [122, 123, 124]. 11
a ainsi été montré que si la puissance générée ou transmise par les moments tend a avoir une
influence grandissante dans les hautes fréquences, elle se révele également significative en basses
fréquences, dans le cas ou la jonction est positionnée pres d’une discontinuité structurale.

Il est donc nécessaire de prendre en compte I’ensemble des degrés de liberté d’interface
sollicités par les jonctions dans l'analyse des structures couplées. Or, les excitations mixtes
en efforts et en moments ne sont pas directement comparables en raison de leurs différentes

dimensions respectives, d’ou I'intérét de considérer les termes de puissance transmise associés.
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

En se placant dans le cadre d’une méthode en mobilité, Moorhouse a proposé de pallier
cette incompatibilité en introduisant une matrice de mobilité adimensionnelle [109]. Celle-ci est
obtenue en divisant les termes initiaux par les moyennes géométriques des mobilités ponctuelles
associées: une mobilité croisée est ainsi pondérée par une mobilité ponctuelle en effort et une
mobilité ponctuelle en moment. Il est alors possible de quantifier le couplage entre deux excita-
tions différentes, quelle que soit leur dimension, et de déterminer dans quelle mesure un effort
ou un moment appliqué en un endroit va affecter la puissance transmise par un autre effort ou

un moment.

4.2.1 Matrice de flexibilité dynamique adimensionnelle

De maniere analogue a la méthode mentionnée ci-dessus on constate que, dans le cas général,
la partie imaginaire de la matrice de flexibilité dynamique associée aux degrés de liberté d’in-
terface en translation ou en rotation, se compose de termes non homogenes ayant des ordres
de grandeur différents. Afin de ne pas privilégier une information par rapport a ’autre dans la
détermination des modes de flux de puissance, on propose donc d’appliquer cette méthode de

pondération au probléme aux valeurs propres équivalent (équation 3.38) [109, 82].

. . N , . (&3 , .
Celle-ci consiste a pondérer la matrice I'® et le vecteur des efforts réels d’interface par une

matrice diagonale adimensionelle D € RWi-Ni) | telle que:

Dy = S (4.1)
TS (00|

On obtient ainsi deux nouvelles quantités pondérées T'S € RWViNi) et f] e CWiD) .
¥ =Drsp (4.2)

fi=D7'f (4.3)

a partir desquelles on peut exprimer la puissance transmise a l'interface, donnée par ’équation
3.70, sous la forme:

Wo L H+S Wo - Hex =

S =5 T (4.4)

Py (wo) = — 5

La matrice I'S possédant les mémes caractéristiques que I'S il est alors possible de reprendre

la méthode des modes de flux de puissance (chapitre 3.4) pour obtenir les relations suivantes :
GTTSG =15 (4.5)
G'G = Iy, (4.6)

ott S € RWiNi) est 1a matrice diagonale constituée des valeurs propres de flux de puissance et

G € RWi:Ni) 1a matrice orthogonale regroupant les efforts propres, associés au nouveau probléme
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4.2. Sollicitations en efforts généralisés aux interfaces

pondéré. On retrouve également ’expression des coefficients de participation des différents che-

mins de puissance :
a=G'f;=G'Df (4.7)

A nouveau, ceux-ci permettent d’exprimer la puissance transmise a l'interface:

Nj
wo _ _
Pl (wo) = =2 3|, (48)
v=1

On note que, conformément aux observations de Ji et al. [82], différentes matrices de pondération
peuvent étre utilisées, faisant appel a différentes normes de la matrice du probleme aux valeurs
propres initial: elles auront chacune un impact différent sur I’approximation de la puissance

moyenne dissipée.

4.2.2 Application

Afin d’illustrer cette approche par pondération, on propose de reprendre I’étude du systéeme
de poutres couplées introduit au chapitre 3.4.3 en considérant cette fois-ci le cas de liaisons
completes. Celles-ci sont modélisées par des raideurs localisées aux nceuds de jonction, suivant
les directions T, T, et R..

Power [W]

0 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency [Hz]

Sign
o
|

0 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency [Hz]

F1G. 4.1: Puissances transmises suivant les ddl de translation et de rotation:
- Ptran37 - Prot
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

On observe tout d’abord, figure 4.1, les puissances respectivement transmises suivant les
degrés de liberté de translation et de rotation, déterminées a partir de 1’équation 3.29, suc-
cessivement restreinte aux différentes composantes. La nature complexe des vitesses et des ef-
forts d’interface ne garantit cependant pas la positivité de ces quantités: les relations entre les
déphasages des différents degrés de liberté entrainent alors des changements de direction de ces
puissances. On visualise donc simultanément 1’évolution fréquentielle de leurs amplitudes ab-
solues respectives ainsi que des signes associés. En accord avec les remarques précédentes, on
constate qu’elles sont du méme ordre de grandeur et que la puissance transmise par les rota-
tions majore méme celle issue des translations a certaines fréquences. Il est donc nécessaire de
prendre en compte ’ensemble des degrés de liberté dans la caractérisation des interfaces entre

deux sous-structures.

Amplitude
IR I
o o

&

Amplitude

2
. . . . 10 . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Avant pondération (b) Aprés pondération

F1G. 4.2: Valeurs propres de flux de puissance généralisées :

— 81, — 82, — 83, — 84, — S5, S6, — ST, 58, — 59

On compare maintenant 1’évolution fréquentielle des valeurs propres de flux de puissance,
dont le nombre a augmenté avec celui des degrés de liberté d’interface, issues du probleme initial,
puis pondéré. On retrouve, figure 4.2 (a), le méme comportement que celui présenté au chapitre
3.4.3. On note cependant que les amplitudes associées aux modes dominants sont plus impor-
tantes, ce qui semble cohérent avec ’augmentation des contraintes aux jonctions!. On constate,
figure 4.2 (b), que bien que 'allure des valeurs propres du probleme pondéré soit différente, celles-
ci vérifient encore les principales caractéristiques: elles sont négatives, admettent des résonances
et certaines constituent un sous-espace dominant. Ce dernier est d’autant plus distinct que les

valeurs propres restantes passent alors par des antirésonances.

1. Le comportement en flexion est en effet fortement perturbé par la rigidification des liaisons au niveau des

rotations, contrairement & la traction-compression dont le mode & 1250 Hz ne semble pas affecté (cf. figure 3.22

(a)).

85



4.2. Sollicitations en efforts généralisés aux interfaces
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Fi1G. 4.4: Coefficients de participation modale du probleme pondéré

On s’intéresse ensuite a la projection des efforts réels d’interface sur ces bases d’efforts
propres. On remarque, figure 4.3 (a), qu’avant pondération ceux-ci se projettent essentiellement
suivant les modes 4, 5, 6 et 9 qui n’appartiennent pas au sous-espace dominant. De plus, ces coef-
ficients de projection restent relativement faibles (< 50%), ce qui indique que plusieurs chemins
participent a la transmission de puissance a une fréquence donnée. Apres pondération, figure 4.3
(b), on note & nouveau une faible projection suivant le sous-espace principal et une distribution
globale sur I’ensemble des modes restant (< 50%), sauf & quelques fréquences localisées olt un
mode particulier transmet plus de 80 % de la puissance (40 Hz, 420 Hz et 1250 Hz).

Les coefficients de participation modale permettent & nouveau de distinguer le role prépondé-
rant du sous-espace dominant. Bien entendu on observe que celui-ci ne regroupe pas les mémes
modes: [g1 g2 g7] et [g1 G2 Ga], respectivement avant et aprés pondération. On décide alors

d’étudier I’évolution fréquentielle des différentes composantes des efforts propres. On vérifie,
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

figures 4.5 (a) et (b), qu’avant pondération les efforts propres associés au comportement en
flexion sont principalement portés soit par les rotations (par exemple pour g;), soit par les
translations (par exemple pour gs). Ceci explique les différences entre la figure 4.3 (a), o 'on
visualise la prépondérance des forces sur les moments a l'interface, et la figure 4.4 (a) ou l'on
retrouve I'importance des degrés de liberté de rotation dans la puissance transmise. A 'inverse,
une fois le probleme pondéré, on observe figure 4.5 (c) que les différentes composantes ont
maintenant le méme ordre de grandeur (par exemple pour g;). La décomposition des efforts
réels fait donc intervenir un nombre plus important d’efforts propres. Enfin, on souligne que
le comportement en traction-compression demeure découplé de celui en flexion, mais que la

pondération a permis de mieux mettre en évidence son importance en 1’associant au mode 2,

figure 4.5 (d).

4.2.3 Conclusion

Les moments d’interface jouent donc un réle particulierement important dans la transmis-
sion de puissance entre sous-structures. Les phénomenes associés demeurent néanmoins tres
complexes et particulierement difficiles & mettre en évidence. Si cette démarche de pondération
des modes de flux de puissance se justifie physiquement et est facile a mettre en ceuvre, elle com-
plique cependant la détermination des chemins de puissance dominants qui deviennent plus nom-
breux et donc moins actifs, en particulier lorsque les comportements vibratoires des différentes

sous-structures se complexifient.

4.3 Approximations sur une bande de fréquence

Il a été montré au chapitre 3.4 que la méthode de caractérisation des interfaces proposée dans
ces travaux se base sur la décomposition des efforts réels d’interface sur la base des efforts propres.
Or, ceux-ci sont issus de la résolution du probléme aux valeurs propres associé a la matrice I'S
qui, par définition, dépend fortement de la fréquence. Il en résulte des phénomenes d’hybridation
de ces vecteurs propres dont les effets vont se répercuter sur la détermination des chemins de
puissance dominants. Il a cependant été constaté que les efforts propres varient peu au niveau
des fréquences de résonance de la puissance transmise, ou la réponse du systeme dépend d’un
seul mode de vibration, a l'inverse des antirésonances. De méme, ceux-ci tendent a se stabiliser
au fur et a mesure que la fréquence d’étude se rapproche de l'intervalle des hautes fréquences
associé a la sous-structure réceptrice, en raison de ’augmentation de sa densité modale. Dans
ces cas, il semble intéressant de déterminer une unique base d’efforts propres, indépendante
de la fréquence, qui soit représentative des configurations d’efforts d’interface sur l'intervalle

fréquentiel considéré.
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Approximations sur

une bande de fréquence
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FiG. 4.5: Effet de la pondération sur les efforts propres:

— neceud 21, — neceud 22, — noeud 235 - - -

4.3.1 Filtrage des efforts propres

Tacv - Tyy - Rz

Dans un contexte vibro-acoustique, Cazzolato et Hansen ont proposé de minimiser I’énergie

potentielle acoustique intérieure a une cavité en minimisant 'amplitude de modes de rayonne-
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

ment déterminés & partir du comportement dynamique du systeme couplé?. Ces grandeurs ont
ensuite été utilisées comme signaux d’erreur pour une stratégie de contrdle actif du bruit [32].
La mise en ceuvre expérimentale de ce systeme nécessite cependant un nombre important de
capteurs discrets afin de déterminer les déformées des modes de rayonnement, qui dépendent
fortement de la fréquence. Une méthode de normalisation des bases des modes de rayonnement
a donc été utilisée [30]. Celle-ci vise & projeter I’ensemble des bases comprises dans l'intervalle
fréquentiel d’étude sur la base associée & une fréquence de référence. Ainsi, moyennant une erreur
sur I’expression approchée de I’énergie potentielle, un faible nombre de capteurs de formes fixes

peut étre employé, d’ou une simplification du systeéme de controle.

On propose ici de reprendre cette méthode de normalisation en ’appliquant aux modes de flux
de puissance. On choisit tout d’abord une fréquence de référence, correspondant typiquement
a une fréquence de résonance de flux de puissance, dont la base des efforts propres G,.y est
considérée comme représentative du comportement des modes de flux de puissance, sur une
bande de fréquence. On construit ensuite une matrice de projection orthogonale P e R(N:i:N;)

reliant la base de référence, notée Gy, a celle d'une autre fréquence de l'intervalle, G :
G =Gprep P (4.9)
d’ou, par orthogonalité de la base de efforts propres:

P=G L G=Gl;G (4.10)

On note que cette matrice de projection étant a diagonale dominante, voire strictement domi-
nante si l'intervalle ne contient qu’une seule résonance, le phénomene d’hybridation des efforts

propres reste relativement faible. Il est alors possible de récrire ’équation 3.67 sous la forme:
IS = GSG" = (Grey Gl.p) GSGT (Grey Gl ) (4.11)

On en déduit une nouvelle expression de la partie imaginaire de la matrice de flexibilité dyna-
mique:

% = Gref Spep Gl (4.12)

ol Spef = PSPT ¢ RWi:Ni) correspond & la nouvelle matrice des valeurs propres de flux de
puissance. Celle-ci est cependant pleine et a diagonale dominante, sauf a la fréquence de référence
ou elle devient purement diagonale. Il est donc nécessaire de la rendre diagonale quelle que soit

la fréquence considérée dans l'intervalle, afin d’obtenir un ensemble d’équations indépendantes :

Sref = diag (Syer) = diag (PSPT) (4.13)

2. Cette méthode s’apparente aux modes de rayonnement proposés par Elliott et Johnson [44], présentés

brievement au chapitre 2.4.3.
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4.3. Approximations sur une bande de fréquence

On obtient finalement une expression approchée de la puissance transmise, s’appuyant sur
une seule base fixe d’efforts propres et faisant intervenir une matrice des valeurs propres de flux

de puissance filtrée, dépendant encore de la fréquence:
PI"(wp) = ——OfH Gref Syes G fi (4.14)
j \Wo) = o i ref Pref Mref Jj )

Cette relation demeure acceptable dans la mesure ou l'intervalle d’étude correspond au voisinage
de la fréquence de référence, n’entrainant ainsi qu’une faible perte de précision sur la puissance

transmise.

On note cependant que cette approche a posteriori nécessite de connaitre, et donc de
déterminer préalablement, I’ensemble des modes de flux de puissance sur l'intervalle fréquentiel.
Une approche a priori, prenant en compte un comportement moyen de la sous-structure réceptrice,

serait alors plus intéressante vis-a-vis du cotit de calcul.

4.3.2 Matrice de flexibilité large bande

Une premiere possibilité s’appuie sur le fait qu’a chacune des résonances de la valeur propre
de flux de puissance dominante, ’effort propre associé est colinéaire a la déformée du mode de
vibration de la sous-structure réceptrice le plus proche, restreinte aux degrés de liberté d’in-
terface. On peut ainsi envisager de construire une base de modes de flux de puissance a partir
des déformées propres des principaux modes de vibration. I a cependant été constaté que cette
simplification entraine des erreurs importantes sur I’approximation de la puissance transmise.
Ceci est en partie di au fait que les modes ainsi constitués ne sont pas orthogonaux par rapport
a la matrice T'S et ne représentent donc pas suffisamment le sous-espace dominant des modes

de flux de puissance.

Une seconde possibilité vise a déterminer un unique ensemble de modes de flux de puissance
correspondant & une bande de fréquence. On propose pour cela de calculer une matrice de

Ry

flexibilité dynamique moyenne I'; , , définie par :

N
[ 1 x
Ty = 3 > T (wi) (4.15)
i=1
On résout alors le probleme aux valeurs propres équivalent suivant :
D0y = Smoyy I, | Gmo, =0, v =1, (4.16)
d’ot1 'on obtient les matrices Syoy € RWGNi) et Gmoy € RWGN;) représentant respectivement

les valeurs propres de flux de puissance et les efforts propres associés au comportement moyen

de la sous-structure réceptrice.
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

On projette ensuite, a chaque fréquence, les efforts réels d’interface sur cette base G0y €t
I’on retrouve finalement une expression approchée de la puissance transmise a l'interface sous la

forme :

T wo
P]t (w) ~ _?f]H Gmoy Smoy G%oy fj (4.17)

Bien entendu, la notion de comportement moyen n’a aucun sens dans le domaine des basses
fréquences, ou la sous-structure admet des successions de résonances et d’antirésonances. Néan-
moins, a mesure que les fréquences considérées s’apparentent aux domaines des moyennes et
hautes fréquences, cette approche par matrice de flexibilité large bande rejoint les méthodes

présentées au chapitre 2.3.4, en particulier les équations 2.34 et 2.35.

4.3.3 Application

On propose d’illustrer ces deux approches en se ramenant & I’étude du systeme de poutres
couplées dont les propriétés ont été modifiées afin que la sous-structure source exhibe un compor-
tement rigide et la sous-structure réceptrice un comportement souple®. On observe ainsi, figure
4.6 (a), les différents criteres de densité modale : pour les sous-structures source et réceptrice, 1'in-
tervalle 2000-4000 H z correspond respectivement aux basses et aux hautes fréquences. Ceci est
confirmé par la figure 4.6 (b), représentant ’amplitude des efforts réels d’interface. On constate
en effet qu’a partir de 1500 H z, le comportement modal de la structure globale tend a s’estomper

pour faire place a un comportement moyen.
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5 _
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: @
g 500f 3
g =
o £
= <<
8
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500 | . . "
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Densités modales des structures: (b) Efforts d’interface: — noeud 21,
— source, — réceptrice, — globale — neceud 22, — nceud 23

F1a. 4.6: Systeme couplé composé d’une source rigide et d'un récepteur souple

3. Pour simplifier les résultats suivants, on se place dans le cas de jonctions rotulées et la sous-structure source

est uniquement excitée en flexion.
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4.3. Approximations sur une bande de fréquence

La figure 4.7 représente les valeurs propres de flux de puissance, calculées de maniere exacte.
Elle illustre également parfaitement les changements de domaines fréquentiels associés a la sous-
structure réceptrice. On note en particulier qu’a partir de 2500 H z, les valeurs propres associées

au comportement en flexion (s, s et s3) tendent a avoir le méme ordre de grandeur.

Amplitude

0 1000 2000 3000 4000 5000
Frequency [Hz]

F1G. 4.7: Valeurs propres de flux de puissance de la sous-structure réceptrice souple :

— 81, — 82, — 83, — S84, — S5, S6

Approximation au voisinage d’un mode de vibration

On s’intéresse dans un premier temps a un intervalle basses fréquences compris entre 120-440
Hz et 'on cherche a approcher la puissance transmise au voisinage d’un mode de vibration situé
a 267 Hz. On compare, figure 4.8 (a), les évolutions fréquentielles des valeurs propres de flux
de puissance normalisées a l'aide de la méthode de filtrage, par rapport aux valeurs exactes.
On remarque tout d’abord que celles-ci sont égales pres de la fréquence de référence. Les ma-
trices Grer et G sont alors pratiquement identiques et les matrices Sy.; fortement diagonales.
En revanche, en dehors de cette zone, on note que plusieurs valeurs propres admettent simul-
tanément des résonances, d’ou un nombre plus important de chemins de puissance contribuant
de maniere significative a la puissance transmise. On constate ainsi, figure 4.8 (b), que cette
approche tend a sur-estimer tres fortement la puissance transmise lorsque 'on s’écarte de la
fréquence de référence. Les flux de puissance exacts sont alors associés a d’autres directions

d’efforts propres, moins dominantes.

On souligne enfin que, dans ce cas précis, les calculs de puissance sont effectués a partir de
la base complete des modes de flux de puissance. Or, dans le cas de structures complexes de
grandes tailles, les sous-espaces principaux peuvent étre composés d’un nombre important d’ef-
forts propres, dont les directions vont également fortement varier suivant la bande de fréquence
considérée. Il semble alors intéressant de normaliser les modes propres de flux de puissance non
pas par rapport a une unique base de référence, mais par rapport a une matrice regroupant les

différentes directions principales de l'intervalle fréquentiel.
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Fia. 4.8: Approximation des modes de flux de puissance en basses fréquences

Extension aux moyennes et hautes fréquences

Dans un second temps, on considere l'intervalle 3500-5000 H z représentant le domaine des
hautes fréquences. La figure 4.9 montre les valeurs propres de flux de puissance déterminées a
partir des deux approches présentées. On remarque que si les valeurs normalisées a 4040 Hz
sont du méme ordre de grandeur que les valeurs exactes, elles ne sont pas identiques. Ceci est en
partie du au fait que la base de référence est tres sensible au phénomene d’hybridation des efforts
propres, puisqu’elle est associée a une fréquence d’antirésonance de la valeur propre dominante.
On vérifie de plus que les valeurs moyennes donnent bien une image approchée du comportement
sur cette bande de fréquence.

On visualise & nouveau, figure 4.9 (b), les différentes puissances transmises déterminées.
Les erreurs relatives sont cette fois-ci moins importantes au regard de 'ordre de grandeur et
I’évolution fréquentielle est respectée. Une variante de la méthode de filtrage est également
illustrée. L’hybridation des efforts propres étant assez faible a ces fréquences, on propose ici de
ne pas corriger la matrice S a chaque fréquence et donc de la conserver fixe, identique a celle
déterminée a 4040 Hz. On constate que I’estimation associée tend a donner de meilleurs résultats

que ’approche par matrice de flexibilité large bande.

4.3.4 Conclusion

Cette étude visant a approximer les flux de puissance sur une bande de fréquence confirme
bien les observations effectuées a l'issue du chapitre précédent : les phénomeénes d’hybridation
sont une caractéristique essentielle et complexe des efforts propres. Ils traduisent notamment
I’action du comportement vibratoire sur les chemins de puissance a 'interface. Il est ainsi difficile

de déterminer une base d’efforts propres de référence en basses fréquences, ou les chemins de
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F1G. 4.9: Approximation des modes de flux de puissance en hautes fréquences

puissance sont associés au mode de vibrations ayant la fréquence propre la plus proche. En
revanche, lorsque les fréquences considérées s’approchent des moyennes et hautes fréquences,
ce comportement modal tend a s’estomper, ce qui implique une stabilisation des chemins de
puissance. Il est alors possible d’évaluer la puissance transmise suivant différents chemins fixes de
puissance, de maniére approchée. On remarque cependant que la notion de sous-espace principal
semble moins pertinente dans ce cas.

On souligne enfin que cette approche peut se révéler utile dans un contexte d’isolation active
des vibrations ou il s’agirait d’évaluer rapidement la projection des efforts réels d’interface sur
les modes de flux de puissance afin d’exercer, en temps réel, une force de rétroaction sur la
structure. A Iimage du dispositif proposé par Cazzolato et Hansen [32], le fait de considérer une
base d’efforts propres fixe permettrait de s’affranchir de leur identification a chaque fréquence
et donc de conserver des configurations d’excitateurs fixes, associées a chacun de ces chemins de
puissance dominants. Une telle démarche a été mise en place par Burgemeister, dans un contexte
vibro-acoustique, afin de minimiser la puissance acoustique émise par une structure, a l'aide de
plaques perforées controlées activement en minimisant un critére d’erreur basé sur des modes

de rayonnement [30].

4.4 Controlabilité par les efforts extérieurs

La méthode de caractérisation proposée dans ces travaux repose sur la capacité qu’ont les
efforts réels d’interface a se projeter suivant des directions colinéaires a certains modes de flux de
puissance. On rappelle de plus qu’il a été montré par Bardou et al. que le controle optimal des

vibrations d’une structure est obtenu en minimisant la puissance introduite dans celle-ci. Or, les
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

valeurs propres de flux de puissance représentent la puissance potentiellement transmise a la sous-
structure. Il semble alors particulierement intéressant de solliciter en priorité les modes ayant les
valeurs propres les plus faibles en valeur absolue. On propose ainsi d’étudier la controlabilité de
ces chemins de puissance a 'interface, a partir des efforts extérieurs exercés sur la sous-structure

source.

4.4.1 Formulation théorique

Il s’agit donc ici de déterminer, a une fréquence d’intérét donnée, pour une topologie de
jonction donnée, les forces extérieures a exercer sur la structure afin de générer des efforts

d’interface colinéaires a un chemin de puissance choisi a priori.

De la méme maniere qu’au chapitre précédent, on commence par déterminer les équations
d’équilibre des différentes sous-structures, en distinguant les degrés de liberté internes des degrés
de liberté de jonction et en tenant compte des relations de continuité aux interfaces (équation
3.58). On retrouve ainsi, pour la sous-structure source :

S S
{ 2ot 2o = (413
i x4 —f;

et pour la sous-structure réceptrice :

{ 2P 4 7 )a:] _o

(22 Z

R
Zj(l)£)+Z rj = fj

(4.19)

Le but est alors d’exprimer le vecteur des efforts extérieurs appliqués a la sous-structure source

f(S), en fonction des efforts d’interface f; et de I'ensemble des parametres physiques. En sub-

X ()

stituant l’expression de ;" obtenue a partir de la premiere ligne de I’équation 4.19 dans la

seconde ligne, on obtient :

)

-1
zj = [Z](m 2z [Z.( )} Z.(R)} fi=Tf (4.20)

On note qu’on retrouve ici la matrice de raideur dynamique condensée sur les degrés de liberté

d’interface, dont 'inverse correspond a la restriction de la matrice de flexibilité dynamique sur

(5)

ces mémes degrés de liberté d’interface. On détermine ensuite z;”’ a partir de la premieére ligne
3

de I’équation 4.18:

) _ [ (9 _ S)p@)
T = [Zz‘z‘ } (fi —Z;; Ly, fj) (4.21)
que l'on substitue a son tour dans la seconde ligne:
) [ )] (8 _ ] p@
Z9 20 19 =- Hrjj] ri! fj+INJ f; (4.22)

Or, d’apres un calcul d’inverse par bloc, on relie les sous-matrices de raideur et de flexibilité par
I’équation :

() _ 18,8 [ 5]t
) =920 2] (4.23)
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4.4. Controlabilité par les efforts extérieurs

On obtient donc la relation suivante :
S S S R
& §® - {rg.j) +r§.j)} fi (4.24)

On introduit maintenant le chemin de puissance voulu en remplacant le vecteur des efforts
d’interface f; par 'effort propre associé g,. Si I'on souhaite minimiser la puissance transmise a
I'interface, il est nécessaire de choisir cet effort parmi le sous-espace non-dominant des modes

de flux de puissance.

Il s’agit donc de résoudre, a une fréquence donnée, le probléme inverse suivant :

AfP) =z (4.25)
ol :
ENE)
A=T; (4.26)
_ S R
z; = [rgj) n I‘g.j)} 9 (4.27)

. NG, . N p . . .
La matrice A € CWi-Vi™") étant rectangulaire, le systéme d’équations est sous-déterminé et
admet théoriquement une infinité de solutions. De ce fait, on se rameéne a un probléeme d’opti-
. . . . . N Ce . - S
misation de type moindres carrés, visant a minimiser la norme des efforts extérieurs fi( ), tout

en respectant la contrainte d’égalité initiale:

3

avec: Afi(s) -z, =0

min ’

(4.28)

Ce probleme demeure cependant trop général et peu représentatif d'un cas réel. En effet, si
N; < Ni(s), la sous-structure n’est en principe sollicitée que suivant un nombre réduit de degrés
de liberté, dont on connait la localisation. On propose alors d’ajouter une seconde équation de
contrainte permettant de sélectionner les degrés de liberté internes a la sous-structure source
susceptibles d’étre excités. On introduit pour cela une matrice booléenne C' et un vecteur f., im-
posant un chargement nul sur les degrés de liberté restant. Il en résulte une nouvelle formulation

du probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité :

min‘ fi(S)H
avec: Afi(s) -Z; =0 (4.29)
CH = f.=0

Résoudre ce probleme d’optimisation revient donc & minimiser la fonction cotut F., corres-

pondant au lagrangien, suivante :

T _
Fo= £ 10 40T (A5 - 35) + X (e - 1) (4.30)
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

par rapport a fi(s) et A1, A9 qui correspondent aux multiplicateurs de Lagrange associés aux

équations de contrainte, d’otu:

e =0 & 2+ ATA +CTA =0

ar®

220 & AfY-z;=0 (4.31)
S —

Wz & CfY =0

On détermine ensuite ’expression de ces multiplicateurs en résolvant le sous-systéme matriciel

A _ —2£f‘j
By e

On obtient finalement ’expression du vecteur optimal des efforts extérieurs & exercer sur la

suivant :
AAT  ACT
cAT ccT

sous-structure source par substitution :

(2

1 1

4.4.2 Application

On propose maintenant d’illustrer cette méthode en l'appliquant au systeme de poutres
couplées introduit au chapitre 3.4.3. Le but n’étant pas d’optimiser la localisation des points
d’application des efforts extérieurs, on considere que seuls les degrés de liberté en translation T,

et Ty des noeuds 1 et 2 sont susceptibles d’étre sollicités.

Cas 1: optimisation suivant g3 a 2200 Hz

On décide dans un premier temps de minimiser la puissance transmise a la sous-structure
réceptrice aux alentours de 2200 Hz. Il a été mis en évidence au chapitre 3.4.3 que les efforts
propres g1, go et g4 décrivent un sous-espace dominant des modes de flux de puissance. On
constate en particulier, figures 3.23 et 3.24 (b), que le chemin de puissance principal a cette
fréquence est associé au deuxieme mode. On cherche donc a projeter les efforts réels d’interface

suivant une direction orthogonale a cet espace, par exemple colinéaire a gs.

On donne, tableau 4.1, la décomposition du vecteur optimal des efforts extérieurs obtenu
par résolution du probleme défini équation 4.294. On constate qu’il représente un chargement
en flexion, ce qui correspond au fait que le troisieme mode de flux de puissance soit associé au
comportement transverse de la sous-structure réceptrice. Ces efforts sont ensuite appliqués a la
sous-structure source. En visualisant, figure 4.10 (a), les coefficients de projection, on vérifie que
les efforts réels d’interface se projettent bien suivant gs a 2200 H z. Les coefficients de participa-

tion modale, figure 4.10 (b), montrent enfin que le troisieme mode de flux de puissance constitue

4. Afin de pouvoir comparer par la suite les puissances transmises & l'interface associées a ces différents char-

gements, on choisit de normer les efforts extérieurs a une amplitude de 10 V.
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Amplitudes normées

Noeud Direction Cas1l Cas2 Cas 3

' T, 0 0 0
T, 597 813 7.18

, T, 0 0 0
T, 802 582  -6.96

TAB. 4.1: Efforts extérieurs optimaux pour le systeme de poutres couplées

bien le chemin de puissance principal au voisinage de cette fréquence. On note également que
les chemins associés au comportement transverse ne sont pas du tout sollicités.

On observe, figure 4.13 (a), I'évolution fréquentielle de la puissance transmise & la sous-
structure réceptrice, pour différents chargements de la sous-structure source. On constate que
si celle-ci est inférieure & sa valeur initiale vers 2200 Hz, elle tend a la majorer sur le reste
de l'intervalle fréquentiel. En effet, le vecteur optimal des efforts extérieurs est plus a méme
d’exciter les modes de flexion de la structure que le chargement initial. Ainsi, la partie de la
puissance qui transitait par les chemins associés au comportement longitudinal est maintenant

transférée sur les deux premiers modes de flux de puissance (figure 4.10 (b)).

1 0
10 T T T T 10
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Power [W]

0 1000 2000 3000 4000 5000 200 400 600 800 1000 1200 1400
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(a) (b) Détail

F1G. 4.13: Puissances transmises par différentes configurations d’efforts extérieurs:

— initiale, — cas 1, — cas 2, — cas 3

Cas 2: optimisation suivant g3 a4 1250 Hz

On poursuit le raisonnement précédent en se placant cette fois-ci a la fréquence de résonance

du mode de flux de puissance g4 représentant le comportement en traction-compression (figure
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3.22 (a)). A nouveau, le fait de se projeter suivant le chemin de puissance associé au troisiéme
mode conduit & un chargement extérieur en flexion pure (tableau 4.1). On observe, figure 4.11
(a) que les efforts d’interface se projettent & 55 % suivant gz et 35 % suivant ¢;. La figure 4.11
(b) montre cependant que le chemin dirigé par g; a une plus grande participation que celui dirigé
par g3. On retrouve ainsi I'impact des valeurs propres de flux de puissance dans ’expression de la
puissance transmise, qui contrdlent en quelque sorte le débit associé a chaque chemin (s3 < s1).
On constate enfin, figure 4.13 (b), que méme si le mode de flux de puissance dominant g4 n’est
pas sollicité, I'excitabilité des modes de vibration en flexion est suffisamment importante pour

transmettre plus de puissance a l'interface qu’initialement.

Cas 3: optimisation suivant ¢g; a 1250 Hz

Enfin, en conséquence de la remarque précédente, on rappelle que si la caractérisation de la
puissance transmise s’effectue au niveau de la structure couplée, les modes de flux de puissance
ne dépendent que de la sous-structure réceptrice. Certains chemins de puissance peuvent alors
se révéler en contradiction avec le comportement modal global: si 'on se place aux alentours
d’une fréquence de résonance de la puissance transmise, c¢’est-a-dire proche d’un mode propre
de vibration de la structure couplée, il est impossible d’inverser les participations des différents

modes de flux de puissance.

Ainsi, étant donnés les résultats précédents, il est peu probable de parvenir a projeter
entierement les efforts d’interface & 1250 Hz suivant ¢;. Ceci est confirmé par les figures 4.12 (a)
et (b) qui représentent qualitativement le méme comportement & cette fréquence que les deux
figures précédentes. Ces coefficients de projections sont cependant légerement différents et on
constate, figure 4.13 (b), que la puissance transmise dans ce cas est plus importante que dans le

cas 2, ce qui traduit bien le fait que s1 > s3.

4.4.3 Conclusion

Cette procédure d’optimisation a permis de mettre en évidence la controlabilité des che-
mins de puissance a l'interface, ainsi que de valider ’approche visant & se projeter suivant des
directions complémentaires au sous-espace dominant afin de minimiser la puissance transmise.
Bien entendu, les applications ont & nouveau montré que la qualité des résultats est fortement
influencée par le comportement modal de la structure globale. Néanmoins, cette étude complete
la précédente en montrant qu’il est intéressant d’envisager une stratégie de controle actif des
vibrations s’appuyant sur un critere d’erreur faisant intervenir les modes de flux de puissance.
Ces méthodes ont déja fait I'objet de nombreuse études parmi lesquelles on distingue parti-

culierement les travaux de Gardonio et al. [54, 55, 53], ainsi que de Beijers [10].
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4.5 Adaptation aux structures complexes

4.5.1 Approche directe

Comme exposé au chapitre 3.4, équations 3.62 a 3.65, le calcul des modes de flux de puis-
sance nécessite de déterminer la partie imaginaire de la matrice de flexibilité dynamique de la
sous-structure réceptrice, restreinte a ses degrés de liberté de jonction. L’approche initialement
proposée s’appuie sur des calculs d’inverse successifs des matrices de raideurs dynamiques, a
chaque pas de fréquence considéré. Or, le cout associé a cette démarche, que 'on peut estimer
par l'intermédiaire des temps CPU, s’avere prohibitif lorsque la taille des modeles éléments finis
augmente. On illustre ainsi, tableau 4.2, que cette approche directe ne constitue pas une solution

acceptable dans le cas de structures industrielles complexes.

Approche Bande de fréquence Temps CPU relatif (%)

Directe f 100
Modale f 4,2
Modale f 4,9
avec résidus 3f 5,2
Condensation 3f 4,3

TAB. 4.2: Temps CPU relatifs des différentes approches de calcul

des modes de flux de puissance

Il est toutefois intéressant de noter que ce calcul d’inverse peut étre effectué numériquement

en résolvant un systeme d’équations linéaires de la forme? :
z. 7. | _ _
YU\ U=F (4.34)
Zji Zjj
ot les colonnes de la matrice F' € RW:Ni) représentent des chargements unitaires successifs sur

chacun des degrés de liberté d’interface. La matrice de raideur dynamique étant hermitienne

et définie positive, il est possible de résoudre ce systeme par factorisation de Cholesky [77] afin

U= [ L ] (4.35)

L'jj

d’obtenir la matrice suivante :

dont la restriction aux lignes associées aux degrés de liberté de jonction donne la matrice de

flexibilité dynamique recherchée.

5. Afin d’alléger les notations, on sous-entend le fait que ces différentes grandeurs se rapportent a la sous-

structure réceptrice en omettant exposant .(*).
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Les efforts réels d’interface sont ensuite obtenus en multipliant le vecteur des déplacements
sur les degrés de liberté d’interface par la matrice de raideur dynamique associée. Ceci implique
donc de déterminer au préalable ces réponses fréquentielles a partir d’un calcul sur la structure

couplée globale, soumise au chargement considéré®.

4.5.2 Approche par superposition modale

L’étude paramétrique effectuée au chapitre précédent a mis en évidence 'impact du compor-
tement modal de la structure sur les modes de flux de puissance. On propose ainsi de déterminer

la matrice de flexibilité dynamique par méthode de superposition modale.

De maniere classique, on rappelle que le probleme aux valeurs propres en vibration du systeme

conservatif associé a la sous-structure réceptrice est donné par :
[K —w?M] ¢; =0 (4.36)

On définit ainsi la matrice modale ® = [¢; ... ¢n] € RN vérifiant les relations d’orthogonalité

suivantes :
TM® = p = diag (1) (4.37)
TK® = A = diag (w?) (4.38)
On effectue ensuite un changement de base en posant z = ®q, avec ¢ € RV le vecteur des

coordonnées généralisées. On peut alors récrire I’équation d’équilibre dynamique a ’aide des
matrices de masse, d’amortissement et de raideur modales, respectivement u, 5 et A, sous la
forme:

[—w2,u + jwp + A] qg=Tf (4.39)

On en déduit 'expression de la flexibilité dynamique suivante :
D(w) = [-w?u+ jwp + A]_l ot (4.40)

Etant donné que l'on se place dans 'hypothése d’un amortissement proportionnel, la matrice
vérifie :

OB = 5 = diag(8) = diag(28wipsi) (4.41)

. . 23 . ’
On obtient alors une nouvelle expression de I'¥ en fonction de la fréquence:

¥ (w) = ®7'Sm {diag < ! ) } d (4.42)

(= + 2j€w + w2)

o - 2&wiw
= ¢* diag ( B [(0%2 —w?)2 + (2&&11‘00)2] ) P

6. Dans ces travaux, la commande MPCForce du logiciel NASTRAN a été utilisée afin de déterminer directe-

(4.43)

ment les efforts transitant par des éléments rigides (RBE) localisés sur les degrés de liberté de jonction.
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

Les différentes quantités modales étant positives par définition, on souligne que cette ex-
pression permet de démontrer, dans le cas d’un amortissement proportionnel, que la matrice de

flexibilité dynamique est bien semi-définie négative.

Cependant, les colts de calcul et de stockage propres a la méthode des éléments finis
empéchent généralement la détermination complete de la matrice modale @, en particulier pour
les structures industrielles complexes. On effectue donc une troncature modale en supposant
que seuls les m premiers modes sont connus, ce qui entraine les découpages en sous-matrices

suivants :

D =[P P =[p1...Om Pms1---ON] (4.44)

pn1 0 61 0
= , = , A=
S S

ou l'indice . représente la partie tronquée des différentes matrices et .5 la partie complémentaire,

A O

4.45
0 A (4.45)

inconnue car non calculée. On peut alors récrire I’équation (4.40) sous la forme suivante :

T(w) = &1 [—w?u1 + jwb + M] 7 ®F + &y [—w’is + jwbs + Ao] ' &F (4.46)
= & [~ + jwpr + A1) @] + R(w) (4.47)

Une regle couramment utilisée en analyse modale consiste a calculer les m premiers modes de
telle sorte que f, = [1,5 — 3] finaz, OU fimaz est la fréquence maximale de lintervalle d’étude.
Dans ce cas, la matrice résiduelle R(w) € CWV:N) représentant la participation des modes non

pris en compte peut étre négligée.

45

40
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20

Error [%]

\//‘

0 |~ = . e
0 500 1000 1500 2000 2500
Frequency [Hz]

F1G. 4.14: Erreurs relatives sur les valeurs propres de flux de puissance - superposition

modale: — s1, — So, — S3, — S4, — S5,  Sg

On visualise, figure 4.14, les erreurs relatives entre les valeurs propres de flux de puissance
calculées par méthode directe puis par superposition modale, en retenant les modes compris

entre 0 et 7500 Hz. On constate que celles-ci sont globalement inférieures a 15 % (exceptée la
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4.5. Adaptation aux structures complexes

derniere qui se rapporte a une valeur propre de flux de puissance quasi-nulle et n’est donc pas a
prendre en compte). Le nombre de modes propres de vibration retenus semble donc insuffisant
pour garantir une bonne prédiction. On note cependant, tableau 4.2, que le temps de calcul a été
sensiblement diminué. Ces résultats peuvent étre améliorés en augmentant le nombre de modes
pris en compte (par exemple sur un intervalle 0-6 f;,q:), ce qui tend toutefois & augmenter les

couts de calcul.

Prise en compte des erreurs de troncature

Une autre possibilité consiste a tronquer la base modale a une fréquence f,,, = 3finer €t
a déterminer une expression approchée du résidu R(w). On se rameéne ainsi généralement au

développement & I'ordre 0 en w suivant " :
R(w) = @ [~w?ps + jwPo + As] Lol
— Doy [~wluahy "+ jwBaAy 1] BE (4.48)
~ Oy, DT
La matrice des résidus statiques ainsi obtenue est alors facilement calculable a partir des quan-

tités modales tronquées:
Ry= Kt — @A 0] (4.49)

De méme qu’au paragraphe précédent, on indique que le calcul d’inverse de la matrice de raideur
peut étre effectué par factorisation de Cholesky, lorsque la structure n’admet pas de modes de
corps rigide. Le cas échéant, il est nécessaire de faire appel a une technique de filtrage afin de
déterminer une matrice de pseudo-flexibilité statique®.

Or, on remarque que cette correction ne change en rien I’expression de la partie imaginaire
de I'(w) et est donc sans effet sur le calcul des modes de flux de puissance. On propose alors de

recalculer une matrice de résidus dynamiques faisant intervenir la matrice d’amortissement :
R(w) ~ BoAy " [T+ jwBah;'] " F
~ QMG [I— jwpoAy '] @F (4.50)
~ Rs — jwR;CR;
En remplagant R(w) dans I’équation (4.47), Pexpression de la matrice de flexibilité dynamique
par superposition modale devient :

(W) ~ Sm {cpl (w1 + jwpy + A1) T + Ry — ijsCRs} (4.51)

On observe, figure 4.15, que cette approche permet d’obtenir une erreur relative inférieure
a 2 % sur les valeurs propres de flux de puissance, tout en conservant un faible cott de calcul
(tableau 4.2).

7. On indique que Rubin a proposé de poursuivre ce développement en prenant également en compte les termes

d’inertie et d’amortissement [140].
8. On trouvera un rappel de cette méthode en annexe B.2.

104



4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE
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F1G. 4.15: Erreurs relatives sur les valeurs propres de flux de puissance - superposition

modale avec résidus: — sy, — So, — S3, — S4, — S5,  Sg

4.5.3 Approche par condensation

Si I’approche précédente permet de relier les modes de flux de puissance au comportement
vibratoire de la sous-structure réceptrice, tout en étant prédictive et peu couteuse en temps
de calcul, elle ne permet de déterminer les quantités d’interface que par restriction du résultat
obtenu sur ’ensemble de la sous-structure réceptrice. On propose donc une derniere approche
par condensation qui vise a concentrer le comportement global afin de se ramener a un probleme

équivalent de taille réduite, associé aux degrés de liberté d’interface”.

On commence par rappeler I’équation d’équilibre de la sous-structure réceptrice:

Kij Kgi| _ 2| Mig Mji zj N\ _ | fi (4.52)
KJT Ky M}; M;; T 0

La premiere ligne du systeme matriciel exprime alors ’équilibre a l’'interface:
(K5 — w?Mjj] wj + [Kji — w?Mji] i = (4.53)

On constate que cette expression nécessite la réponse de la structure sur ’ensemble de ses degrés
de liberté, dont le calcul se révele bien souvent prohibitif. Les méthodes de synthese modale de
type interface bloquée [36] permettent alors d’exprimer le vecteur des déplacements, restreint
aux N; degrés de liberté intérieur 7 (ou esclaves), en fonction des N; degrés de liberté d’interface

j (ou maitres), a l’aide d’une projection sur une base de Ritz de la forme:
x; = Vax; + Pc (4.54)

onV¥=—-K; 1Kj7; correspond a la matrice des modes contraints (ou modes statiques de jonction),

¢ € RV»1 est le vecteur des coordonnées généralisées associé a la matrice tronquée ® € RXVi-NVe)

9. On trouvera dans larticle de De Klerk et al. [40] une revue historique ainsi qu’une classification des principales

méthodes de sous-structuration.

105



4.5. Adaptation aux structures complexes

constituée de IV, modes normaux de la structure a interface fixe. Ceux-ci sont issus du probleme
aux valeurs propres:

[Kii — oo My @, =0, v=1,..N; (4.55)

et vérifient les relations d’orthogonalité :

dTK;® = diag(c?) = % (4.56)
T M;® = Iy, (4.57)

On note ici que la relation 4.54 est exacte lorsque la base ® considérée est complete or, en

général, N, < N;.

La méthode proposée par Petersmann et Leung [120, 92, 91] permet alors d’exprimer les
coordonnées généralisées en fonction des degrés de liberté physiques x; et aboutit au probleme

suivant :

K¢ —w® [Mg + RE(W)R"] |z; = f; (4.58)

ot R = WTMyu®d + M;;® = —K;;0% "' + Mj;® et E(w) = w? [Z —w?Iy,] . Celui-ci peut
étre interprété comme une correction de la matrice de masse de Guyan Mg prenant en compte
le comportement dynamique des degrés de liberté esclaves ' . On souligne cependant que cette
expression n’est pas définie aux fréquences de résonance des modes de la sous-structure encastrée,

issues du probleme 4.55, pour lesquelles le terme général de la matrice E(w) tend vers 'infini:

U.)2

Eipw) = —5—

Y
o, w

(4.59)

Les calculs précédents n’ayant pour but que d’exposer les différentes matrices de trans-
formation, il est nécessaire d’introduire la matrice d’amortissement (du type C' = aK + bM)
afin de retrouver des matrices de raideur et de flexibilité dynamiques complexes, permettant de

déterminer la puissance transmise. On applique ainsi la transformation 4.54 au systeme dissipatif
complet :

(% 2] (2)-(5) o

La seconde ligne de ce systeme permet & nouveau de supprimer les coordonnées généralisées a

Ca bR
bRT aX +bly,

Mg R
RT Iy,

2

I’aide de la relation de substitution:

¢ = [(—w? + jwb) Iy, + (jwa+1)5] " (—w® + jwb) R x; (4.61)

10. Dans le cas particulier ou p = 0, on retrouve la formulation du probleme par la condensation statique de

Guyan.
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4. PROPRIETES DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

On obtient finalement, apres réarrangement, le probleme condensé suivant :

K¢ + jwCq — w*Mg + (jwb + w?)RE(w)RT |z = f; (4.62)
oil la nouvelle matrice de correction E(w) est définie par:
-1
Ew) = |+ jw [aX +bly,] — wZINp] (4.63)

Cette approche permet de calculer la matrice I'S en inversant, & chaque fréquence, une ma-
trice de la taille du nombre de degrés de liberté d’interface. Si cette opération semble moins
cotiteuse que les précédentes (tableau 4.2), elle nécessite de déterminer au préalable un ensemble
de modes de vibration a interface bloquée, dont le nombre conditionne la qualité de la conden-
sation. On observe, figure 4.16 (a), qu’en retenant les modes compris entre 0 — 3f on obtient
une erreur relative sur les valeurs propres de flux de puissance inférieure & 9 %. On note que
ce résultat peut étre encore amélioré en ajoutant simplement des résidus statiques a cette base:

lerreur devient alors inférieure a 5 % (figure 4.16 (b)).

A OO O N o ©
~

Error [%]
Error [%]
w

1

| —
A s .. ) K/WK oA WIS IS
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Sans résidus statiques (b) Avec résidus statiques

Fi1G. 4.16: Erreurs relatives sur les valeurs propres de flux de puissance - condensation

dynamique: — s, — S, — 83, — S4, — S5,  Sg

On indique enfin qu’il est possible d’utiliser I’équation 4.62 afin de calculer les efforts réels
d’interface. On visualise, figure 4.17 (a), I’évolution fréquentielle de leur amplitude et on re-
marque, figure 4.17 (b), que l'erreur par rapport au calcul exact est globalement inférieure a 4 %
(sauf sur certains degrés de liberté qui admettent des antirésonances, d’ou des erreurs relatives

plus importantes).
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14
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(a) Méthode directe (b) Erreurs relatives de la méthode par

condensation avec résidus statiques

F1G. 4.17: Calcul des efforts d’interface: — noeud 21, — nceud 22, — neceud 23; --- T, — T,

4.5.4 Conclusion

Les différentes approches présentées dans ce paragraphe montrent l'intérét d’utiliser le com-
portement modal de la sous-structure réceptrice afin d’exprimer, de maniere efficace, la partie
imaginaire de la matrice de flexibilité dynamique sur ses degrés de liberté d’interface. Il en résulte
une diminution des cotuits de calcul associés a la détermination des modes de flux de puissance, en
particulier dans le cas de structures complexes dont le modele éléments finis est de grande taille.
Or, on montre dans le chapitre suivant que ceci se révele particulierement intéressant dans une
contexte de conception robuste, ou 1’évaluation des modifications apportées au systéme initial

nécessite de nombreuses analyses successives, dans le but de déterminer une solution optimale.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Les chapitres précédents ont permis de présenter en détail la méthode des modes de flux de
puissance développée dans ces travaux. Ils ont montré son aptitude a caractériser, de maniere
qualitative et quantitative, les transferts vibratoires aux interfaces entre différents composants
d’une structure et mis en évidence l'intérét d’utiliser ces nouvelles grandeurs dans une approche
d’isolation dynamique basée sur la minimisation de la puissance transmise.

Ce dernier chapitre vise a intégrer cette méthode dans une démarche de conception des
interfaces de structures complexes dont le but est de déterminer des parametres optimaux,
permettant de garantir les performances vibratoires recherchées. Cependant la variabilité de ces
parametres ainsi que des différents environnements ou conditions d’utilisation, susceptible d’étre
rencontrée dans des situations réelles, nécessite de rechercher des solutions qualifiées de robustes

vis-a-vis de ces méconnaissances et incertitudes.

Apres quelques rappels bibliographiques concernant les méthodes de conception robuste et
la prise en compte des incertitudes, on se raméne a ’étude d’une structure test, représentative
d’un modele simplifié de lanceur spatial, dont on cherche a minimiser la puissance transmise aux
interfaces entre les principaux composants. Dans un premier temps, on suggere une reconception
de la sous-structure réceptrice, dont les parametres définissent les chemins de puissance suscep-
tibles d’étre sollicités. Pour cela, on introduit une analyse de sensibilité ainsi qu’une méthode de
réanalyse approchée des modes de flux de puissance, visant a limiter les cotlts de calcul. Dans un
deuxieme temps on propose d’optimiser les parametres de raideur des jonctions en comparant
une approche mono-objectif & une approche multi-objectif robuste. Enfin, on s’intéresse plus
en détail a la notion de robustesse et on montre 'intérét de faire appel a une approche non-
probabiliste de type info-gap afin de quantifier I'impact des méconnaissances sur ces solutions

optimales.

5.2 Rappels bibliographiques

5.2.1 Définition du probleme de conception

Dans le domaine de l'ingénierie et en particulier en mécanique, les démarches de concep-
tion visent a maximiser les performances d’une structure. Celles-ci sont issues d’un ensemble
de spécifications et traduites sous forme d’objectifs et de contraintes a respecter. Le role du
concepteur est alors de résoudre un probleme d’optimisation qu’il est possible d’exprimer, en
premiere approche, sous la forme:

min F(z), FeR
zeRWVz 1)

avec :
g(z) <0, g e RWa:D)
h(z) =0, h € RWn1)
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Il s’agit ici de déterminer le vecteur optimal des N, parameétres (ou variables) de conception
x, permettant de minimiser la fonction objectif (ou fonction cotit) F et vérifiant les contraintes

d’inégalité et d’égalité g et h.

L’étape principale de ce processus consiste a définir une ou plusieurs fonctions objectif. On
note qu’au regard de la diversité des enjeux sous-jacents, celles-ci peuvent étre nombreuses ; de
différentes natures, telles que des grandeurs physiques (fréquences propres, masse totale,...),
des criteres économiques,. . .; complexes vis-a-vis des parametres de conception (multimodales,
non convexes,. .. ) ; et bien souvent contradictoires. Le probleme d’optimisation est alors qualifié
de multiobjectif et peut étre reformulé de la maniére suivante :
xeﬁ}vg,l) F(z) = [f1($)> e ’fo]T’ F e RN

avec
g(z) <0, g € RVl
(M) =0,h e R®MVr:1)

(5.2)

Celui-ci n’admet plus une solution unique mais un ensemble de solutions correspondant aux
meilleurs compromis parmi un ensemble de solutions potentielles. Il nécessite donc une prise
de décision de la part du concepteur. L’approche la plus intuitive pour résoudre ce type de
problémes consiste & combiner les différentes fonctions objectif en une fonction mono-objectif

pondérée, sous la forme [168]:

: _ Ny filw)
BTGRP VAT ST

avec :

0<w; <1let z;zflwizl (5.3)
g(z) <0, g € RWarl)

| A(z) =0, h € RNmD

ou les f; correspondent aux estimations des valeurs minimales des f; et w; représentent des
coefficients de pondération. Dans ce cas, le concepteur choisi a priori le poids de chaque objectif.
Cependant, dans la plupart des problemes, il est impossible d’exprimer cette fonction en raison
d’un manque d’expérience ou d’information et du caractere souvent non commensurable des
fonctions objectif. De plus, dans les rares cas ou I’espace de conception n’est pas convexe, cette
méthode tend a ignorer la partie non convexe de ’ensemble optimal alors que celle-ci peut
éventuellement représenter un compromis pertinent [43].

Une seconde approche vise a déterminer des solutions vérifiant ’ensemble des criteres pour
ensuite choisir, a posteriori, les solutions optimales au sens de Pareto, également qualifiées de
« dominantes ». Ainsi, si ’on considére x et x4, deux vecteurs des N, parametres de conception,

solutions du probleme d’optimisation 5.2, on dit que x4 domine x si et seulement si:

Vi € [1, - ,Nf] | fz({l:d) < fl(l') et dj e [1, R ,Nf} | fj($d) < fj(l‘) (5.4)
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A titre d’illustration, on représente figure 5.1 un ensemble de solutions d’un probléme bi-objectif.

Le front de Pareto est ici constitué des solutions 1, 3 et 5 qui dominent les solutions 2 et 4.

fi(x)

X2

X4

X3

X5

fo(x)

F1G. 5.1: Solutions dominantes au sens de Pareto

De nombreuses méthodes numériques permettent de résoudre ce type de problemes d’optimi-
sation. Les algorithmes de programmation non-linéaire sous contraintes en forment un premier
groupe et sont fréquemment implémentés dans les logiciels commerciaux. On distingue en par-
ticulier les procédures dites « a direction de descente », telles que la méthode du gradient ou la
méthode de Newton, dont les algorithmes « & région de confiance » constituent une variante .
Or, ces méthodes restent locales et ne permettent pas, dans le cas d’un probleme multimodal,

d’explorer I'ensemble de ’espace de conception a la recherche d’un optimum global.

Bien que cette premiere approche des problemes de conception puisse donner des résultats
probants, elle demeure cependant fortement entachée par sa nature déterministe. En effet, le
probleme d’optimisation posé initialement équation 5.1 est en réalité soumis a un ensemble de
méconnaissances et d’incertitudes concernant la modélisation du probleme physique ainsi que les
valeurs de ces différents parametres. Or les observations et les mesures expérimentales effectuées
a posteriori sur les structures réelles refletent couramment leur caractére variable et aléatoire.
Ainsi, quelle que soit la qualité du modele, la solution optimale obtenue précédemment peut
se révéler particulierement sensible, méme a de légeres perturbations, allant jusqu’'a dégrader
dangereusement la performance visée.

De ce fait, il est nécessaire d’introduire la notion de robustesse d’une solution, vis-a-vis des
méconnaissances et des incertitudes. Dans leur article de synthese, Zang et al. en rappellent la

définition suivante [168] :

« Un produit ou un processus est qualifié de robuste lorsqu’il est insensible aux effets des

différentes sources de variabilité, méme si ces sources n'ont pas €té éliminées ou réduites. »

1. Ceux-ci sont implémentés dans le logiciel MATLAB par Uintermédiaire de la fonction fmincon (Optimization

Toolboz [102]), qui sera utilisée dans la suite de ces travaux.
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Si les premiéres notions associées a la conception robuste ont été exposées dans les années
1950, en particulier a travers la méthode statistique Siz-Sigma développée par Taguchi [83],
I’augmentation des moyens informatiques a entrainé ces dix derniéres années le développement
de nouvelles méthodes, plus cotiteuses en temps de calcul mais plus efficaces. Celles-ci impliquent
cependant de considérer deux nouvelles étapes : modéliser les incertitudes afin de les prendre en
compte dans la formulation du probléeme; proposer une mesure de la robustesse du systeme,

venant compléter la performance décrite par la ou les fonctions objectif.

5.2.2 Prise en compte des incertitudes
Types et sources d’incertitudes

Il existe de nombreuses manieres de classer les différentes méconnaissances et incertitudes
rencontrées dans les problemes de conception [17, 142]. Il est néanmoins courant, dans le cadre

de la dynamique des structures, de considérer les deux catégories suivantes:

— les incertitudes aléatoires: elles proviennent de la variabilité physique intrinseque du sys-
teme étudié et de son environnement (propriétés physiques, procédures d’assemblage,
conditions d’utilisation,...). On souligne qu’elles peuvent se rapporter aussi bien & des
parametres du modele qu’au modele lui-méme. Elles sont en général caractérisées par un

modele mathématique et peuvent donc étre en partie controlées ;

— les incertitudes épistémiques: elles proviennent d’un manque de connaissance du systéeme
étudié (valeurs erronées de parametres, lois de probabilité inconnues, hypotheses de linéari-
té, absence d’éléments non-linéaires,. .. ). Elles se rapportent aussi bien & des problemes
de modélisation du systeme qu’a des problemes de calcul ou d’indisponibilité de données
expérimentales. Ces incertitudes peuvent donc étre réduites par une augmentation de la

quantité d’information.

Quantification et propagation des incertitudes

L’étape de quantification vise ensuite & choisir les modeles mathématiques les plus appro-
priés aux types d’incertitudes pris en compte, ainsi qu’au probleme considéré. Puis, il s’agit
de déterminer la maniere dont ces incertitudes, présentent sur les entrées du probleme, vont
en affecter les sorties. Au regard des différents points de vue exposés dans la littérature et du
nombre important d’approches proposées, il semble peu évident et restrictif d’en proposer une
classification exhaustive. On choisit donc de détailler ici les principales approches se rappor-
tant a la problématique globale de ces travaux. Pour plus de précisions on se reportera aux
syntheses approfondies exposées dans les travaux de Oberkampf et Roy [115], Beyer et Sendhoff
[17], Schuéller et Jensen [142], Puel [134].
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Concernant les incertitudes aléatoires, il est habituel d’utiliser des méthodes probabilistes.
L’approche la plus classique consiste a modéliser le systéme mécanique a 1’aide d’une méthode
déterministe de type éléments finis, pour ensuite introduire des incertitudes a I’aide de méthodes
paramétriques ou non-paramétriques.

Dans le premier cas, les parametres physiques (le module d’Young, I’épaisseur des éléments
plaque,. . .) sont caractérisés par une valeur moyenne et un écart-type ou par une densité de pro-
babilité (normale, uniforme,...). On souligne que ces entrées peuvent souvent étre déterminées
de maniere expérimentale. Les incertitudes sont ensuite généralement propagées a travers le
modele, de maniere simple et systématique, a I’aide d’'une méthode d’échantillonnage de Monte-
Carlo [18]. Celle-ci consiste a effectuer des tirages indépendants des variables aléatoires, en
respectant leur loi de probabilité, puis a résoudre les problemes déterministes associés a chaque
tirage. Si cette méthode est souvent considérée comme une référence permettant de comparer
et de valider d’autres approches, son principal inconvénient réside dans la convergence lente
des solutions [166], qui nécessite ainsi un nombre important de tirages aléatoires, exponentiel
vis-a-vis du nombre de variables considérées. Les temps de calcul associés peuvent donc s’avérer
prohibitifs dans un contexte de conception. Des variantes telles que la méthode d’échantillonnage
Latin Hypercube ont été proposées afin de pallier cette difficulté.

On note que le modele est ici supposé comme étant parfaitement connu, les incertitudes ne
portant que sur ses parametres. Or, pour des structures complexes, de nombreux phénomenes
ne sont pas pris en compte et ne correspondent pas a un parametre précis. Ainsi, dans le second
cas, les incertitudes ne sont plus associées a des parametres physiques mais sont introduites au
niveau du modele mathématique. Ces méthodes, dont on trouvera une synthese dans l’article
de Soize [146], s’appuient sur des matrices aléatoires intervenant directement sur les matrices
associées a des sous-ensembles du systeme global. Leur caractere aléatoire est alors controlé par

des parametres de dispersion auxquels sont associées des lois de probabilités [145, 31, 1].

Cependant, il est restrictif voire erroné d’utiliser des approches stochastiques pour tous les
types de problemes. De plus, dans le cas des incertitudes épistémiques ol de grandes quantités
d’informations sont manquantes, ’approche probabiliste n’est également plus appropriée. On
fait donc appel a des méthodes non-probabilistes pour résoudre ce type de problemes.

Parmi ces derniéres, on distingue entre autre les approches par intervalles, ol les parametres
incertains sont bornés par des intervalles déterministes ou aléatoires [107, 42]. Des mesures de
croyance et de plausibilité permettent alors de définir les bornes d’un évenement. La théorie des
ensembles flous, développée initialement par Zadeh [167], permet d’étendre cette approche en
utilisant des données subjectives: une fonction d’appartenance permet d’associer a un nombre
flou (considéré comme un parametre incertain) borné par un support, un degré d’appartenance
entre 0 et 1. La théorie des méconnaissances, introduite par Ladeveze, s’appuie elle sur des va-
riables internes représentant différents sous-ensembles incertains d’une structure, celles-ci étant

contenues dans des intervalles dont les bornes sont stochastiques [134, 45]. Enfin, les approches
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convexes de type info-gap ont été développées afin de traiter des problemes soumis a un im-
portant manque d’information [15]. Elles s’appuient sur une vision différente des incertitudes,
ou plus généralement des méconnaissances, en cherchant a représenter ’écart (gap) entre ce
qui est connu et la quantité d’information qui doit étre connue, afin de satisfaire un critere de

conception donné?2.

On souligne enfin que des travaux récents exposent des approches hybrides, en proposant par
exemple de coupler completement ou partiellement des incertitudes aléatoires a des méthodes
non-probabilistes. Les parametres stochastiques associés a une variable aléatoire peuvent alors
étre quantifiés, par exemple, a I'aide d’un modele info-gap pouvant dépendre ou non des pa-

rametres de conception [128].

5.2.3 Meéthodes de conception robuste
Choix du type d’approche

On décide maintenant d’inclure les modeles d’incertitudes mis en évidence ci-dessus dans le
probléme de conception. On aboutit ainsi & des méthodes d’optimisation plus complexes, dites
stochastiques. Deux types d’approches sont alors envisageables, suivant I’objectif recherché par

le concepteur.

Les premieres s’appuient sur la notion de fiabilité (Reliability-Based Design Optimization)

et peuvent étre formulées de la maniere suivante [152]:

)
min  F(x), FeR

$ER<NI’1)

avec :

g(x) <0, g € RWsV (5.5)
h(z) =0, h € RWn1)
k:Pf(x,’U,) <P

ou Py(z,u) représente la probabilité de défaillance en fonction des variables de conception x et
des variables aléatoire u, et P, est la valeur seuil que celle-ci ne doit pas dépasser. Au regard des
remarques précédentes, on note que selon le probleme considéré certaines variables de x peuvent
étre aléatoires et appartenir a u. Cette approche revient en fait a déplacer la valeur moyenne de

la fonction objectif afin de diminuer la probabilité de défaillance.

2. Cette méthode sera exposée en détail au chapitre 5.6.
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Les secondes se rapportent a la conception robuste & proprement parler (Robust Design
Optimization) et sont formulées par le probleme [152]:
(
min [F(z),me(z,u)]’, FER, my, €R
zeRWNz,1)
avec :
g(x) <0, g € RWo)

h(z) =0, h € RWn1)

ol me(x,u) représente une mesure de la variabilité de la ou des quantités d’intérét. Le but ici

est bien de diminuer cette variabilité.

On constate donc que, bien que différentes, ces deux approches demeurent complémentaires,
le choix final d’une conception donnée étant caractérisé par sa mise en oeuvre, sa fiabilité et sa
robustesse. La seconde semble cependant plus simple car elle ne nécessite pas de déterminer des
probabilités de défaillance, dont les calculs se révelent particulierement couteux. On se limitera

donc, dans la suite de ces travaux, & une approche d’optimisation basée sur la conception robuste.

Définition et calcul de la robustesse

Le probleme d’optimisation posé équation 5.6 nécessite de définir une mesure de la robustesse.
Généralement, cela revient a minimiser simultanément la moyenne py et I'écart-type oy d’une
fonction objectif f, ou d’autres quantités équivalentes. Ait-Brik et al. ont ainsi proposé de définir

une fonction vulnérabilité fv, associée a la fonction f, définie par:

poa_ L (5.7)

e ST
et correspondant a l'inverse de la fonction robustesse f”. Le probléme d’optimisation est donc
multiobjectif par définition, puisqu’il revient a minimiser simultanément une ou plusieurs fonc-
tions objectif ainsi que leur fonctions vulnérabilité associées. Il admet alors, comme précédem-

ment, un ensemble de solutions optimales au sens de Pareto.

Ces solutions peuvent ensuite étre déterminées a ’aide de différentes méthodes numériques
[17]. Une premiére catégorie d’approches s’appuie sur une évaluation de la robustesse & partir
des réponses du systemes pour une ou plusieurs conceptions données. Celles-ci sont typiquement
déterminées a partir des méthodes parmi lesquelles on retrouve les simulations de Monte-Carlo,
les éléments finis stochastiques [86, 153, 65|, les développements en séries de type Karhunen-
Loeve ou encore la méthode du chaos polynomial [56]. On note que lorsque la complexité du
probleme n’est pas trop importante, les méthodes de développement en série de Taylor ou les
méthodes de perturbation représentent une alternative peu cotiteuse en temps de calcul. Cette
mesure de robustesse est ensuite utilisée comme variable d’entrée d’un algorithme d’optimisation

déterministe.
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D’autres approches consistent a utiliser des méta-modeles. Ceux-ci correspondent a une
représentation du systeme, basée uniquement sur ses entrées et ses sorties. Ils sont ainsi sou-
vent constitués a partir de fonctions simples des parametres de conception, permettant ensuite
de déterminer des solutions optimales de maniere analytique: moyennant la qualité du méta-
modele, celles-ci correspondent & une bonne estimation des optima réels. Les méthodes les plus
couramment rencontrées sont les méthodes de surfaces de réponses, les réseaux de neurones ou
encore les modeles de krigeage [127]. Cette approche n’est cependant pas adaptée aux problémes
de grandes tailles, dont le nombre important de variables de conception nécessite de nombreuses
simulations afin de construire un méta-modele de qualité.

On considere enfin les approches directes par approximations stochastiques. Dans ce cas, les
valeurs des parametres aléatoires sont utilisées directement en entrée des algorithmes d’optimi-

sation, parmi lesquels on retrouve classiquement les algorithmes évolutionnaires.

Résolution par algorithme génétique

Les algorithmes évolutionnaires de type algorithmes génétiques semblent particulierement
adaptés aux problemes multiobjectifs. Par analogie avec I’évolution naturelle, ces algorithmes
vont faire évoluer une population initiale, composée d’individus représentant un ensemble de
solutions potentielles du probleme, afin de maximiser une fonction profit. Chaque individu se
voit attribuer une mesure de son adaptation pour subir ensuite des transformations aléatoires,
échanger des informations et étre comparé au reste de la population. Au fur et a mesure des
générations, I’évolution tend a se diriger vers la partie de ’espace de recherche correspondant a

un optimum global. L utilisation de ce type d’algorithme nécessite ainsi de définir préalablement :

— un principe de codage des individus;

— un mécanisme permettant de générer une population initiale;

une fonction profit ou fonction d’adaptation ;

des opérateurs génétiques (reproduction, mutation, croisement,. .. );

un critere d’arrét.

Il existe plusieurs types d’algorithmes génétiques. On utilise dans ces travaux l’algorithme
NSGA (Non Sorted Genetic Algorithm), développé par Srinivas [148], dont la particularité réside
dans son opérateur de sélection. A chaque itération, les individus d’une population sont classés
selon un principe de dominance au sens de Pareto: les individus non-dominés sont affectés
au rang 1, puis momentanément éliminés de la population. Les individus non-dominés de la
population restante sont ensuite identifiés et affectés au rang 2, et ainsi de suite jusqu’a ce
que tous les individus aient été classés. On attribue alors a chacun une valeur d’une fonction
performance (fitness), inversement proportionnelle a son rang. Celle-ci, couplée & une fonction
de niche (sharing) vient compléter les opérateurs classiques pour aboutir au fonctionnement de

I’algorithme tel que représenté figure 5.2.
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Population initiale
Ngen=1

Ngen= Ngen+1

Séléction

Population

Identification des

. individus
classée ? S
non-dominés
Reproduction Calculs des
suivant les fitness fitness
Croisement Sharing
Mutation Front=Front+1

F1G. 5.2: Algorithme génétique NSGA [148]

On souligne que cet algorithme a été initialement mis en ceuvre au Département Mécanique
Appliquée de I'Institut FEMTO-ST par Ait-Brik [2, 3], implémenté dans le logiciel £SOP3,

puis éprouvé sur des applications académiques et industrielles [67, 57].

5.3 Présentation de la structure test

5.3.1 Modele éléments finis

Afin d’illustrer les différentes approches exposées dans ce chapitre, on propose d’étudier une

structure test correspondant a un modele simplifié de lanceur, représenté figure 5.3.

3. £SOP (Analytical-Experimental Structural Optimization Platform) est une plate-forme logicielle développée
sous MATLAB au Département Mécanique Appliquée de 'institut FEMTO-ST par S. Cogan.
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(a) Modele éléments finis (b) Détail: jonctions et raidisseurs

Fia. 5.3: Modele simplifié de lanceur

Ses principales caractéristiques vérifient les hypotheses suivantes:

— géomeétrie: la structure se compose de trois cylindres fermés creux représentant les deux
boosters (sous-structures sources) et le corps central (sous-structure réceptrice) du lanceur

Ariane 5, dont les dimensions sont comparables a celles de la structure réelle.

— maillage éléments finis: on utilise des éléments coques afin de limiter le nombre total
de degrés de liberté. La discrétisation est suffisamment fine (environ 6000 éléments, 5600
nceuds, 33600 degrés de liberté) pour prédire la réponse de la structure jusqu’a 100 Hz. Des
raidisseurs sont ajoutés a ’aide de liens rigides afin de controler les modes de respiration
des cylindres, privilégiant ainsi les comportements d’ensemble transversaux et axiaux des

sous-structures.

— propriétés physiques: chaque cylindre se décompose en différentes zones se rappor-
tant a différents sous-composants. Les masses volumiques sont représentatives des masses
réelles de ces composants. Le module d”Young et 1’épaisseur des éléments sont déterminés
de maniére empirique afin d’obtenir un comportement dynamique exhibant des modes
d’ensemble dans un domaine basses fréquences proche du contexte industriel (cf. chapitre
1.3).

— modélisation des jonctions: 8 jonctions rotulées permettent de relier les boosters au

corps central. Elles sont modélisées chacune par trois raideurs en translation, suivant
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chaque direction du repere global. Leur topologie respecte les solutions technologiques
retenues dans la réalité, a savoir trois jonctions (notées 1,2 et 3) pour chaque interface
inférieure et une jonction (notée 4) pour chaque interface supérieure (cf. figure 1.2 (b)).
Afin de simplifier le modele et de limiter le nombre de parametres de conception (12 au lieu
de 24), on suppose que ces jonctions sont identiques deux a deux, de maniére symétrique
par rapport a I’axe du corps central. Leurs valeurs nominales, données tableau 5.1, sont
déterminées a l’aide d’une procédure de sensibilisation dont on trouvera une description

succincte en annexe C.

Dir. Jonction 1 Jonction 2 Jonction 3 Jonction 4

T 2,9315€9 1,2328e9 2,1963e9 lel2
T, 5,8617e9 1,404el1 1,394e10 lel2
T, 1,7433e9 2,1963e9 2,4652€9 lel2

TAB. 5.1: Valeurs initiales des parametres de raideur (N/m)

— modélisation de ’amortissement : de la méme maniere que pour les structures précé-
demment utilisées, on fait 'hypothese d’un amortissement proportionnel du type C' =

aK + bM, identique pour ’ensemble de la structure, y compris les raideurs de jonction.

— chargement dynamique: afin d’observer un comportement dynamique comparable a
celui exposé en introduction (cf. chapitre 1.3), on applique un méme chargement harmo-
nique sur chaque booster, sous la forme d’une force verticale de 1 N répartie aux centres
des brides supérieures et inférieures, a laquelle s’ajoute une perturbation horizontale en

opposition de phase (tableau 5.2).

Noeeud 6001 6002 6003 6004

Dir. T, T, T, T, T, T, T. T,

Force (N) -0.1 045 -0,1 055 0,1 045 0,1 0.55

TAB. 5.2: Chargement dynamique appliqué a la structure

5.3.2 Comportement dynamique

Réponse harmonique

On visualise, figure 5.4, la réponse harmonique en accélération de la structure test, soumise

au chargement décrit précédemment. Les nceuds de visualisation correspondent aux centres des
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brides inférieures (6001) et supérieures (6002) d’un booster, ainsi qu’a la base du dernier com-
posant du corps central (6008), représentant ’embase de la charge utile. Bien que les efforts
extérieurs s’exercent suivant différentes directions, on observe que ce noeud se déplace principa-
lement suivant la direction verticale, ce qui confirme la quasi-symétrie du probleme. Une analyse
modale préliminaire a permis de mettre en évidence une centaine de modes compris entre 0-100

Hz, dont seule une vingtaine est réellement excitée.
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F1G. 5.4: Réponse harmonique en accélération de la structure test :
— neceud 6001, — neeud 6002, — nceud 6008

Afin de se placer dans un cas proche du contexte industriel, on s’intéresse a la bande de
fréquence comprise entre 45 Hz et 55 Hz, exhibant les plus hauts niveaux de réponse suivant
Ty, ala fois au niveau des boosters et du corps central. Ces résonances sont associées aux modes de
vibration 41 et 42, respectivement situés a 51,6 Hz et 52,4 Hz. La figure 5.5 permet de visualiser
les deux déformées associées tout en observant la répartition des énergies de déformation. On

constate que les interfaces sont particulierement sollicitées.

Puissance transmise

La figure 5.6, représente 1’évolution fréquentielle de la puissance transmise aux interfaces,
situées entre les jonctions et le corps central. De méme que dans les études précédentes, on vérifie
qu’elle admet des résonances d’amplitude aux alentours des fréquences propres de vibration de la
structure couplée, en particulier sur l'intervalle d’étude. On note cependant qu’un faible niveau
d’accélération peut transmettre une puissance importante et inversement, par exemple a 10 Hz
et 90 Hz.

Au regard de ces différentes remarques, on choisit donc d’optimiser les parametres de raideurs
des jonctions afin de minimiser la puissance transmise aux interfaces, sur une bande de fréquence
comprise entre 45 Hz et 55 Hz, tout en observant I'impact de ces solutions sur une éventuelle

baisse de la réponse en accélération au niveau du corps central.
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Dfield = NPhisol111_1 Mode 41 = 51.5988 Hz Dfield = NPhisol111_1 Mode 42 = 52.3904 Hz
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FiG. 5.5: Déformées propres de la structure test
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F1G. 5.6: Puissance initiale transmise aux interfaces de la structure test

Modes de flux de puissance

On s’intéresse ensuite aux modes de flux de puissance du corps central, qui correspond a
la sous-structure réceptrice. On observe, figure 5.7, les 24 valeurs propres associées aux degrés
de liberté d’interface considérés. On constate qu’entre 0-100 Hz, seul un tiers de ces gran-
deurs admet un comportement modal et constitue donc un sous-espace dominant. On remarque

également que les deux premieres valeurs propres sont pratiquement identiques, ce qui provient
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de la symétrie de la sous-structure. Enfin, on note la présence de résonances d’amplitude sur

I'intervalle fréquentiel d’étude, expliquant en partie 'importante puissance transmise observée

précédemment.

Amplitude

0 20 40 60 80 100
Frequency [Hz]

F1G. 5.7: Valeurs propres de flux de puissance du corps central

On considere maintenant la structure couplée afin de mettre en évidence les principaux che-
mins de puissance initiaux. On observe, grace aux différents coefficients de projections représentés
figure 5.8, que les modes de flux de puissance 6 et 8 sont particulierement actifs. De plus, si
les efforts d’interface tendent a se projeter principalement suivant le dernier mode (figure 5.8
(a)), le flux associé est trop faible pour que la part de puissance transmise par ce chemin soit
prépondérante. A l'inverse le mode 3, globalement sollicité & moins de 10 % (figure 5.8 (a)),

transmet ponctuellement plus de 60 % de la puissance (figure 5.8 (b)).
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Fi1G. 5.8: Chemins de puissance initiaux aux interfaces de la structure test
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Le sous-espace recouvert par ces 3 modes de flux de puissance transmet donc en moyenne
plus de 60 % de la puissance entre les boosters au corps central. Il en résulte que les grandeurs
associées a ces chemins de puissance s’averent particulierement utiles a la mise en place d’une

démarche d’optimisation.

5.4 Réanalyse de la sous-structure réceptrice

Avant d’aborder 'optimisation de la puissance transmise par rapport aux parametres d’in-
terface, on souligne & nouveau que les modes de flux de puissance dépendent uniquement des
propriétés de la sous-structure réceptrice. Il semble donc pertinent, dans une phase de concep-
tion, de s’intéresser a 'impact que des modifications apportées a ce composant peuvent avoir sur
les chemins de puissance, qui seront ou non sollicités par les efforts d’interface et transmettront

ainsi plus ou moins de puissance.

On souligne au préalable qu’il est important de distinguer différents types de modification,
suivant leur amplitude: si les modifications fortes tendent a changer le comportement global
de la structure, les modifications faibles peuvent étre considérées comme des perturbations. De
maniere générale, ces modifications peuvent concerner aussi bien les propriétés de raideur, de
masse ou d’amortissement de la structure et se traduisent, au niveau du modele éléments finis,

par une nouvelle expression des matrices globales sous la forme :
K =Ko+ AK (5.8)

Dans le cas de modifications paramétriques de N,, parametres de conception p;, seules certaines

zones du modele vont étre affectées, d’ou la possibilité d’écrire :

NP
AK =) K (5.9)
=1

ou K7 représente une matrice creuse dont seuls les coefficients associés aux degrés de liberté
7
des éléments concernés sont non nuls. On note qu’il est courant de factoriser ces matrices a ’aide

de matrices booléennes creuses K;°"¢, telles que:

N,
Api o -,
K3 = p?ZE:%pZJKfO"e (5.10)
K3 jzl

L’introduction des coefficients ; permet ici de prendre en compte le comportement non-linéaire
de certains parametres dans les matrices du systéme (par exemple I’épaisseur dans la matrice

de raideur d’un élément plaque ou coque).
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5.4.1 Sensibilité des valeurs propres de flux de puissance

Il a été montré au chapitre 3.4.3 que les équations 3.72-3.77 permettent d’obtenir des expres-
sions approchées de la puissance transmise a I'interface. Or, si celles-ci constituent des premiers
indicateurs a moindre cott, elles ne permettent pas d’évaluer I'impact d’une variabilité des pa-
rametres sur cette puissance. On propose donc une analyse de sensibilité des valeurs propres de

flux de puissance s’appuyant sur une approche par perturbations.

Apres modification de certains parametres de la structure, de type AZ(w) = —w?AM +
JwAC 4+ AK, 'équation d’équilibre du systeme modifié est donnée par :

y = [Zo(w) + AZ(w)]™" f = [Fo(w) + AT(w)] f (5.11)

ou l'indice .o représente les quantités associées au systeme initial. On cherche tout d’abord a
exprimer la matrice de perturbation AI'(w) en fonction de la matrice de flexibilité dynamique
initiale et des matrices de modification connues. En se placant dans I’hypothése de petites

modifications, vérifiant la condition suivante [4]:
[AZ(w)]| < [[Zo(w)], Vw (5.12)
et en effectuant un développement en série de Neumann de ’équation précédente, on obtient :
y~ |1 = To(@)AZ(w) + [Lo(@)AZ@)] + ... |To(w)f (5.13)
On détermine alors par identification avec I’équation 5.11:
AT (w) = = [To(w)AZ(w)] To(w) + [Fo(w)AZ(w)] [To(w)AZ(w)] To(w) + ... (5.14)

Ainsi, sous condition nécessaire de convergence donnée par 1’équation 5.12, il est possible d’amé-

liorer 'estimation de AT'(w) en conservant des termes d’ordres supérieurs.

On s’intéresse maintenant & I'impact de ces perturbations sur les valeurs propres de flux de

ieme

puissance. On rappelle que le probleme aux valeurs propres associé au v mode de flux de

puissance est donné par :

[ré“ - so(ﬂf} 0" =0 (5.15)

ou Fog e CW5iNj) représente la partie imaginaire de la matrice de flexibilité dynamique du
systeme nominal, restreinte aux degrés de liberté d’interface. Une fois celle-ci perturbée, le

probleme devient :

[rg‘ +ATS — sy [ g =0 (5.16)
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De maniere classique, on exprime alors ces valeurs et efforts propres modifiés en fonction des

grandeurs initiales sous la forme:
s = 500 4 As™) (5.17)
g¥) = go™ + Ag®) (5.18)
En remplagant ces expressions dans 1’équation précédente, on obtient :
[r§+AF%‘ - ( ) 4 A5 )) } (go( >+Ag(”>) (5.19)
Puis, apres développement et troncature au premier ordre, on aboutit a:
[Afg — As(”)INJ go(”) = — [Fg — so(”)INj} Ag(”) (5.20)

En considérant I’hypothese de petites perturbations effectuée précédemment (équation 5.12), on
admet que la variation Ag(") de I'effort propre peut se décomposer, de maniére exacte, sur la base
initiale complete Gy € RW5Ni) (étant donné le faible nombre de degrés de liberté d’interface)

des modes de flux de puissance:

Ag®) = Gya™) Zg al) (5.21)

En substituant cette expression dans I’équation 5.20 et en la pré-multipliant par g( vt , on obtient
I’équation suivante :

90" [ATS — As®) INJ} o™ = —go®7" [r Iy } Z )l (5.22)

qu’il est possible de simplifier en utilisant les relations d’ orthogonahte associées au systeme

initiales, données équation 3.67:
T [ T T
90" AT%gp™) — Ast) = — (go(y) 590" — 50 g0 go(u)) al) =0 (5.23)

On en déduit finalement une expression des valeurs propres de flux de puissance du systeme

modifié, a partir de la matrice de flexibilité perturbée, exprimée équation 5.14, sous la forme:

s = 5@ £ As™ x 500 1 o™ T AT g™ (5.24)

Cette analyse de sensibilité permet donc d’étudier I'impact de petites modifications ap-
pliquées a la sous-structure réceptrice sur les valeurs approchées de la puissance transmise,
données équations 3.76 et 3.77, tout en conservant un faible cout de calcul. Elle s’avere ainsi
particulierement adaptée a des approches par investigation basées sur des tirages de Monte-Carlo.
En effet, elle nécessite uniquement de résoudre les problemes aux valeurs de flux de puissance as-
sociés au systeme initial et de déterminer la matrice de raideur dynamique modifiée. On souligne
cependant que le critére dynamique de ’équation 5.12 n’est pas toujours vérifié et ne garantit

donc pas systématiquement la convergence des résultats.
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5.4.2 Reéanalyse robuste des modes de flux de puissance

Il est toutefois nécessaire, dans un cadre de conception ou de re-conception de la sous-
structure réceptrice, de déterminer a la fois les valeurs et les efforts propres issus des divers
modifications apportées au systeme. Or il a été mis en évidence au chapitre 4.5 que, malgré
les approches par réduction modale ou condensation, les résolutions successives d’un nombre
important de problemes aux valeurs propres équivalents s’averent particulierement couteuses.
On propose donc de faire appel a des méthodes de réanalyse robuste dont le but est d’approximer
la réponse d’une structure dont certains parametres ont été modifiés, sans résoudre a nouveau
le systeme complet d’équations mises a jour, mais en s’appuyant uniquement sur les solutions

initiales.

Type de réanalyse

On distingue classiquement deux grandes catégories de méthodes de réanalyse. La premiere
regroupe les méthodes directes, applicables lorsqu’une petite partie de la structure est modifiée
et permettant d’obtenir la solution exacte la plus proche du probleme modifié [84]. Elles sont en
général issues des formules de Shermann-Morisson et de Woodbury traitant des réactualisations
successives d’inverses de matrices. La seconde regroupe les méthodes approchées comme les
méthodes d’approximations polynomiales, de surfaces de réponse, de bases réduites. Celles-ci se
fondent sur 'analyse de la structure pour un ensemble de points de conception et sont valables
pour ’ensemble de ’espace de conception. Elles nécessitent cependant un effort de calcul plus

important, en particulier pour des grandes structures.

Approche par enrichissement d’une base initiale

Lorsque le niveau de perturbation est tres faible, le comportement global de la structure
et donc la nature des modes initiaux ne sont quasiment pas modifiés. De méme, la base de
réduction initiale demeure prédictive dans le cas de modification globales de la masse et/ou de
la raideur: les fréquences propres vont varier, mais les déformées propres du systeme perturbé
seront inchangées, identiques aux déformées initiales. Au contraire, dans tous les autres cas,
la base de réduction initiale s’avere beaucoup moins performante. I1 est alors nécessaire de
I’enrichir. Une premiere possibilité consiste a retenir un plus grand nombre de modes normaux
de vibration vérifiant le probleme aux valeurs propres. Or, si la prédiction tend a s’améliorer
dans les cas simples, la convergence des solutions demeure extrémement lente, entrainant des

colts de calcul prohibitifs.

Une premiere méthode consiste a enrichir la base de réduction initiale par des vecteurs ju-
dicieusement choisis. Ainsi Balmes propose, par exemple, de calculer les bases de condensation
d’un échantillon de modeles, correspondant & des valeurs particulieres des parametres de concep-

tion, puis de les combiner pour obtenir une unique base de réduction finale [7]. Le résultat est
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5.4. Réanalyse de la sous-structure réceptrice

alors précis pour chacune des valeurs échantillonnées et tres bon pour les points intermédiaires.
Néanmoins, lorsque le nombre de parametres devient important, il est nécessaire de considérer
plus d’échantillons, d’ot1 une augmentation des calculs et de la taille du modele réduit.

Une autre méthode, initiée par Masson et al. consiste a compléter une base de réduction
initiale par une base de taille minimale, approximant l'effet statique des modes négligés en
prenant en compte une information a priori sur les modifications réalisées. Elle s’appuie pour
cela sur le calcul des forces associées aux modifications.

On rappelle que ’équation d’équilibre d’une structure dont certains parametres de conception

ont été modifiés peut s’écrire:
[Zo(w) + A(w)Z]y(w) =0 (5.25)
On exprime alors les forces associées aux modifications sous la forme:
falw) = —AZ(w)y(w) (5.26)

La réponse y(w) étant inconnue, elle peut étre approximée a partir d’une base de condensation Tj
classique, de type base modale tronquée, issue du systéme initial et enrichie de résidus statiques
R (fa(w)), telle que:

y(w) = Toc(w) + R (fa(w)) (5.27)

Ces résidus sont construits a partir d’'une base de forces Fa représentatives du sous-espace

associé 3 I’ensemble des modifications. Cette matrice est définie par?:
Ri(w) = Ky 'Fa (5.28)

Celle-ci est ensuite soumise a une décomposition en valeurs singulieres afin de garantir une taille

optimale. La base de réduction finale est donc de rang maximal et de conditionnement faible :
T = [Ty RA] (5.29)

Cette méthode a été appliquée a une condensation a deux niveaux de type Craig-Bampton
permettant d’éliminer I’ensemble des coordonnées généralisées associées aux vecteurs statiques
résiduels [101]. On note également que Bouazizi et al. ont proposé une extension aux cas de

structures présentant de faibles non-linéarités localisées [27].

Approche par approximations combinées

La méthode des approximations combinées (méthode CA) développée par Kirsch [85] tente
d’unifier les approches directes et approchées: elle considere les termes d’une approximation

locale en série binomiale comme étant les vecteurs d’une base de réduction globale.

4. A nouveau, dans le cas ou Ky est singuliere, il est nécessaire de se ramener a la matrice de pseudo-flexibilité

(cf. annexe B.2).
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Comme précédemment, les modifications de la structure initiale entrainent la formulation

d’un nouveau probleme aux valeurs propres, pour chaque mode v de la structure modifiée:
(Ko + AK] ™) = AW [My + AM] ™) (5.30)

Il est alors possible d’exprimer une solution approchée a l’aide d’un développement en série
binomiale de la forme:

oW ~ I+ Bl (5.31)
ouB = Kj LAK représente Pimpact des modifications apportées® et r(()y) correspond & la solution
du systeme initial. Cette relation permet de construire une base de réduction rg’), a partir de la

relation de récurrence suivante:

r = K3 Moy + AM]

P — B =2,

71—

(5.32)

d’ou:
) = [ )] (5.33)

Cette transformation est ensuite appliquée au probleme modifié et permet d’aboutir a un
probléme aux valeurs propres réduit dont la résolution donne la fréquence propre et le vecteur

propre du mode modifié associé.

Il a été initialement constaté que, dans le cas général, seuls quelques vecteurs de base (s =
1,...,6) suffisent pour obtenir des résultats satisfaisants sur des structures académiques. Or,
I’application de cette méthode a des structures complexes a mis en évidence des problemes de
convergence de la série binomiale, d’ou une mauvaise prédictivité des solutions approchées, en
particulier pour des modifications importantes. Une variante a donc été proposée, visant a ne
conserver que la partie « pertinente » de I'information issue des bases de réduction de chacun
des modes de vibration considérés et balayant ainsi au mieux ’espace des solutions [160].

Pour cela, on concaténe tout d’abord les bases rg) de chacun des m modes étudiés dans la

matrice de transformation suivante:

rp = rg) rg) rg) rgn) (5.34)

a laquelle on applique une décomposition en valeurs singuliéres pour obtenir une base de
réduction globale rp:
s =USVT = U5 Vi + Up 5o VF (5.35)

rp = U1 (5.36)

On souligne qu’il est nécessaire de régulariser préalablement les vecteurs des différentes sous-

bases afin d’éviter que les valeurs singulieres d’ordre élevé et I'information qui leur est associée

5. Idem
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ne deviennent prépondérantes vis-a-vis des premieres. On aboutit finalement a un probleme aux
valeurs propre réduit global, dont la taille dépend du nombre de valeurs singuliéres dominantes
retenues dans ;. Des applications sur des structures académiques ont montré que cette taille

tend & étre bien inférieure & s X m.

Il semble donc particulierement intéressant d’appliquer cette variante des approximations
combinées afin d’effectuer une réanalyse des modes de flux de puissance, basée sur ’approche
par condensation exposée au chapitre 4.5.3. En effet, celle-ci s’appuyant sur les modes de vibra-
tion a interface fixe de la sous-structure réceptrice, on propose de remplacer la matrice modale
initiale ® par la matrice de transformation r, dans I’expression de la matrice de flexibilité dy-
namique, donnée équation 4.62. Celle-ci étant robuste vis-a-vis des modifications, il ne reste
plus qu’a réactualiser successivement les matrices globales du systéeme en prenant en compte les
modifications. Il est alors possible d’évaluer rapidement et & moindre cout 'impact de modifica-
tions en masse, raideur ou amortissement de la sous-structure réceptrice sur ces modes de flux

de puissance.

5.5 Optimisation par rapport aux parametres d’interface

5.5.1 Investigations préliminaires

Si les modes de flux de puissance ne dépendent que des propriétés de la sous-structure
réceptrice, la détermination des chemins de puissance prépondérant fait intervenir celles de ’en-
semble de la structure couplée, parmi lesquelles on distingue en particulier les parametres de
raideur d’interface. On cherche donc a étudier leur influence sur ces chemins en effectuant une in-
vestigation de I’espace de conception associé, a ’aide de 300 tirages aléatoires. Ceux-ci sont issus
d’une procédure d’échantillonnage de type Latin Hypercube s’appuyant sur les valeurs nomi-
nales données tableau 5.1 auxquelles sont associées, par défaut, des lois de probabilités uniformes
comprises dans l'intervalle relatif [0,01 — 100] (celui-ci correspond a l'intervalle obtenu & l'issue
de la procédure de sensibilisation des raideurs d’interface, cf. annexe C). Ce calcul a nécessité
11h30° afin de déterminer, & chaque itération, les grandeurs nécessaires a la caractérisation des
chemins de puissance. On souligne toutefois qu’il serait utile de vérifier la convergence de la
procédure afin de justifier la représentativité des résultats ou, dans le cas contraire, de motiver

un nombre de tirages plus important et donc plus colteux.

On visualise, figure 5.9, I’évolution fréquentielle des coefficients de projection as et ag en
fonction des itérations. Elle indique que les directions des efforts propres associées sont relative-
ment sollicitées et varient suivant les différentes valeurs aléatoires des raideurs d’interface. On
précise que 'observation des autres coefficients, ne se rapportant pas au sous-espace dominant,

ne montre aucune participation et aucune variation.

6. Pour un ordinateur équipé d’un processeur IntelCore 2 Duo de 3 GHz et de 1,96 Go de RAM.

130



5. VERS UNE CONCEPTION ROBUSTE DES INTERFACES DE STRUCTURES

0.14
0.12 50
01 100
S 008 5
g & 150
2 006 =
200
250 =
300
45
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Coefficient as (b) Coefficient ag

F1G. 5.9: Investigation de 1’évolution des coefficients de projection

Afin d’estimer l'impact des variations des parametres de conception sur les coefficients de
participation modale de flux de puissance, on réalise une analyse en composantes principales
sur ces sorties. Cette méthode d’analyse de données permet de filtrer un ensemble de variables
d’entrée corrélées pour obtenir un nouvel ensemble de variables non corrélées, qualifiées de com-
posantes principales et formant une base de I’espace observé. Celles-ci sont définies de telle sorte
que la premiere d’entre elles ait la plus grande variance, représentant ainsi la plus grande part
des informations contenues dans les données initiales; les composantes suivantes, orthogonales

les unes par rapport aux autres, sont ensuite rangées dans I'ordre des variances décroissantes ”.

5 5

6 7
Component

Cgmpone?m
(a) Associé a Ps (b) Associé a Pg

FiG. 5.10: Analyses en composantes principales des puissances modales

7. Mathématiquement, ce calcul revient a effectuer la décomposition en valeurs singulieres de la matrice de

covariance des données d’entrée, recentrées en zéro.
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On observe, figure 5.10, les résultats de cette analyse sur les puissances modales Ps et Pg.
On retrouve en ordonnée les parametres de conception et en abscisse les différentes composantes
principales. Les carrés représentent 'influence de ces parametres sur chaque composante. La
courbe rouge représente le tracé des valeurs singulieres. On constate ainsi qu’il est nécessaire
de conserver 4 composantes principales, afin de restituer 80 % des informations relatives aux
chemins de puissance, et que chacune est influencée par un unique parametre.

Ces puissance modales semblent donc représentatives de la puissance transmise sur 'inter-
valle fréquentiel d’étude. De plus, elles s’averent sensibles aux parametres de conception retenus.
On remarque éventuellement qu’il serait possible de restreindre ces derniers aux seules raideurs
de la jonction supérieure, représentés figure 5.10 par les parametres X19,X11 et X192 afin de limi-
ter le nombre de variable de conception. Cependant, dans une démarche générale d’optimisation,
ce type d’analyse en composantes principales ne constitue qu’'un outil et ne peut se substituer a

une analyse de sensibilité approfondie.

5.5.2 Optimisation mono-objectif

Au regard des résultats de cette investigation préliminaire, on choisit de se ramener a la

minimisation de la fonction cott f. définie par:

> W)

m)}n fC = H}}n mu&)tx W (537)
6 2
= min | max M (5.38)
X “ Zl/:l ’aV‘ Sv

Celle-ci représente la participation maximale, sur 'intervalle de fréquence considéré, des
chemins de puissance recouvrant le sous-espace composé des six premiers modes de flux de
puissance. On espere ainsi, en minimisant cette quantité, projeter les efforts d’interface suivant
les directions associées a des chemins de puissance moins importants. On note toutefois qu’afin
de ne pas sur-contraindre le probléme, le mode 8 n’a pas été conservé. Celui-ci correspond en effet
au chemin ayant potentiellement le flux de puissance le plus faible du sous-espace dominant, car
|sg| < ... < |s1] (figure 5.7), tout en restant sensible aux parametres de conception. Il constitue
donc une bonne alternative pour la puissance déviée des autres chemins dominants, susceptible

d’entrainer une diminution de la puissance transmise.

Dans un premier temps, on se rameéne a 'investigation précédente et on visualise, figure 5.11,
les valeurs prises par cette fonction cotit. Celle-ci est bien sensible aux variations aléatoires des
24 parameétres de conception®. Plusieurs minima locaux se dégagent : on décide par la suite de

ne retenir que ceux dont la valeur est inférieure au seuil de 80 %, fixé a priori.

8. La diminution de la valeur moyenne de f. est due & un classement des tirages aléatoires suivant les valeurs
croissantes du premier parametre de conception, qui semble ainsi avoir une légere influence sur la puissance

transmise.
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Cost function

0.6

051

0.4 : : '
0 50 100 150 200

Iteration

Fia. 5.11: Investigation de la fonction cott sur 300 tirages aléatoires

250 300

Dans un second temps, ces positions vont servir de points de départ successifs & une procédure

d’optimisation déterministe, détaillée figure 5.12, faisant appel a I’algorithme fmincon disponible

sous MATLAB. Celui-ci va chercher, & chaque solution intermédiaire, la direction ayant la pente

la plus forte pour descendre vers un nouveau point de ’espace de conception, jusqu’a atteindre

un critere de convergence. Les solutions ainsi obtenues constituent alors un ensemble de minima

locaux.

Importation modéle
éléments finis
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v v
Calcul modes de Calcul efforts Mise a jour
flux de puissance réels d'interface modéle

[ |

Evaluation
coefficients a,

Evaluation
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Algorithme de
programmation

non-linéaire
Fmincon

Convergence

Fia. 5.12: Procédure d’optimisation mono-objectif
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Les figures 5.13 représentent respectivement 1’évolution des parametres de conception ainsi
que celle de la fonction cotlit, pour une optimisation initialisée a partir du point 195 de la phase
d’investigation. On observe bien les paliers associés aux analyses locales de sensibilité suivis,
d’une évolution importante dans une direction donnée. On note de plus que la convergence est

atteinte au bout de 215 itérations.

Relative value
Cost function

: : : : 0.1 : : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Iteration Iteration
(a) Evolution des paramétres de conception (b) Evolution de la fonction coit

F1a. 5.13: Optimisation de la fonction cotit a partir de la position 195

Les résultats obtenus pour les trois positions initialement retenues sont récapitulés tableau
5.3, en valeurs relatives. On constate tout d’abord que les valeurs finales atteintes par la fonction
cout sont indépendantes des valeurs initiales. Ceci est du au fait que le choix des positions initiales
ne garantit pas la qualité de 'optimum local le plus proche. On peut ainsi imaginer aboutir a une
meilleure performance en partant d’un point initial quelconque. La procédure sera cependant
plus longue et donc plus cotiteuse. En comparant rapidement ces solutions, on remarque qu’elles
se ressemblent peu. On note toutefois que certaines variables ont atteint les bornes des intervalles
de dispersion : ces points de conception peuvent éventuellement se trouver sur une pente menant

a une meilleure solution.

La figure 5.14 (a) illustre I'impact de ces différentes valeurs optimales des parametres de
raideur sur la puissance transmise a l'interface. Si sa valeur maximale est bien minimisée sur
I'intervalle d’étude 45-55 Hz, son comportement fréquentiel est tres différent d’une solution
a lautre. Il en va de méme concernant 1’évolution de la réponse harmonique en accélération
représentée figure 5.14 (b). On observe également que cette minimisation locale entraine des
modifications plus ou moins importantes du comportement dynamique sur le reste du spectre
fréquentiel. Certaines résonances de puissance disparaissent, d’autres sont amplifiées ; de méme,
certains modes de vibrations subissent un important décalage fréquentiel, susceptible d’accentuer

de nouveaux comportements, néfastes pour la structure.
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Pos. fe (%) Dir. Jonction 1 Jonction 2 Jonction 3 Jonction 4

T, 8,19 95,79 9,77 0,01
238 45,15 — 23,64 T, 1,26 1,38 79,2 2,78

T, 8,17 0,47 10,07 0,02

T, 482 61,5 11,68 3.5
262 70,63 — 2791 T, 0,03 0,16 0,01 7,86

T, 2,28 14,77 20,6 0,52

T 100 54,2 0,8 13,64
195 7575 — 1874 T, 55,36 0 0,05 6,62

T, 2,02 5,74 0,01 95,61

TAB. 5.3: Valeurs relatives des parametres de raideur optimaux - optimisation mono-objectif

Power [W]
Amplitude [m/s?]

30 40 50 60 70

Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Puissance transmise a l'interface (b) Réponse en accélération

au nceud 6008 suivant T,

Fia. 5.14: Résultats de la procédure d’optimisation mono-objectif:

— initiale; optima — 1, — 2, — 3

On en conclut donc que si ces solutions vérifient toutes le probleme d’optimisation, le concep-
teur doit encore effectuer un choix parmi celles-ci afin de retenir la plus avantageuse au regard
du comportement dynamique de 'ensemble de la structure. Il est également possible d’envisager
I’ajout de contraintes, se rapportant par exemple a des déplacements maximaux de fréquences
propres sensibles ou des niveaux de réponse moyens a ne pas dépasser, afin d’éliminer certains

types de solutions.
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5.5.3 Optimisation multiobjectif robuste

On propose maintenant d’appliquer une approche multi-objectif robuste, telle que celle
décrite au chapitre 5.2.3, visant a optimiser a la fois la fonction cotit et sa fonction vulnérabilité
associée, respectivement définies équations 5.38 et 5.7. La figure 5.15 illustre la procédure mise
en place. Comme annoncé précédemment, celle-ci s’appuie sur un algorithme génétique de type
NSGA dont les valeurs des différents parametres ont été fixés de la maniere suivante :

— 50 individus par génération;

— une probabilité de croisement p. = 0,8;

— une probabilité de mutation p,, = 0,1;

— un parametre de fonction de niche o = 0,2.

Importation modéle

éléments finis

£ Début

Initialisation
variables conception

Analyse modale

¥ ¥

— Calcul efforts _,[ Calcul modes de Mise a jour
réels d'interface flux de puissance modele

Calcul -
e Evaluation
vulnérabilité coefficients a,

Algorithme
génétique

NSGA

Evaluation
fonction colt

Non

Convergence

Fia. 5.15: Procédure d’optimisation multiobjectif

Le principal inconvénient de cette démarche réside cependant dans le cout de calcul lié a
I’évaluation de la vulnérabilité. En effet, pour chaque individu, il est nécessaire de déterminer
localement la moyenne et 1’écart-type de la fonction cotit. Ceci est réalisé a partir de 50 tirages
aléatoires suivant une loi uniforme, pour une dispersion de 10 %. Or, cela implique de recalculer

successivement les efforts réels d’interface. On choisit de pallier cette difficulté en déterminant
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les efforts d’interface par superposition modale a ’aide de la méthode de réanalyse approchée
présentée au chapitre 5.4.2. En effet, les modifications successives étant localisées au niveau des
raideurs d’interface, les résidus statiques contiennent suffisamment d’information pour enrichir

la base de réduction initiale de maniere efficace.

On propose ci-dessous d’exposer les résultats obtenus a partir de deux lancements de cette
procédure multi-objectif:
— le premier a convergé apres 7 générations, ce qui est relativement peu, et a nécessité environ

16 heures de calcul ;
— le second a convergé apres 14 générations et a nécessité environ 24 heures de calcul.

La figure 5.16 représente l’ensemble des solutions obtenues. On observe tout d’abord un
nombre important de solutions peu performantes mais robustes. A I'inverse peu de solution tres
performantes, telles que f. < 40%, ont été trouvées. On constate ensuite que les fronts de Pareto
finalement obtenus sont peu fournis (respectivement 13 et 14 individus), mais relativement

homogenes.

09r
08r
0.7}
061
05}

04

Vulnerability function

03

0.2

0.1

02 03 04 05 06 07 08 09 1
Cost function
F1G. 5.16: Fronts de Pareto du probleme d’optimisation robuste :

o e 1¢" lancement, o e 2% lancement

Les parametres associés aux quatre meilleurs compromis sont donnés tableau 5.4, en va-
leurs relatives. A nouveau, ces solutions semblent relativement différentes et certaines ont été
limitées par les bornes de I’espace de conception. On observe enfin, figure 5.17, que ces solutions
entrainent bien une diminution de la puissance transmise sur 'intervalle fréquentiel considéré,
qui se traduit également par un abaissement du niveau de réponse en accélération. Cette fois-ci,
I'impact sur le comportement de la structure semble étre du méme type pour I’ensemble des solu-
tions. Il correspond globalement a un raidissement des modes de vibrations initialement présents
a b5 Hz. On remarque également une diminution importante de la résonance de puissance a 60

Hz (sauf pour la solution 3).
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5.5. Optimisation par rapport aux parametres d’interface

Pos. [f. — fu] (%) Dir. Jonction 1 Jonction 2 Jonction 3 Jonction 4

T, 4.4 52,54 1,82 6,8
428 23,63 - 3332 T, 5,7 3,43 1,02 100
T, 48,07 3,15 13,97 0,13
T, 22,63 100 5,94 63,85
505 26,04 - 2693 T, 0,42 4,96 37,49 2,16
T, 2,27 0,53 0,15 74,77
T, 70,48 87,12 0,01 1,01
157 38,09 - 14,87 T, 41,8 0,01 18,56 14,91
T, 39,81 7,04 2,85 0,91
T, 17,42 74,21 2,07 0,35
176 43,63 - 428 T, 16,96 1,83 0,01 2,33
T, 0,11 53,86 1,42 0,24

TAB. 5.4: Valeurs relatives des parametres de raideur optimaux - optimisation multiobjectif

Power [W]
Amplitude [m/s?]

—14 -8
10 : . . 10 ' . :
30 40 50 60 70 30 40 50 60 70
Frequency [HZ] Frequency [Hz]
(a) Puissance transmise a l'interface (b) Réponse en accélération

au nceud 6008 suivant T,

Fi1G. 5.17: Résultats de la procédure d’optimisation multiobjectif:

— initiale; optima — 1, — 2, — 3, — 4

Cette procédure d’optimisation multiobjectif donne donc des solutions pertinentes, différentes
de celles déterminées a ’aide de I'approche mono-objectif précédente. De plus, on note qu’elles
se traduisent localement par une faible dispersion autour du comportement dynamique initial.
Il reste cependant & vérifier si leur robustesse s’avere effectivement plus intéressante que celle

des solutions précédentes.
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5.6 Robustesse d’un choix de conception en présence de

méconnaissances

5.6.1 Approche info-gap

Cette approche, développée initialement par Ben-Haim au début des années 1990, permet de
quantifier la robustesse d’'une décision basée sur un modele mathématique, vis-a-vis du manque
d’information s’exercant sur ce systeme. Elle constitue ainsi un outil d’aide a la décision parti-
culierement utile puisqu’il permet non seulement d’étudier le compromis entre performance et

robustesse mais également de comparer différents choix.

De maniere générale une analyse info-gap nécessite de définir différentes composantes [11].
Tout d’abord, le modele du systéme 8, qui permet de relier les grandeurs d’entrée du probleme
aux grandeurs de sortie. Ensuite, le modele d’incertitude U(«,u) représentant le degré de variabi-
lité d’une quantité incertaine v autour d’une position u. Ce modele étant convexe par définition,
plus « est grand, plus la plage de variation possible est importante. Ce dernier représente donc
le parametre incertain et exprime le manque d’information entre :

— ce qui est connu, a savoir la valeur nominale @ et la structure du modele d’incertitude;

— ce qu’il est nécessaire de connaitre, pour obtenir une solution idéale, c’est-a-dire la

valeur exacte u.
A cela s’ajoute le fait que la valeur du parameétre a n’est généralement pas connue, d’oll un
second niveau d’incertitude: '« horizon d’incertitude » n’est pas borné. Cette double lecture
rend ’approche particulierement attrayante pour traiter des probléemes en présence de grandes
méconnaissances.

La notion de robustesse correspond alors a la plus grande valeur du parametre incertain,
pour laquelle la performance du systeme est jugée acceptable. Cette derniere est généralement ex-
primée par 'intermédiaire d’une fonction récompense scalaire R(q,u), dépendant des parametres
de conception g et des grandeurs incertaines u, dont la valeur critique r. est fixée a priori par le
décideur, a partir de régles empiriques ou de calculs itératifs préliminaires. On définit ’ensemble
A(q,r.) des valeurs du parametre « pour lesquelles le seuil critique est garanti:

Atgr)={a | max Riga) <r.} (5.39)

La fonction robustesse est donc définie de la maniére suivante :

a(q,re) = Lomax o (5.40)

Ainsi, si &(q,r.) est grand la solution est qualifiée de robuste et & l'inverse, si &(q,r.) est petit,
méme de faibles perturbations sont susceptibles d’entrainer un non respect des exigences de
performance. De plus, cette fonction permet de classer différentes solutions, préférant ainsi un

ensemble de parameétres ¢ & un ensemble ¢’ si &(q,rc) > a&(q',re).
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5.6. Robustesse d’un choix de conception en présence de méconnaissances

Il a été souligné par Ben-Haim que, dans certains cas particuliers, les variations dues aux
incertitudes peuvent avoir des effets bénéfiques sur les performances recherchées. Il est alors
intéressant d’étudier la fonction opportunité, définie comme le complément logique de la fonction

robustesse par:

B<q,rc>=min{ﬁ | min R(q,u>5rc} (5.41)

uel(B,u)

Le caractere tres général de cette approche explique en partie son utilisation dans de nom-
breux domaines (médical, management,...). En dynamique des structures, des études ont été
menées concernant le recalage de modeles [14, 127], la préparation d’essais et le placement
optimal de capteurs [157] et plus récemment l'analyse de fiabilité [66] et la détermination de

coefficients de sécurité [73].

5.6.2 Complexité des modeles d’incertitudes

Comme il a été exposé ci-dessus et comme le rappelle Ben-Haim [11], I'approche info-gap
ne dépend d’aucune information probabiliste, d’ou son aptitude a traiter des problemes ayant
des incertitudes non structurées ou de séveres manques d’information. Or, cela ne signifie pas
pour autant qu’elle permette de résoudre, en 1’état et sans poser d’hypotheses supplémentaires
(éventuellement restrictives), ces problemes ou les méthodes conventionnelles se révelent in-
adaptées. Elle n’échappe donc pas a la regle selon laquelle la qualité des résultats est fonction

de la qualité des données d’entrée (Garbage in, garbage out).

En effet, la difficulté principale consiste ici & définir le modele d’incertitude U, caractérisant
I’étendue de l'espace dans lequel la robustesse va étre évaluée. Il correspond, par définition,
a une famille non-bornée d’ensembles convexes, partageant tous la méme structure, associés
aux parametres incertains u. Il s’agit alors de déterminer, suivant les informations initialement
disponibles, la géométrie de ces ensembles. A titre d’exemple, le modele de type intervalle est

défini par:
u—1u

U

U(a,a) = {u |

' < wa} ,a>0 (5.42)

ou w représente un vecteur de pondération entre les différents parametres incertains. On trouve
également souvent des modeles de type enveloppe, ellipsoide ou encore s’appuyant sur une norme
[12].

Toutefois, il est possible que des densités de de probabilité soient a priori associées a u, telle

qu’une loi normale :

p(u) =~ Qﬂe‘%(7)2 (5.43)

Dans ce cas, les incertitudes peuvent s’exercer non plus directement sur les parametres u mais

sur les parametres qui définissent la densité de probabilité, correspondant ici a la moyenne
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1 et écart-type o. Le modele d’incertitude s’appuie alors sur une fonction pondérée de ces

parametres du type:

'u_'u‘—i-wa

u<a,<n,&>>={<u,a> |

U;U' ga} (5.44)

On souligne qu’il est possible d’envisager une complexification du modele en supposant, par
exemple, que ces parametres suivent a leur tour des lois de probabilité particulieres (a I'image du
module d’Young de pieces mécaniques, qui varierait non seulement en fonction de la production
mais également en fonction du lot de production considéré).

Enfin, cette approche hybride peut étre étendue en considérant que ce ne sont plus les
parametres qui sont incertains, mais leurs densités de probabilité, qui peuvent étre amenées a
évoluer au court du temps [13]. On parle alors d’incertitude sur un espace de fonctions. Pour
cela, on commence par associer a une variable u sa densité de probabilité p(u). On suppose
ensuite que p(u) représente la meilleure estimation de p(u), tout en sachant que celle-ci peut
étre considérablement fausse aux extrémités caractérisant les évenements rares. On peut ainsi

définir un modele d’incertitude du type [12]:
U(a,p) = {p(u) | p(u) 20,

p(u) = p(u)| < ap(u), si Ju] = ko,

p(u) = cp(u), si |u| < k:a}

ou les deux premieres conditions visent a s’assurer que la fonction considérée est bien une densité
de probabilité, et les deux suivantes a évaluer I'incertitude sur les parties extrémes de la densité,

situées a plus de k fois I’écart-type o.

On constate donc que le principal enjeu de 'approche info-gap consiste a définir, de la maniere
la plus pertinente possible, le ou les modeles d’incertitudes associés au probléme considéré. Si
la souplesse de la formulation permet d’envisager toutes sortes d’ensembles, il demeure par-
ticulierement difficile d’explorer cet espace, en particulier lorsqu’il se rapporte & des fonctions.
Ainsi, dans la pratique, il est courant de se ramener & des incertitudes sur des parametres, quitte

a reconsidérer le contexte de « méconnaissances séveres ».

5.6.3 Définition du calcul

L’approche info-gap est adoptée dans cette étude afin de comparer la robustesse des différentes
solutions obtenues précédemment a ’aide des deux procédures d’optimisation. Il s’agit donc de

quantifier ’écart entre les valeurs optimales des parametres de raideur d’interface et le critere de
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conception que représente la fonction cout f., donnée équation 5.38. On précise qu’au regard des
informations dont on dispose sur le modele, on choisit de se limiter & une approche paramétrique

directe sur les variables de conception.

Le modele du systeme correspond ici au modele éléments finis de la structure test, avec
ses conditions aux limites et son chargement. On choisit de représenter les incertitudes sur les
parametres de conception x, constitués des différentes raideurs d’interface, a ’aide d’'un modele
convexe simple de type intervalle, sous la forme:

U () = {a: |

JL‘—II)O

" < a} ;o a>0 (5.46)
Ainsi, si f(8(x)) = f. représente la mesure de performance du systeme, on définit f..;; comme

étant la valeur critique que celle-ci peut prendre. La fonction robustesse est donc définie par:

odoi) =moxfa | (o, 50) < fort | (5.47)

z€U(a,z0)

On obtient finalement les courbes de robustesse en tracant I’évolution de & en fonction de fepit.
Or ce calcul nécessite de résoudre un probleme non-linéaire dont il est généralement impossible
de déterminer une solution analytique simple. On procede donc en pratique de maniere inverse
en résolvant, pour un ensemble défini de valeurs du parametre «, le probleme d’optimisation

suivant ? :

fcrit,ai = xeﬁl(i},cmo)f (S(I‘)) (548)

Etant donné que les raideurs d’interface considérées se rapportent a un modele simplifié des
jonctions réelles, on considere que 'incertitude associée peut étre relativement importante. On
décide donc d’évaluer la robustesse des valeurs optimales obtenues précédemment sur une plage

de variation comprise, au maximum, entre plus ou moins 50 %.

5.6.4 Comparaison des solutions optimales

On visualise, figure 5.18, les courbes de robustesse associées aux trois premieres solutions de
chaque démarche d’optimisation. Les différentes valeurs prises par le parametre a € [0 0,1 0,2
0,4 0,6 0,8 1] permettent de discrétiser ’espace associé & la dispersion maximale de +50%
autour des solutions optimales. On vérifie de maniere globale que celles-ci sont, par définition,
non robustes : une légere variation des raideurs (a # 0) entraine immédiatement une dégradation
de la performance. Puis, au fur et & mesure que I’horizon d’incertitude augmente, la robustesse
est proportionnelle a la pente de chaque courbe. On retrouve alors le compromis classique selon

lequel la robustesse augmente au détriement de la performance.

9. On trouvera en annexe D une remarque concernant les méthodes numériques permettant de résoudre ce

probleme d’optimisation.
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Fi1G. 5.18: Comparaison de la robustesse info-gap des solutions optimales :
mono --- 238, --- 262, --- 195; multiobjectif — 428, — 505, — 176

Il est également possible de comparer ces différentes solutions entre elles. Ainsi, pour une
meéme performance initiale, on choisira plutéot la solution 238 qui est globalement plus robuste que
la 428. De plus, si la solution 195 est initialement plus performante que la 238, on constate qu’elle
s’avere moins intéressante lorsque o > 0,4. Par conséquent, il peut étre préférable de retenir une
solution moins performante si ’on ne peut pas garantir un certain seuil d’incertitude.

On souligne enfin que cette approche info-gap reflete bien le caractere robuste des solutions
505 et 176, tel qu’observé sur le front de Pareto donné figure 5.16. On observe en particulier
la présence d’un point d’inflexion supplémentaire pour un horizon d’incertitude o = 0,2, cor-
respondant & une dispersion maximale de 10 %. Toutefois, contrairement aux résultats donnés
au tableau 5.4, la solution 505 semble globalement plus robuste que la solution 176: ceci peut
provenir d’'un nombre insuffisant de tirages de Monte-Carlo dans I’évaluation de la fonction

vulnérabilité, entrainant une sous-évaluation de la robustesse.

5.7 Conclusions

Ce chapitre a montré 'intérét d’intégrer la méthode des modes de flux de puissance a une
démarche de conception robuste de structures complexes. Conformément au contexte général de
ces travaux, celle-ci vise & minimiser la puissance transmise aux interfaces entre les différentes

sous-structures afin de controler leur comportement vibratoire.

Pour cela, il a été proposé dans un premier temps de reconsidérer la conception de la sous-
structure réceptrice, dont les parametres définissent les chemins de puissance par lesquelles
transite la puissance issue de la sous-structure source. Une analyse de sensibilité et une méthode

de réanalyse approchée des modes de flux de puissance ont ainsi été introduites. Elles s’appuient
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sur les propriétés présentées dans les chapitres précédents, plus particulierement sur les liens
forts entre modes de flux de puissance et modes de vibrations, et fournissent des outils rapides
et robustes.

Dans un deuxieme temps, deux démarches d’optimisation des raideurs d’interface ont été
détaillées et illustrées sur une structure test se rapportant au contexte industriel initial. Une
étude préliminaire a permis de montrer la pertinence de définir une fonction cout basée sur
les coefficients de participation modale qui caractérisent, qualitativement et quantitativement,
les chemins de puissance dominants. Une premiere approche mono-objectif a permis de valider
cette démarche globale: les solutions obtenues minimisent bien la puissance transmise par les
boosters et permettent de diminuer le niveau de réponse du corps central. On souligne tou-
tefois que les hypotheses du modele initial sont particulierement influentes sur les résultats.
Il est donc nécessaire de disposer & la fois d’un modele fonctionnel représentatif, ainsi que de
suffisamment d’informations concernant les chargements extérieurs. Afin de limiter I'impact de
ces méconnaissances et incertitudes sur les solutions, une seconde approche multiobjectif a été
présentée. Le but est alors d’optimiser simultanément la fonction cotit et sa vulnérabilité a I'aide
d’un algorithme génétique. Si de bons résultats ont également été obtenus, on note que cette ap-
proche demeure beaucoup plus lourde que la précédente. En effet, les parametres de ’algorithme
doivent étre adaptés au probleme et, en toute rigueur, plusieurs lancements seraient nécessaires
afin d’obtenir une famille de solutions représentatives. Ainsi, malgré 'utilisation de méthodes
approchées, cette démarche demeure particulierement couteuse.

Enfin, dans un dernier temps, une analyse de robustesse complémentaire basée sur une
approche info-gap a été présentée. Si elle permet d’obtenir, localement, une estimation de la
robustesse comparable a celle issue de la fonction vulnérabilité, la souplesse de sa formulation
en fait un outil d’aide & la décision particulierement intéressant dans un contexte d’incertitude
ou de faible méconnaissance. Il a cependant été souligné que les principales difficultés de cette
approche demeurent la détermination du ou des modeles d’incertitude ainsi que le choix de la

procédure de résolution du probleme d’optimisation associé.
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Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire de these s’inscrivent dans un contexte
global de maitrise des niveaux vibratoires de structures industrielles complexes. Leur objec-
tif a été de fournir une méthode de caractérisation dynamique des interfaces entre différents
composants de ces structures, puis de 'intégrer dans une démarche de conception robuste vi-
sant a minimiser la puissance transmise entre une sous-structure source et une sous-structure

réceptrice.

Une étude bibliographique a tout d’abord permis de replacer cette problématique & l'in-
tersection de plusieurs thématiques actuelles, telles que l'isolation vibratoire des structures, la
prédiction de leur comportement en moyennes fréquences et ’étude des flux de puissance as-
sociés. Au regard de la synthése critique proposée, 'approche adoptée se distingue tout d’abord
par son intérét pour les vibrations structurales basses fréquences, d’ou le choix d’une formulation
en déplacement basée sur la méthode des éléments finis. Elle se rapporte cependant a I’évaluation
de grandeurs énergétiques quadratiques, plus adaptées a la caractérisation des transferts vibra-

toires dans ’espace dual associé aux efforts réels d’interface.

La formulation théorique de la méthode des modes de flux de puissance a ensuite été présentée
de maniere générale. Elle s’appuie sur la minimisation de la puissance moyenne par rapport aux
efforts extérieurs et conduit a la résolution d’un probleme aux valeurs propres, associé a la
partie imaginaire de la matrice de flexibilité dynamique. Les valeurs et efforts propres ainsi
déterminés fournissent, respectivement, des informations quantitatives et qualitatives sur les
flux de puissance existant a I'intérieur de la structure.

La méthode a ensuite été appliquée a 1’étude de la puissance transmise a 'interface entre
deux sous-structures. Dans ce cas, il a été mis en évidence que les modes de flux de puissance ne
dépendent plus que des propriétés de la sous-structure réceptrice et permettent de caractériser
les efforts réels d’interface. Il est alors possible d’identifier et de quantifier, a ’aide de coefficients
de projection, les directions associées aux différents chemins de puissance. Les plus sollicitées
constituent ainsi un sous-espace dominant par lequel transite la majeure partie de la puissance.

Plusieurs propriétés particulieres de ces modes de flux de puissance ont été investiguées
afin d’approfondir I’étude de leur signification et de leur comportement. Si celles-ci s’averent
rapidement complexes, elles tendent a mettre en évidence 'intérét de faire appel a ces grandeurs
pour caractériser des flux de puissance en moyennes fréquences ou encore élaborer des stratégies

de controle actif.

L’ensemble de ces résultats a finalement été appliqué afin de proposer une méthodologie de
conception robuste des interfaces de structures et de l'illustrer sur un modele simplifié de lanceur
spatial, représentatif du contexte industriel proposé par le CNES. Apres avoir présenté des
outils de réanalyse approchée dans 'optique d’une reconception de la sous-structure réceptrice,
deux démarches d’optimisation ont été exposées afin de minimiser la puissance transmise aux

interfaces par rapport aux parametres de raideur des jonctions. Les résultats obtenus ont permis
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de comparer une approche classique mono-objectif a une approche multiobjectif robuste. De
plus, ceux-ci ont permis de valider la démarche visant a minimiser la puissance transmise par
les boosters pour limiter la réponse dynamique au niveau du corps central. L’importance de

considérer la robustesse des solutions retenues a été soulignée par une approche complémentaire

de type info-gap.

On souligne également que tous les outils et les procédures présentés dans ces travaux ont
été implémentés via la plate-forme logicielle £OSP, développée au Département Mécanique
Appliquée de I'Institut FEMTO-ST. Ils sont donc directement applicables a I’étude de modeles

éléments finis de structures industrielles complexes.

Enfin, 'ensemble de ces contributions et les différentes remarques soulevées tout au long
de ces travaux permettent d’envisager des perspectives intéressantes, a court et moyen termes,

parmi lesquelles on distingue principalement :

— l’optimisation des parameétres d’amortissement : en effet, ces travaux se sont limités
a un modele d’amortissement proportionnel peu représentatif de la réalité. Or, comme il a
été exposé au chapitre 2.2, il semble particulierement intéressant d’optimiser ’amortisse-
ment au niveau des jonctions afin de dissiper une partie de la puissance restante transitant
a l'interface, une fois les comportements vibratoires décorrélés a ’aide d’une optimisation
des parametres de raideur. Toutefois cela implique de reconsidérer les procédures basées
sur 'analyse modale de la structure conservative en faisant appel aux modes complexes de
vibration ;

— 'optimisation de la position des jonctions: il s’agit ici d’appliquer la méthode des
modes de flux de puissance sur différentes configurations de degrés de liberté d’inter-
face. Cela sous-entend d’effectuer de nombreuses réanalyses qui s’averent a nouveau par-
ticulierement couiteuses. Or, certaines études ont montré U'efficacité de la méthode des ap-
proximations combinées a traiter les problémes de réanalyse topologique. On peut ainsi en-
visager d’adapter les procédures d’optimisation afin de comparer, rapidement et & moindre

cout, différentes configurations d’interfaces ;

— la gestion des limites du modele éléments finis: des le début de ces travaux, il a été
envisagé d’étendre cette méthode de caractérisation au domaine des moyennes fréquences.
Si les approches par éléments finis s’averent peu compatibles, une certaine robustesse
des grandeurs quadratiques que constituent les modes de flux de puissance a été mise
en évidence. Il semble donc intéressant d’approfondir ’approche basée sur une matrice
de flexibilité moyenne par bandes de fréquence, introduite au chapitre 4.3.2. De méme,
une modélisation non-paramétrique des incertitudes au niveau des interfaces des différents
composants constituerait une alternative aux simplifications issues de la modélisation des

jonctions;
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démarches d’optimisation présentées dans ces travaux se sont révélées particulierement
sensibles aux hypotheses du modele initial. Elles peuvent ainsi étre considérées comme fai-
sant partie d’une phase de pré-dimensionnement, basée sur modele fonctionnel d’ensemble.
Il serait alors intéressant de poursuivre cette démarche sur une structure constituée de
composants plus détaillés, en considérant cette fois-ci les chemins de puissance, estimés a
la phase précédente, comme des contraintes a respecter, afin d’optimiser d’autres criteres
dimensionnants, par rapport a d’autres parametres (par exemple la masse variable des
boosters). Enfin, il serait également envisageable d’adopter des approches fiabilistes hy-
brides telles que celles mentionnées précédemment afin d’intégrer la notion de coefficient

de sécurité directement dans les démarches de conception.
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Annexe

A

BILANS DE PUISSANCE ET SYSTEMES

DISCRETS

A.1 Systeme discret masse-ressort-amortisseur a 2 ddl

Les courbes présentées ci-dessous complétent la description du bilan de puissance associé au

systeme discret a 2 degrés de liberté, introduit au chapitre 3.

0.04

0.03

0.02 |

Amplitude [J]
o

-0.01f

-0.02

-0.03 |

Amplitude [J]

-0.04
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time [s] Time [s]

(a) Excitation & 4,24 Hz: (b) Excitation & 7 Hz:

Fic. A.1: Evolution temporelle des énergies associées du systeme a 2 ddl,

pour une excitation & 4,24 Hz: — T(t), — W (t), — E(t), — L(t);

énergie moyenne: — e — Ly

La figure A.1 représente I’évolution temporelle des différentes énergies instantanées définies

au chapitre

3.2.2 pour des fréquences d’excitations correspondant a 4,24 H z, premiere fréquence

propre de vibration du systeme, et 7 Hz. On remarque a nouveau les échanges entre 1’énergie
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A.2. Calcul des différentes composantes de la puissance injectée

potentielle et I’énergie cinétique. Ainsi on vérifie figure A.1 (a), qu’a la résonance, 1’énergie
mécanique est constante et que I’énergie lagrangienne atteint une amplitude maximale, tout en
ayant une moyenne nulle. On retrouve en revanche, figure A.1 (b), un comportement identique
a celui observé figure 3.4. La valeur moyenne négative de I’énergie lagrangienne indique alors la

proximité avec le second mode de vibration.

n

Amplitude [W]
Amplitude [W]

o
o
¥
o

|
N

-0.01 . : : : -4 : : ' '
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Time [s] Time [s]

(a) Excitation & 4,24 Hz: (b) Excitation & 7 Hz:

FIG. A.2: Evolution temporelle des puissances associées du systeme a 2 ddl,

pour une excitation & 7 Hz: — P(t); puissance moyenne: — e — P

De méme, on visualise figure A.2 I’évolution temporelle de la puissance instantanée, qui at-

teint également son amplitude maximale & la résonance et dont la moyenne est toujours positive.

A.2 Calcul des différentes composantes de la puissance injectée

On propose ici, a titre d’exemple, de détailler le calcul de la composante oscillante Pcdiss.
D’apres le bilan global donné équation 3.15 et les grandeurs définies chapitre 3.2.2, la puissance

dissipée instantanée est donnée par:

Piss () = T (£)Co(t)

= (vl cos(wt) +v] sin(wt)) C (v cos(wt) + vs sin(wt))

1 1 1
= (vICve + v Cvg) + B (vl Cve — vl Cuy) cos(2wt) + 3 (vl Cvs +vICv,) sin(2wt)

2
(A1)
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A. BILANS DE PUISSANCE ET SYSTEMES DISCRETS

Par identification, on déduit les expressions de la partie directe Podiss et des deux parties oscil-
lantes P45 ot P55 telles que :

1

Pdiss — 5 (UZCUC + ’UZC’US) (A.2)
; 1
diss T T
Pfes = 5 (ve Cve — vy Cog) (A.3)
Pdiss — T O, (A4)

Or, d’apres ’équation d’équilibre du systeme en régime permanent :
(C+jRyv=f (A.5)

ou R = wM + 1/wK correspond & la partie conservative du systéme. Il est alors possible de

relier les efforts d’amortissement internes a la structure, aux efforts extérieurs appliqués:
Cve. = fo — Rus et Cvs = Ru. + fs (A.6)
Ces équations permettent de récrire PcdiSS sous la forme:
pliss — (UCTC'UC - USTCUS)

(Uchc - Ugfs) - UZRUS (A.7)

1
—ol (wM — K> Us
w

N =N -

I
s

ou P, représente une des parties oscillantes de la puissance injectée, définie équation 3.11. Or,

d’apres les décompositions des énergies cinétiques et potentielles, on a:

1
Ts = §UZMUS (AS)
et:
L 7 I 7
Wy = QCL'C Kz, = _27.;21}0 Ko, (A.9)

Ceci permet d’exprimer le second membre de I’équation précédente en fonction de I’énergie

totale:

1 1
vl (w]\/[ — K) vs = Wl Mug + —v! K,
w w

— 2T, + 20W, (A.10)
= 2wk

On aboutit donc finalement & une expression reliant la puissance dissipée & la puissance injectée

et a I’énergie totale du systeme, sous la forme:

Pdiss — p. _ 9wE, (A.11)
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A.3. Systeme discret masse-ressort-amortisseur a 6 ddl

A.3 Systeme discret masse-ressort-amortisseur a 6 ddl

Le tableau ci-dessous donne les parametres initiaux du systeme discret a 6 degrés de liberté,
introduit au chapitre 3.2.3. Les parametres d’amortissement se rapportent a une hypothese
d’amortissement proportionnel propre a chaque composant, du type C. = a K, ou l'indice .

représente le récepteur r, la source s ou la jonction j.

Masse (kg) mi=4,mo=1,m3=2
Récepteur Raideur (N/m) k1 =2000 , kg = 4000 , k3 = 2000
Amortissement (Ns/m) a, =6.107*
Masse (kg) ma=1,ms=2,mg=2
Source Raideur (N/m) ks = 8000 , k¢ = 8000
Amortissement (Ns/m) as =4.1074
, Raideur (N/m) k4 = 4000 , k7 = 3000
Jonction
Amortissement (Ns/m) aj =1,5.1073

TaB. A.1: Parametres initiaux du systéme discret a 6ddl

La figure A.3 représente 'amplitude de la réponse en fréquence en vitesse de I’ensemble des
degrés de liberté du systéme. On retrouve bien les pics de résonance associés a chacune des six
fréquences propres de vibration du systeme couplé, respectivement a 1,8 Hz, 6,7 Hz, 7,9 Hz,
13,6 Hz, 14,4 Hz et 20,6 H=z.

0
10

Amplitude [m/s]

0 5 10 15 20 25 30
Frequency [Hz]

Fic. A.3: Amplitude de la réponse harmonique en vitesse du systeme discret a 6 ddl:
— ddly, — ddls, — ddlz, — ddly, — ddls, — ddlg
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Annexe

CALCUL DES MODES DE FLUX DE
PUISSANCE

B.1 Procédure de tri des modes de flux de puissance

Il a été souligné au chapitre 3.3.1 que les modes de flux de puissance, issus de la résolution
du probléme aux valeurs propres équivalent (équation 3.38 ou équation 3.65), sont déterminés de
maniere indépendante a chaque pas de fréquence. Il en résulte des échanges dans le classement
des valeurs propres de flux de puissance et des efforts propres associés, comme illustré figure

B.1, qui tendent a perturber la distinction des différents chemins de puissance.

1
(0]
°
2
5 0
£
<
8 -1 '
2 0 5 10 15
g
< 1
[}
°
2
3 0
£
<
-1 . .
0 5 10 15
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
(a) Valeurs propres: — s1, — S (b) Efforts propres: — ddly, — ddls

Fia. B.1: Modes de flux de puissance non triés
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B.2. Cas des structures libres

Ainsi, pour pallier ces difficultés, une procédure de tri a été mise en place afin d’apparier les
modes d’une fréquence a ’autre et de leur restituer un comportement continu. Celle-ci comprend

les étapes suivantes:

— initialisation par classement des valeurs propres de flux de puissance associées a la premiere
fréquence considérée, dans l'ordre croissant (décroissant en valeur absolue) et modification

identique de I'ordre des efforts propres;
— classement des valeurs propres de flux de puissance de la fréquence suivante ;

— évaluation du produit scalaire normé entre chaque nouvel effort propre et la base de modes

de flux de puissance précédente ;
— appariage des efforts propres fortement colinéaires d’une fréquence a ’autre;
— ré-agencement des valeurs propres de flux de puissance;

— normalisation des efforts propres afin d’obtenir une premieére composante positive et res-

pectant la relation d’orthogonalité 3.41.

B.2 Cas des structures libres

Les calculs d’inverse de la matrice de raideur K intervenant au chapitre 4.5.2 ne sont possibles
que lorsque celle-ci est définie positive. Dans le cas contraire, la matrice est définie non négative,
ce qui atteste de la présence de modes de corps rigide de la structure: la matrice de flexibilité
statique ne peut donc pas étre déterminée. Il convient alors de contraindre temporairement la
structure, en filtrant la participation des modes de corps rigide ®,., afin de calculer une matrice
de pseudo-flexibilité associée au comportement issu des modes élastiques ®.. On propose d’en

rappeler le principe en se basant sur les références [64, 7].

On commence par récrire I’équation d’équilibre du systeme conservatif sous la forme :
Kr=f+uwM=Ff (B.1)

ou f regroupe les efforts extérieurs et les forces d’inertie s’exercant sur la structure. La matrice
de raideur étant singuliére, un théoréme d’algebre linéaire permet d’affirmer que cette équation
admet une solution si et seulement si le second membre f est orthogonal aux solutions du systeme

linéaire associé, K7 ®, = 0. Ceci revient a auto-équilibrer la charge f telle que:
lf=0 (B.2)

De maniere générale, quelle que soit la charge initiale imposée a la structure, il est possible
de la décomposer sous la forme d'une combinaison linéaire des modes rigides et élastiques de la

structure:

f=aM®, +bM®, (B.3)
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B. CALCUL DES MODES DE FLUX DE PUISSANCE

En supposant que I’ensemble des modes vérifie la relation d’orthogonalité donnée par 1’équation
(4.38) et en retranchant a I’équation précédente la partie associée aux modes de corps rigide, on

obtient une expression de la charge auto-équilibrée sous la forme,
f=M®.f=D"f (B.4)
ott D € RW:N) est une matrice de filtrage définie par :
D=1Iy—-&, [0/ M, &M (B.5)

On vérifie facilement la validité de cet opérateur, vis-a-vis de la condition d’orthogonalité, en

développant les deux relations suivantes:

D&, =0 (B.6)
D, = &, (B.7)

On distingue ensuite un ensemble de degrés de liberté r, sur lesquels va s’exercer la charge
auto-équilibrée, du reste de la structure e. Apres réarrangement, il est possible de calculer la

réponse statique du systeme contraint par :

0 O -
x = [0 K1 ] f (B.8)

Afin d’obtenir une solution purement élastique, on élimine enfin I'influence des modes de corps
rigide par orthonormalisation. On obtient finalement une expression de la matrice de pseudo-

flexibilité statique du systeme libre sous la forme:

0

-1
ee

_ _ 0 _

R = [I — o, [0T M, @ZM} [ . ] [I — M®, o7 M, qﬂ (B.9)
On note enfin que si la matrice K. est inversible par définition, son calcul peut se révéler

impossible, méme par décomposition par factorisation de Cholesky, en raison de la taille du

modele élément-finis de la structure. Il est alors nécessaire d’employer des techniques de réduction

de modele par sous-structuration [35].
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e C

Annexe

PROCEDURE D’INITIALISATION DES
RAIDEURS D’INTERFACE

Auregard de la complexité des solutions technologiques retenues au niveau des jonctions entre
différents composants d une structure industrielle, ainsi que des nombreux phénomenes physiques
entrant en jeu, une simplification courante en dynamique des structures vise a modéliser ces
interfaces a l'aide de raideurs et d’amortisseurs localisés. Or, ces propriétés sont généralement
difficiles a estimer et font appel soit a des regles ingénieurs a priori, soit a des études préalables
(numériques ou expérimentales). Par sécurité, ces valeurs sont souvent relativement élevées,
conduisant a des effets de saturation : la réponse du modele est alors insensible a leur variation.
Ceci s’avere particulierement problématique dans le cas ol ces propriétés sont choisies comme

parametres de conception.

Une procédure de réinitialisation de ces valeurs a ainsi été proposée par Vinot et al. afin de
les rendre sensibles, tout en ne modifiant pas le comportement global de la structure [158]. Elle
s’appuie sur la notion de forces statiques de sensibilisation, permettant de comparer ’énergie
de déformation locale, propre a un élément de jonction, a I’énergie de déformation totale de la

structure.

Celle-ci s’appuie sur la détermination et le suivi de deux indicateurs. Le premier représente

)

le rapport entre I’énergie de déformation associée a 1’élément de raideur considéré EZ( =

y(k)TKi(a)y(k) et I'énergie de déformation totale :

Ny

M} = £ C.1
T Z E(k) ( : )
k=1 ~tot
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Le second quantifie le rapport entre cette méme énergie de déformation locale et le maximum

de I’énergie totale obtenu pour ’ensemble des variation du parametre «::

Ng E(k)

M? = (C.2)

(2

2 ELD

Il s’agit alors d’évaluer ces quantités en faisant varier les valeurs initiales des parametres de
raideur d’un facteur «, jusqu’a ce que ces indicateurs dépassent un seuil fixé a priori. Il est alors
nécessaire de se placer dans le cas d’un champ de déplacement adapté. Or, il a été constaté que
bien souvent les déformées propres disponibles peuvent ne pas étre sensibles aux parametres de
raideur considérés. Il a donc été proposé de se ramener a une base d’efforts statiques garantissant
une excitation optimale des degrés de liberté associés aux raideurs, dont le calcul a été simplifié

en faisant appel a une méthode de réduction (cf. [158]).

Les figures C.1 et C.2 (a) ci-dessous montrent 1’évolution de M; en fonction du coefficient
de correction a. On constate que les courbes obtenues pour chaque parametre de raideur sont
symétriques, en forme de cloche. Ceci traduit le fait que 1’énergie de déformation relative est
pratiquement nulle pour des valeurs extrémes de raideur, la structure étant alors soit trop souple,
soit trop raide. La position du pique dépend quant a elle de la valeur initiale du parametre, et
sa valeur de la localisation topologique de la raideur. Les figures C.1 et C.2 (b) représentent
I’évolution de Ms. On note que toutes les courbes sont décroissantes, ce qui confirme & nouveau

qu I'énergie de déformation diminue lorsque la raideur augmente.

2
10 =
S
2
w
R
1
. . 10 . .
-8 -6 —4 -2 0 2 4 -5 0 5
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Coefficient Coefficient
(a) Evolution de l'indicateur M; (b) Evolution de 'indicateur My

Fiag. C.1: Initialisation des raideurs d’interface - configuration initiale

On remarque enfin, figure C.2, que les valeurs initiales insensibles ont été mises a jour, d’ou
le décalage des courbes associées, tel que celles-ci admettent une sensibilité initiale de 5 % (seuil

choisi a priori).
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C. PROCEDURE D’INITIALISATION DES RAIDEURS D’ INTERFACE

60 " . . . . 10 " ———
50t .
a0t .
5 5
S30t . 210 F 1
N *
20f 1
10t .
0
0 . . 10 . . .
-8 -6 -4 -2 0 2 4 -5 0 5
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Coefficient Coefficient
(a) Evolution de I'indicateur My (b) Evolution de l'indicateur Mo

Fig. C.2: Initialisation des raideurs d’interface - configuration finale
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Annexe D

METHODES NUMERIQUES D’EVALUATION

DE LA ROBUSTESSE PAR APPROCHE
info-gap

Il a été souligné précédemment que, dans la pratique, le probleme d’optimisation non-linéaire

nécessaire a la détermination des courbes de robustesse info-gap, définie par:

z€U(a,z0)

&z, forit) = max{a | < max f(S(x))) < fcrit} (D.1)
est remplacé par le probleme d’optimisation suivant :

ferita; = max f(8(x)) (D.2)

z€U(a,z0)

Or, celui-ci peut étre résolu suivant différentes approches:
— par échantillonnage de Monte-Carlo;
— par optimisation par un algorithme local de type fmincon ;
— par optimisation par un algorithme génétique;
— par une méthode dite « borne », consistant a calculer la mesure de performance pour toutes

les combinaisons ol les parametres atteignent leurs bornes.

On propose ici d’en effectuer une rapide comparaison, en déterminant la robustesse associée

a une méme solution optimale.

On souligne tout d’abord que les temps de calcul varient grandement, ceux-ci étant liés au
nombre d’évaluations de la fonction coiit. Ainsi, la méthode borne ne nécessite que 30 min contre
7 h pour la méthode de Monte-Carlo (avec 40 tirages par horizon d’incertitude) et 9 A pour une

optimisation locale.
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On visualise, figure D.1 les différents résultats obtenus. Au regard de la définition de la robus-
tesse, on constate qu’aucune méthode n’est valable sur I’ensemble des valeurs du parametre a.. En
effet, jusqu’a a = 0,45, la fonction fmincon donne les meilleurs résultats. La sous-estimation de
la robustesse par la méthode borne est ici liée au fait que la fonction cout ne varie pas de maniere
monotone par rapport aux parametres de raideur (a l'inverse par exemple d’un critere basé sur
les fréquences propres du systéme). En revanche, il semble que pour o > 0,45 lalgorithme d’op-
timisation soit trop local pour explorer des zones accessibles avec ce niveau d’incertitude. Enfin,
on note que le nombre de tirages de Monte-Carlo est insuffisant pour garantir, a chaque horizon

d’incertitude, la convergence du calcul de robustesse.

1

09}

0.8}

0.7}

0.6

05

0.4

Alpha parameter

03}

0.2}

0.1}

01 02 03 04 05 06 07 08 09
Cost function
Fia. D.1: Comparaison des méthodes d’évaluation de la robustesse info-gap :

-+ échantillonage de Monte-Carlo, —— méthode borne, — algorithme fmincon

On peut donc conclure que I'approche borne, bien que rapide, ne semble pas adaptée a ce type
de fonction cout et que la fonction fmincon tend a donner de bons résultats si le probleme de-
meure faiblement multimodal. On souligne enfin que si les tirages de Monte-Carlo s’averent par-
ticulierement cotiteux, il semble intéressant d’envisager une approche par algorithme génétique,

qui pourrait s’avérer plus efficace.
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Les structures mécaniques complexes couramment rencontrées dans les domaines de I'aérospatiale ou de
I'automobile résultent de 'assemblage de plusieurs composants, possédant souvent des propriétés mécaniques
différentes, reliés a leurs interfaces par différents types de jonctions. L’hétérogénéité des comportements
dynamiques de ces sous-structures ainsi que les sollicitations dynamiques extérieures vont se traduire par des
efforts conséquents sur la structure principale, ainsi que des accélérations importantes au niveau des équipements
embarqués, qui peuvent affecter leur fonctionnement, leur fiabilité, leur sécurité. Il est alors nécessaire de les
protéger d’'un environnement hostile en les isolant du reste de la structure.

Ces travaux de recherche s’inscrivent dans un contexte global de maitrise des niveaux vibratoires et ont
pour objectif de fournir une méthode de caractérisation dynamique des interfaces entre différents composants
d’une structure. Cette méthode est ensuite intégrée dans une démarche de conception robuste visant a minimiser la
puissance transmise entre une sous-structure source et une sous-structure réceptrice.

Une méthode de modes de flux de puissance a été développée. Elle permet de déterminer des valeurs et
des efforts propres qui fournissent, respectivement, des informations quantitatives et qualitatives sur les flux de
puissance existant a I'intérieur d’une structure. Cette méthode a été appliquée a I'étude de la puissance transmise a
l'interface entre deux sous-structures. Il est alors possible d'identifier les directions associées aux principaux
chemins de puissance transitant par les jonctions et de quantifier leur participation.

Ces résultats ont été appliqués afin de proposer une méthodologie de conception robuste des interfaces
de structures. Deux démarches d’optimisation ont été comparées, mono-objectif et multi-objectif robuste, visant a
minimiser la puissance transmise entre une sous-structure source et une sous-structure réceptrice, par rapport aux
paramétres de raideurs des jonctions. L'importance de considérer la robustesse des solutions retenues par rapport
aux différentes sources d’incertitudes associées aux modéles éléments finis a enfin été soulignée a I'aide d’une
approche complémentaire non-probabiliste.

dynamique des structures, flux de puissance, sous-structuration, optimisation, robustesse

Complex mechanical structures usually encountered in the automotive or aerospace sectors are composed
of an assembly of several components, often exhibiting different mechanical properties and joined at their
interfaces by different junction types. The various dynamic behaviours of these substructures and the applied
external dynamic loadings generate important efforts on the main structure, resulting in high acceleration
responses of the on-board equipments, finally affecting their performance, reliability and security. It is therefore
necessary to protect them from these harsh conditions by isolating them from the rest of the structure.

These researches are related to structural vibration control and aim at proposing a new method to
dynamically characterize interfaces between different substructures. This method is then integrated to a robust
design approach to minimize the power transmitted between a source and a receiver substructure.

A power flow mode method has been developed, which allows determining eigenvalues and eigenvectors
respectively representing qualitative and quantitative information on the power flowing inside the structure. This
has been further applied to study the power transmitted at the interface, making it possible to identify the direction
associated to the dominant power flow pattern and to quantify their contribution.

These results have been applied to propose a robust design approach of structural interfaces. Both mono-
and robust multi- objective procedures have been implemented and compared to minimize the power transmitted
between a source and a receiver substructure with respect to the interface stiffness parameters. The importance of
considering the robustness of the obtained solutions has been underlined by performing a complementary analysis
based on a non-probabilistic approach.

structural dynamics, power flow, substructuring, optimization, robustness
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