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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s ❞✬❛❜♦r❞ à ❛❞r❡ss❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ▼♦♥s✐❡✉r

●✐❧❜❡rt ❈♦❧❧❡t❛③ ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❍✉r❧✐♥ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❞✐r✐❣❡r ♠❛ t❤ès❡ ❡t

s✉rt♦✉t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❧❛✐ssé ❧❛ t♦t❛❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ s❡✐♥

❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❊❝♦♥♦♠✐❡ ❞✬❖r❧é❛♥s ✭▲❊❖✮ ❞✉r❛♥t ❝❡s q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ❧❡✉r ❡①♣r✐♠❡

✐❝✐ ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ très s✐♥❝èr❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r ❏✉❧✐❡♥ ❈❤❡✈❛❧❧✐❡r ❡t

▼♦♥s✐❡✉r ❖❧✐✈✐❡r ❉❛r♥é ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r s✉r ♠❛ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ▼♦♥s✐❡✉r

❇❡rtr❛♥❞ ▼❛✐❧❧❡t ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ❙❡ss✐ ❚♦❦♣❛✈✐ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r②✳

❯♥ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ❝❤❛❧❡✉r❡✉① à ♠❡s tr♦✐s ❛♠✐s ❆♥❛s ❇❡♥❥❡❧❧♦✉♥✱ ❈❤♦✉❦r✐ ❆❜❞♦r❛❜✐

❡t ❈❤❡r✐❢ ❊❧♠s✐②❛❤ q✉✐ ♠✬♦♥t s♦✉t❡♥✉ ♠♦r❛❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♠♦②❡♥s ❥✉sq✉✬à ❧✬✐ss✉❡

❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s ❛♠✐s à ❆✐① ❡♥ Pr♦✈❡♥❝❡ ❡t à

❖r❧é❛♥s q✉❡ ❥❡ ♥❡ s❛✉r❛✐s ❝✐t❡r s❛♥s r✐sq✉❡ ❞✬♦✉❜❧✐✳ ❆ ✈♦✉s t♦✉s✱ ❥❡ ❞✐s ♠❡r❝✐✳

❉❡✉① ♣❡rs♦♥♥❡s ❛ss✉r❛♥t ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ▲❊❖✱ ❡t s❛♥s q✉✐

❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝❡ss❡r❛✐ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r✱ ♠ér✐t❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ à ❘❡♥é❡✲

❍é❧è♥❡ ❙❛❧✐è❣❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢s q✉✬❡❧❧❡ ♠✬❛ r❡♥❞✉s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù

❥✬ét❛✐s ✐♥st❛❧❧é ❞❛♥s ❧❡ s✉❞✱ ❧♦✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❨✈❛♥ ❙tr♦♣♣❛ ♣♦✉r

❝❡s ❛✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ❛✉ss✐ ♣♦✉r s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ ❆ ✈♦✉s ❞❡✉①✱ ❥❡ ❞✐s ♠❡r❝✐✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t✳
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✸✳✷ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ●▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✷✳✷ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✸✳✶ ❚❛✐❧❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✸✳✷ P✉✐ss❛♥❝❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹ ❆♣♣♦rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✽✺

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✷ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✸ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✹ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✹✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✹✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✶✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✼

❆♥♥❡①❡s ✶✷✺

❆ ✶✷✼

❆✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❚❆❘ ❡t ❙❊❚❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❆✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❚❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❆✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❆✳✸✳✶ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣ré✈✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

❆✳✸✳✷ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

❆✳✸✳✸ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧✐ssé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✐✈



❇ ✶✸✸

❇✳✶ ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

❇✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❈ ✶✸✺

❈✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

❈✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❉ ✶✸✼

❉✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s sér✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

❉✳✷ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

❉✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

❉✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✜❧tré❡s ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧✐ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✳ ✶✹✾

✈



✈✐



▲✐st❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✷ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸ ❉❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✹ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✺ ❱❛❘✭✺✪✮ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ ❙P ✺✵✵ ❡t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✻ ❱❛❘✭✶✪✮ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ ❙P ✺✵✵ ❡t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✼ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✳✽ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❜❧♦❝s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✷ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✶ P♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❞✬❍❡r♠✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭α = 1%✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✸ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ❚❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭α = 1%✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✹ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭α = 5%✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✺ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ❚❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭α = 5%✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✻ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭α = 10%✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✼ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ❚❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭α = 10%✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

❉✳✶ ■♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

❉✳✷ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

❉✳✸ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

❉✳✹ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

❉✳✺ ❙❡✉✐❧s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

❉✳✻ ❙❡✉✐❧s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✈✐✐



❉✳✼ ❙❡✉✐❧s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❉✳✽ ❙❡✉✐❧s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

❉✳✾ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✜❧tré❡s ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❉✳✶✵ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❧✐ssé❡s ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❉✳✶✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✜❧tré❡s ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

❉✳✶✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❧✐ssé❡s ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

❉✳✶✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✜❧tré❡s ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

❉✳✶✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❧✐ssé❡s ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

❉✳✶✺ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ✜❧tré❡s ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

❉✳✶✻ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés ❧✐ssé❡s ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✈✐✐✐



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✷✳✶ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭N = 100✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✷ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭N = 25✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✸ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭N = 100✮ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✹ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭N = 25✮ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✺ ❘❛t✐♦s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✻ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭❙P ✺✵✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✷✳✼ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭◆✐❦❦❡✐ ✷✷✺✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✶ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭▲♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✮ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✷ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭▲♦✐s ❞❡ ❦❤✐ ✷✮ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✸ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭▲♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✮ ✼✼

✸✳✹ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭▲♦✐s ❞❡ ❦❤✐ ✷✮ ✼✽

✸✳✺ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▼♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✻ ❚❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✶ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✷ P✲✈❛❧✉❡s ❞❡s t❡sts ❞❡ r❛❝✐♥❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❉✐❝❦❡② ❡t ❋✉❧❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✸ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✹ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✱ ❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✻ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✼ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✽ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✾ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✶✵ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✶✶ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✶✷ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✶✸ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
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✹✳✶✹ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✶✺ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✹✳✶✻ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✶✼ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✹✳✶✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✶✾ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✹✳✷✵ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

❉✳✶ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆■❈ ✲ ▼♦❞è❧❡s ❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

❉✳✷ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆■❈ ✲ ▼♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

❉✳✸ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆■❈ ✲ ▼♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✏❲❤✐❧st ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣✉r♣♦s❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ✉s❡s

✐s ❢♦r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠♦st

♦❢t❡♥ ❥✉❞❣❡❞ ✑✳ ❈❡tt❡ ❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❧❡♠❡♥ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦✲

❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s ❡♥ t✐r♦♥s tr♦✐s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ✿ ✐✮ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés

à ❞❡s ✜♥s ❞✐✈❡rs❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é

q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉✲

♣❛rt ❞❡s sér✐❡s ♠❛❝r♦é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✉s✉❡❧s✱ ✐❧ ❛

été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ♣✉✐ss❡♥t r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡

t②♣❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳ ❖r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ét❛♥t ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡st très ❧❛r❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ é♠❡r❣é ❡♥

é❝♦♥♦♠✐❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té

❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❆❘▼❆✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞✉ ❣❡♥r❡

✓ ❝♦♥❥♦♥❝t✉r❡ ❤❛✉t❡✴❝♦♥❥♦♥❝t✉r❡ ❜❛ss❡ ✔ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡✳ ✐✐✮ ▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥

❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣r❡♥❞✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t s♦♥ s❡♥s

❛✈❡❝ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛r✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

❛✉ ❝❛❞r❡ r❡str✐❝t✐❢ ✓ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✴❡rr❡✉rs ♥♦r♠❛❧❡s ✔✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♥❡

s♦♥t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡s ♥✐ ✉♥✐♠♦❞❛❧❡s ❡t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ q✉✐ ❡♥

rés✉❧t❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛s②♠étr✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s

✜♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❝♦♥sé✲

q✉❡♥❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s

♣ré✈✐s✐♦♥s ♣❧✉s ♥✉❛♥❝é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✓ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✐♥tér✐❡✉r ❜r✉t ❡st

♣ré✈✉✱ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ tr✐♠❡str❡✱ à ✷% ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✵✳✾✺ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡

✵✳✺% ❡t ✸% ✔✳ ✐✐✐✮ ❈✬❡st ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❡✉r q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s

s♦♥t ❥✉❣és ✿ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❡t ✐♥ ✜♥❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ à s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥✬❛ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ▼❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ s❛♥s

✶



❝♦♠♣t❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s✬✐♠♣♦s❡✱

❡♥❝♦r❡ ❢❛✉t✲✐❧ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s

♣ré✈✐s✐♦♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ♣❛r ❞❡♥s✐té ❝❛r ❝✬❡st à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉✬✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

ré❣✐♠❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r rés✐❞❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à

r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ❡t ❧❡s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐tés ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s sér✐❡s ♠❛❝r♦é✲

❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡

❆❘▼❆✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ✐❧s s❡ ❞é♠❛rq✉❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ❛♣t✐t✉❞❡ à ♠✐❡✉① ❞é❝r✐r❡

❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛s②♠étr✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛s②♠étr✐q✉❡s

❡t✴♦✉ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❛✈❛♥❝é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❡st✲❡❧❧❡ ❛s✲

s❡③ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♠❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬é✈❛✲

❧✉❛t✐♦♥ ❛ss❡③ ♣✉✐ss❛♥ts✳ ❖r✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✱

❞❡ t❡❧s ♦✉t✐❧s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛r❡s ❡t ❛♣♣❡❧❧❡♥t à ♣❧✉s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉

❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s q✉❛❧✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❡✳❣✳ ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥✱ ✶✾✾✾✮ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

s✬❛✈èr❡♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ P❛r

❝♦♥tr❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ♦♥ t❡♥❞ à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s ♠♦✲

❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❡✳❣✳ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✶✮✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♠ér✐t❡♥t ❞✬êtr❡

ré✈✐sé❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛❞♦♣té❡

❈❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥

ét❛t ❞❡s ❧✐❡✉① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t

❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s s♦♥t ♣❛ssé❡s ❡♥ r❡✈✉❡✳ ❙✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦♥❝t✉❡❧✱ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡s

♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ r❡❧❛✲

t✐✈❡♠❡♥t à ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ q✉✬✐❧s

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ s♦♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s q✉❛♥t à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r

❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞ér♦❣❡♥t

❛✉ ❝❛❞r❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ s②♠étr✐❡

❡t ❞✬✉♥✐♠♦❞❛❧✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐✲

✷



s✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ❈❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s r❡q✉✐èr❡♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥✱

♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥

ét❛❜❧✐✱ ❞❡♣✉✐s ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ q✉✬✐❧s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s

✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱

♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s

❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐

❜✐♥♦♠✐❛❧❡✱ ❡t ❝❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✶✷✮ q✉✐ ♦♥t

❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ❞❡ t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱

♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ r❡✈✐❡♥t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t à t❡st❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡

✭❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮ ♦✉ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ✭❇❡r❦♦✇✐t③✱ ✷✵✵✶✮✳ ❆ ❝❡s ❞❡✉①

❧♦✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❞✬❍❡r♠✐t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼✳ ◆♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡♥tr❡

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té

❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❜♦♥❞❛♥t❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡

s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛②s✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s

❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♠♣♦rt❡ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r

❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❝❡♥t❡s ❡♥ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s

❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s sér✐❡s ♠❛❝r♦é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲

♠❡♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡t

r❡❣r♦✉♣é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♠❡s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐ss❡✴tr❛♥s✐t✐♦♥

❛❜r✉♣t❡✮ ❡t s❡❧♦♥ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♠♦❞è❧❡s à s❡✉✐❧✴♠♦❞è❧❡s à

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥✮✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s

♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ s♦♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐

♣r❡♥❞✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ t♦✉t s♦♥ s❡♥s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛

♣ré✈✐s✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ♠♦②❡♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❞❛♥s

❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s

❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥✐♠♦❞❛❧❡s✮✱ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t

✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥
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♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❤♦r♠✐s ❝❡rt❛✐♥❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡

♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞ès q✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❞é♣❛ss❡ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉✲

♠ér✐q✉❡ ✭▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦✉ ❇♦♦tstr❛♣✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡

❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❡t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❍✐❣❤❡st ❉❡♥s✐t②

❘❡❣✐♦♥ ✭❍❉❘✮✱ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s q✉✐ t❡♥❞❡♥t à s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♥ ❝❤❛rts ♣❛r ❧❡s

❜❛♥q✉❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉✬❡♥ s♦✐t ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♥✬❛ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st

✈❛❧✐❞❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s

❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛s②✲

♠étr✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✮✱ ❧❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s

❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧❡✱ ✐❧s s♦♥t s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡

s❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ t❡st ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ✭✷✵✵✸✮ ❛♣♣❡❧❧❡♥t ✉♥❡ ✏❊✈❡♥t Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

❋♦r❡❝❛st ❆♣♣r♦❛❝❤✑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡t ♠❛❧❣ré ❧❡✉r ✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❧❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ ♥❡ s♦♥t q✉✬à ❧❡✉r ❞é❜✉t ❡t ❧❡ t❡st q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①

❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳

❙❡❧♦♥ ❝❡t ❛✉t❡✉r✱ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✬✐❧ r❡s♣❡❝t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲

t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐✳❡✳ s✐ s❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡① ♣♦st s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✭❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✮ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ é❣❛❧❡ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭❤②♣♦✲

t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ét❛♥t ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❚❡st❡r

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✭t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱

✶✾✾✽✮✮ ♦✉ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✭t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❈❛♥✲

❞❡❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍❛❛s✱ ✷✵✵✺✮ ❡t t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r✱

✷✵✵✹✮✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐

✭✷✵✶✷✮ ❡t ❈❛♥❞❡❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ❞❡ t❡sts

❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❛ss♦❝✐és à ❝❡rt❛✐♥❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t r❡♣r✐s ❧❡s ♣♦❧②✲

♥ô♠❡s ❞❡ ▼❡✐①♥❡r ❛ss♦❝✐és ✭✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✮ à ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❝❡tt❡ ❧♦✐ s✉r

❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s sé♣❛r❛♥t ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❱❛❘✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ♥♦✉s

✹



❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲

❝✐ s♦♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ s✉❝❝ès é❣❛❧

❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡st ❧❛

ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲

t✉r❡ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡

❑r❛✇t❝❤♦✉❦✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡

❡t s❡r✈❡♥t ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡

●▼▼✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ét❛♥t é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✱

é✈✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛✉①✳ ❉❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛✐sé♠❡♥t

❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s à ✉t✐❧✐s❡r

♣♦✉r t❡st❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t

❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❉❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ❞❡ s✐✲

♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❡st ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡

♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ♥♦tr❡

❛♣♣r♦❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥❝❡r✲

t✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢✉t✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ét✉❞✐é❡ ✭❚❛② ❛♥❞ ❲❛❧❧✐s✱ ✷✵✵✵❀ ❲❛❧❧✐s✱ ✷✵✵✸✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ q✉❡ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✵✮ ❛♣♣❡❧❧❡♥t

✉♥❡ ✏❉❡♥s✐t② ❋♦r❡❝❛st ❆♣♣r♦❛❝❤✑ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s q✉❛♥t✐❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▲❡s

t❡sts ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❞❡s t❡sts ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t

❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡s✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs s✉♣♣♦s❡♥t✱

s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s

❞❡r♥✐❡rs✱ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♦♥t ♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t

à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞♦♥t ❧❡ t❡st ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▲✬✐❞é❡

❞❡ ❝❡ t❡st ❡st q✉❡ s✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡ ❛❧♦rs ❧❡s tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮✱ ♦✉ Pr♦❜❛❜✐❧t② ■♥t❡❣r❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭♣✳✐✳t✮✱ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét✉❞✐é❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥✱ s♦♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❬✵✱✶❪✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✳✐✳t à

❝❡tt❡ ❧♦✐✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s

à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ét❛♥t

✺



❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲✬❛✉✲

t❡✉r ♦♣èr❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③✱

❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡

❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s

✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡✳ ❇❡r❦♦✇✐t③ t❡st❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞✉

r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▲❘✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❛

✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st t❡sté❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼✳ ❉❡s s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦s t❡sts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ t❡st ▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③

✭✷✵✵✶✮ ♦♥t ❢❛✈♦r✐sé ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ ré♣♦♥❞r❡

à ❧❛ ♣❡r♣ét✉❡❧❧❡ q✉❡st✐♦♥ s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s à ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

❉❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♦♥t ❞é❥à ❡✉

❧✐❡✉✱ ❡❧❧❡s s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssé❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt✱ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❑r♦❧③✐❣✱ ✶✾✾✽❀ ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥✱ ✶✾✾✾❀ ▼❛r❝❡❧❧✐♥♦✱

✷✵✵✷✮✳ ▲❡✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s

♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P❧✉s ré❝❡♠✲

♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛ é♠❡r❣é✱ ❡❧❧❡ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s

♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡

✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶❀ ❇♦❡r♦ ❛♥❞ ▼❛rr♦❝✉✱ ✷✵✵✷❀ ✈❛♥ ❉✐❥❦

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st q✉✬✐❧s ♥❡ s❡

❜❛s❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té✱ q✉❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♠ér✐❝❛✐♥❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ✉t✐✲

❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ✭■♥❞✐❝❡s

❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡✱ ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❡t t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✮ ❡t à

♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛②s ✭❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❏❛♣♦♥ ❡t ❊t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡✮✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞✬❛❥✉st❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s à

❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ❤♦r✐③♦♥s ❡t

❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ✐ss✉❡s

❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s à ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ●▼▼

❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛✲

t✉r❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦rr♦❜♦r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t

✻



❝♦♥✜r♠❡♥t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡

❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳

✼
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▼♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♣ré✈✐s✐♦♥

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t ❞❡

♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢♦rt❡ ❡t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té s✉r ❧❡s ♠❛r❝❤és ✜♥❛♥❝✐❡rs s♦♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

❛s②♠étr✐q✉❡s q✉✐ ❛tt✐r❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡s é❝♦♥♦♠✐st❡s✳ ❉❡ t❡❧s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛❝r♦é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ é❝♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é✜ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❡t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡s ❛s②♠étr✐❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ❡①♣❧✐✲

q✉❡r✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❆❘▼❆✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✱

♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ s♦rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ❝❛❞r❡ r❡str✐❝t✐❢ ❡t ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❖r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ét❛♥t ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡st très ❧❛r❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ é♠❡r❣é ❡t

❛ ❡✉ ❞✉ s✉❝❝ès ❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s✳ ❆✈❡❝

❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♦♥t

été ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♣❡♥sé❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❝❡♥t❡s ❡♥ sé✲

r✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s sér✐❡s

♠❛❝r♦é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❡t r❡❣r♦✉♣é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡

❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♠❡s ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐ss❡✴tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛❜r✉♣t❡✮ ❡t s❡❧♦♥ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♠♦❞è❧❡s à s❡✉✐❧✴♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✲

✈✐❡♥✮✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ s♦♥t

♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣r❡♥❞✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ t♦✉t

s♦♥ s❡♥s ❛✈❡❝ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ♠♦②❡♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❡s

✾



❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

❛✉ ❝❛❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥✐♠♦❞❛❧❡s✮✱

❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♥✐✲

✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❤♦r♠✐s

❝❡rt❛✐♥❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré✈✐✲

s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞ès q✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s

s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦✉ ❇♦♦tstr❛♣✮✳ ❈❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❡t ❞✬✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❍✐❣❤❡st ❉❡♥s✐t② ❘❡❣✐♦♥ ✭❍❉❘✮✱ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s

q✉✐ t❡♥❞❡♥t à s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡

❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♥ ❝❤❛rts ♣❛r ❧❡s ❜❛♥q✉❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉✬❡♥ s♦✐t

❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♥✬❛ ❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✮✱ ❧❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t t♦✉t ❛✉ss✐

✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ✐❧s s♦♥t s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳

✶✳✷ ▼♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s r❡❧✐❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {yt}Tt=1 à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡

❝❤♦❝s {ǫt}Tt=1 ♥♦♥✲❝♦rré❧és✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
ǫ ✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❲♦❧❞ ✭✶✾✺✹✮ st✐♣✉❧❡ q✉❡ t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥✲

♥❛✐r❡ {yt}Tt=1 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ❝❤♦❝s ♣rés❡♥t ❡t

♣❛ssés ✿

yt = µ+
∞
∑

i=0

φiǫt−i , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ µ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t φi ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s t❡❧s q✉❡ φ0 = 1✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✉♥❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ sér✐❡ {yt}Tt=1 ❡st r❡❧✐é❡ à ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❝❤♦❝s {ǫt}Tt=1 à

tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ f(·) ✿

yt = f(ǫt, ǫt−1, ǫt−2, . . .) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✷✮

❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ét❛♥t très ❣é♥ér❛❧❡✱ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐❢

♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✿

yt = g(ǫt−1, ǫt−2, . . .) + ǫt
√

h(ǫt−1, ǫt−2, . . .) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✸✮

✶✵



♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(·) ❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ yt✱ ❡t h(·) s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(·) ♦✉ h(·) q✉✐ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t✴♦✉ ❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡

♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ ♦✉ ❞✬✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❞✬❛❝t✐❢s✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥

♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡t ♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ s❡✉❧s s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♠❡s s❡r❛ ✜①é à ✷✱ ❝❤❛❝✉♥ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢

❆❘✭p✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ✿

❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

✶✳✷✳✶ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

■♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❚♦♥❣ ✭✶✾✼✽✮✱ ❚♦♥❣ ❛♥❞ ▲✐♠ ✭✶✾✽✵✮ ❡t ❚♦♥❣ ✭✶✾✾✸✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❆❘

✭❚❤r❡s❤♦❧❞ ❆✉t♦✲❘❡❣r❡ss✐♦♥✮ ✱ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ❞é✲

t❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ xt ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é c✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚❆❘ à ✷ ré❣✐♠❡s ❞✬♦r❞r❡s p1 ❡t p2✱ ♥♦té ❚❆❘(2; p1, p2)✱ s✬é❝r✐t ✿

yt =

{

φ1
0 + φ1

1yt−1 + φ1
2yt−2 + · · ·+ φ1

p1yt−p1 + ǫ1t si xt ≤ c

φ2
0 + φ2

1yt−1 + φ2
2yt−2 + · · ·+ φ2

p2yt−p2 + ǫ2t si xt > c
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ φj
0 ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ j✱

{

φj
1, φ

j
2, · · · , φ

j
pj

}

s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❡t ǫjt ✉♥

❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
j (j ∈ {1, 2})✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧❧❡✲

♠ê♠❡ r❡t❛r❞é❡ ❞❡ d ♣ér✐♦❞❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ✭❙❡❧❢ ❊①❝✐t✐♥❣ ❚❤r❡s❤♦❧❞

❆✉t♦✲❘❡❣r❡ss✐♦♥✮✱ ♥♦té ❙❊❚❆❘(2; p1, p2) ✿

yt =

{

φ1
0 + φ1

1yt−1 + φ1
2yt−2 + · · ·+ φ1

p1yt−p1 + ǫ1t si yt−d ≤ c

φ2
0 + φ2

1yt−1 + φ2
2yt−2 + · · ·+ φ2

p2yt−p2 + ǫ2t si yt−d > c
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✺✮

✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ q✉✬❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳

✶✶



❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à s❡✉✐❧ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

yt =(φ1
0 + φ1

1yt−1 + φ1
2yt−2 + · · ·+ φ1

p1yt−p1 + ǫ1t )I(qt ≤ c)

+ (φ2
0 + φ2

1yt−1 + φ2
2yt−2 + · · ·+ φ2

p2yt−p2 + ǫ2t )I(qt > c) , ∀t = 1, 2, · · · , T
✭✶✳✻✮

❛✈❡❝ I(·) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ q✉✐ ✈❛✉t ✶ s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✈r❛✐ ❡t ✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st qt = xt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚❆❘ ❡t qt = yt−d

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ✈❡rs ✉♥

❛✉tr❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❜r✉♣t❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡✳ ■❧

❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐ss❡ G(·)✱ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à 1 à ♠❡s✉r❡ q✉❡ qt ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❚❆❘

✭❙♠♦♦t❤ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❆✉t♦✲❘❡❣r❡ss✐♦♥✮✱ ♥♦té ❙❚❆❘(2; p1, p2) ✿

yt =(φ1
0 + φ1

1yt−1 + φ1
2yt−2 + · · ·+ φ1

p1yt−p1 + ǫ1t )G(qt; γ, c)

+ (φ2
0 + φ2

1yt−1 + φ2
2yt−2 + · · ·+ φ2

p2yt−p2 + ǫ2t )(1−G(qt; γ, c)) , ∀t = 1, 2, · · · , T
✭✶✳✼✮

♦ù γ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ G(·)✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❧✐ss❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤❛♥ ❛♥❞ ❚♦♥❣ ✭✶✾✽✻✮ ❡t ♣♦♣✉❧❛r✐sé❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ●r❛♥❣❡r ❛♥❞

❚❡räs✈✐rt❛ ✭✶✾✾✸✮ ❡t ❚❡räs✈✐rt❛ ✭✶✾✾✹✮ ✷✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❧✐ss❡ ❡st ♦✛❡rt❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❛✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❙❚❆❘

✭▲♦❣✐st✐❝ ❙♠♦♦t❤ ❆✉t♦✲❘❡❣r❡ss✐♦♥✮ ✿

G(qt; γ, c) =
1

1 + exp[−γ(qt − c)]
✭✶✳✽✮

◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ γ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡

♣❛ss❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ✵ à ✶ ❞ès q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té qt − c ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡✱ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t

❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❙❚❆❘ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❚❆❘ ❡t ❙❊❚❆❘✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ γ t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❧♦❣✐st✐q✉❡ s❡ st❛❜✐❧✐s❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ✵✳✺ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❙❚❆❘ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❆❘✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶❜✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❚❆❘ ❞❡✈✐❡♥t ❊❙❚❆❘ ✭❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❙♠♦♦t❤ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❆✉t♦✲❘❡❣r❡ss✐♦♥✮ ✿

G(qt; γ, c) = 1− exp[−γ(qt − c)2] ✭✶✳✾✮

✷✳ P♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝♦♥s✉❧t❡r ❚❡räs✈✐rt❛ ✭✶✾✾✻✮

✶✷



✭❛✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ✭❜✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ qt − c ❡st ♥❡✉tr❛❧✐sé ♣❛r

❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ♣❧✉s γ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❊❙❚❆❘ r❡st❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ré❣✐♠❡ ❡t ♥❡ ❧❡ q✉✐tt❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s✬❛✛❛✐❜❧✐t ♦✉

q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ qt s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ s❡✉✐❧ c✱ ♠❛✐s ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ✐❧ ♥❡ s❡ ré❞✉✐t

à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❆❘✳

✶✳✷✳✷ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ qt ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t

êtr❡ ❝❛❝❤é❡ ❡t s✉✐✈r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❡ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐tés s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ s❡ s✐t✉❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❝♦♥♥✉ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❞❡

❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ▼❙✲❆❘ ✭▼❛r❦♦✈ ❙✇✐t❝❤✐♥❣

❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐♦♥✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✽✾✮ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ P■❇ ❛♠ér✐❝❛✐♥✳ ❉❛♥s

❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡

❞✬ét❛ts é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♠❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✭✷✮✲❆❘(p1, p2)✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✬é❝r✐t ✿

yt =

{

φ1
0 + φ1

1yt−1 + φ1
2yt−2 + · · ·+ φ1

p1yt−p1 + ǫ1t si Rt = 1

φ2
0 + φ2

1yt−1 + φ2
2yt−2 + · · ·+ φ2

p2yt−p2 + ǫ2t si Rt = 2
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✵✮

✶✸



P♦✉r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ P ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✿

P =







p11 1− p22

1− p11 p22






✭✶✳✶✶✮

❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts pij r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ Rt−1 = i

à ✉♥ ré❣✐♠❡ Rt = j

pij = P(St = j|St−1 = i) , ∀t = 1, 2, · · · , T , j ∈ {1, 2} ✭✶✳✶✷✮

✶✳✸ Pré✈✐s✐♦♥

▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ét❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦✲

♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ t♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ s♦rt ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r

❞❡s ❤♦r✐③♦♥s s✉♣ér✐❡✉rs à ✶✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✳ ❙❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❛

q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❄

◗✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣ré✲

✈✐s✐♦♥s✳ ▲❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à rés✉♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❢✉t✉r❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ét✉❞✐é❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r✱

❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ✿ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ ✸✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢✉t✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t②♣❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳

✸✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ✿ ■♥t❡r✈❛❧ ❢♦r❡❝❛sts ✭❡✳❣✳ ●r❛♥❣❡r✱ ✶✾✾✻✮✱ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✭❡✳❣✳ ❇♦① ❛♥❞
❏❡♥❦✐♥s✱ ✶✾✼✵❀ ●r❛♥❣❡r ❛♥❞ ◆❡✇❜♦❧❞✱ ✶✾✽✻✮✱ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❆❜r❛❤❛♠ ❛♥❞ ▲❡❞♦❧t❡r✱ ✶✾✽✸❀ ❇♦✇❡r♠❛♥
❛♥❞ ❖✬❈♦♥♥❡❧❧✱ ✶✾✽✼❀ ❈❤❛t✜❡❧❞✱ ✶✾✾✸❀ ❍❛r✈❡②✱ ✶✾✾✶✮ ✳✳✳❡t❝✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✓ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
♣ré✈✐s✐♦♥ ✔ ♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✓ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✔ q✉✐ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t rés❡r✈é
à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✐♥❝♦♥♥✉s✳

✶✹



✶✳✸✳✶ Pré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡

▲❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢✉t✉r❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é✲

♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ♠♦②❡♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♥♥♦♥❝❡r

q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ s✬ét❛❜❧✐r❛ à 2% ❜✐❡♥ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❜✐❡♥ t♦✉t❡s ❛✉ss✐

♣♦ss✐❜❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ à ♥✬✐♠✲

♣♦rt❡ q✉❡❧ ❤♦r✐③♦♥ s✬♦❜t❡♥❛✐t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ré❝✉rs✐✈❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡✲

♠❡♥t ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞ès q✉❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❞é♣❛ss❡ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❤♦r♠✐s ❝❡rt❛✐♥❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❚▼❆ ✭❚r❡s❤♦❧❞ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡✮ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✭▼❛r❦♦✈ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❆✉t♦❘❡❣r❡s✲

s✐♦♥✮✱ ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs à ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s à ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s

s✉♣ér✐❡✉rs à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❚▼❆ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

yt = µ+

q
∑

j=1

αjǫt−j +

q
∑

j=1

βjǫt−jI(ǫt−j > 0) + ǫt ✭✶✳✶✸✮

♦ù I(·) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ✈❛❧❛♥t ✶ s✐ ǫt−j > 0 ❡t ✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡t q

❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ▼❆✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s ǫt s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, σ2)✳

▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❆ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✶✱ ❡❧❧❡ ❡st

♣ré❝✐sé♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ s❦❡❧❡t♦♥ ✿

ŷt+1|t = µ+

q
∑

j=1

αjǫt−j +

q
∑

j=1

βjǫt−jI(ǫt−j > 0) ✭✶✳✶✹✮

P❛r ❝♦♥tr❡✱ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ 2✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ǫt+1I(ǫt+1 > 0) s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥s✉ré❡

❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ σ/
√
2π✳ ▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ŷt+2|t = µ+

q
∑

j=2

αjǫt−j +

q
∑

j=2

βjǫt−jI(ǫt−j > 0) + β1
σ√
2π

✭✶✳✶✺✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ h ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬♦r❞r❡ q ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡✱

❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ h ✈ér✐✜❡ ✿

ŷt+h|t = µ+

q
∑

j=h

αjǫt−j +

q
∑

j=h

βjǫt−jI(ǫt−j > 0) +
σ√
2π

h−1
∑

j=1

βj , ∀h ≤ q ✭✶✳✶✻✮

✶✺



P♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬♦r❞r❡ q ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✿

ŷt+h|t = µ+
σ√
2π

q
∑

j=1

βj , ∀h > q ✭✶✳✶✼✮

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡st ❧❡

♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✿

yt = φj
0 + φj

1yt−1 + φj
2yt−2 + · · ·+ φj

pyt−p + ǫt ✭✶✳✶✽✮

pij = P(St = j|St−1 = i) , i, j ∈ {1, 2} ✭✶✳✶✾✮

▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✶ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ŷt+1|t = E[yt+1|St+1 = 1,Ωt].P(St+1 = 1|Ωt; θ) + E[yt+1|St+1 = 2,Ωt].P(St+1 = 2|Ωt; θ)

✭✶✳✷✵✮

❛✈❡❝

E[yt+1|St+1 = j,Ωt] = φj
0 + φj

1yt + φj
2yt−1 + · · ·+ φj

pyt−p+1 , j ∈ {1, 2} ✭✶✳✷✶✮

P(St+1 = j|Ωt; θ) = p̂t+1|t , j ∈ {1, 2} ✭✶✳✷✷✮

▲❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❱♦✐r ❚❥φst❤❡✐♠ ✭✶✾✽✻✮

❡t ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✽✾✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥

❞❡ yt+h ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ré❣✐♠❡ q✉✐ s❡ ré❛❧✐s❡r❛ ❡♥ t+ h ✿

E[yt+h|St+h = j,Ωt] , j ∈ {1, 2} ✭✶✳✷✸✮

❡t ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♠❡ ❡♥ t+ h ✿

P(St+h = j|Ωt; θ) , j ∈ {1, 2} ✭✶✳✷✹✮

❍♦r♠✐s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿

yt = F (yt−1; θ) + ǫt ✭✶✳✷✺✮

♦ù θ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ǫt ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉rs i.i.d.(0, σ2)✳ ▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥

✶✻



♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ▼❙❋❊ ❢♦r♠✉❧é❡ ❛✉ t❡♠♣s t ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ h ❛✐♥s✐ q✉❡

❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

ŷt+h|t = E[yt+h|Ωt] ✭✶✳✷✻✮

ǫ̂t+h|t = yt+h − ŷt+h|t ✭✶✳✷✼✮

P♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✶✱ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ é❣❛❧❡

❛✉ s❦❡❧❡t♦♥ ✿

ŷt+1|t = E[yt+1|Ωt] = F (yt; θ) ✭✶✳✷✽✮

P♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ✶✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❡♥tr❡

❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s à ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ❆ ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✷ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

ŷt+2|t = E[yt+2|Ωt]

= E[F (yt+1; θ) + ǫt+2|Ωt]

= E[F (F (yt) + ǫt+1; θ)|Ωt]

= E[F (ŷt+1|t + ǫt+1; θ)|Ωt]

✭✶✳✷✾✮

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ E[·] ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ F (·) ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡s (E[F (·)] 6= F [E(·)])✳ ❙❡✉❧❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♥❞r❛✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ǫt+1✳ ❖♥

♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ♥❛ï❢ ✿

ŷnaift+2|t = F (ŷt+1|t; θ) ✭✶✳✸✵✮

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✿

ŷct+2|t =
∫ ∞

−∞
F (ŷt+1|t + ǫ; θ)f(ǫ)dǫ

=

∫ ∞

−∞
F (yt+1; θ)g(yt+1|Ωt)dyt+1

=

∫ ∞

−∞
E[yt+2|yt+1]g(yt+1|Ωt)dyt+1

✭✶✳✸✶✮

♦ù g(yt+1|Ωt) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ✈r❛✐ ♣r♦❝❡ss✉s yt+1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ ǫt+1 ❛✈❡❝

✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ é❣❛❧❡ à F (yt; θ)✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✸✶✮ à ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ h ❡st

✶✼



❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ŷct+h|t =
∫ ∞

−∞
E[yt+h|yt+h−1]g(yt+h−1|Ωt)dyt+h−1 ✭✶✳✸✷✮

P❡♠❜❡rt♦♥ ✭✶✾✽✼✮ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ◆❋❊ ✭◆♦r♠❛❧

❋♦r❡❝❛st ❊rr♦r✮ ✿

ŷNFE
t+h|t =Φ(qt+h−1|t)(φ

1
0 + φ1

1ŷt+h−1|t) + Φ(−qt+h−1|t)(φ
2
0 + φ2

1ŷt+h−1|t)

+φ(qt+h−1|t)(φ
2
1 − φ1

1)σh−1

✭✶✳✸✸✮

❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à s✐♠✉❧❡r ❧❡s rés✐❞✉s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ N

❞❡ ❢♦✐s s♦✐t ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉♣♣♦sé❡ ❞❡s rés✐❞✉s✱ s♦✐t ♣❛r ❇♦♦tstr❛♣ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛✈❡❝ r❡♠✐s❡

❞❛♥s ❧❡s rés✐❞✉s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✷✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ŷMC
t+2|t =

1

N

N
∑

i=1

F (ŷt+1|t + ǫi; θ) ✭✶✳✸✹✮

ŷBoot
t+2|t =

1

N

N
∑

i=1

F (ŷt+1|t + ǫ̂i; θ) ✭✶✳✸✺✮

✶✳✸✳✷ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦✉r♥✐r✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✱ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡

❝❡ ♣♦✐♥t ♠♦②❡♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡

❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ s✬ét❛❜❧✐r❛ à 2% ❡t q✉✬❛✈❡❝ 95% ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1%

❡t 3%✳

❍②♥❞♠❛♥ ✭✶✾✾✺✮ ❞é♥♦♠❜r❡ tr♦✐s s♦rt❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à 1− α ✹ ❛✉t♦✉r ❞❡

❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ŷt+h|t ✿

✕ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t s②♠étr✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❛✮ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡

③♦♥❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ŷt+h|t ✿

ICα =
[

ŷt+h|t − ω; ŷt+h|t + ω
]

✭✶✳✸✻✮

♦ù ω ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ P(yt+h ∈ ICα|Ωt) = 1− α✳

✹✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1− α t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡
α t❛✉① ❞❡ ♥♦♥✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✳

✶✽



✕ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡

✶✳✷❜✮ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ③♦♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s

Qα/2 ❡t Q1−α/2 ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❢✉t✉r❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ŷt+h|t ✿

g(ŷt+h|t|Ωt) ✿

ICα =
[

Qα/2;Q1−α/2

]

✭✶✳✸✼✮

✕ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ♥✐ s②♠étr✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✶✳✷❝✮

♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ③♦♥❡s✱ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡

ré❣✐♠❡s✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❍❉❘ ✭❍✐❣❤❡st ❉❡♥s✐t② ❘❡❣✐♦♥✮ ✿

HDRα =
{

yt+h|g(ŷt+h|t|Ωt) ≥ gα
}

✭✶✳✸✽✮

♦ù gα ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ P(yt+h ∈ HDRα|Ωt) = 1− α✳

✭❛✮ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭❜✮ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ ✭❝✮ ❍❉❘

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ g(ŷt+h|t|Ωt) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥✐✲

♠♦❞❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❝❡s tr♦✐s

t②♣❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t ❡t s❡ ré❞✉✐s❡♥t à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥

❝❡s tr♦✐s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐st✐♥❝t❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ét❛♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳

✶✳✸✳✸ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡

❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❢♦✉r♥✐t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ♣ré✈✐✲

s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ❞❡ ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡t s♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✐té ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ❋♦r✲

✶✾



♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦✉ ❇♦♦tstr❛♣ ŷ
(i)
t+h|t, i = 1, 2, ..., N ✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ g(yt+h|Ωt)✳

❖♥ ♣❡✉t ❞ès ❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ĝ(ŷ
(i)
t+h|t|Ωt) =

1

N

N
∑

j=1

K





ŷ
(i)
t+h|t − ŷ

(j)
t+h|t

λ



 , i = 1, 2, ..., N ✭✶✳✸✾✮

♦ù K(·) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡t λ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t✱ ❝♦♥tr❛✐✲

r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✱ ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡s✲

t✐♠❛t❡✉r✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ t❡❧ q✉❡ ❧✬❆▼■❙❊

✭❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ▼❡❛♥ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r✮ ♦✉ ❧❛ ●❈❱ ✭●❡♥❡r❛❧ ❈r♦ss✲❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✮✳

✭❛✮ ❙②♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥✐♠♦❞❛❧❡ ✭❜✮ ❆s②♠étr✐q✉❡ ✭❝✮ ❇✐♠♦❞❛❧❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❉❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

✶✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

❯♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♥✬❛ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡

❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬♦✉t✐❧s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✳

❈♦♠♠❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

ré❣✐♠❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s✮✱ ♥♦✉s ♥❡

♣rés❡♥t❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s✳

✶✳✹✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❙♦✐t {yt}Tt=−(R−1) ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r T + R ❞♦♥t ❧❡s R ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥s
{

y−(R−1), · · · , y−1, y0
}

s❡r✈❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❡s T
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❞❡r♥✐èr❡s {y1, y2, · · · , yT } à t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❛❥✉stés✳ ❙♦✐t
{

Ct|t−1(α)
}T

t=1
❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à (1 − α)100% ❝❛❧❝✉❧és

à ❧✬✐♥st❛♥t t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1 ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ t− 1✱

t❡❧s q✉❡ ✿

P[yt ∈ Ct|t−1(α)] = 1− α , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✹✵✮

▲❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♦♥t été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s

❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✭♥♦té❡ ❱❛❘✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ❛♥❞ ❊♥❣❧❡

✭✷✵✵✶✮ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t s❡

♣r♦❞✉✐r❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té α s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❤♦r✐③♦♥✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t ✺✱ ❧❛ V aRt|t−1(α)

❡st ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ α ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts yt ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮ ✿

P[yt < −V aRt|t−1(α)] = α , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✹✶✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❱❛❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦

r❡♥❞❡♠❡♥ts yt ✭❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ✶✾✾✽❀ ▲♦♣❡③✱ ✶✾✾✾✮ ✿

Ct|t−1(α) =
[

−V aRt|t−1(α),+∞ [ , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✹✷✮

▲❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sés à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

✺✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❱❛❘ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡s ♠♦♥ét❛✐r❡s✱ ✉♥ s✐❣♥❡ ♠♦✐♥s ✭−✮ ❛♣♣❛r❛ît ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ♣❡rt❡s✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ✻ It(α)

♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ s✐ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡① ♣♦st ❞❡ yt ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

Ct|t−1(α) ❡t ✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✿

It(α) =

{

1 si yt /∈ Ct|t−1(α)

0 si yt ∈ Ct|t−1(α)
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✹✸✮

✭❛✮ ❱❛❘ ✭❜✮ ❱✐♦❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❱❛❘✭✺✪✮ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ ❙P ✺✵✵ ❡t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

✭❛✮ ❱❛❘ ✭❜✮ ❱✐♦❧❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❱❛❘✭✶✪✮ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ ❙P ✺✵✵ ❡t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✺❛ ❡t ✶✳✻❛ r❡♣rés❡♥t❡♥t s✐♠✉❧t❛✲

♥é♠❡♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❜♦✉rs✐❡r ❙P ✺✵✵ ❡♥r❡❣✐stré❡s

❡♥tr❡ ❧❡ ✵✾✴✶✷✴✷✵✵✾ ❡t ❧❡ ✵✷✴✶✷✴✷✵✶✶ ✐♥❝❧✉s✱ s♦✐❡♥t ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s à

✻✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ α s❡r❛ ♦♠✐s q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳
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❧✬❤♦r✐③♦♥ ✶ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ✼ ♣♦✉r ❞❡s t❛✉①

❞❡ ♥♦♥ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ α = 0.05 ❡t α = 0.01 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s

❡① ♣♦st ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❡①✲❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s

✈✐♦❧❛t✐♦♥s {It}500t=1 ✭❋✐❣✉r❡s ✶✳✺❜ ❡t ✶✳✻❜✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳

r✐sq✉❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♠♦✐♥s ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ sér✐❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡t

✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡sts ❢♦♥❞és

s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♣✉✐s ❧❡s t❡sts ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❡sts ❢♦♥❞és s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉rs ✈❡rs ❧❡ ❞é❜✉t

❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵ ✭❡✳❣✳ ●r❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❀ ❇❛✐❧❧✐❡ ❛♥❞ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ✶✾✾✷❀ ❑✉♣✐❡❝✱ ✶✾✾✺❀

▼❝◆❡❡s✱ ✶✾✾✺✮✳ ■❧s ❝♦♥s✐st❛✐❡♥t✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡

✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t é❣❛❧❡ ❛✉ t❛✉① α✱ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

✭♥♦té❡ ✉❝✮✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

H0,uc : E [It] = α , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✹✹✮

❙✐ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✽ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ t❛✉① α✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ♦✉ ❜✐❡♥ ❛ss❡③

étr♦✐t ♦✉ ❜✐❡♥ ❛ss❡③ ❧❛r❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ♠❛❧

s♣é❝✐✜é✳

❑✉♣✐❡❝ ✭✶✾✾✺✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ t❡st ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✾ q✉✐ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥ π ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❛✉ t❛✉① α✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(T, α)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ n1 ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ T ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P(n1;α, T ) = Cn1
T αn1(1− α)T−n1 ✭✶✳✹✺✮

✼✳ ▲❛ ❱❛❘✭α✮ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞✬♦r❞r❡ α ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ✭❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✵✵ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✮✳

✽✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❜✐♥❛✐r❡ I ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✵ ❡t ✶✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛
✈❛❧❡✉r ✶ ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ I ❝❛r E[I] = P(I = 1)× 1 + P(I =
0)× 0 = P(I = 1)✳

✾✳ P♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡s t❡sts ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s❡r♦♥t ❞és✐❣♥és ♣❛r ▲❘✳

✷✸



❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✐♥✈❛❧✐❞❡✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐r♦♥t ❛✈❡❝

✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ π ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ t❛✉① α✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s✉✐t ✉♥❡

❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(T, π) ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ n1 ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿

P(n1;π, T ) = Cn1
T πn1(1− π)T−n1 ✭✶✳✹✻✮

▲❡ t❡st ❞❡ ❑✉♣✐❡❝ ✭✶✾✾✺✮ ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✶✵ π ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❛✉ t❛✉①

α s✬é❝r✐t ✿

POF = −2
{

log
[

αn1(1− α)T−n1
]

− log
[

π̂n1(1− π̂)T−n1
]} d−−−−→

T→∞
χ2(1) ✭✶✳✹✼✮

❛✈❡❝ π̂ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s π✳

❈❛♠♣❜❡❧❧ ✭✷✵✵✺✮ ♥♦t❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡st ❞❡ ❲❛❧❞ éq✉✐✈❛❧❡♥t

❛✉ t❡st ▲❘ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦✐✈r❡✲▲❛♣❧❛❝❡✱ ❝♦♠♠❡

n1 ❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(T, α)✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
√
T (π̂−α)√
α(1−α)

❝♦♥✈❡r❣❡ ✶✶ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❲❛❧❞

s✉✐✈❛♥t❡ s✉✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✿

W =
T (π̂ − α)2

α(1− α)

d−−−−→
T→∞

χ2(1) ✭✶✳✹✽✮

❈❡ ❞❡r♥✐❡r t❡st ❡st ♠ê♠❡ ♣ré❢éré ♣✉✐sq✉❡ s❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❑✉♣✐❡❝ q✉✐ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♥❡ s✬❡st ♣r♦❞✉✐t❡

✭✐✳❡✳ n1 = 0✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é✲

❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦✉✈❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s sér✐❡s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ❛❝t✐❢s ✜♥❛♥✲

❝✐❡rs✱ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢♦rt❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té

q✉✬❡♥ ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✭❊♥❣❧❡✱ ✶✾✽✷✮✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ♣ér✐♦❞❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❡♥ ♣ér✐♦❞❡s ✈♦✲

❧❛t✐❧❡s ❡t ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡s ❝❛❧♠❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ s✉❣❣èr❡

q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t t❡st❡r ❧✬❤②♣♦✲

t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t✱ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✭♥♦té❡ ✐♥❞✮ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛✉t♦✲

✶✵✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❡st ♥♦♠♠é❡ P❖❋ ✭Pr♦♣♦rt✐♦♥ ❖❢ ❋❛✐❧✉r❡s✮✳
✶✶✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(T, α) ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(αT, α(1 − α)T )

s♦♥t ✿ T > 30✱ αT > 5 ❡t (1− α)T > 5✳

✷✹



❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❲❛❧❧✐s✱ ✷✵✵✸✮✳ ❊❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

❞❡✉① ✈✐♦❧❛t✐♦♥s Ij ❡t Ik ♦❜s❡r✈é❡s à ❞❡✉① ❞❛t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s j ❡t k ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛✉✲

t♦❝♦rré❧é❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t s✐❣♥❛❧❡r ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s✉r ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s à ✈❡♥✐r✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✬é❝r✐t ✿

H0,ind : E[It |Ωt−1 ] = E[It] , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✹✾✮

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭♥♦té❡ ❝❝✮ ❡st ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s

♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭✶✳✹✹✮ ❡t ✭✶✳✹✾✮✳ ❊❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1 ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ t−1 ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t é❣❛❧❡

❛✉ t❛✉① α✳ ❊❧❧❡ s✬é❝r✐t ✶✷ ✿

H0,cc : E [It |Ωt−1 ] = α , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✺✵✮

❉❛♥s s♦♥ ▲❡♠♠❡ ✶✱ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠✲

♣♦sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

❝♦♥s✐❞éré✱ ✐✳❡✳ Ωt−1 = {It−1, It−2, · · · , I1}✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡✈✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s {It}Tt=1 s♦♥t

❞❡s t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ B(α)✳

■❧ t❡st❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ▲❘ ✿

❚❡st ▲❘ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ♣❧✉s

❤❛✉t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t

é❣❛❧❡ ❛✉ t❛✉① α ❝♦♥tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ t❛✉①

α✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ {It}Tt=1 ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ α ❝♦♥♥✉ s✬é❝r✐t ✿

L(α; I1, I2, · · · , IT ) = (1− α)n0αn1 ✭✶✳✺✶✮

♦ù n0 ❡t n1 ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ It ❛ ♣r✐s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✵ ❡t ✶ r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

{It}Tt=1 ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ π ✐♥❝♦♥♥✉ s✬é❝r✐t ✿

L(π; I1, I2, · · · , IT ) = (1− π)n0πn1 ✭✶✳✺✷✮

✶✷✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ✈✐❞❡✱ ✐✳❡✳ Ωt−1 = ∅✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✷✺



▲❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✿

LRuc = −2 log[L(α; I1, I2, · · · , IT )/L(π̂; I1, I2, · · · , IT )] d−−−−→
T→∞

χ2(s− 1) ✭✶✳✺✸✮

❛✈❡❝ π̂ = n1
n0+n1

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ π ❡t s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ It ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡✱ ✐✳❡✳ s = 2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✳ ❈❡ t❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ t❡st ❞❡ ❑✉♣✐❡❝ ✭✶✳✹✼✮✳

❚❡st ▲❘ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✿ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ t❡st❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ❞❡✉① ét❛ts✱ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ Π1 ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Π1 =







1− π01 π01

1− π11 π11






✭✶✳✺✹✮

❛✈❡❝ πij = P(It = j |It−1 = i)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✿

L(Π1; I1, I2, · · · , IT ) = (1− π01)
n00πn01

01 (1− π11)
n10πn11

11 ✭✶✳✺✺✮

❛✈❡❝ nij ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ i s✉✐✈✐s ❞❡ j ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡t i, j ∈ {0, 1}✳
▲❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Π1 ✿

Π̂1 =







n00
n00+n01

n01
n00+n01

n10
n10+n11

n11
n10+n11






✭✶✳✺✻✮

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✭✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦✉ ♥♦♥✮

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t q✉✐ ❧✬❛ ♣ré❝é❞é✱ ✐✳❡✳ π01 = π11 = π2 ❡t π00 = π10 = 1− π2✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿

Π2 =







1− π2 π2

1− π2 π2






✭✶✳✺✼✮

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ✿

L(Π2; I1, I2, · · · , IT ) = (1− π2)
(n00+n10)π

(n01+n11)
2 ✭✶✳✺✽✮

✷✻



▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Π2 ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠❛①✐♠✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

Π̂2 = π̂2 =
n01 + n11

n00 + n10 + n01 + n11
✭✶✳✺✾✮

▲❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

LRind = −2 log[L(Π̂2; I1, I2, · · · , IT )/L(Π̂1; I1, I2, · · · , IT )] d−−−−→
T→∞

χ2((s− 1)2) ✭✶✳✻✵✮

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à (s − 1)2 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté

✭❍♦❡❧✱ ✶✾✺✹✮✱ ❛✈❡❝ s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ✐✳❡✳ s = 2 ❞❛♥s ♥♦tr❡

❝❛s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ t❡st ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❛✉① α✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st t❡sté❡✳

❚❡st ▲❘ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ▲❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲

t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥ t❡st ❥♦✐♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ▲❡ t❡st ❡st ❢♦r♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦✲

t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶✳✺✶✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭✶✳✺✺✮✳ ■❧ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

LRcc = −2 log[L(α; I1, I2, · · · , IT )/L(Π̂1; I1, I2, · · · , IT )] d−−−−→
T→∞

χ2(s(s− 1)) ✭✶✳✻✶✮

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à s(s− 1) ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✶✸

❛✈❡❝ s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ✐✳❡✳ s = 2 ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡st ▲❘✱ ❲❛❧❧✐s ✭✷✵✵✸✮ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s

t❡sts ❞❡ ❦❤✐ ✷ ❞❡ P❡❛rs♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s ♣❛r ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳

❆✉ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶✳✺✸✮✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡ ❝❛rré ❞❡

❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ t❡st ♥♦r♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st s✉✐t

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✿

X2 =
T (π̂ − α)2

α(1− α)

d−−−−→
T→∞

χ2(1) ✭✶✳✻✷✮

❖♥ r❡❝♦♥♥❛✐t ❧❡ t❡st ❞❡ ❲❛❧❞ ✭✶✳✹✽✮ s✉❣❣éré ♣❛r ❈❛♠♣❜❡❧❧ ✭✷✵✵✺✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t❡st❡r

✶✸✳ ❱♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✲♣❛❣❡ ✽✹✼✲ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ✶✾✾✽

✷✼



❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❲❛❧❧✐s s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❖ ■t = 0 ■t = 1 Total

■t−1 = 0 ♥00 ♥01 ♠0

■t−1 = 1 ♥10 ♥11 ♠1

Total ♥0 ♥1 ❚

✭✶✳✻✸✮

♦ù nij ❞és✐❣♥❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ♦❜s❡r✈é ✭O✮ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs i s✉✐✈✐❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

j ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ i, j ∈ {0, 1}✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❨❛t❡s ✭✶✾✽✹✮

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

χ2 =
T (n00n11 − n01n10)

2

n0n1m0m1

d−−−−→
T→∞

χ2(1) ✭✶✳✻✹✮

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ t❡st ▲❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭✶✳✻✵✮✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❞❡

❦❤✐ ✷ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✉✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✉♥ ❞❡❣ré

❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s

❡✛❡❝t✐❢s ♦❜s❡r✈és ✭O✮ ❛✉① ❡✛❡❝t✐❢s t❤é♦r✐q✉❡s ✭E✮ ❝❛❧❝✉❧és s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥✉❧❧❡s

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❊ ■t = 0 ■t = 1 Total

■t−1 = 0 ✭✶✲α)m0 αm0 ♠0

■t−1 = 1 ✭✶✲α)m1 αm1 ♠1

Total ♥0 ♥1 ❚

✭✶✳✻✺✮

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡
∑

(O − E)2/E✱ ❡❧❧❡ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✷

❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❝❛r ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s

❡st✐♠é❡s✳

▲✬❛♣♣♦rt ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ❞é♣❧❛❝é ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s

t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ à ✉♥ ❝❛❞r❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡♥ t❡st❛♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♣❡✉t

❡①✐st❡r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳

✷✽



❉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t s✉❝❝é❞é ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥❝❡✳ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ✭✷✵✵✸✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

✭✶✳✺✹✮ ❞❡ s♦rt❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s r❡t❛r❞s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❆✐♥s✐✱

❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té S ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ✿

πij,S = P(It = j |It−S = i) ✭✶✳✻✻✮

❊❧❧❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡❝t✐❢s nij ♣❛r nij,S ✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ i s✉✐✈✐s ❞❡ j ❛✈❡❝ S ♣ér✐♦❞❡s ✶✹ ❞❡

❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ t❡st r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞ ❉✐❡❜♦❧❞ ✭✷✵✵✵✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ t❡st ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✶✺ ✭❲❛❧❞ ❛♥❞ ❲♦❧❢♦✇✐t③✱

✶✾✹✵❀ ❉❛✈✐❞✱ ✶✾✹✼✮✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ❜❛sés s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❑✉♣✐❡❝✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦t❡ q✉❡ s♦♥ t❡st ♣❡✉t é❝❤♦✉❡r à ❞ét❡❝t❡r

❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐♥✈❛❧✐❞❡s s✐ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s♦♥t r❛r❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ✈❛✉t ❛✉ss✐

♣♦✉r ❧❡ t❡st LRuc ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1 r❡t❡♥✉ ❞❛♥s

❧❡s t❡sts ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝❤r♦♥✐q✉❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s✱

❡①❝❧✉❛♥t ❛✐♥s✐ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛❧✐❞✐té ❞❡

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ▲❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ tr❛✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥s✐✲

❞ér❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ψt−1 ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳ ▲❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✬✐♥tér❡ss❡

♣❧✉tôt ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳

❚❡sts ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❡st

♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡♣✉✐s ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ✐❧ ❡st ét❛❜❧✐ q✉❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à (1−α)% s♦♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✳

❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞

♣❛s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦✉rs ♣❛ssés ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ tr❛❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s q✉✐ sé♣❛r❡♥t ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳ ▲✬✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡

❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t❡st❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡

✶✹✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ t❡st ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r S = 1✳
✶✺✳ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ✵ ♦✉ ❞❡ ✶ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳

✷✾



❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞✉ré❡ D ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

di = ti − ti−1 , ∀ i = 1, 2, · · · , N ✭✶✳✻✼✮

❛✈❡❝ ti ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér♦ i ❡t N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✉ré❡s✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t st❛t✐st✐q✉❡

❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞✉ré❡s ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❞é✜♥✐❡

❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❧❡ ❥♦✉r d s❛❝❤❛♥t q✉❡ d− 1

❥♦✉rs s♦♥t ♣❛ssés s❛♥s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

λ(d) = P(D = d |D ≥ d) , d ∈ N ✭✶✳✻✽✮

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ❞✉ré❡s

{di}Ni=1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡

s♣é❝✐✜❡r✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❤❛s❛r❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❡t q✉✐ ❡♠❜♦ît❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❤❛s❛r❞ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ t❡sté❡

❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ t❡st ▲❘✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❛ été ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞

P❡❧❧❡t✐❡r ✭✷✵✵✹✮ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

α ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡st ✿

fexp(d; p) = α exp(−αd) , d > 0 ✭✶✳✻✾✮

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❡st ✿

λexp(d;α) = α , d > 0 ✭✶✳✼✵✮

▲❡s ❛✉t❡✉rs s✉❣❣èr❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✶✻✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❡st ❝❛r❛❝✲

tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ✿

fCW (d; a, b) = abbdb−1 exp[−(ad)b] , a, b > 0 , d > 0 ✭✶✳✼✶✮

❡t ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ✿

λCW (d; a, b) = abbdb−1 , a, b > 0 , d > 0 ✭✶✳✼✷✮

✶✻✳ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡t P❡❧❧❡t✐❡r s✉❣❣èr❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ●❛♠♠❛ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❍❛❛s ✭✷✵✵✺✮ tr♦✉✈❡ à tr❛✈❡rs ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ q✉❡ ❧❡ t❡st ▲❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡st ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ❧♦✐ ●❛♠♠❛✳

✸✵



❙✐ b = 1✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡

♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s {di}Ni=1 ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✮✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱

a = α ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

❲❡✐❜✉❧❧ ✭✶✳✼✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✻✾✮✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

♥✉❧❧❡ ❡t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

H0,cc : a = α et b = 1 ✭✶✳✼✸✮

H1,cc : a 6= α ou b 6= 1 ✭✶✳✼✹✮

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡t P❡❧❧❡t✐❡r ♣ré❝✐s❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✜♥❛❧❡✮ ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡st ♥✉❧❧❡✱ ✐✳❡✳ I1 = 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ IT = 0✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✉ré❡ ✐♥✐✲

t✐❛❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✜♥❛❧❡✮✱ ✐✳❡✳ d1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ dN ✮✱ ❡st ❝❡♥s✉ré❡ ✶✼✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❛

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✶✽ SCW (d1; a, b)

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ SCW (dN ; a, b)✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ sér✐❡ ❞❡s

❞✉ré❡s ❡st ❞♦♥❝ ✿

ℓcw(a, b; d1, d2, · · · , dN ) =δ1 lnSCW (d1; a, b) + (1− δ1) ln fCW (d1; a, b)

+

N−1
∑

i=2

ln fCW (di; a, b) + δN lnSCW (dN ; a, b) + (1− δN ) ln fCW (dN ; a, b)

✭✶✳✼✺✮

❛✈❡❝ δi ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ s✐ ❧❛ ❞✉ré❡ di ❡st ❝❡♥s✉ré❡ ❡t ✵ s✐ ❡❧❧❡

❡st ♦❜s❡r✈é❡✱ ❡t fCW (·) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✶✳✼✶✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❡st ▲❘

❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

LRcp
cc = −2[ℓcw(α, 1; d1, d2, · · · , dN )− ℓcw(â, b̂; d1, d2, · · · , dN )]

d−−−−→
N→∞

χ2(2) ✭✶✳✼✻✮

♦ù â ❡t b̂ s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡sté❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥✉❧❧❡ ❡t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

✶✼✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✉ré❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✉ré❡s ❝❡♥s✉ré❡s✱ s❡ ré❢ér❡r à ❑✐❡❢❡r ✭✶✾✽✽✮✳
✶✽✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ SCW (·) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿ SCW (d; a, b) =

∫ +∞

d
fCW (x; a, b)dx ❛✈❡❝ fCW (·) ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✶✳✼✶✮✳

✸✶



♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

H0,uc : a = α ✭✶✳✼✼✮

H1,uc : a 6= α ✭✶✳✼✽✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡✈✐❡♥t ✿

LRcp
uc = −2[ℓcw(α, b̂; d1, d2, · · · , dN )− ℓcw(â, b̂; d1, d2, · · · , dN )]

d−−−−→
N→∞

χ2(1) ✭✶✳✼✾✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥✉❧❧❡ ❡t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

H0,ind : b = 1 ✭✶✳✽✵✮

H1,ind : b 6= 1 ✭✶✳✽✶✮

▲❡ t❡st ▲❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

LRcp
ind = −2[ℓcw(â, 1; d1, d2, · · · , dN )− ℓcw(â, b̂; d1, d2, · · · , dN )]

d−−−−→
N→∞

χ2(1) ✭✶✳✽✷✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r ✭✷✵✵✹✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s♦✉s ❧✬❤②✲

♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡st ❞✐s❝rèt❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣té❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦✉rs✳

▲✬❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❛✈❛♥❝❡♥t ❡st q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛

❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐s❝r❡t ❞❡s ❞✉ré❡s✳ ❍❛❛s ✭✷✵✵✺✮ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❧♦✐

❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r ✭✷✵✵✹✮✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉❝❝ès ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ❡①♣é✲

r✐❡♥❝❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ à ❧❛ ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮✱ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐s❝rèt❡

❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st✳

❯♥❡ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❝♦♥s✐st❡ à ré♣ét❡r ✉♥❡ é♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ B(α)

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣r❡♠✐❡r s✉❝❝ès✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✉ré❡ é❝♦✉❧é❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

fG(d; p) = (1− α)d−1α , d ∈ N ✭✶✳✽✸✮

✸✷



❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ✿

λG(d;α) = α , d ∈ N ✭✶✳✽✹✮

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❝♦♥st❛♥t❡

r❡✢ét❛♥t s♦♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❍❛❛s ✉t✐❧✐s❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱

❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ◆❛❦❛❣❛✇❛ ❛♥❞ ❖s❛❦✐ ✭✶✾✼✺✮ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡st ✿

fDW (d; a, b) = exp
{

−ab(d− 1)b
}

− exp
{

−abdb
}

, a, b > 0 , d ∈ N ✭✶✳✽✺✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

λDW (d; a, b) = 1− exp
{

−ab[db − (d− 1)b]
}

, a, b > 0 , d ∈ N ✭✶✳✽✻✮

❙✐ b = 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛s❛r❞ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✮✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s a = − log(1−α) ✭❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐s❝rèt❡ ✭✶✳✽✺✮

❞❡✈✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭✶✳✽✸✮✳ ❉❛♥s ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ♥✉❧❧❡ ❡t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

H0,cc : a = − log(1− α) et b = 1 ✭✶✳✽✼✮

H1,cc : a 6= − log(1− α) ou b 6= 1 ✭✶✳✽✽✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r ✭✷✵✵✹✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❡♥❛♥t

❝♦♠♣t❡ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❞✉ré❡s ❝❡♥s✉ré❡s s✬é❝r✐t ✿

ℓdw(a, b; d1, d2, · · · , dN ) =δ1 lnSDW (d1; a, b) + (1− δ1) ln fDW (d1; a, b)

+
N−1
∑

i=2

ln fDW (di; a, b) + δN lnSDW (dN ; a, b) + (1− δN ) ln fDW (dN ; a, b)

✭✶✳✽✾✮

❛✈❡❝ δi ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ s✐ ❧❛ ❞✉ré❡ di ❡st ❝❡♥s✉ré❡ ❡t ✵ s✐ ❡❧❧❡ ❡st

♦❜s❡r✈é❡✱ SDW (·) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ ✶✾ ❡t fDW (·) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ✭✶✳✽✺✮ ❛ss♦❝✐é❡s

à ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐s❝rèt❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

✶✾✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r✈✐❡ SDW (·) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿ SDW (d; a, b) =
∫ +∞

d
fDW (x; a, b)dx ❛✈❡❝ fDW (·) ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐s❝rèt❡ ✭✶✳✽✺✮✳

✸✸



s✬é❝r✐t ✿

LRcp
cc = −2[ℓdw(α, 1; d1, d2, · · · , dN )− ℓdw(â, b̂; d1, d2, · · · , dN )]

d−−−−→
N→∞

χ2(2) ✭✶✳✾✵✮

♦ù â ❡t b̂ s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s a ❡t b ❞❡

❧❛ ❧♦✐ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐s❝rèt❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡sté❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❤②♣♦✲

t❤ès❡s ♥✉❧❧❡ ❡t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

H0,uc : a = − log(1− α) ✭✶✳✾✶✮

H1,uc : a 6= − log(1− α) ✭✶✳✾✷✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡✈✐❡♥t ✿

LRcp
uc = −2[ℓdw(α, b̂; d1, d2, · · · , dN )− ℓdw(â, b̂; d1, d2, · · · , dN )]

d−−−−→
N→∞

χ2(1) ✭✶✳✾✸✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥✉❧❧❡ ❡t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

H0,ind : b = 1 ✭✶✳✾✹✮

H1,ind : b 6= 1 ✭✶✳✾✺✮

▲❡ t❡st ▲❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

LRcp
ind = −2[ℓdw(â, 1; d1, d2, · · · , dN )− ℓdw(â, b̂; d1, d2, · · · , dN )]

d−−−−→
N→∞

χ2(1) ✭✶✳✾✻✮

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡

♣❛r ❈❛♥❞❡❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ P♦✉r t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡

♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐✱ ✷✵✶✷✮

❡t t❡st❡♥t✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s✉r✲✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ α✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

fG(d;α) = α(1− α)d−1 ✭✶✳✾✼✮

✸✹



♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ✷✵ s✉✐✈❛♥ts ✿

Mj+1(d;α) =
(1− α)(2j + 1) + α(j − d+ 1)

(j + 1)
√
1− α

Mj(d;α)−
(

j

j + 1

)

Mj−1(d;α) , ∀j ∈ N

✭✶✳✾✽✮

❛✈❡❝ M−1(d;α) = 0 ❡t M0(d;α) = 1✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ D s✉✐t ✉♥❡

❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦r✲

t❤♦♥♦r♠❛✉① s♦♥t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

s✬é❝r✐t ✿

H0,cc : E[Mj(d;α)] = 0 , ∀j = 1, 2, · · · , p ✭✶✳✾✾✮

❡t ❧❡ t❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ✿

Jcc(p) =

(

1√
N

N
∑

i=1

M(di;α)

)
′
(

1√
N

N
∑

i=1

M(di;α)

)

d−−−−→
N→∞

χ2(p) ✭✶✳✶✵✵✮

❛✈❡❝ M(di;α) = [M1(di;α),M2(di;α), · · · ,Mp(di;α)]
′

, ∀i = 1, 2, · · · , N ✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬❤②✲

♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭✶✳✾✾✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡✉❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❡

♣r❡♠✐❡r ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ M1(d;α) ✿

H0,uc : E[M1(d;α)] = 0 ✭✶✳✶✵✶✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ♥✬❛ ♣❧✉s q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✿

Juc(p) =

(

1√
N

N
∑

i=1

M1(di;α)

)2

d−−−−→
N→∞

χ2(1) ✭✶✳✶✵✷✮

❊♥✜♥✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t α✱ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶✳✾✾✮✱ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

π̂ ✿

H0,ind : E[Mj(d; π̂)] = 0 , ∀j = 1, 2, · · · , p ✭✶✳✶✵✸✮

✷✵✳ ▲❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n ❡t α
♦ù n = 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▼❡✐①♥❡r ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛s❝❛❧ s♦♥t ❛❞❛♣tés à ❧❛ ❧♦✐
❣é♦♠étr✐q✉❡✳

✸✺



■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ t❡st ♣❡r❞ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✿

Jind(p) =

(

1√
N

N
∑

i=1

M(di; π̂)

)
′
(

1√
N

N
∑

i=1

M(di; π̂)

)

d−−−−→
N→∞

χ2(p− 1) ✭✶✳✶✵✹✮

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦✉✈é✱ à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ q✉❡ ❧❡✉rs t❡sts ❢♦♥❞és s✉r

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♦♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡sts ▲❘

♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s sér✐❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s

❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳

❚❡sts ❢♦♥❞és s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝❡♥tré❡s

■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ét✉❞✐❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ✉♥ q✲

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Zt−1 ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s

❧❛r❣❡ Ψt−1 ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r✱ ♦✉tr❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ t❛✉① α {It−1, It−2, · · · , I1}✱
❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ♣❛ssés {yt−1, yt−2, · · · , y1}✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

é❣❛❧❡ ❛✉ t❛✉① α ❡t ❞♦✐t êtr❡ ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Zt−1 ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s Ψt−1 ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✈❡❝ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♣❛ssé✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

H0,cc : E[It − α |Ψt−1 ] = 0 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✵✺✮

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s {It − α}Tt=1✳

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❞❛♥s s♦♥ ▲❡♠♠❡ ✷✱ t❡st❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

It − α = β0 +
K
∑

k=1

βkfk(Zt−1) + ǫt , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✵✻✮

❛✈❡❝ fk(·) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ fk : Rq → R ❡t β = [β0, β1, · · · , βK ]′ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

s✬❛♥♥✉❧❡✱ ✐✳❡✳ β = 0✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ǫt ❡st ❤♦♠♦s❝é❞❛st✐q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

♥✉❧❧❡ ✭✶✳✶✵✺✮✱ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡sté❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t sé♣❛ré♠❡♥t q✉❡ β0 = 0

❡t [β1, · · · , βK ] = 0✳

❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❡♥✈✐s❛❣❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦✲

✸✻



rè♠❡ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ✐téré❡s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶✳✶✵✺✮ ✐♠✲

♣❧✐q✉❡ ✿

H0,cc : E[(It − α)⊗ f(Zt−1)] = 0 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✵✼✮

❛✈❡❝ f(Zt−l) = [f1(Zt−1), f2(Zt−1), · · · , fK(Zt−1)]
′✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❝r✐t✉r❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à

K ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t❡st❡r ♣❛r ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼

✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✽✷✮✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❡ t❡st ❞❡ ❲❛❧❞ s✉✐✈❛♥t ✿

DQcc =
β̂

′

X
′

Xβ̂

α(1− α)

d−−−−→
T→∞

χ2(K + 1) ✭✶✳✶✵✽✮

❛✈❡❝ β̂ = [β̂0, β̂1, · · · , β̂K ]′ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❡t X ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ré❣r❡s✲

s❡✉rs✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st DQcc ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷

à K+1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s t❡sts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭β0 = 0✮ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭[β1, β2, · · · , βK ] = 0✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡sté❡s

sé♣❛ré♠❡♥t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❡t ❡♥

❛❞❛♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡

❞❡ t❡st ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ It✱ P❛tt♦♥ ✭✷✵✵✷✮ ❛❥✉st❡

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❣✐t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✶✳✶✵✻✮✳ ▲✬❛✉t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡

s✐ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ πt✱ ❞♦✐t

êtr❡ é❣❛❧❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❛✉ t❛✉① α✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❛✉① α ❡t ❞✉

♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ à tr❛✈❡rs

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

πt ≡ πt(Zt−1, β, α) = Λ

[

λ(Zt−1, β)− ln

(

1− α

α

)]

✭✶✳✶✵✾✮

❛✈❡❝ Λ(x) = 1
1+e−x ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❡t λ(·) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs

❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧❧❡ q✉❡ λ(Zt−1, 0) = 0 , ∀Zt−1 ∈ Ψt−1✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

λ(·) ❡st ✐♠♣♦sé❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ β = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ πt = α , ∀t = 1, 2, · · · , T ✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s β ❡st ❡st✐♠é ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ℓ (π(Z, β, α); I1, I2, · · · , IT ) =
T
∑

t=1

It · lnπt(Zt−1, β, α) + (1− It) · ln(1− πt(Zt−1, β, α))

✭✶✳✶✶✵✮

✸✼



P❛tt♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡ t❡st ▲❘ s✉✐✈❛♥t ✿

LR = −2
[

ℓ (α; I1, I2, · · · , IT )− ℓ
(

π(Z, β̂, α); I1, I2, · · · , IT
)]

d−−−−→
T→∞

χ2(K+1) ✭✶✳✶✶✶✮

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st s✉✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à K + 1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝❡♥tré❡s {It − α}Tt=1 ❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❞✐✛é✲

r❡♥❝❡s ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❇❡r❦♦✇✐t③ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✶✮ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ t❡st❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

✭✶✳✶✵✺✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

E[(It − α)⊗ f(Zt−1)] = 0 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✶✷✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ f(Zt−1) = It−1 − α✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✶✶✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

E[(It − α)(It−1 − α)] = 0 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✶✸✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡✈✐❡♥t à t❡st❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡

❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝❡♥tré❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝

❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡

❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ k s✉♣ér✐❡✉r à ✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣♦s❡ f(Zt−1) = It−k − α ❡t

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✶✶✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

E[(It − α)(It−k − α)] = 0 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✶✹✮

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝❡♥tré❡s

❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ t❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s m ♣r❡♠✐èr❡s ❛✉✲

t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s γk , ∀k > 0 s♦♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ t❡st ❞❡ P♦rt❡♠❛♥t❡❛✉

t❡❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲❥✉♥❣ ❛♥❞ ❇♦① ✭✶✾✼✽✮ ✿

LB(m) = T (T + 2)
m
∑

k=1

γ2k
T − k

d−−−−→
T→∞

χ2(m) ✭✶✳✶✶✺✮

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ f(Zt−1) = [f1(Zt−1), f2(Zt−1), · · · , fK(Zt−1)]
′✱ ♦♥ ♣❡✉t t❡st❡r ❧❛

✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✶✵✻✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮ ❡t P❛tt♦♥ ✭✷✵✵✷✮✳

✸✽



✶✳✹✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❙♦✐t {yt}Tt=−(R−1) ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r T +R ❞♦♥t ❧❡s R ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥s {yt}0t=−(R−1) s❡r✈❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ0 ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❡s T ❞❡r♥✐èr❡s

{yt}Tt=1 à t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❥✉stés✳ ❙♦✐t

{ft(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

{yt}Tt=1 ❡t {pt(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♣ré✈✐s✐♦♥s

♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
{

ŷt|t−1

}T

t=1
✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ t − 1✳ ▲❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❡♥

❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❞❡s t❡sts ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés

♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡s✳

❚❡sts ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡

❈♦♠♠❡ ❧❡✉r ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❝❡s t❡sts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❡s

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ {pt(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 s♦♥t ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜é❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t

✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ❛✉① ✈r❛✐❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s {ft(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1✳

❚♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✓ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ✔ q✉✐ ❧❡s sé♣❛r❡ ❞❡s ✈r❛✐❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s {ft(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ❡t ❞❡ t❡st❡r

s❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s t❡sts ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s❡

❜❛s❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt✱ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✷✶ ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❞é✜♥✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ zt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ yt ♣❛r

s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ft(yt|Ωt−1; θ0) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

zt =

∫ yt

−∞
ft(u|Ωt−1; θ0)du

= Ft(yt|Ωt−1; θ0)

, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✶✻✮

❛✈❡❝ Ft(yt|Ωt−1; θ0) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ft(yt|Ωt−1; θ0)✳

Pr♦♣r✐été ✶✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s {zt}Tt=1 s♦♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ✿

zt
i.i.d∼ U [0, 1] , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✶✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✶✳ ❆♥♥❡①❡ ❈✳✶

✷✶✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ■♥t❡❣r❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠ ♦✉ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮✳

✸✾



❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠❡r ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s {yt}Tt=1 ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐✲

s✐♦♥s {pt(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ✈r❛✐❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s {ft(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ✿

zt =

∫ yt

−∞
pt(u|Ωt−1; θ0)du

= Pt(yt|Ωt−1; θ0)

, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✶✽✮

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡s✱ ❧❡s tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s {zt}Tt=1 q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡♥t ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❝♦rr❡❝t❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡s t❡sts ❞❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮❀ ❇❛✐ ✭✷✵✵✸✮✳

❚❡st ❞❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ✿ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛✲

♣❤✐q✉❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ P♦✉r t❡st❡r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s {zt}Tt=1 ❡st ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡st✐♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té

❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡t ✈ér✐✜❡♥t q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r

s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥str✉✐t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❧♦✐

✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥é❡ é❣❛❧❡ à ✶ ✭❋✐❣✉r❡s ✶✳✼❛ ❡t ✶✳✼❜✮✳

❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ré✈é❧❡r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s

❞❡ ❧❛ sér✐❡ {zt}Tt=1✱ ✐❧s ❡st✐♠❡♥t ❧✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s sér✐❡s ✷✷ (zt − z̄)✱ (zt − z̄)2✱ (zt − z̄)3✱

❡t (zt − z̄)4 ✭∀t = 1, 2, · · · , T ✮ ♣❛r ❞❡s ❝♦rré❧♦❣r❛♠♠❡s ♠✉♥✐s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❞❡ ❇❛rt❧❡tt ✭❋✐❣✉r❡s ✶✳✼❝✱ ✶✳✼❞✱ ✶✳✼❡ ❡t ✶✳✼❢✮✳

❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✶✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té✳ ■❧s tr❛❝❡♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡

❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s {zt}Tt=1 ✿

Fz(r) =
1

T

T
∑

t=1

I(zt ≤ r) , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✶✾✮

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❞r♦✐t❡ à 45✝✱ ❛✐♥s✐

q✉✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❡①❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❞❡ t❛✐❧❧❡ T ✳ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à 95% (α = 0.025) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❞r♦✐t❡s à

45✝±
√

ln(1/α)/(2T )✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ Fz ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s {zt}Tt=1 ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✽❛✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t à ❧✬❛❞é✲

✷✷✳ z̄ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ zt✳

✹✵



q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ à ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té

❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ {pt(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1✱ s✐♥♦♥ ♦♥ r❡❥❡tt❡ ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✽❜✮✳

❚❡st ❞❡ ❇❛✐ ✭✷✵✵✸✮ ✿ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

{pt(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ t❡st ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬❛❞é✲

q✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st

q✉❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s {ft(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ❞é♣❡♥❞❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r❛✲

♠ètr❡s θ0 q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉s ♠❛✐s ❡st✐♠és ❡t ❞♦♥❝ s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♥t ❞❡ ✓ ❜r✉✐ts ✔

q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦❧❧✉❡r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ {pt(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 ❡t q✉✐

♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❛✉ r❡❥❡t à t♦rt ❞❡ ❧❛ ♥✉❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1 ♥✬❡st

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s s♦♥ ✐♥té❣r❛❧✐té ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛❝❝❡♥t✉❡r ❝❡s ❜r✉✐ts✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱

♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡st ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡

♥✉✐s❛♥❝❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❇❛✐ ✭✷✵✵✸✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ t❡st ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❝♦rr❡❝t❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ t❡st ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès

q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és θ̂ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr♦♥q✉é Ω̃t−1✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❞❡ ❑❤♠❛❧❛❞③❡ ✭✶✾✽✶✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡

♣✉r❣❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ t❡st✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t VT (r)

✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s {zt}Tt=1 t❡❧ q✉❡ ✿

VT (r) =
1√
T

T
∑

t=1

[I(zt ≤ r)− r] , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✵✮

♦ù I(·) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ q✉✐ ✈❛✉t ✶ s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✈r❛✐ ❡t ✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❙♦✐t V̂T (r) s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ẑt = Pt(yt|Ω̃t−1; θ̂) ✿

V̂T (r) =
1√
T

T
∑

t=1

[I(ẑt ≤ r)− r] , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✶✮

❇❛✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s V̂T (r) ❛❞♠❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V̂T (r) = VT (r)− ḡ(r)
′
√
T (θ̂ − θ0) + op(1) , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✷✮

❛✈❡❝

ḡ(r) = plim
1

T

T
∑

t=1

∂Pt(x|Ω̃t−1; θ0)

∂θ

∣

∣

∣x=P−1
t (r|Ω̃t−1;θ0)

, ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✸✮

❈✬❡st à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡r♠❡ ḡ(r)
′
√
T (θ̂ − θ0) ❞❡ ✭✶✳✶✷✷✮ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s V̂T (r) ❞é♣❡♥❞ ❞❡s

✈r❛✐s ♣❛r❛♠ètr❡s θ0 ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ✓ ♣♦❧❧✉❡r ✔ ❧❡ t❡st ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ à ❧❛

✹✶



❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❚♦✉t❡ ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡ ❇❛✐ ✭✷✵✵✸✮ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡

V̂T (r) ❞❡ s♦rt❡ à r❡t✐r❡r ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ŴT (r) = V̂T (r)−
∫ 1

0

[

ġ(s)
′

C−1(s)

∫ 1

s
ġ(τ)dV̂T (r)

]

ds , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✹✮

♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r g(r) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

g(r) = (r, ḡ(r)′)′ , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✺✮

❡t ġ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ g(r) ✿

ġ(r) = (1, ˙̄g(r)′)′ , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✻✮

❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té C(r) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

C(r) =

∫ 1

r
ġ(τ)ġ(τ)′dτ , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✼✮

❇❛✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ✿

TT = sup
0≤r≤1

∣

∣

∣ŴT (r)
∣

∣

∣

d→
T→∞

max
0≤r≤1

|W (r)| , ∀r ∈ [0, 1] ✭✶✳✶✷✽✮

♦ù W (·) ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s à 10%✱ 5% ✱ ❡t 1%

❞❡ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♦♥t été s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ❇❛✐ ✭✷✵✵✸✮✱ ❡❧❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿ 1.94✱ 2.22

❡t 2.80✳

❚❡st ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ✿ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✷✸✱ ♥♦té❡

z∗t ✱ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt zt ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐

♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ zt ✿

z∗t = Φ−1(zt) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✷✾✮

❇❡r❦♦✇✐t③ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s zt s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡

U [0, 1] ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s z∗t s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)

✭❆♥♥❡①❡ ❈✳✷✮ ✿

zt
i.i.d∼ U [0, 1] ⇒ z∗t

i.i.d∼ N(0, 1) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✸✵✮

✷✸✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③✳

✹✷



P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ {pt(yt|Ωt−1; θ0)}Tt=1 s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ {z∗t }Tt=1 s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡

❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ N(0, 1)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ t❡st ▲❘ s✉r

❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s

s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

z∗t − µ = ρ(z∗t−1 − µ) + ǫt , ǫt ∼ N(0, σ2) , ∀t = 2, 3, · · · , T ✭✶✳✶✸✶✮

❆ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ℓ(µ, σ2, ρ) =− 1

2
log(2π)− 1

2
log

(

σ2

1− ρ2

)

− (z∗1 − µ/(1− ρ))2

2σ2/(1− ρ2)
✭✶✳✶✸✷✮

− T − 1

2
log(2π)− T − 1

2
log(σ2)−

T
∑

t=2

(z∗t − µ− ρz∗t−1)
2

2σ2

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {z∗t }Tt=1 s♦♥t ♥♦♥✲❛✉t♦❝♦rré❧é❡s s✐ ρ = 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❡st ▲❘ ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

LRind = −2
{

ℓ(µ̂, σ̂2, 0)− ℓ(µ̂, σ̂2, ρ̂)
} d−−−−→

T→∞
χ2(1) ✭✶✳✶✸✸✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡ t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1) s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡✉①

❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ µ = 0 ❡t σ = 1✳ ■❧ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

LRnorm = −2
{

ℓ(0, 1, ρ̂)− ℓ(µ̂, σ̂2, ρ̂)
} d−−−−→

T→∞
χ2(2) ✭✶✳✶✸✹✮

❊♥✜♥✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡♥ t❡st❛♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐✳❡✳ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ρ = 0✱ µ = 0 ❡t σ = 1✳ ▲❡

t❡st ▲❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✬é❝r✐t ✿

LR = −2
{

ℓ(0, 1, 0)− ℓ(µ̂, σ̂2, ρ̂)
} d−−−−→

T→∞
χ2(3) ✭✶✳✶✸✺✮

❇❡r❦♦✇✐t③ ♠♦♥tr❡✱ à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ q✉❡ ❝❡s t❡sts ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛✈❛♥✲

t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣✉✐ss❛♥ts s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳

❚❡sts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡s

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① t❡sts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡s ♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣ré❞✐❝t✐❢s✱ ❝❡❧✉✐

✹✸



q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❖♥ ♦♣♣♦s❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s

❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✿ s♦✐t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❛♥❞ ▲❡✐❜❧❡r ✭✶✾✺✶✮✱ s♦✐t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡✳

◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡ ❇❛♦ ❛♥❞ ▲❡❡ ✭✷✵✵✹✮ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

❝❛té❣♦r✐❡✳

❚❡st ❞❡ ❇❛♦ ❛♥❞ ▲❡❡ ✭✷✵✵✹✮ ✿ ❇❛♦ ❛♥❞ ▲❡❡ ✭✷✵✵✹✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ t❡st ✐ss✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ h = 1 ❞❡

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ yt✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1✱ ♥♦té❡ pt(yt|Ωt−1; θ)

❛✈❡❝ θ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s {yt}Tt=1 s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é✈❛✲

❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✬✐❧s s✉♣♣♦s❡♥t ❣é♥éré❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

✐♥❝♦♥♥✉❡ ϕt(yt|Ωt−1)✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ pt(yt|Ωt−1; θ) ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡ s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r θ0 ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

pt(yt|Ωt−1; θ0) = ϕt(yt|Ωt−1) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✸✻✮

❉ès ❧♦rs✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ϕt(yt|Ωt−1) ❡t ❧❛

❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ pt(yt|Ωt−1; θ) ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉

♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❛✉ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡

r❡t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

I(ϕ : p; θ) ≡ E[lnϕt(yt; θ)− ln pt(yt; θ)] ✭✶✳✶✸✼✮

♦ù ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ϕt(yt|Ωt−1)✳ ▲❛

❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ pt(yt|Ωt−1; θ) ❡t ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞❡♥s✐té

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ϕt(yt|Ωt−1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥ θ ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ s♦✐t ✿

I(ϕ : p; θ∗) ≤ I(ϕ : p; θ) , ∀θ ∈ Θ ✭✶✳✶✸✽✮

♦ù θ∗ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ θ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ I(ϕ : p; θ)✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡✉t êtr❡

❡st✐♠é ♣❛r ✿

I(ϕ : p; θ̂) =
1

T

T
∑

t=1

[lnϕt(yt|Ωt−1)− ln pt(yt|Ωt−1; θ̂)] ✭✶✳✶✸✾✮

♦ù θ̂ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ θ∗✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡

♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ϕt(yt|Ωt−1)

❡st ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❇❛♦ ❛♥❞ ▲❡❡ ✭✷✵✵✹✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♠♦❞✐✜é à ♣❛rt✐r

✹✹



❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ✿

ln

[

ϕt(yt|Ωt−1)

pt(yt|Ωt−1; θ̂)

]

= ln

[

qt(xt)

φ(yt)

]

, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✹✵✮

♦ù φ(·) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡t ♦ù xt ❡st ❧❡ ❢r❛❝t✐❧❡

♥♦r♠❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ zt ❞❡ yt ❡t qt(·) ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❞❡s ❢r❛❝t✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡

❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ✿

xt = Φ−1(zt) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✹✶✮

❛✈❡❝ Φ(·) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡t zt ❞é✜♥✐

♣❛r ✿

zt =

∫ yt

−∞
pt(u|Ωt−1; θ̂)du , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✶✳✶✹✷✮

▲❡ ❝r✐tèr❡ ♠♦❞✐✜é s✬é❝r✐t ✿

Ĩ(ϕ : p; θ̂) =
1

T

T
∑

t=1

[ln qt(xt)− lnφ(xt)] ✭✶✳✶✹✸✮

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ♣♦st✉❧❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ qt(·) ♣♦✉r ❧❡s ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s xt✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭▲✮ t❡❧ q✉❡ ✿

xt = X
′

t−1β + σǫt ✭✶✳✶✹✹✮

♦ù Xt−1 ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ r❡t❛r❞s ❞❡ xt✱ β ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ǫt ✉♥ rés✐❞✉

i.i.d. ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st g(ǫt; ζ) ♦ù ζ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs

r❡t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ s❡♠✐✲♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✷✹ ❞✬♦r❞r❡ K ✿

g(ǫt; ζ) =
(
∑K

k=0 rkǫ
k
t )

2φ(ǫt)
∫∞
−∞(

∑K
k=0 rku

k)2φ(u)du
✭✶✳✶✹✺✮

❛✈❡❝ ζ ≡ (r1, r2, · · · , rK)
′

, r0 = 1✳ ❙✐ rk = 0 ∀k > 0 ❛❧♦rs p(ǫt) = φ(ǫt)✳ ❛✐♥s✐✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té

❞❡ xt s✬é❝r✐t ✿

qt(xt) =
1

σ
g

(

xt −X
′

t−1β

σ
; ζ

)

✭✶✳✶✹✻✮

✷✹✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●❛❧❧❛♥t ❛♥❞ ◆②❝❤❦❛ ✭✶✾✽✼✮✳

✹✺



q✉✐ ❞é❣é♥èr❡ ❡♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ β = 0, σ = 1 ❡t

ζ = 0
′

K ✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♠♦❞✐✜é s✬é❝r✐t ✿

Ĩ(ϕ : p; θ̂) =
1

T

T
∑

t=1

{

ln

[

1

σ̂
g

(

xt −X
′

t−1β̂

σ̂
; ζ̂

)]

− lnφ(xt)

}

✭✶✳✶✹✼✮

♦ù θ̂✱ σ̂ ❡t ζ̂ s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θ✱ σ ❡t

ζ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✹✻



✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ zt ✭✶✵ ❜ât♦♥s✮ ✭❜✮ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ zt ✭✷✵ ❜ât♦♥s✮

✭❝✮ ❈♦rré❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ③t − z̄ ✭❞✮ ❈♦rré❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✭③t − z̄)2

✭❡✮ ❈♦rré❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✭③t − z̄)3 ✭❢✮ ❈♦rré❧♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✭③t − z̄)4

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮

✹✼



✭❛✮ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜é❡ ✭❜✮ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✷✵✵✶✮

✹✽



✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ét❛✐t ❞❡ ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s à

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ❧❡s ♣❧✉s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❞✐❢✲

❢ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❡t ❝❧❛ssé❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♠❡s ❡t s❡❧♦♥ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t

❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ♣ré✲

✈✐s✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été r❡✈✉❡s✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♦♥t ❞✉ s❡♥s ❡t

s♦♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù

❡❧❧❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥✐♠♦❞❛❧❡s✮✱ ❝❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡

❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ▲❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛

❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✳

❆ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡

❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s✱ ❧❡✉r ❛♣♣♦rt ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t

à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ st❛♥❞❛r❞ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❝❛r s✐ ❧✬♦♥ s❡

ré❢èr❡ à ❧❛ s✐♠♣❧❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❛ss❡③ s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ P❛r

❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦✲

❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ s♦rt❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ✭✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉s ❡t

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡s ❡t ✉♥✐♠♦❞❛❧❡s✮ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛✉ ❞é❝✐❞❡✉r é❝♦♥♦♠✐q✉❡

♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ♣❛r ❞❡♥s✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss❡③ ♥♦♠❜r❡✉① ❡t s♦✉✛❢r❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡

t❛✐❧❧❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐✲

s✐♦♥s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ♣✉✐s ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡

ré♣♦♥❞r❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s à ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥

é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

✹✾
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ t❡st ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ✭✷✵✵✸✮ ❛♣♣❡❧❧❡♥t ✉♥❡ ✏❊✈❡♥t Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

❋♦r❡❝❛st ❆♣♣r♦❛❝❤✑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡t ♠❛❧❣ré ❧❡✉r ✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❧❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ ♥❡ s♦♥t q✉✬à ❧❡✉r ❞é❜✉t ❡t ❧❡ t❡st q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡♠✲

♣✐r✐q✉❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ❆✈❡❝ s♦♥ ❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ♣♦s❡ ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❀ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ s❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡① ♣♦st s❡

♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✮ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ é❣❛❧❡ ❛✉

t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛✲

t✐♦♥ ét❛♥t ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❚❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✭t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱ ✶✾✾✽✮✮ ♦✉ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s

❞✉ré❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✭t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❈❛♥❞❡❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❍❛❛s✱ ✷✵✵✺✮

❡t t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r✱ ✷✵✵✹✮✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡

t❡st❡r ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱

❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✶✷✮ ❡t ❈❛♥❞❡❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ❞❡ t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥

✺✶



❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❛ss♦❝✐és à ❝❡rt❛✐♥❡s

❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t r❡♣r✐s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▼❡✐①♥❡r ❛ss♦❝✐és ✭✐♥❞✐r❡❝t❡✲

♠❡♥t✮ à ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❝❡tt❡ ❧♦✐ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡s ❞✉ré❡s sé♣❛r❛♥t ❧❡s

✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❱❛❘✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦✲

♥♦r♠❛✉① ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡

✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ s✉❝❝ès é❣❛❧ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱

♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡

❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t s❡r✈❡♥t ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ét❛♥t é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✱ é✈✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛✉①✳ ❉❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛✐sé♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡

❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r t❡st❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲

t✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❉❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t

❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❡st ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s

t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à

❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳

▲❡ r❡st❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥

♥♦✉✈❡❛✉ t❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s tr❛♥s✲

❢♦r♠é❡s ❡♥ ❜❧♦❝s à ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N,α) ♣❛r ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s✱ N ét❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞❡s ❜❧♦❝s ❡t α ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❡st ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✬✐♥❞✐❝❡s

❜♦✉rs✐❡rs ✭❙P ✺✵✵ ❡t ◆✐❦❦❡✐ ✷✷✺✮ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

✷✳✷ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ●▼▼

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ t❡st❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ s✉r ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛✲

✺✷



t✐♦♥s It✳ ◆♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐

✭✷✵✵✺✱ ✷✵✶✷✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ t❡st✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱

♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① tr♦✐s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✲

✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❯❈ ✮✱ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭■◆❉✮ ❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

✭❈❈ ✮✳

✷✳✷✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ t❡st

❯♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶ ✶ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❡st q✉❡✱ s♦✉s ❧✬❤②✲

♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡

B(T, α) ✿

H0,cc :

T
∑

t=1

It ∼ B(T, α) ✭✷✳✶✮

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à

t❡st❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝✲

t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ t❡st✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞♦♥♥é❡

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
{

Ct|t−1(α)
}T

t=1
♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡s

✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❜❧♦❝s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s {It}Tt=1 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡r ❡♥ H ❜❧♦❝s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ N ✱ ❛✈❡❝ H = [T/N ] ✭❋✐✲

❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s It à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❜❧♦❝s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

B(N,α)✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ yh ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡

✶✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s s♦♥ ▲❡♠♠❡ ✶✱ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲
t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s {It(α)}

T

t=1 s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ✐✳✐✳❞✳ ❞❛♥s ✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ B(α)✳

✺✸



❞❡s N ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✿

yh =

hN
∑

t=(h−1)N+1

It , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✷✮

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s {yh}Hh=1 ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t ❡st i.i.d.B(N,α) ❡t

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

H0,cc : yh ∼ B(N,α) , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✸✮

✷✳✷✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐

✭✷✵✶✷✮✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r

❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ ❞♦♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ♥✉❧❧❡✱ à ❝❡rt❛✐♥❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❉❡ t❡❧s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t

❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ♣♦✉r t❡st❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥

t❡st ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ✭❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐✱ ✷✵✵✺✮✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡

▼❡✐①♥❡r ✷ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❈❛♥❞❡❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❜❛❝❦t❡st✐♥❣ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✱

❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❛ss♦❝✐és s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦✳ ■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t yh ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡

B(N,α)✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛

❢♦r♠✉❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

K
(N,α)
i+1 (yh) =

α(N − i) + (1− α)i− yh
√

α(1− α)(N − i)(i+ 1)
K

(N,α)
i (yh)−

√

i(N − i+ 1)

(i+ 1)(N − i)
K

(N,α)
i−1 (yh) , ∀i < N

✭✷✳✹✮

❛✈❡❝ K
(N,α)
−1 (yh) = 0 ❡t K

(N,α)
0 (yh) = 1✱ ✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t s✉✐✈❛♥t❡s ✿

E
[

K
(N,α)
i (yh)

]

= 0 , ∀i < N ✭✷✳✺✮

✷✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▼❡✐①♥❡r s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛s❝❛❧✳

✺✹



▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦♥t ✿

K
(N,α)
1 (yh) =

αN − yh
√

α(1− α)N
, ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✻✮

K
(N,α)
2 (yh) =

(

α(N − 1) + (1− α)− yh
√

2α(1− α)(N − 1)

)(

αN − yh
√

α(1− α)N

)

−
√

N

2(N − 1)
, ∀h = 1, 2, · · · , H

✭✷✳✼✮

✭❛✮ ▲♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(10, 0.5) ✭❜✮ ▲♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(20, 0.05)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ✭✷✳✺✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s

❧❛ sér✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡s {y1, y2, · · · , yH} ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❡t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s {It}Tt=1✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s yh s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡

B(N,α)✱ ♦ù N ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

H0,cc : E[K
(N,α)
i (yh)] = 0 , i ∈ {1, 2, · · · ,m < N} , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✽✮

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s✲♥♦✉s

q✉❡ s♦✉s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥

❡st é❣❛❧❡ ❛✉ t❛✉① α✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡

✺✺



❧❛ s♦♠♠❡ yh ❡st é❣❛❧❡ à αN ♣✉✐sq✉❡ ✿

E[yh] =

hN
∑

t=(h−1)N+1

E[It] = αN , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✾✮

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿

E[αN − yh] = 0 , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✶✵✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿

E

[

αN − yh
√

α(1− α)N

]

= 0 , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✶✶✮

q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t✲

❝❤♦✉❦✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

H0,uc : E[K
(N,α)
1 (yh)] = 0 , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✶✷✮

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ K
(N,α)
1 ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡t ❧❡✉r

♣r♦❜❛❜✐❧✐té β ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧❡ ❛✉ t❛✉① α✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s♦♠♠❡ yh s✉✐t

✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N, β) ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

H0,ind : E[K
(N,β)
i (yh)] = 0 , i ∈ {1, 2, · · · ,m < N} , ∀h = 1, 2, · · · , H ✭✷✳✶✸✮

✷✳✷✳✸ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ t❡st

❙♦✐t K(N,α) ❧❡ m✲✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ K
(N,β)
i ✭i = 1, 2, · · · ,m < N✮

❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N,α)✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t

❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✽✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

(

1√
H

H
∑

h=1

K(N,α)(yh)

)⊤

Σ−1

(

1√
H

H
∑

h=1

K(N,α)(yh)

)

d−−−−→
T→∞

χ2(m) ✭✷✳✶✹✮

♦ù Σ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ à K(N,α)✳ ▲❡s ♣♦❧②✲

♥ô♠❡s ét❛♥t ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

✐❞❡♥t✐té ✸ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❏✲st❛t✐st✐q✉❡✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r Jcc(m) ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡

✸✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

✺✻



❞❡ t❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ m✲✈❡❝t❡✉r

❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① K(N,α)✳

Pr♦♣r✐été ✷✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st

✈ér✐✜❡ ✿

Jcc(m) =
1

H

m
∑

i=1

(

H
∑

h=1

K
(N,α)
i (yh)

)2

d−−−−→
H→∞

χ2(m) ✭✷✳✶✺✮

♦ù K
(N,α)
i (yh) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❞✬♦r❞r❡ i ∈ {1, 2, · · · ,m < m} ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N,α)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✷✳ ❆♥♥❡①❡ ❇✳✶

P✉✐sq✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ Juc ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ Jcc(m)✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡

❡♥ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♠❡♥t E[K
(N,α)
1 (yh)] = 0✱ ❡❧❧❡

s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Juc = Jcc(1) =
1

H

(

H
∑

h=1

K
(N,α)
1 (yh)

)2

d−−−−→
H→∞

χ2(1) ✭✷✳✶✻✮

❊♥✜♥✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ♥♦té❡ Jind(m)✱ s✬é❝r✐t ✿

Jind(m) =
1

H

m
∑

i=1

(

H
∑

h=1

K
(N,β)
i (yh)

)2

d−−−−→
H→∞

χ2(m) ✭✷✳✶✼✮

❛✈❡❝ K
(N,β)
i (yh) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❞✬♦r❞r❡ i ∈ {1, 2, · · · ,m < N} ❛ss♦❝✐é à

❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N, β) ❡t β ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉

t❛✉① α✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r

❝♦♥✈❡r❣❡♥t β̂ = (1/T )
∑T

t=1 It✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st Jind(m) ❞♦✐t êtr❡ ❛❥✉sté ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿

Jind(m) =
1

H

m
∑

i=1

(

H
∑

h=1

K
(N,β̂)
i (yh)

)2

d−−−−→
H→∞

χ2(m− 1) ✭✷✳✶✽✮

❛✈❡❝ K
(N,β̂)
i (yh) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❞✬♦r❞r❡ i ∈ {1, 2, · · · ,m < N} ❛ss♦❝✐é à ❧❛

❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N, β̂)✳

✺✼



✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♥♦s t❡sts ❜❛sés

s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ◆♦✉s

❛♥❛❧②s♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦s t❡sts✱ ♣✉✐s ❧❡✉r ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡

s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s à ❞✐st❛♥❝❡

✜♥✐❡ à ❝❡❧❧❡s ❞❡s t❡sts ▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❞❡ ❧❛

t❛✐❧❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮ ✭❆♥♥❡①❡ ❇✳✷✮✳

✷✳✸✳✶ ❚❛✐❧❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦s t❡sts✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ T ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡✉① t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✾ ❡t ✵✳✾✺✳ P❧✉s✐❡✉rs t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ T

s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷✺✵ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡s✮ à

✶✺✵✵✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s N ✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s H s♦♠♠❡s yh✱ ❡st ✜①é❡ à ✶✵✵ ♦✉

✷✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✈❛r✐❡ ❞❡ ✶ ✭♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ à ✺✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ {yh}Hh=1✱ ❛✈❡❝ H = [T/N ]✱

♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s Juc ❡t Jcc✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s r❛♣♣♦rté❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

❛✉① t❛✉① ❞❡ r❡❥❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✵✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡

t❛✐❧❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ é❣❛❧❡ à 5%✳

▲❡s t❛❜❧❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ r❡❥❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛r ♥♦s

t❡sts ●▼▼ ❡t ♣❛r ❧❡s t❡sts ▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ▲❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❞❡rs✐③❡❞ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✺ ❡t

♦✈❡rs✐③❡❞ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✾✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✵✵✵✳ ▲❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ q✉❛♥t

à ❧✉✐✱ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐rré❣✉❧✐❡r ❜✐❡♥ q✉❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ r❡st❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡

s❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦s t❡sts ●▼▼ ♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

❝♦rr❡❝t❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝s é❣❛❧❡ à ✷✺ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs m é❣❛❧❡s à ✷ ♦✉ ✸✳

✷✳✸✳✷ P✉✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦s t❡sts ❜❛sés s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s

♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡t ♥♦✉s ❧❛ ❝♦♠♣❛r♦♥s à ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡sts ▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮

❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱

❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡

✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s❡♠✐✲♦✉✈❡rt Ct|t−1(α) = [V aRt|t−1(α),+∞[✳ ◆♦✉s

✺✽



❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭N = 100✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺

T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc

✷✺✵ ✷ ✵✳✵✸✶✻ ✵✳✵✻✹✸ ✵✳✵✹✾✾ ✵✳✵✹✹✷ ✵✳✵✺✽✼ ✵✳✵✹✵✹

✺✵✵ ✺ ✵✳✵✺✷✶ ✵✳✵✺✺✻ ✵✳✵✻✶✺ ✵✳✵✻✻✷ ✵✳✵✺✹✹ ✵✳✵✹✹✸

✼✺✵ ✼ ✵✳✵✹✵✾ ✵✳✵✺✶✸ ✵✳✵✺✾✺ ✵✳✵✼✸✹ ✵✳✵✺✵✸ ✵✳✵✹✻✷

✶✵✵✵ ✶✵ ✵✳✵✹✽✼ ✵✳✵✺✸✺ ✵✳✵✻✶✹ ✵✳✵✻✺✺ ✵✳✵✺✵✸ ✵✳✵✺✻✺

✶✷✺✵ ✶✷ ✵✳✵✺✷✷ ✵✳✵✹✾✵ ✵✳✵✺✹✸ ✵✳✵✺✼✼ ✵✳✵✹✶✼ ✵✳✵✼✽✶

✶✺✵✵ ✶✺ ✵✳✵✹✽✾ ✵✳✵✹✼✾ ✵✳✵✺✾✻ ✵✳✵✺✼✼ ✵✳✵✹✽✾ ✵✳✵✻✺✻

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✾

T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc
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✶✷✺✵ ✶✷ ✵✳✵✺✼✺ ✵✳✵✺✶✼ ✵✳✵✺✾✷ ✵✳✵✺✼✺ ✵✳✵✻✷✼ ✵✳✵✷✽✻

✶✺✵✵ ✶✺ ✵✳✵✹✽✼ ✵✳✵✺✶✽ ✵✳✵✹✽✾ ✵✳✵✹✶✹ ✵✳✵✺✹✶ ✵✳✵✸✶✷

◆♦t❡ ✿ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✐✳✐✳❞✳ ❡t s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ❜❛sés s✉r ✶✵✵✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡ts à
5%✳ Jcc(m) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡st ●▼▼ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s m ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦✳ Juc ❡st ❧❡ t❡st ●▼▼ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ LRcc ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
LRuc✮ ❡st ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ T ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ It ❡t H = [T/N ] ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 100 ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s yt✳

❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ s✐♠✉❧❡r ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ✜♥❛♥❝✐❡rs ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ V aR ❞❡

s♦rt❡ à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ✐♥✈❛❧✐❞❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ◆♦✉s

❛❞♦♣t♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

rt s♦♥t ✐ss✉s ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡ t✲●❆❘❈❍ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧❡✈✐❡r ❛s②♠étr✐q✉❡ ✿

rt = σtzt

√

ν − 2

ν
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✷✳✶✾✮

✺✾



❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭N = 25✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺

T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc
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T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc
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◆♦t❡ ✿ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✐✳✐✳❞✳ ❡t s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ❜❛sés s✉r ✶✵✵✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡❥❡ts à
5%✳ Jcc(m) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡st ●▼▼ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s m ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦✳ Juc ❡st ❧❡ t❡st ●▼▼ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ LRcc ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
LRuc✮ ❡st ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ T ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ It ❡t H = [T/N ] ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 25 ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s yt✳

❛✈❡❝ {zt}Tt=1 ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ t✐r❛❣❡s ✐✳✐✳❞✳ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t à ν ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t ♦ù

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ σ2
t ❡st ❞♦♥♥é❡ ✹ ♣❛r ✿

σ2
t = ω + γσ2

t−1

(

√

ν − 2

ν
zt−1 − θ

)2

+ βσ2
t−1 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✷✳✷✵✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❣é♥éré❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ g = 250 ♦❜s❡r✈❛✲

✹✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❛r❛♠étr✐sé ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❇❡r❦♦✇✐t③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✿ γ = 0.1✱ θ = 0.5✱ β = 0.85✱
ω = 3.9683e−6 ❡t d = 8✳ ❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ω ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ à ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥ é❝❛rt t②♣❡
❛♥♥✉❡❧ ❞❡ ✵✳✷✳ ▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à à ✉♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ❞❡ ✵✳✾✼✺✳

✻✵



t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✭❡t ✈✐♦❧❡

❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✮ ❡t ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✭❝❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t

❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡✮✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❱❛❘ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V aRt|t−1(α) = Percentile({ri}t−1
i=t−g , 100α) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✷✳✷✶✮

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s {It}Tt=1 ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t

❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❡①✲❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ V aRt|t−1(α) ❛✉① ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡① ♣♦st ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts rt✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ sér✐❡ {yh}Hh=1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡

t❛✐❧❧❡ N ✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st Jcc s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r

❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♣♦✉r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ T ❛❧❧❛♥t ❞❡ 250 à 1500✳

▲❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st LRuc ❡t LRcc s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❡t ▲❘✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❡ r❡❥❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ 5%✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡

10000 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮ ✭❆♥♥❡①❡ ❇✳✷✮✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝♦rr✐❣é❡s ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❡t ▲❘ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s

t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T ❡t ❞❡✉① t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ 0.95 ❡t 0.99✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✉t✐❧✐sé❡

❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st N = 100✳ ❙❡✉❧s ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ✷ème✱ ✸ème ❡t ✺ème

♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ♦♥t été r❛♣♣♦rtés✳ ❆ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❛❜❧❡✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡✱

♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✺✱ ♥♦tr❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ s✬❛tté♥✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛ss❡ à ✵✳✾✾✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞❡ ♥♦tr❡ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❡st

▲❘✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✾✳ P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡

✵✳✾✺✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① t❡sts s♦♥t ❛♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ✭❝❡❝✐ ❡st

s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✮✱ ♥♦tr❡ t❡st r❡st❡ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t✳ ▲❛ t❛❜❧❡

✷✳✹ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝♦rr✐❣é❡s ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❡t ▲❘ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡

❜❧♦❝s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ N = 25✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ◆♦t♦♥s

s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❛ ❛✛❡❝té ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦s t❡sts

♠❛✐s ♣❛s ❧❡✉r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① t❡sts ▲❘✱ ❝❛r ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♥♦s t❡sts

♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞✉ t❡st Jcc(2) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ T ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❜❧♦❝s N ✳

▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ N = 25 ❡t ❝✬❡st ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ q✉✐ s❡r❛

✻✶



❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭N = 100✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺

T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc

✷✺✵ ✷ ✵✳✷✼✼✻ ✵✳✸✾✾✶ ✵✳✹✷✼✹ ✵✳✹✷✵✸ ✵✳✷✷✻✽ ✵✳✸✸✸✸

✺✵✵ ✺ ✵✳✶✺✽✻ ✵✳✻✶✺✶ ✵✳✻✸✼✾ ✵✳✻✷✷✶ ✵✳✶✹✻✹ ✵✳✸✷✾✽

✼✺✵ ✼ ✵✳✶✹✺✼ ✵✳✼✶✾✼ ✵✳✼✷✽✵ ✵✳✼✵✾✾ ✵✳✶✷✵✾ ✵✳✸✻✸✷

✶✵✵✵ ✶✵ ✵✳✶✸✵✷ ✵✳✽✶✻✹ ✵✳✽✷✵✾ ✵✳✽✶✶✻ ✵✳✶✶✺✷ ✵✳✹✷✶✷

✶✷✺✵ ✶✷ ✵✳✶✷✻✻ ✵✳✽✼✵✸ ✵✳✽✼✼✹ ✵✳✽✻✸✾ ✵✳✶✶✼✾ ✵✳✹✽✼✹

✶✺✵✵ ✶✺ ✵✳✶✸✻✼ ✵✳✾✶✷✷ ✵✳✾✶✶✽ ✵✳✾✵✼✾ ✵✳✶✸✷✷ ✵✳✺✷✵✼

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✾

T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc

✷✺✵ ✷ ✵✳✶✽✷✽ ✵✳✷✼✵✾ ✵✳✷✼✵✾ ✵✳✷✽✷✵ ✵✳✶✻✻✷ ✵✳✷✸✸✵

✺✵✵ ✺ ✵✳✷✸✹✽ ✵✳✹✺✷✺ ✵✳✹✻✵✶ ✵✳✹✹✵✸ ✵✳✶✹✾✽ ✵✳✷✼✻✶

✼✺✵ ✼ ✵✳✷✻✵✹ ✵✳✺✹✶✵ ✵✳✺✹✺✽ ✵✳✺✺✶✻ ✵✳✷✶✼✺ ✵✳✸✵✼✸

✶✵✵✵ ✶✵ ✵✳✷✾✽✵ ✵✳✻✹✾✺ ✵✳✻✺✾✻ ✵✳✻✺✶✽ ✵✳✷✶✶✻ ✵✳✸✼✽✻

✶✷✺✵ ✶✷ ✵✳✸✹✷✷ ✵✳✼✵✺✶ ✵✳✻✾✾✾ ✵✳✼✵✺✽ ✵✳✷✼✼✶ ✵✳✹✹✵✼

✶✺✵✵ ✶✺ ✵✳✸✻✻✸ ✵✳✼✼✾✺ ✵✳✼✼✸✽ ✵✳✼✻✽✻ ✵✳✸✸✸✵ ✵✳✹✽✾✾

◆♦t❡ ✿ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ T ❡t
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❜❧♦❝s H ♣♦✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✵ ❡t ✵✳✾✾✳ Jcc(m) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡st
●▼▼ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ m ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ Juc ❡st ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡st Jcc(1)✳ LRuc ❡t LRcc s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡sts ▲❘ ❞❡
❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ✶✵✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮ ❛✈❡❝
✾✾✾✾ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡st ✜①é❡ à 5%✳

❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✸✵ ❝♦♥✜r♠❛♥t ❧❡

rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t✳

✷✳✸✳✸ ❘❛t✐♦s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❡t ▲❘

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✭t❛❜❧❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✮ ❡t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s

✭t❛❜❧❡s ✷✳✸ ❡t ✷✳✹✮ s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st ▲❘✱ ❝❛r ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ T = 250 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡t ✉♥

t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✾✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st LRcc ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

✻✷



❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭N = 25✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺

T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc

✷✺✵ ✶✵ ✵✳✷✻✺✻ ✵✳✺✷✷✾ ✵✳✺✸✶✹ ✵✳✹✽✻✹ ✵✳✷✷✽✺ ✵✳✸✸✺✺

✺✵✵ ✷✵ ✵✳✶✽✹✷ ✵✳✼✶✶✻ ✵✳✼✵✷✷ ✵✳✻✽✶✺ ✵✳✶✹✽✷ ✵✳✸✸✸✹

✼✺✵ ✸✵ ✵✳✶✺✵✾ ✵✳✽✸✸✸ ✵✳✽✷✼✼ ✵✳✽✵✾✽ ✵✳✶✶✺✺ ✵✳✸✻✵✺

✶✵✵✵ ✹✵ ✵✳✶✹✹✶ ✵✳✾✵✾✶ ✵✳✾✵✼✸ ✵✳✽✾✶✾ ✵✳✶✶✺✹ ✵✳✹✸✼✹

✶✷✺✵ ✺✵ ✵✳✶✹✹✹ ✵✳✾✹✾✷ ✵✳✾✹✸✾ ✵✳✾✸✺✽ ✵✳✶✷✶✽ ✵✳✹✽✽✶

✶✺✵✵ ✻✵ ✵✳✶✺✷✾ ✵✳✾✼✶✼ ✵✳✾✻✼✹ ✵✳✾✻✸✼ ✵✳✶✷✽✼ ✵✳✹✾✽✶

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✾

T H Juc Jcc(2) Jcc(3) Jcc(5) LRuc LRcc

✷✺✵ ✶✵ ✵✳✷✹✹✼ ✵✳✸✻✾✼ ✵✳✸✽✷✺ ✵✳✸✽✻✻ ✵✳✶✽✸✺ ✵✳✷✸✸✻

✺✵✵ ✷✵ ✵✳✷✹✷✸ ✵✳✺✶✻✸ ✵✳✺✸✻✽ ✵✳✺✹✶✵ ✵✳✶✹✺✺ ✵✳✷✼✹✻

✼✺✵ ✸✵ ✵✳✷✼✷✶ ✵✳✻✹✸✻ ✵✳✻✺✻✾ ✵✳✻✷✸✷ ✵✳✷✶✶✷ ✵✳✷✾✾✶

✶✵✵✵ ✹✵ ✵✳✸✷✺✸ ✵✳✼✶✼✻ ✵✳✼✹✷✽ ✵✳✼✷✷✻ ✵✳✷✵✹✹ ✵✳✸✼✽✶

✶✷✺✵ ✺✵ ✵✳✸✼✺✸ ✵✳✼✾✷✻ ✵✳✼✾✶✶ ✵✳✼✽✾✻ ✵✳✷✼✹✶ ✵✳✹✸✽✼

✶✺✵✵ ✻✵ ✵✳✹✸✼✸ ✵✳✽✹✾✾ ✵✳✽✹✺✻ ✵✳✽✸✺✷ ✵✳✸✸✻✽ ✵✳✹✾✷✻

◆♦t❡ ✿ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ T ❡t
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❜❧♦❝s H ♣♦✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺ ❡t ✵✳✾✾✳ Jcc(m) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡st
●▼▼ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ m ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ Juc ❡st ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡st Jcc(1)✳ LRuc ❡t LRcc s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡sts ▲❘ ❞❡
❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ✶✵✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮ ❛✈❡❝
✾✾✾✾ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡st ✜①é❡ à 5%✳

✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ s❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡

❡st r❛♣♣♦rté❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✾✱

❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✺✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦s t❡sts ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡

ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✺✱ ✐❧s ♦♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t été ♦♠✐s✳

✺✳ ❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝♦♥s✐❞érés m s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝ N ✳

✻✸



✭❛✮ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❂ ✵✳✾✺ ✭❜✮ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❂ ✵✳✾✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

✭❛✮ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❂ ✵✳✾✺ ✭❜✮ ❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❂ ✵✳✾✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❜❧♦❝

✷✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❜❛sé❡ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs

❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❙P ✺✵✵ ✭❡♥tr❡ ❧❡ ✵✺ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✺✸ ❡t ❧❡ ✶✾ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✺✼✮ ❡t ◆✐❦❦❡✐

✷✷✺ ✭❡♥tr❡ ❧❡ ✷✼ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✽✼ ❡t ❧❡ ✷✶ ❢é✈r✐❡r ✶✾✾✷✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡

sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❝❡rt❛✐♥s ❛❝t✐❢s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❡st r❡❥❡té❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r

à t♦rt ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐♥✈❛❧✐❞❡s ❡t

❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s t❡sts r❡❥❡tt❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥✉❧❧❡s ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✻✹



❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ❘❛t✐♦s ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡

T = 250 T = 500 T = 750 T = 1000

LRuc ✵✳✾✶✽✺ ✵✳✾✾✸✾ ✵✳✾✾✾✶ ✵✳✾✾✾✾

LRcc ✵✳✾✶✼✾ ✵✳✾✾✸✻ ✵✳✾✾✾✶ ✵✳✾✾✾✾

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

T = 250 T = 500 T = 750 T = 1000

LRuc ✵✳✾✵✷✸ ✵✳✾✾✻✻ ✶✳✵✵✵✵ ✶✳✵✵✵✵

LRcc ✵✳✾✵✶✵ ✵✳✾✾✻✻ ✶✳✵✵✵✵ ✶✳✵✵✵✵

◆♦t❡ ✿ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ t❡st ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st r❛♣♣♦rté❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✾✳ LRuc ❡t LRcc ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡sts
▲❘ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ t❡st ●▼▼ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ Jcc(m) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s m ❡t ✐❧ ❡st é❣❛❧ à ✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❜❛sés s✉r ✶✵✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

▲❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❛ été ✈ér✐✜é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❍❛r✲

✈❡② ❛♥❞ ▲❡②❜♦✉r♥❡ ✭✷✵✵✼✮✱ ré♣✉té ♣♦✉r s❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡✱ ❝♦♥tr❡

❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✿ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❊❙❚❆❘ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

▲❙❚❆❘✳ ▲❡ t❡st r❡❥❡tt❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ▲❡s

st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❙P ✺✵✵ ❡t ◆✐❦❦❡✐ ✷✷✺ s♦♥t é❣❛❧❡s

à ✷✹✳✺✵✾ ❡t ✽✾✳✹✾✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♣✲✈❛❧✉❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✵✳✵✵✵✶✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s

❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❧✐♥é❛✐r❡ ❆❘✭✶✮

♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s h ❂ ✷✱ ✺ ❡t ✶✵ ❥♦✉rs✳ P❧✉s ♣ré✲

❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❡st✐♠és s✉r ❧❡s ✶✵✵✵ ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉s ❡t s②♠étr✐q✉❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❧❡s ✷✺✵ ❞❡r♥✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r

❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺ ❡t ✵✳✾✾✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✷✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❙P ✺✵✵ ❜❛sés s✉r ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N = 25✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s

❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡ ✺% ❡t ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲

t✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✺✱ ♥♦s t❡sts ●▼▼ r❡❥❡tt❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t ❣é♥éré ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✳ ❈❡ r❡❥❡t ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞û à

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭❡t ❛✉ss✐ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❛♥❞ h = 5✮✳ ▲❡s t❡sts ▲❘ ♥❡ r❡❥❡tt❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡

✻✺



❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭❙P ✺✵✵✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺

❚❡sts ●▼▼ ❚❡sts ▲❘

❍♦r✐③♦♥ ❏uc ❏ind(2) ❏cc(2) ▲❘uc ▲❘ind ▲❘cc

✷ ✷✳✺✷✻✸ ✶✶✳✻✶✷ ✷✾✳✹✾✸ ✷✳✹✷✶✼ ✸✳✸✶✸✽ ✺✳✽✽✶✻
✭✵✳✶✶✷✵✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✶✶✾✼✮ ✭✵✳✵✻✽✼✮ ✭✵✳✵✺✷✽✮

✺ ✹✳✹✾✶✷ ✶✵✳✻✶✺ ✸✼✳✻✵✹ ✹✳✵✻✵✼ ✼✳✺✻✻✶ ✶✶✳✼✽✼
✭✵✳✵✸✹✶✮ ✭✵✳✵✵✶✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✹✸✾✮ ✭✵✳✵✵✺✾✮ ✭✵✳✵✵✷✽✮

✶✵ ✷✳✺✷✻✸ ✶✾✳✻✵✺ ✹✻✳✵✹✵ ✷✳✹✷✶✼ ✸✳✸✶✸✽ ✺✳✽✽✶✻
✭✵✳✶✶✷✵✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✶✶✾✼✮ ✭✵✳✵✻✽✼✮ ✭✵✳✵✺✷✽✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✾

❚❡sts ●▼▼ ❚❡sts ▲❘

❍♦r✐③♦♥ ❏uc ❏ind(2) ❏cc(2) ▲❘uc ▲❘ind ▲❘cc

✷ ✶✵✾✳✵✾ ✶✶✳✻✶✷ ✷✵✼✷✳✹ ✹✾✳✷✸✹ ✸✳✸✶✸✽ ✺✷✳✻✾✸
✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✻✽✼✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮

✺ ✶✸✹✳✻✽ ✶✵✳✻✶✺ ✷✻✺✽✳✸ ✺✼✳✹✼✺ ✼✳✺✻✻✶ ✻✺✳✷✵✶
✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✺✾✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮

✶✵ ✶✵✾✳✵✾ ✶✾✳✻✵✺ ✷✼✶✹✳✻ ✹✾✳✷✸✹ ✸✳✸✶✸✽ ✺✷✳✻✾✸
✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✻✽✼✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮

◆♦t❡ ✿ ✷✺✵ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❙P ✺✵✵ ✭❡♥tr❡ ❧❡ ✷✵ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✺✻ ❡t ❧❡ ✶✾ ❞é❝❡♠❜r❡
✶✾✺✼✮ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r tr♦✐s ❤♦r✐③♦♥s ✭✷✱ ✺ ❡t ✶✵✮ ❡t ❞❡✉① t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✭✵✳✾✺ ❡t ✵✳✾✾✮✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
●▼▼ ❡t ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♥♦s
t❡sts ❛ été ✜①é❡ à N = 25✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣✲✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
❞✐✛ér❡♥t❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st✳

♣ré✈✐s✐♦♥ q✉❡ q✉❛♥❞ h = 5 à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s é❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

❞❡ ✵✳✾✾✱ t♦✉s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ✐♥✈❛❧✐❞és ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ✭●▼▼ ❡t

▲❘✮✳ ▲❡s t❡sts ●▼▼ r❡❥❡tt❡♥t ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té à ❝❛✉s❡ ❞✉ r❡❥❡t ❝♦♥❥♦✐♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s t❡sts ▲❘ r❡❥❡tt❡♥t ❧❡✉r

✈❛❧✐❞✐té s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ✭❡t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ q✉❛♥❞ h = 5✮✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts

❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ◆✐❦❦❡✐ ✷✷✺ ❡t ♣♦✉r

✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✺✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦s t❡sts ●▼▼✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

❛✉① t❡sts ▲❘✱ r❡❥❡tt❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡

✻✻



❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭◆✐❦❦❡✐ ✷✷✺✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺

❚❡sts ●▼▼ ❚❡sts ▲❘

❍♦r✐③♦♥ ❏uc ❏ind(2) ❏cc(2) ▲❘uc ▲❘ind ▲❘cc

✷ ✷✳✺✷✻✸ ✸✳✾✶✸✷ ✶✷✳✵✻✵ ✶✳✼✹✼✵ ✵✳✷✺✷✶ ✷✳✶✸✽✷
✭✵✳✶✶✷✵✮ ✭✵✳✵✹✼✾✮ ✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✶✽✻✸✮ ✭✵✳✻✶✺✻✮ ✭✵✳✸✹✸✸✮

✺ ✶✳✼✺✹✹ ✸✳✽✼✷✽ ✾✳✻✸✸✼ ✶✳✶✼✹✹ ✵✳✹✵✵✺ ✶✳✼✵✼✷
✭✵✳✶✽✺✸✮ ✭✵✳✵✹✾✶✮ ✭✵✳✵✵✽✶✮ ✭✵✳✷✼✽✺✮ ✭✵✳✺✷✻✽✮ ✭✵✳✹✷✺✾✮

✶✵ ✶✳✼✺✹✹ ✸✳✽✼✷✽ ✾✳✻✸✸✼ ✶✳✶✼✹✹ ✵✳✹✵✵✺ ✶✳✼✵✼✷
✭✵✳✶✽✺✸✮ ✭✵✳✵✹✾✶✮ ✭✵✳✵✵✽✶✮ ✭✵✳✷✼✽✺✮ ✭✵✳✺✷✻✽✮ ✭✵✳✹✷✺✾✮

❚❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✾

❚❡sts ●▼▼ ❚❡sts ▲❘

❍♦r✐③♦♥ ❏uc ❏ind(2) ❏cc(2) ▲❘uc ▲❘ind ▲❘cc

✷ ✶✵✾✳✵✾ ✸✳✾✶✸✷ ✶✷✼✾✳✸ ✹✺✳✷✺✽ ✵✳✷✺✷✶ ✹✺✳✻✹✾
✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭✵✳✵✹✼✾✮ ✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✻✶✵✵✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮

✺ ✾✼✳✸✵✻ ✸✳✽✼✷✽ ✶✵✼✸✳✻ ✹✶✳✸✽✹ ✵✳✹✵✵✺ ✹✶✳✾✶✻
✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭✵✳✵✹✾✶✮ ✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✺✷✻✽✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮

✶✵ ✾✼✳✸✵✻ ✸✳✽✼✷✽ ✶✵✼✸✳✻ ✹✶✳✸✽✹ ✵✳✹✵✵✺ ✹✶✳✾✶✻
✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭✵✳✵✹✾✶✮ ✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✺✷✻✽✮ ✭❁✵✳✵✵✵✶✮

◆♦t❡ ✿ ✷✺✵ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ◆✐❦❦❡✐ ✭❡♥tr❡ ❧❡ ✷✼ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✽✼ ❡t ❧❡ ✷✶ ❢é✈r✐❡r ✶✾✾✷✮
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r tr♦✐s ❤♦r✐③♦♥s ✭✷✱ ✺ ❡t ✶✵✮ ❡t ❞❡✉① t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✭✵✳✾✺ ❡t ✵✳✾✾✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ●▼▼ ❡t
♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♥♦s t❡sts ❛
été ✜①é❡ à N = 25✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣✲✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st✳

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✵✳✾✾✱ ❧❡s t❡sts ●▼▼ ❡t ▲❘

s✬❛❝❝♦r❞❡♥t s✉r ❧❛ r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛❞♦♣tés ♠ê♠❡

s✐ ❝❡ r❡❥❡t ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡sts ●▼▼ ❥✉st✐✜❡♥t ❝❡ r❡❥❡t ♣❛r ❧❛

✈✐♦❧❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s t❡sts ▲❘ ❛ttr✐❜✉❡♥t ❝❡ r❡❥❡t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉①

❞❡✉① sér✐❡s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❝♦♥sé❞érés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ été r❡❥❡té❡ ♣❛r ♥♦s t❡sts

●▼▼ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡t

❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ t❛✉①

❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❞❡ ✵✳✾✾✳ P♦✉r ❝❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❧❡s t❡sts ▲❘ r❡❥❡tt❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té

✻✼



❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ♠❛✐s à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺✱ ✐❧s ♥❡ r❡❥❡tt❡♥t ♣r❡sq✉❡

❥❛♠❛✐s ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ s✐ ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é✱ ❛❧♦rs

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞♦✐t êtr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

❛❞❛♣té ❧❡ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✶✷✮ ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❝❡tt❡

❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛♥s❢♦r♠é ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡

❞❡ s♦♠♠❡s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r H ❜❧♦❝s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡

❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✱ ❞❡ t❡❧❧❡s s♦♠♠❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N,α)✱ α ét❛♥t ❧❡

t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐ts

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s t❡sts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡

❝❡✉① ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

❥♦✉r♥❛❧✐❡rs ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❙P ✺✵✵ ❡t ◆✐❦❦❡✐ ✷✷✺ ❛ ❝♦♥✜r♠é ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ♥♦s t❡sts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥✲

❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐❡

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢✉t✉r❡s

♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ét✉❞✐é❡ ✭❚❛② ❛♥❞ ❲❛❧❧✐s✱ ✷✵✵✵❀ ❲❛❧❧✐s✱ ✷✵✵✸✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐✲

sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ q✉❡ ❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤

✭✷✵✵✵✮ ❛♣♣❡❧❧❡♥t ✉♥❡ ✏❉❡♥s✐t② ❋♦r❡❝❛st ❆♣♣r♦❛❝❤✑ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à

❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s q✉❛♥t✐❧❡s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▲❡s t❡sts ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❞❡s t❡sts ❞❡ s♣é❝✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♠❛❧ s♣é❝✐✜é❡s✳ ▲❡s

♣r❡♠✐❡rs s✉♣♣♦s❡♥t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

s♣é❝✐✜é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs s✉♣♣♦s❡♥t✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♦♥t ♠❛❧

s♣é❝✐✜é❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞♦♥t ❧❡ t❡st ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st q✉❡ s✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡ ❛❧♦rs ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮✱ ♦✉ Pr♦❜❛❜✐❧t②

■♥t❡❣r❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭♣✳✐✳t✮✱ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét✉❞✐é❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛✲

t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ s♦♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬✉♥❡

❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❬✵✱✶❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛✲

♣❤✐q✉❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✳✐✳t à ❝❡tt❡ ❧♦✐✳ ❆ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡

❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡

✉♥✐t❛✐r❡✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✐sé♠❡♥t ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡ t❡st❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡

●▼▼✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡

✻✾



❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲✬❛✉✲

t❡✉r ♦♣èr❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③✱

❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té

❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts

❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡✳ ❇❡r❦♦✇✐t③ t❡st❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥

t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▲❘✮✳ ❆ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡

❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱

à s❛✈♦✐r✱ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s

❏✲st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st t❡sté❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❡t

❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦s t❡sts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ t❡st ▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ♦♥t ❢❛✈♦r✐sé

♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

▲❡ r❡st❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s

♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉①✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ à ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✱ ♦✉ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥

❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ N(0, 1)✱ ♣❛r ❞❡s

❏✲st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦✱ q✉❡ ♥♦s t❡sts ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ♣r♦♣r✐étés à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❛✈❛♥t ❞❡

❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

✸✳✷ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ●▼▼

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ r❡✈✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥✱

✶✾✾✽❀ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r✱ ✷✵✵✹❀ ❍❛❛s✱ ✷✵✵✺✮✱ à t❡st❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ t❡st❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ zt s✉✐✈❡♥t

✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ✭❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮ ♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r✲

♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ z∗t s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1) ✭❇❡r❦♦✇✐t③✱ ✷✵✵✶✮ ✳ ◆♦tr❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✵✺✱ ✷✵✶✷✮ q✉✐ ♦♥t ❞é✲

✈❡❧♦♣♣é ❞❡s t❡sts ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❯♥❡

❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❈❛♥❞❡❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲

❛t✲❘✐s❦ ✭t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡✮ ❡t ♣❛r ❉✉♠✐tr❡s❝✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

✼✵



♣ré✈✐s✐♦♥s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳

✸✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t

❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✶✷✮ ❛ss♦❝✐❡♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦❧②✲

♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐✲

❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ♣♦✉r t❡st❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ❧♦✐s q✉✐ ♥♦✉s

✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ❡t ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)✳ ❆ ❝❡s ❞❡✉① ❧♦✐s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡✱ ✐❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✳ ▲❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶❛✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ré❝✉rs✐✈❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ln(x) =

√
2n+ 1

n

{√
2n− 1(2x− 1)Ln−1(x)−

n− 1√
2n− 3

Ln−2(x)

}

, ∀n > 2 ✭✸✳✶✮

❛✈❡❝ L1(x) =
√
3(2x− 1) ❡t L2(x) =

√
5(6x2 − 6x+ 1)✱ ✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ✿

E [Li(x)] = 0 , ∀i ≥ 1 ✭✸✳✷✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t

ré❞✉✐t❡✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Hn(x) =
1√
n

{

xHn−1(x)−
√
n− 1Hn−2(x)

}

, ∀n > 1 ✭✸✳✸✮

❛✈❡❝ H0(x) = 1 ❡t H1(x) = x✱ ✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ✿

E [Hi(x)] = 0 , ∀i ≥ 1 ✭✸✳✹✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ zt s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡

U [0, 1] ✭❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s T ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❤♦rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ét✉❞✐é❡ {yt}T1 ❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

✼✶



✭❛✮ P♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✭❜✮ P♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ P♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❞✬❍❡r♠✐t❡

{zt}T1 ✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s zt

s♦♥t ✐✳✐✳❞ ❡t ♦♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

H0,unif : E [Li(zt)] = 0 , i = 1, 2, ..., n ✭✸✳✺✮

n ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❝♦♥s✐❞érés✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛

✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮

s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1) ✭❇❡r❦♦✇✐t③✱ ✷✵✵✶✮✳ ❙♦✐❡♥t z∗t ❧❡s

tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ❛ss♦❝✐é❡s à zt✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s z∗t s♦♥t i.i.d ❡t ♦♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)✳ ❆✐♥s✐✱

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

H0,norm : E [Hj(z
∗
t )] = 0 , j = 1, 2, ...,m ✭✸✳✻✮

m ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❝♦♥s✐❞érés✳

✸✳✷✳✷ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s

❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r L(zt) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ H(z∗t )✮ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡

▲❡❣❡♥❞r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ m ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡✮✳ ▲❛ ❏✲st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ t❡st ❞❡

❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] s✬é❝r✐t ✿

Junif (n) =

(

1√
T

T
∑

t=1

L(zt)

)⊤

Σ−1
unif

(

1√
T

T
∑

t=1

L(zt)

)

✭✸✳✼✮

✼✷



❡t ❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ t❡st ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1) s✬é❝r✐t ✿

Jnorm(m) =

(

1√
T

T
∑

t=1

H(z∗t )

)⊤

Σ−1
norm

(

1√
T

T
∑

t=1

H(z∗t )

)

✭✸✳✽✮

❛✈❡❝ Σunif ❡t Σnorm ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦✲

❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❞✬❍❡r♠✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té

♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s s♦♥t ✐♥❞é✲

♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐✱ ✷✵✶✷✮✱ ♦✉ ❡st✐♠é❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥

❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ◆❡✇❡② ❛♥❞ ❲❡st ✭✶✾✽✼✮ ♦✉ ❞❡ ❆♥❞r❡✇s ✭✶✾✾✶✮✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡

❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❡t s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✭❍❛♥s❡♥✱

✶✾✽✷✮✱ ❝❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à n

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ m✮ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

Pr♦♣r✐été ✸✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡

❞❡ t❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ zt ✈ér✐✜❡ ✿

Junif (n) =
1

T

n
∑

i=1

(

T
∑

t=1

Li(zt)

)2

d−−−−→
T→∞

χ2(n) ✭✸✳✾✮

❛✈❡❝ Li(zt) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬♦r❞r❡ i ≤ n ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ❡t ❧❛

st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ z∗t ✈ér✐✜❡ ✿

Jnorm(m) =
1

T

m
∑

j=1

(

T
∑

t=1

Hj(z
∗
t )

)2

d−−−−→
T→∞

χ2(m) ✭✸✳✶✵✮

❛✈❡❝ Lj(z
∗
t ) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞✬♦r❞r❡ j ≤ m ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)✳

✸✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ét❛✲

❜❧✐❡s✱ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ s❡r♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ t❡st

▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ✶✵✵✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t

❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s α ✭1%✱ 5% ❡t 10%✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡sts ✈❛r✐❡ ❞❡ ✶ à ✶✵ ✶✳ ❊♥✜♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T s♦♥t

❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷✵ à ✶✵✵✳

✶✳ ❙❡✉❧s ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦♥t été r❡♣♦rtés ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳

✼✸



✸✳✸✳✶ ❚❛✐❧❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t ❡♥❣❡♥❞ré ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❡st ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜é✱

❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ {zt}Tt=1 s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐

✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ {z∗t }Tt=1

s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡✳ ▲❛ sér✐❡ {zt}Tt=1 ❡st

♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❜✐❡♥

❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡t ❡♥ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ sér✐❡ {z∗t }Tt=1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱

❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r✐s❡s ♣❛r zt✳ ❉❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)

❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté χ2(1)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ré❝❛♣✐t✉❧és ❞❛♥s ❧❡s

t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶ ❡t ✸✳✷✳

❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ♦♥t

✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡ ✳

✸✳✸✳✷ P✉✐ss❛♥❝❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t ❡♥❣❡♥❞ré ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❡st ♠❛❧

s♣é❝✐✜é ❡t✴♦✉ q✉❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ♠❛❧ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥✲

❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ {zt}Tt=1 s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧és✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛

❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s {z∗t }Tt=1 s♦♥t ❞❡s t✐r❛❣❡s✱

é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧és✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡✳ ▲❛

sér✐❡ {zt}Tt=1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡t ❡♥ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ sér✐❡ {z∗t }Tt=1 ❡st

❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r zt✳ ❉❡✉① s❝é♥❛r✐♦s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r ❞❡s

♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡N(0.4, 1) ❡t à t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✬✐❧s

s♦♥t ❣é♥érés ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1) ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✸✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r ❞❡s

♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✹ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté χ2(4) ❡t à t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❣é♥érés ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✸ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté χ2(3) ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✹✮✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① t❛✐❧❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡s t❡sts✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣✉✐ss❛♥❝❡s

s♦♥t ♥✉❛♥❝és✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦s t❡sts ❞é❝r♦✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉t✐❧✐sés ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❡st ❞✉ r❛t✐♦ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✱ ✸✳✹

❡t ✸✳✻✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡

✼✹



❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭▲♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✮

α ❚ Junif (1) Junif (2) Junif (3) Jnorm(1) Jnorm(2) Jnorm(3) LR

1%

✷✵ ✵✳✵✵✾✹ ✵✳✵✵✾✷ ✵✳✵✶✶✷ ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✵✶✺✷ ✵✳✵✸✵✺ ✵✳✵✵✼✷

✹✵ ✵✳✵✵✾✶ ✵✳✵✵✼✹ ✵✳✵✵✾✵ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✶✷✶ ✵✳✵✷✷✵ ✵✳✵✵✼✻

✻✵ ✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✶✵✼ ✵✳✵✶✷✷ ✵✳✵✵✾✻ ✵✳✵✶✷✶ ✵✳✵✷✶✼ ✵✳✵✶✵✵

✽✵ ✵✳✵✵✾✼ ✵✳✵✶✵✼ ✵✳✵✵✾✾ ✵✳✵✶✶✻ ✵✳✵✶✷✼ ✵✳✵✶✾✵ ✵✳✵✵✾✻

✶✵✵ ✵✳✵✵✾✻ ✵✳✵✶✵✽ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✶✵✾ ✵✳✵✶✶✼ ✵✳✵✶✽✶ ✵✳✵✶✶✹

5%

✷✵ ✵✳✵✺✸✶ ✵✳✵✹✻✺ ✵✳✵✹✸✾ ✵✳✵✺✸✼ ✵✳✵✹✾✷ ✵✳✵✻✸✹ ✵✳✵✹✻✽

✹✵ ✵✳✵✹✽✹ ✵✳✵✹✻✼ ✵✳✵✹✼✼ ✵✳✵✺✵✾ ✵✳✵✹✼✼ ✵✳✵✺✼✵ ✵✳✵✹✻✽

✻✵ ✵✳✵✹✼✾ ✵✳✵✹✾✸ ✵✳✵✹✼✼ ✵✳✵✹✽✾ ✵✳✵✹✾✻ ✵✳✵✺✻✵ ✵✳✵✹✻✶

✽✵ ✵✳✵✺✷✻ ✵✳✵✺✶✹ ✵✳✵✺✶✼ ✵✳✵✺✶✾ ✵✳✵✺✶✼ ✵✳✵✺✻✶ ✵✳✵✹✾✾

✶✵✵ ✵✳✵✹✾✺ ✵✳✵✹✼✷ ✵✳✵✹✻✸ ✵✳✵✹✽✾ ✵✳✵✹✻✼ ✵✳✵✺✼✺ ✵✳✵✹✽✼

10%

✷✵ ✵✳✵✾✼✹ ✵✳✵✾✺✺ ✵✳✵✾✷✷ ✵✳✵✾✼✺ ✵✳✵✽✻✵ ✵✳✵✾✵✺ ✵✳✵✾✹✵

✹✵ ✵✳✶✵✵✵ ✵✳✵✾✽✵ ✵✳✵✾✼✼ ✵✳✶✵✷✽ ✵✳✵✾✺✹ ✵✳✵✾✻✻ ✵✳✶✵✵✺

✻✵ ✵✳✵✾✼✾ ✵✳✵✾✽✻ ✵✳✵✾✻✷ ✵✳✵✾✽✸ ✵✳✵✾✺✹ ✵✳✵✾✽✵ ✵✳✵✾✺✽

✽✵ ✵✳✶✵✹✺ ✵✳✵✾✺✽ ✵✳✶✵✵✸ ✵✳✶✵✷✾ ✵✳✵✾✾✵ ✵✳✶✵✵✶ ✵✳✵✾✾✼

✶✵✵ ✵✳✵✾✺✾ ✵✳✵✾✺✽ ✵✳✵✾✼✽ ✵✳✵✾✹✽ ✵✳✵✾✶✽ ✵✳✵✾✽✶ ✵✳✵✾✽✵

◆♦t❡s ✿ Junif ❡t Jnorm ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❞❡s ❧♦✐s ✉♥✐❢♦r♠❡
❡t ♥♦r♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s 1✱ 2 ❡t 3 ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❡t ▲❘ ❧❡ t❡st ❞✉ r❛t✐♦
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲❛ sér✐❡ {zt}

T

t=1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♥♦♠❜r❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1) ❡t ❡♥ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt
✭✶✾✺✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐✳ ▲❛ sér✐❡ {z∗t }

T

t=1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱
❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ zt✳ ✶✵✵✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t
❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s α ✭1%✱ 5% ❡t 10%✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷✵ à ✶✵✵✳

ré❞✉✐t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱

♥♦s t❡sts ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♦♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✸✳✸✱ ✸✳✺ ❡t ✸✳✼✮✳

✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ q✉❛tr❡ ❞❡✈✐s❡s étr❛♥❣èr❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡

❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥ ✭❊❯❘✴❈❆❉✮✱ ❧❡ ❢r❛♥❝ s✉✐ss❡ ✭❊❯❘✴❈❍❋✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ✭❊❯❘✴●❇P✮

❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❊❯❘✴❏P❨✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

✼✺



❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❚❛✐❧❧❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭▲♦✐s ❞❡ ❦❤✐ ✷✮

α ❚ Junif (1) Junif (2) Junif (3) Jnorm(1) Jnorm(2) Jnorm(3) LR

1%

✷✵ ✵✳✵✵✽✽ ✵✳✵✵✾✾ ✵✳✵✶✶✾ ✵✳✵✵✾✵ ✵✳✵✶✽✽ ✵✳✵✷✾✾ ✵✳✵✵✽✽

✹✵ ✵✳✵✵✾✽ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✶✵✽ ✵✳✵✶✸✻ ✵✳✵✷✺✺ ✵✳✵✶✶✵

✻✵ ✵✳✵✵✾✷ ✵✳✵✵✾✻ ✵✳✵✶✶✶ ✵✳✵✵✾✾ ✵✳✵✶✶✾ ✵✳✵✷✵✼ ✵✳✵✶✵✺

✽✵ ✵✳✵✵✾✹ ✵✳✵✵✾✶ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✷✶✶ ✵✳✵✵✾✽

✶✵✵ ✵✳✵✵✾✽ ✵✳✵✵✾✽ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✵✶✷✸ ✵✳✵✶✻✾ ✵✳✵✶✵✶

5%

✷✵ ✵✳✵✺✸✼ ✵✳✵✺✶✻ ✵✳✵✺✶✻ ✵✳✵✺✷✺ ✵✳✵✺✺✶ ✵✳✵✼✵✽ ✵✳✵✺✹✷

✹✵ ✵✳✵✺✵✾ ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✹✹✷ ✵✳✵✹✾✾ ✵✳✵✹✼✺ ✵✳✵✻✶✼ ✵✳✵✹✼✵

✻✵ ✵✳✵✹✼✵ ✵✳✵✹✾✵ ✵✳✵✹✾✵ ✵✳✵✹✼✾ ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✺✺✻ ✵✳✵✹✾✹

✽✵ ✵✳✵✺✸✹ ✵✳✵✺✶✸ ✵✳✵✺✵✾ ✵✳✵✺✷✻ ✵✳✵✺✹✸ ✵✳✵✺✾✺ ✵✳✵✺✸✼

✶✵✵ ✵✳✵✹✾✻ ✵✳✵✺✵✹ ✵✳✵✹✾✵ ✵✳✵✹✾✼ ✵✳✵✺✶✶ ✵✳✵✺✹✷ ✵✳✵✺✵✾

10%

✷✵ ✵✳✵✾✾✸ ✵✳✵✾✼✺ ✵✳✵✾✹✹ ✵✳✵✾✾✵ ✵✳✵✽✼✼ ✵✳✵✾✽✶ ✵✳✵✾✽✵

✹✵ ✵✳✵✾✺✺ ✵✳✵✾✻✻ ✵✳✵✾✻✹ ✵✳✵✾✻✽ ✵✳✵✾✸✸ ✵✳✵✾✺✻ ✵✳✶✵✷✼

✻✵ ✵✳✵✾✺✸ ✵✳✵✾✾✶ ✵✳✵✾✽✶ ✵✳✵✾✺✸ ✵✳✵✾✷✺ ✵✳✵✾✽✻ ✵✳✵✾✼✵

✽✵ ✵✳✵✾✾✾ ✵✳✵✾✽✵ ✵✳✶✵✸✺ ✵✳✶✵✶✻ ✵✳✵✾✻✸ ✵✳✵✾✻✹ ✵✳✶✵✸✸

✶✵✵ ✵✳✵✾✾✽ ✵✳✵✾✽✾ ✵✳✵✾✻✵ ✵✳✵✾✽✼ ✵✳✵✾✽✹ ✵✳✵✾✾✾ ✵✳✶✵✶✺

◆♦t❡s ✿ Junif ❡t Jnorm ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❞❡s ❧♦✐s ✉♥✐❢♦r♠❡
❡t ♥♦r♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❡t ▲❘ ❧❡ t❡st ❞✉
r❛t✐♦ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲❛ sér✐❡ {zt}

T

t=1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲
♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté χ2(1) ❡t ❡♥ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t
♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐✳ ▲❛ sér✐❡
{z∗t }

T

t=1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡
❡♥ zt✳ ✶✵✵✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s α ✭1%✱ 5% ❡t 10%✮✳ ❊♥✜♥✱
❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷✵ à ✶✵✵✳

à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✶ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t t❡st❡r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s

❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡s ❝♦✉✈r❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ 01/01/2009 ❛✉ 07/05/2010✱

s♦✐❡♥t ✹✽✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s s❡r♦♥t ❛❥✉stés s✉r ❧❡s ✹✵✵ ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t

✈❛❧✐❞és ❤♦rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉r ❧❡s ✽✵ ❞❡r♥✐èr❡s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✷✱ s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤é❡s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✱

❡❧❧❡s ❝♦♥❝❧✉❡♥t q✉❡ s❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t ❣♦✉✈❡r♥és ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ t②♣❡ ❙❊❚❆❘✳ ◆♦✉s

❛❞♦♣t♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t✱ ♣♦✉r ❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡✱ s❡✉❧s s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés

❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ✷ ré❣✐♠❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r r❡t❛r❞ ❞✉

r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❆♣rès ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♣❛r ❧❡s

✷✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❑rä❣❡r ❛♥❞ ❑✉❣❧❡r ✭✶✾✾✸✮✱ P❡❡❧ ❛♥❞ ❙♣❡✐❣❤t ✭✶✾✾✹✮ ❡t ❈❤❛♣♣❡❧❧
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮

✼✻



❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭▲♦✐s ♥♦r♠❛❧❡s✮

α ❚ Junif (1) Junif (2) Junif (3) Jnorm(1) Jnorm(2) Jnorm(3) LR

1%

✷✵ ✵✳✶✾✺✼ ✵✳✶✺✶✶ ✵✳✶✸✽✽ ✵✳✷✶✽✹ ✵✳✶✽✺✾ ✵✳✶✼✵✹ ✵✳✵✾✽✾

✹✵ ✵✳✹✺✷✼ ✵✳✸✺✽✼ ✵✳✸✶✽✼ ✵✳✹✽✵✾ ✵✳✸✾✽✷ ✵✳✸✺✸✷ ✵✳✸✵✶✻

✻✵ ✵✳✻✼✶✸ ✵✳✺✼✷✼ ✵✳✺✶✾✸ ✵✳✼✵✸✽ ✵✳✻✵✺✸ ✵✳✺✹✶✼ ✵✳✺✵✾✻

✽✵ ✵✳✽✶✹✺ ✵✳✼✷✾✸ ✵✳✻✽✼✾ ✵✳✽✹✷✶ ✵✳✼✻✸✶ ✵✳✼✵✺✽ ✵✳✻✽✺✸

✶✵✵ ✵✳✾✶✶✵ ✵✳✽✺✹✶ ✵✳✽✶✹✸ ✵✳✾✷✹✾ ✵✳✽✼✷✵ ✵✳✽✷✹✸ ✵✳✽✶✼✸

5%

✷✵ ✵✳✹✷✷✵ ✵✳✸✸✹✸ ✵✳✸✵✵✼ ✵✳✹✹✷✶ ✵✳✸✺✹✵ ✵✳✸✷✸✺ ✵✳✷✽✶✾

✹✵ ✵✳✻✽✹✼ ✵✳✺✽✻✽ ✵✳✺✹✹✺ ✵✳✼✶✽✻ ✵✳✻✶✺✸ ✵✳✺✺✻✷ ✵✳✺✸✹✹

✻✵ ✵✳✽✺✾✹ ✵✳✼✼✾✵ ✵✳✼✸✺✾ ✵✳✽✼✽✵ ✵✳✽✵✷✹ ✵✳✼✹✵✼ ✵✳✼✸✺✸

✽✵ ✵✳✾✸✻✽ ✵✳✽✾✵✸ ✵✳✽✻✶✹ ✵✳✾✹✻✽ ✵✳✾✵✺✻ ✵✳✽✻✺✹ ✵✳✽✻✽✸

✶✵✵ ✵✳✾✼✶✺ ✵✳✾✹✺✼ ✵✳✾✸✵✶ ✵✳✾✼✽✽ ✵✳✾✺✺✹ ✵✳✾✸✶✵ ✵✳✾✸✹✵

10%

✷✵ ✵✳✺✹✵✹ ✵✳✹✺✸✾ ✵✳✹✶✶✼ ✵✳✺✺✼✸ ✵✳✹✻✵✾ ✵✳✹✶✵✸ ✵✳✹✵✼✹

✹✵ ✵✳✼✽✸✻ ✵✳✼✵✵✾ ✵✳✻✺✼✸ ✵✳✽✵✺✹ ✵✳✼✶✼✾ ✵✳✻✺✽✼ ✵✳✻✺✾✶

✻✵ ✵✳✾✶✹✾ ✵✳✽✻✵✸ ✵✳✽✷✻✼ ✵✳✾✷✺✵ ✵✳✽✼✸✻ ✵✳✽✷✾✷ ✵✳✽✸✵✶

✽✵ ✵✳✾✻✼✽ ✵✳✾✸✺✹ ✵✳✾✶✻✽ ✵✳✾✼✸✻ ✵✳✾✹✼✻ ✵✳✾✶✽✶ ✵✳✾✶✽✺

✶✵✵ ✵✳✾✽✾✻ ✵✳✾✼✷✺ ✵✳✾✻✷✹ ✵✳✾✾✷✷ ✵✳✾✼✽✷ ✵✳✾✻✷✹ ✵✳✾✻✹✹

◆♦t❡s ✿ Junif ❡t Jnorm ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❞❡s ❧♦✐s ✉♥✐❢♦r♠❡
❡t ♥♦r♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s 1✱ 2 ❡t 3 ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❡t ▲❘ ❧❡ t❡st ❞✉ r❛t✐♦
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲❛ sér✐❡ {zt}

T

t=1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲♥♦♠❜r❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0.4, 1) ❡t ❡♥ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt
✭✶✾✺✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à t♦rt ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N(0, 1)✳ ▲❛ sér✐❡ {z∗t }

T

t=1 ❡st
❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ zt✳ ✶✵✵✵✵
ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s α ✭1%✱ 5% ❡t 10%✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷✵ à ✶✵✵✳

♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✱ ✐❧s ♦♥t

été ❝❧❛ssés s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆■❈ ❡t ❇■❈✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❆ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✺✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡

❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❢r❛♥❝ s✉✐ss❡✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ❡t ❧❡ ②❡♥ s♦♥t ❣♦✉✈❡r♥és ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❙❊❚❆❘(2; 1, 1) ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① r❡♥❞❡✲

♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥ q✉✐ ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡

♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✳

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✽✵ ♣ré✈✐s✐♦♥s à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✶ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s sér✐❡s

à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❡✉rs

✼✼



❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥
✭▲♦✐s ❞❡ ❦❤✐ ✷✮

α ❚ Junif (1) Junif (2) Junif (3) Jnorm(1) Jnorm(2) Jnorm(3) ▲❘

1%

✷✵ ✵✳✷✶✹✶ ✵✳✶✹✾✶ ✵✳✶✸✵✾ ✵✳✷✷✻✼ ✵✳✶✻✺✶ ✵✳✶✹✼✺ ✵✳✶✶✸✻

✹✵ ✵✳✺✷✶✼ ✵✳✸✽✾✽ ✵✳✸✸✵✽ ✵✳✺✹✶✹ ✵✳✹✵✶✵ ✵✳✸✹✵✺ ✵✳✸✹✼✷

✻✵ ✵✳✼✸✾✵ ✵✳✻✷✷✾ ✵✳✺✺✸✼ ✵✳✼✺✹✻ ✵✳✻✸✷✵ ✵✳✺✺✵✼ ✵✳✺✽✺✷

✽✵ ✵✳✽✼✹✹ ✵✳✼✾✶✵ ✵✳✼✸✼✻ ✵✳✽✽✻✻ ✵✳✽✵✺✵ ✵✳✼✸✻✺ ✵✳✼✻✾✼

✶✵✵ ✵✳✾✺✵✻ ✵✳✾✵✺✸ ✵✳✽✼✶✾ ✵✳✾✺✺✽ ✵✳✾✶✹✶ ✵✳✽✻✽✼ ✵✳✽✾✶✷

5%

✷✵ ✵✳✹✺✼✻ ✵✳✸✹✷✷ ✵✳✷✽✾✶ ✵✳✹✻✻✷ ✵✳✸✸✹✾ ✵✳✷✽✽✹ ✵✳✸✶✻✷

✹✵ ✵✳✼✻✶✹ ✵✳✻✺✺✾ ✵✳✺✽✽✺ ✵✳✼✻✽✸ ✵✳✻✺✾✹ ✵✳✺✼✶✻ ✵✳✻✷✷✾

✻✵ ✵✳✾✵✽✵ ✵✳✽✹✵✻ ✵✳✼✾✷✸ ✵✳✾✶✾✵ ✵✳✽✹✼✸ ✵✳✼✽✺✾ ✵✳✽✶✽✺

✽✵ ✵✳✾✻✻✸ ✵✳✾✸✶✻ ✵✳✾✵✺✷ ✵✳✾✼✵✹ ✵✳✾✹✵✻ ✵✳✾✵✹✷ ✵✳✾✷✷✶

✶✵✵ ✵✳✾✽✼✸ ✵✳✾✼✹✾ ✵✳✾✻✺✷ ✵✳✾✾✵✷ ✵✳✾✼✼✸ ✵✳✾✻✶✼ ✵✳✾✻✽✺

10%

✷✵ ✵✳✽✾✻✹ ✵✳✽✻✺✶ ✵✳✽✸✽✻ ✵✳✾✵✵✻ ✵✳✽✻✼✸ ✵✳✽✵✹✶ ✵✳✽✹✷✷

✹✵ ✵✳✾✼✼✶ ✵✳✾✻✹✷ ✵✳✾✺✷✻ ✵✳✾✼✾✽ ✵✳✾✻✾✼ ✵✳✾✺✶✶ ✵✳✾✻✶✵

✻✵ ✵✳✾✾✻✶ ✵✳✾✾✷✺ ✵✳✾✽✽✶ ✵✳✾✾✻✽ ✵✳✾✾✹✸ ✵✳✾✽✼✼ ✵✳✾✾✵✷

✽✵ ✵✳✾✾✾✻ ✵✳✾✾✽✼ ✵✳✾✾✼✼ ✵✳✾✾✾✼ ✵✳✾✾✾✷ ✵✳✾✾✼✾ ✵✳✾✾✼✾

✶✵✵ ✵✳✾✾✾✼ ✵✳✾✾✾✻ ✵✳✾✾✾✷ ✵✳✾✾✾✽ ✵✳✾✾✾✻ ✵✳✾✾✾✶ ✵✳✾✾✾✸

◆♦t❡s ✿ Junif ❡t Jnorm ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❞❡s ❧♦✐s ✉♥✐❢♦r♠❡
❡t ♥♦r♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❡t ▲❘ ❧❡ t❡st ❞✉
r❛t✐♦ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲❛ sér✐❡ {zt}

T

t=1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲
♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✹ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté χ2(4) ❡t ❡♥ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t
♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à t♦rt ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷ à ✸
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté χ2(3)✳ ▲❛ sér✐❡ {z∗t }

T

t=1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ❧❛
❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡♥ zt✳ ✶✵✵✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s
α ✭1%✱ 5% ❡t 10%✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✷✵ à ✶✵✵✳

✈❛❧✐❞✐té✳ ▲❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❛ été ✜①é❡ à

✹✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♦♥t été ❡st✐♠é❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✸ ♣❛r

♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❇♦♦tstr❛♣ ❞❡ ✺✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts ●▼▼ ❡t ▲❘ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥s✳ ❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts ✈❛❧✐❞❡♥t ❧❡s

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠ê♠❡ à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ r✐sq✉❡ é❧❡✈és✳ ❙✐

♣❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡ 5%✱ ♥♦s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡♥t ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘(2; 1, 1) ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❢r❛♥❝

✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❦s❞❡♥s✐t② ❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✼✳✾✳✵ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡st ✜①é ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

✼✽



✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭α = 1%✮

✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ❚❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭α = 1%✮

s✉✐ss❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ t❡st LR ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❧❡ r❡❥❡tt❡✳

✼✾



✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭α = 5%✮

✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ❚❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭α = 5%✮

✽✵



✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭α = 10%✮

✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✉s ❧♦✐ ❞❡ ❦❤✐ ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts ✈s ❚❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭α = 10%✮

✽✶



❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▼♦❞è❧❡s

❉♦♥♥é❡s ▼♦❞è❧❡ ❆■❈ ❇■❈

❊❯❘✴❈❆❉ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✺✱✺✮ ✲✺✳✵✵✸✾ ✶✵3 ✲✹✳✾✽✷✷ ✶✵3

❊❯❘✴❈❍❋ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ✲✺✳✵✹✷✺ ✶✵3 ✲✺✳✵✸✹✾ ✶✵3

❊❯❘✴●❇P ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ✲✹✳✹✷✹✾ ✶✵3 ✲✹✳✹✶✻✺ ✶✵3

❊❯❘✴❏P❨ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ✲✹✳✶✹✾✹ ✶✵3 ✲✹✳✶✹✷✷ ✶✵3

◆♦t❡s ✿ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r
❝❛♥❛❞✐❡♥ ✭❊❯❘✴❈❆❉✮✱ ❧❡ ❢r❛♥❝ s✉✐ss❡ ✭❊❯❘✴❈❍❋✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ✭❊❯❘✴●❇P✮ ❡t
❧❡ ②❡♥ ✭❊❯❘✴❏P❨✮✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❦❛✐❦❡ ✭❆■❈✮ ❡t ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭❇■❈✮
♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❚❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❉♦♥♥é❡s Junif (1) P✲✈❛❧✉❡ Jnorm(1) P✲✈❛❧✉❡ ▲❘ P✲✈❛❧✉❡

❊❯❘✴❈❆❉ ✶✳✽✻✼✼ ✵✳✶✼✶✼ ✶✳✹✺✼✾ ✵✳✷✷✼✸ ✹✳✶✸✵✾ ✵✳✷✹✼✼

❊❯❘✴❈❍❋ ✵✳✵✺✵✹ ✵✳✽✷✷✹ ✵✳✵✺✼✷ ✵✳✽✶✵✾ ✶✵✳✺✽✵✸ ✵✳✵✶✹✷

❊❯❘✴●❇P ✵✳✵✸✽✼ ✵✳✽✹✹✵ ✵✳✵✷✾✸ ✵✳✽✻✹✶ ✵✳✸✽✶✵ ✵✳✾✹✹✶

❊❯❘✴❏P❨ ✵✳✺✻✸✹ ✵✳✹✺✷✾ ✵✳✼✾✻✵ ✵✳✸✼✷✸ ✹✳✾✾✷✺ ✵✳✶✼✷✹

◆♦t❡s ✿ ❚❡sts ●▼▼ ✭✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ♥♦r♠❛❧❡✮ ❡t ▲❘ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥ ✭❊❯❘✴❈❆❉✮✱ ❧❡ ❢r❛♥❝ s✉✐ss❡
✭❊❯❘✴❈❍❋✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ✭❊❯❘✴●❇P✮ ❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❊❯❘✴❏P❨✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st
❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡st ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞❡ s❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ▲❡s t❡sts ●▼▼ ❞❡s ❧♦✐s ✉♥✐❢♦r♠❡
❡t ♥♦r♠❛❧❡ s♦♥t ❡✛❡❝t✉és à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❞✬❍❡r♠✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ✽✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✽✷



✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✲

♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡s

r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣✳✐✳t ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ■♥t❡❣r❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠✮ q✉✐ r❡♠♦♥t❡ à ❘♦s❡♥❜❧❛tt

✭✶✾✺✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

s♣é❝✐✜é s✐ ❧❡s ♣✳✐✳t ❛ss♦❝✐és s♦♥t ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[0, 1] ✭❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st

❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❛②❛♥t s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é✱ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s

tr❛♥s❢♦r♠é❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ✭❇❡r❦♦✇✐t③✱ ✷✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝ ❛❞❛♣té ❧❡ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✶✷✮ ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❝❡s

❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s à ♣❛rt✐r

❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞❡✉① ❧♦✐s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ét❛♥t ❞✬❡s♣é✲

r❛♥❝❡s ♥✉❧❧❡s ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té s♦♥t✱

❡♥ ❡✛❡t✱ ♣r❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t ❧❡s

❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❉❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦♥t

♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t s♦♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡

❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡✈✐s❡s ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s t❡sts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

♥❡tt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ t❡st ▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♣♣♦rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ré❣✐♠❡s ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ♣❡r✲

♣ét✉❡❧❧❡ q✉❡st✐♦♥ s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s à ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳ ❉❡s

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❝♦♥❝❧✉

à ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉r q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✭❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❑r♦❧③✐❣✱ ✶✾✾✽❀ ❙t♦❝❦ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥✱

✶✾✾✾❀ ▼❛r❝❡❧❧✐♥♦✱ ✷✵✵✷✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ✈♦✐❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❡st ♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭❈❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱

✷✵✵✵✱ ✷✵✵✶❀ ❇♦❡r♦ ❛♥❞ ▼❛rr♦❝✉✱ ✷✵✵✷✮✱ ❡❧❧❡ ❛ ❝♦♥✜r♠é ❧✬✐❞é❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r

❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①

❡st q✉✬✐❧s ♥❡ s❡ ❜❛s❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té✱ q✉❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♠ér✐❝❛✐♥❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱

❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❧❡ t❛✉①

❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❞❡ s✐① ♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊ ✿ ▲✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❧❡ ❈❛♥❛❞❛✱

❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ❧❛ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❧❡ ❏❛♣♦♥ ❡t ❧❡s ➱t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❡t ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥

❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ❡t ❧❡ ②❡♥✳ ❉❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s❡r♦♥t ❛❥✉stés s✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱

♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ♣❛r ❞❡♥s✐té à ❞✐✛ér❡♥ts ❤♦r✐③♦♥s s❡r♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s✳ P♦✉r

❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s à ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡

✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

✽✺



s♦♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♠♦✲

❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ♥♦s sér✐❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡

q✉❡❧q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

P✉✐s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s

q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s❡r❛

❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻

✹✳✷ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s à s✐① ♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊ ✿ ❧✬❆❧❧❡✲

♠❛❣♥❡✱ ❧❡ ❈❛♥❛❞❛✱ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ❧❛ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❧❡ ❏❛♣♦♥ ❡t ❧❡s ❊t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠é✲

r✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❝♦rr✐❣é❡s ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s❛✐s♦♥♥✐èr❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠❡♥s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛②s ✭❜❛s❡ ✶✵✵

❡♥ ✷✵✵✺✮ ❡♥tr❡ ❛✈r✐❧ ✶✾✼✵ ❡t ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✱ s♦✐t ✺✵✶ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛②s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡

t②♣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❛✉① ♠❡♥s✉❡❧ ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐sé ✭❞♦♥♥é❡s ❝♦rr✐❣é❡s ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s

s❛✐s♦♥♥✐èr❡s✮ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s ❝♦♥❝❡r♥és ❡♥tr❡ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✾✷ ❡t ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✱ s♦✐t ✷✸✾ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛②s ✶✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs

✭❝♦✉rs ❛❥✉stés à ❧❛ ❝❧ôt✉r❡✮ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣❧❛❝❡s ❜♦✉rs✐èr❡s ❞❡s ♣❛②s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡

✷✷ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✵ ❡t ❧❡ ✸✵ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✶ ✷ ✿ ❉❆❳ ✭❜♦✉rs❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❢♦rt✮✱ ❙P ❚❙❳ ✭❜♦✉rs❡

❞❡ ❚♦r♦♥t♦✮✱ ❈❆❈ ✹✵ ✭❜♦✉rs❡ ❞❡ P❛r✐s✮✱ ❋❚❙❊ ✶✵✵ ✭❜♦✉rs❡ ❞❡ ▲♦♥❞r❡s✮✱ ◆■❑❑❊■ ✷✷✺

✭❜♦✉rs❡ ❞❡ ❚♦❦②♦✮ ❡t ❙P ✺✵✵ ✭❜♦✉rs❡ ❞❡ ◆❡✇ ❨♦r❦✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❡st r❡❧❛t✐❢ ❛✉① t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥ ✭❊❯❘✴❈❆❉✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡

st❡r❧✐♥❣ ✭❊❯❘✴●❇P✮ ❡t ❧❡ ②❡♥ ❡t ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❝♦♥tr❡ ❧✬❡✉r♦ ✭❯❙❉✴❊❯❘✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡

st❡r❧✐♥❣ ✭❯❙❉✴●❇P✮ ❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❯❙❉✴❏P❨✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❤❡❜❞♦♠❛❞❛✐r❡s✱ s✬ét❛❧❡♥t s✉r ❧❛

♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ✽ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✼ ❛✉ ✷✺ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✱ s♦✐t ✷✹✼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛②s ✸✳

▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s sér✐❡s

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ét✉❞✐é❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ♦♥t ❡♥r❡❣✐stré✱ ❡♥

♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♥s✐❞éré❡

✶✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ✭✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❡t t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡✮ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞❡s ♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊✳ ❙✐t❡ ✇❡❜ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴st❛ts✳♦❡❝❞✳♦r❣✴♠❡✐✴

✷✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❥♦✉rs ❢ér✐és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♣❛②s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ✈❛r✐❡✳

✸✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡①tr❛✐ts ❞✉ s✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t ❞❡ ❨❛❤♦♦✲❋✐♥❛♥❝❡✳ ❙✐t❡ ✇❡❜ ✿
❤tt♣ ✿✴✴❢r✳✜♥❛♥❝❡✳②❛❤♦♦✳❝♦♠✴✐♥❞✐❝❡s

✽✻



❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①

Pr♦❞✳ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●✳ ❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

◆❜✳ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✵✶ ✺✵✶ ✺✵✶ ✺✵✶ ✺✵✶ ✺✵✶

▼♦②❡♥♥❡ ✽✶✳✾✸✾✵ ✼✶✳✻✾✼✵ ✽✹✳✼✵✹✼ ✽✻✳✹✸✻✽ ✽✵✳✾✾✵✹ ✼✵✳✹✹✶✽

❊❝❛rt✲t②♣❡ ✶✺✳✹✷✾✹ ✶✽✳✻✷✹✵ ✶✶✳✺✸✷✷ ✶✶✳✾✾✺✾ ✶✽✳✽✸✺✷ ✷✵✳✼✼✹✼

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✹✽✵✹ ✵✳✶✵✽✽ ✲✵✳✷✶✸✼ ✲✵✳✷✶✵✸ ✲✵✳✺✺✶✼ ✵✳✷✶✼✽

❊①❝ès ❞❡ ❑✉rt♦s✐s ✲✵✳✻✵✼✶ ✲✶✳✸✶✻✺ ✲✵✳✼✽✼✻✶ ✲✶✳✸✺✹✽ ✲✶✳✵✻✶✷ ✲✶✳✹✷✺✹

❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●✳ ❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

◆❜✳♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✸✾ ✷✸✾ ✷✸✾ ✷✸✾ ✷✸✾ ✷✸✾

▼♦②❡♥♥❡ ✽✳✺✺✼✼ ✽✳✶✷✾✸ ✾✳✻✵✶✸ ✻✳✼✵✷✶ ✹✳✶✶✹✻ ✺✳✾✹✻✹

❊❝❛rt✲t②♣❡ ✶✳✸✶✸✹ ✶✳✺✽✷✶ ✶✳✵✷✽✼ ✶✳✼✺✻✷ ✵✳✾✸✺✾ ✶✳✻✺✽✾

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✶✷✼✻ ✵✳✼✶✻✺ ✲✵✳✵✸✶✼ ✵✳✺✾✷✻ ✲✵✳✺✷✵✾ ✶✳✵✼✶✺

❊①❝ès ❞❡ ❑✉rt♦s✐s ✲✵✳✸✶✻✶ ✲✵✳✸✽✺✺ ✲✶✳✵✸✾✹ ✲✵✳✾✻✸✸ ✲✵✳✼✹✷✸ ✵✳✶✸✷✷

■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❋r❛♥❝❢♦rt ❚♦r♦♥t♦ P❛r✐s ▲♦♥❞r❡s ❚♦❦②♦ ◆❡✇ ❨♦r❦

◆❜✳♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✹✾✾ ✹✽✷ ✺✵✶ ✹✾✵ ✹✼✻ ✹✾✶

▼♦②❡♥♥❡ ✻✹✵✵✳✺✼✺✹ ✶✷✺✸✼✳✸✸✷✾ ✸✻✺✽✳✵✶✻✵ ✺✺✼✻✳✻✹✾✹ ✾✻✽✾✳✷✵✶✾ ✶✷✵✺✳✺✵✽✾

❊❝❛rt✲t②♣❡ ✻✷✺✳✼✾✷✻ ✽✹✷✳✻✾✾✺ ✸✹✺✳✾✼✾✸ ✸✶✹✳✼✵✷✵ ✼✷✽✳✶✷✸✸ ✽✼✳✼✹✷✸

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✶✺✼✽ ✵✳✸✼✾✹ ✲✵✳✽✵✷✽ ✲✵✳✶✽✵✾ ✵✳✵✺✵✵ ✲✵✳✵✷✽✶

❊①❝ès ❞❡ ❑✉rt♦s✐s ✲✶✳✷✸✽✷ ✲✶✳✶✵✸✺ ✲✵✳✺✶✺✶ ✲✶✳✶✶✷✼ ✲✵✳✻✻✶✾ ✲✶✳✶✸✻✽

❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❊❯❘✴❈❆❉ ❊❯❘✴●❇P ❊❯❘✴❏P❨ ❯❙❉✴❊❯❘ ❯❙❉✴●❇P ❯❙❉✴❏P❨

◆❜✳♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✹✼ ✷✹✼ ✷✹✼ ✷✹✼ ✷✹✼ ✷✹✼

▼♦②❡♥♥❡ ✶✳✹✻✽✻ ✵✳✽✷✼✸ ✶✸✸✳✷✽✶✽ ✵✳✼✶✽✽ ✵✳✺✾✺✷ ✾✺✳✸✶✷✵

❊❝❛rt✲t②♣❡ ✵✳✶✵✹✶ ✵✳✵✼✸✸ ✷✶✳✹✵✸✾ ✵✳✵✹✷✻ ✵✳✵✻✻✾ ✶✸✳✵✶✷✹

❙❦❡✇♥❡ss ✵✳✶✷✻✽ ✲✵✳✽✹✽✽ ✵✳✸✼✼✼ ✵✳✵✶✺✵ ✲✵✳✹✵✾✸ ✵✳✹✼✸✽

❊①❝ès ❞❡ ❑✉rt♦s✐s ✲✶✳✶✸✾✻ ✲✵✳✸✼✷✽ ✲✶✳✸✻✾✵ ✲✵✳✸✶✻✺ ✲✶✳✶✽✾✺ ✲✵✳✼✾✶✺

◆♦t❡ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐sé✱
à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❜♦✉rs✐❡r ❞❡ ❧✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❞✉ ❈❛♥❛❞❛✱ ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❞✉ ❏❛♣♦♥ ❡t ❞❡s ❊t❛ts✲
❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥ ✭❊❯❘✴❈❆❉✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣
✭❊❯❘✴●❇P✮ ❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❊❯❘✴❏P❨✮ ❡t ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❝♦♥tr❡ ❧✬❡✉r♦ ✭❯❙❉✴❊❯❘✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ✭❯❙❉✴●❇P✮
❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❯❙❉✴❏P❨✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞❡s
♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊ ❡t ❞❡ ❨❛❤♦♦✲❋✐♥❛♥❝❡✳

✭✽✹✳✼✵ ❡t ✽✻✳✹✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ❝♦♥tr❡ ✼✵✳✹✹ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s ❡t ✼✶✳✼✵ ❛✉ ❈❛✲

♥❛❞❛✳ ▲✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❡t ❧❡ ❏❛♣♦♥ s❡ s✐t✉❡♥t à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭✽✶✳✾✹ ❡t ✽✵✳✾✾

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ ❈❡s sér✐❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✈♦❧❛✲

t✐❧❡s✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❜r✐t❛♥♥✐q✉❡ ❡t ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ têt❡ ❞❡s sér✐❡s ❧❡s ♠♦✐♥s

✈♦❧❛t✐❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s é❝❛rts✲t②♣❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ ✶✶✳✺✸✱ ✶✷ ❡t ✶✺✳✹✸ s✉✐✈✐❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s

✽✼



♣❛②s ♦ù ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❛ ❞é♣❛ssé ✶✽✳✻✷✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣❛r✐té ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ❛❜s❡♥t❡

❞❛♥s ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ q✉✐ ♦♥t été✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣❧✉s é❧❡✈és ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ✭9.60%✮✱ ❡♥ ❆❧❧❡✲

♠❛❣♥❡ ✭8.56%✮ ❡t ❛✉ ❈❛♥❛❞❛ ✭8.13%✮ ❡t ♠♦✐♥s é❧❡✈és ❛✉ ❏❛♣♦♥ ✭4.11%✮✱ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s

✭5.95%✮ ❡t ❡♥ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ✭6.70%✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s sér✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥

❡①❝ès ❞❡ ❦✉rt♦s✐s ♥é❣❛t✐❢ ✭❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐sé ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s

❞✬❆♠ér✐q✉❡✮ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❛♥tôt ❛s②♠étr✐q✉❡s à ❞r♦✐t❡ ✭❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥ é❣❛❧❡ à ✸✴✺✮ t❛♥tôt ❛s②♠étr✐q✉❡s à ❣❛✉❝❤❡ ✭❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ é❣❛❧❡ à ✷✴✺✮✱ ♦♥t

❞❡s q✉❡✉❡s ♣❧✉s é♣❛✐ss❡s q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét✉❞✐é❡s ❡st r❡♣r♦❞✉✐t❡

❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ❉✳✶✱ ❉✳✷✱ ❉✳✸ ❡t ❉✳✹ ✭❝♦✉r❜❡s ❜❧❡✉❡s✮✳

▲✬❛❧❧✉r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ✐♥❞✐q✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s sér✐❡s ét✉❞✐é❡s s♦♥t ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s

❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❡✉rs t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐❢s é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛❝és s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ♣ré❝é✲

❞❡♥t❡s ✭❝♦✉r❜❡s ✈❡rt❡s✮✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥✜r♠é❡s ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts

❞❡ r❛❝✐♥❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❉✐❝❦❡② ❡t ❋✉❧❧❡r ✭❛✉❣♠❡♥tés✮ ❝♦♥tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✬✉♥

♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❆❘✭✶✮ s❛♥s tr❡♥❞ ♥✐ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❆❘✮✱ ❝♦♥tr❡ ❧✬❤②♣♦✲

t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❆❘✭✶✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t

✭❆❘❉✮ ❡t ❝♦♥tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❆❘✭✶✮

❛✈❡❝ tr❡♥❞ ✭❚❙✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♣✲✈❛❧✉❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t❡sts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s

❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s sér✐❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

ét✉❞✐é❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s

❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❛ ❝♦♥♥✉✱

❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❛

❛✉❣♠❡♥té ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❛✉ ❏❛♣♦♥ ❡t ❊t❛ts✲❯♥✐s ❡t ✐❧ ❛ ❜❛✐ssé ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❛✉ ❈❛♥❛❞❛ ❡t

❡♥ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❜♦✉rs❡s ❞❡ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❞❡ ▲♦♥❞r❡s ❡t ❞❡ ❚♦r♦♥t♦ ♦♥t

❝♦♥♥✉ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ à ❧❛ ❤❛✉ss❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡✉① ❞❡s ❜♦✉rs❡s ❞❡ P❛r✐s ❡t ❞❡ ❚♦❦②♦

q✉✐ ♦♥t ❜❛✐ssés ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉rs❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❢♦rt✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❡st r❡sté

st❛❜❧❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❝♦♥tr❡ ❧✬❡✉r♦✳ ❆

❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❡t ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ②❡♥✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s

t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥t ❛✉❣♠❡♥té✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s sér✐❡s ❞❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✱ s❛✉❢ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❛✉①
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◆♦t❡ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❞✉ t❛✉① ❞❡
❝❤ô♠❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐sé✱ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❜♦✉rs✐❡r ❞❡ ❧✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❞✉ ❈❛♥❛❞❛✱ ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❞✉ ❏❛♣♦♥
❡t ❞❡s ❊t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥ ✭❊❯❘✴❈❆❉✮✱ ❧❛
❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ✭❊❯❘✴●❇P✮ ❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❊❯❘✴❏P❨✮ ❡t ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❝♦♥tr❡ ❧✬❡✉r♦ ✭❯❙❉✴❊❯❘✮✱ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣
✭❯❙❉✴●❇P✮ ❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❯❙❉✴❏P❨✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs
é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞❡s ♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊ ❡t ❞❡ ❨❛❤♦♦✲❋✐♥❛♥❝❡✳

✾✵



✹✳✸ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s

❙♦✐t xt ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✐♥térêt ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❞✉ ❈❛♥❛❞❛✱ ❞❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡✱

❞❡ ❧❛ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❞✉ ❏❛♣♦♥ ❡t ❞❡s ❊t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡✱ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❜♦✉rs❡s

❞❡ ❝❡s ♣❛②s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❡t ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥✮✳ ❉és✐❣♥♦♥s

♣❛s yt = lnxt − lnxt−1 s♦♥ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡♠♣✐✲

r✐q✉❡ q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ yt ✿ ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡

❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ à s❡✉✐❧

❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s

♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

▼❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❘❲✮ ✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦✲

❞è❧❡✱ ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝❛r ❞❡s ét✉❞❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡

s✐♠♣❧❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✬❡st ❛✈éré❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ sér✐❡s t❡❧❧❡s

q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✭▼❡❡s❡ ❛♥❞ ❘♦❣♦✛✱ ✶✾✽✸✮✳ P♦✉r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xt✱ ❝❡

♠♦❞è❧❡ s✬é❝r✐t ✿

lnxt = φ+ lnxt−1 + ǫt , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✹✳✶✮

❛✈❡❝ φ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ǫt ∼ iid(0, σ2) ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉rs✳ P♦✉r ❧❡s

t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xt s❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

yt = φ+ ǫt , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✹✳✷✮

▼♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❆❘✮ ✿ ❉❡s ét✉❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙t♦❝❦ ❛♥❞

❲❛ts♦♥ ✭✶✾✾✾✮ ♦♥t ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉①

❛❥✉st❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣râ❝❡ à ❧❡✉r ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té✱ ✐❧s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣❧✉s

♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ p ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ yt ✿

yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p + ǫt , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✹✳✸✮

♦ù φ0 ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ φ1✱ φ2 ✳✳✳ ❡t φp ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❡t ♦ù

ǫt ∼ iid(0, σ2) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉rs✳

▼♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ à s❡✉✐❧ ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ✭❙❊❚❆❘✮ ✿

❯♥ ♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡

✾✶



❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ré❣✐♠❡✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

yt =

{

φ1
0 + φ1

1yt−1 + φ1
2yt−2 + · · ·+ φ1

pyt−p + ǫ1t si yt−d ≤ c

φ2
0 + φ2

1yt−1 + φ2
2yt−2 + · · ·+ φ2

pyt−p + ǫ2t si yt−d > c
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✹✳✹✮

❛✈❡❝ ǫ1t ∼ iid(0, σ2
1) ❡t ǫ

2
t ∼ iid(0, σ2

2) ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❛✉① ré❣✐♠❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✳

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ yt r❡t❛r❞é❡ ❞❡ d ♣ér✐♦❞❡s ✭❞é❧❛✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✱ ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉ s❡✉✐❧ c✳

▼♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✭▼❙✲❆❘✮ ✿ ❯♥

q✉❛tr✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

yt =

{

φ1
0 + φ1

1yt−1 + φ1
2yt−2 + · · ·+ φ1

pyt−p + ǫ1t si Rt = 1

φ2
0 + φ2

1yt−1 + φ2
2yt−2 + · · ·+ φ2

pyt−p + ǫ2t si Rt = 2
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭✹✳✺✮

❛✈❡❝ ǫjt ∼ iid(0, σ2
j ) ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉

ré❣✐♠❡ ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ Rt q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ s✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ à ❞❡✉① ét❛ts ✶ ❡t ✷✳

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

pij = P(Rt = j|Rt−1 = i) , i, j ∈ {1, 2} , ∀t = 2, 3, · · · , T ✭✹✳✻✮

✹✳✹ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❡t ❞✬❛❥✉st❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱

❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s h ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à ✺✱ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r

❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡r❛ ré♣❛rt✐❡ ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✿ ♥♦✉s

❣❛r❞♦♥s ❧❡s ✶✵✵ ❞❡r♥✐èr❡s ✭♣❛rt✐❡ ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❤♦r✐③♦♥ h✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♣❛rt✐❡ ✐♥ s❛♠♣❧❡✮

s❡r✈✐r♦♥t à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✜①❡ ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s❡r♦♥t s♣é❝✐✜és ❡t ❛❥✉stés s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥ s❛♠♣❧❡ ❡t ❧❡s

♣ré✈✐s✐♦♥s s❡r♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ é✈❛❧✉é❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡✳

✾✷



✹✳✹✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

▲✬♦r❞r❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ p ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆■❈ ❞✬❆❦❛✐❦❡ ✭✶✾✼✹✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ s✬é❝r✐t ✿

AIC(p) = N ln σ̂2(p) + 2(p+ 1) ✭✹✳✼✮

♦ù σ2(p) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

p✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀p✱p✮✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❛ été ❛❞❛♣té ♣❛r ❲♦♥❣

❛♥❞ ▲✐ ✭✶✾✾✽✮✱ ✐❧ s✬é❝r✐t ✿

AIC(p, d) = N ln σ̂2(p, d) + (p+ 1) lnN1 + (p+ 1) lnN2 ✭✹✳✽✮

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭p✮✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ s✬é❝r✐t

✭❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✿

AIC(p) = −2 logL+ 2n ✭✹✳✾✮

❛✈❡❝ L ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✐sé❡ ❡t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱

✐❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r n = Rp + R2 ♦ù R ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♠❡s ✭R = 2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

♣rés❡♥t✮✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢ p ❞❡

❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✹✳

✹✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✜①❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ s♦♥t ❛❥✉stés q✉✬✉♥❡

s❡✉❧❡ ❢♦✐s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥ s❛♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ φ✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡

❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✹✳✷✮ ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ét✉❞✐é❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ré❝❛♣✐t✉❧és ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✺✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❆❘

✭✹✳✸✮ ❡st ❡st✐♠é s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦① ❛♥❞ ❏❡♥❦✐♥s ✭✶✾✼✵✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és

❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✹✳✻ à ✹✳✾✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❙❊❚❆❘ ✭✹✳✹✮ ❡t ▼❙✲

❆❘ ✭✹✳✺✮ s♦♥t ❡st✐♠és s❡❧♦♥ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✜❣✉r❡♥t

❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✹✳✶✵ à ✹✳✶✸ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ❡t ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✹✳✶✹ à ✹✳✶✼ ♣♦✉r

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❉✳✺ à ❉✳✽ ✐❧❧✉str❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

s❡✉✐❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ c ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘✱ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à 95% ♦❜t❡♥✉

♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ▲❘ ✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✾✼✮ ❡t ❧❡s ✜❣✉r❡s ❉✳✾ à ❉✳✶✻ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✜❧tré❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧✐ssé❡s ❞❡s ré❣✐♠❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡

ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ▼❙✲❆❘✳

✾✸



❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✱ ❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘

❆❘✭p✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀p✱p✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭p✮

Pr♦❞✳ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✿

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✷✱✷✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✷✮

❈❛♥❛❞❛ ❆❘✭✺✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✸✱✸✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✸✮

❋r❛♥❝❡ ❆❘✭✸✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✸✱✸✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✸✮

●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❆❘✭✶✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✸✱✸✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❏❛♣♦♥ ❆❘✭✷✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✷✱✷✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✹✮

❊t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡ ❆❘✭✺✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✷✱✷✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✸✮

❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✿

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❆❘✭✸✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✺✱✺✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✷✮

❈❛♥❛❞❛ ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✺✱✺✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✷✮

❋r❛♥❝❡ ❆❘✭✸✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✹✱✹✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✸✱✸✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❏❛♣♦♥ ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✺✱✺✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❊t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡ ❆❘✭✸✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✹✱✹✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✿

❋r❛♥❝❢♦rt ❆❘✭✷✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✷✱✷✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❚♦r♦♥t♦ ❆❘✭✶✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✸✱✸✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

P❛r✐s ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

▲♦♥❞r❡s ❆❘✭✶✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✹✱✹✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❚♦❦②♦ ❆❘✭✷✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✹✱✹✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

◆❡✇ ❨♦r❦ ❆❘✭✸✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✹✱✹✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✿

❊❯❘✴❈❆❉ ❆❘✭✷✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✺✱✺✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❊❯❘✴●❇P ❆❘✭✸✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✸✮

❊❯❘✴❏P❨ ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❯❙❉✴❊❯❘ ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❯❙❉✴●❇P ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✶✱✶✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

❯❙❉✴❏P❨ ❆❘✭✹✮ ❙❊❚❆❘✭✷ ❀✷✱✷✮ ▼❙✭✷✮✲❆❘✭✶✮

◆♦t❡ ✿ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘✱ ❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡✱ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❞❡s
♣❛②s ét✉❞✐és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬❡✉r♦ ✭❊❯❘✮ ❡t ❞✉ ❞♦❧❧❛r ❛♠ér✐❝❛✐♥
✭❯❙❉✮ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❧✐✈r❡ st❡r❧✐♥❣ ✭●❇P✮✱ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❝❛♥❛❞✐❡♥ ✭❈❆❉✮ ❡t ❧❡ ②❡♥ ✭❏P❨✮✳
▲✬♦r❞r❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ p ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❆■❈ r❛♣♣♦rté ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ❉✳✶✱ ❉✳✷ ❡t ❉✳✸✳

✾✹



❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

P✳ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●✳ ❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✷✷ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✵✷✷
✭✵✳✵✶✻✾✮ ✭✵✳✵✶✶✸✮ ✭✵✳✵✶✸✷✮ ✭✵✳✵✶✺✷✮ ✭✵✳✵✶✸✹✮ ✭✵✳✵✵✼✹✮

❚✳ ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●✳ ❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

✵✳✵✵✸✻ ✲✵✳✵✵✷✷ ✵✳✵✵✵✵ ✲✵✳✵✵✹✺ ✵✳✵✵✻✻ ✲✵✳✵✵✶✷
✭✵✳✵✵✾✹✮ ✭✵✳✵✷✷✺✮ ✭✵✳✵✵✾✹✮ ✭✵✳✵✶✸✹✮ ✭✵✳✵✷✻✺✮ ✭✵✳✵✷✻✹✮

■✳ ❜♦✉rs✐❡rs ❋r❛♥❝❢♦rt ❚♦r♦♥t♦ P❛r✐s ▲♦♥❞r❡s ❚♦❦②♦ ◆❡✇ ❨♦r❦

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
✭✵✳✵✶✷✶✮ ✭✵✳✵✵✽✸✮ ✭✵✳✵✶✹✸✮ ✭✵✳✵✶✵✽✮ ✭✵✳✵✶✹✸✮ ✭✵✳✵✶✶✹✮

❚✳ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❊❯❘✴❈❆❉ ❊❯❘✴●❇P ❊❯❘✴❏P❨ ❯❙❉✴❊❯❘ ❯❙❉✴●❇P ❯❙❉✴❏P❨

✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✶✽ ✲✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✶✸ ✲✵✳✵✵✶✽
✭✵✳✵✶✸✷✮ ✭✵✳✵✶✶✻✮ ✭✵✳✵✶✼✷✮ ✭✵✳✵✶✸✸✮ ✭✵✳✵✶✸✼✮ ✭✵✳✵✶✷✹✮

◆♦t❡ ✿ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ φ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✹✳✷✮✳ ■❧s
s♦♥t s✉✐✈✐s✱ ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✱ ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

❉❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ♣❛r ❞❡♥s✐tés à ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s h ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶

à ✺ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❥✉stés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❇♦♦tstr❛♣ ❡♥ t✐r❛♥t ❧❡s ❝❤♦❝s ✭❛✈❡❝ r❡♠✐s❡✮ ❞❛♥s ❧❡s

rés✐❞✉s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣❡r♠❡t✱ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❞❡

s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ t♦✉t❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ǫt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭s❡✉❧❡

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❡st ✐♠♣♦sé❡✮✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭✺✵✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✮ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s

❞✉ ✈r❛✐ ♣r♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞♦♥❝ s❡r✈✐r à ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❡st✐♠é❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✬❑❙❉❊◆❙■❚❨✬ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧▼❛t❧❛❜ ✹✱ q✉✐ ✜①❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡

❧✐ss❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ à ✉♥ t❛✉①

❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ 80% ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❞é❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st r❡♣r♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡✱ s♦✐t

✶✵✵ ❢♦✐s✳

✹✳ ▼❛t❧❛❜ ❘✷✵✵✾❜✳

✾✺



❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

φ0 ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✵✽
✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮

φ1 ✲✵✳✷✼✾✺ ✲✵✳✵✽✶✷ ✲✵✳✸✷✵✷ ✲✵✳✶✼✹✹ ✵✳✵✸✹✺ ✵✳✷✻✷✷
✭✵✳✵✾✷✺✮ ✭✵✳✵✺✶✾✮ ✭✵✳✵✺✺✼✮ ✭✵✳✶✵✸✼✮ ✭✵✳✵✽✵✾✮ ✭✵✳✵✼✺✼✮

φ2 ✵✳✵✸✶✻ ✵✳✶✶✹✺ ✵✳✵✽✼✷ ✕ ✵✳✶✻✺✻ ✵✳✶✹✸✹
✭✵✳✵✻✻✾✮ ✭✵✳✵✹✹✶✮ ✭✵✳✵✻✷✼✮ ✭✵✳✶✶✽✶✮ ✭✵✳✵✺✸✶✮

φ3 ✵✳✶✽✾✶ ✵✳✷✽✸✶ ✵✳✷✵✵✸ ✕ ✕ ✵✳✶✸✾✼
✭✵✳✵✺✻✵✮ ✭✵✳✵✹✷✼✮ ✭✵✳✵✹✼✵✮ ✭✵✳✵✺✺✺✮

φ4 ✵✳✵✾✸✸ ✵✳✵✻✽✸ ✕ ✕ ✕ ✵✳✵✼✻✻
✭✵✳✵✺✷✻✮ ✭✵✳✵✹✾✹✮ ✭✵✳✵✹✺✽✮

φ5 ✕ ✵✳✵✼✷✻ ✕ ✕ ✕ ✲✵✳✵✹✾✽
✭✵✳✵✹✼✶✮ ✭✵✳✵✸✼✷✮

σ ✵✳✵✶✻✸ ✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✶✷✼ ✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✶✼✷ ✵✳✵✵✻✾
✭✵✳✵✵✹✸✮ ✭✵✳✵✵✼✹✮ ✭✵✳✵✵✷✵✮ ✭✵✳✵✵✶✺✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ✭✹✳✸✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

φ0 ✲✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✸✷ ✵✳✵✵✵✸
✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✶✻✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✶✽✮ ✭✵✳✵✵✶✻✮

φ1 ✵✳✸✷✸✸ ✵✳✵✸✽✸ ✵✳✸✶✷✸ ✵✳✷✹✻✹ ✲✵✳✵✺✾✶ ✲✵✳✵✸✸✹
✭✵✳✵✼✶✹✮ ✭✵✳✵✾✵✽✮ ✭✵✳✵✻✹✶✮ ✭✵✳✵✼✺✽✮ ✭✵✳✵✻✶✺✮ ✭✵✳✵✻✶✽✮

φ2 ✵✳✹✸✶✻ ✲✵✳✵✵✽✶ ✵✳✷✾✹✷ ✵✳✶✷✾✾ ✲✵✳✵✸✼✼ ✵✳✷✷✽✷
✭✵✳✵✻✺✽✮ ✭✵✳✵✻✺✼✮ ✭✵✳✵✼✾✵✮ ✭✵✳✵✻✼✷✮ ✭✵✳✵✼✹✹✮ ✭✵✳✵✻✽✼✮

φ3 ✵✳✶✵✹✶ ✵✳✶✶✸✷ ✵✳✶✷✾✹ ✵✳✵✶✶✾ ✵✳✶✻✹✼ ✵✳✷✽✽✼
✭✵✳✵✽✵✺✮ ✭✵✳✵✻✾✺✮ ✭✵✳✵✻✾✾✮ ✭✵✳✵✽✽✵✮ ✭✵✳✵✼✵✸✮ ✭✵✳✵✺✼✼✮

φ4 ✕ ✵✳✵✻✽✻ ✕ ✵✳✷✸✾✾ ✲✵✳✵✺✵✹ ✕
✭✵✳✵✻✵✼✮ ✭✵✳✵✺✼✽✮ ✭✵✳✵✻✻✽✮

σ ✵✳✵✵✼✵ ✵✳✵✷✷✼ ✵✳✵✵✽✶ ✵✳✵✶✹✻ ✵✳✵✷✼✵ ✵✳✵✷✺✶
✭✵✳✵✵✹✶✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✷✸✮ ✭✵✳✵✵✹✷✮ ✭✵✳✵✹✷✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ✭✹✳✸✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✾✻



❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs

❋r❛♥❝❢♦rt ❚♦r♦♥t♦ P❛r✐s ▲♦♥❞r❡s ❚♦❦②♦ ◆❡✇ ❨♦r❦

φ0 ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✶ ✲✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✸
✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮

φ1 ✵✳✶✷✵✺ ✵✳✵✺✷✸ ✵✳✵✹✾✾ ✵✳✵✽✶✵ ✵✳✵✵✸✾ ✲✵✳✵✽✷✵
✭✵✳✵✺✼✶✮ ✭✵✳✵✺✽✹✮ ✭✵✳✵✺✼✾✮ ✭✵✳✵✺✻✵✮ ✭✵✳✶✻✹✽✮ ✭✵✳✵✺✺✻✮

φ2 ✲✵✳✵✼✶✽ ✕ ✲✵✳✵✻✺✸ ✕ ✲✵✳✵✺✹✹ ✵✳✵✺✷✽
✭✵✳✵✻✹✽✮ ✭✵✳✵✻✵✹✮ ✭✵✳✵✻✽✾✮ ✭✵✳✵✼✸✽✮

φ3 ✕ ✕ ✲✵✳✵✺✺✸ ✕ ✕ ✲✵✳✵✾✹✻
✭✵✳✵✺✼✽✮ ✭✵✳✵✺✼✷✮

φ4 ✕ ✕ ✲✵✳✵✹✸✸ ✕ ✕ ✕
✭✵✳✵✻✹✺✮

σ ✵✳✵✶✺✶ ✵✳✵✶✵✶ ✵✳✵✶✻✺ ✵✳✵✶✷✸ ✵✳✵✶✹✷ ✵✳✵✶✸✶
✭✵✳✵✵✹✺✮ ✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✺✷✮ ✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✵✵✹✶✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ✭✹✳✸✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✾ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡

❊❯❘✴❈❆❉ ❊❯❘✴●❇P ❊❯❘✴❏P❨ ❯❙❉✴❊❯❘ ❯❙❉✴●❇P ❯❙❉✴❏P❨

φ0 ✲✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✺ ✲✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✻ ✲✵✳✵✵✶✺
✭✵✳✵✵✵✽✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✵✽✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮

φ1 ✵✳✸✽✻✽ ✵✳✹✾✷✵ ✵✳✸✻✷✸ ✵✳✹✷✽✹ ✵✳✹✵✷✹ ✵✳✸✸✹✸
✭✵✳✵✼✷✹✮ ✭✵✳✵✼✼✼✮ ✭✵✳✵✼✼✵✮ ✭✵✳✵✼✽✾✮ ✭✵✳✵✻✽✻✮ ✭✵✳✵✻✼✶✮

φ2 ✲✵✳✶✺✼✷ ✲✵✳✸✷✷✹ ✲✵✳✶✹✷✶ ✲✵✳✶✷✵✶ ✲✵✳✷✸✹✾ ✲✵✳✵✾✻✸
✭✵✳✵✺✽✹✮ ✭✵✳✵✾✸✼✮ ✭✵✳✵✾✺✸✮ ✭✵✳✵✽✸✶✮ ✭✵✳✵✽✷✷✮ ✭✵✳✵✼✹✸✮

φ3 ✕ ✵✳✶✻✻✾ ✵✳✷✽✻✽ ✵✳✶✻✸✾ ✵✳✸✺✷✼ ✵✳✵✺✷✻
✭✵✳✶✵✺✽✮ ✭✵✳✵✻✻✻✮ ✭✵✳✶✵✶✼✮ ✭✵✳✵✽✵✺✮ ✭✵✳✵✼✵✼✮

φ4 ✕ ✕ ✲✵✳✷✸✹✺ ✲✵✳✶✺✶✾ ✲✵✳✶✻✷✺ ✲✵✳✶✸✶✾
✭✵✳✵✼✻✷✮ ✭✵✳✵✼✸✶✮ ✭✵✳✵✽✶✻✮ ✭✵✳✵✼✹✵✮

σ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✵✾✹ ✵✳✵✶✹✺ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✶✶✵ ✵✳✵✶✵✺
✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✵✵✸✺✮ ✭✵✳✵✵✷✸✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮ ✭✵✳✵✵✺✷✮ ✭✵✳✵✵✻✷✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ✭✹✳✸✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s
❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✾✼



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✻✷ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✸✸ ✵✳✵✵✻✽ ✵✳✵✵✵✾
✭✵✳✵✵✷✾✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✵✳✵✵✸✾✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮

φi
1

✵✳✶✸✶✸ ✲✵✳✺✵✶✵ ✵✳✵✶✸✷ ✲✵✳✶✼✻✼ ✲✵✳✵✸✸✶ ✲✵✳✹✹✽✾
✭✵✳✵✼✵✸✮ ✭✵✳✵✺✹✺✮ ✭✵✳✵✺✼✻✮ ✭✵✳✵✻✹✽✮ ✭✵✳✵✽✽✺✮ ✭✵✳✵✺✶✸✮

φi
2

✵✳✷✺✸✷ ✲✵✳✵✷✸✾ ✵✳✵✷✷✷✼ ✵✳✵✸✻✽ ✵✳✹✵✾✻ ✵✳✵✹✷✻
✭✵✶✶✻✺✮ ✭✵✳✵✻✻✶✮ ✭✵✳✵✺✼✸✮ ✭✵✳✵✻✸✹✮ ✭✵✳✶✼✷✸✮ ✭✵✳✵✻✹✻✮

φi
3

✕ ✕ ✵✳✷✷✷✸ ✵✳✶✼✸✵ ✵✳✷✷✽✶ ✵✳✶✹✵✻
✭✵✳✵✽✹✹✮ ✭✵✳✶✵✺✶✮ ✭✵✳✵✾✼✶✮ ✭ ✵✳✵✹✾✾✮

c ✲✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✵✼✹ ✲✵✳✵✵✹✵
❬✲✵✳✵✶✸✶ ❀✵✳✵✵✽✻❪ ❬✵✳✵✵✻✵ ❀✵✳✵✶✵✷❪ ❬✲✵✳✵✵✹✼ ❀✲✵✳✵✵✶✺❪

d ✷ ✸ ✷

σi ✵✳✵✶✺✾ ✵✳✵✷✹✶ ✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✶✹✸ ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✶✼✷
✭✵✳✵✵✺✹✮ ✭✵✳✵✵✹✶✮ ✭✵✳✵✵✼✺✮ ✭✵✳✵✵✺✶✮ ✭✵✳✵✵✹✼✮ ✭✵✳✵✵✻✶✮

●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✲✵✳✵✵✸✶ ✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✶✻✵ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✸✺ ✵✳✵✵✵✸
✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✶✵ ✮ ✭✵✳✵✵✸✵✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮

φi
1

✵✳✵✷✹✻ ✲✵✳✸✼✽✹ ✵✳✺✷✺✼ ✲✵✳✶✸✸✶ ✵✳✶✼✺✷ ✵✳✸✽✵✺
✭✵✳✵✼✶✷✮ ✭✵✳✵✺✻✻✮ ✭✵✳✵✼✽✵✮ ✭✵✳✵✺✵✽✮ ✭✵✳✵✻✾✻✮ ✭✵✳✵✺✻✽✮

φi
2

✲✵✳✵✽✼✹ ✲✵✳✵✽✵✽ ✲✵✳✷✻✾✽ ✵✳✶✸✽✽ ✵✳✸✺✶✹ ✵✳✷✺✸✺
✭✵✳✵✻✸✾✮ ✭✵✳✵✻✸✵✮ ✭✵✳✵✽✽✽✮ ✭✵✳✵✼✷✻✮ ✭✵✳✶✶✵✽✮ ✭✵✳✵✻✽✸✮

φi
3

✲✵✳✷✺✵✶ ✵✳✶✻✽✷ ✕ ✕ ✕ ✕
✭✵✳✵✾✸✻✮ ✭✵✳✵✼✼✻✮

c ✲✵✳✵✵✶✹ ✲✵✳✵✵✶✸ ✲✵✳✵✵✹✸
❬✲✵✳✵✵✶✹ ❀✲✵✳✵✵✶✸❪ ❬✲✵✳✵✵✶✹ ❀✲✵✳✵✵✶✸❪ ❬✲✵✳✵✵✹✺ ❀✵✳✵✵✸✹❪

d ✸ ✷ ✷

σi ✵✳✵✶✹✷ ✵✳✵✶✸✺ ✵✳✵✶✻✸ ✵✳✵✶✹✷ ✵✳✵✵✻✾ ✵✳✵✵✺✹
✭✵✳✵✵✺✷✮ ✭✵✳✵✵✸✶✮ ✭✵✳✵✵✶✺✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮ ✭✵✳✵✵✹✶✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ✭✹✳✹✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❛✉❢
♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ c ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ ▲❘ ✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✾✼✮ ❡st ❢♦✉r♥✐ ✭❋✐❣✉r❡ ❉✳✺✮✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✾✽



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✲✵✳✵✶✷✻ ✲✵✳✵✵✵✼ ✲✵✳✵✵✺✷ ✲✵✳✵✵✷✻ ✲✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✽✽
✭✵✳✵✵✹✽✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✶✽✮ ✭✵✳✵✵✼✵✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✷✼✮

φi
1

✵✳✺✹✻✸ ✵✳✶✾✽✶ ✲✵✳✷✹✾✽ ✵✳✷✵✼✶ ✵✳✷✼✼✺ ✵✳✸✻✹✼
✭✵✳✶✷✺✹✮ ✭✵✳✵✼✻✻✮ ✭✵✳✵✾✻✹✮ ✭✵✳✷✵✸✻✮ ✭✵✳✵✼✻✼✮ ✭✵✳✶✷✺✶✮

φi
2

✵✳✶✸✼✺ ✵✳✹✽✾✾ ✲✵✳✶✽✾✸ ✵✳✹✷✼✺ ✵✳✸✺✸✶ ✵✳✵✼✶✽
✭✵✳✶✹✺✼✮ ✭✵✳✵✼✽✻✮ ✭✵✳✵✼✶✷✮ ✭✵✳✶✸✷✸✮ ✭✵✳✵✼✾✽✮ ✭✵✳✶✷✻✾✮

φi
3

✵✳✵✸✽✽ ✵✳✷✷✾✷ ✵✳✵✺✶✸ ✵✳✵✺✽✻ ✵✳✵✼✹✺ ✵✳✸✶✼✼
✭✵✳✶✺✺✼✮ ✭✵✳✵✽✹✷✮ ✭✵✳✵✻✻✽✮ ✭✵✳✶✺✺✵✮ ✭✵✳✵✼✽✸✮ ✭✵✳✶✸✸✻✮

φi
4

✲✵✳✸✵✻✸ ✵✳✵✻✻✻ ✵✳✶✹✽✶ ✲✵✳✷✶✻✺ ✲✵✳✵✵✷✻ ✲✵✳✺✸✶✷
✭✵✳✶✻✵✺✮ ✭✵✳✵✼✽✼✮ ✭✵✳✵✻✾✾✮ ✭✵✳✶✷✾✻✮ ✭✵✳✵✽✾✹✮ ✭✵✳✶✾✺✺✮

φi
5

✲✵✳✹✽✺✾ ✲✵✳✵✻✸✸ ✵✳✶✽✼✺ ✵✳✸✼✾✸ ✕ ✕
✭✵✳✷✺✹✼✮ ✭✵✳✵✼✾✶✮ ✭✵✳✵✻✼✽✮ ✭✵✳✶✹✸✽✮

c ✲✵✳✵✶✷✶ ✵✳✵✶✹✵ ✵✳✵✵✾✺
❬✲✵✳✵✶✷✸ ❀✲✵✳✵✶✷✵❪ ❬✵✳✵✶✷✾ ❀✵✳✵✶✺✼❪ ❬✵✳✵✵✽✾ ❀✵✳✵✶✵✹❪

d ✺ ✶ ✹

σi ✵✳✵✵✻✽ ✵✳✵✵✺✺ ✵✳✵✷✶✵ ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✵✵✽✵ ✵✳✵✵✻✺
✭✵✳✵✵✹✷✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✸✶✮ ✭✵✳✵✵✸✻✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮ ✭✵✳✵✶✺✷✮

●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✶✻ ✲✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✸✷ ✲✵✳✵✶✼✻ ✲✵✳✵✵✷✼ ✵✳✵✷✻✼
✭✵✳✵✶✵✻✮ ✭✵✳✵✵✶✶✮ ✭✵✳✵✵✷✻✮ ✭✵✳✵✵✻✽✮ ✭✵✳✵✵✶✾✮ ✭✵✳✵✶✶✽✮

φi
1

✲✵✳✵✸✼✹ ✵✳✹✹✶✹ ✵✳✵✷✵✼ ✲✵✳✷✷✷✷ ✲✵✳✶✷✵✶ ✵✳✸✵✽✵
✭✵✳✹✺✸✸✮ ✭✵✳✵✼✽✼✮ ✭✵✳✵✼✾✺✮ ✭✵✳✶✶✵✽✮ ✭✵✳✵✻✽✷✮ ✭✵✳✶✾✾✶✮

φi
2

✵✳✺✸✺✶ ✵✳✶✸✽✼ ✲✵✳✵✻✻✽ ✲✵✳✵✻✻✼ ✵✳✵✽✶✶ ✵✳✻✶✶✵
✭✵✳✷✵✻✻✮ ✭✵✳✵✻✻✽✮ ✭✵✳✵✽✼✻✮ ✭✵✳✵✾✽✷✮ ✭✵✳✵✼✷✷✮ ✭✵✳✶✷✾✸✮

φi
3

✲✵✳✺✽✸✵ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✷✵✺✵ ✲✵✳✵✵✵✼ ✵✳✷✽✸✷ ✵✳✶✵✽✼
✭✵✳✷✶✷✺✮ ✭✵✳✵✻✻✸✮ ✭✵✳✵✼✺✻✮ ✭✵✳✶✷✸✶✮ ✭✵✳✵✼✶✵✮ ✭✵✳✶✸✼✻✮

φi
4

✕ ✕ ✲✵✳✶✹✻✹ ✵✳✶✹✹✾ ✲✵✳✶✶✸✷ ✲✵✳✻✾✻✷
✭✵✳✵✼✼✻✮ ✭✵✳✶✷✶✶✮ ✭✵✳✵✾✵✷✮ ✭✵✳✷✽✾✼✮

φi
5

✕ ✕ ✵✳✶✵✽✷ ✵✳✼✵✽✽ ✕ ✕
✭✵✳✶✷✻✾✮ ✭✵✳✶✽✺✽✮

c ✵✳✵✷✸✵ ✵✳✵✶✽✸ ✵✳✵✷✸✵
❬✵✳✵✷✷✼ ❀✵✳✵✷✸✵❪ ❬✵✳✵✶✽✸ ❀✵✳✵✷✼✹❪ ❬✵✳✵✷✷✼ ❀✵✳✵✷✸✵❪

d ✶ ✺ ✹

σi ✵✳✵✶✹✺ ✵✳✵✶✻✷ ✵✳✵✷✻✷ ✵✳✵✷✶✶ ✵✳✵✷✹✸ ✵✳✵✸✷✶
✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✶✻✮ ✭✵✳✵✶✹✷✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮ ✭✵✳✵✵✾✾✮ ✭✵✳✵✶✵✾✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ✭✹✳✹✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❛✉❢
♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ c ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ ▲❘ ✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✾✼✮ ❡st ❢♦✉r♥✐ ✭❋✐❣✉r❡ ❉✳✻✮✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✾✾



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs

❋r❛♥❝❢♦rt ❚♦r♦♥t♦ P❛r✐s

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✲✵✳✵✵✺✽ ✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✵✼ ✲✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✵✵✺
✭✵✳✵✵✸✶✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✷✷✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✹✵✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮

φi
1

✵✳✷✻✺✻ ✵✳✵✹✷✽ ✵✳✶✸✹✵ ✵✳✵✶✷✻ ✲✵✳✸✾✸✺ ✵✳✵✶✼✼
✭✵✳✵✼✻✸✮ ✭✵✳✵✺✺✵✮ ✭✵✳✵✽✵✹✮ ✭✵✳✵✺✹✶✮ ✭✵✳✶✺✶✶✮ ✭✵✳✵✻✻✷✮

φi
2

✲✵✳✸✹✵✺ ✲✵✳✵✹✸✻ ✲✵✳✵✾✷✷ ✵✳✵✹✸✼ ✕ ✕
✭✵✳✶✸✶✾✮ ✭✵✳✵✼✵✽✮ ✭✵✳✵✽✵✶✮ ✭✵✳✵✺✹✹✮

φi
3

✕ ✕ ✲✵✳✻✺✷✻ ✲✵✳✵✾✻✾ ✕ ✕
✭✵✳✶✹✷✾✮ ✭✵✳✵✼✷✵✮

c ✵✳✵✵✾✻ ✲✵✳✵✵✻✹ ✲✵✳✵✶✷✷
❬✵✳✵✵✼✺ ❀✵✳✵✶✵✾❪ ❬✲✵✳✵✵✾✷ ❀✲✵✳✵✵✺✺❪ ❬✲✵✳✵✶✹✸ ❀✲✵✳✵✵✾✽❪

d ✷ ✸ ✶

σi ✵✳✵✶✺✵ ✵✳✶✺✹✸ ✵✳✵✵✾✾ ✵✳✵✶✷✹ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✷✵✶
✭✵✳✵✶✾✻✮ ✭✵✳✵✵✷✵✮ ✭✵✳✵✶✷✹✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✶✸✺✮

▲♦♥❞r❡s ❚♦❦②♦ ◆❡✇ ❨♦r❦

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✲✵✳✵✵✺✻ ✵✳✵✵✶✶ ✲✵✳✵✵✻✹ ✵✳✵✵✶✶ ✲✵✳✵✵✹✶ ✲✵✳✵✵✵✸
✭✵✳✵✵✸✵✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮ ✭✵✳✵✵✶✶✮ ✭✵✳✵✵✶✽✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮

φi
1

✵✳✵✹✽✶ ✵✳✶✵✾✸ ✲✵✳✶✸✹✼ ✵✳✶✹✻✺ ✲✵✳✵✹✹✹ ✲✵✳✶✵✷✶
✭✵✳✵✼✺✶✮ ✭✵✳✵✺✻✻✮ ✭✵✳✵✻✻✸✮ ✭✵✳✵✻✶✺✮ ✭✵✳✵✻✺✽✮ ✭✵✳✵✻✶✷✮

φi
2

✵✳✶✹✸✽ ✲✵✳✶✹✼✷ ✲✵✳✶✸✼✼ ✵✳✵✸✸✶ ✲✵✳✵✼✻✽ ✵✳✶✵✻✼
✭✵✳✵✼✽✾✮ ✭✵✳✵✺✺✸✮ ✭✵✳✵✻✵✻✮ ✭✵✳✵✻✻✹✮ ✭✵✳✵✼✷✷✮ ✭✵✳✵✺✼✹✮

φi
3

✲✵✳✵✾✾✾ ✲✵✳✵✵✸✼ ✵✳✵✹✸✻ ✵✳✵✻✾✽ ✲✵✳✸✽✵✺ ✵✳✵✸✾✾
✭✵✳✵✽✵✸✮ ✭✵✳✵✺✹✾✮ ✭✵✳✵✻✸✷✮ ✭✵✳✵✻✸✻✮ ✭✵✳✶✵✷✻✮ ✭✵✳✵✽✸✶✮

φi
4

✲✵✳✷✸✶✸ ✲✵✳✶✹✹✺ ✲✵✳✹✷✽✶ ✲✵✳✷✵✸✽ ✲✵✳✶✷✽✾ ✵✳✶✸✺✸
✭✵✳✶✺✼✶✮ ✭✵✳✵✻✾✼✮ ✭✵✳✵✾✺✸✮ ✭✵✳✵✾✷✾✮ ✭✵✳✵✼✽✻✮ ✭✵✳✵✺✺✺✮

c ✲✵✳✵✵✾✺ ✲✵✳✵✵✹✵ ✲✵✳✵✵✸✷
❬✲✵✳✵✶✵✺ ❀✲✵✳✵✵✹✶❪ ❬✲✵✳✵✶✹✵ ❀✵✳✵✵✶✽❪ ❬✲✵✳✵✵✾✶ ❀✵✳✵✵✵✵❪

d ✹ ✹ ✸

σi ✵✳✵✶✷✷ ✵✳✵✶✹✷ ✵✳✵✶✸✽ ✵✳✵✷✹✶ ✵✳✵✶✷✾ ✵✳✵✷✸✹
✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✵✳✵✵✶✽✮ ✭✵✳✵✵✹✶✮ ✭✵✳✵✶✷✹✮ ✭✵✳✵✶✸✷✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ✭✹✳✹✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❛✉❢
♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ c ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ ▲❘ ✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✾✼✮ ❡st ❢♦✉r♥✐ ✭❋✐❣✉r❡ ❉✳✼✮✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✶✵✵



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❊❚❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡

❊❯❘✴❈❆❉ ❊❯❘✴●❇P ❊❯❘✴❏P❨

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✲✵✳✵✶✷✻ ✲✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✵✸✹ ✲✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✶✶ ✲✵✳✵✵✷✼
✭✵✳✵✵✸✾✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✸✷✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✷✵✮ ✭✵✳✵✵✷✷✮

φi
1

✲✵✳✸✾✻✻ ✵✳✻✹✼✸ ✵✳✸✷✺✽ ✵✳✺✷✺✶ ✵✳✹✵✷✻ ✵✳✸✸✼✵
✭✵✳✷✷✵✵✮ ✭✵✳✵✾✽✶✮ ✭✵✳✶✾✻✼✮ ✭✵✳✵✽✵✼✮ ✭✵✳✶✵✽✽✮ ✭✵✳✶✻✽✶✮

φi
2

✲✵✳✸✼✻✾ ✲✵✳✶✾✸✾ ✕ ✕ ✕ ✕
✭✵✳✶✼✺✵✮ ✭✵✳✵✼✸✼✮

φi
3

✲✵✳✵✼✾✻ ✵✳✵✽✶✷ ✕ ✕ ✕ ✕
✭✵✳✶✺✽✶✮ ✭✵✳✵✼✺✾✮

φi
4

✲✵✳✶✻✵✷ ✲✵✳✵✹✻✸ ✕ ✕ ✕ ✕
✭✵✳✶✶✽✾✮ ✭✵✳✵✽✷✶✮

φi
5

✲✵✳✶✵✷✵ ✲✵✳✵✹✶✷ ✕ ✕ ✕ ✕
✭✵✳✶✹✷✺✮ ✭✵✳✵✼✶✼✮

c ✲✵✳✵✵✻✺ ✲✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✶✶✷
❬✲✵✳✵✵✾✾ ❀✲✵✳✵✵✸✼❪ ❬✲✵✳✵✶✷✶ ❀✲✵✳✵✵✽✼❪ ❬✵✳✵✵✼✹ ❀✵✳✵✶✷✶❪

d ✶ ✶ ✶

σi ✵✳✵✶✶✺ ✵✳✵✷✷✸ ✵✳✵✵✾✼ ✵✳✵✵✾✵ ✵✳✵✶✺✷ ✵✳✵✶✽✸
✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✶✽✺✮ ✭✵✳✵✵✶✺✮ ✭✵✳✵✵✶✻✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮ ✭✵✳✵✶✻✷✮

❯❙❉✴❊❯❘ ❯❙❉✴●❇P ❯❙❉✴❏P❨

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✷✺ ✲✵✳✵✵✷✾ ✲✵✳✵✵✻✷ ✵✳✵✵✵✽ ✲✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✵✾
✭✵✳✵✵✶✻✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮ ✭✵✳✵✵✷✼✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮ ✭✵✳✵✵✷✸✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮

φi
1

✵✳✺✷✻✸ ✵✳✺✻✹✶ ✲✵✳✷✻✵✺ ✵✳✸✷✹✷ ✵✳✶✸✽✶ ✵✳✺✵✼✹
✭✵✳✶✸✶✶✮ ✭✵✳✶✸✵✵✮ ✭✵✳✷✶✸✺✮ ✭✵✳✵✾✻✹✮ ✭✵✳✵✾✹✾✮ ✭✵✳✵✽✺✶✮

φi
2

✕ ✕ ✕ ✕ ✵✳✵✹✽✽ ✲✵✳✸✽✶✵
✭✵✳✶✺✾✺✮ ✭✵✳✶✸✸✵✮

c ✵✳✵✵✽✺ ✵✳✵✵✷✺ ✲✵✳✵✵✹✵
❬✵✳✵✵✽✺ ❀✵✳✵✵✾✼❪ ❬✵✳✵✵✵✵ ❀✵✳✵✶✸✹❪ ❬✲✵✳✵✵✾✻ ❀✵✳✵✵✶✻❪

d ✶ ✶ ✷

σi ✵✳✵✶✷✵ ✵✳✵✶✸✻ ✵✳✵✶✶✻ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✶✵✹ ✵✳✵✶✶✶
✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✵✵✷✷✮ ✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✶✺✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ✭✹✳✹✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❛✉❢
♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ c ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ ▲❘ ✭❍❛♥s❡♥✱ ✶✾✾✼✮ ❡st ❢♦✉r♥✐ ✭❋✐❣✉r❡ ❉✳✽✮✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✶✵✶



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✷✽ ✲✵✳✵✺✷✵ ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✵✵✸
✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✶✽✮

φi
1

✲✵✳✸✹✵✸ ✲✵✳✹✷✶✹ ✲✵✳✵✼✶✺ ✲✵✳✵✺✸✹ ✲✵✳✹✽✸✸ ✲✵✳✷✷✾✺
✭✵✳✵✹✹✹✮ ✭✵✳✵✽✻✷✮ ✭✵✳✵✼✶✻✮ ✭✵✳✵✻✾✽✮ ✭✵✳✵✺✷✺✮ ✭✵✳✵✾✶✷✮

φi
2

✲✵✳✶✵✽✷ ✵✳✸✺✶✼ ✵✳✶✾✷✽ ✵✳✵✺✼✾ ✲✵✳✶✺✻✸ ✵✳✷✺✽✵
✭✵✳✵✸✾✽✮ ✭✵✳✹✽✷✵✮ ✭✵✳✵✼✶✸✮ ✭✵✳✵✻✸✸✮ ✭✵✳✵✺✻✺✮ ✭✵✳✵✾✶✺✮

φi
3

✕ ✕ ✵✳✸✶✽✶ ✵✳✷✹✸✻ ✵✳✵✶✼✼✼ ✵✳✸✷✾✹
✭✵✳✵✼✺✹✮ ✭✵✳✵✼✵✽✮ ✭✵✳✵✺✷✺✮ ✭✵✳✵✾✷✼✮

pii ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✹✻✵✵ ✵✳✾✼✵✵ ✵✳✾✽✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✽✵✵
✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✷✵✵✵✮ ✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✵✸✵✵✮

σi ✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✶✺✾ ✵✳✵✶✸✸ ✵✳✵✵✽✶ ✵✳✵✶✵✸ ✵✳✵✶✼✻
✭✵✳✵✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✻✽✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✶✶✮

●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✵✾ ✲✵✳✵✵✷✷ ✲✵✳✵✶✺✸ ✵✳✵✵✶✶ ✲✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✶✶
✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✺✾✮ ✭✵✳✵✶✸✾✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✺✷✮ ✭✵✳✵✵✵✸✮

φi
1

✲✵✳✵✽✾✽ ✲✵✳✷✼✻✽ ✵✳✷✷✻✹ ✲✵✳✷✹✽✺ ✵✳✹✺✸✼ ✵✳✶✵✽✺
✭✵✳✵✺✽✻✮ ✭✵✳✶✼✼✻✮ ✭✵✳✷✶✺✶✮ ✭✵✳✵✹✼✽✮ ✭✵✳✶✷✽✺✮ ✭✵✳✵✺✵✾✮

φi
2

✕ ✕ ✵✳✵✵✻✺ ✵✳✶✾✷✼ ✲✵✳✵✽✹✹ ✵✳✷✺✹✻
✭✵✳✶✽✷✺✮ ✭✵✳✵✹✻✵✮ ✭✵✳✶✷✶✻✮ ✭✵✳✵✹✻✽✮

φi
3

✕ ✕ ✲✵✳✷✷✸✽ ✵✳✸✷✹✺ ✵✳✶✼✽✾ ✵✳✶✻✽✼
✭✵✳✷✷✺✽✮ ✭✵✳✵✹✹✸✮ ✭✵✳✶✹✻✽✮ ✭✵✳✵✹✼✼✮

φi
4

✕ ✕ ✲✵✳✵✾✶✹ ✵✳✶✺✻✶ ✕ ✕
✭✵✳✷✺✵✹✮ ✭✵✳✵✹✽✶✮

pii ✵✳✾✼✵✵ ✵✳✻✸✵✵ ✵✳✾✹✵✵ ✶✳✵✵✵✵ ✵✳✼✼✵✵ ✵✳✾✻✵✵
✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✸✵✵✵✮ ✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✹✵✵✮

σi ✵✳✵✵✾✺ ✵✳✵✸✺✺ ✵✳✵✺✶✶ ✵✳✵✶✷✵ ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✵✹✽
✭✵✳✵✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✸✶✮ ✭✵✳✵✵✽✽✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✵✷✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✭✹✳✺✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✶✵✷



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✺ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡

❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✲✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✺✽ ✵✳✵✶✸✺ ✲✵✳✵✵✹✶ ✲✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✷✺
✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✵✽✮ ✭✵✳✵✵✸✹✮

φi
1

✵✳✸✺✶✸ ✵✳✹✾✷✽ ✶✳✵✵✽✷ ✲✵✳✶✸✷✸ ✵✳✽✵✹✽ ✵✳✷✺✽✺
✭✵✳✵✻✾✷✮ ✭✵✳✵✶✸✶✮ ✭✵✳✵✷✽✼✮ ✭✵✳✵✺✼✼✮ ✭✵✳✵✼✸✵✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮

φi
2

✵✳✺✵✹✶ ✲✵✳✵✶✽✸ ✵✳✵✶✽✷ ✲✵✳✵✼✽✾ ✕ ✕
✭✵✳✵✻✺✼✮ ✭✵✳✵✶✼✾✮ ✭✵✳✵✷✷✷✮ ✭✵✳✵✻✸✶✮

pii ✵✳✽✼✵✵ ✵✳✹✾✵✵ ✵✳✷✹✵✵ ✵✳✾✸✵✵ ✵✳✻✷✵✵ ✵✳✺✻✵✵
✭✵✳✶✵✵✵✮ ✭✵✳✶✷✵✵✮ ✭✵✳✶✺✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✵✼✵✵✮ ✭✵✳✵✽✵✵✮

σi ✵✳✵✵✼✸ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✷✷ ✵✳✵✷✶✶ ✵✳✵✵✽✽ ✵✳✵✵✹✽
✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✵✶✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✹✸✮

●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✸✼✺ ✲✵✳✵✵✷✼ ✵✳✵✶✷✸ ✲✵✳✵✵✸✷ ✵✳✵✸✷✵ ✲✵✳✵✵✻✵
✭✵✳✵✵✻✵✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮ ✭✵✳✵✵✸✶✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✷✽✮ ✭✵✳✵✵✶✹✮

φi
1

✲✵✳✶✸✸✷ ✵✳✵✾✷✻ ✲✵✳✶✼✶✷ ✲✵✳✶✵✹✸ ✲✵✳✵✻✵✺ ✲✵✳✷✺✾✺
✭✵✳✶✻✺✻✮ ✭✵✳✵✻✽✶✮ ✭✵✳✵✾✻✵✮ ✭✵✳✵✾✻✽✮ ✭✵✳✶✺✷✺✮ ✭✵✳✵✻✻✾✮

pii ✵✳✽✻✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✽✵✵ ✵✳✾✽✵✵ ✵✳✾✸✵✵ ✵✳✾✾✵✵
✭✵✳✷✺✵✵✮ ✭✵✳✵✼✵✵✮ ✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮

σi ✵✳✵✶✶✼ ✵✳✵✶✸✹ ✵✳✵✸✵✵ ✵✳✵✷✷✻ ✵✳✵✷✽✸ ✵✳✵✷✶✼
✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✵✵✶✽✮ ✭✵✳✵✵✷✷✮ ✭✵✳✵✵✶✻✮ ✭✵✳✵✵✸✹✮ ✭✵✳✵✵✶✶✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✭✹✳✺✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✶✵✸



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✻ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ ■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs

❋r❛♥❝❢♦rt ❚♦r♦♥t♦ P❛r✐s

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✵✾ ✲✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✵✵✼ ✲✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✵✷✷
✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✶✶✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✷✵✮

φi
1

✵✳✵✹✸✼ ✵✳✶✸✸✽ ✵✳✵✸✺✾ ✵✳✵✺✵✵ ✵✳✶✵✵✷ ✵✳✵✷✵✾
✭✵✳✵✺✼✵✮ ✭✵✳✵✽✻✼✮ ✭✵✳✵✺✻✽✮ ✭✵✳✵✼✽✷✮ ✭✵✳✵✺✺✽✮ ✭✵✳✵✽✹✷✮

pii ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✽✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✽✵✵
✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✵✶✵✵✮ ✭✵✳✵✶✵✵✮ ✭✵✳✵✸✵✵✮ ✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✵✷✵✵✮

σi ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✵✷✹✵ ✵✳✵✵✼✶ ✵✳✵✶✹✶ ✵✳✵✶✶✸ ✵✳✵✷✹✺
✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✶✺✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮ ✭✵✳✵✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✶✷✮

▲♦♥❞r❡s ❚♦❦②♦ ◆❡✇ ❨♦r❦

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✵✼ ✲✵✳✵✵✶✷ ✲✵✳✵✶✶✹ ✲✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✶✷ ✲✵✳✵✵✶✵
✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✶✻✮ ✭✵✳✵✷✹✺✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✶✸✮

φi
1

✵✳✵✷✵✷ ✵✳✶✶✶✾ ✵✳✵✷✷✸ ✲✵✳✵✶✽✹ ✲✵✳✵✺✾✻ ✲✵✳✶✶✷✶
✭✵✳✵✺✻✵✮ ✭✵✳✵✽✽✺✮ ✭✵✳✺✸✻✵✮ ✭✵✳✵✹✻✶✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✵✼✵✷✮

pii ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✼✵✵ ✵✳✽✵✵✵ ✶✳✵✵✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✽✵✵
✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✵✷✵✵✮ ✭✵✳✺✹✵✵✮ ✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✹✵✵✮ ✭✵✳✵✸✵✵✮

σi ✵✳✵✵✾✵ ✵✳✵✶✽✹ ✵✳✵✺✸✷ ✵✳✵✶✷✺ ✵✳✵✵✼✽ ✵✳✵✶✽✶
✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✶✵✮ ✭✵✳✵✶✽✼✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✵✸✮ ✭✵✳✵✵✵✽✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✭✹✳✺✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✹✳✹✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

❆ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❛♣rès ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡

❛✉① ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ ♣ré✈✐✲

s✐♦♥ h ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ sér✐❡ ǫ̂t|t−h = yt − ŷt|t−h ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥✱ ✉♥❡ sér✐❡ It ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ✉♥❡ sér✐❡ zt ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲

♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ✭♦✉ ♣✳✐✳t✮ ❡t ✉♥❡ sér✐❡ z∗t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮

✭t = 1, 2, · · · , 100✮ q✉✐ s❡r✈✐r♦♥t à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✳ ◆♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ 5% ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

✶✵✹



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✼ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼❙✲❆❘ ✲ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡

❊❯❘✴❈❆❉ ❊❯❘✴●❇P ❊❯❘✴❏P❨

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✲✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✸✷ ✵✳✵✵✵✽ ✲✵✳✵✵✼✶ ✲✵✳✵✶✵✼ ✲✵✳✵✵✵✺
✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✹✶✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✵✵✵✵✮ ✭✵✳✵✵✻✶✮ ✭✵✳✵✵✵✾✮

φi
1

✵✳✸✻✵✵ ✵✳✷✹✹✻ ✵✳✺✸✶✹ ✲✵✳✸✻✽✶ ✵✳✶✾✵✺ ✵✳✷✽✸✾
✭✵✳✵✻✺✼✮ ✭✵✳✶✽✻✵✮ ✭✵✳✵✻✷✹✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮ ✭✵✳✷✵✽✺✮ ✭✵✳✵✻✷✽✮

φi
2

✕ ✕ ✲✵✳✸✵✵✽ ✵✳✵✹✵✼ ✕ ✕
✭✵✳✵✻✹✵✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮

φi
3

✕ ✕ ✵✳✷✺✻✹ ✲✵✳✾✵✾✷ ✕ ✕
✭✵✳✵✻✵✶✮ ✭✵✳✵✵✶✼✮

pii ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✽✾✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✺✶✵✵ ✵✳✾✹✵✵ ✵✳✾✾✵✵
✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✵✽✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✸✵✵✵✮ ✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮

σi ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✷✵✷ ✵✳✵✵✽✻ ✵✳✵✵✷✹✺ ✵✳✵✷✾✹ ✵✳✵✶✷✻
✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✷✺✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✸✻✮ ✭✵✳✵✵✹✵✮ ✭✵✳✵✵✵✻✮

❯❙❉✴❊❯❘ ❯❙❉✴●❇P ❯❙❉✴❏P❨

❘1 ❘2 ❘1 ❘2 ❘1 ❘2

φi
0

✵✳✵✵✷✻ ✲✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✺✵ ✲✵✳✵✵✷✵ ✲✵✳✵✵✵✾
✭✵✳✵✵✸✺✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✷✹✮ ✭✵✳✵✵✷✵✮ ✭✵✳✵✵✵✼✮

φi
1

✵✳✸✺✼✼ ✵✳✸✽✸✹ ✵✳✸✸✾✺ ✵✳✶✽✸✾ ✵✳✷✾✸✾ ✵✳✸✶✷✾
✭✵✳✶✺✽✶✮ ✭✵✳✵✻✺✷✮ ✭✵✳✻✺✽✮ ✭✵✳✶✸✼✻✮ ✭✵✳✶✷✾✼✮ ✭✵✳✵✼✺✹✮

pii ✵✳✾✻✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✾✵✵ ✵✳✾✼✵✵ ✵✳✾✻✵✵ ✵✳✾✾✵✵
✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮ ✭✵✳✵✺✵✵✮ ✭✵✳✵✽✵✵✮ ✭✵✳✵✻✵✵✮

σi ✵✳✵✶✾✾ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✵✵✽✻ ✵✳✵✷✵✻ ✵✳✵✶✹✸ ✵✳✵✵✾✶
✭✵✳✵✵✷✶✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮ ✭✵✳✵✵✵✹✮ ✭✵✳✵✵✷✷✮ ✭✵✳✵✵✶✹✮ ✭✵✳✵✵✵✺✮

◆♦t❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✭✹✳✺✮ à ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ✭❘1 ❡t ❘2✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❝❛rt✲t②♣❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳

✶✵✺



❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✿ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s m = 100 ♣ré✈✐s✐♦♥s

♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s à ❧✬❤♦r✐③♦♥ h ✐ss✉❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ sér✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❝♦♥s✐❞érés ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❡st DM∗
1 ❞✬❍❛r✈❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ s✉✐✈❛♥t ✿

DM∗
1 ≈ DM1

√

m+ 1− 2h

m
+

h(h− 1)

m2

d→
m→∞

N(0, 1) ✭✹✳✶✵✮

❛✈❡❝ DM1 ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❉✐❡❜♦❧❞ ❛♥❞ ▼❛r✐❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

DM1 =
d̄

√

V̂as(d̄)
✭✹✳✶✶✮

♦ù d̄ = (1/m)
∑m

t=1 dt ❡t ♦ù dt = g(ǫ̂it|t−h)−g(ǫ̂jt|t−h) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣❡rt❡s ❡♥tr❡

❧❡ ♠♦❞è❧❡ i ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ j ✭♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ g(x) = x2✮

❛✈❡❝ V̂as(d̄) ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❡rt❡s d̄ ✳

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡

t❡st ❛ ❝♦♥❝❧✉ à ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉r q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❝❧❛ssés ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ ✭▼❙❋❊✮✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❡rt❡s ✭✐✳❡✳

▼❙❋❊ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✿ ▲❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐✲

s✐♦♥ ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❡t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡ sér✐❡ It ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✭It = 1 ❡♥ ❝❛s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❡t It = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✮✳ ❈❡tt❡ sér✐❡ ❞❡ ✈✐♦✲

❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✳

◆♦✉s t❡st♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❡st LRcc

✭✶✳✻✶✮ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❞✉ t❡st DQcc ✭✶✳✶✵✽✮ ❞✬❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮ ❡t

❛✉ss✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❡st Jcc(2) ✭✷✳✶✺✮ ✭♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝ é❣❛❧❡ à ✶✵✮✳ ◆♦✉s

❝❧❛ss❡r♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❞é❧✐✈rés

✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s été r❡❥❡té❡ ♣❛r

❧❡s t❡sts✮✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✿ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s sér✐❡s s✉r

❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡

❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱

♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✶✵✻



❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s zt ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮ s♦♥t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡s

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

zt =
1

m

t
∑

n=1

I(y(n) < yt) , ∀t = 1, 2, · · · ,m ✭✹✳✶✷✮

❛✈❡❝ I(·) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ q✉✐ ✈❛✉t ✶ s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✈r❛✐ ❡t ✵ s✐♥♦♥ ❡t y(n) , n =

1, 2, · · · ,m ❡st ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❛✉① ré❛❧✐s❛t✐♦♥s yt , t = 1, 2, · · · ,m✳ ▲❛

❞❡✉①✐è♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿

z∗t = Φ−1(zt) , ∀t = 1, 2, · · · ,m ✭✹✳✶✸✮

❛✈❡❝ Φ−1(·) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡✳ ❙✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ z∗t ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❡st

♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ ✭♥✳✐✳❞✭✵✱✶✮✮✳ ◆♦✉s t❡st♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦✲

t❤ès❡ s✉r ❧❛ sér✐❡ z∗t , t = 1, 2, · · · ,m à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❡st ▲❘ ✭✶✳✶✸✺✮ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❡t

❞❡ ♥♦tr❡ t❡st Jnorm ✭✸✳✶✵✮ ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❛ ♣❛s

été r❡❥❡té❡ ♣❛r ❝❡s t❡sts✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❝❡❧✉✐ ❛②❛♥t ré❛❧✐sé ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡✳

✹✳✺ ❘és✉❧t❛ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ♣❛r ❞❡♥s✐tés✱ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❛❥✉sté❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s sér✐❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✿ ▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶✽ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭♠❛r❝❤❡

❛❧é❛t♦✐r❡ ❘❲ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❆❘✮ ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘✮✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡

✓ ❊❣❛❧✐té ✔ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡ t❡st ❞❡ ❍❛r✈❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ❛ ❝♦♥❝❧✉ à

❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ▲❛

❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ✔ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ s♦♥t ❞❡

q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ■♥❢ér✐❡✉r❡ ✔ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ s♦♥t ❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❡♥ ❧✐❣♥❡✳

❆ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

✕ ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❘❲ ✈s ❆❘✮ ❡st ❛❝❝❡♣té❡

✶✵✹ ❢♦✐s s✉r ✶✷✵✱ s♦✐t ✽✻✳✻✼% ❞❡s ❝❛s✳

✕ ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❙❊❚❆❘ ✈s ▼❙✲❆❘✮ ❡st

✶✵✼



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s

❊❣❛❧✐té ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ■♥❢ér✐❡✉r❡

P✳ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘

❘❲ ✷✻ ✶✾ ✷✽ ✸ ✶✵ ✷ ✶ ✶ ✵

❆❘ ✕ ✷✸ ✷✺ ✕ ✹ ✸ ✕ ✸ ✷

❙❊❚❆❘ ✕ ✕ ✷✼ ✕ ✕ ✷ ✕ ✕ ✶

❚✳ ❝❤ô♠❛❣❡ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘

❘❲ ✷✼ ✷✷ ✷✸ ✵ ✻ ✹ ✸ ✷ ✸

❆❘ ✕ ✶✻ ✶✼ ✕ ✽ ✸ ✕ ✻ ✶✵

❙❊❚❆❘ ✕ ✕ ✷✻ ✕ ✕ ✹ ✕ ✕ ✵

■✳ ❜♦✉rs✐❡rs ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘

❘❲ ✷✾ ✷✷ ✶✺ ✵ ✼ ✶✸ ✶ ✶ ✷

❆❘ ✕ ✷✵ ✶✾ ✕ ✾ ✾ ✕ ✶ ✷

❙❊❚❆❘ ✕ ✕ ✶✾ ✕ ✕ ✺ ✕ ✕ ✻

❚✳ ❝❤❛♥❣❡ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘

❘❲ ✷✷ ✷✸ ✶✾ ✻ ✺ ✼ ✷ ✷ ✹

❆❘ ✕ ✷✹ ✷✷ ✕ ✸ ✻ ✕ ✸ ✷

❙❊❚❆❘ ✕ ✕ ✷✻ ✕ ✕ ✵ ✕ ✕ ✹

❚♦t❛❧ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘

❘❲ ✶✵✹ ✽✻ ✽✺ ✾ ✷✽ ✷✻ ✼ ✻ ✾

❆❘ ✕ ✽✸ ✽✸ ✕ ✷✹ ✷✶ ✕ ✶✸ ✶✻

❙❊❚❆❘ ✕ ✕ ✶✶✽ ✕ ✕ ✶✶ ✕ ✕ ✶✶

◆♦t❡ ✿ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ❊❣❛❧✐té ✔ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡ t❡st ❞❡ ❍❛r✈❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ❛ ❝♦♥❝❧✉ à
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ✔
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ s♦♥t ❞❡ q✉❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ■♥❢ér✐❡✉r❡ ✔ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ s♦♥t ❞❡ q✉❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

❛❝❝❡♣té❡ ✶✶✽ ❢♦✐s s✉r ✶✷✵✱ s♦✐t ✾✽✳✸✸% ❞❡s ❝❛s✳

✕ ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❘❲ ❡t ❆❘✮ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦✲

❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘✮ ❡st ❛❝❝❡♣té❡ ❞❛♥s ❞❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❛❧❧❛♥t

❞❡ ✻✾✳✶✼% à ✼✶✳✻✼% ❞❡s ❝❛s✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st r❡❥❡té❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ✿

✕ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ✾ ❢♦✐s

s✉r ✶✻✱ s♦✐t ✺✻✳✷✺% ❞❡s ❝❛s ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳

✶✵✽



✕ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘

✶✶ ❢♦✐s s✉r ✷✷✱ s♦✐t ✺✵% ❞❡s ❝❛s ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳

✕ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❘❲ ❡t ❆❘✮✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛

♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ s♦♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘✮

❞❛♥s ❧❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡s ❝❛s ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ▲❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ✷✽ ❢♦✐s s✉r ✸✹✱ s♦✐t ✉♥

♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ✽✷✳✸✺%✳

✕ ▲❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✷✻ ❢♦✐s s✉r ✸✺✱ s♦✐t ✉♥

♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ✼✹✳✷✾%✳

✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘ ✷✹ ❢♦✐s s✉r ✸✼✱ s♦✐t ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡

❞❡ ✻✹✳✽✻%✳

✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ✷✶ ❢♦✐s s✉r ✸✼✱ s♦✐t ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡

❞❡ ✺✻✳✼✻%✳

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞♦♥❝ q✉✬❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡

❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s q✉❛❧✐tés ♣ré✲

❞✐❝t✐✈❡s très ♣r♦❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧é❣❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♣❧✉s ♣❛r✲

t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✿ ▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s

♦ù ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐ss✉s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❘❲ ✭♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮✱ ❆❘✱ ❙❊❚❆❘ ❡t

▼❙✲❆❘ ♦♥t été ✈❛❧✐❞és ♣❛r ❧❡ t❡st ▲❘cc ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❧❡ t❡st ❉◗cc ❞✬❊♥❣❧❡

❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ♥♦tr❡ t❡st ❏cc✭✷✮ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r❡ q✉✬❛✉ t♦t❛❧ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t

♥❡tt❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥❝❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉rs ❤♦♠♦✲

❧♦❣✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs✱ ♥♦tr❡ t❡st

❏cc✭✷✮ ❡t ❧❡ t❡st ❉◗cc ❞✬❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮ ❝❧❛ss❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡rs✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞♦♥❝ q✉✬❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✿ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✵✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù

❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❘❲ ✭♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮✱ ❆❘✱ ❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲

❆❘ ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ♥♦tr❡ t❡st ❏norm✭✶✮

❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

✶✵✾



❚❛❜❧❡ ✹✳✶✾ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

Pr♦❞✳ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❘❲ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘

▲❘cc ✶✽ ✶✼ ✷✽ ✷✶

❉◗cc ✷✵ ✷✹ ✷✾ ✷✶

❏cc✭✷✮ ✷✹ ✷✹ ✷✸ ✷✸

❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡

▲❘cc ✷✶ ✷✸ ✶✾ ✷✹

❉◗cc ✷✶ ✶✼ ✷✶ ✶✾

❏cc✭✷✮ ✶✽ ✶✾ ✷✷ ✷✶

■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs

▲❘cc ✷✵ ✶✾ ✷✺ ✷✼

❉◗cc ✷✶ ✷✷ ✷✶ ✶✽

❏cc✭✷✮ ✷✷ ✶✽ ✷✺ ✷✾

❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡

▲❘cc ✷✵ ✷✷ ✷✻ ✷✻

❉◗cc ✶✾ ✶✼ ✷✵ ✷✸

❏cc✭✷✮ ✷✹ ✷✷ ✶✾ ✷✹

❚♦t❛❧

▲❘cc ✼✾ ✽✶ ✾✽ ✾✽

❉◗cc ✽✶ ✽✵ ✾✶ ✽✶

❏cc✭✷✮ ✽✽ ✽✸ ✽✾ ✾✼

◆♦t❡ ✿ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐ss✉s
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❘❲ ✭♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮✱ ❆❘✱ ❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘ ♦♥t été ✈❛❧✐❞és ♣❛r ❧❡ t❡st
▲❘cc ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❧❡ t❡st ❉◗cc ❞✬❊♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✭✷✵✵✹✮ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣❛r ♥♦tr❡ t❡st ❏cc✭✷✮ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

❆ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘ ❡st ❝❧❛ssé ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❡t

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❘❲ ❡t ❙❊❚❆❘ ♦❝❝✉♣❡♥t ❞❡s ♣❧❛❝❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s

s❡❧♦♥ ❧❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡st ▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘

t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦tr❡ t❡st ❏norm✭✶✮ ❡st ♣❧✉tôt ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s

❝❛s✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr♦❜♦r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥ ❡t ❝♦♥❢♦rt❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣tés à ❧❛

♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳

✶✶✵



❚❛❜❧❡ ✹✳✷✵ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

Pr♦❞✳ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❘❲ ❆❘ ❙❊❚❆❘ ▼❙✲❆❘

▲❘ ✷✸ ✷✶ ✷✷ ✷✽

❏norm✭✶✮ ✷✵ ✶✼ ✶✽ ✷✾

❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡

▲❘ ✶✽ ✶✽ ✷✵ ✷✸

❏norm✭✶✮ ✷✵ ✶✾ ✶✾ ✷✸

■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs

▲❘ ✶✼ ✷✸ ✷✵ ✷✷

❏norm✭✶✮ ✶✽ ✶✼ ✷✵ ✷✽

❚❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡

▲❘ ✷✹ ✶✼ ✷✸ ✷✷

❏norm✭✶✮ ✷✹ ✶✽ ✶✽ ✶✾

❚♦t❛❧

▲❘ ✽✷ ✼✾ ✽✺ ✾✺

❏norm✭✶✮ ✽✷ ✼✶ ✼✺ ✾✾

◆♦t❡ ✿ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✐ss✉❡s
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❘❲ ✭♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮✱ ❆❘✱ ❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘ ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❡
t❡st ▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ♥♦tr❡ t❡st ❏norm✭✶✮ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ét✉❞✐é ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ✭❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘✮ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ é❝♦✲

♥♦♠✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❆❘ ❡t ❞✬✉♥❡

♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❘❲✳ ▲✬ét✉❞❡ s✬❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s

ré❡❧❧❡s ✭■♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡✱ ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❡t t❛✉① ❞❡

❝❤❛♥❣❡✮ ❞❡ s✐① ♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊ ✭❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❏❛♣♦♥ ❡t

❊t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡✮✳ ❆♣rès ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t

♣❛r ❞❡♥s✐tés à ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à ✺ s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡t ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é

❡t ❝♦♠♣❛ré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♥♦s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

✶✶✶



▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s q✉❛❧✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧é❣❡r

❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱

❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛rr✐✈❡♥t ♥❡t✲

t❡♠❡♥t ❡♥ têt❡ ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés à ♣ré✈♦✐r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐

❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳

✶✶✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧❛ ♣ré✈✐✲

s✐♦♥ ét❛✐t ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ❧❡s ♣❧✉s r❡♥❝♦♥trés

❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❡t

❝❧❛ssé❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♠❡s ❡t s❡❧♦♥ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❡♠♣✐r✐q✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐

♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été r❡✈✉❡s✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t

❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♦♥t ❞✉ s❡♥s ❡t s♦♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t✱ ✉♥✐♠♦❞❛❧❡s✮✱ ❝❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ ▲❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣rés❡♥tés✳ ❆ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥

s✬❡st ❛♣❡rç✉ q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s✱ ❧❡✉r

❛♣♣♦rt ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ st❛♥❞❛r❞ ♥❡ ❢❛✐t

♣❛s ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❝❛r s✐ ❧✬♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ s✐♠♣❧❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡s

♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❛ss❡③ s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡s

❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s♦rt❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ✭✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡s ❡t ✉♥✐♠♦❞❛❧❡s✮

❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛✉ ❞é❝✐❞❡✉r é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ♣❛r ❞❡♥s✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss❡③ ♥♦♠❜r❡✉①

❡t s♦✉✛r❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡

s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é✱

❛❧♦rs ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞♦✐t êtr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❇✐♥♦♠✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝ ❛❞❛♣té ❧❡ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✶✷✮ ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❝❡tt❡

✶✶✸



❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛♥s❢♦r♠é ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡

❞❡ s♦♠♠❡s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r H ❜❧♦❝s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡

❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✱ ❞❡ t❡❧❧❡s s♦♠♠❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❇✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N,α)✱ α ét❛♥t ❧❡

t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐ts

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✵✳✾✺✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s t❡sts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡

❝❡✉① ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡rs❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts

❥♦✉r♥❛❧✐❡rs ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❙P ✺✵✵ ❡t ◆✐❦❦❡✐ ✷✷✺ ❛ ❝♦♥✜r♠é ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ♥♦s t❡sts✳

P✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✲

♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲❡s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡s

r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣✳✐✳t ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ■♥t❡❣r❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠✮ q✉✐ r❡♠♦♥t❡ à ❘♦s❡♥❜❧❛tt

✭✶✾✺✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t

s♣é❝✐✜é s✐ ❧❡s ♣✳✐✳t ❛ss♦❝✐és s♦♥t ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✐s❝rèt❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[0, 1] ✭❉✐❡❜♦❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st

❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❛②❛♥t s❡r✈✐ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é✱ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s

tr❛♥s❢♦r♠é❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ✭❇❡r❦♦✇✐t③✱ ✷✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝ ❛❞❛♣té ❧❡ ❝❛❞r❡ ●▼▼ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇♦♥t❡♠♣s ❛♥❞ ▼❡❞❞❛❤✐ ✭✷✵✶✷✮ ❛✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❝❡s

❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s

❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s à ♣❛rt✐r

❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞❡✉① ❧♦✐s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ét❛♥t ❞✬❡s♣é✲

r❛♥❝❡s ♥✉❧❧❡s ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té s♦♥t✱

❡♥ ❡✛❡t✱ ♣r❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥t s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t ❧❡s

❏✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❉❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦♥t

♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés à ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t s♦♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡

❞❡ ❧✬❡✉r♦ ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡✈✐s❡s ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s t❡sts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

♥❡tt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ t❡st ▲❘ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s

à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ✭❙❊❚❆❘ ❡t ▼❙✲❆❘✮ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t

♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❆❘ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛✲

t♦✐r❡ ❘❲✳ ▲✬ét✉❞❡ s✬❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s ré❡❧❧❡s ✭■♥❞✐❝❡s

✶✶✹



❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ t❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡✱ ✐♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ❡t t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✮ ❞❡ s✐①

♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊ ✭❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✱ ❏❛♣♦♥ ❡t ❊t❛ts✲❯♥✐s

❞✬❆♠ér✐q✉❡✮✳ ❆♣rès ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ♣❛r ❞❡♥✲

s✐tés à ❞❡s ❤♦r✐③♦♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à ✺ s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡t ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❡t

❝♦♠♣❛ré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♥♦s t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s

✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s q✉❛❧✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧é❣❡r

❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱

❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛rr✐✈❡♥t ♥❡t✲

t❡♠❡♥t ❡♥ têt❡ ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés à ♣ré✈♦✐r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐

❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t

❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r♠❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s

♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ♣❛r ❞❡♥s✐té ♥♦✉s ❛ ♠♦♥tré à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥ ✈❛r✐❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ♣r♦♣r✐été ❞✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐té é✈✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡s ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛✉① ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s t❡sts ❢❛❝✐❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡t ré❞✉✐t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s

❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♠♣✐r✐q✉❡✱ ❝❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

r❡❧❛t✐✈❡s à ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛②s ❡t à ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s

❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❡✛❡ts ✓ ♣❛②s ✔ ❡t ❧❡s ❡✛❡ts ✓ ✈❛r✐❛❜❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ✔

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥

é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

✶✶✺



✶✶✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❆❜r❛❤❛♠✱ ❇✳ ❛♥❞ ▲❡❞♦❧t❡r✱ ❏✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❲✐❧❡②

s❡r✐❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱

❲✐❧❡②✳

❆❦❛✐❦❡✱ ❍✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❆ ♥❡✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✾✱ ✼✶✻✕✼✷✸✳

❆♥❞r❡✇s✱ ❉✳ ❲✳ ❑✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦✈❛✲

r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✾ ✭✸✮✱ ✽✶✼✕✺✽✳

❇❛✐✱ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❡st✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✺ ✭✸✮✱ ✺✸✶✕✺✹✾✳

❇❛✐❧❧✐❡✱ ❘✳ ❚✳ ❛♥❞ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✱ ❚✳ ✭✶✾✾✷✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✺✷✱ ✾✶✕✶✶✸✳

❇❛♦✱ ❨✳ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ❚✳✲❤✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ t❡st ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

t♦ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❙♦❝✐❡t②✱ ✶ ✭✾✵✾✮✱ ✶✕✹✹✳

❇❡r❦♦✇✐t③✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✾ ✭✹✮✱ ✹✻✺✕✹✼✹✳

✖✱ ❈❤r✐st♦❢❢❡rs❡♥✱ P✳ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤ ❞❡s❦✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺✼ ✭✶✷✮✱ ✷✷✶✸✕✷✷✷✼✳

❇♦❡r♦✱ ●✳ ❛♥❞ ▼❛rr♦❝✉✱ ❊✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡

♠♦❞❡❧s ✿ ❆ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✶ ✭✼✮✱ ✺✶✸✕✺✹✷✳

❇♦♥t❡♠♣s✱ ❈✳ ❛♥❞▼❡❞❞❛❤✐✱ ◆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❡st✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐t② ✿ ❆ ❣♠♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✷✹ ✭✶✮✱ ✶✹✾✕✶✽✻✳

✶✶✼



✖ ❛♥❞ ✖ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✿ ❆ ❣♠♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷✼ ✭✻✮✱ ✾✼✽✕✶✵✶✷✳

❇♦✇❡r♠❛♥✱ ❇✳ ❛♥❞ ❖✬❈♦♥♥❡❧❧✱ ❘✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ✿ ❯♥✐✜❡❞ ❈♦♥❝❡♣ts

❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉✉①❜✉r② Pr❡ss✳

❇♦①✱ ●✳ ❊✳ P✳ ❛♥❞ ❏❡♥❦✐♥s✱ ●✳ ▼✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s ❀ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥❞

❈♦♥tr♦❧✳ ❍♦❧❞❡♥✲❉❛② ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱✳

❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ❏✳ ❨✳✱ ▲♦✱ ❆✳ ❲✳✱ ▼❛❝❑✐♥❧❛②✱ ❆✳ ❈✳ ❛♥❞ ▲♦✱ ❆✳ ❨✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦✲

♠❡tr✐❝s ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛r❦❡ts✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ❙✳ ❉✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❇❛❝❦t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❇❛❝❦t❡st✐♥❣ Pr♦❝❡❞✉r❡s✳ ❋✐♥❛♥❝❡

❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❙❡r✐❡s ✷✵✵✺✲✷✶✱ ❇♦❛r❞ ♦❢ ●♦✈❡r♥♦rs ♦❢ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡

❙②st❡♠ ✭❯✳❙✳✮✳

❈❛♥❞❡❧♦♥✱ ❇✳✱ ❈♦❧❧❡t❛③✱ ●✳✱❍✉r❧✐♥✱ ❈✳ ❛♥❞ ❚♦❦♣❛✈✐✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❇❛❝❦t❡st✐♥❣ ✈❛❧✉❡✲

❛t✲r✐s❦ ✿ ❆ ❣♠♠ ❞✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡st✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✾ ✭✷✮✱ ✸✶✹✕

✸✹✸✳

❈❤❛♥✱ ❑✳ ❙✳ ❛♥❞ ❚♦♥❣✱ ❍✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❖♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞s ✐♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✼ ✭✸✮✱ ✶✼✾✕✶✾✵✳

❈❤❛♣♣❡❧❧✱ ❉✳✱ P❛❞♠♦r❡✱ ❏✳✱ ▼✐str②✱ P✳ ❛♥❞ ❊❧❧✐s✱ ❈✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠♦❞❡❧

❢♦r t❤❡ ❢r❡♥❝❤ ❢r❛♥❝✴❞❡✉ts❝❤♠❛r❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✶✺✱ ✶✺✺✕✶✻✹✳

❈❤❛t❢✐❡❧❞✱ ❈✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r❡❝❛sts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ❊❝♦♥♦✲

♠✐❝s ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✶✱ ✶✷✶✕✶✸✺✳

❈❤r✐st♦❢❢❡rs❡♥✱ P✳ ❋✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r❡❝❛sts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✸✾ ✭✹✮✱ ✽✹✶✕✽✻✷✳

✖ ❛♥❞ ❉✐❡❜♦❧❞✱ ❋✳ ❳✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❍♦✇ r❡❧❡✈❛♥t ✐s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ r✐s❦

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❄ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✷ ✭✶✮✱ ✶✷✕✷✷✳

✖ ❛♥❞ P❡❧❧❡t✐❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❇❛❝❦t❡st✐♥❣ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ✿ ❆ ❞✉r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✷ ✭✶✮✱ ✽✹✕✶✵✽✳

❈❧❡♠❡♥ts✱ ▼✳ P✳✱ ❋r❛♥s❡s✱ P✳ ❍✳ ❛♥❞ ❙✇❛♥s♦♥✱ ◆✳ ❘✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱

✷✵ ✭✷✮✱ ✶✻✾✕✶✽✸✳

✶✶✽



✖ ❛♥❞ ❑r♦❧③✐❣✱ ❍✳✲▼✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦♦✈✲

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✉s ❣♥♣✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✱

❈✹✼✕❈✼✺✳

✖ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ❏✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦✲

❞❡❧s ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✶✾✱

✷✺✺✕✷✼✻✳
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❑✐♠✱ ❈✳✲❏✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❯♥♦❜s❡r✈❡❞✲❝♦♠♣♦♥❡♥t t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣

❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ✿ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥

✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✫ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✶ ✭✸✮✱ ✸✹✶✕✹✾✳

❑rä❣❡r✱ ❍✳ ❛♥❞ ❑✉❣❧❡r✱ P✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛r❦❡ts ✿ ❆

❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼♦♥❡② ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✶✷ ✭✷✮✱ ✶✾✺✕✷✵✽✳

❑✉❧❧❜❛❝❦✱ ❙✳ ❛♥❞ ▲❡✐❜❧❡r✱ ❘✳ ❆✳ ✭✶✾✺✶✮✳ ❖♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s

♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✷ ✭✶✮✱ ✼✾✕✽✻✳

❑✉♣✐❡❝✱ P✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✸✱ ✼✸✕✽✹✳

▲❥✉♥❣✱ ●✳ ▼✳ ❛♥❞ ❇♦①✱ ●✳ ❊✳ P✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❖♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❧❛❝❦ ♦❢ ✜t ✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s

♠♦❞❡❧s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✻✺ ✭✷✮✱ ✷✾✼✕✸✵✸✳

▲♦♣❡③✱ ❏✳ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡✲❛t✲r✐s❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘✐s❦✱ ✶✱

✸✼✕✻✹✳

▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐✱ ❙✳ ❛♥❞ ❊♥❣❧❡✱ ❘✳ ❋✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❱❛❧✉❡ ❛t ❘✐s❦ ▼♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐♥❛♥❝❡✳ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✵✼✺✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❡♥tr❛❧ ❇❛♥❦✳

▼❛r❝❡❧❧✐♥♦✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ❊▼❯ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❱❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❊P❘ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

P❛♣❡rs ✸✺✷✾✱ ❈✳❊✳P✳❘✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡rs✳

▼❝◆❡❡s✱ ❙✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❋♦r❡❝❛st ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✿ ❈❛♥ ✐t ❜❡ ▼❡❛s✉r❡❞ ❄ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❛♣❡r✱ ❋❡✲

❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

▼❡❡s❡✱ ❘✳ ❆✳ ❛♥❞ ❘♦❣♦❢❢✱ ❑✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥t✐❡s ✿

❉♦ t❤❡② ✜t ♦✉t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✹ ✭✶✲✷✮✱ ✸✕✷✹✳

◆❛❦❛❣❛✇❛✱ ❚✳ ❛♥❞ ❖s❛❦✐✱ ❙✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✇❡✐❜✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝✲

t✐♦♥s ♦♥ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ✷✹✱ ✸✵✵✕✸✵✶✳

✶✷✶



◆❡✇❡②✱ ❲✳ ❑✳ ❛♥❞ ❲❡st✱ ❑✳ ❉✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡✱ ❤❡t❡r♦s✲

❦❡❞❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✺ ✭✸✮✱

✼✵✸✕✵✽✳

P❛tt♦♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♣✉❧❛ ❚❤❡♦r② ✐♥ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❯♥✐✈❡r✲

s✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✳

P❡❡❧✱ ❉✳ ❛♥❞ ❙♣❡✐❣❤t✱ ❆✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❚❡st✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r✲✇❛r ❡①✲

❝❤❛♥❣❡ r❛t❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭❲❡❧t✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤❡s ❆r❝❤✐✈✮✱ ✶✸✵ ✭✷✮✱ ✸✾✶✕

✹✶✼✳

P❡♠❜❡rt♦♥✱ ❏✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❊①❛❝t ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠✉❧t✐✲st❡♣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛✉t♦✲

r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✽ ✭✹✮✱ ✹✹✸✕✹✹✽✳

❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ▼✳ ✭✶✾✺✷✮✳ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✷✸ ✭✸✮✱ ✹✼✵✕✹✼✷✳

❙♠✐t❤✱ ❆✳✱ ◆❛✐❦✱ P✳ ❆✳ ❛♥❞ ❚s❛✐✱ ❈✳✲▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼❛r❦♦✈✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

✉s✐♥❣ ❦✉❧❧❜❛❝❦✲❧❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✸✹ ✭✷✮✱ ✺✺✸✕✺✼✼✳

❙t♦❝❦✱ ❏✳ ❛♥❞ ❲❛ts♦♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❯♥✐✈❛✲

r✐❛t❡ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✱ ✐♥ ❊♥❣❧❡✱ ❘✳❋✳✱ ❲❤✐t❡✱ ❍✳

✭❊❞s✳✮✱ ❈♦✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❈❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❆ ❋❡sts❝❤r✐❢t ✐♥ ❍♦♥♦✉r ♦❢ ❈❧✐✈❡ ❲✳❏✳

●r❛♥❣❡r✱ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✱ ♣♣✳ ✶✕✹✹✳

❚❛②✱ ❆✳ ❙✳ ❛♥❞ ❲❛❧❧✐s✱ ❑✳ ❋✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❉❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡✲

❝❛st✐♥❣✱ ✶✾ ✭✹✮✱ ✷✸✺✕✷✺✹✳

❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥

❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✽✾ ✭✹✷✺✮✱ ✷✵✽✕

✷✶✽✳

❚❡räs✈✐rt❛✱ ❚✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤ ❙♠♦♦t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❘❡✲

❣r❡ss✐♦♥s✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r s❡r✐❡s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡✱ ❙t♦❝❦❤♦❧♠ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦✲

♠✐❝s✳

❚❥φst❤❡✐♠✱ ❉✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❙♦♠❡ ❞♦✉❜❧② st♦❝❤❛st✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡

❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✼ ✭✶✮✱ ✺✶✕✼✷✳

❚♦♥❣✱ ❍✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❖♥ ❛ ❚r❡s❤♦❧❞ ▼♦❞❡❧✳ ❈✳ ❍✳ ❈❤❡♥ ✭❡❞✳✮✱ P❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧

Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❙✐❥❤♦✛ ✫ ◆♦♦r❞❤♦✛✱ ❆♠st❡r❞❛♠✳
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✖ ✭✶✾✾✸✮✳ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛r ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ✿ ❆ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✭❖①❢♦r❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❙❝✐❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ✻✮✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭❯❑✮✳

✖ ❛♥❞ ▲✐♠✱ ❑✳ ❙✳ ✭✶✾✽✵✮✳ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✹✷ ✭✸✮✱ ✷✹✺✕✷✾✷✳

✈❛♥ ❉✐❥❦✱ ❉✳✱ ❋r❛♥s❡s✱ P✳ ❍✳✱ ❈❧❡♠❡♥ts✱ ▼✳ P✳ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❖♥ s❡t❛r

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✷✷ ✭✺✮✱ ✸✺✾✕✸✼✺✳

❲❛❧❞✱ ❆✳ ❛♥❞ ❲♦❧❢♦✇✐t③✱ ❏✳ ✭✶✾✹✵✮✳ ❖♥ ❛ t❡st ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡

s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✶ ✭✷✮✱ ✶✹✼✕✶✻✷✳

❲❛❧❧✐s✱ ❑✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❈❤✐✲sq✉❛r❡❞ t❡sts ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❢♦r❡❝❛sts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❦ ♦❢

❡♥❣❧❛♥❞✬s ❢❛♥ ❝❤❛rts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✶✾ ✭✷✮✱ ✶✻✺✕✶✼✺✳

❲♦❧❞✱ ❍✳ ✭✶✾✺✹✮✳ ❆ ❙t✉❞② ✐♥ t❤❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s✳ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✱ ❙✇❡✲

❞❡♥ ✿ ❆❧♠q✉✐st ❛♥❞ ❲✐❦s❡❧❧✱ ✷♥❞ ❡❞♥✳

❲♦♥❣✱ ❈✳ ❙✳ ❛♥❞ ▲✐✱ ❲✳ ❑✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛❦❛✐❦❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❢♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✾ ✭✶✮✱ ✶✶✸✕✶✷✹✳

❨❛t❡s✱ ❋✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❚❡sts ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❢♦r 2×2 ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❆ ✭●❡♥❡r❛❧✮✱ ✶✹✼ ✭✸✮✱ ✹✷✻✕✹✻✸✳

✶✷✸



✶✷✹



❆♥♥❡①❡s

✶✷✺



✶✷✻



❆♥♥❡①❡ ❆

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s φj = (φj
0, φ

j
1, · · · , φ

j
p)′ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❡t Zt =

(1, yt−1, yt−2, · · · , yt−p)
′ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡

❧❡s t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ǫjt s♦♥t ❤♦♠♦s❝é❞❛st✐q✉❡s✱ ✐✳❡✳ σj = σ ✭❛✈❡❝ j ∈ {1, 2}✮✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡s

❞és✐❣♥❡r♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ǫt✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡s ré❣✐♠❡s

♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❛✉t♦✲ré❣r❡ss✐❢✱ ✐✳❡✳ p = p1 = p2✳

❆✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❚❆❘ ❡t ❙❊❚❆❘

❊❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚❆❘(2; p, p) s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✿

yt = φ
′

1ZtI(xt ≤ c) + φ
′

2ZtI(xt > c) + ǫt , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✶✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ c ❡st ✜①é✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é✱

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳ ▲✬❡①✲

♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

φ̂(c) =

(

T
∑

t=1

Zt(c)Zt(c)
′
)−1( T

∑

t=1

Zt(c)yt

)

, ∀c ∈ C ✭❆✳✷✮

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s ǫ̂t(c) = yt − φ̂(c)′Zt(c) ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r ✿

σ̂2
ǫ̂ (c) =

1

T

T
∑

t=1

ǫ̂t(c)
2 , ∀c ∈ C ✭❆✳✸✮

✶✷✼



❊♥✜♥✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❞✉ s❡✉✐❧ c ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡

✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ s❡✉✐❧s ✶ ❝❤♦✐s✐s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♠❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❞❡ ❢❛ç♦♥

❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✿

ĉ = arg min
c∈C

σ̂2
ǫ̂ (c) ✭❆✳✺✮

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ φ ❡t σ2
ǫ̂ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t c ♣❛r s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ĉ ❞❛♥s ❧❡✉rs

❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ✭❆✳✷✮ ❡t ✭❆✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡s

♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s

séq✉❡♥t✐❡❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ c✱ ❡t ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s ✷✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❚❆❘(2; p, p)✱ ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r❡t❛r❞ d

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ yt−d✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ c ❀

✐❧ s✉✣t ❞❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D = {1, 2, · · · , dmax} ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣❧❛✉s✐❜❧❡s ❞❡ d✱ ❡t ❞❡

♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (c, d) ✿

(ĉ, d̂) = arg min
c,d

σ̂2
ǫ̂ (c, d) , ∀c ∈ C , ∀d ∈ D ✭❆✳✻✮

❆✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❚❆❘

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❚❆❘(2; p, p) s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✿

yt = φ
′

1Zt[1−G(qt; γ, c)] + φ
′

2Zt[G(qt; γ, c)] + ǫt , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✼✮

♦ùG(·) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t γ s♦♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✳ ◆♦t♦♥s θ ≡ (φ
′

1, φ
′

2, γ, c)
′

❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ❡t F (·) ❧❡ s❦❡❧❡t♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿

F (Zt; θ) ≡ φ
′

1Zt[1−G(qt; γ, c)] + φ
′

2Zt[G(qt; γ, c)] , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✽✮

✶✳ ❈❤❛q✉❡ ré❣✐♠❡ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♣ré❞é✜♥✐❡ δ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ✿

C =
{

c|x([δT ]) ≤ c ≤ x([(1−δ)T ])

}

✭❆✳✹✮

❛✈❡❝ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xT s♦♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ xt ❡t [.] ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✳

✷✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à s❡✉✐❧✱ ❝♦♥s✉❧t❡r ❚♦♥❣ ✭✶✾✾✸✮ ❡t ❍❛♥s❡♥ ✭✷✵✵✵✮✳

✶✷✽



▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❆✳✼✮ s♦♥t ❡st✐♠és ✸ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

θ̂ = arg min
θ

T
∑

t=1

[yt − F (Zt; θ)]
2 ✭❆✳✾✮

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θ s✬♦❜t✐❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲

s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐✱ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r ❡t é✈✐t❡r ❧❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡

✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ γ ❡t ❞✉ s❡✉✐❧ c✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❚❆❘ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r

♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❡t c ✿

φ̂(γ, c) =

(

T
∑

t=1

Zt(γ, c)Zt(γ, c)
′
)−1( T

∑

t=1

Zt(γ, c)yt

)

, ∀γ ∈ Γ , ∀c ∈ C ✭❆✳✶✵✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❚❆❘ ❡t ❙❊❚❆❘✱ s✉r t♦✉t❡ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱ s❡✉❧

❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (γ, c) ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s s❡r❛ ♠❛✐♥t❡♥✉✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ r❡t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❆✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❙✲❆❘

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥

▼❙✲❆❘(2; p, p) ✿

yt = φj
0 + φj

1yt−1 + φj
2yt−2 + · · ·+ φj

pyt−p + ǫt ✭❆✳✶✶✮

pij = P(St = j|St−1 = i) , ∀t = 1, 2, · · · , T , j ∈ {1, 2} ✭❆✳✶✷✮

◆♦t♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r θ ≡
[

φ1′, φ2′, p11, p22, σ2
ǫ̂

]′
❛✈❡❝ φj ≡ (φj

0, φ
j
1, · · · , φ

j
p)

❡t j ∈ {1, 2}✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s N(0, σ2
ǫ )✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥✲

s✐té ❞❡ yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ St = j , j ∈ {1, 2}✱ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1 ❡t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θ s✬é❝r✐t ✿

f(yt|St = j,Ωt−1; θ) =
1

σǫ
√
2π

exp

{

−
(yt − φ

′

jZt)
2

2σ2
ǫ

}

, ∀t = 1, 2, · · · , T , j ∈ {1, 2}

✭❆✳✶✸✮

▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❣✐♠❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥♦❜s❡r✲

✈❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ St ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧♦❣✲

✸✳ P♦✉r ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❚❆❘✱ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❚❡räs✈✐rt❛ ✭✶✾✾✹✱
✶✾✾✻✮✳

✶✷✾



✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ yt✱ ♥♦té❡ lt(θ) ≡ log f(yt|Ωt−1, St = j; θ)✱

s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt−1

❡t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✿

f(yt|Ωt−1; θ) =

2
∑

j=1

f(yt|St = j,Ωt−1; θ).P(St = j|Ωt−1; θ) , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✶✹✮

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ r❡q✉✐❡rt ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ P(St = j|Ωt−1; θ)✱

✐✳❡✳ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é

❧❡✉rs ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s θ✳ ❈❡❝✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à tr♦✐s s♦rt❡s ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡

❡♥ t✱ à s❛✈♦✐r ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣ré✈✉❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧✐ssé❡✳

❆✳✸✳✶ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣ré✈✉❡

❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ St = j ✭❛✈❡❝ j ∈ {1, 2}✮ s❡ ré❛❧✐s❡ ét❛♥t

❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦té Ωt−1✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡

❝❡❧❧❡ ❡♥ t✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ p̂t|t−1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

❧✬ét❛t q✉✐ s❡ ré❛❧✐s❡r❛ ❡♥ t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡

▼❛r❦♦✈✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

p̂t|t−1 ≡







P(St = 1|Ωt−1; θ)

P(St = 2|Ωt−1; θ)






= P.pt−1 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✶✺✮

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ P ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✶✳✶✶✮ ❡t

pt−1 =

{

(1, 0)′ si St−1 = 1

(0, 1)′ si St−1 = 2
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✶✻✮

❈♦♠♠❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡st ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pt−1 ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t s❡r❛

r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré❡✳

❆✳✸✳✷ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré❡

❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ St = j ✭❛✈❡❝ j ∈ {1, 2}✮ s❡ ré❛❧✐s❡ ét❛♥t

❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s Ωt ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❝❡❧❧❡ ❡♥ t✱ ❡❧❧❡ ❡st

♥♦té❡ p̂t|t✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣ré✈✉❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré❡ ♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✐tér❛♥t

❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ p̂1|0 ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s

✶✸✵



♣❛r❛♠ètr❡s ✹ θ ✿

p̂t|t =
p̂t|t−1 ⊙

∫

t

e′
(

p̂t|t−1 ⊙
∫

t

) , t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✶✼✮

p̂t+1|t = P.p̂t|t , t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✶✽✮

❛✈❡❝ ⊙ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t✲♣❛r✲é❧é♠❡♥t✱
∫

t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞❡♥s✐tés

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❆✳✶✸✮ ❡t e ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✶✳

❆✳✸✳✸ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧✐ssé❡

❈✬❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ St = j ✭❛✈❡❝ j ∈ {1, 2}✮ s❡ ré❛❧✐s❡ ét❛♥t

❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦té ΩT ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t T ✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ p̂t|T ✳ ▲❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧✐ssé❡ ❡♥ t ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ p̂t|t ❡t p̂t+1|t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

p̂t|T = p̂t|t ⊙
[

P
′ (

p̂t+1|T ÷ p̂t+1|t
)

]

, t = 1, 2, · · · , T ✭❆✳✶✾✮

❛✈❡❝ ÷ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ é❧é♠❡♥t✲♣❛r✲é❧é♠❡♥t✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❑✐♠

✭✶✾✾✸✮ s✬❡①é❝✉t❡ à r❡❜♦✉rs ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ p̂T |T ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❆✳✶✼✮ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

✭❆✳✶✾✮ ♣♦✉r t = T − 1, T − 2, ..., 1✳

❘❡t♦✉r♥♦♥s à ♣rés❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✳ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✾✵✮

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

p̂ij =

∑T
t=2 P(St = j, St−1 = i|ΩT ; θ̂))
∑T

t=2 P(St−1 = i|ΩT ; θ̂))
, i, j ∈ {1, 2} ✭❆✳✷✵✮

❛✈❡❝ θ̂ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ θ✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

T
∑

t=1

(yt − φ̂
′

jZt)ZtP(St = j|ΩT ; θ̂) = 0 , j ∈ {1, 2} ✭❆✳✷✶✮

❡t

σ̂2
ǫ̂ =

1

T

T
∑

t=1

2
∑

j=1

(yt − φ̂
′

jZt)
2
P(St = j|ΩT ; θ̂) ✭❆✳✷✷✮

✹✳ P♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✾✾✹✮✳

✶✸✶



◆♦t♦♥s q✉❡ ✭❆✳✷✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ φ̂
′

j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣♦♥✲

❞érés ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ yt s✉r Zt ♦ù ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❛

r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧✐ssé❡s ❞✉ ré❣✐♠❡ j✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

φ̂j =

(

T
∑

t=1

Zt(j)Zt(j)
′

)−1( T
∑

t=1

Zt(j)yt(j)

)

, j ∈ {1, 2} ✭❆✳✷✸✮

❛✈❡❝

yt(j) = yt

√

P(St = j|ΩT ; θ̂) , t = 1, 2, · · · , T , j ∈ {1, 2} ✭❆✳✷✹✮

Zt(j) = Zt

√

P(St = j|ΩT ; θ̂) , t = 1, 2, · · · , T , j ∈ {1, 2} ✭❆✳✷✺✮

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s σ̂2
σ̂ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✭❆✳✷✷✮ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡s rés✐❞✉s ✐ss✉s ❞❡s ❞❡✉① ré❣r❡ss✐♦♥s ♣♦♥❞éré❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ǫt s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ét❛♥t ❞é❥à ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❋r❛♥s❡s ❛♥❞ ❉✐❥❦ ✭✷✵✵✷✮ ♥♦t❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡s✲

t✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡

❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

✶✸✷



❆♥♥❡①❡ ❇

❇✳✶ ❏✲st❛t✐st✐q✉❡s

❙♦✐t K(N,α) =
(

K
(N,α)
1 ,K

(N,α)
2 , · · · ,K(N,α)

m

)

❧❡ m✲✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦♥♦r✲

♠❛✉① ❞❡ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❧♦✐ ❇✐♥♦♠✐❛❧❡ B(N,α)✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ ❏✲st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Jcc(m) =

(

1√
H

H
∑

h=1

K(N,α)(yh)

)′

Σ−1

(

1√
H

H
∑

h=1

K(N,α)(yh)

)

✭❇✳✶✮

♦ù Σ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞✉ m✲✈❡❝t❡✉r K(N,α)✳

❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Jcc(m) =
1

H

m
∑

j=1

(

H
∑

h=1

K
(N,α)
j (yh)

)2

✭❇✳✷✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❏✲st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱

♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ K(N,α)
1 ✱ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

Juc(m) = Jcc(1) =
1

H

(

H
∑

h=1

K
(N,α)
1 (yh)

)2

✭❇✳✸✮

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❏✲st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à

❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

s✉❝❝ès ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜①é❡ ❛✉ t❛✉① α ✿

Jind(m) =
1

H

m
∑

j=1

(

H
∑

h=1

K
(N,β)
j (yh)

)2

, ∀β ∈ [0, 1] ✭❇✳✹✮

✶✸✸



❇✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❉✉❢♦✉r ✭✷✵✵✻✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st T ❝♦♥t✐♥✉❡✱ s❡

❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✶✳ ●é♥ér❡r N ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st Ti , i = 1, 2, · · · , N ✳

▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ♥♦té❡ T0✳

✷✳ ❖r❞♦♥♥❡r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st Ti , i = 0, 1, · · · , N ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t

❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ p̂N (T0) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

p̂N (T0) =
NĜN (T0) + 1

N + 1
✭❇✳✺✮

❛✈❡❝

ĜN (T0) =
1

N

N
∑

i=1

I(Ti > T0) ✭❇✳✻✮

❡t I(·) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ✈❛❧❛♥t ✶ s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✈r❛✐ ❡t ✵ s✐♥♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❞✐s❝rèt❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r

❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♠✉❧é❡s Ti , i = 1, 2, · · · , N é❣❛❧❡s à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬♦r✐❣✐♥❡ T0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥

❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs Ti , i = 0, 1, · · · , N ❞❡s ♣♦✐❞s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts Ui , i = 0, 1, · · · , N
t✐rés ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t

ĜN (T0) ❞❛♥s ✭❇✳✺✮ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G̃N (T0) = 1− 1

N

N
∑

i=1

I(Ti ≤ T0) +
1

N

N
∑

i=1

I(Ti = T0)I(Ui ≥ U0) ✭❇✳✼✮

❛✈❡❝ I(·) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ✈❛❧❛♥t ✶ s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✈r❛✐ ❡t ✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳

❖♥ r❡❥❡tt❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ s✐ ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ p̂N (T0) ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té ♥♦♠✐♥❛❧✳

✶✸✹



❆♥♥❡①❡ ❈

❈✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✶✾✺✷✮

❙♦✐t yt ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ft(yt|Ωt−1) ❡t

pt(yt|Ωt−1) ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

yt✱ ❛✈❡❝ Ωt−1 = {yt−1, yt−2, · · · }✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt

✭✶✾✺✷✮ zt ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ yt ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ pt(yt|·) ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

zt =

∫ yt

−∞
pt(u|·)du

= Pt(yt|·)
, ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❈✳✶✮

❙♦✐t qt(zt) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ zt✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

∂P−1
t (zt|·)/∂zt ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ yt✳ ❈♦♠♠❡ pt(yt|·) = ∂Pt(yt|·)/∂yt

❡t yt = P−1
t (zt|·)✱ ❛❧♦rs ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ zt ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✉♥✐té [0, 1] ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té

❡st ✿

qt(zt) =

∣

∣

∣

∣

∂P−1
t (zt|·)
∂zt

∣

∣

∣

∣

ft(P
−1
t (zt|·)|·) =

ft(P
−1
t (zt|·)|·)

pt(P
−1
t (zt|·)|·)

✭❈✳✷✮

◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ pt(yt|·) = ft(yt|·)✱ ❛❧♦rs qt(zt) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡

U[0,1]✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ {zt}Tt=1 q✉❛♥❞ pt(yt|·) = ft(yt|·) , ∀t =
1, 2, · · · , T ✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡ {yt}Tt=1 ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f (yT , yT−1, · · · , y1) = fT (yT |ΩT )fT−1(yT−1|ΩT−1) · · · f1(y1|Ω1) ✭❈✳✸✮

✶✳ ❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ft(yt|Ωt−1) ❡t pt(yt|Ωt−1) s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦té❡s
ft(yt|·) ❡t pt(yt|·)✳

✶✸✺



▲❛ ❞❡♥s✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡ {zt}Tt=1 s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

q(z1, z2, · · · , zT ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂y1
∂z1

· · · ∂y1
∂zT

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

∂yT
∂z1

· · · ∂yT
∂zT

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fT (P
−1
T (zT |·)|·)fT−1(P

−1
T−1(zT−1|·)|·) · · · f1(P−1

1 (z1|·)|·)

✭❈✳✹✮

=
∂y1
∂z1

∂y2
∂z2

· · · ∂yT
∂zT

fT (P
−1
T (zT |·)|·)fT−1(P

−1
T−1(zT−1|·)|·) · · · f1(P−1

1 (z1|·)|·) ✭❈✳✺✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ♦♥ ❛ ✿

q(z1, z2, · · · , zT ) =
fT (P

−1
T (zT |·)|·)

pT (P
−1
T (zT |·)|·)

·
fT−1(P

−1
T−1(zT−1|·)|·)

pT−1(P
−1
T−1(zT−1|·)|·)

· · · f1(P
−1
1 (z1|·)|·)

p1(P
−1
1 (z1|·)|·)

✭❈✳✻✮

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧✬é❣❛❧✐té pt(yt|·) = ft(yt|·) ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s

r❛t✐♦s ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té

❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (z1, z2, · · · , zT )′✳

❈✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮

❈♦♠♠❡ zt ❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U [0, 1] ✭❈❢✳ ❆♥♥❡①❡ ❈✳✶✮✱ ❛❧♦rs s❛

❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ✿

qt(zt) = 1 , ∀t = 1, 2, · · · , T ✭❈✳✼✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❇❡r❦♦✇✐t③ ✭✷✵✵✶✮ z∗t = Φ−1(zt) ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿
∣

∣

∣

∣

∂Φ(z∗t )
∂z∗t

∣

∣

∣

∣

=
∂

∂z∗t

(

∫ z∗t

−∞
φ(u)du

)

= φ(z∗t ) ✭❈✳✽✮

♦ù Φ(·) ❡t φ(·) ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐

♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ N(0, 1)✳

✶✸✻



❆♥♥❡①❡ ❉

✶✸✼



❉✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s sér✐❡s

✭❛✮ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ✭❜✮ ❈❛♥❛❞❛

✭❝✮ ❋r❛♥❝❡ ✭❞✮ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡

✭❡✮ ❏❛♣♦♥ ✭❢✮ ➱t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶ ✕ ■♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡

✶✸✽



✭❛✮ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ✭❜✮ ❈❛♥❛❞❛

✭❝✮ ❋r❛♥❝❡ ✭❞✮ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡

✭❡✮ ❏❛♣♦♥ ✭❢✮ ➱t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ❉✳✷ ✕ ❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡
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✭❛✮ ❋r❛♥❝❢♦rt ✭❜✮ ❚♦r♦♥t♦
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✶✹✵
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✶✹✶



❉✳✷ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❆■❈
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p ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s
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✸ ✲✽✳✷✶✶✾ ✲✾✳✵✾✼✵ ✲✽✳✼✶✽✹ ✲✽✳✺✹✹✺ ✲✽✳✶✶✹✻ ✲✾✳✾✺✵✸

✹ ✲✽✳✷✶✽✸ ✲✾✳✵✾✼✽ ✲✽✳✼✶✽✶ ✲✽✳✺✹✶✵ ✲✽✳✶✶✶✵ ✲✾✳✾✺✵✼

✺ ✲✽✳✷✶✺✷ ✲✾✳✶✵✷✷ ✲✽✳✼✶✼✼ ✲✽✳✺✹✶✷ ✲✽✳✶✵✼✷ ✲✾✳✾✺✶✸

❚❛✉① ❞❡ ❝❤ô♠❛❣❡ ✿

p ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❈❛♥❛❞❛ ❋r❛♥❝❡ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ ❏❛♣♦♥ ❊t❛ts✲❯♥✐s

✶ ✲✾✳✻✺✼✷ ✲✼✳✺✷✺✼ ✲✾✳✹✽✼✸ ✲✽✳✸✸✻✶ ✲✼✳✶✽✹✾ ✲✼✳✷✷✹✾

✷ ✲✾✳✾✵✵✵ ✲✼✳✺✸✺✺ ✲✾✳✻✵✶✷ ✲✽✳✸✻✷✵ ✲✼✳✶✽✽✺ ✲✼✳✷✼✹✸

✸ ✲✾✳✾✵✷✽ ✲✼✳✺✹✼✹ ✲✾✳✻✶✼✸ ✲✽✳✸✼✺✹ ✲✼✳✷✵✽✺ ✲✼✳✸✼✷✼

✹ ✲✾✳✽✾✻✺ ✲✼✳✺✽✼✶ ✲✾✳✻✶✸✻ ✲✽✳✹✻✼✾ ✲✼✳✷✷✷✽ ✲✼✳✸✹✽✵
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■♥❞✐❝❡s ❜♦✉rs✐❡rs ✿
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✶✹✷
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Jaouad MADKOUR 

Modèles non-linéaires et prévision 

Résumé 

L’intérêt des modèles non-linéaires réside, d’une part, dans une meilleure prise en compte des non-linéarités 
caractérisant les séries macroéconomiques et financières et, d’autre part, dans une prévision plus riche en information. 
A ce niveau, l’originalité des intervalles (asymétriques et/ou discontinus) et des densités de prévision (asymétriques 
et/ou multimodales) offerts par cette nouvelle forme de modélisation suggère qu’une amélioration de la prévision 
relativement aux modèles linéaires est alors possible et qu’il faut disposer de tests d’évaluation assez puissants pour 
vérifier cette éventuelle amélioration. Ces tests reviennent généralement à vérifier des hypothèses distributionnelles 
sur les processus des violations et des transformées probabilistes associés respectivement à chacune de ces formes de 
prévision. Dans cette thèse, nous avons adapté le cadre GMM fondé sur les polynômes orthonormaux conçu par 
Bontemps et Meddahi (2005, 2012)  pour tester l’adéquation à certaines lois de probabilité, une approche déjà initiée 
par Candelon et al. (2011) dans le cadre de l’évaluation de la Value-at-Risk. Outre la simplicité et la robustesse de la 
méthode, les tests développés présentent de bonnes propriétés en termes de tailles et de puissances. L’utilisation de 
notre nouvelle approche dans la comparaison de modèles linéaires et de modèles non-linéaires lors d’une analyse 
empirique a confirmé l’idée selon laquelle les premiers sont préférés si l’objectif est le calcul de simples prévisions 
ponctuelles tandis que les derniers sont les plus appropriés pour rendre compte de l'incertitude autour de celles-ci. 

Mots clés: Modèles à changement de régimes – Intervalles de prévision – Densités de prévision – Tests d’évaluation – 
GMM – Polynômes orthonormaux. 

Non-linear models and forecasting 

Abstract 

The interest of non-linear models is, on the one hand, to better take into account non-linearities characterizing the 
macroeconomic and financial series and, on the other hand, to get richer information in forecast. At this level, 
originality intervals (asymmetric and / or discontinuous) and forecasts densities (asymmetric and / or multimodal) 
offered by this new modelling form suggests that improving forecasts according to linear models is possible and that 
we should have enough powerful tests of evaluation to check this possible improvement. Such tests usually mean 
checking distributional assumptions on violations and probability integral transform processes respectively associated 
to each of these forms of forecast. In this thesis, we have adapted the GMM framework based on orthonormal 
polynomials designed by Bontemps and Meddahi (2005, 2012) to test for some probability distributions, an approach 
already adopted by Candelon et al. (2011) in the context of backtesting Value-at-Risk. In addition to the simplicity and 
robustness of the method, the tests we have developed have good properties in terms of size and power. The use of our 
new approach in comparison of linear and non-linear models in an empirical analysis confirmed the idea according to 
which the former are preferred if the goal is the calculation of simple point forecasts while the latter are more 
appropriated to report the uncertainty around them. 

Keywords: Regime switching models – Interval forecasts – Density forecasts – Backtesting – GMM – Orthonormal 
polynomials. 
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