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AVANT-PROPOS

L’objet principal de ce mémoire est le mot, le plus souvent aléatoire.

J'ai choisi de découper ce document en cinq chapitres, dont, mis
a part le premier chapitre introductif aux différents domaines abor-
dés, les quatre autres chapitres recouvrent différents aspects de mes
travaux depuis 10 ans. Ces chapitres traduisent en fait une évolution
thématique et géographique. Apres une thése au GReyc a Caen qui
concernait ’analyse des tries (aussi parfois nommés arbres digitaux)
avec des sources dynamiques, j’ai obtenu un poste en 2001 au labora-
toire Gaspard Monge a Marne-la-Vallée, ot j’ai pu profiter des com-
pétences locales en théorie des langages et en théorie de I'information.
Revenu a Caen en 2006, mais favorablement impressionné par ce que
j'avais appris a Marne, j’essaie depuis de mélanger les points de vue
analytique (plutdt continu) et combinatoire (plus discret).

Le premier chapitre commence par une présentation générale de
I'analyse en moyenne d’algorithmes et la combinatoire analytique,
puisque l'essentiel de mes résultats se range dans cette catégorie. En-
suite, la théorie des langages et des automates intervient forcément :
d’abord parce que c’est une approche fondamentale pour 1’étude des
mots vus comme des suites de lettres sur un alphabet; ensuite par la
similitude formelle entre les expressions régulieres et les classes com-
binatoires considérées en combinatoire analytique. Enfin, si la théorie
des langages cerne bien la combinatoire des mots, la théorie de l'in-
formation fournit un autre point de vue sur la modélisation des mots
avec la notion de source.

Le deuxiéme chapitre s’intéresse plutot a 1’aspect combinatoire des
mots, tout en gardant en arriere plan 1'idée d’explorer des modeéles
probabilistes pour les mots un peu différents du modele uniforme
(et le plus utilisé) : les mots de Lyndon sont vus comme des mots
circulaires ou «colliers» ; les tables de préfixes décrivent les mots en
ne regardant que les propriétés de recouvrement d’un mot avec lui-
méme ; enfin "étude d"une famille de code préfixes infinis explore un
autre aspect en construisant un ensemble de mots (ou code) obéissant
a plusieurs contraintes (condition préfixe et optimalité par rapport a
la longueur moyenne du code).

Dans le troisieme chapitre on s’intéresse aux statistiques d’occur-
rence d"un motif dans un texte aléatoire. Ici le motif est assez général,
dans le sens o1 on peut considérer n'importe quel ensemble fini de
mots finis, alors que le cadre habituel se restreint aux ensemble de
mots réduits (ott aucun mot n’a le droit d’étre facteur d’un autre). L'ac-
cent est mis sur 1'utilisation de la méthode d’inclusion-exclusion qui
fournit une approche particulierement élégante pour ce probleme.

Le dernier chapitre «remet en cause» un paradigme pourtant cen-
tral en analyse d’algorithmes. Est-il légitime de considérer des don-
nées «atomiques» (dans le sens informatique du terme, i.e., indivi-
sibles) dans le modele de calcul ? Le calcul ne devrait-il pas étre vu



a son niveau le plus fondamental, c’est-a-dire, par la manipulation
de symboles élémentaires tels que le bit, 'octet, le caractere ou le
mot-machine ? Par exemple, les structures de trie et d’arbre binaires
de recherche ne considerent pas le méme type de données : la pre-
miere travaille sur des chaines de caracteres tandis que la deuxiéme
considere plutdt un univers de clefs ot le cotit d'une comparaison est
unitaire. L'idée de ce chapitre est de considérer que toute donnée est
produite par une source sous la forme d’une suite de symboles, et
d’analyser des algorithmes classiques pour évaluer 1'impact de cette
représentation sur les performances en ne considérant que des com-
paraisons, élémentaires, de symboles.

Vi
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CONTEXTE

Dans ce chapitre, je présente succinctement le domaine de 1’analyse
en moyenne et de la combinatoire analytique, la théorie des langages
et, en théorie de I'information, la notion de source de symboles. Le
cadre et les notions introduites seront utilisées dans la suite du mé-
moire.

1.1 ANALYSE D'ALGORITHMES

L'analyse d’un algorithme consiste a déterminer les ressources de
calcul nécessaires (le plus souvent temps et espace) a 1’exécution de
I'algorithme. La taille d'une donnée est en général reliée assez « na-
turellement » a la place mémoire utilisée. Ainsi la taille d"un tableau
sera souvent le nombre d’éléments du tableau. Pour un entier m, on
aura recours au nombre de bits nécessaires a sa représentation. La
taille d'un mot sera sa longueur, et celle d'un arbre sera le nombre de
neceuds, etc. Une fois la taille définie, on regroupe les données dun
ensemble C par taille, et 'on considere 1’ensemble des données de
taille n

Cn={x€C; |x| =n},

otl [x| désigne la taille de x.

On associe alors a un algorithme A fonctionnant sur cet ensemble
de données un parametre de cofit ¢ défini sur C (en général a valeurs
entieres) relatif soit a I’exécution méme de cet algorithme sur la don-
née x (place mémoire, nombre d’opérations fondamentales comme
des comparaisons, des affectations...), soit a la configuration de sor-
tie produite (comme le degré du rcep dans le calcul du rcep de 2
polyndmes de Z[X] par l'algorithme d’Euclide). Une analyse de com-
plexité cherche & caractériser 1'évolution d"un parameétre en fonction
de la taille n de la donnée. Si ¢, est la restriction de ¢ a C;,, on peut
définir la complexité dans le meilleur des cas et dans le pire des cas,
M, et P, par

My = inf{cn(Y) | YE€Cnly Pn= SUP{Cn(Y) | Y € Cnl

Ces deux notions sont intéressantes puisqu’elles donnent un encadre-
ment du parametre c,,. L'analyse de complexité en moyenne, c’est-
a-dire 1'étude de c,, sur C,, comme variable aléatoire, permet de pré-
ciser encore les choses. Il faut définir bien stir un modele probabi-
liste sur C,, spécifiant la répartition des données en entrée. La va-
riable c¢,, devient une variable aléatoire. Par exemple 'espérance de
la variable ¢y, :

Elcn] = ) kPlen = K],
k



CONTEXTE

donne une information sur le comportement de 1’algorithme en moyen-
ne sur des données de taille n. On peut bien str aller plus loin et
analyser également les autres moments ou encore la distribution.

Le modele probabiliste le plus utilisé et le plus simple pour les en-
trées est le modéle uniforme sur C,. Un exemple classique est celui
des tris a base de comparaisons qui considere n nombres réels tirés
de facon indépendante selon une loi de probabilité continue sur [0, 1].
En raisonnant directement sur l'ordre, cela revient * a choisir une per-
mutation de maniére uniforme dans {1,...,n}.

Les diverses notions d’analyse (pire des cas, meilleur des cas et cas
en moyenne) sont bien distinctes. Un algorithme trés peu efficace sur
certaines configurations dans le pire des cas et pratiquement linéaire
en moyenne, constitue en fait un algorithme efficace la plupart du
temps (donc utilisable en pratique, quitte a laisser de coté les configu-
rations génantes).

1.1.1  Classes combinatoires et séries génératrices

Une classe combinatoire est un ensemble € muni d’une application
taille notée |-| : € — IN et tel que I'ensemble C,, ={y € C;|y| = n} des
objets de taille n soit fini pour tout n > 0.

Si on note C,, = Card(Cy,), la série génératrice C(z), dite « ordi-
naire », associée a la classe combinatoire € est la série formelle

C(z) = Z = Z Cnz™.

yvee n>0

L’étude des séries génératrices de langages fait plus naturellement
intervenir des séries génératrices ordinaires. Cependant une autre
forme plus adaptée aux structures dites étiquetées existe : la série
génératrice exponentielle * C(z) associée a la classe € est

6(2) = Z = Z %z“.

yee n=>0

Zlvl

It

On utilise abondamment, pour une série formelle f(z) = ano fnz,
la notation [z"]f(z) = f,, correspondant au coefficient de z™.

Les séries qui ont été présentées sont univariées et leur étude per-
met seulement d’énumérer les classes d’objets. L’analyse d’algorithme
vise plus souvent a analyser un parametre c en fonction de la taille de
I'objet. Les séries génératrices bivariées ont un pouvoir d’expression
plus grand puisqu’elles prennent en compte deux parametres conjoin-
tement (I'un d’eux étant la taille). En notant C,, x = {y € Cn;c(y) =k}

1. Une vision différente des données pour les algorithmes de tri sera présentée
dans le chapitre 4.
2. Des séries qui en toute logique auraient pu s’appeler extraordinaires.
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et C x = Card C;, x, on obtient alors des séries3 bivariées a deux va-
riables

Clouw) = ¥ e = 37 Cp pamu®,
vec€ n,k=>0

Remarquons qu’on a toujours C(z) = C(z,1). Cette série génératrice
donne acces a 'espérance du parametre ¢ sur les données de taille
n (ici en supposant une distribution uniforme sur C,) a travers la
formule classique utilisant une dérivation par rapport a la variable u
" 2% Clz, W]

ou

[z"]C(z, 1)

u=1

1
C
YECH ™ k=0

Elcn) = ) P(y)ely) == D kCnx = z

En dérivant encore, on a accés a la variance ou encore aux moments
de la variable aléatoire.

1.1.2 M¢éthode symbolique

On dispose de dictionnaires mettant en relation constructions com-
binatoires et opérations sur les séries génératrices. C’est un des grands
intéréts de la méthode symbolique. Une fois la structure combinatoire
bien comprise, on calcule assez facilement les séries génératrices cor-
respondantes.

Dans un souci de simplicité, je rappelle informellement le principe
de la méthode symbolique uniquement pour le cas des classes combi-
natoires « non étiquetées », et qui sont celles qui interviendront dans
la suite. On verra qu’il y a également des analogies frappantes avec
la vision inductive des langages rationnels.

Les structures décomposables non étiquetées sont définies a partir
de classes combinatoires et d’opérations sur ces classes :

La classe des atomes, le plus souvent constituée d’objets de taille
1, est la classe de « base », notée traditionnellement Z.

La classe des éléments vides (de taille o) notée E. (Généralement,
il n’y a qu'un seul élément vide.)

L'union disjointe C = A ® B de deux classes A et B, définie si AN
B =0.

Le produit cartésien € = A x B ={(«, B); («, B) € A x B} de deux
classes A et B.

L'opérateur SEQ, étendant le produit cartésien a un nombre fini
d’ensembles permet de construire la classe des séquences finies
d’objets de la classe A.

Il existe d’autres constructions comme par exemple les opérateurs
SeT, CyC ou encore MSET correspondant respectivement aux classes
obtenues en considérant un ensemble d’éléments (par rapport a la sé-
quence, on oublie I'ordre et on interdit les doublons), un cycle d’élé-
ments (un séquence «circulaire») et un multiensemble d’éléments (les
répétitions sont permises).

3. On a aussi bien str la version exponentielle de cette série bivariée
[yl
~ z C
Clz,u) = E Z_ut) = E Sk ngk,
hyl! n!
vee n,k>0

3



CONTEXTE

On autorise aussi des définitions par des systemes d’équations qui
peuvent étre récursifs, mais sous certaines conditions. En effet les
classes doivent étre bien définies.

On a alors un dictionnaire qui permet de traduire les constructions
combinatoires en séries génératrices. Pour les constructions les plus
communément rencontrées on a par exemple

Combinatoire série gén.
x e zld
eeé 20 =1

C=ADB C(z) = A(z) +B(z)
C=A-B C(z) =A(z)-B(z)

C = SEQ(A) C(2) = =g

Ce genre de dictionnaire s’étend au cas des séries multivariées si le
parametre de cotit est additif par rapport au produit cartésien : siy =

(x,B), c(v) = c(a) +c(B).
1.1.3 Combinatoire analytique

Le point de vue de la combinatoire analytique est de regarder les
séries génératrices non plus comme des séries formelles mais comme
des fonctions de la variable complexe. Pourvu que la fonction soit
analytique et posséde un rayon de convergence strictement positif, le
développement en série de Taylor en o redonne exactement les coeffi-
cients de la série. On se référera utilement a [59] pour des explications
rigoureuses et détaillées.

On extrait en principe facilement le coefficient C, = [z"]C(z) grace
a la formule de Cauchy.

Théoréme (Cauchy)

Soit C(z) un fonction analytique dans une région V simplement connexe
de C contenant l'origine et T une courbe simple fermée, orientée positive-
ment, a l'intérieur de 'V, qui encercle 0. On a

n 1 dz
M) = 5= |
L'intérét de cette formule est qu’elle exprime le coefficient a 1’aide
d’une formule intégrale. En effet, grace a cette formule, une étude fine
des singularités (i.e., les endroits ou1 la fonction C(z) cesse d’étre ana-
lytique) donne des informations sur le comportement asymptotique
de la suite (Cy,). De plus les séries génératrices que nous rencontrons,
de par leur nature combinatoire, sont tres particulieres. Par exemple
les coefficients sont tous positifs ou nuls puisqu’ils comptent des ob-
jets, d’ot1 'on déduit 'existence d’une singularité dominante (de plus
petit module) réelle positive (théoreme de Pringsheim).
En faisant passer le contour d’intégration pres de cette singularité
dominante, et sous certaines conditions tres générales (une seule sin-
gularité de plus petit module), on obtient des résultats qui permettent
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F1cure 1: Illustration de la notion de col a ’aide d'un stéréogramme (Single
Image Random Dot Stereogram).

de relier le comportement asymptotique des coefficients avec le com-
portement de la fonction au voisinage de la singularité.

Un théoreme de transfert treés général en combinatoire analytique
est le suivant

Théoreme (Transfert)
Sous certaines conditions, si p est ['unique singularité dominante de C(z) et

que
z P 1 P
C(z) ~z—p “_5) <2108<]_g>> y

avec « & {—1,—2,...}, alors

z"C(z) ~ ——n% ' (logn)P,

avec T la fonction Gamma d’Euler qui généralise la factorielle4, et définie
(entre autres) comme le prolongement analytique de s — [3 t5~Te~tdt.

Nous rencontrerons d’autres transformations intégrales (comme la
transformée de Mellin ou la formule de Rice) qui permettent d’ex-
primer des propriétés asymptotiques des coefficients des fonctions
considérées.

Il arrive également que la nature des singularités rencontrée ne
permettent pas d’appliquer la formule de Cauchy. C’est le cas no-
tamment lorsque au voisinage de la singularité la fonction croit de
maniére exponentielle. On a alors recours a une analyse de méthode
de col> pour obtenir I'asymptotique des coefficients.

1.1.4 Analyse dynamique

Principalement développée dans la derniére décennie par Brigitte
Vallée, 1'analyse dynamique a d’abord servi a I’étude d’algorithmes
arithmétiques comme les algorithmes d’Euclide et de Gauss, puis a
permis de modéliser une classe de sources de symboles : les sources
dynamiques. Par analogie avec la physique statistique l'exécution
d'un algorithme ou la production d’'un mot sont vus comme une
trajectoire dans un systeme dynamique. Les opérateurs de transfert
«remplacent» les séries génératrices, on parle d’opérateurs généra-
teurs. L'analyse complexe est remplacée par 'analyse fonctionnelle
et la valeur propre dominante de 1’opérateur joue le role de la sin-
gularité dominante. Les techniques utilisées sont donc plutot celles

4. Onal(n+1)=nl

5. Par analogie avec un col permettant de passer entre deux montagnes ??, si
on regarde le module d"une fonction complexe comme un «paysage», il est souvent
judicieux d’estimer une intégrale sur un contour passant par les cols pour en tirer
une information.
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de l’analyse fonctionnelle, et font intervenir des opérateurs de trans-
fert [29, 106], des opérateurs générateurs et des séries de type Diri-
chlet.

Les propriétés des opérateurs de transfert sont des propriétés de
positivité qui, pour simplifier, s’apparentent a celles obtenues dans le
théoreme de Perron-Frobenius pour les matrices a coefficients positifs
ou nuls, mais dans des espaces fonctionnels de dimension infinie.

Elles permettent en effet d’obtenir des résultats asymptotiques fai-
sant intervenir la valeur propre dominante. Larticle [4] utilise ce
genre de technique pour fournir une analyse approfondie des algo-
rithmes rapides de calcul de PGCD en moyenne.

1.2 THEORIE DES LANGAGES

La théorie des langages a revétu un role essentiel en informatique,
puisqu’elle introduit un formalisme souple et puissant, bénéficiant
d’un pouvoir d’expression suffisant pour bien des applications (bien
que relativement faible si 1'on se référe a la hiérarchie de Chom-

sky [84]).
1.2.1  Mots et langages.

Le concept de mot est ici quelque peu éloigné de celui de la langue
naturelle.

Nous fixons un alphabet fini ou infini (mais dénombrable) X dont
les éléments sont les lettres. Un mot (parfois appelé chaine de carac-
tere ou string en anglais) est une séquence finie de lettres. Ainsi, si
I'on choisit I’alphabet latin = {a, ..., z}, des séquences tels que azer-
tyiop, zzzzz, haricot sont des mots valides.

On note ¢ le mot vide. La longueur d’un mot [u| est son nombre de
lettres, et le mot vide ¢ est de longueur zéro. On peut coller deux mots
pour en former un troisiéme (concaténation). La longueur est ainsi un
parametre additif par rapport a la concaténation, i.e., pour u,v € L*
onalu-v|=hul+|vl.

Selon la tradition en informatique et en théorie des langages, on ap-
pelle langage (formel) tout ensemble de mots. En plus des opérations
ensemblistes, 'opération de concaténation s’étend naturellement aux
langages. Ainsi pour deux langages £ et £/, on a

L-L'={u-u;ueletu €L’
L’étoile de Kleene d'un langage est
L= £k
k>0

ot L0 = {e} et L¥*1 = £*. £. On aura parfois besoin pour simplifier
les notations de considérer les séquences non vides d’un langages
qu’on notera

Lt = U Lk,
k>1
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Sile motu € Z* se décompose sous la forme u = xyz avec x,y,z € ¥,
on dit que x est un préfixe de u, y un facteur, et z un suffixe.

Dans la partie 2.1, une notion assez essentielle dans les preuves,
méme si cela ne sera pas détaillé, est la notion de code. En théorie des
codes [33], un code est un langage £ tel que tout mot de £ admette
une unique factorisation en mots de £. Les codes les plus connus sont
les codes préfixes (qui comprennent par exemple les codes de Huff-
man [74]). On rencontrera aussi dans la partie 2.3 des codes préfixes
infinis.

1.2.2  Expressions rationnelles.

Une maniere de présenter ’ensemble des expressions rationnelles R
peut étre d’utiliser les arbres d’expressions ® qui sont des arbres binaires-
unaires définis inductivement par

— le mot vide ¢ ainsi que toute lettre « € X appartiennent a R ;

—SiRefR,TeR;
R

+
—SiR],RzEfR, /\
R1 Ry

Les arbres d’expressions peuvent étre «aplatis» pour obtenir des ex-
pressions rationnelles (éventuellement parenthésées pour tenir compte
de la précédence des opérateurs).

On peut interpréter naturellement cette construction en termes de
langages en définissant inductivement une fonction v de R dans P(Z*)
telle que v(e) = {e}, v(a) ={a} pour x € Z, et

et /\ sonttous deux dans R.
R71 Ry

4 .
v(|)=R* v( R1/\Rz) =RjUR; et v( R(\Rz) =Ry -Ry.
Un langage £ est dit rationnel s’il existe une expression rationnelle R
telle que v(R) = £. La présentation des langages rationnels ressemble
étrangement a celle des classes combinatoires de la section précé-
dente, ou la classe Z est l’alphabet I, la classe vide est réduite a
au mot vide ¢, le produit cartésien correspond a la concaténation,
et 'opérateur séquence a l'étoile de Kleene. La différence essentielle
vient du fait que I'union est supposée disjointe pour les classes com-
binatoires, alors que la contrainte n’est pas imposée pour les langages
rationnels.

Les expressions rationnelles ont donc une transcription en séries
génératrices évidente mais seulement si I’expression décrivant le lan-
gage est non ambigué. C’est le cas par exemple si les unions sont
disjointes ou s’il existe une seule fagcon de décomposer tout mot du
langage de maniere unique par rapport a I'expression réguliere. On
utilisera abondamment ce principe au chapitre 3.

1.2.3 Automates finis

Les langages rationnels sont également exactement les langages re-
connus par automate fini (déterministe ou non déterministe).

6. Cette présentation m’a été inspirée par C. Nicaud. Grace lui en soit rendue ici !
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F1Gure 2: Exemple d’automate non-déterministe.

Un automate fini sur 1’alphabet ~ est un quadruplet (Q, T, I, F), ot Q
est un ensemble fini d’états, T C Q x L x Q est I'ensemble des tran-
sitions, I C Q est I'ensemble des états initiaux et F C Q est l'en-
semble des états finaux. On représente souvent un automate grace
a un graphe orienté ou 1’ensemble des sommets est Q et T est un
ensemble d’arcs étiquetés par des lettres (voir la figure 1). Un arc éti-
queté par la lettre « relie p a q si et seulement si (p, «, q) € T. Les états
initiaux et finaux sont représentés par une marque (assez convention-
nellement, respectivement, une fleche entrante ou sortante, ou encore
en doublant le cercle qui représente un état final). On définit 1'éti-
quette d'un chemin reliant deux états p et ¢ comme le mot obtenu
en concaténant les étiquettes du chemin. Un mot w est reconnu par
I'automate s’il existe un chemin reliant un état initial et un état final
dont w est I’étiquette. L'ensemble des mots reconnu par un automate
A, noté L£(A) est le langage reconnu par A. Un langage est dit recon-
naissable s’il existe un automate qui le reconnait.

Un automate (fini) est déterministe lorsque 1'ensemble des états
initiaux est réduit a un seul état et que pour tout état p € Q et toute
lettre « € Z, il existe au plus un arc partant de p et étiqueté par «.
L’automate est complet quand il existe toujours un tel arc. Les auto-
mates déterministes sont plus simples a utiliser algorithmiquement
puisque, par exemple, tout mot reconnu correspond trivialement a
un unique chemin.

La présentation d’un automate déterministe est souvent légerement
différente de celle des automates vue précédemment. On considere
plutot le quadruplet A = (Q,d,1,F) avec comme différences, que i
désigne 1'unique état initial, et que  est une fonction partielle 5 :
Q x I — Q définie par d(p,x) = q si (p,«,q) est une transition.
Ainsi si 'automate est complet 6 est une application.

Tout automate fini non déterministe peut étre transformé en un auto-
mate fini déterministe reconnaissant le méme langage (au prix dans le
pire des cas d'une explosion combinatoire exponentielle du nombre
d’états).

Enfin, le théoréme de Kleene est un théoréme fondamental en théo-
rie des langages et des automates qui fait le lien entre les deux visions
précédentes. Il affirme qu'un langage est rationnel (i.e., peut étre dé-
crit par une expression rationnelle) si et seulement si il est reconnu
par un automate fini.
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1.3 SOURCES ET THEORIE DE L INFORMATION

Une source est un processus probabiliste qui produit un flot infini
de symboles. On cherche un modele qui s’approche le plus possible
de la «réalité» tout en restant utilisable théoriquement, afin de pou-
voir mener des calculs a terme.

La production de symboles est un phénomene discret dans le temps.
On peut ainsi s’'imaginer qu’a chaque coup d’horloge, un nouveau
symbole est émis par la source. Le choix du symbole a émettre peut
prendre en compte un grand nombre de parametres. Nous décri-
vons ici plusieurs sources dont le mécanisme est probabiliste : deux
sources tres utilisées, les sources sans mémoire (appelées aussi sources
de Bernoulli) et les chaines de Markov, et aussi un modéle complete-
ment général de source probabilisée.

1.3.1 Sources sans mémoire

Le principe d"une source sans mémoire est simple. On se donne
un alphabet I et une loi de distribution des symboles {pi}ics. Puis,
chaque symbole i est émis la probabilité p;. Par définition, la source
sans mémoire ne tient aucun compte des symboles précédemment
émis : il n’y a aucune dépendance entre deux symboles émis par la
source.

Pour la langue anglaise avec un alphabet de taille 27 (les lettres
plus le caractere espace), une premiére tentative (grossiére) de modé-
lisation consiste a émettre chaque lettre avec une probabilité 2i7 Un
exemple typique d"un mot produit par une telle source est

EDBNZRBIAENHN ZUNKDMXZWHEYMHAVZWHW]Z
UFLKHYCABAOGQBQTSRDNORGCQNXWDPSTJBASDEKXHUR.

La deuxiéme étape, naturelle, consiste a considérer des probabilités
non uniformes calculées a partir d"un corpus (ici 'intégrale de Harry
Potter par J. K. Rowling—pour changer de Shakespeare). On obtient
alors un mot qui «ressemble» déja plus d’un point de vue syntaxique
a une phrase naturelle en anglais (1’alphabet contient cette fois-ci les
caracteres de ponctuation «;., 1" 7'»)

0 ?;RSK. ASYUS EOR FY V WIRNOH T OCFRC RTISB AEGNULINBIIE PM E VTATO"A
UDCSDHARMWMAEKHAOEIR.

1.3.2 Chaines de Markov

Le prochain échelon a gravir consiste a prendre en compte les dé-
pendances entre les lettres. En effet, la lettre ‘T” en anglais a toutes les
chances d’étre suivie d’un ‘H’. En francais, la lettre ‘Q” sera souvent
suivie de la lettre “U’. Les chaines de Markov du premier ordre (car il
est évidemment possible d’examiner les dépendances plus lointaines,
non réduites a deux lettres consécutives) permettent de prendre en
compte ce type de modele.



10

CONTEXTE

Considérons les probabilités conditionnelles calculées a partir des
fréquences de paires de lettres successives (ou digrammes)

Pilj = Pji/Pj

ou pj; est la probabilité du digramme ji (la lettre j suivie de la lettre 1)
et py|; est la probabilité conditionnelle d’avoir un symbole i lorsque
le symbole précédent est j. Une chaine de Markov est donc définie
a partir d'une matrice de transition TT = (pyj;) et un vecteur 7o de
probabilités initiales. Ces matrices ont beaucoup de propriétés et sont
abondamment étudiées (voir [54] par exemple pour une présentation
plus détaillée).

Pour générer un texte qui obéisse a ce modele (issu d'un corpus),
on peut utiliser une méthode de type Monte Carlo due a Shannon.
Cette méthode permet d’éviter le calcul des probabilités a partir du
corpus. On choisit un texte au hasard et on pointe une lettre aléatoi-
rement. Supposons que cette lettre soit ‘B’. On pointe a nouveau au
hasard un endroit du texte et ’on parcourt le texte jusqu’a rencontrer
la lettre ‘B’. Le symbole a émettre est alors le symbole le suivant im-
médiatement. Ce symbole devient le symbole courant, et on itere le
processus.

N

Grace a cette méthode, on génére par exemple le texte suivant
qui correspond a une chaine de Markov du premier ordre (toujours
d’apres le texte de Harry Potter)

WACHT TOF ON. ATED. T AND COF CTHAR PERR. IN Y ATORON OP, HAD IVE O
CONAS. HROR.

Plutot que de prendre des dépendances entre deux lettres, on peut
considérer une «fenétre» sur les derniers caracteres afin d’émettre le
prochain symbole (la méthode de Shannon s’adapte facilement). On
obtient alors des approximations d’ordre supérieur correspondant a
des chaines de Markov d’ordre supérieur. Par exemple, on a

NST WARRY FIVERSEST SAID HEM AS ABOG'S EVE SUDER WAL BUCHADER. AND
TO OVEYES WIT.

(Chaine de Markov deuxieéme ordre).

SHE GOLD A SCREAD BECAME TIME A HAD DON’S AND WITH WAITING WERE
FING THE LAUGUST .

(Chaine de Markov troisieme ordre).

En faisant preuve de beaucoup d’imagination et en acceptant les néo-

logismes au sens trouble, on peut commencer a trouver du sens a
cette phrase!
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1.3.3 Paramétrisation d’une source de symboles

La tache qui consiste a modéliser une source de symboles en par-
tant d'un texte réel (que ce soit un corpus en langue naturelle, ou en-
core des numéros de cartes de crédit) est ardue. Le modele idéal tient
compte de 1'ensemble des caracteres déja émis pour choisir le pro-

11

chain symbole, et, pour un alphabet Z, il considere les ensembles {p., },, c s«

des probabilités d’apparition d"un préfixe w de longueur k
pw = P{v € ZN a pour préfixe w}.

Bien stir, on a I’égalité pour tout k > 0

Z pw =1

wexk

Cette paramétrisation est basée sur le méme principe que celui utilisé
pour le codage arithmétique en compression. Pour chaque longueur
k de préfixe, les probabilités {p, },,csx définissent une partition de
I'intervalle [0, 1] en un ensemble d’intervalles disjoints J,, = [a, byw]
défini par

aw:vay bw:va:aw+pw-

v<w v=w

Notons que l'intervalle J,, admet bien comme mesure p.,. Ces inter-
valles J,, sont appelés intervalles fondamentaux. De plus lorsqu’on fait
grandir la taille des préfixes on obtient des raffinements successifs de
I'intervalle [0, 1]. En effet, on a dans ce modéle pour tout mot w fixé

Z Pw-a = Pw, €t Ty = U Iw.a-

xeX xex

Inversement, étant donné cette famille de probabilités fondamentales
{pPwlwez+, on peut définir une application M : [0, 1] — N qui associe
a tout réel u de l'intervalle unité J := [0, 1], un mot infini M(u) :=
(my (w), mz(w), m3(w),...) € ZN. L'application m; est ici une applica-
tion qui a partir d'un réel u donne le i® symbole du mot M(u). Pour
un réel u € [0, 1], le symbole m;(u) est la i¢ lettre (commune) a tous
les préfixes p de longueur supérieure ou égale a i tels que u € J,,. Par
exemple le premier symbole de M(u) est obtenu en examinant les
intervalles fondamentaux du premier niveau et en renvoyant la lettre
qui indice l'intervalle” contenant u. Le processus est répété pour les
symboles suivants en considérant les raffinements successifs des inter-
valles. Cette paramétrisation préserve 'ordre lexicographique sur les
mots (‘<") par rapport a celui sur les réels de l'intervalle J. Ces sources
générales seront abordées plus précisément (avec comme importante
sous-classe les sources dynamiques [115, 17], inspirées par les sys-
témes dynamiques) au chapitre 4 lors de I'étude des algorithmes de
tri ot on considérera justement que les clefs sont produites par une
telle source complétement générale.

7. En admettant que cet intervalle est unique, ce qui est vrai sauf sur ’ensemble
de mesure nulle constitué des extrémités des intervalles fondamentaux.
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Principaux articles concernés dans ce chapitre [1, 15, 19] :

— The standard factorization of Lyndon words : an average
point of view. Bassino, F,, CLEMENT, J., AND Nicaup, C. Dis-
crete Mathematics 290, 1 (2005), 1-25.

— Reverse Engineering Prefix Tables. CLEMENT, ]., CROCHE-
MORE, M., AND RINDONE, G. In Symposium on Theoretical
Aspects of Computer Science (STACS) (2009), pp. 289—300.

— Optimal prefix codes for pairs of geometrically-distributed
random variables. BassiNo, F., CLEMENT, J., SEROUSsI, G., AND
Viora, A. 38 pages, soumis a IEEE Transactions In Information
Theory.

Les autres publications en rapport sont [10, 11, 13, 12, 5].

La notion de mot, compris comme une séquence de lettres, est tres
simple. Dans ce chapitre, on explore plusieurs autres fagons de voir
les mots plus proches de la combinatoire des mots :

— Mots de Lyndon. Les mots sont vus circulairement, et a travers
un représentant appelé mot de Lyndon.

— Table des préfixes/suffixes. On s’intéresse ici aux recouvrements
d’un mot avec lui-méme. Les meilleurs algorithmes de recherche
de motifs utilisent ce type de propriétés pour accélérer les cal-
culs.

— Codes préfixes optimaux infinis pour une source géométrique
de dimension 2. Les mots a produire sont soumis a deux contrain-
tes : former un code préfixe d’une part, et d’autre part que 1’arbre
des mots du code soit optimal par rapport aux probabilités des
objets que 'on veut coder.

2.1 MOTS DE LYNDON
2.1.1 Préliminaires

Etant donné un alphabet X totalement ordonné, un mot de Lyndon
est un mot qui est strictement plus petit, pour ’ordre lexicographique,
que tous ses conjugués (i.e., les mots obtenus en effectuant une per-
mutation circulaire sur les positions). Par exemple, les premiers mots
de Lyndon (jusqu’a la longueur 5) sur l’alphabet {a, b} sont

L ={a, b, ab, aab, abb, aaab, aabb, abbb,
aaaab, aaabb, aabab, aabbb, ababb, abbbb,...}.

Les mots de Lyndon ont été introduits sous le nom de «suites stan-
dard lexicographiques» («standard lexicographic sequences») afin de
calculer des bases dans les algebres de Lie libres sur ~ ([84], [101]).

Plus précisément, on associe a un mot de Lyndon w un arbre bi-
naire T(w) construit récursivement de la facon suivante : si w est

13
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une lettre, alors T(w) est une feuille de I'arbre étiquetée par w, si-
non T(w) est un nceud interne ayant T(u) et T(v) comme fils, ot u - v
désigne la factorisation standard de w (une factorisation telle que u
et v soient des mots de Lyndon et que la longueur de v soit maxi-
male). A titre d’exemple on a les factorisations aaabaab = aaab -
aab,aaababb = a - aababb,aabaabb = aab - aabb. Cette struc-
ture encode une opération non associative, un commutateur sur le
groupe libre [41], ou le crochet de Lie [84]. Les deux constructions per-
mettent de construire des bases de 1’algebre de Lie. Les algorithmes
calculant ces bases ont une complexité en moyenne déterminée en
gros par la hauteur moyenne de ces arbres.

Une des propriétés remarquables de I’ensemble des mots de Lyn-
don est que tout mot peut se décomposer de maniere unique en un
produit de mots de Lyndon croissants. De plus il existe une bijection
entre mots de Lyndon de longueur n sur un alphabet de taille k et
polyndmes irréductibles de degré n sur [Fy [64]. On transfere ensuite
les nombreux résultats connus sur la factorisation des polyndmes en
produits de polyndmes irréductibles pour la décomposition d"un mot
quelconque en mots de Lyndon : nombre moyen de facteurs, lon-
gueur moyenne du plus long facteur [57] et du plus court [93] par
exemple. Il est également assez simple de dénombrer les mots de
Lyndon £, de longueur n. En effet les mots de Lyndon peuvent étre
également définis comme des mots primitifs (i.e., qui ne sont pas
la puissance d"un mot plus court) qui sont plus petits, pour l'ordre
lexicographique, que leurs conjugués. Puisqu'un mot primitif de lon-
gueur d admet d conjugués distincts, et en notant q le cardinal de
I'alphabet, on a

q" =) dCard(Lq).
dn

Cette égalité signifie simplement que tout mot peut s’écrire comme
une puissance d’un mot primitif. Les mots primitifs peuvent étre par-
titionnés en classes de conjugaison, le représentant de la classe étant
le mot de Lyndon associé. En utilisant la formule d’inversion de Mo-
bius, on a

:
Card(£Ln) = — 3 u(d)q™?,
dn

oul p est la fonction de Mobius définie sur N \ {0} par u(1) =1, p(n) =
(—1) si n est le produit de i nombres premiers distincts et u(n) = 0
sinon. Par exemple, lorsque q = 2 (alphabet binaire), nous obtenons
n
Card(Ly) = %(1 + 027 /2)). (1)
Plusieurs algorithmes manipulant les mots de Lyndon existent. J.-
P. Duval [51] donne un algorithme qui calcule en temps linéaire la
factorisation d’un mot quelconque en mots de Lyndon. Il existe éga-
lement [61] un algorithme permettant d’énumérer dans l'ordre lexi-
cographique les mots de Lyndon de longueur inférieure & un certain
seuil. Chaque mot est produit a partir du précédent en temps constant
en moyenne (voir [35]).
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2.1.2  Mots de Lyndon a facteur droit fixé

L'objectif d’analyser 'arbre de décomposition T(w) d'un mot de
Lyndon est quelque peu ambitieux. Plus modestement, nous avons
tenté (avec F. Bassino et C. Nicaud) d’analyser ce qui se passe a la ra-
cine de l'arbre, c’est-a-dire la premiere étape de la factorisation stan-
dard.

Dans un premier temps, nous avons étudié les mots de Lyndon
dont le facteur droit est fixé. Nous obtenons un résultat qui néces-
site de poser quelques notations. Soit L = {a; < --- < aq = v} un
alphabet totalement ordonné dont y désigne la lettre la plus grande.
Soit w un mot appartenant a * \ {y}*. Un tel mot s’écrit encore sous
la forme w = uayt otiu € £*, x € \{y} eti > 0. Le successeur S(w)
de w est défini* par S(w) = uf3, ot § est la lettre immédiatement su-
périeure a « dans X. Pour tout mot de Lyndon v, on définit le langage

:X:Y:{‘y} et ‘xv:{V)S(V))SZ(\)))---ask71(\)) :'Y} siv 75’\/ (2)

Notons le langage X, est un code préfixe et que k = 1+ q x |[v| —
> ?:1 ix [v]; ol q est la taille de I'alphabet Z, [v| est la longueur de v
et [v]; est le nombre d’occurrences de la i-¢ lettre de I'alphabet dans v.

Par exemple :

— Pour £ ={a,b}, v=aabab : Xqqbap ={aabab, aabb, ab, b}.

— Pour £ ={a,b,c}, v=abb: Xypp = {abb, abc, ac, b, c}.
Par construction, v est le plus petit élément de X, Z* pour l'ordre
lexicographique. Pour toute lettre x € £, on note X< ={a € X | a <
o} I’ensemble des lettres inférieures a «. On a le résultat suivant basé
sur des arguments de combinatoire des mots :

Théoreme (Facteur droit fixé)

Soit v un mot de Lyndon dont la premiére lettre est x et uw € L*. Le mot uv
est un mot de Lyndon admettant w - v comme factorisation standard si et
seulement si w € (X<oX3) \ X . Ainsi l'ensemble F,, des mots de Lyndon
admettant v comme facteur standard droit est un langage rationnel.

On calcule également la série génératrice Fy(z) = } g ZXI en
examinant précisément la structure du langage rationnel (X< X5)\

Proposition
Soit v un mot de Lyndon sur un alphabet de taille q. La série génératrice de
I'ensemble

Iy ={uv e L|u - vest la factorisation standard}.
s’écrit

F\)(Z) = Zlv‘ <] + 4] iZX_ ;Z)) )

ot Xy (z) est la série génératrice associée a I'ensemble X, de I'équation (2).

1. Informellement, on prend la premiére lettre, partant de la droite, qui n’est pas
maximale et on la remplace par la lettre suivante dans I'alphabet. On tronque le mot
en ne conservant que le préfixe du mot jusqu’a la lettre modifiée. Ainsi, sur X = {a, b},
on a S(aababb) = aabb.
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Ce résultat est plutdt surprenant car 'ensemble des mots de Lyn-
don n’est pas méme un langage algébrique [32]. L’étude de la distri-
bution de la factorisation standard a l’aide de cette série génératrice
s’avere par contre plutdt malaisée puisqu’il faudrait pouvoir sommer
sur I'ensemble des facteurs droits possibles.

2.1.3 Longueur moyenne du facteur droit

L’étude de la longueur moyenne du facteur droit en utilisant la sé-
rie génératrice précédente s’avere difficile ou du moins hors de portée
pour le moment. Nous avons donc changé d’approche (toujours avec
F. Bassino et C. Nicaud) et proposé une description pour les mots de
Lyndon qui permette ’analyse de la longueur du facteur droit a I’aide
d’outils de la combinatoire analytique (et dans le cas d'un alphabet
binaire pour simplifier).

La premiere chose a remarquer est que si w est un mot de Lyndon
de longueur n — 1, le mot aw est un mot de Lyndon de longueur n
dont la factorisation standard est a - w. L'équation (1) nous informe
donc que la longueur du facteur droit est n — 1 pour approximative-
ment la moitié des mots de Lyndon de longueur n.

Ce cas (un peu trivial) étant mis de coté, on s’intéresse a I'ensemble
Ln\aln_7.Sionprend un mot u dans cet ensemble (de longueur su-
périeure ou égale a 2), il a nécessairement un préfixe de la forme a*b
avec k > 1. On note qu’il ne peut pas y avoir de séquences de a de
longueur supérieure a k puisque u est un mot de Lyndon. On va mon-
trer que sur cet ensemble, la longueur moyenne du facteur droit est
approximativement n/2. Le schéma de cette preuve est le suivant :

— On définit un sous-ensemble 8,, C Ly, \ aln_1 qui « recouvre »

asymptotiquement £, \ aln_1, i.e., tel que

Card(Ln \ aln_1) = Card(8»)(T +o(1)), (3)

— On construit une application ¢ de 8,, dans &, qui est une involu-
tion (ona @(¢@(u)) =u), et qui a la propriété suivante : la somme
des longueurs des facteurs droits de u et @(u) est approximati-
vement n. On a alors que

2 Z |droit(u)| = Z (|droit(uw)| + |droit(@(u))]) ~ Card(8x) X n.

ues, uesSy

De 13, on peut déduire que la longueur moyenne du facteur droit est
3n/4. Les mots de Lyndon se partagent approximativement en deux :
une moitié a un facteur droit de longueur n — 1, soit une contribution
de n/2 a la moyenne, et pour 'autre moitié¢, l'involution montre que
la contribution & la moyenne est en n/4.

L'ENSEMBLE 8,,. L’ensemble §,, est essentiellement caractérisé en
étudiant les plus longues plages de lettres a consécutives dans les
mots. Considérons en effet un mot w € (£ \ af), il admet, si [w| > 3
(pour que w existe), un préfixe akb pour un certain k > 0. De plus ce
mot admet une décomposition que nous appelons de type «max-run»
qui peut étre de deux types :
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— L'occurrence de a®b au début du mot est unique. Mais w contient
nécessairement au moins une occurrence de a*~'b (disjointe de
la premiere) puisque w ¢ a£. On écrit alors

w = akbw1 . akqbwz . ak*1bW3 e akqbwr,

avec T > 1 et les mots w; n’ont pas d’occurrences de a*~'b.
- Le mot w posséde au moins deux occurrences de a*b, ce qui
permet d’écrire

w = akbw1 . akbwz . aka3 e akbwr,

avec T > 1 et les mots w; n’ont pas d’occurrences de a*b.
L'intérét de cette décomposition, est que ’on sait que la factorisation
standard, si les w; sont suffisamment longs, interviendra juste avant
I'un des facteurs a*w; ou a* "w; (selon le cas). En effet le facteur
droit de la décomposition est par définition un mot de Lyndon, ce qui
implique qu’il commence par une plage de a la plus longue possible.

L'ensemble §;, est constitué de tels mots en imposant trois condi-
tions :
(i) Lalongueur k de la plus longue plage de a appartient a

Jn = [log, n —log, log, n —1,2log, n[;

(ii) Les mots w; ont des préfixes distincts dans Pk (avec selon le
cas K = k—1 ou K = k), ott Py est I'ensemble des mots w =
ViV2 .-V avec (W] > k et tels que pour 1 <i<m, v € Xy =
(b, ab,...,a* b}, et enfin que [vi...vm—_1l < k (i.e., on impose
que le dernier facteur v,, recouvre la position k).

La condition (i) permet d’assurer qu’'on a une propriété du type
(3)- On a alors l'assurance que le nombre r de plages de a satis-
fait r < 2log, n, ce qui permet d’obtenir que les mots w; soient
suffisamment espacés dans le mot pour que (iii) puisse étre vraie.
La condition (iii) permet de définir I'involution ¢. Cette condition pa-
rait un peu technique, mais elle signifie simplement que les mots w;
sont de longueur au moins K et ont des préfixes assez longs dis-
tincts. Le fait de considérer qu’ils sont des produits de mots d'un
code Xy = {b,ab,...,a* b} (correspondant a X, pour v = a*~'b)
est nécessaire puisqu’on ne manipule pas des mots ordinaires mais
des mots de Lyndon, et que 'on utilise assez abondamment dans les
preuves la construction de cycles (Cyc) pour les séries génératrices
ordinaires.

Théoreme
Soit C un code de série génératrice C(z), la série génératrice des cycles pri-
mitifs d’éléments de C est

p(m) 1
2 1°g(1—C(zm)>‘

m>1

A noter que si 'on choisit pour € l'alphabet X, on obtient la série
génératrice des mots de Lyndon. Si 'on choisit € = Xy, on obtient
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la série génératrice des mots de Lyndon commengant par strictement
moins que k lettres a. Enfin en prenant € = a*bX,, (pour v = a*b), on
obtient les mots de Lyndon commengant par exactement k lettres a.
Une fois I’ensemble 8, ainsi caractérisé, et avant de définir I'involu-
tion ¢ plus précisément, on doit alors montrer que cet ensemble « re-
couvre » effectivement I’ensemble des mots de Lyndon appartenant a
Ln C aly_q1 comme énoncé a 1’équation (3). On utilise pour cela uti-
lisent des techniques relativement standard (bootstrapping [79], ana-
lyse de singularité [59] ou encore une majoration par borne de col).

L'INVOLUTION @. Un motw de 8;; admet donc une factorisation
standard de la forme

w=akuu’ - akvv’,
avec selon le cas K = k — 1 ou K = k (selon le type de décomposition
«max-run») et u, v € Px. On définit alors

k K /

e(w) =a“uv’ - a“vu’,

et la factorisation standard est déterminée par les préfixes u et v. On
vérifie que la somme des longueurs des facteurs droit de w et ¢ (w)
est

|droit(w)| + |droit(¢@(w))| = 2K + 2|v| + {u'{ + ‘V,‘
= |w|+[v|=|ul+ K-k

On a donc bien associé a chaque mot de §,, un autre mot tel que la
somme des longueurs des facteurs droits soit approximativement n,
et ce, grace a une involution.

2.1.4 Conclusion

Pour a peu pres une moitié des mots de Lyndon de longueur n,
le facteur droit est de longueur n — 1. Pour ce qui concerne l'autre
moitié, on observe une symétrie dans la distribution des longueurs :
a chaque fois qu’on exhibe un mot dont le facteur droit est de lon-
gueur { , on peut lui associer un mot de Lyndon dont le facteur droit
est approximativement de longueur n — £ (les deux mots étant en
bijection).

Récemment ces résultats ont été généralisés en utilisant une ap-
proche probabiliste [87, 40], et affinent encore un peu plus I'étude de
la longueur du facteur droit. Notamment le modele n’est pas exacte-
ment le méme puisqu’on considere des probabilités pour les lettres.
Le résultat principal par rapport a la factorisation standard est que la
distribution de la longueur normalisée du facteur droit converge vers

u=p101 + (1T —=p1)l,1),

ol p1 désigne la probabilité de la plus petite lettre. Cela signifie pour
les mots qui ne sont pas dans a£,_1, la distribution [droit(w)|/n
tend vers la distribution uniforme (ce qui implique notre résultat).
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2.2 ALGORITHMIQUE DU TEXTE

Dans cette section, je décris essentiellement des résultats au pro-
bleme inverse de la table des préfixes [15].

2.2.1 Table des préfixes

La table des préfixes d’'un mot donne pour chaque position la lon-
gueur maximale du préfixe coincidant a partir de cette position. Plus
formellement?, la table des préfixes Pref,, d’'un mot w € X% de lon-
gueur n > 0, est le tableau de taille n, tel que pour 0 <i<n

Prefy[i] = lcp(w, wli..n—1]),

ou lcp désigne la longueur du préfixe commun le plus long entre
deux mots.

Exemple. Soit w le mot ababaabababa. On a alors :

i‘01234567891o11
wfi| a babaababab a
Pref,[i] |12 0 3 0 1 5 0 5 0 3 O 1

Cette table contient les mémes informations que la table des bords
du mot : un bord d'un mot non vide w est un facteur propre3 w
qui est a la fois un suffixe et un suffixe de w. Ainsi le mot aabaabaa
admet comme bords ¢, a, aa et aabaa. La table des bord mémorise
pour chaque position i la longueur du bord maximal de w[0..1]. Les
deux tables sont utilisées en algorithmique du texte et se calculent
toutes deux en temps linéaire indépendamment de la taille de 1'al-
phabet. Elles sont au cceur d’algorithmes efficaces de recherche de
motifs (voir par exemple [73] ou [44]).

La notion duale de table des suffixes (2 ne pas confondre avec
le «tableau de suffixes», Suffix Array en anglais, qui désigne un ta-
bleau stockant les suffixes d'un mot en ordre lexicographique), sim-
plifie I’étape de pré-calcul du motif pour 1’algorithme de Boyer-Moore
[38, 44]. La table des suffixes est ainsi essentielle dans différents algo-
rithmes[73, 23, 47].

Le calcul de la table des bords est une question classique. Il est
inspiré par un algorithme de Morris et Pratt (1970), qui est a 1’ori-
gine du premier algorithme de recherche de motif en temps linéaire
dans le pire des cas, et ce, indépendamment de la taille de I'alphabet
[81]. Bien que la table des bords et la table des préfixes contiennent la
méme information sur la structure du mot, les algorithmes efficaces
qui les calculent sont assez différents (voir [44, Chapter 1]). Le pre-
mier algorithme s’exprime de maniere plutdt récursive contrairement
au second. Les techniques pour calculer la table des préfixes utilisent
ce qui a été fait sur les préfixes plus courts et se basent sur des pro-
priétés combinatoires.

2. Dans cette section, les positions sont indexées a partir de o, comme le veut la
tradition dans le domaine.
3. Un mot x est un facteur propre d'un mot w s’il est distinct de w (d’apres [44]).
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PROBLEME INVERSE. Dans ce travail commun avec M. Croche-
more et G. Rindone [15], nous avons considéré le probleme inverse
du calcul de la table des préfixes : tester si une table d’entiers est une
table des préfixes pour un mot, et si oui, produire un tel mot.

Exemple. Soit t et t’ deux tables données par :

1‘012345
i

i{l]|6 o 0o 2 0 1

t
t'i] |6 o 0 2 1 1

La table t est valide puisque compatible avec le mot abcaba par
exemple. Mais la table t’ n’est pas valide car il n’existe aucun mot
admettant cette table de préfixes. Cependant, t’ est compatible jus-
qu’a la position 3 avec abcaba.

La méme question peut étre formulée pour d’autres structures de
données du méme type. En cas de réponse positive, les solutions four-
nissent des conditions nécessaires et suffisantes et des caractérisations
completes, ce qui est intéressant d'un point de vue fondamental. Cela
est intéressant également d'un point de vue pratique par exemple
pour faire de la génération aléatoire, ou pour tester une implémenta-
tion spécifique de la structure de données pour représenter de telles
tables.

Sauf erreur de notre part, les tables de bords ont été les premieres
a étre examinées sous cette optique de probleme inverse par Franek
et al. [60]. Leur algorithme teste un tableau d’entiers correspond a la
table des bords d’un mot, et exhibe un tel mot s’il existe. Ils résolvent
le probleme en temps linéaire par rapport a la taille de la table, et
indépendamment de la taille de 1’alphabet. Un raffinement de Duval
et al. [52, 53] résout le probléme plus efficacement pour un alphabet
de taille borné. Bannai et al. [26] étudient d’autres structures tres utili-
sées en algorithmique du texte : le graphe acyclique orienté des sous-
mots (Directed Acyclic Subsequence Graph), le graphe orienté acy-
clique du mot (appelé souvent DAWG ou automate minimal des suf-
fixes), et le tableau des suffixes (Suffix Array). Les trois algorithmes
de test fonctionnent également en temps linéaire.

RESULTATS. Le cas de la table des préfixes (ou de la table de suf-
fixes) parait plus difficile au premier abord, car une valeur dans la
table des préfixes décrit un chevauchement au-dela de la position cou-
rante. Néanmoins, nous obtenons comme pour les autres structures
étudiées un test en temps linéaire. L'algorithme peut fournir la partie
initiale de la table la plus grande telle qu’elle soit compatible avec
au moins une table des préfixes. Lorsque le tableau correspond a une
table des préfixes, 1’algorithme fournit le mot sur 1’alphabet le plus pe-
tit possible pour 1'ordre lexicographique. Nous montrons également
que log, n lettres suffisent pour une table de taille n dans le pire
des cas. L’algorithme utilise une variable pour stocker I'ensemble des
lettres qui sont interdites dans un certain contexte. Il est remarquable
que l'algorithme ne nécessite pas de structure de données complexe
pour représenter cette variable tout en restant en temps linéaire. Cela
est di a l'utilisation de propriétés combinatoires.
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Le probleme inverse lié a la table des plus longs facteurs, qui consti-
tuent un composant des méthodes de compression a la Ziv-Lempel,
est une question ouverte (voir [45, 46]). On ne sait pas si une solution
en temps linéaire existe.

2.2.2  Conclusion

Nous avons donné un algorithme pour vérifier quun tableau d’en-
tiers est bien une table des préfixes correspondant a au moins un
mot. Ce travail permet de mieux comprendre les propriétés (périodi-
cités, recouvrements) sur les mots dont on peut éventuellement tirer
parti algorithmiquement que ce soit a travers la table des préfixes ou
celle des bords. Il existe aussi des variantes [75] dites paramétrées
qui considérent non plus une égalité stricte sur les mots pour cal-
culer le plus long bord ou le préfixe commun maximal, mais une
égalité a une permutation pres de tout ou partie de l'alphabet (par
exemple aba ~ bab ~ ztz).

Avec M. Crochemore, C. Nicaud et G. Rindone, nous avons aussi en-
trepris de revoir la question de 1’énumération des tables des préfixes
(ou des bords puisqu’elles sont équivalentes) a la lumiere de nos pré-
cédents travaux. Nous cherchons plus particulierement a déterminer
I’asymptotique du nombre de tables de préfixes d"une certaine taille.

Un autre travail que je n’ai pas détaillé dans ce mémoire est lié
au test d’appartenance a un code [5], et a la déterminisation d'un
automate en «pétales» (travaux en lien avec ceux de F. Bassino, C.
Nicaud et L. Giambruno [28]). Il y a des questions intéressantes a
se poser sur une modélisation pertinente pour 1’analyse en moyenne
d’un ensemble de mots finis en algorithmique du texte. Mais cela
reste un probléme délicat car difficile a spécifier...

2.3 CODAGE DE SOURCE ET CODES PREFIXES

Dans cette section, on s’intéresse a des mots qui subissent une
contrainte différente de celles qu’on a vues précédemment. On cherche
a construire un ensemble de mots qui forme un code préfixe (aucun
mot n’est préfixe d'un autre ), et optimal dans un certain sens qui va
étre précisé ici.

2.3.1  Contexte

Le point de vue en codage de source est différent, méme si le but
est toujours de construire un code.

CODAGE DE SOURCE. On se donne généralement un ensemble de
symboles A C IN et muni d'une distribution de probabilités p (p(i)
est la probabilité du symbole i). Une fonction de codage ¢ : A — L*

4. Contrairement & ce que I’appellation laisserait penser au premier abord.
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associe a chaque symbole de A un mot fini sur I'alphabet de sortie X.
La longueur moyenne d"un mot du code s’exprime sous la forme

L@ =) pe.
icA
En compression, 'objectif est alors de trouver un code € qui minimise
cette longueur moyenne pour 'ensemble de symboles A. On dit alors
que le code est optimal. Notons au passage que parmi tous les codes
optimaux par rapport a la longueur moyenne d’un mot du code, on
montre qu’il y en a forcément au moins un qui est préfixe.

Dans cette partie, on ne s'intéresse qu’aux fonctions de codages qui ont la
propriété préfixe> et qui ont un alphabet de sortie binaire £ = {0, 1}. Ainsi
on associe a C un arbre binaire dont les arétes sont étiquetées par 0
et 1. Le code étant préfixe, les feuilles de 1’arbre sont en bijection avec
les symboles de A. Le mot du code associé a un symbole se «lit» en
parcourant la branche depuis la racine jusqu’a la feuille correspon-
dante a la maniere d’un trie (structure définie dans le chapitre 4). La
longueur moyenne d’un mot du code se lit de plus sur 1’arbre comme
une longueur de cheminement (pondérée par le poids des feuilles).

CODAGE DE HUFFMAN. Le codage de Huffman [74] est une pro-
cédure qui intervient a un moment ou a un autre dans toutes les
techniques de compression. Elle permet de construire un code pré-
fixe binaire optimal pour un ensemble A fini de symboles muni de
sa distribution de probabilité. Le principe du codage de Huffman est
simple et est de type «bottom-up». On considére au départ une fo-
rét (un ensemble d’arbres) constituée d’arbres (réduits a des feuilles)
correspondant aux symboles de A. Chaque arbre—feuille est de poids
la probabilité du symbole qu'il représente. La procédure consiste en-
suite en une séquence de «fusions» de nceuds. On va répéter le pro-
cessus suivant : (i) on extrait (en les retirant) de la forét deux arbres
de poids les plus petits; (ii) On crée un nceud qui sera la racine d’un
arbre admettant les deux arbres précédents comme sous-arbre; (iii)
Ce nouvel arbre est introduit dans la forét en lui attribuant un poids
qui est la somme du poids de ses sous-arbres. Apres avoir itéré ce
processus v — 1 fois (ol1 T est le cardinal de A) la forét est réduite a un
arbre préfixe dont les feuilles correspondent aux symboles de A. Cet
arbre correspond aussi a un code binaire préfixe optimal ®.

CODES DE GOLOMB. En 1966, Golomb [65] a décrit une famille de
codes préfixes optimaux pour des distributions de type géométrique
sur les entiers naturels, c’est-a-dire pour des distributions p(i) de la
forme

pi)=00-q)q", 1>0,

pour un parametre réel q € [0, 1]. Un code de Golomb de parametre
k est défini de la facon suivante : pour un entier n pour lequel on

5. L'image € = c(A) forme un code préfixe.

6. Du fait d’éventuels choix, par exemple s’il y a égalité au moment de choisir les
deux arbres de plus petit poids, le code optimal obtenu n’est pas unique méme si la
longueur moyenne d'un mot du code reste la méme.
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pose la division euclidienne par k,ie, n =jx k+iavec 0 < i<k,
et on code c(n) = 00 -1-Qx(i), oit Qy correspond & un code quasi-
uniforme.( Un code quasi-uniforme Qy est simplement un code de
cardinal k avec 2M°8¥1 — % mots de longueur [logk| et 2k — 2[lo8k]
mots de longueur [logk]. Lorsque que k = 2P est une puissance de
deux, il s’agit simplement de 'écriture en binaire de n sur b bits [62].)
Dans [62], ces codes de Golomb sont montrés optimaux pour toutes
les distributions géométriques en choisissant le parametre du code k
en fonction de q. Ces distributions interviennent, par exemple, pour
coder des «runs lengths» (correspondant a la répétition d"'un méme
symbole, et qui constitue également la motivation originelle de Go-
lomb [65]), et en compression d’image pour encoder des erreurs ré-
siduelles bien modélisées par des distributions géométriques bidirec-
tionnelles (two-sided geometric distributions). Les codes optimaux pour
ces derniers sont caractérisés dans [89], et sont des combinaisons ou
des variantes de codes de Golomb. Les codes de Golomb ont I’avan-
tage pratique d’encoder le symbole i grace a un calcul explicite utili-
sant la valeur i, sans recourir a des structures de données complexes
ou des tables. En pratique, ils ont ainsi été adoptés dans nombre d’ap-
plications (cf. [102],[117]).

Quoiqu’il en soit, un codage symbole par symbole, peut entrainer
une redondance” significative par rapport a 'entropie de la distribu-
tion (qui est une borne inférieure théorique), méme dans le cas d'une
séquence de variables aléatoires indépendantes de méme loi. Une ma-
niere de s’accommoder de ce probléme, tout en gardant la simplicité
et une latence faible pour le codage et le décodage, est de considérer
des blocs courts de d>1 symboles, et d'utiliser un code préfixe pour
ces blocs. Avec F. Bassino, G. Seroussi et A. Viola, nous avons étudié
les codes préfixes optimaux pour des paires (i.e., des blocs de taille 2)
de variables aléatoires indépendantes, et identiquement distribuées.
Plus précisément nous avons considéré la distribution sur les paires
d’entiers positifs ou nuls (i,j) avec probabilités de la forme

P(i,j) =pi)p(j) = (1—q)?q"7 i,j=0. (4)

Cette distribution est dite «géométrique de dimension 2» (two-dimen-
sional geometric distribution — TDGD)). Elle est définie sur 1’alphabet des
paires d’entiers A = { (i,j) | i,j > 0}. Par souci de brieveté, on désigne
une telle distribution de parametre q sous I’appellation TbGD(q).

Mis a part l'intérét pratique, le probleme présente également un
intérét combinatoire. Il a été prouvé dans [83] (voir également [78])
que, si 'entropie® — 2_i>o P(i)log P(i) d’une distribution sur les en-
tiers positifs ou nuls est finie, alors il existe des codes optimaux qui
peuvent étre obtenus, a la limite, en considérant une séquence de
codes de Huffman pour des versions tronquées de 1’alphabet. Cepen-
dant, la preuve ne donne pas de méthode générale pour construire

7. Ecart entre la valeur optimale théorique, donnée par l’entropie, et la longueur
moyenne d’un mot du code.

8. logx et Inx désignent conformément a 1'usage dans ce domaine, respective-
ment, le logarithme en base 2 et le logarithme népérien, naturel, de x.
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de tels codes optimaux, et de fait, il existe peu de familles de distribu-
tions pour des alphabets dénombrables pour lesquelles une méthode
de construction effective est connue [21][63]. Une approche algorith-
mique de tels codes est présentée dans [63], qui recouvre les distribu-
tions géométriques et des généralisations. Cependant cette approche
ne s’applique pas au cas des TDGD, comme cela est explicitement men-
tionné dans [63], et, pour autant que nous le sachions, aucune mé-
thode de construction générale pour les TDGD n’a été présentée dans
la littérature (a part le cas trivial q = %, voir également [24]).

2.3.1.1  Définitions

Nous souhaitons construire un code binaire préfixe C optimal pour
les symboles de A, paires (i,j) d’entiers positifs ou nuls (i,j > 0) avec
la distribution TpGp. Comme dans le cas fini de symboles, on associe
a un code préfixe C un arbre binaire infini, dont les feuilles sont en bi-
jection avec les symboles de A, et dont chaque aréte est étiquetée par
o ou 1. La profondeur d"un nceud x dans un arbre T, noté depth(x),
est le nombre d’arétes sur le chemin de la racine a x. Un niveau de T
est I’ensemble des nceuds a une profondeur donnée { (cet ensemble
est désigné par le niveau £). On définit aussi le profil de 1’arbre comme
étant la suite (n] )¢>0 du nombre de feuilles a chaque niveau ¢ de T.
Deux arbres sont considérés comme équivalents si leurs profils sont
identiques. Ainsi, pour un code C, nous sommes essentiellement inté-
ressés par le profil de ’arbre correspondant, ou encore par la distribu-
tion des longueurs des mots du code. Etant donné le profil de l’arbre,
et un ordre sur A par probabilités décroissantes, il est toujours pos-
sible de définir un arbre canonique (par exemple, en assignant les
feuilles en ordre lexicographique) qui définit de maniére unique un
code pour A (appelé canonique). Toutefois dans la suite, dans un
souci de simplification, nous ne distinguerons pas le code de l'arbre
(pas plus d’ailleurs que de son profil). Tous les arbres considérés ici
sont binaires et localement complets, i.e., chaque noeud est soit une
feuille, soit possede deux fils9. Dans la suite le terme de sous-arbre
désigne un sous arbre entier de T, i.e., un sous-arbre constituée d'un
noeud et tous ses descendants dans T.

Nous appelons s(i,j) = i1+ ]j la signature de (i,j) € A. Pour une
signature s = s(i,j), il y a s+1 paires de signature s, toutes avec
la méme probabilité, P(s)=(1 — q)%q®, avec la distribution (4) sur A.
Etant donné un code C, les symboles avec la méme signature peuvent
étre permutés sans affecter les propriétés qui nous intéressent (e.g., la
longueur moyenne du code). Ainsi pour simplifier, on peut ramener
la correspondance entre feuilles et symboles de A a celle entre feuilles
et éléments du multiensemble

A=10,1,1,2,22,...,8,...,8,...} (5)
s+1 fois

9. La terminologie «familiale» usuelle pour les arbres est utilisée ici : les noeuds
ont des enfants, des parents, des ancétres et des descendants. J'utilise également la
convention «informaticienne» pour la visualisation des arbres, avec la racine en haut
et les feuilles en bas. Ainsi les ancétres sont en «haut» et les descendants en «bas».



2.3 CODAGE DE SOURCE ET CODES PREFIXES 25

En construisant I'arbre, on ne distinguera pas les différentes occur-
rences d’une signature s ; Pour encoder ces symboles, les s+1 feuilles
étiquetées avec s seront associées aux symboles (0, s), (1,s—1),...,(s,0)
dans un ordre fixé arbitraire. Dans la suite, on oubliera souvent le fac-
teur de normalisation des probabilités P(s) (dans les cas ol cela n’a
pas d'importance), et nous utiliserons a la place des poids w(s) = q°.

Soit un arbre (ou un code) T pour A. Soit U un sous-arbre de T,
et s(x) la signature associée a une feuille x de U. On désigne par F(U)
I'ensemble des feuilles de U, appelée bordure (fringe en anglais). Nous
définissons le poids, wq(U), de U comme

wq(W = )Y q*0,

xeF(U)

et le cotit, £L4(U), de U comme

LqW)= )  depthy(x)q*™
xeF(U)

(I'indice q sera omis quand le contexte sera clair). Quand U = T, nous
avons wq(T) = (1 — q) 2, et (1— q)ZLq(T) et la longueur moyenne
du code T. Un arbre T est optimal pour TDGD(q) si Lq(T) < Lq(T')
pour tout arbre T’ représentant A.

2.3.2  Meéthode

Nous recourrons principalement, afin de prouver 'optimalité de
codes infinis pour les TDGD, a la méthode due a Gallager et Van Voo-
rhis [62], qui est résumée brievement ci-dessous, adaptée a notre ter-

minologie.
— On définit une suite d’alphabets réduits finis (85)3° ;. L'alphabet
réduit 8 est un multiensemble contenant les signatures 0, 1,...,s

(avec les mémes multiplicités que dans (5)), et un nombre fini
de sous-ensembles (eux potentiellement infinis) de fl, désignés
comme symboles virtuels, qui forment une partition du multien-
semble des signatures strictement supérieurs a s. Nous associons
naturellement a chaque symbole virtuel un poids égal a la somme
des poids des signatures qu’il contient.

— On vérifie ensuite que la suite (85)3° _; est compatible avec la
procédure de construction de Huffman (de type «bottom-up»).
Cela signifie qu’apres un certain nombre d’étapes de fusion de
I'algorithme de Huffman sur l'alphabet (fini) réduit S5, on ob-
tient 85/ avec s’ < s. On itere le processus jusqu’a s’ = —1.

— On applique I'algorithme de Huffman a I'alphabet 8 _1 (composé
uniquement de symboles virtuels).

Bien que la suite d’alphabets réduits 8 puisse étre vue comme évo-
luant du «bas vers le haut», le code infini obtenu correspond plutot a
une suite de codes Cs finis qui grandit du «haut vers le bas» avec s
et se déroule en inversant les étapes de fusion de la procédure de
Huffman. On montre que la suite des codes (C;)s>_1 converge vers le
code C, c’est-a-dire ici, que pour tout i > 1, le i® mot du code C; (dont
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on trie les mots de maniére consistante) devient constant lorsque s
croit, et est égal au i® mot du code C. Un argument de convergence
sur la suite des longueurs moyennes des codes établit ensuite 1’opti-
malité du code C.

Cette méthode a été appliquée avec succes pour caractériser des
codes infinis optimaux dans [62] et [89]. La technique est simple a
appliquer une fois les alphabets réduits appropriés définis. Ici la dif-
ficulté réside donc dans le fait de «deviner» pour chaque cas la struc-
ture de ces alphabets. En un certain sens on peut parler d"une procé-
dure par amorgage (bootstrapping), on I'on doit deviner la structure
du code cherché, et utiliser cette structure pour définir les alphabets
réduits, qui a leur tour permettent de prouver que la structure devi-
née est correcte! Nous appliquons donc la méthode de Gallager-Van
Voorhis pour prouver l'optimalité des codes pour certaines familles
de TDGD correspondant & des parametres du type q = V2 et q = 1/2*
qui permettent de «recouvrir» ou du moins de partitionner (lorsque k
varie) respectivement les valeurs q > 1/2 et q < 1/2 de l'intervalle
[0, 1].

2.3.3 Propriété de singularité pour les codes

Certaines caractéristiques des familles de codes optimaux pour les
distributions géométriques (ou des variantes) dans le cas unidimen-
sionnel se révelent ne plus étre vérifiées dans le cas 2-dimensionnel.
Plus spécifiquement, les codes décrits dans [65] et [89] correspondent
a des arbres binaires de largeur bornée : le nombre de mots de code de
n’importe quelle longueur est borné supérieurement par une constante
qui dépend des parametres du code. De plus, la famille de codes
dans le cas unidimensionnel partitionne 'espace des parameétres en
régions (de mesure positive), telles que toutes les distributions dans
une méme région partagent le méme code optimal. Ces propriétés
ne sont plus vraies pour les TDGD. En particulier les codes optimaux
pour les TDGD sont singuliers : si un code T est optimal pour TDGD(q),
alors T4 n’est pas optimal pour TDGD(q’) pour n’importe quelle valeur
du parametre q’ # q.

Une conséquence importante de cette propriété de singularité est
que l'ensemble des codes optimaux pour q € [0, 1] est non dénom-
brable et qu’il est donc illusoire de vouloir donner une caractérisa-
tion compacte '° d"un tel ensemble, comme dans le cas unidimension-
nel [65, 89]. Ainsi d'un point de vue pratique, le mieux qu’on puisse
faire est de construire des codes optimaux pour une famille dénom-
brable de parametres.

10. Informellement, une caractérisation compacte consiste en une caractérisation
avec un nombre borné de parameétres eux aussi bornés. On souhaite en général aussi
que cette caractérisation s’accompagne de procédures de codage et de décodage
effectives.
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F1Gure 3: L'arbre ci-dessus décrit 1’arbre optimal pour q = 1/2. Les feuilles
sont étiquetées par leurs poids q°, avec s une signature.
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FIGURE 4: A gauche, 'arbre optimal pour les signatures s < 11 (q = 13),
les lignes pointillées séparent les couches (dans la partie cyclique
seulement 5 types de couches). Les nceuds entourés sont des sym-
boles virtuels utilisés dans la preuve. A droite, une représentation
de I'arbre ressemblant a celle d'un automate : les mots du code
sont ceux acceptés en considérant les feuilles comme états accep-
tants, et avec comme état initial la racine.

2.3.4 Une famille de codes optimaux

Je donne ici seulement une idée des résultats, les preuves s’avé-
rant rapidement calculatoires et techniques, et s’appuyant toutes sur
la méthode donnée précédemment. Nous avons caractérisé les codes
optimaux pour des valeurs de parametres q = 1/2% (qui donnent une
partition «raisonnable» de 'intervalle [0,1/2]) et q = W (pour l'in-
tervalle [1/2,1]). L'arbre optimal pour q = 1/2 est un code de Golomb
et est représenté sur la figure 2.

2.3.4.1 Les valeurs q = 1/2%

On peut décrire I’arbre (et le code) correspondant C_y par «couches».
Apres une phase initiale, les couches s’empilent de maniere cyclique
et fournissent une description finie du code. Les codes obtenus sont
des arbres réguliers [27] : les arbres infinis correspondant aux codes
ont seulement un nombre fini de sous-arbres non isomorphes. Cela
permet d’avoir une représentation de 1’arbre sous la forme dun auto-
mate fini, d’avoir des expressions explicites pour la longueur moyenne

27
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du code, et aussi des procédures de codage et de décodage effectives.
Le cas q = 1/8 (k = 3) est par exemple décrit sur la figure 3. Il est
aussi intéressant de noter que lorsque k — oo (q — 0), les codes op-
timaux C_x obtenus convergent vers un code limite C_,, dans le sens
suivant : un mot de code correspondant a une paire (a,b) reste le
méme pour tout k > ko(a, b), ol kg est un entier dépendant de aetd
(ce code limite est également mentionné dans [24]). Dans tous les cas,
les codes sont de largeur non bornée.

2.3.4.2 Lesvaleurs q =271/

Nous commengons par la caractérisation des codes optimaux pour g
271k (k > 1) qui est la plus proche, dans I'esprit, de celle des codes
des Golomb.

En effet on a le théoréme suivant :

Théoréme (Code optimal q =2~1/¥)
Un code préfixe optimal Cy. pour TDGD(q), avec ¢ = 27 1/%, k > 1, est
donné par

Cili,j) = Telimod k,j mod k) G (| £])- G (| £ ]), ©)

ot Gy est le code unaire (i.e., G1(n) = 0™1), et Ty, que nous appelons le
code supérieur, est un code préfixe optimal pour la source finie

Ay = {(1,3) 1 0 < 1,j < k} avec des poids w(i,j) = q”j I (7)

Ce théoréme décrit une famille de codes qui est en quelque sorte
I'analogue des codes de Golomb pour les TDGD. Cependant la struc-
ture du code supérieur est bien plus complexe. Pour donner une idée
de la caractérisation, le profil d’un arbre optimal est donné par le
théoréeme suivant.

Théoreme (arbre optimal supérieur)
Soit @ =271/%, Q = k? — [k(k—1)/4], m = [logk?], et M = [log Q].
On définit la fonction

(kex—2) (k—x—1)
Ax) =2k? —2MHT L x(x+1) — > )

Soit x¢ la racine réelle la plus grande de A(x), et soit & = |xo |. Posons

Alors, il existe un arbre optimal pour Ay défini par le profil "
(o1 iven) = (M =N +e, 2N=2M =3¢, 2¢),  (8)

‘weCC:Ckzkz—ZMqu_H.

On a décrit ici un code optimal (grace a son profil (8)), mais il est
évidemment possible d’obtenir tous les arbres (ou profils) optimaux
(car il ny a pas nécessairement unicité du profil non plus).

11. Le profil donne le nombre de feuilles aux niveaux M —1, M et M + 1. Pour les
niveaux inférieurs { < M, n, = 0. L'arbre étant localement complet, on reconstruit
facilement tous les arbres qui ont ce profil et qui sont d’ailleurs tous optimaux.
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FIGURE 5: Redondance (en bits par symbole) pour le code préfixe optimal
(estimé numériquement), le meilleur code de Golomb, le code li-
mite C_q, et le meilleur code C_y ou Cy pour chaque valeur
de q avec a gauche, 0 < q < %, et a droite, % < g < 1. Le code li-
mite C_, est tracé jusqu’a q = 0.33715.. ., point auquel la courbe
intersecte celle de Cj.

2.3.5 Redondance

La redondance est définie comme la différence entre 1’entropie par
symbole et la longueur moyenne d’un mot du code. La figure 4 repré-
sente le graphe comparant les codes de Golomb (standard, symbole
par symbole) avec les codes pour les TDGD pour toutes les valeurs
de q (les codes optimaux pour des valeurs arbitraires sont obtenus
grace a des estimations numériques avec suffisamment de précision).
Nous avons également obtenu des expressions exactes pour les phé-
nomenes oscillants observés par rapport a la redondance lorsque q
tend vers 1. L'étude confirme "amélioration par rapport aux codes
de Golomb, et aussi que la suite de codes choisis (ou plutdt de para-
metres choisis) fournit une bonne approximation de 'ensemble des
codes optimaux pour la plage [0, 1] pour le parametre q. La figure 4
représente la redondance de différentes familles de codes en fonction
de g, mesuré en bits par symboles par rapport a ’entropie de la dis-
tribution géométrique '*. Les codes concernés sont les codes préfixes
optimaux (avec estimation numérique suffisante), le meilleur code de
Golomb, le meilleur code C_x ou Cy (correspondant aux familles pré-
sentées ci-dessus) pour chaque valeur de g et le code limite C_,. On
peut se référer a l'article [19] pour plus de précisions et une explica-
tion des phénomenes oscillants observés sur la redondance.

2.3.6  Conclusion

Nous avons caractérisé des codes préfixes optimaux pour les dis-
tributions géométriques 2-dimensionnelles pour une famille de para-
metres recouvrant les valeurs possibles.

Pour des sources géométriques, je souhaite m’intéresser a une classe
de codes aux propriétés tres intéressantes pour la synchronisation :
les codes bifixes. Les mots de ces codes ont la particularité de pou-

h(q)

12. L'entropie de la distribution géométrique est H(q) = T=q-

—qlogq—(1—q)log(1 — q) est 'entropie binaire [62].

ot h(q) =

29
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voir étre décodés instantanément (i.e., des leur lecture) quel que soit
le sens de leur lecture. Cette classe donne lieu a des conjectures non
élucidées depuis leur introduction, et se révele bien plus difficile a étu-
dier que les codes préfixes. On ne connait pas d’analogue par exemple
pour le célebre algorithme de Huffman dans ce cas.



MOTIFS DANS UN TEXTE ALEATOIRE

Principal article concerné dans ce chapitre [2] :

Counting occurrences for a finite set of words : combinatorial
methods.

Bassino, F., CLEMENT, J., AND N1icopiEME, P. Transactions in Al-
gorithms (2010). To appear (accepted for publication).

Les autres publications en rapport sont [14, 8, 9, 3].

L’étude des statistiques d’occurrence de motifs dans un texte aléa-
toire permet de prédire ce qui va se passer sur un texte sil se conforme
au modele. Souvent si le comportement observé sur un texte réel (qui
peut étre aussi bien un chaine d’ADN qu’un sonnet de Shakespeare)
differe beaucoup de celui qu’on a prévu sur le modele, on s’inter-
roge sur la signification réelle du motif *. Qu’est-ce qui fait qu’il est
sur-représenté ou sous-représenté ?

Par exemple en bioinformatique, un certain nombre de logiciels
[113] se sont spécialisés dans la recherche de mots exceptionnels pour
prédire des fonctions biologiques In silico. Des algorithmes de recher-
che de motifs sont utilisés pour trouver des candidats, et ensuite les
motifs candidats sont examinés en comparant les valeurs observées
avec les valeurs prédites dans le modeéle (utilisation notamment du
Z-score qui compare 'écart des observations en supposant une loi
normale ou encore la p-valeur).

D’un point de vue fondamental, on peut s’intéresser a I'étude des
statistiques d’occurrences de motifs plus ou moins complexes. Une
forte demande des applications est aussi d’obtenir des formules (méme
approchées) qui soit efficacement calculables (voir [3, 14]).

Dans ce chapitre je me focalise sur différentes approches combina-
toires qui permettent de calculer la série génératrice des occurrences.

3.1 CONTEXTE

On considére ici le probléme du calcul effectif de la série généra-
trice multivariée des textes en considérant la longueur des textes et le
nombre d’occurrences de mots provenant d'un ensemble fini de mots.
Cet objet mathématique permet d’encoder de maniére concise les sta-
tistiques d’occurrences d’un ensemble de mots dans un texte aléatoire.
Plus précisément nous calculons la série génératrice Fyi qui compte
les textes par rapport a leur longueur et aux nombres d’occurrences
de mots provenant d'un ensemble fini U = {uy,...,u,} de r mots (que
nous désignerons dans la suite comme le motif). La série génératrice
est nécessairement rationnelle pour des raisons expliquées plus tard,
et, une fois calculée, il est relativement simple et automatisable d’ob-

1. Ou sur la pertinence du modéle, mais c’est un autre débat.

31



32

MOTIFS DANS UN TEXTE ALEATOIRE

tenir toutes sortes de statistiques (voir [59] pour les fagons dont on
peut tirer parti des séries génératrices).

Le probléeme d’énumération de séquences satisfaisant certaines pro-
priétés combinatoires a été rigoureusement formulé depuis la fin des
années 70 et au début des années 8o par Goulden et Jackson [68, 69]
et par Guibas et Odlyzko [71, 72].

Les premiers [68, 69] ont introduit une méthode tres puissante
basée sur le principe d’inclusion-exclusion pour compter les occur-
rences de mots appartenant a un ensemble réduit de mots (i.e., un en-
semble ot aucun mot n’est facteur d’un autre) dans les textes. Cette
méthode consiste a compter les textes oil un sous-ensemble des oc-
currences sont marquées (on dit parfois pointées ou ancrées) et dans un
second temps a retirer les redondances (un texte est compté plusieurs
fois avec plusieurs marquages). Nous désignons ce principe sous la
dénomination de méthode d’inclusion-exclusion. Goulden-Jackson ont
une approche multivariée par nature out un parametre formel est as-
socié a chaque mot.

Les seconds [71, 72] ont introduit la notion de corrélation et d’auto-
corrélation, qui n’étaient pas totalement explicites dans les travaux de
Goulden et Jackson. La méthode construit des systemes d’équations
sur des langages formels (non ambigus) qui se traduisent ensuite di-
rectement en termes de séries génératrices. Guibas et Odlyzko consi-
derent, dans le cas univarié, plusieurs problemes comme 1’énuméra-
tion de textes qui évitent un motif, ou qui finissent par la premiere
occurrence de ce motif (voir aussi [111]). Jacquet et Szpankowski [76]
utilisent ces mémes notions pour 1'étude des tries et arbres des suf-
fixes mais font le lien avec I'approche précédente en présentant des
formules d’inclusion-exclusion. Enfin Régnier et Szpankowski [96]
étendent les résultats de Guibas et Odlyzko au cas multivarié et comp-
tent simultanément les occurrences de plusieurs mots mais seulement
dans le cas réduit. Par la suite ces mémes auteurs ont considéré égale-
ment le cas ol le texte est modélisé par une chaine de Markov [97, 95]
(voir également le livre de Szpankowski [112] et le chapitre [77] de
Jacquet et Szpankowski dans le Lothaire [85]).

Une troisieme approche est possible. Elle se fonde sur la théorie des
automates finis. Nicodeme et al. [92] utilisent des algorithmes clas-
siques (1) pour construire un automate fini déterministe comportant
des marques (destinées a compter les occurrences) et reconnaissant
par exemple une expression réguliere et (2) traduire cet automate
en termes de séries génératrices grace a l'algorithme de Chomsky-
Schiitzenberger [42]. Cela résulte en une série génératrice bivariée
qui compte les occurrences. Une variation (simple mais relativement
cotiteuse en espace) étend ce résultat a un source markovienne. Ce ré-
sultat s’applique immédiatement a notre probleme car un ensemble
fini de mots constitue un langage rationnel (et admet une expres-
sion réguliere triviale). Nicodeme [90] a étendu cette approche au cas
multivarié et en autorisant des erreurs sur les mots de 1’ensemble .
J. Bourdon et B. Vallée [36, 37] ont également considéré le cas des

2. Ces algorithmes sont implantés dans le package regexpcount de la bibliotheque
algolib (projet Algorithmes, INRIA.
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sources dynamiques. Notons, enfin, que considérant des ensembles
finis de mots, la construction (1) de 'automate peut étre faite direc-
tement avec 'automate de Aho-Corasick, spécifiquement dédié a la
recherche de motif pour plusieurs mots. Les méthodes basées sur les
automates sont, de fait, largement les plus versatiles, mais elles ont
le défaut de «cacher» la structure du motif dans 1’automate. Il parait
difficile d’obtenir des formules a 'aide d’automates telles que celles
fournies par la méthode d’inclusion-exclusion par exemple (voir les
formules obtenues a la fin de ce chapitre).

Remarque. Je mentionne ici principalement les approches combina-
toires au probléme. Prum et al. [94], Reinert et Schbath [98], Reinert
et al. [99], Roquain et Schbath [104] utilisent une approche plus pro-
babiliste pour le méme type de questions (voir aussi le chapitre [100]
dans [85]).

Historiquement, I’ensemble des mots dont on souhaite obtenir les
statistiques d’occurrences est de deux sortes. Le cas «réduit» corres-
pond au cas olt aucun mot ne peut étre facteur d’un autre, ce qui
simplifie 1’analyse. Le cas non réduit, plus général, permet qu'un
mot soit facteur d’un autre (par exemple I'ensemble U peut contenir
u; = abbababa et u; = baba bien que u; soit un facteur de uy). Re-
marquons qu’il y a deux fagons de compter les occurrences : soit c’est
le nombre total d’occurrences, calculé en ajoutant pour chaque mot
du motif son nombre d’occurrences, soit on compte juste le nombre
de positions dans le texte signalant la fin d’'un mot du motif (ce
nombre est naturellement borné par la longueur du texte). Dans le
cas non-réduit, le nombre total d’occurrences peut étre plus grand
que le nombre de positions ot il y a au moins une occurrence. Au
contraire dans le cas réduit, on est assuré qu’en chaque position du
texte, il y a au plus une occurrence qui finit et que donc ces deux
quantités sont égales.

3.1.1  Notations

Soit X I'alphabet sur lequel les mots sont écrits et U = {uy,uz, ..., U}
un ensemble fini de mots distincts sur £ (qu'on appellera dans la
suite motif). Par convention et pour simplifier la présentation, les mots
dans un ensemble U seront toujours indexés pour 'ordre lexicographique
croissant. Nous considérerons aussi que dans le cas d'un seul mot dans le
motif U = {u}, le mot w est d’indice 1.

roIps. On dénote par 7t(w) le poids du mot w. Le poids peut étre
aussi bien formel sur un monoide commutatif (i.e., m(ababab) =
o®B3), ou la probabilité dans le modele de Bernoulli (aussi appelé
ici source sans mémoire) 71(w) = P(w) en substituant dans I'expres-
sion précédente « = P(a) et B = P(b), ou méme en posant 7t(w) =1
pour le cadre énumératif.

SERIES GENERATRICES. On souhaite calculer ici des séries multi-
variées de langages. On introduit donc quelques notations. Considé-
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rant un motif (décrit comme un ensemble) {uq,...,1;}, on va assi-
gner a chaque mot une variable formelle x; pour compter les occur-
rences du mot u;. Etant donné un vecteur de r variables formelles
x = (x1,...,X;) et un vecteur de r entiers j = (ji,...,jr), on note xl le
produit [ ];_; x{i. A tout ensemble de mots (ou langage) £, on associe
donc une série formelle pour représenter les statistiques

L(z) = Z m(w)z W IxT)

wel

o T(w) = (wlq,...,wl,), et [w|; est le nombre total d’occurrences
de u; dans w (avec possible recouvrement). Par exemple, la série
génératrice associée au texte L = {abaaabaabb} avec comme mo-
tif U = {u; = aa,u> = baa} est X(z,x1,%2) = z'%7(a )6n(b)4x?x§
Plus généralement, plutét que la série génératrice d'un texte (qui
ne donne qu'un terme) on veut calculer la série génératrice multi-
variée Fy((z,x) considérant le langage de tous les textes de X* avec les
occurrences des mots de U,

Fulz,x) = Flz,x) = ) m(w)zx™™), )
wexr*

AUTOCORRELATION ET CORRELATION. Nous rappelons ici les
définitions classiques de l’autocorrélation d’'un mot et de la corré-
lation de deux mots. L'autocorrélation G, d’un mot u est I’ensemble

Cu={h, u-h=y-u aveclyl <|ul}

remarquons que le mot vide ¢ appartient a C,,.
De maniere similaire, la corrélation du mot u vers le mot v est

Cuv=1{;, u-h=y-v, [yl <hl}

L’ensemble €., ., est 'autocorrélation du mot u et si u # v alors le
mot vide ¢ n"appartient pas a Cy,. Ces langages sont essentiels pour
une approche a base de langages formels.

3.2 AUTOMATES

L’approche la plus versatile fait appel a la théorie des automates,
et dans le cas d’un motif constitué d’un ensemble fini de mots, on a
recours a la construction classique de Aho-Corasick [22, 48] qui cal-
cule un automate reconnaissant le langage ~*U des mots finissant par
un mot du motif. Cependant cette méthode est bien plus puissante et
s’applique a tout langage régulier, et permet d’autres généralisations
comme la prise en compte d'un modele de chaine de Markov pour la
source produisant le texte (en considérant un produit d’automates);
voir en particulier [92].

L’automate, dit de «Aho-Corasick», Ay est la base de beaucoup
d’algorithmes efficaces en recherche de motifs. On le décrit usuelle-
ment comme un trie (completement) développé sur 1’ensemble des
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mots U, auquel on rajoute une fonction d’échec. Soit Ty le trie tota-
lement développé représentant U vu comme un automate détermi-
niste (Q, d, ¢, T), o 'ensemble des états est Q = Pref(U) (préfixes des
mots de U), I’état initial est le mot vide ¢, 'ensemble des états termi-
naux est T = Pref(U) N Z*U, et la fonction de transition & est définie
sur Pref(U) x X par

PX si px € Pref(U),
5(]3,7() =
Border(px) sinon.

Enfin la fonction d’échec Border() est définie par

Border(v) — le plus long suffixe propre de v dans Pref(U) si défini,

ou ¢ sinon.

On identifie en général un mot v € Pref(U) avec le nceud atteint en
lisant les lettres de v et en suivant les transitions dans l’arbre (vu
comme un automate), si bien que Border() définit une application de
I’'ensemble Pref(U) sur 'ensemble des nceuds de 'arbre. On sait de
plus construire efficacement une telle structure (ainsi que l'applica-
tion Border()) en temps et espace O(|U|) [22, 48] (o1 |U| est la somme
des longueurs des mots de U) .

Si on ordonne les états de Aho-Corasick grace a ’ordre lexicographi-
que (par exemple ¢ est 1’état initial), on définit la matrice T(x) (o1 x
est un vecteur de r variables formelles) comme la matrice de transi-
tion de I'automate de Aho-Corasick ot les variables x; marquent les
états acceptant le mot u;. En choisissant 1’ordre sur les lignes et les
colonnes pour T correspondant a l'ordre lexicographique sur T, la
série génératrice s’exprime comme

F(z,x) = Z (w)zWIxTW) = (1, 0, -, 0) M—zT(x)"" | :],
wer* 1

(10)

ou 7t(w) peut étre vu comme le poids du mot w «hérité» des coefti-
cients de la matrice de transition. L'expression (10) implique de plus
que la série est nécessairement rationnelle.

Exemple 3.1

Soit U = {aa, aab}. Toujours en ordonnant les états de I'automate selon
'ordre lexicographique pour désigner les lignes et les colonnes de la matrice,
nous avons, avec « = 1t(a), f = n(b), et x = (x7,%x2)

T(x1,x2) =

> o > ™

K O© O R
&
=
o
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et

F(z,x1,%x2) = 1ol —1)z .
Y T—z(oxy + B — «B(x1 — 1z 4+ «?Pxq(x2 — 1)22)

Les quelques exemples suivants illustrent le fait qu’on peut effica-
cement tirer des informations de cette série.

— Le coefficient [z"x]"x32]F(z,x1,x2) est la probabilité dans le mo-
déle de Bernoulli (ot «x+ 3 = 1) qu'un texte aléatoire de lon-
gueur n ait ny occurrences de aa et n, occurrences de aab.

— Dans le cadre énumératif (x = p = 1), le coefficient z™x]'x5?
de F(z,x1,x2) compte le nombre de mots de longueur n avec n;
occurrences de aa et n, occurrences de aab. Tout systeme de cal-
cul formel peut calculer les premiers termes du développement

de Taylor de cette série rationnelle. Sur notre exemple, on a

Flz,x1,%2) =142z + (x1 4+ 3)2% + (x1x2 + X1 —l—x% +5)z3

+ (3x1x2 + 2x4 +x% +x%xz +x? +8)z* +0(2%);

ce qui signifie par exemple que parmi les mots de longueur 4
(correspondant au terme en z*%), on a la correspondance suivante
entre termes de la série, textes, et statistiques d’occurrence t(w)
de aa et aab dans w.

Terme Textes w de longueur 4 (W)
3x1%x2 {baab, aabb, aaba} (1,1)
2x1 {bbaa, abaa} (1,0)

x% {baaa} (2,0)
x%xz {aaab} (2,1)
x? {aaaa} (3,0)

8 | {bbbb,bbba,bbab,babb,baba, abbb, abba, abab} | (0,0)

Si on désigne par L = } |, < [ul la somme des longueurs des mots
de U, le calcul de I'automate se fait en temps et espace O(L) pour
un alphabet fini. L'automate a au plus L états. En désignant par N
le nombre d’états de 'automate, la matrice de transition T est de
taille N2, mais en général la matrice est creuse puisque seulement N x
Card I~ éléments sont non nuls (l'automate est complet et détermi-
niste avec Card X transitions par état). La complexité de cette ap-
proche pour le calcul de la série réside donc surtout dans le calcul
du quasi-inverse de la matrice de transition.

On verra que la méthode d’inclusion-exclusion se ramene aussi au
calcul d'un quasi-inverse mais cette fois-ci d’'une matrice r x r (ot r
est le nombre de mots dans U).

Il n’est pas forcément nécessaire de calculer explicitement la série
génératrice, le travail effectué dans [3] vise justement & fournir un
outil permettant de «simuler» I'automate pour calculer la probabilité
d’occurrence d’un motif ou encore le nombre moyen d’occurrences
dans le modele pour une certaine longueur de texte. Il convient d’étre
attentif avec cette approche aux problemes de stabilité numérique.
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I s’agit ici d’établir un systéme d’équations dont les inconnues sont
des langages particuliers. En un certain sens, ce n’est pas tres diffé-
rent de I'approche précédente par automate, qui construisait aussi un
systeme d’équations linéaires mais oti, en gros, les inconnues étaient
les langages «reconnus» en considérant successivement chaque état
comme final. La différence se situe dans le fait qu'on cherche & iden-
tifier les langages «utiles» et a cerner a un plus haut niveau que dans
les automates les relations qu’ont entre eux les mots du motif.

Pour rendre les choses plus claires, je rappelle ici simplement 'ap-
proche de Régnier et Szpankowski [97] pour un motif constitué d'un
seul mot. M. Régnier [95] a étendu par la suite cette approche en
proposant une décomposition adaptée au cas d"un ensemble de mots
réduit.

Pour un mot w, Régnier et Szpankowski [96, 97] (étendant 1’ap-
proche de Guibas-Odlyzko [71, 72]) définissent une décomposition
de tout texte contenant au moins une occurrence du mot w. Cette
décomposition est non ambigué :

1. Le début du texte jusqu’a la premiere occurrence est appelé lan-
gage droit R (R finit par une occurrence de w et cette occurrence
est unique);

2. On passe d'une occurrence de w a la suivante (si elle existe)
grace a un mot du langage minimal M ;

3. La partie du texte qui suit la derniére occurrence de w appar-
tient au langage ultime J.

De plus, le langage N comprend tous les textes sans occurrences du
mot w. On peut alors écrire des équations de langages et obtenir la
série génératrice des occurrences. On a une expression non ambigué

I* = N+ RM*F,

et on trouve une expression pour tous les langages N, R, M, U en fonc-
tion du motif w et de 1’autocorrélation €. Avec un marquage appro-
prié, on trouve la série génératrice recherchée. Cette approche s’étend
au cas d'un motif réduit [96] et d’une source Markovienne [97].

Avec V. Boeva, M. Régnier et M. Vandenbogaert [14], nous avons
utilisé ce cadre pour donner des algorithmes et des formules appro-
chées pour les probabilités d’occurrences en utilisant des techniques
de combinatoire analytique et en approximant les singularités des
séries génératrices mises en jeu.

C’est également avec ce type d’approche que nous avons étudié
avec F. Bassino, ]. Fayolle et P. Nicodéme la facon dont se comportent
les «clumps», c’est-a-dire les portions du texte recouvertes par le mo-
tif [9]. L’étude des clumps n’avait été jusque la menée essentiellement
que dans un cadre probabiliste (voir par exemple [107, 104]).

3.4 PRINCIPE D'INCLUSION-EXCLUSION

L’intuition derriére la méthode d’inclusion exclusion est qu’il est
parfois plus difficile de spécifier un ensemble d’objets satisfaisant si-
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multanément un ensemble de conditions que de décrire un ensemble
d’objets qui respectent seulement un sous-ensemble de ces condi-
tions 3.

Du point de vue des probabilités ou de la théorie des ensembles, le
cceur du principe d’inclusion-exclusion réside dans 1’égalité suivante
pour deux ensembles A et B

Card(AUB) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

Cette égalité est généralisable et devient une somme alternée pour
une famille d’ensemble (A;)1<i<r. Cette formulation est parfois assez
difficile a mettre en ceuvre (bien que correcte!) pour des exemples
complexes.

Je vais présenter a présent, une approche symbolique alternative
utilisant les séries génératrices multivariées, techniquement plus simple
a appliquer a notre probleme.

CAMELIDES. Nous considérons un exemple élémentaire pour illus-
trer la méthode symbolique d’exclusion-exclusion : soit P I’ensemble
des camélidés, constitué pour simplifier d"'un chameau et d’un dro-
madaire. En utilisant une variable u pour compter les bosses et une
variable z pour la taille (chaque animal est de taille 1), nous obtenons
de maniere standard [59]

?:{m,m}, P(z,u) = z(u+u?).

Maintenant, considérons 'ensemble distingué Q défini comme 1'en-
semble des objets de P dans lesquels chaque configuration élémentaire (ici
les bosses) est soit distinguée, soit non distinguée (on marque les bosses
distinguées avec la variable v et on schématise par une fléche)

o- [ Y WL W)

Qz,v) =z(v+ T4V +v+v+1) =22+ 3v+v?) = P(z,1 +V).

Si Q(z,v) est facile a obtenir pour une raison ou une autre, alors on
a P(z,u) = Q(z,u—1) par simple substitution v — u — 1. La version
symbolique du principe d’inclusion est ainsi résumée : compter des
objets qui contiennent des occurrences d'un «pattern» est réduit au
comptage d’objets qui contiennent le «pattern» a des places distin-
guées (ce dernier probleme étant en général plus simple).

TEXTES. Pour passer des camélidés aux textes avec leurs occur-
rences, on utilise la correspondance «bosse <+ occurrence». Dans le
cadre des occurrences de motifs, on introduit donc la notion de textes
décorés qui permet de distinguer une partie seulement des occur-
rences du motif. Une fagon intuitive et visuelle de représenter les
textes décorés est de signaler une occurrence distinguée directement

3. Une application du principe «il est plus facile d’oublier quelque chose que de
se rappeler de tout»...
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sur le mot au-dessus de la position correspondant a la fin de l'oc-
currence. Par exemple pour le texte w = aababaabbbabaa et le
motif U = {aba} on obtient la représentation quand toutes les occur-
rences sont distinguées

aababaabbbabaa.

Cette représentation se généralise au cas de plusieurs mots pour U.
Pour le texte w = abaaabaabb et le motif U = {u; = aa,uy =
baaj, on obtient, en distinguant toutes les occurrences, le mot suivant
completement décoré

00 o
abaaabaabb, (11)

ou @ et ® sont les indices qui signalent les positions de fin des occur-
rences de u; et u, respectivement; on note que dans le cas général
deux occurrences peuvent finir a la méme position (ce n’est pas vrai
dans le cas réduit). Les textes ne sont pas forcément completement
décorés. Pour le méme texte de (11), on a aussi les textes décorés
suivants possibles (entre autres)

(1] (1]
(1) (1) o O [1)
abaaabaabb, abaaabaabb, abaaabaabb, aba8abadbb.

Les deux derniers textes décorés correspondent respectivement aux
cas ol aucune occurrence n’est distinguée et ot1 toutes les occurrences
sont distinguées (décoration complete). Naturellement avec exacte-
ment k occurrences d’un motif, on obtient 2X textes décorés (chaque
occurrence peut ou non étre distinguée). Il est important de voir que
les objets combinatoires sont ici les textes décorés et que, ainsi, deux
mémes textes mais décorés différemment sont distincts.

Dans le cas simple d’un texte P = aaaa et d’un motif d'un seul
mot U = {u = aaa}, on obtient I'ensemble des textes décorés en
considérant toutes les occurrences de aaa dans aaaa

00
aaaaq.

On a aussi la série génératrice P(z,x) = m(a)*z*x? (o1 x compte le
nombre d’occurrences du mot u, et z la longueur du texte). On peut
décorer ce texte de quatre fagons différentes

00 © o
{aaaa, aaaa,aaaa, aaaal;
ce qui donne pour la série génératrice des textes décorés pour aaaa

Q(Z, t) — Z W(W)Z\Wlt#occurrences distinguées — 7'[((1)424(’[2 Ft+t+1 )’
weQ

(ou la variable t compte les occurrences distinguées @ et z la lon-
gueur). La relation entre P(z,x) et Q(z,t) est simplement (et logique-
ment) Q(z,t) = P(z,1+t) puisque la substitution x — t+ 1 reflete
le fait qu’on puisse choisir de distinguer ou non une occurrence. On
peut aussi utiliser cette relation dans 'autre sens P(z,x) = Q(z,x —1).
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Ce changement de variable t — x — 1 est en fait trés général et
s’adapte sans probléeme au cas multivarié. Considérons le texte P =
aaaaba et le motif U = {u; = aaa,ur, = aba}; le texte entierement
décoré (avec toutes les occurrences distinguées) est

00 0
aaaaba

et donne la série génératrice P(z,x1,x2) = T[((l)sﬂ(b)ZGX%Xz pour les
occurrences. Il y a 23 textes décorés pour le texte dans P

o 0 00
{aaaaba,aaaaba, aaaaba, aaaaba,
o 08 ©0 o 0060
aaaaba, aaaaba, aaaaba, aaaaba},

qui donne pour la série génératrice des textes décorés Q(z,t1,t2) =
m(a)’n(b)z8(1 +t1 +t1 +t5 + t2 + titz + t1ta + t3t2) = Plz,ty +
T,t2+1).

Pour mettre en application le principe d’inclusion-exclusion, il reste
a fournir une méthode de construction générale pour tous les textes
décorés.

CLUSTERS. On définit d’abord a cette fin la notion fondamentale
de cluster. Un cluster c relativement a un motif U est un texte décoré
tel que

— toutes les positions sont recouvertes par au moins une occurrence
distinguée ;

- soit il y a une seule occurrence distinguée, soit toute occurrence
distinguée a un recouvrement avec une autre occurrence distin-
guée.

Notons Cy 'ensemble des clusters possibles pour un motif U (ou C
quand le contexte est clair).

Alors, I'ensemble des textes décorés T se décompose comme une

séquence arbitraire de lettres de I’alphabet X et de clusters

T=(Z+QO™ (12)

La figure 5 illustre un cas particulier de texte décoré élément de T
en considérant cette décomposition. Pour appliquer la mécanique gé-
nérale de la méthode symbolique [59], il est essentiel que cette dé-
composition soit non ambigué : pour un texte décoré donné, il y a
une unique fagon de décomposer ce texte selon I'équation de lan-
gage (combinatoire) (12). Cela est vérifié car le développement du
membre droit de I'équation (12) fait intervenir des unions disjointes
d’ensembles : les ensembles X et C sont toujours disjoints en tant que
textes décorés, et les clusters sont bien «délimités» car CN (C-C) = 0.
La figure 5 souligne le fait que deux clusters peuvent étre consécutifs.

Pour terminer la présentation de la méthode, considérons la série

génératrice &(z,t) de 'ensemble des clusters C,

Elzyt) =) m(w)z™E"™), (13)

weC



3.4 PRINCIPE D'INCLUSION-EXCLUSION

o C2 C3
000 0 © 1)
balaaaaalaaaaalbaaaabaalaaalb
aaa |aaa aaa
aaa aaa
aaa

FIGURE 6: On considere le texte w = baaaaaaaaaaabaaaabaaaaab, le
motif U = {aaa}. On a représenté w un texte décoré particulier
avec trois clusters ¢; (i = 1,2, 3). L'alphabet est & = {a, b}. Sur cette
représentation graphique, on écrit sous le texte les occurrences dis-
tinguées pour souligner leurs recouvrements. Puisque Card(U) =
1 le symbole @ signale une occurrence distinguée de u (I'étiquette
est ici redondante).

ou t(w) = (lwly,...,|wl|,) et, par analogie avec la notation de (9) p. 36,
lw|; désigne le nombre d’occurrences distinguées de u; dans w. Il s’en-
suit des équations (12) et (13), et aussi des principes généraux [59]
que la série génératrice T(z,t) de tous les textes décorés est, avec A(z)
la série génératrice de l'alphabet

1
T1-A(R)—Ez,t)
(14)

T(z,t) = 1+ (A(2) + &(z, ) + (A2) + (2, 1)) + - --

si bien que la série génératrice cherchée est

1
T1-AZ) —Elz,x—1)

Fu(z,x) (15)
Ainsi on a ramené le probleme du calcul de la série génératrice Fy((z, t)
a celui du calcul de la fonction génératrice des clusters &(z, t). Ce der-
nier probleme est tres simple lorsque le motif est réduit, et un peu
moins dans le cas contraire.

STRUCTURE DES CLUSTERS. Sionregarde un cluster, on s’apercoit
qu’il y a deux types d’occurrences distinguées :

— les occurrences qui sont facteurs d’autres occurrences,

— les occurrences qui ne sont pas facteurs d’autres occurrences.
On définit le squelette d"un cluster, comme le cluster obtenu en sup-
primant toutes les occurrences facteurs. Ce squelette est défini de ma-
niére unique. Un fagon d’engendrer les clusters est donc d’engendrer
dans un premier temps tous les squelettes, et dans un second temps, a
rajouter les occurrences «facteurs», ce qu’on peut définir plus formel-
lement a l'aide de 1'opération Flip() (voir [2]). Cette opération Flip()
associe a un squelette 1’ensemble de tous les clusters admettant le
méme squelette (en rajoutant toutes les combinaisons d’occurrences
facteurs possibles).

Pour ne pas trop alourdir les notations, dans la suite, on note avec
un rond plein les occurrences qui participent au squelette et avec un
rond vide les occurrences qui peuvent ou non étre rajoutées comme
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occurrences facteurs. D’un point de vue conceptuel, cela veut simple-
ment dire que par exemple

) o 9g
{aba} estéquivalenta {aba,aba}l.

La subtilité réside maintenant a comprendre comment un squelette
de cluster peut-étre étendu, ce qui est fait grace a la notion d’extension
droite de deux mots. La notion d’extension droite est légérement dif-
férente de la corrélation. L'ensemble des extensions droites d’'un mot
u vers le mot v est I'ensemble des suffixes propres s non vides de v
tels que le mot u - s termine par une occurrence de v et mais ne soit
pas réduit a v.

En notant uy,...,u, les squelettes avec une seule occurrence distin-
guée associés aux mots de U, on peut définir la matrice E des exten-
sions droites décorées qui contient pour chaque extension droite d'un
mot u; a un autre mot u; le suffixe de méme longueur de Flip(u;).
Par exemple avec le motif non réduit U = {aa, ab, ba, baaab}, on a

®
Flip(u;) = {aS), Flip(uz) = {ab}, Flip(us) = (b8}, Flip(us) = {baaab)

et la matrice d’extension droite est (les lignes et les colonnes sont
indexées par les mots de U)

&m0 0
@
@009

/I {g} {aaab}
o ©
{a} {v} 0 0

@

00 (& (G3an

et E=

La matrice E est une extension de la matrice de corrélation entre mots
dans le cas non-réduit (voir [2] pour plus de précisions et le lien avec
la corrélation). Nous l'avons dénommée matrice d’extension droite
puisque qu’elle permet d’étendre & droite les squelettes. Chaque é1é-
ment de la matrice E est ainsi un suffixe du mot décoré par lequel on
est en train d’étendre le squelette.

On prouve que la présentation matricielle 4 générale suivante décrit
I'ensemble des clusters C

C = (Flip(u1),...,Flip(us)) - E*- | 1 | . (16)

£

La méthode symbolique nous fournit directement la correspondance
en termes de série génératrice avec des regles simples

— les symboles « de l'alphabet : & — 7()z (poids commutatif) ;

— Les marques participant au squelette : 0,0, ,...— t1,12,13,...

4. Vu de tres haut, on a en fait construit une sorte d’automate qui reconnait les
clusters.
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— Les marques ne participant pas au squelette : @,®,0,... — (1+
t1), (1+t2), (T +t3),....
On obtient finalement 1’expression qui traduit I'équation (16) dans le
monde des séries génératrices

1 1
£z t) = (U (2,8, Urlz, ) (T-B(z ) - () . a7
1

ou Ui(z,t) est la série génératrice associée a Flip(u; ), et [E(z, t) est une
matrice de polyndmes associés aux extensions droites. Ainsi toujours
sur le méme exemple, on a les expressions

U1 (Z)t1)t2)t3)t4) = t]Zz, UZ(Z>t1)t2>t3)t4) = tZZZ)
Us(z,t1,t2,t3,t4) = t32%, Uz, ty,tayta,ta) = ta(1+t1)3 (1 +t2)(1 +t3)2°,

et
tiz t)z 0 0
0 0 t3z tz(T+t)2(1+t2)(1+t
E(z, t1,t2, t3, ta) = 3z L (T+4)7 0+ )0 +t3) |
tiz {2z 0 0

0 0 t3z taz*(14+1t1)2(1+t2)(1 +1t3)

ce qui permet d’obtenir la série génératrice des clusters grace a la
formule (17).

I ne reste plus qu’a réintroduire I'expression de &(z,t) dans 1'équa-
tion (15) pour finir le calcul de la série génératrice totale des occur-
rences pour tous les textes.

QUELQUES EXEMPLES D’APPLICATIONS. L’avantage de la formu-
lation proposée ici est qu’elle permet de réinterpréter les décomposi-
tions pour en déduire des formules. L'application de techniques stan-
dard de la combinatoire analytique (voir [59]) a la série multivariée
F(z,x) donne acces aux statistiques d’occurrences comme la moyenne
du nombre d’occurrences, la variance ou la covariance.

Proposition (Moyenne et variance)

Soit W = {uy,...,ux} un motif. La valeur moyenne et la variance de la
variable aléatoire Xy, comptant le nombre d’occurrences de U dans un texte
aléatoire de longueur n et pour une source sans mémoire sont

EXn] = ) mlu)(n—ful+1),
uel

Ivarix) = wU) — Y )l + - 1)

u,vel
+2 ) mwn(€un)+2 ) mwhl, +o(1).
u,vel u,vel

u#v

Notons que la derniére somme est non nulle seulement si 1'en-
semble des mots est non réduit, et [ul,, est le nombre d’occurrences
de v dans u.

On peut aussi caractériser 1’expression de la covariance pour deux
motifs (pas nécessairement disjoints) U et V.



44

MOTIFS DANS UN TEXTE ALEATOIRE

Proposition (Covariance)

Soit U = {uq,...,ur}etV ={vq,...,v;}deux motifs. La covariance des va-
riables aléatoires Xy, et Yn comptant respectivement le nombre d’occurrences
de U et 'V dans un texte aléatoire de longueur n produit par une source sans
mémoire vérifie

L CoviX, Vo) =@V = swm(v) (ful+ vl — 1)
n uel,veVv

+ Z (ﬂ(u)ﬂ(ﬁu,v) + ﬂ(v)n(ev,u))

uelu,vev

+ ) (Iu\,n(u)—&—lvlun(\)))—l—o(]).

ueu,vev
u#v

3.4.1  Conclusion

Notre contribution se trouve dans 1’application du principe d’inclu-
sion-exclusion pour le comptage d’occurrences, dt a Goulden et Jack-
son (1979, 1983) mais étendu dans le cas non réduit. Noonan et Zeil-
berger (1999) ont fourni un package MAPLE qui prend en compte ce
cas non-réduit, mais sans donner d’expressions de la série ni don-
ner de preuves détaillées. Nous avons tenté de valider cette approche
utilisant la technique d’inclusion-exclusion symbolique en donnant
des preuves rigoureuses, et des exemples de formules (espérances,
covariances) qu’on peut obtenir a partir des expressions de séries gé-
nératrices obtenues. Récemment Kong [82] applique 'approche de
Noonan et Zeilberger pour le cas réduit et un modéle de Bernoulli
(sans mémoire) asymétrique pour les symboles du texte. Il compare
également cette méthode avec celle utilisée par Régnier et Szpan-
kowski, pour mettre en avant la simplicité conceptuelle du principe
d’inclusion-exclusion.

On note cependant que I'approche a base de langages formels ou
d’automates fournit des informations non accessibles a la méthode
d’inclusion-exclusion. Ainsi, le temps d’attente de la premiere occur-
rence ou le temps entre deux occurrences d'un méme mot ou de deux
mots (éventuellement en interdisant l’apparition d’autres mots). Par
contre, il n’existe pas a notre connaissance de méthode générale qui
résout le probléme du comptage pour un motif non réduit avec une
approche fondée sur des équations de langages formels.

Enfin, dans les perspectives, il reste des réflexions a mener sur la
portée de la méthode d’inclusion-exclusion dans ce contexte. Est-il
possible par exemple de compter non plus les occurrences (plusieurs
mots du motif peuvent finir a la méme position) mais plutdt les po-
sitions d’occurrences du motif (chaque position participant a au plus
une occurrence) a la maniere de [91] comme il est facile de le faire
avec les techniques a base d’automates ?

Il reste également a élucider si une équation comme (16) ne per-
met pas directement de décider si pour un motif donné, on a une loi
multivariée normale (voir [30, 91] pour des résultats de ce type avec
d’autres approches).
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Principaux articles concernés dans ce chapitre [18, 6] :

— The number of symbol comparisons in quicksort and quick-
select. VALLEE, B., CLEMENT, J., F1LL, ]. A., AND FLAJOLET, P. In
ICALP 2009 (2009), S. A. et al. (Eds.), Ed., vol. Part I, LNCS 5555,
pp. 750-763.

— Dynamical sources in information theory : a general analysis
of tries structures. CLEMENT, J., FLAJOLET, P.,, AND VALLEE, B.
Algorithmica 29 (2001), 307-369. (special issue)*®.

Les autres publications en rapport sont [7, 16, 17, 4].

a. Cet article rassemble en grande partie mes résultats de these [20].

Tout étudiant suivant un cours de base en algorithmique apprend,
qu’en moyenne, la complexité, mesurée en nombre de comparaisons,
de Quicksort est O(nlogn), que celle de la recherche dichotomique
(binary search) est O(logn), et que celle du tri radix est O(nlogn);
voir par exemple [80, 108]. Ces affirmations se basent sur des hy-
potheses spécifiques — que les comparaisons entre les données (ou
clefs), pour les deux premiers, et les comparaisons entre symboles
pour le troisiéme ont un cott unitaire — et elles ont le mérite évident
de présenter un tableau facile a assimiler de la complexité des al-
gorithmes de tri. Cependant, ces hypotheses simplificatrices sont de
fait discutables : elles ne permettent pas de comparer précisément les
avantages et inconvénients d’algorithmes reposant sur des principes
différents (i.e., ceux qui comparent les clefs et ceux qui utilisent une
représentation sous forme de suite de symboles) d’une maniere qui
soit totalement satisfaisante a la fois du point de vue de la théorie
de l'information et du point de vue algorithmique. En effet, d’abord
le calcul n’est pas vu a son niveau le plus fondamental, c’est-a-dire,
par la manipulation de symboles élémentaires tels que le bit, ’octet,
le caractére ou le mot-machine. De plus les analyses simplifiées ne
sont pas toujours informatives dans beaucoup d’applications (bases
de données ou traitement de la langue naturelle), o l'information
est de nature hautement «non atomique», au sens qu’elle ne se réduit
pas a un seul mot-machine.

4.1 ARBRES DIGITAUX ET ABR : DEUX PARADIGMES DIFFERENTS

Pour fixer les idées, quand on envisage une structure de données,
deux paradigmes principaux s’affrontent, avec par exemple d"un coté
la structure d’arbre digital (ou trie) et de 1'autre la structure d’arbre
binaire de recherche (ABR).

TRIES. Les arbres digitaux, souvent appelés tries, sont a la fois
une structure abstraite et une structure de données destinée a re-
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présenter un ensemble de mots. En tant que structure abstraite, le
trie correspond a construire une partition basée sur les symboles ren-
contrés dans les mots. Considérons un alphabet £ = {ay,...,a,}, et
soit Y € ZN un ensemble fini de mots infinis sur L. Le trie associé a Y
est défini récursivement par la regle

trie(Y) = (trie(Y\ a1),..., trie(Y\ a,)),

ou Y\ « désigne le sous-ensemble constitué a partir de Y en prenant
les mots commencant par «, puis en supprimant ce symbole « ini-
tial. La récursion s’arréte dés que Y contient moins de deux éléments.
L’'intérét du trie est qu'il considere 1’ensemble minimal de préfixes
nécessaires pour distinguer tous les mots de Y dans leur ensemble.
Dans leur version abstraite, les tries peuvent donc étre vus essentiel-
lement comme des arbres préfixes de la théorie des codes (a longueur
variable).

FIGURE 7: Les tries construits d’apres les développements en base 2 (corres-
pondant au modéle uniforme sur les mots binaires d'une méme
longueur) et en fraction continue (qui rentre dans le modéle des
sources dynamiques) pour les mémes nombres tirés uniformé-
ment sur [0, 1]. Le trie en fraction continue : 100 nceuds externes,
hauteur 7, longueur de cheminement 505 et 75 sommets internes.
Le trie binaire : 100 nceuds externes, hauteur 16, longueur de che-
minement 1 323 et 222 sommets internes.

La structure d’arbre trie(Y) supporte évidemment la recherche d'un
mot w en parcourant la branche étiquetée par w. On peut aussi faci-
lement implanter les procédures d’insertion, de suppression, si bien
qu’on a a disposition une structure dynamique de type dictionnaire.
De plus, les tries supportent efficacement des opérations ensemblistes
comme l'union et l'intersection [114], ainsi que des opérations de re-
cherche incomplétes (non completement spécifiées) ou d’intervalles
[103]. Des variantes adaptées en font une méthode de choix pour la
manipulation du texte [67, Ch. 7]. Cette variété des applications jus-
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tifie de considérer la structure de trie comme 1'une des structures de
données fondamentales en informatique [67, 80, 86, 110].

Pour information, on rappelle les résultats principaux de [6] pour
I’analyse en moyenne d’un trie construit sur n éléments, que j’ai ob-
tenus avec P. Flajolet et B. Vallée dans le cadre général des sources
probabilisées présenté dans le chapitre 1 (avec bien stir des conditions
sur la source).

(i) La valeur moyenne H(n) de la hauteur d"un trie d’ordre logn

H(n)

logn,

.z
[log c(S)]

ou c(S) = klgr;o ( Z p2) /¥ estla probabilité de coincidence.
wezxk

(ii) La taille moyenne S(n) du trie (i.e., le nombre de nceuds), a
quelques minimes fluctuations pres, est bien approximée par une
quantité d’ordre n

1
(Tl) @ )
. . 1 , :
ou h(S) = kh_r)rgo—i ék Pw log pw est 'entropie de la source.
w

(iii) La longueur de cheminement moyenne P(n) du trie, qu'on
peut interpréter comme le nombre moyen de comparaisons de
symboles nécessaires a la construction du trie, est d’ordre nlogn
et fait également intervenir l'entropie

P(n) ~ h(1S)nlogn.

D’un point de vue pratique, la facon dont on choisit un embranche-
ment dans ’arbre peut étre implantée de diverses maniéres. L’analyse
de I'impact de la représentation a été faite dans [16, 6] (voir également
[39] pour une tres jolie analyse de la hauteur des tries ave des poids
sur les arétes). En particulier, le choix d’utiliser des arbres binaires de
recherche (ABR) pour représenter les fils d'un nceud s’avere un bon
compromis entre efficacité et occupation en mémoire * (voir [31, 43]).

ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE. Contrairement au trie qui con-
sidére que les données (ou les clefs) a représenter sont des séquences
de symboles, 1’aABR considére les clefs comme des données atomiques,
indivisibles. Le principe est le suivant pour construire un arbre bi-
naire : partant d’un arbre vide, on insere la premiere clef a la racine.
Ensuite pour chaque nouvelle clef (qu'on suppose en général distincte
des précédentes), selon sa valeur, on poursuit récursivement la des-
cente dans I’arbre en choisissant la branche gauche si la clef a insérer

1. En collaboration avec M. Archibald, j’ai fait une étude [7] concernant les ABR
avec un modele de clefs répétées. Il y a alors un choix a faire : soit insérer la pre-
miere occurrence d’une clef, soit insérer toutes les occurrences en modifiant la regle
d’insertion a la racine et en insérant par exemple dans le sous-arbre gauche les clefs
inférieures ou égales. Cette étude réapparait notamment dans 1’étude des tries hy-
brides avec ABR aux noeuds.
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est supérieure a la valeur stockée dans le nceud et a droite sinon.
Enfin arrivant a un nceud vide on insere directement la clef.

Les arbres binaires de recherche sont aussi une structure fondamen-
tale en informatique. Et de nombreuses librairies logicielles utilisent
des variantes : équilibrées (AVL), sous forme d’arbres bicolores (dans
la librairie JAVA notamment) ou encore avec une variante «randomi-
sée» efficace [88].

Les analyses des arbres binaires de recherche sont trés nombreuses,
on peut se référer par exemple a [50].

Une autre raison pour s’intéresser aux arbres binaires de recherche
est qu’on peut «lire» ’exécution de 'algorithme Quicksort sur un ABR.
Grace a I'isomorphisme bien connu entre QuickSort et la construction
des arbres binaires de recherche (ABR), les résultats obtenus sur les
ABR fournissent des résultats sur Quicksort. En effet au cours de 1'exé-
cution de l'algorithme Quicksort (voir les algorithmes 1 et 2 p. 52), a
une étape courante on peut voir le pivot comme la racine du sous-
arbre et la partition correspond aux sous-arbres gauche et droit.

Algorithme 1 Partition(B, k) : partitionne B en deux parts par rapport
au pivot k

B_ + 0,By « 0
for (i from 0O ton—1) do
if B[i] < k then

B_ + B_UBIi]
else
By =B, UBIi
end if
end for
Return B_, B+

Algorithme 2 QuickSort(n, B) : trie un tableau B

Choisir aléatoirement un k dans B
(k,B_, B4 ) « Partition(B, k)
QuickSort(k —1,B_)

QuickSort(n —k,B.)

Je rappelle ici juste le résultat de ’analyse en moyenne du nombre Cy,
de comparaisons de clefs de Quicksort dans le modele le plus simple
(modele uniforme sur les permutations de {1,...,n}

E[Ch]l =2(n+1)Hy —4n =2nlogn +2logn+2y+1+4+o0(1/n),

2(y—2)
n
ouHy, =i ,1/iety=05772... estla constante d'Euler.

La problématique est ici de s’interroger sur la fagon dont on peut
comparer ce genre de résultats avec ceux obtenus sur les tries. Nous
proposons de compter non plus les comparaisons de clefs mais les
comparaisons élémentaires de symboles en considérant que les clefs
sont une suite de symboles.
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4.2 QUICKSORT REVISITE

Tout d’abord, nous observons que, dans les modeles de données
communément utilisés, les cotits moyens S, et K,, de n’importe quel
algorithme sous les modéles de comparaisons de symboles et de com-
paraisons de clefs, sont reliés par une relation «universelle» S, =
Kn - O(logn). (Cela provient du fait qu'au plus O(logn) symboles
suffisent, avec une grande probabilité, a distinguer n clefs; cf. I'ana-
lyse de la hauteur des tries dans [6].) Il est plus surprenant d’obser-
ver qu’il y a des cas ou cette borne est atteinte comme dans le cas
de QuickSort ; et d’autres ot les cofts restent du méme ordre, comme
dans QuickSelect.

Nous avons montré que le cotit moyen de Quicksort est O(nlog?® n),
et non O(nlogn), lorsque les données sont produites par des sources
générales tres varies et si toutes les opérations élémentaires sont
prises en compte. De la méme maniere, le cotit de la recherche dans

un arbre binaire de recherche est en moyenne O (log2 n), etnon O(logn).

Par contraste, le colit de QuickSelect reste O(n), dans les deux cas
avec, bien stir, des constantes différentes. Nos résultats étendent ceux
de Fill et Janson [55], Fill et Nakama [56], dont les analyses sont es-
sentiellement dédiées au cas de bits aléatoires uniformes pour les
données. Les sources que nous avons considérées incluent les sources
sans mémoire («Bernoulli») avec des probabilités indépendantes pour
les symboles, les chaines de Markov, et aussi des sources plus généra-
les ayant une mémoire non bornée.

Une nouvelle idée, dans ce type de problémes, est d’introduire les
probabilités fondamentales (la probabilité qu'un mot infini produit par
la source admette un certain préfixe). En dehors de cela, 'approche
repose sur des méthodes de combinatoire analytique (et particuliere-
ment 1’analyse complexe pour 1'asymptotique [59]), mais aussi de la
théorie de l'information et de la théorie des systemes dynamiques. Ce
travail apparait donc dans la continuité des analyses que j’avais faites
(déja avec P. Flajolet et B. Vallée) sur les tries [6, 115].

4.2.1  Sources paramétrées

Avant d’énoncer les résultats obtenus dans [18], on doit fixer quel-
ques définitions et notations. Une source probabilisée, produisant des
mots infinis de IN, est définie par la collection {pw}wes+ des probabi-
lités fondamentales p.,, oll p,, est la probabilité quun mot infini com-
mence par le préfixe (fini) w. On suppose de plus que la suite 7y :=
sup{pw : w € Z¥} converge vers 0, lorsque k — oo.

Pour tout préfixe w € I*, on désigne par p£§ ), p&j ), Pw les proba-
bilités qu'un mot produit par la source commence par un préfixe w’
de la méme longueur que w, et satisfaisant respectivement w’ < w,
w’ = w, or w’ =w. La somme de ces trois probabilités étant égale a
1, cela définit deux réels a, by, € [0, 1] pour lesquels

awsz(/\j), ]_bwsz(x\jr)) byw —aw =pw.
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fortement domestiquée K périodique '

\
N |

0o — 01| 0 —1 02| 0

domestiquée

FIGURE 8: A Gauche : Les différentes régions sans poles du plan complexe
pour définir les notions de sources faiblement domestiquées, do-
mestiquées. A Droite : Région associée a une source périodique.

Etant donné un mot infini X € IN, notons wy son préfixe de lon-
gueur k. La suite (a, ) est croissante, la suite (b,,, ) est décroissante,
et b,,, — a,, converge vers 0. Ainsi, il existe un unique réel p(X) €
[0, 1] défini comme la limite (commune) de (aw, ) et (byw, ).

Réciproquement on peut aussi associer tout réel u de l'intervalle
[0, 1] (excepté peut-étre pour un ensemble de réels de mesure nulle
correspondants aux extrémités des intervalles fondamentaux?) un
mot infini M (u) := (mj (u), mz(u), mz(u),...) € IN . Pour tout k > 0,
si on définit wy le préfixe de longueur k tel que u € J,,, (W est a
chaque fois un préfixe de w1 1), alors M(u) est la «limite» de cette
suite de mots lorsque k tend vers l'infini. Par construction, 1’ordre
sur les mots de IN est compatible avec celui sur l'intervalle J, c’est-
a-dire, M(t) < M(u) si et seulement si t < u. L'intervalle fonda-
mental J,, := [aw, bw] est 'ensemble des réels u pour lesquels M(u)
commence par le préfixe w. Sa mesure est égale a p,,. Nos analyses
font intervenir diverses séries de type «Dirichlet» de probabilités fon-
damentales mais la plus importante reste

Als) == Z P - (18)

wexr*

La série A(s) est toujours non définie en s=—1 (puisque ), csxpw =
1). Lorsque A(s) est analytique dans un domaine contenant un voisi-
nage de s = —1, les propriétés de régularité de la source s’expriment
grace celle de A dans ce domaine. Les théoremes que nous avons
établis considerent des sources de trois grandes classes que nous
avons appelées «domestiquées3», «faiblement domestiquées», et «pério-
diques» (voir la figure ?? pour une vision schématique et [18] pour
une définition précise).

SOURCES DYNAMIQUES. Une importante sous-classe est formée
par les sources dynamiques, étroitement liées aux systemes dynamiques
de l'intervalle [115].

On part d'une partition {J;} indexée par les symboles o € X, une
application de codage t:J — L qui est égale a o sur Js, une applica-

2. Pour étre rigoureux il faudrait définir plus clairement ce qui se passe en cas
d’ambiguité. C’est a peu prés le méme probleme que pour les développements im-
propres des réels dans un systéeme de numération.

3. En anglais on parle de «tameness».
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tion de décalage T : J — J dont la restriction a chaque intervalle J;
est croissante, inversible, et de classe @2. Alors le mot M(u) est le
mot qui code la trajectoire (u, Tu, T?w,...) a travers l'application T,
M(u) := (t(u), t(Tw), t(T?u),...).

Toutes les sources sans mémoire (Bernoulli) et toutes les sources de
type chaine de Markov appartiennent a ce cadre général : elles cor-
respondent a des applications de décalage qui sont linéaires par mor-
ceaux. Par exemple, le systeme de numération binaire standard est
obtenu en considérant T(x) = {2x} ({-} est la partie fractionnaire). Les
sources dynamiques avec une application de décalage non linéaire
permettent de prendre en compte tout ou partie du «passé» (par
exemple les sources liées aux fractions continues obtenues avec T(x) =
{1/x}). On peut aussi permettre dans ce modele une densité non uni-
forme sur J = [0, 1], ce qui permet de tirer des réels de [0, 1] de ma-
niére non uniforme (ce qui assez rare dans les analyses a I'exception
notable des travaux de Luc Devroye [49] qui a été le premier a étudier
I'effet sur les tries binaires d'une densité non-uniforme).

Dans ce contexte, les propriétés de positivité des opérateurs de
Ruelle (généralisés) associés aux sources dynamiques entrainent 1'exis-
tence d’objets spectraux dominants [115]. En particulier, on prouve
I'existence d'une valeur propre dominante A(s) définie dans un voisi-
nage de 'axe réel. Cette fonction est omniprésente dans les analyses
que nous avons menées (aussi bien dans les tries que dans 'étude de
Quicksort et consorts). Les principales caractéristiques intrinseques
de la source, a savoir l'entropie h(S) et la probabilité de coincidence c(S),
sont indépendantes de la densité initiale f sur l'intervalle unité, et
dépendent uniquement du mécanisme de la source a travers les rela-
tions

Ces opérateurs ne sont pas limités a la modélisation de source mais
permettent aussi d’analyser des algorithmes de nature arithmétique
(voir par exemple [4] pour une analyse d'un algorithme rapide de
calcul du rGep).

4.2.2  Résultats

Les algorithmes qui ont été considérés et appliqués a n mots pro-
duits indépendamment par la méme source 8 sont : 1’algorithme de tri
QuickSort, 'algorithme de recherche QuickSelect pour le minimum et
le maximum, notés QuickSelMin ou QuickSelMax, et finalement Quick-
SelRand, qui correspond a QuickSelect(m,n), ot le rang m de la clef
recherchée est lui-méme choisi aléatoirement et uniformément dans
[1..n]; voir, par exemple, le livre de B. Sedgewick [109] pour une
description de ces algorithmes standard. Les résultats obtenus sont
les suivants.
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Théoreme (i) Pour une source domestiquée 8, le nombre moyen vy, de
comparaisons de symboles de QuickSort(n) est

Yo = h(18) nlog?n+a(8)nlogn+b(S)n+on),  (19)

1 ,
oit h(8) := kh_r}rgo {— X Z Pw log pw} est I'entropie de la source.
wexk
(ii) Pour une source périodique, un terme nP(logn) doit étre ajouté a la
valeur de (19), ot P(u) est une fonction continue et périodique, donnée
par sa série de Fourier.

Théoreme
Pour une source faiblement domestic]uée 8, le nombre moyen de comparai-

sons pn pour QuickSelMin(n) et un pour QuickSelMax(n), satisfont
pour un certain & < 1, et ¢ = &,

Lh(f) Zaés)n+o(n6), )= Z Pw [1— log< P(v:))]
)

wexr*

Théoréme
Pour une source faiblement domestiquée 8, le nombre moyen |, de compa-
raisons de l'algorithme QuickSelRand(n) satisfait, pour un certain & <1,

HUn :st+o(n5),

aovec

=)

wexr*

(€) (e)y 2
pw Pw Pw

+7+ lo <1+ >—() lo <1+ ﬂ .

Pw Z & Pw Pw 8 P\(/v)
Les constantes ocg') et ys dépendent de la source 8. Les conditions de
I'application du théoréme sont discutées dans [18].

Les expressions précédentes se calculent agréablement dans le cas,
classique, de la source binaire B, ou les clefs sont des mots binaires
infinis dont les symboles sont tirés dans {0, 1} aléatoirement et indé-

pendamment avec probabilité 1/2. Alors les constantes ont les formes
suivantes. On a : h(B) =log2, et

oc73 —4+ZZ ZZ][ klog(]—l—;)]

e>0
14 - 5 1
YB = 3 ZZ 720 Z k+1+log(k+1) —k“log ]+E .
0=0 k=1

Cela permet de calculer avec une bonne précision numérique ces
constantes. Ainsi on a oc(; ) = 5.279378241080958 - - -. (Ces expres-
sions simplifient et étendent celles obtenues par Fill-Nakama [56] et
Grabner—Prodinger [70].)
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4.2.3 Stratégie générale.

L’étude est faite sous un modele de source général, paramétré par
I'intervalle J = [0,1]. On peut décomposer cette analyse en trois
étapes. Les deux premieres sont de nature essentiellement algébrique,
tandis que la derniere repose sur de l'analyse complexe.

Etape (a). Nous montrons d’abord que le nombre moyen S,, de
comparaisons de symboles opérées par un algorithme A(n) appliqué
a n mots de la source § peut s’exprimer a 'aide de deux objets : (i) la
densité ¢, de l'algorithme, qui dépend uniquement de l'algorithme
et donne une mesure du nombre moyen de comparaisons pour une
paire de clefs (vues comme des points de J = [0, 1]); (ii) la famille de
triangles fondamentaux, qui dépendent seulement de la source et dé-
crivent les régions correspondant a des paires de mots avec le méme
préfixe.

La densité pour un algorithme A(n) opérant sur un ensemble de n
mots produits indépendamment par la méme source probabiliste §
(et correspondant a autant de réels tirés uniformément et indépen-
damment sur l'intervalle J = [0, 1]) est définie comme suit

¢n (u,t) du dt := « le nombre moyen de comparaisons entre
deux clefs de parametres 1’ € i, u+ dul

ett’ € [t,t+ dt] effectuées par A(n)».

La moyenne considérée considere tous les ensembles de n points sur
[0,1] et tous les ordres possibles sur ces points en supposant que
les deux clefs u’ et t’ sont dans cette ensemble. A ce stade, si 'on
souhaite simplement calculer le nombre moyen de comparaisons de
clefs (cadre classique) effectuées par A(n), on doit évaluer

J bn(u,t) dudt.
T

Pour compter le nombre de comparaisons de symboles, on doit consi-
dérer pour chaque préfixe w € L*, le triangle fondamental de w, noté T,,,,
est le triangle construit sur l'intervalle fondamental J,, := [aw, bw]
dew;ie., T ={(u,t) : a,, <u <t < by} et quicorrespond a toutes
les paires de mots qui partagent au moins w comme un préfixe com-
mun. On définit T=T, :={(u,t) : 0 <u <<t <1}

On relie ensuite le nombre S,, de comparaisons de symboles a la
densité de l'algorithme ¢, en passant par les triangles T,,. On dé-
finit d’abord pour une fonction g (et pourvu que cela converge) la
transformation intégrale

dlgl == Z J g(u,t) dudt.

wexrxTw

On a alors

Sn =0l = Y | nlutldude (20)
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Cette formule est établie en faisant intervenir la fonction de coinci-
dence y(u, t) définie comme la longueur du plus long préfixe commun
entre M(u) et M(t), ie., y(u,t) := max{l : mj(u) = m;(t),vj < £}
Alors le nombre de comparaisons entre symboles nécessaires pour
comparer M(u) et M(t) est y(u,t) + 1 et le nombre moyen de compa-
raisons s’écrit

Sn= J [y(u,t) + 1] ¢n(u,t) dudt.
T
On obtient finalement 1’expression (20) en utilisant deux identités

D Wiy =) 1hzq  b=0= [J Owxn).

€0 €20 wezt
La premiere égalité est valable pour toute fonction a valeurs entieres y
(1A est la fonction indicatrice de A). La seconde vient de la définition
de vy et des intervalles fondamentaux J,,. Enfin, le domaine TN [y >
{] est une union de triangles fondamentaux.

Etape (b). Cette étape consiste a calculer la densité de 1’algorithme.
Partant des formules de bases dues a Fill et Janson [55], nous intro-
duisons le modele de Poisson, oit le nombre de clefs n’est plus fixé mais
est lui-méme une variable aléatoire obéissant a une loi de Poisson de
parametre Z

n
PN =n] = e*Zi—!.
Ce modeéle est particulierement adapté a nos besoins. En effet La va-
leur moyenne Sz du nombre de comparaisons dans ce modéle s’ex-
prime

Sp=e 2y Disi—e Yy D= 3[e—z y i,cpn} — 30$2),

n>o n=0 n>o0

et fait intervenir la densité de 1’algorithme mais poissonisée $ 7, définie
par

n
b2 =e? Y Z ol

n>0
Nous utilisons les principes généraux des calculs décrits dans [56]
et obtenons une expression de la densité «poissonisée» pour chaque
algorithme. Par exemple, la densité poissonisée de 1’algorithme Quick-
Sort admet 'expression

Pz(u,t) =2(t—u) 2 f1(Z(t—u)), avecf;(0):=e % —1+0.

Le nombre moyen de comparaisons de QuickSort dans le modele de
Poisson vérifie donc

Sz =23[(t—uw) 2 f1(Z(t—w)).

En développant la fonction f; et en échangeant I'ordre de l'intégrale
et de la sommation (sous conditions évidemment), on obtient une
expression sous forme d"une somme alternée

Zk

ﬁ) (21)

Sz=) (-W*@(-k)
k=2
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ou @(s) est une série de type Dirichlet définie pour Rs < —2 par

@(s) = 241t —)~ 25 = _AL)

Cos(s+1) (22)

la derniere égalité provenant juste du calcul de I'intégrale+. En pre-
nant en compte que Sy, est relié a S7 vialarelation S,, = n![Z"](e4Sy),
on trouve l'expression (exacte) suivante pour S,

Sn = Z (“) (- *@(—k), forn > 2. (23)

k=2 k

Cette expression est certes exacte, mais il convient d’en étudier I'asymp-
totique pour en déduire quelque chose de plus informatif.

Etape (c). Les formules exactes obtenues pour les espérances mettent
en jeu deux types de quantités : le cardinal n de I'ensemble de clefs
a traiter (qui tend vers l'infini) et les intervalles fondamentaux qui
résident dans l'intervalle J (et qui ont une mesure tendant vers 0).
Nous menons 'analyse asymptotique en considérant des représenta-
tions intégrales complexes de type Norlund-Rice. Pour chaque paire
algorithme—source, une série de Dirichlet rend compte a la fois des
propriétés de la source et des caractéristiques de 1'algorithme — Il
s’agit d"une série de Dirichlet modifiée, dénotée par @(s), dont la struc-
ture des singularités dans le plan complexe conditionne les estimations
asymptotiques finalement obtenues.

On a recours a une représentation intégrale pour mieux cerner le
comportement asymptotique. En effet la suite @(—k) se prolonge en
une fonction analytique @(s) et, sous conditions d’analycité et de
régularité de @(s), on a I'expression suivante appelée représentation
de Norlund—Rice pour n assez grand et un réel —2 < d < —1 bien
choisi

1 d+ioco n!
S*‘szL_m ) T s & (24)

De maniere assez standard, il suffit maintenant d’étudier ce qui se
passe a la singularité dominante (ici s = —1) et a effectuer un calcul
de résidus. Plus précisément, dans le cas de QuickSort, on doit étudier
la fonction

@(s) 2
s+1 s+1

)~ (2+s)) = Als)
Al —w) ") =20 (25)

Selon le type de source, on peut avoir différents comportements. Une
premiere classification des sources est proposée dans [18] et a été

4. la situation est vraiment analogue a celle des tries puisque, par exemple, I'ex-
pression de la longueur de cheminement moyenne Lz (le «cotit de construction») du
trie dans le modele de Poisson de parametre Z est d’apres [6]

Lz= ) Zpw(l—e ?Pw).
wexr*

Si cette expression a été analysée grace a la transformée de Mellin dans [6], on
peut aussi utiliser la méthodologie présentée ici. En développant en série entiére
Z(1—e—%), on obtient les mémes expressions que (21) et (23) mais en posant @(s) =
—sA(s).
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F1GURE 9: Graphes des fonctions pg(o) pour o € [0, 1] et les trois sources :

Bern(%, %), Bern(%, %), and Bern(%, %, %). Ces courbes illustrent

le caractere fractal des constantes apparaissant dans QuickQuant.

grandement raffinée depuis dans [58, 105] : cette classification cherche
a relier les propriétés arithmétiques ou géométriques des sources aux
propriétés analytiques de la fonction A(s) correspondante.

Ainsi si la source est «domestiquée» (selon la terminologie), on
observe un pole triple en s = —1 : un pole d’ordre 1 provenant de A(s)
et un podle d’ordre 2 provenant du facteur 1/(s + 1)? ce qui permet de
déduire directement 5un comportement en O(nlog”n).

La source peut également étre «périodique» (toujours selon la méme
terminologie), amenant d’autres podles (simples) sur la droite Rs = —1
et entrainant un terme périodique de la forme nP(logn), ot P est une
fonction périodique décrite sous forme d’'une série de Fourier.

Il est également possible d’exhiber des sources pour lesquelles le
comportement va étre un peu différent, par exemple des sources dy-
namiques intermittentes [116]. En rajoutant un poéle, on va multiplier
la complexité par un facteur logn.

Dans [18], nous avons amorcé 1'étude des constantes apparaissant
dans I'asymptotique de QuickQuant,, et méme pour des sources simples
(voir la figure 8), on observe des comportements assez étranges (de
type «brocoli» dans la terminologie de P. Flajolet) qu’il conviendrait
de mieux expliquer (position des maxima par exemple).

4.3 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons introduit une autre maniere plus réa-
liste, d’aborder 1’analyse d’algorithmes classiques de tri. En collabora-
tion avec H. Nguyen Thi et B. Vallée, nous souhaitons appliquer cette
méthodologie a d’autres algorithmes de tri et de recherche. Méme
si en général, le résultat attendu est d’obtenir une complexité multi-
pliée par un facteur logn, on a vu que ce n’est pas toujours le cas
(exemple de QuickSelect). Notre approche permet aussi de calculer
les constantes assez simplement pour pouvoir mieux comparer les
algorithmes entre eux.

5. Sur les tries (voir la note de bas de page précédente) on a bien un pdle en
s = —1 d’ordre 2 si la source est «domestiquée» donnant une longueur moyenne de
cheminement externe en O(nlogn).



CONCLUSION

Dans ce mémoire, j’ai examiné différents aspects d"un objet simple
mais omniprésent en informatique : la séquence de symboles (appelée
selon le contexte mot ou chaine de caractéres). La notion de mot est au
carrefour de domaines comme la théorie de 'information et la théorie
des langages. S’il est simple, il reste fondamental : nous n’avons, au
plus bas niveau, que cela a disposition® puisqu’il arrive toujours un
moment ot une donnée doit étre encodée en symboles stockables en
meémoire.

La quantité d’information croissante de données mise a disposition
et qu’on peut stocker, par exemple des génomes d’individus ou des
documents numérisés, justifie que les algorithmes et les structures de
données qui les manipulent soient optimisés. En conséquence, les be-
soins d’analyse se font sentir pour guider le choix et la conception des
programmes qui manipulent ces données. L’analyse en moyenne est
ici particulierement adaptée puisque les données atteignent une va-
riété et des volumes tellement importants que c’est le cas typique qui
traduit le mieux la complexité et non pas le cas le pire. Cela évidem-
ment pose le probleme de la modélisation de données qui reste encore
trés épineux, puisque I'on souhaite deux choses contradictoires : un
modele au plus prét des données, qui traduise vraiment leurs spé-
cificités, mais aussi un modele permettant de donner des résultats,
c’est-a-dire de prédire les performances (et on comprend vite que le
modele doit donc rester relativement simple pour qu’il subsiste un
espoir de le traiter!). J'ajoute que la modélisation est également la
pierre de base sur laquelle s’appuient les algorithmes de compres-
sion. De plus il existe de multiples manieres d’envisager les mots
ou leur structure. Par exemple on peut considérer les fonctions boo-
léennes comme des mots, ou encore, tenter de mieux comprendre les
chevauchements d’un mot ou a l'intérieur d'un ensemble de mots.

Je pense qu’il y a la encore grandement matiere a la réflexion et a
de nouveaux problémes intéressants pour ’avenir.

1. En attendant les ordinateurs quantiques...
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