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Motivations et Objectifs

Outils pour la capture et le traitement d'interfaces. )

@ 2D - 3D,
® P —QF,
@ Différents types d'éléments finis,

@ Différents types d'équations.
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Plan de I'exposé

@ Introduction
© Robustesse
e Extensions

e Applications

e Perspectives

3/57



Introduction

Introduction

@ lllustration du principe de Nitsche
@ Principe de la méthode NXFEM
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Introduction
1

Principe de Nitsche

Laplacien avec condition de Dirichlet non homogéne

—Au = f dans Q,
u = g sur 0S2.
Soit V = H' (Q).
/Vu.Vv dx —/ @vds = [ fvdx
Q a0 On Q

5/57



Introduction
1

Principe de Nitsche

Laplacien avec condition de Dirichlet non homogéne

—Au = f dans Q,
u = g sur 0S2.
Soit V = H' (Q).
ou / <8v / / (8v
Vu.Vvdx — —vds — —u ds= [ fvdx — — ds.
/Q an On an \On Q o0 a"g

~ Symétrisation
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Introduction
1

Principe de Nitsche

Laplacien avec condition de Dirichlet non homogéne

{Au = i dans Q,

u = g sur 0S2.

Soit V = H' (Q).
On obtient la formulation variationnelle pour u € V et pour tout v € V :

ou / <8v ) / / (8v >
Vu.Vvdx — —vds — —u+ ds= [ fvdx — —g+ ds.
A u v ax o0 anV s 8nLl "}/UV o vV ax s ang "YgV

~ Symétrisation ~ Stabilisation
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Introduction Robustesse Extensions Applications Perspectives
I (RN NN 1 I

Méthode NXFEM

-
div(=RVu) = f dans Qin U Qey, // Qe \\\
u = 0 sur 092, 1) E//_’_/__,\\
- [ul = gp  sur F, <\ o
[ nU] = 8N sur | . \¥ =

[0] () = () — (), {u, () = Rintf () + RextF ().
La méthode NXFEM est définie par la formulation variationnelle discréte
suivante :

Trouver up € V, tel que :
{ (2)

ap (uh, Vh) = /(Vh)7 Yvp € Vp

A. Hansbo and P. Hansbo; An unfitted finite element method, based on
Nitsche's method, for elliptic interface problems ; 2002.
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Introduction
i

Méthode NXFEM

Vi = Vi x Vi et Vi := {¢; € H* () : ¢1k; linéaire , ¢jo0 = 0}

Szin / Qeac Slin

Qem

1D cas
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Introduction
i

Méthode NXFEM

La forme bilinéaire s'écrit

(o) = 3 /ﬁvuh Vvh dx — Z/{an aun}, [va] ds

MEK:'"UKCX 5€$r

(3)

et la forme linéaire :

I(vh) ::/vah dx—|—/‘Sr gn {vn}, ds (4)

1o}
ou Oy, 5@ := ﬁa—.
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Introduction
i

Méthode NXFEM

La forme bilinéaire s'écrit

(o) = 3 /ﬁvuh Vvh dx — Z/{an aun}, [va] ds

MEK:'"UKCX 5€$r

- Z/ [un] {n.svi}. ds,

ses),
et la forme linéaire :

/(Vh) ::/fvh dX—|—/ 8N {Vh}’% ds—/ gD ({On,ﬁvh}n ds (4)
Q s sp

1o}
ou Oy, 5@ := ﬁa—.
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Introduction
i

Méthode NXFEM

La forme bilinéaire s'écrit

(o) = 3 /ﬁvuh Vvh dx — Z/{an aun}, [va] ds

MEK:'"UKCX 5€$r

_ Z/ [un] {On.5vh},, — 7 [us] [ve]) ds

ses),
3)

et la forme linéaire :

1(vh) ;:/vah dx+/sr g (Vi) ds—/sr g0 ({Bsvh}, —7 []) ds (4)

0
ou Oy, 5@ := ﬁa—.
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Introduction
i

Méthode NXFEM

Choix de paramétres

|Kin| B = |Kex| y = 4C maX{Rin,ﬁex}
Tk K]

(C>0)

Quelques propriétés importantes :
@ Coercivité de ay,

@ Formulation consistante,

Orthogonalité de Galerkin,

Estimations d'erreur.
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Introduction
1

Implémentation

Librairie C++ Concha

Pilotage Python

1

[Modéle, Application, EF] <— | DOF Manager
i

[Dimensionnement du systéme]

{

[Résolution : Intégrateurs, Solveur]
¢
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Introduction
i

Implémentation

Principes

Aspects géomeétriques : \}’D

@ repérage des cellules coupées, |

@ identification sous-domaines,
caractéristiques,

1
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Introduction
i

Implémentation

Principes

Aspects géomeétriques : \}’D

@ repérage des cellules coupées, |

@ identification sous-domaines,
caractéristiques,

Maillage — [Aspects géométriques de I'interface}

1
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Introduction
i

Implémentation

!
(Modéle, Application, EF P'|

1

[Dimensionnement du systéme]
1

Résolution

Aspects numériques :
@ doublage des degrés de liberté,

@ conditions de bord,
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Introduction
i

Implémentation

1
[Modéle, Application, EF ]P’lj — [Doublage ddl, Conditions de bord]

1

[Dimensionnement du systéme]
1

Résolution

Aspects numériques :
@ doublage des degrés de liberté,

@ conditions de bord,
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Introduction
i

Implémentation

1

[Modéle, Application, EF ]P’lj — [Doublage ddl, Conditions de bord]

1

[Dimensionnement du systéme]

1

Résolution

T

— [Formules d’intégrationj

\ Aspects numériques :
\ @ doublage des degrés de liberté,
\ @ conditions de bord,

T @ construction de formules d'intégration.
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Robustesse

@ Robustesse,
@ Estimation d'erreur a priori,

© Estimation d’erreur a posteriori.

13/57



Robustesse
1

Paramétres robustes

ex
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Robustesse
1

Paramétres robustes

ex

Choix de paramétres

B Rox| Kin B Fin| Kex|
T Rl Kin| + BinlKex] " T Rex|Kin| + Rin| Kex]
RinRex|S|
Rex|Kin| + Rin|Kex|

Rin

v:i=C

(C>0)
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Robustesse

Résultats Numériques

Robustesse P!

Considérons le probléme (1), avec gp = gn =0 :
e Q=]0,1[x]0,1]
oI :=¢x[0,1], E€R,
@ Rin = 0.1, Rex = 10000 .

2 F§1
;;n pour x < &
u(x,y) = il
X2 _&-2 52
. + A pour x > &,
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Robustesse
n

Résultats Numériques

Norme 1
Position de '
i
oo
o
. B .
o 0.5 6.52 0.54 0.56 0.50 0.6 0.62 0.64 0.40 0.5 0.52 0.54 0.56 0.50 0.6 0.62 0.64 0.40 0.5 0.52 0.54 6.56 0.50 0.6 6.62 0.64

Norme énergie

ot 97 e := {Du,n0},

Norme-L2(T") dans flux
reconstitué

Saut du flux discret

| [On,sun] lIr

(00,5t — 05 sunllr

— 7 [o].
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Introduction Robustesse Extensions Applications
T LA AR AR 1

Estimation d'erreur a priori

Estimation d'erreur a priori
Pour uj solution du probléme discret (2) et u solution du probléme continu (1),

on obtient les estimations d'erreur a priori suivantes :

[lu = unl|] < Cdhl|ull2,.0,U0x (5)
et

lu = unllog < Cdfllull2.9, U0 (6)
ou

2, 2 2 2
Holll™ :== IVello,0uae + 1 {Vad} 1Z1/2.6r, + 1 [9]111/2,5r,
avec .
2 2 2 2

H¢H71/2,h,rh = Z dK||¢||o,r,,, ||¢>||1/2,h,r,1 = Z a”d’”o,rh-

cut cut
KEICh KEICh
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Robustesse
1

Estimateur d’erreur a posteriori

Considérons le probléme (1), avec gp = gn = 0 et avec une interface
rectiligne/plane T.

Norme énergie

lu— unll = 182V (= un)l® + > Al {u— ] I

=
Ses,

Estimation d’erreur a posteriori

Il existe une constante C indépendante du maillage et des coefficients &iy, ox,
telle que
[[lu = unl[| < Cnn. (7)

18/57



Robustesse
"

Estimateur d’erreur a posteriori

Estimateur d’erreur

M= > mmt > mE+ Yy G (8)

MEICZ’UICz" sesinusexyus’t

A
B YSEUSE Sesy

avec

Iun

dz :
N = KKHf—I—dlv(RVuh)Hﬁ,,, n% := ds| [ﬁans

} 2. &=l I3 ()

et d
EK siSNT =0,
ds = 5|

——————— sinon.
|S| min{Rin, fKex }
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Robustesse
1

Implémentation

Procédure adaptative

Figure: Raffinement d'un maillage CC
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Robustesse
11

Résultats numériques

La solution exacte est donnée par

2
y’{’- sir<n,
u(x,y) = (10)
2 2 2
r-—r ) .
e sinon,
ﬁex + ﬁin
° Q=]-11[, .

@ r:=+/x2+y? rn=0.78,

@ Rin =1 et Rex = 1000.

21/57



Robustesse
i

Résultats numériques

REs
REstinaty

ENorn
ENorn FEN
Estinator

or FEN

10000

Raffinement uniforme

10000

‘Norme Energie
0.0002  0.0004 = 00006 0.0008 0.001
21,0800 00006, P800

1.1212227¢7 0.001070318

Estimator
0008
LU

0 0‘1‘2 0016

9.7125439e 7 0.017315997
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Robustesse
1

Résultats numériques

Avec NXFEM FEM classique
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Extensions

Extensions

Prise en compte de la dimension N, du degré d’approximation k, d'une

interface quelconque :

@ Eléments finis CG,
@ Eléments finis DG,
© Eléments finis NC.

24/57



Extensions
1

Implémentation pk — Q‘wk CG

Prise en compte de la dimension N, du degré d’approximation k, d'une

interface quelconque :

Aspects géométriques :
@ repérage des cellules coupées,

@ identification sous-domaines, caractéristiques,
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Extensions
1

Implémentation pk — Q‘wk CG
Prise en compte de la dimension N, du degré d’approximation k, d'une

interface quelconque :

Aspects géométriques :
@ repérage des cellules coupées,

@ identification sous-domaines, caractéristiques,

Aspects numériques :

Fr " @ doublage des ddI,

:\‘o condition de bord,

L T' @ construction de formules d’intégration,
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Extensions
n

Implémentation Pk — Q‘wk CG

Pilotage Python

1

[Modéle, Application, EF, DOF}
1

EDimensionnement du systéme]
1

Résolution
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Extensions
n

Implémentation Pk — Q‘wk CG

1
[Modéle, Application, EF, DOFJ > | Gestion Interface
Pilotage Python i}

EDimensionnement du systéme]
1

Résolution
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Extensions
(NNRNNI

k CG - Résultats numériques

Interface rectiligne/plane

Considérons le probléme (1), avec gp = gn = 0 et une interface
rectiligne/plane T.

‘

2k
X1 .
si x1 < Xo
ﬁin
u(xa, ..., xn) =
2k 2k 2k
X1 — Xo Xo .
—_— + sinon
Rex Rin ’
e Q=]o,1[",
@ xo =0.71,

@ fin = 1, Rex = 1000.
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Extensions
1

pk — @l‘ CG - Résultats numériques

1 1
ENorn k=1
ENorn k=2
EMorn ke3
0.1
0.1
.01
.01 6,001
0.0001
6,001
1e-05
0.0001 1e-06
1e-07
16-05
1e-08
10-06 1e-09
10 100 1000 10000 10000 10 100 1000 10000 10000

Figure: Norme énergie (gauche) et Erreur L? (droite) sur un maillage

triangulaire
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Extensions
1

pk — @l‘ CG - Résultats numériques

1 0.1
‘Ehorn k=1
ENorn k=2
EMorn ke3
.01
0.1
6,001
.01
0.0001
6,001
1e-05
0.0001
1e-06
16-05
1e-07
10-06 1e-08
1 10 100 1000 ‘10000 10000 1 10 100 1000 10000 ‘10000

Figure: Norme énergie (gauche) et Erreur L? (droite) sur un maillage

quadrangulaire
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Extensions
1

ENorn k=1
L2error ket
Order 1
order 2

0.001
10 100 1000 1000

Figure: Norme énergie/Erreur L2 (gauche) et coupe de la solution

(droite) sur un maillage hexaédrique
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Extensions
ALY

CG - Résultats numériques

Interface courbe

Considérons le probléme (1), avec gp = gn = 0 et avec une interface I' courbe.

Solution
1.00256
4
r . t—(l) 75
sir < ro, :
ﬁin E0.5
u(xa, ..., xn) = o
r4 _ rg 61 . 7.1938e 5
-+ sinon,
Rex ﬁin

e Q=]-1,1[",

@ r:i=/x}+..+x3 ro=0.74,
@ £, =1 et Rex = 1000.
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Extensions
e

pk — @k CG - Résultats numériques

1 1
ENorn ENorn
LeError LoError
0.1 0.1
.01 001
8,001 6,001
0.0001 0.0001
1e-05 10-05
10-06 10-06
100 1000 10000 10000 1 10 100 1000 ‘10006

Figure: P? sur maillage CC - Q2 sur maillage quadrangulaire
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Extensions
[ANRRNEN]

Analyse pk ‘Q‘k

Analyse pour interface rectiligne/plane

CGh = {v,, € C(Q), vk o Fx € RX(K) VK € /c,,},

et
= {vhlay, + Whlaue; Vh, wh € CGp}.

in

Pour up, vi, € YV, on définit la forme bilinéaire :

ah(uh,vh) = Z /ﬁVuh Vvth— Z /{anﬁuh} [Vh] ds

MEIC’"UIC"‘ Ses"

= 30 [ ) (0~ (]

Sesr

et la forme linéaire :

I(vi) = /fvhdx+/ (gN{vh} — &p ({8n_ﬁVh} —'y[vh])) ds.
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Robustesse Extensions
I PEEITITLL AR AN 1

Analyse ]P‘k

Coercivité de a,

Pour «s pris suffisamment grand, la forme bilinéaire aj, (-, ) est coercive

an (va, v) 2 Clllwalll®,  Vvk € Vi, (11)
dans I'espace discret V;, muni de la ||| - |||-norme suivante :
2 2 2 2
Hlll™ = [IVolloamuae + 1{Vad} 212,85, + 1] 11/2,n,r,5 (12)

1
avec |‘¢||31/2,h,rh = Z dK||¢||g,r,,7||¢||§/2,h,rh = Z a”(lsug,r,,-

cut cut
KE’Ch KG’CI'

Pour conserver la stabilité et la robustesse de notre méthode, cette constante C
doit étre indépendante de la géométrie employée et de la position de I'interface.

Inégalité inverse

Il existe C; > 0 telle que pour tout v € Vj, nous avons :

IV nvi} 121/2,m,0, < GV VAN 21 Uer- (13)
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Appl

Extensions
NN N L RN NRRNRAY

uc Robu:
AN

In
T

Analyse P
Inégalité inverse pour un N-simplexe
Soit D un N-simplexe, S I'un de ces bords. On a Yu € Pf, (D) :

S
NCINT

(k+1) (k+ N
||U||s§\/ND|

35/57

T. Warburton and J. S. Hesthaven ; On the constants in hp-finite element

trace inverse inequalities ; 2003.




Extensions
LN

Analyse pk @k

Inégalité inverse pour un N-simplexe

Soit D un N-simplexe, S I'un de ces bords. On a Yu € Qf (D) :

o1 lullo
D]

|U||s<\/(N><k+1) (N x k+ N) |S]|
= N

36/57



Extensions
RN
3

Analyse pk (0)

> Retour a I'élément de référence,

<> Equivalence de normes :

Fe(k, K) < 1Bnll%, & < <k, K) [1Ball5 -

oo, K =

> But : Triangulation de K; telle que |Kj| < C x |Ti| < |K]|.
> Hypotheses de régularité du maillage et de I'interface || < dk et |K| > Cdg

T

T

T2 ” T2
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Extensions
Y

Analyse pk @k

Elément d'analyse en bord courbe

Hypotheése

Soit ' une interface réguliére. Pour tout K € ICp, on note i
F=(F)™ ().
[}, est |'approximation de degré k de f. Enfin, [, est définie par

= Fx (f,,) :

Ex. Soit ' une discontinuité réguliére, et k = 2.

K
AN
r Ty

Koy A\ “
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Extensions
(INRERNL]

Analyse pk

Inégalité inverse pour un (polytope) convexe

Soit D un (polytope) convexe en dimension N et S |'un de ces bords. Soit
p:RY — R un polynéme de degré inférieur ou égal a k. Alors

| ‘1/2

S
lpllo,s < G 1D/ llpllo,o, (14)

ot C; > 0 dépend seulement du degré k et de la dimension N.

° K,-ﬁ I'enveloppe convexe de K;,

o R,' = K’P \ K;.

Hypothése sur K;

On suppose qu'il existe 0 < a < 1 tel que

Vh >0 et YK € K -
|Kil < @

LI

o, i=in/ex.

=

Ll N}

K;

Iy
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Extensions
[ARRNRN

Galerkin Discontinu

Sans interface

Probléme modéle DG

div(—&Vu) = f dans Q, (15)
u = 0 sur 09.
Soit DGy, défini par
DG, == {vh € L%(Q), vali o Fi € RA(K) YK € K}, (16)
La formulation variationnelle discréte de (15) est :
Trouver up € DGy, tel que : (17)
ap (Uh7 Vh) = /(Vh) , Vv, € DGy,
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Extensions
TERRRN

Galerkin Discontinu

Pour up, vip € DGy, on définit la forme bilinéaire par :

an(Up, vh) = /ﬁVu;, V vy dx

KeK,

= 37 0 un} + {0xtn (] = e ][] .

sesint

et la forme linéaire par

1(vh) ::/fvhdx.
Q
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Extensions
EARRY

Galerkin Discontinu

NXFEM

Reprenons le probléme modéle (1).
La méthode NXFEM est définie par la formulation variationnelle discréte

suivante :

Trouver up € Vy, tel que : (18)
an (u;,,vh) :/(Vh)7 Yvp € Vp

Vi = {vhlay, + Whalae, Vh, wh € DGp}.
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Extensions
NERN
Galerkin Discontinu

Pour up, vy € Vj,, on définit la forme bilinéaire par :

an(up, vh) = Z /ﬁVuh Vv, dx

MGIC""U}C"‘

- > / [un] {On,5vh} + {On,qun} [Va] = Yine [un] [va]) ds

SES'"US”‘

_ Z/ (5] {O,5vh} . + {Onstin}, [va] =[] [vi]) ds

ses;,

(19)

et la forme linéaire :

I(vp) := /Q fvh dx+/s£ gn {vn}, ds — /s,r, go ({On.svh}, — v [va]) ds (20)
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Extensions
LN

Galerkin Discontinu

Résultats numériques

Considérons le probléme (1), avec gp = gn = 0 et avec une interface

rectiligne/plane T.

o —

si <
ﬁin I X1 S Xo
u(xa, ..., xn) =
2k 2k 2k
% + Z;Oin sinon,
e Q=]o,1[",
@ xo = 0.71,

@ Rin =1, Rex = 1000.
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Extensions
ERNLY

Galerkin Discontinu

.01 6,001

0.0001
6,001

1e-05

0.0001 1e-06

1e-07

16-05
1e-08

1e-09

10-06
10 100 1000 10000 10000 10 100 1000 10000 10000

Figure: Norme énergie (gauche) et Erreur L? (droite) pour des éléments
finis DG P¥ sur un maillage CC
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Extensions
(RN

Galerkin Discontinu

1 1
ENorn k=1 L2error k=l
ENorn k=2 Loerror ke2
ENorn k=3 Lzerror k=3
6.1
6.1
6.01
.01
6.601
6.601 6.0001
1e-05
6.0801
10-06
1e-05
10-07
106 1008
1 10 100 1000 1000¢ 1 10 100 1000 1000¢

Figure: Norme énergie (gauche) et Erreur L? (droite) pour des éléments

finis DG Qk sur un maillage quadrangulaire
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Applications

Applications

@ Prise en compte de plusieurs interfaces,
@ Probléme asymptotique,
© Probléme instationnaire (interface fixe),

@ Probléme de diffusion-convection.
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Applications
1

Multi-Interfaces

Implémentation

@ Gestion des interfaces : Aspects géométriques et numériques
individuellement,

@ Identification globale des sous-domaines :
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Applications
1

Multi-Interfaces

Implémentation

@ Gestion des interfaces : Aspects géométriques et numériques
individuellement,

@ Identification globale des sous-domaines :

@ ndisc nombre de discontinuités, Qo

@ figisc description implicite de [Mgjsc,

@ (fudisc(M), ..., fo(M)) ndisc-uplet de
valeurs 0 ou 1.

"‘J e

o~
o~
w

fl { Ql

Q

Qs

Iy
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Applications
I

Multi-Interfaces

Résultats numériques

4
div(—8Vu) = 0 dansLJQ,-7
i=1
u = 0 sur 004,
RKV,u = 0 sur 0Q,, ‘
3 | y
[u] = 0 sur LJ i, ;, = 4
i1 . f//’
[AV,u] = 0 sur (T =
avec =
1000 sur 4,
10000 sur Q>
Q=]-1;+1p, f=
] + 1 sur Qs,
10 sur Qg.
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Applications
i

Multi-Interfaces

Figure: Tranche de la solution et des interfaces (gauche) et Coupe

(droite)
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Applications
1

Probléme instationnaire

Probléme modéle

ou

¢E —div(RVwu) = f dans Q7 1= (Qin U Qex) x JO; T,
u(t,.)) = 0 sur 7T :=9Q x]0; T[,
[u] = 0 sur I =T x1]0; T],
[AV.u] = 0 sur 7,
u(0,.) = wo dans Qin U Qex.

(21)

Pour up, vy € Vj,, on définit la forme bilinéaire par :

n+1
t

u
= [0) h
ah(uh7 Vh) o At

vihdx + an(up™, vi),

et la forme linéaire s'écrira :

mmy:/k#Z?w+qu
Q

(22)

(23)
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Applications
n

Probléme instationnaire

Résultats Numériques

[ Q — Paramétres Qex Qin
—~— o ,L' n I o
Qes R 10 1
) 0.5 0.3

53/57









Perspectives

@ Approfondissement de I'analyse

@ Développement d'outils et d’applications
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Perspectives
1

Approfondissement de |'analyse

@ Estimateur d’erreur a posteriori : démonstration, optimisation,

extensions...,

@ £ matriciel.

@ Analyse en NC.
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Perspectives

Développement d’outils et d'applications

NXFEM en milieu poreux : écoulements multiphasiques, réservoirs fracturés

Slit probléme, problémes avec croisements d'interfaces, volumes finis (NXFV)

NXFEM en biologie : modélisation de globules rouges
équations de Navier-Stokes, problémes avec interfaces mobiles, éléments finis /
modéles différents sur chaque domaine
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Merci pour votre attention
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