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Une (toute petite) question

La validation numérique des codes de calcul industriels

oui...mais pourquoi faire ?
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Une (toute petite) question

La validation numérique des codes de calcul industriels servant
pour les simulations numériques.
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Simulation numérique

. . .

Mécanique des fluides, acoustique, thermique, électromagné-
tisme, comportement des matériaux, thermodynamique, . . .

⇒ Notre vie quotidienne (à nous tous) dépend des simulations
numériques faites à partir des codes de calcul.

Comment ces codes sont-ils conçus et exécutés ? Quelles ga-
ranties avons-nous sur les résultats obtenus ?
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Les codes de simulation numérique
Plusieurs approximations aux différentes étapes !
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Les codes de simulation numérique
Plusieurs approximations aux différentes étapes !

Arithmétique flottante : résultats des calculs potentiellement
erronés !

Les erreurs d’arrondi intrinsèquement existent dans un code.
Il faut donc détecter et contrôler la propagation de ces erreurs.

⇒ Validation Numérique
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Environnement des simulations numériques
Architecture des codes industriels très complexe

I Plusieurs bibliothèques externes utilisées
I Un nombre important de lignes de code (105)
I Durée de vie des codes très longue
I Plusieurs langages

Exécution sur des machines massivement parallèles
Simulations de phénomènes de plus en plus complexes et
à plus larges échelles
Pertes de précision liées à l’erreur d’arrondi encore plus
importantes
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I Zumbrota 838,9 téraFlops, Ivanoé 191 téraFlops
I Pangea (Total) 2,296 pétaFlops 11e au Top500 de juin
2013
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Environnement des simulations numériques
Architecture des codes industriels très complexe
Exécution sur des machines massivement parallèles
Simulations de phénomènes de plus en plus complexes et
à plus larges échelles

I 3D COCAGNE : problème de 109 ddls en 11 heures en
2013, 10000 heures pour 1010 ddls en 2009

I Dynamique moléculaire : 106 atomes sur 106 dt en 2013,
100 atomes sur 100 dt en 1960

Pertes de précision liées à l’erreur d’arrondi encore plus
importantes
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Environnement des simulations numériques
Architecture des codes industriels très complexe
Exécution sur des machines massivement parallèles
Simulations de phénomènes de plus en plus complexes et
à plus larges échelles
Pertes de précision liées à l’erreur d’arrondi encore plus
importantes

I Perte des propriétés algébriques (associativité)
I Nombre d’opérations flottantes très important
I Ordre des opérations différent :

I les compilateurs
I les processeurs (réordonnancement des opérations)
I le nombre de processeurs utilisés (en parallèle)
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Notre problématique

1 Notre vie quotidienne dépend des simulations numériques
2 La simulation numérique est cruciale pour l’industrie :
simuler permet de décider...

3 Les résultats des simulation potentiellement erronées à
causes des différentes approximations

4 Problèmes accrus par le calcul haute performance

Comment évaluer efficacement, dans un contexte industriel, la
qualité des résultats d’un code parallèle de simulation numé-
rique ? Toutefois, il ne suffit pas simplement d’évaluer la qualité
numérique d’un code, il faut pouvoir l’améliorer dans le cas où
elle est jugée insuffisante sans pour autant détruire les perfor-
mances de ce dernier.
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Quels sont les outils (méthodes) de
validation numérique? Quel outil pour un

environnement industriel ?
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La validation numérique : outils et méthodes
Analyse de l’erreur
L’analyse inverse [Wilkinson, 1963] : estimer la précision
du résultat calculé

I estimation de l’erreur inverse
I majoration de l’erreur directe grâce au nombre de
conditionnement [Higham, 2002, p 9]

L’arithmétique d’intervalles : un réel x est représenté par
un intervalle [x, x], les résultats des opérations sont des
intervalles couvrant la plage de tous les résultats
possibles [Moore et al., 2009]

I garantie d’avoir des résultats encadrés
I l’erreur peut être surestimée
I des algorithmes particuliers pour chaque problème

L’arithmétique stochastique discrète (DSA) basée sur
l’approche probabiliste de la méthode CESTAC

I implémentée dans le logiciel CADNA
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La validation numérique : outils et méthodes

Détection des erreurs
Interprétation abstraite : analyse statique afin de prouver
des propriétés d’un programme valables pour toutes les
exécutions

I Fluctuat [Goubault et al., 2008] : calcul des
sur-approximations des erreurs générées

I Sémantique de propagation d’erreur d’arrondi
[Martel, 2009]

Différenciation automatique : considérer le programme
comme une composition de fonctions élémentaires
(+,−,×,÷) afin d’en calculer sa dérivée

I analyse de dépendance entre les variables pour déduire
une approximation des erreurs

I Ex : TAPENADE, ADOL-C
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La validation numérique : outils et méthodes

Amélioration de la précision des résultats
Les arithmétiques multi-précision : choisir une précision de
calcul arbitrairement élevée

I ex : MPFR, MPFI

Les algorithmes compensés : estimer l’erreur commise et
l’ajouter au résultat calculé

I Error Free Transformations (EFT)
I Algorithmes de sommation compensée
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La simulation numérique chez EDF R&D

Les codes
Code_Aster
Code_Saturne
Telemac
Code_...
. . .

Les outils
MPI/OpenMP
BLAS/LAPACK
MUMPS/PASTIX
. . .
. . .

Le matériel
Ivanoe
Zumbrota
Z600
. . .
. . .

⇒ CADNA
Facilité d’utilisation

Faible intrusivité

C/C++/Fortran

Diagnostic fourni à la fin des exécutions

Open source
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CADNA : Outil de validation numérique open source

CADNA implémente la méthode CESTAC et l’arithmétique sto-
chastique discrète [Jézéquel et al., 2010].

Utilisation des types stochastiques (C/C++ Fortran)

float_st
float x,y,z ;
int acc = -1 ;

double_st
double x,y,z ;
int acc = -1 ;

Surcharge de toutes les opérations mathématiques :
changement de mode d’arrondi aléatoire
2 fonctions obligatoires : cadna_init() cadna_end()
2 modes de fonctionnement

I cadna_init(0) utilisation des types stochastiques
I cadna_init(-1) détection de toutes les instabilités
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La méthode CESTAC

CESTAC (Contrôle et EStimation STochastique des Arrondis de
Calcul) est proposée par [Vignes and La Porte, 1974].

On considère un mode d’arrondi aléatoire vers +∞ ou −∞
avec une probabilité de 0.5
On exécute le même programme N fois
On obtient à chaque fois N résultats Ri
On calcule :

I R la moyenne des Ri qui sera le résultat de l’opération
I CR le nombre exact de chiffres significatifs de R

N = 3
I X = (X1,X2,X3)
I ∀Ω ∈ (+,−,×, /), XΩY = (X1ωY1,X2ωY2,X3ωY3)
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Un exemple de diagnostic CADNA

LISTING DE CADNA -----------------------------------
-----------------------------------------------------
CADNA software --- University P. et M. Curie --- LIP6
CRITICAL WARNING: the self-validation detects major problem(s).
The results are NOT guaranteed

There are 366216713 numerical instabilities

0 UNSTABLE DIVISION(S)
13887117 UNSTABLE POWER FUNCTION(S)
19508999 UNSTABLE MULTIPLICATION(S)
44635599 UNSTABLE BRANCHING(S)
6704983 UNSTABLE MATHEMATICAL FUNCTION(S)

6770 UNSTABLE INTRINSIC FUNCTION(S)
281473245 UNSTABLE CANCELLATION(S)

-----------------------------------------------------
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Comment faut-il utiliser CADNA pour étudier
la qualité numérique des résultats d’un code

industriel ?
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Le Code Telemac-2D

Résolution des équations de Saint-Venant
Modélisation des écoulements à surface libre en eaux peu
profondes (Shallow water equations)
Open Source depuis 2010, 1700 utilisateurs actuellement
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La rupture du barrage de Malpasset
barrage situé dans la vallée du
Reyran (Var)

construit pour l’irrigation et servait
de réserve d’eau potable (55
millions m3)

rupture le 2/12/59 après une
période de pluies violentes

dégâts considérables (433
victimes, autoroute détruite, pont
emporté, etc)

A la suite de l’accident :
le Comité Technique Permanent des Barrages (CTPB) fut
créé pour l’inspection des barrages de plus de 20 mètres
une simulation de l’onde de rupture devrait être fournie
simulation faite avec Telemac-2D [Hervouet, 2000]
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Telemac-2D : organisation du code

Ensemble de sous-programmes fortran 90 organisé en
plusieurs modules (modules fortran) : bief, sisyphe,
tomawac, telemac2d, parallel, estel2d, ...
Environ 300000 lignes de code
Le parallélisme :

I décomposition de domaine : le maillage non structuré est
divisé en N sous-domaines SDj (1 ≤ j ≤ N)

I la communication entre processus basée sur l’échange de
messages via le standard MPI

I l’adaptation de quelques algorithmes comme l’assemblage
de vecteur, produit scalaire, etc

⇒ Comment implémenter CADNA dans Telemac-2D?
⇒ Extension de MPI pour CADNA
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Extension de MPI pour CADNA
Temps de communication des types stochastiques 3 à 4 fois

plus long que celui des types standards.
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Implémentation de CADNA dans T2D
Surcoût lié à CADNA : facteur 44 à 117 pour une
simulation de 4000 pas de temps (exécution séquentielle)

I T2D : 76 secondes
I T2D cadna_init(0) : 3360 secondes⇒ rapport ≈ 44
I T2D cadna_init(-1) : 8961 secondes⇒ rapport ≈ 117

Difficultés à faire tourner une simulation complète
Instabilités : cancellations, problèmes de branchement,
multiplications instables...
Diagnostic différent en fonction du schéma de convection
utilisé
plus de 30% des instabilités détectées apparaissent dans
les produits scalaires
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Telemac-2D : qualité numérique des résultats

Ces différences sont dues aux calculs des valeurs des points
d’interface [Moulinec et al., 2011, Denis et al., 2011].
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Algorithmes compensés

Transformation exacte de l’addition [Ogita et al., 2005]

x+ y = a+ b, avec x = fl(a+ b) et l’erreur y un flottant

Algorithme 1 : [x,y]=TwoSum(a,b)

x = fl(a+ b)
z = fl(x − a)
y = fl((a− (x − z) + (b− z))
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Produit compensé
Transformation exacte de la multiplication [Dekker, 1971]
Algorithme 2 : [x,y]=Split(a)

c = fl(factor · a) //factor = 2s + 1
x = fl(c− (c− a))
y = fl(a− x)

Algorithme 3 : [x,y]=TwoProduct(a,b)

x = fl(a× b)
[ah,al] = Split(a)
[bh,bl] = Split(b)
y = fl(al × bl − (((x − ah · bh)− al · bh)− ah · bl))
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Transformation exacte en cascade de vecteur
proposée dans [Ogita et al., 2005]
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Exemple du produit scalaire compensé K fois
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Dot2
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∣∣∣∣ ˆres− res
res

∣∣∣∣ ∼ eps · cond(
∑

pi) = eps ·
∑
|pi|∣∣∑ pi
∣∣

Double précision IEEE 754 : eps = 2−53 ≈ 10−16
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Implémentation des algorithmes compensés

Les algorithmes compensés ont été implémentés à deux endroits
du code :
1 la fonction Dot classique a été remplacée par une fonction
Dot2 (T2DDot2).

2 Sum2 a également été implémenté dans la fonction
Paraco de Telemac-2D (T2DComp). Cette fonction permet
d’effectuer l’assemblage de contributions provenant de
divers processus.
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T2D avec les algorithmes compensés (1)
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T2D avec les algorithmes compensés (1)
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T2D avec les algorithmes compensés (2)

TABLE: Listing de sortie de T2D : 1, 64 et 128 procs

VITESSE U 0.4447407 0.4529384 0.4454631
VITESSE V 0.3128539 0.3032372 0.4454631
HAUTEUR D’EAU 0.2254208 0.2377394 0.2421722
SURFACE LIBRE 0.2254219 0.2377396 0.2421722
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T2D avec les algorithmes compensés (2)

TABLE: Listing de sortie de T2DComp : 1, 64 et 128 procs

VITESSE U 0.4492247 0.4461640 0.4463432
VITESSE V 0.3101408 0.3131552 0.3105559
HAUTEUR D’EAU 0.2488944 0.2455364 0.2445993
SURFACE LIBRE 0.2488937 0.2455368 0.2445984
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T2D, CADNA et les algorithmes compensés

1 CADNA est adapté aux études industrielles de qualité
numérique

I Le surcoût CADNA problématique mais pas vraiment...
I ... Outil de debuging numérique ou d’étude

2 L’utilisation des algorithmes compensés
I n’influence presque pas les performances du code
I permet d’améliorer la reproductibilité des résultats

3 Nécessité de développer une plate-forme industrielle de
vérification numérique basée sur CADNA pour capitaliser
l’apport de l’outil et améliorer son utilisation.
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La simulation numérique chez EDF R&D

Les codes
Code_Aster
Code_Saturne
TELEMAC
Code_...
. . .

Les outils
MPI/OpenMP
BLAS/LAPACK
MUMPS/PASTIX
. . .
. . .

Le matériel
Ivanoe
Zumbrota
Z600
. . .
. . .
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Les outils de calcul scientifique

Opérations de base d'algèbre linéaire (multiplication, addition 

de matrices/vecteurs) Ex : BLAS, PBLAS

Solveurs directs denses. Ex : LAPACK, ScaLAPACK

Toolkit de résolution de systèmes linéaires. Ex : PETSc, Trilinos 

Solveurs directs creux. Ex : MUMPS, PaStiX

1

0

2

3

Plus complexe

Moins complexe
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Comment implémenter efficacement CADNA
dans les routines BLAS?
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Les routines BLAS

BLAS : Basic Linear Algebra Subprograms
Niveau 1 : Opérations vecteurs (ex xAXPY) ;
Niveau 2 : Opérations Matrices/Vecteurs (ex xGEMV) ;
Niveau 3 : Opérations Matrices/Matrices (ex xGEMM).

Différentes implémentations
Netlib / Atlas ;
GotoBlas, MKL ;
Linalg.
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Les routines BLAS

 1

 10

 100

daxpy dgemv dgemm

G
flo

ps
netlib
atlas

mkl 1th.
goto 1th.
mkl 8th.

goto 8th.

FIGURE: Comparaison des versions des BLAS : GFLOPS pour les
routines xAXPY, xGEMV et xGEMM en double précision pour une
matrice carrée et d’un vecteur de taille 8192
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Les routines BLAS

BLAS Mops Flops Flops/Mops
Niveau 1 (AXPY) 3n 2n 2/3
Niveau 2 (GEMV) n2 2n2 2
Niveau 3 (GEMM) 4n2 2n3 n/2

TABLE: Nombre d’accès mémoire et d’opérations flottantes en
fonction du niveau des BLAS
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Implémentation directe de CADNA dans DGEMM

Taille DgemmCadnaV1 Netlib Goto MKL
Séquentiel

1024 242.81 0.871 0.214 0.214
2048 1971.23 8.695 1.703 1.707

TABLE: Temps d’exécution de DgemmCadnaV1 et des versions
référence.

Surcoût d’environ 1000 pour une matrice de taille 1024*1024
DGEMM avec 3 boucles : constamment en défaut de
cache
Changements de mode d’arrondi vident le pipeline des
instructions
Surcharge des opérateurs arithmétiques +,−,×,÷
Mode auto-validation et détection des pertes brutales de
précisions
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Implémentation efficace de DgemmCADNA

« Implementing matrix multiplication so that
near-optimal performance is attained requires a
thorough understanding of how the operation must be
layered at the macro level in combination with careful
engineering of high-performance kernels at the micro
level. »

K. Goto, 2008.

Solutions proposées :

1 Travailler sur la localité des données
2 Optimiser le noyau de calcul
3 Diminuer l’impact de l’arithmétique stochastique
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Travailler sur la localité des données

1 Utilisation d’algorithme par blocs
2 Diminuer les défauts de cache
3 Diminuer les défauts de TLB
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Un algorithme itératif par bloc


C11 C12 . . . C1N
C21 C22 . . . C2N
...

...
. . .

...
CN1 CN2 . . . CNN

 =


A11 A12 . . . A1N
A21 A22 . . . A2N
...

...
. . .

...
AN1 AN2 . . . ANN

×

B11 B12 . . . B1N
B21 B22 . . . B2N
...

...
. . .

...
BN1 BN2 . . . BNN


où chaque bloc Cij est calculé avec la formule suivante :

Cij =

N∑
k=1

AikBkj

Taille DgemmCadnaV1 DGB16 GainB16
1024 242.81 183.461 1,32
2048 1971.23 1468.2 1,34
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Un algorithme utilisant un découpage récursif

[
C00 C01
C10 C11

]
=

[
A00 A01
A10 A11

]
×
[
B00 B01
B10 B11

]



Taille DgemmCadnaV1 DGBR16 GainBR16
1024 242.81 119.129 2,04
2048 1971.23 951.174 2.07
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Un algorithme itératif adapté à la machine

1 Premier niveau de partitionnement pour le Cache L3 :
Avoir des blocs (3 blocs) pouvant tenir dans le cache L3.

2 Deuxième niveau de partitionnement pour le Cache L2 :
Avoir des blocs (3 blocs) pouvant tenir dans le cache L2.

3 Troisième niveau de partitionnement pour le Cache L1 :
Avoir des blocs (3 blocs) pouvant tenir dans le cache L1.

A(n ∗ n) =


A11 A12 . . . A1N
A21 A22 . . . A2N
...

...
. . .

...
AN1 AN2 . . . ANN


Taille DgemmCadnaV1 DGBI16 GainBI16
1024 242.81 113.644 2.13
2048 1971.23 911.48 2.16
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Data Layout

Column Major

M =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ⇒
[
1 4 7 2 5 8 3 6 9

]

Row Major

M =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ⇒
[
1 2 3 4 5 6 7 8 9

]
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Block Row Major Layout (BRML)
Soit la matrice A(n× n) subdivisée en N ×N sous-matrices Aij :

A(n∗n) =


A11 A12 . . . A1N
A21 A22 . . . A2N
...

... . . . ...
AN1 AN2 . . . ANN

 Aij(p×p) =


11 12 . . . 1p
21 22 . . . 2p
...

... . . . ...
p1 p2 . . . pp


Les éléments de chaque sous matrices Aij sont stockés de
manière contiguë :[
11 12 . . . 1p 21 22 . . . 2p . . . . . . p1 p2 . . . pp

]
En mémoire les sous-matrices sont stockées en row-major :[
A11 A12 . . . A1NA21 A22 . . . A2N . . . AN1 AN2 . . . ANN

]
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Block Row Major Layout (BRML)

A(4× 4) =


1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16



⇒ A′(4× 4) = [1 2 5 6 3 4 7 8 9 10 13 14 11 12 15 16]

B(4× 4) =


1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16



⇒ B′(4× 4) = [1 5 2 6 3 7 4 8 9 13 10 14 11 15 12 16]
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Optimiser le noyau de calcul

Listing 1 – Boucles internes
for(int i = 0; i < nb_block ; i++){

for(int k = 0; k < nb_block ; k++){
for(int j = 0; j < nb_block ; j++){

Cij = Aik * Bkj /* noyau de calcul */

C00 = A00 × B00
C01 = A00 × B01
C00 = A01 × B10
C01 = A01 × B11
C10 = A10 × B00
C11 = A10 × B01
C10 = A11 × B10
C11 = A11 × B11
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BRML et Optimisation du noyau

Taille DgemmCadnaV1 DGBRML4 DGBRML16
1024 242.81 109.461 109.664
2048 1971.23 860.369 871.953

⇒ Gain d’environ pour 2.29 bloc 4 ∗ 4
⇒ Gain d’environ pour 2.26 bloc 16 ∗ 16
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Diminuer l’impact de la DSA

Déroulement des opérations CADNA :

C[i]=A[i]+B[i];
C[i+1]=A[i+1]+B[i+1];
C[i+2]=A[i+2]+B[i+2];
C[i+3]=A[i+3]+B[i+3];

C= operator +(a,b) ;

if( random ) rnd_switch ();
C[i].x=A[i].x+B[i].x ;
if( random ) rnd_switch ();
C[i].y=A[i].y+B[i].y ;
rnd_switch ();
C[i].z=A[i].z+B[i].z ;

⇒ 12 changements d’arrondi pour 12 opérations mathématiques
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Diminuer l’impact de l’ADS
Appel moins récurent à rnd_switch()

if( random ) rnd_switch ()
C[i].x = A[i].x + B[i].x ;
C[i].z = A[i].z + B[i].z ;
C[i+1].z = A[i+1].z + B[i+1].z ;
C[i+2].x = A[i+2].x + B[i+2].x ;
C[i+2].y = A[i+2].y + B[i+2].y ;
C[i+3].x = A[i+3].x + B[i+3].x ;
rnd_switch ();
C[i].y = A[i].y + B[i].y ;
C[i+1].x = A[i+1].x + B[i+1].x ;
C[i+1].y = A[i+1].y + B[i+1].y ;
C[i+2].z = A[i+2].z + B[i+2].z ;
C[i+3].y = A[i+3].y + B[i+3].y ;
C[i+3].z = A[i+3].z + B[i+3].z ;

⇒ 2 changements d’arrondi pour 12 opérations mathématiques
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Les résultats
Taille DgemmCadnaV1 DGBR16 DGBI16 DGBRML4 DGBRML16
1024 242.81 119.129 113.644 109.461 109.664
2048 1971.23 951.174 911.48 860.369 871.953
Gain 2.07 2.16 2.29 2.26

TABLE: Différentes versions de DgemmCadna sans modification de
CESTAC

Taille DgemmCadnaV1 DGBR16 DGBI16 DGBRML4 DGBRML16
1024 242.81 10.3321 10.2815 27.9986 7.52359
2048 1971.23 96.7742 96.2922 223.388 60.3249
Gain 20.37 20.47 8,82 32,67

TABLE: Différentes versions de DgemmCadna après modification de
CESTAC

--------------
DGBR16 DGemm Bloc Récursif de taille 16
DGBI16 DGemm Bloc itératif de taille 16 sur trois niveaux
DGBRML DGemm utilisant le BRML par bloc de 4 ou 16
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Sur la modification de CESTAC

Le résultat R d’une suite d’opérations informatiques peut être
modélisé par [Chesneaux, 1988, p.15] :

R = r +
Sn∑
i=1
gi(d)2Ei−pεi(αi − hi)

Choix de travailler sur des vecteurs de taille 4 ou 16 :
⇒ vecteurs de taille 4 : 6 opérations mathématiques entre 2
changements d’arrondi
⇒ vecteurs de taille 16 : 24 opérations mathématiques entre 2
changements d’arrondi
Modélisation théorique de la modification de CESTAC.
Il manque une étude statistique du nombre de chiffres
significatifs perdus
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Bilan
1 Extension de CADNA pour les standards de
communication :
⇒ CADNA_MPI complètement opérationnelle
⇒ Une première version de CADNA_BLACS

2 Étude de la qualité numérique des résultats d’un grand
code industriel : Telemac-2D
⇒ Problèmes numériques dus aux produits scalaires
⇒ Procédure de validation numérique avec CADNA
⇒ Amélioration la reproductibilité des résultats grâce aux
algorithmes compensés sans dégrader les performances

3 Implémentation de CADNA dans les outils de calcul
scientifique : les routines BLAS
⇒ Exemple de la routine DgemmCadna : réduction du
surcoût initial de 1100 par rapport à GotoBlas à 35
⇒ Modélisation théorique de la modification de CESTAC
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Perspectives

1 Intégration de CADNA dans les outils de calcul scientifique
⇒ Finalisation de l’extension pour les BLACS
⇒ Implémentation dans les autres routines BLAS
⇒ Utilisation des instructions vectorielles dans CADNA
⇒ Validation complète de la modification de CESTAC
⇒ Étendre aux autres bibliothèques...

2 Vers une plate-forme de vérification numérique industrielle
⇒ Un outil de post-traitement
⇒ Plusieurs niveaux de validation
⇒ Un outil de développement intégré complet (IDE)
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Merci !
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