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Résumé : L'ingénierie de la photosynthèse est une voie prometteuse en vue de produire

à la fois des vecteurs énergétiques et des molécules plateformes pour palier la raréfaction

des ressources fossiles. Le dé� à relever est de taille car il faut réussir à mettre au point des

procédés solaires de production de biomasse à constante de temps courte (quelques jours), là

où une centaine de millions d'années a été nécessaire à la formation du pétrole. Cet objectif

pourrait être atteint en cultivant des micro-organismes photosynthétiques dans des pho-

tobioréacteurs dont les performances cinétiques en surface et en volume seraient optimales.

Une telle optimisation nécessite avant tout une analyse �ne des transferts radiatifs au sein du

procédé. L'analyse radiative des photobioréacteurs qui est ici proposée s'ouvre sur la déter-

mination des propriétés d'absorption et de di�usion des suspensions de micro-organismes

photosynthétiques, à partir de leurs caractéristiques morphologiques, métaboliques et struc-

turales. Une chaîne de modélisation est construite, mise en ÷uvre et validée expérimentale-

ment pour des micro-organismes de formes simples ; à terme, la démarche développée pourra

directement être étendue à des formes plus complexes. Puis, l'analyse du transfert radiatif en

di�usion multiple est introduite et illustrée par di�érentes approximations qui apparaissent

pertinentes pour une conceptualisation des photobioréacteurs, menant ainsi à la construc-

tion d'un intuitif nécessaire à leur optimisation. En�n, la méthode de Monte Carlo est mise

en ÷uvre a�n de résoudre rigoureusement la di�usion multiple en géométries complexes

(géométries qui découlent d'une conception optimisée du procédé) et a�n de calculer les per-

formances cinétiques à l'échelle du photobioréacteur. Ce dernier calcul utilise une avancée

méthodologique qui permet de traiter facilement le couplage non-linéaire du transfert radiatif

à la cinétique locale de la photosynthèse (et qui laisse entrevoir de nombreuses autres applica-

tions dans d'autres domaines de la physique du transport). Ces outils de simulation mettent

à pro�t les développements les plus récents autour de la méthode de Monte Carlo, tant sur

le plan informatique (grâce à une implémentation dans l'environnement de développement

EDStar) que sur le plan algorithmique : formulation intégrale, algorithmes à zéro-variance,

calcul de sensibilités (le calcul des sensibilités aux paramètres géométriques est ici abordé

d'une manière originale qui permet de simpli�er signi�cativement sa mise en ÷uvre, pour

un ensemble de con�gurations académiques testées). Les perspectives de ce travail seront

d'utiliser les outils d'analyse développés durant cette thèse a�n d'alimenter une ré�exion

sur l'intensi�cation des photobioréacteurs, et d'étendre la démarche proposée à l'étude des

systèmes photoréactifs dans leur ensemble.

Mots clés : photobioréacteurs, micro-organismes photosynthétiques, propriétés radia-

tives, transfert radiatif, di�usion multiple, géométrie complexe, méthode de Monte Carlo,

analyse de sensibilité, couplage cinétique.



Radiative analysis of photobioreactors

Abstract : Photosynthesis engineering is a promising mean to produce both energy

carriers and �ne chemicals in order to remedy the growing scarcity of fossil fuels. This is a

challenging task since it implies to design process for solar biomass production associated

with short time constant (few days), while oil formation took hundred million of years. This

aim could be achieved by cultivating photosynthetic microorganisms in photobioreactors

with optimal surface and volume kinetic performances. Above all, such an optimization ne-

cessitate a careful radiative study of the process. A radiative analysis of photobioreactors is

here proposed that starts with the determination of the absorption and scattering proper-

ties of photosynthetic microorganisms suspensions, from the knowledge their morphological,

metabolic and structural features. A model is constructed, implemented and validated for

microorganisms with simple shapes ; the extension of this approach for the treatment of com-

plex shapes will eventually be straightforward. Then, multiple scattering radiative transfer

analysis is introduced and illustrated through di�erent approximations that are relevant for

the conceptualization of photobioreactors, leading to the construction of physical pictures

that are necessary for the optimization of the process. Finally, the Monte Carlo method is

implemented in order to rigorously solve multiple scattering in complex geometries (geome-

tries that correspond to an optimized design of the process) and in order to calculate the

kinetic performances of the reactor. In this trend, we develop a novel methodological develop-

ment that simpli�es the treatment of the non-linear coupling between radiative transfer and

the local kinetic of photosynthesis. These simulation tools also bene�t from the most recent

developments in the �eld of the Monte Carlo method : integral formulation, zero-variance

algorithms, sensitivity evaluation (a speci�c approach for the evaluation of sensitivities to

geometrical parameters is here developed and shown to correspond to a simple implementa-

tion in the case of a set of academic con�gurations that are tested). Perspectives of this work

will be to take advantage of the developed analysis tools in order to stimulate the re�exion

regarding photobioreactor intensi�cation, and to extend the proposed approach to the study

of photoreactive systems engineering in general.

Key words : photobioreactors, photosynthetic microorganisms, radiative properties, ra-

diative transfer, multiple scattering, complex geometry, Monte Carlo method, sensitivity

analysis, kinetic coupling.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et organisation du manuscrit

La thèse défendue dans ce mémoire s'inscrit dans la continuité d'un travail de fond mené

par Jean-François Cornet, au sein de l'axe GePEB (Génie des Procédés, Energétique et

Biosystèmes) de l'Institut Pascal, sur la modélisation des photobioréacteurs et plus large-

ment des systèmes photoréactifs. L'ensemble de ses travaux est synthétisé dans une Ha-

bilitation à Diriger des Recherches [1] ainsi que dans plusieurs publications scienti�ques,

dont [2, 3, 4, 5, 6, 7]. Chacune des questions radiatives soulevées par l'étude du procédé y

est traitée, en détail, depuis les fondements théoriques jusqu'à la mise en ÷uvre : propriétés

radiatives, équation de transfert radiatif et résolution numérique par la méthode des Ordon-

nées Discrètes (DOM), utilisation de modèles approchés pour des besoins d'analyse ou de

couplage, utilisation notamment de l'approximation à 2-Flux, etc. Ce travail a non seule-

ment abouti à la construction de modèles robustes validés expérimentalement, mais a aussi

constitué une base solide pour initier une interaction riche avec la communauté radiative, et

plus particulièrement avec des chercheurs spécialistes de la méthode de Monte Carlo et de

l'analyse du transfert en di�usion multiple. Cette interaction s'est bâtie sur une réciprocité

des attentes : la communauté du génie des procédés d'une part béné�ciant des développe-

ments méthodologiques les plus récents en rayonnement tout en permettant, d'autre part,

à la communauté radiative d'explorer les résonances que peuvent avoir les questions posées

par le procédé. De cette rencontre entre deux communautés est née la présente thèse en

rayonnement, qui s'est déroulée au contact de l'objet d'étude, et qui a été co-encadrée par

Jean-François Cornet de l'Institut Pascal (Clermont-Ferrand, UMR 6602), Richard Fournier

et Stéphane Blanco du laboratoire LAPLACE (Toulouse, UMR 5213) et Mouna El Ha� du

laboratoire RAPSODEE (Albi, UMR 5302).

1
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Il est rapidement apparu que si l'enjeu de la modélisation des transferts radiatifs dans

les photobioréacteurs devait avant tout permettre à la communauté du génie des procédés

de s'approprier et de mettre en ÷uvre des savoir-faire méthodologiques et interprétatifs bien

établis, certaines questions posées par l'étude du procédé correspondaient aussi à des n÷uds

identi�és dans la littérature du transfert radiatif, nécessitant un travail exploratoire amont.

Cette thèse a donc pour but de reprendre chacune de ces questions en tentant de pousser

jusqu'à leur terme les pistes de recherche les plus avancées, telles que celles concernant

la détermination des propriétés radiatives, et en invoquant autant que possible un savoir-

faire méthodologique (notamment autour de la méthode de Monte Carlo) ainsi qu'un regard

(images physiques, modèles approchés) issu de la communauté radiative, pour revisiter les

champs d'investigation les plus ouverts. Au cours de ce travail une hiérarchie a émergé et

certaines questions ont suscité une attention particulière, qui �nalement dépasse le cadre de

l'application aux photobioréacteurs. La modélisation de l'interaction entre la lumière visible

et les particules de faible contraste d'indice, ainsi que le calcul de sensibilités géométriques

ou l'intégration de fonctions non-linéaires par la méthode de Monte Carlo occupent une place

centrale dans le présent manuscrit. Cependant, à tout instant, même dans les moments les

plus techniques ou les plus abstraits de notre recherche, ce sont les procédés photobioréactifs

qui ont �xés chacune de nos orientations.

Au sein de ces procédés, la réaction de photosynthèse est mise en ÷uvre par des organ-

ismes vivants : des micro-organismes photosynthétiques en suspension aqueuse. Les organ-

ismes photosynthétiques catalysent la réaction de photosynthèse qui, à partir d'énergie lu-

mineuse, convertit le dioxyde de carbone (CO2) et l'eau en un très grand nombre de molécules

complexes (lipides, protéines, sucres, acides nucléiques, etc) constituant la biomasse, avec

comme sous-produit intéressant le dioxygène (O2). Bien que des e�orts considérables soient

investis dans la recherche de procédés photocatalytiques totalement maîtrisés par l'homme

(production d'hydrogène à partir d'énergie solaire et d'eau, photo-conversion du CO2 en

méthanol, etc), la photosynthèse naturelle reste une piste sérieuse pour répondre aux enjeux

de société actuels que constituent la réduction des émissions de CO2, le stockage de l'énergie

solaire (ici sous forme de molécules stables), et la production de vecteurs énergétiques (bio-

carburants, gazéi�cation de la biomasse, méthane, hydrogène), d'intermédiaires chimiques

(en vue d'alternatives à la pétrochimie), ou d'autres molécules à haute valeur ajoutée, le

tout au sein de biora�neries. L'intérêt actuel pour ce processus biochimique est largement

suscité par la �n annoncée des ressources fossiles dont l'origine, sur de très longues périodes,

est justement la photosynthèse. Mais le dé� technologique est énorme car la constante de

temps doit cette fois être ramenée à quelques jours, et surtout, les productivités en surfaces

de captation solaire doivent atteindre des valeurs élevées, compatibles d'une part avec la con-
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currence exercée par les autres technologies solaires et d'autre part avec le besoin croissant de

surfaces cultivables pour nourrir l'humanité. Les micro-organismes photosynthétiques sont

les meilleurs candidats dans ce contexte exigeant [8, 9, 10], notamment car ils correspondent à

des e�cacités de conversion de l'énergie lumineuse et à des taux de �xation du CO2 bien plus

élevés que ceux des plantes supérieures [11] lorsqu'ils sont cultivés dans des environnements

contrôlés tels que les photobioréacteurs. De plus, la culture en photobioréacteur permet une

utilisation optimale des minéraux nécessaires à la croissance des organismes (nitrates, etc),

un transfert CO2/O2 e�cace et une gestion optimale des besoins en eau, ce qui constitue

une réduction potentielle de l'impact environnemental et de la compétition avec les cultures

nourricières. Cependant, ces avantages annoncés ne pourront être concrétisés qu'au terme

d'une ré�exion de fond autour de l'optimisation de ces procédés, sans quoi l'utilisation à

grande échelle des photobioréacteurs s'expose aux mêmes travers que ceux rencontrés dans

les zones où les cultures en plein champ ont été consacrées à la production d'agrocarbu-

rants, entraînant des crises alimentaires conséquentes. Dans cette optique, des prototypes

de photobioréacteurs clos conçus pour approcher l'e�cacité maximale de la photosynthèse

grâce à un contrôle rigoureux des champs de rayonnement et des apports en nutriments sont

actuellement développés, notamment à l'Institut Pascal et au laboratoire GEPEA (Nantes,

UMR 6144). Deux technologies di�érentes illustrent particulièrement bien deux aspects com-

plémentaires de l'optimisation des photobioréacteurs. D'un côté, le prototype AlgoFilm à

captation directe en couche mince Fig. 1.1 est conçu pour un fonctionnement à haute con-

centration en biomasse (c'est-à-dire à haute concentration en micro-organismes) a�n d'at-

teindre des productivités volumiques élevées. De l'autre côte, le prototype DiCoFluV [7]

(Dilution Contrôlée du Flux en Volume) à éclairage interne Fig. 1.2 est conçu pour diluer

le rayonnement solaire incident dans la suspension de micro-organismes a�n d'atteindre de

hautes productivités en surface de captation solaire. Ces concepts sont aussi pensés pour

assurer une faible consommation énergétique compatible avec une production de bioénergie.

Cela passe notamment par une ré�exion autour de la gestion du rayonnement infrarouge, un

point qui est étudié en collaboration avec le laboratoire PROMES (Odeillo-Perpignan, UPR

8521). Cependant, le coût de ces technologies récentes étant bien plus élevé que celui des

photobioréacteurs "classiques" ouverts de type bassin, un saut de performance signi�catif

est nécessaire a�n de les rendre compétitifs. La mise en ÷uvre du concept AlgoFilm a permis

d'atteindre des concentrations 100 à 200 fois supérieures à celles classiquement rencontrées

dans les photobioréacteurs ouverts et, par ailleurs, il a été montré sur le plan théorique

que les concepts de type DiCoFluV permettent d'espérer des productivités surfaciques deux

ordres de grandeurs supérieures à la moyenne européenne des cultures en plein champ [7].
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Figure 1.1: Prototype AlgoFilm à captation directe développé au laboratoire GEPEA dans
lequel le volume réactionnel est réduit à une couche mince grâce à un principe de �lm
tombant.

a b c

Figure 1.2: Prototype DiCoFluV [7] de photobioréacteur à éclairage interne développé à
l'Institut Pascal dans lequel le rayonnement solaire incident est capté et concentré grâce à des
lentilles de Fresnel (partie supérieure de a, module développé par le laboratoire PROMES)
puis dirigé dans le réacteur (partie inférieure de a et b) où il est dilué dans le volume
réactionnel grâce à un millier de �bres optiques à éclairage latéral assurant une densité
surfacique de �ux incidente quasi-homogène sur la totalité de leur surface (l'entrée des �bres
dans le réacteur est montrée sur c).
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Pour arriver à de telles performances, ces deux prototypes assurent en premier lieu un

mélange parfait de la suspension de micro-organismes a�n de pouvoir assurer que l'environ-

nement (concentration en nutriments, CO2, pH, température, etc) soit homogène et contrôlé

à l'optimum de croissance. Les technologies de mélange et le savoir-faire correspondant sont

assez matures pour qu'en pratique, il soit relativement trivial d'assurer des conditions non

limitantes à ce niveau. Un apport optimum en énergie lumineuse est conceptuellement beau-

coup plus délicat à assurer, et à l'heure actuelle, les performances cinétiques et énergétiques

des photobioréacteurs dépendent quasiment uniquement du champ de rayonnement au sein

du volume réactionnel [7, 6, 12, 13, 14, 15]. Lors de la conception de tels prototypes, l'enjeu

est donc d'assurer une utilisation e�cace de l'énergie lumineuse. La présente étude attache

une attention particulière au prototype DiCoFluV (Fig. 1.2), dans lequel le rayonnement

solaire incident est dilué au sein du volume réactionnel grâce à un millier de �bres op-

tiques à éclairage latéral. Ce concept original permet d'une part un contrôle beaucoup plus

�n du champ de rayonnement interne en comparaison avec des concepts à captation di-

recte, et d'autre part, il permet une homogénéisation en volume des puissances rayonnantes

disponibles à la photosynthèse, alors qu'un éclairage direct a du mal à pénétrer profondé-

ment dans un grand volume (en raison des phénomènes d'absorption et de di�usion par les

micro-organismes). Par rapport aux autres concepts de réacteur, la complexité géométrique

du dispositif est par contre beaucoup plus élevée, ce qui est en tant que tel une source

signi�cative de di�cultés théoriques et pratiques.

Ce manuscrit aborde un ensemble de problématiques de modélisation et de mise en ÷uvre

qui sont soulevées par l'analyse radiative de tels procédés. Les chapitres 2 et 3 se concentrent

sur l'étude des propriétés de di�usion et d'absorption de la lumière par un micro-organisme

photosynthétique isolé. Au chapitre 2, une chaîne méthodologique est proposée qui permet la

détermination de ces propriétés à partir des caractéristiques morphologiques, métaboliques

et structurales des micro-organismes. Les modèles électromagnétiques utilisés, ainsi que la

méthode retenue pour leur mise en ÷uvre, sont ensuite présentés avec plus de détails au

chapitre 3. Le chapitre 4 ouvre alors la discussion sur l'analyse des transferts radiatifs en di�u-

sion multiple au sein des photobioréacteurs. Il se concentre sur l'étude d'un photobioréacteur

torique quasi-monodimensionnel simple, a�n d'introduire tout d'abord un ensemble d'images

physiques permettant d'appréhender le transport de photons dans le milieu réactionnel, puis

de préciser le sens de di�érentes approximations parmi celles qui nous semblent les plus per-

tinentes pour l'étude du procédé. Dans le chapitre 5, la méthode de Monte Carlo est décrite

et mise en ÷uvre, en incluant des développements théoriques et techniques très récents, qui

permettent de résoudre l'équation de transfert radiatif avec précision dans la con�guration de

di�usion multiple en géométrie complexe du prototype DiCoFluV. Ce chapitre se concentre
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sur la détermination des champs de rayonnement ; la question du couplage à la cinétique de

production photosynthétique est ensuite abordée au chapitre 6. Le traitement de ce couplage

correspond à un point bloquant vis-à-vis du calcul de la productivité des photobioréacteurs.

Il rejoint théoriquement des di�cultés de gestion des non-linéarités rencontrées par la méth-

ode de Monte Carlo dans des domaines applicatifs très di�érents. Nous proposons dans ce

chapitre une démarche originale (à notre connaissance) et nous la mettons en ÷uvre pour

l'estimation de la productivité du prototype DiCoFluV (nous la mettons également en ÷uvre

au chapitre 3 pour l'intégration des modèles électromagnétiques). Au terme des chapitres 5

et 6, nous disposons d'un outil de simulation permettant le calcul simultané de la produc-

tivité d'un photobioréacteur de géométrie quelconque et de ses sensibilités à de nombreux

paramètres (un béné�ce immédiat des travaux de formulation intégrale de la section 5.5).

Cependant, le calcul des sensibilités aux paramètres géométriques du procédé reste à l'heure

actuelle inaccessible. Le chapitre 7 propose l'initiation d'une démarche permettant d'abor-

der cette question méthodologique d'une manière di�érente de celles proposées jusqu'alors,

et nous montrons que sa mise en ÷uvre dans des con�gurations académiques simples, néan-

moins inspirées de l'étude des photobioréacteurs, ne pose aucune di�culté pratique.

Avant de rentrer dans le détail de chacune de ces questions, la �n du présent chapitre

introductif est une illustration des motivations qui ont présidé à notre travail, à travers

une première rencontre des principaux concepts radiatifs utilisés pour l'optimisation des

photobioréacteurs.

1.2 Illustration des concepts radiatifs utilisés pour l'op-

timisation des photobioréacteurs

La modélisation des photobioréacteurs implique un ensemble de mécanismes à di�érentes

échelles du procédé. A l'échelle du micro-organisme, il faut étudier la conversion de l'énergie

lumineuse par la réaction de photosynthèse, ainsi que la di�usion et l'absorption du rayon-

nement par un micro-organisme isolé (sous l'hypothèse de la di�usion indépendante). Puis,

une première prise de moyenne consiste au passage à l'échelle d'un élément de volume, c'est-

à-dire à une suspension de micro-organismes. Les propriétés radiatives du milieu continu

équivalent (di�usion et absorption) sont alors exprimées comme la moyenne des propriétés

des micro-organismes isolés sur leur distribution de tailles et d'orientations, et la cinétique

locale de la photosynthèse correspond à la somme des contributions de chacun des micro-

organismes présents dans l'élément de volume. Ce stade correspond à un raisonnement local
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au sens des milieux continus : au sein de l'élément de volume, le champ de rayonnement est

uniforme ; tous les micro-organismes disposent de la même quantité de lumière et catalysent

la photosynthèse de manière identique. Lorsque l'on passe à l'échelle du volume réaction-

nel, c'est-à-dire à l'ensemble du réacteur, le champ de rayonnement doit être résolu par une

analyse des transferts radiatifs dans la suspension de micro-organismes. Il apparaît alors que

la lumière disponible est distribuée de manière très hétérogène dans le réacteur (en raison

de la di�usion et l'absorption par les micro-organismes) et que par conséquent, la cinétique

locale de la photosynthèse dépend elle aussi fortement de la position dans le volume (voir

Sec. 1.2.5). Les performances du procédé résultent donc de l'intégration du couplage local

transfert radiatif/photosynthèse sur l'ensemble du volume réactionnel. Une analyse des pho-

tobioréacteurs demande d'être en mesure de résoudre cette intégration volumique (ce qui

pose des di�cultés numériques conséquentes dès que la géométrie du réacteur devient com-

plexe), et de comprendre l'in�uence des divers paramètres du procédé (à toutes les échelles)

sur son comportement global.

Nous allons rentrer une première fois dans l'étude radiative des photobioréacteurs à

travers l'illustration, sur des exemples simples, des principaux actes de modélisation et d'-

analyse que nous venons de lister. Il seront bien sûr repris en détail dans la suite du mémoire.

1.2.1 Conversion de l'énergie rayonnante par les micro-organismes

photosynthétiques : loi de couplage cinétique

La conversion de l'énergie rayonnante par les micro-organismes photosynthétiques est

communément étudiée grâce à des approches systémiques (plutôt que des approches géné-

tiques et moléculaires), notamment à l'Institut Pascal et au GEPEA. Ces études donnent

accès à des modèles du couplage entre les cinétiques de la réaction de photosynthèse et le

transfert radiatif [6, 16], c'est-à-dire, entre la productivité d'un micro-organisme et la lumière

dont il dispose (en l'absence de limitations autres que celle du transfert de rayonnement). L'é-

tude de ces couplages est à l'heure actuelle en pleine transition. D'un côté, nous béné�cions

d'une certaine expérience dans le traitement de ces problèmes grâce à la méthodologie de

la thermodynamique linéaire des processus irréversibles, notamment pour les cyanobactéries

qui soit respirent, soit catalysent la photosynthèse, mais ne font généralement pas les deux

en même temps au sein d'un photobioréacteur. D'un autre côté, le traitement des eucaryotes

(c'est-à-dire des micro-algues), qui respirent et catalysent la photosynthèse simultanément

(ces deux processus biochimiques étant couplés) est encore l'objet de ré�exions de fond.
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1.2.1.1 La grandeur radiative utilisée comme paramètre d'entrée dans les mod-

èles cinétiques

L'identi�cation de la grandeur radiative pertinente pour l'étude des couplages avec le

rayonnement mobilise une attention particulière au sein du groupe Institut Pascal/GEPEA.

Bien que les premières lois de couplages aient été écrites en fonction de l'énergie lumineuse

absorbée par le milieu réactionnel, tant dans le contexte des photobioréacteurs [17] que dans

le contexte plus large des photoréacteurs [18], grand nombre de ces lois sont à l'heure actuelle

écrites en fonction de l'irradiance, c'est-à-dire de l'énergie présente dans le milieu réactionnel

indépendamment de la proportion qui en est absorbée [6, 16]. Cependant, il apparaît au

sein de la communauté du génie des procédés en lien avec ce travail, qu'une écriture en

fonction du nombre de photons absorbés par un micro-organisme est encore plus pertinente

étant donné les di�érentes approches de modélisation aujourd'hui envisagées : méthode des

�ux métaboliques, thermodynamique des processus irréversibles. Au cours de cette thèse,

nous sommes ici arrivés à des conclusions similaires avec une approche purement radiative,

notamment lors de l'étude des aspects spectraux liés aux phénomènes d'absorption. Les

vitesses de réaction locales au sein du volume réactionnel seront donc écrites par la suite

en fonction de la vitesse spéci�que d'absorption des photons A (voir l'encart 1) : nous

utiliserons une loi de couplage cinétique issue de la littérature que nous adapterons de façon

à faire apparaître explicitement A [16]. Mais nous proposons tout d'abord dans le paragraphe

suivant une lecture schématique des mécanismes primaires de la photosynthèse qui su�t à

étayer le choix d'une modélisation appuyée sur la vitesse d'absorption des photons A.

Jusqu'au paragraphe 1.2.4 nous ne discuterons pas des moyens pratiques permettant

d'évaluer A en situation réelle. Cette question relèvera de la physique du transfert radiatif.

1.2.1.2 Mécanismes primaires de conversion des photons par la photosynthèse

Le processus photobiochimique de la photosynthèse commence par l'absorption des pho-

tons aux antennes photosynthétiques (ou unités photosynthétiques) dont une représentation

est donnée à la �gure 1.3. Ces structures sont composées d'une antenne collectrice comprenant

des pigments photosynthétiques et d'un centre réactionnel. Seuls les photons appartenant à

la gamme spectrale du PAR (pour Photosynthetically Active Radiation, ce qui correspond

approximativement au spectre visible, voir l'encart 2) provoquent une excitation électron-

ique des molécules de pigments lorsqu'ils sont absorbés sur un site de l'antenne collectrice.

Lorsque cela se produit, l'excitation résultante est indépendante de l'énergie du photon ab-

sorbé : il s'agit d'une "loi du tout ou rien". Ces excitations électroniques se propagent par
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résonance de site en site sur les antennes collectrices jusqu'à atteindre le centre réactionnel

où elles donnent lieu à une séparation de charge. L'électron ainsi libéré entre dans le schéma

réactionnel de la photosynthèse, qui consiste en une chaîne d'oxydoréductions, et aboutit à

la production d'une certaine quantité de dioxygène, d'ATP (adénosine-5'-triphosphate) et

de pouvoir réducteur pour la synthèse de biomasse. Mais toutes les excitations n'aboutissent

pas à une séparation de charge au centre réactionnel. Certaines d'entre elles sont perdues de

par des mécanismes dissipatifs qui sont schématiquement de deux types :

(1) les désexcitations lors de la propagation sur les antennes collectrices, qu'elles soient

spontanées ou stimulées (constantes de temps de l'ordre de la femtoseconde),

(2) les désexcitations dues à l'arrivée d'une excitation au centre réactionnel alors que celui-ci

est déjà occupé (le temps caractéristique de réactivation du centre réactionnel après une

séparation de charge est de l'ordre de la picoseconde).

Les désexcitations correspondantes donnent lieu à une émission par �uorescence ou à une

dissipation thermique. Ces phénomènes d'émission seront par la suite négligés lors du traite-

ment des transferts radiatifs dans le procédé. Le rendement ρ des antennes photosynthétiques,

ou rendement primaire de la photosynthèse, obéit donc à une loi de saturation traduisant

l'augmentation des pertes lorsque la vitesse de production des excitations augmente. Ce

mécanisme primaire est intensivement étudié en mécanique quantique depuis les années 70

(voir [20]). Sur la base de ces travaux de photo-physique et dans les conditions de limitation

par le transfert de rayonnement, il est possible d'exprimer de façon relativement simple le

rendement primaire ρ avec la forme fonctionnelle

ρ(A) = ρM
K

K +A
(1.1)

où ρM est le rendement maximum, K est la constante de saturation et A est la vitesse

de production des excitations qui, dans le cadre de notre approche, est égale à la vitesse

spéci�que d'absorption des photons du PAR (puisque chacun de ces photons donne lieu à

une excitation électronique). L'évolution du rendement primaire ρ(A) en fonction de A est

représentée en gris sur la �gure 1.4.a.

Maintenant que nous avons modélisé l'arrivée des excitations électroniques au centre réac-

tionnel, nous nous intéressons aux séparations de charge qui y ont lieu. La vitesse spéci�que

de séparation de charge Je− au centre réactionnel est simplement la vitesse de production

des excitations aux antennes A multipliée par le rendement des antennes ρ :

Je−(A) = ρ(A)A = ρM
KA
K +A

(1.2)
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Figure 1.3: Antennes photosynthétiques. a : Structure d'un complexe pigment-protéine
composant les unités photosynthétiques d'une bactérie ; d'après [19]. b : Schématisation du
principe de fonctionnement ; un photon hν est absorbé sur un site de l'antenne collectrice et
provoque une excitation électronique ∗ ; en noir : l'excitation se propage de proche en proche
jusqu'au centre réactionnel où elle donne lieu à une séparation de charge, l'électron ainsi
libéré entre dans la chaîne d'oxydoréductions de la photosynthèse ; en gris : mécanismes
de saturation des antennes ; désexcitation lors de la propagation sur l'antenne (en bas à
droite) et arrivée d'une excitation électronique sur un centre réactionnel déjà occupé (en
haut à gauche) ; ces désexcitations donnent lieu à une émission hν ′ par �uorescence ou par
dissipation thermique.

Chaque charge entrant dans le schéma réactionnel de la photosynthèse aboutit à la pro-

duction d'une certaine quantité de dioxygène suivant le rendement quantique molaire φ̄′. Un

résultat remarquable des études basées sur l'approche de la thermodynamique des proces-

sus irréversibles est que ce rendement quantique peut être considéré comme une constante,

indépendamment de la vitesse de production des charges (chez les cyanobactéries tout au

moins, l'hypothèse étant ici étendue aux eucaryotes [6, 16]). On aboutit ainsi à l'expression

de la vitesse spéci�que de production de dioxygène JO2 par photosynthèse :

JO2(A) = φ̄′ Je−(A) = φ̄′ρM
KA
K +A

(1.3)
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Bien que ce couplage à la cinétique de production de dioxygène soit particulièrement per-

tinent pour l'étude de la réaction de photosynthèse, notre analyse du procédé se concentre

quant à elle sur la production de biomasse. La vitesse spéci�que de production de biomasse

Jx est proportionnelle à la vitesse spéci�que de production de dioxygène JO2 car la st÷-

chiométrie de la photosynthèse étant �xe (en première approximation), on connaît le rap-

port νO2−x correspondant au nombre de moles de O2 produit pour chaque mole de biomasse

produite :

Jx =
Mx

νO2−x

JO2 (1.4)

où le rapport st÷chiométrique νO2−x est égal à 1.183 (dans les conditions étudiées ici,

voir [16]) et où on a introduit la masse molaire de la biomasse Mx = 0.024 kg · C −mol−1

a�n d'exprimer Jx en unités massiques plutôt que molaires (voir encart 1). En remplaçant

JO2 par son expression Eq. 1.3, il vient :

Jx(A) =
Mx

νO2−x

φ̄′ρM
KA
K +A

(1.5)

La �gure 1.4.a représente les variations respectives du rendement des antennes photosynthé-

tiques et de la vitesse spéci�que de production de biomasse Jx, en fonction de la vitesse A
à laquelle les photons sont absorbés par un micro-organisme. Cette �gure met en exergue le

comportement de saturation des antennes : lorsque A augmente, la vitesse de production par

photosynthèse augmente vers une valeur asymptotique, traduisant la chute du rendement des

antennes.

1.2.1.3 La respiration chez les eucaryotes : production nette d'oxygène et point

de compensation

Les micro-organismes eucaryotes respirent en même temps qu'ils catalysent la réaction

de photosynthèse. Nous n'avons pour l'instant considéré que la photosynthèse et nous allons

maintenant rajouter l'e�et de cette respiration. Pour cela, il faut revenir à la cinétique de

production de dioxygène. Les couplages qui existent dans la cellule entre photosynthèse et

respiration sont complexes et encore mal compris. Nous considérons ici un comportement

d'inhibition de la respiration par la lumière, modélisé par une loi proposée dans [16] (et

adaptée à une écriture en fonction de A) dont nous ne développerons pas les fondements :

Jresp
O2

(A) = −β Kr

Kr +A
(1.6)
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où β et Kr sont deux paramètres détaillés dans l'annexe B. On notera que Jresp
O2

(A) n'est nul

pour aucune valeur de A : la respiration a lieu en toute circonstance, que l'organisme soit

ou non soumis à un rayonnement. La vitesse de production de dioxygène par un eucaryote

résulte donc de deux contributions antagonistes : la production par photosynthèse et la

consommation par respiration. En sommant les contributions Eq. 1.3 et Eq. 1.6, on obtient

en e�et :

JO2(A) = φ̄′ρM
KA
K +A

− β
Kr

Kr +A
(1.7)
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Figure 1.4: Loi de couplage cinétique d'un eucaryote (voir encart 1 pour une discussion sur
les unités choisies). Les valeurs des paramètres utilisées sont celles obtenues pour Chlamy-
domonas reinhardtii dans l'annexe B en se basant sur les résultats de [16] : ρM = 0.8,
φ̄′ = 1.183×10−7molO2 ·µmol−1

hν , K = 32000µmolhν ·kg−1
x ·s−1, Kr = 7500µmolhν ·kg−1

x ·s−1,
β = 2× 10−4molO2 · kg−1

x · s−1. a : Production de biomasse par photosynthèse et rendement
des antennes photosynthétiques. b : Bilan entre production de biomasse par photosynthèse
et consommation par respiration. c : Loi de couplage et dé�nition du point de compensation
Ac ; dans le cas présent Ac = 1800µmolhν · kg−1

x · s−1
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Les contributions respectives du terme de gauche (photosynthèse) et du terme de droite

(respiration), ainsi que le bilan qui en résulte, sont tracés à la �gure 1.4.b. Comme nous

l'avons vu dans le cadre de la photosynthèse seule, la vitesse spéci�que de production de

biomasse Jx est proportionnelle à JO2 (voir Eq. 1.4) :

Jx(A) = φ̄′ρM
Mx

νO2−x

KA
K +A

− β
Mx

νO2−x

Kr

Kr +A
(1.8)

Cette loi de couplage cinétique des eucaryotes sera utilisée dans la suite de notre étude à la

section 4.7 et au chapitre 6. Elle est représentée à la �gure 1.4.c, où nous lui avons superposé

le rendement des antennes photosynthétiques puisque l'optimisation des photobioréacteurs

passe nécessairement par une utilisation e�cace de l'énergie lumineuse. On observe sur cette

�gure trois comportements qui dé�nissent le point de compensation Ac :

• si A < Ac le micro-organisme consomme de l'oxygène 1 (à gauche),

• si A = Ac le micro-organisme équilibre parfaitement sa consommation d'oxygène par

respiration et sa production d'oxygène par photosynthèse, la vitesse de production d'O2

est nulle,

• et si A > Ac le micro-organisme produit de l'oxygène.

Encart 1 Les unités utilisées et leurs notations

Puissance radiative. Conformément à ce qui est utilisé dans la littérature, nous ex-

primons dans ce manuscrit les grandeurs radiatives comme des nombres de photons (plus

commodément des moles de photons notées ici molhν) par unité de temps. Cette écriture

est cohérente avec les mécanismes de couplage qui ont été décrits dans la présente section.

Ainsi, une irradiance ou un �ux, qui s'expriment habituellement en W · m−2, seront ici

exprimés en molhν · s−1 ·m−2.

Lien entre les grandeurs particulaires et massiques. La réaction de photosynthèse

peut être vue comme une réaction auto-catalytique, dans le sens où les micro-organismes

produisent la biomasse dont ils sont eux-mêmes constitués. Lorsque l'on parle de production

de biomasse dans un photobioréacteur, cela signi�e que les micro-organismes grossissent,

puis se divisent en augmentant leur nombre. Ainsi, la concentration en biomasse dans le

réacteur est strictement équivalente à la concentration en micro-organismes (les deux termes

étant utilisés dans la suite de ce mémoire). A ce titre, l'ensemble des grandeurs associées

à une particule peuvent aussi s'exprimer en unité massique, ce qui est particulièrement

1. Conceptuellement, il convient ici de raisonner sur le couplage à la cinétique de production de O2 mais
dans le cadre de la description que nous proposons, JO2

est proportionnelle à Jx et nous pouvons utiliser la
�gure 1.4.c
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pratique dans le contexte expérimental associé à la présente étude. L'unité massique qui

représente un micro-organisme est sa masse sèche : chaque micro-organisme est constitué

d'eau et de biomasse et pèse un certain poids une fois sec. On parle alors de kilogramme de

biomasse sèche kgx (où l'indice x signi�e qu'il s'agit de biomasse). Ainsi, la concentration

en micro-organismes Cx au sein d'un volume réactionnel sera exprimée en kgx ·m−3 (plutôt

qu'en nombre de particules par m−3). En particulier, les sections e�caces σ de di�usion et

d'absorption des micro-organismes obéissent à ce constat. Nous utiliserons indi�éremment,

en fonction du contexte, des sections e�caces particulaires (m2 par particule) ou massiques

(m2 · kg−1
x ). Pour autant, nous ne jugeons pas nécessaire d'introduire une nomenclature

spéci�que puisque le sens physique de ces grandeurs n'est en rien a�ecté par ce choix.

En�n, A est un nombre de photons absorbés par unité de temps et par micro-organisme.

Cette vitesse spéci�que d'absorption des photons sera donc exprimée en molhν · kg−1
x · s−1.

Dans le cadre d'une écriture de la section e�cace d'absorption σa en unité massique et

d'une irradiance Ĝ exprimée en nombre de photons (voir discussion en début d'encart),

A = σa Ĝ est bien exprimé en molhν · kg−1
x · s−1.

Vitesse spéci�que de production de biomasse et vitesse de réaction volu-

mique. La vitesse spéci�que de production de biomasse Jx est la vitesse avec laquelle un

micro-organisme produit de la biomasse x. Nous avons vu à l'équation 1.4 que la quantité

de biomasse produite est habituellement exprimée en unité massique plutôt qu'en unité mo-

laire : le micro-organisme produit une certaine masse de biomasse par unité de temps. Cette

masse sera exprimée comme des grammes de biomasse sèche gx. La vitesse de production Jx

est donc exprimée en gx ·h−1 par micro-organisme (les échelles de temps sont telles que l'on

choisit généralement l'heure comme unité). Si l'on passe maintenant d'une unité particu-

laire à une unité massique (voir paragraphe ci-dessus), Jx est exprimé en gx ·kg−1
x ·h−1. On

trouve dans la littérature des vitesses spéci�ques de production de biomasse Jx exprimées

en h−1, ce qui est cohérent puisque s'agissant d'une réaction auto-catalytique, Jx est bien

un taux de production. Cependant, nous préférons ici garder la première expression. Sur la

�gure 1.4, une valeur de Jx à 60 gx · kg−1
x · h−1 signi�e donc qu'un kilogramme de biomasse

soumis à une certaine vitesse d'absorption des photons (ici A ' 13000µmolhν ·s−1) produit

60 grammes de biomasse par heure. La vitesse de réaction volumique locale rx représente

quant à elle la vitesse de production d'un élément de volume d'une suspension de micro-

organismes. Si la suspension est à une concentration en micro-organismes Cx (exprimée en

kgx ·m−3) et que chaque micro-organisme produit de la biomasse avec une vitesse Jx, alors

nous avons rx = Cx Jx exprimé en gx ·m−3 · h−1.
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1.2.1.4 Passage à l'échelle d'un élément de volume (vision de type milieu con-

tinu)

Jusqu'à présent, nous nous placions à l'échelle du micro-organisme : Jx était la vitesse

avec laquelle un micro-organisme produit de la biomasse. Nous nous plaçons maintenant à

l'échelle d'un élément de volume d'une suspension de micro-organisme. A cette échelle de

description, on introduit une vitesse de réaction volumique rx qui est simplement la somme

des vitesses de production de tous les micro-organismes présents dans l'élément de volume

considéré :

rx(A) = Cx Jx(A) = Cx

[
ρM φ̄′ Mx

νO2−x

KA
K +A

− β
Mx

νO2−x

Kr

Kr +A

]
(1.9)

où Cx est la concentration en micro-organismes (voir l'encart 1 pour une discussion sur l'unité

de rx).

1.2.1.5 Une première analyse du procédé

Une analyse radiative des photobioréacteurs peut déjà être proposée, à partir des descrip-

tions précédentes (celle menée à l'échelle du micro-organisme et celle menée à l'échelle d'un

élément de volume). Même si cette analyse ne peut que rester grossière, on peut en e�et

avancer que du point de vue de l'optimisation du procédé, il convient d'éviter que A prenne

des valeurs inférieures au point de compensation Ac, puisque la vitesse de production est

négative pour A < Ac (de par la respiration). De plus, on voit à la �gure 1.4 l'apparition

d'un dilemme entre l'obtention d'une forte vitesse de production au détriment de l'e�cacité

de l'utilisation des photons (valeurs de A élevées) ou au contraire, une vitesse de production

faible correspondant à une utilisation optimum de l'énergie solaire (faibles valeurs deA). Plus

qu'un dilemme, il s'agit en fait d'un équilibre à trouver entre deux stratégies d'optimisation

représentées par les deux concepts discutés dans la section 1.1 :

(1) Le concept Algo�lm Fig. 1.1 vise une optimisation de la vitesse de croissance volumique

locale rx dans le réacteur 2. Dans ce prototype, un rayonnement incident élevé (ici grâce

à la captation directe du rayonnement solaire) éclaire une suspension très concentrée.

Cela permet d'obtenir de fortes valeurs de A, et donc de Jx, conjointement avec de fortes

valeurs de la concentration Cx. Dans ce cas, rx = Cx Jx est maximisé.

2. Une optimisation de rx mène à des productivité volumiques élevées (dans le cas d'une culture en
continu), ce qui revient à optimiser le volume du procédé (on parle d'intensi�cation). La volonté de travailler
avec de faibles volumes est notamment justi�ée par les coûts énergétiques liés au mélange et aux séparations.
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(2) Le concept Dico�uv Fig. 1.2 vise une optimisation de la productivité en surface de

captation solaire (sans toutefois négliger la productivité volumique). Pour cela, il faut

que chaque photon récupéré soit utilisé avec la meilleure e�cacité. Il convient donc de

minimiser A dans le volume réactionnel (rendement ρ maximum) par une stratégie de

dilution du rayonnement incident, telle que l'utilisation d'un grand nombre de �bres

optiques à éclairage latéral.

La discussion que nous venons d'avoir sur l'optimisation du procédé est justi�ée mais

notre analyse est encore extrêmement limitée. En e�et, nous sommes ici dans des images

à l'échelle du micro-organisme (ou de l'élément de volume) et nous n'avons absolument

pas considéré que, à l'échelle du procédé, A est réparti de façon très hétérogène dans le

réacteur. Or chacune des zones correspondantes (qu'elle soit à forte ou à faible valeur de A)

participe signi�cativement au comportement global d'un photobioréacteur. Cette question

sera abordée à partir de la section 1.2.5 en lien avec l'introduction de la physique du transfert

radiatif.

1.2.2 Interaction des micro-organismes avec le rayonnement visi-

ble : premier modèle d'absorption

L'étude des propriétés de di�usion et d'absorption du rayonnement par les micro-organismes

photosynthétiques fait l'objet des chapitres 2 et 3 du présent manuscrit. Nous verrons que

cette étude implique une modélisation électromagnétique à l'échelle du micro-organisme,

qui correspond à la résolution des équations de Maxwell pour une onde incidente sur une

particule isolée (sous l'hypothèse du régime de la di�usion indépendante). Comme pour la

cinétique, nous devons ensuite faire un passage à l'échelle d'un élément de volume de sus-

pension, ce qui ce traduit par une prise de moyenne des résultats obtenus pour la particule

isolée sur les distributions de tailles et d'orientations des micro-organismes. Les propriétés

radiatives ainsi obtenues seront celles d'un milieu continu équivalent et elles interviendront

dans des modèles de transfert, à l'échelle du procédé, dont la mise en ÷uvre et l'analyse

passeront par des considérations numériques avancées. Mais a�n de rester très simple dans

ce chapitre introductif, nous faisons dans un premier temps une hypothèse forte sur la nature

de l'interaction électromagnétique entre le rayonnement et les micro-organismes : la di�usion

de la lumière par les micro-organismes est négligée. Cette approximation serait justi�ée pour

des micro-organismes qui ne seraient constitués que d'eau et de pigments photosynthétiques

su�samment dilués. Dans ces conditions, la section e�cace de di�usion des micro-organismes

est nulle et leur section e�cace d'absorption massique σa,ν est égale à celle d'une solution
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aqueuse homogène et diluée de pigments (ce qui évite entre autres d'avoir à gérer l'intégration

sur les tailles et les orientations des micro-organismes) :

σa,ν =
∑
j

wpig,jEapig,j(ν) (1.10)

où
∑

j représente une somme sur les di�érentes espèces pigmentaires j présentes dans le

micro-organisme, wpig,j est la fraction de la masse sèche du micro-organisme correspondant

à l'espèce j (les valeurs de wpig,j sont données au chapitre 2 pour trois micro-organismes) et

Eapig,j(ν) est le spectre de la section e�cace massique d'absorption de l'espèce j, ν étant

la fréquence du rayonnement (les spectres Eapig,j correspondant aux pigments photosynthé-

tiques les plus courants dans la nature ont été rassemblés dans une base de données qui

sera détaillée au chapitre 2 et qui est distribuée librement [21]). La justi�cation complète

de ce modèle d'absorption est reportée dans l'encart 2 car elle implique un certain nombre

de notions qui seront développées aux chapitres 2 et 3. Il su�t ici de retenir qu'en première

approximation, nous considérons un milieu purement absorbant correspondant au spectre de

la section e�cace d'absorption σa,ν représenté à la �gure 1.6.a (résultats obtenus pour les car-

actéristiques de la micro-algue Chlamydomonas reinhardtii) et que le passage au coe�cient

d'absorption linéique ka,ν du volume réactionnel se fait en multipliant σa,ν par la concentra-

tion Cx en biomasse (qui sera homogène au sein du volume réactionnel dans l'ensemble de

notre étude) :

ka,ν = Cx σa,ν (1.11)

Tout rayonnement collimaté traversant le milieu de culture est donc atténué exponentielle-

ment, en fonction de la distance parcourue d, selon la loi de transmittivité de Beer Tν =

exp (−ka,ν d).

Encart 2 Modèle d'absorption par une solution de pigments :

Dans ce travail, nous nous intéressons exclusivement à la gamme spectrale du PAR

(Photosynthetically Active Radiation) qui correspond, pour la photosynthèse classique, aux

longueurs d'ondes allant de 400 à 700 nanomètres. Nous verrons dans le chapitre 2 que

l'absorption du rayonnement par les micro-organismes dans la gamme spectrale du PAR est

exclusivement due à la présence de pigments photosynthétiques. Sous l'hypothèse d'une dilu-

tion su�sante des pigments dans les micro-organismes, la caractérisation de leurs propriétés

d'absorption est ramenée à celle de leur section e�cace massique d'absorption Eapig,j.

Les spectres de Eapig,j ont été rassemblées dans une base de données qui sera détaillée

au chapitre 2. Dans ces conditions, on montre au chapitre 2 que la partie imaginaire κν de
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l'indice de réfraction des micro-organismes s'écrit :

κν =
c0
4π ν

∑
j

Cpig,jEapig,j(ν) (1.12)

où c0 est la vitesse de la lumière dans le vide, ν est sa fréquence, Cpig,j est la concentration de

l'espèce pigmentaire j dans le volume du micro-organisme. En outre, les micro-organismes

sont composés à 80% d'eau, ce qui leur confère un très faible contraste d'indice de réfraction

avec leur milieu environnant. Si l'on fait l'approximation (certes grossière) que les micro-

organismes ne sont composés que de pigments photosynthétiques (su�samment dilués) et

d'eau, on peut supposer que les parties réelles des indices de réfractions du milieu aqueux

environnant et des particules sont égales. De plus, les épaisseurs optiques d'absorption dans

les micro-organismes sont su�samment faibles pour que l'on puisse considérer en première

approximation le régime de la di�usion Rayleigh-Gans (xκν � 1 pour un contraste nul

au niveau de la partie réelle de l'indice, voir Chap. 3), même si les paramètres de taille x

étudiés sont de l'ordre de 100. La section e�cace de di�usion est nulle et la section e�cace

d'absorption est alors proportionnelle au volume Vpart de la particule (Eq. 3.27 dans laquelle

κr = κν/ne, ne étant la partie réelle de l'indice du milieu environnant) :

σa,ν =
4π ν

c0
Vpart κν (1.13)

Par ailleurs, Cpig,j est la masse de pigment dans le micro-organisme divisée par son volume :

Cpig,j =
Mpart

Vpart
wpig,j (1.14)

où Mpart est la masse sèche du micro-organisme et wpig,j est la fraction de la masse sèche

du micro-organisme correspondant à l'espèce pigmentaire j. En injectant les équations 1.12

et 1.14 dans l'expression de σa,ν Eq. 1.13, il vient :

σa,ν =
∑
j

Mpartwpig,jEapig,j(ν) (1.15)

A�n d'exprimer la section e�cace d'absorption en unité massique (m2 · kg−1
x , voir l'en-

cart 1), l'expression ci-dessus est divisée par la masse Mpart de la particule, ce qui conduit

à l'équation 1.10.
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1.2.3 Présentation d'un dispositif expérimental privilégié pour l'-

analyse des photobioréacteurs

A�n de poursuivre ces premières discussions, nous prendrons comme exemple un photo-

bioréacteur torique développé au laboratoire GEPEA (voir Fig. 1.5). Il s'agit d'un dispositif

expérimental qui a été conçu pour faciliter l'analyse des mécanismes à l'échelle du réacteur :

la con�guration radiative est quasi monodimensionnelle (une lame éclairée par une face)

malgré une structure torique qui permet un bon contrôle des paramètres de culture (con-

centration en biomasse, pH, température, nutriments, etc). Contrairement aux technologies

présentées dans la section 1.1, ce photobioréacteur est conçu pour être un outil d'analyse

et ne correspond à aucune stratégie d'optimisation. Ce dispositif a permis l'obtention de

résultats expérimentaux �ables sur lesquels il est possible de s'appuyer lors des travaux de

modélisation des photobioréacteurs [23, 16]. Comme tout au long de notre étude, la con-

centration en micro-organismes Cx sera considérée comme étant homogène dans le volume

réactionnel V (sous l'hypothèse du mélange parfait) et les phénomènes d'émission dans V
(notamment par �uorescence aux antennes) seront négligés, ce qui correspond à un très bon

niveau d'approximation.

A ce stade de nos discussions, il est utile de préciser qu'il existe deux types de cultures

en photobioréacteur : la culture en discontinu, dans laquelle le réacteur est "fermé" et où

la concentration en biomasse augmente au cours du temps, et la culture en continu, dans

laquelle la production en biomasse est extraite au fur et à mesure de la production a�n que la

concentration reste constante dans le réacteur. Nous nous concentrerons exclusivement dans

le présent manuscrit sur ce second régime de fonctionnement qui est le seul permettant un

contrôle du champ radiatif dans le réacteur, grâce à un contrôle de la concentration en micro-

organismes qui pilote l'épaisseur optique du milieu. Dans ce cadre, un bilan matière sur la

biomasse établit que la vitesse de réaction rx (Eq. 1.9) est égale à la productivité volumique

locale en biomasse dans le réacteur. Ce dernier terme sera par la suite systématiquement

préféré.

1.2.4 Transferts radiatifs dans les photobioréacteurs : une première

analyse en l'absence de di�usion

Dans un dispositif tel que celui que nous venons de présenter, la vitesse spéci�que locale

d'absorption des photons A dépend de la position x0 considérée au sein du volume de culture.

On comprend aisément que les micro-organismes seront soumis à un éclairage plus intense
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Figure 1.5: Con�guration du photobioréacteur torique. a : Photographie d'une version
transparente du photobioréacteur. b : Représentation schématique d'après [22] ; la géométrie
torique permet de mettre en mouvement la suspension de micro-organismes grâce à une hélice
a�n d'en assurer le mélange tout en restant dans une con�guration radiative quasi monodi-
mensionnelle plane ; l'épaisseur du volume réactionnel est de 4 cm. c : Spectre d'émission
du panneau de LED (Light Emitting Diode) utilisé pour l'éclairage de la suspension dans
la gamme spectrale utilisé par Chlamydomonas reinhardtii (bien que des tubes �uorescents
soient utilisés sur la photographie a, nous travaillons ici avec des LED) ; ν et λ0 sont respec-
tivement la fréquence du rayonnement et sa longueur d'onde dans le vide. d : Représentation
schématique de la con�guration radiative simpli�ée correspondante ; géométrie monodimen-
sionnelle d'abscisse z ; le volume réactionnel est contenu entre deux surfaces respectivement
en z = 0 et z = E (E = 4 cm) ; la surface en z = 0 émet un rayonnement collimaté normal ; en
première approximation, les deux surfaces sont considérées comme étant non-ré�échissantes.
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lorsqu'ils seront près de la face d'incidence et à un éclairage moins intense lorsqu'ils seront

au milieu du volume réactionnel, les autres micro-organismes écrantant le rayonnement. La

vitesse spéci�que d'absorption des photons est donc une grandeur locale qui dépend de la

densité de photon ην(x0) (nombre de photons par unité de volume et par unité de fréquence),

ou alternativement de l'irradiance Gν(x0) = hν c ην(x0), où h est la constante de Planck, et

hν est l'énergie d'un photon de fréquence ν (voir l'encart 1) :

A(x0) =

∫ νmax

νmin

dν σa,ν c ην(x0) =

∫ νmax

νmin

dν σa,ν
Gν(x0)

hν
(1.16)

σa,ν étant la section e�cace d'absorption et [νmin, νmax] la gamme spectrale du PAR (voir

l'encart 2). En toute généralité, l'obtention des champs de rayonnement (donc de A(x0) en

fonction de la position x0) dans le volume réactionnel nécessite la résolution de l'équation

de transfert radiatif dans un milieu non-gris (les propriétés radiatives du milieu dépendent

de la fréquence du rayonnement) en présence de di�usion multiple anisotrope et de ré�exion

aux parois. Cependant, pour le photobioréacteur torique de la �gure 1.5 il est raisonnable de

négliger la ré�exion aux parois, et nous travaillons de plus avec un modèle d'absorption pure.

Cette succession d'approximations va nous permettre d'illustrer beaucoup plus simplement

la question de l'analyse des transferts de rayonnement dans les photobioréacteurs.

Dans la situation quasi monodimensionnelle (radiativement) de la �gure 1.5, la dépen-

dance spatiale est ramenée à l'abscisse z0 de la position x0 au sein du photobioréacteur

torique. On écrit alors

A(z0) =

∫ νmax

νmin

dν σa,ν
Gν(z0)

hν
(1.17)

Le rayonnement incident est collimaté dans la direction de l'axe des z et notre milieu est

seulement absorbant. Comme nous négligeons de plus la ré�exion aux parois, l'irradiance Gν

suit elle même la loi d'extinction de Beer (voir Sec. 1.2.2), soit

Gν(z0) = Gν(0)× Tν(z0) = Gν(0)× exp (−ka,ν z0) (1.18)

où ka,ν = Cx σa,ν est le coe�cient d'absorption linéique du milieu (voir Eq. 1.11) et Gν(0) =

ϕν est la densité de �ux incident en z = 0, par unité de surface émettrice (ce qui est ici

équivalent à la luminance incidente en z = 0 puisque nous sommes dans le cadre d'une

incidence collimatée normale). Si on note qν la densité de �ux incident en z = 0 une fois

exprimée en nombre de photons plutôt qu'en Watts (voir Fig. 1.5.c), soit

qν =
ϕν

hν
(1.19)
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alors on obtient l'expression suivante de A :

A(z0) =

∫ νmax

νmin

dν σa,ν qν exp (−ka,ν z0) (1.20)

1.2.4.1 Dimension spectrale

Intéressons nous dans un premier temps à la dimension spectrale de ce problème. On

introduit pour cela la densité fréquentielle Aν de la vitesse spéci�que d'absorption des pho-

tons :

Aν(z0) = σa,ν qν exp (−ka,ν z0) (1.21)

telle que A(z0) =
∫ νmax

νmin
dνAν(z0). Les spectres de Aν obtenus à partir de l'équation 1.21

(avec la section e�cace d'absorption de la �gure 1.6) pour di�érentes distances z0 à la

paroi émettrice sont représentés à la �gure 1.7. A�n d'analyser ces courbes, il faut com-

mencer par comparer le spectre d'absorption des micro-organismes Fig. 1.6.a et le spectre

d'émission des LED blanches utilisées Fig. 1.6.b. Les LED ont deux larges pics d'émission : le

premier dans le bleu (λ0 ≈ 400, 500nm), une région spectrale très bien utilisée par les micro-

organismes (pic d'absorption), et le second dans le vert et jusqu'au jaune (λ0 ≈ 530, 600nm),

région spectrale qui est à l'opposé très peu utilisée par les micro-organismes. Par ailleurs,

les micro-organismes ont un second pic d'absorption dans le rouge, autour de λ0 ≈ 675nm.

On comprend immédiatement que le bleu et le rouge vont être absorbés dans les premiers

millimètres de l'épaisseur du volume réactionnel alors que le vert et le jaune vont traverser

le photobioréacteur, comme cela est visible sur la photographie Fig. 1.5.a. On retrouve ce

comportement dans les spectres de Aν Fig. 1.7. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que

Aν ne représente pas seulement la lumière présente dans le milieu mais la proportion qui

en est absorbée. Il y a donc une balance entre l'absorption en z0 qui augmente avec σa,ν et

la transmission de la lumière jusqu'à z0 qui elle, décroît exponentiellement avec σa,ν (voir

Eqs. 1.21 et 1.11). Pour les très faibles distances à la paroi émettrice (Fig. 1.7.a), Aν pos-

sède bien deux pics correspondant aux pics d'absorption des micro-organismes. Puis, lorsque

z0 augmente, ces longueurs d'ondes s'épuisent (par absorption) jusqu'à arriver à une zone

autour de z0 = 1 cm où le spectre de Aν est quasiment gris : toutes les longueurs d'on-

des participent avec le même poids à la photosynthèse. En�n, lorsqu'on s'éloigne encore de

la paroi émettrice (Fig. 1.7.b), la tendance s'inverse : le bleu et le rouge sont totalement

épuisés ; le vert et le jaune participent majoritairement à la réaction de photosynthèse. Il est

important de garder en tête cette dimension spectrale du problème mais nous allons pour

l'instant l'abandonner a�n de simpli�er encore la discussion sur la répartition du champ de

A dans le volume réactionnel et d'en déduire quelques principes qualitatifs sur l'optimisation

des photobioréacteurs. Nous retrouverons cette composante spectrale à partir du chapitre 2.



Chapitre 1 Introduction 23

a

 0

 100

 200

 300

 400

 500

 600

 700

 400  450  500  550  600  650  700

7.5 6.7 6 5.5 5 4.6 4.3

σ a
,ν

  (
m

2 ⋅k
g x

-1
)

λ0 (nm)

ν (1014 Hz)

b

 0

 1e-13

 2e-13

 3e-13

 4e-13

 5e-13

 6e-13

 7e-13

 400  450  500  550  600  650  700

7.5 6.7 6 5.5 5 4.6 4.3

q ν
 (

µm
ol

hν
⋅m

-2
⋅s-1

⋅H
z-1

)

λ0 (nm)

ν (1014 Hz)

Figure 1.6: a : Spectre de la section e�cace d'absorption de Chlamydomonas reinhardtii
dans le cadre d'un modèle d'absorption par une solution de pigments ; résultats obtenus pour
la composition pigmentaire "q∩ = 1000µmolhν ·m−2 ·s−1,γ ' 1" donnée à l'annexe B et pour
la base de données des propriétés d'absorption des pigments in vivo présentée au chapitre 2.
b : Rappel du spectre d'émission des LED décrit à la �gure 1.5. Sur les deux �gures, ν et λ0
sont respectivement la fréquence du rayonnement et sa longueur d'onde dans le vide.
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Figure 1.7: Spectre de la densité fréquentielle Aν de la vitesse spéci�que d'absorption des
photons dans la con�guration simpli�ée de la �gure 1.5 pour un milieu purement absorbant
dont les propriétés sont données à la �gure 1.6.a. L'épaisseur du milieu est E = 4 cm ;
Cx = 0.57 kgx ·m−3 ; la densité surfacique de �ux incident q∩ =

∫ νmax

νmin
dν qν est de 500µmolhν ·

m−2 · s−1 ; le pro�l de qν est rappelé à la �gure 1.6.b. a : A proximité de la paroi émettrice ;
z0 petit. b : Plus grandes distances de la paroi émettrice ; z0 → E. Par anticipation avec la
suite de la discussion, nous remarquons que la valeur de A =

∫ νmax

νmin
dνAν correspondant à

l'abscisse z0 = E = 4 cm est proche du point de compensation (nous sommes ici dans une
situation à γ = 1), ce qui implique que les pro�ls représentés à la �gure b ont une importance
signi�cative dans l'analyse du procédé.
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1.2.4.2 Approximation d'un milieu gris équivalent

Les propriétés d'absorption sont dans la suite de ce chapitre considérées comme étant

indépendantes de la fréquence ν du rayonnement (le milieu est gris et on note σa,ν ≡ σa).

L'expression de la vitesse spéci�que d'absorption des photons Eq. 1.20 se simpli�e ainsi à :

A(z0) = σa q∩ exp (−Cx σa z0) (1.22)

où q∩ =
∫ νmax

νmin
dν qν est la densité surfacique de �ux incident en z = 0 et Cx σa est le coe�cient

d'absorption linéique du milieu (voir Eq. 1.11). Cette expression sera utilisée dans les sections

suivantes a�n d'illustrer simplement la dépendance spatiale du champ de A dans le volume

réactionnel. σa sera alors la moyenne fréquentielle de la section e�cace monochromatique,

pondérée par le spectre des LED : σa = 1/q∩
∫ νmax

νmin
dν qν σa,ν .

1.2.5 Couplage du transfert radiatif à la cinétique locale de la pho-

tosynthèse

Nous nous concentrons maintenant sur le champ de rayonnement Eq. 1.22 au sein de

la con�guration radiative simpli�ée qui vient d'être décrite (voir Fig. 1.5 à laquelle s'a-

joute l'hypothèse d'un milieu gris seulement absorbant) et nous analysons son couplage à la

cinétique locale de la photosynthèse. Sous l'action du mélange qui est mis en ÷uvre dans

le photobioréacteur torique, les micro-organismes explorent en permanence l'intégralité du

volume réactionnel. Ils expérimentent donc toutes les valeurs du champ de A. Les temps car-

actéristiques de déplacement des micro-organismes étant beaucoup plus longs que ceux des

mécanismes de conversion des photons aux antennes photosynthétiques (voir Sec. 1.2.1.2),

la loi de couplage décrite à l'équation 1.9 est valable localement : la vitesse de réaction volu-

mique locale rx(z0) à l'abscisse z0 est une fonction de la vitesse spéci�que locale d'absorption

des photons A(z0). La dépendance spatiale de l'équation 1.9 est exclusivement due à A(z0),

et il vient :

rx(z0) = Cx

[
ρM φ̄′ Mx

νO2−x

KA(z0)

K +A(z0)
− β

Mx

νO2−x

Kr

Kr +A(z0)

]
(1.23)

Dans la suite, nous nous attacherons à décrire les variations spatiales de rx(z0) et à analyser

leur impact sur l'e�cacité du photobioréacteur.
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1.2.5.1 Distribution spatiale de la productivité locale

Le champ de A obtenu à partir de l'équation 1.22 et le champ de productivité locale

rx correspondant (voir Eq. 1.23) sont représentés à la �gure 1.8. On distingue deux zones

au sein du photobioréacteur, séparées par l'iso-surface A = Ac correspondant au point de

compensation (i.e sur laquelle le taux de production de biomasse par photosynthèse égale

exactement le taux de consommation de biomasse par respiration, voir Fig. 1.4) :

• Dans la zone où A > Ac, il y a globalement production de biomasse par photosynthèse.

• Dans la zone "sombre" où A < Ac, il y a globalement consommation de biomasse

(productivités négatives) pour une culture de micro-algues eucaryotes 3.

3. Pour les eucaryotes, les processus de photosynthèse et de respiration sont mis en ÷uvre simultanément
dans des organites distincts (structures spécialisées : les chloroplastes et les mitochondries). Dans le cas des
cyanobactéries, la productivité dans cette zone sombre est nulle car photosynthèse et respiration sont mises
en ÷uvre sur les mêmes chaînes de transporteurs d'électrons et le métabolisme n'a pas le temps de basculer
d'un mode de fonctionnement à l'autre lors des passages rapides dans les régions où A < Ac. En e�et, sous
l'action du mélange les micro-organismes explorent l'intégralité du volume réactionnel en un temps beaucoup
plus court que le temps caractéristique de réponse de leur métabolisme (à l'opposé du temps caractéristique
de réponse des antennes photosynthétiques qui est lui beaucoup plus court que le temps de déplacement
dans le volume réactionnel). Dans le cas des cyanobactéries, la zone sombre est donc un volume mort de
productivité nulle dont l'agitation correspond quoi qu'il en soit à un coût énergétique inutile qu'il convient
d'éviter. Bien que cette image soit validée expérimentalement, on note que les implications sur l'étude des
couplages à l'échelle du micro-organisme sont encore mal comprises.
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Figure 1.8: Champs dans la con�guration simpli�ée du photobioréacteur torique Fig. 1.5
pour un milieu gris purement absorbant. E = 4 cm ; Cx = 0.9 kgx ·m−3 ; q∩ = 300µmolhν ·
m−2 · s−1 ; σa = 200m2 · kg−1

x . a : Champ de la vitesse spéci�que locale d'absorption des
photons A. b : Champ de la productivité volumique locale rx pour la loi de couplage de
Chlamydomonas reinhardtii (voir l'annexe B et �g. 1.4).
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1.2.5.2 Présentation d'une règle d'optimisation des photobioréacteurs

De l'existence des deux zones du volume réactionnel décrites dans le paragraphe précédent

découle une règle d'optimisation des photobioréacteurs qui est maintenant bien reconnue

dans la communauté [7, 24, 25], et qui stipule que la fraction γ du volume réactionnel

correspondant à des valeurs de A supérieures à Ac doit être égale à un. A�n de détailler

cette règle (qui sous-entend notamment que, malgré sa dé�nition, γ peut prendre des valeurs

supérieures à l'unité) considérons les trois con�gurations radiatives analysées à la �gure 1.9.a

pour le champ de A (voir Eq. 1.22) et à la �gure 1.9.b pour le champ de productivité locale

rx (voir Eq. 1.23) :

1. Cx = 0.2kgx ·m−3 : γ > 1. La concentration en micro-organismes Cx est trop faible,

ce qui aboutit à de faibles performances car d'une part, la majeure partie du ray-

onnement incident traverse la lame sans être absorbée (et est perdue à l'arrière du

réacteur, en E) et d'autre part, les valeurs élevées de A correspondent à de faibles e�-

cacités énergétiques des réactions primaires de la photosynthèse. Dans ce cas, la fraction

volumique éclairée γ du volume réactionnel est "supérieure à 1". Ce que la communauté

entend ici par γ > 1 est que pour un milieu semi-in�ni l'abscisse à laquelle le pro�l de

A prendrait la valeur Ac est bien supérieure à l'épaisseur E du photobioréacteur.

2. Cx = 0.9kgx ·m−3 : γ < 1. A l'opposé de la situation 1, lorsque la concentration Cx

est trop élevée une partie du réacteur correspond à des valeurs de A inférieures à Ac,

aboutissant à une fraction γ inférieure à 1. La situation n'est pas non plus optimale

car cette zone sombre où A < Ac correspond à une productivité négative.

3. Cx = 0.45kgx ·m−3 : γ = 1. Seule la situation dans laquelle γ = 1 est idéale. La

concentration est telle que le point de compensation est atteint exactement en E. Dans

ce cas, on maximise le nombre de photons contribuant à la réaction de photosynthèse

(c'est-à-dire le nombre de photons absorbés dans des zones où A > Ac).

1.2.6 Productivité moyenne d'un photobioréacteur

Lorsque l'on souhaite pousser plus loin l'analyse du procédé dans son ensemble, la

grandeur la plus communément employée est la productivité volumique moyenne 〈rx〉 qui
s'exprime comme la moyenne de la productivité volumique locale rx(x0) sur le domaine

réactionnel V :

〈rx〉 =
∫
V
dx0

1

V
rx(x0) (1.24)
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Figure 1.9: Règle du γ = 1 dans la con�guration simpli�ée du photobioréacteur torique
Fig. 1.5 pour un milieu gris purement absorbant : E = 4 cm ; q∩ = 300µmolhν ·m−2 ·s−1 ; σa =
200m2 ·kg−1

x . a : Champ de la vitesse spéci�que locale d'absorption des photonsA. b : Champ
de la productivité volumique locale rx pour la loi de couplage de Chlamydomonas reinhardtii
(voir l'annexe B et �g. 1.4). Les �gures a et b sont obtenues pour trois concentrations Cx

représentatives des situations γ < 1, γ = 1, γ > 1.

où V est le volume de V . Même si l'on choisit ainsi de raisonner à l'aide d'une grandeur

moyenne, il s'agit bien d'une façon de quanti�er la productivité totale du réacteur (puisque

V est connu), c'est-à-dire la somme de toutes les cinétiques locales.

1.2.6.1 Evolution de la productivité moyenne en fonction de la concentration

en biomasse

Dans le cas de la con�guration que nous avons choisie (con�guration radiative quasi-

monodimensionnelle du photobioréacteur torique, absorption pure, milieu gris) 〈rx〉 =∫ E

0
dz0

1
E
rx(z0) s'écrit simplement :

〈rx〉 = Cx

{
C1K +

C1K

Cx σaE
ln

(
σaq∩ +K

σaq∩ +Kexp (Cx σaE)

)
+

C2K

Cx σaE
ln

(
σaq∩ +Kr

σaq∩ +Krexp (Cx σaE)

)} (1.25)

où C1 = ρM φ̄
′ Mx

νO2−x
et C2 = β Mx

νO2−x
. Nous verrons au chapitre 6 que lorsque la géométrie

du photobioréacteur est plus complexe, le calcul de 〈rx〉 pose au contraire des di�cultés

conséquentes. Mais ici, l'évolution de 〈rx〉 en fonction de Cx est obtenue facilement à partir
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de l'équation 1.25, ce que nous représentons à la �gure 1.10.a. Ces résultats reproduisent

de manière qualitative les résultats expérimentaux obtenus avec le photobioréacteur torique

dans [16], mais nous retiendrons pour l'instant avant tout que la �gure 1.10.a con�rme

strictement les analyses de la section 1.2.5.2 : l'optimum de la productivité volumique est

bien obtenu pour γ = 1.

Les analyses de la section 1.2.5.2 étaient menées en toute généralité et γ pouvait dépen-

dre d'ajustements à la fois de la géométrie, de la densité surfacique de �ux q∩ et de la

concentration. Si l'on s'en tient à la �gure 1.10.a, et que l'on analyse seulement l'e�et de la

concentration, il est alors intéressant d'interpréter cet optimum en notant que

〈rx〉 = Cx 〈Jx〉 (1.26)

où

〈Jx〉 =
{
C1K +

C1K

Cx σaE
ln

(
σaq∩ +K

σaq∩ +Kexp (Cx σaE)

)
+

C2K

Cx σaE
ln

(
σaq∩ +Kr

σaq∩ +Krexp (Cx σaE)

)} (1.27)
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Figure 1.10: Productivité moyenne du photobioréacteur torique pour un milieu gris pure-
ment absorbant : E = 4 cm ; q∩ = 300µmolhν ·m−2 · s−1 ; σa = 200m2 · kg−1

x . a. Productivité
moyenne 〈rx〉 en fonction de la concentration en biomasse. b. Vitesse spéci�que moyenne
〈Jx〉 de production de biomasse. 〈Jx〉 est la moyenne des vitesses de production de tous les
micro-organismes du volume réactionnel (〈Jx〉 = 〈rx〉

Cx
).
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Ainsi dé�ni, 〈Jx〉 est bien une moyenne sur l'ensemble du réacteur, mais il s'agit de la

moyenne d'une propriété du micro-organisme : 〈Jx〉 est la moyenne des vitesses spéci�ques

de production de biomasse de tous les micro-organismes présents dans le volume réaction-

nel. Cette propriété dépend de l'éclairement, donc de l'écrantage du rayonnement par les

autres micro-organismes. On observe donc à la �gure 1.10.b que lorsque la concentration en

biomasse augmente, 〈Jx〉 diminue : le rayonnement étant de plus en plus écranté, la produc-

tion par micro-organisme diminue en moyenne. Cette diminution de la vitesse de production

à l'échelle du micro-organisme est compensée, lorsque l'on s'intéresse à 〈rx〉, par un autre

e�et qui se situe à l'échelle de l'élément de volume. Le terme Cx de l'équation 1.26 est celui

qui nous a permis de passer de la section e�cace au coe�cient d'absorption linéique dans le

paragraphe 1.2.2, mais il s'interprète ici simplement : plus il y a de micro-organismes soumis

au même éclairement au même point, plus la productivité de l'élément de volume autour de

ce point est grande. L'optimum de productivité 〈rx〉 s'interprète alors comme un compromis

entre un grand nombre de micro-organismes (Cx grand) produisant peu en moyenne (écran-

tage important) et peu de micro-organismes (Cx faible) produisant beaucoup en moyenne

(faible écrantage). Cette interprétation est représentée à la �gure 1.10.b.

Nous revenons ici à une discussion où Cx n'est plus le seul paramètre libre a�n de décliner

la règle d'optimisation de la section 1.2.5.2 dans deux cas particuliers de photobioréacteurs

intensi�és. La situation optimale "γ = 1" qui a été décrite agrège la géométrie du réacteur

(ici paramétrée par E), la concentration en micro-organismes Cx et la densité surfacique de

�ux incident q∩. Dans le concept AlgoFilm Fig. 1.1, q∩ est �xé par la qualité du rayonnement

solaire incident puisqu'il s'agit d'une technologie à captation directe. Pour une opération à

une concentration en biomasse donnée (Cx le plus élevé possible, voir notre première analyse

du procédé au paragraphe 1.2.1.5) ce concept a l'avantage théorique de permettre un ajuste-

ment de l'épaisseur E du �lm tombant grâce à une régulation du débit et à un ajustement

de l'angle d'inclinaison, ce qui permet de rester à γ = 1. Dans le cas du concept DiCoFluV

Fig. 1.2, la situation est di�érente car la géométrie du procédé est �xe. La règle du γ = 1

(en admettant que cette règle soit transposable à des géométries multidimensionnelles) relie

la concentration en micro-organismes à la densité surfacique de �ux incident q∩. A ce stade,

il existe donc une in�nité de situations optimales, correspondant à une in�nité de couples

(Cx, q∩) assurant que γ = 1. Comme cela a déjà été évoqué, la priorité dans cette technologie

est de maximiser les productivités en surface de captation solaire, puis seulement dans un

second temps, d'optimiser les productivités volumiques a�n de réduire les coûts associés au

mélange du milieu réactionnel. En d'autre termes, il faut en premier lieu veiller à ce que le

rayonnement solaire incident soit converti avec la meilleure e�cacité énergétique possible (la

productivité surfacique étant proportionnelle à l'e�cacité thermodynamique), même si cela
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entraîne des productivités volumiques plus faibles. Nous avons vu à la �gure 1.4.c que le ray-

onnement solaire est converti e�cacement lorsque les valeurs de la vitesse locale d'absorption

des photons A sont faibles (mais bien sûr supérieures au point de compensation Ac), ce qui

correspond à de faibles vitesses de production de biomasse. Le fonctionnement optimum du

photobioréacteur DiCoFluV est donc obtenu, en plus de la règle du γ = 1, pour la densité

surfacique de �ux q∩ la plus faible possible (assurant ainsi des faibles valeurs de A) com-

patible avec la valeur du point de compensation Ac du micro-organisme considéré (A doit

rester supérieur à Ac dans tout le volume réactionnel). Il a en e�et été montré théoriquement

et validé expérimentalement que l'e�cacité thermodynamique d'un photobioréacteur éclairé

arti�ciellement avec une incidence collimatée (indépendamment de sa géométrie) est environ

proportionnelle à q−1/5
∩ [7]. Le concept DiCoFluV, grâce à une surface interne éclairée bien

supérieure à la surface de captation, permet de distribuer le rayonnement solaire incident

dans le volume réactionnel avec des valeurs très faibles de q∩ à la surface des �bres optiques,

et permet ainsi d'atteindre des productivités en surface de captation solaire élevées (chaque

photon capté est utilisé e�cacement).

1.2.6.2 Analyse de la productivité moyenne à partir de la densité de probabilité

de A

Nous avons déjà mentionné que le mélange au sein du réacteur permet de raisonner en

admettant que les micro-organismes visitent uniformément l'ensemble du domaine réaction-

nel. Or, la di�érence entre deux points x1 et x2 du domaine se résume pour nous à la valeur

de A en ces points : si A(x1) = A(x2), alors les deux points contribuent à la photosyn-

thèse de manière identique. En terme d'analyse, toute l'information dont nous avons besoin

est donc contenue dans la distribution de A, soit formellement, dans la fonction densité de

probabilité pA(a) d'observer que A(x) = a lorsque l'on tire aléatoirement une position x

de manière uniforme au sein du domaine réactionnel. On peut ainsi judicieusement masquer

l'information spatiale en réécrivant 〈rx〉 (voir Eq. 1.24) de la façon suivante :

〈rx〉 =
∫
V
dx0

1

V
rx(A(x0)) =

∫ Amax

Amin

da pA(a) rx(a) (1.28)

où Amin est la valeur minimale que prend A au sein du volume, Amax est sa valeur maximale.

De la même façon, la vitesse spéci�que moyenne 〈Jx〉 de production de biomasse s'écrit

〈Jx〉 =
∫ Amax

Amin

da pA(a) Jx(a) (1.29)
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Figure 1.11: Densités de probabilité pA(a) des valeurs de la vitesse spéci�que d'absorption
des photons A dans le volume réactionnel de la con�guration simpli�ée du photobioréacteur
torique Fig. 1.5 pour un milieu gris purement absorbant : E = 4 cm ; σa = 200m2 · kg−1

x ;
q∩ = 300µmolhν · m−2 · s−1. La densité pA(a) est superposée à la �gure 1.4.c de la loi de
couplage a�n de visualiser le poids de chaque valeur de A observée dans le volume. pA(a)
est représenté avec une échelle arbitraire.

où Jx(a) est la fonction Eq. 1.8, et le rendement moyen des antennes 〈ρ〉 s'écrit

〈ρ〉 =
∫ Amax

Amin

da pA(a) ρ(a) (1.30)

où ρ(a) est la fonction Eq. 1.1. Dans la con�guration quasi-monodimensionnelle d'épaisseur

E du réacteur torique, A ne dépend que de z et la fonction A(z) est bijective. On obtient

alors facilement l'expression de pA(a) :

pA(a) =
−1

E

1

A′ =
1

Cx σaE

1

a
(1.31)

où A′ est la dérivée de A par rapport à sa variable z (voir Eq. 1.22) et où l'on véri-

�e bien que la densité de probabilité pA(a) est normalisée (
∫ Amax

Amin
da pA(a) = 1) puisque

Amin = σa q∩ exp (−Cx σaE) et Amax = σa q∩. Lorsque l'on superpose cette densité de prob-

abilité aux caractéristiques cinétiques en fonction de A (voir Fig. 1.4.c), on obtient une

représentation de la distribution des valeurs a que prend A au sein du volume réaction-

nel, que l'on peut interpréter au regard des valeurs de la vitesse de production Jx(a) des

micro-organismes et du rendement ρ(a) des antennes. La �gure 1.11 propose une telle in-

terprétation du photobioréacteur torique pour une situation où γ < 1 (fortes concentrations
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Figure 1.12: Densités de probabilité pA(a) des valeurs de la vitesse spéci�que d'absorption
des photons A dans le volume réactionnel de la con�guration simpli�ée du photobioréacteur
torique Fig. 1.5 pour un milieu gris purement absorbant. E = 4 cm ; σa = 200m2 · kg−1

x .
a : Trois situations γ < 1, γ = 1 et γ > 1 obtenues en faisant varier la concentration Cx ;
q∩ = 300µmolhν ·m−2 · s−1. b : Deux situations à γ = 1 pour di�érentes densités surfaciques
de �ux incidentes q∩, la concentration étant ajustée pour assurer γ = 1. Sur chacune des
�gures pA(a) est superposé à la �gure 1.4.c. pA(a) est représenté avec une échelle arbitraire.
Les aires sous les courbes pA(a) représentées sur la même �gure sont égales.

Cx). Nous observons que dans le cas du champ de A étudié ici (voir Eq. 1.22), la densité

de probabilité pA(a) est maximale pour la valeur minimale Amin de A. Pour la situation à

γ < 1 que nous considérons, Amin est inférieur au point de compensation Ac et la partie

de l'intégrale 〈Jx〉 Eq. 1.29 correspondant à
∫ Ac

Amin
da pA(a) Jx(a) donne une contribution

négative à la vitesse de production. Puis, lorsque la valeur a de A augmente, la densité de

probabilité décroît, la vitesse Jx(a) augmente et le rendement ρ(a) diminue. La �gure 1.12.a

compare les di�érents résultats obtenus pour chacune des situations γ < 1, γ = 1, γ > 1 que

nous avons représentées dans le champ à la �gure 1.9. Cette représentation en terme de la
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densité de probabilité de A permet notamment de distinguer di�érentes situations à γ > 1

(même si une seule situation à γ > 1 est ici représentée), tant que ces situations correspon-

dent à des densités pA(a) di�érentes. De plus, nous pouvons ici mettre des images simples

sur le choix d'optimisation qui a été discuté au paragraphe précédent pour le photobioréac-

teur DiCoFluV. La �gure 1.12.b montre l'intérêt d'une dilution du rayonnement incident par

rapport à de fortes valeurs du �ux q∩ : pour les deux situations à γ = 1 qui sont représen-

tées, lorsque q∩ = 80µmolhν ·m−2 · s−1, le rendement des antennes est localement toujours

supérieur à 50% alors que pour q∩ = 300µmolhν ·m−2 · s−1, ce rendement descend jusqu'à

30%. Cette vision synthétique est très adaptée à l'analyse du procédé car elle uni�e l'ensem-

ble des concepts d'optimisation de la �gure 1.9. Elle permet notamment d'étendre la règle

du γ = 1 (approche fondamentalement monodimensionnelle) à des géométries quelconques

et autorise la distinction entre di�érentes situations qui étaient jusqu'alors confondues (par

exemple, les situations à γ > 1). Dans la suite de notre étude, nous garderons à l'esprit les

images mentales associées à cette représentation, sans pour autant en donner explicitement

les tracés.

1.2.6.3 Pour aller plus loin d'un point de vue radiatif

Il émane trois grandes questions radiatives de la discussion que nous venons d'avoir.

Premièrement, est-il possible de développer une analyse �ne des champs de rayonnement

dans les photobioréacteurs lorsque l'on inclut toute leur complexité : di�usion multiple

anisotrope, ré�exion aux parois, géométrie complexe, intégration spectrale ? Puis, est-il pos-

sible de prédire les productivités intégrées et leurs sensibilités à di�érents paramètres a�n de

tester les stratégies d'optimisation que nous venons de développer sur un cas monodimen-

sionnel simple dans des systèmes plus complexes tels que le photobioréacteur DiCoFluv ?

En�n, est-il possible de proposer des images simples de la physique du transfert radiatif

(notamment en di�usion multiple) pouvant être étroitement combinées au type de raison-

nements que nous venons d'illustrer, tout en préservant à chaque étape un lien direct à des

considérations d'optimisation ? Ces questions ne seront pas abordées séquentiellement dans

les chapitres suivants mais elles résument l'ensemble de nos motivations.





Chapitre 2

Détermination prédictive des propriétés

radiatives des micro-organismes

photosynthétiques

Résumé :

Ce chapitre propose une méthodologie générale pour la détermination des propriétés d'absorp-

tion et de di�usion des suspensions de micro-organismes photosynthétiques. Cette démarche

de modélisation est mise en ÷uvre pour l'obtention des propriétés radiatives de trois micro-

organismes représentant la diversité métabolique et structurale rencontrée dans l'étude des pho-

tobioréacteurs : la bactérie Rhodospirillum rubrum, la cyanobactérie Arthrospira platensis et

la micro-algue Chlamydomonas reinhardtii. Les résultats obtenus sont validés sur des mesures

expérimentales de transmittivités hémisphériques en con�guration de di�usion multiple. Les pro-

priétés radiatives résultantes seront utilisées par la suite dans l'analyse du procédé.

2.1 Problématique

2.1.1 Attentes, état de l'art et résumé de la démarche

Notre étude radiative des photobioréacteurs commence par ce chapitre dédié à la déter-

mination des propriétés d'absorption et de di�usion de la lumière par les micro-organismes

photosynthétiques. Cette première étape est nécessaire pour aller vers une description �ne des

transferts radiatifs car la pertinence de tous les résultats développés ultérieurement dépend

35
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de la précision de ces propriétés. Or, cette question n'est pas triviale et il n'existe pas à

notre connaissance de base de données satisfaisante incluant les informations spectrales et

angulaires que notre étude nécessite. L'obtention de ces propriétés demande, soit de réaliser

des mesures expérimentales très pointues, soit, dans un acte de modélisation, de résoudre

les équations de Maxwell pour des particules dont les types d'hétérogénéités, de tailles et de

formes mettent encore souvent en défaut les méthodes classiques telles que Mie, T-Matrice,

etc. Dans la littérature internationale dédiée à l'étude des photobioréacteurs, l'équipe de

Laurent Pilon (USA, UCLA) est la seule, à notre connaissance, à se concentrer sur la déter-

mination expérimentale des propriétés radiatives des micro-organismes photosynthétiques

grâce à des expériences en di�usion simple, incluant la mesure de la répartition angulaire des

puissances di�usées [26, 27, 12]. En ce qui concerne les approches de modélisation électro-

magnétique, les équipes françaises de l'Institut Pascal et du laboratoire GEPEA sont les plus

avancées en direction d'une chaîne méthodologique héritée du savoir-faire de la communauté

de l'océanographie, ou plus largement de celui de l'ensemble des communautés confrontées

à la problématique de l'interaction onde-particule, que ce soit la physique atmosphérique,

l'astrophysique ou de nombreux pans des sciences pour l'ingénieur. Dans ce large contexte,

la préoccupation de ces deux équipes est la prise en compte des spéci�cités, non seulement

des micro-organismes photosynthétiques (par rapport à d'autres particules), mais aussi des

exigences d'analyse et d'optimisation du génie des procédés photosynthétiques.

Les questions expérimentales et théoriques qui viennent d'être évoquées ont progressé

graduellement durant les quinze dernières années, mais sont restées largement ouvertes. Face

à ce constat, de nombreuses équipes n'ont pas eu d'autres choix que de faire appel aux

outils empiriques disponibles, développés par la communauté pendant les vingt dernières

années [28, 15, 13, 29, 30, 31, 14]. Ces outils s'appuient sur des lignes de modélisation radi-

calement di�érentes de celle que nous développerons. La dépendance spatiale des observables

radiatives y est en e�et �xée a priori selon des lois inspirées de la physique du rayonnement

(Loi d'extinction de Beer-Lambert, lois hyperboliques, etc), avec un jeu de paramètres libres

qui sont ajustés au cas par cas à partir des données expérimentales qui sont disponibles. Bien

sûr ces approches empiriques rencontrent vite leurs limites dès que l'on étudie divers modes

d'opération du procédé, de par la nécessité d'ajuster les paramètres pour chaque situation

d'étude (par exemple, la géométrie du réacteur et la fréquence du rayonnement), ou dès que

la géométrie du procédé devient complexe (les données expérimentales étant alors di�ciles

à obtenir). C'est cet enchaînement d'idées qui a conduit les équipes de l'Institut Pascal et

du laboratoire GEPEA à identi�er le besoin d'une méthodologie prédictive, basée sur des

paramètres expérimentaux en nombre limité et "facilement" accessibles, représentant la vari-

abilité des micro-organismes, d'une espèce à l'autre et en fonction des conditions de culture
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(notamment en fonction des conditions d'éclairement) [3, 22, 32]. Nous nous inscrivons ici

dans cette logique et le but du présent chapitre est donc de rassembler et compléter un savoir-

faire a�n de dessiner une chaîne méthodologique allant de la détermination des paramètres

d'entrée jusqu'à la validation des résultats.

La plupart des méthodes utilisées dans ce chapitre sont décrites par ailleurs, indépen-

damment les unes des autres, dans la littérature dédiée à la modélisation de l'interaction

onde-particule [33, 34, 35, 36]. L'ensemble de ces travaux s'articule autour d'un formal-

isme d'électromagnétisme qui est introduit au paragraphe 2.1.2. Au terme de ce paragraphe,

le problème correspondant à la modélisation des propriétés radiatives d'une particule est

posé de manière générale, et nous ne rentrons dans la spéci�cité de notre étude qu'à par-

tir de la section 2.1.3, à travers une description détaillée des formes et des structures in-

ternes des micro-organismes. Il apparaît alors que la détermination des propriétés radiatives

implique l'élaboration d'un modèle de connaissance des micro-organismes (c'est-à-dire de

leur géométrie et de leurs caractéristiques internes en terme d'indices de réfraction), ainsi

qu'une mise en ÷uvre du modèle électromagnétique (c'est-à-dire une résolution des équa-

tions de Maxwell pour ces di�useurs). En pratique, ces deux tâches sont intimement liées

car, même si nous disposions d'une description parfaite des propriétés électromagnétiques

des micro-organismes, il serait impossible de résoudre les équations de Maxwell compte tenu

du savoir-faire actuel : les hétérogénéités internes et les formes posent à ce jour des dif-

�cultés numériques incontournables. Notre modélisation électromagnétique passe donc par

une simpli�cation de la description des particules, et nous devons choisir des approximations

acceptables au regard des exigences de notre étude. Le premier de ces choix est le suivant :

nous refusons d'abandonner l'information sur la forme car il nous semble qu'il s'agit d'une

caractéristique primordiale, vis-à-vis de l'interaction avec le rayonnement, qui distingue sig-

ni�cativement les di�érentes espèces de micro-organismes. Par contre, nous sommes prêts

à représenter les hétérogénéités internes à travers l'approximation d'un milieu homogène

équivalent. En e�et, cette approximation a été testée dans de nombreux cas et il apparaît

qu'elle dégrade principalement les puissances di�usées aux grands angles [37, 38, 39, 40], ce

qui nous semble ici acceptable puisque seule une très faible proportion de la puissance inci-

dente sur un micro-organisme est rétrodi�usée (90% de la puissance di�usée est généralement

contenue dans un angle solide d'ouverture ∼ 20�autour de la direction d'incidence) et que,

dans les situations radiatives que nous cherchons à étudier, le phénomène de rétrodi�usion a

une in�uence limitée : les très rares photons di�usés dans les directions arrière n'ont que peu

d'e�et sur le transfert au sein du réacteur. A�n d'être en mesure de résoudre l'électromag-

nétisme, nous modi�ons donc notre description des di�useurs, qui deviennent des particules
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homogènes 1.

Si les micro-organismes que nous étudions étaient tous sphériques, cette simpli�cation

su�rait à permettre la résolution de l'électromagnétisme. Mais les micro-organismes pho-

tosynthétiques ont une grande diversité de formes, et la sphère est à l'heure actuelle la

seule pour laquelle il est possible de résoudre les équations de Maxwell dans leur gamme

de paramètres de taille. L'approximation à un milieu homogène équivalent ne su�t donc

pas, et puisque nous tenons à conserver la description des formes, nous sommes cette fois-

ci contraints de simpli�er le modèle électromagnétique de l'interaction onde-particule. Il

s'agit là d'une pratique courante qui correspond en général à l'utilisation d'approximations

asymptotiques : l'approximation de Rayleigh lorsque les paramètres de tailles tendent vers

zéro, l'approximation de l'optique géométrique lorsque les paramètres de tailles tendent vers

l'in�ni, etc. Dans le cas des micro-organismes photosynthétiques, nous sommes dans des

limites où les paramètres de tailles sont grands et où les contrastes d'indice sont faibles,

ce qui correspond au domaine de validité de l'approximation de la di�raction anomale, que

nous revisitons par l'approximation de Schi� au chapitre 3, section 3.3.3. L'utilisation con-

jointe de l'approximation d'un milieu homogène équivalent et de l'approximation de Schi�

nous permet alors de disposer d'un modèle numériquement "manipulable", c'est-à-dire qui

peut être abordé avec les méthodes numériques usuelles. Mais les temps de calcul associés,

lorsqu'on inclut les prises de moyenne sur les distributions de tailles et d'orientations, sont

de l'ordre de dix jours pour chaque longueur d'onde 2, ce qui est incompatible avec notre

besoin de construire une base de données spectrale incluant plusieurs micro-organismes et

diverses compositions internes. Le fait que l'intégration sur les statistiques de taille et les

statistiques d'orientation soit une source de di�cultés numériques nous a amenés à explorer

l'idée d'employer la méthode de Monte Carlo pour la résolution de l'approximation de Schi�.

En e�et, si la méthode de Monte Carlo peut être utilisée pour intégrer numériquement les

équations de l'électromagnétisme sous l'approximation de Schi�, alors on peut espérer que

l'échantillonnage statistique nécessaire à une telle intégration su�ra pour couvrir également

1. Le choix des approximations qui sont ici utilisées pour la simpli�cation de la description des micro-
organismes nous a été dicté par les spéci�cités de notre étude du procédé : nous gardons la forme mais notre
di�useur est maintenant homogène. Il convient de remarquer que pour d'autres applications, ces choix sont
à juste titre symétriquement opposés. Dans le contexte océanographique de la télédétection par exemple,
la rétrodi�usion du rayonnement solaire par les micro-organismes a au contraire une forte in�uence sur les
observations. Les micro-organismes sont alors décrits comme des di�useurs sphériques (approximation de la
sphère équivalente) comportant une inclusion puisque les hétérogénéités sont dans ce cas plus importantes
que la forme. La résolution de l'électromagnétisme est alors accessible, non pas parce qu'on a éliminé les
hétérogénéités, mais parce qu'on a choisi de toujours se ramener à une géométrie sphérique (voir entre
autres [37]).

2. Code spéci�que basé sur des intégrations par quadratures développé sous Matlab 6.5. Temps de calculs
sur un biprocesseur Xéon 2.8GHz.
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la double intégration taille/orientation, c'est-à-dire que le temps de calcul sera quasiment

le même pour la détermination des propriétés radiatives du milieu, que pour celles d'un

seul micro-organisme. Cependant, les non-linéarités dues à l'expression mathématique des

observables nécessaires à notre étude ne sont pas immédiatement abordables dans le cadre

théorique usuel de la méthode de Monte Carlo. La physique de l'électromagnétisme est ici

linéaire mais nous aurons par exemple besoin d'évaluer le carré des modules d'amplitudes

complexes. Nous verrons au chapitre 6 que cela revient à poser la question de l'intégration par

Monte Carlo d'une fonction non-linéaire du résultat d'un Monte Carlo. Dans le chapitre 6,

cette question se pose pour d'autres raisons que l'électromagnétisme, mais la solution pra-

tique que nous y apportons satisfait aux attentes que nous venons de dé�nir (l'intégration

sur les tailles et les orientations est statistiquement couverte, voir Sec. 3.4.1).

Reste qu'avec Monte Carlo, comme avec les méthodes de quadrature usuelles, nous ren-

controns des problèmes de convergence pour la di�usion des ondes électromagnétiques aux

grands angles (voir Sec. 3.4.1). Cela nous amène, à la �n de la section 2.2.1, à proposer une

approximation de la distribution angulaire des puissances di�usées aux grands angles (dont

la dérivation est donnée à la section 3.4.2), que nous raccordons à nos résultats de calculs de

la di�usion avant, en assurant normalisation et continuité. La conjonction de l'utilisation de

la méthode de Monte Carlo pour les directions avant et de notre approximation aux grands

angles résout complètement nos di�cultés numériques : nous nous retrouvons en mesure

de produire les banques de données dont nous avons besoin, avec des puissances de calcul

raisonnables, et des temps de l'ordre de la semaine (pour toute la plage spectrale et une

dizaine de compositions).

Dans la description précédente de notre modèle et de sa mise en ÷uvre numérique (qui

est résumée dans la table 2.1.a), nous n'avons pas proposé de procédure permettant de déter-

miner la forme, l'indice de réfraction e�ectif et la distribution de taille des micro-organismes

(quant à la distribution des orientations, elle est toujours prise isotrope compte tenu de l'ag-

itation nécessaire au mélange du procédé). Pourtant, le but du présent chapitre est bien de

dessiner une chaîne méthodologique cohérente avec l'étude des photobioréacteurs, et la ques-

tion de la détermination de ces paramètres est donc centrale : nous devons être en mesure

de saisir la dépendance des paramètres aux modes d'opération du procédé, à partir de don-

nées qui sont, soit accessibles expérimentalement (au sens de la pratique de la communauté

des procédés photosynthétiques), soit disponibles dans des bases de données. Notre chaîne

méthodologique implique donc de suivre un ensemble de procédures de caractérisation (ré-

sumées à la table 2.1.b) avant toute mise en ÷uvre du modèle énoncé précédemment. Pour

commencer, la forme et la distribution des tailles des micro-organismes sont déterminées par
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une analyse d'image de microscopie optique (voir Sec.2.2.2). Nous choisissons ici de nous

ramener à des formes paramétriques simples à symétrie de révolution, et à des distributions

de tailles modélisées par une distribution log-normale du rayon de la sphère équivalente en

volume. L'ensemble des procédures qui suivent est dédié à l'obtention de l'indice de réfraction

e�ectif des particules, car bien que l'approximation d'un milieu e�ectif constitue une sim-

pli�cation importante de l'interaction onde-particule, les propriétés spectrales de ce milieu

homogène équivalent doivent re�éter les hétérogénéités internes des micro-organismes. En

premier lieu, nous déterminons la partie imaginaire de l'indice de réfraction, qui caractérise

les propriétés d'absorption du rayonnement par le milieu continu dont les particules sont

constituées. L'absorption de la lumière visible par les micro-organismes photosynthétiques

est considérée comme étant exclusivement due à la présence de pigments photosynthétiques,

rassemblés dans les antennes photosynthétiques. Les molécules de pigments sont su�sam-

ment diluées pour être caractérisées par une section e�cace d'absorption in vivo (indépen-

dante du type d'étude et du micro-organisme), et une concentration interne de pigments (qui

est elle extrêmement variable). En outre, dans la gamme spectrale du PAR (Photosynthéti-

cally Active Radiation, voir Sec. 1), pour les caractéristiques internes des micro-organismes

(faibles variations de la partie réelle de l'indice et faibles épaisseurs optiques d'absorption),

il est raisonnable de considérer que les propriétés d'absorption homogènes équivalentes sont

simplement celles qu'on obtiendrait si les molécules de pigment étaient diluées de manière ho-

mogène dans le volume des particules. Nous modélisons donc la partie imaginaire de l'indice

de réfraction e�ectif en sommant les spectres des sections e�caces d'absorption des pigments

in vivo (soit disponibles dans la littérature, soit mesurés par notre équipe, voir Sec. 2.2.2),

que nous avons rassemblés dans une base de données mise à disposition, chacun de ces

spectres étant pondéré par la concentration de l'espèce pigmentaire correspondante dans le

micro-organisme considéré. En résumé :

� Nous avons mis au point, à partir de protocoles éprouvés en microbiologie, une procé-

dure permettant de déterminer la composition pigmentaire (c'est-à-dire les concentra-

tions de chaque espèce pigmentaire) de chaque micro-organisme, pour chaque condition

de culture étudiée (voir Sec. 2.2.2).

� Les protocoles expérimentaux que nous mettons en ÷uvre mènent dans un premier

temps à la mesure de la composition pigmentaire en terme des fractions massiques

sèches en pigments (la fraction de la masse des micro-organismes une fois leur eau

extraite).

� Puis, a�n de remonter à l'information sur les concentrations internes, la fraction vo-

lumique intracellulaire en eau est mesurée en recoupant diverses informations, notam-

ment la distribution de taille.
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La partie imaginaire de l'indice e�ectif est maintenant connue, et les procédures suiv-

antes concernent sa partie réelle. La détermination de la partie réelle de l'indice de réfraction

homogène équivalent est une di�culté majeure car d'une part, il n'existe que très peu d'in-

formations dans la littérature dédiée aux micro-organismes, et d'autre part, contrairement

à la partie imaginaire, cette propriété e�ective dépend fortement des hétérogénéités dans la

gamme spectrale étudiée. Nous proposons donc d'utiliser les relations de Kramers-Krönig

(voir Sec. 2.2.1), qui formalisent la redondance des informations contenues dans l'indice de

réfraction complexe, et qui mènent à une expression de la partie réelle de l'indice e�ec-

tif en fonction du spectre de la partie imaginaire. Si nous disposions de la partie imaginaire

e�ective sur l'intégralité du spectre, cela su�rait à la mise en ÷uvre des relations de Kramers-

Krönig, mais nous ne disposons que d'une information limitée car l'ensemble de la procédure

précédente (protocoles et raisonnements physiques) ne concernait que l'obtention de la partie

imaginaire dans la gamme spectrale du PAR. Cette situation est classique et di�érentes solu-

tions pratiques existent a�n de compenser (au moins partiellement) ce manque d'information.

Nous choisissons ici de travailler avec l'approximation de Kramers-Krönig soustractive qui

permet de corriger les résultats obtenus à partir de la seule information sur le PAR grâce à

la connaissance de la partie réelle de l'indice de réfraction e�ectif pour une fréquence par-

ticulière, ce qui est appelé le point d'ancrage (voir Sec. 2.2.1). Il reste donc à déterminer

la partie réelle de l'indice de réfraction à ce point d'ancrage qui est choisi à une fréquence

pour laquelle le micro-organisme étudié est non-absorbant. Nous utilisons la loi de mélange

de Bruggeman, qui donne l'indice de réfraction complexe d'une particule composite à partir

de la connaissance des fractions volumiques et des indices de ses di�érentes structures (voir

Sec. 2.2.1). Les fractions volumiques des structures sont ici obtenues par l'analyse de clichés

de microscopie électronique d'une coupe du micro-organisme, ou beaucoup plus rarement,

dans la littérature lorsque ces informations y sont disponibles (voir Sec. 2.2.2). En�n, nous

avons réussi à rassembler dans une petite base de données présentée à la section 2.2.2 un

certain nombre d'informations sur l'indice réel des structures internes des micro-organismes,

pour des fréquences où ceux-ci sont non-absorbants. En résumé, la procédure pour l'obtention

de la partie réelle de l'indice de réfraction e�ectif des micro-organismes comprend :

� La détermination des fractions volumiques des structures internes par analyse d'image,

� L'extraction des indices réels des structures à partir d'une base de données,

� L'utilisation de la loi de mélange de Bruggeman pour l'obtention de l'indice réel au

point d'ancrage,

� Et en�n la mise en ÷uvre de l'approximation de Kramers-Krönig soustractive.

Dans ce qui précède nous avons distingué, par souci de clarté, le modèle de l'interaction

onde-particule et les procédures employées pour la détermination des tailles, des formes et
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des indices de réfraction des micro-organismes. Cependant, dans la chaîne méthodologique

complète, il apparaît clairement que les procédures présentées au paragraphe précédent im-

pliquent un ensemble d'actes de modélisation qui ont le même statut que notre modèle de

l'interaction onde-particule. Dans la suite de ce chapitre, nous avons donc retenu l'organisa-

tion suivante :

� La section 2.2.1 rassemble l'intégralité de notre modèle, incluant la formalisation des

formes et des tailles, le modèle d'absorption par les pigments, l'utilisation de la loi de

Bruggeman ainsi que l'approximation de Kramers-Krönig soustractive,

� La section 2.2.2 rassemble tout le savoir-faire associé à la détermination des paramètres

d'entrée, c'est-à-dire à l'ajustement des paramètres de l'équation décrivant la forme

des particules, l'ajustement des paramètres de la distribution des tailles, la mesure des

fractions massiques sèches en pigments, de la fraction volumique en eau, des fractions

volumiques des structures internes, ainsi que l'élaboration et l'utilisation des bases de

données de spectres d'absorption des pigments in vivo et d'indice de réfraction des

structures internes.

� En�n, la section 2.2.3 rassemble les méthodes numériques employées pour la mise en

÷uvre de la chaîne jusqu'à l'obtention des propriétés radiatives d'une culture de micro-

organismes.

Notre proposition ne s'arrête pas à l'obtention de ces propriétés car nous décrivons égale-

ment une procédure de validation qui est partie intégrante de la chaîne méthodologique (voir

Sec. 2.4). En e�et, compte tenu de l'imbrication des diverses étapes décrites ci-dessus, il reste

nécessaire de disposer d'une technique de contrôle des bases de données que nous souhaitons

produire et di�user. Là encore, cette démarche doit être cohérente avec l'objet d'étude, ce

qui implique notamment qu'elle soit accessible à la communauté du procédé (à travers l'u-

tilisation de protocoles expérimentaux "familiers") et qu'elle apporte une validation en lien

avec la modélisation des transferts dans les photobioréacteurs. Cette validation comporte

deux étapes :

� La mesure du spectre de la transmittivité hémisphérique d'une suspension du micro-

organisme étudié grâce à un banc optique équipé d'une sphère d'intégration (voir

Sec. 2.4).

� La simulation par méthode de Monte Carlo des transferts radiatifs en di�usion multiple

dans la même con�guration radiative, pour nos résultats des propriétés de di�usion et

d'absorption de la suspension de micro-organisme (voir Sec. 2.4.1 et Chap. 5).

A la section 2.4.2, nous comparons les spectres obtenus expérimentalement avec ceux résul-

tant de la mise en ÷uvre de notre chaîne méthodologique. A la section 2.4.3, nous validons la

valeur que nous avons retenue pour l'indice de réfraction à la fréquence du point d'ancrage.
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a. Modèle de l'interaction onde-particule

Electromagnétisme : problème de la di�usion sous l'hypothèse de

la di�usion indépendante.

Rappels de base à

la section 2.1.2

Description des particules : taille, forme et composition interne des

micro-organismes.

Section 2.1.3

Simpli�cation de la composition interne hétérogène des micro-

organismes : approximation du milieu homogène équivalent.

Section 2.2.1

Changement de modèle d'électromagnétisme pour l'interaction

onde-particule : approximation de la di�raction anomale revisitée

par l'approximation de Schi�.

Section 2.2.1 et

Chapitre 3

Mise en ÷uvre numérique : intégration de l'approximation de Schi�,

des distributions de tailles, et des distributions d'orientations par

la méthode de Monte Carlo.

Section 2.2.3,

Chapitres 3 et 6

b. Chaîne de caractérisation

(1) Détermination de la forme et de la distribution de taille du micro-organisme par

analyse d'images (Sec. 2.2.2).

(2) Extraction des pigments photosynthétiques et mesure de la composition pig-

mentaire (fractions massiques sèches, voir Sec. 2.2.2).

(3) Mesure de la fraction volumique intracellulaire en eau (protocoles spéci�ques et

utilisation des résultats de (1), voir Sec. 2.2.2).

(4) Construction de la concentration volumique de chaque espèce pigmentaire dans

le micro-organisme à partir des résultats de (2) et (3) (Sec. 2.2.2).

(5) Construction du spectre de la partie imaginaire de l'indice de réfraction e�ectif

à partir des résultats de (4) et d'une base de données des spectres d'absorption

des pigments in vivo (voir Sec. 2.2.1 et Sec. 2.2.2 pour la base de données).

(6) Détermination des fractions volumiques des structures anatomiques internes par

analyse d'images (Sec. 2.2.2).

(7) Construction de la partie réelle de l'indice de réfraction e�ectif au point d'an-

crage en utilisant la loi de mélange de Bruggeman pour les résultats de (6)

et les indices réels des structures internes extraits d'une base de données (voir

Sec. 2.2.1 et Sec. 2.2.2 pour la base de données).

(8) Construction du spectre de la partie réelle de l'indice de réfraction e�ectif en

utilisant l'approximation de Kramers-Krönig soustractive à partir des résultats

de (5) et de (7) (Sec. 2.2.1).

(9) Validation des résultats des propriétés radiatives à partir d'une analyse

des transmittivités hémisphériques mesurées sur une suspension de micro-

organismes (voir Sec. 2.4).

Table 2.1: Articulation des éléments importants de la chaîne méthodologique présentée dans
ce chapitre, et de leur organisation au sein du présent mémoire. a : Modèle de l'interaction
onde-particule. b : Chaîne de caractérisation.
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2.1.2 Bases du formalisme de l'électromagnétisme utilisé dans ce

manuscrit

Le problème de la di�usion par une particule est schématisé sur la �gure 2.1. Une source

externe génère un champ incident. En l'absence de tout autre objet, le champ électrique

en tout point est le champ incident noté Ei. En présence du di�useur, le champ total peut

s'écrire comme la superposition du champ incident (inchangé) et du champ di�usé Ed qui

est le champ rayonné par les courants induits dans le volume de la particule :

E(r) = Ei(r) + Ed(r) (2.1)

Cette écriture fait l'hypothèse que les sources du champ incident ne sont pas perturbées par

la présence de la particule. Dans notre étude, seul le régime de la di�usion indépendante

est considéré (voir annexe A). Ainsi, nous nous attacherons dans un premier temps à la

di�usion par une seule particule isolée, située à très grande distance de tout autre objet (y-

compris des sources). Dans ce cas, le champ incident peut être représenté comme une onde

plane et seules les propriétés en champ lointain nous intéressent. Dans de telles conditions,

une fois que nous connaissons les propriétés radiatives d'une particule de taille et de forme

quelconque, la question de l'interaction du rayonnement avec un ensemble de particules se

résume à une prise de moyenne des propriétés des particules isolées sur leurs distributions

d'orientations et de tailles. Nos sources (le soleil ou les diverses sources arti�cielles utilisées)

correspondent à des champs incidents incohérents et non-polarisés. Dans les situations qui

nous intéressent (sachant notamment que l'on peut négliger la polarisation induite par le

milieu traversé, ici les particules), les ondes scalaires sont une bonne approximation des

Ed

Ei

Figure 2.1: Di�usion d'une onde par une particule.
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ondes électromagnétiques et les discussions qui suivent ne nécessitent pas l'utilisation d'un

formalisme vectoriel.

Nous commençons par énoncer rapidement quelques concepts généraux et quelques déf-

initions en lien avec la résolution de ce problème. Des présentations plus approfondies sont

disponibles dans de nombreux ouvrages de référence dont [33, 34, 36].

Amplitude de di�usion. Nous nous intéressons à la di�usion par une particule quel-

conque d'une onde scalaire monochromatique plane de pulsation ω. Cette onde incidente a

une amplitude

Ei(r, t) = Re [E0 exp(−iki · r + iω t)] (2.2)

où ki = ke ei est le vecteur d'onde incident : il a pour direction le vecteur unitaire ei et pour

norme ke = ω
c
= 2π

λe
, avec c la célérité de l'onde dans le milieu environnant la particule et

λe la longueur d'onde dans ce même milieu. Le formalisme choisi pour notre étude utilise

l'amplitude complexe

Ei(r) = E0 exp(−iki · r) (2.3)

où la dépendance temporelle disparaît.

L'amplitude complexe de l'onde di�usée en champ lointain, à une distance r de la par-

ticule, et dans la direction ed (si la particule est placée au centre du repère : r = r ed, voir

Fig. 2.2) est celle d'une onde sphérique et peut s'écrire :

Ed(r, ed) = S(ed, ei)
exp(−iker)

−ir
E0 (2.4)

où S(ed, ei) est l'amplitude de di�usion, qui est un nombre complexe dont le module est

homogène à une longueur 3.

Section e�cace de di�usion. La puissance totale Pd di�usée par la particule dans toutes

les directions s'obtient par intégration de la puissance di�usée par unité de surface sur une

sphère de rayon R → +∞ contenant la particule :

Pd = lim
R→+∞

∫
4π

Id(R, ed)R
2 ded (2.5)

3. Il existe di�érentes dé�nitions de l'amplitude de di�usion. Ces dé�nitions ne divergent que par des choix

de conventions arbitraires : H. C. van de Hulst choisit par exemple d'écrire Ed(r, ed) = Ŝ(ed, ei)
exp(−iker)

iker
E0,

en mettant ke au dénominateur et en changeant le signe, de sorte que l'amplitude de di�usion soit sans
dimension [33].
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Ei

Ed

ei

ed

Figure 2.2: Représentation utilisée pour la dé�nition de l'amplitude de di�usion.

où Id(R, ed) = |Ed(R, ed)|2 est la puissance par unité de surface perpendiculaire à ed véhiculée
par l'onde sphérique di�usée et ded est l'angle solide élémentaire autour de la direction ed

(notation courante en transfert radiatif) : ded = sin θdθdϕ. La section e�cace de di�usion

σd est telle que la puissance di�usée Pd est égale à la puissance de l'onde plane incidente qui

arrive sur la surface σd :

Pd = σd Ii (2.6)

où Ii = |Ei|2 = E2
0 est la puissance par unité de surface perpendiculaire à ei véhiculée par

l'onde plane incidente. D'après la relation 2.4, il vient

σd =

∫
4π

|S(ed, ei)|2 ded (2.7)

qui est bien homogène à une surface.

Section e�cace d'absorption. Comme dans le cas de la di�usion, on dé�nit la section

e�cace d'absorption σa en écrivant que σa Ii est la puissance absorbée par la particule.

Section e�cace d'extinction La section e�cace d'extinction σext est la surface telle que

σext Ii est la puissance prélevée par la particule, c'est-à-dire la puissance qui est di�usée et

absorbée :

σext = σd + σa (2.8)

ce qui traduit la conservation de l'énergie dans le processus de di�usion.
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Théorème optique. Le théorème optique est un résultat remarquable de l'étude du prob-

lème de la di�usion. Il permet d'exprimer la section e�cace d'extinction en fonction d'une

seule et unique information : l'amplitude de di�usion dans la direction avant S(ei, ei).

σext =
4π

ke
Re [S(ei, ei)] (2.9)

Nous ne développerons pas ici la démonstration de ce théorème qui est donnée dans divers

ouvrages [33, 34]. Cependant, une interprétation physique simple de ce résultat est que

l'extinction (l'atténuation de l'énergie de l'onde incidente par la particule) provient de l'in-

terférence entre le champ incident et le champ di�usé vers l'avant.

E�cacités. Il est courant d'exprimer les sections e�caces comme le produit d'une e�cacité

Q et de la section géométrique P de la particule vue depuis la direction de l'onde incidente.

σ = P Q (2.10)

Les e�cacités peuvent être supérieures où inférieures à 1.

Section e�cace di�érentielle de di�usion et fonction de phase. La section e�cace

di�érentielle de di�usionWd(ed|ei) représente la répartition angulaire de la puissance di�usée
par une particule soumise à une onde incidente se propageant suivant la direction ei. La

quantité IiWd(ed|ei)ded est la puissance di�usée dans l'angle solide élémentaire ded autour

de la direction ed (voir Fig. 2.3) :

Wd (ed|ei)ded = lim
R→+∞

Id(R, ed)R
2 ded (2.11)

En utilisant Ii = |Ei|2 = E2
0 , Id(R, ed) = |Ed(R, ed)|2, ainsi que l'Eq. 2.4, on obtient :

Wd (ed|ei) = |S(ed, ei)|2 (2.12)

dont l'intégrale sur l'angle solide total est bien égale à la section e�cace de di�usion (cf.

Eq. 2.7).

La fonction de phase p(ed|ei) est la section e�cace di�érentielle de di�usion normalisée

sur l'angle solide total, c'est-à-dire que p(ed|ei)ded est la fraction de la puissance σdIi qui est



Chapitre 2 Propriétés radiatives des micro-organismes photosynthétiques 48

Ii θd

ei

ed

ded

Figure 2.3: Représentation utilisée pour la dé�nition de la section e�cace di�érentielle de
di�usion et de la fonction de phase.

di�usée dans l'angle solide élémentaire ded autour de la direction ed. On a :

p(ed|ei) =
|S(ed, ei)|2

σd
(2.13)

qui est bien normalisée (cf. Eq. 2.7) :
∫
4π
p(ed|ei)ded = 1. Dans le cas des milieux épais, l'in-

formation de la fonction de phase peut généralement se réduire à son paramètre d'asymétrie

gν , qui est la moyenne des cosinus sur la distribution angulaire :

g =

∫
4π

p (ed|ei) ed · ei ded (2.14)

Le paramètre d'asymétrie représente la répartition de l'énergie di�usée autour de la direc-

tion incidente : de manière générale −1 < g < 1, g < 0 si la majeure partie de la puissance

incidente est di�usée vers l'arrière, g = 0 si la distribution est symétrique pour les direc-

tions avant et arrière, g > 0 si la majorité de la puissance incidente est di�usée vers l'avant.

Pour les micro-organismes, g est souvent proche de 1. La connaissance de g n'est pas su�-

isante pour l'analyse des con�gurations radiatives rencontrées dans les photobioréacteurs,

mais elle reste signi�cative et la plupart des résultats que nous présenterons graphiquement

concerneront g car les fonctions de phase contiennent une in�nité d'informations angulaires

qui sont di�cilement représentables lorsqu'il s'agit de les analyser spectralement.

Équations d'onde. Ce paragraphe s'attache à poser l'équation et les conditions aux lim-

ites associées au problème de la di�usion par une particule isolée. Une fois ce système posé,

on fera le lien avec le formalisme général qui vient d'être énoncé.
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Les particules et le milieu environnant que nous considérons sont des matériaux isotropes

linéaires et non-magnétiques, tous deux décrits macroscopiquement par leur champ d'indice

de réfraction m. Les équations de Maxwell monochromatiques donnent deux équations d'on-

des (équations de Helmholtz) pour le champ E : une dans le volume �ni Vpart de la particule

et l'autre dans le milieu in�ni environnant Ve. Ces deux régions sont mutuellement distinctes

et dé�nissent la totalité de l'espace.

∇2E(r) + k2e E(r) = 0 ; r ∈ Ve

∇2E(r) + k2part E(r) = 0 ; r ∈ Vpart

(2.15)

où ∇2 est le Laplacien, ke est le nombre d'onde dans le milieu environnant et kpart le nombre

d'onde dans la particule. Le milieu environnant est dans notre cas de l'eau. Ce milieu est

considéré comme étant diélectrique ; il n'absorbe pas le rayonnement à nos longueurs d'ondes

et possède donc un indice de réfraction réel me = ne. Les particules, elles, ont un indice

complexe mpart = npart − i κpart. Quand le milieu environnant peut être supposé uniforme

(ce qui est tout à fait acceptable pour l'eau dans nos conditions d'étude), on dé�nit l'indice

relatif mr des particules de sorte que kpart = mr ke, soit

mr =
npart

ne

− i
κpart
ne

= nr − i κr (2.16)

Avec bien sûr mr = 1 en tout point du milieu environnant. Le système d'équation 2.15 peut

alors se réécrire en une seule équation di�érentielle inhomogène :

(∇2 + k2e)E(r) = −j(r) ; r ∈ Ve ∪ Vpart (2.17)

où la fonction indicatrice

j(r) = k2e
(
mr(r)

2 − 1
)
E(r) (2.18)

représente la perturbation induite par la particule (elle est nulle à l'extérieur de la particule).

La solution de l'équation 2.17 peut s'écrire comme la somme de sa solution homogène et de

sa solution particulière. L'équation homogène (j(r) = 0) est l'équation d'onde du champ

incident. Compte tenu des spéci�cités de notre étude, la solution homogène est donc l'onde

plane incidente Ei(r) = E0 exp(−iki · r), où ki = ke ei, c'est-à-dire la solution du problème

en l'absence de particule. La solution particulière satisfaisant la conservation de l'énergie est

le champ di�usé Ed(r). L'écriture du champ di�usé sous forme d'une onde sphérique sortante

est solution particulière de l'équation et véri�e la condition à la limite limr→+∞Ed(r) = 0.



Chapitre 2 Propriétés radiatives des micro-organismes photosynthétiques 50

On retrouve bien :

E(r) = Ei(r) + Ed(r) (2.19)

avec

Ed(r) = S(ed, ei)
exp(−iker)

−ir
E0 (2.20)

La détermination des propriétés radiatives des micro-organismes nécessite donc de modéliser

1. leur indice de réfraction complexe (qui est une donnée spectrale),

2. leur géométrie, c'est-à-dire leur domaine Vpart,

3. et leur interaction avec le rayonnement, c'est-à-dire résoudre l'équation 2.17.

Ce problème monochromatique (c'est-à-dire pour une fréquence donnée, donc pour la valeur

correspondante de l'indice de réfraction) est résolu pour un certain nombre de longueurs

d'onde appartenant à la gamme utilisée par la photosynthèse (le PAR, Photosynthetically

Active Radiation) a�n de construire le spectre de propriétés radiatives qui sera utilisé pour

la résolution des transferts radiatifs.

Paramètre de taille. Le problème de la di�usion par une particule tel que posé à l'équa-

tion 2.17 est invariant si la taille de la particule et la longueur d'onde incidente sont multi-

pliées par un même facteur. La taille des particules est donc habituellement dé�nie par leur

paramètre de taille x, qui est un nombre sans dimension représentant le ratio entre taille et

longueur d'onde :

x =
2π a

λe
(2.21)

où a est la dimension caractéristique de la particule (le rayon pour une particule sphérique).

Propriétés d'un ensemble de particules Outre l'utilisation de particules homogènes

équivalentes (approximation du milieu e�ectif), notre étude se concentrera sur des particules

à symétrie de révolution (de formes sphéroïdales et cylindriques) dont l'orientation par rap-

port au rayonnement incident sera dé�nie par celle de leur axe de symétrie eo, et dont la taille

sera dé�nie par le rayon req de la sphère équivalente en volume. Les propriétés radiatives

d'une particule isolée de taille et d'orientation �xe (eo, req) seront alors notées σ̂ext(eo, req),

σ̂a(eo, req), σ̂d(eo, req) et Ŵd(ed|ei; eo, req), et les propriétés radiatives d'une suspension de

particules seront obtenues, dans le cadre du régime de la di�usion indépendante (voir an-

nexe A), par une intégration sur les distributions de tailles pReq(req) et d'orientations pEo(eo)
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de la suspension :

σext =

∫
4π

deo

∫ ∞

0

dreq pEo(eo) pReq(req) σ̂ext(eo, req)

σa =

∫
4π

deo

∫ ∞

0

dreq pEo(eo) pReq(req) σ̂a(eo, req)

σd =

∫
4π

deo

∫ ∞

0

dreq pEo(eo) pReq(req) σ̂d(eo, req)

Wd (θd) =

∫
4π

deo

∫ ∞

0

dreq pEo(eo) pReq(req) Ŵd(ed|ei; eo, req)

(2.22)

On remarque qu'une fois l'intégration sur la distribution des orientations faite, nos particules

étant à symétrie de révolution, la section e�cace di�érentielle de di�usion ne dépend plus

que de l'angle de di�usion θd (l'angle entre la direction incidente et la direction de di�usion,

voir Fig 2.3). La fonction de phase de cet ensemble de particules est :

p(θd) =
Wd (θd)

σd
(2.23)

Cumulée de la fonction de phase. La cumulée cdfΘd
(θd) de la fonction de phase

représente la proportion de la puissance di�usée qui est contenue dans le cône d'angle θd
autour de la direction d'incidence :

cdfΘd
(θd) = 2π

∫ θd

0

dθ′ sin(θ′) p(θ′) (2.24)

Elle contient la même quantité d'information que la fonction de phase et a l'avantage pratique

d'être une fonction bijective monotonement croissante : cdfΘd
(0) = 0, cdfΘd

(π) = 1. A ce titre,

elle est couramment substituée à la fonction de phase dans l'étude des transferts radiatifs.

Nous donnons dans la section suivante une brève description des micro-organismes pho-

tosynthétiques, de façon à bien identi�er ce que sont leurs spéci�cités en tant que di�useurs.

2.1.3 Micro-organismes photosynthétiques

Un bon nombre d'espèces de micro-organismes correspondent à des déformations plus ou

moins importantes de formes à symétrie de révolution telles que le cylindre, le sphéroïde, le
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super-sphéroïde, la particule de Tchebytchev, etc. La forme de certaines espèces peut signi-

�cativement varier en fonction de la composition chimique et de la température du milieu

de culture [41], mais ces deux paramètres sont extrêmement bien contrôlés dans une cul-

ture en photobioréacteur. Les dimensions typiques des micro-organismes photosynthétiques

dans leur milieu naturel s'étendent de 0.1µm à 1mm. Néanmoins, les tailles caractéristiques

(dé�nissant le paramètre de taille) des micro-organismes cultivés en photobioréacteur corre-

spondent à une gamme plus restreinte : 1 à 20µ. Une culture de micro-organismes contenant

une seule espèce possède généralement des distributions de tailles et de formes monomodales

correspondant aux divers stades de maturité des individus. Ces distributions peuvent être

considérées comme stationnaires, à part dans le cas très particulier des cultures synchro-

nisées. La caractérisation des formes et des tailles des micro-organismes peut se faire grâce

à des observations "classiques" au microscope optique assorties de logiciels de traitement

d'image.

La structure interne des micro-organismes photosynthétiques est une caractéristique im-

portante vis-à-vis de leur interaction avec la lumière. Par structure, on entend leur anatomie

et leur composition chimique, ce qui détermine leur indice de réfraction. L'absorption de la

lumière visible par les micro-organismes photosynthétiques a été le premier aspect radiatif à

être étudié par la communauté de l'océanographie. Depuis, il est considéré que l'absorption

par les pigments photosynthétiques est prédominante [42, 43, 44, 45, 46]. Il existe divers pig-

ments photosynthétiques parmi lesquels les familles les plus courantes sont les chlorophylles,

phycocyanines et les caroténoïdes. La mesure de leurs propriétés spectrales d'absorption dans

des conditions in vivo a fait l'objet d'études entre les années 70 et les années 90, et nous dis-

posons à l'heure actuelle de protocoles expérimentaux éprouvés ainsi que d'un certain nombre

de données [45]. Chaque espèce possède sa propre composition pigmentaire qui correspond à

la proportion respective des di�érents pigments présents dans le micro-organisme, ce qui lui

confère une empreinte radiative propre. Il existe un mécanisme de régulation qui entraîne la

diminution de la quantité totale de pigments d'un micro-organisme lorsque celui-ci est éclairé

trop fortement, mais la composition, elle, reste généralement stable dans les conditions de

limitation par la lumière seule [24]. Là encore, de nombreux protocoles éprouvés existent

pour l'extraction et la mesure des compositions pigmentaires. L'ordre de grandeur typique

de l'épaisseur optique d'absorption d'un micro-organisme est 10−2.

Les structures anatomiques des micro-organismes sont observables avec des microscopes

optiques travaillant dans le visible (ce qui implique notamment que ces hétérogénéités jouent

un rôle dans la présente étude). Au niveau de la description dont nous avons besoin ici, les

structures internes des micro-organismes photosynthétiques sont similaires à celles des autres
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cellules biologiques [47] (si on laisse de côté la présence de pigments photosynthétiques qui

leur est spéci�que). L'indice de réfraction apparent des cellules biologiques a d'abord été

étudié grâce à des expériences de réfractométrie à immersion [48, 37] ou des inversions sur

des mesures de spectroscopie [49, 50, 51] concluant à des valeurs allant de 1.02 à 1.2 (relatif à

l'eau). Plus récemment, dans le cadre de la recherche sur les diagnostics médicaux et la cytolo-

gie non-invasive, la communauté de la tomographie a développé des microscopes capables de

mesurer la cartographie tridimensionnelle des cellules vivantes [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59].

Ces cartographies révèlent des variations marquées d'environ 10% de l'indice de réfraction

dans la cellule. Ces variations dessinent la forme des principales structures anatomiques telles

que le noyau, les mitochondries, etc, chacune d'entre elles représentant de 1 à 10% du vol-

ume total de la cellule. Ainsi, on peut se représenter un micro-organisme comme un matériau

composite dont le volume est divisé en di�érentes structures anatomiques d'indice de réfrac-

tion relativement homogène. Ces structures internes sont toutes quasiment non-absorbantes,

à l'exception des régions contenant les pigments photosynthétiques, où la partie imaginaire

de l'indice est non nulle. La diversité anatomique des micro-organismes photosynthétiques

est communément représentée par trois groupes qu'il convient de distinguer (voir Fig. 2.4) :

les bactéries, les cyanobactéries, et les eucaryotes (micro-algues). Chacun des trois micro-

organismes qui sont étudiés dans ce travail représente une de ces catégories. On note qu'il a

a b c

Figure 2.4: Diversité anatomique des micro-organismes photosynthétiques. a : Bactérie
photosynthétique (d'après www.chem.ox.ac.uk). b : Cyanobactérie (microscopie électronique
à transmission d'une section d'Arthrospira platensis, donnée interne) ; (T) Thylakoïdes. c :
Micro-algue, i.e. un eucaryote (section médiane de Chlamydomonas reinhardtii d'après [60]) ;
(N) noyau, (Nu) nucléole, (C) Chloroplaste.
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été montré que l'indice de réfraction des mitochondries peut varier signi�cativement en fonc-

tion de l'état métabolique des cellules vivantes [54]. Ces résultats issus de la communauté de

la tomographie constituent de précieuses informations, mais à notre connaissance, seuls un

petit nombre de cellules et de longueurs d'ondes ont été étudiés pour l'heure. De plus, presque

aucune information n'est disponible quant à la taille, la position, la forme et le nombre des

structures internes des micro-organismes. Ainsi, la complexité associée aux hétérogénéités

est l'une des principales di�cultés liées à la description radiative des micro-organismes.

2.2 Modèle et mise en ÷uvre pratique

2.2.1 Modèle

Comme il a été dit auparavant, la première étape de la construction de notre modèle

consiste à faire l'approximation que les micro-organismes sont des particules homogènes.

L'approximation du milieu e�ectif dé�nit un milieu homogène équivalent qui conduit à

des propriétés radiatives "aussi proches que possible" des propriétés du di�useur hétérogène.

Cette approximation est souvent employée pour les cellules biologiques [37, 61, 43, 44], les

poussières interstellaires [40, 62, 63] et les aérosols atmosphériques [64, 65, 66]. Dans le cas des

cellules biologiques [37, 38, 39], comme dans beaucoup d'autres situations [40], elle produit

surtout des erreurs sur les puissances di�usées aux grands angles (c'est-à-dire une très faible

proportion de la puissance totale di�usée par les micro-organismes), ce qui explique que

cette approximation ait été utilisée avec succès pour l'étude des sections e�caces des micro-

organismes en océanographie, et légitime son utilisation dans notre étude. Dans la suite, nous

considérons donc que les micro-organismes sont constitués d'un milieu homogène d'indice

de réfraction complexe meff
ν = neff

ν − iκeffν (où ν représente la dépendance spectrale de

l'indice). Bien sûr, toute la di�culté associée à la représentation des hétérogénéités est alors

reportée dans la dé�nition des spectres de neff
ν et κeffν . Il s'agit de s'assurer que la résolution

des équations de Maxwell, pour cette particule e�ective, conduit bien à une représentation

satisfaisante de l'interaction de l'onde avec la particule réelle.

Aux fréquences que nous considérons, la partie imaginaire de l'indice de réfraction

κν est liée aux propriétés d'absorption des pigments présents dans les antennes photosyn-

thétiques. Les molécules de pigment sont su�samment diluées pour que l'on puisse faire

l'hypothèse que l'interaction du rayonnement avec chacune des molécules de pigment se fait

de manière indépendante (hypothèse communément retenue en océanographie [42, 43, 44, 45,

46]). On peut alors dé�nir une section e�cace moléculaire qui caractérise les propriétés d'ab-
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sorption de chaque espèce pigmentaire indépendamment de sa concentration. Si on admet

de plus que les molécules de pigment sont distribuées aléatoirement de façon uniforme dans

le milieu (dans un petit voisinage autour du point considéré, hypothèse du milieu continu),

alors la valeur locale de la partie imaginaire de l'indice de réfraction s'écrit en fonction des

sections e�caces moléculaires et des concentrations locales selon

κν(r) =
c0
4π ν

∑
j

Ĉpig,j(r)Eapig,j(ν) (2.25)

où Ĉpig,j(r) est la concentration massique de l'espèce pigmentaire j au point r et Eapig,j(ν)

est la section e�cace d'absorption massique de cette même espèce pigmentaire dans des

conditions in vivo. Les spectres de section e�cace d'absorption in vivo Eapig(ν) sont publiés

ou ont été établis pour de nombreux pigments photosynthétiques (comme cela sera détaillé

dans la section 2.2.2) et constituent la base de tout modèle prédictif des propriétés radiatives

des micro-organismes photosynthétiques. A partir de cette valeur locale κν(r), la valeur de

la partie imaginaire de l'indice homogène équivalent κeffν est communément calculée comme

la moyenne volumique de κν(r) sur l'ensemble de la particule, ce qui conduit à

κeffν =
c0
4π ν

∑
j

Cpig,j Eapig,j(ν) (2.26)

où Cpig,j est la concentration massique de l'espèce pigmentaire j dans le volume du micro-

organisme, dé�ni comme :

Cpig,j =
1

Vpart

∫
Vpart

Ĉpig,j(r) dr (2.27)

avec Vpart le volume du domaine Vpart de la particule.

La détermination de la partie réelle de l'indice de réfraction neff
ν est une tâche dif-

�cile car cette grandeur doit re�éter toute l'information associée à l'hétérogénéité des micro-

organismes, notamment des spectres de nν pour chacune des sous-structures anatomiques.

Dans ce qui suit, nous contournons partiellement ce problème en exprimant neff
ν en fonction

du spectre de la partie imaginaire κeffν que nous venons de modéliser. Cela correspond à

la théorie de Ketteler-Helmholtz [34], qui a entre autres été appliquée à l'étude des micro-

organismes photosynthétiques [44, 67], ou aux relations de Kramers-Krönig [68, 69, 70], qui

ont été utilisées pour l'étude des micro-organismes photosynthétiques [71, 67] et d'autres cel-

lules biologiques [61, 71] (ainsi que dans bien d'autres domaines). Nous utilisons ici la relation

de Kramers-Krönig suivante (voir [70] Chap. 4.3.2 pour l'application de Kramers-Krönig aux

propriétés e�ectives d'un matériau, et [67] pour une comparaison entre Ketteler-Helmholtz
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et Kramers-Krönig) :

neff
ν = 1 +

2

π
P

∫ ∞

0

ν ′ κeffν′

ν ′2 − ν2
dν ′ (2.28)

où P signi�e que la valeur principale de Cauchy doit être considérée pour la singularité

(ν ′ = ν). La relation ci-dessus (qui est exacte) consiste en une intégration sur [0,+∞] alors

que κν n'est connue que dans le spectre visible et proche infrarouge [νmin, νmax] (ne serait-ce

que de par la limitation actuelle des bases de données pour les pigments). Cette situation est

classique lors de la mise en ÷uvre pratique des relations de Kramers-Krönig et di�érentes

approximations existent a�n de compenser (au moins partiellement) le manque d'information

spectrale. Les méthodes les plus classiques consistent

� soit à étendre κeffν en dehors de la plage de connaissance, avec un modèle ou des

mesures sur des matériaux similaires [61],

� soit à transformer l'équation 2.28 et faire apparaître des paramètres libres qu'on ajuste

ensuite grâce à un ensemble de fréquences pour lesquelles neff
ν est accessible expéri-

mentalement [70].

Certaines approches mélangent ces deux techniques [72].

Dans ce travail, nous utilisons l'approximation de Kramers-Krönig soustractive à

un point d'ancrage [70]. Cette approximation est obtenue en soustrayant à l'équation 2.28

(pour tout ν) la même équation 2.28 prise en une fréquence particulière νp pour laquelle neff
νp

est connu. On assure ainsi que le spectre de neff
ν passe par la valeur neff

νp à la fréquence νp,

même lorsque l'intégration est tronquée à [νmin, νmax] :

neff
ν = neff

νp +
2
(
ν2 − ν2p

)
π

P

∫ νmax

νmin

ν ′ κeffν′

(ν ′2 − ν2)
(
ν ′2 − ν2p

) dν ′ (2.29)

Une grande part de la complexité associée à la maîtrise de l'hétérogénéité des micro-organismes

est ainsi réduite au point d'ancrage, c'est-à-dire à la recherche de l'indice de réfraction

monochromatique équivalent neff
νp à la seule fréquence νp. Nous retenons une fréquence νp

pour laquelle le micro-organisme est non-absorbant (κeffν ' 0) a�n d'accéder plus simple-

ment aux propriétés des structures anatomiques internes. En e�et, comme il a été souligné

à la section 2.1.3, les micro-organismes photosynthétiques ne se distinguent des autres cel-

lules vivantes que par leur absorption du rayonnement (non pas bien sûr d'un point de vue

biologique mais uniquement en ce qui concerne notre étude). Pour la fréquence νp, nous

considérerons donc que les propriétés des structures internes des micro-organismes photo-

synthétiques sont identiques à celles des autres cellules vivantes [47], ce qui nous permettra

d'aller chercher les informations nécessaires dans une littérature beaucoup plus large. Mais
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en parcourant cette littérature, il apparaît malheureusement que les biologistes ne se sont

que peu intéressés à la plupart des propriétés que nous recherchons : typiquement aux frac-

tions volumiques et aux spectres des indices de réfractions des noyaux, parois cellulaires,

cytoplasme, etc. A�n d'utiliser au mieux l'information disponible, notre démarche est alors

la suivante :

� Lorsque nous trouvons dans la littérature des résultats de mesure d'indice sur des struc-

tures anatomiques d'organismes photosynthétiques, les fréquences utilisées sont, pour

des raisons pratiques, des fréquences auxquelles le micro-organisme est non-absorbant,

c'est-à-dire proche de notre point d'ancrage. Nous les utilisons donc directement.

� Lorsque nous trouvons dans la littérature des résultats de mesure d'indice sur des

structures anatomiques d'organismes non-photosynthétiques comparables, alors comme

ceux-ci sont non-absorbants dans toute la plage optique, il n'y a aucune raison pour

que les auteurs se soient placés proches de notre point d'ancrage. Cependant, les vari-

ations spectrales d'indice des organismes non-photosynthétiques sont beaucoup plus

faibles que celles de leur équivalent photosynthétique [61, 48] et nous n'hésitons pas

à considérer que ces mesures donnent les mêmes résultats que si elles étaient faites à

notre point d'ancrage.

Nous construirons dans la section 2.2.2 une petite base de données contenant les indices de

réfraction réels des di�érentes parties anatomiques que nous avons pu rassembler.

A partir de cette base de données, de nombreuses relations peuvent être utilisées pour

exprimer l'indice de réfraction e�ectif d'un matériau composite (ici nνp) en fonction de la

structure interne (voir [35, 34, 73]). Ces lois de mélange sont entre autres appliquées à l'é-

tude des poussières interstellaires [40, 62, 63], des aérosols atmosphériques [64, 65, 66, 74, 75]

et des phytoplanctons [48]. Elles correspondent habituellement à une topologie donnée du

matériau composite, ainsi qu'un certain nombre d'approximations dont les conséquences sont

souvent mal maîtrisées [35, 64, 40, 62, 63, 65]. Les lois de mélange les plus classiques, telles

que les relations de Lorentz-Lorenz, Maxwell-Garnett et Bruggeman, sont dérivées sous l'hy-

pothèse que les hétérogénéités sont petites devant la longueur d'onde du rayonnement, ce qui

n'est pas le cas pour les micro-organismes photosynthétiques. Un e�ort de recherche est à

l'heure actuelle mobilisé autour de la construction de lois étendues permettant la description

d'inclusions plus grandes [35]. Mais dans notre contexte, en considérant le manque d'infor-

mation sur les structures internes, ainsi que l'erreur inévitable associée à l'utilisation d'une

loi de mélange pour une particule aussi complexe qu'un micro-organisme, nous proposons

d'utiliser la loi de Bruggeman Eq. 2.30 qui est simple, bien documentée, et compatible avec

notre connaissance limitée car cette relation est dérivée pour des hétérogénéités sans formes
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spéci�ques et uniformément réparties dans le volume du di�useur 4 (voir [35]) :

∑
i

fi
n2
i − (neff

νp )2

n2
i + 2(neff

νp )2
= 0 (2.30)

où fi et ni sont respectivement la fraction volumique et la partie réelle de l'indice de réfraction

de la ieme structure interne du micro-organisme étudié (moyenné sur la population).

A ce stade, nous disposons d'un modèle de l'indice de réfraction complexe de la particule

e�ective. Nous nous intéressons maintenant à la forme et à la taille de l'enveloppe externe

des micro-organismes. La distribution de taille des micro-organismes étudiés au sein d'une

culture est modélisée (en accord avec les observations expérimentales) comme étant une

distribution log-normale pReq(req) du rayon req de la sphère équivalente en volume :

pReq(req) =
1√

2π req ln(s)
exp

[
−(ln req − ln r̄eq)

2

2 ln2(s)

]
(2.31)

où r̄eq est la médiane et s représente la largeur de la distribution. Nous dé�nissons le rayon

e�ectif r32 (voir [33]) qui sera utilisé lorsque nous souhaiterons représenter cette distribution

par une distribution monodisperse équivalente (notamment pour le calcul de la masse sèche

des micro-organismes) :

r32 =

∫∞
0
pReq(req) πr

2
eq req dreq∫∞

0
pReq(req) πr

2
eq dreq

= r̄eq exp

(
5

2
ln2(s)

)
(2.32)

La géométrie de l'enveloppe externe des micro-organismes est, dans notre contexte, une

information cruciale car elle détermine largement notre capacité ou non à résoudre les équa-

tions de Maxwell (maintenant que le problème des hétérogénéités a été contourné grâce à

l'utilisation d'un milieu homogène équivalent). La plupart des modèles de propriétés radia-

tives disponibles utilisent l'approximation de la sphère équivalente (voir [51, 43, 44, 67, 37]

pour les micro-organismes mais cette pratique s'étend bien au-delà de ce contexte). La ques-

tion de la modélisation de l'interaction onde-particule ne pose alors aucune di�culté puisque

la sphère est la seule forme pour laquelle les équations de Maxwell sont à l'heure actuelle

résolues rigoureusement et simplement pour toutes les tailles de di�useurs (des codes libres

largement validés étant disponibles et les temps de calculs étant très raisonnables). Avant

d'aller plus loin dans la construction de notre modèle et d'indiquer comment nous choi-

4. De plus, nous avons comparé les valeurs de neff
νp

données par les lois de Bruggeman et de Maxwell-
Garnett et nous avons constaté des résultats extrêmement similaires.
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sissons de rendre compte des formes des micro-organismes (et de leur interaction avec le

rayonnement), nous décrivons rapidement le principe de l'approximation de la sphère équiv-

alente en volume que nous conserverons par la suite comme point de comparaison. Nous

considérons simplement que les micro-organismes sont des sphères homogènes dont l'indice

de réfraction e�ectif a été modélisé précédemment, et dont le rayon req est distribué suiv-

ant l'équation 2.31. Ce modèle est facilement mis en ÷uvre grâce au code de Lorenz-Mie

référencé dans la section 2.2.3, et les résultats correspondants seront discutés ultérieure-

ment. Mais l'approximation de la sphère équivalente peut générer des erreurs signi�catives

dans les deux situations suivantes [76, 77, 78] :

1. le critère d'équivalence, qui est habituellement la surface ou le volume (comme ici) du

di�useur, est infondé,

2. de manière plus dramatique, il n'existe pas de sphère donnant des propriétés radiatives

similaires à celles du di�useur étudié [76].

Nous proposons donc à partir de maintenant un modèle qui inclut une description plus �ne de

la forme des micro-organismes a�n de rendre compte de la variabilité et de la complexité

des morphologies rencontrées dans le monde microbien. La question de la précision avec

laquelle la géométrie des micro-organismes doit être décrite est toujours ouverte et notre

objectif est ici de donner une première réponse en considérant des formes simples à symétrie

de révolution, comme les cylindres (voir Eq. 2.33) et les sphéroïdes (voir Eq. 2.34), qui ne

correspondent pas nécessairement à la forme exacte des micro-organismes étudiés mais qui

constituent une amélioration en comparaison avec la sphère.

ρ(ϕ, z) = a , pour− b < z < b

R = a
b

req = a
(

3
2R

) 1
3

(2.33)

où l'équation paramétrique ci-dessus du cylindre est exprimée dans le système de coordonnées

cylindriques (ρ, ϕ, z) avec ρ ∈ [0,+∞], ϕ ∈ [0, 2π] et z ∈ [−∞,+∞].

r(θ, ϕ) =
{∣∣ 1

a
sin(θ)

∣∣2 + ∣∣1
b
cos(θ)

∣∣2}− 1
2

R = a
b

req = a
(
1
R

) 1
3

(2.34)

où l'équation paramétrique ci-dessus du sphéroïde est exprimée dans le système de coordon-

nées sphériques (r, θ, ϕ) avec r ∈ [0,+∞], θ ∈ [0, π] et ϕ ∈ [0, 2π]. Un nouveau paramètre



Chapitre 2 Propriétés radiatives des micro-organismes photosynthétiques 60

est donc nécessaire (en plus de req) à la dé�nition de la forme des micro-organismes : l'élon-

gation 5 R. La distribution de l'élongation sur la culture de micro-organismes est par la suite

négligée (c'est-à-dire que R est l'élongation moyenne), ce qui est une approximation courante

dans la littérature dédiée aux di�useurs non-sphériques [79, 34, 80, 33, 35, 36, 81], dont les

micro-organismes [50, 49] (voir [77] pour une discussion sur les e�ets de cette approximation).

Maintenant que les di�useurs sont complètement dé�nis (par leur indice de réfraction

e�ectif et leur géométrie), nous allons nous concentrer sur l'analyse de leur interaction

avec le rayonnement. Plusieurs méthodes sont disponibles pour résoudre le problème de

la di�usion d'une onde électromagnétique par une particule homogène (équation 2.17 pour

mr uniforme). Chacune de ces méthodes est limitée par la gamme de paramètres de tailles

et de géométries qui peuvent être traités [82, 33, 34, 35, 36]. L'identi�cation de méthodes

appropriées pour l'étude des micro-organismes photosynthétiques (d'un point de vue pragma-

tique) implique d'explorer de front les solutions formelles disponibles (incluant d'éventuelles

approximations) ainsi que les méthodes numériques permettant de les mettre en ÷uvre, en

retenant que

1. le paramètre de taille x = 2π req
λe

des micro-organismes cultivés en photobioréacteurs est

compris entre 10 et 200,

2. de nombreux micro-organismes sont des particules très allongées pouvant être jusqu'à

50 fois plus longues que larges, impliquant des rayons de courbure très faibles,

3. les micro-organismes ont des indices de réfraction correspondant à de faibles contrastes

d'indice par rapport à leur milieu environnant (nr,ν ∈ [1.02, 1.2], κr,ν ∈ [10−3, 10−2]).

La description ci-dessus correspond à l'heure actuelle à une situation identi�ée comme étant

très délicate (voir [77] dans le contexte des poussières minérales, [79] pour les cristaux de

glace et [35] pour une discussion générale). En e�et, la résolution rigoureuse des équations

de Maxwell est habituellement obtenue en utilisant des méthodes numériques qui, à notre

connaissance, échouent dans le cas de la conjonction des deux premiers critères listés. Les

méthodes consistant en une division du volume ou de la surface des particules en éléments

ou sources discrètes (voir [82] et les références citées, voir aussi [35] pour les plus populaires

de ces méthodes) sont à l'heure actuelle limitées par le nombre trop élevé d'éléments/sources

nécessaires pour la plupart des micro-organismes (en regard des tailles mémoires et vitesses

d'accès disponibles). Les méthodes basées sur la décomposition du champ électromagnétique

sur des bases de fonctions, telles que T-Matrice [35, 36], Lorenz-Mie [33, 34], et d'autres méth-

odes similaires (par exemple [83]), sont quant à elles limitées par la précision numérique des

5. Le terme élongation se réfère ici en fait à l'inverse de l'élongation : R < 1 pour les particules allongées,
R > 1 pour les particules aplaties.
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nombres à virgule �ottante [84]. Les e�orts de recherche déployés autour de ces méthodes

suggèrent qu'il sera à terme possible de résoudre rigoureusement le problème de la di�usion

par les micro-organismes [82, 85], mais à l'heure actuelle, on est encore conduit à utiliser des

approximations. Les deux premiers critères listés sont en dehors de la gamme de validité de

l'approximation Rayleigh (x � 1) et de l'approximation de l'optique géométrique (x � 1

et rayons de courbures beaucoup plus grands que la longueur d'onde), mais le faible con-

traste d'indice des micro-organismes (critère 3) entraîne des simpli�cations importantes du

problème. Cela correspond à l'approximation de Rayleigh-Gans pour les petits paramètres

de taille, et à l'approximation de la di�raction anomale ou à l'approximation de Schi� pour

les grands paramètres de taille (voir [33, 34, 36], ainsi que le chapitre 3 de ce mémoire).

L'approximation de la di�raction anomale a été introduite par van de Hulst en

1957 [33] et fait toujours l'objet de nouveaux développements [86, 76, 87, 88], ainsi que

d'une large utilisation. Elle est associée aux deux critères de validité suivants (critères qui

dé�nissent les particules ténues, soft particles en langue anglaise) :

1. x� 1,

2. |m2
r − 1| � 1

Elle est identi�ée comme étant appropriée à l'étude de particules non-sphériques telles que

les cristaux de glace [79, 35], certains agrégats fractals [81], et tout particulièrement les cel-

lules biologiques [86, 44, 43, 89]. Dans le cadre de di�érentes études, il a été montré que

cette approximation donne des résultats satisfaisants pour les sphères (seule forme pour

laquelle on dispose d'une référence) diélectriques d'indice de réfraction et de paramètres de

tailles correspondant aux micro-organismes (voir par exemple [90]). De plus, la précision

de l'approximation augmente généralement lorsque les particules sont asphériques et ab-

sorbantes [91]. Nous avons con�rmé ces résultats dans la zone restreinte de notre gamme de

paramètres pour laquelle nous disposons d'une solution de référence [1] (notamment grâce

à la méthode T-Matrice), mais nous n'aborderons pas ces comparaisons ici car la validation

du modèle dans sa globalité est détaillée à la section 2.4 (quelques cas tests étant également

discutés au chapitre 3). L'approximation de la di�raction anomale est construite sur des im-

ages physiques qui ne sont valides que pour les petits angles de di�usion. Ainsi, elle donne les

sections e�caces d'absorption et de di�usion, de même que la section e�cace di�érentielle

de di�usion pour les directions proches de la direction incidente. Elle ne permet pas une

description angulaire complète. Il s'agit d'un problème bien identi�é (par exemple [44]) mais

peu abordé dans la littérature. Des travaux relativement récents proposent une formulation

de la fonction de phase (et donc de la section e�cace di�érentielle de di�usion pour tout

angle) à partir de l'approximation de la di�raction anomale [87, 88], mais aucune démon-
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stration n'accompagne ces résultats. Pour les tailles et les indices de réfraction rencontrés

dans notre étude, environ 90% de la puissance totale di�usée est contenue dans la gamme

angulaire décrite par l'approximation de la di�raction anomale, et bien que l'approximation

ne soit plus valide aux grands angles, nous avons constaté qu'en l'utilisant sur [0, π], les ré-

sultats obtenus sont étonnamment bons, incluant même une bonne estimation du paramètre

d'asymétrie. Ainsi, l'approximation de la di�raction anomale pourrait nous su�re (sauf dans

le cas particulier de la di�usion simple arrière qui est essentielle en télédétection mais qui

est hors du cadre de notre étude). Cependant, les temps de calcul correspondant à l'éval-

uation de la section e�cace di�érentielle de di�usion aux grands angles sont très élevés, si

bien que le calcul d'une fonction de phase pour une longueur d'onde (incluant la prise de

moyenne sur les distributions de tailles et d'orientations) prend à peu près dix jours 6. Ces

temps ne sont pas compatibles avec la nécessité pour notre étude de construire une base

de donnée spectrale couvrant plusieurs micro-organismes et plusieurs compositions pigmen-

taires (correspondant à di�érentes conditions de culture). En e�et, ne serait-ce qu'au sein de

ce mémoire nous verrons que la simple étude des couplages cinétiques que nous proposons

à l'annexe B nécessite de considérer cinq compositions pigmentaires distinctes et au mini-

mum une trentaine de longueurs d'ondes pour chacune de ces compositions. La nécessité du

calcul des propriétés radiatives pour un grand nombre de paramètres est encore exacerbée

dans le cas de forçages physiologiques tels qu'on l'envisage aujourd'hui, par exemple pour la

production de biocarburants. Cette problématique de réduction des temps de calculs nous a

amenés à explorer l'approximation de Schi� [92], qui est le pendant de l'approximation de

la di�raction anomale en mécanique quantique, mais qui inclut une description spéci�que

aux grands angles (voir chapitre 3). Les résultats donnés par ces deux approximations sont

identiques aux petits angles, mais Schi� donne une expression pour la section e�cace dif-

férentielle de di�usion aux grands angles qui est au même degré d'approximation qu'aux

petits angles. Nous argumentons ici que l'approximation de Schi� est à l'heure actuelle le

meilleur des modèles disponibles pour l'étude des micro-organismes photosynthétiques, car

elle permet de traiter leurs formes complexes et allongées, dans leur gamme de paramètres

de tailles, en incluant une description angulaire des puissances di�usées vers l'arrière. Mal-

heureusement, l'évaluation de l'approximation de Schi� aux grands angles pose exactement

les mêmes problèmes numériques que dans le cas de l'approximation anomale : le modèle est

physiquement justi�é pour les directions arrière (alors qu'il ne l'est pas pour la di�raction

6. Code spéci�que basé sur des intégrations par quadratures développé sous Matlab 6.5. et utilisant la
fonction quad8 (quadrature de Simpson adaptative d'ordre élevé) pour les intégrales de l'approximation de
la di�raction anomale, la fonction quadl pour l'intégration sur la distribution de taille et une quadrature de
Gauss d'ordre 24 pour l'intégration sur les orientations. Ces résultats ont été obtenus sur un biprocesseur
Xéon 2.8GHz, sans parallélisation.
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anomale), mais il est pratiquement inutilisable. Cependant, le formalisme correspondant a

des propriétés mathématiques nouvelles qui peuvent être exploitées. La solution que nous

proposons dans la suite de ce document consiste à retravailler l'expression de Schi� a�n d'en

extraire un comportement dégradé simple pour les 10% de la puissance di�usée aux grands

angles. L'utilisation de ce comportement dégradé aux grands angles n'est bien sûr pas to-

talement satisfaisante dans le sens où nous préférerions résoudre l'expression exacte donnée

par l'approximation de Schi�. Néanmoins, ce modèle simpli�é est validé à la section 2.4 et

au chapitre 3, où l'on montre qu'il donne des résultats satisfaisants pour notre étude, tout en

réduisant les temps de calculs à seulement 40 minutes par longueur d'onde 7. On retiendra

donc que le modèle utilisé ici pour la di�usion aux grands angles est une proposition originale

mais que l'obtention des propriétés de di�usion arrière par les particules ténues reste une

question ouverte (qui sera abordée au chapitre 3 de ce manuscrit). En�n, nous remarquons

que d'autres méthodes peuvent être utilisées dans le cas de micro-organismes de petites

tailles (T-Matrice, Rayleigh-Gans, etc) sans pour autant remettre en question l'intégralité

de la chaîne méthodologique présentée dans ce chapitre.

L'approximation de Schi� [92] sera plus amplement détaillée au chapitre 3 et nous nous

contentons ici de décrire brièvement les interprétations physiques sur lesquelles elle s'appuie

et de donner les expressions générales auxquelles elle conduit. Elle est associée aux deux

mêmes critères de validité que l'approximation de la di�raction anomale, et à la dé�nition

d'un angle θl qui �xe la limite entre les petits angles et les grands angles de di�usions :

θl =

√
2

x̃
(2.35)

où x̃ est le paramètre de taille calculé pour la plus petite dimension caractéristique du

di�useur (dimension qui gouverne l'ouverture angulaire de la puissance di�usée). Pour les

petits angles de di�usion (θd < θl), l'approximation correspond à des images physiques

simples associées à ses critères de validité :

• x� 1, ce qui permet de faire appel au concept de rayon de l'optique géométrique,

• |m2
r − 1| � 1, ce qui assure que la ré�exion et la réfraction des rayons incidents par la

particule peuvent être ignorées : les rayons traversent la particule en ligne droite, sans

être déviés.

L'approximation est en outre basée sur le principe que l'extinction est le résultat de l'inter-

7. Code C++ spéci�que basé sur des intégrations par la méthode de Monte Carlo. Les algorithmes
correspondants seront présentés au chapitre 3. Ces résultats ont été obtenus sur une station de calcul Xserve
composée de deux processeurs Quad-Core Intel Xeon de 2.66GHz. Ces codes sont parallélisés mais le temps
de calcul indiqué a été obtenu sur un seul processeur.
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férence entre les rayons qui sont déphasés et atténués à la traversée de la particule, et ceux

qui ne rencontrent pas la particule [33]. L'absorption est due à l'atténuation du rayonnement

le long des rayons qui traversent la particule. Les expressions des propriétés radiatives corre-

spondent donc à une simple intégration des atténuations et des déphasages dus à la longueur

de traversée de la particule en chaque point de sa surface projetée vue depuis la direction

des rayons incidents. Les phénomènes d'interférence donnent un schéma similaire à celui de

la di�raction Fraunhofer. Pour une particule isolée d'orientation �xe eo (par rapport à la

direction d'incidence ei de l'onde plane) et de taille représentée par le rayon req de sa sphère

équivalente, l'expression de l'amplitude de di�usion est la suivante :

Ŝν (ed, ei; eo, req) =
ke,ν
2π

∫ ∫
P(eo,req)

dx dy exp [ike,ν θd (x cos ϕd + y sinϕd)]

×{ 1− exp [−ike,ν l(x, y; eo, req) (mr,ν − 1)] }

, θd < θl

(2.36)

D'après les dé�nitions de la section 2.1.2, il vient :

σ̂ext,ν(eo, req) =
4π

ke,ν
Re
{
Ŝν (ei, ei; eo, req)

}
(Théorème optique)

σ̂a,ν(eo, req) =

∫ ∫
P(eo,req)

dx dy [ 1− exp (−2ke,ν l(x, y; eo, req)κr,ν) ]

σ̂d,ν(eo, req) = σ̂ext,ν(eo, req)− σ̂a,ν(eo, req)

Ŵd,ν (ed|ei; eo, req) = |Ŝν (ed, ei; eo, req) |2 , θd < θl

(2.37)

où Re est la partie réelle, ke,ν = 2π
λe,ν

est le nombre d'onde dans le milieu environnant d'indice

ne,ν où la longueur d'onde de l'onde incidente est λe,ν = λ0

ne,ν
. Toutes les autres notations

sont dé�nies à la �gure 2.5. Nous remarquons que dans l'expression ci-dessus de σ̂ext,ν(eo, req),

l'angle θd est nul car Ŝν est pris pour la direction avant ed = ei, ce qui donne une expression

très simple :

σ̂ext,ν(eo, req) = 2Re

{∫ ∫
P(eo,req)

dx dy { 1− exp [−ike,ν l(x, y; eo, req) (mr,ν − 1)] }

}
(2.38)

où les notations géométriques, notamment la surface projetée P , sont dé�nies à la �gure 2.5.
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Figure 2.5: Dé�nitions des notations utilisées pour l'approximation de Schi� : schéma d'un
sphéroïde dont l'axe de révolution eo fait un angle θo avec la direction d'incidence ei. P est
la surface projetée de la particule sur un plan perpendiculaire à ei. a : P est associée à un
repère (x, y) (pour θo = 0 : x′ ≡ x et ei ≡ eo). La direction de di�usion ed fait un angle θd
avec ei et ϕd avec l'axe x du plan contenant P . l(x, y) est la longueur de traversée d'un rayon
colinéaire à ei passant à travers la particule en ligne droite en intersectant P à la position
(x, y). b : lin(r) est la longueur d'un rayon indicent (de direction ei) entre son entrée dans
la particule et la position r du volume de la particule ; lout(r) est la longueur d'un rayon
partant de la position r avec la direction de di�usion ed jusqu'à sa sortie de la particule.

Aux grands angles, les images physiques restent très voisines mais la déviation des tra-

jets optiques par la particule ne peut plus être négligée. Cette déviation n'est pas due aux

phénomènes de réfraction et de ré�exion à l'interface entre la particule et son environnement

(nous restons dans les mêmes images que précédemment) mais à l'interaction entre le rayon-

nement incident et la matière dont est constituée la particule homogène équivalente. L'am-

plitude de di�usion est exprimée comme la somme des atténuations et déphasages le long de

tous les rayons qui arrivent avec la direction ei, puis interagissent en un point r0 du volume

de la particule et repartent avec la direction de di�usion ed. L'intégration ne peut plus se
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réduire à la surface projetée de la particule et elle porte maintenant sur son volume V :

Ŝν (ed, ei; eo, req) =
i k2e,ν
2π

(mr,ν − 1)

∫
V(req)

dr0 exp (iq · r0)

×exp
{
−i ke,ν(mr,ν − 1)

[
lin(r0, ei; eo, req) + lout(r0, ed; eo, req)

]} , θd > θl

(2.39)

où toutes les notations sont dé�nies à la �gure 2.5. On montre au chapitre 3 qu'en première

approximation, on peut considérer que
∣∣∣Ŝ∣∣∣2 ∝ 1

sin3(θd/2)
. Ce comportement "lisse" de |S|2 est

encore plus solidement justi�é lorsque l'on considère une distribution de taille et d'orientation

(ce qui est notre cas dans la suite). De plus, nous sommes ici à des angles de di�usion

pour lesquels les e�ets liés à la nature vectorielle du rayonnement électromagnétique ne

peuvent plus être négligés. L'amplitude de di�usion est une matrice dont la norme (dé�nie

au chapitre 3) est |S|2 ∝ 1
sin3(θd/2)

1+cos2(θd)
2

. Sur cette base, nous proposons de dégrader encore

le modèle de di�usion arrière avec |S|2 = r
sinn(θd/2)

1+cos2(θd)
2

a�n d'obtenir un modèle à deux

paramètres libres r et n permettant de satisfaire aux critères de continuité de Wd en θl, à la

normalisation σd =
∫
4π
dedWd(ed|ei) et àWd > 0, sans avoir à altérer les résultats donnés par

l'approximation de Schi� aux petits angles. En e�et, il est ici important de ne pas dégrader

la description des petits angles car elle est pour nous essentielle et qu'elle correspond à un

meilleur niveau d'approximation. On remarque que dans toutes les situations traitées à la

section 2.3, on retrouve des valeurs de n proches de 3 (plus précisément 2 . n . 4), comme

dans l'expression de |S|2 avant dégradation. Après la prise de moyenne sur les distributions

d'orientations pEo(eo) et de tailles pReq(req) (voir Sec. 2.1.2), notre modèle de la di�usion

par la solution de micro-organismes est :

σext,ν =

∫
4π

deo pEo(eo)

∫ ∞

0

dreq pReq(req) σ̂ext,ν(eo, req)

σa,ν =

∫
4π

deo pEo(eo)

∫ ∞

0

dreq pReq(req) σ̂a,ν(eo, req)

σd,ν = σext,ν − σa,ν

(2.40)

Wd,ν (θd) =



∫
4π

deo pEo(eo)

∫ ∞

0

dreq pReq(req) Ŵd,ν (ed|ei; eo, req) , θd ≤ θl

r

sinn(θd/2)

1 + cos2(θd)

2
, θd ≥ θl

(2.41)
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où, compte tenu du mélange qui a lieu dans les photobioréacteurs, la distribution des orien-

tations est isotrope pEo(eo) =
1
4π

sur l'angle solide total (qui est ici noté 4π), pReq(req) est

dé�ni à l'équation 2.31, σ̂ext,ν(eo, req), σ̂a,ν(eo, req), Ŵd,ν (ed|ei; eo, req) sont donnés aux équa-

tions 2.36 et 2.37, et où les deux paramètres r et n du modèle dégradé aux grands angles

sont ajustés pour satisfaire aux deux conditions suivantes :

1. Wd,ν est continu à l'angle limite :

r

sinn(θl)/2

1 + cos2(θl)

2
=

∫
4π

deo pEo(eo)

∫ ∞

0

dreq pReq(req) Ŵd,ν (θl, ϕd; eo, req) (2.42)

où Ŵd,ν (ed|ei; eo, req) est écrit en fonction des deux angles θd et ϕd dé�nis à la �gure 2.5

a�n de spéci�er que l'intégration se fait à θd = θl,

2. et la section e�cace de di�usion σd,ν Eq. 2.40 est l'intégrale de Wd,ν sur l'angle solide

total :

2π

∫ π

0

dθd sin(θd)Wd,ν (θd) = σd,ν (2.43)

où l'intégration de Wd,ν (θd) est analytique pour θd ≥ θl.

La construction de notre modèle est maintenant complète et les expressions de l'ap-

proximation de Schi� dans le cas particulier des cylindres et des sphéroïdes sont données au

chapitre 3. Ce modèle est basé sur un jeu de paramètres d'entrées qui sont : les spectres d'ab-

sorption des molécules de pigment in vivo, la composition pigmentaire des micro-organismes,

la partie réelle de l'indice de réfraction des structures internes pour n'importe quelle longueur

d'onde où le micro-organisme est non-absorbant, la fraction volumique de ces structures in-

ternes, la distribution de taille et l'élongation moyenne des micro-organismes. Un schéma

résumant la chaîne de modélisation est donné à la �gure 2.6. Dans la prochaine section, les

protocoles expérimentaux et les bases de données que nous utilisons à l'heure actuelle pour

la détermination de ces paramètres d'entrée sont présentés.

2.2.2 Détermination des paramètres d'entrée du modèle

Mis à part les spectres d'absorption des pigments in vivo, les paramètres discutés dans

cette section dépendent des conditions de cultures des micro-organismes (la composition

pigmentaire étant la plus sensible). Dans les situations traitées à la section 2.3, des conditions

standards de pré-culture sont considérées : erlenmeyer de 250mL, agitation 100 rpm, faible

densité de �ux de photons ∼ 30µmolhν .m
−2.s−1, pH et température optimums. Cependant,

nous mettons ici l'accent sur les protocoles plutôt que sur les valeurs obtenues dans les



Chapitre 2 Propriétés radiatives des micro-organismes photosynthétiques 68

conditions standards que nous étudions (valeurs qui seront données à la section 2.3) a�n de

souligner clairement la nécessité de mesurer à nouveau ces paramètres si les conditions de

culture sont changées (ou de trouver les valeurs correspondantes dans la littérature).

Les spectres d'absorption in vivo Eapig(ν) des pigments purs sont une des clés de

la méthodologie présentée dans ce chapitre. Le fait que ces spectres correspondent aux pro-

priétés des pigments dans des conditions in vivo est crucial car l'environnement des molécules

peut signi�cativement modi�er leur absorption. Deux caractéristiques principales de l'envi-

ronnement immédiat des molécules de pigment dans les micro-organismes dé�nissent ce que

nous appelons les conditions in vivo :

• les pigments sont associés à des protéines au sein de complexes situés dans les an-

tennes photosynthétiques. Il existe un fort couplage des transferts d'énergie dans ces

complexes pigment-protéine, ce qui a pour conséquence d'élargir signi�cativement les

raies d'absorption et de conférer aux micro-organismes des spectres d'absorption con-

tinus et lisses [19, 42].

• Ces édi�ces moléculaires sont entourés d'eau intracellulaire.

Deux approches se distinguent pour la mesure de ces spectres d'absorption. La première

consiste en une inversion à partir de spectres d'absorption mesurés pour les suspensions

de micro-organismes [44, 42, 43]. La di�culté est alors de prendre en compte la di�usion

et de distinguer la contribution des di�érentes espèces pigmentaires lors de leur déconvo-

lution. Par contre, ces mesures assurent que les pigments sont dans des conditions in vivo.

La seconde approche consiste en une mesure des spectres d'absorption des pigments purs

en solution. Dans ce cas, la di�culté est d'assurer des conditions in vivo car, beaucoup de

pigments isolés n'étant pas solubles dans l'eau, l'utilisation de solvants organiques est par-

fois inévitable (typiquement pour les chlorophylles et les caroténoïdes). L'utilisation de ces

solvants peut provoquer des décalages des spectres d'absorption pouvant aller jusqu'à 40nm

pour les caroténoïdes et jusqu'à 100nm pour les bacteriochlorophylles. On tente alors de

tenir compte de cet e�et en corrigeant les spectres obtenus à partir des spectres d'absorp-

tion des micro-organismes non dégradés [45]. Il nous semble ici important de décorréler la

détermination des propriétés d'absorption des pigments du modèle de di�usion de la lumière

par les micro-organismes. Pour cette raison, la seconde méthode a été utilisée, en s'appuyant

sur le travail fondateur de Bidigare [45], a�n de créer une base de données rassemblant

les propriétés de 14 des pigments photosynthétiques les plus importants dans la nature (et

représentatifs des bactéries photosynthétiques, des cyanobactéries et des micro-algues) pour

chaque nanomètre dans la gamme spectrale utilisée par la photosynthèse, allant de 350 ou

400nm à 780 ou 950nm. Cette base de données est mise à disposition [21]. Elle peut être util-

isée avec con�ance et constitue une contribution signi�cative de l'équipe de l'Institut Pascal.
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Pour la chlorophylle a, les caroténoïdes photosynthétiques et les Caroténoïdes de protection

qui requièrent l'utilisation de solvants organiques, les données sont celles de [45] étendues et

légèrement corrigées. Pour les chlorophylles b et c, deux autres pigments uniquement solubles

dans des solvants organiques, les données sont directement celles de [45], incluant une inter-

polation à tous les nanomètres. Sept pigments solubles dans l'eau sont aussi rassemblés dans

la base de données. A l'exception de la phycocyanine Y qui a été interpolée à partir de [45], les

données concernant les phycoérythrine R, phycoérythrine B, phycoérythrinocyanine, phyco-

cyanine C, phycocyanine R et l'allophycocyanine sont des données expérimentales obtenues

dans l'équipe grâce à une analyse quantitative des spectres d'absorption. En�n, deux autres

pigments caractéristiques de la bactérie pourpre non-sulfureuse Rhodospirillum rubrum, la

bactériochlorophylle a et les caroténoïdes spéci�ques ont aussi été déterminés expérimentale-

ment au sein de l'équipe.

La composition pigmentaire des micro-organismes est déterminée à partir du ratio

de la concentration pigmentaire d'un échantillon de culture sur sa concentration totale en

biomasse sèche (pesée après séchage de l'échantillon à l'étuve : 110 ◦C, 24 h). La concentration

pigmentaire sus-mentionnée est obtenue en utilisant deux approches distinctes en fonction

du solvant employé. Pour les solvants organiques, un certain volume de culture est centrifugé

(5000 g, 5 min., 4 ◦C) et le surnageant est extrait. Un volume prédé�ni d'un solvant approprié

est ensuite ajouté pour extraction jusqu'à la dépigmentation totale des cellules. L'échantillon

est encore une fois centrifugé dans les mêmes conditions et le surnageant est utilisé pour lire

les densités optiques (DO) à des longueurs d'ondes spéci�ques. Pour les pigments solubles

dans l'eau, un aliquot est congelé et décongelé sept fois (Azote liquide à 77 K) puis centrifugé

(10000 g, 5 min., 4 ◦C) avant de lire les DO du surnageant à des longueurs d'ondes spéci-

�ques. Dans tous les cas, la concentration pigmentaire est obtenue à partir de corrélations

bien établies dans la littérature permettant une estimation su�samment précise de la con-

tribution de chaque pigment à partir de la seule lecture des DO (spectrophotomètre SAFAS,

MC2, Monaco) pour quelques longueurs d'ondes spéci�ques [93, 94, 95, 96]. Cette méthode

classique est très pratique car elle évite le recours à une séparation chromatographique de

chaque pigment. La fraction massique sèche wpig,j correspondant à chaque pigment j est ainsi

obtenue. Cette mesure constitue une source d'incertitude expérimentale majeure au sein de

la présente méthodologie (wpig,j est déterminé à ∼ 15% près) et son impact sur les résultats

sera étudié aux sections 2.3 et 2.4. Une fois les wpig,j mesurés, la concentration Cpig,j des

espèces pigmentaires dans le volume du micro-organisme est déduite de la relation :

Cpig,j = wpig,j ρdry (1− xw) (2.44)
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où ρdry est la densité de la biomasse sèche, donnée remarquablement constante quel que soit

le micro-organisme : ρdry = 1400 ± 100 kg.m−3 [97, 98], et où xw est la fraction volumique

intracellulaire en eau, qui est aussi une propriété relativement constante allant de 0.75 à 0.85

pour tous les micro-organismes [99, 50]. Bien que très peu variable, xw reste à déterminer

expérimentalement. De par le fait que ρdry soit constant, on peut établir la relation suivante

qui doit être véri�ée a�n de concilier un certain nombre de paramètres du modèle :

Cx

Np

= V p ρdry (1− xw) (2.45)

où Cx est la concentration en biomasse sèche de l'échantillon, Np est le nombre de micro-

organismes par unité de volume (mesuré expérimentalement grâce à une cellule de Malassez)

et V p = 4
3
π r332 est le volume moyen du micro-organisme considéré, qui est calculé à partir

du rayon e�ectif r32 de la distribution de taille de la sphère équivalente en volume (voir

Eq. 2.32) dont la mesure est présentée plus loin. Ainsi, xw est déterminée expérimentalement

en mesurant Cx

Np
pour plusieurs échantillons de di�érentes concentrations et en calculant la

valeur moyenne de 1 −
Cx
Np

V p ρdry
. Cette estimation de xw est très sensible aux erreurs lors de

la détermination des principaux paramètres du modèle (xw, Cx, V p) et constitue une étape

cruciale de validation de la méthodologie expérimentale. Les mesures de wpig,j et xw obtenues

pour chacun des trois micro-organismes étudiés sont données aux �gures 2.7, 2.8 et 2.9. Les

valeurs de Eapig(ν) et de Cpig,j sont utilisées pour la détermination de la partie imaginaire

de l'indice de réfraction à partir de l'équation 2.29.

La partie réelle de l'indice de réfraction des structures internes des micro-

organismes fait l'objet d'une petite base de données récemment mise à jour qui est présentée

dans la table 2.2. Cette base de données rassemble des informations trouvées dans la lit-

térature pour di�érentes parties constitutives des trois types de micro-organismes considérés

dans cette étude, dans la région du visible et du proche infrarouge. Les valeurs retenues dans

notre étude y sont indiquées.
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La fraction volumique des structures internes des micro-organismes (pour la divi-

sion dé�nie au tableau 2.2) est déterminée au cas par cas. Il existe très peu d'informations

dans la littérature concernant cette division structurelle du volume et dans la plupart des

cas il n'y a pas d'autres choix que d'utiliser une estimation grossière. On remarque tout de

même que ces informations sont disponibles pour Chlamydomonas reinhardtii dans [101],

où elles ont été obtenues à partir d'une analyse de coupes du micro-organisme réalisées par

microscopie électronique. Pour Arthrospira platensis, nous avons nous même estimé ces frac-

tions volumiques à partir de clichés de microscopie électronique. Les fractions volumiques

des structures de Rhodospirillum rubrum ont été obtenues en recoupant quelques informa-

tions trouvées dans littérature. Les valeurs utilisées pour chacun des trois micro-organismes

étudiés sont données aux �gures 2.7, 2.8 et 2.9.

La partie réelle de l'indice de réfraction de l'eau est obtenue par la corrélation donnée

dans [102].

La taille et la forme des micro-organismes sont déterminées par analyse d'image

de microscopie optique. Un ensemble de clichés (microscope Olympus BX41, Japan associé

à une caméra CCD Kappa, PS 30) sont analysés grâce à un logiciel de traitement (Image

Pro Plus software, Media Cybernetics, USA) a�n de mesurer les distributions d'élongations

R et des rayons de la sphère équivalente req. Les paramètres r̄eq et s de la distribution

de taille Eq. 2.31 sont ajustés à partir de la distribution expérimentale. R est pris comme

étant la moyenne sur l'ensemble des clichés. Les résultats obtenus pour chacun des trois

micro-organismes étudiés sont donnés aux �gures 2.7, 2.8 et 2.9.

2.2.3 Méthodes numériques

Le point d'ancrage satisfaisant la loi de mélange de Bruggeman est déterminé à partir

d'un algorithme de Newton-Raphson. L'approximation de Kramers-Krönig soustractive est

implémentée à partir d'un code Matlab 6.5 adapté de [70]. La résolution des équations de

Maxwell pour les sphères équivalentes est réalisée grâce au code de type Lorenz-Mie fourni

à www.giss.nasa.gov/sta�/mmishchenko en référence à [36]. L'approximation de Schi� est

résolue par la méthode de Monte Carlo grâce aux algorithmes décrits à la section 3.4 du

chapitre 3. Les paramètres r et n du modèle de la section e�cace di�érentielle de di�usion

aux grands angles sont ajustés à partir d'un algorithme de Newton-Raphson.
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2.3 Résultats

Les résultats obtenus par la mise en ÷uvre de la méthodologie présentée à la section

précédente sont donnés à la �gure 2.7 pour Rhodospirillum rubrum, à la �gure 2.8 pour

Arthrospira platensis et à la �gure 2.9 pour Chlamydomonas reinhardtii. Ces résultats inclu-

ent trois niveaux successifs de précision dans la description des micro-organismes :

1. seule l'absorption par une solution homogène de pigments est prise en compte, comme

cela a été décrit dans le chapitre 1,

2. les propriétés de di�usion et d'absorption sont dérivées en utilisant l'approximation de

la sphère équivalente en volume,

3. la forme des micro-organismes est modélisée de manière plus précise grâce à l'approx-

imation de Schi�.

Les sections e�caces sont exprimées en m2 par kilogramme de biomasse sèche en considérant

la masse sèche e�ective Meff du micro-organisme étudié 8 :

Meff = ρdry(1− xw)
4

3
π r332 (2.46)

avec ρdry et xw dé�nis à la section 2.2.2 et r32 dé�ni à l'équation 2.32. Les erreurs associées à

l'incertitude sur la mesure de la composition pigmentaire (qui est identi�ée comme étant la

principale source d'incertitude expérimentale du modèle) sont étudiées en reportant en tant

que barre d'erreur les résultats obtenus pour les valeurs minimum et maximum de wpig,i (sous

l'hypothèse d'une variation linéaire des propriétés optiques et radiatives dans cette gamme).

Pour une meilleure lisibilité des résultats cette étude de sensibilité n'est réalisée que pour le

modèle 3 (voir liste ci-dessus), mais nous notons que les autres modèles sont associés à des

erreurs de même ordre de grandeur.

Ces résultats indiquent que plus l'indice de réfraction est proche de celui de l'eau, plus

la section e�cace d'absorption est indépendante de la forme du micro-organisme, et donc

du modèle utilisé. Le modèle d'absorption par la solution de pigment, qui ne prend en

compte aucune forme, donne les mêmes résultats que les autres modèles lorsque nr,ν → 1.

Cette limite est bien illustrée par Rhodospirillum rubrum. Par contre, bien que les contrastes

diélectriques restent relativement faibles, l'in�uence de la forme sur σa est bien plus marquée

8. Nous travaillons ici avec des unités massiques comme expliqué au chapitre 1. Cette grandeur est
pratique à mesurer et appropriée aux études cinétiques basées sur des bilans de masse. Dans le cadre de
la di�usion indépendante, les coe�cients d'absorption et de di�usion d'une suspension sont ka,ν = Cx σa,ν

et kd,ν = Cx σd,ν (loi de Beer), où Cx est la concentration en micro-organismes exprimée en kg.m−3. Les
sections e�caces massiques sont obtenues en divisant par Meff les résultats exprimés en m2 par particule.
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pour Arthrospira platensis et Chlamydomonas reinhardtii. A l'opposé, le modèle de forme

du micro-organisme a toujours une in�uence sur les propriétés de di�usion (aucun modèle

de di�usion ne peut être dérivé indépendamment d'une forme de particule). On observe

que les propriétés radiatives obtenues avec le modèle de sphère équivalente peuvent être

signi�cativement di�érentes de celles obtenues avec une meilleure description de la forme, en

particulier dans le cas de Arthrospira platensis où la sphère et le cylindre sont très di�érents.

Dans le cas de Chlamydomonas reinhardtii, la sphère et le sphéroïde de faible élongation

étant très proches, les résultats obtenus avec ces deux modèles sont relativement similaires

bien que quelques di�érences soient déjà visibles.
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Figure 2.7: a : Bactérie pourpre Rhodospirillum rubrum ; forme cylindrique d'élongation
R = 0.263 (trait continu) ; distribution de taille r̄eq = 0.983µm et s = 1.1374 (voir Eq. 2.31)
de la sphère équivalente en volume (pointillés). b : Indice de réfraction obtenu pour la com-
position pigmentaire suivante (fractions massiques sèches wpig,i en %) : Bacteriochlorophylle
a 1.75 ± 0.25, Caroténoïdes spéci�ques 0.35 ± 0.05 ; et le point d'ancrage n645nm = 1.39
dérivé à partir des fractions volumiques : fparoi = 30%, fcytoplasme = 65%, fPHB = 5% (voir
Tab. 2.2) ; xw = 0.82. c : Propriétés radiatives ; Meff = 1.1354 · 10−15kg.particule−1. d :
Cumulée de la fonction de phase en fonction de l'angle de di�usion pour λ0 = 645 et 880nm
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Figure 2.8: a : Cyanobactérie �lamenteuse pluricellulaire Arthrospira platensis ; forme
cylindrique d'élongation R = 0.0284 ; distribution log-normale du rayon du cylindre ā =
4.1946µm et s = 1.11 (voir Eq. 2.31 où req est remplacé par a et r̄eq par ā) ; rayon ef-
fectif du cylindre a32 = 4.31µm (trait continu) ; distribution de taille r̄eq = 15.52µm et
s = 1.11 de la sphère équivalente en volume (pointillés). b : Indice de réfraction obtenu pour
la composition pigmentaire suivante (fractions massiques sèches wpig,i en %) : Chlorophylle
a 1 ± 0.2, Phycocyanine C 9 ± 0.6, Allophycocyanine 6 ± 0.4, Caroténoïdes photosynthé-
tiques 0.1715 ± 0.0285, Caroténoïdes de protection 0.1285 ± 0.0215 ; et le point d'ancrage
n825nm = 1.42 dérivé à partir des fractions volumiques : fparoi = 10%, fthylakoides = 40%,
fnucleoide = 5%, fcytoplasme = 45% (voir Tab. 2.2) ; xw = 0.8. c : Propriétés radiatives ;
Meff = 4.7576 · 10−12kg.particule−1. d : Cumulée de la fonction de phase en fonction de
l'angle de di�usion pour λ0 = 530 et 675nm.
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Figure 2.9: a : Micro-algue verte Chlamydomonas reinhardtii ; forme sphéroïdale d'élon-
gation R = 0.837 (trait continu) ; distribution de taille r̄eq = 3.963µm et s = 1.18 (voir
Eq. 2.31) de la sphère équivalente en volume (pointillés). b : Indice de réfraction obtenu pour
la composition pigmentaire suivante (fractions massiques sèches wpig,i en %) : Chlorophylle a
2.2± 0.2, Chlorophylle b 0.9± 0.1, Caroténoïdes photosynthétiques 0.1± 0.01, Caroténoïdes
de protection 0.6 ± 0.09 ; et le point d'ancrage n820nm = 1.44 dérivé à partir des fractions
volumiques (d'après [101]) : fparoi = 10%, fnucleole = 1%, fnoyau = 7.5%, fchloroplaste = 40%,
fmitochondrie = 3%, fcytoplasme = 38.5% (voir Tab. 2.2) ; xw = 0.78. c : Propriétés radiatives ;
Meff = 9.8615 · 10−14kg.particule−1. d : Cumulée de la fonction de phase en fonction de
l'angle de di�usion pour λw = 440 et 530nm.
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2.4 Validation sur des mesures de transmittivités hémis-

phériques en di�usion multiple

Les transmittivités hémisphériques discutées dans cette section ont été mesurées avec un

spectro�uorimètre (SAFAS FLX, Monaco) équipé d'une lampe à impulsion au xénon de haute

énergie dont l'émission est guidée depuis un monochromateur jusqu'à l'échantillon grâce à

une �bre optique reliée à un dispositif de collimation du faisceau incident. Ce banc optique

est complété d'une sphère d'intégration haute précision de 15 cm de diamètre munie d'un

revêtement en spectralon (Labsphere, USA). Le tout permet de mesurer des transmittivités

dans la gamme [2 · 10−3, 1] avec une précision de 0.05%. Les concentrations en biomasse (et

leur incertitude) ont été mesurées en moyennant 10 mesures de masses sèches (étuve, 110◦C,

24 heures).

2.4.1 Analyse des transmittivités hémisphériques mesurées en sphère

d'intégration

La transmittivité théorique d'une lame contenant une suspension de micro-organismes

photosynthétiques éclairée sur une face par un rayonnement incident collimaté normal est

calculée pour les propriétés radiatives déterminées à la section précédente et une densité

Cx homogène en micro-organismes (coe�cients linéiques d'absorption et de di�usion ka,ν =

Cx σa,ν et kd,ν = Cx σd,ν). Dans le cas du modèle d'absorption par une solution de pigments,

la transmittivité Tν est simplement la loi d'extinction :

Tν = exp (−E ka,ν) (2.47)

où E est l'épaisseur de la lame. Pour les autres modèles prenant en compte la di�usion, Tν
est estimée par un algorithme de Monte Carlo (voir chapitre 5) : 107 réalisations, écart-type

toujours inférieur à 0.1%.

2.4.2 Comparaison entre modèle et expérience

Les transmittivités expérimentales et théoriques obtenues pour les trois micro-organismes

étudiés sont présentées aux �gures 2.10, 2.11 et 2.12. L'erreur associée à l'incertitude sur les

mesures de la composition pigmentaire wpig,i et de la densité en micro-organismes Cx est
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Figure 2.10: Spectre de la transmittivité hémisphérique de Rhodospirillum rubrum pour
une cuve d'épaisseur 1cm. a : Cx = 0.41 g.L−1 ± 10%. b : Cx = 1.23 g.L−1 ± 10%.
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Figure 2.11: Spectre de la transmittivité hémisphérique de Arthrospira platensis pour une
cuve d'épaisseur 1cm et Cx = 0.6 g.L−1 ± 10%
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Figure 2.12: Spectre de la transmittivité hémisphérique de Chlamydomonas reinhardtii pour
une cuve d'épaisseur 1cm. a : Cx = 2.35 g.L−1 ± 10%. b : Cx = 0.14 g.L−1 ± 10%
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étudiée en reportant en tant que barre d'erreur les résultats obtenus pour les valeurs min-

imales de Cx et wpig,i (transmittivité maximum) et leurs valeurs maximales (transmittivité

minimum). On remarque que l'erreur due à la mesure de Cx représente à elle seule à peu

près 2/3 de l'erreur totale, indiquant que lors d'une analyse radiative d'un photobioréac-

teur l'incertitude sur la composition pigmentaire n'est plus prédominante et que les e�orts

expérimentaux doivent être orientés vers une amélioration de la mesure des densités en

micro-organismes.

La comparaison des résultats expérimentaux et prédictifs souligne très clairement l'im-

portance de la prise en compte des formes des micro-organismes. Pour Chlamydomonas

reinhardtii, la sphère équivalente est proche de la forme du micro-organisme et il n'y a

aucun doute quant à la pertinence de l'approximation géométrique à une sphère. Pour Rho-

dospirillum rubrum, les résultats obtenus avec l'approximation de la sphère équivalente sont

étonnamment cohérents si on considère l'écart à la forme cylindrique d'élongation 1/5. La val-

idation sur la con�guration en di�usion multiple qui est ici étudiée ne permet pas d'a�rmer

ou d'in�rmer l'existence de compensations au niveau du transfert radiatif entre di�érentes

erreurs antagonistes sur l'évaluation des propriétés radiatives. Quoi qu'il en soit, les trois

degrés de description proposés dans notre étude correspondent à trois niveaux de précision

successifs pour l'étude de Chlamydomonas reinhardtii et Rhodospirillum rubrum. Dans le cas

des micro-organismes très allongés (et donc très éloignés de la sphère) comme Arthrospira

platensis, nous sommes dans une des deux situations mentionnées à la section 2.2.1 pour

lesquelles l'approximation de la sphère équivalente (ou le critère d'équivalence) n'est pas

valide. Dans le cas présent, nous obtenons de meilleurs résultats avec un modèle grossier ne

prenant en compte aucune forme (la solution de pigments) plutôt qu'en introduisant une

sphère qui ne représente absolument pas la forme de Arthrospira platensis. Mais même si

la description de Arthrospira platensis en tant que cylindre droit constitue une améliora-

tion en comparaison avec la sphère, notre modèle donne des résultats beaucoup moins bons

que dans le cas de Chlamydomonas reinhardtii où Rhodospirillum rubrum, dont la forme

est plus �dèlement représentée. Ce résultat constitue une motivation pour une investigation

ultérieure des e�ets de la forme hélicoïdale de Arthrospira platensis. Arthrospira platensis

mise à part, ces validations montrent dans l'ensemble une très bonne précision des résultats

obtenus grâce à la chaîne méthodologique présentée dans ce chapitre. On remarquera juste

un léger décalage pour tous les modèles dans le comportement de Rhodospirillum rubrum

aux alentours de 450nm, ce qui est probablement dû, compte tenu du domaine de longueurs

d'ondes, à une lacune de la base de données des pigments in vivo.
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2.4.3 Analyse du point d'ancrage par inversion

Dans cette section, nous nous concentrons sur l'in�uence du point d'ancrage sur la mod-

élisation des propriétés radiatives. Toute la complexité liée à l'hétérogénéité des micro-

organismes photosynthétiques est contenue dans la valeur nνp du point d'ancrage. Or cet

ancrage a été déterminé de manière prédictive à partir de données pour lesquelles nous

avons une con�ance limitée. Ainsi, on peut se poser la question de savoir si les écarts du

modèle constatés dans le cas de Arthrospira platensis sont bien dus à une mauvaise descrip-

tion de la forme du micro-organisme ou à une mauvaise estimation de nνp . Pour cela nous

proposons dans la suite une inversion simple consistant en la détermination du point d'an-

crage expérimental nexp
νp assurant que la transmittivité T exp

νp mesurée à la fréquence νp soit

égale à la transmittivité théorique Tνp(nνp). Cette inversion est relativement aisée car, pre-

mièrement, un seul paramètre est inversé, et deuxièmement, elle est mise en ÷uvre pour une

seule concentration Cx et une seule fréquence νp, ce qui implique que le critère d'équivalence

est tout simplement l'égalité Tνp(n
exp
νp ) = T exp

νp . De plus, les micro-organismes étant non-

absorbants à la fréquence νp, l'inversion est indépendante de la modélisation de l'absorption

par les pigments. En outre, nous considérons que l'indice de réfraction des micro-organismes

est nécessairement contenu entre 1.33 et 1.7 (valeur déjà extrêmement élevée) et seule cette
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Figure 2.13: transmittivité hémis-
phérique de Arthrospira platensis à
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Figure 2.14: transmittivité hémis-
phérique de Chlamydomonas reinhardtii
à λ = 820nm, pour une cuve d'épaisseur
1cm et Cx = 1 g.L−1 ± 10%. Le point
d'ancrage nexp

νp obtenu par inversion est
1.44 ± 1%.
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gamme est explorée. On remarque que pour les valeurs de nνp proches de 1.7 l'approxima-

tion de la di�raction anomale est à sa limite de validité (voire en dehors). Cette inversion

est réalisée pour Arthrospira platensis (Fig. 2.13) et Chlamydomonas reinhardtii (Fig. 2.14).

Les mêmes incertitudes expérimentales que dans la section 2.4.2 sont ici reportées. Pour

Chlamydomonas reinhardtii, l'inversion donne un point d'ancrage à 1.44 ± 0.01 qui est en

parfait accord avec la valeur obtenue de manière prédictive. Pour Arthrospira platensis, il

n'existe pas d'indice de réfraction nνp permettant d'accorder les résultats expérimentaux et

ceux du modèle, pour la gamme nνp ∈ [1.33, 1.7] : l'inversion n'est pas possible. La valeur du

point d'ancrage utilisée à la section 2.4.2 n'est donc pas à incriminer en ce qui concerne les

résultats peu satisfaisants que nous avons obtenus puisque, quelle que soit la valeur de nνp

(en restant dans une gamme "raisonnable"), le modèle ne permet pas de décrire les résultats

expérimentaux. Le fait que l'inversion donne des résultats cohérents dans le cas de Chlamy-

domonas reinhardtii, dont la forme est bien décrite par notre modèle, et que cela ne soit pas

le cas pour Arthrospira platensis, semble con�rmer l'importance de l'utilisation d'un mod-

èle de forme précis. De plus, nous observons que pour le modèle d'Arthrospira platensis en

sphère équivalente, l'inversion est très lointaine, alors que pour le modèle de cylindre droit,

bien qu'il n'y ait pas d'inversion possible, Tνp(n
exp
νp ) s'approche signi�cativement de la valeur

expérimentale T exp
νp . Ceci constitue encore une motivation pour l'investigation de l'e�et de la

forme hélicoïdale de Arthrospira platensis, qui fera sans doute partie des travaux postérieurs

à cette thèse.

2.5 Contributions et perspectives

Historique. La démarche présentée dans ce chapitre est le résultat d'un travail de mod-

élisation et de caractérisation expérimentale mené depuis une dizaine d'années à l'Institut

Pascal. A la lecture de la description des micro-organismes photosynthétiques donnée au

paragraphe 2.1.3, il apparaît clairement que la détermination des propriétés radiatives, telle

que dé�nie dans ce chapitre, correspondait à l'origine (et correspond toujours) à un objectif

scienti�que très ambitieux, qui n'avait par ailleurs jamais été abordé en ces termes dans

la littérature. Il a tout d'abord été nécessaire d'identi�er au sein d'une littérature large,

rassemblant de nombreux domaines d'application, un ensemble de techniques (plus ou moins

validées) permettant, une fois mise en cohérence, de modéliser la complexité de l'interaction

entre le rayonnement et les micro-organismes, avec comme contraintes les attentes de la com-

munauté du génie des procédés photobioréactifs. A ce titre, la démarche proposée a l'intérêt

de prendre comme paramètres d'entrée des grandeurs qui dépendent explicitement du type
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d'étude réalisée à l'échelle du procédé, au travers des conditions de cultures (fréquence du

rayonnement, champ de rayonnement, limitation ou carences en CO2 ou en minéraux...).

Ainsi, on peut concentrer pleinement l'analyse sur la dépendance des propriétés radiatives,

et donc du transfert radiatif, aux di�érents modes de fonctionnement des photobioréacteurs.

La détermination expérimentale de ces paramètres d'entrée a constitué à elle seule un ef-

fort de recherche signi�catif, et la base de données de pigments in vivo que nous mettons à

disposition de l'ensemble de la communauté, et qui contient 14 pigments (pour la plupart

validés dans cette étude) représentatifs des trois règnes (bactéries, cyanobactéries et eucary-

otes), tente de re�éter au mieux cet e�ort. Lorsque la présente thèse a commencé, la majeure

partie de ces briques étaient posées et les mesures spectroscopiques en sphère d'intégration

étaient disponibles pour une validation de la démarche (la mise au point du banc optique

correspondant représente aussi une part importante du travail amont).

Notre contribution. En premier lieu, notre contribution a été d'inclure l'utilisation de

l'approximation de Kramers-Krönig soustractive à la modélisation des propriétés optiques,

sans quoi les variations spectrales de la partie réelle de l'indice de réfraction n'auraient pu

être atteintes avec un niveau de précision satisfaisant. Cependant, la détermination de la

valeur autour de laquelle ces variations ont lieu restait laborieuse : seules quelques références

bibliographiques étaient identi�ées, et nous envisagions d'utiliser les inversions présentées

à la section 2.4.3 pour une détermination expérimentale du point d'ancrage. Suite à une

recherche bibliographique approfondie, nous avons réussi à identi�er un certain nombre de

résultats, entre autres issus de la communauté de la tomographie, sur la valeur de l'indice de

réfraction des cellules biologiques et nous avons été en mesure de mettre au point une petite

base de données permettant la détermination prédictive du point d'ancrage à partir de la loi

de mélange de Bruggeman. Ainsi, les paramètres d'entrée de notre modèle ont pu être réduits

à un ensemble restreint et cohérent. En second lieu, nous avons proposé de combiner cette

description des di�useurs avec l'approximation de Schi� (plutôt que l'approximation de la

di�raction anomale) a�n d'obtenir les propriétés radiatives des micro-organismes. La plupart

des approximations pertinentes pour l'étude des cellules vivantes avaient déjà été identi�ées

et validées, mais la question de la di�usion aux grands angles nous a amenés à clari�er les

hypothèses physiques et mathématiques sous-jacentes, à explorer les pistes que Shi� avait

dessinées dans le domaine de la mécanique quantique, et à reconstruire entièrement les codes

associés, en adoptant une stratégie numérique rendant les temps de calculs compatibles avec

notre étude. Cette investigation fait l'objet du chapitre suivant. Au terme de la mise en ÷uvre

de la démarche dans sa globalité, en association avec la procédure de validation proposée,

nous disposons désormais d'un outil plus adapté à notre étude que celui dont nous disposions
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en début de thèse. Malgré les lacunes résiduelles, il reproduit plus �dèlement les résultats

expérimentaux dans toutes les con�gurations où les paramètres d'entrée sont accessibles avec

précision.

Compositions pigmentaires et propriétés spectrales des pigments. La précision

des résultats obtenus est fortement dépendante de la pertinence des spectres utilisés pour

l'absorption des pigments in vivo, ainsi que de la précision de la mesure des concentrations

pigmentaires dans le micro-organisme photosynthétique étudié. La détermination expéri-

mentale de la composition pigmentaire des micro-organismes contribue à environ 50% de

l'incertitude �nale. L'amélioration des protocoles correspondants apparaît donc comme une

perspective intéressante pour notre étude. Pour ce qui est des spectres d'absorption in vivo,

de nombreuses communautés ont étudié leur détermination et ont apporté une contribution

signi�cative dans le domaine. Nous mettons ici à disposition une base de données qui a été

considérablement élargie en comparaison des bases préexistantes. Elle rassemble 14 pigments

couvrant l'ensemble des espèces de micro-organismes photosynthétiques, incluant une révi-

sion du travail pionnier de Bidigare et al. [45] (notamment, les bactéries photosynthétiques

et les cyanobactéries n'avaient jamais fait l'objet d'investigations de ce type auparavant).

Cependant, cette base est loin d'être exhaustive et l'étude d'autres micro-organismes photo-

synthétiques nécessitera de l'élargir et éventuellement de l'améliorer. Cette tâche n'est pas

triviale car, comme nous l'avons présentée, la caractérisation de chaque pigment nécessite

une analyse théorique, un protocole expérimental complet et une démarche de validation.

Partie réelle de l'indice de réfraction. Notre con�ance en la méthode employée pour

la détermination de la partie réelle de l'indice de réfraction a été renforcée par la validation

appuyée sur les spectres de transmittivité ainsi que par les résultats de mesure du point

d'ancrage par inversion (notamment pour Chlamydomonas reinhardtii). Même dans le cas

où les fractions volumiques des structures internes sont grossièrement évaluées à partir de

clichés de microscopie électronique (par exemple pour Rhodospirillum rubrum), les résultats

obtenus sont très satisfaisants au niveau de précision auquel nous nous plaçons pour l'analyse

du procédé. Cependant, il faut être prudent et bien souligner que les valeurs utilisées à

l'heure actuelle pour l'indice de réfraction des structures internes et leurs fractions volumiques

reposent sur une littérature restreinte dont les données très disparates sont à ce jour mal

réconciliées. L'élaboration de démarches expérimentales solides pour la détermination de ces

paramètres semble donc aujourd'hui nécessaire.
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Forme des micro-organismes. Bien que les trois grandes classes de micro-organismes

photosynthétiques aient été abordées (bactéries, cyanobactéries, micro-algues), le travail de

mise en ÷uvre présenté dans ce chapitre s'est concentré intentionnellement sur des micro-

organismes correspondant à des formes très proches du sphéroïde et du cylindre, formes pour

lesquelles les solutions théoriques sont disponibles dans la littérature. De manière générale,

les résultats obtenus montrent un meilleur accord avec l'expérience lorsque la forme des

micro-organismes est modélisée avec précision, ce qui justi�e l'e�ort d'une description plus

�ne que l'approximation de la sphère équivalente. Mais les résultats obtenus pour Arthrospira

platensis semblent indiquer que le degré de description des formes adopté dans ce chapitre

(cylindres et sphéroïdes) n'est pas su�sant. Un enjeu important des développements futurs

de ce travail est donc d'élargir la gamme des formes traitées à un ensemble plus représentatif

de la diversité des morphologies microbiennes : particules de Tchebytchev [103, 84], super-

sphéroïdes [104], cylindres longs enroulés en hélice [105] (forme de Arthrospira platensis), etc.

Les discussions du chapitre suivant sont largement motivées par la nécessité de disposer à

terme de la solution du problème de la di�usion par une particule de faible contraste d'indice

pour des formes quelconques, et d'être en mesure de résoudre numériquement cette solution

pour des temps de calcul acceptables. Nous remarquons à ce titre que les algorithmes de

Monte Carlo pour la résolution de l'approximation de Schi� qui sont présentés à la section 3.4

sont tout à fait compatibles avec le traitement de formes quelconques. De plus, la mise en

÷uvre de ces algorithmes au sein de l'environnement de développement EDStar [21] (voir

Chap. 5) permettra à terme une gestion aisée des aspects géométriques liés au traitement de

formes complexes 9.

Méthode pour la validation des résultats. En�n, il convient de remarquer que les

validations en con�guration de di�usion multiple qui sont utilisées dans ce chapitre sont

pertinentes, notamment de part leur accessibilité, mais sont limitées. Di�érentes erreurs an-

tagonistes au niveau de la détermination des propriétés radiatives peuvent se compenser

et aboutir à un spectre de transmittivité compatible avec l'observation expérimentale, en

dépit des erreurs commises. Cette question de la validation des approximations utilisées est

problématique car aucune solution de référence n'est disponible, ne serait-ce que pour la

9. Les solutions de l'approximation de Schi� présentées à la section 2.2.1 dépendent principalement de
la géométrie au travers des longueurs de traversée de la particule. Dans le cas du cylindre, du sphéroïde et
des formes quadratiques en général, ces longueurs sont analytiques. Dès que l'on considère des formes plus
complexes qui font intervenir des puissances non-entières ou supérieures à 2 dans leur équation paramétrique
(super-quadriques), ou encore si l'on considère une forme quelconque dé�nie par un maillage (triangulation),
les longueurs de traversée doivent être évaluées numériquement. La librairie Mcm3D de l'environnement
de développement EDStar a justement pour vocation (entre autres) de faciliter l'évaluation de ces calculs
géométriques.
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validation directe de l'approximation de Schi� pour les formes étudiées dans notre gamme

de paramètres de taille. A ce titre, l'étude qui vient d'être présentée béné�cierait d'une

comparaison avec des résultats obtenus par d'autres méthodes expérimentales basées sur la

mesure directe des propriétés radiatives, par exemple dans le cadre d'expériences en di�u-

sion simple sur des micro-organismes [26, 27, 12], ou par des expériences d'analogie avec le

domaine des micro-ondes [106].



Chapitre 3

Di�usion de la lumière par des particules

de faible contraste d'indice

Résumé :

Ce chapitre reprend les dérivations classiques du problème d'électromagnétisme de la dif-

fusion par une particule, dans un formalisme intégral. Nous nous attachons aux simpli�cations

de ce problème dans le cas des particules de faible contraste d'indice, ce qui correspond à une

caractéristique importante des micro-organismes photosynthétiques. L'objectif de ce chapitre est

d'obtenir une expression des propriétés radiatives des micro-organismes qui inclut une description

angulaire complète de la fonction de phase et de comprendre les images physiques sous-jacentes

à cette solution (et aux approximations auxquelles elle correspond). L'expression mathématique

recherchée doit être compatible avec les spéci�cités de notre étude. A ce titre, nous dérivons une

expression générale qui est valable pour n'importe quelle forme de micro-organisme et dont la

résolution numérique correspond à des temps de calculs compatibles avec la nécessité de con-

struire une base de données spectrale impliquant un grand nombre de calculs. Nous proposons de

résoudre cette expression par la méthode de Monte Carlo, en utilisant la démarche du chapitre 6

a�n d'être en mesure d'intégrer, sur les distributions de tailles et d'orientations, les résultats de

l'approximation de Schi� qui s'expriment comme le module au carré d'intégrales complexes. Le

temps de calcul est alors quasiment le même pour la détermination des propriétés radiatives du

milieu (qui inclut la double intégration taille/orientation), que pour celles d'une seule particule

(d'orientation et de taille �xées). La lecture de ce chapitre n'est pas nécessaire à la suite de

ce mémoire : il su�t de retenir que nous démontrons ici les résultats d'électromagnétisme du

chapitre 2 (en ce qui concerne l'approximation de Schi�), et que nous présentons la méthode

de mise en ÷uvre numérique utilisée pour la production de la banque de données des propriétés

89
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radiatives des micro-organismes.

3.1 Formulation intégrale du problème de la di�usion

La solution de l'équation 2.17 ((∇2 + k2e)E(r) = −k2e (mr(r)
2 − 1)E(r)) peut être explic-

itée de di�érentes manières. Dans ce qui suit, nous allons nous appuyer sur un formalisme

intégral très courant (notamment dans le cadre de la méthode T-Matrice) qui est en co-

hérence avec la méthode de résolution numérique de Monte Carlo. Ce formalisme est décrit

en détail dans divers ouvrages, par exemple [36, 107] et nous en rappelons ici certains élé-

ments en se basant sur l'utilisation de la fonction de Green de l'espace libre. La fonction de

Green scalaire G(r, r0)

G(r, r0) =
exp(−ike‖r− r0‖)

4π ‖r− r0‖
(3.1)

représente le champ rayonné en r par une source ponctuelle située en r0, et est solution de

l'équation

(∇2 + k2e)G(r, r0) = δ(r− r0) (3.2)

où ∇2 est le Laplacien portant sur la variable r, et δ(r − r0) est la distribution de Dirac

centrée en r0. Nous utilisons dans la suite les dé�nitions données à la section 2.1.2 du chapitre

précédent. Le champ di�usé est solution de l'équation

(∇2 + k2e)Ed(r) = −k2e
(
mr(r)

2 − 1
)
E(r) (3.3)

avec mr(r) dé�ni à l'équation 2.16. Il peut s'écrire comme

Ed(r) = −k2e
∫
Vpart

dr0
(
m2

r(r0)− 1
)
G(r, r0)E(r0) (3.4)

où Vpart est le domaine de la particule. Une telle écriture met en exergue la linéarité des

équations de Maxwell, qui implique un principe de superposition des champs rayonnés par

di�érentes sources ponctuelles (ce qui peut être rapproché du principe de Huygens). Chaque

élément de volume du di�useur se comporte comme un dipôle rayonnant, et la superposition

en r des champs rayonnés par ces sources constitue le champ Ed(r). Cette expression est

similaire à l'expression classique du champ rayonné par la polarisation induite P(r) dans le

volume d'un matériau :

E(r) = Ei(r) + µ0 ω
2

∫
Vpart

dr0G(r, r0)P(r0) (3.5)
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où G(r, r0) est le tenseur de green (le formalisme est vectoriel) et où la polarisation induite

P(r) = ε0
(
mr(r)

2 − 1
)
E(r) (3.6)

dépend du champ total dans la particule, avec ε0 la permittivité du vide et µ0 la perméabilité

du vide. Dans le cadre de ces images, les puissances dissipées Pext et absorbées Pa par le

matériau résultent de l'interaction entre la polarisation induite et les champs, ce qui se

traduit par les écritures intégrales suivantes :

Pext = −ω
2

∫
Vpart

dr0 Im {P(r0) · E∗
i (r0)} (3.7)

Pa = −ω
2

∫
Vpart

dr0 Im {P(r0) · E∗(r0)} (3.8)

où ∗ est le complexe conjugué. Si on repasse dans notre formalisme scalaire, ces expressions

deviennent 1

Pext = −ke
∫
Vpart

dr0 Im
{(
m2

r(r0)− 1
)
E(r0)E

∗
i (r0)

}
(3.9)

Pa = −ke
∫
Vpart

dr0 Im
{(
m2

r(r0)− 1
)
E(r0)E

∗(r0)
}

(3.10)

et les sections e�caces d'extinction et d'absorption s'écrivent :

σext = −ke
∫
Vpart

dr0 Im

{(
m2

r(r0)− 1
) E(r0)E∗

i (r0)

E2
0

}
(3.11)

σa = −ke
∫
Vpart

dr0 Im

{(
m2

r(r0)− 1
) E(r0)E∗(r0)

E2
0

}
(3.12)

L'amplitude de di�usion s'obtient en prenant l'expression intégrale Eq. 3.4 de Ed(r) en

champ lointain. Dans ces conditions, on a

|r− r0| ≈ r − ed · r0 (3.13)

avec ed =
r
r
, et

1

|r− r0|
≈ 1

r
(3.14)

1. Dans le formalisme des équations 3.7 et 3.8, la puissance par unité de surface véhiculée par l'onde plane
incidente est Ii =

ε0 c
2 |E0|2, alors que dans notre formalisme Ii = E2

0 .
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Ce qui simpli�e l'expression de la fonction de Green et donne :

Ed(r) =
exp(−iker)

r

−k2e
4π

∫
Vpart

dr0
(
m2

r(r0)− 1
)
exp (ikd · r0)E(r0) (3.15)

où kd = ke ed est le vecteur d'onde associé à la direction de di�usion ed. D'après la dé�nition

de l'amplitude de di�usion S donnée à l'équation 2.4 :

S(ed, ei) =
i k2e
4π

∫
Vpart

dr0
(
m2

r(r0)− 1
)
exp (ikd · r0)

E(r0)

E0

(3.16)

La formulation intégrale Eq. 3.4 et les relations que nous venons d'en déduire, décrivent

de manière exacte le processus de di�usion. Cependant, ces relations sont en général très

complexes à résoudre car elles font intervenir une intégration, sur le volume de la particule,

du champ total E qui lui-même résulte des interactions entre le champ incident et le champ

rayonné par le di�useur. A part dans certains cas particuliers, où il existe une solution

explicite exacte (par exemple pour les particules sphériques homogènes), il est nécessaire

d'avoir recours à des résolutions approchées.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons, en accord avec l'hypothèse d'un milieu

homogène équivalent utilisée au chapitre précédent, que l'indice de réfraction des particules

est uniforme : mr(r) ≡ mr , r ∈ Vpart.

Développement en série de Born. Le développement en série de Born est très util-

isé tant en électromagnétique qu'en mécanique quantique [107]. Il permet de formaliser les

interactions successives entre le champ incident qui induit une polarisation, qui rayonne et

modi�e les champs, qui à leur tour induisent une polarisation, et ainsi de suite. Cette mise

en abyme est obtenue en exprimant le champ total E(r0) dans la particule comme sa for-

mulation intégrale, faisant intervenir le champ E intégré sur une nouvelle position r1, puis

E(r1) est à son tour exprimée comme une intégrale de E(r2), et ainsi de suite, donnant une

série in�nie. Partons de l'expression de S Eq. 3.16, où l'amplitude E0 de l'onde incidente est

prise égale à 1 par simplicité :

S(ed, ei) =
i k2e
4π

(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr0 exp (ikd · r0)E(r0) (3.17)



Chapitre 3 Di�usion par des particules de faible contraste d'indice 93

E(r0) est remplacé par sa formulation intégrale :

E(r0) = Ei(r0)− k2e
(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr1G(r0, r1)E(r1) (3.18)

E(r1) est remplacé par sa formulation intégrale :

E(r1) = Ei(r1)− k2e
(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr2G(r1, r2)E(r2) (3.19)

et ainsi de suite. En substituant ces expressions successives les unes dans les autres, on

obtient l'expression de E(r0) en série de Born :

E(r0) = Ei(r0) − k2e (m
2
r − 1)

∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)

+ [k2e (m
2
r − 1)]

2 ∫
Vpart

dr1
∫
Vpart

dr2G(r0, r1)G(r1, r2)Ei(r2)

− [k2e (m
2
r − 1)]

3 ∫
Vpart

dr1
∫
Vpart

dr2
∫
Vpart

dr3G(r0, r1)G(r1, r2)G(r2, r3)Ei(r3)

+ ...
(3.20)

qui, une fois injectée dans l'équation 3.17, donne l'expression de S en série de Born :

S(ed, ei) =
i

4π
k2e
(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr0 exp (ikd · r0)Ei(r0)

− i

4π

[
k2e
(
m2

r − 1
)]2 ∫

Vpart

dr0

∫
Vpart

dr1 exp (ikd · r0)G(r0, r1)Ei(r1)

+
i

4π

[
k2e
(
m2

r − 1
)]3 ∫

Vpart

dr0

∫
Vpart

dr1

∫
Vpart

dr2 exp (ikd · r0)G(r0, r1)G(r1, r2)Ei(r2)

− ...
(3.21)

L'intérêt principal de cette formulation est que tout s'écrit maintenant en fonction du champ

incident Ei. On peut donner une interprétation physique de cette équation qui souligne très

clairement le développement en ordres successifs de perturbations induites par le di�useur.

Le premier terme de l'expression 3.21 donne le champ di�usé comme résultant de la super-
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r0

Vpart

r

Figure 3.1: Schématisation de l'approxima-
tion de Born : on ne tient compte que des on-
des di�usées par une seule interaction avec
le di�useur.

r0

r

r1

Vpart

Figure 3.2: Schématisation du deuxième or-
dre du développement de Born : on ne tient
compte que des ondes interagissant deux fois
avec le di�useur.

position des ondes provenant des sources secondaires induites dans le di�useur par l'onde

incidente seule. Cette interprétation est schématisée sur la �gure 3.1. Les termes suivants

traduisent le fait que les sources secondaires sont excitées non seulement par l'onde incidente

mais également par les ondes di�usées provenant d'autres sources secondaires. Ainsi, le sec-

ond terme tient compte des ondes deux fois di�usées, le troisième tient compte des ondes

trois fois di�usées, etc. Le second terme est représenté de manière schématique à la �gure 3.2.

Encart 1 Indépendance des interactions et formalisme complexe

L'interprétation physique qui vient d'être donnée pour les termes d'ordres supérieurs du

développement de Born est sensiblement di�érente des processus de di�usion multiple qui

seront abordés au chapitre 4. Il s'agit ici de décrire la di�usion par une particule unique,

alors que la di�usion multiple fait intervenir les interactions successives avec plusieurs par-

ticules di�érentes. Pour cette raison, nous sommes ici dans un formalisme complexe. Les

chemins de di�usion qui viennent d'être décrits sont tous dépendants les uns des autres et il

convient donc de superposer en r leurs contributions à l'amplitude et à la phase. De manière

similaire, il est important de souligner que dans un processus de di�usion indépendante, les

prises de moyenne sur les orientations et les distributions de tailles des particules correspon-

dent à des moyennes sur les probabilités d'interaction avec di�érentes particules isolées :

ces interactions avec des particules de tailles et d'orientations diverses sont indépendantes.
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Ces prises de moyennes concernent donc l'intensité de l'onde di�usée, c'est-à-dire le mod-

ule au carré de l'onde. Par contre, dans un processus de di�usion dépendante, les prises

de moyennes sur les agencements possibles d'un amas de particules concernent l'onde com-

plexe.

Dans les sections suivantes, nous nous intéressons aux simpli�cations du problème de la

di�usion dans la limite asymptotique mr → 1, qui est une limite pertinente pour l'étude des

cellules vivantes. Dans ce cadre, nous développerons deux limites supplémentaires : la limite

des petites particules devant la longueur d'onde, et celle des grandes particules devant la

longueur d'onde. Les approximations asymptotiques correspondantes sont largement décrites

dans la littérature [33, 34, 35].

3.2 Particules petites devant la longueur d'onde

Dans notre contexte, la limite des petites particules de faible contraste d'indice correspond

à l'approximation de Rayleigh-Gans (parfois aussi appelée approximation de Rayleigh-Gans-

Debye) [33, 34]. Cette approximation donne une expression explicite simple du champ di�usé,

ce qui explique son utilisation fréquente, notamment en biologie [51, 50, 49, 39], même en

dehors de sa gamme de validité. Seul un nombre extrêmement restreint de micro-organismes

photosynthétiques entre dans le cadre de validité de cette approximation ; mais au-delà d'une

utilisation potentielle pour l'étude des photobioréacteurs (bien que très intéressante pour les

bactéries), nous allons nous servir de l'approximation de Rayleigh-Gans a�n d'introduire

un certain nombre d'images physiques et d'établir les liens entre les descriptions de la mé-

canique quantique et de l'électromagnétisme. Ces liens seront nécessaires à l'utilisation de

l'approximation de Schi� dans l'étude des micro-organismes photosynthétiques. Pour cela,

nous allons suivre une démarche particulière qui passe par l'approximation de Born en mé-

canique quantique.

3.2.1 Approximation de Born en mécanique quantique

Cette approximation est utilisée dans le cas des di�useurs "faiblement di�usants", c'est-

à-dire dans la limite où la perturbation de l'onde incidente due à la traversée de la particule

est négligeable :

(ke a)
2
∣∣m2

r − 1
∣∣� 1
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où a est la dimension caractéristique de la particule (si la particule est sphérique, a est

son rayon), et ke a = 2π a
λe

= x est son paramètre de taille. Ainsi, les termes successifs du

développement de Born Eq. 3.21 deviennent rapidement négligeables et l'approximation de

Born consiste à ne considérer que le premier ordre du développement (voir Fig. 3.1) :

S(ed, ei) ≈
i

4π
k2e
(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr′ exp (ikd · r′)Ei(r
′) (3.22)

où on prend toujours E0 = 1 pour simpli�er les expressions. Physiquement, cela revient à

supposer que l'onde incidente traverse la particule quasiment sans être perturbée. Le champ

à l'intérieur de la particule est très proche du champ incident.

En �xant le champ total dans le volume de la particule à la valeur du champ incident,

les équations 3.11 et 3.12 pour l'expression des sections e�caces deviennent explicites et

donnent 2 :

σext = σa = 2 ke nr κr Vpart (3.23)

où nr est la partie réelle de l'indice de réfraction relatif, κr sa partie imaginaire, et Vpart
est le volume de la particule. Ces résultats correspondent aux propriétés d'une particule

purement absorbante (σd = 0), ce qui est cohérent avec l'hypothèse d'un champ interne égal

au champ incident. En e�et, cette hypothèse implique que la particule ne perturbe pas du

tout l'onde incidente, et donc ne la di�use pas. Pourtant, l'approximation de Born ne fait

pas à proprement parler l'hypothèse d'un champ interne égal au champ incident. Il s'agit

uniquement de négliger les termes d'ordre supérieur à 1 dans le développement en série

de Born. On obtient ainsi une amplitude de di�usion S non nulle qui traduit l'existence

du phénomène de di�usion. Cette incohérence souligne clairement que l'énergie n'est plus

conservée dès lors que l'on utilise une hypothèse sur la forme du champ interne (puisque le

champ n'est plus exact). Nous retrouverons cette situation dans le cadre de l'approximation

de Schi�, qui consiste aussi à faire une hypothèse sur la forme du champ interne. Dans le

cas présent, le champ interne n'est exact que dans la limite où σext = σa = σd = 0. Le fait

même de �xer à priori le champ interne viole la conservation de l'énergie mais compte tenu

de la di�culté de la résolution exacte du problème de la di�usion, ce genre d'approximation

est très utile. Dans une telle situation, on calcule en général deux des sections e�caces (ici

σa suivant Eq. 3.23 et σd à partir de S, voir Eq. 2.7) et la conservation est assurée en �xant

la troisième section e�cace (ici σext = σa + σd). Les résultats ainsi obtenus sont présentés à

la �gure 3.4.

2. On remarque que le théorème optique appliqué à l'équation 3.22 donne le même résultat pour la section
e�cace d'extinction.
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Nous nous intéressons maintenant à la limite de validité de cette approximation lorsque

la taille des particules augmente (ce qui nous intéresse tout particulièrement dans le cadre

de notre étude). Cette question va nous amener à établir le lien entre l'approximation de

Born et l'approximation de Rayleigh-Gans. Nous avons interprété le développement de Born

comme une somme de perturbations successives de l'onde incidente par la particule. Lorsque

l'on considère un indice de réfraction complexe, les perturbations sont de deux natures :

l'absorption et le déphasage de l'onde par le milieu constituant la particule. Ces deux e�ets

sont respectivement liés à la partie imaginaire κr et la partie réelle nr de l'indice de réfraction.

Le développement en ordre de (m2
r − 1) que nous avons utilisé ne permet pas au premier ordre

de séparer la contribution de l'absorption et du déphasage. Une illustration en est l'expression

de la section e�cace d'absorption Eq. 3.23 qui est proportionnelle à nr. Ce couplage des

e�ets ne pose aucun problème dans le cadre strict de validité de l'approximation de Born.

Cependant, il faut noter que

(m2
r − 1) = 2 (mr − 1) + (mr − 1)2

(m2
r − 1)

2
= 4 (mr − 1)2 + 4 (mr − 1)3 + (mr − 1)4

(3.24)

où (mr − 1) = nr−1 −iκr fait intervenir la somme des e�ets de déphasage et d'absorption de

manière indépendante, alors que (mr − 1)2 fait intervenir des termes croisés liés au couplage

des e�ets. On constate alors que la troncature du développement de Born à l'ordre (m2
r − 1)

consiste à prendre en compte certains e�ets de couplage d'ordre (mr − 1)2, mais à négliger

d'autres e�ets de même nature qui apparaissent dans le terme suivant du développement (le

terme en (m2
r − 1)

2). Pour être plus précis, écrivons le terme E(r0) (m2
r − 1) qui intervient

dans l'expression générale Eq. 3.17 de l'amplitude de di�usion comme son développement en

puissances de (mr − 1). Pour cela, on remplace dans le développement de Born Eq. 3.20 les

puissances de (m2
r − 1) par leur expression en puissances de (mr − 1) Eq. 3.24. On obtient :

E(r0) (m
2
r − 1) = 2 (mr − 1)Ei(r0) + (mr − 1)2

[
Ei(r0)− 4k2e I1

]
+ (mr − 1)3 ... (3.25)

où

I1 =

∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)

L'approximation de Born prend en compte le terme (mr − 1)2 Ei(r0) mais néglige le terme

− (mr − 1)2 4k2e I1. Or, |Ij| . a2 et lorsque la taille des particules augmente (indépendam-

ment de leur indice de réfraction), rien n'assure que 4k2e I1 soit négligeable devant Ei(r0). Si

ces deux termes se compensent, le fait de n'en considérer qu'un peut aboutir à une dégrada-

tion rapide et signi�cative de l'approximation, comme cela est observé à la �gure 3.4. Dans
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l'étude de la di�usion de la lumière il est courant de ne considérer que les termes linéaires

en absorption et en déphasage (c'est-à-dire les termes d'ordre (mr − 1)), ce qui correspond

à l'approximation de Rayleigh-Gans.

3.2.2 Approximation de Rayleigh-Gans

L'approximation de Rayleigh-Gans consiste à prendre E(r0) (m2
r−1) ≈ 2 (mr − 1)Ei(r0)

dans le développement Eq. 3.25, ce qui est valide dans le cas où les termes d'ordres supérieurs

sont négligeables, c'est-à-dire lorsque

(a) l'indice de réfraction relatif est proche de 1 (de sorte que (mr−1)2Ei(r0) soit négligeable)

|mr − 1| � 1

(b) le "déphasage" de l'onde incidente dû à la traversée de la particule est petit (de sorte

que (mr − 1)2 4k2e I1 soit négligeable)

ke a |mr − 1| � 1

Ceci est moins restrictif que l'approximation de Born dans le sens où kea |mr − 1| est plus
petit que (ke a)

2 |m2
r − 1| pour les paramètres de taille supérieurs à un. En contre-partie, il

faut rajouter la condition de validité supplémentaire (a) a�n de pouvoir négliger le terme

(mr − 1)2 E(r0) dans le développement Eq. 3.25. Les images physiques associées à cette ap-

proximation restent identiques à celles de l'approximation de Born : on suppose que l'onde

incidente traverse la particule quasiment sans être perturbée, de sorte que le champ à l'in-

térieur de la particule est très proche du champ incident. L'hypothèse (b) ne correspond

pas directement à la limite des petits paramètres de taille ke a � 1 comme suggéré par le

titre de cette section. Cependant, pour un indice réel nr = 1.2 (ordre de grandeur pour les

micro-organismes photosynthétiques), cette hypothèse implique que le paramètre de taille

soit beaucoup plus petit que 5, ce que nous pouvons considérer comme une petite particule

en comparaison avec la gamme de paramètres de taille rencontrée dans notre étude.

Dans le cadre de l'approximation de Rayleigh-Gans, l'amplitude de di�usion est :

S(ed, ei) ≈
i

2π
k2e (mr − 1)

∫
Vpart

dr0 exp (ikd · r0)Ei(r0) (3.26)

où kd = ke ed est le vecteur d'onde associé à la direction de di�usion ed et l'amplitude E0

a été prise égale à 1. Comme dans le cas de l'approximation de Born, la section e�cace
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d'extinction donnée par le théorème optique est en fait la section e�cace d'absorption :

σa = 2 ke κr Vpart (3.27)

où nous avons bien (en comparaison avec l'approximation de Born Eq. 3.23) un découplage

entre les e�ets dus à κr et nr. En injectant Ei(r0) = exp (−iki · r0) dans l'équation 3.26 il

vient :

S(ed, ei) =
i

2π
k2e (mr − 1)

∫
Vpart

dr0 exp (iq · r0) (3.28)

où q = kd − ki. Nous avons considéré jusqu'à présent des ondes scalaires, ce qui est une

bonne approximation dans les situations que nous étudions. Cependant, lorsque l'angle de

di�usion θd entre ed et ei augmente, certains e�ets liés à la nature vectorielle des champs

électromagnétiques ne peuvent plus être négligés. En suivant les notations de [33], l'amplitude

de di�usion est une matrice qui dans le cadre de notre étude est diagonale :

S̄ =

(
S2 S3

S4 S1

)
=

(
S2 0

0 S1

)
(3.29)

La norme de cette matrice de di�usion est dé�nie comme :

|S̄|2 = 1

2

(
S 2
1 + S 2

2

)
(3.30)

L'expression de S1 est identique à l'expression scalaire Eq. 3.28 de S et S2 est égal à cette

expression scalaire multiplié par ed · ei = cos(θd) :

S1(ed, ei)

S2(ed, ei)

}
=

i

2π
k2e (mr − 1)

∫
Vpart

dr0 exp (iq · r0)

{
1

ed · ei
(3.31)

La démonstration de ce résultat est donnée dans [33] et peut être ici obtenue en remplaçant

la fonction de Green par le tenseur de Green dans les dérivations de ce chapitre.

En notant
1

Vpart

∫
Vpart

dr0 exp (iq · r0) = R(θd, ϕd) (3.32)

où Vpart est le volume de la particule, on obtient l'expression suivante de la section e�cace

di�érentielle de di�usion (voir Eq. 2.12) :

Wd(θd, ϕd) =

(
k2e
2π

)2

V 2
part |mr − 1|2 (1 + cos2(θd))

2
|R(θd, ϕd)|2 (3.33)
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où toutes les dé�nitions géométriques et angulaires sont rappelées à la �gure 3.3. Cette

expression est intégrée sur toutes les directions a�n d'obtenir l'expression de la section e�cace

de di�usion (Eq. 2.7) :

σd =

(
k2e
2π

)2

V 2
part |mr − 1|2

∫
2π

dϕd

∫ π

0

dθd sin(θd)
(1 + cos2(θd))

2
|R(θd, ϕd)|2 (3.34)

La fonction R(θd, ϕd) contient toute l'information sur la géométrie de la particule. Le terme

exp (iq · r0) représente le déphasage dû à la di�érence de marche entre une onde interagissant

avec la matière en r0 et l'onde passant par l'origine, tel que schématisé à la �gure 3.3 (voir

aussi Fig. 3.1).
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Figure 3.3: Géométrie de la di�usion Rayleigh-Gans. a : dé�nitions géométriques et angu-
laires. Schéma d'un sphéroïde dont l'axe de révolution eo fait un angle θo avec la direction
d'incidence ei. La direction de di�usion ed fait un angle θd avec ei et ϕd avec l'axe x du
plan perpendiculaire à ei passant par l'origine. b : le déphasage de l'onde passant par r0 par
rapport à l'onde passant par l'origine est égal à −ike δ, où δ = δ1−δ2 = r0 ·ei−r0 ·ed = −q·r0
est la di�érence de marche entre les deux rayons.
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Encart 2 Résultats de l'approximation de Rayleigh-Gans pour les

sphéroïdes et les cylindres

Nous donnons ici des résultats analytiques de R(θs, ϕs) largement décrits et utilisés

dans la littérature [49, 33], en accord avec les notations dé�nies à la �gure 3.3 et avec les

équations paramétriques Eqs. 2.34 et 2.33 du chapitre précédent. Dans ce qui suit, Jn(x)

dénote la fonction de Bessel cylindrique régulière d'ordre n et on introduit un angle β tel

que :

cos(β) = − cos(θo) sin(θs/2) + sin(θo) cos(θs/2) cos(ϕs) (3.35)

Sphéroïdes :

R(θs, ϕs) =

√
9π

2u3
J3/2(u) (3.36)

avec

u = kea 2 sin(θs/2)
√

1 + (R2 − 1) cos2(β) (3.37)

Cylindres :

R(θs, ϕs) = F (kea 2 sin(θs/2) sin(β))E (keb 2 sin(θs/2) cos(β)) (3.38)

avec

F (u) =
2

u
J1(u)

E(u) =

√
π

2u
J1/2(u)

(3.39)

Les e�cacités obtenues par les approximations de Born et de Rayleigh-Gans pour un

di�useur sphérique sont données à la �gure 3.4. Ces résultats illustrent la discussion sur la

di�érence entre un développement en ordre de (mr − 1) ou en ordre de (m2
r − 1). Dans la

gamme de paramètres de taille étudiée, l'approximation de Rayleigh-Gans est toujours plus

pertinente que l'approximation de Born sur la section e�cace de di�usion. Pour la section

e�cace d'absorption, nous observons deux zones :

� Pour les petits paramètres de taille l'approximation de Rayleigh-Gans est plus perti-

nente que l'approximation de Born, ce qui semble indiquer que les deux termes d'ordres

(mr − 1)2 se compensent dans le développement en série de Born.

� Pour les paramètres de taille plus élevés le terme supplémentaire pris en compte dans

l'approximation de Born semble améliorer les résultats.
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Figure 3.4: E�cacité d'absorption (à gauche) et de di�usion (à droite) d'une sphère d'indice
mr = 1.2−i 5.10−3 en fonction de son paramètre de taille.Mie est la référence et a été obtenu
avec le code bhmie [34] ; Rayleigh-Gans correspond aux équations 3.27 et 3.34 ; Born fait
référence à l'équation 3.23 pour l'absorption et à l'équation 3.34 dans laquelle |mr − 1| a été
remplacé par |m2

r − 1| /2 pour la di�usion.

3.3 Particules grandes devant la longueur d'onde

Dans notre contexte, la limite des grandes particules de faible contraste d'indice est

classiquement associée à l'approximation de la di�raction anomale [33]. L'approximation

de Schi� [92] est le pendant en mécanique quantique de l'approximation de la di�raction

anomale. Cependant, l'approximation de Schi� permet une meilleure description angulaire

des puissances di�usées que l'approximation de la di�raction anomale. L'approximation de

Schi� est à l'heure actuelle la méthode la plus pertinente pour l'étude des micro-organismes

photosynthétiques. Notre démarche dans cette section va consister à présenter les développe-

ments mathématiques sous-jacents à l'approximation de Schi� en mécanique quantique, puis

à faire le lien avec les images physiques de l'approximation de la di�raction anomale avant
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de transposer l'approximation de Schi� à l'étude des ondes électromagnétiques, de la même

manière que cela a été fait pour le passage de l'approximation de Born à l'approximation de

Rayleigh-Gans à la section précédente.

3.3.1 Approximation de Schi� en mécanique quantique

Bien que développée dans le contexte de l'étude de la di�usion d'électrons de haute

énergie par des noyaux lourds, l'approximation de Schi� est très intéressante pour l'étude du

problème de la di�usion dans la limite des grandes particules de faibles contrastes d'indice.

Cette section s'appuie entièrement sur l'article fondateur de L.I. Schi� [92] (qui se base sur

un formalisme intégral identique à celui développé à la section 3.1) dont les résultats sont ici

discutés sans forcement reprendre toutes les dérivations mathématiques dans leurs détails,

mais en tentant d'aller su�samment loin pour en illustrer les fondements. Dans son article,

L.I. Schi� cherche la fonction d'onde ψ solution de l'équation de Schrödinger

(∇2 + k2 − U)ψ = 0 (3.40)

où ~2 k2
2m

est l'énergie cinétique de la particule incidente et ~2 U
2m

= V est l'énergie du potentiel

de di�usion. Plus précisément, il cherche la solution qui possède la forme asymptotique :

ψ → exp(iki · r) +
exp(ikr)

r
f(ed, ei) (3.41)

L'étude se place dans le cadre des hypothèses suivantes :

(1) |V | � (E −mc2), où (E −mc2) est l'énergie cinétique de la particule incidente,

(2) k a� 1, où a est la distance correspondant à une variation signi�cative du potentiel U .

Le parallèle avec notre étude est direct, tant dans les images physiques que dans le formalisme.

Les travaux de Schi� peuvent être repris en considérant U(r) = −k2e (mr(r)
2 − 1) (voir

Eqs. 2.17 à 2.16), S(ed, ei) = 1
−i
f(ed, ei), et en remplaçant i par −i dans les expressions (a�n

de respecter la convention de signe choisie ici pour la dé�nition de l'amplitude complexe).

L'approximation de Schi� correspond, dans cette transposition, aux hypothèses suivantes :

(a) l'hypothèse (1) correspond à des faibles contrastes d'indice∣∣m2
r − 1

∣∣� 1

(b) et dans le cas d'une particule homogène, l'hypothèse (2) correspond à des particules



Chapitre 3 Di�usion par des particules de faible contraste d'indice 104

grandes devant la longueur d'onde (grands paramètres de tailles)

k a� 1

où a est la dimension caractéristique de la particule (le rayon pour une particule sphérique),

L'approximation consiste à sommer les termes du développement en série de Born après en

avoir approximé chacune des intégrales en utilisant la méthode des phases stationnaires [108].

Nous notons ici ces intégrales

I1 =
∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)

I2 =
∫
Vpart

dr1
∫
Vpart

dr2G(r0, r1)G(r1, r2)Ei(r2)

I3 =
∫
Vpart

dr1
∫
Vpart

dr2
∫
Vpart

dr3G(r0, r1)G(r1, r2)G(r2, r3)Ei(r3)

I4 = ...

(3.42)

de sorte que le développement de Born du champ interne Eq. 3.20 s'écrive :

E(r0) = Ei(r0)− k2e
(
m2

r − 1
)
I1 + k4e

(
m2

r − 1
)2
I2 − k6e

(
m2

r − 1
)3
I3... (3.43)

Prenons pour commencer l'intégrale I1 dans laquelle on remplace G(r0, r1) et Ei(r1) par leurs

expressions (voir Eq. 3.1 et Eq. 2.3), et où l'on fait le changement de variable ρ1 = r1 − r0 :

I1 =
1

4π
Ei(r0)

∫
dρ1H (r0 + ρ1 ∈ Vpart)

exp [−i (keρ1 + ki · ρ1)]

ρ1
(3.44)

où ρ1 = ‖ρ1‖, et où H() est la fonction échelon qui prend la valeur 1 si la condition entre

parenthèses est satisfaite, c'est-à-dire si r1 = r0 + ρ1 est dans le volume de la particule, et

0 sinon. La particule étant grande devant la longueur d'onde (condition (b)), la majeure

partie de l'intégrale correspond à des valeurs de ρ1 qui sont bien supérieures à k−1
e . Pour

ρ1 � k−1
e , le terme exponentiel dans l'intégrande oscille très rapidement lorsque la direction

de ρ1 est changée, sauf lorsque ρ1 est proche de −ki et que la phase de l'exponentielle

s'annule. On dit alors que la phase de l'exponentielle est stationnaire. L'approximation des

phases stationnaires consiste à remarquer que les oscillations rapides de l'intégrande loin de

la zone de phase stationnaire mènent à une contribution à l'intégrale qui est petite devant

la contribution de la zone de phase stationnaire. Il en découle que la principale contribution
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à l'intégrale I1 vient d'une région en forme de paraboloïde de révolution autour de −ki, de

sommet en r0, correspondant à des angles θ entre −ki et ρ1 tels que θ .
√

2
keρ1

. Cette région

est schématisée à la �gure 3.5, et sera notée Vps(r0) dans la suite. Ainsi, on démontre que

pour les particules grandes devant la longueur d'onde (voir [92])

I1 =
1

4π
Ei(r0)

i2π

ke

∫ ∞

0

dρ1H (r0 − ρ1ei ∈ Vpart) +O(k−2
e ) (3.45)

où on a remplacé l'intégrale sur le volume de la particule par une intégrale sur la région de

phase stationnaire ρ1 = −ρ1ei, avec ei le vecteur unitaire correspondant à la direction inci-

dente (ki = keei). Dans cette expression, l'intégrale sur ρ1 est égale à la distance parcourue

par un "rayon" parallèle à ei, entre son entrée dans la particule et le point r0. En se plaçant

dans le repère des �gures 3.5 et 3.7, dans lequel l'axe z coïncide avec la direction d'incidence

ei, cette distance est égale à z0− zin0 , où zin0 est l'abscisse du point d'entrée du rayon passant

pas r0 (r0 correspondant à l'abscisse z0). Il vient :

I1(r0) =
i

2ke

(
z0 − zin0

)
Ei(r0) +O(k−2

e ) (3.46)

En introduisant ρ2 = r2 − r1, on peut suivre la même méthodologie pour I2 qui s'écrit alors

I2 =

∫
Vpart

G(r0, r1)Ei(r1)
1

4π

∫
dρ2H (r0 + ρ1 + ρ2 ∈ Vpart)

exp [−i (keρ2 + ki · ρ2)]

ρ2
(3.47)

L'approximation des phases stationnaires donne :

I2 ≈
∫
Vpart

G(r0, r1)Ei(r1)
1
4π

i2π
ke

∫∞
0
dρ2H (r0 + ρ1 − ρ2ei ∈ Vpart)

=
∫
Vpart

G(r0, r1)Ei(r1)
i

2ke
(z1 − zin1 )

(3.48)

où on a utilisé que ∫ ∞

0

dρ2H (r0 − ρ1 − ρ2ei ∈ Vpart) = (z1 − zin1 )

est la longueur du rayon parallèle à ei entre son entrée dans la particule et le point r1. En

faisant le changement de variable ρ1 = r1 − r0, cette intégrale devient

I2 =
1

4π
Ei(r0)

∫
dρ1H (r0 + ρ1 ∈ Vpart)

exp [−i (keρ1 + ki · ρ1)]

ρ1
× i

2ke
(z1 − zin1 ) (3.49)
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La zone de phase stationnaire associée à cette intégrale correspond à ρ1 aligné avec ei. Dans

ce cas, la longueur z1−zin1 devient (z0−zin0 )−ρ1 et l'approximation des phases stationnaires

donne :

I2 ≈
(

i
2ke

)2
Ei(r0)

∫∞
0
dρ1H (r0 − ρ1ei ∈ Vpart) [(z0 − zin0 )− ρ1]

=
(

i
2ke

)2
Ei(r0)

(z0−zin0 )2

2

(3.50)

En procédant de même, on obtient l'expression générale des Ij

Ij =

(
i

2ke

)j
(z0 − zin0 )j

j!
Ei(r0) +O(k−2j

e ) (3.51)

En injectant cette expression des Ij dans le développement de Born du champ interne Eq. 3.43

on obtient

E(r0) = Ei(r0) exp

[
−ike

(m2
r − 1)

2
(z0 − zin0 )

]
+O

(
∞∑
n=1

(−1)n
(
m2

r − 1
)n)

(3.52)

Pour l'instant, nous n'avons utilisé que l'hypothèse des grands paramètres de tailles. Si l'on

considère maintenant l'hypothèse (a), les termes d'ordres (m2
r − 1)

n peuvent être négligés. Le

champ dans la particule est alors l'onde plane incidente déphasée et atténuée sur la distance

z0−zin0 , de par la présence du matériau entre le point d'entrée rin0 et la position r0 considérée.

L.I. Schi� montre qu'il existe une zone de phase stationnaire que nous n'avons pas con-

sidérée dans l'expression précédente des Ij>1, et qui donne une contribution de même ordre à

l'amplitude de di�usion aux grands angles. Cette zone de phase stationnaire est représentée

à la �gure 3.5 et correspond à l'alignement de tous les vecteurs ρ avec la direction rj − r0.

Dans le cas de I2, cela correspond à ρ1 et ρ2 alignés suivant r2− r0. En e�et, I2 peut s'écrire

comme

I2 =

∫
Vpart

dr1
1

4πρ1

∫
Vpart

dr2
1

4πρ2
Ei(r2)exp {−ike(ρ1 + ρ2)}

On introduit la fonction de Green G(r0, r2) en multipliant et divisant l'expression par

exp (−ike‖r2 − r0‖) /‖r2 − r0‖ :

I2 =
∫
Vpart

dr2G(r0, r2)Ei(r2)

×
∫
dρ1H (r0 + ρ1 ∈ Vpart)

‖r2−r0‖
4πρ1ρ2

exp {−ike [(ρ1 + ρ2)− ‖r2 − r0‖]}

L'intégrale sur ρ1 possède une zone de phase stationnaire correspondant aux positions r1

telles que ρ1 et ρ2 sont alignés suivant r2 − r0 et ρ1 < ‖r2 − r0‖. Cette zone correspond bien
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à ‖r2 − r0‖ = ρ1 + ρ2. Schi� montre que la contribution de cette zone de phase stationnaire

donne

I2 =

∫
Vpart

dr2G(r0, r2)Ei(r2)
i2π

ke

1

4π

∫ ‖r2−r0‖

0

dρ1H

(
r0 +

r2 − r0
‖r2 − r0‖

ρ1 ∈ Vpart

)
(3.53)

où la condition dans la fonction échelon est toujours satisfaite puisque r2 ∈ Vpart, et donc :

I2 =

∫
Vpart

dr2G(r0, r2)Ei(r2)
i

2ke
‖r2 − r0‖

Tout se passe comme si la position r1 n'existait pas (puisque ρ1 et ρ2 sont alignés), et en

changeant la variable muette r2 pour r1 on obtient

I2 =

∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)
i

2ke
ρ1 (3.54)

En sommant cette nouvelle contribution à la première contribution correspondant à la zone

de phase stationnaire ρ2 colinéaire à −ki (voir la dérivation Eq. 3.48), il vient

I2 =

∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)
i

2ke

[
ρ1 + (z1 − zin1 )

]
(3.55)

Cette nouvelle contribution à I2 (en plus de la contribution Eq. 3.50) correspond aux deux

zones de phase stationnaire qui sont liées à la position r1 et qui sont représentées à la �g-

ure 3.5. A l'ordre j, on procède de manière similaire. Une première zone de phase stationnaire

correspond à ρ1, ρ2, ... alignés avec rj − r0 et on écrit l'intégrale sous la forme :

Ij =

∫
Vpart

drj G(r0, rj)Ei(rj)

∫
dρ1...

∫
dρ2...

∫
dρj−1... (3.56)

En faisant l'approximation des phases stationnaires sur les j − 1 intégrations sur les ρ, puis

en changeant la variable muette rj pour r1, on obtient

Ij =

∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)

(
i

2ke

)j−1
ρ j−1
1

(j − 1)!
(3.57)
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Pour la seconde zone de phase stationnaire où les ρj, ρj−1, ... sont alignés avec −ki, on

obtient selon la démarche présentée plus haut :

Ij =

∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)

(
i

2ke

)j−1
(z1 − zin1 )j−1

(j − 1)!
(3.58)

L'expression approchée de I se généralise donc à l'ordre j en sommant les contributions des

deux zones de phase stationnaire :

Ij =

∫
Vpart

dr1G(r0, r1)Ei(r1)

(
i

2ke

)j−1
[ρ1 + (z1 − zin1 )]

j−1

(j − 1)!
(3.59)

où l'on retrouve bien la dé�nition de I1 pour j = 1.

La �gure 3.5 montre que les deux nouvelles zones de phase stationnaire que nous venons

de considérer sont identiques à la première zone Vps (qui nous avait menés à l'équation 3.51)

lorsque r1 ∈ Vps(r0). Il convient donc d'exclure Vps(r0) de l'intégration Eq. 3.59 avant de la

sommer à l'équation 3.51 (a�n de ne pas compter deux fois les mêmes contributions), pour

Vpart

r1

r0

z1 − zin
1

ρ1

z0 − zin
0

ei

ei

r
in
0

r
out
0

z

r
in
1

r
out
1

Vps(r0)

Figure 3.5: Zones de phase stationnaire dans le cadre de l'approximation de Schi� du champ
interne.
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obtenir :

Ij ≈
(

i
2ke

)j
(z0−zin0 )j

j!
Ei(r0)

+

∫
Vpart

dr1H [r1 /∈ Vps(r0)] G(r0, r1)Ei(r1)

(
i

2ke

)j−1
[ρ1 + (z1 − zin1 )]

j−1

(j − 1)!

(3.60)

On remarque que pour j = 1 l'intégrale sur les r1, Vps(r0) exclu, correspond à la partie de

I1 qui avait été négligée dans Eq. 3.51. En injectant cette expression dans le développement

de Born Eq. 3.43, on obtient :

E(r0) = Ei(r0) exp

[
−ike

(m2
r−1)
2

(z0 − zin0 )

]

−k2e
(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr1H [r1 /∈ Vps(r0)] G(r0, r1)Ei(r1)

× exp

{
−ike

(m2
r−1)
2

[‖r1 − r0‖+ (z1 − zin1 )]

} (3.61)

On peut donner une interprétation physique de cette expression qui souligne clairement

l'analogie avec la di�usion simple. Le champ en r0 correspond à la somme de deux contribu-

tions :

� les ondes "balistiques", qui arrivent directement à la position r0 avec la direction ei,

après avoir traversé la particule sur une distance (z0 − zin0 ). Ces ondes correspondent

au champ incident déphasé et atténué suivant la longueur de traversée de la particule.

� les ondes ayant vécu une di�usion en r1 avant d'arriver en r0. Leur contribution corre-

spond à un terme de di�usion proportionnel à k2e (m
2
r − 1) et un déphasage (ainsi qu'une

atténuation) suivant leur longueur de traversée de la particule (z1 − zin1 ) + ‖r1 − r0‖.

Il reste toutefois di�cile de mettre une image physique simple sur la nécessité d'exclure la

région Vps(r0), ce qui dans le cadre de ces images physiques revient à exclure la di�usion

avant 3. De plus, bien que les longueurs de traversée de la particule aient un sens physique,

l'expression du déphasage comme étant proportionnel à
(m2

r−1)
2

est di�cilement interprétable.

Nous allons maintenant injecter cette expression approchée du champ interne dans la

relation Eq. 3.17 (que nous rappelons ci-dessous) a�n d'obtenir l'expression de l'amplitude

3. Cette question pourrait notamment être approfondie en s'intéressant plus en détail aux travaux issus
de la communauté spécialisée dans les méthodes asymptotiques en électromagnétisme.
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de di�usion.

S(ed, ei) =
i k2e
4π

(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr0 exp (ikd · r0)E(r0)

Amplitude de di�usion aux grands angles. Lors de cette opération nous constatons

que le deuxième terme de l'équation 3.61 donne une contribution non-négligeable à S pour les

grands angles. Ce terme semble pourtant correspondre à un ordre supérieur par rapport au

premier terme et devrait donc être négligeable. Cependant, il apporte une contribution non-

négligeable de par l'existence d'une zone de phase stationnaire liée au facteur exp (ikd · r0)
qui intervient dans l'expression de S. Le premier terme de l'équation 3.61 donne :

i k2e
4π

(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr0 exp (iq · r0) exp
[
−i ke

m2
r − 1

2
(z0 − zin0 )

]
(3.62)

Le deuxième terme donne :

− i k
4
e

4π

(
m2

r − 1
)2 ∫

Vpart

dr0

∫
Vpart

dr1 H [r1 /∈ Vps(r0)]
exp [−i (keρ1 + ki · r1 − kd · r0)]

4πρ1

× exp

{
−ike

(m2
r−1)
2

[ρ1 + (z1 − zin1 )]

}
(3.63)

où ρ1 = r1 − r0. Il existe deux zones de phase stationnaire associées à cette intégrale :

(1) la première est obtenue en écrivant keρ1 + ki · r1 − kd · r0 = −q · r0 + keρ1 + ki · ρ1 et

correspond à ρ1 colinéaire à −ki. Cependant cette zone ne participe pas à l'intégrale

puisque Vps est justement exclu du domaine d'intégration. Cette contribution est déjà

prise en compte dans le premier terme.

(2) la deuxième zone de phase stationnaire est obtenue en écrivant keρ1 + ki · r1 − kd ·
r0 = −q · r1 + keρ1 + kd · ρ1 et correspond à ρ1 colinéaire à −kd. Cette zone de phase

stationnaire est distincte de la zone (1) (qui correspond à Vps) lorsque kd et ki sont

su�samment di�érents, c'est-à-dire pour les grands angles, et plus précisément lorsque

θd &
√

2
keã

, où Schi� décrit ã comme étant la dimension caractéristique de la zone

participant signi�cativement au processus de di�usion. Dans le cas de particules très

allongées, la dimension caractéristique dé�nissant l'ouverture angulaire des puissances

di�usées est la plus petite dimension caractéristique du di�useur. Nous proposons dans

la suite de considérer ã comme étant cette dimension.

A�n d'obtenir l'amplitude de di�usion aux grands angles, nous allons donc exprimer la

contribution de la zone (2). On écrit l'expression Eq. 3.63 de manière à faire apparaître la
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zone de phase stationnaire (2) :

−i k
4
e

4π

(
m2

r − 1
)2 ∫

Vpart

dr1 exp (iq · r1) exp
{
−ike

(m2
r − 1)

2
(z1 − zin1 )

}
×
∫
Vpart

dρ1 H [r1 − ρ1 ∈ Vpart] H [r1 − ρ1 /∈ Vps(r0)]

× exp [−i (keρ1 + kd · ρ1)]

4πρ1
exp

[
−ike

(m2
r − 1)

2
ρ1

] (3.64)

Puis, d'après l'approximation des phases stationnaires, l'intégration sur les ρ1 devient :

i2π

ke

1

4π

∫ ∞

0

dρ1H [r1 − ρ1ed ∈ Vpart] exp

[
−ike

(m2
r − 1)

2
ρ1

]

=
i

2ke

∫ lout(r1,ed)

0

dρ1exp

[
−ike

(m2
r − 1)

2
ρ1

]
= − 1

k2e (m2
r − 1)

{
exp

[
−ike

(m2
r − 1)

2
lout(r1, ed)

]
− 1

} (3.65)

où lout(r1, ed) est la longueur du rayon partant de r1 suivant ed jusqu'à sa sortie de la

particule, tel que représenté sur la �gure 3.6. Le deuxième terme du champ intérieur apporte

donc bien une contribution à S qui est du même ordre que Eq. 3.62 pour les grands angles,

et qui s'écrit, après avoir changé la variable muette r1 pour r0 :

i k2e
4π

(
m2

r − 1
)2 ∫

Vpart

dr0 exp (iq · r0) exp
[
−ike

(m2
r − 1)

2
(z0 − zin0 )

]
×
{
exp

[
−ike

(m2
r−1)
2

lout(r0, ed)

]
− 1

} (3.66)

Pour les angles θd &
√

2
keã

, on obtient l'approximation de Schi� pour l'amplitude de di�usion

aux grands angles en sommant les contributions des deux termes Eqs. 3.62 et 3.66 :

S(ed, ei) =
i k2e
4π

(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr0 exp (iq · r0) exp
[
−i ke

m2
r − 1

2

[
lin(r0, ei) + lout(r0, ed)

]]
(3.67)

où, comme décrit à la �gure 3.6, lin(r0, ei) = (z0 − zin0 ).
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Figure 3.6: Dé�nitions des notations utilisées pour l'approximation de Schi� : schéma d'un
sphéroïde dont l'axe de révolution eo fait un angle θo avec la direction d'incidence ei. P est
la surface projetée de la particule sur un plan perpendiculaire à ei. a : P est associée à un
repère (x, y) (pour θo = 0 : x′ ≡ x and ei ≡ eo). La direction de di�usion ed fait un angle θd
avec ei et ϕd avec l'axe x du plan contenant P . l(x, y) est la longueur de traversée d'un rayon
colinéaire à ei passant à travers la particule en ligne droite en intersectant P à la position
(x, y). b : lin(r) est la longueur d'un rayon incident (de direction ei) entre son entrée dans
la particule et la position r, lout(r) est la longueur d'un rayon partant de la position r avec
la direction de di�usion ed jusqu'à sa sortie de la particule.

Amplitude de di�usion aux petits angles. Pour les angles θd .
√

2
keã

, la contribution

du second terme est nulle et on obtient :

S(ed, ei) =
i k2e
4π

(
m2

r − 1
) ∫

Vpart

dr0 exp (iq · r0) exp
[
−i ke

m2
r − 1

2
lin(r0, ei)

]
(3.68)

Cette approximation n'est valable que pour les très petits angles car, par dé�nition du cadre

de validité de l'approximation de Schi�, kea � 1 et keã � 1. L'expression précédente se

simpli�e en considérant que q est proche du plan perpendiculaire à la direction d'incidence

ei lorsque l'angle de di�usion est très petit. Dans le repère de la �gure 3.6, où l'axe z est
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suivant ei, on a q · r0 = qx x+ qy y + qz z et

ki = ke

∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

1

kd = ke

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin(θd) cos(ϕd)

sin(θd) sin(ϕd)

cos(θd)

(3.69)

Le vecteur q peut s'écrire

q = ke 2 sin(θd/2) q̂ (3.70)

où q̂ est un vecteur unitaire

q̂ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(θd/2) cos(ϕd)

cos(θd/2) sin(ϕd)

− sin(θd/2)

(3.71)

Dans la limite des petits angles, qz ≈ ke θ
2
d /2 et dans la mesure où θd � (ke a)

−1/2, on a

qz a � 1. Les composantes transverses qx et qy sont elles de l'ordre de ke θs, impliquant

qx,y a ≈ (ke a)
1/2 qui peut être beaucoup plus grand que 1. On néglige donc la composante

suivant z de q en remplaçant q̂ par :

q̂ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(ϕd)

sin(ϕd)

0

(3.72)

L'intégration sur le volume de la particule se réduit à une intégration sur la surface projetée P
perpendiculaire à la direction incidente (voir la �gure 3.6), donnant un schéma de di�raction

similaire à celui de la di�raction Fraunhofer :

S(ed, ei) =
i k2e
4π

(
m2

r − 1
) ∫

P
dx dy exp [i (qx x+ qy y)]∫ zout

zin
dz exp

[
−i ke

m2
r − 1

2
lin(x, y, z, ei)

]
⇒

S(ed, ei) =
ke
2π

∫
P
dx dy exp [i ke 2 sin (θd/2) (x cosϕd + y sinϕd)]

×
{
1− exp

[
−i ke

m2
r − 1

2
l(x, y)

]} (3.73)

où l(x, y) est la longueur d'un rayon traversant la particule de part en part (de zin à zout sur la

�gure 3.5) en ligne droite et intersectant P en (x, y), tel que représenté sur la �gure 3.6.a. En
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pratique, les angles de di�usion considérés ici sont su�samment petits pour que sin (θd/2)

puisse être remplacé par son développement limité au premier ordre sin (θd/2) ≈ θd/2. Il

vient l'approximation de Schi� pour l'amplitude de di�usion aux petits angles :

S(ed, ei) =
ke
2π

∫
P
dx dy exp [i ke θd (x cosϕd + y sinϕd)]

×
{
1− exp

[
−i ke

m2
r − 1

2
l(x, y)

]} (3.74)

3.3.2 Approximation de la di�raction anomale

L'approximation de la di�raction anomale a été introduite par van de Hulst en 1957 [33].

Dans un premier temps, nous suivons la démarche de l'ouvrage de van de Hulst en constru-

isant l'approximation à partir d'images physiques simples. Cette approche très intuitive est

utile à la compréhension de l'approximation mais possède certaines lacunes, notamment en

ce qui concerne la description des puissances di�usées aux grands angles. Pour cette rai-

son, la section suivante établit les liens avec l'approximation de Schi�. Les hypothèses de

l'approximation de la di�raction anomale sont les suivantes :

(a) l'indice de réfraction relatif est proche de 1

|mr − 1| � 1

(b) le paramètre de taille des particules est grand

ke a� 1

où a est la dimension caractéristique de la particule (son rayon si la particule est

sphérique).

L'approximation de la di�raction anomale consiste en une transmission de la lumière inci-

dente en ligne droite à travers la particule, puis une di�raction de cette lumière transmise

d'après le principe de Huygens. Dans ce cadre, l'intensité di�usée est nécessairement con-

centrée autour de la direction d'incidence. Plus précisément, l'hypothèse (b) assure que les

images de l'optique géométrique (en terme de rayons) sont valides, et l'addition de l'hy-

pothèse (a) implique que ces rayons ne sont ni déviés ni ré�échis à la traversée des frontières

de la particule. Ainsi, le champ dans le plan Q perpendiculaire à ei situé juste derrière la

particule (voir Fig. 3.7) n'est modi�é que par un terme de phase : un rayon ayant traversé la

particule en ligne droite sur une longueur l voit sa phase décalée de (mr − 1) l par rapport
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à l'onde incidente. En prenant l'amplitude E0 de l'onde incidente égale à 1, le champ total

dans le plan Q correspondant à z = 0 est :

E(x, y) =

{
exp [−i ke (mr − 1) l(x, y)] , (x, y) ∈ P
1 , (x, y) /∈ P

(3.75)

où l(x, y) est la longueur de traversée d'un rayon intersectant la surface projetée P de la

particule en (x, y), et où Ei = 1 dans le plan Q.

Le champ di�usé Ed = E − Ei dans le plan Q est donc

Ed(x, y) =

{
exp [−i ke (mr − 1) l(x, y)]− 1 , (x, y) ∈ P
0 , (x, y) /∈ P

(3.76)

Puis, on applique le principe de Huygens pour obtenir le schéma de di�raction en champ

lointain Edi�ract(r) par une ouverture P où le champ est connu en chaque point (x, y)

Edi�ract(r) = i
k

2π

exp (−i kr)
r

∫ ∫
P
dx dy exp [i k sin θd (x cosϕd + y sinϕd)] Ed(x, y) (3.77)

Q

y
x

l(x, y)

Figure 3.7: Longueur de traversée d'un rayon intersectant le plan Q en (x, y).
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D'après le principe de Babinet (voir [33] Chap. 8), le champ di�usé est l'opposé de ce schéma

de di�raction. On obtient ainsi le résultat principal de l'approximation de la di�raction

anomale, après avoir remplacé sin θd par son développement limité au premier ordre sin θd ≈
θd (hypothèse des petits angles) :

S(ed, ei) =
ke
2π

∫ ∫
P
dx dy exp [i ke θs (x cosϕs + y sinϕs)]

×{1− exp [−i ke (mr − 1) l(x, y)]}
(3.78)

Nous venons d'obtenir en quelques phrases ce qui nous a pris plusieurs pages de dérivations

mathématiques dans le cadre de l'approximation de Schi�.

D'après le théorème optique (Sec. 2.1.2), la section e�cace d'extinction s'écrit :

σext = 2Re

[∫ ∫
P
dx dy {1− exp [−i ke (mr − 1) l(x, y)]}

]
(3.79)

D'autre part, la section e�cace d'absorption peut être obtenue en reprenant les images

physiques en terme de rayons : chaque rayon traversant la particule sur une longueur l voit

la proportion 1− [exp (−ke κr l)]2 de la puissance qu'il transporte être absorbée, de sorte que

σa =

∫ ∫
P
dx dy {1− exp [−2 keκr l(x, y)]} (3.80)

On remarque que pour une particule opaque (c'est-à-dire que mr a une partie imaginaire, de

sorte que exp [−i ke (mr − 1) l(x, y)] → 0 lorsque l devient grand), ces expressions véri�ent

les limites théoriques (voir le paradoxe de l'extinction [33] Chap. 8)

lim
a→∞

σext = 2P

lim
a→∞

σa = P
(3.81)

où P est la section géométrique de la particule (l'aire de P).

La construction de l'approximation de la di�raction anomale sur les images physiques

(telle que nous venons de le voir) a l'avantage de la simplicité, en comparaison avec les

dérivations mathématiques nécessaires à sa démonstration formelle. Cependant, ces images

physiques ne sont valides que dans la limite des petits angles, dès lors que nous avons utilisé

le schéma de di�raction par une ouverture plane. En e�et, comment imaginer dans ce cadre

qu'une puissance rétro-di�usée puisse exister ? Or, notre étude nécessite une description

angulaire complète. De plus, bien que H. C. van de Hulst précise que la puissance est di�usée
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autour de la direction incidente, nous ne disposons pas d'un critère angulaire dé�nissant une

limite de validité. Il est intéressant de remarquer que l'expression 3.78 utilisée sur θd ∈
[0, π] donne des résultats étonnamment bons, mais que si l'on ne remplace pas sin θd par

son développement limité (ce qui est légitime dans une extension à [0, π]), l'approximation

donne alors des résultats très mauvais. A�n d'améliorer cette description angulaire il est

nécessaire de passer par une dérivation formelle de l'approximation. H. C. van de Hulst

propose une démonstration basée sur l'expression asymptotique de la solution rigoureuse de

Mie. Nous allons dans la section suivante transposer l'approximation de Schi� à l'étude des

ondes électromagnétiques, ce qui permet de retrouver les résultats de l'approximation de la

di�raction anomale pour les sections e�caces et l'amplitude de di�usion aux petits angles,

tout en disposant d'un angle limite de validité et d'une expression de S au même ordre

d'approximation pour les grands angles.

3.3.3 Approximation de Schi� pour l'étude des ondes électromag-

nétiques

Nous nous plaçons dans les mêmes hypothèses que l'approximation de la di�raction

anomale :

(a) l'indice de réfraction relatif est proche de 1

|mr − 1| � 1

(b) le paramètre de taille des particules est grand

ke a� 1

Partons du développement de Born du champ interne

E(r0) = Ei(r0)− k2e
(
m2

r − 1
)
I1 + k4e

(
m2

r − 1
)2
I2 − k6e

(
m2

r − 1
)3
I3...

où les Ij sont dé�nies à l'équation 3.43 et prennent leur valeur approchée Eq. 3.60 lorsque

kea� 1 (hypothèse b). Exactement comme cela a été fait pour le passage de l'approximation

de Born à l'approximation de Rayleigh-Gans, nous réécrivons le développement du champ

interne comme une série en puissance de (mr − 1) plutôt que (m2
r − 1) :
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(m2
r − 1)E(r0) = 2(mr − 1)Ei(r0) + (mr − 1)2 [Ei(r0)− 4k2eI1]

+(mr − 1)3 [8k4eI2 − 4k2eI1]

+(mr − 1)4 [−16k6eI3 + 12k4eI2 − k2eI1] + ...

(3.82)

L'expression approchée des Ij par l'approximation des phases stationnaires (Eq. 3.60) corre-

spond à un ordre de grandeur Ij ∼
(

a
ke

)j
. Dans le cadre de l'hypothèse (b), on peut négliger

les termes d'ordre inférieur en ke a dans les coe�cients de développement pour obtenir :

(m2
r − 1)E(r0) ' 2 (mr − 1)Ei(r0)− 4 k2e(mr − 1)2 I1 + 8 k4e(mr − 1)3 I2

−16 k6e(mr − 1)4 I3 + ...
(3.83)

En remplaçant les Ij par leur expression approchée Eq. 3.60, on obtient :

(m2
r − 1)E(r0) = 2 (mr − 1)Ei(r0) exp [−ike(mr − 1)(z0 − zin0 )]

−4 k2e (mr − 1)2
∫
Vpart

dr1H [r1 /∈ Vps(r0)] G(r0, r1)Ei(r1)

× exp {−ike (mr − 1) [‖r1 − r0‖+ (z1 − zin1 )]}
(3.84)

où les notations sont données aux �gures 3.5 et 3.6. Comme cela avait été argumenté dans le

cas de l'approximation de Rayleigh-Gans, le fait de développer le champ interne en puissances

de (mr−1) correspond à une certaine cohérence physique. Ainsi, le premier terme du champ

(le facteur 2(mr−1) mis à part) prend tout son sens : le champ incident traverse la particule

sans être dévié et n'est modi�é que par le terme de phase Eq. 3.75. Le champ à l'intérieur de

la particule est donc l'onde plane incidente atténuée et déphasée selon l'écart entre l'indice

de réfraction dans la particule et dans le milieu environnant, pour la longueur z0 − zin0 de

son trajet dans la particule :

E(r0) = Ei(r0) exp
[
−ike(mr − 1)(z0 − zin0 )

]
(3.85)

Le second terme ne peut pas être obtenu sur la base des images physiques de l'approxima-

tion de la di�raction anomale. Son interprétation physique est discutée à la section 3.3.1. Ce

terme correspond à un ordre inférieur par rapport au premier terme. Il n'apporte une contri-

bution signi�cative à l'amplitude de di�usion qu'aux grands angles, suite à l'apparition d'une

zone de phase stationnaire (voir Sec. 3.3.1). En injectant Eq. 3.84 dans les expressions 3.11

et 3.12 dé�nissant les sections e�caces, seul le premier terme du champ interne apporte une

contribution non-négligeable (aucune zone de phase stationnaire ne correspond au second
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terme) et on obtient une expression des sections e�caces d'extinction et d'absorption qui est

identique à celle obtenue dans le cadre de l'approximation de la di�raction anomale Eqs. 3.79

et 3.80. Il en est de même dans la limite des petits angles lorsque l'on injecte Eq. 3.84 dans

l'expression Eq. 3.17 dé�nissant l'amplitude de di�usion et que l'on applique l'approximation

des phases stationnaires (voir la démarche décrite à la section 3.3.1). Pour les grands angles,

la zone de phase stationnaire associée au second terme du champ interne apparaît et on

obtient (en reprenant les résultats de la section 3.3.1) :

Pour θd &
√

2
keã

,

S(ed, ei) =
i k2e
2π

(mr − 1)

∫
Vpart

dr0 exp (iq · r0) exp
{
−i ke(mr − 1)

[
lin(r0, ei) + lout(r0, ed)

]}
(3.86)

avec les notations de la �gure 3.6. Comme nous l'avons vu dans le cadre de l'approximation

de Rayleigh-Gans, les e�ets associés au caractère vectoriel des champs électromagnétiques se

limitent dans notre étude à la multiplication de |S|2 par un facteur 1+cos2 θd
2

. Pour les petits

angles, ces e�ets sont négligeables mais ce n'est pas le cas aux grands angles. On obtient

donc les expressions suivantes des propriétés radiatives dans le cadre de l'approximation de

Schi� :

σext = 2Re

[∫ ∫
P
dx dy {1− exp [−i ke (mr − 1) l(x, y)]}

]
σa =

∫ ∫
P
dx dy {1− exp [−2 keκr l(x, y)]}

σd = σext − σa

(3.87)

et

Wd(ed, ei) =



(
ke
2π

)2

∣∣∣∣∣∣
∫ ∫

P
dx dy exp [i ke θs (x cosϕs + y sinϕs)]

×{1− exp [−i ke (mr − 1) l(x, y)]}

∣∣∣∣∣∣
2

, θd . θl

(
k2e
2π

)2

|mr − 1|2 1 + cos2 θd
2

×

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Vpart

dr0 exp (iq · r0)

×exp
{
−i ke(mr − 1)

[
lin(r0, ei) + lout(r0, ed)

]}
∣∣∣∣∣∣∣
2

, θd & θl

(3.88)

avec les notations de la �gure 3.6 et θl =
√

2
keã

.
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Encart 3 Surfaces projetées et longueurs de traversée pour les sphéroïdes

et les cylindres

Nous donnons ici les expressions analytiques des surfaces projetées P et des longueurs de

traversée l dans le cas particulier des sphéroïdes et des cylindres (équations paramétriques

données à la section 2.2.1) dans le cadre des notations de la �gure 3.6. L'obtention de ces

résultats est détaillée dans [86].

Sphéroïdes :

P est une ellipse : petit axe de longueur a suivant les y, grand axe de longueur aα(θo)

suivant les x, avec :

α(θo) =
√
cos2 θo + 1/R2 sin2 θo (3.89)

L'aire de l'ellipse est :

P (θo) = πa2 α(θo) (3.90)

La longueur de traversée est :

l(x, y) =
2 a

Rα(θo)

√
1− x2

a2 α(θo)2
− y2

a2
(3.91)

Cylindres :

On considère θo ∈ [0, π/2], l'autre partie (θo ∈ [π/2, π]) étant équivalente. P est un rectangle

−b sin θo < x < b sin θo , −a < y < a plus deux demi-ellipses juxtaposées en x = −b sin θo
et x = b sin θo : grand axe de longueur a suivant les y, petit axe de longueur a cos θo suivant

les x. L'aire de cette surface projetée est

P (θo) = 4a2 cos θo (β(θo) + π/4) (3.92)

où

β(θo) =
tan θo
R

(3.93)

En notant ξ = a x cos θo et η = a y, on obtient la longueur de traversée suivante :

Pour β ≥
√

1− η2,

l/a =



ξ + β +
√

1− η2

sin θo
si |ξ + β| ≤

√
1− η2

−ξ + β +
√

1− η2

sin θo
si |ξ − β| ≤

√
1− η2

2
√
1− η2

sin θo
sinon

(3.94)
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Pour β <
√
1− η2,

l/a =



ξ + β +
√
1− η2

sin θo
si −

√
1− η2 − β ≤ ξ ≤ −

√
1− η2 + β

2

R cos θo
si −

√
1− η2 + β ≤ ξ ≤

√
1− η2 − β

−ξ + β +
√
1− η2

sin θo
si
√

1− η2 − β ≤ ξ ≤
√

1− η2 + β

2
√

1− η2

sin θo
sinon

(3.95)

3.4 Mise en ÷uvre pratique de l'approximation de Schi�

3.4.1 Résolution numérique par méthode de Monte Carlo

Les aspects théoriques utilisés dans cette section en lien avec la méthode de Monte Carlo

seront développés aux chapitres 5 et 6. Nous verrons dans ces chapitres que tout algorithme

de Monte Carlo correspond à une formulation intégrale qui en est la traduction mathématique

rigoureuse. Dans ce qui suit, nous allons reformuler les expressions intégrales des propriétés

radiatives obtenues par l'approximation de Schi� et en donner l'algorithme de Monte Carlo

correspondant. Nous considérons les prises de moyenne sur les distributions de tailles et

d'orientations discutées au chapitre 2. La méthode de Monte Carlo est particulièrement

intéressante dans ce cadre puisque l'ajout de ces intégrales (en comparaison avec un calcul

pour une orientation et une taille �xe) n'entraîne pas d'augmentation signi�cative du temps

de calcul, ce qui n'est pas le cas avec des méthodes par quadrature. En toute généralité,

l'orientation d'une particule est dé�nie par trois angles. Le fait que les particules étudiées

soient à symétrie de révolution réduit ce nombre à deux angles. Le premier angle d'orientation

est θo (voir Fig. 3.6). Son domaine d'intégration est restreint à θo ∈ [0, π/2], l'autre partie

(θo ∈ [π/2, π]) étant symétrique. Le deuxième angle d'orientation est dé�ni par rapport à la

direction de di�usion. Ainsi l'intégration sur cet angle est équivalente à une intégration sur

les angles de di�usion ϕd (voir Fig. 3.6). On retrouve bien que la section e�cace di�érentielle

de di�usion d'une particule à symétrie de révolution orientée aléatoirement ne dépend que

de l'angle θd. Dans le cas des sections e�caces, l'angle ϕd n'intervient pas et la prise de

moyenne sur les orientations se limite à une intégration sur θo ∈ [0, π/2].
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Sections e�caces. La formulation intégrale des sections e�caces σi, où i peut être l'ex-

tinction, l'absorption ou la di�usion, se réécrit :

σi =

∫ π/2

0

dθo pΘo(θo)

∫ ∞

0

dreq pReq(req)

∫
P(θo,req)

dr pR(r) ŵi (3.96)

avec la densité de probabilité isotrope des orientations pΘo(θo) = sin(θo), la densité de prob-

abilité log-normale des rayons de la sphère équivalente en volume pReq(req) décrite à la

section 2.2.1 (connaissant l'élongation R, req détermine les paramètres a et b de l'équation

paramétrique de la forme considérée), la densité de probabilité uniforme pR(r) = 1
P (θo,req)

des positions r de la surface projetée P(θo, req) (où P est l'aire de P), et où les fonctions de

poids sont :

ŵext = 2P (θo, req) {1− exp [−ke κr l(r ; θo, req)] cos [ke (nr − 1) l(r ; θo, req)]} (3.97)

pour l'extinction,

ŵa = P (θo, req) {1− exp [−2 ke κr l(r ; θo, req)]} (3.98)

pour l'absorption et

ŵd = ŵext − ŵa (3.99)

pour la di�usion. L'algorithme de Monte Carlo correspondant s'énonce de la manière suiv-

ante :

(1) un angle d'orientation θo est généré aléatoirement sur [0, π/2] suivant la densité de prob-

abilité pΘo(θo),

(2) un rayon req est généré aléatoirement sur [0,∞] suivant la densité de probabilité pReq(req),

(3) un point de la surface projetée P(θo, req) est généré aléatoirement suivant la densité de

probabilité uniforme pR(r),

(4) les poids sont calculés suivant les fonctions de poids ŵi, et l'algorithme boucle à l'étape

(1) jusqu'à ce que le nombre de réalisations souhaité soit atteint.

Section e�cace di�érentielle de di�usion aux petits angles. L'intégration sur les

orientations porte ici sur les deux angles θo et ϕd. D'après la dé�nition de Wd :

Wd(θd) =

∫ π/2

0

dθo pΘo(θo)

∫
2π

dϕd pΦd
(ϕd)

∫ ∞

0

dreq pReq(req) |S|
2 (3.100)
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avec la densité de probabilité uniforme pΦd
(ϕd) = 1

2π
pour les angles ϕd ∈ [0, 2π], et où

les autres densités de probabilité sont identiques à celles dé�nies ci-dessus pour les sections

e�caces. Par ailleurs, S est dé�nie à la section 3.3.3. En notant

g(r) = exp [i ke θd (x cosϕd + y sinϕd)] {1− exp [−i ke (mr − 1) l(r ; θo, req)]} (3.101)

où x et y sont les coordonnées du point r de la surface projetée (tel que décrit à la �gure 3.6),

l'amplitude de di�usion s'écrit :

S =
ke
2π

∫
P(θo,req)

dr g(r) (3.102)

Le module carré de S peut s'écrire de la manière suivante en introduisant une nouvelle

intégration sur la surface P :

|S|2 = Re2 {S}+ Im2 {S}

=

(
ke
2π

)2 ∫
P(θo,req)

dr1

∫
P(θo,req)

dr2 [Re {g(r1)} Re {g(r2)}+ Im {g(r1)} Im {g(r2)}]

(3.103)

Ce point sera développé au chapitre 6. En introduisant

Γ(r) = ke θd (x cosϕd + y sinϕd)

βr(r) = ke (nr − 1) l(r ; θo, req)

βi(r) = ke κr l(r ; θo, req)

(3.104)

on a :

Re {g(r1)} Re {g(r2)}+ Im {g(r1)} Im {g(r2)} =

cos [Γ(r1)− Γ(r2)] {1 + exp [−(βi(r1) + βi(r2))] cos [βr(r1)− βr(r2)]

−exp [−βi(r1)] cos [βr(r1)]− exp [−βi(r2)] cos [βr(r2)]}

+ sin [Γ(r1)− Γ(r2)] {exp [−(βi(r1) + βi(r2))] sin [βr(r1)− βr(r2)]

+exp [−βi(r1)] sin [βr(r1)] + exp [−βi(r2)] sin [βr(r2)]}

(3.105)
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Lors de la prise de moyenne sur les orientations, toute la dépendance de |S|2 à ϕd est contenue

dans Γ(r1)− Γ(r2) :

Γ(r1)− Γ(r2) = ke θd (∆x cosϕd +∆y sinϕd) (3.106)

où ∆x = x1 − x2 et ∆y = y1 − y2. On pose :

∆x cosϕd +∆y sinϕd = ‖∆r‖ sin (ϕd − ϕ0) (3.107)

où ‖∆r‖ =
√
∆x2 +∆y2 et ϕ0 = atan

(
−∆x

∆y

)
[π]. En faisant le changement de variable

ϕ′
d = ϕd − ϕ0, on obtient∫

2π

dϕd pΦd
(ϕd) sin [Γ(r1)− Γ(r2)] =

∫
2π

dϕ′
d

1

2π
sin [ke θd ‖∆r‖ sin (ϕ′

d)]

= 0

(3.108)

et ∫
2π

dϕd pΦd
(ϕd) cos [Γ(r1)− Γ(r2)] =

∫
2π

dϕ′
d

1

2π
cos [ke θd ‖∆r‖ sin (ϕ′

d)]

= J0(ke θd ‖∆r‖)
(3.109)

où J0() est la fonction de Bessel cylindrique régulière d'ordre 0. La section e�cace di�éren-

tielle de di�usion aux petits angles correspond donc à la formulation intégrale suivante :

Wd(θd) =

∫ π/2

0

dθo pΘo(θo)

∫ ∞

0

dreq pReq(req)

∫
P(θo,req)

dr1 pR1(r1)

∫
P(θo,req)

dr2 pR2(r2) ŵ

(3.110)

avec les densités de probabilité uniforme des positions r1 et r2 de la surface projetée pR1,2(r1,2) =
1

P (θo,req)
et où la fonction de poids est :

ŵ =

(
ke P (θo, req)

2π

)2

J0(ke θd ‖∆r‖) {1 + exp [−(βi(r1) + βi(r2))] cos [βr(r1)− βr(r2)]

−exp [−βi(r1)] cos [βr(r1)]− exp [−βi(r2)] cos [βr(r2)]}

(3.111)



Chapitre 3 Di�usion par des particules de faible contraste d'indice 125

L'algorithme de Monte Carlo correspondant s'énonce de la manière suivante :

(1) un angle d'orientation θo est généré aléatoirement sur [0, π/2] suivant la densité de prob-

abilité pΘo(θo),

(2) un rayon req est généré aléatoirement sur [0,∞] suivant la densité de probabilité pReq(req),

(3) une première position r1 de la surface projetée P(θo, req) est générée aléatoirement suiv-

ant la densité de probabilité uniforme pR1(r1),

(4) une deuxième position r2 de la surface projetée P(θo, req) est générée aléatoirement

suivant la densité de probabilité uniforme pR2(r2),

(5) le poids est calculé suivant la fonction de poids ŵ et l'algorithme boucle à l'étape (1)

jusqu'à ce que le nombre de réalisations souhaité soit atteint.

Pour des raisons de convergence identiques à celles qui seront discutées dans le paragraphe

suivant, il est intéressant de travailler avec la cumulée CWd(θd) de la section e�cace dif-

férentielle de di�usion :

CWd(θd) = 2π

∫ θd

0

dθ′ sin(θ′)Wd(θ
′) (3.112)

En ce qui concerne le transfert radiatif, travailler avec Wd ou CWd est équivalent. Toute la

dépendance de la fonction de poids ŵ à l'angle de di�usion vient de l'argument de la fonction

de Bessel J0(ke θd ‖∆r‖). A�n de rendre l'intégration sur les θ′ analytiques (et ainsi de réduire
les di�cultés de convergence), il faut revenir aux dérivations mathématiques de l'approxi-

mation de Schi� (Sec. 3.3.1). Dans ces dérivations, la dépendance en θd avait été obtenue

en remplaçant 2 sin (θd/2) par son développement limité au premier ordre 2 sin (θd/2) ≈ θd.

Compte tenu des angles auxquels nous sommes ici, l'utilisation de 2 sin (θd/2) où de son

développement limité n'a aucun impact sur les résultats. Si l'on supprime cette approxima-

tion et que l'on fait le changement de variable X = 2 sin (θ′/2), on obtient alors l'expression

suivante :∫ θd

0

dθ′ sin(θ′)J0(ke θ
′ ‖∆r‖) ≈

∫ θd

0

dθ′ sin(θ′)J0(ke 2 sin (θ
′/2) ‖∆r‖)

=

∫ 2 sin(θd/2)

0

dX X J0(keX ‖∆r‖)

= 2 sin (θd/2)
J1(ke 2 sin (θd/2) ‖∆r‖)

ke ‖∆r‖

≈ θd
J1(ke θd ‖∆r‖)

ke ‖∆r‖

(3.113)
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L'algorithme de Monte Carlo estimant la cumulée CWd(θd) est donc identique à l'algorithme

estimant Wd(θd) ; seule la fonction de poids ŵ est remplacée par ŵC :

ŵC = 2π

(
ke P (θo, req)

2π

)2

θd
J1(ke θd ‖∆r‖)

ke ‖∆r‖
{1 + exp [−(βi(r1) + βi(r2))] cos [βr(r1)− βr(r2)]

−exp [−βi(r1)] cos [βr(r1)]− exp [−βi(r2)] cos [βr(r2)]}

(3.114)

Section e�cace di�érentielle de di�usion aux grands angles. D'après la relation

Eq. 3.88 :

Wd(θd) ∝
∫ π/2

0

dθo pΘo(θo)

∫
2π

dϕd pΦd
(ϕd)

∫ ∞

0

dreq pReq(req)

∣∣∣∣∣
∫
Vpart

dr t(r)h(r)

∣∣∣∣∣
2

(3.115)

avec les mêmes notations que précédemment, et

t(r) = exp
{
−ke κr ltot(r)

}
h(r) = exp

{
i
[
q · r− ke(nr − 1) ltot(r)

]} (3.116)

où ltot(r) = lin(r, ei) + lout(r, ed) (voir Fig. 3.6.b). De la même manière que pour les petits

angles, on exprime le module carré d'une intégrale complexe comme l'intégrale sur deux

positions r1 et r2 (voir Chap. 6) :∣∣∣∣∣
∫
Vpart

dr t(r)h(r)

∣∣∣∣∣
2

=

∫
Vpart

dr1

∫
Vpart

dr2 t(r1) t(r2)

× [Re {h(r1)} Re {h(r2)}+ Im {h(r1)} Im {h(r2)}]

=

∫
Vpart

dr1

∫
Vpart

dr2 t(r1) t(r2) cos [h(r1)− h(r2)]

(3.117)

avec

t(r1) t(r2) = exp
{
−ke κr Σltot

}
(3.118)

et

cos [h(r1)− h(r2)] = cos

[
ke

(
2 sin

θd
2

q̂ · ρ− (nr − 1)∆ltot
)]

(3.119)

où q̂ est le vecteur unitaire associé à q (voir Eq. 3.70), ρ = r1 − r2, Σltot = ltot(r1) + ltot(r2)

et ∆ltot = ltot(r1)− ltot(r2). La formulation intégrale le l'algorithme de Monte Carlo évaluant
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Wd aux grands angles est donc :

Wd(θd) =

∫ π/2

0

dθo pΘo(θo)

∫
2π

dϕd pΦd
(ϕd)

∫ ∞

0

dreq pReq(req)

×
∫
Vpart(θo,req)

dr1 pR1(r1)

∫
Vpart(θo,req)

dr2 pR2(r2) ŵ

(3.120)

avec les densités de probabilité uniforme des positions r1 et r2 du volume de la particule

pR1,2(r1,2) =
1

Vpart
(Vpart étant le volume de Vpart) et où la fonction de poids est :

ŵ =

(
k2e Vpart
2π

)2

|mr − 1|2 1 + cos2 θd
2

exp
{
−ke κr Σltot

}
×cos

[
ke

(
2 sin

θd
2

q̂ · ρ− (nr − 1)∆lout
)] (3.121)

Lorsque ‖ρ‖ > 1
ke 2 sin θd/2

le terme ke 2 sin θd
2
q̂ · ρ domine l'argument du cosinus et le

poids oscille rapidement entre −1 et 1 lorsque q̂ · ρ varie. Cette situation correspond à

une partie importante du domaine d'intégration puisque nous nous plaçons dans les cas

où ke a � 1 et
√

2
keã

. 2 sin θd/2 ≤ 2. Cette oscillation rapide du poids pose des di�cultés

numériques qui se traduisent par des problèmes de convergence dans le cadre de la méthode de

Monte Carlo et par la nécessité d'utiliser des ordres élevés dans le cadre des intégrations par

quadrature. Ce problème numérique de l'évaluation des intégrales dont l'intégrande oscille

rapidement est très bien identi�é. Le développement et l'utilisation de l'approximation des

phases stationnaires en mathématiques et en physique (approximation que nous avons utilisée

à la section 3.3.1) sont d'ailleurs fortement liés avec cette di�culté. Dans la section suivante,

nous utilisons le principe de l'approximation des phases stationnaires pour extraire une

tendance de Wd(θd) aux grands angles et ainsi contourner ces problèmes numériques.

3.4.2 Tendance de la section e�cace di�érentielle de di�usion aux

grands angles

Si l'on applique le principe de l'approximation des phases stationnaires de manière qual-

itative à l'expression de Wd Eqs. 3.120 et 3.121, on constate que la principale contribution à

l'intégrale vient d'une région du domaine d'intégration telle que ‖ρ‖ < 1
ke 2 sin θd/2

. En e�et,

en dehors de cette région l'intégrande oscille rapidement autour de zéro lorsque ρ varie, de

par :
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� la contribution du terme ke 2 sin θd
2
q̂ · ρ (voir discussion précédente),

� l'éloignement de r1 et r2 : lorsque r1 et r2 sont su�samment distants (‖ρ‖ su�samment

grand) alors ke ∆lout ∈ [0, ke a] et à l'opposé, pour r2 = r1, on a ke ∆lout = 0.

Cette zone de phase stationnaire correspond à r2 = r1. Si l'on néglige les e�ets liés à la

frontière du domaine Vpart, le volume de la zone est 4π
3 (ke 2 sin θd/2)3

quelle que soit la position

r1. En outre, r2 = r1 (c'est-à-dire ρ = 0) entraîne que Σltot = 2 ltot(r1) et ∆lout = 0. On

obtient ainsi la tendance :

Wd(θd) ∝
1

(sin θd/2)3
1 + cos2 θd

2

∫ π/2

0

dθo pΘo(θo)

∫
2π

dϕd pΦd
(ϕd)

∫ ∞

0

dreq pReq(req)

×
∫
Vpart(θo,req)

dr1 pR1(r1) exp
{
−ke κr 2 ltot(r1, θd, ϕd; θo, req)

}
(3.122)

Dans les situations étudiées au chapitre 2, nous avons constaté que les variations du terme∫ π/2

0

dθo pΘo(θo)

∫
2π

dϕd pΦd
(ϕd)

∫ ∞

0

dreq pReq(req)

×
∫
Vpart(θo,req)

dr1 pR1(r1) exp
{
−ke κr 2 ltot(r1, θd, ϕd; θo, req)

}
en fonction de θd sont négligeables devant les variations du premier terme. Nous obtenons

donc en première approximation la tendance suivante pour la variation de Wd aux grands

angles en fonction de θd :

Wd(θd) ∝
1

(sin θd/2)3
1 + cos2 θd

2
(3.123)

Nous remarquons qu'on retrouve cette expression mathématique en préfacteur de la solution

deWd par l'approximation de Rayleigh-Gans dans le cas des cylindres et des sphéroïdes (voir

Eq. 3.33 et Eqs. 3.36 - 3.39)

3.4.3 Validation du modèle de propriétés radiatives présenté au

chapitre 2 sur quelques cas tests

Nous considérons dans cette section le modèle de propriétés radiatives présenté au chapitre 2.

Ce modèle correspond à l'approximation de Schi� pour les petits angles de di�usion et à la

tendance qui a été obtenue à la section précédente pour les grands angles de di�usion. Les cal-

culs de référence donnés dans cette section ont été obtenus avec le code T-Matrice disponible

à www.giss.nasa.gov/sta�/mmishchenko [84], qui ne permet malheureusement pas d'obtenir
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des résultats pour de nombreux cas pratiques de micro-organismes d'intérêt, notamment

dans le cas des micro-organismes étudiés au chapitre 2. Les quelques validations présentées

dans la suite sont donc obtenues pour des paramètres (taille, longueur d'onde, élongation, in-

dice de réfraction) qui correspondent aux limites d'utilisation du code T-Matrice [84] lorsque

l'on souhaite s'approcher des con�gurations traitées dans notre étude. Le nombre de con�g-

urations pertinentes pour l'étude des micro-organismes photosynthétiques que nous pouvons

traiter par cette méthode est donc extrêmement limité à l'heure actuelle et il faudra à l'avenir

envisager d'autres approches de validation.

Cas 1 : Chlamydomonas reinhardtii à λ0 = 530nm (tous les paramètres sont donnés à la

�gure 2.9). Pour ce cas test, nous ne disposons pas de référence car le code T-Matrice ne

permet pas l'obtention de résultats. Nous comparons la fonction de phase obtenue par la mise

en ÷uvre du modèle du chapitre 2 (notée Modèle et représentée en trait plein) avec celles

données par la sphère équivalente en volume (qui ici donne de bons résultats, voir Chap. 2,

Sec. 2.4.2) et l'approximation de la di�raction anomale étendue à [0, π] (notée ADA etendue

sur les �gures, voir discussion Chap. 2, Sec. 2.2.1) :
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Cas 2 : particule sphéroïdale de type Chlamydomonas reinhardtii.

Distribution de taille : r̄eq = 3.963µm, s = 1.18 ; R = 0.837 ; ã = 3.7µm (calculé à partir de

la relation ã = r̄eq R
1/3, voir Eq. 2.34) ; λe = 700nm ; nr = 1.08, κr = 4 · 10−3.

T-Matrice Modèle Erreur relative (%)
σa (µm2) 19.55 16.97 13.2

σd (µm2) 105.79 101.04 4.5

σext (µm2) 125.34 118.02 5.8

αs 0.844 0.856 1.4

g 0.976 0.970 0.6

σ∗
ext (µm

2) 22.03 19.97 9.4

α∗
s 0.112 0.150 33.29

Table 3.1: Comparaison des résultats obtenus avec la méthode exacte T-Matrice et avec le
modèle du chapitre 2 (colonne Modèle). αs est l'albédo de di�usion simple, g est le paramètre
d'asymétrie, et les grandeurs notées ∗ sont les propriétés du problème de transport équivalent
dans lequel g∗ = 0 (voir Chap. 4).
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Figure 3.8: Fonctions de phase données par la méthode de référence T-Matrice (pointillés)
et par la mise en ÷uvre du modèle du chapitre 2 (trait plein) correspondant aux paramètres
suivants : θl = 14 degrés ; r = 5.85 · 10−14 ; n = 3.39.
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Cas 3 : particule cylindrique.

Distribution de taille : r̄eq = 3.963µm, s = 1.18 ; R = 0.837 ; ã = 3.3µm (calculé à partir de

la relation ã = r̄eq (2/3R)1/3, voir Eq. 2.33) ; λe = 750nm ; nr = 1.08, κr = 4 · 10−3.

T-Matrice Modèle Erreur relative (%)
σa (µm2) 18.53 15.90 14.2

σd (µm2) 118.88 114.38 3.8

σext (µm2) 137.42 130.28 5.2

αs 0.865 0.878 1.4

g 0.980 0.977 0.4

σ∗
ext (µm

2) 20.84 18.56 10.1

α∗
s 0.110 0.143 29.3

Table 3.2: Comparaison des résultats obtenus avec la méthode exacte T-Matrice et avec le
modèle du chapitre 2 (colonne Modèle). αs est l'albédo de di�usion simple, g est le paramètre
d'asymétrie, et les grandeurs notées ∗ sont les propriétés du problème de transport équivalent
dans lequel g∗ = 0 (voir Chap. 4).
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Figure 3.9: Fonctions de phase données par la méthode de référence T-Matrice (pointillés)
et par la mise en ÷uvre du modèle du chapitre 2 (trait plein) correspondant aux paramètres
suivants : θl = 15.4 degrés ; r = 4.06e− 14 · 10−14 ; n = 3.58.
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3.5 Synthèse et perspectives

Au cours du présent chapitre, nous avons présenté l'état des lieux de notre appréhen-

sion actuelle du problème d'électromagnétisme de la di�usion pour le calcul et l'analyse des

propriétés radiatives de particules présentant un faible contraste d'indice avec leur environ-

nement, en portant bien sûr une attention toute particulière à l'approximation de Schi� qui

est un maillon crucial de notre chaîne méthodologique pour l'étude des micro-organismes

photosynthétiques (qui fait l'objet du chapitre précédent). Nous ne nous contentons pas ici

d'une simple synthèse de résultats préexistants, mais nous nous attachons au contraire à ex-

pliciter de manière détaillée les formalismes des approximations de Born, de Rayleigh-Gans

et de la di�raction anomale - bien connues dans le domaine de la di�usion des ondes élec-

tromagnétiques - ainsi que le formalisme de l'approximation de Schi� qui a été développée

dans un contexte di�érent, à savoir l'analyse de la di�usion d'électrons de haute énergie par

des noyaux lourds. Une contribution importante de notre travail est à ce niveau de proposer

une transposition astucieuse du formalisme de cette dernière au cas de la di�usion des ondes

électromagnétiques. Il apparaît alors que l'approximation de Schi� transcrite à l'électro-

magnétisme correspond aux mêmes critères de validité que l'approximation de la di�raction

anomale (critères particulièrement adaptés à l'étude des micro-organismes). Cependant, si

l'approximation de la di�raction anomale aboutit, via une dérivation simple, à une expres-

sion de l'amplitude de di�usion, elle est mise à mal en dehors de la région des petits angles

de di�usion. C'est ici que l'introduction de l'approximation de Schi� prend tout son sens,

puiqu'elle permet d'aboutir à une expression de la section e�cace di�érentielle de di�usion

pour tous les angles (en distinguant deux régimes angulaires).

La mise en ÷uvre numérique de l'approximation de Schi� est aussi une préoccupation

centrale du présent chapitre. La méthode de résolution que nous proposons consiste à ré-

soudre par un algorithme de Monte Carlo les intégrales multiples qui apparaissent dans les

expressions des sections e�caces à évaluer, celles sur les tailles et les orientations comprises.

Cette proposition originale se base sur les développements méthodologiques avancés que nous

présentons au chapitre 6 pour le traitement des non-linéarités par la méthode de Monte Carlo

(non-linéarités qui correspondent ici au module carré de l'amplitude complexe de di�usion).

Il est important de souligner que le développement de cette méthode de résolution e�cace

est rendu possible grâce au travail de formulation que nous avons mené tout au long de ce

chapitre, et qu'il en découle une diminution signi�cative des temps de calcul en comparaison

avec les méthodes de quadratures usuelles. De plus, nous avons pris soin de développer des

raisonnements qui soient tout à fait compatibles avec le traitement de formes quelconques,

et la perspective de la mise en ÷uvre de nos algorithmes au sein de l'environnement de
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développement EDStar [21] (voir Chap. 5) permettra à terme une gestion aisée des aspects

géométriques liés à l'étude de micro-organismes de forme complexe 4. Cependant, un verrou

numérique persiste : l'évaluation de la section e�cace di�érentielle de di�usion aux grands

angles pose toujours des problèmes de convergence numérique qui nécessiteraient une étude à

part entière portant sur l'optimisation de nos algorithmes de Monte Carlo, notamment grâce

à des approches de type zéro-variance (voir Chap. 5). Notre pratique de ces approches se

base sur une bonne compréhension de la physique sous-jacente au problème mathématique

à résoudre, impliquant entre autres la construction de modèles approchés. C'est dans cette

perspective que nous avons ici apporté le plus grand soin à dégager autant que possible un

sens physique aux hypothèses formulées et aux expressions mathématiques résultantes. Cela

nous permet notamment de proposer un modèle dégradé de la section e�cace di�érentielle

de di�usion aux grands angles (qui est pour l'instant directement utilisé au chapitre 2).

En�n, les quelques cas tests que nous présentons à la section 3.4.3 visent à l'évaluation de

la méthodologie proposée vis-à-vis de simulations de référence, dans les limites d'applicabilité

actuelles du code T-Matrice employé à cet e�et. Les résultats de validation ainsi obtenus

témoignent de la pertinence de la méthode développée, ce qui constitue une motivation

forte pour l'approfondissement de notre travail. Mais compte tenu du nombre limité de

con�gurations d'intérêt qui peuvent à l'heure actuelle être traitées par simulation T-Matrice

(vis-à-vis de l'étude des micro-organismes photosynthétiques), la principale conclusion que

nous tirons ici est la nécessité d'envisager à l'avenir d'autres approches de validation, qu'elles

soient numériques, comme ici, où expérimentales, comme dans [106].

Le travail présenté au sein du présent chapitre permet donc d'apporter une solution

pratique e�cace à la problématique du calcul des propriétés radiatives des micro-organismes

photosynthétiques, tout en envisageant des perspectives de recherche à moyen et long terme

portant notamment sur la résolution des équations de l'électromagnétisme par la méthode

de Monte Carlo.

4. Les solutions de l'approximation de Schi� qui sont ici présentées dépendent principalement de la
géométrie au travers des longueurs de traversée de la particule. Dans le cas du cylindre, du sphéroïde et
des formes quadratiques en général, ces longueurs sont analytiques. Dès que l'on considère des formes plus
complexes qui font intervenir des puissances non-entières ou supérieures à 2 dans leur équation paramétrique
(super-quadriques), ou encore si l'on considère une forme quelconque dé�nie par un maillage (triangulation),
les longueurs de traversée doivent être évaluées numériquement. La librairie Mcm3D de l'environnement
de développement EDStar a justement pour vocation (entre autres) de faciliter l'évaluation de ces calculs
géométriques.





Chapitre 4

Analyse du transfert en di�usion

multiple dans les photobioréacteurs

Résumé :

Ce chapitre est une transition importante dans le manuscrit ; il introduit la di�usion multiple, son

traitement par di�érentes approches complémentaires et son analyse au sein des photobioréac-

teurs. Le lecteur novice en rayonnement, mais désireux d'en comprendre la place dans l'étude du

procédé trouvera, en début de chapitre, les principales dé�nitions de la physique du transfert ra-

diatif ainsi qu'une présentation des di�érents points de vue adoptés pour sa description. L'exposé

se poursuit par une présentation didactique du formalisme intégral qui sera adopté dans toute

la suite du manuscrit. Il se concentre en�n sur l'utilisation d'un ensemble d'images physiques

en transport de photons et précise le sens de di�érentes approximations, notamment l'approxi-

mation de la di�usion simple et l'approximation P1 qui apparaissent pertinentes pour l'analyse

du transfert radiatif en di�usion multiple dans les photobioréacteurs. L'ensemble des discussions

est articulé autour de l'étude d'un photobioréacteur torique qui correspond à une géométrie

quasi-monodimensionnelle simple et sert de dispositif de référence pour de nombreuses études

expérimentales. Le lecteur familier avec tous les concepts présentés ici pourra se contenter de

lire les di�érentes parties applicatives, se faisant ainsi une idée des questions soulevées spéci-

�quement par la prise en compte de la di�usion multiple dans l'objet d'étude photobioréacteur.
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4.1 Introduction

Les chapitres 2 et 3 mettent en lumière un premier saut de complexité lié à la prise en

compte de la di�usion dans la modélisation des photobioréacteurs. Au terme de ces deux

chapitres, les propriétés radiatives des micro-organismes sont disponibles et nous pouvons

maintenant mener à bien une analyse du procédé, dans le même esprit qu'au chapitre 1,

mais en incluant cette fois le phénomène de di�usion multiple de la lumière par les micro-

organismes. Le saut de complexité par rapport au chapitre 1 est encore une fois important car

le phénomène de di�usion multiple rend plus complexe le suivi des directions de propagations

de la lumière lors de la traversée du milieu. Cependant, comme nous avons vu au chapitre 2

lors de la validation des propriétés radiatives sur des expériences de spectroscopie, la prise en

compte de la di�usion multiple améliore très signi�cativement la description des spectres de

transmission en comparaison avec un modèle d'absorption pure par une solution de pigments.

L'analyse quantitative de certains comportements essentiels à une ré�exion sur l'optimisation

des photobioréacteurs solaires et leur utilisation à grande échelle nécessite donc de prendre

en compte le phénomène de di�usion. A titre d'exemple, nous nous intéresserons à la �n du

présent chapitre à l'e�et de l'incidence du rayonnement solaire sur une technologie à captation

directe telle que le concept AlgoFilm Fig. 1.1 (Chap. 1). Outre le fait que la puissance captée

par le photobioréacteur diminue avec le cosinus de l'angle d'incidence (comme dans la plupart

des technologies solaires), cette incidence a aussi un impact signi�catif sur la répartition

des champs radiatifs dans le volume réactionnel. Nous verrons que même en assurant une

situation optimale à γ = 1 grâce à un ajustement de la concentration en biomasse, et

en travaillant à puissance captée constante (quelle que soit l'incidence), la productivité du

photobioréacteur chute avec l'augmentation de l'angle d'incidence. Une thèse se déroulant

au GEPEA aborde entre autres l'analyse de cet e�et [109].

L'objectif de ce chapitre est de mener à bien une analyse du transfert radiatif en di�usion

multiple dans la con�guration radiative du photobioréacteur torique présenté au chapitre 1.

Dans un premier temps, nous nous concentrons sur la description mésoscopique associée à

l'équation de transfert radiatif. Puis, nous introduirons l'approximation de la di�usion sim-

ple et les approximations macroscopiques (surtout l'approximation P1), qui seront mises

à pro�t pour l'analyse d'un photobioréacteur torique. En�n, l'impact de la modélisation

des phénomènes de di�usion sur l'estimation de la productivité des photobioréacteurs sera

abordé. L'ensemble de ces discussions s'articule autour de la con�guration du photobioréac-

teur torique Fig. 4.1, la géométrie complexe du photobioréacteur DiCoFluV Fig. 1.2 sera

abordée au chapitre 5. Des incidences collimatée et lambertienne seront tour à tour con-

sidérées dans les discussions, ce qui correspond à la composante directe et à la composante
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Figure 4.1: Con�guration du photobioréacteur torique présenté au chapitre 1. a : Photogra-
phie d'une version transparente du réacteur. b : Représentation schématique d'après [22] ;
l'épaisseur E du volume réactionnel est de 4 cm. c & d : Schémas de la con�guration radiative
modélisée ; géométrie monodimensionnelle d'abscisse z ; le volume réactionnel V est contenu
entre z = 0 et z = E ; la surface en z = 0 est non-ré�échissante, la surface en z = E est
ré�échissante spéculaire de ré�ectivité ρE ; nE est la normale de la surface en z = E ; la
concentration Cx est homogène ; il n'y a pas d'émission dans V ; la surface en z = 0 émet
soit, c : un rayonnement collimaté suivant la direction ωi faisant un angle θi par rapport à
sa normale n0 soit, d : un rayonnement Lambertien (di�us) ; la densité surfacique de �ux
incidente est noté q∩. Dans l'ensemble des discussions de ce chapitre nous considérerons
la situation suivante (voir l'encart 1 du chapitre 1 pour les unités utilisées) : E = 4 cm,
q∩ = 500µmolhν · m−2 · s−1, Cx = 0.55 kgx · m−3, ρE = 0.54, section e�cace d'absorption
σa = 145m2 · kg−1

x , section e�cace de di�usion σd = 922m2 · kg−1
x et la fonction de phase

de Chlamydomonas reinhardtii à λ0 = 430nm, paramètre d'asymétrie g = 0.945 (résultats
obtenus par la démarche du chapitre 2). Cette situation correspond à une fraction volu-
mique éclairée γ égale à 1 pour la loi de couplage cinétique de Chlamydomonas reinhardtii
(annexe B) dans le cas d'une incidence collimatée normale, γ = 0.8 pour une incidence di�use
(voir la dé�nition de γ à la section 1.2.5.2). Tout changement de paramètre sera signalé.
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di�use du rayonnement solaire. Tout au long de notre étude, la concentration en biomasse

Cx est homogène dans le volume réactionnel V (sous l'hypothèse du mélange parfait) et les

phénomènes d'émission dans V sont négligeables.

4.2 Equation de transfert radiatif

L'objectif de cette section est d'introduire un certain nombre d'images et de notions asso-

ciées à la modélisation des problèmes de transport dans les milieux participants, c'est-à-dire

dans les milieux absorbant et di�usant. Ces notions sont bien connues dans la communauté

du transfert radiatif [110, 111, 112] et les lecteurs familiers avec ces concepts pourront passer

cette section.

4.2.1 Description mésoscopique

L'équation de transfert radiatif est l'équation d'évolution de la fonction de distribution

f(x,ω, t) qui est le descripteur mésoscopique du système. Il s'agit de l'équation de transport

des photons. Elle correspond à une simpli�cation de l'équation de Boltzmann (dérivée par

Ludwig Boltzmann en 1872 pour décrire un gaz dilué classique de particules identiques)

rendue possible par deux spéci�cités des photons en tant que particules :

1. les photons se propagent tous avec une vitesse localement identique, la vitesse de la

lumière c dans le milieu,

2. ils n'interagissent pas les uns avec les autres mais seulement avec le milieu (ici avec les

micro-organismes), on parle alors de transport linéaire.

La modélisation mésoscopique est une description statistique adaptée aux systèmes com-

plexes comportant un grand nombre de degrés de liberté, comme un ensemble de photons

se propageant dans un milieu di�usant, les �uides, les plasmas, etc. Elle est basée sur l'hy-

pothèse de la répétition d'un grand nombre d'événements statistiques au sein du système, ce

qui est véri�é, soit par la présence d'un grand nombre de particules, soit par la réplication

d'un grand nombre d'"expériences" (par exemple des di�usions) par une seule particule (ces

deux conditions étant équivalentes dans le cadre du transport linéaire). En outre, les équa-

tions de type Boltzmann, dont l'équation de transfert radiatif, sont particulièrement adaptées

à la description des situations de non-équilibre (y compris lointain) car toute l'information

sur la distribution des vitesses est modélisée. Nous verrons que cette propriété est partic-



Chapitre 4 Analyse du transfert dans les photobioréacteurs 139

ulièrement intéressante pour notre étude radiative car de telles situations de non-équilibre

sont couramment rencontrées dans les photobioréacteurs.

La grandeur descriptive d'un modèle mésoscopique de transfert radiatif est la fonction

de distribution f(x,ω, t) des photons. A une normalisation près, f(x,ω, t) est au temps t la

densité de probabilité de photons dans l'espace des phases {Dx,Dω}. L'espace des phases

est un espace à cinq dimensions : trois pour l'espace géométrique Dx qui dans notre étude

est le volume réactionnel V , et deux pour l'espace des directions de propagation Dω qui est
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Figure 4.2: Fonction de distribution f(z0, θ, t) à l'abscisse z0 = 3 cm du photobioréacteur
torique de la �gure 4.1 où ρR = 0. a : En l'absence de di�usion ; incidence collimatée normale.
b : Avec di�usion ; incidence collimatée normale. c : Avec di�usion ; incidence di�use. d &
e : Nombre de photons f(z0, θ, t) 2π sin θdθ dz se propageant à l'instant t avec un angle θ
par rapport à ez, à dθ près, dans l'élément dz autour de l'abscisse z0. d : Avec di�usion ;
incidence collimatée normale. e : Avec di�usion ; incidence di�use. Résultats obtenus par la
méthode de Monte Carlo (MMC, voir Chap. 5) en construisant un histogramme des angles de
propagation θ pour des classes de largeur 1.8◦. Les écarts-types des estimateurs sont donnés
en barres d'erreurs.
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Figure 4.3: Volume de l'espace des phases. a : Elément de volume. b : Dé�nition de la
luminance à partir de la fonction de distribution. La quantité d'énergie rayonnante δQ qui
traverse pendant dt la surface dS⊥ est égale au nombre de photons se propageant dans la
direction ω dans le volume c dtdS⊥ multiplié par l'énergie de chaque photon.

l'angle solide total (noté 4π par la suite). La fonction de distribution f est représentée sur la

�gure 4.2 pour l'abscisse z0 = 3 cm du photobioréacteur torique Fig. 4.1. De par les symétries

du problème, f ne dépend ici que de l'abscisse z (bien que l'espace géométrique V dans

lequel les photons se propagent soit tridimensionnel) et de l'angle θ entre la direction ω et le

vecteur ez (bien que les photons se propagent dans toutes les directions). Pour une incidence

collimatée normale et en l'absence de di�usion (cas de la modélisation en absorption pure du

chapitre 1), les photons se propagent tous dans la même direction : la direction d'incidence

ωi. Cela correspond à la situation de la �gure 4.2.a où f(z0, θ, t) est nulle dans toutes les

directions sauf ω = ωi. Lorsque l'on considère les phénomènes de di�usion, comme cela est

représenté sur les �gures 4.2.b et c, les photons sont déviés de leur trajectoire au fur et à

mesure qu'ils sont di�usés par les micro-organismes : ils arrivent en z0 avec di�érents angles

de propagation. Il est souvent plus intuitif de raisonner sur la quantité f(x,ω, t)dx dω, qui

représente à l'instant t, dans l'élément de volume dx autour de la position x, le nombre de

photons se déplaçant avec une direction contenue dans l'élément d'angle solide dω autour de

ω (voir Fig. 4.3.a). Compte tenu des symétries du photobioréacteur torique, on représente

aux �gures 4.2.d et e la quantité f(z0, θ, t) 2π sin θdθ dz qui est le nombre de photons se

propageant à l'instant t avec un angle θ par rapport à ez, à dθ près 1, dans l'élément dz autour

de z0. Il convient de remarquer que les distributions angulaires observées sur ces �gures sont

dues à la conjonction de la variation de f(z0, θ, t) et de la dépendance de l'élément 2π sin θdθ

par rapport à θ. Notamment, en θ = 0, f est maximum mais l'élément d'angle solide est nul.

1. Si la direction de propagation ω est dé�nie par l'angle θ par rapport à ez et par l'angle ϕ du plan
perpendiculaire à ez, alors dω = dϕ sin θdθ. En intégrant sur tous les ϕ, on obtient 2π sin θdθ.
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Comme nous l'avons vu au chapitre 2, les propriétés de di�usion et d'absorption des

photons dépendent de leur fréquence ν. Il convient donc de distinguer les photons du système

en fonction de leur appartenance à un élément de fréquence dν de la gamme spectrale étudiée.

La fonction de distribution dépend alors, en plus de x, ω et t, de la variable ν. Cette

dépendance fonctionnelle est en général notée fν(x,ω, t) (plutôt que f(x,ω, ν, t)) a�n de

spéci�er son caractère particulier : dans le cadre de la di�usion élastique (ce qui est le cas

dans notre étude), aucun opérateur de l'équation de transfert radiatif ne fait intervenir la

fréquence (seules les propriétés radiatives sont fonction de ν) et les équations d'évolution des

fν sont donc indépendantes. Cependant, la fréquence du rayonnement est une dimension du

problème, au même titre que l'espace des phases, et fν(x,ω, t)dx dω dν est à l'instant t, dans

l'élément de volume de l'espace des phases dxdω autour de (x,ω), le nombre de photons

ayant une fréquence contenue dans l'élément dν autour de ν.

La grandeur mésoscopique décrivant le rayonnement en un point de l'espace des phases

est généralement, dans la communauté des sciences pour l'ingénieur, la luminance plutôt que

la fonction de distribution. La luminance Lν(x,ω, t) à la position x, dans la direction ω, à la

fréquence ν et à l'instant t s'exprime en W ·m−2 · sr−1 ·Hz−1. C'est une puissance par unité

de surface normale à la direction ω, par unité d'angle solide et par unité de fréquence. A�n

de faire le lien entre cette grandeur et la fonction de distribution, considérons la quantité

d'énergie rayonnante δQ qui traverse pendant dt la surface dS⊥ (perpendiculaire à ω) dans

la direction ω :

δQ =

∫ νmax

νmin

dν Lν(x,ω, t) dt dω dS⊥ (4.1)

où [νmin, νmax] est la plage spectrale considérée. Cette quantité est aussi égale au nombre de

photons se propageant avec la direction ω dans le volume dS⊥ c dt (voir Fig. 4.3.b), multiplié

par leur énergie :

δQ =

∫ νmax

νmin

dν hν × fν(x,ω, t)dS⊥c dt dω (4.2)

où c est la vitesse de la lumière dans le milieu, hν est l'énergie d'un photon de fréquence ν et

fν(x,ω, t) dS⊥c dt dω dν est le nombre de photons de fréquence ν, à dν près, et de direction

ω, à dω près, dans le volume dS⊥ c dt. On obtient ainsi la relation suivante entre f et L :

Lν(x,ω, t) = c hνfν(x,ω, t) (4.3)

Notre étude des couplages cinétiques dans les photobioréacteurs se base sur des quantités

exprimées en nombre de photons plutôt que sur des grandeurs énergétiques (voir encart 1

Chap. 1). On s'intéressera donc tout particulièrement au �ux de photons L̂ν par unité de
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surface normale à ω, par unité d'angle solide et par unité de fréquence :

L̂ν(x,ω, t) =
Lν(x,ω, t)

hν
= c fν(x,ω, t) (4.4)

Malgré ce changement d'unité, nous continuons à appeler L̂ la luminance.

A partir de ces dé�nitions, il est possible de retrouver les grandeurs macroscopiques

usuelles. L'irradiance Gν(x, t) est l'intégrale des luminances incidentes en x dans toutes les

directions :

Gν(x, t) =

∫
4π

dω Lν(x,ω, t) (4.5)

De manière identique, l'irradiance Ĝ exprimée en nombre de photons est :

Ĝν(x, t) =

∫
4π

dω L̂ν(x,ω, t) (4.6)

La vitesse locale A(x, t) d'absorption des photons est la grandeur radiative macroscopique

sur laquelle est basée la loi de couplage cinétique que nous utilisons dans ce mémoire (voir le

chapitre 1 et l'annexe B). Il s'agit du nombre de photons absorbés à la position x du milieu

réactionnel, par unité de temps et par unité de micro-organisme :

A(x, t) =

∫ νmax

νmin

dν σa,ν Ĝν(x, t) (4.7)

A�n d'associer à A(x, t) une image physique supplémentaire à celles déjà développées au

chapitre 1, il est intéressant de considérer des propriétés d'absorption grises (σa,ν ≡ σa). La

dépendance spectrale ne porte alors que sur l'irradiance et il vient (voir Eqs. 4.6 et 4.4) :

A(x, t) = σa

∫ νmax

νmin

dν Ĝν(x, t) = c σa

∫ νmax

νmin

dν

∫
4π

dω fν(x,ω, t) = c σa η(x, t) (4.8)

où η(x, t) est la densité de photons, c'est-à-dire le nombre de photons par unité de volume à

la position x (indépendamment de leur direction de propagation et de leur fréquence). Une

autre grandeur macroscopique très utilisée en rayonnement est le vecteur densité surfacique

de �ux énergétique jR,ν(x, t) à la fréquence ν

jR,ν(x, t) =

∫
4π

dω Lν(x,ω, t)ω (4.9)

qui est dé�ni tel que la densité surfacique de �ux énergétique ϕν traversant une surface de

normale n en x soit ϕν(x, t) = jR,ν(x, t) · n. Son équivalent exprimé en nombre de photons
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est le vecteur densité surfacique de �ux

jν(x, t) =

∫
4π

dω L̂ν(x,ω, t)ω (4.10)

qui est dé�ni tel que la densité surfacique de �ux qν (nombre de photons par unité de temps,

par unité de fréquence et par mètre carré) à travers une surface de normale n en x soit

qν(x, t) = jν(x, t) · n.

On dé�nit la fonction de distribution f(x,ω, t) qui décrit les photons du système in-

dépendamment de leur fréquence :

f(x,ω, t) =

∫ νmax

νmin

dν fν(x,ω, t) (4.11)

où [νmin, νmax] est la gamme spectrale étudiée. A partir de cette dé�nition, la luminance

intégrée sur la gamme spectrale [νmin, νmax] s'écrit

L̂(x,ω, t) =

∫ νmax

νmin

dν L̂ν(x,ω, t) (4.12)

l'irradiance exprimée en nombre de photons par unité de surface et par unité de temps s'écrit

Ĝ(x, t) =

∫ νmax

νmin

dν Ĝν(x, t) (4.13)

et la densité surfacique de �ux intégrée sur [νmin, νmax] s'écrit

j(x, t) =

∫ νmax

νmin

dν jν(x, t) (4.14)

Dans la suite de ce mémoire, ces grandeurs intégrées sur la gamme spectrale et les densités

fréquentielles correspondantes sont appelées par le même nom, seules les notations changent

de par la présence (ou l'absence) de l'indice ν.
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Résumé :

L'étude des photobioréacteurs implique généralement de travailler avec les grandeurs

suivantes, exprimées en nombre de photons (où la variable temporelle est omise dans

les notations) :

La luminance

L̂(x,ω) = c f(x,ω) (4.15)

et la densité fréquentielle correspondante

L̂ν(x,ω) = c fν(x,ω) (4.16)

pour la description mésoscopique. L'irradiance

Ĝ(x) =

∫
4π

dω L̂(x,ω) (4.17)

et sa densité fréquentielle

Ĝν(x) =

∫
4π

dω L̂ν(x,ω) (4.18)

ainsi que le vecteur densité surfacique de �ux

j(x) =

∫
4π

dω L̂(x,ω)ω (4.19)

et sa densité fréquentielle

jν(x) =

∫
4π

dω L̂ν(x,ω)ω (4.20)

pour la description macroscopique. La vitesse spéci�que locale d'absorption des pho-

tons est la grandeur utilisée pour la modélisation des couplages cinétiques à l'échelle

des micro-organismes. Elle s'écrit :

A(x) =

∫ νmax

νmin

dν σa,ν Ĝν(x) (4.21)

où σa,ν est la section e�cace d'absorption.
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Les descripteurs macroscopiques correspondent à une intégration des descripteurs méso-

scopiques sur l'espace des directions : l'irradiance est le moment d'ordre 0 de la distribution

angulaire des luminances et le vecteur densité surfacique de �ux est son moment d'ordre 1.

Cette prise de moyenne entraîne la perte d'une partie importante de l'information sur les

directions de propagation et ramène le problème à un nombre de dimensions souvent plus

simple à penser et à résoudre. De plus, les descripteurs macroscopiques correspondent aux

grandeurs utilisées habituellement dans la pratique de modélisation de l'ingénieur (comme

ici avec la vitesse spéci�que locale d'absorption des photons). La construction d'un modèle

macroscopique consiste en l'écriture d'un jeu d'équations fermé portant sur les moments de

la distribution des vitesses de propagation des particules. En mécanique des �uides, cela

correspond par exemple à l'équation de Navier-Stokes. Les modèles radiatifs macroscopiques

les plus courants décrivent le transfert de rayonnement au travers d'équations du type équa-

tion de la chaleur ou de la conduction (voir l'approximation de Rosseland et l'approximation

P1). Ces descriptions sont construites autour d'images associées à des situations de proche

équilibre, mais alors qu'en mécanique des �uides les nombres de Knudsen sont en général

su�samment faibles pour que cette hypothèse soit véri�ée, il est fréquent que cela ne soit pas

le cas en transfert radiatif, et notamment dans les photobioréacteurs. Cependant, les approx-

imations macroscopiques permettent une analyse basée sur des images physiques familières

(telles que la conduction par exemple) et leur utilisation correspond généralement à des temps

de calcul très courts. Ainsi, on cherche souvent à se ramener à ces descriptions, même dans

des situations qui peuvent paraître très peu adaptées (situations de non-équilibre lointain).

Il convient alors de tirer pro�t de la connaissance du système a�n d'utiliser les approxima-

tions macroscopiques de manière pertinente (voir la discussion sur l'approximation P1 à la

section 4.5).

A l'opposé, la description microscopique consiste à conserver à chaque instant toute l'in-

formation attachée à chaque particule composant le système. La trajectoire xi(t) de chacune

des particules est suivie. La vitesse de chaque particule est la dérivée temporelle de xi(t).

Il est intéressant de comparer les caractéristiques du point de vue mésoscopique à celles

des descriptions microscopiques et macroscopiques. Comme en macroscopique, le descripteur

mésoscopique est une grandeur continue et n'est pas directement associé à chaque particule

du système. Cependant, les informations en terme de position et de vitesse de particules

existent en tant que variables indépendantes (x et ω) au travers de la fonction de distribution

qui s'interprète comme une densité de probabilité de présence dans l'espace des phases. Le

caractère individuel de la description microscopique est perdu et le point de vue devient

statistique.
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Bien qu'il soit possible de classer les trois descriptions par la quantité d'informations

sur le système, cela ne signi�e pas pour autant qu'un point de vue soit plus intéressant

qu'un autre. La question d'une description microscopique ne se pose pas en transfert radi-

atif mais même en imaginant qu'il n'y ait pas de limites techniques sur les possibilités de

calcul et qu'il soit possible de disposer de l'ensemble des trajectoires des photons au travers

d'une approche microscopique, il serait di�cile d'analyser ce nombre important d'informa-

tions et donc d'appréhender la physique à l'échelle du système. En ce sens, les approches

macroscopiques apportent un point de vue à l'échelle du système qui est approprié à la

compréhension et à l'analyse des photobioréacteurs. La description mésoscopique apparaît à

ce niveau comme ayant aussi un intérêt propre. D'une part, elle béné�cie de la possibilité,

comme en microscopique, de construire des modèles en intégrant la physique à l'échelle de la

particule. Ceci permet en particulier d'intégrer les phénomènes d'émission, de di�usion, d'ab-

sorption, de ré�exion et de réfraction des photons, en se basant sur des images corpusculaires

complètement intuitives. D'autre part, la description mésoscopique résultant d'une première

prise en compte des e�ets collectifs (point de vue statistique), elle laisse la possibilité d'un

premier niveau d'analyse complémentaire du niveau macroscopique. Mais surtout, l'échelle

mésoscopique permet de modéliser les transferts radiatifs avec une très bonne précision,

notamment dans les situations où les approximations macroscopiques échouent.

Une grande partie du travail de modélisation et d'analyse présenté dans ce mémoire a

été réalisée en mettant à pro�t conjointement les images des descriptions mésoscopique et

macroscopique. Un exemple représentatif en est donné au chapitre 5 où la méthode de Monte

Carlo (qui s'appuie sur le point de vue mésoscopique) et l'approximation macroscopique P1

se mêlent autour d'une question d'optimisation numérique. Au cours du présent chapitre

ces deux échelles de description sont utilisées a�n de construire des images physiques et un

intuitif nécessaire à l'optimisation radiative des photobioréacteurs.

4.2.2 Forme locale (ou di�érentielle) de l'équation de transfert ra-

diatif

Les variations temporelles des conditions de culture qui sont susceptibles d'in�uencer le

transfert radiatif dans un photobioréacteur sont principalement de deux types :

1. la variation de l'incidence et de l'intensité du rayonnement solaire capté,

2. l'évolution de la concentration et de la composition de la biomasse, notamment la

composition pigmentaire qui in�uence fortement les propriétés radiatives (voir Chap 2).
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Ces régimes transitoires sont associés à des temps caractéristiques beaucoup plus longs que

le temps caractéristique d'établissement d'un régime stationnaire au niveau du transfert

radiatif. Dans l'ensemble de ce mémoire, le régime stationnaire pour le transfert radiatif sera

donc considéré. Pour autant, cela ne nous prive pas des images temporelles associées à la

propagation des photons dans le milieu (voir l'encart 1). Dans ces conditions, l'équation de

transfert radiatif, qui est l'équation intégro-di�érentielle régissant l'évolution de la fonction

de distribution fν , s'écrit :

cω · gradxfν(x,ω) = −c kext,νfν(x,ω) + c αs,ν kext,ν

∫
4π

dω′fν(x,ω
′) pΩ,ν(ω|ω′) (4.22)

avec kext,ν le coe�cient d'extinction du milieu, kext,ν = ka,ν + kd,ν où ka,ν et kd,ν sont re-

spectivement les coe�cients d'absorption et de di�usion, αs,ν est l'albédo de di�usion simple

αs,ν kext,ν = kd,ν , pΩ,ν(ω|ω′) est la fonction de phase et gradx est le gradient par rapport à

la variable position.

Nous donnons dans les quelques lignes qui suivent une description intuitive des termes

qui composent cette équation. Pour cela nous allons suivre par la pensée la propagation des

fν(x,ω)dxdωdν photons de fréquence ν, à dν près, contenus dans l'élément dxdω autour de

(x,ω) au cours d'un intervalle de temps δt, comme cela est représenté à la �gure 4.4.

Terme de transport pur cω ·gradxfν(x,ω). Il indique la variation de f du simple fait

du déplacement libre des photons. Tous les photons situés en x à l'instant t ont une vitesse

cω. En l'absence de perturbation, ils se "transportent" durant δt jusqu'au point x+ cωδt.

D'après le théorème de Liouville, le volume de l'espace des phases dxdω occupé par les

photons est conservé au cours de ce déplacement et on a :

fν(x+ cωδt,ω) = fν(x,ω) (4.23)

Si δt est un élément di�érentiel en temps, fν(x,ω) peut être exprimé comme son développe-

ment limité au premier ordre autour de la position d'origine, ce qui donne :

fν(x,ω) + [cω · gradxfν(x,ω)] δt = fν(x,ω) (4.24)

d'où

cω · gradxfν(x,ω) = 0 (4.25)
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Figure 4.4: Représentation schématique de quelques photons à deux instants proches et
interprétation physique des termes de l'équation de transfert radiatif. a & b : Terme de
transport pur. c : Terme puits par absorption ou di�usion. d : Terme source par di�usion.

Si l'on projette le gradient sur la demi-droite x + sω le long de laquelle les photons se

propagent, s ∈ [0,∞] étant l'abscisse curviligne correspondante, ce terme s'écrit :

c ∂sfν(x+ sω,ω) = 0 (4.26)

Cette équation indique qu'en l'absence de di�usion et d'absorption, f est constant le long du

chemin que suivent les photons. Dans la con�guration monodimensionnelle du photobioréac-

teur torique Fig. 4.1, l'équation 4.25 devient

c µ ∂zfν(z, θ) = 0 (4.27)

où µ = cos θ et ∂zfν(z, θ) est la dérivée partielle de f par rapport à l'abscisse z.
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Terme puits −c kext,νfν(x,ω). Il représente le taux statistique avec lequel les photons

subissent une absorption ou une di�usion qui change leur direction de propagation. Ils "dis-

paraissent" ainsi de l'élément de volume dxdω considéré (voir Fig. 4.4.c). Cette écriture

linéaire suppose qu'il existe toujours une échelle en dessous de laquelle les lieux d'interac-

tions avec les micro-organismes sont distribués uniformément et de manière aléatoire. En ne

considérant que le terme de transport projeté sur la direction de propagation ainsi que le

terme puits, l'équation de transfert radiatif s'écrit c ∂sfν(x + sω,ω) = −c kext,νfν(x,ω) et

on obtient l'atténuation exponentielle

fν(x+ sω,ω) ∝ exp(−kext,νs) (4.28)

qui sera justi�ée par l'absence de mémoire à la section suivante 2. Dans la con�guration

monodimensionnelle du photobioréacteur torique Fig. 4.1 (voir Eq. 4.27) cela donne :

fν(z, θ) ∝ exp(−kext,ν
z

µ
) (4.29)

Terme source c αs,ν kext,ν
∫
4π
dω′fν(x,ω

′) pΩ,ν(ω|ω′). Il représente l'arrivée de photons

dans le volume dxdω de l'espace des phases suite à une di�usion vers ω dans dx (voir

Fig. 4.4.d). c αs,ν kext,νfν(x,ω
′) est le nombre de photons par unité de temps qui, se propageant

dans la direction ω′ dans dx, subissent une di�usion, et pΩ,ν(ω|ω′) est la probabilité qu'une

telle di�usion mène à l'apparition d'un photon dans la direction ω. L'intégrale sur l'angle

solide total permet de tenir compte des photons venant de toutes les directions.

L'équation de transfert radiatif sur la luminance L̂ν = c fν s'écrit :

ω · gradxL̂ν(x,ω) = −kext,νL̂ν(x,ω) + αs,ν kext,ν

∫
4π

dω′L̂ν(x,ω
′) pΩ,ν(ω|ω′) (4.30)

Cette équation s'accompagne des conditions aux limites suivantes pour la con�guration du

photobioréacteur torique Fig. 4.1 (toutes les dé�nitions géométriques étant données sur cette

�gure) :

2. La démarche inverse est usuellement choisie dans les ouvrages de transfert radiatifs : l'atténuation
exponentielle est d'abord justi�ée par l'absence de mémoire, puis mise en relation avec le terme puits de la
forme locale de l'équation de transfert radiatif.
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R θ

θ

Figure 4.5: Dé�nition de la direction de ré�exion spéculaire.

• En z = 0 :

� Pour une incidence collimatée

L̂ν(x,ω) =
qν
µi

δ(ω − ωi) pour x ∈ F , ω · nF > 0 (4.31)

où qν est la densité surfacique de �ux incidente, par unité de fréquence, µi = cos(θi)

et δ(ω − ωi) est la distribution de Dirac centrée en ωi.

� Pour une incidence lambertienne

L̂ν(x,ω) =
qν
π

pour x ∈ F , ω · nF > 0 (4.32)

• En z = E :

L̂ν(x,ω) = ρRν L̂ν(x,−ωspec) pour x ∈ R, ω · nR > 0 (4.33)

où ρRν est la ré�ectivité à la fréquence ν (traduisant les phénomènes de ré�exion et

d'absorption à la paroi R), et −ωspec est la direction spéculaire correspondant à la

direction ω (voir Fig. 4.5).

Dans un problème où toutes les propriétés radiatives sont grises (l'absorption et la di�u-

sion dans le milieu, ainsi que la ré�exion à la paroi R sont indépendantes de la fréquence ν

du rayonnement), l'équation de transfert radiatif sur L̂ν peut directement être intégrée sur la

gamme spectrale étudiée a�n d'obtenir l'équation d'évolution de L̂(x,ω, t) =
∫ νmax

νmin
dν L̂ν(x,ω, t) :

ω · gradxL̂(x,ω) = −kextL̂(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′) (4.34)

où kext ≡ kext,ν , ka ≡ ka,ν , kd ≡ kd,ν , αs ≡ αs,ν et pΩ ≡ pΩ,ν . Cette équation s'accompagne des

conditions aux limites suivantes pour la con�guration du photobioréacteur torique Fig. 4.1 :
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• En z = 0 :

� Pour une incidence collimatée

L̂(x,ω) =
q∩
µi

δ(ω − ωi) pour x ∈ F , ω · nF > 0 (4.35)

où q∩ =
∫ νmax

νmin
dν qν .

� Pour une incidence lambertienne

L̂(x,ω) =
q∩
π

pour x ∈ F , ω · nF > 0 (4.36)

• En z = E :

L̂(x,ω) = ρR L̂(x,−ωspec) pour x ∈ R, ω · nR > 0 (4.37)

où ρR ≡ ρRν .

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons un modèle gris pour le photobioréacteur

torique de la �gure 4.1 et nous travaillons sur l'équation de transfert radiatif Eq. 4.34, associée

aux conditions aux limites ci-dessus.

4.2.3 Construction de la forme intégrale de l'équation de transfert

radiatif à partir de la statistique du transport corpusculaire.

Il existe toujours une expression intégrale équivalente à l'équation de transfert radiatif

locale Eq. 4.34 associée à ses conditions aux limites [113]. Il s'agit d'une formulation intégrale

de la solution du problème modélisé par l'équation de transfert radiatif et ses conditions

aux limites. Nous ne démontrons pas ici de manière formelle et générale cette équivalence.

Nous nous concentrons dans la suite sur les images statistiques qui permettent de construire

de telles formulations intégrales en se basant sur des phénomènes intuitifs de la physique

corpusculaire tels que l'absorption et la di�usion des photons (la ré�exion aux parois étant

abordée au chapitre 5). Cet exercice est très utile à la compréhension des phénomènes mis

en jeu dans les photobioréacteurs. Cela permet de se projeter dans l'espace des chemins

optiques, c'est-à-dire l'ensemble des trajectoires de di�usions multiples empruntées par les

photons dans le volume réactionnel. De plus, la formulation intégrale a une place centrale

dans ce mémoire de par sa cohérence avec la méthode de Monte Carlo, qui fera l'objet

des chapitres 5, 6 et 7. Les dérivations mathématiques qui accompagnent les discussions

suivantes ont pour objectif de poser des notations et de se familiariser avec un outil formel
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abondamment utilisé par la suite. Cependant, nous souhaitons ici mettre l'accent sur les

images physiques et l'ensemble de ce paragraphe peut être lu sans attacher une importance

centrale aux expressions mathématiques (même si ces formulations sont des outils précieux

pour une analyse concrète du procédé). Dans ce cadre, la formulation intégrale peut être vue

comme un moyen pratique d'établir de manière formelle des équivalences entre di�érentes

visions du problème de transport.

Statistique corpusculaire de l'absorption et absence de mémoire. Dans un premier

temps, intéressons nous comme au chapitre 2 à la transmittivité T d'une lame contenant une

suspension de micro-organismes photosynthétiques. Dans le cas du photobioréacteur torique

Fig. 4.1 et en l'absence de ré�exion à la paroi R (ρR = 0), cela correspond à la proportion

des photons incidents à la surface F qui arrivent à l'arrière du réacteur, en z = E. D'un

point de vue statistique, T est la probabilité qu'un photon partant de F arrive en z = E.

Nous considérons ici une incidence collimatée.

Travaillons pour commencer avec un modèle d'absorption pure tel que celui utilisé au

chapitre 1. Dans cette situation, le rayonnement récupéré à l'arrière du réacteur est tout

simplement la luminance L̂0 = q∩
µi

incidente en F atténuée exponentiellement sur la longueur

de traversée E
µi

du milieu, où µi est le cosinus de l'angle d'incidence θi (voir Fig. 4.6.a). La

transmittivité s'écrit :

T =
L̂(z = E,ωi)

L̂0
= exp(−ka

E

µi

) (4.38)

car ka est homogène dans la con�guration radiative étudiée, ka étant le coe�cient d'ab-

sorption du milieu. Ce résultat très intuitif implique un certain nombre d'hypothèses sur le

comportement individuel des photons, notamment l'absence de mémoire.

Encart 1 Interprétation temporelle de l'absence de mémoire

Faisons une expérience mentale dans laquelle N0 photons sont émis simultanément à

l'instant t = 0 en un point x0 de F (z0 = 0). Ces photons se propagent sur la demi-droite

dé�nie par x0 et la direction ωi (voir Fig. 4.6) et nous suivons l'évolution de leur nom-

bre N(t) au cours du temps. L'absence de mémoire signi�e que les photons interagissent

localement avec les micro-organismes indépendamment de leur histoire. En d'autres ter-

mes, la décroissance du nombre de photons par absorption à l'instant t ne dépend pas des

instants précédents, et la disparition locale ne dépend donc que de la proportion restante,

puisque chacun des photons interagit de manière identique avec les micro-organismes et

indépendamment du nombre de photons (les photons n'interagissent pas mutuellement et
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Figure 4.6: Chemin optique des photons en l'absence de di�usion. a : Demi-droite x0+sωi

d'abscisse curviligne s ∈ [0,∞]. b. Propagation des photons sur leur chemin optique dans la
suspension de micro-organismes.

les propriétés radiatives des micro-organismes sont indépendantes du nombre de photons

qui sont en train d'interagir avec eux). Le nombre de photons N(t) évolue comme :

dtN(t) = − 1

τa
N(t) (4.39)

où dtN(t) est la dérivée temporelle de N à l'instant t et τa est le libre temps moyen d'ab-

sorption, c'est-à-dire le temps caractéristique pour qu'un photon se propageant à la vitesse

c soit absorbé par le milieu (le milieu étant homogène, τa est indépendant de la position).
1
τa

est le taux statistique d'absorption des photons qui s'écrit aussi 1
τa

= c ka (voir le terme

puits de l'équation de transfert radiatif dans la section précédente). Le coe�cient d'absorp-

tion ka quanti�e l'occurrence avec laquelle un photon se propageant en ligne droite dans le

volume réactionnel rencontre un micro-organisme par une unité de longueur parcourue sur

son abscisse curviligne s (voir Fig. 4.6.b). Puisque le photon se propage en ligne droite,

il ne perçoit que la section des micro-organismes et non leur volume. Si l'interaction était

de nature matérielle, la section géométrique des micro-organismes serait considérée. Ici

l'interaction est de nature électromagnétique et la section e�cace dé�nie au chapitre 2 est

considérée. Le coe�cient d'absorption est la densité de sections e�caces σa dans le volume

réactionnel :

ka = Cx σa (4.40)

où Cx est la concentration en micro-organismes (ou de manière identique la concentration

en biomasse). Les N photons que nous suivons se propagent tous avec la vitesse c suivant la
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direction ωi, leur abscisse z1 évolue au cours de temps comme z1(t) = µi c t. En changeant

la variable temporelle par l'abscisse z1 dans l'équation 4.39, on obtient

dzN(z1) = −ka
µi

N(z1) (4.41)

qui a pour solution N(z1) = N0 exp(−ka z1
µi
). On retrouve bien l'expression de la transmit-

tivité

T =
N(z1 = E)

N0

= exp(−ka
E

µi

) (4.42)

A�n d'appréhender cette atténuation exponentielle de manière statistique et d'aller vers

la formulation intégrale de la transmittivité, faisons une expérience mentale dans laquelle un

grand nombre de photons sont émis les uns après les autres de manière continue en x0 ∈ F
suivant ωi. La direction ωi et l'origine x0 dé�nissent la demi-droite sur laquelle se propagent

les photons : il s'agit du chemin optique qu'empruntent les photons. La probabilité qu'un

photon émis en x0 parcoure une longueur l1 dans le milieu sans être absorbé (c'est-à-dire

la probabilité qu'il soit absorbé après avoir parcouru une distance supérieure l1) est notée

P (l1). La probabilité qu'un photon parcoure une longueur l2 sans être absorbé, sachant qu'il

a déjà parcouru une longueur l1 depuis son émission en x0, est notée P (l2|l1). La probabilité
qu'un photon parcoure une longueur supérieure à l = l1 + l2 est donc :

P (l1 + l2) = P (l1)P (l2|l1) (4.43)

On considère ici la position x1 = x0 + l1ωi comme une source secondaire dont l'émission

correspond à la proportion de photons arrivant jusqu'en x1, c'est-à-dire P (l1), puis partant de

cette source secondaire, les photons ont une probabilité P (l2|l1) d'arriver en x2 = x1 + l2ωi.

Dans cette expérience mentale, l'absence de mémoire se traduit par le fait que la probabilité

P (l2|l1) est indépendante de l1. En e�et, un photon arrivant à la position x1 interagira par

la suite avec le milieu exactement de la même manière qu'un photon qui serait émis en x1.

On a donc :

P (l2|l1) = P (l2) (4.44)

d'où

P (l1 + l2) = P (l1)P (l2) (4.45)

Le milieu étant homogène, la seule forme pouvant satisfaire à cette relation est

P (l) = exp(−ka l) (4.46)
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P (l) est la probabilité qu'un photon soit absorbé par le milieu après avoir parcouru une

distance supérieure l (P (E/µi) est la transmittivité de la lame d'épaisseur E). Intéressons

nous maintenant à la probabilité pLa(la)dla qu'un photon soit absorbé dans le volume réac-

tionnel après avoir parcouru une distance comprise entre la et la + dla. pLa(la) est la densité

de probabilité des longueurs d'absorption. Il s'agit, à un facteur près, de la distribution que

l'on obtiendrait expérimentalement en notant pour chaque photon émis en x0 la longueur

qu'il parcourt avant d'être absorbé. La probabilité pLa(la)dla est égale à la probabilité P (la)

que le photon soit absorbé à une distance supérieure à la, moins la probabilité P (la + dla)

qu'il soit absorbé à une distance supérieure à la + dla :

pLa(la)dla = P (la)− P (la + dla) (4.47)

dla étant un élément di�érentiel de longueur, (P (la + dla)−P (la))/dla est la dérivée de P (l)

prise en la, notée ici dlP (la), et il vient :

pLa(la) = −dlP (la) (4.48)

En dérivant l'expression Eq. 4.46 de P (l), on obtient la densité de probabilité des longueurs

d'absorption :

pLa(la) = ka exp (−ka la) (4.49)

Cette densité de probabilité est normalisée, c'est-à-dire que la probabilité qu'un photon soit

absorbé entre la = 0 et la → ∞ est bien égale à 1 :∫ ∞

0

dla pLa(la) = 1 (4.50)

La transmittivité de la lame d'épaisseur E (voir Fig. 4.6) est la probabilité qu'un photon ne

soit toujours pas absorbé après avoir parcouru la distance E/µi :

T = P (E/µi) =

∫ ∞

E
µi

dla pLa(la) (4.51)

Cette équation est la formulation intégrale de la transmittivité. Dans la suite de ce mémoire,

nous prendrons l'habitude de remplacer les bornes d'intégration par l'ajout d'une fonction

échelon H [] dans l'intégrande des formulations intégrales. Cela donne ici :

T =

∫ ∞

0

dla pLa(la)H

[
la >

E

µi

]
(4.52)
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où H [] est égale à 1 si la condition entre crochets est satisfaite et égale à 0 sinon. De plus,

si on travaille avec la position d'absorption x1 correspondant à la longueur d'absorption

la : x1 = x0 + la ωi (voir Fig. 4.6.a), on peut réécrire la condition dans la fonction échelon

Eq. 4.52 en fonction de l'abscisse z1 de cette position d'absorption (z1 est une fonction de

la). Cela donne :

T =

∫ ∞

0

dla pLa(la)H [z1 > E] (4.53)

Cela revient bien à intégrer les longueurs d'absorption supérieures à E
µi
.

Cette expression a été obtenue par un raisonnement mathématique. Son interprétation

sur les images de la statistique du transport corpusculaire est directe : sur l'ensemble des

événements possibles, seuls les événements correspondant à une position d'absorption en

dehors de la lame sont considérés. Maintenant que nous disposons d'une expression mathé-

matique qui est la traduction rigoureuse des phénomènes d'extinction, nous n'hésiterons pas

à l'employer sans en démontrer à nouveau les fondements.

Chemins optiques de di�usion multiple. Considérons maintenant la di�usion. Exacte-

ment comme dans le cas de l'absorption, on dé�nit le coe�cient de di�usion kd = Cx σd, où

σd est la section e�cace de di�usion, et la densité de probabilité des longueurs de di�usions

pLd
(ld) est

pLd
(ld) = kd exp (−kd ld) (4.54)

Le coe�cient d'extinction est kext = ka + kd, et la densité de probabilité des longueurs

d'extinction pLext(lext) est

pLext(lext) = kext exp (−kext lext) (4.55)

pLext(lext) est la densité de probabilité qu'un photon interagisse avec un micro-organisme

après avoir parcouru une longueur lext dans le volume réactionnel, indépendamment de la

nature de cette interaction (absorption ou di�usion). Lorsqu'une telle interaction se produit,

la probabilité qu'il s'agisse d'une di�usion est l'albédo de di�usion simple αs = kd/kext, et la

probabilité que l'interaction soit une absorption est son complémentaire 1 − αs. Lorsqu'un

photon est di�usé, sa direction de propagation est changée. Sachant qu'un photon arrivant

avec une direction ω0 est di�usé par un micro-organisme, la densité de probabilité que ce

photon soit di�usé suivant la direction ω1 est donnée par la fonction de phase pΩ1
(ω1|ω0).

En d'autres termes pΩ1
(ω1|ω0)dω1 est la probabilité que le photon reparte avec une direction

comprise dans dω1 autour de ω1.

Dans le cas de l'absorption pure, les photons n'empruntaient qu'un seul chemin optique
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puisque nous considérons une source collimatée. En présence de di�usion, un photon peut être

transmis en empruntant di�érents chemins optiques : ce sont les chemins de di�usion multiple

correspondant à 0, 1, 2, 3... di�usions dans le milieu avant l'arrivée en z = E. Nous allons dans

la suite détailler ces chemins optiques en suivant la propagation des photons dans le volume

réactionnel. Nous adoptons une organisation d'écriture permettant deux niveaux de lecture :

les événements statistiques correspondant au transport des photons sont énoncés point par

point et accompagnés d'une �gure représentant un des chemins optiques correspondant à

cet événement, puis l'expression intégrale de la probabilité de l'événement est donnée en

dessous. Nous reprenons pour cela l'expérience mentale où les photons sont émis les uns

après les autres depuis x0, leur direction de départ étant ici notée ω0. La transmittivité est la

probabilité qu'un photon arrive en z = E. Elle peut s'écrire comme la somme des probabilités

des événements correspondant à une transmission après 0, 1, 2, 3... di�usions dans le milieu.

On note T (0) la probabilité qu'un photon traverse le photobioréacteur directement, sans

interagir avec les micro-organismes. T (1) est la probabilité qu'un photon sorte en z = E

après avoir vécu une di�usion, T (2) après deux di�usions, et ainsi de suite. T s'écrit donc :

T = T (0) + T (1) + T (2) + ... (4.56)

Le premier terme T (0) est calculé simplement par atténuation exponentielle selon le coe�-

cient d'extinction. Les photons qui sortent de ce faisceau direct par di�usion ne sont pas

pour autant perdus, ils participent aux termes d'ordres supérieurs T (j>0) . T (0) représente

l'événement statistique suivant :

• Un photon est transmis directement sans
interagir avec le milieu. Il participe à la
transmittivité et le chemin optique corre-
spondant est une ligne droite identique à
celle observée dans le cas de l'absorption.
La probabilité de cet événement est : 0 E

z
z1

x0

ω0

x1

F RV

∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [z1 > E] (4.57)
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où z1 est l'abscisse du premier point d'interaction x1 = x0 + lext,0 ω0. T (0) s'écrit donc :

T (0) =

∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [z1 > E] (4.58)

Considérons maintenant l'ensemble des événements pouvant se produire lorsqu'un photon

interagit une première fois avec le volume réactionnel.

• Un photon interagit dans le milieu à une position x1 après avoir parcouru une première

longueur d'extinction lext,0 (toutes les positions x1 ∈ V sont envisagées). La probabilité

de cet événement est :∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] (4.59)

Lorsque cela se produit, il y a quatre cas de �gures : le photon est absorbé, le photon

est di�usé et sort du photobioréacteur par la face avant, le photon est di�usé et sort du

photobioréacteur par la face arrière (transmission) et en�n, le photon est di�usé et interagit

à nouveau avec le milieu, il participe aux ordres supérieurs T (j>1). Ces événements sont

détaillés dans la suite :

(1) L'interaction en x1 est une absorption,
le photon est perdu et ne participe pas
à la transmittivité. La probabilité de cet
événement est :

z

0 Ez1

x1

x0

ω0

F RV

∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] (1− αs) (4.60)

(2) L'interaction en x1 est une di�usion. Le
photon repart suivant une direction de dif-
fusion ω1 et il est transmis. La probabilité
de cet événement est : 0 Ez1

z
z2

x0

ω0

x1

x2

ω1

F RV
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∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] αs

×
∫
4π

dω1 pΩ1
(ω1|ω0)

∫ ∞

0

dlext,1 pLext,1(lext,1)H [z2 > E]

(4.61)

où z2 est l'abscisse du second point d'interaction x2 = x1 + lext,1 ω1. Comme cela a été

mentionné dans le cadre de l'absorption, du fait de l'absence de mémoire le point de di�u-

sion x1 peut être vu comme une source secondaire dont l'émission correspond aux photons

di�usés en x1, c'est-à-dire
∫∞
0
dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] αs. Les photons partent de

cette source secondaire avec une distribution angulaire correspondant à la fonction de phase.

Partant de la position x1 suivant la direction ω1, la probabilité qu'un photon soit transmis

est
∫∞
0
dlext,1 pLext,1(lext,1)H [z2 > E], où z2 est une fonction de x1 et lext,1, exactement comme

si nous considérions une transmission directe à partir de la position x1.

(3) L'interaction en x1 est une di�usion. Le
photon repart suivant une direction de dif-
fusion ω1 et il sort du photobioréacteur
par la face avant, en z = 0. Cet événe-
ment ne participe pas à la transmittivité
et sa probabilité est : 0 Ez1

z
z2

x0

ω0

x2

ω1

x1

F RV

∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] αs

×
∫
4π

dω1 pΩ1
(ω1|ω0)

∫ ∞

0

dlext,1 pLext,1(lext,1)H [z2 < 0]

(4.62)

(4) L'interaction en x1 est une di�usion. Le photon repart suivant une direction de di�u-

sion ω1 et il interagit à nouveau dans le volume réactionnel en x2. Nous retrouverons

cet événement plus tard. Sa probabilité est :∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] αs

×
∫
4π

dω1 pΩ1
(ω1|ω0)

∫ ∞

0

dlext,1 pLext,1(lext,1)H [0 < z2 < E]

(4.63)
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Seul l'événement (2) participe à la transmission après une di�usion T (1) et on obtient :

T (1) =

∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] αs

×
∫
4π

dω1 pΩ1
(ω1|ω0)

∫ ∞

0

dlext,1 pLext,1(lext,1)H [z2 > E]

(4.64)

A partir de l'événement (4), le processus d'interaction se reproduit à l'identique de

manière in�nie. Comme dans le cas de l'interaction en x1, l'interaction en x2 peut être soit

une absorption, soit une di�usion. Si cette interaction est une di�usion, trois événements

sont à nouveau possibles : la transmission, le retour en z = 0 et une nouvelle di�usion en x3.

• L'événement participant à la transmission
après deux di�usions est : un photon in-
teragit dans le milieu à une position x1,
cette interaction est une di�usion, le pho-
ton repart avec la direction de di�usion
ω1, il interagit à nouveau dans le volume
réactionnel en x2, il repart avec la direc-
tion de di�usion ω2 et est transmis. T (2)

se construit à l'identique de T (1) en con-
sidérant un ordre de di�usion supplémen-
taire : 0 E

z
z1 z2 z3

x0

ω0

x2

x1

x3

ω1

ω2

F RV

T (2) =

∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0)H [0 < z1 < E] αs

×
∫
4π

dω1 pΩ1
(ω1|ω0)

∫ ∞

0

dlext,1 pLext,1(lext,1)H [0 < z2 < E] αs

×
∫
4π

dω2 pΩ2
(ω2|ω1)

∫ ∞

0

dlext,2 pLext,2(lext,2)H [z3 > E]

(4.65)

La formulation intégrale de T est obtenue en prenant la somme à l'in�nie des T (j). Elle

s'écrit de manière compacte sous forme récursive :

T =

∫ ∞

0

dlext,0 pLext,0(lext,0) {H [z1 > E]× 1 +H [0 < z1 < E] αs T1} (4.66)
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avec Tj dé�nit de manière récursive comme :

Tj≥1 =

∫
4π

dωj pΩj
(ωj|ωj−1)

∫ ∞

0

dlext,j pLext,j
(lext,j)

×{H [zj+1 > E]× 1 +H [0 < zj+1 < E] αs Tj+1}

(4.67)

La formulation intégrale peut être lue comme une formalisation de l'interprétation du

transfert radiatif en terme de chemins optiques. Dans ce contexte, elle consiste en l'intégration

des contributions de tous les chemins optiques participant à la grandeur radiative étudiée.

L'espace des chemins optiques peut varier en fonction des images physiques employées à

l'échelle corpusculaire. La description précédente était dictée par le choix d'un raisonnement

sur notre expérience mentale dans laquelle les photons sont émis un par un. Le fait de

considérer un photon et non un ensemble de photons nous a menés dans un espace ou

certains chemins optiques s'interrompent dans le volume réactionnel de par une absorption

par un micro-organisme. De manière équivalente, on peut considérer un espace des chemins

optiques dé�ni par un ensemble de positions de di�usion, plutôt qu'un ensemble de positions

d'interaction. Dans ce cas, on travaille avec la densité de probabilité des longueurs de di�usion

(au lieu des longueurs d'extinction) et tous les chemins mènent à une sortie du volume

réactionnel, soit en z = 0 soit en z = E : aucun chemin n'est interrompu par absorption

mais il y a atténuation le long du chemin. L'expérience mentale de l'encart 1, dans laquelle

N0 photons sont émis simultanément, peut alors être employée. Cet ensemble de photons

se propage suivant un chemin optique et au cours de leur propagation leur nombre décroît

exponentiellement par absorption, comme cela a été décrit en l'absence de di�usion. La

contribution de ce chemin est donc pondérée par la transmission en absorption exp (−ka d)
où d est la longueur du chemin optique. On obtient la formulation intégrale suivante :

T =

∫ ∞

0

dld,0 pLd,0
(ld,0) {H [z1 > E] exp (−ka d0) +H [0 < z1 < E] T1} (4.68)

avec Tj dé�ni de manière récursive comme :

Tj≥1 =

∫
4π

dωj pΩj
(ωj|ωj−1)

∫ ∞

0

dld,j pLd,j
(ld,j)

×{H [zj+1 > E] exp (−ka dj) +H [0 < zj+1 < E] Tj+1}

(4.69)

où dj est la longueur du chemin optique correspondant à une sortie du milieu avant d'at-
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teindre la position de di�usion xj+1 (qui est à l'extérieur du volume réactionnel comme

dans la discussion précédente). Dans le cas du chemin correspondant à une transmission di-

recte, d0 = E
µi

comme dans notre étude en l'absence de di�usion. On montre facilement que

cette formulation intégrale est mathématiquement équivalente à la formulation Eqs. 4.66

et 4.67. Pour cela il faut remarquer que dlext pLext(lext)αs = dlext kextexp (−kextlext) kd
kext

=

dlext kdexp (−kdlext) exp (−kalext). En changeant la variable muette lext pour ld on obtient

dlext pLext(lext)αs = dld pLd
(ld) exp (−kald). On voit ainsi apparaître la densité de probabilité

des longueurs de di�usion pLd
(ld) et l'atténuation exponentielle par absorption sur chaque

segment de longueur ld composant le chemin optique.

Réciprocité des chemins optiques et analyse de la luminance dans le photo-

bioréacteur torique. La réciprocité des chemins optiques est une propriété très utile en

terme d'images physiques. Cette propriété est une traduction directe de la micro-réversibilité,

ou encore du second principe de la thermodynamique. Nous énonçons ici théoriquement la

réciprocité des chemins optiques sans la démontrer : lorsque l'on considère un chemin op-

tique qui, partant de la position x0 avec la direction ω0, se termine à la position x1 avec la

direction ω1 (chemin 1), on dé�nit le chemin réciproque qui, partant de la position x1 avec

la direction −ω1, se termine à la position x0 avec la direction −ω0 (chemin 2), et le principe

de réciprocité implique que la densité de probabilité qu'un photon suive le chemin 1 est

égale à celle qu'un photon suive le chemin 2. A�n d'illustrer les images physiques associées

à cette propriété, étudions la luminance L̂(x0,ω) en un point x0 d'abscisse z0 = 3 cm du

photobioréacteur torique (voir Figs. 4.7 et 4.8). Il est di�cile de se représenter mentalement

les chemins optiques que suivent les photons incidents à la surface F avant d'arriver à la

position x0 car la probabilité qu'un photon partant de F passe exactement par la position

x0 est nulle. Il est alors utile de construire mentalement ces chemins optiques en utilisant le

principe de réciprocité : on part de la position x0 et on remonte jusqu'à la source en suivant

exactement la même physique que lors de la construction des chemins directs au paragraphe

précédent. Les chemins optiques réciproques qui contribuent à la luminance L̂(x0,ω) partent

de x0 avec la direction de départ ω0 = −ω et arrivent, après n di�usions, en z = 0 (voir

Fig. 4.7). Bien que la construction de ces chemins soit très simple, l'utilisation du principe de

réciprocité demande un traitement un peu plus subtil des conditions aux limites, entraînant

parfois une complexi�cation de l'obtention de la contribution de ces chemins. Cependant, la

démarche générale reste identique à celle des discussions précédentes et nous ne développons

pas cet aspect ici car nous souhaitons seulement mettre l'accent sur la construction men-

tale des chemins optiques réciproques. La formulation intégrale de L̂(x0,ω) = L̂(x0,−ω0)

obtenue en appliquant le principe de réciprocité (c'est-à-dire en suivant les chemins optiques
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Figure 4.7: Construction d'un chemin optique sur l'image de la réciprocité des chemins
optiques.
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Figure 4.8: a. Répartition angulaire de la luminance L̂(z0, θ) à la position z0 = 3 cm dans
le photobioréacteur torique de la �gure 4.1 où ρR = 0 et l'incidence est lambertienne. θ
est l'angle entre la direction de propagation des photons et l'axe ez. Résultats obtenus par
la méthode de Monte Carlo (voir Chap. 5) en construisant un histogramme des angles de
propagation θ pour des classes de largeur 1.8◦. Les écarts-types des estimateurs sont donnés
en barres d'erreurs. b. Hypothèse sur les chemins optiques correspondants.

des �gures 4.7 et 4.8.b) est donnée à titre indicatif :

L̂(x0,−ω0) =

∫ ∞

0

dld,0 pLd,0
(ld,0) {H [z1 < 0] exp (−ka d0) +H [0 < z1 < E] L1} (4.70)
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avec Lj dé�nit de manière récursive comme :

Lj≥1 =

∫
4π

dωj pΩj
(ωj|ωj−1)

∫ ∞

0

dld,j pLd,j
(ld,j)

×{H [zj+1 < 0] exp (−ka dj) +H [0 < zj+1 < E] Lj+1}

(4.71)

où les positions de di�usion sont xj+1 = xj + ld,j ωj, j ≥ 0, et les longueurs des chemins

optiques dj sont dé�nies plus haut.

Le résultat de la �gure 4.8.a indique une forte probabilité des chemins menant à une

direction ω proche de ez. Ceci est notamment dû à la forme très particulière de la fonction

de phase des micro-organismes. Cette fonction de phase étant extrêmement orientée vers

l'avant, les photons sont en moyenne très peu déviés de leur trajectoire lorsqu'ils sont di�usés.

Seuls les photons qui expérimentent un grand nombre de di�usions sont su�samment déviés

de leur trajectoire initiale et participent à la luminance aux angles θ > 90◦. Ces photons

sont visiblement très peu présents dans la con�guration étudiée. De plus, du fait de la faible

déviation (en moyenne) des chemins optiques, plus la direction ω est éloignée de ez et plus

la longueur des chemins correspondants est grande, or nous sommes ici dans le cadre d'une

atténuation exponentielle par absorption le long des chemins optiques de di�usion.

Ces images permettent une première analyse du photobioréacteur torique, mais à ce stade,

il est encore di�cile d'identi�er quels chemins (ordre de di�usion, longueur, etc) participent

signi�cativement, ou non, au transfert de rayonnement. Par exemple, nous avons réussi à

déduire des résultats de la �gure 4.8.a que peu de photons sont signi�cativement déviés de

leur direction de départ. Dans le même esprit, le but de la section suivante est de préciser

un ensemble de caractéristiques des chemins de di�usion multiples.

4.3 Epaisseurs optiques et invariance d'échelle du trans-

port

Nous introduisons dans cette section un ensemble de grandeurs sans dimensions couram-

ment utilisées pour caractériser une con�guration radiative donnée. Ces grandeurs ont une

place centrale dans la construction d'un intuitif autour du transfert radiatif dans les photo-

bioréacteurs. En fonction de la valeur de l'albédo αs, du paramètre d'asymétrie g de la fonc-

tion de phase et de l'épaisseur optique du milieu, il est possible d'avoir une première analyse

de l'in�nité des événements de la statistique du transport corpusculaire, a�n de caractériser
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le régime de di�usion et d'identi�er les approximations susceptibles d'être pertinentes pour

l'étude du système.

L'albédo de di�usion simple représente la proportion de di�usions sur l'ensemble des

événements d'interaction :

αs =
kd
kext

(4.72)

αs est égal à 0 dans le cas d'un milieu purement absorbant et égal à 1 dans un milieu non-

absorbant. Dans la con�guration radiative du photobioreacteur torique Fig. 4.1, αs ' 0.86,

ce qui signi�e qu'en moyenne un photon va être di�usé 4 fois avant d'être absorbé par un

micro-organisme. Nous avons vu à la section précédente la place importante de la forme de

la fonction de phase dans l'analyse des résultats. Cette information est contenue dans le

paramètre d'asymétrie g qui est la moyenne du cosinus de l'angle de di�usion :

g =

∫
4π

dω pΩ(ω|ω′) ω · ω′ (4.73)

g est contenu entre −1 et 1. g est égal à 0 dans le cas d'une fonction de phase symétrique

pour les directions avant et arrière, ce qui est par exemple le cas pour une fonction de phase

isotrope. g < 0 dans le cas d'une fonction de phase orientée vers l'arrière et g > 0 pour une

fonction de phase orientée vers l'avant. Dans le cas des micro-organismes photosynthétiques

g est proche de 1, plus précisément g = 0.945 pour la situation étudiée (Fig. 4.1). En�n,

l'épaisseur optique d'extinction e est le rapport d'une longueur caractéristique L̃ du milieu

sur le libre parcours moyen d'extinction λext = 1/kext :

e = L̃ kext (4.74)

Si on prend l'épaisseur E de la lame comme longueur caractéristique, e est à peu près égal à 23

dans la con�guration radiative étudiée. Comme nous l'avons vu à la section 4.2.3, l'absorption

par le milieu peut être traitée a posteriori, comme une atténuation exponentielle le long des

chemins de di�usion multiple. On se concentre donc généralement sur l'épaisseur optique de

di�usion ed, qui est le rapport de L̃ sur le libre parcours moyen de di�usion λd = 1/kd :

ed = L̃ kd = αs e (4.75)

Il s'agit de l'inverse du nombre de Knudsen. Dans la con�guration radiative du photobioréac-

teur torique, ed ' 20 si on considère L̃ = E. L'information que l'on cherche ici à caractériser

est la distribution des longueurs des chemins de di�usion. Cette distribution est complexe

car elle inclut tous les chemins (ici, les chemins qui partant de z = 0 traversent la lame et
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ceux qui reviennent en z = 0), et quelle que soit la valeur de ed > 0, toutes les longueurs

allant de 0 à l'in�ni existent. Lorsque le paramètre ed varie, la distribution des longueurs se

déforme mais une analyse de cette évolution correspond à une étude spéci�que qui n'est pas

abordée dans la présente thèse [114, 115]. Nous signalons ici qu'une thèse actuellement en

cours au sein des laboratoires LAPLACE et RAPSODEE se concentre justement sur cette

étude (à travers le développement d'outils méthodologiques spéci�ques) et sur son potentiel

d'analyse dans le cadre des procédés photoréactifs [116].

Le transfert en di�usion multiple dans les photobioréacteurs est d'autant plus di�cile à

penser que les paramètres d'asymétrie sont très élevés. Une di�usion ne signi�e donc pas

du tout la perte de l'information sur la direction de départ. Ce point est très important

car l'éloignement à l'isotropie de la fonction de distribution dé�nit la validité de diverses

approximations et des images physiques auxquelles elles sont associées. A�n de caractériser

la perte d'information sur les directions de propagation, intéressons nous à la projection d'un

chemin optique de di�usion multiple sur sa direction de départ (voir Fig. 4.9). On note l∗ la

longueur de cette projection :

l∗ =
∞∑
j=0

ld,j µj (4.76)

où ld,j est la longueur du j-ème segment du chemin de di�usion et µj = ωj ·ω0 est le produit

scalaire entre la direction de départ et la direction du j-ème segment du chemin de di�usion.

ω0

ld,0

ω1

ld,1 µ1 ld,2 µ2

ω2

ω3

ld,3 µ3 ...

l∗

Figure 4.9: Projection d'un chemin de di�usion multiple sur sa direction de départ.
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La moyenne λ∗ de l∗ sur tous les chemins possibles est notée :

λ∗ =
∞∑
j=0

λ µ̄j (4.77)

où λ = 1
kd

est le libre parcours moyen de di�usion, qui est dé�ni comme la moyenne des

longueurs de di�usion (voir l'expression de pLd,0
(ld,0) Eq. 4.54) :

λ =

∫ ∞

0

dld,j pLd,j
(ld,j) ld,j =

1

kd
(4.78)

et où

µ̄j =

∫
4π

dω1 pΩ1
(ω1|ω0)

∫
4π

dω2 pΩ2
(ω2|ω1)...

∫
4π

dωj pΩj
(ωj|ωj−1)ωj · ω0 (4.79)

De manière intuitive, pour une con�guration radiative où la fonction de phase est isotrope

(g = 0), toutes les directions de di�usion sont équiprobables et l'information sur la direction

de départ est perdue dès la première di�usion. µ̄0 = 1 (voir �gure 4.9) et tous les µ̄j>0 sont

nuls. La longueur moyenne λ∗ de la projection est égale au libre parcours moyen de di�usion

λ. Lorsque la fonction de phase est anisotrope, il faut remarquer que ωj ·ω0 peut se réécrire :

ωj · ω0 = ωj · ωj−1 · ωj−1 · ωj−2 ... ω1 · ω1 · ω0 (4.80)

puisque tous les produits scalaires ωq ·ωq sont égaux à 1. On fait ainsi apparaître le produit

des paramètres d'asymétrie g =
∫
4π
dωq pΩq

(ωq|ωq−1)ωq · ωq−1 dans l'expression de µ̄j et

on obtient :

µ̄j = gj (4.81)

On retrouve bien que µ̄0 = 1 et tous les µ̄j>0 sont nuls dans le cas où g = 0. De manière

générale, il vient :

λ∗ =
∞∑
j=0

λ gj =
λ

1− g
(4.82)

Cela revient à dé�nir un coe�cient de di�usion équivalent k∗d =
1
λ∗ = kd (1−g) correspondant

à une situation où, comme dans le cas d'une fonction de phase isotrope, l'information sur la

direction de départ est perdue dès la première di�usion. De manière similaire, en travaillant

avec les longueurs d'extinction et en pondérant chaque interaction par l'albedo de di�u-

sion simple (probabilité que le chemin continue après l'interaction), on obtient le coe�cient

d'extinction équivalent k∗ext = kext (1 − αs g). Cette propriété d'invariance du transport est
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couramment utilisée a�n de se ramener à un problème équivalent dans lequel la fonction de

phase est isotrope. Ce problème équivalent correspond à l'albédo de transport α∗
s

α∗
s = αs

1− g

1− αs g
(4.83)

à l'épaisseur optique de transport

e∗ = (1− αs g) e (4.84)

et à une fonction de phase isotrope :

pΩ(ω|ω′) =
1

4π
(4.85)

On dé�nit aussi l'épaisseur de di�usion du problème de transport

e∗d = α∗
s e

∗ = (1− g) ed (4.86)

Cette équivalence n'est pas stricte. L'équation de transfert radiatif n'est notamment pas in-

variante par ce changement d'échelle. De plus, la dé�nition du problème de transport équiv-

alent ne prend pas complètement en compte la forme de la fonction de phase mais seulement

son paramètre d'asymétrie. Cependant, on retrouve cette invariance dans de multiples sit-

uations : l'équation de di�usion sous l'approximation P1 par exemple (voir Sec. 4.5) est

invariante par ce changement d'échelle. On retiendra surtout que le fait de raisonner sur ce

problème équivalent à fonction de phase isotrope est très utile en terme d'images physiques

et permet de comparer des situations très di�érentes, indépendamment de la forme de la

fonction de phase.

Dans la con�guration radiative du photobioréacteur torique Fig. 4.1, α∗
s = 0.25, e∗ = 4.4

et e∗d = 1.1 (en prenant E comme longueur caractéristique). Ce genre de situation typique des

photobioréacteurs est quali�é d'intermédiaire, dans le sens où l'épaisseur optique de di�usion

e∗d = 1.1 est su�samment élevée pour que la di�usion joue un rôle signi�catif (les photons

expérimentent en ordre de grandeur l'équivalent d'une di�usion isotrope à la traversée du

milieu), sans correspondre pour autant à une "forte" épaisseur optique. Bien que le traitement

de cette situation intermédiaire ne soit pas direct, le problème équivalent en transport nous

ramène à des images physiques facilement manipulables. Nous passons ainsi dans la section

suivante d'une description où les chemins optiques comportent un grand nombre de di�usions

vers l'avant (une vingtaine en ordre de grandeur) au régime de la di�usion simple.
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4.4 Approximation de la di�usion simple

Il est toujours possible d'écrire la luminance L̂ de l'ensemble des photons du système

comme la somme des luminances L̂(j) correspondant aux photons ayant vécu exactement j

di�usions :

L̂ = L̂(0) + L̂(1) + L̂(2) + L̂(3) + ... (4.87)

Cela revient simplement à considérer que le nombre total de photons dans un élément de

volume dxdω de l'espace des phases est la somme des photons ayant vécu j di�usions. Chaque

L̂(j) obéit à une équation d'évolution qui lui est propre et dans laquelle un terme source

correspond aux photons d'ordre inférieur L̂(j−1) qui di�usent localement dans le volume et

passent de la population (j − 1) à la population (j). Dans cette section, nous écrirons tout

d'abord ce système composé d'une in�nité d'équations couplées (Eq. 4.89 et Eq. 4.97), avec

les conditions aux limites associées (Eqs. 4.90-4.91 et Eqs. 4.99-4.100, dans le cas particulier

de la con�guration du photobioréacteur torique en l'absence de ré�exion aux parois et pour

une incidence collimatée en z = 0). Puis nous ferons l'approximation de la di�usion simple,

qui consiste à ne considérer que les chemins optiques comportant zéro ou une di�usion.

L̂ ' L̂(0) + L̂(1) (4.88)

Dans la section 4.2.3, la complexité des formulations intégrales (et des images physiques)

était due à une forme récursive traduisant le phénomène de di�usion multiple. Ici seuls

les deux premiers termes, c'est-à-dire les ordres de di�usion 0 et 1 sont considérés, ce qui

simpli�e signi�cativement les expressions mathématiques et permet l'obtention de solutions

analytiques. Au �nal, nous ne considérerons donc que deux sous-ensembles de la population

de photons : les photons qui arrivent directement des parois sans avoir vécu de di�usion

seront appelés "les photons balistiques", et les photons ayant vécu une seule di�usion seront

appelés "les photons di�us".

4.4.1 Développement en ordres de di�usion.

Nous étudions dans cette section la con�guration du photobioréacteur torique en l'absence

de ré�exion aux parois et pour une incidence collimatée en z = 0. Les photons balistiques

obéissent à une équation de transfert radiatif indépendante et, dans notre con�guration,

seules les sources aux parois contribuent à l'apparition de photons dans cette population.

L'équation de transfert radiatif sur L̂(0) comporte donc un terme puits par extinction et
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aucun terme source :

ω · gradxL̂
(0)(x,ω) = −kextL̂(0)(x,ω) (4.89)

avec les conditions aux limites :

• En z = 0 :

L̂(0)(x,ω) =
q∩
µi

δ(ω − ωi) pour x ∈ F , ω · nF > 0 (4.90)

où µi = cos(θi) et δ(ω − ωi) est la distribution de Dirac centrée en ωi (voir Fig. 4.1).

• En z = E :

L̂(0)(x,ω) = 0 pour x ∈ R, ω · nR > 0 (4.91)

La solution de L̂(0) est triviale, il s'agit de l'atténuation exponentielle par extinction de la

luminance q∩
µi

incidente à la paroi :

L̂(0)(x,ω) =
q∩
µi

exp

(
−kext

z

µi

)
δ(ω − ωi) (4.92)

où z est l'abscisse du point x. L̂(1) obéit à l'équation de transfert radiatif suivante :

ω · gradxL̂
(1)(x,ω) = −kextL̂(1)(x,ω) + C(0)(x,ω) (4.93)

où C(0) est le terme source dû à la di�usion des photons balistiques en x dans la direction ω

(voir Fig. 4.4.d, Sec. 4.2) :

C(0)(x,ω) = αs kext

∫
4π

dω′L̂(0)(x,ω′) pΩ(ω|ω′) (4.94)

Les conditions aux limites sur L̂(1) sont :

• En z = 0 :

L̂(1)(x,ω) = 0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (4.95)

• En z = E :

L̂(1)(x,ω) = 0 pour x ∈ R, ω · nR > 0 (4.96)

puisqu'aucun photon ayant vécu une di�usion n'est émis ou ré�échi (ici ρR = 0) aux parois.

A l'ordre j, on a :

ω · gradxL̂
(j)(x,ω) = −kextL̂(j)(x,ω) + C(j−1)(x,ω) (4.97)

avec

C(j−1)(x,ω) = αs kext

∫
4π

dω′L̂(j−1)(x,ω′) pΩ(ω|ω′) (4.98)
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et les conditions aux limites :

• En z = 0 :

L̂(j)(x,ω) = 0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (4.99)

• En z = E :

L̂(j)(x,ω) = 0 pour x ∈ R, ω · nR > 0 (4.100)

La luminance s'écrit �nalement comme la somme des L̂(j) (voir Eq. 4.87). Le système d'équa-

tions que nous venons d'obtenir est fermé à l'ordre zéro puisque la solution de L̂(0) est in-

dépendante des autres et puisque chacune des équations d'ordres j > 0 est uniquement

couplée à l'ordre inférieur. Ainsi, une troncature du développement consiste simplement à

négliger l'existence de certains photons, sans que cela n'entraîne d'erreur sur la description

des ordres qui sont retenus.

4.4.2 Mise en ÷uvre de l'approximation de la di�usion simple dans

le photobioréacteur torique

Dans la suite de cette section, nous nous plaçons dans le problème de transport équivalent

dé�ni par α∗
s, k

∗
ext et pΩ(ω|ω′) = 1

4π
(voir Sec. 4.3) et nous ne considérons que les ordres de

di�usion 0 et 1 (voir Eq. 4.88). Dans ces conditions,

L̂(0)(z,ω) =
q∩
µi

exp

(
−k∗ext

z

µi

)
δ(ω − ωi) (4.101)

et en injectant cette solution dans l'expression de C(0) Eq. 4.94, on obtient :

C(0)(z,ω) =
α∗
s k

∗
ext

4π

q∩
µi

exp

(
−k∗ext

z

µi

)
(4.102)

Du fait de l'isotropie de la fonction de phase, le terme source C(0)(z,ω) est indépendant de la

direction ω (C(0) est isotrope). La solution de l'équation 4.97 sur L̂(1), associée aux conditions

aux limites Eqs. 4.95 et 4.96 est obtenue par la méthode de la variation de la constante, ou

de manière similaire en considérant que la luminance L̂(1)(x0,ω0) est l'intégrale du terme

source C(0)(x1,ω0) sur l'ensemble des positions x1 dé�nies par x1 = x0 − sω0, s ∈ [0,+∞[,

atténué par extinction sur la longueur ‖x0 − x1‖. On observe sur la �gure 4.10 que cela

revient bien à considérer l'ensemble des chemins optiques comprenant une di�usion. Dans

la con�guration monodimensionnelle étudiée, L̂(1)(x0,ω0) ne dépend que de l'abscisse z0 et

du cosinus µ0 = ω0 · ez de la direction considérée. En outre ‖x0 − x1‖ =
∣∣∣ z0−z1

µ0

∣∣∣. Pour les
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directions µ0 > 0, on obtient

L̂(1)(z0, µ0) =

∫ z0

0

dz1
µ0

C(0)(z1) exp

(
−k∗ext

z0 − z1
µ0

)
(4.103)
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Figure 4.10: Chemins de di�usion simple participant à L̂(1)(z0, µ0). a : Pour µ0 > 0. b :
Pour µ0 < 0.
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Figure 4.11: Distributions angulaires de la luminance L̂(z0, θ) à la position z0 = 3 cm
du photobioréacteur torique Fig. 4.1 : ρR = 0, incidence collimatée normale. a : Résultats
obtenus par la méthode de Monte Carlo (voir Chap. 5), les écarts-types des estimateurs sont
donnés en barres d'erreurs. b : Résultats obtenus dans le problème de transport équivalent
α∗
s = 0.25, k∗ext = 110m−1 en utilisant l'approximation de la di�usion simple. La �èche

représente la partie de la distribution qui est due aux photons balistiques, c'est-à-dire la
partie qui est une distribution de Dirac. Cette représentation ne permet pas d'apprécier le
poids de la distribution des photons balistiques, pour cela on peut se référer à la �gure 4.12.
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et pour les directions µ0 < 0, on obtient

L̂(1)(z0, µ0) =

∫ E

z0

dz1
−µ0

C(0)(z1) exp

(
−k∗ext

z0 − z1
µ0

)
(4.104)

En injectant l'expression de C(0)(z1) dans ces expressions et en résolvant l'intégration, il

vient :

• µ0 > 0

L̂(1)(z0, µ0) =
α∗
s

4π

q∩
µ0 − µi

[
exp

(
−k∗ext

z0
µ0

)
− exp

(
−k∗ext

z0
µi

)]
(4.105)

• µ0 < 0

L̂(1)(z0, µ0) =
α∗
s

4π

q∩
µ0 − µi

[
exp

(
−k∗ext

E

µi

)
exp

(
−k∗ext

z0 − E

µ0

)
− exp

(
−k∗ext

z0
µi

)]
(4.106)

En�n, la luminance totale L̂(z0,ω0) est approximée comme :

L̂(z0,ω0) ' L̂(0)(z0,ω0) + L̂(1)(z0, µ0) (4.107)

La �gure 4.11 présente la distribution angulaire de L̂ à l'abscisse z0 = 3 cm obtenue par

l'approximation de la di�usion simple pour le problème de transport équivalent α∗
s, k

∗
ext,

ainsi que celle donnée par la méthode de Monte Carlo pour αs, kext et la fonction de phase

de Chlamydomonas reinhardtii. Nous comparons ici la solution de référence (Monte Carlo) à

l'association des images de la di�usion simple et du problème équivalent en transport. Dans la

situation de référence, le faisceau de photons balistiques est totalement atténué à la position

considérée. Tous les photons participant à L̂ ont vécu au moins une di�usion, mais ils sont

très peu déviés de leur direction de départ du fait de la forte orientation vers l'avant de la

fonction de phase. Ceci aboutit à une distribution angulaire de la luminance extrêmement

orientée autour de la direction d'incidence. Dans le problème de transport équivalent en

di�usion simple, cette distribution est remplacée par la somme d'une distribution de Dirac

dans la direction d'incidence (contribution des photons balistiques qui représentent ici ∼ 75%

des photons) et d'une distribution d'ouverture angulaire relativement large (contribution des

photons di�us).
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L'intégration de la luminance L̂(z,ω) sur toutes les directions ω donne l'irradiance locale

Ĝ(z) :

Ĝ(z) =

∫
4π

dω L̂(z,ω) '
∫
4π

dω L̂(0)(z,ω) +

∫
4π

dω L̂(1)(z,ω) = Ĝ(0)(z) + Ĝ(1)(z) (4.108)

où Ĝ(0) est l'irradiance due aux photons balistiques et Ĝ(1) est l'irradiance due aux photons

ayant vécu une seule di�usion. L'expression de Ĝ(0) =
∫
4π
dω q∩

µi
exp

(
−k∗ext z

µi

)
δ(ω−ωi) est

tout simplement une atténuation exponentielle :

Ĝ(0)(z) =
q∩
µi

exp

(
−k∗ext

z

µi

)
(4.109)

Dans le cas particulier de la con�guration radiative considérée, l'expression de Ĝ(1) est ana-

lytique :

Ĝ(1)(z) =
α∗
s

2
q∩ ×{

exp

(
−k∗ext

z

µi

)(
Ei

[
k∗extz

1− µi

µi

]
− Ei

[
−k∗ext(E − z)

1 + µi

µi

]
+ log

[
1 + µi

1− µi

])
− Ei [−k∗extz] + exp

(
−k∗ext

E

µi

)
Ei [−k∗ext(E − z)]

}
(4.110)

où Ei est la fonction exponentielle intégrale Ei(x) = −
∫∞
−x
dt e−t

t
, qui est disponible dans la

plupart des librairies de calcul scienti�que. L'évaluation numérique de Ĝ(1) est très simple

et extrêmement rapide. On remarque que pour les dérivations mathématiques, il est souvent

plus pratique de travailler avec la fonction gamma incomplète Γ [n, x] =
∫∞
x
dt tn−1 e−t qui

est reliée à l'exponentielle intégrale par Ei(x) = −Γ [0,−x]. Les quelques étapes importantes

pour l'obtention de l'expression de Ĝ(1)(z) sont données dans l'encart 2. Dans le cas d'une

incidence normale µi → 1, Ĝ(1) devient :

Ĝ(1)(z;µi = 1) =
α∗
s

2
q∩ {exp (−k∗extz) ( γ + log[2] + log [k∗extz]− Ei [−2 k∗ext(E − z)] )

− Ei [−k∗extz] + exp (−k∗extE)Ei [−k∗ext(E − z)]}
(4.111)

où γ ' 0.577 est la constante d'Euler-Mascheroni.
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Figure 4.12: Champ d'irradiance Ĝ dans le photobioréacteur Fig. 4.1 ; ρR = 0 ; incidence
collimatée normale. Résultats du problème de transport équivalent α∗

s = 0.25, k∗ext = 110m−1

pour l'approximation de la di�usion simple. a : Proportion de photons balistiques et di�us.
b : Comparaison avec la solution de référence (Méthode de Monte Carlo, MMC).
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Figure 4.13: Distributions angulaires de la luminance di�use L̂(1)(z0, θ) pour di�érents z0
dans le réacteur Fig. 4.1 ; ρR = 0 ; incidence collimatée normale. Résultats du problème de
transport équivalent α∗

s = 0.25, k∗ext = 110m−1 pour l'approximation de la di�usion simple.
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Le champ d'irradiance obtenu par l'approximation de la di�usion simple dans le photo-

bioréacteur torique est donné à la �gure 4.12. La �gure 4.12.a montre la proportion de pho-

tons balistiques et di�us dans le volume réactionnel. Comme l'épaisseur optique de transport

e∗d = 1.1 l'indique, les photons di�us sont minoritaires mais ne sont pas pour autant nég-

ligeables. La �gure 4.12.b montre la comparaison entre la solution de référence (méthode de

Monte Carlo) et les résultats obtenus par la conjonction du problème équivalent en transport

et de l'approximation de la di�usion simple. Compte-tenu de l'accord observé, nous retien-

drons que les images physiques simples développées ici sont pertinentes pour l'analyse du

procédé, notamment la substitution de la fonction de distribution observée à la �gure 4.11 par

la somme d'une distribution de Dirac et d'une distribution d'ouverture angulaire plus large.

La distribution angulaire de la luminance des photons di�us L̂(1) pour di�érentes abscisses

du photobioréacteur est donnée à la �gure 4.13. La description des photons balistiques est

triviale et toute la di�culté de l'analyse est ramenée à la description des photons di�us, qui

correspondent à une luminance relativement proche de l'isotropie. Ceci nous permettra en

particulier d'utiliser dans la section suivante d'autres images pour arriver à une description

macroscopique.

Encart 2 Intégration de la luminance diffuse L̂(1) pour l'obtention de Ĝ(1)

L'expression de Ĝ(1) est obtenue en intégrant Eq. 4.105 sur l'angle solide total et en

remarquant que L̂(1) ne dépend que de µ0 :

Ĝ(1) =

∫
4π

dω0L̂
(1)(µ0) = 2π

∫ 1

−1

dµ0L̂
(1)(µ0) (4.112)

On note Ĝ+ la luminance di�use due aux photons qui se propagent avec des directions

correspondant à µ0 > 0 :

Ĝ+(z0) =

∫ z0

0

dz1 C(0)(z1)2π

∫ 1

0

dµo

exp
(
−k z0−z1

µ0

)
µ0

(4.113)

où le coe�cient d'extinction kext est noté k pour plus de lisibilité et où

∫ 1

0

dµo

exp
(
−k z0−z1

µ0

)
µ0

= Γ [0, k(z0 − z1)] (4.114)
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d'après la dé�nition de la fonction gamma incomplète donnée dans le corps du texte.

Il vient :

Ĝ+(z0) =
αs k

2

q∩
µi

∫ z0

0

dz1 exp

(
−kz1

µi

)
Γ [0, k(z0 − z1)] (4.115)

qui s'intègre analytiquement pour donner

Ĝ+(z0) =
αs

2
q∩

{
exp

(
−kz0

µi

)(
Ei

[
kz0

1− µi

µi

]
− log

[
1− µi

µi

])
− Ei [−kz0]

}
(4.116)

De manière identique, on note Ĝ− la luminance di�use due aux photons qui se propagent

avec des directions correspondant à µ0 < 0 :

Ĝ−(z0) =

∫ E

z0

dz1 C(0)(z1)2π

∫ 0

−1

dµo

exp
(
−k z0−z1

µ0

)
−µ0

(4.117)

où ∫ 0

−1

dµo

exp
(
−k z0−z1

µ0

)
−µ0

= Γ [0,−k(z0 − z1)] (4.118)

Il vient :

Ĝ−(z0) =
αs k

2

q∩
µi

∫ E

z0

dz1 exp

(
−kz1

µi

)
Γ [0,−k(z0 − z1)] (4.119)

qui s'intègre analytiquement pour donner

Ĝ−(z0) =
αs

2
q∩

{
exp

(
−k

z0
µi

)(
−Ei

[
−k(E − z0)

1 + µi

µi

]
− log

[
1 + µi

µi

])
+ exp

(
−k

E

µi

)
Ei [−k(E − z0)]

}
(4.120)

L'irradiance di�use est

Ĝ(1) = Ĝ+ + Ĝ− (4.121)

dont la limite en µi → 1 est obtenue en remarquant que

lim
µi→1

Ei

[
kz0

1− µi

µi

]
− log

[
1− µi

µi

]
= γ + log [kz0] (4.122)

avec γ la constante d'Euler-Mascheroni.
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4.5 Approximation macroscopique P1

4.5.1 Dérivation de l'équation de di�usion à partir de l'équation de

transfert radiatif

L'objectif de cette section est d'obtenir une équation d'évolution spatiale de type di�u-

sion pour la densité de photons (voir Eq. 4.151). Nous décrivons ici le passage de l'équation

de transfert radiatif vers l'équation de di�usion, à partir de l'approximation P1 (voir para-

graphe 4.5.1.1), a�n de mettre en exergue le lien entre la description macroscopique et le point

de vue mésoscopique sous-jacent que nous avons développé dans les sections précédentes.

Partons de l'équation de transfert radiatif stationnaire :

ω · gradxL̂(x,ω) = −kextL̂(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′) + S(x,ω) (4.123)

où par rapport à l'équation 4.34, un terme source S(x,ω) a été ajouté a�n de garder la

possibilité d'une séparation de la population de photons en ordre de di�usion comme dans

la section précédente. Le passage à l'équation de di�usion se fait en intégrant l'équation

de transfert radiatif sur l'ensemble des directions de propagation ω a�n d'obtenir un jeu

d'équations sur les descripteurs macroscopiques : l'irradiance

Ĝ(x) =

∫
4π

dω L̂(x,ω) (4.124)

et le vecteur densité surfacique de �ux

j(x) =

∫
4π

dω L̂(x,ω)ω (4.125)

On montre dans l'encart 3 qu'en intégrant l'équation de transfert radiatif sur les directions

de propagation ω, on obtient l'équation macroscopique suivante :

Divx j(x) = −kext(1− αs) Ĝ(x) + SĜ(x) (4.126)

où Divx est l'opérateur divergence par rapport à la position x, kext(1 − αs) est égal au

coe�cient d'absorption ka et SĜ =
∫
4π
dω S(x,ω). La divergence du �ux de photons résulte

donc d'une balance entre leur taux de "disparition" par absorption, qui dans le cadre des

images de la statistique corpusculaire est bien localement proportionnel à leur nombre, et

leur taux "d'apparition" de par le terme source SĜ(x). On note que l'équation 4.126 a été
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obtenue sans aucune approximation. On montre dans l'encart 3 qu'en multipliant l'équation

de transfert radiatif par ω puis en l'intégrant, on obtient l'équation suivante :∫
4π

dω
[
ω · gradx

(
L̂(x,ω)

)
· ω
]
= −kext(1− αs g) j(x) + Sj(x) (4.127)

où Sj =
∫
4π
dω S(x,ω)ω est le vecteur source de �ux. Les deux termes de droite Eq. 4.127

ont été obtenus sans approximations, mais le terme de gauche, qui est l'intégration du terme

de transport de l'équation de transfert radiatif multiplié par ω, ne peut pas être exprimé

en fonction des descripteurs macroscopiques sans faire une approximation sur la fonction de

distribution (nous choisirons ici l'approximation P1).

Encart 3 Intégration de l'équation de transfert radiatif Eq. 4.123 sur les

directions ω.

Toutes les dérivations suivantes supposent que les propriétés radiatives du milieu sont

indépendantes de la direction de propagation des photons, ce qui est bien véri�é dans le

cadre de l'étude des photobioréacteurs. L'équation macroscopique sur l'irradiance Eq. 4.126

est obtenue en intégrant l'équation de transfert radiatif sur les directions de propagation ω.

Procédons terme à terme.

• Terme puits : ∫
4π

dω
[
−kextL̂(x,ω)

]
= −kextĜ(x) (4.128)

• Terme source par di�usion :∫
4π

dω

[
αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′)

]
= αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′)

∫
4π

dω pΩ(ω|ω′)

(4.129)

or la normalisation de la fonction de phase impose∫
4π

dω pΩ(ω|ω′) = 1 (4.130)

ce qui donne ∫
4π

dω

[
αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′)

]
= αs kext Ĝ(x) (4.131)

• Terme source S(x,ω) : on note∫
4π

dω [S(x,ω)] = SĜ(x) (4.132)



Chapitre 4 Analyse du transfert dans les photobioréacteurs 180

• Terme de transport :∫
4π

dω
[
ω · gradxL̂(x,ω)

]
=

∫
4π

dωDivx

[
ω L̂(x,ω)

]
= Divx

[∫
4π

dωω L̂(x,ω)

]
(4.133)

où Divx est la divergence par rapport à la variable x. En e�et, x et ω étant deux

variables indépendantes Divx [ω] = 0. Il vient :∫
4π

dω
[
ω · gradxL̂(x,ω)

]
= Divx j(x) (4.134)

d'après la dé�nition de j(x).

L'équation macroscopique sur le vecteur densité de �ux Eq. 4.127 est obtenue en multi-

pliant l'équation de transfert radiatif par ω puis en l'intégrant. Procédons encore une fois

terme à terme.

• Terme puits : ∫
4π

dω
[
−kextL̂(x,ω)ω

]
= −kext j(x) (4.135)

• Terme source par di�usion :∫
4π

dω

[
αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′)ω

]
= αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′)

∫
4π

dω pΩ(ω|ω′)ω

(4.136)

Si la fonction de phase pΩ(ω|ω′) est symétrique autour de la direction ω′, ce qui est

le cas pour les micro-organismes, alors
∫
4π
dω pΩ(ω|ω′)ω est orienté suivant ω′ :∫

4π

dω pΩ(ω|ω′)ω = gω′ (4.137)

où on a bien la dé�nition du paramètre d'asymétrie (en multipliant cette expression

par ω′)

g =

∫
4π

dω pΩ(ω|ω′)ω · ω′ (4.138)

D'après l'équation 4.137 et la dé�nition de j Eq. 4.125, il vient∫
4π

dω

[
αs kext

∫
4π

dω′L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′)ω

]
= kext αs g j(x) (4.139)

• Terme source S(x,ω) : on note∫
4π

dω [S(x,ω)ω] = Sj(x) (4.140)
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qui est un vecteur source de �ux.

• En�n, pour évaluer le terme de transport, il faudra faire une approximation sur la

luminance (par exemple l'approximation P1, voir paragraphe suivant).

4.5.1.1 Approximation P1

On rappelle le terme de l'équation 4.127 qui est dû à l'intégration du terme de transport de

l'équation de transfert radiatif et qui ne pouvait pas être exprimé en fonction des descripteurs

macroscopiques sans faire une approximation sur la distribution angulaire de la luminance :∫
4π

dω
[
ω · gradx

(
L̂(x,ω)

)
· ω
]

(4.141)

Nous choisissons ici l'approximation P1 qui consiste à modéliser L̂ par un développement à

l'ordre 1 en harmoniques sphériques. A l'ordre zéro (approximation P0), L̂ est isotrope :

L̂P0(x,ω) =
ĜP0(x)

4π
(4.142)

qui assure la dé�nition ĜP0 =
∫
4π
dω L̂P0(x,ω). A l'ordre 1, l'approximation P1 s'écrit :

L̂P1(x,ω) =
ĜP1(x)

4π
+

jP1(x) · ω
4π

(4.143)

qui assure la dé�nition jP1(x) =
∫
4π
dω L̂P1(x,ω)ω et ne modi�e pas la dé�nition de l'irradi-

ance : ĜP1 = ĜP0 puisque l'intégrale de jP1(x)·ω sur toutes les directions est nulle. L'approx-

imation P1 consiste donc à supposer que la luminance est la somme d'une constante et d'un

cosinus 3. Lors de l'écriture de l'intégrale Eq. 4.141, le terme en cosinus s'annule (intégration

sur l'angle solide total) et la contribution du terme d'ordre 0 donne (voir encart 4) :∫
4π

dω
[
ω · gradx

(
L̂(x,ω)

)
· ω
]
'
∫
4π

dω
[
ω · gradx

(
L̂P1(x,ω)

)
· ω
]
=

1

3
gradx ĜP1(x)

(4.144)

3. Dans le cas particulier d'une con�guration monodimensionnelle plan parallèle, l'approximation P1 sur
la luminance s'écrit :

L̂P1(x,ω) =
ĜP1(x)

4π
+

‖jP1(x)‖
4π

cos(θ)

où θ est l'angle entre ez et la direction ω (voir Fig. 4.1).
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L'équation 4.127 sur le vecteur densité de �ux s'exprime alors sous la forme :

1

3
gradx ĜP1(x) = −kext(1− αs g) jP1(x) + Sj(x) (4.145)

Dans la suite de cette section, il sera implicite que Ĝ et j correspondent à l'approximation

P1, et l'expression ci-dessus s'écrit (en supprimant les indices "P1") :

1

3
gradx Ĝ(x) = −kext(1− αs g) j(x) + Sj(x) (4.146)

D'où l'on tire :

j(x) = −D gradx Ĝ(x) +
Sj(x)

kext(1− αs g)
(4.147)

où le coe�cient de di�usion D est

D =
1

3 kext(1− αs g)
(4.148)

Dans l'équation 4.147, on reconnaît un terme correspondant à la loi de Fick ( j(x) =

−D gradx Ĝ(x) ) : il s'agit de l'image macroscopique classique où les particules descendent

les gradients de densité. Le �ux de photons est donc orienté suivant l'opposé du gradient

de l'irradiance. Ce comportement peut être interprété comme un rappel à l'équilibre dans

le sens où ce déplacement tend à homogénéiser le champ d'irradiance. On remarque que le

coe�cient de di�usion D ne dépend que du coe�cient d'extinction k∗ext = kext(1 − αs g) du

problème équivalent de transport dé�ni à la section 4.3.

Encart 4 Intégration du terme de transport de l'équation de transfert

radiatif dans le cadre de l'approximation P1.

Le terme j(x)·ω
4π

de la luminance n'apporte pas de contribution à l'intégrale Eq. 4.141.

Le terme Ĝ(x)
4π

donne :∫
4π

dω
[
ω · gradx

(
L̂(x,ω)

)
· ω
]
=

1

4π

∫
4π

dω
(
ω · gradx Ĝ(x)

)
· ω (4.149)

Or ∫
4π

dω (ω ·A) · ω =
4π

3
A (4.150)

pour tout vecteur A indépendant de ω. On obtient ainsi l'équation 4.144.
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4.5.1.2 Equation de la di�usion

En substituant l'équation 4.147 dans l'équation 4.126, on obtient une équation de di�usion

avec termes source et puits :

−D∇2 Ĝ(x) = −ka Ĝ(x) + SĜ(x)−Div

[
Sj(x)

kext(1− αs g)

]
(4.151)

où ∇2 est l'opérateur laplacien par rapport à la position x, Div est l'opérateur divergence

par rapport à la position x, ka et kext sont respectivement les coe�cients d'absorption et

d'extinction, αs est l'albédo de di�usion simple, g est le paramètre d'asymétrie de la fonction

de phase, SĜ et Sj sont respectivement des termes sources en irradiance et en �ux, et D est

le coe�cient de di�usion macroscopique :

D =
1

3 kext(1− αs g)
=

1

3 k∗ext
(4.152)

4.5.2 Conditions aux limites

La transposition des conditions aux limites mésoscopiques Eqs. 4.35, 4.36 et 4.37 à la

description macroscopique issue de l'approximation P1 pose un certain nombre de problèmes

qui sont bien identi�és dans la littérature [117, 118, 111]. Dans cette section, nous proposons

une lecture générale (incluant notamment le traitement de la ré�exion aux parois) de la

forme fonctionnelle Eq. 4.166 qui est souvent employée pour l'expression des conditions aux

limites de l'équation de la di�usion Eq. 4.151. Au terme de cette discussion, nous aboutirons

aux conditions aux limites Eqs. 4.171 et 4.172 qui seront utilisées à partir de la section 4.5.3

pour traiter notre exemple du photobioréacteur torique.

Aux parois du système, la distribution angulaire de la luminance est toujours discontinue

à la jonction entre les hémisphères entrant et sortant (sauf dans une situation d'équilibre

strict, voir Fig. 4.14 pour le cas particulier d'une incidence lambertienne, bien que cette

hypothèse ne soit pas nécessaire aux discussions suivantes). L'hypothèse P1, qui modélise

la luminance comme une fonction angulaire continue composée d'une constante et d'un

cosinus, ne peut donc pas être véri�ée aux parois. Tout l'enjeu de l'écriture des conditions

aux limites est d'assurer que l'irradiance et la densité de �ux soient décrits avec le même

ordre d'approximation aux parois et dans le champ. Cette problématique constitue en elle-

même une thématique de recherche et les discussions qui suivent ne prennent pas en compte

les développements les plus aboutis dans ce domaine. Une thèse se déroulant actuellement

entre les laboratoires LAPLACE et RAPSODEE s'intéresse entre autres à la formulation de
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Figure 4.14: Distributions angulaires de la luminance aux parois du photobioréacteur
torique Fig. 4.1 ; incidence lambertienne (choix arbitraire, l'écriture des conditions aux lim-
ites pour les incidences collimatées s'illustre de la même façon). Résultats obtenus par la
méthode de Monte Carlo. a, b & c : paroi F en z = 0. a : Luminance totale L̂. b : Luminance
di�use L̂(d). c : Luminance balistique L̂(0). d & e : Luminance totale L̂ à la paroi R en z = E.
d : Pour ρR = 0. e : Pour ρR = 0.54.

ces conditions aux limites dans les milieux d'épaisseur intermédiaire tels que ceux étudiés

dans ce mémoire [116].

Les conditions aux limites associées à l'équation de di�usion peuvent être de trois types :

• la valeur de Ĝ est �xée aux limites,

• la valeur de j est �xée,

• on suppose une relation linéaire entre les valeurs de Ĝ et de j (appelées conditions de

Marshak en transfert radiatif).

Dans notre cas d'étude, il est impossible de postuler a priori la valeur de l'irradiance ou du

�ux à la paroi, mais il est possible de dériver une relation entre ces deux grandeurs a�n de

travailler avec les conditions aux limites de Marshak. Plus précisément, nous allons dériver
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une relation entre Ĝ et la densité surfacique de �ux net q à la paroi :

q = j · n (4.153)

où n est la normale de la paroi. n est orientée vers l'intérieur du système entraînant la conven-

tion q > 0 pour un �ux entrant. A�n de dériver une relation linéaire entre Ĝ et q en se basant

sur des considérations physiques, il est pratique de séparer le traitement des photons balis-

tiques et di�us. Nous pratiquons cette séparation uniquement aux parois mais l'irradiance

dans l'équation de di�usion décrit toujours l'ensemble des photons. Cette pratique permet

entre autres de tirer béné�ce de la connaissance parfaite des photons balistiques à la paroi

en z = 0 puisque leur luminance est donnée par les conditions aux limites mésoscopiques (il

s'agit d'une donnée du problème). On note L(0), Ĝ(0) et q(0) la luminance, l'irradiance et la

densité de �ux des photons balistiques et L(d), Ĝ(d) et q(d) celles de tous les autres photons,

c'est-à-dire des photons ayant vécu au moins une di�usion. Contrairement à l'approximation

de la di�usion simple, il ne s'agit pas ici d'une approximation puisque tous les photons sont

considérés :

L(d) =
∞∑
j=1

L(j) (4.154)

La densité de �ux à la paroi s'écrit q = q(0) + q(d), où la densité q(d) est toujours négative

puisque les photons di�us viennent du volume réactionnel (où ils ont vécu leur première

di�usion) et sortent du milieu par les parois. Dans toutes les dérivations mathématiques qui

suivent, on se place à la paroi et la variable spatiale est omise a�n d'alléger les écritures. La

�gure 4.14 illustre les images physiques utilisées. q(d) s'écrit :

q(d) =

∫
4π

dω L(d)(ω)ω · n (4.155)

Les conditions aux limites mésoscopiques �xent L(d) pour les directions entrantes. Dans le

cas général d'une ré�exion spéculaire à une paroi de ré�ectivité ρ (voir Eq. 4.37), on a

L(d)(ω) = ρL(d)(−ωspec) (4.156)

où ω et −ωspec appartiennent respectivement à l'hémisphère entrant et sortant. Il vient :

q(d) = (1− ρ)

∫
2π−

dω L(d)(ω)ω · n (4.157)

où 2π− est l'hémisphère d'angle solide sortant dé�ni tel que ω · n est négatif (on retrouve
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q(d) < 0). On introduit la moyenne 〈µ〉− des cosinus des directions de sortie des photons

di�us. En d'autres termes, 〈µ〉− est la moyenne des cosinus des directions de sortie des

chemins de di�usion multiples (chemins de premier retour, voir [115] pour une description

de ces chemins dans le cadre de l'approximation P1), pondérés par l'atténuation le long des

chemins :

〈µ〉− =

∫
2π−

dω pΩ(ω) |ω · n| (4.158)

où l'on remarque que 〈µ〉− > 0 et où pΩ(ω) est la densité de probabilité des directions de

sortie des photons di�us :

pΩ(ω) =
L(d)(ω)∫

2π− dω L(d)(ω)
(4.159)

En�n, d'après les conditions aux limites mésoscopiques Eq. 4.156, l'irradiance di�use s'écrit :

Ĝ(d) =

∫
4π

dω L(d)(ω) = (1 + ρ)

∫
2π−

dω L(d)(ω) (4.160)

En utilisant les trois équations précédentes, la densité surfacique de �ux di�us à la paroi

Eq. 4.157 s'écrit :

q(d) = −1− ρ

1 + ρ
〈µ〉− Ĝ(d) (4.161)

La densité de �ux totale est

q = q(0) + q(d) = q(0) − 1− ρ

1 + ρ
〈µ〉− Ĝ(d) (4.162)

et en injectant Ĝ(d) = Ĝ− Ĝ(0) dans cette expression, on obtient :

q = −1− ρ

1 + ρ
〈µ〉− Ĝ+ q(0) +

1− ρ

1 + ρ
〈µ〉− Ĝ(0) (4.163)

Le problème de la description des phénomènes aux parois dans le cadre de l'approximation

P1 est que la loi de Fick (c'est-à-dire l'équation. 4.147 sans terme source) n'est pas valide

aux frontières (puisqu'elle inclut l'hypothèse d'une distribution angulaire continue). Si elle

était valide, on aurait :

q = j · n = −D∂s Ĝ (4.164)

où ∂s Ĝ est la dérivée de l'irradiance par rapport à l'abscisse curviligne s associée à la

normale n (dans le photobioréacteur torique ∂s ≡ ∂z à la paroi F et ∂s ≡ −∂z sur R). Ceci

donnerait la relation linéaire suivante entre Ĝ et sa dérivée spatiale (en injectant Eq. 4.164

dans Eq. 4.163) :
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Ĝ− 1 + ρ

1− ρ

D

〈µ〉−
∂s Ĝ =

1 + ρ

1− ρ

1

〈µ〉−
q(0) + Ĝ(0) (4.165)

A notre connaissance, l'ensemble de la littérature ramène l'expression des conditions aux

limites à la forme fonctionnelle suivante, qui est compatible avec l'équation 4.165 [111, 117,

118] : [
Ĝ ± L ∂s Ĝ

]
= B (4.166)

où L est la longueur d'extrapolation etB est une constante. De plus, on travaille généralement

avec la longueur d'extrapolation adimensionnelle h dé�nie comme :

h = L k∗ext (4.167)

En injectant la dé�nition de D Eq. 4.152 dans l'équation 4.165, on obtient ici :

h =
1

3 〈µ〉−
1 + ρ

1− ρ
(4.168)

Du point du vue de la description que nous proposons, on est donc ramené à la question

de la détermination de 〈µ〉−. Si l'on considère en première approximation une distribution

isotrope des directions de premier retour ( pΩ(ω) = 1/2π ), alors 〈µ〉− = 1/2 et on obtient :

h =
2

3

1 + ρ

1− ρ
(4.169)

Cette valeur est couramment employée dans la communauté (voir [118] et les références

citées) et elle sera utilisée en première approximation dans la suite de cette section. Nous

remarquons cependant qu'un travail plus avancé, qui utilise une approche très di�érente

de la nôtre, a proposé la valeur h = 0.7104 · · · qui assure l'exactitude à l'ordre 2 dans un

développement de Knudsen pour une situation bien particulière (où notamment la ré�ectivité

est nulle) [119]. Ce résultat, qui correspond à la résolution du problème de Milne, est à

comparer avec la valeur h = 2/3 que nous choisissons ici en première approximation (en

l'absence de ré�ectivité). Dans la suite de cette section, nous écrirons aussi la constante B

(voir Eq. 4.165 et Eq. 4.166) pour 〈µ〉− = 1/2 :

B = 2
1 + ρ

1− ρ
q(0) + Ĝ(0) (4.170)

L'annexe C du présent manuscrit propose une ré�exion académique sur l'écriture des longueurs

d'extrapolation pour les systèmes conservatifs, toujours dans le cadre de la description que

nous proposons.
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Résumé.

L'équation de la di�usion est résolue pour les conditions aux limites de Marshak :[
Ĝ ± L ∂s Ĝ

]
= 2

1 + ρ

1− ρ
q(0) + Ĝ(0) (4.171)

où l'exposant (0) fait référence à la population balistique, ∂s Ĝ est la dérivée de l'ir-

radiance par rapport à l'abscisse curviligne s associée à la normale n (dans le pho-

tobioréacteur torique ∂s ≡ ∂z à la paroi F et ∂s ≡ −∂z sur R), et L est la longueur

d'extrapolation qui est approximée comme :

L =
2

3

1 + ρ

1− ρ

1

k∗ext
(4.172)

ρ est la ré�ectivité de la paroi et k∗ext est le coe�cient d'extinction de transport.

4.5.3 Mise en oeuvre dans le photobioréacteur torique

A - Résolution directe de l'équation de di�usion Eq. 4.151 avec les conditions

aux limites de Marshak Eq. 4.171. Nous nous plaçons dans la con�guration du pho-

tobioréacteur torique Fig. 4.1 avec une incidence lambertienne en z = 0. Pour cette con�gu-

ration monodimensionnelle et en l'absence de source dans le volume, l'équation de di�usion

Eq. 4.151 devient :

−D∂ 2
z Ĝ(z) = −ka Ĝ(z) (4.173)

où ∂ 2
z Ĝ(z) est la dérivée seconde de l'irradiance par rapport à l'abscisse z. La forme du pro�l

d'irradiance satisfaisant cette équation est :

Ĝ(z) = C0 exp (ξ z) + C1 exp (−ξ z) (4.174)

où C0 et C1 sont des constantes où on note ξ =
√
ka/D, dans la con�guration étudiée

ξ ' 161. La condition à la limite en z = 0 est (voir Eq. 4.171 où ρ = 0) :

Ĝ(0) − L0 ∂z Ĝ(0) = 2 q(0)(0) + Ĝ(0)(0) (4.175)

où

L0 =
2/3

k∗ext
(4.176)
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et étant donnée la condition mésoscopique à la limite L̂(0)(0,ω) = q∩/π pour ω · ez > 0

(source lambertienne) et la solution triviale L̂(0)(0,ω) = 0 pour ω · ez < 0 (voir Fig. 4.14),

q(0)(0) = q∩ (4.177)

Ĝ(0)(0) = 2 q∩ (4.178)

Il vient :

Ĝ(0) − 2/3

k∗ext
∂z Ĝ(0) = 4 q∩ (4.179)

La condition à la limite en z = E est (voir Eq. 4.171 où ρ = ρR) :

Ĝ(E) + LE ∂z Ĝ(E) = 2
1 + ρR

1− ρR
q(0) + Ĝ(0) (4.180)

où

LE =
2/3

k∗ext

1 + ρR

1− ρR
(4.181)

L'épaisseur optique de di�usion ed ' 20 de la con�guration étudiée indique que les photons

balistiques sont totalement négligeables 4 en z = E. En prenant q(0) ' 0 et Ĝ(0) ' 0, on

obtient :

Ĝ(E) +
2/3

k∗ext

1 + ρR

1− ρR
∂z Ĝ(E) = 0 (4.182)

Les constantes C0 et C1 de la solution générale Eq. 4.174 de Ĝ(z) qui satisfont aux conditions

aux limites Eqs. 4.179 et 4.182 sont :

C1 =
4 q∩

exp (−ξ 2E) LE ξ−1
LE ξ+1

(1− L0 ξ) + 1 + L0 ξ
(4.183)

et

C0 = C1
LE ξ − 1

LE ξ + 1
exp (−ξ 2E) (4.184)

4. Les photons balistiques sont ici minoritaires en z = E ; nous ne sommes pas dans le problème de
transport équivalent où ils sont majoritaires e∗d ' 1. Il est possible de considérer les photons balistiques dans
l'équation 4.180 puisque leur solution mésoscopique est facilement obtenue (voir Sec. 4.4), même dans le cas
d'une source lambertienne avec une ré�ectivité en z = E. Cependant, leur contribution à la condition aux
limite est négligeable dans le cas des situations proches de γ = 1 qui sont étudiées dans les photobioréacteurs.
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Figure 4.15: Champ d'irradiance Ĝ dans le photobioréacteur Fig. 4.1 ; ρR = 0.54 ; incidence
Lambertienne. Comparaison entre l'approximation P1 et la solution de référence (Méthode
de Monte Carlo, MMC).
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Figure 4.16: Distributions angulaires de la luminance L̂(z0, θ) pour di�érents z0 dans le
photobioréacteur Fig. 4.1 ; ρR = 0.54 ; incidence Lambertienne. Comparaison entre l'approx-
imation P1 et la solution de référence (Méthode de Monte Carlo, MMC). a : z0 = 0. b :
z0 = 2.5mm. c : z0 = 5mm. d : z0 = 1 cm. e : z0 = 2.5 cm. f : z0 = 4 cm.



Chapitre 4 Analyse du transfert dans les photobioréacteurs 191

On obtient l'expression suivante du champ d'irradiance :

Ĝ(z) = q∩ C

(
exp [−ξ z] + LE ξ − 1

LE ξ + 1
exp [−ξ (2E − z)]

)
(4.185)

où

C =
4

exp (−ξ 2E) LE ξ−1
LE ξ+1

(1− L0 ξ) + 1 + L0 ξ
(4.186)

D'un point de vue mésoscopique, l'approximation P1 donne (voir Eq. 4.143) :

L̂(z, µ) =
1

4π
[G(z)−D∂z G(z)µ] (4.187)

où µ = ω · ez et où

∂z Ĝ(z) = q∩ C ξ

(
−exp [−ξ z] + LE ξ − 1

LE ξ + 1
exp [−ξ (2E − z)]

)
(4.188)

Les �gures 4.15 et 4.16 représentent respectivement le champ d'irradiance et la distribu-

tion angulaire de la luminance 5 obtenus par l'approximation P1. Bien que la situation étudiée

soit éloignée de l'équilibre, le champ d'irradiance donné par l'approximation P1 est en rel-

ative cohérence avec la référence obtenue par la méthode de Monte Carlo. Cette cohérence

est surprenante car l'approximation P1 est dans l'incapacité de modéliser la situation radia-

tive étudiée, qui correspond notamment à une luminance fortement anisotrope (avec toute

la physique du transfert radiatif que cela implique, voir Fig. 4.16). Mais la source lamber-

tienne éclaire le milieu de façon su�samment isotrope pour que P1 puisse ici être employé.

Lorsque l'on considère une source collimatée, comme à la �gure 4.17, la validité de l'approx-

imation est signi�cativement dégradée : les restrictions qu'imposent l'approximation P1 ne

sont plus respectées. Cependant, nous avons vu à la section 4.4, �gure 4.11, que le prob-

lème de transport équivalent permet de séparer notre étude radiative en deux sous-systèmes

simples : les photons balistiques, qui sont majoritaires dans le problème équivalent et dont

la solution exacte est analytique, et les photons di�us qui correspondent à une luminance

proche de l'isotropie. Cette relative isotropie de la luminance di�use laisse à penser que les

images de l'approximation P1 s'appliquent à la population des photons di�us. Dans le para-

graphe qui suit, seuls les photons di�us du problème de transport équivalent seront traités

par l'approximation P1.

5. Les distributions angulaires présentées à la �gure 4.16 utilisent la même échelle pour l'approximation
P1 et la méthode de Monte Carlo. Cependant, l'aire sous la courbe ne représente pas l'irradiance car l'angle
solide élémentaire sin(θ)dθ dϕ n'est pas ici pris en compte : Ĝ = 2π

∫ π

0
dθ sin(θ)L̂(θ).
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Figure 4.17: Champ d'irradiance Ĝ dans le photobioréacteur Fig. 4.1 ; ρR = 0.54 ; incidence
collimatée normale. Comparaison entre l'approximation P1 et la solution de référence (Méth-
ode de Monte Carlo, MMC). Pour une incidence collimatée, seule la condition à la limite en
z = 0 est changée par rapport à la source lambertienne étudiée dans le texte. q(0)(z = 0)
reste égal à q∩ mais l'irradiance balistique devient Ĝ(0)(z = 0) = q∩/µi. Les résultats obtenus
pour une source lambertienne peuvent être repris en remplaçant 4q∩ par (2 + 1/µi)q∩ dans
les expressions.

B - Résolution du même problème que précédemment en séparant les populations

balistique et di�use, pour une incidence collimatée. Nous nous plaçons ici dans le

problème de transport équivalent. A�n d'alléger les expressions, nous négligeons la ré�ectivité

ρR. L'équation sur les photons balistiques possède la solution triviale (voir Sec. 4.4) :

Ĝ(0)(z) =
q∩
µi

exp

(
−k∗ext

z

µi

)
(4.189)

où µi est le cosinus de l'angle d'incidence. On résout maintenant l'équation de di�usion

Eq. 4.151 sur l'irradiance di�use Ĝ(d)(z) qui est dé�nie comme la somme des irradiances

d'ordre de di�usions j ≥ 1, Ĝ(d)(z) =
∑∞

j=1 Ĝ
(j)(z) :

−D∂ 2
z Ĝ

(d)(z) = −k∗a Ĝ(d)(z) + SĜ(d)(z) (4.190)

où k∗a = (1−α∗
s)k

∗
ext et D est invariant par le changement d'échelle du problème de transport

équivalentD = 1/(3 k∗ext). SĜ(d)(z) est le terme source dû aux photons balistiques qui di�usent

dans le volume réactionnel :

SĜ(d)(z) =

∫
4π

dω C(0)(z) = 4π C(0)(z) = α∗
s k

∗
ext

q∩
µi

exp

(
−k∗ext

z

µi

)
(4.191)
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avec C(0)(z) le terme source mésoscopique donné à la section 4.4. Puisque C(0) est isotrope

dans le problème de transport équivalent, le terme source de �ux Sj de l'équation 4.151 est

ici nul. Par rapport au paragraphe A, nous avons ici remplacé les sources aux parois, qui

entraînaient la forte anisotropie de L̂ dans le champ, par une source isotrope répartie dans

tout le volume : les photons di�us ne viennent pas des parois, ce sont les photons balistiques

qui di�usent dans le volume. La forme du pro�l de l'irradiance di�use satisfaisant à l'équation

de di�usion Eq. 4.190 est :

Ĝ(d)(z) =
q∩
µi

[
C0 exp (ξ z) + C1 exp (−ξ z)−

ξ2 − k∗ext/D

ξ2 − (k∗ext/µi)2

(
exp

[
−k∗ext

z

µi

]
− exp [−ξ z]

)]
(4.192)

où C0 et C1 sont des constantes. Nous sommes ici dans une situation où les photons balistiques

sont traités séparément. De plus nous négligeons la ré�ectivité. Les conditions aux limites

s'écrivent donc (voir Eq. 4.171 où Ĝ(0) = 0, q(0) = 0 et ρ = 0) :

• en z = 0 :

Ĝ(d)(0) − L0 ∂z Ĝ
(d)(0) = 0 (4.193)

• en z = E :

Ĝ(d)(E) + LE ∂z Ĝ
(d)(E) = 0 (4.194)

où

L0 = LE =
2/3

k∗ext
(4.195)

Les constantes C0 et C1 de la solution générale Eq. 4.192 qui satisfont aux conditions aux

limites Eqs. 4.193 et 4.194 sont :

C1 = − ξ2 − k∗ext/D

ξ2 − (k∗ext/µi)2
×

L0(k
∗
ext/µi − ξ)1+LE ξ

1−L0 ξ
+ exp [−ξ 2E]

{
1− LE ξ −

(
1− LE k∗ext

µi

)
exp [(ξ − k∗ext/µi)E]

}
exp [−ξ 2E] (1− LE ξ)− (1 + L0 ξ)

1+LE ξ
1−L0 ξ

(4.196)

et

C0 = −C1
1 + L0 ξ

1− L0 ξ
− L0

ξ2 − k∗ext/D

(ξ + k∗ext/µi)(1− L0 ξ)
(4.197)

D'un point de vue mésoscopique, l'approximation P1 donne la luminance di�use :

L̂(d)(z, µ) =
1

4π

[
G(d)(z)−D∂z G

(d)(z)µ
]

(4.198)
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Figure 4.18: Champ d'irradiance Ĝ dans le photobioréacteur Fig. 4.1 ; ρR = 0 ; incidence
collimatée normale. Résultats du problème de transport équivalent pour l'approximation P1.
a : Photons balistiques et di�us. b : Comparaison avec la solution de référence (MMC).
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où µ = ω · ez. La luminance totale L̂ est la somme de L̂(d) et d'un Dirac dans la direction

d'incidence pour la contribution des photons balistiques. Le champ d'irradiance Ĝ(z) est

obtenu en sommant l'irradiance balistique et l'irradiance di�use :

Ĝ(z) =
q∩
µi

[
exp

(
−k∗ext

z

µi

)
+ C0 exp (ξ z) + C1 exp (−ξ z)

− ξ2 − k∗ext/D

ξ2 − (k∗ext/µi)2

(
exp

[
−k∗ext

z

µi

]
− exp [−ξ z]

)] (4.199)

Les �gures 4.18 et 4.19 représentent respectivement le champ d'irradiance et la distribu-

tion angulaire de la luminance di�use obtenus par l'approximation P1 dans le problème de

transport équivalent. La �gure 4.18.b montre la comparaison avec la solution de référence

(problème direct avec fonction de phase de Chlamydomonas reinhardtii) obtenue par la méth-

ode de Monte Carlo. Comme nous l'avions anticipé au paragraphe précédent, l'accord est

ici signi�cativement amélioré en comparaison avec la �gure 4.17 car la luminance di�use du

problème de transport équivalent étant relativement proche de l'isotropie, la description est

maintenant compatible avec les restrictions de l'approximation P1. Les distributions angu-

laires de la luminance di�use sont comparées aux résultats obtenus dans le cadre de l'approx-

imation mésoscopique de la di�usion simple. Nous comparons ici P1 à l'approximation de la

di�usion simple car ce sont les deux solutions que nous avons obtenues dans le problème de

transport équivalent, mais il ne s'agit en aucun cas d'une référence. Cependant, on constate

que l'approximation de la di�usion simple est plus à même de décrire les phénomènes aux

parois car elle rend compte des discontinuités de la distribution angulaire de la luminance,

alors que l'approximation P1 postule un développement en harmonique sphérique. Dans le

champs, les deux approximations donnent une luminance di�use proche de l'isotropie.

Nous retiendrons que l'approximation P1 permet de modéliser �nement les pro�ls d'ir-

radiance dans les con�gurations de type photobioréacteur qui ont été étudiées dans cette

section, même dans le cas d'une incidence collimatée. Pourtant, on pourrait penser que le

domaine de validité de l'approximation P1 est associé aux fortes épaisseurs optiques (et à

une faible absorption) car ce critère assure une situation proche de l'équilibre. Cependant,

l'hypothèse P1 ne correspond pas à supposer e∗d � 1. Elle postule seulement une forme de la

luminance qui est en cosinus autour d'une valeur moyenne. En exploitant ce critère de validité

(dans le cas présent, par l'utilisation du problème de transport équivalent), l'approximation

P1 peut être très pertinente, même dans l'étude de photobioréacteurs correspondant à des

épaisseurs intermédiaires e∗d ∼ 1 (voire même dans des situations en l'absence de di�usion).
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4.6 Approximation à 2-Flux

L'approximation à 2-Flux n'est pas détaillée dans ce mémoire. Il s'agit d'un outil d'-

analyse largement utilisé dans la communauté des photobioréacteurs. Son utilisation et ses

performances dans le cadre de l'étude du procédé sont largement détaillées dans [2, 4, 5,

6, 7, 1, 22, 32, 24, 16]. En outre, une approche de l'approximation à 2-Flux basée sur une

séparation des photons balistiques et di�us en présence d'une source collimatée (comme cela

est pratiqué dans les sections précédentes) est détaillée dans [120]. L'approximation à 2-Flux

peut être quali�ée d'approximation macroscopique dans le sens où elle est une modélisa-

tion de l'irradiance et du �ux. Son avantage, en comparaison avec les autres approximations

macroscopiques, est qu'elle ne nécessite pas complètement l'hypothèse du proche équilibre.

Comme dans le cas de l'approximation P1, la forme de la distribution angulaire de la lu-

minance est postulée a priori. L'approximation à 2-Flux est construite en supposant une

distribution isotrope par hémisphère, ou collimatée sur un hémisphère et isotrope sur l'autre

(voir Fig. 4.20). En utilisant les �gures 4.16 et 4.19, on constate que cette hypothèse est

éventuellement justi�ée aux frontières (la luminance aux parois est discontinue à la jonc-

tion entre les hémisphères) mais elle n'est véri�ée dans le champ que pour les milieux minces

e∗d � 1, ou de manière équivalente, pour les positions très proches des parois du photobioréac-

teur torique. Nous nous contentons ici de rappeler la solution analytique donnée dans [16]

pour la con�guration du photobioréacteur torique Fig. 4.1 éclairé par une source collimatée,

avec ρR = 0 :

Ĝ(z) =
q∩
µi

2
(1 + α) exp [−δL (z/E − 1)]− (1− α) exp [δL (z/E − 1)]

(1 + α)2 exp [δL]− (1− α)2 exp [−δL]
(4.200)

où

α =

√
σa

σa + 2b σd
(4.201)

δL =
α

µi

Cx (σa + 2b σd)E (4.202)

avec µi le cosinus de l'angle d'incidence θi, b le coe�cient de rétrodi�usion (b est égal à 0.008

pour Chlamydomonas reinhardtii dans la con�guration étudiée), toutes les autres notations

étant dé�nies à la �gure 4.1.

Le champ d'irradiance donné par l'approximation à 2-Flux dans la con�guration étudiée

est comparé à la solution de référence obtenue par la méthode de Monte Carlo à la �gure 4.21.
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Figure 4.20: Représentation schématique de la distribution angulaire de la luminance dans le
cadre de l'approximation à 2-Flux. a : Distribution isotrope par hémisphère. b : Distribution
collimatée sur un hémisphère et isotrope sur l'autre.
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Figure 4.21: Champ d'irradiance Ĝ dans le photobioréacteur Fig. 4.1 ; ρR = 0 ; incidence
collimatée normale. Comparaison entre la solution de référence (MMC) et le résultat de
l'approximation à 2-Flux Eq. 4.200 pour b = 0.008.
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4.7 Etude de l'in�uence de la modélisation de la di�u-

sion multiple sur la productivité du photobioréacteur

torique

Cette section rassemble les résultats obtenus avec les di�érents modèles radiatifs présen-

tés dans ce chapitre. Nous nous plaçons dans la con�guration du photobioréacteur torique

Fig. 4.1 avec q∩ = 500µmolhν ·m−2 ·s−1 et deux angles d'incidence θi d'une source collimatée

sont considérés. Pour chacun de ces angles, la concentration est ajustée a�n d'assurer une

fraction volumique éclairée γ = 1 pour la solution donnée par la méthode de Monte Carlo

dans le cas d'une ré�ectivité ρR = 0.54 :

(1) pour θi = 0 alors Cx = 0.55Kg ·m−3,

(2) pour θi = 69◦ alors Cx = 0.33Kg ·m−3.

La ré�ectivité ρR est par la suite négligée, y compris dans la solution de référence donnée par

la méthode de Monte Carlo. Les productivités sont calculées en utilisant la loi de couplage

de Chlamydomonas reinhardtii qui a été introduite au chapitre 1 et dont les paramètres sont

donnés à l'annexe B. Les propriétés radiatives utilisées sont celles données à la �gure 4.1, en

ajoutant le coe�cient de rétrodi�usion b = 0.008 pour l'approximation à 2-Flux et la section

e�cace σa,pig = 230m2 · kg−1
x du modèle d'absorption pure par une solution de pigments 6.

Les �gures 4.22 et 4.23 représentent respectivement les champs de la vitesse spéci�que

locale d'absorption des photons A et de la productivité volumique locale rx obtenus pour

les situations (1) et (2) ci-dessus. Les résultats de la fraction volumique éclairée γ et de

la productivité volumique moyenne 〈rx〉 du photobioréacteur dans ces deux situations sont

rassemblés à la table 4.1. Aucune conclusion générale quant à la validité des approxima-

tions ne peut être tirée de cette comparaison sur un modèle gris, pour un micro-organisme

particulier et une con�guration radiative donnée. A titre d'exemple, la même étude menée

avec le micro-organisme Arthrospira platensis (la loi de couplage et les propriétés radia-

tives correspondantes étant di�érentes de celles de Chlamydomonas reinhardtii) donne une

erreur relative de 30% entre les résultats de 〈rx〉 obtenus avec l'approximation à 2-Flux

et la méthode de Monte Carlo, pour un angle d'incidence θi = 0. Toutefois, cette étude

6. σa,pig a été obtenu à partir de la méthode présentée au chapitre 1 et les teneurs en pigments de la
con�guration "q∩ = 500µmolhν ·m−2 ·s−1, γ ' 1" données dans l'annexe B. La valeur retenue est la moyenne
sur la gamme spectrale du PAR. Le modèle d'absorption pure est :

A(z) = σa,pig
q∩
µi

exp

(
−Cx σa,pig

z

µi

)
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montre l'in�uence du modèle de transfert radiatif sur les champs de productivité locale et

l'e�et de l'angle d'incidence sur le fonctionnement du réacteur. Nous travaillons ici à �ux

solaire capté constant, quel que soit l'angle d'incidence. Pour une technologie de type pan-

neau photovoltaïque, les performances sont totalement déterminées par la valeur de ce �ux,

indépendamment de l'angle d'incidence. Pour les photobioréacteurs à captation directe, les

résultats obtenus indiquent une chute de l'ordre de 40% pour la productivité entre une inci-

dence normale et θi = 69◦. Ce phénomène est exclusivement dû à la répartition des champs

de rayonnement dans le volume réactionnel. Si l'on ajoute à cela la chute du �ux solaire

capté avec l'augmentation de l'angle d'incidence, on aboutit à une in�uence considérable de

l'orientation du photobioréacteur par rapport à la position du soleil (voir [109] pour une

analyse �ne de cet e�et).

θi = 0, Cx = 0.55Kg ·m−3 θi = 69◦, Cx = 0.33Kg ·m−3

γ ε% 〈rx〉 ε% γ ε% 〈rx〉 ε%

MMC 0.92 - 36.56 - 0.90 - 22.76 -
P1 0.95 3 35.79 -2 0.86 -4 22.97 <1
2-Flux >1 >9 38.15 4 0.85 -5 24.20 6
Di�usion Simple 0.93 1 34.13 -7 0.77 -14 21.24 -7
Abs. Pigments 0.73 -20 24.22 -34 0.56 -38 14.57 -36

Table 4.1: Fraction volumique éclairée γ et productivité volumique moyenne 〈rx〉 du photo-
bioréacteur torique pour une culture de Chlamydomonas reinhardtii. Valeurs obtenues pour
une densité surfacique de �ux constante q∩ = 500µmolhν · m−2 · s−1 quelque soit l'angle
d'incidence θi. 〈rx〉 est exprimé en gx · m−3 · h−1. ε est l'erreur relative entre les di�érents
modèles et la référence obtenue par la Méthode de Monte Carlo (MMC).
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Figure 4.22: Champs dans la con�guration du photobioréacteur torique où : q∩ =
500µmolhν · m−2 · s−1, ρR = 0, θi = 0, Cx = 0.55Kg · m−3. a : Vitesse spéci�que locale
d'absorption des photons A. b : Productivité volumique locale rx.
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Figure 4.23: Champs dans la con�guration du photobioréacteur torique où : q∩ =
500µmolhν · m−2 · s−1, ρR = 0, θi = 69◦, Cx = 0.33Kg · m−3. a : Vitesse spéci�que lo-
cale d'absorption des photons A. b : Productivité volumique locale rx.
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4.8 Conclusion

Au terme du présent chapitre, les principaux concepts du transfert radiatif que nous

manipulons (dans notre pratique quotidienne) pour l'analyse des transferts en di�usion mul-

tiple au sein des photobioréacteurs sont explicités. Nous avons taché de faire en sorte que

cette présentation, même si elle concerne un ensemble de concepts bien connus des spécial-

istes du transfert radiatif, serve la suite du raisonnement, en utilisant des notations propres

à notre étude et en proposant surtout des éléments de compréhension phénoménologiques

pour chaque modèle physique ainsi que sa formulation mathématique. A ce stade, fort des

images du transport que nous apportons en association avec l'introduction au formalisme

intégral et à son écriture compacte sous forme récursive, nous espérons notamment que le

lecteur est préparé à envisager la résolution des transferts de rayonnement par la méthode

de Monte Carlo, ce qui fait l'objet des chapitres suivants.

Une contribution importante du présent chapitre à la communauté du génie des procédés

est la mise en ÷uvre des approximations P1, de la di�usion simple, et dans une moindre

mesure de l'approximation à deux �ux, dans le contexte de l'étude des photobioréacteurs.

L'évaluation des résultats ainsi obtenus, vis-à-vis de la solution de référence donnée par la

méthode de Monte Carlo, montre que même dans le cas du réacteur torique où une description

monodimensionelle peut convenir, le choix du modèle radiatif pour évaluer la vitesse spéci-

�que locale d'absorption des photons n'est pas anodin. On observe que la précision du calcul

de la vitesse de production en biomasse et de la fraction volumique éclairée γ du réacteur

varient signi�cativement en fonction de l'approximation retenue. Néanmoins, les con�gura-

tions de validation qui sont ici traitées restent trop peu nombreuses pour pouvoir tirer des

conclusions arrêtées quant au modèle qu'il convient de choisir en fonction de la situation ou

du phénomène étudié. Plutôt qu'une étude quantitative de la précision de ces approxima-

tions, nous avons ici privilégié leurs images physiques et leur pouvoir d'analyse, en ayant soin

de bien expliciter les démarches, leur sens, leurs di�cultés et parfois les idées préconçues qui

peuvent exister à leur sujet. A ce titre, le présent chapitre apporte aussi une contribution

originale à la communauté du transfert radiatif et les modèles qui y sont développés seront

utilisés au chapitre suivant pour servir des considérations avancées sur l'optimisation de la

convergence des algorithmes de Monte Carlo pour l'étude des photobioréacteurs dans toute

leur complexité.



Chapitre 5

Mise en ÷uvre de la méthode de Monte

Carlo pour l'étude des photobioréacteurs

Résumé :

Dans le présent chapitre, l'équation de transfert radiatif est résolue de manière rigoureuse, pour

les propriétés spectrales du volume réactionnel (di�usion anisotrope et absorption, voir Chap. 2)

au sein de la géométrie relativement complexe du prototype DiCoFluV, en incluant les propriétés

de ré�exion des surfaces (cette con�guration radiative est détaillée à la section 5.2). Nous nous

concentrons ici sur l'évaluation du champ de la vitesse spéci�que locale d'absorption des pho-

tons A (nombre de photons absorbés par unité de temps et par unité de biomasse sèche, voir

Chap. 1), le couplage aux cinétiques locales de la photosynthèse étant traité au chapitre 6. La

méthode de Monte Carlo est reconnue pour être appropriée à la résolution numérique de prob-

lèmes de transfert radiatif tels que le nôtre, où il faut traiter la di�usion et la ré�exion multiple en

géométrie complexe (voir Sec. 5.1). De plus, des développements méthodologiques conséquents

ont été reportés durant les quinze dernières années dans le domaine de la simulation du transport

linéaire (et plus particulièrement du transfert radiatif) par la méthode de Monte Carlo. Parmi

ces développements, nous portons notre attention sur la formulation intégrale, les algorithmes à

zéro-variance et le calcul de sensibilité, ainsi que sur la question de la mise en ÷uvre pratique

des méthodes numériques correspondantes, en allant de la conception des algorithmes jusqu'à

leur implémentation informatique. Ces techniques (résolution des problèmes de transfert radiatif

par la méthode de Monte Carlo, formulation intégrale, zéro-variance, calcul de sensibilité) sont

maintenant largement maîtrisées sur le plan académique (à l'exception du calcul de sensibilité

géométrique, voir Chap. 7). Cependant, la question à laquelle s'attache le présent chapitre, à

203
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savoir leur mise en ÷uvre pour l'étude de procédés complexes tels que le prototype DiCoFluV

(incluant intégration spectrale, di�usion multiple, géométrie complexe, etc), est encore ouverte

et les expériences de mise en ÷uvre que nous rapportons ici s'adressent donc à la fois aux

spécialistes de la méthode de Monte Carlo (en permettant l'identi�cation d'éventuels points blo-

quants) et à la communauté des systèmes photoréactifs, à travers une illustration des possibilités

méthodologiques actuelles. A�n de mener à bien cette exploration, nous proposons dans un pre-

mier temps de construire un algorithme pour l'évaluation de A en nous appuyant sur des images

physiques intuitives telles que l'émission, la di�usion, l'absorption et la ré�exion des photons

(Sec. 5.3), puis d'en détailler l'implémentation pratique au sein de l'environnement de développe-

ment EDStar (Sec. 5.4). Dans un second temps, cet algorithme servira de base pour la mise en

÷uvre de méthodologies plus avancées dans la section 5.5. Cette dernière section correspond à

un article publié dans Journal of Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer, dans lequel

nous argumentons que même pour des situations non-académiques du niveau de complexité des

photobioréacteurs, on tire un béné�ce conséquent de la traduction de tout algorithme de Monte

Carlo en une formulation intégrale rigoureusement équivalente. Nous construirons tout d'abord

cette formulation intégrale en reprenant la description algorithmique (celle de la section 5.3) et en

traduisant chacune des procédures d'échantillonnage en une expression mathématique rigoureuse-

ment équivalente (section 2 de l'article). Nous montrerons ensuite que la manipulation de cette

formulation intégrale permet d'une part, de facilement modi�er l'algorithme initial a�n d'estimer

simultanément A et ses sensibilités (section 3 de l'article, voir aussi Chap. 7 pour le cas partic-

ulier des sensibilités géométriques), et d'autre part, d'améliorer sa convergence grâce à un acte de

modélisation d'un ensemble de grandeurs physiques bien identi�ées. Ce dernier point renvoie aux

images physiques que nous avons développées au chapitre 4 : on adopte une posture consistant

à rechercher les conditions d'obtention d'un algorithme idéal à variance nulle (un algorithme dit

à zéro-variance [121, 122] qui évaluerait la grandeur recherchée, de façon exacte, à l'aide d'une

seule réalisation statistique), puis on se sert des approximations P1 et de la di�usion simple pour

s'approcher au mieux de cet algorithme idéal.

5.1 Principe de base de la méthode de Monte Carlo dans

le contexte du transfert radiatif

Nous proposons dans cette section une rapide introduction intuitive à la méthode de

Monte Carlo. Il ne s'agit là que de quelques images simples et des discussions plus avancées

sont par exemple disponibles dans [123, 124].
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La méthode de Monte Carlo est une méthode de résolution numérique de l'équation de

transfert radiatif comme les autres (au même titre que la méthode des ordonnées discrètes

DOM). Cependant, elle est généralement considérée comme étant la méthode de référence car

elle est la seule à donner systématiquement, en plus du résultat obtenu, l'erreur numérique

commise. En outre, l'avantage principal généralement accordé à la méthode de Monte Carlo

est que la construction des algorithmes est très intuitive, même dans les situations de di�usion

multiple en géométrie complexe que nous étudions dans le présent chapitre. En transfert

radiatif, les codes de Monte Carlo standards s'interprètent en e�et comme des reproductions

�dèles d'images physiques bien établies telles que l'émission, la di�usion, l'absorption, la

ré�exion et la réfraction des photons. En pratique, un algorithme de Monte Carlo consiste

à simuler la statistique du transport corpusculaire (qui a été introduite à la section 4.2.3)

a�n de générer un ensemble de chemins optiques représentatifs des événements vécus par

les photons du système. Un algorithme standard consiste donc en une procédure de suivi

d'un photon qui, se propageant dans le volume réactionnel, va être di�usé par les micro-

organismes, ré�échi aux parois, jusqu'à son absorption. On parle d'échantillonnage d'un

chemin optique et la procédure algorithmique correspondante ressemble par exemple à la

suivante (ces procédures seront par la suite précisément détaillées, il ne s'agit là que d'une

illustration) :

(1) Le photon suivi se propage en ligne droite dans le volume réactionnel. On génère aléa-

toirement sa prochaine position d'interaction, qui peut être soit dans le volume réaction-

nel (une interaction avec un micro-organisme), soit à la surface du réacteur. L'algorithme

suit une des branches suivantes en fonction de la nature de l'interaction :

• dans le cas d'une interaction avec une surface ré�échissante de ré�ectivité ρ (0 ≤ ρ ≤
1), le photon a une probabilité ρ d'être ré�échi et une probabilité 1− ρ d'être absorbé

par la surface. On génère aléatoirement cet événement et :

(a) si le photon est absorbé, l'échantillonnage du chemin optique est terminé,

(b) si le photon est ré�échi, il continue sa propagation selon la direction de ré�exion.

• dans le cas d'une interaction avec un micro-organisme, le photon a une probabilité αs

d'être di�usé et une probabilité 1− αs d'être absorbé, où αs est l'albédo de di�usion

simple (0 ≤ αs ≤ 1). On génère aléatoirement cet événement et :

(a) si le photon est absorbé, l'échantillonnage du chemin optique est terminé,

(b) si le photon est di�usé, il continue sa propagation dans le milieu avec une nou-

velle direction qui est générée aléatoirement selon la fonction de phase des micro-

organismes.
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(2) A ce stade, si la procédure d'échantillonnage n'est pas terminée, l'algorithme boucle à

l'étape (1), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'une absorption se produise.

Cette procédure d'échantillonnage est répétée pour un grand nombre de photons et à chaque

chemin ainsi généré est associé un poids qui représente sa contribution à la grandeur physique

qu'on cherche à évaluer, ici la vitesse locale d'absorption des photonsA(x0) (qui est le nombre

de photons absorbés au point x0 du volume réactionnel, par unité de temps et par unité de

biomasse sèche, voir Chap. 1).A est estimé comme la moyenne des poids et l'erreur numérique

est donnée par l'écart-type de l'ensemble des poids. Cette pratique de codage est très proche

d'un acte de modélisation car on peut directement choisir quels phénomènes physiques sont

pris en compte, c'est-à-dire quels événements on choisit de faire vivre aux photons au sein

de la simulation. Ainsi, il n'y a pas de problème conceptuel lié au traitement de la di�usion

multiple ou des conditions aux limites : il su�t de suivre un photon qui se propage en ligne

droite dans le milieu, rencontre un micro-organisme qui le di�use et change donc sa direction

de propagation, puis rencontre une paroi qui le ré�échit, et ainsi de suite.

Les algorithmes de Monte Carlo que nous venons de décrire sont dits analogues car il sont

basés sur l'analogie avec le suivi d'un photons qui se propage dans le système. Nous avons

vu au chapitre 4, section 4.2.3, que ces images en terme de chemins optiques sont en fait

bien plus riches et qu'elle permettent de penser le transfert radiatif de manière plus subtile.

Par exemple, nous avons vu que lors de la construction mentale d'un chemin optique, on

peut se concentrer exclusivement sur les phénomènes de di�usion (et ici de ré�exion) et ne

prendre en compte l'absorption que dans la contribution de ce chemin, qui inclut alors une

atténuation exponentielle exp [−ka d ], où ka est le coe�cient d'absorption du milieu et d est

la longueur du chemin optique. Bien sûr, il en est de même lors de la construction numérique

d'un chemin optique au sein d'un algorithme de Monte Carlo. On génère alors des chemins

de di�usion et ré�exion multiple, sans considérer l'absorption par les micro-organismes et

par les parois, mais la contribution de ces chemins est pondérée par la transmission par

absorption le long du chemin : Ta = [ρ]n exp [−ka d], où n est le nombre de ré�exions à la

surface de ré�ectivité ρ. La procédure d'échantillonnage des chemins optiques devient alors

(toujours dans le cadre d'une illustration simple non-détaillée) :

(1) Le photon suivi se propage en ligne droite dans le volume réactionnel. On génère aléa-

toirement sa prochaine position d'interaction :
• dans le cas d'une interaction avec une surface ré�échissante, le photon est ré�échi et sa

nouvelle direction de propagation est la direction de ré�exion. Le poids de ce chemin

est multiplié par la ré�ectivité ρ.

• dans le cas d'une interaction avec un micro-organisme, le photon est di�usé et sa

nouvelle direction de propagation est générée aléatoirement selon la fonction de phase
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des micro-organismes.

(2) A ce stade, l'algorithme boucle à l'étape (1), et ainsi de suite.

Au terme de l'échantillonnage du chemin optique, le poids est multiplié par l'atténuation

exponentielle exp [−ka d ] par absorption dans le volume réactionnel le long du chemin. Les

deux visions (arrêt de la procédure d'échantillonnage par une absorption / pondération de la

contribution du chemin par absorption) sont strictement équivalentes et les algorithmes de

Monte Carlo mélangent souvent les deux points de vue. Par exemple, dans le cas de l'étude

du photobioréacteur DiCoFluV, il y a deux types de surface ré�échissante : la surface externe

du réacteur, qui est en acier inoxydable, et la surface des �bres optiques à éclairage latéral

(voir Fig. 5.1). A la section 5.3, nous traiterons la ré�exion à la surface des �bres avec la

première approche (les chemins optiques pourront s'interrompre par absorption à la surface

des �bres), et nous traiterons la ré�exion à la surface externe du réacteur avec la seconde

approche (les chemins optiques seront toujours ré�échis et leur contribution sera pondérée

par la ré�ectivité).

De la même manière, la réciprocité des chemins optiques, qui a été introduite à la sec-

tion 4.2.3 dans le cadre de la construction mentale des chemins optiques, est couramment em-

ployée pour leur échantillonnage numérique. Nous utiliserons cette image dans la section 5.3,

où nous construirons un algorithme de Monte Carlo réciproque consistant en l'échantillon-

nage de chemins optiques partant de la position x0 à laquelle nous souhaitons évaluer A,

jusqu'à leur "absorption" à la surface émettrice des �bres. Ces chemins optiques réciproques

sont échantillonnés selon la même physique que celle des chemins directs (mêmes propriétés

de di�usion, d'absorption, de ré�exion, etc), ce qui rend la vision réciproque très intuitive.

Cependant, nous soulignons que les di�cultés classiquement rencontrées lors de l'écriture

des conditions aux limites d'une formulation réciproque d'un problème de transfert radiatif

sont ici généralement reportées dans l'écriture des poids.

5.2 Con�guration radiative utilisée pour la modélisation

du photobioréacteur DiCoFluv

Géométrie. Le photobioréacteur DiCoFluV (voir Chap. 1 et [7]) correspond à une géométrie

relativement complexe. Il s'agit d'un réacteur cylindrique en acier inoxydable contenant un

millier de �bres optiques à éclairage latéral assurant une densité surfacique de �ux émis

quasi-homogène sur la totalité de leur surface (voir Fig. 5.1.a). La cuve externe du réacteur

est notée R et les �bres à éclairage latéral sont notées F . Ces dernières sont immergées dans
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a

b

c

F

F

R

F

F

V

Figure 5.1: Prototype DiCoFluV de photobioréacteur à éclairage interne [7]. a : Cuve ex-
terne R du réacteur et entrée des �bres F dans le réacteur. b : Géométrie modélisée dans
l'environnement EDStar (voir Sec. 5.4) : le réacteur R et les 979 �bres F sont des cylindres
de 1 mètre de hauteur ; diamètre du réacteur 16.5 cm ; distance entre les axes de deux �bres
plus proches voisines 4.8mm ; rayon des �bres 1.2mm. R et F sont ré�échissantes di�uses ;
leur ré�ectivité respective ρR et ρF est homogène. F émet un rayonnement lambertien de
densité surfacique de �ux homogène qν . c : Représentation schématique d'une coupe perpen-
diculaire à l'axe du réacteur. Disposition périodique des �bres dans le volume réactionnel V
selon un réseau hexagonal bidimensionnel dont les mailles sont tracées en pointillés.

le volume réactionnel V , le tout étant contenu dans R. Les �bres et le réacteur sont ici mod-

élisés comme des cylindres dont les axes sont alignés. En d'autres termes, la modélisation

consiste en un millier de petits cylindres F contenus dans un cylindre R plus grand, fermé

par deux disques à ses extrémités (voir Fig. 5.1.b). Les �bres sont disposées périodiquement

dans le volume réactionnel, selon un réseau hexagonal dans le plan perpendiculaire à leur

axe (voir Fig. 5.1.c).

Propriétés radiatives du volume réactionnel V. Nous considérons dans ce chapitre

une culture de la micro-algue Chlamydomonas reinhardtii dont les propriétés radiatives ont

été obtenues à partir de la méthodologie du chapitre 2. Les sections e�caces massiques

d'absorption σa,ν et de di�usion σd,ν , ainsi que le paramètre d'asymétrie gν de la fonction
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de phase sont données à la �gure 5.2 sur la gamme spectrale [νmin, νmax] étudiée (domaine

correspondant au PAR, Photosynthétically Active Radiation). La densité de biomasse sèche

Cx (c'est-à-dire la densité de micro-organismes) est homogène dans le volume réactionnel

V , sous l'hypothèse d'un mélange parfait, de sorte que les propriétés radiatives du volume

sont : le coe�cient d'absorption ka,ν = Cx σa,ν , le coe�cient de di�usion kd,ν = Cx σd,ν et la

fonction de phase pVΩ,ν
(ω|ω′) de Chlamydomonas reinhardtii (nous n'utilisons pas seulement

le paramètre d'asymétrie mais bien la fonction de phase obtenue au chapitre 2). Il n'y a par

ailleurs pas d'émission dans le volume.

Propriétés des surfaces. La surface R ré�échit le rayonnement de manière di�use, c'est-

à-dire que les directions de ré�exion ω sont distribuées selon

pRΩ(ω) =
ω · n1

π
(5.1)

où n est la normale à la position x ∈ R. Sa ré�ectivité est homogène sur la surface et est notée

ρR. La surface F des �bres ré�échit aussi le rayonnement de manière di�use (pFΩ(ω) = ω·n1

π
)

et sa ré�ectivité ρF est homogène. De plus, F émet un rayonnement lambertien de densité

surfacique de �ux homogène qν (dans notre étude, qν est exprimé en nombre de photons par

unité de temps, de fréquence, et de surface).
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Figure 5.2: Propriétés radiatives de Chlamydomonas reinhardtii (voir, Chap. 2) dans la
gamme spectrale du PAR (Photosynthétically Active Radiation) : sections e�caces massiques
d'absorption σa,ν et de di�usion σd,ν , paramètre d'asymétrie gν de la fonction de phase.
Ces données sont disponibles à l'adresse www.starwest.ups-tlse.fr/monte-carlo-concentrated-
solar-examples, y compris la tabulation angulaire des fonctions de phase.
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5.3 Présentation d'un algorithme de Monte Carlo pour

l'évaluation du champ de la vitesse spéci�que locale

d'absorption des photons au sein du photobioréac-

teur DiCoFluV

Dans cette section, nous allons construire un algorithme de Monte Carlo pour l'évaluation

de la vitesse locale d'absorption des photons A(x0) en n'importe quel point x0 du volume

réactionnel du prototype DiCoFluV. On rappelle l'expression de A :

A(x0) =

∫ νmax

νmin

dν

∫
4π

dω0 σa,ν L̂ν(x0,−ω0) (5.2)

où L̂ν(x0,−ω0) est la luminance en x0 dans la direction −ω0 à la fréquence ν, et 4π est

l'angle solide total. Nous adoptons dans la suite une organisation d'écriture dans laquelle

chaque étape de l'algorithme est décrite et illustrée par une �gure.

L'algorithme qui suit consiste en l'échantillonnage, pour toutes les fréquences appartenant

à la gamme [νmin, νmax], des chemins optiques réciproques partant de la position x0 dans

toutes les directions ω0, jusqu'à leur "absorption" à la surface émettrice F :

(1) Premièrement une fréquence ν est générée aléatoirement sur [νmin, νmax] suivant une

densité de probabilité uniforme pν(ν) = 1
νmax−νmin

. Cette fréquence détermine l'ensemble

des propriétés spectrales pour le chemin optique échantillonné : les propriétés radiatives

du volume réactionnel et la densité de �ux qν émise par les �bres F .
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(2) Puis, partant de la position x0, une première direction ω0 est générée sur l'angle solide to-

tal suivant une densité de probabilité isotrope pVΩ0
(ω0) =

1
4π
, et une première longueur de

di�usion l0 est générée sur [0,∞] en accord avec la loi d'extinction exponentielle par di�u-

sion, c'est-à-dire que la densité de probabilité de l0 est pL0,ν(l0; kd,ν) = kd,ν exp(−kd,ν l0).
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(3) Maintenant que {x0, ω0, l0} a été généré, la première position d'interaction

x1 ≡ x1(x0, ω0, l0) est déterminée.

� Tout d'abord, la position y1 ≡ y1(x0,ω0) correspondant à la première fois que la demi-

droite partant de x0 dans la direction ω0 intersecte la frontière du système R∪F est

déterminée :

F

FF

F

R

V

+

x0
ω0

+

y1

� Si la distance ‖y1 − x0‖ entre le point x0 et la surface R ∪ F est plus petite que la

longueur de di�usion, le chemin optique interagit avec une surface, c'est-à-dire x1 = y1

(la �gure illustre le cas d'une interaction avec R) :

F

FF

F

R

V

+

x0
ω0

+
x1

l0

� Si la distance ‖y1 − x0‖ entre le point x0 et la surface R ∪ F est plus grande que la

longueur de di�usion, le chemin optique interagit avec le volume réactionnel, c'est-à-

dire x1 = x0 + l0 ω0 :

F

FF

F

R
l0

V

+

x0
ω0

+
y1

x1
+
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Puis, l'algorithme suit une des branches suivantes en fonction de la nature de l'interac-

tion :

• Dans le cas d'une interaction avec la surface extérieure R du réacteur, une direction

de ré�exion ω1 est générée suivant la distribution angulaire di�use pRΩ1
(ω1) =

ω1·n1

π

(n1 étant la normale à la position x1), le poids ŵ est multiplié par la ré�ectivité du

réacteur ρR (voir l'expression de ŵ à l'équation 5.3), et une nouvelle longueur de

di�usion l1 est générée suivant la même loi d'extinction que pour l0 (pL1,ν ≡ pL0,ν) :

F

FF

F

R

V

+

x0
ω0

+
x1

ω1

• Dans le cas d'une interaction avec les �bres F , une roulette russe est mise en ÷uvre.

Un nombre r1 est généré aléatoirement entre 0 et 1 suivant une densité de probabilité

uniforme pR1 = 1.

◦ Si r1 est plus petit que la ré�ectivité des �bres ρF , alors le chemin optique est ré�échi.

Une direction ω1 et une longueur de di�usion l1 sont générées aléatoirement comme

cela est décrit plus haut (pFΩ1
≡ pRΩ1

) :

F
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V
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x0
ω0

x1
+

ω1
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◦ Sinon, la procédure d'échantillonnage du chemin optique est terminée et le poids

est calculé suivant Eq. 5.3 :

F

FF

F

R

+

x0
ω0

x1
+

V

• Finalement, si x1 appartient au volume de culture V , une direction de di�usion ω1 est

générée aléatoirement suivant la fonction de phase pVΩ1,ν
(ω1|ω0) des micro-organismes

et l1 est générée aléatoirement tel que décrit plus haut :

F

FF

F

R

V

+

x0
ω0

+
x1

ω1

(4) A ce stade, si la procédure d'échantillonnage n'est pas terminée, l'algorithme boucle à

l'étape (3) en considérant la prochaine position d'interaction (les indices étant incrémen-

tés), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'une absorption à une �bre ait lieu.
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Au �nal, un chemin optique est échantillonné (comme dans l'exemple de la �gure 5.3) et

il sert à l'évaluation d'un poids selon la fonction de poids ŵj (Eq. 5.3) qui correspond à la

luminance émise à la surface des �bres F (ce sont les seules surfaces émettrices et tous les

chemins �nissent par une absorption sur F) atténuée exponentiellement par absorption le

long du chemin (c'est-à-dire entre le point x0 et la position d'absorption sur F). La procédure

est répétée un grand nombre de fois et A(x0) est estimé comme la moyenne de l'ensemble

des poids obtenus et l'erreur numérique est estimée par l'écart-type.

ŵj = (νmax − νmin) 4π σa,ν
qν

π (1− ρF)

[
ρR
]nR

j e−ka,ν dj (5.3)

où

• qν
π (1−ρF )

est la luminance corps noir équivalente émise à la surface des �bres. L'émission

étant lambertienne, la densité de �ux émise est qν = π ε L̂0, avec L̂0 la luminance du

corps noir équivalent et ε son émissivité. Ici, compte tenu de la propriété de ré�exion

de la surface, ε = 1− ρF .

•
[
ρR
]nR

j e−ka,ν dj est la transmission par absorption le long du chemin, avec

• nR
j le nombre d'interactions avec R avant la j-ème interaction (l'interaction qui mène

à une absorption à la �bre) :

nR
j =

j−1∑
q=0

[1×H (xq ∈ R) + 0×H (xq ∈ F ∪ V)] (5.4)
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Figure 5.3: Exemple de chemin optique échantillonné par l'algorithme de Monte Carlo que
nous utilisons pour l'estimation de la vitesse spéci�que locale d'absorption des photonsA(x0)
au point x0 du volume réactionnel du prototype DiCoFluV. Chemin particulier : j = 4 et
nR
j = 1.
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H() étant la fonction échelon qui prend la valeur 1 si la condition entre parenthèses

est satisfaite, 0 sinon.

• dj est la longueur totale du chemin échantillonné :

dj =

j−1∑
q=0

‖xq+1 − xq‖ (5.5)

On remarque que le facteur (νmax − νmin) = 1/pν(ν) est introduit dans l'expression du poids

car nous souhaitons calculer l'intégrale de la densité fréquentielle Aν sur [νmin, νmax] et non

pas sa moyenne (voir Eq. 5.2), et de manière identique, 4π = 1/pVΩ0
est introduit car nous

souhaitons prendre en compte l'ensemble des contributions des photons qui arrivent en x0

dans toutes les directions (c'est-à-dire L̂(x0,−ω0) intégré sur l'angle solide total et non pas

la moyenne angulaire).

Les résultats de A(x0) obtenus avec l'algorithme ci-dessus sont présentés à la �gure 3 de

la section 5.5.

5.4 Mise en ÷uvre pratique au sein de l'environnement

de développement EDStar

Dans cette section, nous faisons part d'une expérience particulière de la mise en ÷uvre

des algorithmes de Monte Carlo. Elle s'articule autour de l'environnement de développement

EDStar [21], qui a été utilisé pour l'obtention de l'ensemble des résultats présentés dans ce

chapitre, ainsi que ceux du chapitre 6. L'environnement de développement EDStar rassemble

de manière cohérente un ensemble de librairies de calcul scienti�que et de bases de données

qui apportent une aide signi�cative aux physiciens du transfert radiatif lors de l'implémen-

tation de leurs propres algorithmes. EDStar n'est pas un logiciel contenant un ensemble de

codes préétablis et �gés, mais est un environnement privilégié pour la construction et la mise

en ÷uvre numérique d'algorithmes, notamment d'algorithmes de Monte Carlo. Les outils mis

à disposition qui sont directement en lien avec notre étude sont :

• les bases de données de propriétés radiatives, ici les propriétés radiatives des micro-

organismes photosynthétiques obtenues avec la méthodologie du chapitre 2,

• les librairies de calcul scienti�que pour le calcul parallèle,

• les librairies de calcul scienti�que issues de la communauté de la synthèse d'image pour

la modélisation de géométries complexes (voir Fig. 5.1) et pour l'accélération du suivi

de rayon dans ces géométries.
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Avant de rentrer plus en détail dans la présentation de l'environnement EDStar, nous

soulignons dans ce paragraphe deux caractéristiques générales de la méthode de Monte Carlo

(caractéristiques indépendantes de l'utilisation d'un outil numérique particulier) qui ont une

forte in�uence sur la gestion pratique de leur mise en ÷uvre. Premièrement, la méthode de

Monte Carlo est particulièrement adaptée à la parallélisation puisque l'algorithme consiste à

répéter un grand nombre de fois, et de manière indépendante, la même procédure d'échan-

tillonnage d'un chemin optique (l'échantillonnage d'un chemin est indépendant des autres

chemins). Lors de la parallélisation, le besoin de communication entre les processus est ainsi

limité : il su�t de rassembler l'ensemble des poids obtenus, une fois tous les chemins générés

indépendamment, a�n de calculer leur moyenne et leur écart-type. La principale di�culté

de la parallélisation des algorithmes de Monte Carlo consiste à assurer l'indépendance des

générations aléatoires. Deuxièmement, nous avons vu à la section 5.3, lors de la présentation

de notre algorithme, que la gestion numérique de la géométrie complexe est ici exclusivement

limitée au calcul de la première intersection entre une demi-droite et un grand nombre de

surfaces. Nous pouvons donc nous concentrer sur un problème de géométrie bien identi�é (le

calcul d'intersection) qui est complètement indépendant de la physique du transfert radiatif,

et qui fait par ailleurs l'objet d'études spéci�ques dans le domaine des mathématiques. Cette

question géométrique étant commune à tous les algorithmes de Monte Carlo en transfert

radiatif (en absence d'e�ets réfractifs courbant les chemins), les solutions apportées dans ce

domaine sont directement béné�ques à l'ensemble de la communauté.

Ces deux spéci�cités (indépendance des procédures d'échantillonnage et calcul d'intersec-

tion) sont depuis longtemps identi�ées, et la communauté de la synthèse d'image s'est large-

ment investie autour de la question de leur signi�cation en terme d'optimisation numérique,

notamment dans le cadre de l'application aux jeux vidéo et aux �lms d'animation (voir par

exemple [125]). L'objectif de ces travaux est de disposer d'un rendu d'images de qualité

(basé sur une modélisation pertinente du transfert radiatif aux fréquences visibles), pour des

temps de calcul compatibles avec l'obtention d'un grand nombre de ces images (�lms d'ani-

mation), voire la nécessité d'une animation en temps réel (jeux vidéo). La problématique est

donc double : il faut d'abord être capable de modéliser les scènes, c'est-à-dire de décrire des

géométries composées de millions de facettes et d'en dé�nir les propriétés de surface 1, puis, il

faut gérer e�cacement le suivi de rayon au sein d'une scène complexe (il est ici inimaginable

de tester une à une les intersections avec chaque facette, à chaque changement de direction

1. Les propriétés des milieux semi-transparents sont bien sûr traités en synthèse d'image, mais à l'heure
actuelle, leur modélisation n'est pas satisfaisante pour une application au contexte de la physique du transfert
radiatif.
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du rayon provoqué par une interaction avec la scène). La principale contribution de cette

communauté est le développement d'une conceptualisation permettant d'embrasser l'ensem-

ble de ces problématiques, en adoptant une pensée du problème qui est à la fois adaptée au

besoin d'une représentation �dèle du transfert radiatif et à la �nalité de la construction d'un

programme informatique. Les concepts d'abstraction géométrique correspondants (primitive,

shape, material) sont autant d'outils pour penser les intersections et les interactions en accord

avec la physique du rayonnement, tout en étant cohérents avec la dimension informatique

(numérique et matérielle) de l'acte de codage. Ces abstractions sont alors manipulés au sein

de structures accélératrices (voxélisation, kdtree, etc), aboutissant à des outils numériques

cohérents et optimisés (voir [125] et les références qui y sont citées).

Ce savoir-faire de la communauté de la synthèse d'image est aujourd'hui assez mûr pour

être utilisé dans le contexte de la recherche en transfert radiatif, mais bien que l'intérêt

de ces outils soit clairement identi�é, l'appropriation des concepts et des techniques mis en

jeu, ainsi que leur adaptation à notre pratique, constituent une problématique de recherche à

part entière. Depuis plusieurs années, les équipes des laboratoires LAPLACE et RAPSODEE

travaillent en collaboration avec des chercheurs spécialistes du rendu en image de synthèse

(laboratoire IRIT, équipe Vortex) a�n de rendre l'utilisation de ces outils cohérente avec les

attentes des physiciens du transfert radiatif [126, 127] : gestion rigoureuse de l'indépendance

des générations aléatoires lors de calculs parallèles, intégration simple des outils d'accéléra-

tion du suivi de rayon au sein des algorithmes de transfert radiatif, calcul de la moyenne

et de l'écart-type des poids, ainsi que de leurs covariances lorsque plusieurs grandeurs sont

évalués à l'aide des mêmes chemins, notamment dans le cas des calculs de sensibilités. Au

terme de ce travail, nous disposons maintenant d'une librairie �exible (Mcm3D [127]) que

nous distribuons librement au sein de EDStar [21]. Elle nous permet de développer, au cas

par cas, des algorithmes dans un environnement où :

• la parallélisation utilise la librairie MPI (Message Passing Interface [128]), avec une

attention toute particulière à l'indépendance des générations aléatoires (un processus

étant dédié à cette tâche),

• la GSL (GNU Scienti�c Library [129]) est utilisée pour la génération uniforme de nom-

bres aléatoires contenus dans l'intervalle [0, 1], avec la possibilité d'employer di�érents

générateurs aléatoires (parmi les mieux validés et les mieux documentés),

• le suivi de rayon utilise les outils issus de la recherche en synthèse d'image dans le cadre

du projet Physically Based Rendering Techniques (pbrt [125]). Ces outils assurent la

représentation géométrique des surfaces, la dé�nition des rayons (en tant que demi-

droites caractérisées par leur origine et leur direction, les e�ets de courbure liés à des

variations continues d'indice de réfraction étant exclus), le calcul rapide de l'intersec-
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tion entre un rayon et la première surface rencontrée, ainsi que l'accès aux propriétés

de la surface au point d'impact.

En pratique, lorsque l'on développe un algorithme de Monte Carlo dans EDStar, on code

chaque aspect de la simulation au sein d'un �chier bien distinct (ce découpage est en lien

avec la conceptualisation du problème qui a été évoquée plus haut) et la parallélisation

du code est "automatique". Les plus importants de ces �chiers sont présentés ci-dessous

et un exemple commenté, correspondant à l'implémentation d'un algorithme très similaire

à celui de la section 5.3, est disponible à l'adresse www.starwest.ups-tlse.fr/monte-carlo-

concentrated-solar-examples :

(1) Le �chier dédié à la dé�nition de la géométrie et à la dé�nition des propriétés de surface

(la scène dans le vocabulaire de la synthèse d'image). Dans le cas de l'algorithme présenté

à la section 5.3, nous avons nommé ce �chier pilot.pbrt. Il contient la dé�nition du

millier de cylindres composant la géométrie du photobioréacteur DiCoFluV, ainsi que la

caractérisation de leurs propriétés d'émission et de ré�exion.

(2) Un ensemble de �chiers d'entrées/sorties : le �chier mcm.in dans lequel on spéci�e le nom-

bre de réalisations de l'algorithme de suivi de rayon et les paramètres de la génération des

nombres aléatoires (germes, cycles, etc), les �chiers mcmVariables.h et mcmEntrees.h

dans lesquels on code toutes les procédures de lecture de données antérieures à la généra-

tion aléatoire des chemins (dans notre exemple, ces �chiers sont utilisés pour le charge-

ment des propriétés radiatives du volume réactionnel), le �chier mcm.out dans lequel

les résultats sont disponibles au terme de la simulation et le �chier mcmSorties.h dans

lequel on code d'éventuelles procédures de post-traitement des résultats.

(3) Le �chier mcmAlgo.h qui est dédié au codage de la procédure d'échantillonnage d'un

chemin optique. Au sein de ce �chier, on béné�cie notamment
� de l'objet Ray, qui dé�nit un rayon,

� des fonctions correspondant au calcul rapide d'intersection : voir la fonction

OrientedIntersect() dans l'exemple fourni (ou Intersect() dans [125]), qui prend

en entrée un rayon et renvoie un objet Intersection, c'est-à-dire un point de l'espace

et les propriétés de la surface intersectée à ce point,

� des fonctions facilitant la gestion des propriétés de surfaces : échantillonnage uniforme

sur l'ensemble des surfaces émettrices dé�nies dans le �chier (1), échantillonnage des

directions d'émissions et de ré�exion en fonction des distributions angulaires dé�nies

dans le �chier (1) (pour la position considérée).

(4) Le �chier mcmMethodes.h dans lequel on code nos propres fonctions, auxquelles nous

pouvons ensuite faire appel depuis le �chier mcmAlgo.h.
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Figure 5.4: Temps de calcul pour l'évaluation de la vitesse spéci�que locale d'absorption
des photons A au sein du volume réactionnel du photobioréacteur DiCoFluV à partir de
l'algorithme de la section 5.3 implémenté dans l'environnement de développement EDStar.
Temps observés en fonction du nombre de �bres optiques à éclairage latéral dans le réacteur
(voir la dé�nition de la géométrie du réacteur à la �gure 5.1).

Cette distinction des actes de codage (qui est le re�et des abstractions issues de la

recherche en synthèse d'image) donne beaucoup de souplesse à la charnière entre l'acte

de modélisation (géométrique et radiative) et la mise en ÷uvre algorithmique : construc-

tion de la con�guration radiative dans le �chier (1) (géométrie et conditions aux limites)

et dans les �chiers (2) (pour les propriétés du volume 2), puis échantillonnage des chemin

optiques et calcul des poids dans le �chier mcmAlgo.h. Une conséquence pratique directe est

que le �chier mcmAlgo.h est totalement indépendant de la géométrie du système étudié. En

modi�ant seulement le �chier (1), on peut ainsi répéter le même calcul de transfert radiatif

pour di�érentes géométries, en faisant par exemple varier le nombre, le diamètre ou l'es-

pacement des �bres du photobioréacteur DiCoFluV, voire en revenant à la géométrie torique

des chapitres 1 et 4. De plus, grâce à cette organisation, nous observons à la �gure 5.4 des

temps de calcul quasi-indépendants de la complexité géométrique du système, ce qui serait

impossible sans l'édi�ce conceptuel mis à notre disposition par la communauté informatique.

2. La dé�nition des volumes et de leurs propriétés devrait à terme être inclue au �chier (1).
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5.5 Calcul de sensibilité et guidage de l'échantillonnage

par importance grâce à l'approximation P1, ou à l'ap-

proximation de la di�usion simple : utilisation du

concept de zéro-variance.

Cette section correspond à un article publié dans Journal of Quantitative Spectroscopy

and Radiative Transfer [130]. Nous préférons ici une édition di�érente de [130] mais le texte

n'a en rien été modi�é.

Jusqu'à présent, la méthode de Monte Carlo a été décrite comme une simple simulation

de la statistique du transport corpusculaire. Nous allons maintenant changer de regard et

appréhender la méthode de Monte Carlo de manière beaucoup plus subtile en nous appuyant

sur la formulation intégrale. Cela va nous permettre de modi�er l'algorithme de la section 5.3

a�n d'estimer simultanément A et ses sensibilités à la ré�ectivité des �bres optiques, aux

propriétés spectrales d'absorption des micro-organismes photosynthétiques et à la concen-

tration en biomasse dans le réacteur, ce qui autorisera une analyse plus �ne du procédé,

étayée par des résultats qui ne se limitent plus à la seule information sur le champ de A mais

aussi sur les champs de ses sensibilités (section 3 de l'article). Nous notons que cette pra-

tique sera étendue au calcul des sensibilités de la productivité moyenne du photobioréacteur

DiCoFluV au chapitre 6. Dans la section 4 de l'article, nous améliorerons la convergence

de l'algorithme présenté à la section 5.3 en pilotant les procédures d'échantillonnage des

fréquences et des directions de départ, a�n d'orienter l'algorithme vers un échantillonnage

préférentiel des chemins optiques qui ont une forte contribution à A. Nous adopterons pour

cela une posture consistant à chercher la procédure d'échantillonnage idéale, assurant l'ob-

tention d'un algorithme à variance nulle qui évaluerait A de façon exacte à l'aide d'une seule

réalisation statistique (c'est-à-dire l'obtention d'un algorithme à zéro-variance [121, 122]).

Puis, nous nous appuierons sur notre compréhension physique des photobioréacteurs a�n de

nous approcher au mieux de cet algorithme idéal. En pratique, cela reviendra à construire des

procédures d'échantillonnages optimisées, à partir des approximations P1 et de la di�usion

simple (voir Secs. 4.4 et 4.5) dont nous avons montré au chapitre 4 qu'elles permettent une

analyse �ne du phénomène de di�usion multiple dans les photobioréacteurs. Ceci nous per-

mettra de capter les événements statistiques à privilégier et d'améliorer ainsi la convergence

de notre algorithme.

A tout algorithme Monte Carlo correspond une formulation intégrale qui s'avère, en pra-

tique, être un outil formel extrêmement précieux [123, 124, 127]. Dans le cas du transfert
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radiatif, cette expression mathématique formalise l'intégration, par l'algorithme, des contri-

butions de tous les chemins optiques à la grandeur estimée (cette intégrale étant approchée

par la somme des poids, c'est-à-dire la somme des contributions des chemins générés par

la procédure d'échantillonnage). Comme nous l'avons vu à la section 4.2.3, la formulation

intégrale de l'équation de transfert radiatif est directement interprétable en terme de chemin

optique, et réciproquement, la construction mentale des chemins optiques peut être associée

à la construction d'une formulation intégrale. Le principe est ici le même, à la di�érence que

la construction des chemins optiques est algorithmique (plutôt que mentale). Lorsque l'on

construit ou que l'on modi�e un algorithme de Monte Carlo, le fait de disposer systématique-

ment de la formulation intégrale correspondante est alors très utile, et notre pratique de la

méthode de Monte Carlo est fondamentalement basée sur l'utilisation de cet outil formel :

nous avons pour l'instant présenté notre algorithme (voir section 5.3) sans jamais faire appel

explicitement à une quelconque formulation intégrale, mais ce n'est pas un re�et �dèle de

notre pratique. Les allers-retours entre algorithmique et formulation ont au contraire été

permanents, sans jamais perdre l'avantage de la manipulation des images physiques intu-

itives développées à la section 5.3, et la représentation de la structure de l'algorithme est

�nalement devenue, à nos yeux, beaucoup plus explicite dans la formulation intégrale qui

est donnée aux équations (8) et (9) de l'article, plutôt que l'énumération des procédures

algorithmiques qui est donnée à la section 5.3. Dans le présent manuscrit, nous avons essayé

d'adopter une organisation d'écriture permettant au lecteur non-spécialiste de s'approprier

autant que possible notre travail. A ce titre, bien que les chapitres 5, 6 et 7 soient le résultat

d'une pratique fondamentalement basée sur la formulation intégrale, nous ferons le choix

(dans la mesure du possible) de l'écarter des discussions.

Mais le travail que nous présentons dans l'article qui suit, sur le calcul de sensibilité et

l'utilisation du concept de zéro-variance, ne peut être abordé sans elle. Le lecteur intéressé

trouvera dans la section 2 de l'article, une construction didactique que nous espérons être

une introduction à la pratique des écritures intégrales.

Cette construction part de la description algorithmique de la section 5.3 et chacune des

procédures d'échantillonnage est traduite en une expression mathématique rigoureusement

équivalente. Nous tenons à souligner que, même si nous avons fait en sorte que le lecteur

puisse choisir de se rendre directement aux chapitres suivants, la lecture de l'article qui suit

peut aussi (indépendamment de son objectif premier) être utile à un approfondissement des

discussions des chapitres 6 et 7. Notons également que contrairement à la notation choisie

dans ce manuscrit, la concentration en biomasse sèche Cx est notée η dans l'article qui

suit. De plus, l'indice d, qui fait référence aux propriétés de di�usion (dans la notation du
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coe�cient de di�usion kd par exemple), devient ici s. Nous rappelons par ailleurs la dé�nition

de la luminance L̂ν exprimée en nombre de photons à partir de la luminance Lν exprimée

dans une unité énergétique (voir Chap. 4) :

L̂ν =
Lν

hν
(5.6)

où h est la constante de Planck. De la même manière, la densité surfacique de �ux qν exprimée

en nombre de photons est reliée à ϕν par

qν =
ϕν

hν
(5.7)

Nous signalons ici que les modèles approchés utilisées à la section 4 de l'article pour

l'amélioration de la convergence de l'algorithme (simpli�cation de la géométrie du proto-

type DiCoFluV et mise en ÷uvre des approximations P1 et de la di�usion simple) ont été

introduites au chapitre 4 paragraphes 4.4 et 4.5 et sont détaillées en annexe D du présent

manuscrit.
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Abstract. The present text illustrates the practice of integral formulation, zero-variance
approaches and sensitivity evaluations in the field of radiative transfer Monte Carlo simulation,
as well as the practical implementation of the corresponding algorithms, for such realistic
systems as photobioreactors involving spectral integration, multiple scattering and complex
geometries. We try to argue that even in such non-academic contexts, strong benefits can be
expected from the effort of translating the considered Monte Carlo algorithm into a rigorously
equivalent integral formulation. Modifying the initial algorithm to simultaneously compute
sensitivities is then straightforward (except for domain deformation sensitivities) and the
question of enhancing convergence is turned into that of modeling a set of well identified physical
quantities.

1. Introduction

During the last 15 years, significant methodological advances have been reported in the field of
Monte Carlo simulation of linear transport phenomena, in particular as far as radiative transfer is
concerned [1, 2, 3]. Among them, attention is here devoted to integral formulation, zero-variance
approaches [4, 5] and sensitivity evaluations [6], as well as to the question of implementing
practically the corresponding algorithms when thinking of realistic systems involving spectral
integration, multiple scattering and complex geometries. Such techniques all rely on the premise
that Monte Carlo algorithms can be designed in more subtle ways than making direct analogies
with the statistics of corpuscular transport. But along this line a main advantage of Monte
Carlo practice seems to be lost. The fact that standard radiative transfer Monte Carlo codes
can be pictured as close translations of well established physical pictures of photon emission,
diffusion, scattering, reflection and absorption implies indeed that such codes are easy to design
and easy to upgrade toward the representation of additional (or further accurate) physical
phenomena. If the use of advanced Monte Carlo techniques implies that these physical pictures
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are hidden behind complex algorithmic tricks, or that the corresponding codes become so
complex that implementation and upgrading are sources of strong practical difficulties, then
radiative transfer specialists will be reluctant to make an effective use of these techniques,
whatever their expected benefits. We try to argue here (and illustrate with a photobioreactor
example) that these drawbacks vanish as soon as a strict relationship is made, in an explicit
manner, between the considered linear transport Monte Carlo algorithm and the corresponding
integral transport formulation. Provided that the relationship is made systematically, whatever
the complexity of the problem, the whole reasoning can be made in terms of radiative transfer
formulations, keeping all the immediate benefits of available physical pictures. This also implies
that the technical aspects that have no direct relation with physical reasoning, in particular the
statistical treatments, parallelization, pure geometrical considerations, etc, can all be translated
into scientific computation libraries and can be used in quite straightforward manners.
Photobioreactors are processes of biomass production in which photosynthesis is catalyzed by
photosynthetic microorganisms in aqueous suspensions constituting non-gray absorbing and
anisotropically scattering media. Careful radiation transfer analysis of photobioreactors is
identified as the clue for efficient design and efficient operation [7, 8, 9, 10, 11]. Monte Carlo
methods seem to be appropriate for such analysis since they allow to tackle the intermediate
optical depths and quite complex geometries that are encountered in this context. The present
work focuses on a cylindrical reactor prototype (cultivating the micro-algae Chlamydomonas

reinhardtii) in which the incident solar light flux density is diluted in the volume of culture
thanks to a thousand of light-diffusing optical fibers emitting a quasi homogeneous density flux
on the totality of their surface. All details and the corresponding notations are provided in
Fig. 1 and Fig. 2 (the microorganism density η is uniform within the culture volume V, emission
is negligible, ka,ν = η σa,ν and ks,ν = η σs,ν are the absorption and scattering coefficients). The
following methodological discussions address the estimation of the specific number of photons
A(x0) absorbed in the photosynthetically active radiation domain [νmin, νmax], at a location x0

within the microorganism suspension:

A(x0) =
1

η

∫ νmax

νmin

dν

∫
4π

dω0 ka,ν
Lν(x0,−ω0)

hν
=

∫ νmax

νmin

dν

∫
4π

dω0 σa,ν
Lν(x0,−ω0)

hν
(1)

where Lν(x0,−ω0) is the intensity at x0 in the direction −ω0 at frequency ν, and h is the
Planck’s constant.
A(x0) locally determines the kinetics of production within the culture volume since it represents
the energy that enters the photosynthesis [7]. The surface productivity of photobioreactors is
directly linked to their energetic efficiency which estimation implies to calculate A(x0) for more
than 106 different locations in order to evaluate the production rates integrated over the whole
reactor volume (which can not be done inside the presented Monte Carlo algorithm since the
local production rates are non-linear functions of A(x0)). This calculation is then repeated
for several sets of operational and design parameters, as part of design/operation optimization
procedures. Therefore, the reduction of the calculation times and the opportunity to estimate
sensitivities of A(x0) at low calculation costs (in order to accelerate the optimization procedures,
thinking for example of a method of steepest descent) both constitute important practical
concerns. For these reasons, the simulations presented hereafter are parallelized and make use of
computation tools developed by the computer graphics research community for the acceleration
of photon tracking in complex geometries (using the scientific computation libraries available
within the EDStar development environment, see www.starwest.ups-tlse.fr/edstar and [3]). But
we keep these technical aspects aside and we concentrate in acceleration potentials related to
sensitivity evaluation, in Sec. 3, and importance sampling in conjunction with the zero-variance
methodology, in Sec. 4. Both require that a complete integral formulation be constructed,
strictly reflecting the retained Monte Carlo algorithm. This is the objective of Sec. 2.
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Figure 1. a: Prototype of solar volumetrically lightened photobioreactor [8]. b: EDStar
geometry: both the reactor (R) and the 979 light-diffusing optical fibers (F) are cylinders of
height 1m; reactor diameter is 16.5cm; distance between two fiber axis is dF = 4.8mm; fiber
radius is rF = 1.2mm. R and F are diffuse-reflective with uniform reflectivities ρR and ρF

respectively. F is Lambertian emitting with a uniform surface flux density ϕν . c: 2d hexagonal
lattice fiber arrangement; an optical path example within the culture medium V; at the bottom
left, description of how the location of x0 is defined around a given fiber (e(θ) = dF

2
1

cos(θ)).
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Figure 2. a: Chlamydomonas reinhardtii. b: Radiative properties; the absorption cross-section
σa,ν , the scattering cross-section σs,ν and the asymmetry parameter of the single scattering phase
function pV

Ω,ν(ω|ω
′) over the photosynthetically active radiation domain (data available at [12]).

c: pV
Ω,ν(ω|ω

′) for two wavelengths, where θsca is the angle between ω and ω′.

2. Description of the initial algorithm and construction of the corresponding

integral formulation

We will now design a reverse Monte Carlo algorithm consisting in the sampling of optical paths
starting from x0 until they are ”absorbed” at the emitting surface F (see Fig. 1.c), in order
to evaluate the number of photons A(x0) locally absorbed at x0. Each of the corresponding
sampling procedures will be detailed hereafter and will be translated into an integral motif. The
combination of all these integral motifs will gradually lead us to an integral formulation that is
the rigorous formal translation of the proposed algorithm.
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(1) First, a frequency is sampled over [νmin, νmax] according to a uniform probability density
function pν(ν) =

1
νmax−νmin

:

A(x0) =

∫ νmax

νmin

pν(ν)dν... (2)

This frequency determines the volume and surfaces radiative properties as well as the surface
flux density ϕν emitted by the fibers F for the current optical path.
(2) Then, starting from the location x0, a first direction ω0 is sampled over the total solid
angle (noted 4π hereafter) according to an isotropic probability density function pV

Ω0
(ω0) =

1
4π
,

and a first scattering length l0 is sampled over [0,+∞] according to the Beer extinction law
pL0,ν(l0; ks,ν) = ks,ν exp(−ks,ν l0):

A(x0) =

∫ νmax

νmin

pν(ν)dν ×

∫

4π
pVΩ0

(ω0)dω0 ×

∫

∞

0

pL0,ν(l0; ks,ν)dl0... (3)

(3) Now that {x0, ω0, l0} has been sampled, the first interaction location x1 ≡ x1(x0, ω0, l0) is
determined. As previously mentioned pure geometrical considerations are easily translated into
scientific computation libraries that we can here avoid to describe. For a given couple {x0, ω0},
such libraries provide us with the location y ≡ y(x0, ω0) of the first time the half line starting
at x0 in the direction ω0 intersects the total bounding surface R ∪ F . If the distance to the
bounding surface ‖y− x0‖ is smaller than the scattering length, the optical path interacts with
a surface, otherwise scattering occurs inside the volume of culture:

x1 =

{

y , if ‖y − x0‖ < l0
x0 + l0ω0 , otherwise

Then, a branching test is performed depending on the nature of the interaction:

• In case of an interaction with the stainless steel surface of the reactorR, a reflection direction
ω1 is sampled according to the diffuse angular distribution pR

Ω1
(ω1) =

ωj .nj

π
(nj being the

normal at the location xj), the weight ŵ is multiplied by the reactor reflectivity ρR (see the
expression of ŵ in Eq. 7), and a new scattering length l1 is sampled according to the same
extinction law as for l0 (pL1,ν ≡ pL0,ν):

...×H (x1 ∈ R)

∫

2π
pRΩ1

(ω1)dω1

∫

∞

0

pL1,ν(l1; ks,ν)dl1... (4)

where H(x1 ∈ R) takes the value 1 when the condition x1 ∈ R is satisfied, and 0 otherwise.

• In case of an interaction with the fibers F , a Russian roulette is performed. A random
number r1 is sampled over the unit interval according to a uniform density probability
function pR1

(r1) = 1. If r1 is lower than the fibers reflectivity ρF , then the optical
path is reflected, thus the reflection direction ω1 and l1 are sampled as described above
(pF

Ω1
≡ pR

Ω1
). Otherwise, the optical path sampling procedure is terminated and the weight

ŵ1 is calculated according to Eq. 7. The corresponding integral translation is:

...×H (x1 ∈ F)

∫ 1

0

pR1
(r1)dr1







H
(

r1 ≤ ρF
)

∫

2π p
F
Ω1

(ω1)dω1

∫

∞

0 pL1,ν;ks,ν (l1)dl1...

+H
(

r1 > ρF
)

ŵ1







(5)

• Finally, if x1 is within the volume of culture V , a scattering direction ω1 is sampled according
to the single scattering phase function pV

Ω1,ν
(ω1|ω0) of Chlamydomonas (see Fig. 2), and l1

is sampled as described above:

...×H (x1 ∈ V)

∫

4π
pVΩ1,ν

(ω1|ω0)dω1

∫

∞

0

pL1,ν(l1; ks,ν)dl1... (6)
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(4) At this stage, if the path sampling procedure is not terminated, the algorithm loops to (3)
considering the next interaction position (the index 1 being incremented to 2), and so on until
absorption occurs at the fibers.

Altogether, each sampled optical path leads to the evaluation of a weight according to the
following weight function ŵj , and A(x0) is estimated as the average of all weights.

ŵj = (νmax − νmin) 4π σa,ν

ϕν

hν

π (1− ρF )

[

ρR
]nR

j
e−ka,ν dj (7)

where ϕν

π (1−ρF )
is the equivalent blackbody intensity emitted at the fibers surface, and

[

ρR
]nR

j
e−ka,ν dj is the absorption transmitivity along the optical path, with nR

j the number

of interactions with R before the jth interaction (the interaction that led to an absorption at

F) nR
j =

∑j−1
q=0 [1×H (xq ∈ R) + 0×H (xq ∈ F ∪ V)], and dj =

∑j−1
q=0 ‖xq+1−xq‖ representing

the total length of the sampled optical path.
The corresponding integral formulation is obtained by gathering all the successive integral motifs
of Eqs. 2, 3, 4, 5 and 6:

A(x0) =
∫ νmax

νmin
pν(ν)dν

∫

4π p
V
Ω0

(ω0)dω0
∫

∞

0 pL0,ν(l0)dl0 ×















































H (x1 ∈ R)
∫

2π p
R
Ω1

(ω1)dω1
∫

∞

0 pL1,ν(l1)dl1 A1 +

H (x1 ∈ F)
∫ 1
0 pR1

(r1)dr1







H
(

r1 ≤ ρF
)

∫

2π p
F
Ω1

(ω1)dω1
∫

∞

0 pL1,ν(l1)dl1 A1 +

H
(

r1 > ρF
)

ŵ1







+

H (x1 ∈ V)
∫

4π p
V
Ω1,ν

(ω1|ω0)dω1
∫

∞

0 pL1,ν(l1)dl1 A1















































(8)
where Aj is recursively defined as

Aj =































































H (xj+1 ∈ R)
∫

2π p
R
Ωj+1

(ωj+1)dωj+1
∫

∞

0 pLj+1,ν(lj+1)dlj+1 Aj+1 +

H (xj+1 ∈ F)
∫ 1
0 pRj+1

(rj+1)drj+1×






H
(

rj+1 ≤ ρF
)

∫

2π p
F
Ωj+1

(ωj+1)dωj+1
∫

∞

0 pLj+1,ν(lj+1)dlj+1 Aj+1 +

H
(

rj+1 > ρF
)

ŵj+1







+

H (xj+1 ∈ V)
∫

4π p
V
Ωj+1,ν

(ωj+1|ωj)dωj+1
∫

∞

0 pLj+1,ν(lj+1)dlj+1 Aj+1































































(9)
In Sec. 4, we will see that modifying this integral formulation is a powerful mean to enhance
the convergence of Monte Carlo algorithms. But first, let us illustrate the quite straightforward
benefit of integral formulation efforts in the context of sensitivity analysis.

3. Sensitivity analysis
When a Monte Carlo algorithm is used for the estimation of a physical quantity A, a simple
and fast additional procedure can be implemented that simultaneously estimates the partial
derivatives of A with respect to any parameter. Such sensitivities of A to a parameter π are
noted ∂πA hereafter. The general methodology consists in deriving the integral formulation of
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A with respect to π and reorganizing it in order to get an integral formulation of ∂πA that is
identical to that of A, replacing only ŵj with a new weight ŵπ,j . Both integral formulations
being identical, the sampling events needed for the evaluation of A and ∂πA are the same.
The required integral formulation tasks range from trivial to very tedious depending on the
studied parameter π (see [3] for a general overview and [6] for the very specific case of domain

deformation sensitivities). Three classically encountered cases are illustrated in this section:
Case 1: sensitivity to a parameter that only appears in the expression of the weight ŵ. In
the context of photobioreactors study, this can be illustrated through the sensitivity to the
absorption properties of the microorganisms. For this purpose, let us introduce the dry mass
fraction of pigment p inside the microorganism (p = 0.038 for Chlamydomonas). As a first
approximation, it can be considered that σa,ν = pEa,ν where Ea,ν is an effective absorption
cross-section of the pigments, and the effect of pigment concentration on the scattering properties
can be neglected. Thus deriving the integral formulation of A(x0) with respect to p, an integral
formulation for ∂pA(x0) is obtained that is identical to that of A(x0) in Eqs. 8 and 9, replacing
only ŵj with ŵp,j :

ŵp,j = ∂pŵj = ŵj
1− ka,ν dj

p
(10)

Case 2: sensitivity to a parameter entering the expression of the sampling probability density
functions. In the present context, this can be illustrated with the sensitivity to the biomass
density η, which appears both in ŵ and pLj ,ν(lj). When deriving Eqs. 8 and 9 with respect to η,
the term corresponding to the derivative of ŵ is treated as in case 1. When deriving pLj ,ν(lj) , the
general form of Eqs. 8 and 9 is temporarily lost. But the obtained expression can be reorganized

by multiplying and dividing it by pLj ,ν(lj), and reporting the terms
∂ηpLj,ν

(lj)

pLj,ν
(lj)

=
1−ks,ν lj

η
in the

final weight function expression. An illustration of this simple reformulation trick is provided
hereafter:

∂η [
∫

∞

0 pL0
(l0)dl0

∫

∞

0 pL1
(l1)dl1 ŵ] =

∫

∞

0 pL0
(l0)dl0

∫

∞

0 pL1
(l1)dl1 ŵ

[

∂ηpL0
(l0)

pL0
(l0)

+
∂ηpL1

(l1)

pL1
(l1)

]

+
∫

∞

0 pL0
(l0)dl0

∫

∞

0 pL1
(l1)dl1 ∂ηŵ

=
∫

∞

0 pL0
(l0)dl0

∫

∞

0 pL1
(l1)dl1 ŵ

[

1−ks,ν l0
η

+
1−ks,ν l1

η
− σa,ν d1

]

(11)
In the general case of j interaction locations, this leads to:

ŵη,j = ŵj





j−1
∑

q=0

1− ks,ν lq

η
− σa,ν dj



 (12)

Case 3: sensitivity to a parameter appearing in an algorithmic test. Most of the time it
corresponds to situations where very little can be done to the date (see [3]), but sometimes
an integral reformulation can reduce this complex case to the trivial situation of case 1. In the
present study, this can be illustrated considering the sensitivity to the fibers reflectivity ρF which
appears both in ŵ and in the algorithmic test associated with the Russian roulette (reflection
vs. absorption at the fibers). In Eqs. 8 and 9, the integrals involving rj and ρF (that correspond

to the Russian roulette) have trivial analytical expressions:
∫ 1
0 pRj

(rj)drj H
(

rj ≤ ρF
)

= ρF

and
∫ 1
0 pRj

(rj)drj H
(

rj > ρF
)

= 1 − ρF . Substituting those expressions into Eqs. 8 and 9, an

alternative (but equivalent) integral formulation is obtained (in which the product of all ρF is
reported in the new weight function expression ŵalt):

...×H (xj ∈ F)

{ ∫

2π p
F
Ωj

(ωj)dωj

∫

∞

0 pLj ,ν(lj)dlj ...

+ ŵalt
j

}

(13)
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where ŵalt
j =

[

ρF
]nF

j
(1 − ρF ) ŵj , with nF

j the number of interactions with F before the

interaction at xj : nF
j =

∑j−1

q=0
[1×H (xq ∈ F) + 0×H (xq ∈ R ∪ V)] (note the similarity with

the treatment of the reflectivity at the surface R in Eq. 7). Deriving the above expression with

respect to ρF , we are back to case 1 with ŵalt
ρF ,j

= ∂ρF
[

ŵalt
j

]

= ŵalt
j

nF

j

ρF
. And we can finally

revert the integral transformation to get back to the initial expression that involves a Russian
roulette, with:

ŵρF ,j = ŵj

nF
j

ρF
(14)

Fig. 3 displays the simulation results corresponding to A(x0), ∂pA(x0), ∂ηA(x0), and ∂ρFA(x0)

as function of the location x0 inside the reactor, for 105 realizations (relative standard deviation
≃ 1% for all quantities at all locations). The corresponding code is available on demand, and
a very similar version is already available at [12]. We distinguish three different zones of the
reactor volume [7]: the regions of null production rates (i.e. that the rate of photosynthesis
exactly matches the rate of respiration) where A = Ac (with the compensation point Ac ≃

0.5mmol.s−1.kg−1), the regions of positive production rates (photosynthesis) where A > Ac,
and the regions of negative production rates (respiration) where A < Ac. The studied prototype
is designed to approach the maximum efficiency of photosynthesis (at the expense of its volume
productivity, see [8, 9, 10]) which is ideally achieved when the whole reactor volume corresponds
to low productions rates (i.e A(x0) uniform at a value close to Ac). Nevertheless, the results
of A(x0) indicate high production rates near by the fibers (cf. a and b) and respiration regions
between the edge fibers and the outside surface of the reactor (cf. c). The microorganisms
density η is the main operational parameter, but the field of ∂ηA(x0) indicates a weak influence
of η within the respiration zones, suggesting a design optimization consisting in a reduction of the
distance between the edge fibers and the reactor. The field of ∂ρFA(x0) suggests another design
optimization consisting in the choice of reflecting fiber materials limiting the losses and thus
allowing an operation at higher densities η (i.e. an intensification). Finally, the field ∂pA(x0)
indicates, as pointed out by the genetic engineering community [11], that a diminution of the
pigment content of microorganisms leads to an homogenization of A(x0), but the overall energy
absorbed by the culture decreases and losses at the fibers and the reactor surface increase.
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Figure 3. Simulation results for A(x0) and its sensitivities ∂pA, ∂ηA and ∂ρFA as defined in

Eqs. 8 and 9, with ϕν = 10−7 2πν2

c2
exp

[

−

(

hν
KB6000

− 1
)]

(∝ Planck’s law at 6000K), ρF = 0.1,

ρR = 0.5, η = 4 kg.m−3. x0 referred with (r,θ) as defined in Fig. 1. In a & b the fiber is at the
center of the reactor and in c the fiber is at the edge of the reactor. a: θ = 0; b: θ = π

6
; c: θ = 0.
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4. Convergence enhancement

Various techniques are available in order to reduce the standard deviation of the set of sampled
weights, for a fixed number of realizations. Most such convergence enhancement tasks actually
consist in the injection of our physical understanding of the system into the Monte Carlo
algorithm, in order to privilege the events (or informations) that are important with respect
to the estimated quantity (see [1, 2, 3]). Two of those techniques will be illustrated in the
following (thanks to some of the recent integral formulation and zero-variance perspectives):
importance sampling, and integral reformulation.
Importance sampling consists in working on the sampling procedures. Let us consider the first
two sampling procedures, corresponding to pν and pV

Ω0
in the integral formulation of Eqs 8

and 9. A modification of these sampling procedures is very easy to implement: pν and pV
Ω0

are

replaced with better optimized probability density functions pν,opt and pV
Ω0,opt

and the weight

function is replaced by a new expression ŵopt = ŵ pν
pν,opt

pV
Ω0

pV
Ω0,opt

that insures the evaluation of the

same exact solution. However, the choice of new probability density functions that would lead
to a convergence enhancement is commonly very subtle, and we argue here that the concept
of zero-variance is an efficient way to orient this choice. Zero-variance algorithms are such
that for each event the weight value is strictly identical to A(x0) itself. This means that the
sampling procedures have been chosen such that only one single event is required to get a perfect
estimator. Let us illustrate this concept, as developed in [4, 5], on the sampling procedure of ν.
The integral formulation of Eqs. 8, 9 and 7 can be rewritten in the compact form:

A(x0) =

∫ νmax

νmin

pν,opt(ν)dν A(x0, ν)
1

pν,opt(ν)
(15)

where A(x0, ν)
1

pν,opt(ν)
represents the rest of the integral formulation, with A(x0, ν) having a

simple physical meaning that is obvious from Eq 1: A(x0, ν) is the specific number of photon
absorbed per unit frequency i.e. A(x0, ν) =

σa,ν

hν

∫
4π Lν(x0,−ω0)dω0, where

∫
4π Lν(x0,−ω0)dω0

is the local monochromatic irradiance Gν(x0). Zero-variance algorithm on the integration of ν
is thus achieved for:

pν,opt(ν) =
A(x0, ν)∫ νmax

νmin
A(x0, ν)dν

(16)

Indeed, in this case, whatever the sampled frequency value, the weight A(x0, ν)
1

pν,opt(ν)
=∫ νmax

νmin
A(x0, ν)dν = A(x0). We therefore see that the design of a zero-variance algorithm for

the estimation of A(x0) requires an a priori perfect knowledge of A(x0, ν) for all ν, and of its
integral over ν, that is to say of A(x0) itself. This means that such an ideal algorithm can
only be practically implemented when it is useless (when A(x0) is known). Nevertheless, zero-
variance helps us to understand the physical information required to ideally optimize a given
sampling procedure, here the irrandiance Gν(x0), and if this information is accessible under any
approximate form, an enhanced version of the algorithm can be designed in a straightforward
manner. The idea here is not to get a ”good approximation” of Gν(x0) but only a model that
grasps the variations of G with respect to ν in order to drive the sampling procedure. Let us
make a first simple attempt in which the probability density function is obtained by replacing
A(x0, ν) in Eq. 16 using the spectral dependence of Gν(x0) provided by the P1 approximation.
Fig. 4.a indicates that the corresponding convergence enhancement is not significant. The reason
can either be that:

(i) The frequency dependence is well grasped by the P1 approximation but frequency sampling
is not a significant source of variance (in which case further investigations can for instance
concentrate on the next sampling procedure, as illustrated later in this text).
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(ii) The P1 approximation was too rough to provide enough information concerning the
frequency dependence of A(x0, ν).

If we assume the second reason to be meaningful, then either we look for a better irradiance
model, or we try to make use of integral reformulation.
Integral reformulation consists in transforming the integral formulation in such a way that the
quantity highlighted by the zero-variance approach (which is to be closely studied in order to
design a better optimized probability density function) has a clear physical meaning and can
be easily modeled. One of the simplest way to perform this task (when applicable) is to report
the studied integration (here the integration over ν) at a rank of the integral formulation such
that the remaining physics (i.e. the following integrations) is easier to handle. As a very ideal
example, we report hereafter the spectral integration at the end of the integral formulation (i.e.
pν(ν) becomes the last sampling procedure). Importance sampling can then be implemented
without the need of any multiple-scattering model. This is immediately possible as soon as
Chlamydomonas is approximated as having gray scattering properties (i.e. pV

Ωj>0,ν
≃ pV

Ωj ,eq

and pLj ,ν ≃ pLj ,eq(lj)), spectral absorption properties remaining unchanged. This way, all
dependences to ν are in the weight and the integral formulation of Eqs. 8 and 9 is easily
reformulated as:

A(x0) =

∫

4π
pVΩ0

(ω0)dω0

∫ ∞

0

pL0,eq(l0)dl0 ...

∫ νmax

νmin

pν(ν)dν ŵj (17)

with ŵj ∝
ϕν

hν
σa,ν e

−ka,ν dj (see Eq. 7). The ideally optimized probability density function is

then pIν(ν) =
ϕν
hν

σa,ν e
−ka,ν dj

∫ νmax

νmin

ϕν
hν

σa,ν e
−ka,ν dj dν

. Although less straightforward, the same approach can be

used accounting for the spectral scattering properties: the multiple scattering/reflection optical
path is sampled using any gray reference scattering coefficient and phase function, the weight
expression being corrected, once frequency is finally sampled, by the product of the ratios of the
exact scattering probability density function to the reference one. Fig. 4.b shows that even in
the case of an ideal optimization of the frequency sampling procedure, the convergence is only
little enhanced. We now know precisely that we are in the first of the two above identified cases:
frequency is not a significant source of variance.
We therefore further investigate the convergence enhancement opportunities by considering the
next sampling procedure: the sampling of the first direction pV

Ω0
. The same zero-variance

technique as in Eqs. 15 and 16 leads here to:

A(x0) =

∫ νmax

νmin

pν,opt(ν)dν

∫

4π
pVΩ0,opt

(ω0)dω0 A(x0, ν, ω0)
1

pν,opt(ν)pVΩ0,opt
(ω0)

(18)

with

pVΩ0,opt
(ω0) =

A(x0, ν, ω0)
∫

4π A(x0, ν, ω0)dω0

=
A(x0, ν, ω0)

A(x0, ν)
(19)

where A(x0, ν, ω0) is the specific number of photons absorbed at x0, per unit frequency and
(now) per unit solid angle in the direction ω0 i.e. A(x0, ν, ω0) =

σa,ν

hν
Lν(x0,−ω0) (see Eq 1). It

is now an angular dependence, for a given frequency, that we try to grasp using an approximate
model. In our first frequency optimization attempt, we made use of the P1 approximation. This
was weakly justified considering our intermediate optical thicknesses but we needed to deal with
an angular integrated quantity and P1 was the best approach we could think of. Here we can do
much better using the single scattering approximation. Fig. 4.a shows that the corresponding
convergence enhancement leads to a reduction of the weight standard deviation of a factor 2

3
,

which divides by
(

3

2

)2

≃ 2 the number N of required samples (to achieve the same convergence)

by comparison with our first algorithm (the standard deviation of a Monte Carlo algorithm
being proportional to 1√

N
).
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Figure 4. Convergence of the A(x0) estimator for 105 realizations at the center of the reactor
(r = 1.2 rF , θ = π

12
). a: Importance sampling for ν and Ω0. b: Integral reformulation and ideal

importance sampling for ν using gray scattering properties (properties of Fig. 2 at 4.5 1014Hz).

Note that the P1 and single scattering models [13] have been built considering an infinite
periodic fiber arrangement (see the elementary configuration of Fig. 1.c in which the surfaces
noted · · · · · · are perfect specular mirrors). The geometry is even further simplified using an
equivalent 1d cylindrical geometry for the P1 approximation and an equivalent slab for the
single scattering approximation. Altogether, the zero-variance approach incites us to elaborate
gradually simplified models at various description scales, and this is in this sense that such a
practice leads to useful physical pictures, although the initial objective was only acceleration.

5. Conclusion

The integral formulation tasks presented here illustrate our practice of radiative transfer Monte
Carlo methods. Along this line, we laid the foundations of a subsequent energetic analysis of
photobioreactors (which will necessitate the use of volume integrated growth kinetics models).
This approach already allows us to accurately estimate the absorption field and its sensitivities
(except for domain deformation sensitivities) within a geometrically complex volume of culture.
Direction sampling appears as the source of variance that is worth the closest attention.
Using only a rough one-dimensional simplification of the geometry in order to implement
importance sampling, convergence was significantly enhanced, indicating that higher speedups
can be expected by precomputing and tabulating the angular dependences as function of optical
thickness and fibers lattice features.
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Chapitre 6

Intégration volumique d'une loi de

couplage non-linéaire pour le calcul de la

productivité d'un photobioréacteur par

la méthode de Monte Carlo

Résumé :

Le couplage du transfert radiatif à d'autres phénomènes de transfert (di�usion, écoulement) ou à

des cinétiques locales (cinétiques chimiques, combustion) est une source récurrente de di�cultés

dans le contexte général des sciences pour l'ingénieur. Ici, le traitement de la non-linéarité des

lois de couplage cinétique de la photosynthèse correspond à un point bloquant vis-à-vis du

calcul de la productivité intégrée des photobioréacteurs. Ce chapitre propose une démarche de

reformulation intégrale qui permet l'utilisation de la méthode de Monte Carlo lors de l'estimation

de la productivité du prototype DiCoFluV pour la loi de couplage cinétique du micro-organisme

Chlamydomonas reinhardtii. Cette démarche originale est potentiellement transposable à des

problématiques très di�érentes. Elle a notamment été utilisée au chapitre 3, Sec. 3.4, pour

la résolution d'un problème d'électromagnétisme, permettant d'accélérer signi�cativement les

intégrations sur les tailles et les orientations des particules lors du calcul des fonctions de phase

des micro-organismes.

233
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6.1 Problématique

A la section 5.5 du chapitre 5, nous nous sommes concentrés sur le calcul de la productiv-

ité locale rx(x0) (à travers l'évaluation de la vitesse spéci�que locale d'absorption des photons

A(x0), exprimée ici en µmolhν · kg−1
x · s−1), c'est-à-dire la vitesse de croissance volumique

des micro-organismes autour d'un point x0 situé au sein du réacteur ([rx] = gx ·m−3 · h−1).

Bien que cette échelle de description soit très intéressante pour la compréhension des mé-

canismes mis en jeu dans l'optimisation des photobioréacteurs, la grandeur que l'on cherche

à optimiser à l'échelle du procédé est bien sûr la productivité totale du photobioréacteur.

Cette productivité est l'intégrale de rx(x0) sur l'ensemble du volume réactionnel contenu

dans le réacteur. On la divise communément par le volume du milieu réactionnel (où par le

volume total du réacteur) a�n de raisonner avec une productivité volumique, ce qui revient

à considérer la productivité moyenne 〈rx〉 :

〈rx〉 =
∫
V
dx0

1

V
rx(x0) (6.1)

où V est ici le volume du domaine réactionnel V (en fonction du type d'optimisation, V peut

aussi être pris comme le volume total du réacteur). Le temps de calcul que nous avons obtenu

à la section 5.5 avec la plus performante de nos stratégies d'optimisation, sur un processeur

Quad-Core Intel Xeon de 2.66GHz, était de l'ordre de 5 secondes et décroissait linéairement

avec le nombre de processeurs. Ce temps de calcul est tout à fait acceptable dans un contexte

d'ingénierie des procédés, mais il s'agissait du temps nécessaire au calcul de rx(x0) en un

seul point, et ce calcul était à répéter environ 105 fois a�n d'obtenir une évaluation �able

de la productivité totale du prototype DiCoFluV. En pratique, le calcul de la productivité

totale correspondait à des journées de calcul et restait donc très contraignant. Or, il s'agit de

la grandeur que le concepteur cherche à maximiser, et toute approximation de la géométrie

serait extrêmement regrettable compte tenu de la place centrale du design géométrique dans

les performances du prototype DiCoFluV, en comparaison avec les photobioréacteurs usuels

plans ou de type bassin. Cette di�culté numérique est donc un verrou capital pour l'étude

radiative des photobioréacteurs. Dans une première partie de ce chapitre (Sec. 6.2) nous

allons analyser les raisons théoriques de ce blocage. Alors que nous savons calculer rx(x0)

par la méthode de Monte Carlo (voir Chap. 5, Sec. 5.5) et que l'intégration volumique n'est en

elle-même source d'aucune di�culté particulière (un algorithme de Monte Carlo serait facile

à mettre en ÷uvre si rx(x0) était connu en tout point), nous constatons que la di�culté

résulte de la nécessité d'intégrer par Monte Carlo (intégration volumique) une fonction non-

linéaire (la loi de couplage) d'une grandeur elle-même intégrée par Monte Carlo (A(x0)
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est obtenue par une intégration sur l'espace des chemins optiques). En d'autres termes, la

question est d'intégrer par la méthode de Monte Carlo une fonction non-linéaire du résultat

d'un algorithme de Monte Carlo.

A notre connaissance, cette question théorique n'a jamais été abordée dans la littéra-

ture. Elle est pourtant déterminante dans le présent contexte. En commençant par les fonc-

tions quadratiques, puis les puissances entières, et en généralisant �nalement aux fonctions

développables en série de Taylor (fonctions analytiques), nous proposons à la section 6.3 une

solution pratique qui résout parfaitement notre di�culté initiale. Nous passons du facteur

105 précédent, à un facteur 40 : le calcul de la productivité moyenne 〈rx〉 n'est que 40 fois

plus coûteux que la calcul de rx(x0) en un point (voir Sec 6.5). Cela signi�e d'abord que

l'intégration géométrique est statistiquement couverte par l'ensemble des réalisations requi-

ses par l'intégration la plus délicate, ici l'intégration sur l'espace des chemins de di�usions

multiples (ce qui est usuel dans la pratique de la méthode de Monte Carlo). Mais cela signi-

�e aussi que la technique que nous introduisons pour gérer la non-linéarité n'introduit pas

non plus d'augmentation signi�cative des temps de calculs. Au terme de cette thèse, nous

disposons donc d'un outil �exible permettant de calculer rapidement (de une à dix minutes

sur un ordinateur de bureau) 〈rx〉 et ses sensibilités, ce qui nous place en mesure de répéter

ces calculs dans une démarche de recherche d'optimum. Nous illustrons ces possibilités à la

section 6.5.

6.2 Formalisation

Au terme du chapitre 5, nous disposons des champs de la vitesse spéci�que locale d'ab-

sorption des photons A(x0) dans le volume réactionnel du photobioréacteur DiCoFluV, ce

qui permet de calculer les champs de productivité locale en biomasse rx(x0) à partir de la

loi de couplage cinétique (voir chapitre 1 et annexe B) :

rx(x0) = Cx

[
α

KA(x0)

K +A(x0)
− β

Kr

Kr +A(x0)

]
(6.2)

où les valeurs de α, K, β, Kr sont données à l'annexe B. C'est donc cette expression que

nous devons intégrer pour obtenir la productivité moyenne 〈rx〉 =
∫
V dx0

1
V
rx(x0), sachant

que A(x0) est lui-même une intégrale. Un avantage de la méthode de Monte Carlo vis-à-

vis des intégrations multiples est que la convergence de l'algorithme est en principe pilotée

par l'intégration correspondant à la plus grande source de variance, et non par le nombre

d'intégration. Ainsi, l'ajout d'une intégration supplémentaire n'entraîne pas d'augmentation



Chapitre 6 Estimation de la productivité par la méthode de Monte Carlo 236

signi�cative des temps de calculs si celle-ci ne correspond ni à des di�cultés de convergence

particulières ni à des di�cultés numériques liées à son échantillonnage 1. L'intégration volu-

mique ne pose aucun de ces problèmes et nous pourrions donc espérer retrouver des temps de

convergence comparables à ceux de A(x0). Cependant, nous ne pouvons pas en l'état pro�ter

de cet avantage à cause de la non-linéarité de la loi de couplage cinétique Eq. 6.2. En e�et, le

formalisme de la méthode de Monte Carlo (comme tous les développements statistiques qui

en découlent) est basé sur l'écriture d'une succession d'intégrations du type (voir Chap. 5)

I =

∫
DY0

dy0 pY0(y0)

∫
DY1

(y0)

dy1 pY1(y1; y0) ...

×
∫
DYn (y0,··· ,yn−1)

dyn pYn(yn; y0, · · · , yn−1) ŵ (y0, y1, ... , yn)

(6.3)

que l'on peut toujours réécrire comme

I =

∫
DY

dy pY(y) ŵ (y) (6.4)

où Y est le vecteur aléatoire dont les composantes sont les variables aléatoires Yj :

Y =


Y0

Y1

...

Yn

(6.5)

Ainsi, la formulation intégrale de A(x0), qui a été présentée au chapitre 5, peut s'écrire :

A(x0) =

∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) ŵ (γ) (6.6)

où Γ(x0) est le vecteur aléatoire dont les composantes sont les variables aléatoires dé�nissant

un chemin optique reliant la position x0 à la surface des �bres du DiCoFluV pour une certaine

1. Ce point a déjà été évoqué au chapitre 3, lors de la résolution numérique des propriétés radiatives
par méthode de Monte Carlo, où les prises de moyennes sur les orientations et les tailles de particules ne
modi�ent pas signi�cativement les temps de calcul par rapport à une particule de taille et d'orientation �xe.
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fréquence du rayonnement :

Γ =



ν

Ω0

l0

Ω1

...

(6.7)

Le domaine de dé�nition DΓ et sa densité de probabilité pΓ dépendent de la position x0.

Encart 1 Formalisme intégral utilisé

Le formalisme de l'équation 6.6 n'est pas totalement rigoureux d'un point de vue math-

ématique car la dimension du vecteur aléatoire Γ est indéterminée. En e�et, cette dimen-

sion dépend du nombre de di�usions et est donc di�érente d'un chemin optique à l'autre.

Cependant, ce manque de rigueur mathématique n'a ici aucun impact sur les dérivations

qui suivent car cette notation ne nous sert qu'à représenter de manière compacte la formu-

lation intégrale de A(x0) dé�nie au chapitre 5. A tout moment, on pourra remplacer cette

notation compacte par la formulation intégrale récursive du chapitre 5.

Avec ces notations, l'expression intégrale de 〈rx〉 peut s'écrire :

〈rx〉 =∫
V
dx0 pX0(x0) Cx

α K
∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) ŵ (γ)

K +
∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) ŵ (γ)

− β
Kr

Kr +
∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) ŵ (γ)


(6.8)

avec pX0(x0) = 1
V
. De par la non-linéarité de la loi de couplage, il est impossible (sous

cette forme) de rassembler les intégrations en début d'expression a�n de retrouver la forme

de l'équation 6.3 (où indi�éremment Eq. 6.4). En l'état, si l'on veut réaliser l'intégration

volumique par la méthode de Monte Carlo, l'algorithme s'énonce de la manière suivante et

ne rentre pas dans le cadre théorique que nous avons dé�ni au chapitre 5 :

(1) une position x0 est générée uniformément dans le volume réactionnel suivant la densité

de probabilité pX0 ,

(2) pour cette position, l'algorithme de Monte Carlo du chapitre 5 pour l'évaluation deA(x0)

est lancé jusqu'à convergence,

(3) l'estimation de A(x0) ainsi obtenue est utilisée pour calculer rx(x0) qui devient ici le

poids,

(4) l'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.
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Cet algorithme correspond en fait à un Monte Carlo pour l'intégration d'une fonction non-

linéaire du résultat d'un autre Monte Carlo. En e�et, A(x0) est évalué par un algorithme

de Monte Carlo qui doit su�samment converger pour que son estimation ait un sens, et

cela pour chaque position x0 échantillonnée au sein du volume. En pratique, dans le cas du

DiCoFluV nous avons constaté que cela correspond à ∼ 105 réalisations pour l'intégration

volumique et ∼ 105 réalisations pour l'estimation de A(x0) à chaque position, soit un total

de ∼ 1010 échantillonnages des chemins optiques présentés au chapitre 5. Le temps de calcul

est ici à peu près multiplié par 105 en comparaison avec l'estimation de A pour une seule

position, ce qui correspond à plusieurs journées de calcul sur un processeur Quad-Core Intel

Xeon de 2.66GHz. De plus, l'information sur la précision numérique d'un tel algorithme

n'est pas simplement accessible. Quelle information tirer des estimations des écarts-types

sur l'évaluation de A à chaque position ? Nous avons clairement perdu le formalisme de la

méthode de Monte Carlo et tous les développements statistiques qui en découlent. Quitte à

multiplier les temps de calcul et à perdre l'estimation rigoureuse des incertitudes numériques,

on peut envisager de n'utiliser la méthode de Monte Carlo que localement pour l'estimation

de A, et de réaliser l'intégration volumique sur un maillage du domaine réactionnel. En

utilisant les symétries du DiCoFluV, on estime à ∼ 105 le nombre de mailles nécessaires 2.

Nous nous retrouvons donc dans la même situation que précédemment : il faudrait appeler

105 fois le calcul de A et multiplier d'autant les temps de calcul (voir Sec. 5.5).

Nous proposons dans ce chapitre de retravailler l'expression de la loi de couplage cinétique

Eq. 6.8 a�n de retrouver le formalisme de la méthode de Monte Carlo et de permettre ainsi

l'estimation de la productivité globale du réacteur de manière rigoureuse à partir d'un seul et

même algorithme de Monte Carlo (une seule procédure d'échantillonnage), béné�ciant donc

de tous les atouts de la méthode : information sur l'erreur numérique, calcul de sensibilité,

raisonnements théoriques de type zéro-variance pour l'accélération de convergence, etc.

6.3 Principe de la reformulation intégrale proposée

En notant la loi de couplage cinétique

rx(x0) = f (A(x0)) (6.9)

2. Nous envisageons ici un maillage du volume réactionnel contenu entre les 1000 �bres du photobioréac-
teur DiCoFluV qui consisterait grossièrement en 10 mailles autour de chaque �bre et 10 mailles selon la
hauteur du réacteur, soit 10× 10× 1000 mailles.
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la productivité globale du réacteur s'écrit :

〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0) f

∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) ŵ (γ)

 (6.10)

Si la loi de couplage est linéaire, il vient

f (A(x0)) = Λ (A(x0)−A0) (6.11)

où Λ et A0 sont des constantes, et l'expression intégrale de 〈rx〉 correspond directement au

formalisme de la méthode de Monte Carlo :

〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) Λ (ŵ (γ)−A0) (6.12)

où on a utilisé la normalisation de pΓ(x0)
(γ) pour écrire

∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ)ΛA0 = ΛA0,

tandis que
∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ)Λŵ (γ) = ΛA(x0). L'algorithme de Monte Carlo évaluant

〈rx〉 pour cette loi de couplage linéaire s'énonce de la manière suivante :

(1) une position x0 est générée uniformément dans le volume réactionnel suivant pX0 ,

(2) partant de cette position, un chemin γ de multidi�usion et ré�exion associé à une certaine

fréquence du rayonnement est généré suivant pΓ(x0)
, c'est-à-dire suivant la procédure

d'échantillonnage présentée dans le chapitre 5,

(3) le poids est calculé suivant la fonction de poids ŵprod = Λ (ŵ (γ)−A0), où ŵ (γ) est la

fonction de poids du chapitre 5,

(4) l'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

Le travail d'écriture qui est proposé dans la suite a pour but de ramener l'étude des lois de

couplage non-linéaire à cette situation triviale. A�n d'en illustrer simplement le principe,

prenons une loi de couplage quadratique (puis en puissance entière) :

f (A(x0)) = Λ (A(x0)−A0)
2

= Λ

∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) (ŵ (γ)−A0)

2

(6.13)



Chapitre 6 Estimation de la productivité par la méthode de Monte Carlo 240

Cas quadratique ou en puissance entière : Nous proposons d'introduire deux vari-

ables indépendantes Γ1 et Γ2, parentes de Γ et l'expression de f (A(x0)) peut alors s'écrire :

f (A(x0)) = Λ

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1) (ŵ (γ1)−A0)

∫
DΓ2(x0)

dγ2 pΓ2(x0)
(γ2) (ŵ (γ2)−A0)

(6.14)

Cette écriture est rigoureuse. Deux variables aléatoires sont parentes lorsqu'elles ont le même

domaine de dé�nition (ici DΓ1
≡ DΓ2

≡ DΓ) et la même densité de probabilité (ici pΓ1
≡

pΓ2
≡ pΓ). Ce qui assure bien :

∫
DΓ(x0)

dγ pΓ(x0)
(γ) (ŵ (γ)−A0)

2

=

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1) (ŵ (γ1)−A0)

∫
DΓ2(x0)

dγ2 pΓ2(x0)
(γ2) (ŵ (γ2)−A0)

(6.15)

Du fait de l'indépendance de Γ1 et Γ2, l'expression de 〈rx〉 est alors ramenée au formalisme

usuel de la méthode de Monte Carlo :

〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1)

∫
DΓ2(x0)

dγ2 pΓ2(x0)
(γ2) ŵ

prod (γ1,γ2)

(6.16)

avec

ŵprod (γ1,γ2) = Λ (ŵ (γ1)−A0) (ŵ (γ2)−A0) (6.17)

où ŵ (γ1) et ŵ (γ2) sont respectivement les valeurs de la fonction de poids du chapitre 5

pour les chemins optiques γ1 et γ2. L'algorithme de Monte Carlo correspondant s'énonce de

la manière suivante :

(1) une position x0 est générée uniformément dans le volume réactionnel suivant pX0 ,

(2) partant de x0, un premier chemin optique γ1 est échantillonné suivant la procédure

présentée dans le chapitre 5,

(3) partant de x0, un second chemin optique γ2 est échantillonné indépendamment de γ1

suivant la procédure présentée dans le chapitre 5,

(4) le poids est calculé suivant la fonction de poids ŵprod de l'équation 6.17,

(5) l'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

Il s'agit exactement de la méthode employée au chapitre 3 pour l'estimation du module

carré de l'amplitude de di�usion dans le cadre du calcul de la section e�cace di�érentielle
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de di�usion des micro-organismes photosynthétiques.

Cette méthode permet de traiter n'importe quel ordre entier positif de la loi de couplage

f (A(x0)) = Λ (A(x0)−A0)
n (6.18)

où n ∈ N. A l'ordre n, l'algorithme est identique à celui présenté ci-dessus, avec n chemins

optiques lancés pour chaque position x0 échantillonnée (dans le cas précédent n = 2) :

〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1)

∫
DΓ2(x0)

dγ2 pΓ2(x0)
(γ2)

...×
∫
DΓn(x0)

dγn pΓn(x0)
(γn) ŵ

prod

(6.19)

avec

ŵprod = Λ
n∏

q=1

(
ŵ
(
γq

)
−A0

)
(6.20)

Le temps de calcul (qui est piloté par le nombre de chemins optiques à échantillonner) est ici

environ n fois plus élevé que celui associé à l'évaluation deA(x0), alors que si nous n'utilisions

pas cette reformulation, l'intégration volumique de cette loi de couplage correspondrait à

une multiplication par 105 du temps de calcul (voir Sec. 6.2). Cependant, cette méthode ne

permet pas directement de traiter une fonction non-linéaire quelconque, notamment la loi

de couplage que nous souhaitons utiliser (qui ne se résume pas à des puissances entières).

Généralisation par développement de Taylor : Pour généraliser l'approche aux

fonctions non-linéaires analytiques (in�niment dérivables), nous proposons ici d'écrire la loi

de couplage cinétique comme son développement en série de Taylor autour d'une valeur

donnée A0 (qui est pour l'instant arbitraire) :

f (A(x0)) = Λ0 +
∞∑
n=1

Λn (A(x0)−A0)
n (6.21)

où
Λ0 = f (A0)

Λn =
f (n) (A0)

n!

(6.22)

avec f (n) (A0) la dérivée nime de f prise en A0. L'égalité entre f et son développement

en série de Taylor est véri�ée si (A − A0) est contenue dans le rayon de convergence du
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développement. A0 doit donc être choisi a�n de satisfaire à cette condition (ce qui n'est pas

immédiat car A prend des valeurs di�érentes en chaque point du volume, voir Sec. 6.4). En

appliquant la méthode précédente (Eqs. 6.18 - 6.20) à chaque ordre n du développement, on

obtient :

〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1)

∫
DΓ2(x0)

dγ2 pΓ2(x0)
(γ2) ... ŵ

prod (6.23)

avec

ŵprod = Λ0 +
∞∑
n=1

Λn

n∏
q=1

(
ŵ
(
γq

)
−A0

)
(6.24)

Cette intégrale comporte une in�nité d'intégrations
∫
DΓj (x0)

dγj pΓj(x0)
(γj) et a�n de pouvoir

l'évaluer numériquement, il nous faut introduire un critère d'arrêt. En e�et, l'algorithme de

Monte Carlo �nal ne peut pas consister en la génération d'une in�nité de chemins optiques

pour chacune de ses réalisations. Nous proposons d'introduire un test de Bernoulli a�n de

stopper la génération successive des chemins optiques Γj sans apporter de biais, ni tronquer

le développement de Taylor de f (A). Les tests de Bernoulli sont couramment utilisés lors

de l'estimation de sommes par la méthode de Monte Carlo et nous ne développons pas ici

les interprétations statistiques auxquelles ils sont associés. Cependant, on peut aisément

s'assurer de la rigueur mathématique de leur introduction dans notre formulation intégrale

en remarquant que∫
DΓj (x0)

dγj pΓj(x0)
(γj) ŵ

d(γj) =∫
DΓj (x0)

dγj pΓj(x0)
(γj)

∫ 1

0

drj pRj
(rj)H(rj < Pj)

ŵd(γj)

Pj

(6.25)

où ŵd est une fonction de poids quelconque, pRj
(rj) = 1 et Pj est une probabilité (Pj ∈]0, 1]).

On obtient ainsi la formulation intégrale de l'algorithme de Monte Carlo estimant de manière

exacte 〈rx〉 :

〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1)

∫ 1

0

dr1 pR1(r1)

×
{
H(r1 > P1) ŵ

prod
1 +H(r1 < P1) I1

} (6.26)
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avec Ij dé�ni de manière récursive comme

Ij−1 =

∫
DΓj (x0)

dγj pΓj(x0)
(γj)

∫ 1

0

drj pRj
(rj)

{
H(rj > Pj) ŵ

prod
j +H(rj < Pj) Ij

}
(6.27)

et où pRj
(rj) = 1, Pj est n'importe quelle probabilité non-nulle, et en�n

ŵprod
1 = Λ0

ŵprod
j>1 = Λ0 +

j−1∑
n=1

Λn

n∏
q=1

ŵ
(
γq

)
−A0

Pq

(6.28)

L'algorithme de Monte Carlo correspondant s'énonce de la manière suivante :

(1) une position x0 est générée uniformément dans le volume réactionnel suivant pX0 ,

(2) partant de x0, un chemin optique γ1 est échantillonné suivant la procédure présentée

dans le chapitre 5,

(3) une roulette russe est mise en ÷uvre : un nombre aléatoire r1 est généré uniformément

entre 0 et 1 suivant la densité de probabilité pR1 ,

(a) si r1 > P1, la génération successive des chemins optiques est stoppée, le poids est

calculé suivant la fonction de poids ŵprod
1 et l'algorithme va à l'étape (4),

(b) si r1 < P1, l'algorithme boucle à l'étape (2) en incrémentant l'indice 1 à 2 (et ainsi

de suite),

(4) l'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

6.4 Mise en ÷uvre pour la loi de couplage de Chlamy-

domonas reinhardtii

Dans cette section, nous nous concentrons sur l'estimation de la productivité du Di-

CoFluV, ainsi que ses sensibilités paramétriques, pour la loi de couplage de Chlamydomonas

reinhardtii présentée en annexe B.

6.4.1 Estimation de la productivité du réacteur

Pour la loi de couplage de Chlamydomonas reinhardtii Eq. 6.2, en reprenant les notations

de la section précédente, on obtient les coe�cients suivants pour le développement en série
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de Taylor de la fonction f (voir Eq. 6.22) :

Λ0 = Cx

[
α

KA0

K +A0

− β
Kr

Kr +A0

]

Λn = (−1)n+1Cx

[
α

K2

K +A0

(
A0

K +A0

)n

+ β
Kr

Kr +A0

(
A0

K +A0

)n]
1

An
0

, n ∈ N∗

(6.29)

En injectant ces coe�cients dans l'expression Eq. 6.28 on obtient la fonction de poids

ŵprod
1 = Λ0

ŵprod
j>1 = Λ0 −

j−1∑
n=1

Λ̃n

n∏
q=1

1

Pq

A0 − ŵ
(
γq

)
A0

(6.30)

avec

Λ̃n = Cx

[
α

K2

K +A0

(
A0

K +A0

)n

+ β
Kr

Kr +A0

(
A0

K +A0

)n]
(6.31)

Nous allons maintenant nous intéresser au choix de la valeur A0(x0) autour de laquelle f

est développée localement. A0 est bien potentiellement une fonction de x0 puisque A est une

fonction de l'espace : nous verrons que nous aurons tout intérêt à éviter que A0(x0) soit trop

éloigné de A(x0) et on appellera donc dans la suite A0(x0) le champ estimateur de A(x0).

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, A0(x0) doit se situer dans le rayon de

convergence du développement de Taylor de A(x0). Cela correspond ici à (voir l'encart 2 en

�n de section) :

A0(x0) >
A(x0)−min {K,Kr}

2
(6.32)

où min {K,Kr} désigne la valeur du plus petit des paramètres K et Kr, ici Kr. On propose

de choisir le champ estimateur comme étant un majorant des valeurs que prend localement

la fonction de poids ŵ liée à l'estimation de A(x0) :

A0(x0) > max {ŵ [Γ(x0)]} (6.33)

où on rappelle que Γ(x0) est la variable aléatoire correspondant aux chemins optiques partant

de la position x0, dont γ est une réalisation. Ce choix entraîne d'une part que A0 est un

majorant du champ A, ce qui assure la validité du développement en série de Taylor puisque

A0(x0) > A(x0) est toujours dans le rayon de convergence Eq. 6.32, et d'autre part cela

entraîne que
A0−ŵ(γj)

A0
∈]0, 1], ∀j. Cette seconde conséquence nous permet de choisir la



Chapitre 6 Estimation de la productivité par la méthode de Monte Carlo 245

probabilité des tests de Bernoulli comme étant

Pj =
A0 − ŵ

(
γj

)
A0

(6.34)

ce qui simpli�e l'expression de la fonction de poids Eq. 6.30, qui devient :

ŵprod
1 = Λ0

ŵprod
j>1 = Λ0 −

j−1∑
n=1

Λ̃n

(6.35)

On observe que le chemin γj n'apparaît plus dans l'expression des poids. Pour autant, il

ne s'agit pas d'un algorithme à variance nulle puisque la probabilité du test de Bernoulli

dé�nissant le nombre de termes dans la somme
∑j−1

n=1 Λ̃n dépend des γ1,γ2, ... γj. Reste que

l'algorithme s'en trouve simpli�é et que les qualités numériques sont satisfaisantes 3 (voir

Sec. 6.5). Dans nos tests nous avons �nalement retenu un champ estimateur A0 uniforme

pris à la valeur majorante sur l'ensemble du volume réactionnel :

A0 ≥ max {ŵ [Γ(x0)]} ,∀x0 (6.36)

Dans le cas du DiCoFluv et avec les notations du chapitre 5 cela peut être obtenu avec :

A0 = (νmax − νmin)4π

(
σa,ν

ϕν

hν

)
max

π(1− ρF)
(6.37)

où
(
σa,ν

ϕν

hν

)
max

désigne la valeur maximale de σa,ν
ϕν

hν
sur la gamme spectrale [νmin, νmax]

étudiée. On obtient ainsi la formulation intégrale de l'algorithme de Monte Carlo estimant

de manière exacte 〈rx〉 :

〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1)

∫ 1

0

dr1 pR1(r1)

×
{
H

[
r1 >

A0 − ŵ (γ1)

A0

]
ŵprod

1 +H

[
r1 <

A0 − ŵ (γ1)

A0

]
I1

} (6.38)

3. Si la convergence d'un tel algorithme s'avérait problématique dans d'autres contextes, il serait pertinent
de mettre en ÷uvre la méthodologie de zéro-variance a�n de réduire la variance des poids ŵprod

j . Cependant,
la minimisation de cette variance ne su�rait pas à assurer une optimisation des performances numériques. Il
s'agirait plutôt de trouver un compromis entre la convergence de l'algorithme et le temps de calcul nécessaire
à chacune de ses réalisations ; ce temps de calcul étant directement lié au nombre de chemins optiques à
échantillonner pour chaque réalisation (l'ordre du développement auquel la réalisation s'arrête) [131].
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avec Ij dé�ni de manière récursive comme

Ij−1 =

∫
DΓj (x0)

dγj pΓj(x0)
(γj)

∫ 1

0

drj pRj
(rj)

×

{
H

[
rj >

A0 − ŵ
(
γj

)
A0

]
ŵprod

j +H

[
r1 <

A0 − ŵ
(
γj

)
A0

]
Ij

} (6.39)

et où pX0 = 1
V
, pRj

= 1, pΓj(x0)
représentent la procédure d'échantillonnage des chemins

optiques partant de x0 (voir Chap. 5), ŵ
(
γj

)
est la fonction de poids pour l'estimation de

A (voir Chap. 5), A0 est dé�ni à Eq. 6.37 et en�n la fonction de poids ŵprod
j est dé�nie à

l'équation 6.35.

L'algorithme de Monte Carlo correspondant s'énonce de la manière suivante :

(1) une position x0 est générée uniformément dans le volume réactionnel suivant pX0 ,

(2) partant de x0, un chemin optique γ1 est échantillonné suivant la procédure présentée

dans le chapitre 5,

(3) une roulette russe est mise en ÷uvre : un nombre aléatoire r1 est généré uniformément

entre 0 et 1 suivant la densité de probabilité pR1 ,

(a) si r1 >
A0−ŵ(γ1)

A0
, la génération successive des chemins optiques est stoppée, le poids

est calculé suivant la fonction de poids ŵprod
1 et l'algorithme va à l'étape (4),

(b) si r1 <
A0−ŵ(γ1)

A0
, l'algorithme boucle à l'étape (2) en incrémentant l'indice 1 à 2 (et

ainsi de suite),

(4) l'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

Les résultats donnés par cet algorithme sont présentés à la section 6.5.

Encart 2 Rayons de convergence

On démontre ici les rayons de convergence des développements de Taylor utilisés dans

les sections 6.4.1 et 6.4.2. On se place dans le cas de la loi de couplage de Chlamydomonas

reinhardtii Eq. 6.2. Le développement de Taylor de f autour de A0 est :

f(A) = f(A0)− Cx

∞∑
n=1

[
α

K2

K +A0

(
A0 −A
A0 +K

)n

+ β
Kr

Kr +A0

(
A0 −A
A0 +Kr

)n ]
(6.40)

où K et Kr sont positifs. D'après la règle de Cauchy, cette série est absolument convergente
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si ∣∣∣∣A0 −A
A0 +K

∣∣∣∣ < 1 et

∣∣∣∣ A0 −A
A0 +Kr

∣∣∣∣ < 1 (6.41)

On se restreint aux A0 positifs. Lorsque A0 > A, la série est convergente puisque |A0 −A| <
|A0 +K| et |A0 −A| < |A0 +Kr| (K et Kr étant positifs). Lorsque A0 < A, la série est

convergente si

A0 >
A−K

2
et A0 >

A−Kr

2
(6.42)

c'est-à-dire lorsque

A0 >
A−min {K,Kr}

2
(6.43)

où min {K,Kr} désigne la valeur du plus petit des paramètres K et Kr, ici Kr.

En dérivant l'expression Eq. 6.40 par rapport à A, on obtient le développement de Taylor

de f ′ autour de A0 :

f ′(A) = Cx

∞∑
n=1

[
α

K2

(K +A0)2
n

(
A0 −A
A0 +K

)n−1

+ β
Kr

(Kr +A0)2
n

(
A0 −A
A0 +Kr

)n−1
]

(6.44)

que l'on réécrit

f ′(A) = Cxα
K2

(K +A0)2

∞∑
n=1

An + Cxβ
Kr

(Kr +A0)2

∞∑
n=1

Bn (6.45)

avec

An = n

(
A0 −A
A0 +K

)n−1

(6.46)

et

Bn = n

(
A0 −A
A0 +Kr

)n−1

(6.47)

D'après la règle de d'Alembert, cette série est absolument convergente si

lim
n→∞

∣∣∣∣An+1

An

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

n

∣∣∣∣A0 −A
A0 +K

∣∣∣∣ < 1

et

lim
n→∞

∣∣∣∣Bn+1

Bn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

n

∣∣∣∣ A0 −A
A0 +Kr

∣∣∣∣ < 1

(6.48)

Cette condition est équivalente à la condition Eq. 6.41. Les développements de f et f ′ ont

donc le même rayon de convergence Eq. 6.43.
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6.4.2 Analyse de sensibilité

Encart 3 Précision des notations

Jusqu'ici la fonction f ne dépendait que de A et A ne dépendait que de x0. Dans ce

paragraphe dédié aux sensibilités, nous ferons apparaître de façon explicite la dépendance

éventuelle à un paramètre π en notant : f(A; π) et A(x0; π). Lorsque ces fonctions devien-

dront ainsi des fonctions à deux variables et que nous aurons besoin des dérivées partielles

par rapport au paramètre π, nous écrirons ∂πf(A; π) et ∂πA(x0;π). Quand nous aurons

besoin de la dérivée partielle de f par rapport à A, nous écrirons ∂1f(A; π) pour désigner

la dépendance à la première variable sans ambiguïté sur la valeur de A.

Nous nous intéressons ici aux sensibilités ∂π 〈rx〉 de 〈rx〉 à des paramètres π non-géométriques.

De tels paramètres peuvent intervenir dans l'expression de A, soit A(x0;π), et dans l'expres-

sion de la loi de couplage locale f , soit f (A;π). Nous procédons dans la suite au cas par cas

en reprenant les sensibilités étudiées au chapitre 5.

Cas 1 : Sensibilité à un paramètre n'intervenant que dans l'expression de A : f ≡ f(A)

et A ≡ A(x0;π). Cette situation correspond aux sensibilités à la teneur en pigment p des

micro-organismes et à la ré�ectivité ρF des �bres (voir Chap. 5). Dans ce cas, la sensibilité

locale ∂πrx(x0) s'écrit :

∂πrx(x0) = ∂π [f (A(x0; π))] = f ′ (A(x0; π)) ∂πA(x0; π) (6.49)

où ∂πA(x0;π) est la sensibilité étudiée au chapitre 5 et correspond à la formulation intégrale

∂πA(x0; π) =

∫
DΓ0(x0)

dγ0 pΓ0(x0)
(γ0) ŵπ(γ0) (6.50)

avec π ≡ p ou π ≡ ρF et où Γ0 est une variable aléatoire indépendante et parente des Γj≥1

introduites dans les sections précédentes puisque l'espace des chemins optiques lié à l'évalu-

ation de ∂πA au chapitre 5 est identique à l'espace des chemins optiques lié à l'évaluation de

A (autrement dit, les algorithmes de Monte Carlo évaluant ∂πA et A sont identiques, seule

la fonction de poids change). Les coe�cients du développement en série de Taylor de f ′ (A)

autour de A0 s'obtiennent facilement en dérivant le développement de f (A) Eq. 6.21 :

f ′ (A(x0)) = Λ1 +
∞∑
n=1

(n+ 1)Λn+1 (A(x0)−A0)
n (6.51)
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où les Λj sont dé�nis à l'équation 6.29. Ce développement possède le même rayon de con-

vergence que le développement de f (A) (voir l'encart 2 en �n de section précédente), ce qui

permet de choisir le même champ estimateur A0 et les mêmes probabilités Pj que dans la

section précédente. Ainsi, en appliquant la méthodologie présentée aux sections 6.3 et 6.4.1

en remplaçant les Λj par (j + 1)Λj+1 et en ajoutant l'intégration sur Γ0, on obtient la for-

mulation intégrale suivante pour l'estimation des sensibilités ∂p 〈rx〉 et ∂ρF 〈rx〉 :

∂π 〈rx〉 =
∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ0(x0)

dγ0 pΓ0(x0)
(γ0)

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1)

∫ 1

0

dr1 pR1(r1)

×
{
H

[
r1 >

A0 − ŵ (γ1)

A0

]
ŵprod

π,1 +H

[
r1 <

A0 − ŵ (γ1)

A0

]
I1

}
(6.52)

avec Ij dé�ni de manière récursive comme

Ij−1 =

∫
DΓj (x0)

dγj pΓj(x0)
(γj)

∫ 1

0

drj pRj
(rj)

×

{
H

[
rj >

A0 − ŵ
(
γj

)
A0

]
ŵprod

π,j +H

[
r1 <

A0 − ŵ
(
γj

)
A0

]
Ij

} (6.53)

et où pX0 = 1
V
, pRj

= 1, pΓj(x0)
représente la procédure d'échantillonnage des chemins

optiques partant de x0 (voir Chap. 5), ŵ
(
γj

)
est la fonction de poids pour l'estimation de

A (voir Chap. 5), A0 est dé�ni à Eq. 6.37 et en�n

ŵprod
π,1 = ŵπ(γ0) Λ1

ŵprod
π,j>1 = ŵπ(γ0)

[
Λ1 +

1

A0

j−1∑
n=1

(n+ 1)Λ̃n+1

]
(6.54)

ŵπ(γ0) étant la fonction de poids de la sensibilité ∂πA(x0) pour la réalisation du premier

chemin optique γ0, telle que décrite au chapitre 5. L'algorithme de Monte Carlo correspon-

dant s'énonce de la manière suivante :

(1) une position x0 est générée uniformément dans le volume réactionnel suivant pX0 ,

(2) partant de x0, un premier chemin optique γ0 est échantillonné suivant la procédure

présentée dans le chapitre 5 (ce chemin est dédié au calcul de ŵπ),

(3) partant de x0, un chemin optique γ1 est échantillonné suivant la procédure présentée

dans le chapitre 5,

(4) une roulette russe est mise en ÷uvre : un nombre aléatoire r1 est généré uniformément
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entre 0 et 1 suivant la densité de probabilité pR1 ,

(a) si r1 >
A0−ŵ(γ1)

A0
, la génération successive des chemins optiques est stoppée, le poids

est calculé suivant la fonction de poids ŵprod
1 et l'algorithme va à l'étape (5),

(b) si r1 <
A0−ŵ(γ1)

A0
, l'algorithme boucle à l'étape (3) en incrémentant l'indice 1 à 2 (et

ainsi de suite),

(5) l'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

Cas 2 : Sensibilité à un paramètre intervenant dans l'expression de A et dans l'expression

de la loi de couplage cinétique : f ≡ f(A;π) et A ≡ A(x0; π). Cette situation correspond à

la sensibilité à la concentration Cx en biomasse qui a été étudiée dans le cadre de l'analyse

des champs de A au chapitre 5. Dans ce cas, la sensibilité locale ∂πrx(x0) s'écrit :

∂πrx(x0) = ∂π [f (A(x0;π); π)] = ∂1f (A(x0;π); π) ∂πA(x0; π) + ∂πf (A(x0; π); π) (6.55)

où ∂πA(x0;π) est la sensibilité étudiée au chapitre 5. Le premier terme est traité de manière

identique à ce qui a été fait dans le cas 1. Dans le cas de la sensibilité à Cx et pour la loi de

couplage Eq. 6.2, le second terme est

∂πf (A(x0;Cx);Cx) =
rx(x0)

Cx

(6.56)

Ainsi, la formulation intégrale de la sensibilité ∂Cx 〈rx〉 est identique à celle des sensibilités

∂p 〈rx〉 et ∂ρF 〈rx〉 Eqs. 6.52 et 6.53, avec la fonction de poids changée pour :

ŵprod
Cx,1

= ŵCx(γ0) Λ1 +
ŵprod

1

Cx

ŵprod
Cx,j>1 = ŵCx(γ0)

[
Λ1 +

1

A0

j−1∑
n=1

(n+ 1)Λ̃n+1

]
+
ŵprod

j

Cx

(6.57)

où ŵprod
j est la fonction de poids associée à l'évaluation de 〈rx〉 qui est dé�nie à l'équation 6.35

et ŵCx(γ0) est la fonction de poids de la sensibilité ∂CxA(x0;Cx) pour la réalisation du

premier chemin optique γ0, telle que décrite au chapitre 5.

Les résultats obtenus pour les sensibilités ∂p 〈rx〉, ∂ρF 〈rx〉 et ∂Cx 〈rx〉 sont présentés à la

section 6.5.
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6.5 Résultats dans le photobioréacteur DiCoFluV

Résumé :

On donne ici l'algorithme de Monte Carlo qui est utilisé dans cette section pour l'évalua-

tion de 〈rx〉 et de ses sensibilités ∂p 〈rx〉, ∂ρF 〈rx〉 et ∂Cx 〈rx〉. Cet algorithme a été discuté

dans les sections précédentes. La formulation intégrale est :

I =

∫
V
dx0 pX0(x0)

∫
DΓ0(x0)

dγ0 pΓ0(x0)
(γ0)

∫
DΓ1(x0)

dγ1 pΓ1(x0)
(γ1)

∫ 1

0

dr1 pR1(r1)

×
{
H

[
r1 >

A0 − ŵ (γ1)

A0

]
ŵI

1 +H

[
r1 <

A0 − ŵ (γ1)

A0

]
I1

}
(6.58)

avec Ij dé�ni de manière récursive comme

Ij−1 =

∫
DΓj (x0)

dγj pΓj(x0)
(γj)

∫ 1

0

drj pRj
(rj)

×

{
H

[
rj >

A0 − ŵ
(
γj

)
A0

]
ŵI

j +H

[
r1 <

A0 − ŵ
(
γj

)
A0

]
Ij

} (6.59)

et où pX0 = 1
V
, pRj

= 1, pΓj(x0)
représente la procédure d'échantillonnage des chemins

optiques partant de x0 (voir Chap. 5), ŵ
(
γj

)
est la fonction de poids pour l'estimation

de A (voir Chap. 5), A0 est dé�ni à Eq. 6.37 et :

• pour I = 〈rx〉 la fonction de poids est

ŵI
1 = ŵprod

1 = Λ0

ŵI
j>1 = ŵprod

j>1 = Λ0 −
j−1∑
n=1

Λ̃n

(6.60)

• pour I = ∂p 〈rx〉

ŵI
1 = ŵprod

p,1 = ŵp(γ0) Λ1

ŵI
j>1 = ŵprod

p,j>1 = ŵp(γ0)

[
Λ1 +

1

A0

j−1∑
n=1

(n+ 1)Λ̃n+1

]
(6.61)

ŵp(γ0) étant la fonction de poids de la sensibilité ∂pA(x0) pour la réalisation du
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premier chemin optique γ0, telle que décrite au chapitre 5,

• pour I = ∂ρF 〈rx〉

ŵI
1 = ŵprod

ρF ,1
= ŵρF (γ0) Λ1

ŵI
j>1 = ŵprod

ρF ,j>1
= ŵρF (γ0)

[
Λ1 +

1

A0

j−1∑
n=1

(n+ 1)Λ̃n+1

]
(6.62)

ŵρF (γ0) étant la fonction de poids de la sensibilité ∂ρFA(x0) pour la réalisation du

premier chemin optique γ0, telle que décrite au chapitre 5,

• pour I = ∂Cx 〈rx〉

ŵI
1 = ŵprod

Cx,1
= ŵCx(γ0) Λ1 +

ŵprod
1

Cx

ŵI
j>1 = ŵprod

Cx,j>1 = ŵCx(γ0)

[
Λ1 +

1

A0

j−1∑
n=1

(n+ 1)Λ̃n+1

]
+
ŵprod

j

Cx

(6.63)

ŵCx(γ0) étant la fonction de poids de la sensibilité ∂CxA(x0) pour la réalisation du

premier chemin optique γ0, telle que décrite au chapitre 5.

avec les Λj dé�nis à l'équation 6.29, les Λ̃j dé�nis à l'équation 6.31.

L'algorithme de Monte Carlo correspondant s'énonce de la manière suivante :

(1) une position x0 est générée uniformément dans le volume réactionnel suivant pX0 ,

(2) partant de x0, un premier chemin optique γ0 est échantillonné suivant la procédure

présentée dans le chapitre 5,

(3) partant de x0, un chemin optique γ1 est échantillonné suivant la procédure présentée

dans le chapitre 5,

(4) une roulette russe est mise en ÷uvre : un nombre aléatoire r1 est généré uniformément

entre 0 et 1 suivant la densité de probabilité pR1 ,

(a) si r1 >
A0−ŵ(γ1)

A0
, la génération successive des chemins optiques est stoppée, les

poids sont calculés suivant les fonctions de poids ŵprod
1 , ŵprod

p,1 , ŵprod
ρF ,1

, ŵprod
Cx,1

, et

l'algorithme va à l'étape (5),

(b) si r1 <
A0−ŵ(γ1)

A0
, l'algorithme boucle à l'étape (3) en incrémentant l'indice 1 à

2 (et ainsi de suite),

(5) l'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations

souhaitées.
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L'algorithme présenté dans le résumé précédent permet d'obtenir, au sein d'une seule

et même procédure numérique, un ensemble de résultats à l'échelle du procédé, incluant le

traitement de la di�usion multiple en géométrie complexe, les aspects spectraux et le couplage

aux cinétiques de la photosynthèse. La productivité 〈rx〉 illustrée aux �gures 6.2 et 6.5

est la productivité volumique moyenne du photobioréacteur DiCoFluV (pour la géométrie

présentée au chapitre 5) calculée sur le volume réactionnel (et non sur le volume total du

réacteur qui inclurait l'espace occupé par les �bres) pour les paramètres de la loi de couplage

cinétique de Chlamydomonas reinhardtii donnés en Annexe B et pour une émission aux �bres

lambertiennes, de densité surfacique de �ux q∩ = 25 ·µmol ·m−2 ·s−1. Les sensibilités de 〈rx〉
étudiées sont la sensibilité ∂p 〈rx〉 à la teneur en pigments p de Chlamydomonas reinhardtii, la

sensibilité ∂Cx 〈rx〉 à la concentration en biomasse sèche Cx dans le réacteur, et la sensibilité

∂ρF 〈rx〉 à la ré�ectivité ρF des �bres, telles que dé�nies dans le chapitre 5 et dans le résumé

en début de section.

Les temps de calculs correspondant à l'obtention des résultats de la �gure 6.2 avec un

ordinateur portable de bureau (processeur Intel Core i7-2720QM 2.20GHz), sans optimisation

particulière de l'algorithme de Monte Carlo (ni d'un point de vue numérique ni sur le plan

informatique), sont de l'ordre de la dizaine de minutes (voir Tab. 6.1). Ces résultats obtenus

pour 106 réalisations indiquent une très bonne convergence numérique avec des écarts-types

relatifs de l'ordre de 0.5% pour 〈rx〉 et ses sensibilités. On peut généralement se contenter

d'écarts-types de l'ordre de 1%. Dans ce cas, 2×105 réalisations de l'algorithme su�sent 4, ce

qui ramène les temps de calcul à quelques minutes. Le tableau 6.1 montre que la durée d'une

simulation augmente avec la concentration en biomasse Cx. Ceci est lié à l'augmentation de

l'ordre moyen 〈n〉 du développement en série de Taylor donné à la �gure 6.1 en fonction de

Cx. 〈n〉 représente la multiplication du temps de calcul nécessaire pour chaque réalisation,

par rapport à une estimation de la vitesse spéci�que locale d'absorption des photons A.

En e�et, l'ordre du développement correspond au nombre de chemins optiques qui doivent

être échantillonnés pour chaque réalisation. L'augmentation de 〈n〉 avec la concentration en

biomasse (qui pilote l'épaisseur optique du milieu) est due à une hétérogénéité croissante du

champ de A dans le réacteur, et donc à une di�érence croissante entre le champ estimateur

A0 et A. Dans le cadre de la �gure 6.2, 〈n〉 ' 40 et les temps de calcul sont bien environ 40

fois plus élevés que lors de l'estimation locale de A au chapitre 5.

4. L'écart-type σN1 associé à l'évaluation d'une grandeur par un algorithme de Monte Carlo évolue en
fonction du nombre de réalisation N1 comme σN1 ∝ 1/

√
N1. Pour un nombre de réalisation N2, l'écart-type

σN2 correspondant est :

σN2 = σN1

√
N1

N2
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Le fait de disposer du calcul de 〈rx〉 et de certaines de ses sensibilités, pour des temps de

calculs acceptables, permet d'explorer à moindre frais un espace de paramètres à plusieurs

dimensions, dans une démarche de recherche d'optimum. Dans ce qui suit, nous présentons

un ensemble de premiers résultats s'inscrivant dans cette logique. Il ne s'agit en aucun cas

d'un exercice d'optimisation abouti (ce qui prendra du temps et ne peut être déclenché que

maintenant que les outils sont disponibles), mais d'une illustration des potentiels d'analyse

auxquels nous parvenons au terme de ce travail de thèse.

106 réalisations : 2× 105 réalisations :
écarts-types ∼ 0.5% écarts-types ∼ 1%

Cx (kgx ·m−3) 0.5 1.5 3 0.5 1.5 3
Temps (minutes) 5 15 30 1 3 6

Table 6.1: Ordres de grandeur des temps de calcul nécessaires à l'obtention des résultats
de la �gure 6.2 avec un ordinateur portable équipé d'un processeur Intel Core i7-2720QM
2.20GHz.
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Figure 6.1: Evolution de l'ordre moyen 〈n〉 du développement en série de Taylor de l'algo-
rithme en fonction de la concentration en biomasse Cx. Les résultats pour Cx ≤ 3 ont été
obtenus pour 106 réalisations, les résultats pour Cx > 3 pour 105 réalisations.
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Figure 6.2: Productivité 〈rx〉 et ses sensibilités ∂p 〈rx〉, ∂Cx 〈rx〉 et ∂ρF 〈rx〉 obtenues avec
l'algorithme donné dans le résumé en début de section pour 106 réalisations (sauf les valeurs à
Cx = 3.25 et 3.5 qui ont été obtenues pour 105 réalisations), en fonction de la concentration
en biomasse sèche Cx dans le réacteur. L'estimation de l'erreur numérique est donnée en
barres d'erreur (en gris), les convergences étant bonnes celles-ci ne se voient quasiment pas.
Les sensibilités sont données en relatif, cela correspond à ∂π 〈rx〉× π

〈rx〉 où π est le paramètre
étudié.

La �gure 6.2 illustre la recherche d'un optimum de concentration Cx vis-à-vis de la pro-

ductivité 〈rx〉 d'un réacteur dont la géométrie (qui sera dans la suite paramétrée par le rayon

des �bres) est �xée. L'interprétation physique de l'optimum observé est identique à celle déjà

présentée au chapitre 1 :

� Pour les faibles concentrations Cx le nombre de micro-organismes par unité de volume

participant à la photosynthèse est trop faible et une proportion importante des photons

est perdue aux parois du système. La productivité est faible.

� Pour les fortes concentrations Cx, l'apparition de zones sombres correspondant à une

consommation de biomasse par respiration contribue à réduire la productivité.
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Il est logique de retrouver ici la tendance obtenue avec le modèle monodimensionnel en ab-

sorption pure du chapitre 1 car les photobioréacteurs restent régis, au moins qualitativement,

par les phénomènes d'absorption même lorsque l'on complexi�e la géométrie. Néanmoins, l'-

analyse quantitative du prototype DiCoFluV présentée à la �gure 6.2, incluant les sensibilités

de 〈rx〉, constitue un résultat inédit et riche pour l'étude du procédé. En comparaison avec

les concentrations optimales de l'ordre de 10 kgx ·m−3 calculées dans [7] pour une culture

d'Arthrospira platensis dans le photobioréacteurs DiCoFluV, nous obtenons ici des valeurs

bien plus faibles, de l'ordre de 2 kgx ·m−3. Cette di�érence est principalement due à la con-

jonction de plusieurs e�ets liés au remplacement d'Arthrospira platensis par Chlamydomonas

reinhardtii. Par rapport à Chlamydomonas reinhardtii, la cyanobactérie Arthrospira platensis

ne présente pas de respiration pour les temps courts à l'obscurité (voir Chap. 1), elle possède

un point de compensation environ dix fois inférieur et a une section e�cace d'absorption

environ deux fois inférieure. Tous ces e�ets contribuent à décaler l'optimum de production

vers les fortes valeurs de Cx. De plus, les calculs présentés dans [7] ont été obtenus pour une

con�guration pseudo monodimensionnelle équivalente. L'approche utilisée dans ce chapitre

élimine cette approximation géométrique, qui était jusqu'alors inévitable pour des raisons

numériques, et permet de prendre en compte l'ensemble des e�ets liés à la géométrie com-

plexe du prototype, notamment à travers l'apparition de zones sombres réparties de manière

hétérogène au sein de l'arrangement périodique des �bres et à proximité de la cuve externe

du réacteur. Nous remarquons que cette répartition hétérogène des zones sombres soulève

d'ailleurs la question de la transposition de la règle du γ = 1 (voir Chap. 1), qui à été intro-

duite par un raisonnement monodimensionnel, pour l'analyse du prototype DiCoFluV (γ est

la fraction volumique du milieu réactionnel qui correspond à des valeurs de A supérieures au

point de compensation Ac, voir Sec. 1.2.5). Par ailleurs, la �gure 6.2 montre que la dérivée

seconde de 〈rx〉 (Cx) étant faible à l'optimum, une opération e�cace du procédé ne nécessite

pas un maintien strict de Cx à sa valeur optimale.

La sensibilité ∂ρF 〈rx〉 indique que la ré�ectivité ρF des �bres optiques n'est pas un

paramètre déterminant dans la technologie actuelle qui utilise des �bres en matière polymère

placées dans une gaine, ce qui impose une faible ré�ectivité. La sensibilité ∂p 〈rx〉 est par-
ticulièrement intéressante car la teneur en pigments p des micro-organismes est largement

étudiée par les biologistes moléculaires et les physiologistes [132, 133]. Contrairement à ce qui

est à l'heure actuelle avancé dans ces études, nous observons ici une sensibilité positive : pour

un raisonnement à l'échelle du réacteur il est utile d'augmenter la capacité d'absorption des

micro-organismes. Cette contradiction est typique de la di�culté qu'il y a penser le transfert

radiatif couplé à la cinétique de croissance à l'échelle du procédé.
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Bien que le calcul des sensibilités géométriques reste à l'heure actuelle à un stade ex-

ploratoire (voire Chap. 7), l'outil numérique dont nous disposons nous permet déjà d'anal-

yser la question d'un design optimum grâce à un balayage d'une gamme de paramètres

géométriques. A�n d'illustrer ce potentiel d'analyse, nous nous intéressons à l'in�uence du

rayon rF des �bres optiques en fonction du paramètre Cx (étude bidimensionnelle dans l'es-

pace (rF , Cx)). Le rayon des �bres est un paramètre géométrique déterminant compte tenu

du mode de dilution radiative qui fait la spéci�cité du concept DiCoFluV. Nous choisissons

ici de contraindre l'arrangement spatial du millier de �bres dans le réacteur de sorte que

la fraction volumique occupée par les �bres soit indépendante de leur rayon, ce qui permet

d'assurer une optimisation conjointe des productivités calculées sur le volume réactionnel

et sur le volume total du réacteur, et cela quel que soit rF [7]. La contrainte est telle que

l'espacement dF entre l'axe des �bres est égal à dF = 4 rF (comme dans la géométrie étudiée

au chapitre 5). La �gure 6.3 montre la variation du nombre de �bres dans le photobioréac-

teur pour une gamme de rayons permettant d'assurer une bonne surface spéci�que éclairée

(et donc une bonne productivité volumique), tout en restant compatible avec une certaine

réalité technologique. Pour chaque géométrie, dé�nie par une valeur de rF , nous nous plaçons

à la concentration en biomasse optimale Coptx ≡ C
opt
x (rF) telle qu'observée à la �gure 6.2.

Les valeurs de Coptx (rF) qui sont représentées à la �gure 6.4 ont été obtenues, pour chaque

rF , grâce à des calculs répétés de la sensibilité ∂Cx 〈rx〉 sur la plage de variation des Cx :

l'optimum de 〈rx〉 est obtenu en recherchant la valeur de Coptx qui annule ∂Cx 〈rx〉, ce qui

est un exemple typique d'utilisation des sensibilités dans un contexte d'optimisation.

La �gure 6.5 montre l'évolution, en fonction de rF , de la productivité 〈rx〉 (et de ses sensi-
bilités) prise en Cx = C

opt
x (rF), soit 〈rx〉 (C

opt
x (rF)). Ces résultats con�rment, en géométrie

complexe, le comportement modélisé par la loi d'ingénierie présentée dans [6], qui prédit une

productivité 〈rx〉 proportionnelle à la surface spéci�que éclairée du réacteur. Nous observons

bien ici un doublement de la productivité lorsque le rayon des �bres est divisé par deux, ce qui

revient à doubler la surface spéci�que éclairée 5. Cette con�rmation est essentielle, car bien

que postulée dans [6] et testée pour des con�gurations monodimensionnelles cartésiennes et

cylindriques, elle n'avait jusqu'à présent jamais été validée pour des géométries complexes.

5. La surface spéci�que éclairée du réacteur est :

a =
S∩

V

où S∩ est la surface des �bres et V le volume du domaine réactionnel. Nous travaillons ici à volume constant
puisque la distance entre les �bres est �xée à dF = 4 rF . Une division de rF par deux entraîne une division
de la surface de chaque �bre par deux, mais le nombre total de �bres est multiplié par quatre (voir Fig. 6.3).
a est donc multiplié par deux.
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Figure 6.3: Evolution du nombre de �bres optiques à éclairage latéral dans le réacteur en
fonction de leur rayon rF . L'espacement dF entre l'axe des �bres est contraint à dF = 4 rF .
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Figure 6.4: Concentration Cx optimale assurant une productivité 〈rx〉 maximale pour cha-
cune des géométries dé�nies par le rayon rF des �bres (voir Fig. 6.3). Résultats obtenus par
un balayage de l'espace des Cx qui a été guidé par la valeur de la sensibilité ∂Cx 〈rx〉. La
valeur Coptx est dé�nie telle que ∂Cx 〈rx〉 (C

opt
x ) = 0.
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Figure 6.5: Productivité 〈rx〉 (C
opt
x ) optimale et ses sensibilités ∂p 〈rx〉, ∂Cx 〈rx〉 et ∂ρF 〈rx〉

obtenues avec l'algorithme donné dans le résumé en début de section pour 105 réalisations, en
fonction du rayon rF des �bres optiques. L'espacement dF entre l'axe des �bres est contraint
à dF = 4 rF et le nombre de �bres dépend de leur rayon (voir Fig. 6.3). La productivité

optimale est obtenue en ajustant la concentration à Coptx (voir Fig. 6.4). L'estimation de
l'erreur numérique est donnée en barres d'erreur. Les sensibilités sont données en relatif, cela
correspond à ∂π 〈rx〉 × π

〈rx〉 où π est le paramètre étudié.

La constance des sensibilités ∂p 〈rx〉 et ∂ρF 〈rx〉 sur la gamme de rayons rF explorée semble

indiquer une invariance du comportement du procédé pour les situations à Cx = C
opt
x . Pour

comprendre cette invariance, notons que dans le cas d'une géométrie monodimensionnelle, le

paramètre géométrique serait l'épaisseur E de la lame et l'ensemble des situations optimales

qui sont ici explorées correspondrait bien sûr à une seule et même épaisseur optique e =

σextC
opt
x E assurant une fraction volumique éclairée γ égale à 1 (c'est-à-dire que la valeur
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du champ de rayonnement est �xée en z = E à la valeur du point de compensation, voir

Chap. 1). L'ensemble des couples (E,Coptx ) assurant que γ = 1 correspondrait alors à des

situations strictement équivalentes d'un point de vue radiatif, puisque les transferts dans une

lame ne dépendent de E et Cx qu'à travers l'épaisseur optique. Même si ce raisonnement est

trivial dans le cas monodimensionnel, la con�rmation de cette invariance d'échelle pour la

géométrie complexe du photobioréacteur DicoFluV constitue un résultat important que l'on

peut maintenant appliquer avec con�ance lors d'une ré�exion sur l'optimisation radiative du

procédé.



Chapitre 7

Modèles de sensibilité aux paramètres

géométriques et résolution par la

méthode de Monte Carlo

Résumé :

Le calcul par la méthode de Monte Carlo de sensibilité aux paramètres géométriques d'une con�g-

uration radiative correspond à une di�culté méthodologique bien identi�ée. Les béné�ces d'une

telle analyse de sensibilité seraient pourtant signi�catifs pour l'optimisation des photobioréacteurs,

par exemple pour la répartition des surfaces émettrices dans le prototype DiCoFluV, mais aussi

dans bien d'autres domaines des sciences pour l'ingénieur : optimisation des surfaces ré�ectives

des centrales solaires thermiques à concentration, optimisation des formes de parois de chambres

de combustion, etc. Nous proposons dans ce chapitre une démarche permettant d'aborder cette

question méthodologique d'une manière di�érente de celles proposées jusqu'alors, et nous mon-

trons que sa mise en ÷uvre dans des con�gurations radiatives académiques simples ne pose aucune

di�culté pratique. Notre proposition consiste à travailler sur la formulation locale de l'équation de

transfert radiatif a�n de construire un modèle de sensibilité, c'est-à-dire de dériver une équation

d'évolution pour la sensibilité, puis de construire les conditions aux limites sur cette grandeur.

Cette pratique est courante dans diverses communautés [134, 135, 136, 137, 138, 139] et dans

notre cas, l'essentiel des di�cultés est reporté dans la dérivation des conditions aux limites. Nos

ré�exions concernent donc l'établissement des conditions aux limites du modèle de sensibilité en

accord avec la déformation géométrique envisagée. L'équation d'évolution de la sensibilité est par

contre triviale. La sensibilité obéit à la même équation de transfert radiatif que la luminance, ce

261
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qui fait que lors de la résolution par la méthode de Monte Carlo, une grande partie de l'algo-

rithmique est déjà en place (on utilise les algorithmes décrits au chapitre 5). Mais les conditions

aux limites impliquent des intégrales que nous proposons de traiter également par la méthode

de Monte Carlo. Emergent alors des algorithmes originaux que nous décrivons en détail à la �n

du présent chapitre. Par rapport au travail fondateur de M. Roger [140, 141], nous abandonnons

donc l'idée que l'algorithme de calcul de la sensibilité soit rigoureusement identique à celui de

la grandeur principale (nous acceptons donc des développements et des temps de calcul supplé-

mentaires). Il semble par contre que de nombreuses di�cultés de mise en ÷uvre s'évanouissent,

notamment parmi celles identi�ées et classi�ées par J. De la Torre. [142].

7.1 Problématique du calcul de sensibilité à la déforma-

tion du domaine par la méthode de Monte Carlo et

organisation du chapitre

Au cours des chapitres 5 et 6 nous avons mis à pro�t le fait que la méthode de Monte

Carlo permette de calculer des sensibilités en parallèle de la grandeur principale. Nous nous

sommes dans un premier temps concentrés sur les sensibilités dites paramétriques, dont les

développements académiques sont su�samment matures pour que leur mise en ÷uvre dans

le photobioréacteur DiCoFluV soit directe. Nous avons laissé de côté les sensibilités dites à

la déformation du domaine dont les sensibilités géométriques sont une sous-classe (voir les

travaux de M. Roger et J. De la Torre. [141, 140, 142]). Pourtant, la question de l'optimi-

sation des photobioréacteurs à éclairage interne est intimement liée aux problématiques de

conception inverse qui apparaissent entre autres dès lors que l'on s'intéresse à la répartition

des sources lumineuses dans le volume réactionnel, et ces problématiques d'optimisation sont

bien géométriques. Elles sont notamment à l'origine de l'utilisation d'un arrangement de �-

bres optiques à éclairage latéral dans la conception du prototype DiCoFluV [7]. Au cours

de cette thèse, lorsque nous avons abordé la question de l'optimisation de la géométrie du

procédé (principalement au chapitre 6), nous ne disposions que de l'information sur la pro-

ductivité (que l'on cherche à maximiser) pour chaque con�guration géométrique testée (et

pas des sensibilités géométriques). Bien sûr, cette information permettait déjà d'explorer un
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espace de paramètres géométriques (par répétition des simulations) ce qui aurait pu nous

conduire à l'identi�cation d'une géométrie optimale du réacteur, c'est-à-dire l'identi�cation

d'un jeu de paramètres tels que les courbes de dépendance de la productivité à ces paramètres

indiquent une dérivée première nulle (les sensibilités géométriques s'annulent) 1. La recherche

d'un optimum revient souvent en e�et à analyser les sensibilités plutôt que la productivité

elle même, et cela est apparu comme une évidence à la section 6.5 lorsque nous cherchions à

maximiser la concentration en biomasse dans le réacteur, qui est un paramètre pour lequel

nous disposions du calcul de sensibilité. Il s'agit ici de ré�échir à des procédures similaires,

mais cette fois avec des paramètres géométriques.

A partir des préoccupations du Génie des Procédés, nous réouvrons donc la question

méthodologique du calcul de sensibilités géométriques par la méthode de Monte Carlo.

Notre étude fait suite à un travail mené depuis plusieurs années au sein de l'équipe LA-

PLACE/RAPSODEE en collaboration avec le PROMES, le laboratoire CRCA (Centre de

Recherches sur la Cognition Animale, UMR 5169) et l'entreprise HPC-SA [21, 140, 142, 143,

144]. Une thèse est notamment en cours dans ce contexte, menée par Olivier Farges, portant

sur l'optimisation des surfaces ré�ectives composant les centrales solaires thermiques à con-

centration [145]. Une partie du travail méthodologique présenté dans ce mémoire a donné

suite à une collaboration étroite avec O. Farges et le lecteur pourra trouver un re�et de ce

travail commun dans l'annexe E.

Nous proposons dans ce chapitre une démarche di�érente de celle initiée par A. de Latail-

lade [143] et étendue de manière exhaustive par M. Roger [140]. Notre proposition se présente

donc comme une alternative, mais d'une part elle n'a pas le caractère exhaustif de [140] et

d'autre part elle n'a pour l'instant été testée que sur un ensemble limité de con�gurations

académiques. Cependant, ces con�gurations ont été sélectionnées de façon à inclure les prin-

cipales sources des di�cultés de mise en ÷uvre des algorithmes de M. Roger pour l'étude

d'un photobioréacteur réel : aucune des trois con�gurations détaillées dans ce chapitre ne

serait abordable pratiquement par une stricte application de [140] (même si elles le sont en

théorie). Une brève illustration de ces di�cultés est donnée dans l'encart 1.

1. Dans le cadre de la section 6.5, nous faisions varier le rayon des �bres optiques du photobioréacteur
DiCoFluV tout en gardant un espacement entre �bres proportionnel à leur rayon. Nous n'observions pas
l'existence d'une géométrie optimale car nous ajustions la concentration Cx à sa valeur optimale pour chaque
géométrie testée. Dans ce cas, il n'y avait pas de con�guration géométrique optimale car plus les �bres étaient
petites (et proches les unes des autres), plus la productivité était élevée. Par contre, si nous avions travaillé
à Cx constant, nous aurions bien observé l'existence d'une géométrie optimale.
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Encart 1 Brève illustration des difficultés de mise en ÷uvre d'une ap-

proche intégrale

Prenons le cas d'une lame 1d telle qu'étudiée au chapitre 4 et considérons l'estimation

de la vitesse spéci�que locale d'absorption des photons A (voir Eq. 7.2) par un algorithme de

Monte Carlo réciproque similaire à celui présenté au chapitre 5. Cet algorithme correspond

à l'échantillonnage d'une succession de positions d'interaction qui, partant de x0, mènent à

une sortie du volume réactionnel. Chaque position xj+1 est échantillonnée à partir de la po-

sition précédente xj, au travers de la génération aléatoire d'une direction de propagation ωj

et d'une longueur lj de di�usion (voir Fig. 7.1). Partant d'une position xj, il faut évaluer le

point d'intersection yj+1 entre la demi-droite dé�nie par (xj,ωj) et la géométrie du réacteur

(voir chapitre 5), puis, la longueur lj est générée et l'algorithmique suit une branche dif-

férente suivant que lj est supérieur ou inférieur à la distance ‖yj+1(E)−xj‖. D'un point de

vue formel, le domaine d'intégration de lj est [0, ‖yj+1−xj‖] et il dépend donc de la position
xj, de la direction ωj et de la géométrie du réacteur (voir Fig. 7.1). Dans le formalisme in-

tégral utilisé jusqu'à présent, l'algorithme de Monte Carlo pour l'estimation d'une sensibilité

est obtenu en dérivant la formulation intégrale de A. Ici, le paramètre géométrique (l'épais-

seur E de la lame) apparaît dans tous les domaines d'intégration des longueurs lj. Ceci

est problématique car premièrement, la dérivation des bornes d'intégration apporte une cer-

taine complexi�cation mathématique, deuxièmement, les domaines d'intégration sont tous

di�érents (ils dépendent de la position d'interaction précédente) et en�n, nous sommes dans

des situations de di�usions multiples correspondant à une in�nité de ces domaines d'inté-

grations (formulation intégrale récursive). Ce n÷ud est bien identi�é par les spécialistes de

la méthode de Monte Carlo et cette problématique est soulevée dans [140, 142, 141]. Dans

le cadre de la di�usion multiple, ces travaux proposent une approche permettant de réduire

l'in�nité des domaines d'intégration des lj à un seul domaine. Pour cela, l'échantillonnage

des couples (ωj, lj) est remplacé par une intégration directe des positions d'interaction xj

dans le volume réactionnel, c'est-à-dire un échantillonnage dans <3 [142]. Pour la situation

mono-dimensionnelle de la �gure 7.1, tous les domaines d'intégration des xj sont identiques

et correspondent au volume réactionnel V(E). La sensibilité de A à l'épaisseur de la lame

pourrait donc être estimée par cette approche. Cependant, nous considérons aussi dans ce

chapitre la con�guration simpli�ée de la �gure 7.2.a qui représente un premier niveau de

complexité associé à l'étude des sensibilités aux paramètres géométriques du photobioréac-

teur DiCoFluV : une seule �bre est placée au centre d'un réacteur in�ni de section carrée.

Même dans cette situation simple, l'approche intégrale décrite ci-dessus ne permet plus de

se ramener à un seul domaine d'intégration dans <3. Le domaine DXj
auquel appartient la

position d'interaction xj dépend à nouveau de la position xj−1 précédente de par le blocage

dû à la �bre F qui rend inaccessible un certain sous-domaine de V (voir Fig. 7.2.b).



Chapitre 7 Calcul de sensibilités aux paramètres géométriques 265

a b

0 E

z

x0

ω0

ω1

y1(E)

y2(E)

RF V(E)

x1

x2

0 E

z

x0

RF V(E)

x1

x2

· · · ×
∫ ‖y1(E)−x0‖
0

dl0 pL0(l0)
∫
4π
dω1pΩ1

(ω1|ω0) · · · ×
∫
V(E)

dx1 pX1(x1|x0)

×
∫ ‖y2(E)−x1‖
0

dl1 pL1(l1) · · · ×
∫
V(E)

dx2 pX2(x2|x1) · · ·

Figure 7.1: Echantillonnage des positions d'interaction successives d'un chemin de di�u-
sion multiple dans une con�guration mono-dimensionnelle (voir encart 1). Le paramètre
géométrique est l'épaisseur E de la lame. a : Procédure d'échantillonnage du chapitre 5 et
extrait de la formulation intégrale correspondante (les tests d'intersection sont reportés dans
les bornes d'intégration). b : Echantillonnage des positions d'interaction directement dans le
volume réactionnel V grâce à la construction de la densité de probabilité pXj

(xj|xj−1).
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Figure 7.2: a : Con�guration bidimensionnelle représentative du photobioréacteur Di-
CoFluV : une �bre optique F est placée dans un réacteur R de section carrée de côte 2E
(longueur in�nie). Le volume réactionnel V occupe l'espace entre la �bre et R. b. Représenta-
tion du sous-domaine DXj

de V auquel appartient la position d'interaction xj (voir encart 1).
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Dans tous les raisonnements de l'encart 1, le point de départ est une formulation in-

tégrale de A. Dans toute la suite de ce chapitre, nous explorons une approche di�érente

qui consiste à travailler en premier lieu sur la formulation locale de l'équation de transfert

radiatif a�n de construire un modèle de sensibilité (voir Sec. 7.2). Bien que l'utilisation des

modèles de sensibilité soit une pratique courante dans de nombreux domaines, leur appli-

cation au transfert radiatif et leur résolution par la méthode de Monte Carlo est encore

exploratoire [134, 135, 136, 137, 138, 139]. Ce chapitre est une discussion méthodologique

qui a pour but de clari�er le principe de cette méthode, ses avantages et ses limites, en se

concentrant sur des con�gurations radiatives simples, et en ayant en tête l'idée que la méth-

ode utilisée pour la résolution numérique du modèle de sensibilité sera au �nal la méthode

de Monte Carlo (ce qui signi�era un retour à une formulation intégrale). Nous verrons que la

complexité de l'expression des conditions aux limites d'un modèle de sensibilité dépend du

type de conditions aux limites radiatives (celles portant sur la luminance), de la géométrie de

la con�guration radiative, ainsi que de la nature de la déformation étudiée. A�n de rester le

plus simple possible, nous nous concentrons dans ce chapitre sur le cas particulier des parois

planes non-émettrices soumises à une translation colinéaire à leur normale. La section 7.3.1

s'attache aux parois non-ré�échissantes et la section 7.3.2 traite des phénomènes de ré�ex-

ion. Une fois le modèle de sensibilité posé (équation et conditions aux limites), il sera résolu

par la méthode de Monte Carlo à la section 7.4. L'estimation d'une sensibilité géométrique

∂πA par cette méthode passe alors par l'échantillonnage d'un ensemble de chemins optiques

spéci�ques, qui sont di�érents de ceux utilisés pour l'estimation de A. Contrairement aux

sensibilités paramétriques étudiées au chapitre 5, nous perdons ici l'avantage d'un échan-

tillonnage strictement commun à l'estimation de la grandeur et à celle de sa sensibilité.

Cependant, à la section 7.4.1 cette approche nous permettra d'obtenir la sensibilité de A
au paramètre géométrique E de la con�guration Fig. 7.2.a (largeur de la section carrée)

en l'absence de ré�ectivité à la paroi R, ce qui était pratiquement impossible à atteindre

par une approche intégrale. Dans les sections 7.4.2 et 7.4.3, nous nous concentrerons sur la

gestion des ré�ectivités, mais en nous restreignant cette fois à des géométries plan-parallèle.

L'ensemble de ces discussions se situe dans un cadre académique où les di�cultés sont abor-

dées au cas par cas. Une prise de recul correspondant à la formalisation d'un ensemble de

problèmes plus large, incluant notamment les e�ets liés à la courbure des parois et à leur

émission, est amorcée dans l'annexe E.
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7.2 Principe de la méthode proposée

Etudions pour commencer un problème mésoscopique de transfert radiatif quelconque

dont la géométrie est dé�nie par un paramètre π. Nous considérons dans la suite de ce chapitre

des propriétés radiatives grises et la solution de ce problème est la luminance L̂(x,ω;π), où

π est introduit en tant que variable a�n de signi�er la dépendance du champ de luminance

à la géométrie de la con�guration. Ce problème est dé�ni par l'équation de transfert radiatif

ω · gradxL̂(x,ω;π) = −kextL̂(x,ω; π) + αs kext

∫
4π

dω′ L̂(x,ω′;π) pΩ(ω|ω′) (7.1)

et ses conditions aux limites. L'observable étudiée est la vitesse spéci�que locale d'absorption

des photons :

A(x; π) = σa

∫
4π

dω L̂(x,ω;π) (7.2)

où σa est la section e�cace d'absorption. Le modèle de sensibilité associé à ce problème porte

sur le descripteur mésoscopique sπ(x,ω;π), qui est la dérivée de la luminance par rapport

au paramètre π. Dans le champ, les variables x, ω et π sont indépendantes et on dé�nit sπ
comme :

sπ(x,ω;π) = ∂3 L̂(x,ω;π) (7.3)

où ∂3 L̂ est la dérivée de la luminance par rapport à sa troisième variable. La sensibilité ∂π A,

c'est-à-dire la dérivée de A par rapport au paramètre géométrique π, s'écrit :

∂π A(x; π) = σa

∫
4π

dω sπ(x,ω;π) (7.4)

Dans le chapitre 5, nous calculions A à partir de la résolution du problème de transfert

radiatif sur la luminance, c'est-à-dire à partir de l'équation 7.2. Dans le présent chapitre, nous

suivons la même démarche mais A est remplacé par sa sensibilité ∂π A et la luminance est

remplacée par sa sensibilité sπ (Eq. 7.4). Nous devons donc disposer de l'équation d'évolution

de sπ(x,ω;π), qui est obtenue en dérivant l'équation de transfert radiatif portant sur la

luminance L̂(x,ω;π) (Eq. 7.1) par rapport au paramètre π. Etant donné que ce paramètre

dé�nit la géométrie du problème, il n'apparaît dans aucun des opérateurs de l'équation

de transfert radiatif (seule la luminance dépend de π) et on obtient facilement l'équation

d'évolution :

ω · gradxsπ(x,ω;π) = −kextsπ(x,ω;π) + αs kext

∫
4π

dω′ sπ(x,ω
′; π) pΩ(ω|ω′) (7.5)
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L'équation sur sπ est la même équation de transfert radiatif que celle sur L̂, ce qui signi�e

que sπ et L̂ obéissent à la même physique du transport linéaire.

D'un point de vue numérique, cela implique que le problème en sπ peut être résolu par

un algorithme de Monte Carlo de type "transfert radiatif", exactement comme cela a été

présenté au chapitre 5 pour le problème en L̂. Mais en premier lieu, il faut complètement

poser le modèle de sensibilité : nous disposons déjà de son équation d'évolution et il reste à

dériver ses conditions aux limites.

L'obtention des conditions aux limites du modèle de sensibilité constitue une di�culté

mathématique car il faut pour cela dériver par rapport à π les conditions aux limites du

problème en L̂, qui �xent la valeur de L̂(x,ω;π) pour les positions x ∈ S(π), où S(π) est la
frontière du système, et pour les directions ω ∈ h (x ∈ S(π)), où h est l'hémisphère entrant

à la position x ∈ S(π) considérée. La frontière S et l'hémisphère h (dé�ni par la normale

de S en x) varient en fonction de la déformation géométrique paramétrée par π. Lorsque

l'on dérive les conditions aux limites par rapport à π, des termes en gradxL̂ et gradωL̂

sont donc susceptibles d'apparaître, en plus du terme sπ = ∂3 L̂. De plus, nous verrons que

l'expression de ces termes fait en général intervenir la luminance elle-même et le modèle de

sensibilité sur sπ est ainsi potentiellement couplé aux modèles de L̂, gradxL̂ et gradωL̂, à

la frontière du système. Notre prise de recul concernant l'implication de ces couplages pour

des con�gurations et des déformations quelconques est à l'heure actuelle limitée. Cependant,

dans toutes les situations testées jusqu'à présent, le nombre de ces couplages est �ni, en

d'autres termes, la résolution du modèle de sπ ne nécessite de résoudre qu'un nombre limité

de modèles couplés.

Dans la suite des discussions, nous nous plaçons dans une situation permettant de sup-

primer le couplage au modèle de gradωL̂ a�n de tester le plus simplement possible la mise

en ÷uvre de la méthode proposée, c'est-à-dire de construire complètement le modèle de sen-

sibilité sur sπ et de le résoudre par la méthode de Monte Carlo. Pour cela, nous considérons

uniquement les parois planes déformées par une translation colinéaire à leur normale. Ainsi,

l'hémisphère h est indépendant du paramètre π et de la position sur la surface : le couplage

au modèle de gradωL̂ disparaît.

Encart 2 Remarque sur l'apparition de couplages dans le champ

Le fait que les équations d'évolution soient identiques pour la luminance et sa sensibilité

sπ a trait à la nature du paramètre π. Imaginons que l'on considère un paramètre non-

géométrique, par exemple la densité en micro-organismes Cx. La sensibilité à ce paramètre

a été étudiée par l'approche intégrale au chapitre 5. L'équation d'évolution de sCx est dif-
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férente de l'équation d'évolution de L̂ puisque kext = Cx σext, où σext est la section e�cace

d'extinction. Lorsque l'on dérive l'équation Eq. 7.1 par rapport à Cx, on obtient :

ω·gradx sCx(x,ω;π) = −kext sCx(x,ω;π)+αs kext

∫
4π

dω′ sCx(x,ω
′; π) pΩ(ω|ω′)+C(x,ω;π)

(7.6)

où C(x,ω; π) est un terme de couplage dans le champ avec le modèle de L̂ :

C(x,ω; π) = −σextL̂(x,ω; π) + αs σext

∫
4π

dω′ L̂(x,ω′;π) pΩ(ω|ω′) (7.7)

Contrairement à un modèle de sensibilité géométrique, le couplage au modèle de L̂ apparaît

ici dans le champ et non aux limites. Cette remarque est encore valable pour les modèles de

sensibilité construits à partir de l'approximation P1 (voir Chap. 4).

Con�gurations radiatives étudiées. L'étude de la translation d'une paroi plane selon

une direction colinéaire à sa normale est illustrée dans la suite de ce chapitre sur les trois

con�gurations de la �gure 7.3, qui correspondent à trois niveaux de complexité successifs. La

première con�guration Fig. 7.3.a est monodimensionnelle. Il s'agit d'une lame dont la paroi F
est �xe et émet un rayonnement lambertien homogène. On étudie une translation d'amplitude

π de la paroi R(π) autour de sa position E, c'est-à-dire autour de π = 0. La seconde

con�guration Fig. 7.3.b est une version bidimensionnelle de cette première con�guration. La

paroi F émet ici un rayonnement lambertien inhomogène :

L̂0(y) = H [−a < y ≤ 0] (1 + y/a) + H [0 < y < a] (1− y/a) (7.8)

où a est un paramètre libre et H [ ] est la fonction échelon qui prend la valeur 1 si la condition

entre parenthèses est satisfaite et 0 sinon. En�n, la con�guration Fig. 7.3.c est une simpli-

�cation bidimensionnelle représentative d'un premier niveau de complexité associé à l'étude

du photobioréacteur DiCoFluV. La paroi F (une �bre) est �xe et émet un rayonnement

lambertien homogène. On étudie une translation d'amplitude π des surfaces composant la

paroi R(π) ; en d'autres termes, on étudie une variation d'amplitude π de la côte 2(E + π)

autour de π = 0.

Dans la suite des discussions, on adoptera souvent la notation réduite de la �gure 7.3,

dans laquelle la paroi non-déformée est notée sans dépendance, soit R ≡ R(π = 0).
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a 0
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E E + π
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Figure 7.3: Déformation géométrique des con�gurations radiatives étudiées. a : Con�g-
uration monodimensionnelle. b : Con�guration bidimensionnelle à géométrie 1d. c : Con-
�guration bidimensionnelle représentative de l'étude du photobioréacteur DiCoFluV (voir
Fig. 7.2).

Proposition d'une procédure pour l'écriture des conditions aux limites du modèle

de sensibilité. Avant d'aborder la paroi déformée (la paroi R), notons que dans les trois

con�gurations étudiées, l'obtention des conditions aux limites à la paroi F est triviale. Les

conditions aux limites dans le problème en L̂ sont :

L̂(x,ω;π) = L̂0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (7.9)

où nF est la normale entrante à la position x de F . Ni la géométrie de la paroi F , ni les

phénomènes physiques qui y ont lieu (ici une émission) ne dépendent du paramètre π. La

dérivation par rapport à π donne donc des conditions aux limites nulles pour le modèle de
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sensibilité :

sπ(x,ω) = 0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (7.10)

La di�culté se résume donc en l'évaluation des conditions aux limites à la paroi R(π) pour la

valeur particulière du paramètre π = 0. Il s'agit d'obtenir l'expression de sπ(x,ω; π = 0), où

x ∈ R(π = 0) et ω ·nR > 0, nR étant la normale entrante à la position x de R. On introduit

pour cela le repère �xe (indépendant de π), présenté à la �gure 7.4.a, qui est associé à la paroi

R et dont la dé�nition est commune à toutes les con�gurations étudiées. Il comporte un axe

colinéaire à la normale nR, deux axes appartenant à R, et son origine est la position x ∈ R
étudiée. Une position r au sein du volume réactionnel est dé�nie par ses trois coordonnées

r‖,1, r‖,2 et r⊥ :

r =

∣∣∣∣∣∣∣∣
r‖,1

r‖,2

r⊥

(7.11)

On dé�nit la projection r‖ du vecteur r sur la surface R

r‖ =

∣∣∣∣∣ r‖,1r‖,2
(7.12)

de sorte que r soit repéré par l'abscisse r⊥ et le vecteur r‖. La luminance s'écrit ainsi

L̂(r⊥, r‖,ω; π) et on remarque que la numérotation des variables change pour l'expression de

sπ qui s'écrit maintenant sπ = ∂4 L̂(r⊥, r‖,ω; π).

a r⊥ = 0 r⊥ = π

r‖,1

r‖,2

π

r⊥

R(π)R

n
R

V

x

b r⊥ = 0 r⊥ = π

r⊥

L̂ recherchée
Solution de

L̂ suposé
connu

Condition à la
limite propre au

problème étudié

R(π)R

V

n
R x

c r⊥ = 0 r⊥ = π

r⊥µ

ω‖

R(π)R

ω

n
R

V

x

Figure 7.4: Sous-système associé à la paroi. L'étude de ce système est utilisée pour la déter-
mination des conditions aux limites du modèle de sensibilité. a : Repère. b : Con�guration
radiative. c : Projection des directions.
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Nous nous concentrons maintenant sur l'étude du sous-système correspondant à la lame

virtuelle d'épaisseur π > 0 de la �gure 7.4.b. L'équation de transfert radiatif dans cette lame

est identique à l'équation 7.1 correspondant au reste du système (puisque cette lame virtuelle

est une partie du volume réactionnel, voir 7.3.a). On réécrit cette équation en décomposant

le terme de transport sur les composantes parallèles et perpendiculaires à la surface R :

µ ∂1 L̂(r⊥, r‖,ω; π) + ω‖ · gradr‖
L̂(r⊥, r‖,ω; π) =

−kextL̂(r⊥, r‖,ω;π) + αs kext

∫
4π

dω′ L̂(r⊥, r‖,ω
′; π) pΩ(ω|ω′)

(7.13)

avec µ = −ω · nR et où ω‖ est la projection de ω sur la surface R (voir Fig. 7.4.c). Les

conditions aux limites pour le sous-système de la �gure 7.4.b sont :

• En r⊥ = 0 :

L̂(0, r‖,ω;π) pour ω · nR < 0

Il s'agit de la solution du problème en L̂ en un point particulier du volume réactionnel.

• En r⊥ = π :

L̂(π, r‖,ω;π) pour ω · nR > 0

Cette condition à la limite dépend du problème traité, deux cas particuliers seront

abordés dans les sections suivantes : la luminance entrante sera nulle à la section 7.3.1

(paroi absorbante) et une condition de ré�exion spéculaire sera introduite à la sec-

tion 7.3.2.

L'obtention des conditions aux limites de sπ(x,ω, 0) passera dans un premier temps

par l'expression de L̂(r⊥,0,ω;π) pour ω ·nR > 0. En fonction des conditions aux limites en

r⊥ = π (c'est-à-dire les conditions aux limites du problème en L̂ à la paroiR(π)), l'expression

de L̂(r⊥,0,ω;π) est plus ou moins di�cile à obtenir. Cependant, quelle que soit la situation,

nous suivons dans ce chapitre une procédure calculatoire générale, qui sera étendue à une

famille de problèmes plus large dans l'annexe E. Notons avant tout que l'obtention de la

solution explicite générale de L̂(r⊥,0,ω; π) n'est pas nécessaire, puisque au �nal, nous ne

considérons que la limite π → 0. Dans ces conditions, seuls les termes L̂(0)(r⊥,0,ω;π) d'ordre

0 et L̂(1)(r⊥,0,ω; π) d'ordre 1 (dans un développement en ordre de di�usion) apportent une

contribution à la condition aux limites :

sπ(x,ω, 0) = ∂4 L̂
(0)(0,0,ω; 0) + ∂4 L̂

(1)(0,0,ω; 0) pour ω · nR > 0 (7.14)
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La procédure générale proposée consiste donc à suivre les étapes suivantes :

(a) Exprimer L̂(r⊥,0,ω; π) pour ω · nR > 0 en ne gardant que le terme L̂(0)(r⊥,0,ω; π)

d'ordre 0 et le terme L̂(1)(r⊥,0,ω; π) d'ordre 1 qui sont les seuls termes qui contribueront

à la condition aux limites de sπ(x,ω, 0).

(b) Exprimer sπ(x,ω, 0) comme la limite en π → 0 de la somme ∂4 L̂
(0)(r⊥,0,ω; π) +

∂4 L̂
(1)(r⊥,0,ω; π) prise en r⊥ = 0 :

sπ(x,ω, 0) = ∂4 L̂(0,0,ω; 0) = lim
π→0

[
∂4 L̂(0,0,ω; π)

]
pour ω · nR > 0

= lim
π→0

[
∂4 L̂

(0)(0,0,ω;π) + ∂4 L̂
(1)(0,0,ω;π)

]

De plus, sachant que seule la limite r⊥ → 0 est utilisée à l'étape (b), la solution L̂(1)(r⊥,0,ω;π)

est exprimée comme son développement en série de Taylor autour de r⊥ = 0. On simpli�e

ainsi les calculs car seuls les premiers ordres du développement ont besoin d'être explicités,

les ordres supérieurs apportant une contribution nulle à sπ lorsque r⊥ → 0.

En pratique, cette procédure se traduira à la section 7.3 par les étapes qui sont détaillées

dans le cadre ci-dessous.

Procédure pour l'écriture des conditions aux limites du modèle de

sensibilité :

(1) Expression de la luminance d'ordre 0 L̂(0)(r⊥,0,ω; π).

(2) Expression de la luminance d'ordre 1 L̂(1)(r⊥,0,ω; π) pour ω · nR > 0.

(3) Dérivation par rapport à π de L̂(0) et L̂(1) et expression des limites

limπ→0

[
∂4 L̂

(0)(0,0,ω;π)
]
et limπ→0

[
∂4 L̂

(1)(0,0,ω;π)
]
.

(4) Expression de la condition aux limites comme

sπ(x,ω, 0) = lim
π→0

[
∂4 L̂

(0)(0,0,ω; π)
]
+ lim

π→0

[
∂4 L̂

(1)(0,0,ω;π)
]
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7.3 Dérivation des conditions aux limites pour une paroi

plane non-émettrice soumise à une translation col-

inéaire à sa normale

Les dérivations mathématiques menant à l'obtention des conditions aux limites du modèle

de sensibilité à la paroi R sont ici données. La lecture de cette section n'est pas nécessaire

à la suite des discussions car ces résultats seront rappelés ultérieurement, dans le cadre de

la résolution du modèle de sensibilité par la méthode de Monte Carlo à la section 7.4. On

remarque tout de même qu'une interprétation physique des conditions aux limites obtenues

est donnée à la �n du paragraphe 7.3.1 (voir Fig. 7.6 et les discussions associées) pour les

parois non-ré�échissantes et à la �n du paragraphe 7.3.2 pour les parois ré�échissantes (voir

Fig. 7.9 et les discussions associées).

7.3.1 Parois non-ré�échissantes : couplage avec le modèle de la lu-

minance

La paroi R(π) est ici non-émettrice et non-ré�échissante. Les conditions aux limites à

cette paroi dans le problème en L̂ sont :

L̂(x,ω;π) = 0 pour x ∈ R(π), ω · nR > 0 (7.15)

Les conditions aux limites en sensibilité à la paroi R sont obtenues en suivant la procédure

présentée à la section 7.2. Pour cela, nous nous plaçons dans la con�guration du sous-système

de la �gure 7.4, avec les conditions aux limites suivantes sur L̂(r⊥, r‖,ω; π) :

• En r⊥ = 0 :

L̂(0, r‖,ω;π) pour ω · nR < 0 est la solution du problème en L̂. (7.16)

• En r⊥ = π :

L̂(π, r‖,ω;π) = 0 pour ω · nR > 0 (7.17)

Nous suivons à partir de maintenant la procédure de la section 7.2, page 269.

(1) Expression de la luminance d'ordre 0 L̂(0). Les conditions aux limites sur L̂(0)

sont :
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• En r⊥ = 0 :

L̂(0)(0, r‖,ω;π) pour ω · nR < 0 est la solution du problème en L̂. (7.18)

• En r⊥ = π :

L̂(0)(π, r‖,ω;π) = 0 pour ω · nR > 0 (7.19)

L̂(0) correspond à la solution triviale (voir Chap. 4) :

L̂(0)(r⊥, r‖,ω;π) = 0 pour µ < 0 (7.20)

L̂(0)(r⊥, r‖,ω; π) = L̂(0, r‖ − ω‖ r⊥/µ,ω;π) exp [−kext r⊥/µ] pour µ > 0 (7.21)

où µ = −ω · nR et ω‖ est la projection de ω sur la surface R(π = 0) (voir Fig. 7.4.c). Cette

solution est facilement obtenue par la construction géométrique donnée à la �gure 7.5.

(2) Expression de la luminance d'ordre 1 L̂(1). L̂(1) obéit à l'équation (voir Chap. 4) :

µ ∂1 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω; π) + ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π) =

−kextL̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) + αs kext

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′; π) pΩ(ω|ω′)

(7.22)

r⊥0 π

µ

ω‖ ω

-ω‖
r⊥

µ

R R(π)

V

Figure 7.5: Construction géométrique illustrant la solution de la luminance balistique.
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où toutes les notations sont dé�nies à la section précédente. Le développement de Taylor de

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π) autour de r⊥ = 0 s'écrit :

L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) = L̂(1)(0, r‖,ω;π) + ∂1 L̂
(1)(0, r‖,ω; π) r⊥ + 1/2 ∂ 2

1 L̂
(1)(0, r‖,ω; π) r2⊥ + · · ·

(7.23)

Le développement de Taylor de ∂1 L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) est :

∂1 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω;π) = ∂1 L̂

(1)(0, r‖,ω; π) + ∂ 2
1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π) r⊥ + · · · (7.24)

En substituant ces développements dans l'équation de transfert radiatif Eq. 7.22, il vient :

µ
[
∂1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π) + ∂ 2
1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π) r⊥ + · · ·
]
+ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π) =

−kext
[
L̂(1)(0, r‖,ω;π) + ∂1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π) r⊥ + · · ·
]

+αs kext

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

(7.25)

L'expression de ∂1 L̂(1)(0, r‖,ω;π) est obtenue en identi�ant les termes d'ordre 0 en r⊥ :

∂1 L̂
(1)(0, r‖,ω;π) = −kext/µ L̂(1)(0, r‖,ω; π)

−1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)

+αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

(7.26)

En injectant cette expression dans le développement de Taylor de L̂(1), on obtient la solution

générale de l'équation de transfert radiatif Eq. 7.22 :

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π) = L̂(1)(0, r‖,ω; π)

+
[
−kext/µ L̂(1)(0, r‖,ω;π)− 1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)

+ αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

]
r⊥

+ [· · ·] r2⊥ + · · ·
(7.27)

Cette expression générale doit maintenant satisfaire aux conditions aux limites sur L̂(1), qui

sont ici :
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• En r⊥ = 0 :

L̂(1)(0, r‖,ω;π) = 0 pour ω · nR < 0 (≡ µ > 0) (7.28)

• En r⊥ = π :

L̂(1)(π, r‖,ω; π) = 0 pour ω · nR > 0 (≡ µ < 0) (7.29)

Seule la solution de L̂(1) pour µ < 0 est nécessaire à l'obtention de la condition aux limites sur

sπ. En injectant l'équation 7.27 dans la condition à la limite L̂(1)(π, r‖,ω; π) = 0 pour µ < 0,

il vient :

L̂(1)(0, r‖,ω;π)

+
[
−kext/µ L̂(1)(0, r‖,ω;π)− 1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π)

+ αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′; π) pΩ(ω|ω′)

]
π + [· · ·] π2 + · · · = 0

(7.30)

⇐⇒

L̂(1)(0, r‖,ω;π) =
1

1− kext/µ π

×
{[

1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)− αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′; π) pΩ(ω|ω′)

]
π

+ [· · ·] π2 + · · ·
}

, pour µ < 0

(7.31)

Cette expression permet d'obtenir le développement de Taylor de la solution du problème

pour µ < 0 :

L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) =
1

1− kext/µ π

×
{[

1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)− αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′; π) pΩ(ω|ω′)

]
π

+ [· · ·] π2 + · · ·
}

+∂1 L̂
(1)(0, r‖,ω;π) r⊥ + 1/2 ∂ 2

1 L̂
(1)(0, r‖,ω;π) r2⊥ + · · ·

(7.32)

(3) Dérivation par rapport à π de L̂(0) et L̂(1) et prise de la limite π → 0. Dans

la situation étudiée ∂ 4 L̂
(0)(0, r‖,ω; 0) = 0 pour ω · nR > 0 (i.e µ < 0). L'expression de
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∂ 4 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω;π) est obtenue en dérivant l'Eq. 7.32 :

∂ 4 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω;π) =

1

1− kext/µ π

×
{[

1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)− αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

]
+ [· · ·] π + · · ·

+∂π

[
1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)− αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′; π) pΩ(ω|ω′)

]
π

+∂π [· · ·] π2 + · · ·
}

+
kext/µ

(1− kext/µ π)2

×
{[

1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)− αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

]
π

+ [· · ·] π2 + · · ·
}

+∂ 4

[
∂1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π)
]
r⊥ + 1/2 ∂ 4

[
∂ 2
1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π)
]
r2⊥ + · · ·

(7.33)

A la limite r⊥ → 0, π → 0 aucun des termes du développement ci-dessus ne diverge et il

vient, pour µ < 0 :

∂ 4 L̂
(1)(0, r‖,ω; 0) = −αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) pΩ(ω|ω′)

+1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(0, r‖,ω; 0)

(7.34)

De la même manière que l'on a obtenu ∂ 4 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω; π) en dérivant l'expression de L̂(1),

on a :

gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) =

1

1− kext/µ π

{
gradr‖

[· · ·] π + gradr‖
[· · ·] π2 + · · ·

}
+gradr‖

[
∂1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π)
]
r⊥

+1/2gradr‖

[
∂ 2
1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π)
]
r2⊥ + · · ·

(7.35)

A la limite r⊥ → 0, π → 0 :

gradr‖
L̂(1)(0, r‖,ω; 0) = 0 (7.36)
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et donc

∂ 4 L̂
(1)(0, r‖,ω; 0) = −αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) pΩ(ω|ω′) (7.37)

En remplaçant L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) par son expression (voir les conditions aux limites sur L̂(0)),

on obtient pour µ < 0 :

∂ 4 L̂
(1)(0, r‖,ω; 0) = −αs kext/µ

∫
h−
dω′ L̂(0, r‖,ω

′; 0) pΩ(ω|ω′) (7.38)

où h− est l'hémisphère correspondant à ω′ · nR < 0.

(4) Expression de la condition aux limites. La position (r⊥ = 0, r‖ = 0) du système

de coordonnées utilisé correspond à la position x de la paroi R (voir Fig. 7.4). En se plaçant

en r‖ = 0 et en remplaçant µ par −ω · nR dans l'expression de ∂ 4 L̂
(1) Eq. 7.38, on obtient

la condition à la limite du modèle de sensibilité :

sπ(x,ω) = ∂ 4 L̂
(0) + ∂ 4 L̂

(1) =
kd

ω · nR

∫
h−
dω′ L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′) pour x ∈ R, ω · nR > 0

(7.39)

où h− est l'hémisphère correspondant à ω′ · nR < 0 et où kd = αs kext est le coe�cient de

di�usion.

Les dérivations mathématiques précédentes démontrent que les conditions aux limites

du modèle de sensibilité sur une paroi plane non-émettrice non-ré�échissante soumise à une

translation colinéaire à sa normale s'écrivent selon l'équation 7.39. Nous tentons maintenant,

à la �gure 7.6, de construire un intuitif autour de l'écriture de ces conditions aux limites.

Nous avons vu que leur construction passe par l'étude de la lame mince de la �gure 7.4

(qui est rappelée à la �gure 7.6), pour laquelle la limite π → 0 est �nalement considérée.

Les images de la di�usion simple sont alors exactes. De plus, nous ne nous intéressons qu'à

l'expression de la luminance pour les directions ω · nR > 0. La paroi en R(π) étant pure-

ment absorbante, seul la rétrodi�usion des photons incidents (qui correspondent à toutes les

directions ω′) est à prendre en compte. Cette image permet de visualiser l'origine de l'inté-

gration sur l'hémisphère h− qui intervient dans l'équation 7.39. Cependant, elle ne permet

pas d'interpréter précisément la signi�cation du préfacteur 1/ω ·nR : bien que π/ω ·nR soit

la longueur de traversée de la lame pour une direction de propagation ω (qui une fois multi-

pliée par le coe�cient de di�usion kd renseigne sur l'occurrence des événements de di�usion

simple), il est ici impossible de justi�er un préfacteur 1/ω · nR plutôt que 1/ω′ · nR.
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ω
′

R R(π)

Vω

n
R

π

Figure 7.6: Représentation des chemins optiques du sous-système de la �gure 7.4 menant
à l'expression de la condition aux limites sur sπ pour une paroi non-émettrice et non-
ré�échissante. Une di�usion dans le volume est notée ©. Seuls les phénomènes de di�usion
simple arrière apportent une contribution.

7.3.2 Parois ré�échissantes : couplage avec le modèle du gradient

spatial

Nous donnons dans cette section les dérivations mathématiques qui mènent à l'expression

des conditions aux limites du modèle de sensibilité dans le cas d'une paroi plane non-émettrice

de ré�ectivité ρR soumise à une translation colinéaire à sa normale. Une interprétation

physique des conditions aux limites ainsi obtenues est donnée dans le dernier paragraphe de

la présente section en référence à la �gure 7.9.

La paroi R(π) est toujours non-émettrice mais elle ré�échit maintenant le rayonnement

de manière spéculaire. Les conditions aux limites à cette paroi dans le problème en L̂ sont :

L̂(x,ω;π) = ρRL̂(x,−ωspec;π) pour x ∈ R(π), ω · nR > 0 (7.40)

où −ωspec est la direction de ré�exion spéculaire associée à ω (voir Fig. 7.7). Les conditions

aux limites à la paroi R sont obtenues en suivant la procédure présentée à la section 7.2.

Nous nous plaçons dans la con�guration du sous-système de la �gure 7.4, avec les conditions

aux limites suivantes sur L̂(r⊥, r‖,ω;π) :

• En r⊥ = 0 :

L̂(0, r‖,ω;π) pour ω · nR < 0 est la solution du problème en L̂. (7.41)
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ρR

ωspec

ω

n
R θ

θ

Figure 7.7: Dé�nition de la direction spéculaire ωspec associée à la direction ω.

• En r⊥ = π :

L̂(π, r‖,ω; π) = ρRL̂(π, r‖,−ωspec; π) pour ω · nR > 0 (7.42)

La dépendance à π de la condition à la limite en r⊥ = π passe par la position de la paroi

R(π) et par la solution de la luminance incidente L̂(π, r‖,−ωspec;π).

Nous suivons à partir de maintenant la procédure de la section 7.2 (voir page 269) pour

l'écriture des conditions aux limites du modèle de sensibilité.

(1) Expression de la luminance d'ordre 0 L̂(0). Les conditions aux limites sur L̂(0)

sont :

• En r⊥ = 0 :

L̂(0)(0, r‖,ω;π) pour ω · nR < 0 est la solution du problème en L̂. (7.43)

• En r⊥ = π :

L̂(0)(π, r‖,ω; π) = ρRL̂(0)(π, r‖,−ωspec; π) pour ω · nR > 0 (7.44)

L̂(0) correspond à la solution triviale (voir Chap. 4) :

Pour µ > 0

L̂(0)(r⊥, r‖,ω; π) = L̂(0, r‖ − ω‖ r⊥/µ,ω; π) exp [−kext r⊥/µ] (7.45)

Pour µ < 0

L̂(0)(r⊥, r‖,ω;π) = ρR L̂(0, r‖ + ω‖ (2π − r⊥)/µ,−ωspec; π) exp [+kext (2π − r⊥)/µ] (7.46)
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où on rappelle que µ = −ω · nR et ω‖ est la projection de ω sur la surface R(π = 0) (voir

Fig. 7.4). On souligne que µ < 0 dans l'équation 7.46. Cette solution est facilement obtenue

par la construction géométrique de la Fig. 7.5 pour µ > 0 et par la construction géométrique

Fig. 7.8 pour µ < 0.

(2) Expression de la luminance d'ordre 1 L̂(1). Seules les conditions aux limites dif-

fèrent par rapport à l'étude d'une paroi non-ré�échissante présentée à la section précédente.

L̂(1) obéit à l'équation de transfert radiatif 7.22 et nous pouvons utiliser le développement de

Taylor Eq. 7.27 de la solution générale de L̂(1). Cette solution obtenue précédemment est :

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π) = L̂(1)(0, r‖,ω; π)

+
[
−kext/µ L̂(1)(0, r‖,ω;π)− 1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π)

+ αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

]
r⊥

+ [· · ·] r2⊥ + · · ·
(7.47)

Cette expression générale doit maintenant satisfaire aux conditions aux limites sur L̂(1), qui

sont ici :

• En r⊥ = 0 :

L̂(1)(0, r‖,ω;π) = 0 pour ω · nR < 0 (≡ µ > 0) (7.48)

0 πr⊥

ω‖

µ

R(π)R

ρR

ω

-ωspec

V

+ω‖ (2π − r⊥)/µ

Figure 7.8: Construction géométrique illustrant la solution de la luminance balistique.
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• En r⊥ = π :

L̂(1)(π, r‖,ω; π) = ρRL̂(1)(π, r‖,−ωspec; π) pour ω · nR > 0 (≡ µ < 0) (7.49)

Pour µ > 0, en injectant l'équation 7.47 dans la condition à la limite L̂(1)(0, r‖,ω;π) = 0, il

vient :

L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) =
[
−1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)

+ αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

]
r⊥

+ [· · ·] r2⊥ + · · ·

(7.50)

Pour µ < 0,

L̂(1)(π, r‖,ω; π) = ρRL̂(1)(π, r‖,−ωspec; π) (7.51)

où ω · −nR = µ, −ωspec · −nR = −µ et −ωspec
‖ = ω‖ (voir Figs. 7.7 et 7.8). Il découle

des propriétés de la ré�exion spéculaire que L̂(1)(π, r‖,−ωspec;π) correspond à la solution

précédemment obtenue pour µ > 0. En remplaçant µ par −µ dans l'expression de L̂(1) pour

µ > 0 a�n d'exprimer L̂(1)(π, r‖,−ωspec;π), on obtient :

L̂(1)(π, r‖,ω; π) = ρRL̂(1)(π, r‖,−ωspec; π)

⇐⇒

L̂(1)(0, r‖,ω;π)

+
[
−kext/µ L̂(1)(0, r‖,ω; π)− 1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω; π)

+ αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

]
π + [· · ·] π2 + · · ·

= ρR
[
1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,−ωspec;π)

− αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′; π) pΩ(−ωspec|ω′)

]
π + [· · ·] π2 + · · ·

(7.52)
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⇐⇒

L̂(1)(0, r‖,ω;π) =
1

1− kext/µ π

×
{[

1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) + ρR 1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,−ωspec; π)

−αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

−ρR αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(−ωspec|ω′)

]
π

+ [· · ·] π2 + · · ·
}

, pour µ < 0

(7.53)

Cette expression permet d'obtenir le développement de Taylor de la solution du problème

pour µ < 0 :

L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) =
1

1− kext/µ π

×
{[

1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) + ρR 1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,−ωspec; π)

−αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

−ρR αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(−ωspec|ω′)

]
π

+ [· · ·] π2 + · · ·
}

+∂1 L̂
(1)(0, r‖,ω;π) r⊥ + 1/2 ∂ 2

1 L̂
(1)(0, r‖,ω;π) r2⊥ + · · ·

(7.54)

(3) Dérivation par rapport à π de L̂(0) et L̂(1) et prise de la limite π → 0. La

contribution des photons balistiques ∂ 4 L̂
(0)(0, r‖,ω; 0) est obtenue en dérivant l'expression

Eq. 7.46 de L̂(0), puis en considérant (r⊥ = 0, π = 0). On obtient l'expression suivante pour

µ < 0 :

∂ 4 L̂
(0)(0, r‖,ω; 0) = ρR∂ 4 L̂(0, r‖,−ωspec; 0)

+2ρRkext/µ L̂(0, r‖,−ωspec; 0)

+2ρR1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(0, r‖,−ωspec; 0)

(7.55)
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Le premier terme vient de la dépendance à π des photons incidents à la paroi (qui y sont

ré�échis), le second terme vient de la dépendance à π de l'atténuation exponentielle par

extinction et en�n, le terme en gradr‖
vient de la dépendance à π de la deuxième variable

de L̂ dans l'expression de L̂(0).

L'expression de ∂ 4 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω;π) est obtenue en dérivant l'Eq. 7.54 :

∂ 4 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω;π) =

1

1− kext/µ π

×
{[

1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) + ρR 1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,−ωspec; π)

−αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

−ρR αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(−ωspec|ω′)

]
+ [· · ·] π + · · ·

+∂π

[
1/µ ω‖ · gradr‖

L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) + ρR 1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,−ωspec;π)

−αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(ω|ω′)

−ρR αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(r⊥, r‖,ω
′;π) pΩ(−ωspec|ω′)

]
π

+∂π [· · ·] π2 + · · ·
}

+
kext/µ

(1− kext/µ π)2
{
[· · ·] π + [· · ·] π2 + · · ·

}
+∂ 4

[
∂1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π)
]
r⊥ + 1/2 ∂ 4

[
∂ 2
1 L̂

(1)(0, r‖,ω; π)
]
r2⊥ + · · ·

(7.56)

A la limite r⊥ → 0, π → 0 aucun des termes du développement ci-dessus ne diverge et il

vient, pour µ < 0 :

∂ 4 L̂
(1)(0, r‖,ω; 0) = −αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) pΩ(ω|ω′)

−ρR αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) pΩ(−ωspec|ω′)

+1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(0, r‖,ω; 0)

+ρR 1/µ ω‖ · gradr‖
L̂(1)(0, r‖,−ωspec; 0)

(7.57)
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De la même manière que l'on a obtenu ∂ 4 L̂
(1)(r⊥, r‖,ω; π) en dérivant l'expression de L̂(1),

on a :

gradr‖
L̂(1)(r⊥, r‖,ω;π) =

1

1− kext/µ π

{
gradr‖

[· · ·] π + gradr‖
[· · ·] π2 + · · ·

}
+gradr‖

[
∂1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π)
]
r⊥

+1/2gradr‖

[
∂ 2
1 L̂

(1)(0, r‖,ω;π)
]
r2⊥ + · · ·

(7.58)

A la limite r⊥ → 0, π → 0

gradr‖
L̂(1)(0, r‖,ω; 0) = 0 (7.59)

et de manière similaire

gradr‖
L̂(1)(0, r‖,−ωspec; 0) = 0 (7.60)

On a donc, toujours pour µ < 0 :

∂ 4 L̂
(1)(0, r‖,ω; 0) = −αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) pΩ(ω|ω′)

−ρR αs kext/µ

∫
4π

dω′ L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) pΩ(−ωspec|ω′)

(7.61)

En remplaçant L̂(0)(0, r‖,ω
′; 0) par son expression (voir Eqs. 7.45 et 7.46), on obtient pour

µ < 0 :

∂ 4 L̂
(1)(0, r‖,ω; 0) = −αs kext/µ

∫
h−
dω′ L̂(0, r‖,ω

′; 0)
[
pΩ(ω|ω′) + ρR pΩ(−ωspec|ω′)

]
−ρR αs kext/µ

∫
h+

dω′ L̂(0)(0, r‖,−ω′ spec; 0)
[
pΩ(ω|ω′) + ρR pΩ(−ωspec|ω′)

]
(7.62)

où h− est l'hémisphère correspondant à ω′ ·nR < 0 (i.e µ′ > 0) et h+ est l'hémisphère corre-

spondant à ω′ · nR > 0 (i.e µ′ < 0). Cette expression se simpli�e en faisant un changement

de variable d'intégration sur les directions. Lorsque le domaine d'intégration de la variable

ω′ est h−, la direction de ré�exion spéculaire −ω′ spec appartient à l'hémisphère opposé h+.

On obtient l'égalité :∫
h−
dω′ L̂(0, r‖,ω

′; 0) pΩ(−ωspec|ω′) =

∫
h+

dω′ L̂(0, r‖,−ω′ spec; 0) pΩ(−ωspec| − ω′ spec)

(7.63)

Dans notre étude, la fonction de phase ne dépend que de l'angle entre la direction de di�usion
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et la direction incidente, ce qui entraîne :

pΩ(ω|ω′) = pΩ(−ωspec| − ω′ spec) (7.64)
Il vient :∫

h−
dω′ L̂(0, r‖,ω

′; 0) pΩ(−ωspec|ω′) =

∫
h+

dω′ L̂(0, r‖,−ω′ spec; 0) pΩ(ω|ω′) (7.65)

De manière similaire, on obtient :∫
h+

dω′ L̂(0, r‖,−ω′ spec; 0) pΩ(−ωspec|ω′) =

∫
h−
dω′ L̂(0, r‖,ω

′; 0) pΩ(ω|ω′) (7.66)

En utilisant ces égalités, la contribution des photons di�us ∂ 4 L̂
(1) pour µ < 0 se réécrit :

∂ 4 L̂
(1)(0, r‖,ω; 0) = −αs kext/µ

∫
4π

dω′ pΩ(ω|ω′)

×
{
H
[
ω′ ∈ h−

] (
1 + ρR

2
)
L̂(0, r‖,ω

′; 0) +H
[
ω′ ∈ h+

]
2ρRL̂(0, r‖,−ω′ spec; 0)

}
(7.67)

où H[ ] est la fonction échelon qui vaut 1 si la condition entre crochets est satisfaite et 0

sinon.

(4) Expression de la condition aux limites. On obtient sπ(0, r‖,ω; 0) en sommant les

expressions de ∂ 4 L̂
(0) Eq. 7.55 et ∂ 4 L̂

(1) Eq. 7.67 pour ω · nR > 0 (i.e µ < 0). La position

(r‖ = 0, r⊥ = 0) du système de coordonnées utilisé correspond à la position x de la paroi

R (voir Fig. 7.4). En se plaçant en r‖ = 0 et en remplaçant µ par −ω · nR, on obtient la

condition à la limite du modèle de sensibilité :

sπ(x,ω) = ∂ 4 L̂
(0) + ∂ 4 L̂

(1) = ρRsπ(x,−ωspec)

−2ρR
kext

ω · nR L̂(x,−ωspec; 0)− 2ρR
1

ω · nR ω‖ · gradr‖
L̂(0, r‖,−ωspec; 0)

+
kd

ω · nR

∫
4π

dω′ pΩ(ω|ω′)

×
{
H
[
ω′ ∈ h−

] (
1 + ρR

2
)
L̂(x,ω′; 0) +H

[
ω′ ∈ h+

]
2ρRL̂(x,−ω′ spec; 0)

}
, pour x ∈ R, ω · nR > 0

(7.68)

où h− est l'hémisphère correspondant à ω′ · nR < 0, h+ l'hémisphère correspondant à

ω′ · nR > 0 et où kd = αs kext est le coe�cient de di�usion.
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Les dérivations mathématiques qui précèdent démontrent que les conditions aux limites

du modèle de sensibilité sur une paroi plane non-émettrice de ré�ectivité ρR soumise à une

translation colinéaire à sa normale s'écrivent selon l'équation 7.68. Nous tentons maintenant,

à la �gure 7.9, de construire un intuitif autour de cette expression, en s'appuyant sur les

mêmes images que celles développées à la �n de la section 7.3.1 (Fig. 7.6) dans le cas des parois

non-ré�échissantes. De la même manière, nous nous plaçons dans la lame mince (π → 0) de

la �gure 7.4 (qui est rappelée à la �gure 7.9) et nous ne nous intéressons qu'à l'expression

de la luminance pour les directions ω · nR > 0. Ici, la paroi en R(π) étant ré�échissante,

d'autres images que celle de la rétrodi�usion des photons sont mises en jeu. L'idée est ici

d'associer une image physique à chacun des termes de la condition aux limites Eq. 7.68. Tout

d'abord, le premier terme de l'équation 7.68 est tout simplement une condition de ré�exion

spéculaire dans le problème en sπ qui ne fait pas l'objet d'interprétations particulières. Par

contre, les images associées aux photons balistiques (voir Fig. 7.9.a) qui ne participaient

pas à l'expression de la luminance (pour ω · nR > 0) dans le cadre d'une paroi purement

absorbante, jouent ici un rôle important. Les deuxième et troisième termes de l'équation 7.68

s'interprètent à partir de la �gure 7.9.a qui représente le trajet des photons balistique à la

traversée de la lame :

� Le deuxième terme Eq. 7.68 peut être visualisé comme une contribution de l'atténua-

tion du faisceau balistique. Cette atténuation porte sur les photons incidents avec la

direction spéculaire à la direction considérée, et elle est pilotée par la ré�ectivité (les

photons interagissent une fois avec la surface R), le coe�cient d'extinction kext et la

longueur de traversée 2 ×π/ω ·nR (aller-retour) de la lame. Contrairement au cas de la

di�usion, il n'y a pas ici d'ambiguïté sur la longueur de traversée (voir les discussions

associées à la �gure 7.6).

� Le troisième terme Eq. 7.68 est plus délicat à visualiser. On se contentera ici de mettre

une image simple sur l'apparition de gradient de la luminance par rapport à la position

tangentielle r‖. Sur la �gure 7.9.a, si on �xe par la pensée le point d'observation associé

à la direction ω, il apparaît clairement que la direction d'incidence ω′ = −ωspec des

photons est indépendante de l'épaisseur π de la lame (ce qui ne serait pas le cas si la

paroi était courbée, voir l'apparition d'un terme en gradωL̂ dans l'annexe E) mais que

leur position d'entrée et leur position de ré�exion est une fonction du paramètre π.

Le quatrième terme s'interprète à partir des images de la di�usion simple. Nous retrouvons

ici le phénomène de rétrodi�usion qui avait été utilisé pour une visualisation de la condition

à la limite en l'absence de ré�exion (voir Fig. 7.9.b) ainsi qu'un ensemble d'images associant

la ré�exion et la di�usion des photons (voir Figs. 7.9.c, d et e). Nous détaillons ces images à

partir des termes qui sont sommés dans l'intégration sur l'angle solide total noté 4π, et nous
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Figure 7.9: Représentation des chemins optiques du sous-système de la �gure 7.4 menant à
l'expression de la condition aux limites sur sπ pour une paroi non-émettrice et ré�échissante.
Une di�usion dans le volume est notée ©.
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nous basons sur l'interprétation de la �gure 7.6 qui a été donnée à la section 7.3.1 :

� Le terme H [ω′ ∈ h−] L̂(0, r‖,ω
′; 0) s'interprète à partir des phénomènes de rétrodi�u-

sion qui sont représentés à la �gure 7.9.b. Ces phénomènes sont les seuls à contribuer

à la condition aux limites dans le cas d'une paroi non-ré�échissante (voir Eq. 7.39), ce

que l'on retrouve bien ici en prenant ρR = 0.

� Le terme H [ω′ ∈ h−] ρR
2
L̂(0, r‖,ω

′; 0) s'interprète à partir des chemins optiques

représentés à la �gure 7.9.c. Dans le cadre de ces images, le préfacteur ρR2 représente

le fait que les photons interagissent deux fois avec la paroi R.

� Le Terme H [ω′ ∈ h+] 2ρRL̂(0, r‖,−ω′ spec; 0) s'interprète à partir de deux types de

chemins optiques qui sont représentés aux �gures 7.9.d et e. Ces deux types de chemins

sont strictement équivalents en terme d'interprétation physique, ce qui permet de vi-

sualiser le facteur 2. De plus, ils n'interagissent qu'une fois avec la paroi R, ce qui est

cohérent avec le facteur ρR.

L'interprétation qui vient d'être donnée ne permet pas d'obtenir l'expression de la condition

aux limites Eq. 7.68 en se basant sur des images physiques simples. Cependant, elle permet

de mettre une certaine cohérence autour des conditions aux limites que l'on obtient à partir

d'une dérivation mathématique, et elle peut être employée comme un premier contrôle des

expressions obtenues, grâce à une "prédiction" du nombre de termes supposés composer cette

expression.

7.4 Résolution des modèles de sensibilité géométriques

par la méthode de Monte Carlo

Au terme des sections précédentes, nous pouvons maintenant poser complètement les

modèles de sensibilité (équation d'évolution de conditions aux limites) correspondant aux

con�gurations de la �gure 7.3. Nous étudions ici la sensibilité au paramètre géométrique

E qui dé�nit la surface R. Le paramètre π, qui avait précédemment été introduit devient

donc ici E. L'équation d'évolution de sE a été obtenue à la section 7.2, et les conditions aux

limites ont été dérivées à la section 7.3. Dans la présente section, nous allons nous concentrer

sur la résolution des modèles de sensibilité par la méthode de Monte Carlo a�n d'estimer

la sensibilité ∂E A (voir Eq. 7.4) de la vitesse spéci�que locale d'absorption des photons A
par rapport au paramètre géométrique E. Les discussions qui suivent s'attachent donc à la

construction et à la description d'algorithmes de Monte Carlo pour la résolution numérique

des modèles de sensibilité correspondant à l'étude de trois con�gurations radiatives de com-

plexité croissantes. Dans la section 7.4.1, nous obtiendrons la sensibilité de A au paramètre
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géométrique E de la con�guration bidimensionnelle Fig. 7.2.a (côte d'un photobioréacteur

in�ni de section carrée contenant une �bre optique à éclairage latéral) en l'absence de ré�ec-

tivité à la paroi R. Dans les sections 7.4.2 et 7.4.3, nous nous concentrerons sur la gestion des

ré�ectivités (qui font apparaître des termes de couplage avec le modèle du gradient spatial

de la luminance), mais en nous restreignant cette fois à des géométries plan-parallèle. La

section 7.4.2 correspond à l'étude d'une con�guration radiative monodimensionnelle pour

laquelle le couplage au modèle du gradient spatial de la luminance donne une contribution

nulle. Nous pourrons ainsi nous concentrer sur la gestion du phénomène de ré�exion indépen-

damment de la problématique spéci�que liée à ce couplage. En�n, la section 7.4.3 correspond

à une con�guration qui nous permettra d'illustrer simplement la gestion par la méthode de

Monte Carlo du couplage au modèle du gradient spatial de la luminance. L'ensemble des

discussions qui suivent sont basées sur les notations et les résultats présentés au chapitre 5.

7.4.1 Con�guration 1 : couplage avec le modèle de la luminance

dans le cadre de la déformation d'une paroi non-ré�échissante

Nous considérons ici la con�guration de la �gure 7.10, dans laquelle la paroi R est non-

ré�échissante et où le paramètre géométrique est E. La luminance obéit à l'équation de

2E

2EFR
n
R

n
F

V

Figure 7.10: Con�guration 1 : géométrie bidimensionnelle de paramètre E représentative
de l'étude du photobioréacteur DiCoFluV. La paroi F émet un rayonnement Lambertien de
luminance L̂0 uniforme sur la totalité de sa surface ; elle est non-ré�échissante. La paroiR est
non-émettrice et non-ré�échissante ; elle est soumise à la déformation. Le volume réactionnel
V est un milieu homogène di�usant et absorbant ; il n'y a pas d'émission dans le volume.
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transfert radiatif :

ω · gradx L̂(x,ω) = −kext L̂(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′ L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′) (7.69)

avec les conditions aux limites :

• A la surface F :

L̂(x,ω) = L̂0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (7.70)

où nF est la normale entrante au point x considéré.

• A la surface R :

L̂(x,ω) = 0 pour x ∈ R, ω · nR > 0 (7.71)

où nR est la normale entrante au point x considéré.

L'obtention du modèle de sensibilité au paramètre E a été décrit dans les sections précé-

dentes. sE obéit à l'équation de transfert radiatif :

ω · gradx sE(x,ω) = −kext sE(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′ sE(x,ω
′) pΩ(ω|ω′) (7.72)

avec les conditions aux limites :

• A la surface F :

sE(x,ω) = 0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (7.73)

• A la surface R (voir Eq. 7.39) :

sE(x,ω) =
kd

ω · nR

∫
h−
dω′ L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′) pour x ∈ R, ω · nR > 0 (7.74)

où h− est l'hémisphère correspondant à ω′ · nR < 0.

Un couplage avec le modèle de L̂ apparaît à la paroi R : les sources de sensibilité sont

situées à la paroi R et leur expression fait intervenir la luminance L̂. Nous allons donc

construire un algorithme qui combine la résolution de sE et celle de L̂. Pour cette première

con�guration, la construction de l'algorithme de Monte Carlo sera particulièrement détaillée.

Les algorithmes pour la résolution du modèle de sensibilité et du modèle de la luminance sont

d'abord décrits séparément, puis combinés en un seul et même algorithme pour l'estimation

de ∂E A. La procédure d'échantillonnage utilisée pour la résolution du modèle de sensibilité

est appelée la procédure 1, et celle utilisée pour la résolution du modèle de la luminance est

appelée la procédure 2.
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Procédure d'échantillonnage 1. Dans le modèle de sensibilité, les sources sont émises à

la paroi R. Supposons dans un premier temps que ces sources de sensibilité soient connues,

c'est-à-dire que sE(x ∈ R,ω·nR > 0) soit �xé, et construisons un algorithme réciproque pour

l'estimation de ∂E A(x0) à n'importe quelle position x0 de V . Cet algorithme correspond à

l'échantillonnage des chemins optiques représentés à la �gure 7.11.a, qui partant de la position

x0, mènent à une "absorption" à la paroi émettrice R. Il s'énonce de la manière suivante :

(I) Partant de la position x0, une première direction ω0 est générée suivant une densité de

probabilité isotrope pΩ0
= 1/4π et une première longueur de di�usion l0 est générée

suivant la densité de probabilité pL0(l0) = kd exp [−kd l0].
(II) L'ensemble (x0,ω0, l0) et la géométrie du système dé�nissent la position d'interac-

tion x1 telle que décrit au chapitre 5. En fonction de la nature de cette interaction

l'algorithme suit une des branches suivantes :

(A) Si x1 ∈ V , l'interaction est une di�usion. Une direction de di�usion ω1 est générée

suivant la fonction de phase pΩ1
(ω1|ω0) des micro-organismes, une longueur de

di�usion l1 est générée suivant la densité de probabilité pL1(l1) = kd exp [−kd l1]
et l'algorithme boucle à l'étape (II) en incrémentant les indices.

(B) Si x1 ∈ F , l'interaction mène à une sortie du système. La génération du chemin

optique est terminée et le poids ŵ1 est égal à 0. L'algorithme va à l'étape (III).

(C) Si x1 ∈ R, l'interaction correspond à une "absorption" à la surface émettrice du

système. La génération du chemin optique est terminée et le poids ŵ1 est calculé

selon la fonction de poids Eq. 7.75. L'algorithme va à l'étape (III).

(III) L'algorithme boucle à l'étape (I) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

Le chemin ainsi généré est par la suite appelé chemin optique principal. La fonction de poids

correspondante est :

ŵj = H [xj ∈ R] σa
sE(xj,−ωj−1)

pΩ0

exp [−ka dj] + H [xj ∈ F ]× 0 (7.75)

où dj est la longueur du chemin optique, dj =
∑j

q=1 ‖xq − xq−1‖.

L'expression de sE(xj,−ωj−1) dans la fonction de poids ci-dessus représente la source de

sensibilité émise à la paroi R, c'est la condition à la limite Eq. 7.74 :

sE(xj,−ωj−1) =
kd

−ωj−1 · nR
j

∫
h−
dω′ L̂(xj,ω

′) p−Ωj−1
(−ωj−1|ω′) (7.76)

où nR
j est la normale de R à la position xj. Cette émission fait apparaître un couplage avec le

modèle de L̂. A�n de reformuler cette expression et de pouvoir l'évaluer algorithmiquement,
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Figure 7.11: Exemple de chemins optiques échantillonnés dans le cadre de l'estimation de
∂E A(x0) pour la con�guration 1. a : Chemins optiques de sensibilité ; procédure d'échantil-
lonnage 1. b : Chemins optiques sur la luminance ; procédure d'échantillonnage 2. c : Chemins
optiques de l'algorithme de Monte Carlo �nal.

on dé�nit la direction ω′
0 = −ω′. Les fonctions de phases pΩ étudiées sont compatibles avec la

réciprocité, ce qui entraîne que p−Ωj−1
(−ωj−1|ω′) = pΩ′(ω′|−ωj−1) et p−Ω′

0
(−ω′

0|−ωj−1) =

pΩ′
0
(ω′

0|ωj−1). L'expression de sE à la paroi devient :

sE(xj,−ωj−1) =
−kd

ωj−1 · nR
j

∫
h+

dω′
0 pΩ′

0
(ω′

0|ωj−1) L̂(xj,−ω′
0) (7.77)

où h+ est l'hémisphère correspondant à ω′ · nR > 0. Cette expression peut s'écrire comme :

sE(xj,−ωj−1) =

∫
4π

dω′
0 pΩ′

0
(ω′

0|ωj−1)

×
{
H
[
ω′

0 ∈ h+
] −kd
ωj−1 · nR

j

L̂(xj,−ω′
0) + H

[
ω′

0 ∈ h−
]
× 0

} (7.78)
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Cette formulation intégrale indique que lorqu'un chemin optique réciproque de sensibilité

intersecte la paroi R avec une direction ωj−1, une direction de di�usion ω′
0 est générée

suivant la fonction de phase pΩ′
0
(ω′

0|ωj−1) ; si cette direction est sortante (ω′
0 ∈ h−), alors

la contribution à la source de sensibilité est nulle (ŵj = 0) ; si cette direction est entrante

(ω′
0 ∈ h+), alors la luminance L̂(xj,−ω′

0) doit être évaluée
2. Nous allons donc construire dans

le paragraphe suivant une procédure d'échantillonnage pour l'évaluation de L̂. En résumé,

lorsque le chemin optique principal interagit avec la paroi R, la source de sensibilité est

évaluée : la direction de di�usion ω′
0 est générée et si cette direction est entrante, alors un

chemin optique supplémentaire correspondant à la résolution du modèle de L̂ est lancé en

suivant la procédure d'échantillonnage 2.

Procédure d'échantillonnage 2. L'évaluation de L̂(xj,−ω′
0) correspond à un algorithme

réciproque échantillonnant les chemins optiques représentés à la �gure 7.11.b, qui partant

de la position xj avec la direction ω′
0, mènent à une "absorption" à la paroi émettrice F ; il

s'énonce de la manière suivante :

(1) Partant de la position x′
0 = xj avec la direction ω′

0 ∈ h+, une première longueur de

di�usion l′0 est générée suivant pL′
0
(l′0) = kd exp [−kd l′0].

(2) L'ensemble (x′
0,ω

′
0, l

′
0) et la géométrie du système dé�nissent la position d'interaction x′

1

telle que décrit au chapitre 5. En fonction de la nature de cette interaction l'algorithme

suit une des branches suivantes :

(a) Si x′
1 ∈ V , l'interaction est une di�usion. Une direction de di�usion ω′

1 est générée

suivant la fonction de phase pΩ′
1
(ω′

1|ω′
0) des micro-organismes, une longueur de

di�usion l′1 est générée suivant la densité de probabilité pL′
1
(l′1) = kd exp [−kd l′1] et

l'algorithme boucle à l'étape (2) en incrémentant les indices.

(b) Si x′
1 ∈ F , l'interaction correspond à une "absorption" à la surface émettrice du sys-

tème. En e�et, le chemin optique qui est ici échantillonné correspond à l'estimation

de L̂ et dans ce problème les sources sont à la paroi F . La génération du chemin

optique est terminée et le poids ŵ′
1 est calculé suivant la fonction de poids Eq. 7.79.

L'algorithme va à l'étape (3).

(c) Si x′
1 ∈ R, l'interaction mène à une sortie du système (la surface R n'émet pas dans

le problème en L̂). La génération du chemin optique est terminée et le poids ŵ′
1 est

égal à 0. L'algorithme va à l'étape (3).

(3) L'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

2. Cette procédure d'échantillonnage de la direction de départ ω′
0 est à mettre en lien avec l'interprétation

physique de la condition à la limite qui est donnée à la �gure 7.6
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Le chemin ainsi généré est par la suite appelé chemin optique annexe. La fonction de poids

correspondante est :

ŵ′
k = H [x′

k ∈ R]× 0 + H [x′
k ∈ F ] L̂0 exp [−ka d ′

k] (7.79)

où d ′
k est la longueur du chemin optique, d ′

k =
∑k

q=1 ‖x′
q − x′

q−1‖.

L'algorithme de Monte Carlo pour l'évaluation de ∂E A(x0) correspond à un al-

gorithme réciproque échantillonnant les chemins optiques représentés à la �gure 7.11.c. Le

chemin optique principal, qui partant de la position x0 mène à une "absorption" à la paroi

R (représenté en trait plein sur la �gure 7.11.c) est échantillonné en suivant la procédure 1.

Puis, la source de sensibilité à cette paroi est évaluée en prolongeant ce chemin optique avec

la direction de di�usion ω′
0 et en suivant la procédure d'échantillonnage 2 jusqu'à une "ab-

sorption" à la paroi F (chemin optique annexe représenté en pointillés sur la �gure 7.11.c).

Cet algorithme s'énonce de la manière suivante :

(I) Partant de la position x0, une première direction ω0 est générée suivant une densité de

probabilité isotrope pΩ0
= 1/4π et une première longueur de di�usion l0 est générée

suivant la densité de probabilité pL0(l0) = kd exp [−kd l0].

(II) En fonction de la nature de l'interaction en x1 l'algorithme suit une des branches

suivantes :

(A) Si x1 ∈ V , l'interaction est une di�usion. Une direction de di�usion ω1 est générée

suivant la fonction de phase pΩ1
(ω1|ω0), une longueur de di�usion l1 est générée

suivant la densité de probabilité pL1(l1) = kd exp [−kd l1] et l'algorithme boucle à

l'étape (II) en incrémentant les indices.

(B) Si x1 ∈ F , la génération du chemin optique est terminée et le poids est égal à 0.

L'algorithme va à l'étape (III).

(C) Si x1 ∈ R, une direction de di�usion ω′
0 est générée suivant la fonction de phase

pΩ′
0
(ω′

0|ω0). En fonction de cette direction l'algorithme suit une des branches

suivantes :

� Si la direction ω′
0 sort du volume réactionnel (c'est-à-dire si ω′

0 · nR < 0),

alors la génération du chemin optique est terminée et le poids est égal à 0.

L'algorithme va à l'étape (III).

� Si ω′
0 ·nR > 0, l'échantillonnage du chemin optique continue selon la procédure

2 :

(1) Une première longueur de di�usion l′0 est générée suivant pL′
0
(l′0) = kd exp [−kd l′0].
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(2) En fonction de la nature de l'interaction en x′
1, l'algorithme suit une des

branches suivantes :

(a) Si x′
1 ∈ V , l'interaction est une di�usion. Une direction de di�usion ω′

1 est

générée suivant la fonction de phase pΩ′
1
(ω′

1|ω′
0) des micro-organismes,

une longueur de di�usion l′1 est générée suivant la densité de probabilité

pL′
1
(l′1) = kd exp [−kd l′1] et l'algorithme boucle à l'étape (2) en incrémen-

tant les indices.

(b) Si x′
1 ∈ F , la génération du chemin optique est terminée et le poids ŵ1

est calculé suivant la fonction de poids Eq. 7.80. L'algorithme va à l'étape

(III).

(c) Si x′
1 ∈ R, la génération du chemin optique est terminée et le poids est

égal à 0. L'algorithme va à l'étape (III).

(III) L'algorithme boucle à l'étape (I) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

La fonction de poids est :

ŵj,k = H [xj ∈ R]H [x′
k ∈ F ]σa

−kd
ωj−1 · nR

j

4π L̂0 exp [−ka (dj + d′k)] (7.80)

où j est l'indice de la procédure d'échantillonnage 1 et k est l'indice de la procédure d'échan-

tillonnage 2, en d'autre termes, ŵj,k est la fonction de poids associée à un chemin intersectant

pour la première fois R ∪ F en xj et une seconde fois en x′
k. dj est la longueur du chemin

échantillonné par la procédure 1 (de x0 à xj) et d′k est la longueur du chemin échantillonné

par la procédure 2 (de xj à x′
k). ωj−1 est la direction d'incidence du chemin optique lors de

son interaction avec la surface R, et ωj−1 · nR est donc toujours négatif (voir Fig. 7.11.c).

Résultats. La �gure 7.12 présente les résultats de ∂E A(x0) obtenus pour 106 réalisa-

tions de l'algorithme ci-dessus, en fonction du paramètre géométrique E de la con�guration

radiative Fig. 7.10. Nous ne rencontrons pas de di�culté numérique particulière (ni de con-

vergence, ni pour l'échantillonnage des chemins) : l'écart-type relatif est d'environ 0.1% et le

temps de calcul est d'environ 5 secondes pour chaque valeur de E étudiée. A�n de valider ces

résultats, ils sont comparés aux sensibilités obtenues par di�érence �nie grâce au calcul de

deux valeurs de A, pour deux valeurs de E. L'évaluation de A est obtenue grâce à la même

procédure d'échantillonnage que celle présentée ici, mais en considérant la contribution à A
des chemins principaux qui sont "absorbés" à la surface F .
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Figure 7.12: a : Valeurs de la sensibilité ∂E A(x0) à la position (x = 1.1mm, y = 0) (dans le
repère de b) en fonction du paramètre E de la con�guration 1 (voir Fig. 7.10) dans laquelle :
la concentration en biomasse est Cx = 1 kgx ·m−3, σa = 80m2 · kg−1

x , σd = 80m2 · kg−1
x , la

fonction de phase est isotrope, le rayon de la �bre est rF = 1mm et elle émet une densité
surfacique de �ux q∩ = 25µmolhν · m−2 · s−1. Résultats obtenus pour 106 réalisations de
l'algorithme de Monte Carlo présenté à la section 7.4.1. Ces résultats sont comparés à ceux
obtenus par di�érence �nie à partir de deux calculs de A pour deux valeurs de E.

7.4.2 Con�guration 2 : couplage avec le modèle de la luminance

dans le cadre de la déformation d'une paroi ré�échissante

Nous étudions ici une première con�guration impliquant la déformation d'une surface

ré�échissante R. Les conditions aux limites du modèle de sensibilité sont, à une telle paroi

ré�échissante (voir Eq. 7.68) :

sE(x,ω) = ρRsE(x,−ωspec)

−2ρR
kext

ω · nR L̂(x,−ωspec)− 2ρR
1

ω · nR ω‖ · gradr‖
L̂(x,−ωspec)

+
kd

ω · nR

∫
4π

dω′ pΩ(ω|ω′)

×
{
H
[
ω′ ∈ h−

] (
1 + (ρR)2

)
L̂(x,ω′) +H

[
ω′ ∈ h+

]
2ρRL̂(x,−ω′ spec)

}
, pour x ∈ R, ω · nR > 0

(7.81)



Chapitre 7 Calcul de sensibilités aux paramètres géométriques 299

0

z
E

F R

ρR
n
R

n
F

V

Figure 7.13: Con�guration 2 : con�guration monodimensionnelle de paramètre géométrique
E. La paroi F émet un rayonnement Lambertien de luminance L̂0 uniforme sur la totalité
de sa surface ; elle est non-ré�échissante. La paroi R est non-émettrice et ré�échissante
spéculaire ; elle est soumise à la déformation (une translation correspondant à la variation
de E). Le volume réactionnel V est un milieu homogène di�usant et absorbant ; il n'y a pas
d'émission dans le volume.

Le terme grad r‖
L̂ est le gradient de la luminance tangentiellement à la paroi. Il sera abordé

dans le cadre de la con�guration 3. Nous nous plaçons ici dans la con�guration monodimen-

sionnelle Fig. 7.13 pour laquelle ce terme de couplage est nul car la luminance est homogène

sur la surface R (quelle que soit la direction considérée). La situation étudiée est donc simi-

laire à celle de la con�guration 1 dans le sens où elle n'implique pas de nouveaux couplages.

Cependant, quelques complexi�cations liées aux conditions de ré�exion apparaissent, tant

pour le modèle de L̂ que pour le modèle de sensibilité.

Le modèle de la luminance est l'équation de transfert radiatif

ω · gradx L̂(x,ω) = −kext L̂(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′ L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′) (7.82)

avec les conditions aux limites

• A la surface F :

L̂(x,ω) = L̂0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (7.83)

où nF est la normale entrante au point x considéré.
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• A la surface R :

L̂(x,ω) = ρRL̂(x,−ωspec) pour x ∈ R, ω · nR > 0 (7.84)

où nR est la normale entrante au point x considéré.

L'obtention du modèle de sensibilité au paramètre E a été décrite dans les sections précé-

dentes. sE obéit à l'équation de transfert radiatif :

ω · gradx sE(x,ω) = −kext sE(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′ sE(x,ω
′) pΩ(ω|ω′) (7.85)

avec les conditions aux limites :

• A la surface F :

sE(x,ω) = 0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (7.86)

• A la surface R (voir Eq. 7.81) :

sE(x,ω) = ρRsE(x,−ω′ spec)− 2ρR
kext

ω · nR L̂(x,−ωspec)

+
kd

ω · nR

∫
4π

dω′ pΩ(ω|ω′)

×
{
H
[
ω′ ∈ h−

] (
1 + (ρR)2

)
L̂(x,ω′) +H

[
ω′ ∈ h+

]
2ρRL̂(x,−ω′ spec)

}
, pour x ∈ R, ω · nR > 0

(7.87)

où h− est l'hémisphère correspondant à ω′ · nR < 0 et h+ est l'hémisphère correspon-

dant à ω′ · nR > 0.

La paroi R a les mêmes propriétés de ré�exion dans les modèles en sE et L̂ (voir le premier

terme de la condition à la limite Eq. 7.87 en ce qui concerne sE). D'un point de vue algo-

rithmique, cela implique que lors d'une interaction avec R, l'échantillonnage des chemins

optiques de sensibilité (ainsi que l'échantillonnage des chemins optiques de la luminance)

se poursuit selon la direction de ré�exion spéculaire. Un chemin optique de sensibilité peut

donc interagir plusieurs fois avec la surface R, qui émet par ailleurs une source de sensibil-

ité (termes suivants de l'équation 7.87). Comme dans le cadre de la con�guration 1, cette

émission fait apparaître un couplage avec le modèle de L̂. Un chemin optique annexe cor-

respondant à la résolution du modèle de L̂ est alors généré a�n d'évaluer l'émission de R
dans le modèle de sensibilité. A chaque ré�exion du chemin optique principal, un chemin an-
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Figure 7.14: Exemple de chemins optiques échantillonnés dans le cadre de l'estimation
de ∂E A(x0) pour la con�guration 2. En trait plein : chemin optique principal ; procédure
d'échantillonnage 1. En pointillés : chemins optiques annexes sur la luminance ; procédure
d'échantillonnage 2.

nexe sera donc échantillonné. Nous construisons dans la suite un algorithme de Monte Carlo

réciproque pour l'estimation de ∂E A(x0) à n'importe quelle position x0 de V. Un exemple

de chemins optiques échantillonnés par cet algorithme est schématisé à la �gure 7.14. A�n

d'aborder sa construction pas à pas, nous allons distinguer les deux procédures d'échan-

tillonnage représentées sur cette �gure : la procédure 1 correspond à l'échantillonnage du

chemin optique principal (trait plein) et la procédure 2 correspond à l'échantillonnage d'un

chemin optique annexe (pointillés). A la �n de la présente section, ces deux procédures seront

utilisées au sein d'un seul algorithme de Monte Carlo pour l'estimation de ∂E A(x0).

Procédure d'échantillonnage 1. Nous considérons ici la génération des chemins optiques

représentés en trait plein sur la �gure 7.14. Ces chemins correspondent à l'estimation de

∂E A(x0) en ne prenant en compte que les deux premiers termes de la condition à la limite

Eq. 7.87 :

sE(x,ω) = ρRsE(x,−ω′ spec)−2ρR
kext

ω · nR L̂(x,−ωspec) , pour x ∈ R, ω·nR > 0 (7.88)

On observe que cette condition à la limite fait intervenir un premier couplage avec le modèle

de la luminance. Contrairement aux autres termes de couplage qui seront traités dans la

procédure d'échantillonnage 2, l'évaluation du terme −2ρR kext
ω·nR L̂(x,−ωspec) ne nécessite

pas la génération d'un chemin optique spéci�que pour l'évaluation de L̂. En e�et, dans le



Chapitre 7 Calcul de sensibilités aux paramètres géométriques 302

cadre des conditions aux limites Eq. 7.88 pour sE et Eq. 7.84 pour L̂, les deux grandeurs

obéissent au même phénomène de ré�exion spéculaire à la paroi R :

sE(x,ω) ∝ sE(x,−ω′ spec)

L̂(x,ω) ∝ L̂(x,−ω′ spec)
(7.89)

et la contribution des deux termes de l'équation 7.88 est portée par le même chemin de

di�usion et ré�exion multiple. L'échantillonnage de ce chemin optique réciproque qui, partant

de la position x0 avec la direction ω0, se termine par une "absorption" à la paroi F s'énonce

de la manière suivante :

(I) Partant de la position x0, une première direction ω0 est générée suivant une densité de

probabilité isotrope pΩ0
= 1/4π et une première longueur de di�usion l0 est générée

suivant la densité de probabilité pL0(l0) = kd exp [−kd l0].

(II) L'ensemble (x0,ω0, l0) et la géométrie du système dé�nissent la position d'interac-

tion x1 telle que décrit au chapitre 5. En fonction de la nature de cette interaction

l'algorithme suit une des branches suivantes :

(A) Si x1 ∈ V , l'interaction est une di�usion. Une direction de di�usion ω1 est générée

suivant la fonction de phase pΩ1
(ω1|ω0) des micro-organismes, une longueur de

di�usion l1 est générée suivant la densité de probabilité pL1(l1) = kd exp [−kd l1]
et l'algorithme boucle à l'étape (II) en incrémentant les indices.

(B) Si x1 ∈ F , l'interaction mène à une sortie du système. La génération du chemin

optique est terminée et le poids ŵ1 est calculé suivant la fonction de poids Eq. 7.90.

L'algorithme va à l'étape (III).

(C) Si x1 ∈ R, l'interaction est une ré�exion à la paroi : la direction ω1 est prise

comme la direction spéculaire à la direction d'incidence ω0. L'algorithme va à

l'étape (II) en incrémentant les indices.

(III) L'algorithme boucle à l'étape (I) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

La fonction de poids est :

ŵj = H [xj ∈ F ]× −2 kext

{
j−1∑
q=1

H [xq ∈ R]
1

ωq · nR

}
σa

L̂0

pΩ0

[
ρR
]nR

j exp [−ka dj] (7.90)

où nR
j est le nombre d'interactions avec R avant l'interaction en xj ∈ F ,

nR
j =

j−1∏
q=1

H [xq ∈ R] ρR +H [xq /∈ R]× 1
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et dj est la longueur du chemin optique,

dj =

j∑
q=1

‖xq − xq−1‖

On remarque que ωq · nR est toujours positif. Cette fonction de poids s'interprète de la

manière suivante : à chaque interaction en un point xq de la paroi R, la contribution

−2 kext
1

ωq ·nR L̂
0 Ta à la sensibilité est comptabilisée, où Ta =

[
ρR
]nR

j exp [−ka dj] est la

transmittivité par absorption le long du chemin optique. Ta est calculée sur l'intégralité du

chemin échantillonné entre la position de départ x0 et la position d'arrivée xj ∈ F car l'at-

ténuation par absorption dans le milieu et par ré�exion à la paroi correspond à la même

physique dans les modèles sur L̂ et sur sE. En d'autres termes, la source de sensibilité émise

à la position xq ∈ R est atténuée entre xq et la position x0. Cette source est par ailleurs

proportionnelle à la luminance en xq, c'est-à-dire à la source L̂0 émise en xj atténuée entre

xj et xq. L'atténuation est donc calculée entre les positions x0 et xj.

Procédure d'échantillonnage 2. Nous considérons ici la génération des chemins optiques

annexes représentés en pointillés sur la �gure 7.14. Ces chemins correspondent à la prise en

compte du dernier terme de la condition à la limite Eq. 7.87 :

sE(x,ω) =
kd

ω · nR

∫
4π

dω′ pΩ(ω|ω′)

×
{
H
[
ω′ ∈ h−

] (
1 + (ρR)2

)
L̂(x,ω′) +H

[
ω′ ∈ h+

]
2ρRL̂(x,−ω′ spec)

}
, pour x ∈ R, ω · nR > 0

(7.91)

Cette condition à la limite rassemble le terme de couplage que nous avons évalué numérique-

ment dans le cadre de la con�guration 1 (sE(x,ω) = kd
ω·nR

∫
h− dω

′ L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′)), ainsi

que d'autres termes liés à la condition de ré�exion à la paroi (voir Fig. 7.9). Les raison-

nements liés à la construction de la procédure d'échantillonnage 2 sont donc ici identiques

à ceux exposés dans le cadre de la con�guration 1 : il s'agit d'échantillonner les chemins

contribuant à la luminance à la paroi a�n d'évaluer le couplage entre les deux modèles. Pour

cela, lorqu'un chemin optique principal de la procédure 1 intersecte la paroi R en xj avec

une direction ωj−1, une direction de di�usion ω′
0 est générée suivant la fonction de phase

pΩ′
0
(ω′

0|ωj−1). Dans la con�guration 1, seuls les ω′
0 entrants (ω

′
0 ∈ h+) menaient à la généra-

tion d'un chemin optique annexe partant de xj avec la direction ω′
0, les directions sortantes

(ω′
0 ∈ h−) menaient à une sortie du système et avaient donc une contribution nulle. Ici,
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compte tenu des phénomènes de ré�exion, lorsqu'une direction ω′
0 sortante est générée, un

chemin optique annexe partant de xj avec la direction spéculaire −ω′ spec
0 (correspondant à

la direction ω′
0) est échantillonné. Quelque soit la direction ω′

0, il s'agit donc d'échantillon-

ner un chemin optique annexe qui part de la position xj ∈ R avec la direction ω̂′
0 entrante

(ω′
0 ∈ h+) dé�nie telle que

ω̂′
0 =

 ω′
0 , si ω′

0 ∈ h+

−ω′ spec
0 , si ω′

0 ∈ h−
(7.92)

L'échantillonnage de ce chemin se termine par une "absorption" à la paroi F . La procédure

d'échantillonnage 2 est donc ici identique à la procédure 2 de la con�guration 1, dans laquelle

on remplace la direction de départ ω′
0 par la nouvelle direction de départ ω̂′

0. La fonction

de poids associée à cette procédure (en ce qui concerne l'évaluation de L̂(xj ∈ R,−ω̂′
0)) est

elle aussi identique à celle donnée dans le cadre de la con�guration 1 :

ŵ′
k = H [x′

k ∈ R]× 0 + H [x′
k ∈ F ] L̂0 exp [−ka d ′

k] (7.93)

où d ′
k est la longueur du chemin optique, d ′

k =
∑k

q=1 ‖x′
q − x′

q−1‖.

L'algorithme de Monte Carlo pour l'évaluation de ∂E A(x0) correspond à un algo-

rithme réciproque échantillonnant les chemins optiques représentés à la �gure 7.14. Dans cet

algorithme, plusieurs chemins optiques annexes (procédure d'échantillonnage 2) peuvent être

échantillonnés puisque le chemin principal (procédure d'échantillonnage 1) peut intersecter

plusieurs fois la surface R. A chaque fois qu'un chemin annexe est généré, on récupère cer-

taines informations associées à ce chemin. A�n de distinguer les informations correspondant

à di�érents chemins annexes, nous choisissons de noter en exposant le numéro du chemin

annexe concerné (la numérotation suit l'ordre dans lequel les chemins annexes sont générés).

Ainsi la longueur du premier chemin annexe généré est notée d(1) plutôt que d ′. A�n de

présenter simplement cet algorithme, nous nous appuyons sur la présentation précédente des

procédures d'échantillonnage 1 et 2 :

(I) La procédure d'échantillonnage 1 est lancée, à partir de la position x0.

(II) En fonction de la nature de la position d'interaction x1, l'algorithme suit une des

branches suivantes :

(a) Si x1 ∈ V , l'algorithme va à l'étape (III).
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(b) Si x1 ∈ F , la procédure d'échantillonnage 1 est terminée, le poids est calculé

suivant la fonction de poids Eq. 7.106 et la réalisation de l'algorithme est terminée.

L'algorithme va à l'étape (IV).

(c) Si x1 ∈ R (la direction d'incidence à la paroi étant ω0), la procédure 1 est tem-

porairement interrompue pendant que la procédure 2 est mise en ÷uvre :

(1) Une direction de di�usion ω
(1)
0 est générée suivant la fonction de phase

p
Ω(1)

0

(ω
(1)
0 |ω0). En fonction de cette direction, la direction de départ ω̂(1)

0 du

chemin annexe est initialisée suivant Eq. 7.92.

(2) La procédure 2 est lancée pour l'échantillonnage du chemin annexe partant

de la position x1 avec la direction ω̂
(1)
0 jusqu'à une "absorption" à la surface

F .

(3) Une fois la procédure 2 terminée, on récupère les informations suivantes :

� la longueur d(1) du chemin annexe,

� la direction ω
(1)
0 ayant servi à la dé�nition de sa direction de départ,

� la direction d'incidence du chemin principal lors de son interaction avec R
au test algorithmique (c), ici ω0, que l'on note ω

(1)
i ,

� la longueur du chemin principal lors de son interaction avec R au test

algorithmique (c), que l'on note d(1)i .

Puis l'algorithme va à l'étape (III).

(III) La procédure d'échantillonnage 1 continue à partir de la position x1 et l'algorithme

boucle à l'étape (II) en incrémentant les indices.

(IV) L'algorithme boucle à l'étape (1) jusqu'à obtention du nombre de réalisations souhaitées.

La fonction de poids est :

ŵj = H [xj ∈ F ]× −2 kext

{
j−1∑
q=1

H [xq ∈ R]
1

ωq · nR

}
σa

L̂0

pΩ0

[
ρR
]nR

j exp [−ka dj]

−kd σa
L̂0

pΩ0

N∑
n=1

{
H
[
ω

(n)
0 ∈ h+

] (
1 + (ρR)2

)
+H

[
ω

(n)
0 ∈ h−

]
2ρR

}
× 1

ω
(n)
i · nR

exp
[
−ka

(
d(n) + d

(n)
i

)]
(7.94)

où N est le nombre de chemins annexes générés pour la réalisation de l'algorithme. On

remarque que ω
(n)
i · nR est toujours négatif alors que ωq · nR est toujours positif.
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Figure 7.15: Valeurs de la sensibilité ∂E A(x0) à l'abscisse z = 0.1mm en fonction du
paramètre E de la con�guration 2 (voir Fig. 7.13) dans laquelle : la concentration en biomasse
est Cx = 1 kgx ·m−3, σa = 80m2 · kg−1

x , σd = 80m2 · kg−1
x , la fonction de phase est isotrope,

la ré�ectivité est ρR = 1 et la paroi F émet une densité surfacique de �ux q∩ = 25µmolhν ·
m−2 · s−1. Résultats obtenus pour 106 réalisations de l'algorithme de Monte Carlo présenté
à la section 7.4.2. Ces résultats sont comparés à ceux obtenus par di�érence �nie à partir de
deux calculs de A pour deux valeurs de E.

Résultats. La �gure 7.15 présente les résultats de ∂E A(x0) obtenus pour 106 réalisa-

tions de l'algorithme ci-dessus, en fonction du paramètre géométrique E de la con�guration

radiative Fig. 7.13. Nous ne rencontrons pas de di�culté numérique particulière (ni de con-

vergence, ni pour l'échantillonnage des chemins) : l'écart-type relatif est d'environ 0.2% et le

temps de calcul est d'environ 1 seconde pour chaque valeur de E étudiée. A�n de valider ces

résultats, ils sont comparés aux sensibilités obtenues par di�érence �nie grâce au calcul de

deux valeurs de A, pour deux valeurs de E. L'évaluation de A est obtenue grâce à la même

procédure d'échantillonnage que celle présentée ici, en considérant la contribution à A des

chemins principaux.

7.4.3 Con�guration 3 : couplage avec le modèle du gradient spatial

de luminance dans le cadre de la déformation d'une paroi

ré�échissante

Dans la section précédente, nous étions déjà dans le cadre de la déformation d'une paroi

ré�échissante. Dans une telle situation, le modèle de sensibilité est couplé au modèle du
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Figure 7.16: Con�guration 3 : con�guration bidimensionnelle de paramètre géométrique
E. La paroi F émet un rayonnement Lambertien de luminance L̂0 inhomogène : L̂0(y) =
H [−a < y ≤ 0] (1 + y/a) + H [0 < y < a] (1− y/a), où a est un paramètre libre et H [ ] est
la fonction échelon qui prend la valeur 1 si la condition entre parenthèses est satisfaite et
0 sinon ; F est non-ré�échissante. La paroi R est non-émettrice et ré�échissante spéculaire ;
elle est soumise à la déformation. Le volume réactionnel V est un milieu homogène di�usant
et absorbant ; il n'y a pas d'émission dans le volume.

gradient spatial de luminance grad r‖
L̂ (voir la condition aux limites Eq. 7.81). Nous avions

dans un premier temps simpli�é l'étude de ce problème en nous plaçant dans une con�gura-

tion radiative monodimensionnelle pour laquelle grad r‖
L̂ était nul à la paroi. Nous étudions

ici une con�guration radiative multidimensionnelle pour laquelle grad r‖
L̂ est non-nul à la

paroi, ce qui va nous amener à traiter ce terme de couplage, c'est-à-dire à construire un

modèle du gradient spatial (l'équation d'évolution de grad r‖
L̂ dans le milieu, ainsi que ses

conditions aux limites) et à résoudre ce modèle par la méthode de Monte Carlo. La démarche

générale que nous suivons ici pour la construction de ce modèle est identique à celle suivie

pour la construction du modèle de sE dans les sections précédentes. Cependant, comme nous

l'avons vu à la section 7.3, l'écriture des conditions aux limites est une di�culté signi�ca-

tive lors d'une telle construction. A�n d'illustrer et de tester simplement la proposition que

nous faisons dans ce chapitre, nous étudions la con�guration radiative bidimensionnelle de

la �gure 7.16, pour laquelle l'écriture des conditions aux limites sur grad r‖
L̂ ne pose aucune

di�culté particulière.

Dans cette con�guration, le modèle de la luminance est l'équation de transfert radiatif

ω · gradx L̂(x,ω) = −kext L̂(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′ L̂(x,ω′) pΩ(ω|ω′) (7.95)
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avec les conditions aux limites

• A la surface F :

L̂(x,ω) ≡ L̂0(y) = H [−a < y ≤ 0] (1 + y/a) + H [0 < y < a] (1− y/a)

pour x ∈ F , ω · nF > 0
(7.96)

où nF est la normale entrante au point x considéré.

• A la surface R :

L̂(x,ω) = ρRL̂(x,−ωspec) pour x ∈ R, ω · nR > 0 (7.97)

où nR est la normale entrante au point x considéré.

Le terme de couplage ω‖ · gradr‖
L̂ qui apparaît dans la condition à la limite Eq. 7.81 sur

sE(x ∈ R,ω) est le produit scalaire entre la projection de la direction ω sur la surface R
(notée ω‖) et le gradient de la luminance par rapport à la position r‖ appartenant à la surface

R (notée gradr‖
L̂). Dans la con�guration de la �gure 7.16,

gradr‖
L̂ = ey ∂y L̂ (7.98)

où ∂y L̂ est la dérivée partielle de la luminance par rapport à l'abscisse y. On a donc

ω‖ · gradr‖
L̂ = (ω · ey) ∂y L̂ (7.99)

Nous allons donc construire le modèle de la grandeur mésoscopique ∂y L̂(x,ω) (où la position

x est une fonction de l'abscisse y). Son équation d'évolution est simplement obtenue en

dérivant l'équation de transfert radiatif Eq. 7.95 portant sur L̂ par rapport à y, ce qui donne

la même équation de transfert radiatif portant cette fois sur ∂y L̂ :

ω · gradx∂y L̂(x,ω) = −kext ∂y L̂(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′ ∂y L̂(x,ω
′) pΩ(ω|ω′) (7.100)

Les conditions aux limites sur ∂y L̂ sont ici facilement obtenues en dérivant les conditions

aux limites sur L̂ (voir Eqs. 7.96 et 7.97) :
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• A la surface F :

∂y L̂(x,ω) ≡ ∂y L̂
0(y) = H [−a < y ≤ 0] (1/a) + H [0 < y < a] (−1/a)

pour x ∈ F , ω · nF > 0
(7.101)

• A la surface R :

∂y L̂(x,ω) = ρR ∂y L̂(x,−ωspec) pour x ∈ R, ω · nR > 0 (7.102)

Dans le cadre de la con�guration 3, la résolution numérique par la méthode de Monte Carlo

du modèle de ∂y L̂ ne pose aucune di�culté particulière de mise en ÷uvre puisque

� la condition de ré�exion spéculaire Eq. 7.102 à la paroi R est déjà traitée pour la

résolution des modèles sur L̂ et sur sE,

� l'émission en F est �xée,

� aucun couplage avec un autre modèle n'apparaît : le modèle de ∂y L̂ est indépendant.

Nous pouvons donc nous concentrer à partir de maintenant sur la résolution du modèle de

sensibilité qui s'écrit ici :

ω · gradx sE(x,ω) = −kext sE(x,ω) + αs kext

∫
4π

dω′ sE(x,ω
′) pΩ(ω|ω′) (7.103)

avec les conditions aux limites :

• A la surface F :

sE(x,ω) = 0 pour x ∈ F , ω · nF > 0 (7.104)

• A la surface R (voir Eq. 7.81) :

sE(x,ω) = ρRsE(x,−ω′ spec)− 2ρR
kext

ω · nR L̂(x,−ωspec)

−2 ρR
ω · ey
ω · nR ∂y L̂(x,−ωspec)

+
kd

ω · nR

∫
4π

dω′ pΩ(ω|ω′)

×
{
H
[
ω′ ∈ h−

] (
1 + (ρR)2

)
L̂(x,ω′) +H

[
ω′ ∈ h+

]
2ρRL̂(x,−ω′ spec)

}
, pour x ∈ R, ω · nR > 0

(7.105)

où h− est l'hémisphère correspondant à ω′·nR < 0 et h+ est l'hémisphère correspondant

à ω′ · nR > 0.
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Ce problème est résolu en utilisant la même procédure d'échantillonnage que dans le cas de

la con�guration 2 à la section 7.4.2. En e�et, les modèles de ∂y L̂ et L̂ correspondent tous les

deux à la même condition de ré�exion spéculaire en R, à la même équation de transfert dans

V , et à une émission �xe à la surface F . De plus, les termes de couplages avec ∂y L̂ et L̂ qui

apparaissent dans la condition à la limite Eq. 7.105 portent sur le même point de l'espace

des phases (x,−ωspec). Ainsi, la contribution des termes L̂(x,−ωspec) et ∂y L̂(x,−ωspec)

est portée par les mêmes chemins optiques. En d'autres termes, l'échantillonnage qui est

nécessaire à l'estimation des couplages avec ∂y L̂ et L̂ à chaque interaction avec la paroi R
se fait en une seule procédure : la procédure 1 de la section 7.4.2. L'algorithme de Monte

Carlo pour l'évaluation de ∂E A(x0) est identique à celui de la section 7.4.2, en remplaçant

la fonction de poids par :

ŵj = H [xj ∈ F ]× −2 kext

{
j−1∑
q=1

H [xq ∈ R]
1

ωq · nR

}
σa
L̂0(xj)

pΩ0

[
ρR
]nR

j exp [−ka dj]

−2H [xj ∈ F ]

{
j−1∑
q=1

H [xq ∈ R]
ωq · ey
ωq · nR

}
σa
∂y L̂

0(xj)

pΩ0

[
ρR
]nR

j exp [−ka dj]

−kd σa
1

pΩ0

N∑
n=1

{
H
[
ω

(n)
0 ∈ h+

] (
1 + (ρR)2

)
+H

[
ω

(n)
0 ∈ h−

]
2ρR

}

× L̂0(x
(n)
F )

ω
(n)
i · nR

exp
[
−ka

(
d(n) + d

(n)
i

)]
(7.106)

où :
� xj est la position correspondant à l'"absorption" du chemin optique principal à la paroi

F (chemin en trait plein sur la �gure 7.14).

� L̂0(xj) et ∂y L̂0(xj) sont les sources à la paroi F , pour l'abscisse yj du point xj (voir

Eqs. 7.96 et 7.101).

� Les xq et ωq sont respectivement les positions et directions de ré�exion du chemin

optique principal à la paroi R (ωq · nR > 0).

� nR
j est le nombre de ré�exions du chemin optique principal à la paroi R, avant sa sortie

du système en xj.

� dj est la longueur du chemin optique principal.

� N est le nombre de chemins optiques annexes générés pour la réalisation de l'algorithme

(un chemin annexe est généré à chaque ré�exion du chemin principal avec la paroi R,

ils sont représentés en pointillés sur la �gure 7.14).

� d
(n)
i et ω

(n)
i sont respectivement la longueur et la direction d'incidence du chemin
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optique principal lorsqu'il intersecte pour la n-ème fois la surface R (ω(n)
i · nR < 0).

� Suite à cette interaction, la direction ω
(n)
0 est générée à l'étape (1) de l'algorithme (voir

Sec. 7.4.2) et cette direction sert à dé�nir la direction de départ du n-ième chemin

annexe (voir Eq. 7.92).

� x
(n)
F est la position de F correspondant à l'"absorption" du n-ième chemin optique

annexe.

� d(n) est la longueur du n-ième chemin optique annexe.

Résultats. La �gure 7.17 présente les résultats de ∂E A(x0) obtenus pour 106 réalisa-

tions de l'algorithme ci-dessus, en fonction du paramètre géométrique E de la con�guration

radiative Fig. 7.16. Nous ne rencontrons pas de di�culté numérique particulière (ni de con-

vergence, ni pour l'échantillonnage des chemins) : l'écart-type relatif est d'environ 1% et le

temps de calcul est d'environ 1 seconde pour chaque valeur de E étudiée. A�n de valider ces

résultats, ils sont comparés aux sensibilités obtenues par di�érence �nie grâce au calcul de

deux valeurs de A, pour deux valeurs de E. L'évaluation de A est obtenue grâce à la même

procédure d'échantillonnage que celle présentée ici, en considérant la contribution à A des

chemins principaux.
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Figure 7.17: Valeurs de la sensibilité ∂E A(x0) à l'abscisse y = 0mm z = 0.1mm en fonction
du paramètre E de la con�guration 3 (voir Fig. 7.16) dans laquelle : la concentration en
biomasse est Cx = 1 kgx · m−3, σa = 80m2 · kg−1

x , σd = 80m2 · kg−1
x , la fonction de phase

est isotrope, la ré�ectivité est ρR = 1 et la paroi F émet une densité surfacique de �ux
q∩(y) = 25H [−a < y ≤ 0] (1 + y/a) + 25H [0 < y < a] (1− y/a) µmolhν · m−2 · s−1 (on
rappelle que L̂0(y) = q∩(y)/π), où a = 0.5mm. Résultats obtenus pour 106 réalisations de
l'algorithme de Monte Carlo présenté à la section 7.4.2. Ces résultats sont comparés à ceux
obtenus par di�érence �nie à partir de deux calculs de A pour deux valeurs de E.
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7.5 Résumé et perspectives pour l'étude des photobioréac-

teurs

Dans le présent chapitre, nous avons proposé d'aborder le calcul de sensibilité sous un an-

gle di�érent de ce qui était jusqu'alors envisagé dans le cadre de la méthode de Monte Carlo.

Cette approche nous a permis d'obtenir la sensibilité de la vitesse spéci�que locale d'ab-

sorption des photons A(x0) à la déformation géométrique d'une con�guration académique

représentant un premier niveau de complexité associé à l'étude du photobioréacteur Di-

CoFluV (voir Sec. 7.4.1), alors qu'il était à notre connaissance impossible d'atteindre ce

résultat avant le début de cette thèse. La mise en ÷uvre des algorithmes de Monte Carlo

correspondants n'a posé aucun problème particulier dans les situations testées : les temps

de calcul sont tout à fait acceptables et les convergences sont très bonnes (même meilleures

que celle associée à l'estimation de la grandeur), ce qui est remarquable compte tenu des

di�cultés de convergence que nous rencontrions avec les autres approches [141, 140, 142].

La méthode proposée passe par la construction de la formulation locale d'un modèle de

sensibilité, à partir du problème de transfert radiatif formulé en luminance. Nous avons pour

cela suivi les trois étapes suivantes :

(1) La formulation locale de l'équation de transfert radiatif est dérivée par rapport au

paramètre géométrique étudié. Cette étape ne pose aucun problème particulier et l'équa-

tion d'évolution du champ mésoscopique de sensibilité ainsi obtenue est identique à

l'équation de transfert radiatif dans le champ : la sensibilité obéit à la même physique

(transport, di�usion, absorption) que la grandeur.

(2) La dérivation des conditions aux limites du modèle de sensibilité fait l'objet d'une procé-

dure calculatoire spéci�que qui nous permet d'obtenir des expressions incluant des termes

de couplage avec d'autres modèles (luminance, gradient spatial de luminance, etc).

(3) Lorsqu'ils impliquent des dérivations, les modèles intervenant dans les couplages aux

parois sont construits en suivant les étapes (1) et (2). Nous avons par exemple été

amenés à construire un modèle de la dérivée spatiale de la luminance à la section 7.4.3.

La question du calcul de sensibilité est ainsi ramenée à la résolution d'un nouveau problème

de transfert radiatif (le modèle de sensibilité), qui obéit à la même physique que la luminance.

Nous avons montré comment ce problème pouvait être résolu par la méthode de Monte Carlo,

avec des algorithmes consistant en un ensemble de procédures "classiques" d'échantillonnage

de chemins de di�usion multiple. La seule originalité vient du traitement des couplages aux

parois : on suit un chemin optique qui se sépare en plusieurs branches à chaque interaction
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avec une paroi soumise à la déformation géométrique (voir Fig 7.14). La méthode que nous

proposons dans ce chapitre pour le calcul des sensibilités géométriques comprend donc deux

étapes distinctes :

(a) La construction du modèle de sensibilité (équation et conditions aux limites), ainsi que

la construction des modèles sur les grandeurs impliquées dans les couplages aux parois.

(b) La résolution de ce modèle (qui est un problème de transfert radiatif) par la méthode

de Monte Carlo.

Dans les trois con�gurations traitées, nous avons réussi à mettre en ÷uvre les deux étapes

(a) et (b) pour un ensemble de problèmes correspondant à :

� des parois planes non-émettrices,

� une translation colinéaire à la normale de ces parois.

Cette première expérience permet déjà de dessiner une organisation du travail à venir, en vue

du développement d'un outil adapté à l'étude et à l'optimisation des photobioréacteurs. Il

faudra pour cela élargir notre étude à d'autres types de parois et d'autres types de déforma-

tions. Il sera notamment nécessaire d'adopter un formalisme et un langage rigoureux associés

à l'étude des déformations géométriques (sûrement issu des mathématiques). A�n d'illustrer

cette nécessité, prenons par exemple le cas de la con�guration 1, dont la déformation est

représentée à la �gure 7.3.c. Dans toutes les discussions, ce que nous avons dé�ni localement

comme étant une translation colinéaire à la normale est aussi, à l'échelle du système, une

homothétie consistant en une multiplication des longueurs de la paroi R, tout en conservant

ses proportions. Y a-t-il derrière cette propriété géométrique une source de simpli�cation

qui, sans que nous l'ayons identi�ée, a rendu possible nos développements et notre mise en

oeuvre ? En dehors des homothéties, aurions-nous abouti à un échec en l'état actuel de notre

maîtrise technique ? Nous ne le pensons pas, mais de nombreuses démonstrations restent à

faire dans cet esprit et celles-ci seront d'autant plus convaincantes que nous les mettrons

en relation avec des concepts et des formulations géométriques plus avancées. Une première

tentative dans cette direction, basée sur la dé�nition d'un champ de la vitesse spéci�que

locale de déformation à la paroi, est présentée dans l'annexe E. La prochaine étape consis-

tera bien sûr à confronter cette approche à une littérature mathématique adaptée, de façon

à faire évoluer la procédure calculatoire (2) vers une écriture plus générale des conditions

aux limites, autorisant ainsi une meilleure prise de recul quant aux familles de déformations

géométriques que nous sommes déjà capables de traiter, et celles qui nécessiteront un travail

plus approfondi.
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Au stade actuel, nous pouvons déjà a�rmer que les caractéristiques des parois qui ont

une in�uence majeure sur le calcul de sensibilité sont :

� L'émission. Nous traitons à l'annexe E l'émission des parois et, pour la famille de

déformations étudiées, nous ne rencontrons pas de di�cultés particulières en appliquant

la démarche du présent chapitre. De manière plus générale, nous ne voyons pas de raison

pour que cette propriété soit bloquante.

� La courbure. A partir de la procédure calculatoire (2) (voir liste ci-dessus et Sec. 7.2),

nous obtenons, dans l'annexe E, les conditions aux limites d'une surface courbée

soumise à une déformation. Ces conditions aux limites font apparaître de nouveaux

termes de couplage qui nécessiteront une attention particulière lors de la mise en ÷u-

vre de l'étape (b), comme par exemple l'apparition de sources directionnelles à la paroi

(une émission rasante contenue dans le plan tangent à la surface). Dans le cadre de

l'étude du photobioréacteur DiCoFluV, lors du calcul de la sensibilité au rayon des

�bres, cela implique d'estimer par la méthode de Monte Carlo le bilan entre un "cap-

teur ponctuel" (ici le point du volume réactionnel auquel nous estimons A(x0)) et les

sources directionnelles situées sur les mille �bres optiques. Il sera alors nécessaire d'em-

ployer une des nombreuses techniques existantes pour l'estimation du bilan entre un

capteur ponctuel et une source directionnelle.

� La ré�exion. Nous avons montré que l'ajout d'une condition de ré�exion fait apparaître

un couplage avec le modèle du gradient spatial de luminance grad r‖
L̂. Nous avons

réussi à mettre en ÷uvre le calcul de sensibilité dans la con�guration 3 (Sec. 7.4.3),

pour laquelle la construction et la résolution du modèle de grad r‖
L̂ ne posent pas de

di�cultés particulières. Cependant, nous ne savons pas à quoi correspondrait l'écri-

ture de ce modèle dans le cas de la con�guration 1 (Fig. 7.10), si la paroi R était

ré�échissante. De plus, nous montrons dans l'annexe E que la déformation d'une paroi

courbée et ré�échissante entraîne l'apparition d'un nouveau terme de couplage avec le

modèle du gradient directionnel gradωL̂. Les implications de ce couplage n'ont pour

l'instant pas été étudiées, mais nous entrevoyons déjà que le modèle de gradωL̂ soit

couplé à d'autres modèles dans le champ : l'équation de transfert radiatif en gradωL̂

fait apparaître des termes sources dont l'expression fait au moins apparaître un gradi-

ent spatial.

Nous pensons donc que la prochaine étape de mise en ÷uvre pour l'étude du photo-

bioréacteur DiCoFluV sera le calcul de la sensibilité au rayon des �bres optiques, dans une

situation où l'axe des �bres reste �xe et en négligeant leur ré�ectivité. Nous disposons déjà

de l'expression des conditions aux limites dans cette situation (voir annexe E), le modèle de
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sensibilité n'est couplé qu'à la luminance, et de nombreuses techniques existent déjà pour

évaluer par la méthode de Monte Carlo la contribution des sources directionnelles qui appa-

raissent alors à la surface des �bres.





Conclusion

L'analyse radiative des photobioréacteurs est identi�ée comme étant la clé d'une con-

ception e�cace et d'une utilisation optimale du procédé, en vue de leur futur utilisation

à l'échelle industrielle. Pour cela, il faudra à terme développer une compréhension globale

qui soit su�samment synthétique pour participer à un raisonnement intuitif sur l'optimisa-

tion des photobioréacteurs, tout en tenant compte de chacun des mécanismes mis en jeu à

di�érents temps caractéristiques et di�érentes échelles : l'échelle du micro-organisme pho-

tosynthétique (chaîne réactionnelle de la photosynthèse et interaction individuelle avec le

rayonnement visible), l'échelle de l'élément de volume (cinétique locale de la photosynthèse

et propriétés radiatives spectrales du milieu continu équivalent) et l'échelle du réacteur (cou-

plage du transfert radiatif à la cinétique de production). Cette analyse n'est pas triviale

car, alors que le champ de rayonnement détermine la vitesse locale de production par pho-

tosynthèse, il est distribué de manière très hétérogène au sein du volume réactionnel et

résulte du transfert de rayonnement dans un milieu di�usant et absorbant (la suspension de

micro-organismes) qui est contenu dans un réacteur dont la géométrie et les propriétés de

surfaces peuvent être relativement complexes. Il en résulte la nécessité de construire cette

analyse dans un cadre collaboratif pluridisciplinaire impliquant notamment les communautés

du rayonnement et du génie des procédés.

Notre contribution a avant tout été de s'approprier les thématiques scienti�ques respec-

tives de ces deux communautés dont la rencontre est à l'origine de la présente thèse et d'avoir

réussi à maintenir un contexte scienti�que riche qui laisse entrevoir à ce jour de nombreuses

perspectives. Ce travail a permis d'une part, de proposer une approche de modélisation ra-

diative des photobioréacteurs dans toute leur complexité, en association avec une démarche

de mise en ÷uvre numérique qui nous permet, au terme de cette thèse, de disposer d'outils

de simulation et d'analyse à l'échelle du procédé, et d'autre part, de proposer des images

simples permettant d'avancer vers une conceptualisation de l'objet d'étude. Pour cela, notre

posture a consisté à assumer l'ambition d'une analyse partant de l'étude de l'interaction

électromagnétique de la lumière visible avec des particules dont les types d'hétérogénéités,
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de tailles et de formes mettent encore souvent en défaut les méthodes classiques, pour aller

jusqu'à l'étude des transferts radiatifs en di�usion multiple anisotrope dans des géométries

complexes telles que celle du prototype DiCoFluV. Néanmoins, devant la complexité de la

tâche il est évident que de très nombreux maillons de notre chaîne de modélisation et de

mise en ÷uvre nécessitent encore un travail de recherche considérable avant d'arriver à un

niveau de maturité qui puisse s'approcher des objectifs annoncés.

Cette approche ambitieuse consistant en l'établissement de modèles de connaissance du

procédé, systématiquement associé à la mise en exergue des limites liées à notre appréhension

des di�érentes problématiques, a rendu possible l'échange scienti�que entre les équipes de

l'Institut Pascal et des laboratoires LAPLACE/RAPSODEE. Nous espérons que le présent

manuscrit re�ète le plus �dèlement possible la richesse de ce travail pluridisciplinaire et l'im-

plication des chercheurs qui l'ont mené. Cette interaction a déjà, au cours de ces trois années

de thèse, apporté une contribution signi�cative à la communauté du génie des photobioréac-

teurs, à travers une analyse radiative poussée de notre objet d'étude, et a aussi apporté une

contribution non-négligeable aux spécialistes de la méthode de Monte Carlo, à travers les

pistes que nous ouvrons pour le traitement des non-linéarités et pour le calcul des sensibil-

ités géométriques. A ce niveau, l'interaction entre les deux communautés est particulièrement

riche car les problématiques précises de mise en ÷uvre de la méthode de Monte Carlo qui

sont soulevées par l'étude du procédé (résolution du modèle de Schi� en électromagnétisme,

couplage transfert/photosynthèse à l'échelle du réacteur, optimisation géométrique du pro-

totype DiCoFluV) ont dé�ni l'angle sous lequel nous avons abordé un ensemble de questions

qui sont en fait beaucoup plus larges (la question du traitement des non-linéarités telle que

nous l'avons discutée, par exemple, peut aussi être vue comme une toute première étape

pour aller vers la résolution de problèmes de transport particulaire non-linéaire).

De nombreuses questions communes aux équipes de l'Institut Pascal, du laboratoire

LAPLACE et du centre RAPSODEE restent encore ouvertes : l'utilisation d'une analyse

dans l'espace des chemins optiques pour l'étude du procédé (voir[115, 114], une thèse est

en ce moment en cours sur cette thématique [116]) de même que la question du calcul des

sensibilités aux paramètres géométriques du prototype DiCoFluV par la méthode de Monte

Carlo reste pour l'instant à un stade exploratoire (une thèse est en ce moment en cours sur

l'application du calcul de sensibilité à l'optimisation des centrales solaires thermiques à con-

centration [145]). De la même façon, des perspectives nouvelles de collaborations devraient

pouvoir s'engager sur la base du travail d'appropriation et de mise en ÷uvre des méthodes

asymptotiques d'électromagnétisme présenté aux chapitres 2 et 3 ainsi que dans [1]. Des

travaux préliminaires ont déjà été engagés avec les équipes de l'axe PHOTON de l'Institut
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Pascal (une thèse débute actuellement en collaboration l'axe GePEB du même institut) et

avec Laurent Pilon de l'UCLA (University of California, Los Angeles). Nous comptons par

ailleurs tenter d'initier une interaction avec les équipes de l'Institut Fresnel (Marseille, UMR

7249), du CETHIL (Lyon, UMR 5008) [106] et du groupe GRE du laboratoire LAPLACE.

A la �n de cette thèse, nous disposons donc d'un ensemble d'outils �exibles qui corre-

spondent à des capacités d'analyse supérieures à celles dont nous disposions au départ. Ils

incluent la détermination des propriétés radiatives spectrales des micro-organismes photo-

synthétiques (avec une attention toute particulière sur l'obtention des fonctions de phase),

la résolution des transferts radiatifs en di�usion multiple dans des photobioréacteurs de

géométries quelconques et en�n, le calcul de la moyenne des cinétiques de production de

la photosynthèse sur l'ensemble du volume réactionnel. Ces outils de simulation mettent à

pro�t les développements les plus récents autour de la méthode de Monte Carlo, tant sur le

plan informatique que sur le plan algorithmique : formulation intégrale, calcul de sensibilité,

algorithmes à zero-variance. Ceci permet entre autres un calcul simultané de la productivité

d'un photobioréacteur et de ses sensibilités à de nombreux paramètres, le tout avec une totale

indépendance des algorithmes de Monte Carlo pour le suivi de rayon et de la modélisation

géométrique du procédé. Ainsi, cet outil est très adapté à une intégration, à terme, dans une

procédure numérique de recherche d'optimum (basée sur la répétition d'un grand nombre de

simulations pour di�érents jeux de paramètres) au sein de laquelle le balayage de l'espace des

paramètres pourra être orienté par l'information sur les sensibilités (pour celles dont nous

disposons), et où l'exploration d'un espace de paramètres géométriques implique seulement

la mise à jour d'un �chier spéci�ant le design simulé, sans avoir à modi�er d'autres parties

du code. Ce point constitue une contribution signi�cative de notre travail à la communauté

des ingénieurs et des chercheurs du génie des photobioréacteurs. Cependant, ce type d'outils

ne su�t pas à lui seul à répondre à la question de l'analyse des photobioréacteurs. En e�et, il

s'agit aussi d'être en mesure de raisonner sur un objet d'étude concret dont la complexité est

telle que même si l'on disposait d'une chaîne de modélisation parfaitement aboutie, cela ne

su�rait pas à développer une pensée du problème et un intuitif nécessaire à une ré�exion �ne

sur l'optimisation des photobioréacteurs. A ce niveau, l'analyse radiative des photobioréac-

teurs devra à terme être en mesure de proposer des images simples de la physique du transfert

(notamment en di�usion multiple) qui soient à la fois compatibles avec un accès direct à des

considérations d'optimisation et cohérentes avec la compréhension actuelle des phénomènes à

toutes les échelles du procédé. Cette question va au-delà de notre étude, mais elle a constitué

une motivation forte qui nous a guidés, même dans les plus techniques de nos actes, et nous

a menés à nous appuyer sur les approximations P1 et de la di�usion simple a�n de proposer

une lecture intuitive de la physique du transport dans les photobioréacteurs. Nous apportons
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aussi une contribution importante dans ce domaine à travers la proposition d'une représen-

tation visuelle synthétique des couplages à l'échelle du procédé (voir Sec. 1.2.6.2). Cette

interprétation des couplages permet de masquer l'information spatiale (qui est en grande

partie responsable de la di�culté qu'il y a à penser le procédé) et de ne raisonner qu'avec la

distribution des valeurs de la vitesse spéci�que d'absorption des photons, qui contient toute

l'information dont nous avons besoin. Une perspective importante de notre travail sera de

mettre à pro�t les capacités d'analyse de cette représentation dans le cadre d'une ré�exion

générale sur l'intensi�cation des photobioréacteurs, en s'appuyant sur la nécessaire obten-

tion de résultats expérimentaux (une thèse débute actuellement à l'Institut Pascal sur les

photobioréacteurs à éclairage interne [146]).

En�n, en ce qui concerne les perspectives applicatives de notre travail, on mentionnera

que la démarche et les outils que nous proposons peuvent aussi être utilisés de manière di-

recte pour l'étude des systèmes photoréactifs dans leur ensemble. En e�et, la transposition

de notre travail à l'étude des photoréacteurs catalytiques hétérogènes pour la production de

dihydrogène (une thèse débute actuellement à l'Institut Pascal sur cette thématique [147])

ou pour la dépollution de l'eau [148] est directe. Les catalyseurs ne sont plus alors des

micro-organismes photosynthétiques mais deviennent des particules solides comme des semi-

conducteurs ou des complexes macromoléculaires bio-inspirés. Notre démarche de modélisa-

tion s'applique donc à l'identique mais l'interaction entre le rayonnement et ces catalyseurs

demandera un traitement spéci�que di�érent de celui des micro-organismes. De la même

façon, on retrouve des problématiques similaires lors de la mise en ÷uvre de réactions en

phase organique au sein de photoréacteurs (systèmes di-ou tri-phasiques : liquide-liquide,

gaz-liquide, etc) [18]. En�n, l'application à l'étude des cellules photo-électrochimiques est

sans doute la moins directe car les catalyseurs y sont gre�és sur une photo-anode nanostruc-

turée [149] (une thèse débute actuellement à l'Institut Pascal sur cette thématique [150]).

Dans ce cas, le couplage à la cinétique de production a directement lieu au sein du revête-

ment de l'anode et la question n'est plus celle de la résolution du transfert radiatif dans une

suspension de catalyseurs mais celle de l'étude de l'absorption d'un champ électromagnétique

dans un matériau nanostructuré aux propriétés optiques complexes.
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Nomenclature

[0] sans dimension [+] dimension variable

A Vitesse spéci�que d'absorption des photons [molhν · kg−1
x · s−1]

Ac Point de compensation [molhν · kg−1
x · s−1]

c Vitesse de la lumière dans le milieu [m · s−1]

c0 Vitesse de la lumière dans le vide [m · s−1]

cdfΘd
Cumulée de la fonction de phase

Cpig,j Concentration massique de l'espèce pigmentaire j [kg ·m−3]

e Epaisseur optique [0]

e∗ Epaisseur optique de transport [0]

Cx Concentration massique en biomasse [kgx ·m−3]

d Longueur totale d'un chemin optique [m]

E Epaisseur des con�gurations plan parallèle monodimensionnelles [m]

Eapig,j Section massique d'absorption de l'espèce pigmentaire j [m2 · kg−1
x ]

f Fonction de distribution [m−3 · sr−1]

fν Fonction de distribution par unité de fréquence [m−3 · sr−1 ·Hz−1]

fi Fraction volumique de la structure interne i [0]

g Paramètre d'asymétrie de la fonction de phase [0]

G Irradiance [W ·m−2]

Gν Densité fréquentielle d'irradiance [W ·m−2 ·Hz−1]

Ĝ Irradiance [molhν · s−1 ·m−2]

Ĝν Densité fréquentielle d'irradiance [molhν · s−1 ·m−2 ·Hz−1]
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h Constante de Planck [J.s−1]

Je− Vitesse spéci�que de séparation de charge au centre réactionnel [mole− ·kg−1
x ·

s−1] ou [mole− · kg−1
x · h−1]

JO2 Vitesse spéci�que de production d'oxygène [molO2 · kg−1
x · s−1]

Jx Vitesse spéci�que de production de biomasse [gx ·kg−1
x ·s−1] ou [gx ·kg−1

x ·h−1]

ke nombre d'onde dans le milieu environnant [m−1]

ka Coe�cient linéique d'absorption [m−1]

kd Coe�cient linéique de di�usion [m−1]

kext Coe�cient linéique d'extinction [m−1]

K Constante de saturation des mécanismes primaires de la photosynthèse

[molhν · kg−1
x · s−1]

Kr Constante d'inhibition de la respiration par la lumière [molhν · kg−1
x · s−1]

l longueur de di�usion [m]

la longueur d'absorption [m]

lext longueur d'extinction [m]

L Luminance [W ·m−2]

Lν Densité fréquentielle de luminance [W ·m−2 ·Hz−1]

L̂ Luminance [molhν · s−1 ·m−2]

L̂ν Densité fréquentielle de luminance [molhν · s−1 ·m−2 ·Hz−1]

m Indice de réfraction complexe [0]

mr Indice de réfraction complexe relatif [0]

Mx Masse molaire de la biomasse [kgx · C −mol−1]

n Partie réelle de l'indice de réfraction [0]

nr Partie réelle de l'indice de réfraction relatif [0]

p Fonction de phase [sr−1]

pY (y) Densité de probabilité de la variable aléatoire Y pour sa réalisation y [+]

qν Densité fréquentielle surfacique de �ux [molhν · s−1 ·m−2 ·Hz−1]

q∩ Densité surfacique de �ux [molhν · s−1 ·m−2]

rx Vitesse de réaction volumique de la biomasse [kgx ·m−3 ·s−1] ou [gx ·m−3 ·h−1]

R Elongation [0]

S Amplitude de di�usion [0]

wpig,j Fraction massique de l'espèce pigmentaire j [0]

Wd Section e�cace di�érentielle de di�usion [m2 · kg−1
x · sr−1] ou [m2 · sr−1]

x Paramètre de taille [0]
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Lettres Grecques

αs Albédo de di�usion simple [0]

η Densité de photons [m−3]

ην Densité de photons par unité de fréquence [m−3 ·Hz−1]

κ Partie imaginaire de l'indice de réfraction [0]

κr Partie imaginaire de l'indice de réfraction relatif [0]

λ0 Longueur d'onde du rayonnement dans le vide [m]

λe Longueur d'onde du rayonnement dans le milieu [m]

µ Cosinus d'un angle [0]

ν Fréquence du rayonnement [Hz]

νO2−x Rapport st÷chiométrique de la photosynthèse [0]

ρ Rendement photochimique primaire [0]

ρS Ré�ectivité de la paroi S [0]

ρM Rendement photochimique primaire maximum [0]

σa Section e�cace d'absorption [m2 · kg−1
x ] ou [m2]

σd Section e�cace de di�usion [m2 · kg−1
x ] ou [m2]

σext Section e�cace d'extinction [m2 · kg−1
x ] ou [m2]

ω pulsation du rayonnement [Hz]

ω̂ Poids d'une réalisation d'un algorithme de Monte Carlo [+]

dω Angle solide élémentaire [sr]

de Angle solide élémentaire [sr]

ϕ Densité surfacique de �ux [W ·m−2]

ϕν Densité fréquentielle surfacique de �ux [W ·m−2 ·Hz−1]

φ̄′ Rendement quantique molaire [molO2 ·mol−1
e− ]

Autres

〈 〉 Moyenne spatiale
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Abréviations

ATP Adénosine tri-phosphate

DiCoFluV Dilution Contrôlée du Flux en Volume

LED Diode électroluminescente

MMC Méthode de Monte Carlo

PAR Photosynthetically Active Radiation



Annexe A

Limite du régime de la di�usion

indépendante

Dans cette annexe, nous proposons une brève discussion sur la limite entre le régime de la

di�usion indépendante et celui de la di�usion dépendante dans les photobioréacteurs. Dans

l'optique d'une intensi�cation de ces procédés par augmentation de la densité cellulaire, ce

point nécessitera une investigation plus approfondie.

Dé�nition. A�n d'illustrer les implications du régime de la di�usion sur notre étude,

nous considérons ici une suspension de micro-organismes photosynthétiques éclairée par un

champ électromagnétique incident incohérent et non-polarisé (les sources utilisées dans les

photobioréacteurs correspondent à ces caractéristiques). L'amplitude complexe Ed,tot(r) de

l'onde électromagnétique di�usée au point r de cette suspension s'écrit comme la somme des

champs di�usés par chacune des particules du milieu :

Ed,tot(r) =
∑
i

Ed,i(r) (A.1)

où Ed,i(r) est l'amplitude complexe de l'onde électromagnétique di�usée par la i-ème particule

de la suspension. L'intensité di�usée au point r est le module carré de Ed,tot(r), soit

Id,tot(r) = |Ed,tot(r)|2 =

∣∣∣∣∣∑
i

Ed,i(r)

∣∣∣∣∣
2

(A.2)
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Dans l'ensemble du présent manuscrit, nous avons fait l'hypothèse de la di�usion indépen-

dante, selon laquelle les interférences entre les ondes di�usées Ed,i sont négligeables : les

champs di�usés sont incohérents. Dans ce cas, l'intensité totale Id,tot s'écrit simplement

Id,tot(r) =

∣∣∣∣∣∑
i

Ed,i(r)

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i

|Ed,i(r)|2 (A.3)

ce qui implique que les propriétés de di�usion et d'absorption de la suspension sont la

moyenne des propriétés d'une particule isolée, prise sur les distributions de tailles et d'orien-

tations des micro-organismes présents dans le milieu (voir Sec. 2.1.2 et plus particulièrement

Eq. 2.22). A l'opposé, le phénomène de di�usion dépendante apparaît lorsque les champs

di�usés sont corrélés, c'est-à-dire qu'ils interfèrent de manière cohérente. Dans ce cas, on

ne peut plus négliger les e�ets d'interférence entre les ondes di�usées (Id,tot ne s'écrit plus

comme la somme des intensités di�usées Id,i = |Ed,i(r)|2). Il faut alors travailler avec les

champs Ed,i, en incluant le traitement de leur phase, a�n de résoudre l'équation A.2. Cette

situation entraîne des di�cultés pratiques conséquentes lors du calcul des propriétés radia-

tives et lors de la résolution des transferts radiatifs (voir [151] pour des exemples de méthodes

de résolution).

Critère pour deux particules. Les interactions entre les champs di�usés par deux par-

ticules soumises au même champ incident se font à deux niveaux [152] :

a - en champ lointain, les ondes di�usées peuvent interférer de par leur déphasage,

b - en champ proche, les ondes évanescentes des di�useurs peuvent interagir.

L'hypothèse de la di�usion indépendante est donc véri�ée si

(1) la distance entre les particules est grande devant la longueur d'onde du rayonnement,

a�n qu'il n'y ait pas d'interférence en champ lointain (interaction a),

(2) la distance entre les particules est grande devant leur taille (di�useurs ponctuels) a�n

que les e�ets de champ proche soient négligeables (interaction b).

La majorité de la littérature se concentre sur l'étude de di�useurs sphériques (voir par exem-

ple les travaux cités dans [151]), et il est généralement considéré que deux particules entrent

en di�usion dépendante lorsque leur distance surface-à-surface est plus petite que la distance

critique C. Les valeurs obtenues par di�érents auteurs, à partir d'approches théoriques ou

expérimentales mises en ÷uvre pour di�érentes tailles et di�érents indices de réfraction des

di�useurs sphériques, s'accordent autour de la distance critique C = λe

2
, où λe est la longueur
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d'onde dans le milieu environnant 1 [151, 153, 154]. Une perspective intéressante pour l'étude

des photobioréacteurs est d'étendre ce critère, qui a été établi pour des di�useurs sphériques,

aux formes complexes des micro-organismes photosynthétiques. Nous retiendrons ici simple-

ment que deux particules di�usent la lumière de manière dépendante lorsque celles-ci sont

plus proches que la distance critique surface-à-surface C.

Critère pour une suspension de particules. Nous allons ici relier le critère C à un

critère portant sur les caractéristiques d'un ensemble de particules : typiquement, leur concen-

tration ou la fraction volumique qu'elles occupent dans la suspension. On comprend aisément

que lorsque la concentration en micro-organismes augmente (intensi�cation du procédé), la

distance caractéristique entre les di�useurs diminue et le régime de la di�usion dépendante

est susceptible de s'établir dans le volume réactionnel. Mais même dans une situation où la

concentration est faible, deux micro-organismes voisins peuvent interagir avec la lumière de

manière dépendante. En e�et, l'optimisation du procédé impose un mélange parfait de la

suspension, de telle sorte que les micro-organismes sont répartis aléatoirement de manière

uniforme dans le volume. Il existe donc toujours une probabilité non-nulle que deux micro-

organismes soient plus proches que le critère C. En toute rigueur, il s'agit donc de connaître

la probabilité P pour qu'un micro-organisme ait au moins un autre micro-organisme à une

distance surface-à-surface inférieure à C (c'est-à-dire de connaître la fonction de corrélation

de paire) : si cette probabilité est faible, le phénomène de di�usion dépendante est néglige-

able pour l'étude du procédé, sinon, il faut aller plus loin et étudier l'in�uence de la di�usion

dépendante sur le transfert de rayonnement (à travers une étude théorique et/ou expérimen-

tale) a�n de savoir si l'on peut, ou non, négliger ce phénomène. Cependant, la détermination

de la probabilité P pour les formes et les distributions de tailles/orientations des micro-

organismes photosynthétiques, en fonction de leur concentration (ou fraction volumique)

dans le procédé, est un problème statistique qui n'est pas trivial. Alternativement, la littéra-

ture représente majoritairement les suspensions de particules comme des systèmes organisés

périodiquement (perte de la description statistique) dans lesquels des di�useurs sphériques

sont �xés sur un réseau cubique face centré 2 (réseau le plus dense). Dans ces conditions,

1. Lorsque le critère C = λe

2 est dérivé analytiquement, la démonstration consiste généralement à as-
surer la condition (1). Cependant, à notre connaissance, ce critère ne su�t pas à assurer simultanément les
conditions (1) et (2).

2. Dans cette description, les lieux d'interaction entre la lumière et les particules ne sont plus distribués
aléatoirement, et l'équation de transfert radiatif ne s'applique donc plus. Cependant, la représentation en
terme d'un réseau organisé n'est ici utilisée que dans le but de relier le critère C sur la distance entre deux
particules à un critère portant sur la fraction volumique et la taille des particules. Une fois que l'approximation
d'un réseau cubique face centré a été utilisée pour obtenir ce critère, on revient à une description statistique
des centres de di�usion, et l'équation de transfert radiatif s'applique à nouveau.
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il existe une fraction volumique critique avant laquelle aucune particule n'est en di�usion

dépendante et après laquelle toutes les particules sont en di�usion dépendante [153]. Dans

une description statistique, cette situation correspond à la limite P = 1, avec P la proba-

bilité qu'une particule ait au moins une autre particule à une distance inférieure à C. En

fait, on peut imaginer que pour des fractions volumiques bien plus faibles, disons lorsque

50% des particules sont plus proches que C, la di�usion dépendante puisse déjà avoir une

in�uence sur l'étude du procédé. En considérant en première approximation la situation op-

timiste du réseau cubique faces centrées et le critère C = λe

2
dérivé pour des sphères, une

carte très utile séparant les deux régimes de di�usion à été proposée par Tien et Drolen, en

fonction du paramètre de taille x des particules et de leur fraction volumique [153]. Cette

carte est donnée à la �gure A.1 : plus le paramètre de taille des micro-organismes est petit,

plus la concentration maximale en biomasse sèche est faible. En considérant la situation la

plus limitante pour l'étude des photobioréacteurs, un paramètre de taille x = 4, la di�u-

Figure A.1: Carte des régimes de la di�usion indépendante et dépendante d'après [153] :
paramètre de taille des particules (x = 2πa

λe
, où a est le rayon d'une particule sphérique) en

fonction de leur fraction volumique fv. Dans le cas des micro-organismes photosynthétiques,
la densité de biomasse sèche dans le réacteur Cx est reliée à la fraction volumique par
Cx = 280 fv (en considérant une fraction volumique en eau de 0.8 dans les micro-organismes
et une densité de la biomasse sèche de 1400 kg.m−3, voir Chap. 2). La zone de paramètres
de taille correspondant aux ordres de grandeurs des micro-organismes photosynthétiques est
grisée sur la �gure.
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sion devient dépendante à partir d'une concentration Cx de 28Kg.m−3. Pour Arthrospira

platensis, x ' 100, la concentration critique est Cx ' 250Kg.m−3. De telles concentrations

sont à l'heure actuelle très di�cilement atteintes dans les photobioréacteurs, à part dans le

cadre d'expériences exploratoires spéci�ques, notamment à cause de la di�culté à assurer le

mélange de la suspension (ce qui justi�e notre choix d'une étude basée sur l'hypothèse de la

di�usion indépendante). Cependant, un objectif technologique important est l'intensi�cation

du procédé et il sera donc peut être un jour nécessaire de considérer les e�ets de la di�u-

sion dépendante dans les photobioréacteurs. Mais il conviendra avant tout de disposer d'un

critère �able associé à l'apparition d'e�ets signi�catifs sur le transfert de rayonnement. En

outre, suivant les technologies de mélange utilisées, les micro-organismes s'agrègent parfois

en �ocs au sein des photobioréacteurs. Si il s'avère que l'apparition de tels agrégats n'est pas

contradictoire avec une utilisation e�cace du procédé, l'étude de leurs propriétés radiatives

impliquera de poser la question de la dépendance de l'interaction du rayonnement avec les

micro-organismes qui composent un même �oc.

En pratique, lors de di�érentes études expérimentales et théoriques menées sur di�érents

types de di�useurs, on constate que la di�usion indépendante donne des résultats étonnam-

ment bons, même pour l'étude de lits �xes. Plus précisément, il a été observé que pour

des lits �xes de particules diélectriques, le phénomène de di�usion dépendante a beaucoup

moins d'in�uence que lorsque l'on considère des particules absorbantes [152]. Une explica-

tion proposée dans [152] est que la di�usion est toujours dépendante dans le lit, mais pour

les particules diélectriques les deux e�ets en champ proche et champ lointain (interactions

a et b) se compensent, ce qui donne le même comportement que dans le cas de la di�u-

sion indépendante. Lorsque les particules sont absorbantes, les deux e�ets ne se compensent

plus et le phénomène de di�usion dépendante est alors observable. Les micro-organismes

étant absorbants, cela soulève la question de l'in�uence de la di�usion dépendante sur le

comportement du procédé.





Annexe B

Identi�cation des paramètres de la loi de

couplage cinétique de Chlamydomonas

reinhardtii utilisée

Cette annexe se concentre sur l'identi�cation des paramètres de la loi de couplage des

eucaryotes que nous avons présenté au paragraphe 1.2.1 :

rx(x0) = Cx

[
ρM φ̄′ Mx

νO2−x

KA(x0)

K +A(x0)
− JNADH2

νNADH2−O2

Mx

νO2−x

Kr

Kr +A(x0)

]
(B.1)

où nous avions jusqu'à présent noté
JNADH2

νNADH2−O2
= β, et où Cx est la concentration en biomasse

sèche. Tous les paramètres utilisés dans cette expression sont dé�nis dans la table B.1, et leur

sens physique a été détaillé au paragraphe 1.2.1 (sauf pour JNADH2 et νNADH2−O2). Certains

de ces paramètres dépendent du micro-organisme photosynthétique que l'on considère et nous

choisissons ici d'identi�er leur valeur pour la micro-algue Chlamydomonas reinhardtii. Pour

cela, nous allons nous appuyer sur une démarche d'identi�cation qui est présentée dans [16]

et qui se base sur un ensemble de résultats expérimentaux obtenus avec un photobioréacteur

torique. Ces données expérimentales portant sur des mesures globales à l'échelle du réacteur,

l'identi�cation des paramètres de la loi de couplage implique donc de mettre en ÷uvre notre

modèle complet de la productivité moyenne 〈rx〉 d'un photobioréacteur :

� détermination des propriétés radiatives spectrales de Chlamydomonas reinhardtii pour

di�érentes compositions pigmentaires correspondant à di�érentes densités surfaciques

de �ux incident q∩ (voir Chap. 2),

� résolution du transfert radiatif par la méthode de Monte Carlo (voir Chap. 5) a�n
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d'obtenir A(x0) en tout point x0 de la con�guration quasi-monodimensionnelle du

photobioréacteur torique, pour une incidence collimatée normale associée au spectre

d'émission des LED Fig. 1.5 et une ré�ectivité grise de 0.54 à l'arrière du réacteur (voir

la mesure spectrale de cette ré�ectivité dans [23]),

� l'évaluation de la moyenne des cinétiques locales (voir Eq. B.1) sur l'ensemble du

volume réactionnel (la con�guration étant monodimensionnelle, la mise en ÷uvre de

la méthode numérique proposée au chapitre 6 n'est pas nécessaire).

Le principe général de l'identi�cation que nous mettons ensuite en ÷uvre consiste à obtenir

un accord entre les mesures expérimentales de 〈rx〉 et celles obtenues à partir de notre

modèle, sachant que seuls trois des paramètres de la loi de couplage Eq. B.1 sont libres (voir

paragraphe suivant).

L'article [16], sur lequel nous nous appuyons ici, a pour objectif de déterminer les paramètres

d'une loi de couplage écrite en fonction de l'irradiance locale Ĝ(x0) dans le cadre d'un modèle

gris :

rx(x0) = Cx

[
ρM φ̄′ Mx

νO2−x

K ′ σa Ĝ(x0)

K ′ + Ĝ(x0)
−

J ′
NADH2

νNADH2−O2

Mx

νO2−x

K ′
r

K ′
r + Ĝ(x0)

]
(B.2)

où σa est la section e�cace massique grise du micro-organisme (prise comme la moyenne de

σa,ν sur λ0 ∈ [400nm, 700nm]) et où tous les autres paramètres sont donnés dans la table B.1.

Par rapport à notre écriture (Eq. B.1), seuls les paramètres K ′, J ′
NADH2

et K ′
r sont changés

pour les paramètres K, JNADH2 et Kr. Nous allons maintenant détailler l'identi�cation de

ces trois paramètres, en suivant la démarche de [16], mais nous tenons ici à signaler qu'il

s'agit seulement d'une étude préliminaire : d'une part, une identi�cation plus �ne de ces

paramètres nécessiterait de réaliser des mesures expérimentales spéci�ques à une écriture en

A plutôt que Ĝ, et d'autre part les incertitudes liées aux mesures expérimentales mériteraient

d'être plus amplement étudiées (nous avons notamment vu au chapitre 2 la forte sensibilité

des champs de radiation à l'erreur sur la mesure de la concentration en biomasse Cx).

La constante de saturation de la photosynthèse K est déterminée à partir de la relation

suivante :

K = σaK
′ (B.3)

où σa = 268m2.kg−1
x est la valeur de la section e�cace massique grise utilisée dans [16] lors

des expériences à faible �ux de photon incident qui ont servi à déterminer la valeur deK ′ (voir

Tab. B.1). En e�et, dans le premier terme de l'équation B.2, si l'on multiplie le numérateur

et le dénominateur par σa, nous sommes bien ramenés au terme KA(x0)
K+A(x0)

de l'équation B.1
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(car pour un modèle gris, A = σa Ĝ). On remarque que la valeur de K mériterait d'être

déterminée de manière plus �ne, notamment en réalisant des expériences spéci�ques portant

sur une mesure de A plutôt que Ĝ (voir [16, 6]).

Le point de compensation Ac est déterminé à partir de la règle du γ égal 1 (voir Sec. 1.2.5) :

la productivité du réacteur est maximale lorsque A = Ac à l'arrière du réacteur. Les quatre

situations optimales de production de biomasse présentées dans la table B.2 ont été mesurées

dans [16] en ajustant la concentration Cx dans le réacteur (fonctionnement en continu) pour

di�érentes valeurs du �ux incident q∩. Pour chacune de ces situations optimales (dé�nies

expérimentalement par un couple q∩, Cx), les propriétés radiatives spectrales de Chlamy-

domonas reinhardtii sont calculées en suivant la démarche présentée au chapitre 2 pour les

dosages de la teneur en pigments photosynthétiques mesurés dans [23, 16] et reportés dans la

table B.2 (cette teneur varie fortement en fonction de la densité de �ux incident q∩). Pour ces

quatre con�gurations radiatives, le champ de A est ensuite résolu par la méthode de Monte

Carlo (tel que décrit dans le chapitre 5) et la valeur numérique de A ainsi obtenue à l'arrière

du réacteur est le point de compensation Ac (puisque ces con�gurations correspondent à un

fonctionnement optimal, c'est-à-dire γ ' 1). La valeur de Ac retenue dans la table B.1 est la

moyenne des valeurs obtenues pour chacune de ces quatre situations à γ ' 1 (voir Tab. B.2).

La constante de saturation Kr de l'inhibition de la respiration par la lumière est contrainte

par la relation de dé�nition du point de compensation : rx(Ac) = 0. L'équation B.1 satisfait

la relation rx(Ac) = 0 si

Kr =
Ac

JNADH2

νNADH2−O2
ρM φ̄′

[
1
Ac

+ 1
K

]
− 1

(B.4)

où JNADH2 reste à déterminer.

La vitesse spéci�que JNADH2 de réoxydation des cofacteurs sur la chaîne respiratoire est

identi�ée comme étant la valeur minimisant l'écart quadratique entre les valeurs de la pro-

ductivité 〈rx〉 prédites par le modèle (les autres paramètres étant par ailleurs �xés) et celles

mesurées expérimentalement sur les deux con�gurations à γ ' 0.5 données dans la table B.2.

Ces mesures à γ ' 0.5 sont ici utilisées car elles correspondent à des situations pour lesquelles

la sensibilité de 〈rx〉 à JNADH2 est élevée, contrairement aux situations à γ ' 1.



Loi de couplage en Ĝ Loi de couplage en A

Paramètre Valeur Unité Paramètre Valeur Unité

ρM 0.8 - ρM 0.8 -

J ′
NADH2

6.4× 10−4 molO2 .kg
−1
x .s−1 JNADH2 4× 10−4 molO2 .kg

−1
x .s−1

±3× 10−5

φ̄′ 1.1× 10−7 molO2 .µmol
−1
hν φ̄′ 1.1× 10−7 molO2 .µmol

−1
hν

Mx 0.024 kgx.C −mol−1 Mx 0.024 kgx.C −mol−1

νO2−x 1.183 - νO2−x 1.183 -

νNADH2−O2 2 - νNADH2−O2 2 -

K ′ 120± 20 µmolhν .m
−2.s−1 K 32000 µmolhν .kg

−1
x .s−1

K ′
r 3 − 6 µmolhν .m

−2.s−1 Kr 7500 µmolhν .kg
−1
x .s−1

Ĝc 10± 3 µmolhν .m
−2.s−1 Ac 1800± 370 µmolhν .kg

−1
x .s−1

Table B.1: Paramètres de la loi de couplage cinétique de Chlamydomonas reinhardtii, à
gauche tels que obtenus dans [16] pour une loi écrite en fonction de l'irradiance Ĝ, à droite
tels que obtenus ici pour une loi écrite en fonction de la vitesse locale d'absorption des
photons A. ρM : rendement énergétique maximum des antennes photosynthétiques ; J ′

NADH2

et JNADH2 : vitesse spéci�que de régénération des cofacteurs sur la chaîne respiratoire ; φ̄′ :
rendement quantique molaire de la réaction biochimique de photosynthèse ; Mx : masse
molaire de la biomasse sèche ; νO2−x et νNADH2−O2 sont des coe�cients st÷chiométriques ;
K ′ et K : constante de saturation de la photosynthèse ; K ′

r et Kr : constante de saturation
de l'inhibition de la respiration par la lumière ; Ĝc et Ac : point de compensation.



γ ' 1 γ ' 0.5

Con�gurations :

q∩ (µmolhν .m−2.s−1) 110 300 500 1000 110 1000

Cx (kgx.m−3) 0.35 0.47 0.57 1.1 0.6 1.47

Mesures expérimentales [16, 23] :

Chlorophylle a . 2.00 1.65 1.50 1.10 2.17 1.33

Chlorophylle b . 0.80 0.68 0.60 0.45 0.90 0.51

Caroténoïdes photosynthétiques . 0.09 0.07 0.06 0.05 0.09 0.06

Caroténoïdes de protection . 0.51 0.41 0.34 0.30 0.55 0.36

〈rx〉 (gx.m−3.h− 1) 11 25 33 43 7.2 29

Résultats du modèle :

〈rx〉 (gx.m−3.h− 1) 8.6 21.7 31.39 48.4 5.7 31.4

Ac (µmolhν .kg−1
x .s−1) 1580 2370 2570 690 - -

γ ? 0.88 1.05 1.02 0.71 0.45 0.5

Ĝc
� (µmolhν .m−2.s−1) 16 30 38 14 - -

? Valeurs de γ calculés à partir du point de compensation Ac moyen retenu dans la table B.1.
� Les valeurs de Ĝc ne sont pas ici utilisées, elles sont données à titre indicatif.
. Teneur en pigments (% biomasse sèche) utilisées pour le calcul des propriétés radiatives.

Table B.2: Résultats expérimentaux et prédictifs obtenus pour les six con�gurations étudiées
dans [16] qui ont été retenues ici. Con�gurations : q∩ est la densité de �ux de photons incident,
Cx est la concentration en biomasse sèche dans le réacteur. Résultats du modèle : le point
de compensation Ac ainsi que la fraction éclairée γ du volume réactionnel (voir chapitre 1)
sont des valeurs purement radiatives obtenues à partir de la résolution du champ de A
par méthode de Monte Carlo ; la productivité 〈rx〉 est obtenue pour ces champs de A en
considérant la loi de couplage cinétique Eq. B.1 pour les valeurs des paramètres données
dans Tab. B.1.





Annexe C

Longueurs d'extrapolation pour

l'écriture des conditions aux limites de

l'approximation P1 dans la situation

académique d'un système conservatif

A la section 4.5.2 du chapitre 4, nous avons proposé une lecture particulière de la forme

fonctionnelle Eq. 4.166 qui est habituellement employée pour l'écriture des conditions aux

limites de Marshak de l'équation de di�usion Eq. 4.151. Dans cette écriture, la longueur

d'extrapolation est exprimée en fonction de la moyenne des cosinus des directions de sortie

des photons di�us au point où nous écrivons la condition à la limite. Cette expression va ici

nous permettre de développer une analyse des longueurs d'extrapolation mais pour autant,

elle ne résout pas la di�culté de leur détermination : en première approximation, nous avions

choisi au chapitre 4 de �xer arbitrairement les longueurs d'extrapolation (qui apparaissaient

comme des paramètres libres) a�n d'obtenir un jeu de solutions de l'approximation P1. La

présente annexe met en lumière le caractère local de la longueur d'extrapolation (point qui

n'est pas toujours clair dans la littérature) et propose une première discussion sur le lien entre

sa valeur en di�érents points de la frontière d'un système. Pour cela, nous nous concentrons

sur l'étude d'une con�guration académique plans parallèles monodimensionnelle pour laquelle

seules deux longueurs d'extrapolation sont à déterminer (puisque seules deux conditions aux

limites sont à écrire). En nous plaçant dans une situation en l'absence d'absorption, pour

les fortes épaisseurs optiques de di�usion, et en utilisant une propriété d'invariance de toute

marche aléatoire de di�usion [114], nous proposons de dériver une relation entre ces deux

349



Annexe C Longueurs d'extrapolation dans un système conservatif 350

z

0 E

ez

n
0

n
E

Figure C.1: Con�guration monodimensionnelle étudiée dans la présente annexe : le milieu
n'absorbe pas (système conservatif) et n'émet pas ; incidence lambertienne en z = 0 (L̂(z =
0,ω) = q∩/π pour ω ·n0 > 0, q∩ étant la densité de �ux incidente à la surface) ; vide derrière
la frontière en z = E (L̂(z = E,ω) = 0 pour ω · nE > 0).

longueurs d'extrapolation (réduisant ainsi le nombre de paramètres libres à un) et d'en

discuter la signi�cation physique.

Nous considérons dans la suite la con�guration monodimensionnelle de la �gure C.1

en l'absence d'absorption et d'émission dans le volume. L'équation de di�usion en régime

stationnaire s'écrit alors (en prenant ka = 0 dans l'équation 4.173) :

∂ 2
z Ĝ(z) = 0 (C.1)

où ∂ 2
z Ĝ(z) est la dérivée seconde de l'irradiance par rapport à l'abscisse z. Le pro�l d'irra-

diance est alors linéaire :

Ĝ(z) = C0 + C1 z (C.2)

où C0 et C1 sont des constantes. Nous considérons de plus une incidence lambertienne en

z = 0 et le vide derrière la frontière en z = E (aucun rayonnement n'est incident en z = E).

Il n'y a pas de ré�exion aux frontières de ce système. Dans ces conditions et dans le cadre

des dérivations de la section 4.5.2, les conditions aux limites de Marshak s'écrivent (voir

Eqs. 4.165 - 4.168 dans lesquelles ρ = 0) :

• En z = 0

Ĝ(0) − h0
k∗ext

∂z Ĝ(0) = 3h0 q
(0)(0) + Ĝ(0)(0) (C.3)

où h0 est la longueur d'extrapolation adimensionnelle en z = 0, k∗ext = kext(1 − αs g) est le

coe�cient d'extinction de transport et q(0)(0), Ĝ(0)(0) sont respectivement la densité sur-
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facique de �ux et l'irradiance dues aux photons balistiques en z = 0. Comme nous l'avons

discuté au paragraphe A de la section 4.5.3, dans la situation étudiée (incidence lamberti-

enne) q(0)(0) = q∩ et Ĝ(0)(0) = 2 q∩, où q∩ est la densité surfacique de �ux incident à la

surface en z = 0, et il vient :

Ĝ(0) − h0
k∗ext

∂z Ĝ(0) = q∩ (3h0 + 2) (C.4)

Dans le cadre de notre lecture des conditions aux limites de Marshak, la longueur d'extrap-

olation s'écrit (voir Eq. 4.168 avec ρ = 0) :

h0 =
1

3 〈µ〉−0
(C.5)

où 〈µ〉−0 est la moyenne des cosinus des directions de sortie des photons di�us en z = 0

(〈µ〉−0 > 0, voir Eqs. 4.158 et 4.159).

• En z = E

Ĝ(E) +
hE
k∗ext

∂z Ĝ(E) = 3hE q
(0)(E) + Ĝ(0)(E) (C.6)

où hE est la longueur d'extrapolation adimensionnelle en z = E et q(0)(E), Ĝ(0)(E) sont

respectivement la densité surfacique de �ux et l'irradiance dues aux photons balistiques en

z = E. Comme nous l'avons discuté au paragraphe A de la section 4.5.3, dans les situa-

tions où les épaisseurs optiques de di�usion sont fortes (ed = E kd � 1, comme dans les

photobioréacteurs) q(0)(E) et Ĝ(0)(E) sont négligeables, et il vient :

Ĝ(E) +
hE
k∗ext

∂z Ĝ(E) ' 0 (C.7)

La longueur d'extrapolation hE en z = E s'écrit comme h0, mais en considérant cette fois la

moyenne 〈µ〉−E des cosinus des directions de sortie des photons di�us en z = E :

hE =
1

3 〈µ〉−E
(C.8)

La solution du pro�l d'irradiance Eq. C.2 qui satisfait à ces conditions aux limites est :

Ĝ(z) = 2 q∩
3/2h0 + 1

e∗ + h0 + hE
(e∗ + hE − k∗ext z) (C.9)

où e∗ = E k∗ext est l'épaisseur optique de transport.

A la section 4.5, nous avions considéré en première approximation une distribution des
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directions de sorties qui était isotrope en z = 0 et en z = E, ce qui donnait 〈µ〉−0 = 〈µ〉−E =

1/2, et donc (voir Eqs. C.5 et C.8) :

h0 = hE =
2

3
(C.10)

Ici, notre but est justement d'étudier les longueurs d'extrapolation et nous ne faisons donc

aucune approximation sur la valeur de h0 et hE. Plus exactement, nous allons dériver une

relation entre ces deux longueurs d'extrapolation qui assure que la solution Eq. C.9 du pro�l

d'irradiance véri�e une propriété d'invariance générale des marches aléatoires de di�usion :

pour une émission lambertienne, la moyenne des longueurs des chemins de premier retour

(chemins qui partent de la frontière et reviennent à la frontière) est 〈L〉 = 4V/S, où V est le

volume du système et S est l'aire de la surface délimitant le système [114]. Dans le cas de la

con�guration Fig. C.1, tous les chemins optiques sont des chemins de premier retour (ceux

qui partent de z = 0 et retournent en z = 0, comme ceux qui partent de z = 0 et sortent

de la lame en z = E) et leur longueur est en moyenne 〈L〉 = 2E. Puisque les photons se

déplacent tous à la vitesse c, nous connaissons aussi le temps moyen qu'ils restent dans le

système :

〈t〉 = 〈L〉
c

=
2E

c
(C.11)

Cela a pour conséquence de �xer le nombre de photons N contenus dans le système, par

unité de surface de la lame (le système est ici de dimension in�nie et nous nous ramenons à

un mètre carré de lame) :

N = q∩ 〈t〉 = q∩
2E

c
(C.12)

où la densité surfacique de �ux q∩ est exprimée en nombre de photons par unité de temps et

par unité de surface. En outre, N s'exprime aussi en fonction de l'intégrale de l'irradiance

Ĝ(z) (Eq. C.9) sur l'épaisseur de la lame (Ĝ est exprimée dans la même unité que q∩, voir

l'encart 1 du chapitre 1 et la section 4.2.1) :

N =

∫ E

0

dz
Ĝ(z)

c
= q∩

2E

c

3/2h0 + 1

e∗ + h0 + hE
(e∗/2 + hE) (C.13)

En égalisant les expressions Eq. C.12 et Eq. C.13, on obtient la relation suivante entre les

longueurs d'extrapolation :

h0 =
2/3

1 + hE−2/3
e∗/2

(C.14)
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où e∗ = E k∗ext est l'épaisseur optique de transport
1.

D'un point de vue pratique, la relation Eq. C.14 permet de passer de deux paramètres

libres (h0 et hE) à un seul (h0) dans la solution du pro�l d'irradiance, pour la situation

académique étudiée (notamment en l'absence d'absorption). Au delà de cette considération

pratique, la relation Eq. C.14 indique deux résultats remarquables :

1. Plus l'épaisseur optique de transport augmente, plus la dépendance entre les longueurs

d'extrapolation h0 et hE est ténue, et h0 tend vers 2/3.

2. Si l'on postule que la longueur d'extrapolation est indépendante de la position sur la

frontière du système, ici h0 = hE = h, alors h = 2/3.

Ce dernier résultat est particulièrement intéressant car on trouve dans la littérature des

travaux qui, pour la con�guration présente, postulent implicitement l'égalité des longueurs

d'extrapolation (le problème est directement posé pour h0 = hE = h, sans justi�cations

particulières). Par exemple, dans [118] la solution de l'équation de di�usion ainsi obtenue est

comparée à une référence donnée par la méthode de Monte Carlo, et une part importante de la

discussion est centrée sur la valeur de h donnant le meilleur accord. Les auteurs constatent

que la valeur "arbitraire" h = 2/3 donne de meilleurs résultats que la valeur h = 0.7104

qui est pourtant obtenue par un raisonnement spéci�que correspondant à la résolution du

problème de Milne [119]. D'après la relation C.14 (et le résultat 2 qui en découle), le fait que

l'accord optimal soit ici obtenu pour h = 2/3 est simplement expliqué par le choix de deux

longueurs d'extrapolation égales.

La lecture que nous proposons, dans laquelle la longueur d'extrapolation est une fonction

de 〈µ〉− (voir Eqs. C.5 et C.8), permet de mettre en exergue la nécessité de travailler avec

h0 6= hE : le système étudié n'étant pas symétrique (éclairement en z = 0), il n'y a aucune

raison que les distributions des directions de sortie soient identiques en z = 0 et z = E. La

relation Eq. C.14 va plus loin, en indiquant que ces deux distributions sont liées. A�n de

mettre une image physique simple sur cette dépendance, nous proposons de considérer les

solutions mésoscopiques respectives des trois con�gurations de la �gure C.2 : L̂a(z,ω) pour la

con�guration a, L̂b(z,ω) pour la con�guration b (qui correspond à la situation étudiée dans

cette annexe, voir Fig. C.1) et L̂c(z,ω) pour la con�guration c. Les opérateurs de l'équation

de transfert radiatif étant linéaires, ces solutions sont reliées par

L̂a(z,ω) = L̂b(z,ω) + L̂c(z,ω) , ∀(z,ω) (C.15)

1. La relation Eq. C.14 a été obtenue en faisant l'hypothèse que l'épaisseur optique de di�usion ed = E kd
est grande devant 1 (à travers l'utilisation de l'expression Eq. C.9 du champ d'irradiance). Cependant, ceci
n'implique pas nécessairement que e∗ est grand (voir Sec. 4.3). Dans les photobioréacteurs, nous avons par
exemple ed � 1 et e∗ ' 1 car les paramètres d'asymétries g sont proches de 1.
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Figure C.2: Con�gurations utilisées pour l'étude de la dépendance angulaire des luminances
sortantes. Le milieu n'absorbe pas et n'émet pas. a : incidence lambertienne en z = 0 (L̂(z =
0,ω) = q∩/π pour ω · n0 > 0, q∩ étant la densité de �ux incidente à la surface) ; incidence
lambertienne en z = E identique à celle en z = 0 (L̂(z = E,ω) = q∩/π pour ω ·nE > 0). b :
con�guration de la �gure C.1 ; incidence lambertienne en z = 0 (L̂(z = 0,ω) = q∩/π pour
ω · n0 > 0) ; vide derrière la frontière en z = E (L̂(z = E,ω) = 0 pour ω · nE > 0). c : vide
derrière la frontière en z = 0 (L̂(z = 0,ω) = 0 pour ω · n0 > 0) ; incidence lambertienne en
z = E (L̂(z = E,ω) = q∩/π pour ω · nE > 0).

z

0 E

ez

Figure C.3: Exemple de distributions angulaires des luminances sortantes (traits pleins)
satisfaisant à l'équation C.18 dans la con�guration de la �gure C.1. La somme des luminances
sortantes en z = 0 et z = E est isotrope (pointillés).
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Par ailleurs, la solution de la con�guration a (milieu conservatif à l'équilibre) est L̂a(z,ω) =

q∩/π en tout point de l'espace des phases, ce qui entraîne :

L̂b(z,ω) + L̂c(z,ω) = q∩/π , ∀(z,ω) (C.16)

Si l'on considère maintenant les symétries des con�gurations b et c par rapport à l'abscisse

z = E/2, ainsi que la symétrie de révolution de chacune de ces con�gurations par rapport à

ez, il vient :

L̂c(z,ω) = L̂b(E − z,−ω) (C.17)

En injectant cette relation dans l'équation C.16 et en notant L̂b = L̂ (nous étudions ici la

con�guration b, voir Fig. C.1), on obtient :

L̂(z,ω) + L̂(E − z,−ω) = q∩/π , ∀(z,ω) (C.18)

Cette relation formalise de manière rigoureuse la dépendance entre les distributions des

directions de sortie des photons en z = 0 et z = E (en prenant z = 0 dans l'équation C.18) 2 :

L̂(0,ω) + L̂(E,−ω) = q∩/π , pour ω · n0 < 0 et − ω · nE < 0 (C.19)

Ainsi, si l'on connaît la luminance sortante d'un coté de lame, cela su�t à déterminer com-

plètement la luminance sortante de l'autre côté (voir un exemple à la �gure C.3). On retrouve

bien par ce raisonnement mésoscopique le lien entre 〈µ〉−0 et 〈µ〉−E, et donc entre h0 et hE.

De plus, le résultat 2 est toujours valide : si l'on postule que la distribution angulaire de la

luminance sortante et identique en 0 et en E (h0 = hE = h), alors ces deux distributions

sont nécessairement isotropes (et donc h = 2/3).

2. L'équation C.18 su�t à retrouver le résultat de l'équation C.12. De manière générale, on a

N = 1/c
∫ E

0
dz
∫
4π

dω L̂(z,ω) = 1/c
∫ E

0
dz
∫
2π

dω L̂(z,ω) + L̂(z,−ω)

= 1/c
∫ E/2

0
dz
∫
2π

dω L̂(z,ω) + L̂(E − z,−ω) + L̂(E − z,ω) + L̂(z,−ω)

En utilisant l'équation C.18, on obtient L̂(z,ω) + L̂(E − z,−ω) = L̂(E − z,ω) + L̂(z,−ω) = q∩/π, et il
vient :

N =
1

c
2π

q∩
π

= q∩
2E

c





Annexe D

Simpli�cation de la géométrie du

photobioréacteur DiCoFluV et mise en

÷uvre des approximations P1 et de la

di�usion simple

L'objectif de cette annexe est de dégrader progressivement la géométrie complexe du

prototype DiCoFluV jusqu'à obtenir une con�guration monodimensionnelle équivalente ap-

prochée permettant la résolution analytique des approximations P1 et de la di�usion simple

qui ont été présentées dans le chapitre 4. Les solutions approchées de la luminance et de

l'irradiance ainsi obtenues sont utilisées à la section 5.5 du chapitre 5 a�n d'améliorer la

convergence d'un algorithme de Monte Carlo grâce au guidage de ses procédures d'échantil-

lonnage dans le contexte de la mise en ÷uvre du concept de zéro-variance.

Le prototype DiCoFluV (voir Chaps. 1 et 5, ainsi que [7]) correspond à une géométrie

relativement complexe. Il s'agit d'un réacteur cylindrique en acier inoxydable contenant un

millier de �bres optiques à éclairage latéral assurant une densité surfacique de �ux émis q∩
quasi-homogène sur la totalité de leur surface (voir Fig. D.1). La cuve externe du réacteur

est notée R et les �bres, qui sont immergées dans le volume réactionnel V et émettent le

rayonnement, sont notées F . Les �bres et le réacteur sont modélisés comme des cylindres

dont les axes sont alignés. En d'autres termes, la modélisation consiste en une millier de

petits cylindres F contenus dans un cylindre R plus grand. Les �bres sont disposées péri-

odiquement dans l'espace selon un réseau hexagonal dans le plan perpendiculaire à leur axe

(voir Fig. D.1.c).

357
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a

b c

F

F

R

F

F

V

Figure D.1: Prototype DiCoFluV [7] de photobioréacteur à éclairage interne. a : Cuve ex-
terne R du réacteur. b : Entrée des �bres F dans le réacteur. c : Représentation schématique
d'une coupe perpendiculaire à l'axe du réacteur. Disposition périodique des �bres dans le
volume réactionnel V selon un réseau hexagonal bidimensionnel dont les mailles sont tracées
en pointillés.

Nous allons maintenant construire progressivement une approximation géométrique de

ce prototype de photobioréacteur :

(1) Pour commencer, les e�ets associés à

la hauteur �nie du réacteur sont négligés

(la densité surfacique de �ux est quasi-

homogène à la surface des �bres), ce qui

réduit la géométrie aux deux dimensions

représentées ci-contre.

F

F

R

F

F

V

(2) Puis, les e�ets liés à la cuve externe du

réacteur R sont eux aussi négligés. Cela

revient à considérer un arrangement péri-

odique in�ni de �bres optiques.

F

FF

F

V
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(3) Cet arrangement in�ni de �bres organ-

isées selon un réseau hexagonal bidimen-

sionnel est équivalent à sa maille élémen-

taire représentée ci-contre. rF est le rayon

des �bres et dF est la distance entre les

axes de deux �bres voisines.

F

F

F

V

π/6

V

rF
dF/2

dF/
√
3

F

(4) D'un point de vue radiatif, l'étude du

prototype DiCoFluV est ainsi ramenée à

la con�guration ci-contre qui est associée à

un système de coordonnées polaires (r, θ).

La surface en r = rF est émettrice et

les surfaces notées . . . . . . sont des miroirs

parfaits (ré�exion spéculaire de ré�ectiv-

ité 1). La distance e(θ) = dF
2

1
cos(θ)

, où

θ ∈ [0, π/6], dé�nit les dimensions du sys-

tème.

(r,  )x
0

θ
rF

θ
π/6

+ θe(  )

La géométrie simpli�ée (4) ne permet toujours pas l'obtention de solutions analytiques

pour les approximations P1 et de la di�usion simple. Cette con�guration est encore réduite

à une géométrie cylindrique monodimensionnelle pour l'approximation P1 (voir Fig. D.2) et

à une géométrie plan-parallèle pour l'approximation de la di�usion simple (voir Fig. D.3).

Dans les deux cas, pour chaque position x0 ≡ (r, θ) du volume réactionnel, une géométrie

monodimensionnelle d'épaisseur e(θ) − rF est considérée. L'approximations de la di�usion

simple et l'approximation P1 sont donc résolues dans la suite pour des conditions aux limites

qui dépendent de la coordonnée θ du point d'observation. Cependant, les modèles associés à

chaque valeur de θ sont indépendants les uns des autres.

Les solutions analytiques de la luminance par l'approximation de la di�usion simple et

de l'irradiance par l'approximation P1 pour les con�gurations Figs. D.2 et D.3 sont données

ci-dessous. Les résultats correspondants ne sont pas discutés dans cette annexe, il seront

utilisés à la section 5.5 dans le contexte de l'optimisation d'un algorithme de Monte Carlo

grâce à un échantillonnage préférentiel des fréquences du rayonnement et des directions de

départ des chemins optiques.

Approximation P1. Les dérivations suivantes s'appuient sur les résultats obtenus à la

section 4.5. L'équation de la di�usion exprimée en coordonnées cylindriques sans séparation
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(r,  )x
0

θ
rF

θ
π/6

+ e(  )θ

ωi

ρ = 1ρF

rF
r

er

n
F

e(θ)

V

F

Figure D.2: Con�guration monodimensionnelle cylindrique utilisée pour l'approximation
P1. La surface en r = e(θ) est ré�échissante spéculaire de ré�ectivité 1. La position x0

est repérée par sa coordonnée r. La surface F émet un rayonnement lambertien et a une
ré�ectivité ρF .

(r,  )x
0

θ
rF

θ
π/6

+ e(  )θ

ωi

ρ = 1

e(θ)− rF

n
F

z
ez

0

V

F

FigureD.3: Con�guration plan-parallèle utilisée pour l'approximation de la di�usion simple.
La surface en z = e(θ)− rF est ré�échissante spéculaire de ré�ectivité 1. La position x0 est
repérée par sa coordonnée z = r − rF . La surface F émet un rayonnement lambertien et a
une ré�ectivité nulle.

des photons balistiques et di�us s'écrit dans le cas monodimensionnel :

∂ 2
r Ĝ(r) +

1

r
∂r Ĝ(r) = ξ2Ĝ(r) (D.1)
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où ξ =
√
ka/D, ka étant le coe�cient linéique d'absorption et D le coe�cient de di�usion

macroscopique. La solution générale de cette équation est :

Ĝ(r) = C0 I0(ξ r) + C1K0(ξ r) (D.2)

où In et Kn sont les fonctions de Bessel modi�ées d'ordre n, respectivement de première et

de deuxième espèces. La condition à la limite en r = rF s'écrit (voir Eq. 4.171) :

Ĝ(rF)− L0 ∂r Ĝ(rF) = q∩

(
2 +

L0

D

)
(D.3)

où q∩ est la densité surfacique de �ux émis à la surface F et

L0 = 2/3
1 + ρF

1− ρF
1

k∗ext
(D.4)

La condition à la limite en r = e(θ) est une condition de �ux nul (la ré�ectivité est égale à

1) :

∂r Ĝ(e(θ)) = 0 (D.5)

La solution satisfaisant ces conditions aux limites est :

Ĝ(r, θ) = C(θ)

[
I0(ξ r) +

I1(ξ e(θ))

K1(ξ e(θ))
K0(ξ r)

]
(D.6)

où

C(θ) =
q∩ (2 + L0/D)

I0(ξ rF)− L0 ξ I1(ξ rF) +
I1(ξ e(θ))
K1(ξ e(θ))

(K0(ξ rF) + L0 ξ K1(ξ rF))
(D.7)

Approximation de la di�usion simple. Les dérivations suivantes s'appuient sur les

résultats obtenus à la section 4.4. On se place dans le problème de transport équivalent k∗ext,

α∗
s, et fonction de phase isotrope. A�n d'alléger les écritures, on note E(θ) = e(θ) − rF .

L'équation de transfert radiatif portant sur la luminance balistique est :

µ ∂z L̂
(0)(z, µ) = −k∗ext L̂(0)(z, µ) (D.8)

où µ est le cosinus de la direction considérée par rapport à ez. Les conditions aux limites

sont :

L̂(0)(0, µ) =
q∩
π

pour µ > 0 (D.9)
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et

L̂(0)(E(θ), µ) = L̂(0)(E(θ),−µ) pour µ < 0 (D.10)

La solution pour les photons balistiques est :

L̂(0)(z, θ, µ) =
q∩
π
exp [−k∗ext z/ |µ|] pour µ > 0 (D.11)

L̂(0)(z, θ, µ) =
q∩
π
exp [−k∗ext (2E(θ)− z)/ |µ|] pour µ < 0 (D.12)

L'équation de transfert radiatif portant sur la luminance d'ordre 1 est :

µ ∂z L̂
(1)(z, θ, µ) = −k∗ext L̂(1)(z, θ, µ) + C(0)(z, θ) (D.13)

où le terme source C(0) est (voir Eq. 4.94 dans laquelle la fonction de phase est isotrope, nous

sommes dans le problème de transport équivalent, où la variable d'intégration ω′ est changée

pour µ) :

C(0)(z, θ) = α∗
s k

∗
ext 2π

∫ 1

−1

dµL̂(0)(z, θ, µ)
1

4π
(D.14)

En injectant les solutions de L̂(0) pour µ > 0 (Eq. D.11) et µ < 0 (Eq. D.12) dans l'expression

ci-dessus, il vient :

C(0)(z, θ) = α∗
s k

∗
ext

q∩
2π

∫ 1

0

dµ exp [−k∗ext z/ |µ|] + exp [−k∗ext (2E(θ)− z)/ |µ|] (D.15)

ce qui donne après intégration

C(0)(z, θ) = α∗
s k

∗
ext

q∩
2π

[k∗ext z Γ(−1, k∗ext z) + k∗ext (2E(θ)− z) Γ(−1, k∗ext (2E(θ)− z))]

(D.16)

avec Γ(n, x), n entier, la fonction Gamma incomplète. Les conditions aux limites sur L̂(1)

sont :

L̂(1)(0, θ, µ) = 0 pour µ > 0 (D.17)

L̂(1)(E(θ), θ, µ) = L̂(1)(E(θ), θ,−µ) pour µ < 0 (D.18)

Nous négligeons ici la ré�exion des photons di�us à la paroi en z = E(θ) et la condition à la

limite devient :

L̂(1)(E(θ), θ, µ) = 0 pour µ < 0 (D.19)

Par la suite, on note t = z k∗ext et l(θ) = E(θ) k∗ext. La solution de L̂(1) est :

� Pour µ > 0 :
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L̂(1)(t, θ, µ) =
α∗
s

2

q∩
π

× [

{µ (Ei [−(1− 1/µ)t]− ln [−(1− 1/µ)] + Γ [0, 2l(θ)])− 1− 2l(θ)Γ [−1, 2l(θ)]} e−t/µ

+µ (Ei [−(1 + 1/µ)2l(θ)]− Ei [−(1 + 1/µ)(2l(θ)− t)]) e(2l(θ)−t)/µ

+µ (Γ [0, t]− Γ [0, 2l(θ)− t])

+tΓ [−1, t] + (2l(θ)− t)Γ [−1, 2l(θ)− t] ]

(D.20)

� Pour µ < 0 :

L̂(1)(t, θ, µ) =
α∗
s

2

q∩
π

× [

{−µ (Ei [−(1 + 1/µ)(2l(θ)− t)]− ln [−(1 + 1/µ)] + Γ [0, 2l(θ)])− 1− 2l(θ)Γ [−1, 2l(θ)]}
×e(2l(θ)−t)/µ

+µ (Ei [−(1− 1/µ)t]− Ei [−(1− 1/µ)2l(θ)]) e−t/µ

+µ (Γ [0, t]− Γ [0, 2l(θ)− t])

+tΓ [−1, t] + (2l(θ)− t)Γ [−1, 2l(θ)− t] ]

(D.21)

où Ei est la fonction exponentielle intégrale.
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Nous allons définir un formalisme et une méthode visant à obtenir un modèle de sensibilité à une déformation d’une

surface. Nous recherchons une méthode globale permettant l’obtention d’une sensibilité à un paramètre géométrique.

1 Le calcul de sensibilité

1.1 L’approche classique d’un calcul de sensibilité

La recherche de sensibilités à un paramètre associée aux méthodes de Monte Carlo est bien connue. La démarche

suivie consiste à estimer simultanément la grandeur recherchée A et ses sensibilités ∂πi
A par apport à des paramètres

πi. Pour cela, on dérive l’expression de l’algorithme de Monte Carlo utilisé pour calculer la grandeur d’intérêt par le

paramètre en question, comme présenté dans les relations Eqs. 1 et 2.

A =

∫
DXXX

pXXX (xxx)dxxx

∫
DYYY

pYYY (yyy|xxx)dyyyŵ(xxx,yyy;π) (1)

∂π A =

∫
DXXX

pXXX (xxx)dxxx

∫
DYYY

pYYY (yyy|xxx)dyyyŵπ(xxx,yyy;π) (2)

En définitif, l’algorithme sur la grandeur est très peu modifié et le temps de calcul supplémentaire est très faible car

on utilise les mêmes lois de tirage pour les variables aléatoires.

Toutefois, comme présenté dans [1], on peut classer les calculs de sensibilités en 4 cas distincts en répondant à 3

questions :

1. Est-ce que les lois de tirage dépendent du paramètre π ?

2. Est-ce que le domaine d’intégration dépend de π ?

3. Est-ce que π apparaît à l’intérieur des tests conditionnels de l’algorithme ?

Dans les cas où les réponses aux questions 1 et 2 sont positives, on quitte le domaine des sensibilités paramétriques

pour entrer dans celui des sensibilités à la déformation du domaine également appelées sensibilités géométriques. Si la

réponse à la question 3 est négative, une méthode a été mise au point dans le cadre de la thèse de M. Roger [2]. Elle

repose sur l’introduction d’un champ de vitesse de déformation du domaine. Les résultats sont alors obtenus par un

travail de reformulation mathématique sur les expressions.

Si la réponse à la question 3 est positive, il a été montré dans [1] qu’il est possible, par un travail mathématique de

reformulation d’obtenir un résultat. Toutefois, si nous sortons des cas académiques, cette méthode présente des difficultés

majeures.

1.2 Une démarche originale

Pour cela, nous proposons ici une approche différente pour traiter les problèmes nécessitant un calcul de sensibilité

géométrique. Ces problèmes comprennent notamment les problèmes relatifs au design d’installations où les critères

géométriques sont prépondérant.

Pour cela, au lieu de chercher à exprimer la grandeur mesurée et sa sensibilité dans le même algorithme, on va poser

un modèle sur la grandeur et un modèle sur la sensibilité. La difficulté se reporte sur la recherche des conditions aux

limites pour le modèle de sensibilité. C’est une approche nouvelle dans le cadre des méthodes de Monte Carlo. Elle

nécessite 2 algorithmes de Monte Carlo mais permet l’obtention d’une sensibilité géométrique.

Un modèle sur la grandeur A

Nous avons donc un algorithme qui permet de connaitre l’estimation de notre grandeur d’intérêt A :

A =

∫
DXXX

pXXX (xxx)dxxx

∫
DYYY

pYYY (yyy|xxx)dyyyŵ(xxx,yyy;π) (3)

Un modèle sur la sensibilité à π de la grandeur A

Nous posons la sensibilité Sπ , la sensibilité de la grandeur A par rapport au paramètre géométrique π :

Sπ = ∂π A (4)
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S ′
π

Sπ

rrrs

VVV π

nnn

tttrrr′s

δπ

FIGURE 1: Transformation suivant le vecteur vitesse de déformation

2 Aspects géométriques

2.1 Calculs sur la géométrie : définitions

Nous nous plaçons dans un repère en 2D, en considérant l’angle ϕ connu et fixé, comme présenté sur la figure 2 page

suivante. Le repère choisi est un repère de Frénet ayant pour origine le point rrrs que l’on observe. L’abscisse est ainsi

selon la tangente à la surface à ce point et l’ordonnée selon la normale à la surface à ce point. La figure 1 reprend cette

description. La surface est définie par une fonction paramétrique f , dépendante de l’abscisse et d’un paramètre π . Ce

paramètre π fait intervenir une grandeur caractéristique p de la surface et une perturbation infinitésimale δπ de cette

grandeur. Un point quelconque rrr(rx,ry) appartenant à la surface voit donc ses coordonnées répondre à la relation :

ry = f (rx,δπ) (5)

avec :

π = p−δπ (6)

Nous définissons 2 surfaces distinctes :

1. La surface de référence pour laquelle δπ = 0 que l’on désigne par Sπ avec f (rx,0) ;

2. Toute autre surface pour laquelle δπ > 0 que l’on désigne par S ′
π avec f (rx,δπ)

Exemple : pour une sphère en 3D, nous nous ramenons à un cercle en 2D où la fonction donne :

f (x,δπ) =
√

(R−δπ)2 − x2 −R+δπ (7)

2.2 Caractériser la déformation

Afin de s’affranchir de cas particuliers, nous cherchons à définir la déformation en toute généralité. Pour cela, nous

nous appuyons sur le travail de Maxime Roger [2] relatif au vecteur vitesse de déformation du domaine en introduisant le

vecteur VVV π . Ce champ vectoriel représente la déformation du domaine en fonction d’une perturbation δπ du paramètre π .

Nous définissons une transformation de la surface Sπ vers la surface S ′
π , qui fait correspondre à une position quelconque

rrrs de Sπ , une position rrr′s de S ′
π , comme représenté sur la figure 1 :

rrr′s − rrrs =−sign [VVV π ·nnn]×δπ ×VVV π (8)

rrr′s − rrrs =−δπ ×VVV π (9)

rrr′s =−δπ ×VVV π + rrrs (10)

1
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3.2 Modèle de sensibilité

On pose Sπ la sensibilité par rapport au paramètre π :

Sπ = ∂π L (13)

On dérive directement de l’ETR :

ωωω ·
−−→
gradrrr Sπ(rrr,ωωω;π) =−kaSπ(rrr,ωωω;π)+ kd

∫

4π
dωωω ′S′π(rrr,ωωω;π)p(ωωω|ωωω ′) (14)

Qui s’écrit également :

ωωω ·
−−→
gradrrr ∂π L(rrr,ωωω;π) =−ka∂π L(rrr,ωωω;π)+ kd

∫

4π
dωωω ′∂π L′(rrr,ωωω;π)p(ωωω|ωωω ′) (15)

Il faut maintenant exprimer les conditions aux limites sur une surface qui se déforme. La démarche consiste à chercher,
pour δπ ≪ π l’expression de L(rrrs,ωωω

+;δπ) en fonction des luminances entrantes dans la sous-couche L(rrrs,ωωω
−;δπ)

solution de la configuration. Nous exprimons ensuite la sensibilité de cette grandeur selon le paramètre géométrique
∂3L(rrrs,ωωω

+;δπ). À ce stade, nous prenons δπ → 0 pour obtenir ∂3L+, les conditions aux limites du problème en sensi-
bilité.

Dans le cadre de ce travail dans un sous-problème (la sous-couche entre Sπ et S ′
π ) avec δπ infinitésimal, nous allons

écrire la solution L(rrr1,ωωω
+;δπ) comme un développement limité en ordre de diffusion :

L(rrr1,ωωω
+;δπ) = L(0)(rrr1,ωωω

+;δπ)+L(1)(rrr1,ωωω
+;δπ)+ . . . (16)

Les termes de diffusion supérieurs ou égales à l’ordre 2 comprendront des termes en δπn avec n ≥ 2. De ce fait,
lorsque nous les dériverons et prendrons la limite quand δπ → 0, ils ne contribueront pas. D’un point de vue physique,
nous sommes dans un milieu optiquement mince, nous pouvons dire qu’il n’y aura presque pas de diffusion dans une
sous-couche de largeur δπ avec δπ → 0, donc si il n’y a que peu de diffusion, la probabilité de voir deux diffusions ou
plus est inexistante.

Le terme de diffusion simple a été étudié précédemment dans le cas d’une configuration slab :
• Il ne pose pas de problème : les conditions aux limites existent ;
• Intuitivement, il n’y a pas de raison que l’introduction de la courbure de Sπ introduise de difficulté.
Nous allons donc nous concentrer sur les termes balistiques. En effet, l’étude dans la configuration slab met en lumière

une difficulté lorsque l’on considère des conditions aux limites avec réflexion en géométrie 2D. De plus, on pressent que
la courbure va avoir un effet sur ce terme de par l’existence de 3 cas distincts, comme représenté sur la figure 3 page
suivante.

3.3 Contribution des balistiques

Comme indiqué au 2.1 page 1, nous nous plaçons dans un cas 2D. Cela implique que nous prenons une configuration
avec un angle ϕ connu. En toute généralité, il faudrait rajouter une dépendance à la tangente dans les expressions qui
vont suivre.

La figure 3 page suivante illustre les différentes contributions que nous pouvons avoir. Nous pouvons ainsi exprimer
L(rrrs,ωωω

+;δπ) comme :

L(rrrs,ωωω
+;δπ) =H(ωωω ·nnn > µl(δπ))

[

L0(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)))

+LR(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)),δπ)
]

exp[−k|rrrs − rrrδπ |]

+H(ωωω ·nnn < µl(δπ))LD(rrrδπ(δπ),ωωω−;δπ)exp[−k|rrrs − rrrδπ |] (17)

Nous dérivons cette expression par δπ 1 :

1. Un travail précédent sur les intégrales de la luminance nous a amené à la conclusion que l’on pouvait dériver directement l’expression de la
luminance

3
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S ′
π

Sπ

rrrs
ωωω

rrrδπ
L

0

Émission

S ′
π

Sπ

rrrs
ωωω

L
R

rrrδπ

Réflexion

S ′
π

Sπ

rrrs

ωωω

rrrδπ

L
D

Éclairement direct

FIGURE 3: Différentes contributions

∂3L(rrrs,ωωω
+;δπ) = δ (ωωω ·nnn = µl(δπ))×∂δπ µl

[
L

0(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)))+L
R(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)),δπ)

−L
D(rrrδπ(δπ),ωωω−;δπ)

]
exp[−k|rrrs − rrrδπ |]

+H(ωωω ·nnn > µl(δπ))
[
−k∂δπ |rrrs − rrrδπ |

(
L

0(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)))

+L
R(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)),δπ)

)

+∂δπ rrrδπ

(−−→
grad111 L

0(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)))+
−−→
grad111 L

R(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)),δπ)
)

+∂δπ nnn(rrrδπ)
(−−→

grad333 L
0(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)))+

−−→
grad333 L

R(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)),δπ)
)

+∂4L
R(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)),δπ)

]
exp[−k|rrrs − rrrδπ |]+H(ωωω ·nnn < µl(δπ))

×
[
−k∂δπ |rrrs − rrrδπ |L

D(rrrδπ(δπ),ωωω−;δπ)+∂3L
D(rrrδπ(δπ),ωωω−;δπ)

]
exp[−k|rrrs − rrrδπ |] (18)

3.4 Limite quand δπ → 0

Lorsque nous faisons tendre δπ vers 0, alors, nous avons également θl → 0 et rrrδπ → rrrs. En utilisant les expressions
obtenues par le travail de géométrie (voir 2.1 page 1), nous obtenons :

∂333L(rrrs,ωωω) = δ (ωωω ·nnn = 0)× ∂δπ µl(0)
︸ ︷︷ ︸

−VVV π ·nnn

ωωω ·nnn
×C

×
[
L

0(rrrs,ωωω;nnn(rrrs))+L
R

rrrs,ωωω;nnn(rrrs))+L(rrrs,ωωω)
]

+k ∂δπ |rrrs − rrrδπ |(δπ = 0)
︸ ︷︷ ︸










si ωωω ·nnn 6= 0 :
−VVV π ·nnn

ωωω ·nnn
si ωωω ·nnn = 0 : 0

×
[
L

0(rrrs,ωωω)+L
R

rrrs,ωωω)
]

+∂δπ rrrδπ(δπ = 0)
︸ ︷︷ ︸

−VVV π ·nnn

ωωω ·nnn
×ωωω

[−−→
gradrrr L

0(rrrs,ωωω)+
−−→
gradrrr L

R(rrrs,ωωω)
]

+∂δπ nnn(δπ = 0)
[−−→
gradnnn L

0(rrrs,ωωω)+
−−→
gradnnn L

R(rrrs,ωωω)
]

+∂3L
R(rrrs,ωωω;0) (19)

Nous allons maintenant chercher à expliciter les termes de la relation 19. Nous avons des termes provenant de la
réflexion, des termes provenant de l’émission.

3.5 Termes issus de la réflexion

Dans le cas d’une réflexion diffuse.

4
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Sδ π

Sπ

rrrs

ωωω l

R

yyys

θl

nnn

σ ∗
=
‖yyy

s −
rrr
s ‖

FIGURE 4: Existence du point yyys

LR(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ)) = ρ

∫

4π
dωωω− 1

2π
L(rrrs,ωωω

−;δπ)H(ωωω ·nnn < 0) (20)

−−→
grad111 LR(rrrδπ(δπ),ωωω;nnn(rrrδπ(δπ)),δπ) = ρ

∫

h−(nnn(rrrδπ ))
dωωω−p(ωωω|ωωω−;nnn(rrrδπ))

×
[

(∂rrrδπ
rrrs)×

−−→
grad111 L(rrrs(rrrδπ),ωωω

−;δπ)

−k
−−→
gradrrrδπ

|rrrs − rrrδπ |×L(rrrs,ωωω
−;δπ)

]

exp(−k|rrrs − rrrδπ |) (21)

Lorsque δπ → 0, alors, nous avons également rrrδπ → rrrs et rrr′s → rrrs. De ce fait, nous avons (∂rrrδπ
rrr′s)→Id. Nous avons

la relation :

−−→
gradrrr LR(rrrs,ωωω) = ρ

∫

h−(nnn(rrrs))
dωωω−p(ωωω|ωωω−;nnn(rrrs))×

−−→
gradrrr L(rrrs,ωωω

−) (22)

4 Intersection et équation de droite

Nous identifions un cas limite lorsque la demi-droite R passant par rrrs et portant le vecteur ωωω est tangente à S ′
π en yyys.

Cette configuration est représentée sur la figure 4. Cette demi-droite peut être définie à partir des coordonnées du point

rrrs, de la direction ωωω l et d’un réel σ ∈ [0,+∞]. Elle est constituée de l’ensemble des points rrr tels que :

rrr = rrrsss −σωωω l (23)

=

∣

∣

∣

∣

r1 −σ sinθl

r2 −σ cosθl
(24)

Le point yyys est le point d’intersection entre la demi-droite R et la surface S ′
π défini pour une valeur fixée de σ = σ∗.

Ce point appartenant à la surface S ′
π , nous pouvons donc écrire :

y2 = f (y1,δπ) (25)

y2 −σ∗ cosθl = f (y1 −σ∗ sinθl) (26)

Autour de ce cas limite, 2 cas distincts peuvent exister si l’on parcours les directions possibles suivant les angles

θ ∈
[

0, π
2

[

:

• Quand θ > θl , alors yyys ∈ Sπ ;

• Quand θ < θl , alors yyys ∈ S ′
π ;

5
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4.1 Cas où yyys ∈ Sπ :

Par définition, nous avons f (0, p) = 0, r1 < 0, rrrs = 000 et r2 = f (r1, p). Nous cherchons à exprimer la distance σ∗. Pour

cela, à partir de la relation entre r1 et r2, nous réalisons un développement limité autour de r1 = 0 :

r2 = f (r1, p) (27)

= f (0, p)+∂1 f (0, p)r1 +
1

2
∂

2
1 f (0, p)r2

1 + · · · (28)

Le point yyys appartient à de la surface S ′
π donc ces coordonnées vérifient la relation y2 = f (y1, p) avec

y2 = f (y1, p) (29)

−σ
∗
ω2 = f (−σ

∗
ω1, p) (30)

Nous avons une racine triviale pour σ∗ = 0, soit rrrs = yyys. La solution à notre problème nécessite d’aller à l’ordre 2.

Nous les injectons à la relation 28 pour obtenir :

−σ
∗
ω2 = f (0, p)+∂1 f (0, p)(−σ

∗
ω1)+

1

2
∂

2
1 f (0, p)(−σ

∗
ω1)

2 + · · · (31)

−σ
∗
ω2 =

1

2
∂

2
1 f (0, p)(−σ

∗
ω1)

2 + · · · (32)

σ
∗ =−

2

∂ 2
1 f (0, p)

×
ω2

ω2
1

(33)

σ
∗ =−

2

C
×

cosωωω

1− cos2 ωωω
(34)

où C est la courbure au point rrrs.

4.2 Cas où yyys ∈ S ′
π :

Nous avons maintenant la surface S ′
π dont les points sont définis par la relation f (r1,π) pour δπ > 0. Nous réalisons,

comme précédemment un développement limité autour de r1 = 0 :

r2 = f (r1,δπ) (35)

= f (0,δπ)+∂1 f (0,δπ)r1 +
1

2
∂

2
1 f (0,δπ)r2

1 + · · · (36)

Par la suite, nous réalisons un développement limité autour de δπ = 0 :

r2 = f (0,0)+∂2 f (0,0)δπ +∂
2
2 f (0,0)δπ

2

+
[
∂1 f (0,0)+∂2∂1 f (0,0)δπ +∂

2
2 ∂1 f (0,0)δπ

2
]
× r1

+
1

2

[
∂

2
1 f (0,0)+∂2∂

2
1 f (0,0)δπ +∂

2
2 ∂

2
1 f (0,0)δπ

2
]
× r2

1 + · · · (37)

Nous allons introduire des notations afin de simplifier les expressions et leur lecture :

r2 = f (0,0)+∂2 f (0,0)δπ +∂
2
2 f (0,0)δπ

2

︸ ︷︷ ︸

P0=a0+b0δπ+c0δπ2

+




∂1 f (0,0)+∂2∂1 f (0,0)δπ +∂

2
2 ∂1 f (0,0)δπ

2

︸ ︷︷ ︸

P1=a1+b1δπ+c1δπ2




× r1

+
1

2




∂

2
1 f (0,0)+∂2∂

2
1 f (0,0)δπ +∂

2
2 ∂

2
1 f (0,0)δπ

2

︸ ︷︷ ︸

P2=a2+b2δπ+c2δπ2




× r2

1 + · · · (38)

6
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Dans ce cas, le point yyys appartient à une surface pour laquelle δπ > 0 donc à la surface S ′
π . Ses coordonnées vérifient

la relation :

y2 = f (y1,π) (39)

−σ
∗
ω2 = f (−σ

∗
ω1,δπ) (40)

Nous pouvons injecter les coordonnées du point yyys dans la relation 38 page précédente :

−σ
∗
ω2 = P0 +P1 × (−σ

∗
ω1)+P2 × (−σ

∗
ω1)

2 (41)

P0 +(ω2 −P1ω1)×σ
∗+P2 ×ω

2
1 σ

∗2 = 0 (42)

Nous avons un polynôme de degré 2 en σ∗. Pour obtenir l’expression de σ∗, nous avons seulement besoin du premier

ordre. En effet, seule la première intersection entre la demi-droite et la surface S ′
π nous intéresse. Nous avons donc :

P0 +(ω2 −P1ω1)×σ
∗ = 0 (43)

σ
∗ =

−P0

ω2 −P1ω1
(44)

Nous recherchons maintenant l’expression de l’angle caractéristique θl définissant la tangente issue de rrrs à la surface

Sδ π , comme présentée sur la figure ...Pour cela, nous allons chercher le racine double de la relation 42. En effet, pour

obtenir θl nous ne pouvons avoir qu’une seule et unique valeur pour σ∗ puisque nous n’avons qu’une intersection avec

la tangente. Nous recherchons le discriminant :

∆ = (ω2 −P1ω1)
2 −4P0P2ω

2
1 (45)

Comme nous l’avons dit, nous recherchons la distance σ∗ entre les points rrrs et yyys. Nous recherchons l’expression de

θl pour ∆ = 0 :

(ω2 −P1ω1)
2 −4×P0 ×P2 ×ω

2
1 = 0 (46)

(cosθl −P1 sinθl)
2 −4P0P2 sin2

θl = 0 (47)

cos2
θl −2P1 cosθl sinθl +P2

1 sin2
θl −4P0P2 sin2

θl = 0 (48)
[

P2
1 −4P0P2

]

× tan2
θl −2P1 tanθl +1 = 0 (49)

Nous obtenons une équation du second degré en tanθl . Nous recherchons ses racines :

∆
′ = P2

1 −P2
1 +4P0P2 (50)

= 4P0P2 (51)

S1 =
P1 +

√
4P0P2

P2
1 −4P0P2

(52)

S2 =
P1 −

√
4P0P2

P2
1 −4P0P2

(53)

Nous savons, par définition que θl ∈
[

0,
π

2

[

, de ce fait, nous avons une contrainte pour évaluer la valeur de tanθl ∈
[0,+∞[. Nous allons rechercher quelle racine répond à cette contrainte. Les racines sont de la forme :

S =
a±b

a2 −b2
(54)

=
a±b

(a−b)× (a+b)
(55)

où a = P1 et b =
√

4P0P2.

7



Annexe E Sensibilités géométriques : document de travail commun 376

Cas 1 : Signe +

Nous avons alors :

S
+ =

a+b

(a−b)× (a+b)
(56)

=
1

(a−b)
(57)

Cas 2 : Signe −

Nous avons alors :

S
− =

a−b

(a−b)× (a+b)
(58)

=
1

(a+b)
(59)

En nous appuyant sur la géométrie (figure ...), lorsque θl →
π

2
nous recherchons la racine positive :

lim
δπ→0

S =+∞ (60)

Nous avons :

S =
1

P1 ±
√

4P0P2

(61)

Nous développons cette expression puis nous la divisons par
√

δπ :

S =
1

b1δπ ±
√

4×b0δπ × (a2 +b2δπ)
(62)

=
1/

√
δπ

±2
√

a2b0 +2×
√

δπ
(
b1 ±

√
b0b2

) (63)

Soit en prenant la limite de S pour δπ → 0 :

lim
δπ→0

S =

→+∞

︷ ︸︸ ︷

1/
√

δπ

±2
√

a2b0
︸ ︷︷ ︸

>0

+2×
√

δπ

(

b1 ±
√

b0b2

)

︸ ︷︷ ︸

→0

(64)

Nous en déduisons l’expression de tanθl :

tanθl =
1

P1 +
√

4P0P2

(65)

Nous pouvons maintenant exprimer l’angle limite θl :

θl = arctan

[
1

P1 +
√

4P0P2

]

(66)

Nous avons besoin de l’expression de la dérivée de l’angle limite θl par selon la déformation infinitésimale δπ , soit

∂δπ θl . D’après la relation 66, nous pouvons écrire :
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∂δπ θl =
1

1+

[
1

P1 +
√

4P0P2

]2
×∂δπ

[
1

P1 +
√

4P0P2

]

(67)

=
1

1+ tan2 θl

×∂δπ

[
1

P1 +
√

4P0P2

]

(68)

Nous avons lim
δπ→0

∂δπ θl = ∞ or, nous allons démontrer que ∂δπ θl tend vers l’infini comme
1

cosθl

(on a vu que θl tend

vers π

2
lorsque δπ tend vers 0 ce qui nous est nécessaire pour l’écriture des conditions aux limites.

Nous pouvons donc écrire :

∂δπ θl =
1

cosθl

1

[1+ tan2 θl ]
3/2

×∂δπ

[
1

P1 +
√

4P0P2

]

(69)

=
1

cosθl

1
[

1+

(
1

P1 +
√

4P0P2

)2
]3/2

×∂δπ

[
1

P1 +
√

4P0P2

]

(70)

=
1

cosθl

1
[

1+

(
1

P1 +
√

4P0P2

)2
]3/2

×
−1

(P1 +
√

4P0P2)2
×∂δπ

[

P1 +
√

4P0P2

]

(71)

=
1

cosθl

− tan2 θl

[1+ tan2 θl ]
×

1
√

1+

(
1

P1 +
√

4P0P2

)2
×∂δπ

[

P1 +
√

4P0P2

]

︸ ︷︷ ︸

A

(72)

Nous développons :

∂δπ

[

P1 +
√

4P0P2

]

= b1 −
b0a2 +2b0b2δπ

√

b0a2δπ +b0b2δπ2
(73)

1+

(
1

P1 +
√

4P0P2

)2

= 1+

[

1

b1δπ +2
√

b0a2δπ +b0a2δπ +b0b2δπ2

]2

(74)

A =

b1 −
b0a2 +2b0b2δπ

√

b0a2δπ +b0b2δπ2

√
√
√
√1+

[

1

b1 +
√

4(b0a2δπ +b0b2δπ2

]2
×

√

b0a2δπ +b0a2δπ +b0b2δπ2

√

b0a2δπ +b0a2δπ +b0b2δπ2
(75)

=
b1

√

b0a2δπ +b0b2δπ2 −2b0b2δπ −b0a2








b0a2δπ +b0b2δπ2 +








1

1+
b1

√
δπ

√
b0a2 +b0b2δπ








2






1/2
(76)

Nous avons donc :

∂δπ θl =
−1

cosθl

tan2 θl

1+ tan2 θl

×A (77)

Nous recherchons la limite de ∂δπ θl quand δπ → 0 :
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lim
δπ→0

tan2 θl

1+ tan2 θl

= lim
δπ→0

x

1+ x
= 1 (78)

lim
δπ→0

A =−b0a2 (79)

On obtient donc :

lim
δπ→0

∂δπ θl =
1

cosθl

b0a2 (80)
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