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Motivations

En tant qu’ingénieur de recherche au centre ONERA de Palaiseau, mon travail
de recherche s’est axé sur I’évaluation de performances de systémes, et notam-
ment 'estimation d’événements rares depuis 'obtention de ma thése de doctorat.
Au contact notamment de la direction scientifique de FTONERA, mais également
par motivation personnelle, il m’est apparu nécessaire, dans un objectif de syn-
thése sur ces années de recherches, de regrouper mes travaux sur l’estimation
d’événements rares dans un dossier visant a I’obtention d’une Habilitation a Di-
riger des Recherches.

Bien que basé en région parisienne, mon choix pour déposer ce dossier s’est porté
vers I’Université de Rennes 1, en raison de mon travail de collaboration régulier
avec Francois Le Gland, Directeur de recherche a 'INRIA de Rennes, notam-
ment par le biais du co-encadrement de thése que jai effectué aupres de deux
doctorants inscrits a I’'Université de Rennes 1 et dont il est le directeur de these.
C’est en raison d’une collaboration enrichissante d’un point de vue scientifique
mais aussi humain, qu’il s’est porté garant de cette demande d’habilitation.

Ce dossier de synthése retrace de fagon organisée et concise, I’ensemble des re-
cherches que j’ai menées & 'TONERA depuis 'obtention d’un doctorat en physique
en 2007, a I'Université Paul Cézanne d’Aix-Marseille. Bien que mon travail de
these fut également développé en partenariat avec 'TONERA, sur le théme de
I’analyse d’images polarimétriques et interférométriques radar a 1’aide de tech-
niques statistiques et issues de la théorie de I'information, j’ai opéré un virage
assez radical quant au sujet de mes recherches. En effet, la thématique de cette
synthése ne se situe pas dans la continuité de ma thése. Cependant, 'expérience
acquise sur les techniques statistiques durant ces trois années de thése fut un
atout pour mon travail de recherche sur les événements rares.

Les trois principales parties qui composent ce dossier de synthése présentent,
dans un premier temps, le contexte encadrant ces recherches et précisent les
différents thémes scientifiques abordés au cours de celles-ci, puis détaillent mes
activités de publications, de communications, d’enseignement, d’administration
de la recherche et enfin d’encadrement. Dans une seconde partie, ce mémoire
aborde certains aboutissements de mes recherches, ici certaines contributions
scientifiques que j'ai proposées, développant les méthodes d’estimation d’événe-
ments rares dans les systémes complexes. Enfin, un choix représentatif de cinq
publications dont je suis co-auteur est proposé en conclusion de ce mémoire.
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Chapitre 1

Présentation générale

Jérome Morio, Ingénieur de recherche 8 'ONERA (Office National d’Etudes
et de Recherches Aérospatiales)
Tél : 01 80 38 66 54
Email : jerome.morio@onera.fr
— Adresse professionnelle : ONERA, DCPS/SSD, Chemin de la Huniére et
des Joncherettes, 91123 Palaiseau Cedex
— Page personnelle : http ://www.onera.fr /staff/jerome-morio/

1.1 Historique

A la suite d’une formation en physique a I’Ecole Centrale de Marseille (Ecole
Nationale Supérieure de Physique de Marseille), j’ai débuté ma premiére expé-
rience de recherche scientifique en 2004 lors d’'un stage de DEA de quatre mois
sous la direction de Francois Goudail et Philippe Réfrégier a I'Institut Fresnel
(Marseille) sur le théme de la caractérisation de 'information polarimétrique
dans les images de Mueller. J’ai ensuite poursuivi cette étude dans une thése
également dirigée par Francois Goudail et Philippe Réfrégier, cette fois-ci en
collaboration avec TONERA, sur I'analyse d’images polarimétriques et interfé-
rométriques SAR (Synthetic Aperture Radar) a I'aide de techniques statistiques
et issues de la théorie de I'information. De plus, en paralléle, j’ai enseigné en
licence les notions de systémes temps réels a I'lUT de Salon de Provence. J’ai
soutenu ma thése en physique en novembre 2007 aprés avoir été engagé en CDI &
I’ONERA en septembre de cette méme année. Mon travail consiste désormais a
analyser les performances de systémes complexes, également au moyen de tech-
niques statistiques. Ces systémes sont cependant moins ancrés dans le domaine
de la physique que ne I’étaient ceux étudiés durant ma these.

1.2 Curriculum Vitae

e 2007/.... Ingénieur de recherche & 'ONERA, centre de Palaiseau, Dépar-
tement Conception et évaluation des Performances des Systémes (DCPS),
Unité Systémes Spatiaux et de Défense (SSD).

e 2004-2007 Doctorat en Physique, spécialité optique, électromagnétisme et
image, de I’Université Paul Cézanne d’Aix-Marseille, effectué¢ a I'Institut
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1.3. Bilan rapide de I'activité de recherche

Fresnel, Marseille et &4 'ONERA, Centre de Salon de Provence, Départe-
ment ElectroMagnétisme et Radar (DEMR), sur I’analyse d’images polari-
métriques et interférométriques SAR a 'aide de techniques statistiques et
issues de la théorie de I'information.

e 2003-2004 DEA Optique Image Signal, option Image & 1'Université Paul
Cézanne d’Aix-Marseille. Mention Trés Bien - Classement : ler sur 30.

e 2001-2004 Diplome d’ingénieur de I'Ecole Nationale Supérieure de Phy-
sique de Marseille (ENSPM) / Centrale Marseille.

1.3 Bilan rapide de ’activité de recherche

Le bilan de mes activités de recherche est résumé ci-apres.
Publications et communications
e 24 publications dans des revues a comité de lecture dont 23 référencées sur
Thomson Reuters Web of Knowledge, 2 articles soumis en cours de révision
et 4 en cours de relecture.
e 10 communications a congrés avec comité de sélection.
Encadrement
e 4 co-encadrements a 50% de thése. 1 thése soutenue, 1 thése en cours de
finalisation et 2 théses en cours.
e 5 encadrements a 100% de stagiaire de niveau Master 2.
Collaborations académiques
e Principales collaborations académiques : F. Le Gland (DR INRIA), D.
Vanderpooten (Pr Univ. Paris Dauphine), P. Del Moral (DR INRIA).
e Membre du GDR Mascot-Num (Méthodes d’Analyses Stochastiques pour
les COdes et Traitements NUMeériques).
Rayonnement scientifique
o Activité de relecture pour les revues suivantes (6-7 articles par an) : En-
tropy, The Proceedings of the IEEE, Safety Science, Journal of Risk and
Reliability, Optics Express, Aerospace Science and Technology, IET Control
Theory & Applications, International Journal of Remote Sensing, Applied
Optics, IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing.
e Organisation, avec Fabrice Poirion (ONERA), d’une Journée Scientifique
le 15/11/2012 sur les méthodes d’événements rares au centre ONERA de
Palaiseau (5 intervenants extérieurs, 90 participants dont 70 externes a

I'ONERA). (http ://sites.onera.fr/MODNAT /node/9)

1.4 Discipline de recherche

1.4.1 Thématiques de recherche

Mon travail de recherche & 'ONERA consiste a analyser les performances
de systémes complexes liés a 'aéronautique et au domaine spatial, dans un
cadre civil ou de défense nationale. Ces systémes multidimensionnels et incer-
tains peuvent étre statiques ou dynamiques selon la dépendance temporelle de
leurs sorties. Les techniques statistiques et de simulation trouvent donc une place
prépondérante dans mes travaux, qui par ailleurs s’inscrivent dans le cadre de la



1.4. Discipline de recherche

section 61 du CNU, génie informatique, automatique et traitement du signal.
Les paragraphes suivants résument les thématiques de recherche que j’ai abordées
dans un cadre de collaboration académique et contractuelle. De plus, les avan-
cées scientifiques obtenues sont évoquées dans leur contexte et leurs perspectives
éventuelles sont discutées.

Introduction

L’objectif de la thématique de recherche développée ci-aprés est d’analyser les
performances de systémes complexes statiques de type entrées-sorties (également
appelés "boites noires") [36]. Ce modéle trés générique permet de représenter de
nombreuses applications dans les domaines de 'aérospatial et de la défense [64].
Il est tout a fait possible de simuler les performances d’un systéme aérospatial, en
représentant par exemple la trajectoire d’un lanceur, a I'aide de ce type de mo-
déle. Les entrées aléatoires sont notamment les caractéristiques aérodynamiques
d’un lanceur et de ses équipements. La sortie correspond a la distance au plus
prés de la position prévue de retombée.

De maniére générale, je supposerai par la suite qu'un modéle boite noire est
défini par des entrées aléatoires caractérisées par une loi de probabilité, par des
sorties supposées également aléatoires, et par une fonction entrées-sorties déter-
ministe. Analyser les performances d’'un systéme stochastique de type boite noire
revient donc a caractériser les lois de probabilité de ses entrées et de ses sorties, a
estimer un critére de performance (une probabilité ou un quantile par exemple)
sur les sorties ou bien & analyser la sensibilité des sorties vis-a-vis des entrées. De
maniere générale, les méthodes Monte-Carlo, comme le montrent les références
[72] et [121], permettent d’évaluer les performances d’un systéme boite noire mais
s’avérent cotiteuses en temps de calcul, en nombre de simulations et limitées en
terme de vitesse de convergence, pour l'analyse de systémes complexes. C’est
pourquoi, bien que simple & modéliser, I'analyse de performances de systémes
entrées-sorties peut donc étre difficile & mettre en place.

Définir des modéles de substitution de la boite noire s’avére donc pertinent
afin de réduire le temps de calcul des simulations. I’analyse de la sensibilité
d’un code de calcul par rapport a ses entrées permet également de simplifier
le modele en réduisant le nombre d’entrées aléatoires a générer. Caractériser la
loi de probabilités de la sortie peut permettre d’estimer & moindre coiit des cri-
téres de performance sur celle-ci. Enfin, il peut s’avérer nécessaire d’accélérer la
convergence des estimateurs Monte-Carlo, par exemple pour I'estimation d’évé-
nements rares. Mes apports dans ces thémes de recherche sont développés dans
les paragraphes suivants.

Modéle de substitution

La simulation d’un systéme boite noire avec des entrées multidimensionnelles
peut s’avérer cotiteuse en temps de calcul. Le budget de simulation est limité et
ne permet pas d’appliquer directement sur ce modéle des techniques d’évalua-
tion de performances génériques. Néanmoins, il est possible de définir un modéle
de substitution au modeéle boite noire complexe, a I'aide d’échantillons entrées-
sorties de celui-ci. L’estimation des sorties d’un modéle de substitution a partir
d’échantillons des entrées est en régle générale peu coiiteuse en temps de calcul.
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Différentes structures de modéles ont été proposées : le krigeage, les réseaux de
neurones, les splines, entre autres. L.’apprentissage des poids d'un réseau de neu-
rones est souvent problématique car le critére d’optimisation des poids de celui-ci
est multidimensionnel et multimodal. Néanmoins, les réseaux de neurones sont
trés efficaces lorsque la base de données d’apprentissage est importante. J’ai ainsi
comparé dans un rapport technique différents algorithmes d’apprentissage afin
de régler les poids d'un réseau de neurones. Une application de ces algorithmes
a un cas industriel de missile développé par MBDA-Missile Systems ayant 52
entrées indépendantes est également réalisée dans un rapport technique confiden-
tiel. Le réseau de neurones se substitue avec succés au systéme complexe mais
peut dépendre fortement de son apprentissage. J’ai ainsi pu mettre en place des
méthodes d’évaluation de performances impossibles a appliquer directement sur
un cas industriel. Le krigeage est également un autre type de modéle de sub-
stitution défini par des processus gaussiens. Cet algorithme est particulierement
adapté aux travaux statistiques car sa variance de prédiction peut étre détermi-
née analytiquement en chaque point. Lorsque la base de données d’apprentissage
est peu importante, le krigeage est une méthode efficace pour estimer un mo-
déle de substitution. Le nombre d’appels au modéle s’avére limité avec un risque
d’erreur de modélisation faible. Pour des bases de données d’apprentissage plus
complétes, le calcul de la surface de réponse est complexe, du fait de I'inversion
d’une matrice carrée qui a pour nombre de lignes le nombre d’échantillons de la
base d’apprentissage et pose donc des problémes de temps de calcul. Le couplage
entre krigeage et algorithmes d’optimisation a été proposé dans la littérature.
J’ai évalué l'efficacité de ce couplage pour le positionnement d’un capteur, afin
de maximiser sa probabilité de détection, dans I'article [98]|. Le temps de cal-
cul nécessaire au positionnement du capteur a été fortement diminué, tout en
conservant une forte probabilité de déterminer sa position optimale.
Bilan : 1 publication dans une revue a comité de lecture.

Caractérisation d’une loi de probabilité & base de mesures physiques

La caractérisation de la loi de sortie d'un code de calcul peut également étre
un atout dans le cadre de I'analyse de performances, afin, par exemple, d’esti-
mer une probabilité de fausse alarme (PFA) ou de détection (PD). A cet effet,
des estimateurs statistiques basés sur la théorie de 'information peuvent étre
notamment utilisés.

La distance de Bhattacharrya est un indicateur trés pertinent de la distance
entre deux lois de probabilité comme je le présente dans 'article [104]. Tl existe
ainsi une bijection entre l’aire sous la courbe PD/PFA estimée par simulation et
la distance de Bhattacharrya. Cette approche est également valable dans le cas
ou les sorties du code de calcul & évaluer sont multidimensionnelles. L’entropie
de Shannon correspond a l'indice de variabilité d’une distribution statistique.
Celle-ci est différente de la variance et peut étre considérée comme un indice de
la dispersion d’une variable aléatoire. Des propriétés de I'entropie de Shannon
ont ainsi été démontrées en optique afin de caractériser les différences sources de
variabilité de la lumiére, dans la publication [119]. J’ai également proposée une
approche conjointe de la distance de Bhattacharrya et de 'entropie de Shannon
dans Darticle [105], afin de caractériser des distributions statistiques. Le cadre
d’application développé dans cet article en collaboration avec I'Institut Fresnel
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1.4. Discipline de recherche

dans le cadre de ma thése concerne les images polarimétriques et interféromeé-
triques SAR dont les réalisations peuvent étre interprétées comme les sorties d’un
code de calcul multidimensionnel.

Lorsque peu de réalisations de la sortie d’un code de calcul sont disponibles,
il est difficile de caractériser la loi de celle-ci et d’évaluer les performances du
systéme. J’ai proposé une approche basée sur les techniques d’estimation d’er-
reurs de détection par moindres carrés dans article [99], pour caractériser des
objets spatiaux a I'aide de mesures radar. Les entrées du code de calcul sont des
mesures radar bruitées et les sorties sont des parameétres orbitaux des objets.
Chaque objet recherché est défini par des caractéristiques orbitales puis comparé
a la sortie du code de calcul. Le nombre de mesures radar étant limité et celles-ci
devant étre traitées en temps réel, il faut étre capable d’associer de facon efficace
les échantillons de mesure a une classe d’objets, en minimisant la probabilité
de fausse alarme. A T'aide de I'estimation proposée, 10 mesures radar sont alors
nécessaires pour évaluer de maniére fiable les caractéristiques d’un objet spatial
ce qui représente un gain important par rapport aux méthodes existantes.

Bilan : 2 publications (hors thése) dans des revues a comité de lecture.

Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité consiste a déterminer les entrées du code de calcul les
plus influentes sur sa sortie. Il existe principalement deux approches d’analyse
de sensibilité, locale et globale :

e I'analyse de sensibilité globale étudie la variance des sorties d'un modéle
et plus précisément, détermine la part de variance de la sortie, issue de
I'incertitude de chaque entrée, notamment a 'aide de 'estimation d’indices
de Sobol. Ces indices caractérisent la maniére dont les différentes entrées
influencent la sortie en supposant I'indépendance de celles-ci.

e |'analyse de sensibilité locale procéde par évaluation des dérivées partielles
de la sortie du code de calcul par rapport a ses différentes entrées. La
moyenne et I’écart type de ces dérivées partielles pour plusieurs valeurs de
I’espace d’entrée définissent I'influence d’une entrée sur la sortie.

J’ai comparé les résultats obtenus entre méthode d’analyse de sensibilité locale
et globale dans article [92]. Il s’avére notamment que 'analyse de sensibilité
locale n’est pas robuste aux effets non linéaires et aux interactions des entrées
sur la sortie, contrairement a ’analyse de sensibilité globale. Ceci est diu au fait
que les sensibilités locales ne prennent en compte que le gradient (différentielle)
qui est linéaire. En revanche, les méthodes d’analyse de sensibilité globale sont
souvent cotiteuses en nombre de simulations (~ 500x la dimension des entrées).
Ce n’est pas le cas des méthodes locales qui mettent en évidence les variables
les plus influentes a faible cotit de simulation (/~ 20x la dimension des entrées).
L’utilisation conjointe de méthode d’analyse de sensibilité globale et de modéle
de substitution est une maniére de résoudre ce probléme.

Les parameétres des lois des entrées du code de calcul jouent également un role
prépondérant sur la loi de sortie. Ein général, ceux-ci sont estimés a partir d’obser-
vations ou par connaissance a priori et sont ensuite supposés constants durant la
simulation. Ces hypothéses peuvent par conséquent influencer ’évaluation d’un
critére de sortie du code de calcul, tel que la probabilité de dépassement d’un
seuil. J’ai ainsi proposé une méthode d’échantillonnage couplée a une analyse de
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sensibilité globale dans 'article [93|, afin d’évaluer I'influence de ces paramétres
sur I'estimation d’un critére de sortie. Une estimation de I'impact d’une erreur
commise sur un paramétre de loi des entrées y est également détaillée. Un clas-
sement des paramétres de loi en fonction de leur influence sur le critére de sortie
peut étre obtenu pour un code de calcul donné.

Bilan : 2 publications dans des revues a comité de lecture.

Estimation d’événements rares sur la sortie d’un code de calcul

Afin d’ estimer une probabilité sur la sortie d’un code de calcul de l'ordre
1075 avec 10% d’erreur relative, environ 10® simulations Monte-Carlo sont théo-
riquement nécessaires, ce qui n’est pas réalisable sur des systémes complexes, ou
le temps de calcul d'une simulation peut étre trop important et souvent rédhibi-
toire. De plus, le caractére cyclique des générateurs de nombres aléatoires impli-
querait également une corrélation entre les échantillons générés, ce qui pourrait
biaiser 'estimation. Il est donc important de mettre en place des techniques d’es-
timation efficaces a faible cotit de simulation. On dénombre essentiellement cing
techniques d’estimation d’événements rares pertinentes : la théorie des valeurs ex-
trémes, 1’échantillonnage préférentiel, les méthodes multi-niveaux, les méthodes
de type FORM/SORM (First/Second Order Reliability Methods), enfin 'enri-
chissement adapté de métamodéles. J’ai proposé dans larticle [56] un état de
I’art général et une comparaison de ces méthodes appliquées a un cas d’estima-
tion de zones de retombées d'un engin aérospatial. Les domaines d’utilisation des
différentes méthodes ont ainsi pu étre déterminés.

Les apports méthodologiques dans le cadre de I'estimation d’événements rares se
sont principalement concentrés, jusqu’a présent, sur les méthodes d’échantillon-
nage préférentiel et les méthodes multi-niveaux. L’échantillonnage préférentiel
utilise une loi de tirage auxiliaire des échantillons permettant de générer des éve-
nements rares plus efficacement. Le choix de cette loi auxiliaire a un fort impact
sur 'estimation d’une probabilité car celle-ci peut diminuer trés fortement la
variance de I’estimation, mais également, en cas de mauvais choix de loi, dégra-
der les performances d’estimation que I'on aurait obtenues avec des simulations
Monte-Carlo. Il n’est possible de définir une loi auxiliaire optimale de tirage
des échantillons que par le biais de la connaissance a priori de la probabilité a
estimer, comme je le décris dans Particle |[91|. Cette loi peut néanmoins étre ap-
prochée itérativement de maniére paramétrique en optimisant les variables d’une
famille donnée de lois. Il est également possible de proposer une version non
paramétrique de 'algorithme, basée sur I'optimisation itérative d'un estimateur
a noyaux de densité, comme je le détaille dans article [94]. La dépendance a
I'initialisation de cet algorithme peut parfois étre problématique. Une extension
de celui-ci, avec une densité initiale égale a la densité des tirages de type Monte-
Carlo a été proposée dans l'article [95] pour I'estimation de quantile.

Les méthodes multi-niveaux consistent en I’estimation de plusieurs probabilités
conditionnelles. La probabilité cible est ensuite estimée en utilisant le théoréme
de Bayes. J’ai proposé un cadre générique d’application de cette méthode dans
I'article [102]| en collaboration avec I'INRIA Rennes (DR Frangois Le Gland).
Ces méthodes sont généralement plus cotiiteuses en simulations que les méthodes
d’échantillonnage préférentiel mais résistent beaucoup mieux au fléau de la di-
mension des entrées. Des méthodes multi-niveaux ont ainsi été développées dans
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'article [103] sur un systéme entrées-sorties de dimension 50, ou 1’échantillon-
nage préférentiel est inefficace. Une version multidimensionnelle et multi-lois a
également été détaillée dans la publication [97], afin d’estimer des probabilités de
collision entre aéronefs, dans un espace aérien non controlé, a partir d’'une base de
données réelles de trajectoires d’avions de tourisme. Ces résultats détaillés dans
la référence |97] sont également une avancée dans le cadre de la caractérisation
des probabilités de perte de séparation entre aéronefs et également de I'insertion
des drones dans le trafic aérien. Par ailleurs, il faut également considérer les dif-
ficultés lices au réglage du paramétrage des méthodes multi-niveaux. Dans les
cas simplifiés, au moins 5 paramétres différents doivent étre réglés de facon a
minimiser la variance de la probabilité estimée. Une méthode d’optimisation de
ces paramétres a été développée, dans cette optique, a 'aide du krigeage et de
I'algorithme d’enrichissement du krigeage EGO (Efficient Global Optimisation).
Un article sur cette approche [96] a été publié et un second article est en cours
de révision.

Dans le cas de sorties multidimensionnelles, la notion de quantile est plus com-
plexe a définir comme je le précise dans Iarticle [100]. Une approche possible
est I'estimation d’ensembles de densités a volume minimal pour un niveau de
quantile donné. Pour des quantiles extrémes, les méthodes Monte-Carlo sont,
comme expliqué précédemment, inefficaces. L’article [101] a permis de décrire
un algorithme d’échantillonnage préférentiel non paramétrique qui permet d’es-
timer des quantiles multidimensionnels extrémes a moindre coiit de simulation.
Les méthodes multi-niveaux sont également développées, pour l'estimation de
quantiles multidimensionnels extrémes. Un article est en cours de révision sur
cette problématique.

Bilan : 11 publications dans des revues a comité de lecture.

1.4.2 Perspectives de recherche a court et moyen termes

Influence des paramétres du modéle boite noire sur ’estimation d’éveé-
nements rares

Pour caractériser I'influence de parameétres d’'un modéle boite noire (para-

meétres des densités d’entrées, par exemple) sur une probabilité en sortie, il est
également intéressant de calculer les lois des phénomeénes aléatoires a la dé-
faillance. Autrement dit, cela revient & calculer les probabilités conditionnelles
des variables aléatoires du systéme complexe sachant que ce dernier est dans un
régime de défaillance. Le calcul de ces lois permet ainsi de caractériser tous les
aléas et leurs corrélations qui conduisent justement a la défaillance. Estimer la
loi des parameétres d’un modéle aléatoire, sachant que ce dernier évolue dans un
état critique est une piste de recherche intéressante.
Cette thématique de recherche est actuellement traitée dans le cadre de la thése
de Christelle Vergé débutée en Octobre 2012 a la suite de son stage en colla-
boration avec 'INRIA Bordeaux (DR Pierre Del Moral) a Paide de techniques
particulaires. Une publication dans une revue a comité de lecture a été soumise
sur ce sujet.
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Influence de l’erreur d’un métamodéle

Dans de nombreuses applications, il est souvent difficile de propager des incer-
titudes directement dans des modéles complexes. 1000 calculs entrées-sorties du
modeéle sont, dans un cas général, nécessaires pour mettre en place les techniques
de base d’analyse des incertitudes, telles que I'analyse de sensibilité, ’estimation
d’événements rares, ce qui peut étre problématique en termes de cout/temps de
simulation. Pour s’affranchir de ces limites, il peut étre pertinent de développer
un modéle de substitution, qui imite le comportement du modéle complexe a
moindre cotit de calcul, et ensuite d’effectuer la propagation d’incertitudes sur
celui-ci. Néanmoins, le modéle de substitution ne peut étre exactement conforme
au modeéle réel et introduit donc des erreurs d’estimation. Il est par conséquent
nécessaire d’analyser l'influence d’'un métamodéle sur la propagation d’incerti-
tudes. Quelle est la part de 'erreur due au métamodéle, dans I’erreur globale et
le biais d’estimation 7 Dans quelle mesure utiliser les propriétés du métamodeéle
en vue de caractériser I'influence de celui-ci sur la quantité d’intérét estimée?
Une premiére approche mélant krigeage et importance sampling (paramétrique
et non paramétrique) vient d’étre accepté dans une revue a comité de lecture |5
pour l'estimation d’une probabilité d’événements rare (voir article 5 de la Partie
III contenant une sélection de publications). Un projet mené par 'ONERA a été
proposé a ’ANR (Agence Nationale de la Recherche) sur un sujet qui englobe
cette problématique.

Estimation d’événements rares dans les systémes dynamiques

Les méthodes d’estimation d’événements rares peuvent également étre utili-
sées dans un cadre dynamique. Le modéle de propagation des incertitudes n’est
plus un code de calcul entrées-sorties mais une chaine de Markov. Par exemple,
les incertitudes sur la position d’un aéronef le long de son plan de vol peuvent
étre modélisées dans un espace aérien non controlé par une chaine de Markov
comme nous l'avons proposé dans article [57]. Celles-ci sont notamment dues
aux pilotes et aux conditions atmosphériques, et sont caractérisées par une erreur
gaussienne dont la variance augmente avec le temps. Pour estimer une probabilité
de collision entre avions dans ce cadre dynamique, les techniques de simulation
Monte-Carlo ne sont pas efficaces. Néanmoins, les techniques d’estimation d’éve-
nements rares issues des études statiques ne sont pas implémentables de maniére
évidente et doivent donc étre adaptées. Quel politique de seuillage choisir avec
les méthodes multi-niveaux ? Peut-on définir des méthodes multi-niveaux pondé-
rées efficaces 7 Comment faire le lien entre approche stochastique et déterministe
(équations aux dérivées partielles) ? La thése de Damien Jacquemart, qui a dé-
buté en octobre 2011 sur bourse DGA-ONERA en collaboration avec I'INRIA
Rennes (DR Frangois Le Gland), commence a fournir des réponses a certaines de
ces différentes questions. Une publication d’état de I'art sur ce théme a été sou-
mise. Un article sur le réglage de méthodes particulaires dans un cadre markovien
a été publié [96]. Une communication mélant technique de splitting et sampling
(splitting pondéré) vient d’étre acceptée dans la Winter Simulation Conference
2013. Deux autres articles sont en cours de relecture.
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Optimisation stochastique

La thése de Dalal Madakat traite de 'optimisation du retrait de débris spa-
tiaux a 'aide d’une navette spatiale en collaboration avec I'Université Paris Dau-
phine (Pr. Daniel Vanderpooten). De maniére théorique, il s’agit en fait de ré-
soudre un probléme de voyageur de commerce bicritére dépendant du temps. Les
deux critéres d’évaluation de la performance de retrait des débris sont en effet
la masse de carburant consommé et la durée de la mission. Des algorithmes de
résolution de type Branch and Bound ont été mis en place. Ils permettent de dé-
terminer de maniére exacte la frontiére de Pareto des solutions possibles comme
nous le développons dans l'article [84]. Dans le cas ou le nombre de débris est
important ou bien lorsque la durée maximum de la mission est longue, le temps
de calcul des algorithmes Branch and Bound est élevé et impose des hypotheéses
simplificatrices. Une approche innovante serait de considérer les techniques multi-
niveaux afin de les adapter au domaine de I'optimisation. De premiéres études ont
été effectuées et semblent obtenir des résultats satisfaisants [23|. La comparaison
des résultats obtenus entre les algorithmes Branch and Bound et les algorithmes
multi-niveaux pourrait s’avérer pertinente a traiter. Comment adapter le cadre
d’application des méthodes multi-niveaux a un probléme d’optimisation multi-
critére et dépendant du temps? Quelles hypothéses statistiques faut-il définir
pour implémenter ces méthodes ?

1.5 Activités d’enseignement

En tant que vacataire aux IUT de Velizy, de Salon de Provence et a I'Ins-
titut d’Optique Graduate School, j'ai assuré des cours relatifs a I'analyse des
systémes temps réels, aux mathématiques et a la reconnaissance statistique des
formes. J’ai également participé a la rédaction du document nécessaire au cours
de reconnaissance des formes et de systémes temps réels.

e 2012/2013

Reconnaissance statistique des formes en M2 (Institut d’Optique Gra-
duate School) : 2 h de CM et 6 h de TD.

e 2011/2012
— Mathématiques en L2 (IUT de Vélizy) : 30 h de CM et 8 h de TD.
— Reconnaissance statistique des formes en M2 (Institut d’Optique Gra-
duate School) : 2 h de CM et 8 h de TD.
e 2010/2011
— Mathématiques en L2 (IUT de Vélizy) : 45 heures de TD.
— Reconnaissance statistique des formes en M2 (Institut d’Optique Gra-
duate School) : 8 h de TD et 2 h de CM.
e 2009/2010
— Mathématiques en L2 (IUT de Vélizy) : 45 heures de TD.
Reconnaissance statistique des formes en M2 (Institut d’Optique Gra-
duate School) : 8 h de TD et 2 h de CM.
e 2008/2009

— Mathématiques en L2 (IUT de Vélizy) : 45 heures de TD.
— Traitement du signal numérique en L2 (IUT de Vélizy) : 20 heures de
TD.
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e 2006,/2007
Analyse de systémes temps réels en L3 (IUT de Salon de Provence) : 90
heures de CM-TD.

e 2005/2006

— Analyse de systémes temps réels en L3 (IUT de Salon de Provence) : 90
heures de CM-TD.

1.6 Activités administratives et rayonnement scien-
tifique

Les activités administratives qu’il m’a été donné d’entreprendre s’intégrent
a la fois dans un cadre contractuel, mais impliquent également une prise de
responsabilité scientifique au sein de 'ONERA, ainsi qu’une participation a la
vie scientifique. Ces activités peuvent étre résumées en cing points.

e Participation a 8 contrats sous financement DGA (Direction Générale de
I’Armement), FUI (Fonds Unique Interministériel) et UE (Union Euro-
péenne). Rédaction des 21 rapports techniques correspondants.

e Participation en tant que membre nommé au Conseil Scientifique de la
Branche Traitement de 'Information et Systéme (TIS) de 'ONERA pour
le DCPS depuis 2009. La branche TIS emploie 250 personnes de 'TONERA
dont 100 dans mon département, le DCPS. Ce Conseil Scientifique compte
16 membres nommés par les différents départements, dont le DCPS et se
réunit 2 fois par an.

e Gestion, en tant que responsable, de la feuille de route AMOSYS (Analyse
et MOdélisation de SYStémes) au DCPS depuis 2011. Je participe a I'orien-
tation des activités de recherche sur I'analyse des systémes complexes.

o Activité de relecture pour les revues suivantes (6-7 articles par an) : En-
tropy, The Proceedings of the IEEE, Safety Science, Journal of Risk and
Reliability, Optics Express, Aerospace Science and Technology, IET Control
Theory & Applications, International Journal of Remote Sensing, Applied
Optics, IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing.

e Organisation, avec Fabrice Poirion (ONERA), d’une Journée Scientifique
le 15/11/2012 sur les méthodes d’événements rares au centre ONERA de
Palaiseau (5 intervenants extérieurs, 90 participants dont 70 externes a
I'ONERA). (http ://sites.onera.fr/MODNAT /node/9)

e Organisation, avec F. Barbaresco (Thales Air System), d’un groupe de tra-
vail ONERA-Thales-UPMC (Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris VI)
sur l'estimation d’événements rares, depuis février 2013. Une collaboration
Thales-ONERA-Université Catholique de Louvain est en cours de mise en
place pour I'analyse des cas extrémes de turbulence aérodynamique aprés
le passage d’un avion.

e Participation a un groupe de travail ONERA-INRIA-ENSTA sur le controle
optimal de drones pour I’évitement de collisions.

e Coordinateur d'un article & 11 auteurs pour la revue Aerospace Lab sur
I’analyse de performances des systémes complexes.
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Chapitre 2

Résumé des activités de recherche

2.1

Publications dans des revues a comité de lec-
ture

Le descriptif, situé ci-dessous, des 24 articles acceptés dans des revues a comité
de lecture et auxquels j’ai participé est un apercu de mes activités de recherche.

J. Morio and F. Goudail, Influence of diattenuator, retarder and polarizer
in polar decomposition of Mueller matrices, Optics Letters, 2004, Vol. 29,
Issue 19, pp. 2234-2236.

P. Réfrégier and J. Morio, Shannon entropy of partially polarized and par-
tially coherent light with Gaussian fluctuations, Journal of the Optical So-
ciety of America A, 2006, Vol. 23, Issue 12, pp. 3036-3044.

J. Morio, F. Goudail, X. Dupuis, P. Dubois-Fernandez and P. Réfrégier,
Polarimetric and interferometric SAR image partition into statistically ho-
mogeneous regions based on the minimization of the stochastic complexity,
IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing, 2007, Vol. 45, Issue
11, pp. 3599-3609.

J. Morio, P. Réfrégier, P. Dubois-Fernandez, F. Goudail and X. Dupuis,
Information theory based approach for contrast analysis in polarimetric
and /or interferometric SAR images, IEEE Transactions on Geoscience and
Remote Sensing, 2008, Vol. 46, Issue 8, pp. 2185-2196.

J. Morio and F. Muller, Onboard sensor orientation analysis with kriging
method, Acta Astronautica, 2009, Vol. 64, Issues 2-3, pp. 374-381.

J. Morio, P. Réfrégier, P. Dubois-Fernandez, F. Goudail and X. Dupuis, A
characterization of Shannon entropy and Bhattacharyya measure of contrast
in PolInSAR images, The Proceedings of the IEFE, 2009, Vol. 97, Issue 6,
pp- 1097-1108.

J. Morio and F. Muller, Radar measurements analysis for spatial object
classification, International Journal of Intelligent Defence Support Systems,
2009, Vol. 2, n"2, pp. 91-104.

J. Morio and R. Pastel, Sampling technique for launcher impact safety zone
estimation, Acta Astronautica, 2010, Vol. 66, Issues 5-6, pp. 736-741.

J. Morio, Importance sampling : how to approach the optimal density ?,
European Journal of Physics, 2010, Vol. 31, n°2, pp. 41- 48.

J. Morio, R. Pastel and F. Le Gland, An overview of importance splitting
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for rare event simulation, Furopean Journal of Physics, 2010, Vol. 31, n"5,
pp- 1295-1303.

J. Morio and F. Muller, Spatial object classification by radar measurements,
Aerospace Science and Technology, 2010, Vol. 14, Issue 4, pp. 259-265.

J. Morio, Nonparametric Adaptive Importance Sampling for the probability
estimation of a launcher impact position, Reliability Engineering € System
Safety, 2011, Vol. 96, Issue 1, pp. 178-183.

J. Morio, R. Pastel et F. Le Gland, Estimation de probabilités et de quan-
tiles rares pour la caractérisation d’une zone de retombée d’un engin, Jour-
nal de la Société Francgaise de Statistique, 2011, Vol. 152, n°4, pp. 1-29.

J. Morio, Influence of input PDF parameters of a model on a failure pro-
bability estimation, Simulation Modelling Practice and Theory, 2011, Vol.
19, Issue 10, pp. 2244-2255.

J. Morio, Global and local sensitivity analysis methods for a physical sys-
tem, Furopean Journal of Physics, 2011, Vol. 32, n"6, pp 1577-1583.

J. Morio and R. Pastel, Plug-in estimation of d-dimensional density mini-
mum volume set of a rare event in a complex system, Proceedings of the
IMechE, Part O, Journal of Risk and Reliability, 2012, Vol. 226, n"3, pp.
347-345.

J. Morio, R. Pastel and F. Le Gland, Missile target accuracy estimation
with importance splitting, Aerospace Science and Technology, 2013, Vol.
25, Issue 1, pp. 40-44.

J. Morio, T. Lang and C. Le Tallec, Estimating separation distance loss
probability between aircraft in uncontrolled airspace in simulation, Safety
Science, 2012, Vol. 50, Issue 4, pp. 995-1004.

J. Morio, Extreme quantile estimation with non parametric adaptive im-
portance sampling, Simulation Modelling Practice and Theory, 2012, Vol.
27, pp. 76-89.

D. Jacquemart and J. Morio, Conflict probability estimation between air-
craft with dynamic Importance Splitting, Safety Science, 2013, Vol. 51, n"1,
pp- 94-100.

D. Madakat, J. Morio and D. Vanderpooten, Biobjective planning of an
active debris removal mission, Acta Astronautica, 2013, Vol. 84, pp. 182-
188.

R. Pastel, J. Morio and F. Le Gland, Improvement of satellite conflict pre-
diction reliability through use of the adaptive splitting technique, & paraitre
dans la revue Proceedings of the IMechE, Part G : Journal of Aerospace
Engineering.

J. Morio, D. Jacquemart, M. Balesdent and J. Marzat, Optimisation of
interacting particle system for rare event estimation, Computational Sta-
tistics and Data Analysis, 2013, Vol. 66, pp. 117-128.

M. Balesdent, J. Morio and J. Marzat, Kriging-based adaptive importance
sampling algorithms for rare event estimation, Structural Safety, 2013, Vol.
44, pp. 1-10.



2.2. Publications en révision ou en cours de relecture

2.2 Publications en révision ou en cours de relec-
ture

Les publications suivantes sont en cours de révision ou de relecture dans des
revues a comité de lecture.

e R. Pastel, J. Morio and F. Le Gland, Extreme quantile and density level set
estimation via the adaptive splitting technique, en cours de révision dans
la revue Journal of Computational Science.

e M. Balesdent, J. Morio and J. Marzat, Recommendations for the tuning
of rare event probability estimators, en cours de révision dans la revue
Reliability Engineering & System Safety.

e J. Morio, M. Balesdent, D. Jacquemart and C. Vergé, A survey of rare event
estimation methods for static input-output models, en cours de relecture
dans la revue Information Sciences.

e D. Jacquemart, J. Morio and F. Le Gland, A comparison of rare event simu-
lation methods for time-continuous Markov process, en cours de relecture
dans la revue Statistics and Computing.

e D. Jacquemart and J. Morio, Adaptive interacting particle system for rare
events, en cours de relecture dans la revue Methodology and computing in
Applied Probability.

e (. Vergé, J. Morio and P. Del Moral, Interacting island particle algorithm
for safety analysis, en cours de relecture dans la revue Structural Safety.

2.3 Autres publications dans des revues

J’ai également participé a un article et été responsable de rédaction d’un se-
cond dans la revue & comité de lecture externe, éditée par TONERA, Aerospace
Lab.

e S. Defoort, M. Balesdent, P. Klotz, P. Schmollgruber, J. Morio, J. Hermetz,
C. Blondeau, G.Carrier, N. Bérend, Multidisciplinary Aerospace System
Design : Principles, Issues and Onera Experience, Aerospace Lab, N4, May
2012.

e J. Morio, H. Piet-Lahanier, F. Poirion, J. Marzat, C. Seren, S. Bertrand,
Q. Brucy, R. Kervarc, S. Merit, P. Ducourtieux, R. Pastel, An Overview
of Probabilistic Performance Analysis Methods for Large Scale and Time-
Dependent Systems, Aerospace Lab, N°4, May 2012.

2.4 Liste des communications avec comité de sé-
lection

Les communications suivantes ont été effectuées dans des colloques avec co-
mité de sélection.
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2.5. Conférences sur invitations et séminaires

e J. Morio, P. Réfrégier, F.Goudail, P Dubois-Fernandez, and X. Dupuis,
Influence of polarimetry and interferometry in the partition of PolInSAR
images, EUSAR 2006, Dresden 16-18/05/2006.

e J. Morio, P. Réfrégier, P Dubois-Fernandez, F.Goudail and X. Dupuis,
Application of information theory measures to polarimetric and interfero-
metric SAR images, 5th International Conference on Physics in Signal &
Image Processing, PSIP 2007, Mulhouse 30/01/2007-02/02/2007.

e R. Pastel, J. Morio and H. Piet-Lahanier, Rare event probability estimation
through a kriging algorithm, 7th International Workshop on Rare Event
Simulation, RESIM 2008, Rennes 24-26/09/2008.

e R. Pastel, J. Morio and F. Le Gland, Estimating satellite versus debris colli-
sion probabilities via the adaptive splitting technique, RESIM, Cambridge,
21-22/06/2010.

e R. Pastel, J. Morio and F. Le Gland, Representing spatial distribution via
the Adaptive Importance Splitting technique and Isoquantile Curves, EMS
2010, Piraeus, 17-22/08/2010.

e R. Pastel, J. Morio and F. Le Gland, Estimating Satellite Versus Debris
Collision Probabilities via the Adaptive Splitting Technique, 3th Interna-
tional Conference on Computer modeling and simulation, ICCMS 2011,
Mumbai 7-9/01/2011.

e R. Pastel, J. Morio and F. Le Gland, Satellites collision probabilities :
switching from numerical integration to the adaptive splitting technique,
4th European Conference for Aerospace Sciences, EUCASS 2011, Saint
Petersburg, 4-8/07/2011.

e D. Madakat, J. Morio and D. Vanderpooten, Planification biobjective d'une
mission de retrait de débris spatiaux, 13éme congrés de la ROADEF, An-
gers, 11-13/04/2012.

e D. Madakat, J. Morio and D. Vanderpooten, An ELECTRE TRI me-
thod for space debris sorting, 54th CORS/MOPGP’2012, Niagara Falls,
11-13/06/2012.

e D. Jacquemart, F. Le Gland and J. Morio, A combined importance split-
ting and sampling algorithm for rare event estimation, accepté a la Winter
Simulation Conference 2013.

2.5 Conférences sur invitations et séminaires

Les présentations suivantes ont été effectuées dans des séminaires, parfois sur
invitation.

e J. Morio, X. Dupuis, P Dubois-Fernandez, F. Goudail and P. Réfrégier,
Polarimetric parameter estimation and classification using an automatic
partition algorithm, 6th DLR-CNES Workshop Information Extraction and
Scene Understanding for Meter Resolution Images, Oberpfaffenhofen, 15-
17/11/2005.

e J. Morio, P. Réfrégier, F. Goudail, P. Dubois-Fernandez et X. Dupuis, Ana-
lyse de I’entropie de Shannon dans les images polarimétriques et interféro-
métriques radar, Journée Analyse d’'Tmages Multivariées, Paris, 23/11/2006.

e J. Morio, Estimation d’événements rares par importance sampling non pa-

20



2.6. Liste des activités d’encadrement d’étudiants en master 2

ramétriques, JSO événements rares, Chatillon, 8/12/2009 (Invité).

e J. Morio, Application de méthodes d’événements rares pour l'estimation
de zones de retombées lanceurs, Journée scientifique "ARF Stochastique
2010", Chatillon, 11/02/2010 (Invité).

e R. Pastel, J. Morio and F. Le Gland, From satellite versus debris collision
probabilities to the adaptive splitting technique, Rare Events Simulation
Workshop, Bordeaux, octobre 2010.

e J. Morio, Importance sampling et splitting, Formation CSDL (Complex
System Design Lab), Clamart, 12-13/02/2012 (Invité).

e J. Morio et M. Balesdent, Quelques voies d’améliorations en importance
sampling et splitting, Journée scientifique événements rares, Palaiseau,

15/11/2012 (Invité).

2.6 Liste des activités d’encadrement d’étudiants
en master 2

[’encadrement a 100% de cinq étudiants en stage de master 2 a été une ex-
périence enrichissante, que je détaille ci-dessous.

e Rudy Pastel, Application du krigeage pour l’estimation de densité de pro-
babilité et la simulation d’événements rares, 3éme année ENSTA, 2008.

e Alizée Bertrand, Analyse de la population des objets spatiauz par des graphes,
3eme année ENSHEEIT, 2009.

e Naushad Remtoula, Caractérisation statistique du risque de collision dans
le trafic aérien, 3éme année ENSIMAG, 2010.

e Damien-Barthélémy Jacquemart, Estimation de la probabilité de collision
d’avions par méthodes d’événements rares dynamiques : développement de
méthodes d’importance splitting, Master 2 probabilités et statistiques de
I"Université d’Aix-Marseille 1, 2011.

e Christelle Vergé, Estimation du risque de collision entre deux objets spa-
tiauz par méthodes d’événements rares, Master 2 Modélisation Statistique
et Stochastique de 'université de Bordeaux I, 2012.

2.7 Liste des activités d’encadrement d’étudiants
en thése

Ma participation a 'encadrement des 4 théses suivantes est un point primor-
dial de mon travail de recherche.

e Encadrement (50%) de la thése ONERA de Rudy Pastel (2008-2011), effec-
tuée A 'TONERA, dont le sujet est I’ Estimation de probabilités d’événements
rares et de quantiles extrémes. Applications dans le domaine aérospatial.
Cette these réalisée en collaboration avec Frangois le Gland (Directeur de
theése) de 'INRIA Rennes, a été soutenue le 14/02/2012 a I'Université de
Rennes 1 dans le cadre de I’école doctorale MATISSE. Rudy Pastel a recu
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2.8. Liste des activités effectuées en relation avec le milieu industriel

2.8

le Prix des Doctorants de la branche TIS de TONERA en 2011 et est ac-
tuellement en post-doctorat & BASF Ludwigshafen en Allemagne.
Encadrement (50%) de la thése ONERA de Dalal Madakat (2009-2012),
effectuée & 'TONERA, ayant pour sujet I’ Optimisation du retrait de débris
spatiauz, en collaboration avec Daniel Vanderpooten (Directeur de thése)
de I’Université Paris Dauphine dans le cadre de I’école doctorale EDDIMO.
La présoutenance de cette thése est prévue pour juin 2013. Dalal Madakat
est actuellement ATER a I’Université Paris Dauphine.

Encadrement (50%) de la thése ONERA /DGA de Damien-Barthélémy Jac-
quemart (2011-2014), effectuée a TONERA, ayant pour sujet 1’ Estimation
de la probabilité de collision d’avions par méthodes d’événements rares dy-
namiques, en collaboration avec Frangois le Gland (Directeur de thése) de
I'INRIA Rennes dans le cadre de 1’école doctorale MATISSE.
Encadrement (50%) de la thése ONERA /CNES de Christelle Vergé (2012-
2015), effectuée a 'ONERA, ayant pour sujet I’ Estimation du risque de
collision entre deuzx objets spatiauxr par méthodes d’événements rares en
collaboration avec Pierre Del Moral (Directeur de thése) de 'INRIA Bor-
deaux dans le cadre de I’école doctorale de I’'Ecole Polytechnique.

Liste des activités effectuées en relation avec
le milieu industriel

2.8.1 Participation & des contrats de recherche

Mes activités sur la caractérisation des systémes complexes sont essentielle-
ment développées dans le cadre de contrats de recherche pour le domaine de la
défense et de I’aérospatiale.

DGA Expertise de la Défense Aérienne Elargie (150 keuros).

DGA EXpertise NATO Air Command and Control System (200 keuros).
DGA Plan d’Etude Amont Rénovation a mi-vie ASMPA (200 keuros).
DGA Etude NAVigation GUIdage 2 (75 keuros).

DGA EXpertise DROne 2 (75 keuros).

FUI Complex System Design Lab (125 keuros).

UE HYPOW Protection of Critical Infrastructures against High Power Mi-
crowave Threats (60 keuros).

UE P2ROTECT Prediction, Protection & Reduction of OrbiTal Exposure
to Collision Threats (150 keuros).

2.8.2 Liste des rapports techniques internes

21 rapports techniques internes provenant des études contractuelles listées
précédemment ont également été rédigés. Ces rapports techniques sont en treés
grande majorité non accessibles pour des raisons de confidentialité interne et de
protection du secret de la Défense Nationale.
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Deuxiéme partie

Contributions de recherche
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Contexte de la recherche

Les activités de recherche que je méne au sein de 'ONERA ont pour princi-
pale caractéristique d’étre particulierement variés. En effet, elles intégrent diffé-
rents domaines, telles que les statistiques, I'optimisation ou encore la recherche
opérationnelle, mais elles demeurent néanmoins en lien avec les domaines de 1’aé-
ronautique, 'aérospatiale ou la défense. Ce mémoire de synthése est centré sur
la thématique principale de mes activités de recherches, a savoir la caractérisa-
tion des événements rares dans les systémes complexes. Ces travaux sont le fruit
d’une conjoncture académique et industrielle. En effet, ils bénéficient, d'une part,
d’une collaboration universitaire avec Frangois Le Gland (DR INRIA Rennes) et
Pierre Del Moral (DR INRIA Bordeaux) dans le cadre du co-encadrement de 3
théses. D’autre part, ces travaux demeurent en lien avec les problématiques des
industriels et des acteurs étatiques dans un cadre contractuel, tels que MBDA-
Missile Systems, la DGA, Thales Air Systems ou encore le CNES (Centre Natio-
nal d’Etudes Spatiales). Ce manuscrit a donc pour but de synthétiser I’ensemble
des contributions que j’ai pu apporter a ce théme de recherche qu’est la ca-
ractérisation des événements rares dans les systémes complexes, qu’elles soient
méthodologiques ou plus ancrées dans des projets industriels.

L’évaluation de performances de systémes complexes et des risques qui y sont
associés nécessite des techniques d’estimation de plus en plus performantes. En
effet, dans le secteur spatial, celui de la défense ou de la finance, comme dans
de nombreux autres, on tend a caractériser et par conséquent a probabiliser les
risques inhérents a I'application de ces systémes complexes. C’est pourquoi les
domaines d’application concernant la sireté de fonctionnement sont trés éten-
dus. Les études sur 'estimation d’événements rares permettent, par exemple, de
répondre a des questions telles que : « Quelle est la probabilité qu’un missile re-
tombe a plus de Z meétres de sa cible 7 Comment déterminer la zone de retombée
a 99% d’un étage de lanceur spatial 7 Quelle est la probabilité de collision entre
deux avions dans ’espace aérien ? Quelle est la probabilité de collision entre un
débris spatial et un satellite 7 ». Mais pour répondre a ces interrogations, les mé-
thodes d’estimation et d’intégration les plus couramment utilisées, comme les
simulations Monte-Carlo ou Quasi Monte-Carlo, entre autres, n’aboutissent pas
a des résultats suffisamment précis. En effet, le nombre d’échantillons disponible
est souvent insuffisant pour calculer de maniére précise des probabilités aussi
faibles que celles que I'on souhaite estimer. Il est donc nécessaire de développer
des techniques adaptées a 'estimation de telles probabilités.

Les différentes contributions issues de mes recherches sur I'estimation des événe-
ments rares ainsi que leurs perspectives de recherche associées sont développées
dans les chapitres suivants.
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Chapitre 1

Comparaison et synthése des
méthodes d’estimation
d’événements rares

1.1 Choix de modélisation

Préciser le cadre de la modélisation détaillée dans la suite du manuscrit est

en premier lieu indispensable afin de développer un contexte précis et efficace de
la recherche sur 'estimation d’événements rares.
Considérons une variable aléatoire X de dimension d avec une densité de pro-
babilit¢ (PDF) hg, une fonction positive scalaire ¢ : RY — R et enfin un
seuil S scalaire. Les différentes composantes de X seront notées par la suite
X = (X1, X2 .., X%). La fonction ¢ est supposée déterministe et indépendante
du temps. Celle-ci représente par exemple un code de calcul numérique entrées-
sorties. Ce type de modéle est trés général et est notamment utilisé dans de
nombreuses applications, comme dans les références [64], [103], [6], [50], [71] et
[141]. La sortie de la fonction ¢, définie par Y = ¢(X), est supposée aléatoire,
de PDF inconnue g et de dimension 1. Notons que le cas des processus sto-
chastiques n’entre pas dans le cadre de ce modeéle et n’est donc pas traité dans
ce manuscrit. Ce sujet est néanmoins actuellement analysé dans le cadre d’une
thése ONERA/DGA que je co-encadre en collaboration avec 'INRIA Rennes
(Voir, par exemple, article 2 de la Partie IIT contenant une sélection de publi-
cations). Mes recherches sont essentiellement focalisées sur Pestimation de deux
quantités d’intérét de la sortie Y :

— la probabilité P = P(¢(X) > S) de dépassement d’un seuil S par la sortie

Y.
— le a-quantile ¢, de la variable Y défini par o = ff‘;o g(y)dy

Différentes techniques d’estimation de quantile et de probabilité ont été dévelop-
pées lorsque le budget de simulations N disponible est peu important par rapport
a la probabilité a estimer, c’est a dire lorsque P < % Mes collaborateurs et moi-
méme avons rédigé un état de 'art des techniques de simulation d’événements
rares, qui est en cours de révision, afin de tenter de répondre a la question sui-
vante : "Quelle est la méthode d’estimation d’événements rares la mieux adaptée
au probléme traité ?". Nous avons également publié des comparaisons de résul-
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1.2. Présentation des méthodes d’estimation d’événements rares

tats de simulations dans I'article [56], plus particuliérement sur les techniques de
simulations d’événements rares. Les sections suivantes proposent un bref bilan
de ce panorama des méthodes d’estimation de probabilités faibles. Enfin, une
synthése originale sous forme de questions-réponses et permettant une sélection
des méthodes d’événements rares adaptés & un modéle ¢ donné est proposé a la
fin de ce chapitre.

1.2 Présentation des méthodes d’estimation d’éveé-
nements rares

Les méthodes d’estimation d’événements rares peuvent tout d’abord étre clas-
sées en 4 grandes catégories citées ci-dessous et développées dans les sections
suivantes :

les méthodes de simulation d’événements rares,

— les techniques statistiques,

— les techniques d’estimation basées sur des approximations paramétriques

issues des études de fiabilité,

— les approches fondées sur la caractérisation d’un modéle de substitution de

la fonction ¢.

1.2.1 Techniques de simulation d’événements rares
Meéthodes Monte-Carlo

Une maniére simple d’estimer P est d’utiliser les méthodes Monte-Carlo comme
notamment dans les références [134], [90], [135], [122], [109], et [43]. Le principe
de celles-ci est de générer N échantillons indépendants et identiquement distri-
bués (i.i.d.) Xy, ..., Xy selon la PDF hq et d’évaluer les échantillons, en sortie de
la fonction ¢, ¢(X;), ..., (X ). La probabilité P est alors estimée par :

N

) 1

PN = D Lyxoss (1.1)
=1

ol 14(x,)>s prend pour valeur 1si ¢(X;) > S et 0 si ce n’est pas le cas. La conver-
gence de 'estimateur est assurée par la loi des grands nombres. Un indicateur
possible de 'efficacité de I'estimation par méthode Monte-Carlo est donnée par
son erreur relative, définie comme le rapport entre I’écart-type et la moyenne de

I’estimation. L’erreur relative de I’estimation Monte-Carlo s’exprime en fonction

de P par :
O'I@CMC . 1 \/P—]P)Q
P VN P
Lorsque 1'événement est rare, la probabilité P tend vers 0 et on observe par
conséquent :

(1.2)

lim Opomc ‘m 1 B
pP—0 P P—0 / NP
Pour estimer une probabilité P de I'ordre de 10~ avec une erreur relative de
10%, 10° échantillons sont requis, ce qui est souvent rédhibitoire en temps de
calcul, dans la pratique, malgré la simplicité de mise en place de la technique.

+00 (1.3)
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1.2. Présentation des méthodes d’estimation d’événements rares

Importance sampling

Une alternative simple aux méthodes Monte-Carlo est I’échantillonnage d’im-
portance ou importance sampling (IS) comme expliqué dans les articles |111],
[72], [120], [40], [10], [13], [51], [17] et |88|. L’idée directrice de I'importance sam-
pling est de générer les échantillons Xy, ..., Xy avec une PDF auxiliaire h capable
de générer des échantillons tels que ¢(X) > S. Le changement de densité de tirage
des échantillons est pris en compte dans I'estimateur de probabilité en ajoutant
un poids. L’estimateur IS de probabilité P’ est donné par I’équation suivante :

N

o ho(X5)

]PIS — N Z 1¢(Xi)>gﬁ (14)
i=1 v

Le terme P’ est un estimateur non biaisé de la probabilité P. Sa variance s’ex-
prime alors de la maniére suivante

Var <@Is> = Var (1¢()]<\)[>Sw(X)) (1.5)

avec w(X) = };f(%). La variance de PIS dépend fortement du choix de A(.). Si

h est bien choisie, I'estimateur d’importance sampling peut avoir une variance
tres faible contrairement aux méthodes Monte-Carlo et inversement. L’objectif
de 'importance sampling est de minimiser la variance de I'estimation et il est,
par conséquent, possible de définir une densité auxiliaire optimale qui minimise

Var <IP’IS>. Comme les variances sont des quantités positives, la densité auxi-

liaire optimale h,y, est déterminée en annulant la variance dans I'équation 1.5.
La densité h,, s’exprime alors, comme décrit dans l'article [20], de la maniére

suivante :
1yx)>sho

P
La densité auxiliaire optimale h,,, en raison du fait qu’elle dépende de la proba-
bilité recherchée P, n’est donc pas utilisable en pratique. Néanmoins, h,, peut
étre intéressante pour déterminer une PDF auxiliaire d’échantillonnage efficace.
Des changements de densités de type changement d’échelle, translation ou a
base d’exponential twisting, comme décrites dans les articles [26] et [59], sont
par ailleurs trés efficaces dans certains cas particuliers de fonction ¢. Dans le
cas général, une procédure itérative est nécessaire pour déterminer une densité
auxiliaire efficace. Celle-ci peut étre appliquée sur les paramétres d’une famille
de densités comme dans le cas de la méthode de cross-entropy dans les références
[125] et |29], ou bien sur des estimateurs a noyaux de densité dans le cadre
de la méthode NAIS (Non-parametric Adaptive Importance Sampling) dans les
articles [143], [108] et [107]. Les méthodes paramétriques résistent mieux a 'aug-
mentation de la dimension d des entrées que les méthodes NAIS. Cependant, le
choix de la famille de densités doit étre adapté aux caractéristiques de la densité
hept qui n’est pas connue a l'avance.

(1.6)

h'opt -

Importance splitting

La simulation multi-niveaux, décrite dans les articles [63|, [124], [31], |3],
[4], [15], [14] et [25], également appelée importance splitting, subset simulation,
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1.2. Présentation des méthodes d’estimation d’événements rares

sequential Monte Carlo ou subset sampling, est une méthode d’estimation d’es-
pérances mathématiques tout particuliérement utile dans le cadre de simulations
d’événements rares et des densités de probabilités conditionnelles. Plutot que
de s’attaquer directement au probléme complexe a résoudre, on le réexprime
en une suite de problémes plus simples, de maniére a ce que l’enchainement
de leurs solutions permette de résoudre le probléme initial. Définissons 1’en-
semble A = {X € R%Y¢(X) > S}. L'objectif est donc d’estimer la probabi-
lite P = P(X € A). Le principe de I'importance splitting est de déterminer des
sur-ensembles de A et ensuite d’estimer P(X € A) a I'aide de probabilités condi-
tionnelles. Soient Ag =R D A; D ... D A,,_1 D A, = A, une suite décroissante
de sous-ensembles de R, ayant pour plus petit élément A = A,,. La probabilité
recherchée P peut s’écrire de la maniére suivante :

n
P(XeA)=]][PXeAiX €A (1.7)
k=1

ou P(X € Ay|X € Aj_1) est la probabilité que X € Ay, sachant X € A;_;. Un
choix optimal des ensembles A, k = 0, ..., n est obtenu quand P(X € Ax|X € Ay_1)
= p, ou p est une constante, c’est-a-dire quand toutes les probabilités condition-
nelles sont égales. La variance de P est en effet minimale dans cette configuration,
comme le décrivent les articles [73] et [21]. Si la variance de I'estimation de chaque
probabilité conditionnelle est faible, alors I'importance splitting sera plus perfor-
mant que les méthodes Monte-Carlo. Il est complexe de définir & 'avance les
ensembles Ay pour une fonction ¢ quelconque. Une version adaptative du split-
ting a été proposée dans I'article [25] et permet de s’affranchir de cette difficulté.
Les méthodes de splitting sont trés adaptées pour des événements de probabilité
inférieure & 10™* et sont toujours efficaces lorsque la dimension d des entrées est
importante. Néanmoins, le budget de simulation nécessaire pour ’application de
I’algorithme est assez important, au minimum 10000 échantillons, et le réglage
des paramétres correspondant est trés sensible. De plus, le splitting est essen-
tiellement adapté aux cas ou la densité de X est gaussienne. Si ce n’est pas le
cas, une transformation des entrées (transformation de Rosenblatt définie dans
l'article [123], de Nataf définie quant a elle dans ’article [106],...) peut s’avérer
nécessaire.

Autres algorithmes de simulation

Dans des cas simples de fonction ¢ et pour des familles usuelles de densité
de X , les techniques basées sur 'utilisation de variables antithétiques, comme
c’est le cas dans les références [51] et [128], ou de variables de controles, dans les
reférences [89] et [47], permettent également de réduire, en simulation, la variance
de l'estimateur de probabilité. Leur potentielle utilisation dans un cadre général
est a priori limitée.

1.2.2 Techniques statistiques d’estimation d’événements rares

Les techniques statistiques permettent d’estimer ou de borner la probabilité
P pour un jeu fixé d’échantillons ¢(Xy), ..., ®(Xy). Les approches statistiques
principalement utilisées sont la théorie des valeurs extrémes et la théorie des
grandes déviations.
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1.2. Présentation des méthodes d’estimation d’événements rares

Théorie des valeurs extrémes

Soient ¢(X;), ..., (X y) une série d’échantillons i.i.d. de la variable Y, Gy
la fonction de répartition de Y et My = max(p(Xy),...,4(Xy)) le maximum
des observations. L’évolution de la loi des maxima peut s’obtenir de la maniére
suivante :

P(MN < y) = P(max(¢(X1)77¢(XN)) < y)
P(¢p(Xy) <y, 0(Xs) <Y, .., (X)) < y) = (Gy(y)Y

Dans le cas d’un échantillon i.i.d, la loi des maxima peut étre déterminé dés lors
que Gy est connue. Le résultat fondamental de la théorie des valeurs extrémes est
que, sous des conditions de régularité trés générales, la loi des valeurs extrémes
appartient a une famille composée de trois lois de probabilités, comme cela est
démontré dans les articles [42], [75], |76], [28] et |39]. S’il existe deux suites de
nombres réels (ay,by), avec ay > 0 et une fonction de distribution Hy non
dégénérée telles que :

P (M]\;—_bN < t) = GN(ant + by) — Ho(t), N — +o0 (1.8)
N

pour tout £ € R, alors Hj ne peut étre qu’une distribution de type Fréchet, Gum-

bel ou Weibull négative. Ces trois distributions peuvent en fait se regrouper en

une seule famille paramétrique : la distribution généralisée des valeurs extrémes

(Generalized Extreme Value = GEV en anglais). La distribution GEV se définit

de la maniére suivante :

Ho(t) = exp <_ [1 Lot ;M] —i>

ou (u,0,¢), avec o > 0, sont respectivement les paramétres de localisation,
d’échelle et de forme de la distribution GEV. Une version multivariée de la théo-
rie des valeures extrémes a également été définie [44].

On caractérise ainsi la densité de probabilité du maximum d’un échantillon issu
d’une variable aléatoire. Néanmoins, pour un jeu de données réelles, la déter-
mination de la GEV correspondante n’est pas évidente. En effet, il faut séparer
en blocs aléatoires ou blocs maxima, les données d’entrées puis déterminer les
valeurs maxima de chacun des blocs. La densité GEV est alors estimée a partir
de I’échantillon de ces valeurs maxima.

Cependant, le probléme que nous étudions a trait a I'estimation d’une proba-
bilité de dépassement de seuil, comme le présentent également les articles [27],
|87], |116] et [24]. Dans ce cadre, I'approche POT (Peaks Over Threshold) est la
plus couramment utilisée dans les applications proposées que 'on peut observer
dans ’ensemble des ouvrages ayant pour théme les valeurs extrémes. Selon cette
approche, considérons fi.,q = sup (y € R|Gy(y) < 1) < oo, la borne supérieure
du support de Gy. La densité de la variable Y, conditionnée & dépasser un seuil
i, approche une densité de probabilité de Pareto généralisée (ou GPD, pour
Generalized Pareto Distribution) quand p tend vers pienq. En effet, si Y vérifie
I'équation (1.8) développée ci-dessus, alors on peut en déduire :

P(Y <t|Y >p) = H(t), 1t~ tena
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H(t)=1— (1+et_“)i

o

ou (u,0,¢€) sont respectivement les paramétres de localisation, d’échelle et de
forme de la distribution GPD avec ¢ > 0. Si l'on connait H(t) et P(Y > u)
pour la série ¢(X;), ..., (X y), on est alors capable d’estimer les quantiles et les
probabilités de la variable aléatoire Y au dela du seuil p. A partir des données,
il faut donc estimer les différents parameétres de la GPD (u, 0,¢) et différentes
approches sont alors disponibles.

La théorie des valeurs extrémes peut étre appliquée sans rééchantillonnage et
pour de faibles valeurs de N, contrairement aux techniques de simulation. Néan-
moins, l'estimation des paramétres (u,o0,¢) de la GPD est souvent complexe
et parfois peu précise. Lorsqu'un rééchantillonnage est possible, ces méthodes
s'avérent souvent moins efficaces que les techniques de simulations.

Théorie des grandes déviations

La théorie des grandes déviations caractérise le comportement asymptotique

de suites de lois de probabilités, comme cela est décrit dans les références [33] et
[34]. D’un point de vue plus détaillé, elle permet d’analyser la maniére dont une
suite de lois de probabilité dévie de son comportement habituel défini par la loi
des grands nombres. La théorie des grandes déviations est notamment utilisée
afin d’évaluer la convergence de certains algorithmes d’estimation, comme cela
est présenté dans les articles [37], [126], [48], [30] et [32].
Soient Dy = J(¢(Xy), ...,»(Xy)) une suite de variables aléatoires indexées par
N avec J une fonction scalaire continue ayant pour espérance D, et la suite
associée Vy = Dy — D. Vy satisfait le principe des grandes déviations avec un
taux continue [ si la limite suivante existe :

N—oo

1
lim —log[P(| Vi |> 7)] = ~1() (1.9)
[’existence de cette limite implique pour de fortes valeurs de N que :

P(| Vi [>7) = exp (=NI(7)) (1.10)

La probabilité P(] Viy |> 7) décroit exponentiellement a mesure que N augmente,
a un taux qui dépend de ~. Cette approximation est un résultat fondamental de
la théorie des grandes déviations. Si cette limite n’existe pas, alors P(| Viy |[> ) a
un comportement singulier ou décroit a une vitesse plus rapide qu’exponentielle.
Si la limite est égale a 0, alors la probabilité P(| Vy |> ) décroit avec N plus
lentement que le terme exp (—Na) avec a > 0. Le calcul du taux I est souvent
complexe mais peut étre obtenu par le biais du théoréeme de Gértner-Ellis, tel
que dans 'article [138|. Dans de nombreuses situations, I correspond a une di-
vergence de Kullback-Leibler.

La théorie des grandes déviations ne peut pas étre appliquée directement a 1’esti-
mation de la probabilité P en pratique car la densité de Y est inconnue a priori.
Lorsque Vy est une somme de N variables aléatoires identiques, la théorie des
grandes déviations peut néanmoins étre utile pour estimer des bornes de va-
riation de la probabilité P(] Vy |> 7). La caractérisation de la déviation d’un
estimateur Monte-Carlo est un exemple direct de ce cas particulier.
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1.2. Présentation des méthodes d’estimation d’événements rares

1.2.3 Techniques d’estimation basées sur des approxima-
tions paramétriques issues des études de fiabilité

FORM/SORM

FORM/SORM (First/Second Order Reliability Methods), présentés dans les
articles |142]|, [12], |85] et [74], sont des algorithmes approximant la région limite
de défaillance ou ¢(X) > S dans l'espace des entrées X, de maniére paramé-
trique. Ces méthodes sont souvent utilisées, notamment dans le domaine de la
fiabilité des matériaux. Pour appliquer cette procédure, la PDF de X doit étre
gaussienne, centrée et réduite. Si ce n’est pas le cas, une transformation des
entrées (transformation de Rosenblatt, de Nataf...) s’avére nécessaire. Nous sup-
poserons par la suite que X est une densité gaussienne, centrée et réduite. Les
méthodes FORM/SORM imposent, en premier lieu, de déterminer le point de
défaillance le plus probable dans I'espace des entrées. Cela correspond au point
de la surface limite de défaillance S — ¢(X) = 0 dans I'espace des entrées, ayant
une distance minimale avec 'origine. Ce point nommé [ est donc défini par :

f = argmin || X || (1.11)

sous la contrainte S — ¢(X) = 0 et ou || . || correspond a la norme euclidienne.
Plusieurs algorithmes d’estimation de [ ont notamment été proposés dans les
références [52], [114], [118] et [41].

Il faut enfin approcher la surface S — ¢(X) = 0 au point de défaillance le plus
probable 5 a I’aide d’'une droite dans le cas de FORM ou d’un paraboloide dans
le cas de SORM, tel que décrit dans 'artcicle [11]. La probabilité est alors estimée
dans le cas de FORM par :

PFORM = Q(— || 5 |I) (1.12)

ou €2 est la fonction de répartition d’'une PDF gaussienne, centrée et réduite.
Les méthodes FORM/SORM requiérent un budget N de simulations peu im-
portant pour obtenir des résultats satisfaisants. Néanmoins, les différentes hy-
pothéses de FORM/SORM rendent celles-ci peu robustes aux non-linéarités de
la fonction ¢ ainsi que dans les cas ou les entrées de la fonction ¢ ont une forte
dimension. De plus, les caractéristiques de h,, peuvent également influencer la
précision de lestimation donnée par FORM/SORM.

Line sampling

L’idée sous-jacente de I’échantillonnage de lignes ou line sampling (LS), dé-
crite dans les articles |69], [70] et [131], est d’utiliser des lignes plutot qu’'un
échantillonnage aléatoire pour estimer les entrées X qui aboutissent a ¢(X) > S.
De maniére équivalente & FORM/SORM, pour appliquer cette procédure, la
PDF de X doit étre gaussienne, centrée et réduite. Si ce n’est pas le cas, une
transformation des entrées (transformation de Rosenblatt, de Nataf...) s’avéere
nécessaire. Nous supposerons par la suite que X est une densité gaussienne, cen-
trée et réduite. L'ensemble A = {X € R?|¢(X) > S} peut s’exprimer de la
maniére suivante :

A={XecRIX'c A (X1} (1.13)
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oil 'ensemble A;(X™!) est défini sur R et dépend de X! = (X2 X3 .. X9),
Des ensembles similaires & A peuvent étre définis par rapport & n’importe quelle
direction dans I’espace d’entrée, quelque soit I'ensemble A. La probabilité P peut
alors étre décrite par les équations suivantes :

P = /d1¢(x)>ShO(X)dX
R
= /1XeAhO(X)dX
R

d
_ / / Lren, ho(X)dX X!
Rd-1 JR

A l'aide des hypothéses de gaussianité sur X, la probabilité P est défini par :
P=E (P(X'€A)) (1.14)

ol E est I'espérance mathématique par rapport a la variable X!, La probabilité
recherchée P s’exprime donc comme I'espérance d’une variable aléatoire P(X! e
A,) par rapport a la variable X!, Cette espérance se traduit en pratique par
I’estimation Monte-Carlo suivante :

B — D (PX € Au(X[) (1.15)

ot (X; ') sont des échantillons de la variable aléatoire X 1. La probabilité P(X' €
A (X)) peut alors étre approchée de maniére paramétrique dans le cas de ré-
gions de défaillance simples pour estimer PLS. Cette méthode ne requiert pas
nécessairement un budget /N de simulations important pour obtenir des résultats
valables. Les caractéristiques de h,, influencent tout de méme la précision de
I’estimation donnée par la méthode LS.

1.2.4 Approches fondées sur la caractérisation d’un méta-
modéle de la fonction ¢

Pour des fonctions ¢ cotiteuses en temps de calcul ou en ressources par
exemple, il peut étre intéressant d’utiliser un modéle réduit approchant la fonc-
tion ¢ afin de réduire le nombre d’appels a ¢. Un grand nombre de méthodes
de réduction de modéles ont été proposées et comparées dans 1'article [137]. Les
modeéles réduits classiques a base de polynomes, splines et réseaux de neurones
ont notamment été associés a la technique de simulation FORM, comme c’est le
cas dans les références [19], [49] et [132]. Les polynomes de chaos et les méthodes
Monte-Carlo ont également été utilisés pour estimer des événements rares, tel
que décrit dans article [81]. L’association de machines a vecteurs de support et
de la méthode d’importance splitting a enfin été réalisée dans les références |7]
et |16]. D’une situation & une autre, il est évidemment compliqué de déterminer
quel couple de méthodes modélisation réduite et échantillonnage est adapté au
probléme considéré.

La modélisation réduite par krigeage, décrite dans les articles [86], [129] et [127],
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présente certains avantages dans le cadre de I'estimation d’événements rares. En
effet, ce type de modéle réduit basé sur des processus gaussiens permet d’es-
timer la variance de l'erreur du modéle prédit par le krigeage. Un estimateur
de la confiance dans le modéle réduit peut étre défini en tout point de I'espace
des entrées. Cet indicateur peut étre utilisé directement pour raffiner le modéle,
c’est-a-dire pour effectuer de nouvelles simulations ot I'erreur du modéle réduit
est la plus importante. Le krigeage a été associé avec les méthodes Monte-Carlo
dans T'article [38], importance sampling dans les articles [58], [132] et [35] ou
importance splitting dans les références [139], [83] et [9]. La maniére de raffiner
le modéle de krigeage est un point important de la méthode et différentes stra-
tégies ont été proposées dans les références 35|, [115] et [8] afin d’exploiter la
description probabiliste donnée par le krigeage et minimiser le nombre d’appels a
la fonction ¢. Une comparaison numérique de différentes méthodes d’estimation
d’événements rares assocites au krigeage est proposée dans l'article [82].
[’utilisation de métamodéle peut trés fortement réduire le temps de calcul né-
cessaire pour obtenir une estimation de probabilités satisfaisante. Néanmoins,
il est souvent difficile d’estimer le biais introduit par l'utilisation d’un modéle
réduit pour 'estimation d’une probabilité. De plus, dans le cas ot la fonction ¢
est fortement non linéaire, les modéles réduits sont inadaptés.

1.3 Synthése

[’étude et la pratique de ces différents algorithmes nous ont permis d’établir
une stratégie pour appliquer et développer la méthode d’estimation d’événements
rares la plus adaptée au cas considéré. Cette synthése est présentée sous forme
de questions auxquelles il est impératif de répondre avant de commencer les
estimations de maniére pratique.

1. Est-il possible d’utiliser la fonction ¢ pour obtenir de nouveaux échan-
tillons de sa sortie? Si le rééchantillonnage n’est pas possible, un unique
jeu d’échantillons ¢(Xy),...,0(Xy) est alors disponible. Dans ce cas, la
théorie de valeurs extrémes et l'utilisation de métamodeéle sont les seuls
algorithmes applicables. Si le rééchantillonnage est possible, la théorie de
valeurs extrémes n’est souvent pas la méthode la plus efficace.

2. La densité de Y ou la fonction ¢ sont-elles analytiquement connues? Si
c’est le cas, il peut étre intéressant d’observer les résultats obtenus par la
théorie des grandes déviations, via de simples changements de mesure en
importance sampling ou bien par le biais des techniques de variables de
controle ou variables antithétiques. Si ces méthodes ne sont pas efficaces, il
faut alors se tourner vers des algorithmes plus généraux et plus complexes
a implémenter.

3. La région des entrées qui aboutit & ¢(X) > S est-elle approximativement
connue ? Si oui, alors les méthodes FORM /SORM et NAIS peuvent étre
efficaces pour 'estimation d’événements rares.

4. La région des entrées qui aboutit a ¢(X) > S est-elle multimodale ? Si
c¢’est le cas ou si la réponse a cette question n’est pas connue, l'utilisa-
tion de I'importance sampling optimisé par cross-entropy, des méthodes
FORM/SORM ou line sampling peut étre risquée.
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5. Quelle est la dimension du probléme? Si d > 10, la méthode importance
splitting et la méthode importance sampling optimisée par cross-entropy,
résistent souvent mieux aux fortes dimensions. Pour des faibles dimensions,
toutes les techniques sont adaptées.

6. Quel est le budget N de simulations disponible 7 Si N > 1000, les méthodes
importance sampling et importance splitting sont applicables. Si N < 1000,
les méthodes FORM /SORM, line sampling et théorie des valeurs extrémes
sont alors recommandées. Les méthodes importance sampling et impor-
tance splitting peuvent néanmoins étre appliquées quand N < 1000 mais,
dans ce cas précis, un modeéle réduit doit leur étre associé.

7. La fonction ¢ est-elle fortement non-linéaire ? Si c’est le cas, les méthodes
FORM/SORM, line sampling et les modéles réduits sont a utiliser avec
précaution car ils peuvent engendrer un biais d’estimation. La méthode
importance splitting résiste en revanche efficacement aux non-linéarités du
probléme.

Répondre a ces questions permet donc de mieux cibler en pratique les algorithmes
a appliquer et a privilégier. De plus, il est important de préciser qu’une connais-
sance au moins partielle de la fonction ¢ est nécessaire afin de pouvoir utiliser
les algorithmes d’estimation d’événements rares précédemment présentés.

1.4 Perspectives de recherche

Les recherches les plus actives actuellement sur les techniques d’estimation
d’événements rares sont tournées essentiellement vers les techniques d’importance
splitting, 'utilisation de métamodeéles et les lois des valeurs extrémes. En effet, le
réglage des techniques d'importance splitting et I'influence de celui-ci sur 'esti-
mation de la probabilité est une problématique encore ouverte a la recherche. De
méme, la technique de raffinage d’un métamodéle pour I'estimation d’événements
rares et 'analyse de 'erreur introduite par celui-ci sont également des questions
encore peu balisées par la communauté scientifique. En revanche, I'importance
sampling ou FORM/SORM sont des techniques qui sont globalement bien mai-
trisées. Les innovations dans ces domaines interviennent donc essentiellement sur
la résolution de problémes particuliérement précis.

Ce panorama des différentes méthodes d’estimation d’événements rares a suscité
de ma part certaines interrogations auxquelles certaines avancées proposées dans
la suite de ce manuscrit vont tenter d’apporter des réponses.
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Chapitre 2

Contributions au développement de
la technique de non-parametric
adaptive importance sampling

(NAIS)

2.1 Introduction

L’algorithme NAIS a été proposé dans la référence [143| et ensuite dans I'ar-
ticle [108] afin d’estimer des événements rares. L’objectif de I'algorithme NAIS est
d’utiliser un estimateur a noyaux de densité pour approcher la densité optimale
hopt de tirage définie dans I'équation 1.6. Cet algorithme a donc I'avantage d’évi-
ter un choix paramétrique de densité qui peut devenir problématique lorsque
la fonction ¢ est inconnue. En effet, Poptimisation paramétrique de la densité
d’importance peut étre trés efficace mais uniquement si le modéle de densité a
optimiser a une forme proche de la densité optimale h,y. La multimodalité de
hopt est notamment une source de problémes dans le cas ou I'optimisation est
paramétrique. L’algorithme NAIS s’affranchit donc de ces difficultés, méme si la
forme du noyau de densité a malgré tout une influence sur 'applicabilité de cette
technique. Par exemple, si X suit une loi a queue lourde et que les noyaux de
I'estimateur de densité sont gaussiens, la méthode NAIS ne sera alors pas effi-
cace. Les estimateurs & noyaux de densité sont également peu performants pour
approcher une densité lorsque la dimension augmente (d>10). Il en est de méme
pour 'algorithme NAIS qui n’est généralement applicable que dans des cas ou la
dimension de X est inférieure a 10.

En utilisant simplement les algorithmes NAIS proposés dans les articles de réfé-
rence [143] et [108], il est a noter qu’il n’est pas possible d’obtenir de résultats
valables d’estimation de probabilités pour une fonction ¢ quelconque. En effet,
ces algorithmes NAIS supposent que I'utilisateur est déja capable de générer des
éveénements tels que ¢(X) > S. Cela est en fait rarement le cas dans un cadre
réaliste. Les articles [94] et [95] de nos recherches ont donc consistés a améliorer
I'approche NAIS de facon a ce qu’elle soit utilisable, de maniére générale, pour
I'estimation d’événements rares et cela, sans connaissance a prior: sur les régions
de ¢ qui aboutissent a ¢(X) > S. La section suivante décrit donc la démarche
proposée et publiée dans les références [94] et [95] (voir article 1 de la Partie III
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contenant une sélection de publications) et une extension de 'algorithme NAIS
pour 'estimation de lignes de niveaux de densité publiée dans I'article [101].

2.2 Amélioration proposée de l'algorithme NAIS

L’approche proposée s’inspire des méthodes paramétriques telles que 'opti-
misation par cross-entropy. La démarche consiste donc a approcher la densité
auxiliaire optimale h,,; de tirage pour un seuil S; < S afin qu’il soit possible de
générer des échantillons de X tels que ¢(X) > S;. Cette nouvelle densité, notée
hi, nous permet de générer de nouveaux échantillons de X tels que ¢(X) > S;
et donc d’approcher la densité h; 1, densité auxiliaire optimale de tirage pour le
seuil S;y1 > S;. En itérant ce processus jusqu’a ce que le seuil courant dépasse
S, l'algorithme aboutit a I'estimation de la densité auxiliaire optimale de tirage
pour le seuil S et a l'estimation de P. La définition des seuils S; s’effectue a
I'aide de p-quantiles des échantillons courants. Les détails de I'algorithme sont
décrits dans les étapes suivantes. Pour des raisons de simplicité, ['algorithme est
présenté pour un estimateur a noyaux gaussiens mais d’autres types de noyaux
peuvent, étre considérés.

1. Soit k =1cet p € [0,1]

2. Générer les échantillons ng), ...,Xg\]f) selon la PDF hj_; et appliquer la
fonction ¢ pour déterminer Yl(k) = gb(ng)), o Y]f,k) = ¢>(X§§))

3. Estimer le p-quantile empirique g, = min(S, YL(pk]i”)

. _ 1 k N ho(X)
4. Estimer Iy = 75> 5 1 D i, x5, hjil(x(.”)

5. Mettre a jour I'estimateur a noyaux de densité par :

hi(X) = WNT det (B dlet By géwj(xgj))}(d (Bk—l (X — XZ(J‘)>> (2.1)

ou K, est une PDF gaussienne de dimension d avec une moyenne nulle et
de matrice de covariance identité. Le terme By = diag(bs,...,b}) est une
matrice diagonale dont les coefficients peuvent étre optimisés par le critére
AMISE (Asymptotic Mean Integrated Square Error) tel que décrit dans les
références [134] et [46]. Les poids w; sont définis par w; = 1¢2qk%.

6. Siqp < S, k<« k+1, retour a I'étape 2 de 'algorithme.

= . ho(XH)
7. Estimer la probabilité recherchée PN4/% = L Z 1¢(X§k))>sm
=1 ~1(&y

L’approche que nous avons proposée permet donc d’étendre 'applicabilité de
I'algorithme décrit dans les articles [143] et [108]. La valeur p est fixée par I'uti-
lisateur et influence la vitesse de convergence de I'algorithme. Poser p = 0.9 est
souvent un choix pertinent tel que cela est présenté dans I'article [95], oi une
version de l'algorithme adaptée a 'estimation de quantile est également propo-
sée. La figure 2.1 présente 'estimation d’un (1—107%)-quantile dans le cas simple
ou X est une densité gaussienne, centrée et réduite, de dimension 1. De nom-
breux résultats de simulations sont analysés dans la référence [95], ainsi que des
cas de simulations applicatifs plus complexes et des comparaisons avec d’autres
méthodes d’estimation.
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FIGURE 2.1 — Densité de tirage h; de 'algorithme NAIS pour I'estimation d’un
(1 — 107%)-quantile d’une densité gaussienne, centrée et réduite, de dimension 1.

2.3 Cas des lignes de niveaux de densité

L’algorithme NAIS que nous avons proposé dans la section précédente a égale-
ment été adapté au cas de 'estimation de lignes de niveaux de densité (Minimum
Volume Set en anglais) dans le cadre de I'article [101]. En effet, lorsque la sortie Y
de la fonction ¢ est multidimensionnelle, il est intéressant de caractériser celle-ci
par des lignes de niveaux. Ce cas de figure est notamment présent dans un code
de calcul de retombée d’étages de lanceurs spatiaux développé a 'TONERA. La
position de retombée est alors définie par 2 coordonnées. La problématique de la
caractérisation des lignes de niveau pour les événements rares est en fait assez
peu traitée de maniére générale. Les paragraphes suivants résument ’approche
que nous avons mise en place.

2.3.1 Définition

La ligne de niveau ¢ définie par L(¢) issue d’une variable multidimensionnelle
Y € R", de PDF g, est donnée par ’équation suivante :

L(t)={y €R":g(y) >t} (2.2)

pour t > 0. La fonction de distribution des lignes de niveaux de g est caractérisée
par une application € avec les probabilités telles que :

€:[0,supg] — [0,1]
t — ” 9(y)dy = P (y € L(t)) =

Ainsi, la ligne de niveau L(t) correspondant au niveau ¢ de la densité g est la
région de surface minimale de probabilité a. Certaines conditions de régularité
sont tout de méme nécessaires et décrites dans les articles [110] et [117]. En
pratique, l'objectif est d’estimer, pour une valeur de probabilité «, la ligne de
niveau L(¢) associée. L’utilisation de 'algorithme NAIS devient donc intéressante
lorsque a prend des valeurs proches de 1.

39



2.4. Perspectives de recherche
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F1GURE 2.2 — Estimation de lignes de niveau pour un code de calcul de retombée
a I'aide de 10* simulations NAIS a) et de 10° simulations Monte Carlo b), pour
différentes valeurs de probabilités a (o = 0.95 en bleu, @ = 0.99 en vert, o =
0.999 en rouge et o = 0.99999 en turquoise).

2.3.2 Principe

Un estimateur ¢ dit "plug-in" de ¢, pour estimer une ligne de niveau L(t) de
probabilité «, est défini par le a-quantile de la variable aléatoire g(¢(X)). La
densité g est inconnue mais elle peut étre approchée par un estimateur a noyaux
de densité. Lorsque la probabilité « n’est pas rare, les méthodes Monte-Carlo
sont efficaces. Il suffit alors de générer des échantillons ¢(X;), i = 1,..., N, et
d’estimer la densité & noyaux ¢ de ces échantillons. L’estimateur  de la ligne de
niveau L(¢) de probabilité « est alors défini par le a-quantile des échantillons
9(p(Xy)), i =1,..., N. Cet estimateur n’est pas fiable lorsque la probabilité « est
faible. Nous avons proposé dans l'article [101] d’adapter la procédure décrite a
la section 2.2 afin d’obtenir un estimateur efficace de L(¢) avec un nombre limité
d’échantillons. Un exemple d’application est donné dans la figure 2.2 pour un
code de calcul de retombée d’étages de lanceurs spatiaux.

2.4 Perspectives de recherche

L’amélioration proposée permet d’utiliser I’algorithme NAIS de maniére effi-
cace. Néanmoins, cette approche peut étre perfectionnée. En effet, le calcul actuel
de la matrice By, de 'estimateur a noyaux de densité, a I'aide du critéere AMISE,
n’est pas optimal. Une expression de la variance optimale dans chaque dimen-
sion est donnée dans l'article [143], mais n’est pas calculable en pratique. Des
approches d’optimisation paramétrique pourraient donc améliorer ’estimation
de la variance mais il faudrait vérifier si le gain en matiére de précision d’estima-
tion, pour la probabilité recherchée est suffisant par rapport a 'augmentation de
la complexité de calcul.

L’algorithme NAIS est essentiellement applicable a des cas de faibles dimensions
(d < 10). Une récente approche, décrite dans la référence [108|, mélant NATS
et méthode de quasi Monte-Carlo, permet I’échantillonnage uniquement dans un
sous-espace de R? et améliore donc le traitement des cas a fortes dimensions.
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Cette approche pourrait étre améliorée en la couplant a une analyse de sensibi-
lité. En effet, les variables les plus influentes, de maniére globale, sur la sortie
du code de calcul ne le sont pas toujours dans la zone de fonctionnement de
I’événement rare d’intérét.

Dans le cas ou la fonction ¢ est trés cotiteuse en temps de calcul, 'utilisation des
techniques de métamodeéle couplées avec ’estimation par importance sampling
peut s’avérer tres intéressante. Un article ou je suis coauteur vient d’étre accepté
sur cette thématique dans la revue a comité de lecture Structural Safety [5] (voir
article 5 de la Partie IIT contenant une sélection de publications). Le nombre
d’échantillons de la fonction ¢ réellement évalués est alors fortement diminué
d’un facteur allant de 4 & 20, sans dégradation de la qualité d’estimation. Cet
article propose également plusieurs innovations. En effet, le couplage importance
sampling et krigeage a été réalisé pour l'algorithme NAIS mais également pour
I’algorithme d’importance sampling optimisé par cross-entropy, pour des proba-
bilités inférieures & 1073, De plus, a I'aide des propriétés statistiques du krigeage,
un intervalle de confiance sur la probabilité estimée a été déterminé. Enfin, la
caractérisation de la part d’erreur due au métamodéle, présente dans 'erreur in-
hérente a 'estimation d’une probabilité, a également été approchée. Ces résultats
prometteurs doivent étre confirmés sur des cas complexes a forte dimension.
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Chapitre 3

Contributions au développement de
la méthode d’importance splitting

3.1 Introduction

Les techniques de splitting ont été développées dans les années 50 en physique
et décrites dans l'article 63|, et connaissent un véritable essor a I’heure actuelle,
comme le montrent les références |31], [3], [4], [15], |77], [78] et [14]. Celles-ci sont
trés efficaces pour estimer des probabilités d’événements rares sur des fonctions
¢ non linéaires et a forte dimension, ce qui est un atout en pratique par rapport
aux méthodes d’'importance sampling. Néanmoins, lorsque 1'on applique la mé-
thode d’importance splitting, le nombre de simulations nécessaires pour obtenir
une estimation fiable peut s’avérer rédhibitoire. C’est pourquoi le couplage des
techniques de splitting avec des modéles réduits est une approche qui est de plus
en plus étudiée.

Le splitting peut également s’avérer complexe a régler dans des cas réalistes.
La mise en place d’une approche a base de métamodeéle afin de déterminer des
réglages efficaces du paramétrage du splitting est actuellement en cours de révi-
sion (révision mineure) dans une revue a comité de lecture. Cet algorithme est
présenté a la suite de cette section. Il consiste en I'optimisation des paramétres
du splitting (niveau de quantile, taille de I’échantillon,...) afin de minimiser la
variance de Iestimateur de probabilité, & I'aide de krigeage. Ces résultats per-
mettent de proposer une recommandation de réglage adapté a un cas général de
simulation.

Dans le cadre de trois collaborations, en interne, avec des organismes étatiques ou
des entreprises, le splitting a enfin permis de répondre aux questions de sécurité
et de fiabilité qui s’étaient présentées. Je dresserai donc un bilan de ces activités
mélant & la fois recherche et application qui ont abouti aux trois publications
suivantes : [97], [113] et [103].
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3.2. Réglage de I’estimateur d’importance splitting

3.2 Reéglage de Dl'estimateur d’importance split-
ting

3.2.1 Implémentation

Le principe du splitting a été décrit rapidement dans la section 1.2.1. Dans
le cas ou X suit une densité de probabilité gaussienne, 'algorithme de splitting
adaptatif présenté dans la référence [25| peut se résumer de la maniére suivante
afin d’estimer P(¢(X) > S) = P(X € A) avec un budget de simulations maxi-
mum N,,u0 -

1) Soient £ = 0, j = 0 et Nyseqa = 0 le budget de simulations utilisées.
Définir les valeurs du nombre d’échantillons N, du quantile 3, de la force
d’agitation ¢ et du nombre d’applications du noyau Np,.

2) Générer N echantﬂlons X(O) X © qe hg, puis les échantillons correspon-
dants gb( 1 ), ,QS( ) Le paramétre Ny eq est mis & jour de la maniére
suivante Nyseq = Nused + N.

3) Estimer le S-quantile ¢(® de (b(XgO)), . ¢(X§3)).

4) Tant que ¢® < S et Nysea < Nonae

a) Remplacer les simulations, telles que {X(k | ¢(X k) < q(k} par des
échantillons uniformément choisis avec replacement parmi {X | gzﬁ( )
q(k)}, puis nommer ces nouveaux échantillons Zj ,...,AZO

b) Pour j =1 a N,yp,, estimer les échantillons Z7, ..., Z}; avec :

Zi~V4 (N (00,00) ZI LN (0g,14) (k)
77 — VI i Vi+e? )=
/A

sinon

c¢) Poser X(Hl) = N‘”’” VIl = 1,...,N et estimer le S-quantile ¢t de
$(X k+1)) ¢( k+1 )

d) Poser k = k +1 et mettre a jour la valeur Nyseq avec Nyseq = Nuysed +
N X Ngpp

5) Estimer la probabilité recherchée avec :

Nmaz— used
A 1
AST _ (1 _ a\k
P =(1—=p)" x Novar — Nused ; 1¢(Xi(k))>s
Si le budget de simulations est atteint avant que ¢*) < S, on considére que le
splitting échoue dans I'estimation de la probabilité.

3.2.2 Impact des choix de paramétrage dans I’efficacité de
I’importance splitting

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, plusieurs parameétres
doivent étre réglés par I'utilisateur pour un résultat de simulation pertinent :
e e nombre d’échantillons N.
Les quantiles ¢®) sont en effet mieux estimés si, a chaque itération, le
nombre d’échantillons N est important, mais une trop grande valeur de N
réduit le nombre d’étapes intermédiaires possibles et augmente le budget
de simulations nécessaire.
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e e quantile 3.
Si la valeur de [ est trop faible, la convergence du splitting peut ne pas
étre atteinte avant 1’épuisement du budget de simulations. A l'inverse, si
la valeur de 3 est trop forte, les quantiles ¢'¥) seront mal estimés pour un
nombre N d’échantillons donné.
e la force d’agitation du noyau C.
Si le nombre de transitions refusées est important, cela signifie que le pa-
rameétre ¢ a une valeur trop forte et inversement.
e Le nombre d’application du noyau Np,.
Si Ngyp est trop faible, les échantillons sont dépendants et I’estimation par
splitting peut étre biaisé. Dans le cas contraire, de nouveaux échantillons
sont générés, méme si les échantillons sont déja indépendants, ce qui n’amé-
liore pas I’estimation.
Le compromis entre ces différents paramétres est complexe a trouver méme dans
des cas simples.

3.2.3 Approche proposée

Considérons la simulation numérique d'un cas test représentatif sur lequel on
cherche a régler les techniques de splitting adaptatif. Une fonction boite noire
peut ainsi étre définie. Les parameétres a = [N, 3, (, Nupp) sont les entrées de
celle-ci et la sortie correspondante est un indice de performance scalaire s. Dans
le cas du splitting, s est 'erreur relative de la probabilité d’estimation. Les pa-
rametres a sont supposés appartenir & un ensemble borné F. Le probléme de
réglage optimal peut étre formalisé de la maniére suivante :

a = argmin s(a). (3.1)
acF

Ce probléme est complexe car la seule information disponible est la valeur de
la performance obtenue en certaines valeurs de «. La méthodologie proposée
utilise le modele de krigeage afin d’approximer la fonction inconnue reliant les
paramétres « et le critére de performance s(-). La procédure EGO (Efficient
Global Optimization) décrite dans la référence [62], est ensuite employée pour
explorer 'espace des parameétres qui pourrait aboutir a un meilleur critére de
performances, c’est-a-dire & une plus faible erreur relative et donc a un meilleur
réglage de a.
La stratégie est donc la suivante. Soit m un nombre de valeurs de paramétres
a, pour lesquelles 'erreur relative du splitting est connue. Cet ensemble est noté
A = {aq,...,an}. Les erreurs relatives correspondantes sont assemblées dans le
vecteur de dimension m, s,, = [s(a1), ..., s(ow,)] " En se basant sur cette connais-
sance initiale, le krigeage, défini dans la référence [86], permet de construire un
modéle approché S de 1a fonction boite noire, reliant « et s, en la modélisant par
un processus gaussien S(-). Un des avantages du krigeage est sa capacité a estimer
Iécart-type o de 'erreur de prédiction, ¢’est-a-dire le niveau de confiance 1ié a S.
Les algorithmes d’optimisation basés sur le krigeage permettent d’aboutir a un
compromis entre recherche locale (prés de Poptimum) et recherche globale (po-
sition dans 'espace des paramétres ou l'incertitude du modéle réduit est forte),
comme cela est proposé dans l'article [60]. Une de ces stratégies est la procé-
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dure EGO, proposée dans la référence [62], que 1'on peut décrire de la maniére
suivante :

1. Echantillonner m valeurs de paramétres «, pour calculer A,, et s,,.

2. Générer le modéle de krigeage associé A, et s,,.

3. Déterminer s, = r{lin {s(a)}.
= 7"'7m
4. Estimer Q41 = argmax El(a, sp S, 0).
a€cF

5. Ajouter Qi1 & Ay et s(amy1) & Sy

1 m 2 . .
6. Si m > My, retourner sy comme étant la solution optimale.

Sinon, retour a I’étape 2 avec m <— m + 1.

Le principe général de cet algorithme itératif est de remplacer le probléme d’opti-
misation difficile & résoudre directement (3.1), par une optimisation répétée avec
une fonction plus simple nommée Ezpected Improvement (EI, a I'étape 4), dont
I’expression est donnée par :

E](O{, Szin’ §7 8) = (SZlLin - §(O[)> Q (—Smin/\_ S(CY))

+ Flaw (3?3:—5(6“)> , (3.2)

oll w et €2 sont respectivement, la densité de probabilité et la fonction de réparti-
tion d’une loi normale. Cette fonction est peu cotiteuse a évaluer car elle implique
la prédiction du krigeage et sa variance. Elle peut donc plus facilement étre op-
timisée a chaque étape de la procédure par un algorithme auxiliaire. Dans nos
tests, I'algorithme DIRECT, proposé dans la référence |61], a été utilisé. Grace
au critére E'1, plusieurs positions candidates de 'espace des paramétres sont ainsi
explorées et optimum des performances est alors déterminé pour le cas d’appli-
cation considéré. Le critére d’arrét de la procédure EGO est m,.x et correspond
au budget alloué pour I’évaluation de la boite noire reliant parameétres et critére
de performances. D’autres critéres d’arrét auraient pu étre utilisés comme des
seuils sur les valeurs successives du maximum de I’ E1, a I'étape 4, comme cela
est le cas dans Particle [130].

3.2.4 Reésultats

Nous avons testé notre approche sur des cas tests et également des codes
de simulation. Le budget global de simulations a été fixé a 500000 échantillons
pour des probabilités estimées variant entre 10~* et 1077, Les réglages qui per-
mettent d’obtenir des estimateurs efficaces de probabilité avec le splitting sont
précisés dans le tableau 3.1. Ces résultats recoupent, par exemple, les préconisa-
tions avancées dans l'article [25], sur le paramétre de quantile. Les paramétrages
suivants peuvent ainsi servir de base de départ afin de bénéficier d’une utilisation
satisfaisante du splitting, pour des fonctions ¢ trés diverses. On peut néanmoins
ensuite améliorer ce paramétrage, au cas par cas, pour diminuer 'erreur rela-
tive de maniére optimale, bien que cela ne soit pas toujours possible dans des
cas industriels. Un article sur cette thématique est actuellement relu aprés une
premiére révision dans la revue Reliability Engineering € System Safety.
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Paramétres N Napp a I6;
Recommandations | [3500,11000] | [3,4] | [0.35,0.45] | [0.60,0.85]

TABLE 3.1 — Recommandations de réglage du splitting.

3.3 Application et développement des techniques
de splitting pour I’aérospatiale et la défense

La technique de splitting nous a permis de répondre a différentes questions
majeures en terme de sécurité et de fiabilité, posées par des organismes étatiques
ou des entreprises. Ces études ont abouti aux 3 articles [103], [97] (voir article 4
de la Partie III contenant une sélection de publications) et [113], dont deux sont
rapidement résumés dans les sections suivantes.

3.3.1 Caractérisation de la collision débris-satellite

Le 10 février 2009, un satellite actif commercial Iridium et un satellite russe
inactif sont entrés en collision bien que leur configuration ne semblait pas pro-
pice a un tel événement, comme cela est expliqué dans l'article [65]. L’impact
a notamment été a l'origine de la propagation de nombreux débris dont la plu-
part sont capables et risquent d’endommager d’autres satellites en orbite. En
collaboration avec le CNES, nous nous sommes demandés comment améliorer
la précision de l'estimation de la probabilité de collision entre un débris et un
satellite. Cela a en pratique deux intéréts majeurs. En effet, la diminution de
I'incertitude sur la probabilité permet de réduire le risque de collision, mais éga-
lement d’allonger la durée de vie d’un satellite, en annulant, par exemple, des
manoeuvres d’évitement de débris qui ne seraient pas nécessaires. L’approche
que nous avons proposée est basée sur le splitting.

L’incertitude sur la position initiale d'un objet spatial est donnée par une PDF
gaussienne a 6 dimensions (3 dimensions pour la position et 3 dimensions pour
la vitesse). La moyenne de la position initiale est décrite dans les "two-lines ele-
ments" fournis par le NORAD (North American Aerospace Defense Command).
La trajectoire de I'objet est ensuite propagée, sur une certaine durée, a ’aide de
I'outil de propagation de trajectoire d’objets spatiaux SGP4 (Simplified General
Perturbations), développé également par le NORAD. Ce code est déterministe
et la position d’un objet & un instant donné ne dépend donc que de I'incertitude
sur la position initiale. En appliquant cette procédure a deux objets spatiaux, on
peut facilement estimer la probabilité que leur distance relative soit inférieure a
un certain seuil.

Les techniques de type importance sampling paramétrique ou non paramétrique
ne sont pas efficaces pour estimer une probabilité de collision débris-satellite avec
cette modélisation. En effet, pour la densité d'importance, différentes familles de
PDF ont été testées et optimisées par cross-entropy, mais sans résultat. De méme,
Ialgorithme NAIS n’est pas efficace, du fait de la dimensionnalité du probléme
(d > 10). La technique de splitting est donc parfaitement adaptée, comme le
montre les résultats suivants. Le cas de collision choisi est présenté dans la figure
3.1, dans laquelle deux zones de conflit ont une influence sur la probabilité d’un
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+  Satellite trajectory 12000
*  Debris trajectory

Distance Process in km

Time {in hours)

F1GURE 3.1 Trajectoire du débris et du satellite, ainsi que leur distance relative.

Méthodes | Nombre de simulations | Estimation de la probabilité | Erreur relative
Monte-Carlo 100000 831074 0.10
Monte-Carlo 10000 811074 0.42

Splitting 10000 8.5 1074 0.20

TABLE 3.2 — Résultat d’estimation de probabilité de collision.

tel cas.

La distance de collision est fixée & 10 métres. La table 3.2 présente I'estimation de
la probabilité de collision obtenue pour la technique d’importance splitting et, en
guise de référence, pour les méthodes Monte-Carlo. La technique de splitting est
trés efficace bien que la fonction ¢ soit en fait particuliérement non linéaire. Cela
explique pourquoi les autres méthodes d’estimation d’événements rares testées ne
sont pas pertinentes. Cette étude pourrait avoir un impact sur les opérationnels
du CNES qui surveillent les satellites gérés par cet organisme. L’implémentation
de techniques particulaires pour estimer une probabilité de collision, est en cours
de réflexion dans les cas ou le satellite et le débris ont une faible vitesse relative.

3.3.2 Estimation de la probabilité de collision en espace
aérien non controélé

Maintenir une distance de séparation minimum entre deux avions dans 1'es-
pace aérien est essentiel dans le management du trafic aérien. Cette exigence
est généralement garantie dans ’espace controlé, par les controleurs aériens qui
imposent aux avions de voler a certains niveaux d’altitude ou sur certains caps.
Les positions des avions sont connues grace a leur transpondeur et aux différents
radars terrestres. Les statistiques de collision ou de perte de séparation sont par
conséquent bien évaluées. I.’analyse de celles-ci permet notamment de faire évo-
luer les régles en vigueur, comme le montrent les articles |18] et [80]. De plus,
la modélisation du trafic aérien en espace controlé a été longuement étudiée et
simulée notamment, dans les articles |66], [133], [140] et [55]. Ce n’est pas le cas
de I'espace aérien non contrdlé qui constitue 'essentiel de I'espace aérien, a 1'ex-
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FIGURE 3.2 — Base de données de trajectoires d’aéronefs en longitude et en
latitude au voisinage de Saint-Cyr-1"Ecole.

ception du voisinage des aéroports. En effet, il est difficile d’évaluer les risques
de collision et de perte de séparation, car le nombre d’avions, leur position et
leur direction ne sont pas connus.

Un fort besoin d’estimation de ces risques a abouti a une collaboration avec la
DGA et Claude Le Tallec, un des spécialistes francais des drones (voir article 4
de la Partie TIT contenant une sélection de publications). En effet, I'espace aérien
non controlé est envisagé pour intégrer les vols de drones, comme il est précisé
dans les références [1], [112], [2], |68] et [67]. Nous avons donc travaillé en espace
aérien non controlé, sur une base de données de 170 trajectoires autour de l'aéro-
drome de Saint-Cyr-L’Ecole dans les Yvelines, décrite dans la figure 3.2. A aide
de cette approche, une modélisation du probléme équivalent a un modéle boite
noire a été développée. Une approche de splitting général, a été mise en place afin
d’estimer une carte des risques autour de cet aérodrome. L’enjeu méthodologique
était la forte dimensionnalité du probléme (d>50) et la non gaussianité de ces
entrées, dépassant le cadre de la simple application du splitting. Un exemple de
résultat obtenu dans le cadre de cette étude est explicité dans la figure 3.3 sous
forme de carte de probabilité de collision.

Cette étude a montré que les risques de collision dans I'espace aérien non controlé
sont en fait trés faibles, ce qui étaye les quelques statistiques disponibles sur le
sujet. Les plus grands risques de collision se situent aux alentours des aérodromes
et aéroports, mais diminuent fortement dés que I'on s’éloigne de ces régions. Ces
résultats ont donc permis d’affiner la position de la DGA sur les stratégies et la
réglementation de vol de drones dans 'espace aérien.
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FIGURE 3.3 Carte de probabilité de collision estimée par splitting dans la région
de Saint-Cyr-I'Ecole. L’échelle de couleur sur la probabilité est logarithmique.

3.4 Perspectives de recherche

Le nombre de simulations nécessaires pour utiliser les techniques de split-
ting sont au minimum de Pordre de 10* échantillons. Cela peut étre trop lourd
a mettre en place sur des codes complexes et notamment des codes de calcul
industriels. L’utilisation conjointe de splitting et de modéle réduit est une pers-
pective directe de ces travaux. Des algorithmes de ce type ont néanmoins déja
été proposés récemment dans la référence [83|, bien que l'erreur d’estimation due
au métamodéle ne soit pas quantifiée.

La politique d’agitation des échantillons est prépondérante dans le splitting et
peut consommer beaucoup de simulations. Il est important de caractériser ce
qu’est une bonne politique d’agitation des échantillons et de déterminer I'apport
que celle-ci peut avoir sur la réduction de variance de l'estimation. Ces ques-
tions sont complexes et nécessitent des développements dans la méthodologie
et dans la simulation. En effet, d'une part, le réglage de la force d’agitation (
du noyau markovien et du nombre d’application NV,,, de celui-ci, est complexe
mais d’autre part, la compréhension de l'effet de ces deux paramétres sur la va-
riance me semble particuliérement importante pour améliorer le splitting. Des
approches par plan d’expérience sur ces deux paramétres pourraient étre une
source potentielle d’idées pour la compréhension des enjeux liés a la politique
d’agitation.

L’estimation de lignes de niveau a 'aide de différentes méthodes d’événements
rares peut également étre intéressante. Un article dans une revue a comité de
lecture est actuellement en cours de révision et propose l'estimation de lignes
de niveau par la technique d’importance splitting, en complément des méthodes
d’importance sampling que nous avons développées en section 2.3. Les techniques
de splitting ont I'intérét d’étre, dans ce cadre, moins cotiteuse en temps de calcul
que les méthodes NAIS.

La recherche menée & 'ONERA sur le splitting concerne actuellement essentielle-
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ment le cas de processus stochastiques et non le cadre statique. Ce modéle n’a pas
été développé dans ce dossier mais pose tout de méme des problémes méthodo-
logiques et applicatifs trés actuels. Une theése est actuellement en cours, en 2éme
année, en collaboration avec 'INRIA de Rennes (DR INRIA Francois Le Gland).
Une publication [57] a été réalisée en 2013 et un article, dans cette thématique, a
également été accepté dans la revue Computational Data and Statistical Analysis
[96] (voir article 2 de la Partie III contenant une sélection de publications) basé
sur le réglage de l'algorithme développé par P. Del Moral et J. Garnier dans les
articles [32] et [45]. Une communication sur le splitting pondéré dans un cadre
dynamique a de plus été accepté dans la Winter Simulation Conference 2013.
Un article d’état de I'art des méthodes d’estimation d’événements rares dans
un cadre dynamique et un article sur 'optimisation de systéme particulaire ont
également été soumis.
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Chapitre 4

Analyse de sensibilité et
événements rares

4.1 Introduction

L’analyse de la sensibilité de la sortie d’'un code de calcul par rapport a ses
différentes entrées est une problématique majeure de la compréhension d’une
fonction boite noire. Des analyses de sensibilité locale (autour d’un point de
fonctionnement) ou globale (basée sur la variance) peuvent étre ainsi effectuées
afin de déterminer les entrées les plus influentes sur la sortie de la fonction ¢
[54]. Néanmoins, il n’existe pas de technique qui permette d’analyser la sen-
sibilité d'une probabilité d’un dépassement de seuil sur la sortie, par rapport
aux entrées du code boite noire. Cela est d’autant plus important dans le cadre
des événements rares qu’une entrée peut étre particuliérement influente sur le
comportement global de la sortie, mais étre peu influente sur la probabilité de
I’événement rare, et inversement. De plus, de nombreuses techniques qui résistent
peu a la dimension, telles que la méthode NAIS, peuvent étre couplées a des ana-
lyses de sensibilité locale ou globale, afin de réduire la dimension de I'espace a
échantillonner. Ce choix est-il toujours judicieux ? Cette question est en fait peu
traitée dans la littérature scientifique [79]. Nous avons donc proposé une ap-
proche, décrite dans 'article [93] (voir article 3 de la Partie 11 contenant une
sélection de publications), basée sur les techniques d'importance sampling, pour
répondre a ce type de questions. Les sections suivantes de ce chapitre décrivent
donc cette démarche.

4.2 Particularités de la modélisation

Considérons le modéle boite noire décrit dans la section 1.1. Supposons doré-
navant que la densité hg de X est incertaine. De maniére plus précise, le modéle
paramétrique de hg est connu, mais les paramétres ® = (0y,...,0,,) de hy sont
aléatoires et de densité fg. Par exemple, si hy est une PDF gaussienne, alors ©
décrit la moyenne et la matrice de covariance de hy. Dans de nombreux cas de
modélisation industrielle, il n’est pas toujours possible d’avoir une idée précise
de la PDF de toutes les entrées de la fonction ¢. La plupart du temps, pour
des raisons de simplicité, les paramétres des PDF sont fixés a leur valeur la plus
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vraisemblable. Cela peut néanmoins étre risqué si certaines composantes de ©
ont une forte influence sur la probabilité cible Py = P(¢(X) > S|© = 0) car un
biais peut apparaitre dans I’estimation. [.’approche proposée ici permet donc de
prendre en compte un large éventail de PDF pour les entrées de ¢.

L’objectif est de caractériser les influences des paramétres ® sur la probabilité
Py, a I'aide de techniques d’importance sampling et d’analyse de sensibilité.

4.3 Description de la méthode d’analyse

Les techniques d’importance sampling ou d’'importance splitting permettent
de déterminer des PDF d’échantillonnage efficaces, afin d’estimer la probabilité
Py, pour une valeur 6 fixée. Soient < 6 > la valeur la plus vraisemblable des
paramétres aléatoires ® et Xy, ..., Xy un jeu de N échantillons de PDF h_g-
efficace pour estimer P_y~. Un estimateur de Py~ est donné par :

N
~ 1 ho @=<o>(X;)
P_go = — § 1% o g 2=<02 20 4.1
<>" N — oX)=5T (XG) (4.1)

Les échantillons Xy, ..., Xy qui aboutissent a ¢(X) > S, appartiennent toujours
a la région de défaillance, quelque soit la valeur 6 prise par ©, car la région de
défaillance est indépendante de © et ne dépend que des propriétés de la fonction
¢. Ces échantillons peuvent donc étre utilisés afin d’estimer Py pour différentes
valeurs de 6 de la maniére suivante :

Z 6(X,)>5 h;z eej((;)) (4.2)

Il est donc possible d’estimer Py quelque soit la valeur prise par © a 'aide de
IP’<9> sans avoir a réechantillonner. Cependant, cet estimateur a ses limites. En
effet, si IP’<9> et ]Pg ont des valeurs trés différentes, alors 'estimateur IP’(;, sera

biaisé. Néanmoins, en pratique si 1072 < @PZ < 102 pour N = 10000, alors
<O>

I’estimateur ]P’g sera efficace et c’est dans ce cas de figure que nous nous placerons
par la suite. Si ce n’était pas le cas, augmenter N ou déterminer un nouveau jeu
d’échantillons X'y, ..., X'y adapté & ® = 0 sont des alternatives possibles pour
valider cette hypothése.

En reformulant I’équation 4.2, 'expression suivante se déduit :

Py =T(©) =T(0,...,0,,) (4.3)

ou I' est une fonction scalaire boite noire I' : R™ — R. Les paramétres des PDF
d’entrées de ¢ sont les entrées de celle-ci et la probabilité de dépassement de
seuil correspond a sa sortie. Il est donc possible d’appliquer sur I' des méthodes
d’analyse de sensibilité globale pour déterminer les paramétres ©;, ¢ = 1,...,m
les plus influents sur la probabilité. L’estimation d’indices de Sobol, décrite dans
les références [53] , [136] et [135], a été la méthode choisie dans article [93], afin
d’évaluer cette influence.
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4.4. Résultats de simulation
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FIGURE 4.1 PDF de Y estimée avec 10000 échantillons Monte-Carlo pour
différentes valeurs de ©;

Indice de Sobol Total | valeur | écart-type
St 0.22 0.01
St, 0.19 0.01
Sty 0.09 0.01
St, 0.09 0.02
Sty 0.38 0.02
ST, 0.14 0.01
St, 0.11 0.01

TABLE 4.1 — Moyenne et écart-type des indices de Sobol totaux estimés sur 100
répétitions avec 50000 simulations Monte-Carlo.

4.4 Reésultats de simulation

Pour appliquer la méthode décrite a la section précédente, un code de simula-
tion d'un missile supersonique a stato-réacteur a été privilégié. Ce code posséde
7 entrées supposées indépendantes, issues de la centrale inertielle du missile, et
une sortie, la distance de sa position de retombée par rapport a la cible. Ces 7
entrées ont une moyenne nulle et un écart-type ©;, © = 1, ..., 7. Les paramétres
©; sont aléatoires et de PDF uniforme sur lintervalle [0.1,1]. La sortie Y du
code de calcul est par conséquent incertaine. La figure 4.1 propose en effet des
estimations de la PDF de Y a l'aide d’un estimateur a noyaux de densité pour
différentes valeurs de ©;. L’écart entre ces PDF montre que les paramétres ©; ont
une influence non négligeable sur la densité de Y. La probabilité d’intérét dans
ce cadre est fixée & P = P(Y > 4.5). Nous avons donc appliqué la stratégie déve-
loppée a la section précédente afin de déterminer quels sont les paramétres ©; les
plus influents sur P, en estimant des indices de Sobol totaux. Ces résultats sont
résumés dans le tableau 4.1 ou Sy, correspond a l'indice de Sobol total estimé
pour le paramétre ©;. Certains paramétres, tels que ©5 ou O, sont beaucoup plus
influents que d’autres sur ’estimation de P et doivent étre fixés avec précaution
lors de I'utilisation de la fonction ¢. Une erreur sur leur valeur pourrait impliquer
un fort biais dans I'estimation de P lors des simulations.
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4.5 Perspectives de recherche

L’approche proposée est efficace mais peut étre améliorée et notamment la
robustesse de 'estimateur de probabilité de dépassement Py. Avec une procédure
plus adaptée et un raffinage des échantillons X, il est sans doute possible d’ob-
tenir une estimation de Py plus fiable. Une approche a base de métamodéle est
actuellement en cours d’évaluation. De plus, en pratique, il n’est pas toujours
possible de modéliser la loi des paramétres © car il y a peu d’études effectuées
sur ces paramétres. Il serait donc intéressant d’envisager ce type d’analyse avec
une approche qui permettrait 1’abandon d’hypothéses sur la loi des paramétres
©.

Une autre alternative visant a caractériser I'influence de paramétres sur une pro-
babilité est de calculer les lois des phénomeénes aléatoires menant a la défaillance
»(X) > S. Cela revient, par conséquent, & calculer les probabilités condition-
nelles des variables aléatoires du systéme complexe, sachant que ce dernier est
dans un régime de défaillance. Le calcul de ces lois permet ainsi de caractériser
tous les aléas et leur corrélation qui conduisent justement a une telle défaillance.
Cette thématique de recherche est actuellement traitée dans le cadre d’une thése,
en fin de premiére année, en collaboration avec 'INRIA de Bordeaux (DR IN-
RIA Pierre Del Moral), a I'aide de technique statistique basée sur des ilots de
particules. Cette méthode appelée notamment SMC? (SMC?—Sequential Monte
Carlo sur les ilots et Sequential Monte Carlo sur les particules de chaque ilot)
mise en place dans le cadre d’application de filtrage dans 'article [22| a été déve-
loppée de maniére originale pour caractériser les lois conditionnelles de ©® sachant
I’événement rare Y > S dans le cadre de cette thése. Une publication dans la
revue a comité de lecture Structural Safety a été soumise sur ce sujet. .’analyse
théorique de la convergence de cet algorithme est actuellement en cours d’étude.
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random simulation technique. It consists in generating random weighted samples from an
auxiliary distribution rather than the distribution of interest. The optimization of this aux-
iliary distribution is often very difficult in practice. First, we review how to define the opti-
mal auxiliary density of IS for quantile estimation in the general case and then propose a

gg,tﬁ(;rf: nonparametric method based on Gaussian kernel density estimator to approach the opti-
Rare event mal auxiliary density that does not assume an initial PDF guess. This method is then finally
Quantile estimation applied to theoretical cases to demonstrate the efficiency of the proposed NAIS algorithm
Importance sampling and on the quantile estimation of the temperature of a forest fire detection simulator.

© 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Estimating rare event probability and quantile with a good accuracy is an important source of interest in reliability and
safety. Different methods have been investigated for this purpose like splitting or sampling. Importance splitting [1-4] also
called subset simulation [5-10] is a valuable algorithm to estimate both rare events and quantiles. It does not suffer much of
the curse of dimensionality but the algorithm parameters are not always easy to set. Importance sampling [11-15] is also a
well-known technique that consists in generating random weighted samples from an auxiliary distribution rather than the
distribution of interest. It is easy to implement but the main issue of this algorithm is the determination of a valuable aux-
iliary distribution. Rare event quantiles can also be estimated via controlled sampling and regression meta-models [16]. Line
sampling is also widely employed in structural reliability problems for estimating very small probabilities with a reduced
number of simulations [17-21]. Extreme value theory [22,23] finally deals with the extreme deviations from probability dis-
tributions and is often used for assessing risk in finance or meteorology domain. Well-known strategies in computer exper-
iment community that consists in using a surrogate model can also help for rare event estimation process [24-26].

In this article, we focus on importance sampling algorithm that is a widely used variance reduction simulation technique.
The main idea of IS is to generate weighted samples from an auxiliary probability density function (PDF) rather than the dis-
tribution of interest. The IS quantile and probability estimation variance can be greatly reduced with respect to a general
Monte Carlo estimate. A major difficulty of IS is the selection of an efficient auxiliary distribution function from which pseu-
dorandom numbers are generated since a wrong choice of auxiliary distribution leads to worse estimations than Monte Carlo
simulations. Parametric sampling distributions, if available at all, are often inadequate for high-dimensional integrals over
irregular regions. One possible remedy is to use a nonparametric importance sampling to estimate the unknown optimal
sampling function. This kind of approach is notably proposed in [27-31] for expectation estimation but not for quantile

* Tel.: +33 1 80 38 66 54.
E-mail address: jerome.morio@onera.fr

1569-190X/$ - see front matter © 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.
http://dx.doi.org/10.1016/j.simpat.2012.05.008
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estimation. In this article, we generalize this method for quantile estimation and also propose an improvement of the usual
NAIS technique since the initial auxiliary PDF guess is no more necessary in this article NAIS version. When the sampling
dimension is too large, one can also use the nonparametric partial importance sampling algorithm which applies nonpara-
metric importance sampling to a certain subspace [29].

In this article, we review the fundamentals of IS technique and define the optimal IS auxiliary density for quantile esti-
mation. We then propose an innovative nonparametric adaptive importance sampling algorithm for quantile estimation
without any hypothesis on the initial PDF contrary to the algorithms presented in [27,28,30]. The performances of the pro-
posed NAIS algorithm for rare quantile estimation are then applied to different test cases.

2. Importance sampling
2.1. Monte Carlo method

In this section, we review the fundamentals of IS technique for quantile estimation. We consider a black box input-output
system ¢ with ¢ : R? — R a continuous scalar function. This system has a d-dimensional random input X with a PDF
f:R?— R and a 1-dimensional output Y = ¢(X). We assume in this article that Y is also a random variable with probability
density g. In this article, we focus on the general case where we want to estimate the «-quantile g, of the variable Y. We
propose to define the quantile g, with the following equation:

+0o0
o= / g(y)dy (1)
Ay

This definition is a transposition of the quantile definition for continuous random variables to the complementary cumula-
tive distribution function (CCDF) of Y instead of cumulative distribution function (CDF). One relevant way to estimate q,, is to
use Monte-Carlo techniques [32,33]. One determines an estimator of the CCDF G(y) (also called survival function or reliabil-
ity function) of Y which is defined in the following way:

Gy) :/Rl{gy}g(z)dz: /Rd Ly =nf (x)dx ()

Then, one generates in practice a set of N independent and identically distributed samples of X, (Xi,...,Xy) and applies the
function ¢ to these samples to determine a set of samples (Yj,...,Yy) that follows the PDF g of Y. The Monte Carlo estimator
of the CCDF GM€ of Y is given by:

. 1&
G"(y) :Nzlmzy) 3)
P

The Monte Carlo estimator of the a-quantile of the variable Y is thus:

¥ = sup{y, GM(y) > o} (4)

This estimator can be refined with interpolation and smoothing methods [34].

In statistics, the accuracy of an estimator is expressed in term of asymptotic variance in the case of unbiased estimators
that satisfies a central limit theorem. The study of the estimate variance alone is not sufficient to assess the performance of
the estimate since one has also to consider its bias. In the following of the article, we will consequently present the theoret-
ical value of the target quantiles if available or a valuable estimation based on Monte Carlo method over a high number of
simulations, the mean estimated target quantiles and their variance for the different methods.

It can be shown that the variance of GMC(y) depends on N and on the theoretical CCDF G(y). The variance of G¥(y) rel-
atively to the PDF fis given by:

Vary (GM(y)) = W )

The random variables 1y, are independent and identically distributed and follow a Bernoulli distribution with parameter
p = G(y). The variance of this Bernoulli distribution is given by p(1 — p). The variance of GM(y) is thus given by

~ Gy)(1-G
Varf(GMC(y)) — (y)( N (y)) (6)
We can find in [35,36] that g¥¢ has the following asymptotic expansion:
~MC o1 —a)
v =0, +———¢+0(1/N 7
B = 0 e O(N) ™

where ¢ follows a standard normal distribution. This formulation gives the limit of the quantile estimate, its asymptotic nor-
mality and its asymptotic variance. The quantile variance is then larger when a low quantile is estimated since g(q,) — 0.
Monte-Carlo techniques are clearly not adapted to estimate such low expectations.
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The objective of IS is thus to reduce the estimation variance of aMC(Y) without increasing N. The idea is to generate the
samples Xi,...,Xy from an auxiliary PDF h and then estimate G in the following way:

)
GS(y NZ ;> y}h NZ (9% >y>h (8)

The auxiliary PDF h must be chosen with care. The PDF h must be positive when fis positive, and its tail must be sufficiently
heavy with respect to the tail of f in order to have an estimate with finite variance.
The IS estimator of the z-quantile of the variable Y is then defined by:

G5 = sup{y. G"(y) > 2} )
The term G* is an unbiased estimator of G since:

En(GS(y NZ /d o) >y} h h(x;)dx; = / 1, =Gy) (10)
with E, the expected value operator relatively to the PDF h. The variance of G* is estimated by:

Vary (G5 (y)) = Varh(1{¢)<)1i}>y}w(X)) (11)
with w(X) = {l((—f()) One can then obtain

Var, (G5(y (/ 1,02, W) h(x)dx — G(y) ) (12)

 (Ex(T g0 WIX)?) — GOY) (13)

N

The quantile estimates follow a normal distribution because of the central limit theorem. The variance of this normal distri-
bution is given when N — co by

gz(lqa) (/Rd 1{¢<x>;€;§f2 D “2>

(see [16]). The variance of IS estimate depends strongly on the choice of h and also depends on N. If h is well adapted to the
considered case, then the IS estimate variance can be very low. Conversely, if h is not well-chosen to the estimation of G(y)
and q,, the IS estimate results can have a higher variance than Monte Carlo estimate. The IS estimate with the lower variance
is obtained with the IS optimal auxiliary density defined in the following section.

2.3. IS optimal auxiliary density

The IS optimal auxiliary density hp, is the auxiliary PDF that minimizes the variance Varh(a’s (y)). Since variances are non-
negative quantities, the lower possible bound of a variance is thus zero. IS optimal auxiliary density hop can be determined
by cancelling the variance in Eq. (13)

1

~ B (Lg00 2y WX)") = Gy)*) = 0 (14)
We have thus the following expression:
fX)* >
hope ( W09 ) (15)

and consequently

X 2
Enop <1{¢(X>>y> W) =1 (16)

With h,p,; defined with the following equation,

hope () = —LE=X T (17)
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the relation Eq. (16) is verified. Consequently, the PDF h,,, implies a zero variance estimate and as such the optimal choice of
density. The auxiliary PDF h,p; depends unfortunately on G(y) which is the unknown quantity that we try to estimate. The
PDF hy, is thus unusable in practice.

However, this approach is difficult to implement directly for quantile estimation because the variance of quantile depends
on g2(q,). The derivative of g at q,, is not explicit and annealing the quantile variance is thus not useful theoretically. Nev-
ertheless, using Eq. (17), a simple and practically feasible alternative, is to choose the following optimal IS auxiliary density
to estimate the a-quantile q,:

e () = %qﬂx) N

This auxiliary density is often suggested in different articles [15,16] without further theoretical justification but based on the
similarity with Eq. (17). In the following, our objective is thus to determine an IS auxiliary density that approaches the opti-
mal density h,, to estimate the quantile g, and also allows an easy generation of random numbers. Different parametric
methods exist but are not in the scope of this article. We propose a new nonparametric algorithm using a mixture of Gauss-
ian kernels K, [37] to determine an estimated IS optimal density flop[ for quantile estimation in the following section.

3. Nonparametric adaptive importance sampling (NAIS) for quantile estimation

In this section we present a new nonparametric adaptive importance sampling algorithm to estimate the a-quantile g, of Y.
The objective of the proposed NAIS technique is to approximate IS optimal auxiliary density with Gaussian kernel function.
The principle is to apply IS algorithm from an initial auxiliary PDF gy that is not optimal. The simplest case is of course to
choose go = f when one has no idea of an efficient initial distribution. This is an important advance on NAIS since the main
articles [27,38,28,29,31] on NAIS assume that the distribution gy is able to generate at least some rare events. It is not obvi-
ously the case in practice. The proposed NAIS algorithm is thus the following:

(1) Set k=0 and go = f, and define parameters Ny, 7 and Ky
(2) Generate N, random numbers X . x‘k) from PDF g,.
(3) Estimate the CCDF G by

GNAIS u
mkmzo,z; D gy ()

where my; = ZfzoNk- Taking in account all the previous samples enables to obtain a more efficient and stable kernel density
estimate. The IS estimator of the «-quantile of the variable Y is then obtained with:

U))

(19)

@ = supy, G¥S(y) > o} (20)
In practice, g5 is easily performed considering the samples ¢<X§"’>,...,¢(X}$‘k)> with a weight respectively equal to

) o)
) ()
(4) Estimate the parameter y by y = min(quflus’yﬁ) where the term yf) is the p-quantile of the unweighted samples
¢(X(1k)>7 ey ¢<X,(\f:) We then set

1gw-pf (%)
&%)

to approximate the optimal IS density defined in Eq. (18).

How to select the samples that will be used to estimate the new sampling PDF at the following step? In this article, we use
the quantile y’;, to determine these samples. The samples that are potentially interesting to determine g, are located above
q.. Unfortunately, at the start of algorithm, very few samples are above q,, and thus it is not possible to determine a valuable
sampling PDF with them. For that purpose, the definition of y’;, increases the number of samples that will be taken into ac-
count to estimate the sampling PDF at the following step. This approach is inspired from Cross-entropy optimization of
importance sampling technique defined in [39-41].

(5) Define the PDF gi.; with

G () = k 33w (1)K (B (- x7) 22)

My, 1GNAIS(/) det(By;1) =0 im0

We(x) = (21)

where K; is standard d-dimensional Gaussian function with zero mean and a diagonal covariance matrix
B4 = diag <b,1< 105 by +1> During the convergence, the PDF g,.; has to become close to the optimal sampling density de-
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fined in Eq. (18). The PDF gi., is thus defined by similarity with this density. Indeed, by definition of the weight w in Eq. (21),
the term

Nj

k
0) -1 )
My det Bk+1 JZ:;WJ <Xi )Kd (BIH] (X X ))

is a weighted kernel approximation of function 1> ,)f(x). The variable GMS () enables gi.; to be a PDF and is an estimation
of probability P(¢(X) > 7). Equivalent definitions of NAIS PDF can be found in [27-29] for probability estimation.
The adapted bandwidth in each dimension is optimized according to the AMISE (asymptotic Mean integrated Square Error)
criterion [32,42]. As noticed in [43], when estimating a probability density function, the standard kernel estimator is efficient
for densities that are not far from Gaussian in shape, but it can perform very poorly when the shape is far from Gaussian,
especially, near the PDF tail. In that case, more efficient kernels have been described in [44].

(6) If k < kiax, return to the stage (2) of the algorithm and set k =k + 1.

(7) Estimate the CCDF G with the samples at iteration k;;qx

1 ey N ] f <x§"))

GNAIS(y) 0 - (23)
My g g O0)29) g (X?)>
Another alternative to estimate the CCDF G is also given by
Nimax f ngmax)
GNAIS(y) 1 1 ( ! ) (24)

- {px{m)) >y} (kmax
Nk""’“ i=1 o gkmax( )>

Both CCDF estimators are efficient in the proposed algorithm. The IS estimator of the z-quantile of the variable Y is then ob-
tained with:

s = suply, GMS(y) > o} (25)

In the first steps of the algorithm, it is probable that yp < gNAIS if N5 is an extreme quantile. At iteration k, The samples
X@ j=1,...,k that have a strictly positive weight in the definition of PDF g,.; are above y’; after application of ¢. Conse-

quently, the PDF gy, with function ¢ generates samples ¢( X ), o d)( X > at iteration k + 1 that are above yf). By def-

inition, the p-quantile y"“ of ¢ (Xﬁ“”), oo <X%‘k+‘: ) is then greater than yp. The parameter y increases consequently during

NAIS convergence. _
When yl’j becomes greater than ¢4, that is, when the NAIS convergence has been reached, then the samples X,@” j=1,...,k
that have a strictly positive weight in the sampling PDF g;.; are above qNA’S after application of ¢. The PDF gi.; with function

¢ generates samples ¢(X(k+”), S qb(X("“ ) at iteration k + 1 that are above g}}. By definition, the p-quantile y%! of sam-

1

ples ¢><X§"“)>, e ¢< (k+1) ) is then greater than g\45,. The parameter y is then equal to g}’

The value of p is set by the user and influences the convergence speed of the algorithm. A discussion about the value of p
is given in Section 4.1.1.

Convergence of NAIS has notably been studied in [28,27]. NAIS algorithm has always been used to estimate probability. In
the proposed version of this algorithm, we show that it is possible to estimate a quantile with accuracy. Moreover, the func-
tion gy is initially equal to the density f. In the algorithm proposed by [27], the pdf gy is set by the user in order to generate
rare events, that is, to generate samples x; so that ¢(x;) > q,. If no sample or only very few samples are above the threshold,
the NAIS algorithm cannot be used or furnish wrong estimation of quantiles and probabilities. In realistic situations, it is
nearly impossible to find a valuable initial PDF and consequently the NAIS algorithm is not efficient. It is no more the case
with the proposed version since one estimates the quantile g, step by step. One does not try to directly generate samples
that are above q,. Indeed we iteratively generate samples that are above 7. It is an easier task than before since one has
7 < g4 At each iteration, the value of y increases until it reaches q,. This principle enables to estimate quantile when one
has not any knowledge of an efficient initial PDF for X.

The termination criterion of the proposed algorithm is a maximum number of iterations k., because of simulation pur-
poses. Indeed, one wants to simulate with a constant number of total simulations whatever the value of k.. One can also
choose an alternative termination criterion based on the convergence evaluation of the NAIS algorithm. In the previous sec-
tion, the asymptotic properties of the classical IS estimates have been exposed and one would have expected that these prop-
erties would have been used to build a termination criterion. In the adaptive context, the asymptotic behavior of the estimate
is much more involved and as such cannot be used to build a termination criterion. However, one can propose for instance to
stop the NAIS algorithm once a reliable and stable estimate of the quantile of interest is obtained. If ¢}4", and ¢}4}" are
respectively the NAIS g, estimate at iteration k — 1 and k, a possible termination criterion is:
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where f is predefined by the user. If the successive quantile estimates do not change, the algorithm is stopped. This termi-
nation criterion enables to reduce the required total number of simulations for a studied case. Since the total number of sim-
ulations varies then from a trial to another, it can be difficult to compare the NAIS results with other different methods.

4. Application on simple test cases

In the previous section, we have presented the principle of the NAIS algorithm. In the following, we propose to apply NAIS
algorithm to simple cases in order to evaluate the performances of the algorithm and the influence of the parameters p and N;.

4.1. One-dimensional Gaussian PDF

First, we consider a very simple case where the random variable X follows a one-dimensional Gaussian PDF f with zero
mean and a variance equal to 1, N(0,1). The function ¢ is the identity function so that Y = X. We try to estimate with NAIS
different quantile values of Y. The NAIS method is applied with the following parameters:

e go=fis a Gaussian PDF with zero mean and a variance equal to 1.

e The sampling sizes are set so that Ng=N; =...=Ng=1000.

o knax is set to 9 in this toy example so that the total number of simulations is equal to 10,000. Nevertheless, depending on
the value of N; and p, the NAIS convergence can be reached before the iteration k,qy.

e p is set to 0.1.

The Table 1 gives different mean «-quantile estimations of Y with NAIS algorithm. Each quantile estimation has been re-
peated 100 times and then an average has been computed. When it deals about rare event quantile estimation, one also de-
fines the relative deviation of an estimate by the ratio between its standard deviation and its estimated mean or the
theoretical quantile value if the true quantile is known. The theoretical values are also presented in the Table 1. All the cho-
sen quantiles are well estimated with NAIS in mean when they are compared to the theory. The g4 relative deviation is also
low even for the 10~7-quantile. The Fig. 1 shows the evolution of the PDF g, obtained with the NAIS algorithm for the esti-
mation of 10~>-quantile. From the PDF g, which is not adapted to the estimation of rare quantile, the NAIS algorithm enables
us to update the sampling PDF at each iteration in order to approximate the optimal auxiliary density hp.. The PDF gyq is
indeed a valuable approximation of h,p. The Figs. 2 and 3 show the different sample histograms generated throughout
the different NAIS iterations. The intermediate values of y’;, and gly}" are also given.

To reduce the computation time, one should be interested to not recycle the samples of previous iterations in the NAIS
process. This approach is not efficient and raises some issues during the NAIS convergence. In Fig. 4, we present a conver-
gence problem that can occur when sample recycling of previous NAIS iterations is not performed. The diversity of the sam-
ple population decreases during the NAIS convergence and does not estimate a valuable quantile. The 10~°-quantile is
estimated in that case to 3.87 with a 12.9% relative deviation.

Nonparametric importance sampling always comes with increased computational burden that is why we also provide
runtime execution. On a standard PC, NAIS algorithm takes about 6 s to deliver one quantile estimation with 10,000 simu-
lations whatever the value of oo whereas it takes 0.005 s to generate 10,000 Monte Carlo simulations and estimate a quantile.
Consequently, if the function ¢ does not require a large execution runtime and it is the case when ¢ is the identity function,
generating a lot of Monte Carlo simulations can be more efficient than NAIS.

4.1.1. Influence of the p parameter

In this section, we propose to analyze the influence of parameter p on NAIS quantile estimation in the case presented in
the previous section. In Table 2, we vary the value p and compare the 10~°-quantile estimate for p ={0.01,0.05,
0.1,0.2,0.3,0.5,0.7,0.9}. In Table 3, we present the NAIS quantile estimation at different iterations for two values of p. If
the value p is too large, the NAIS convergence is not reached and an underestimated quantile value is determined. It is con-
firmed in Fig. 5 where we estimate experimentally the number of iterations needed to reach convergence in function of p.
We assume in that case that convergence is reached with the criterion given in Eq. (26) with g = 0.05. Low values p are able
to estimate valuable quantile with a low relative deviation of the estimation in this simple case but can lead to instability
when one considers more difficult cases. A trade-off between stability and performances has to be done to choose an efficient

Table 1

Estimation of different «-quantiles with 10,000 NAIS simulations for a one-dimensional Gaussian PDF.
o 0.1 0.05 0.01 1073 10°° 1077
Theoretical quantile value 1.28 1.64 233 3.09 4.26 5.20
ghais 1.28 1.64 233 3.09 4.27 5.20

NAIS relative deviation 0.5% 0.3% 0.2% 0.1% 0.09% 0.09%
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Fig. 1. The estimated optimal IS density g; with a mixture of Gaussian kernels for i =0,...,10 adapted to the estimation of the 10~>-quantile for a one-
dimensional Gaussian PDF.

value p. From our experience, a valuable p value is p = 0.1 since it does not require a high number of simulations but also
reaches convergence with a good confidence. Knowing the value of o and p, an efficient rule of thumb to determine the num-
ber of necessary iterations kg is given by:

pkmaxﬂ > o (27)

It is due to the iterative use of the p-quantile in the expression of y in the NAIS algorithm. It gives a minimum iteration num-
ber where we can hope that the convergence has been reached.

4.1.2. Influence of the N, parameter

In this section, we propose to analyze the influence of the number of samples N, on NAIS quantile estimation proposed in
Section 4.1 while keeping the total number of simulations constant and equal to 10,000. In that case, the value of k. is then
varied depending on the value of Ny and is thus equal to m,vﬂ — 1. In Table 4, we vary the value N; and compare the 10~>-
quantile estimate for N, = {100,200, 500, 1000,2000,5000}. If the value N is too large, there are not enough iterations of the
NAIS algorithm to reach convergence and quantile is underestimated. If a too low value Ny is considered, valuable quantile
estimate can be determined. In the same way as the parameter p, too few samples at each iteration can lead to instability.
From our experience, relevant values of p and N, for the algorithm efficiency are p = 0.9 and N, = 1000. If one considers a high
number of samples N, then the parameter p can be slightly increase to reach convergence so that at least 100 samples XE"),
i=1,...,Ni be over the new threshold 7y at iteration k + 1. Conversely, if one considers a low number of samples Ny, then the
parameter p should be decrease to reach convergence.

4.2. Weibull distribution

In this section, we apply NAIS algorithm to estimate quantiles of a Weibull distribution with scale parameter 1=1 and
shape parameter k = 2. The kernel density estimator is still based on normal distributions and not adapted to the Weibull
distribution. The NAIS method is applied with the following parameters:

e go=fis a Weibull PDF with scale parameter /. =1 and shape parameter k = 2.
e The sampling sizes are set so that Ng=N; =...=Ng=1000.

o kinax is set to 9 so that the total number of simulations is equal to 10,000.

e p is set to 0.1.

The Table 5 presents the results obtained with NAIS algorithm. Even if the density kernel shape is not adapted to Weibull
distribution, the NAIS algorithm gives some interesting results.

The density kernel in auxiliary sampling PDF tail must be sufficiently heavy with respect to the tail of fin order to obtain
valuable results. If it is not the case, the NAIS algorithm is not efficient as any parametric importance sampling methods are
with an unadapted auxiliary density. The standard kernel estimator is efficient for densities that are not far from Gaussian in
shape, but it can perform very poorly when the shape is far from Gaussian, especially, near the boundaries. In that case, more
efficient kernels have been described in [44] and can be applied when Gaussian kernels are not valuable.

4.3. Multidimensional cases

4.3.1. Test case with multidimensional function

In the following section, we consider the case where X = (X;,X5,...,Xs) follows a multidimensional Gaussian PDF with
mean (0,0,0,0,0) and a covariance matrix equal to I, the identity matrix of R°. The function ¢ is given by the following func-
tion called Ackley function:
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Fig. 2. Sample histograms and intermediate parameter values with NAIS algorithm adapted to the estimation of the 10->-quantile for a one-dimensional
Gaussian PDF.

N 1¢
Y = ¢(X) = —20exp <—0.2 azfle> —exp <ai§; cos(2nX,-)> +20+e (28)

This function is nonlinear because of the cosinus function which also implies several local maxima and one global maximum
on (0,0,0,0,0). The effective dimension is 5 but the interactions between inputs are very low. The local maxima imply dis-
joint failure modes that are difficult to cope with in parametric modelisation. We then estimate different rare quantiles of the
random variable Y with NAIS algorithm. We have applied NAIS algorithm with the following parameters:
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Fig. 3. Sample histograms and intermediate parameter values with NAIS algorithm adapted to the estimation of the 10->-quantile for a one-dimensional
Gaussian PDF.
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Fig. 4. Convergence problem when recycling of samples is not performed.

Table 2

Estimation of 10~°-quantiles with 10,000 NAIS simulations with different values of p for a one-dimensional Gaussian PDF.
0 0.01 0.05 0.1 0.2 03 0.5 0.7 0.9
ghas 4.26 427 4.27 427 4.16 3.16 1.94 0.31

Relative deviation 0.5% 0.2% 0.1% 0.1% 2.3% 2.9% 2.3% 11.5%
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Table 3
Evolution of the quantile estimate during the iteration process for two values of p.
Iteration 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
number
y for p=0.1 1.29 2.34 3.02 3.39 3.71 4.01 4.23 4.26 4.27 4.27
(3.5%) (3.6%) (5.1%) (8.3%) (6.7%) (2.2%) (1.7%) (0.3%) (0.1%) (0.1%)
y for p=0.5 0(1893%) 0.67 1.17 1.57 1.90 2.19 2.48 2.72 2.95 3.16
(8.9%) (4.7%) (3.8%) (2.9%) (2.1%) (2.4%) (2.6%) (2.6%) (2.8%)
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Fig. 5. Evaluation of the necessary number of iterations to reach NAIS convergence in function of the value of p.

Table 4

Estimation of 10~°-quantiles with 10,000 NAIS simulations with different values of N, for a one-dimensional Gaussian PDF.
Ny 100 200 500 1000 3000 5000
ghas 4.27 4,27 427 4.26 3.07 2.37
Relative deviation 0.5% 0.1% 0.1% 0.1% 3.8% 66%

Table 5

Estimation of different a-quantiles with 10,000 NAIS simulations for a Weibull PDF with 2=1 and k = 2.
o 0.1 0.05 0.01 1073 10-° 1077
Theoretical quantile value 1.52 1.73 2.14 2.62 3.39 4.01
gnas 1.52 1.73 2.14 2.62 3.39 4.00
NAIS relative deviation 0.2% 0.2% 0.2% 0.1% 0.1% 0.9%

o the initial PDF go =f.

o kmax is set to 9.

e The sampling sizes are set so that No=N; =...=Ng=1000.
e pis set to 0.1.

The Table 6 gives the o-quantile estimations on 100 repetitions with NAIS algorithm. Even in a multidimensional case, the
NAIS relative deviation estimation is low and the different estimations are not biased. A significant Monte Carlo simulation
has been performed in order to evaluate NAIS convergence. Gaussian kernel enables us to well approximate the IS optimal
auxiliary density. On a standard PC, NAIS algorithm takes about 32 s to estimate a quantile with 10,000 simulations of the
function ¢. As previously stated, the computation burden of nonparametric algorithm can be an issue when the function ¢ is
simple to simulate. In Tables 7 and 8, we show the 10~>-quantile estimation for different values of p and N, parameters. In
Table 9, we also present the evolution of NAIS quantile estimate during the process for two value of p. In Fig. 6, we finally
present the required number of iterations to reach convergence. Same conclusions as in Sections 4.1.2 and 4.1.1 can be
drawn.

4.3.2. Effect of dimension on NAIS estimation
In this section, we propose to study the influence of the problem dimension on the NAIS estimation. Let us consider the
simple case where the d-dimensional input X = (X1,X5,...,Xy) follows a d-dimensional Gaussian PDF with zero mean and a
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Table 6
Estimation of different «-quantiles with NAIS and Monte Carlo simulations for a multidimensional case.
o gMc with N=10° MC relative deviation GVAIs with N = 10* NAIS relative deviation
with N =106 (%) with N =10% (%)
0.1 6.49 0.03 6.49 0.7
0.05 6.89 0.03 6.90 0.5
0.01 7.64 0.05 7.63 0.5
1073 8.46 0.1 8.44 0.5
10~ 9.70 0.6 9.67 0.5
1077 10.26 3.2 10.6 0.8
Table 7
Estimation of 10~>-quantiles with 10,000 NAIS simulations with different values of p for a multidimensional case.
0.01 0.05 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 0.9
ghais 9.66 9.69 9.68 9.66 9.66 9.67 6.66 4.52
Relative deviation 0.5% 0.5% 0.6% 0.5% 0.7% 0.6% 1.6% 1.5%
Table 8
Estimation of 10~°-quantiles with 10,000 NAIS simulations with different values of Ny for a multidimensional case.
Ni 100 200 500 1000 3000 5000
ghais 9.47 9.64 9.69 9.65 9.67 9.67
Relative deviation 3% 2% 1% 0.4% 0.2% 1%
Table 9
Evolution of the quantile estimate during the iteration process for two values of p.
Iteration 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
number
g4 for p=0.1  6.48 9.16 9.65 9.66 9.66 9.66 9.66 9.66 9.67 9.66
’ (1.1%) (3.6%) (0.7%) (0.7%) (0.8%) (0.6%) (0.6%) (0.6%) (0.7%) (0.6%)
g for p=05  5.08 6.19 6.95 7.37 7.95 8.52 9.13 9.64 9.66 9.67
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Fig. 6. Necessary number of iterations to reach NAIS convergence in function of the value of p.

covariance matrix equal to %Iq. The output Y is simply given by Y = Zfl:]X,v. We then estimate

and equal to 4.26. The results given by NAIS are presented in Table 10. One of the NAIS lim

algorithms [29]. In that case, a higher number of samples has to be considered to obtain valua
proach proposed in [29] based on sensitivity analysis of the inputs is a solution to this proble

the 10~>-quantile of Y using
NAIS algorithm for different values d with 10,000 simulations. This quantile is theoretically constant whatever the value of d
its is the impact of problem
dimension on the algorithm performances. When d > 9, applying NAIS with 10,000 simulations is not efficient because of
the difficulty to obtain a valuable nonparametric sampling density with few samples. This conclusion is inherent to NAIS
ble estimations. A recent ap-

m.
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Table 10

Estimation of 10>-quantiles with 10,000 NAIS simulations for different values d.
d 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 15
gnas 4.26 4.27 4.27 4.26 4.26 4.26 4.26 4.27 4.05 3.5 32
Relative deviation 0.2% 0.2% 0.2% 0.2% 0.3% 0.5% 0.6% 5.1% 9.8% 12.5% 18.7%

5. Application on onboard sensor orientation analysis for fire forest detection simulator

A simulation platform ¢ has been developed at ONERA that enables the estimation of forest fire temperature T from space
vehicles [45] with infrared images. In this article, we focus on the case where three satellites with a geocentric orbit that load
onboard an infrared sensor try to detect a forest fire start. The infrared sensor is assumed to be able to point different regions
of the Earth from its orbit. We call, in the following, position, the region of the Earth that is pointed by the sensor. The ability
for a sensor to detect a forest fire will depend on the distance between the position pointed by the sensor and the forest fire,
the point angle of the sensor, the weather conditions (clouds, wind, etc.). For that purpose, we model with 7 independent
random inputs X this uncertainty in the simulation platform. These 7 random inputs are given by:

e Distance between the position pointed by the sensor and the forest fire (correlated Gaussian PDF in 2 dimensions).
e Point angle of the sensor (correlated Gaussian PDF in 2 dimensions).
e Weather conditions: temperature, radiance, and absorption (independent Gaussian PDF in 3 dimensions).

The forest fire risk is then evaluated with |T — To| = ¢(X) where T is the temperature estimated by the simulator and T, the
real temperature for a given scenario. If T is strongly greater than Ty, there is a high risk of forest fire. If T is significantly lower
than Ty, it means that the sensors are not able to estimate a valuable temperature. Both cases are of interest to analyze the
performances of the simulation and the risks on the populations. Nevertheless, most of the time when |T — Ty| > S, it is nearly
always due to T > Ty.

The initial PDF of each parameter X is either Gaussian or exponential PDF. The output of the simulation platform |T — To| is
assumed to be a random variable with PDF g. In Fig. 7, we present the density estimation of g with a mixture of Gaussian
kernels on 10,000 samples of |T — Ty|. We also present in Table 11 the total Sobol indices [46,47] estimated on a surrogate
model of function ¢ based on a neural network. Sobol indices enable to perform global sensitivity analysis of complex
numerical models by calculating variance-based importance measures of the input variables. All the 7 inputs have a signif-
icant influence on the output. The effective dimension of the problem is thus also 7 because the Sobol indices’cross-terms are
non-negligible.

In Table 12, we present the mean quantile estimation on 10 repetitions obtained for 10,000 NAIS simulations with p = 0.1
and N = 1000. The same kind of results is presented in Table 12 for 10,000 Monte Carlo simulations. We also propose to com-
pare these results with two different parametric adaptive importance sampling algorithms based on cross-entropy (CE) [39-
41] optimization and on Stochastic Approximation (AS) and stationary points [15]. We propose to use a Gaussian parametric
sampling PDF N(u, ~) where p is the mean vector and X is the covariance matrix in both cases. As stated in [15,39], one has to
determine the parameter y* so that:

e 1" minimizes the Kullback-Leibler distance between N(x, X) and h,p, in the case of cross-entropy optimization. One has
thus:

Heg = arg/rlnin(K(h,,pf,N(u, 2)) (29)

where K is the Kullback-Leibler distance.
e 1 minimizes the variance of the weighted CCDF estimate. One has thus:

[t = argmin(Vary(.x (G5 (y))) (30)
u

In Table 12, we also present the results obtained for 10,000 parametric IS simulations optimized with CE and AS algo-
rithm. With the same number of samples, NAIS algorithm seems to give valuable results when compared to Monte Carlo
or parametric importance sampling. Monte Carlo method underestimates rare quantile because not enough samples are gen-
erated. Parametric importance sampling is not very efficient since it is difficult to find a good parametric model of input aux-
iliary importance sampling PDF. CE and AS give similar results as NAIS with a higher number of samples. To obtain these
results, the parametric models considered in CE and AS have to well-fit the importance sampling optimal auxiliary PDF
which is not known a priori and implies a greater number of samples than NAIS when the chosen parametric models is
not exactly adapted.

Runtime execution for a quantile estimation is in fact nearly the same whatever the chosen methods. Indeed, 11 s is nec-
essary to generate a value of |T — Ty| from the simulation platform ¢ for a set of inputs. To generate the 10,000 input-output
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Fig. 7. Kernel density estimation of the output |T — To| over 10,000 samples.

Table 11

Mean of first and total Sobol indice estimations over 100 retrials with 50,000 Monte Carlo simulations.
Input 1 2 3 4 5 6 7
First Sobol indices 0.10 0.08 0.07 0.09 0.03 0.08 0.05
Total Sobol indices 0.25 0.21 0.24 0.33 0.21 0.22 0.30

Table 12

Estimation of different «-quantiles with MC, NAIS, CE and AS in the case of fire detection simulator. The computation time required for all the methods is about
30 h.

o GMC with MC relative qNAIs with NAIS relative GSE with CE relative G4 with AS relative
N=10% deviation with N=10% deviation with N=10% deviation with N=10% deviation with

N=10* (%) N=10% (%) N=10% (%) N=10* (%)

0.1 333 0.4 332 0.8 333 0.7 333 0.6

0.05 37.5 0.5 374 04 37.3 0.7 374 0.8

0.01 46.4 0.7 46.6 0.6 46.6 0.7 46.6 0.6

1073 56.5 1.2 57.2 03 57.4 2.2 57.3 23

10°° 62.1 4.2 66.4 0.7 67.3 6.2 67.1 5.6

1077 62.1 4.2 80.7 1.2 79.3 8.1 79.7 7.6

simulations, it requires consequently about 30 h. The sampling method runtime execution is consequently negligible (5 s for
parametric methods CE and AS and 35 s for NAIS) and each method requires similarly the same computation time.

6. Conclusion

In this article, we have described a NAIS algorithm for rare quantile estimation. Its purpose is to iteratively approach the
IS optimal auxiliary density with a mixture of Gaussian kernels. In this paper, we generalize NAIS algorithm to quantile esti-
mation and also propose an approach that does not rely on an initial guess of g. First, we reviewed the principle of IS and
then described the process of this algorithm. We finally applied this new NAIS algorithm to different one-dimensional and
multidimensional test cases. The NAIS results are compared with Monte Carlo simulations and showed great improvement
since the nonparametric density fitted efficiently the optimal auxiliary density.

A limit of NAIS algorithm is the impact of the curse of dimensionality on runtime execution when the input X have a too
high dimension. Nevertheless, a recent approach proposed in [29] can be a solution to this problem. NAIS final sampling den-
sity can also be used to determine a valuable parametric density family which would be more efficient in a high dimension.

A potential perspective to this work is the improvement of NAIS bandwidth estimation. Indeed, it is currently estimated
with the AMISE criterion which is not an optimal method for adaptive importance sampling. Considering a cross-entropy
optimization of NAIS bandwidth could improve the general performances of the algorithm.
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1. Introduction

Rare event estimation has become a large area of research in the reliability engineering and system safety domain.
Importance sampling and importance splitting are the most well-known rare event simulation techniques for time-
dependent complex systems. Importance sampling (Glynn and Iglehart, 1989; Juneja and Shahabuddin, 2001) consists in
changing the initial probability distribution so that the rare event appears more frequently. The determination of an efficient
auxiliary sampling density is far from obvious and often requires an optimisation stage and also some a priori knowledge
of the complex system. For a general Markov process with continuous state space, there does not seem to be a method that
determines an efficient measure of importance sampling, because of the very broad variety of instances that can be involved.
It is thus difficult to apply importance sampling in realistic cases for Markov processes with continuous state space.

The idea of importance splitting (also called subset simulation, subset sampling or sequential Monte Carlo) is to express
the sought probability as a product of conditional probabilities that can be estimated within a reasonable computation
time. These probability estimates are obtained by applying several stages of selection/mutation on an interacting particle
population. The particles most likely to reach the rare event are duplicated (mutation stage) and the others are killed
(selection stage). Particle filter algorithms also consider the same principles: the particles that suit best the observations are
duplicated and the others are killed. This idea has been first proposed in a physical context in 1951 (Kahn and Harris, 1951),
and numerous variants have been worked out since. Many particle models such as sampling branching models, excursion
space exploration, branching particle systems, or related multi-level techniques have been proposed based on importance
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sampling and splitting approaches. A detailed review of these algorithms is available in Del Moral and Lezaud (2006) and
Del Moral (2004).

Interacting particle system (IPS) (Del Moral and Garnier, 2006) is considered here. It is a relatively new algorithm that
improves the estimation of rare event probabilities based on evolutionary principles and importance sampling method.
IPS is indeed equivalent to an importance splitting algorithm where the interacting particles have a resampling weight.
The selection/mutation stages in IPS are nevertheless applied at different times of the Markov process evolution, unlike
importance splitting where selection/mutation stages are carried out on the whole Markov trajectories. IPS can thus
be interesting when compared to importance splitting if simulating the whole Markov trajectories is time-consuming.
Moreover, an efficient IPS sampling weight can be determined through the definition of a selection function, whereas it
is not the case for importance sampling. The theoretical efficiency of this approach has been demonstrated notably in Del
Moral and Garnier (2006), Carmona et al. (2009) and Carmona and Crépey (2010) for the estimation of a rare event on a
Markov chain at a finite time. The first application of interacting particle systems in the context of rare events arose in
optical fibre communication (Garnier and Del Moral, 2006). Nevertheless, the practical applicability of IPS highly depends
on the tuning of a hyperparameter which strongly influences the IPS convergence. Unfortunately, an initial guess of its value
is not accessible for realistic applications such as in industrial cases.

The main existing tools for tuning hyperparameters are cross-validation and its variants (k-fold cross-validation, leave-
one-out cross-validation, generalised cross-validation; see Golub et al., 1979). Cross-validation may be used to assess the
performance level for a given value of the hyperparameter vector and then an optimisation procedure may be called upon
to find the best tuning for these hyperparameters. In Kohavi and John (1995) and Hutter et al. (2007), such approaches
have been exploited via a discretisation of the hyperparameter space. Bayesian networks have also been advocated in Pavon
et al. (2008), by considering previous simulation runs as prior knowledge. Various other techniques have been employed
for tuning purpose, such as Monte Carlo simulations (Gold and Sollich, 2003), neural networks (Korniyenko et al., 2006) or
evolutionary algorithms (Powell, 2002; Lin et al., 2008). In particular, the use of genetic algorithms should be mentioned
with applications in control design (Varsek et al., 1993) or reliability assessment (Gen and Yun, 2006). Nevertheless, these
approaches reveal to be computationally intensive, since they require a large exploration of the hyperparameter space. This
may be prohibitive when the evaluation of the method performance is achieved via costly computer simulations, and even
more when the number of those simulations is limited.

Kriging-based global optimisation (Santner et al, 2003) is employed here to provide optimal values of the
hyperparameters at a limited computational cost. For example, these tools have been successfully applied to the optimal
tuning of fault detection strategies in Marzat et al. (2010). The present paper reports the application of this strategy to
the tuning of IPS algorithm, which does not seem to have been addressed in the literature so far. The principle of IPS is
first presented and the impact of its tuning parameter on probability estimation is described on a simple case. Section 3 is
devoted to the presentation of the automatic tuning methodology. Finally, the proposed optimisation strategy is applied in
Section 4 on a realistic case of aircraft conflict probability estimation with very promising results.

2. Interacting particle system

2.1. General problem of rare event estimation

Rare event estimation can be characterised by a threshold exceedance of a real Markovian functional at deterministic
time n. Consider a Markov chain (X,)ney With state space E C RY. It is assumed that the initial law P(X, € dx) and the

transitions kernels P(X; € dx’, X;_; = x) forj = 1, ..., n, have a density with respect to the Lebesgue measure, denoted by
mo(Xo) and mj(x;|x;—1). Hence, the density of the random trajectory (Xo, ..., X,) of the chain is given by
n
Qu(X0, X1, ..., Xn) Zﬂo(xo)nﬂj(xj|xj—1)~ (1)

j=1
The probability of interest is denoted by P, (A) and defined by
Py(A) = P{V(Xy) € A}, (2)

where V is a function from E to R. Over the last few years, different algorithms (Bucklew, 2004; Cérou et al., 2006) have been
proposed to estimate the probability P, (A) when this probability is rare (<10~4). Emphasis is put here on the IPS algorithm
(Del Moral and Garnier, 2006; Carmona et al., 2009; Carmona and Crépey, 2010), which is one of the most efficient to solve
this kind of problem. The following section reviews its principle.

2.2. Principle

For a discrete-time process, importance sampling algorithms (Bucklew, 2004) can help sampling rare events and improve
the probability estimation in terms of variance. They consist in generating random weighted samples from an auxiliary
distribution rather than the distributions of interest ;. Nevertheless, in most cases, the studied system is sufficiently
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complicated so that it is impossible for the user to determine properly a valuable auxiliary sampling distribution. Importance
splitting (Cérou et al., 2006, 2005; Jasra et al., 2008; Carvalho and Lopes, 2007; Voutilainen and Kaipio, 2005) is another rare
event estimation method. Its principle is to express the sought probability as a product of conditional probabilities that can
be estimated within a reasonable computation time. However, it is not very adapted to the estimation of rare event in finite
time. From past experience, IPS and splitting performances are generally similar.

The idea of IPS is to select and favour, at each iteration time ] =1, ..., n, the Markov chains that are more likely to reach

the rare set A. The IPS algorithm consists in a set of N paths (X )1_,<n, i=1,2,...,N.The initial generation is a set of N
samples X((,U, .. ,XSN) independently generated from the initial distribution of the chain my. The trajectories are updated

from j to j + 1 to advantage the ones that can potentially reach the rare event A. The IPS algorithm is performed in two
steps. First, the selection stage consists in choosing with replacement N paths according to an empirical weighted measure
built with a function G; that depends on X/ . . ., Xg,’ where X{.! is the vector (X", X", ... X{"). The function Gj has to be
positive and favours the paths that are more llkely to reach the rare set. Secondly, the mutatlon stage consists in applying
the Markov transition kernel 7j; to the trajectory evolution. The complete algorithm is presented in the following:

(i) Setj = 0. Define the sample size N and the positive weight functions G;. Initialise weights to Wél) =...= WéN) =1
(ii) Sample independentlyX(l), ... ,X((JN) from law . A set of N particles (X(l), Wé')), i=1,...,N,canbe formed.
(iii) Estimate the normalising constant

(iv) Choose 1ndependently N paths according to the empirical distribution

P 1
X, aW) = o Zc,<x0,)8( 0 ) (@K, dW).
I i=

The selected particles are denoted by (X; X, j(’)) fori=1,...,N.
(v) Fori=1, ..., N, the particle (Xj('), Wj(’)) is transformed into ()(]('_21, W(’)l) in the following way:
7 () (i)
Xj g Xis1»

where the mutation are performed independently, and

WO, — W x (6Gap)
i1 =W < (G (Xoy)

(vi) Ifj < n, then go back to stage (iii).
(vii) Estimate P, (A) & pyps with

. n—1 1 N ) o
Dips = Eflj X (N ;M(X,?)) (W 1)) .

The IPS probability estimate is unbiased as demonstrated in Del Moral and Garnier (2006). The original paper Del Moral
and Garnier (2006) also proposes to use one of the two following weighted functions G;, written here with respect to the
present paper problem formulation:

Gf(Xoj) =exp(BV(Xj)) forsomep > 0, (3)
and

G]‘?‘(Xo:j) =exp(a(V(X;) — V(Xj—1))) forsomea > 0. (4)
The function GJ'?‘ often gives better results (Del Moral and Garnier, 2006) in practice and the function Gf will not be considered
in the following. Note that using these functions does not require to store the whole trajectories Xéfj). in memory but only
XJ(D or XJ(B] at each step.

IPS optimal tuning is nevertheless needed when one uses the functions GPorGe.In general, for two different probability
estimations on the same Markov chain, the performance of IPS algorithm is different for the same values of « (or g).

So, although asymptotic variance expression can be computed (Del Moral and Garnier, 2006), optimal values of these
parameters depend on the unknown probability to estimate.

2.3. Application and tuning problem

Let us consider the following toy case. The Markov chain considered is the Gaussian random walk Xj 1 = X;+W,,; where
the Wj_;,_, are i.i.d. (independent and identically distributed) Gaussian random variables with zero mean and variance 1
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Fig. 2. IPS probability estimate mean and relative error for different values of « and P{X,, > 45}.

and with Xy = 0. One assumes in the following that n = 16 and one wants to estimate P{X;, > 30}. The IPS algorithm with
weight function given in Eq. (4) is applied for different values of « and with N = 2 - 104 particles. These estimations have
been repeated 50 times to determine IPS estimate mean and relative error where the IPS relative error is defined by the ratio
between IPS estimate standard deviation and IPS estimate mean. Fig. 1(a) shows the IPS probability estimate mean, and the
relative error is given in Fig. 1(b). The theoretical probability is 3.18 - 10~'4. The IPS algorithm converges to the theoretical
probability even if there is a high variability of the IPS results depending on the value of «. Moreover, the choice of @ depends
on the sought probability. Indeed, the same experiments have been performed to estimate P{X,, > 45}. As shown in Fig. 2,
the optimal parameter « is equal to 2.75, which means the tuning of « is only valuable for a given probability estimation. A
wrong choice for this value could thus lead to erroneous results. In very simple cases, it is possible to determine theoretically
the optimal value of « as shown in Del Moral and Garnier (2006) such as the Gaussian random walk. Nevertheless, in realistic
situations, it is not possible to determine the optimal value « for the IPS algorithm and it is difficult to use IPS efficiently since
it can lead to a strong misestimation. In industrial applications, it is not possible to sample as many Markov chains as in this
simple case to tune the parameter «. It is thus necessary to use an efficient optimisation algorithm with a low simulation
cost. In the following, one proposes an optimisation methodology to determine valuable values of the IPS hyperparameter
« at a relatively low computation cost.

3. Optimal determination of hyperparameters
The method proposed to determine an optimal IPS hyperparameter is based on design and analysis of computer
experiments (DACE) methods. The objectives of DACE are as follows:

e to reduce the uncertainty in the experimental area, Gramacy and Lee (2009).
o to find extrema, Jones et al. (1998).
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e to find contours, Ranjan et al. (2008).
e to find boundaries that are contours with large gradients, Banerjee and Gelfand (2006).

In this article, simulation is used to estimate the most efficient hyperparameter « of the IPS system being simulated, that
is, the hyperparameter « that gives the lowest IPS relative error. A recent and efficient DACE method is considered for
minimising the IPS relative error.

Consider the numerical simulation of a representative test case on which IPS to be tuned is applied. One can define a
black-box function where the hyperparameter value « is an input that should return as an output a scalar performance
index s. In the case of IPS, s is the IPS probability relative error. IPS probability relative error is defined by the ratio between
IPS estimate standard deviation and IPS estimate mean. s is computed by repetitive estimations of the probability given by
the IPS model. The hyperparameter « is only assumed to belong to a known bounded set . The tuning problem could then
be formalised as the search for the optimal hyperparameter such that

@ = argmins(a). (5)
acl

This is a difficult problem, since the only available information is the performance value at sampled locations of «. The
proposed tuning methodology uses a Kriging model to approximate the unknown mapping from the hyperparameter space
F to the performance criterion s(-). The so-called Efficient Global Optimization (EGO) algorithm (see Jones et al., 1998) is
then employed to explore areas of the hyperparameter space that might lead to best performance and finally find an optimal
tuning. The proposed strategy is now detailed.

Consider that a small number, m, of possible « tunings have already been experimented, resulting in the set A, =
{ai, ..., an}. The corresponding performance indices are gathered in the m-dimensional vector s,, = [s(ay), .. ., s(am)]™.
Based on this initial knowledge, Kriging (Matheron, 1963) makes it possible to build a surrogate model S of the black-
box function between « and s, by modelling it as a Gaussian process S(-) with mean function mean (-) and covariance
function cov (-, -) (Lefebvre et al., 1996). One of the advantage of Kriging is the ability to estimate the variance &2 of the
prediction error, that is the confidence level on the surrogate model S. Kriging-based optimisation algorithms achieve
a trade-off between local search (near the best known optimum) and global search (locations where the uncertainty on
the surrogate is strong) (Jones, 2001). One of these strategies is the EGO procedure (Jones et al., 1998), which proceeds as
follows:

(i) Sample m hyperparameter values « to compute A, and s;,.
(ii) Fit a Kriging model on A;;; and sp,.

(iii) Find s, = minj—1,_m {s(ct;)}. R
(iv) Find @pmy1 = arg maxyer El (@, sh., S, 0).

(v) Append Gy,.1 to Ay and s (ypq1) tO Sp.
(vi) If m > mp,y, return sy, as the minimum relative error found.

Else, go to Step (ii) withm < m + 1.
The working principle of this iterative algorithm is to replace the initial intractable optimisation problem (5) by the repeated
optimisation of a much lighter function called the Expected Improvement (EI at Step (iv)), whose closed-form expression is
defined by Schonlau (1997)

smin o~
El(e, sT,.S.5) = / [sm, —S]h[S]ds, (6)

—00
where h [3] is the distribution of S. EI assumes that this distribution is a Gaussian distribution with the estimated

mean S and a standard deviation equal to the estimated predictor standard deviation &. The previous equation then
becomes

El(, ™y, S, ) = (s™, — S(e)) ¥ (w) +5 ()Y (SIT‘“_S(“)) , 7)

(@) G ()

in which ¥ and ¥ are respectively the probability density and cumulative distribution functions of the normal distribution.
This function is computationally light, since it only involves the Kriging linear prediction and standard deviation. It could
thus be optimised at each step via an auxiliary algorithm to be chosen (in our experiments, DIRECT Jones et al., 1993 was
used). Thanks to the guidance of this sampling criterion, several optimal candidate points are explored iteratively, which
provides in the end a set of appropriate hyperparameters « for the application considered. The stopping condition of EGO is
Mmax, Which is the budget allotted for the black-box evaluations (it could also be expressed in terms of computation time).
Note that other stopping criteria could also be considered, such as a thresholds on the successive maximum values of EI
obtained at Step (iv) (Schonlau, 1997).

Computation cost in simulation time or in IPS generated trajectories are highly correlated since the Kriging optimisation
computation time can be neglected when compared to IPS simulation one. Considering time or IPS generated trajectories
for computation cost is equivalent. The computational cost C in IPS generated trajectories of the proposed Kriging-based IPS
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Table 1
General results of hyperparameter « optimisation on a toy case.
Qmin Smin (%)
Average result 1.93 213
Worst result 2.01 235
Best result 1.92 18.8

can be derived in the following way. Indeed, there is my,x Kriging evaluations of s with the proposed strategy. Moreover,
each estimation of the relative error s requires n, repetitive IPS estimations with N particles. The computational cost in IPS
generated trajectories is then simply given by the following equation:

C = Mpax X Ngep X N. (8)

In the following, two IPS runs have thus the same computation cost if the same number of IPS particle trajectories are
generated. The parameter n.ep, has been set to 50 for the different simulation cases but it can be decreased for computational
reasons in realistic complex situations. Moreover, the proposed set IF is defined as [0, 10] in the simulation cases. This interval
is well-adapted to general situations, although low probabilities (P, (A) < 1072°) or small Markov chain length (n < 5) may
require an expansion of the set .

4. Application of the proposed strategy

In this section, we apply the methodology proposed in the previous section to a toy case and a realistic situation of aircraft
conflict.

4.1. Toy case

The toy case described in Section 2.3 is considered with the optimisation strategy described in Section 3. The number m
of initial values of o where the IPS relative error is estimated is set to 5 in order to decrease the computation cost. These
values are determined using random Latin Hypercube Sampling (LHS) (McKay et al., 1979). The number m,. of authorised «
samples is 15. The relative error s and the probability mean estimate are estimated with n.e, = 50 repetitive estimations of
the probability of interest. An example of IPS relative error optimisation is given in Fig. 3. In this case, the algorithm finds an
IPS minimum relative error equal to 22% obtained for opjn = 1.96 where s(amin) = sp,- This tuning value is very efficient
and a low computation effort has been required to determine this approximated optimum. It is thus an improvement for
the users of IPS algorithm since an initial guess of « is not obvious. We repeated this optimisation 20 times with different
initial LHS and estimated the average, worst and best performances of the optimisation strategy in Table 1. In the worst case
of these 20 repetitions, the IPS relative error obtained with the proposed tuning is lower than 25%.

It is also interesting to compare the results given by single runs of IPS without using the proposed Kriging based approach
but with a large number of particles to keep the computational cost constant. In these IPS single run simulations, the number
of particles is set to myax X N = 3 - 10°. The number of repeated simulations to estimate the probability and its relative
error is kept to nyp, = 50. The corresponding probability and relative error estimate are given in Fig. 4. If the initial choice
of « is included in the interval [1.15; 2.45], that is, if the chosen value of « is not too far from its optimum value, then it is
better in terms of relative error to consider IPS simulations with a high number of particles than the proposed Kriging-based
IPS optimisation. For other values of «, the algorithm proposed in this article is more efficient.

4.2. Aircraft trajectory model

A model for computing conflict probability estimation between two aircraft is presented in this section. It is based on
realistic measurements (Paielli and Field, 1998) of 9500 aircraft flying at 29 000 ft over a period of 20 min following a straight
line, with a constant nominal speed of 10 nmi/min (nmi = nautical miles) (Jacquemart and Morio, 2013).

An aircraft trajectory is modelled by a 2-dimensional stochastic process in discrete time defined by

Xiv1 = X; + vh + vho!'W,,,

where X; is the position of the aircraft at time j, v is a two-dimensional speed vector, h is the discretisation time step, aj” is
a squared correlation matrix and W is a standard two-dimensional Gaussian random variable. The initial position error is
given by Xo ~ N (0, Ap), for a given covariance matrix Ay.

The cross-correlation between the along-track and cross-track errors is small enough to be considered as null. The vertical
position error can be negligible (Paielli and Erzberger, 1997) when compared to along-track and cross-track position errors,
which is why the trajectory model considered is two-dimensional. Let us define X; = Xj“, Xf) the aircraft position at time
j with Xj” the along-track aircraft position and ch the cross-track aircraft position. If it is assumed that the aircraft has a
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Fig. 3. Evolution of the IPS relative error during the optimisation of hyperparameter o with the EGO procedure. (Blue cuwes:§; green curves: S+ 7; black
points: the current design; red points: new proposed samples.) (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred
to the web version of this article.)

constant speed v in a coordinate system where the abscissa axis is parallel to aircraft trajectory, and taking into account the
independence between the along-track and cross-track errors, one has

X = X[+ vh+ Vg G Wy
o = X7+ Vgt WS,
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Fig. 4. IPS probability estimate mean and relative error for different values of o, P{X, > 30} and 300 000 IPS particles.

where h is the discretisation step and Wj“ et ch are two independent standard one-dimensional Gaussian random variables,
with initial conditions

X3~ N(0,12,)
’ 10
{XS ~ N (0, v5 ). (10)
The initial conditions are experimentally set to Jacquemart and Morio (2013)
Vo.q = Vo, = Vo = 0.333. (11)

The functions g and g¢ are defined as

8°(x) = \/2(r2x + 1qv0), (12)

g°(0) = v/2(2p223 + 3pgx2 + (2pvo + G2)X + 2quox) (13)

withx € R™ and r, = 0.233, p = 0.0068 and g = 0.328 (Jacquemart and Morio, 2013).
Now, if the speed vector has an angle 6 with an horizontal axis, the aircraft position is obtained by applying a rotation
matrix of angle 6. One has then

Xis1 =X+ Ry (Uoh) + vhRy (g 8’“) gcg-h)> wj, (14)

and

) 0) —sin(@ e
with Ry = (Z?SE@)) C;‘ST((,))). The term X is defined by

v 0
Xo=Ry < %‘a Vo c) Wo, (15)

where Wj is the 2-dimensional standard Gaussian random variable.

4.2.1. Conflict probability between aircraft
If one considers two aircraft indexed by 1, 2, the two following stochastic processes define the aircraft trajectories:

1yl vih g“(jh) 0 1
}<j+1_)(j +R9]< 0 )+\/F‘R91< 0 gc(]h)>‘/v]

(16)
h “(hy 0
X%, = X? + Ro (”(2) ) + VhRy, <g g ) )sz.

g ()
The process to be studied is the distance between the two aircraft defined by

Dy =X} =X7|I. je{0,....n}. (17)
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where 1 is set in the proposed case to n = 200 which is equivalent to a period of 20 min. The probability of interest in this
application is

P@Fj€{0,...,n},Dj <), (18)

where § is a specified distance threshold. For instance, setting § as the sum of the two semi-wingspans of the aircraft
corresponds to the probability of collision. When one talks about conflict probability, § is set to 8 nmi in this article. Fig. 5
shows a sample of a couple of trajectories with a selected flight plan. The problem defined in Eq. (18) is not exactly the same
as the one described in Section 2.1 but can be modified to fit in this formalism. The idea is to introduce the minimum process
M; of the Markov chain D; before time j,

The chain M; is not Markovian. It is thus necessary to apply IPS algorithm on the process §;

Sj = (X', X7 M), (19)
which is Markovian and then to estimate the probability P(M,, < §) since

P(M, < 8) =PFj€{0,...,n},D; <9).

The IPS algorithm with weight function given in Eq. (4) is applied for different values of @ and with N = 2 - 10* particles
to estimate the probability P(M, < &). These estimations have been repeated 50 times to determine IPS estimate mean and
relative error s. Fig. 6(a) shows the IPS probability estimate mean and IPS relative error is given in Fig. 6(b). The probability
estimated with a 5 - 10 Monte Carlo simulations is equal to 0.6 - 107, to be used as a reference value. The IPS algorithm
converges to this probability even if there is a high variability of the IPS results depending on the value of «. A wrong choice
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of this value could lead to erroneous results and moreover only a very small interval of « values gives valuable results. In this
realistic case of aircraft conflict, it is impossible to determine theoretically an optimal value of « for the IPS algorithm which
may reduce its applicability. If one uses the « optimisation strategy described in Section 3, one can obtain the results given
in Fig. 7. The number m of initial values of «, where the IPS relative error is estimated, is 5 and they are determined using
random LHS. The number m,.x of authorised o samples is still equal to 15. In this case, the algorithm finds an IPS minimum
relative error equal to 51% obtained for o, = 0.91. This tuning value is thus very efficient. We repeated this optimisation
20 times with different initial LHS and estimated the average, worst and best performance of the optimisation strategy in
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Table 2
General results of hyperparameter « optimisation on a realistic aircraft conflict.
®min Smin (%)
Average result 0.89 59
Worst result 1.02 70
Best result 0.93 47
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Fig. 8. IPS probability estimate mean and relative error for different values of &« and 300 000 IPS particles.

Table 2. In the worst case of these 20 repetitions, the IPS relative error obtained with the proposed tuning is lower than 70%.
It is the best result one can obtain with the IPS method for such a low probability estimate and this limited number N of
trajectory simulations. The only way to reduce the estimate relative error is no more the improvement of the « tuning but
the increase of N.

The results given by single runs of IPS without using the proposed Kriging-based approach but with a large number of
particles can be compared. The computational cost is also kept constant. In these IPS single run simulations, the number of
particles is set to Mpax X N = 3 - 10°. The number of repeated simulations to estimate the probability and its relative error
is kept equal to n., = 50. The corresponding probability and relative error estimate are given in Fig. 8. If the initial choice
of « is included in the interval [0.5; 1.3], then it is better in terms of relative error to consider IPS simulations with a high
number of particles than the proposed Kriging-based IPS optimisation. For other values of «, the algorithm proposed in this
article is more efficient.

5. Conclusion

In this article, a Kriging-based strategy for estimating the optimal IPS hyperparameter has been proposed. This tuning is
an issue since it is very complicated to determine a priori efficient values for «. This is no more the case with the proposed
method that enables a practical use of IPS since it does not require a high simulation cost. This algorithm has been applied
successfully to the Gaussian random walk and to a realistic case of aircraft conflict estimation. A possible perspective to
this work is the ability to modify the value of o during the IPS process in order to improve the estimation accuracy. For
that purpose, there exist some alternative adaptive IPS models based on adaptive resampling procedures (Del Moral et al.,
2012; Wolters, 2012). The idea is to use a sequence of weighted approximations up to the first time the product of sampling
weights induce some degenerate estimate with respect to some criteria such as weight variance or entropy. It would be thus
very interesting to connect the Kriging-IPS algorithm with these more classical resampling procedures.

Another perspective of this approach is to take into account the simulation error. The number of repetitions to estimate s
has been set to 50 in this article. Thus, the estimation of relative error is relatively accurate and taking simulation error into
account will not change the results of this article. Nevertheless, if one wants to reduce the number of repetitions to estimate s
for computation time reason, it becomes necessary to consider the simulation error in the Kriging model. Mean and standard
deviation of the relative error are still available since the relative error is estimated with Monte-Carlo estimations. The use
of the Kriging model with noisy simulations has been reviewed in Picheny et al. (in press).
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random output Y. We consider the estimation of probability P that Y exceeds a threshold S.
We assume that the random input X follows a multidimensional parametric density with
parameters ¢ and thus the probability P will depend on the values of 6. In this paper, we
analyze the sensitivity of the critical probability P to the model parameters 6. We propose
a methodology that estimates Sobol indices with low computation cost. This strategy
enables us to determine which statistical parameters have a great influence on the value
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Monte Carlo methods of the probability and require a valuable determination. The last part of this article applies
Sobol indices the proposed technique on a realistic case of missile collateral damage estimation.
Importance sampling © 2011 Elsevier B.V. All rights reserved.

Importance splitting

1. Introduction

Simulation and computing take a larger part in the dimensioning of real systems. In this article, we focus on rare failure
probability estimation of a black-box model. This estimation is performed with Monte Carlo simulations or with more
adapted techniques like importance sampling or importance splitting. These algorithms assume that the input PDF (proba-
bility density function) parameters (such as the mean and the variance in the case of Gaussian input density) are perfectly
known and well-determined. It is of course not always the case in realistic situations. In this article, we propose to analyze
the influence of the uncertainty of input density parameters on a failure probability estimation. It is an original and impor-
tant issue in reliability and safety since it is often of major interest to determine which input density parameters have to be
well estimated in order to not bias the probability estimation. Similar approaches have been proposed in the case of local
sensitivity method with importance splitting [1-3], extreme value theory [4,5], fault tree [6,7] or probability bounding [8,9].

For that purpose, we propose a method to estimate Sobol indices of the input PDF parameters that characterizes their
influence on the rare event probability. Even if rare event estimation and global sensitivity method are generally well-
known, their combined use in this article is not very developed in the scientific literature [10,11]. The main difficulty of sen-
sitivity analysis methods is the high required number of samples generated with the simulation code in order to obtain an
accurate estimation. The approach proposed in this article requires some samples to estimate the failure probability for a set
of input density parameters. Then, the sensitivity analysis does not need the generation of new samples which is another
innovative aspect of this article.

In this article, we describe the problem statement and propose a three stage methodology to analyze the sensitivity of a
rare probability estimation to the uncertainty of input density parameters. Sobol indices of each input density parameter are

* Tel.: +33 1 80 38 66 54.
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then determined to rank their different influences. The last part of the article concerns the application of this approach on
missile collateral damage probability estimation.

2. Problem statement

In this section, we propose to analyze the general context of the proposed study. We consider a black-box system ¢ mod-
eled by a continuous scalar function ¢:R?— R. The input of this function is a d-dimensional random variable
X=(X",x2) .. X¥) that follows a probability density function f and the output is defined by the variable Y such as Y = ¢
(X). Each random variable X follows a PDF f(s;) with &, a set of PDF parameters. The PDF parameter §; is for instance the
variance of a Gaussian PDF. Without any lack of generality, we will suppose to simplify the notation in the following that
each input PDF only depends on one parameter.

In this paper, we focus on the estimation of a failure probability P(¢(X) > S) = P with S a threshold. A simple way to esti-
mate this probability is to consider Monte Carlo methods [12-16]. For that purpose, one generates independent and iden-
tically distributed samples Xj, ..., Xy from the PDF f and then estimates the probability with

1 N
pMC _ N S yes (1)
i=1

where 1,x,-s is equal to 1 if #(X;) > S and 0 otherwise. When S has a high value, the probability is low and cannot be accu-
rately estimated with Monte Carlo. The estimate relative deviation is indeed too important in this case. Alternative methods
such as importance sampling (IS) method [17-25] or importance splitting (ISp) [26-29] can be used.

In many situations, the PDF model and its parameters are uncertain but are assumed constant to simplify the problem. This
situation is of course not realistic. In this paper, we assume that the PDF of parameter ¢; is defined by g;. The PDF g; can be for
instance a uniform random variable on the interval [(5;) — c; (5;) + ¢;] where (5;) is the mean parameter of §; and where ¢; is
experimentally determined or also a Gaussian PDF with mean parameter (J;) and a variance parameter ¢;. This uncertainty
has an influence on the probability estimation and consequently the probability P depends on the value of 54, do, .. ., d4.

Nevertheless, in order to estimate Sobol indices of 1, d,, . . ., d4, all these parameters have to be independent. It is indeed a
sine qua none condition for Sobol indice estimation. This is of course a limit of the proposed approach since it is not always
true for every kind of densities. As in every application of Sobol indices, it is thus necessary to be careful that this indepen-
dence assumption is valid, otherwise Sobol indice estimations are not valuable. Contrary to the usual application of Sobol
indices, the X components are not required to be independent but have to be described by PDF with independent
parameters.

In this paper, we propose a methodology to study the influence of (4,4,,...,d4) on the probability P with a low compu-
tation cost.

3. Sensitivity analysis of model parameters on a failure probability

It consists in analyzing the influence of the input PDF parameters §; on the value of the probability P. The proposed strat-
egy is the following:

e Determine an efficient sampling density h to estimate P for a fixed value of (61,52,...,4). One can notably choose that
(61,02, ..,04) = ({61),(d2),...,{da)). hopt is theoretically defined with:

1(/)(X)>Sf(x) (2)
P((01),(02),- -, (da))
The PDF h,p,; cannot be derived since it depends on the unknown probability P. Nevertheless rare event methods enable to
generate samples according to efficient sampling PDF h that approximates the PDF h,p. The more h is close to h,p, the
more efficient is the rare event algorithm. At the end of this stage, we can obtain a set of N samples X, ..., Xy generated
from h and estimate the probability P((5;), (5), ..., (34)).
Estimate the probability depending on the value of the model parameters ; with importance sampling thanks to the fol-
lowing equation:

~ 1 ¢ f&l .....
P(51,...,0q) = Z1fp(xi)>s

h(X) )

where the term f;, ., means that f depends on é4, ..., d4. One has thus determined a direct link between probability esti-
mate P and model parameters dq, ..., dg.
Make a sensitivity analysis with, for instance, Sobol indices to determine which density parameters are the most influ-
ential on the value of P. If the variation of a model parameter ; gives a large variation of the value P, then P is very sen-
sitive to ¢;. A ranking of the different input density parameters can then be obtained and one can determine which input
density parameters have to be accurately estimated to have confidence in the model.

hopt =

These stages are analyzed in detail in the following of the article.
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4. Determining an efficient sampling PDF to estimate P

The value of (51,85, . .,084) is firstly set to ((31),(d2),...,{d4)). Then, when one wants to estimate a probability P, a very sim-
ple method is to use Monte Carlo simulations using Eq. (1). Knowing the true probability P that (¢(X) > S), the relative devi-
ation ¢ is defined by

O pmc 1 \/P*P2 4
PCTUN P (4)

The Monte Carlo estimate relative deviation tends to +co when one focuses on rare event estimation, that is when P — 0 for a
given sample-size N. Monte Carlo techniques are consequently not adapted to such estimation. The optimal sampling density
hop: to estimate P is theoretically defined by Eq. (2). Only one sample generated with this density h,, is sufficient to obtain a
zero-variance estimator of P but since it depends on the unknown probability P, it cannot be used directly. Nevertheless, if
one determines a density that approaches the optimal density h,p; and also allows an easy generation of random numbers,
the probability P is then efficiently estimated. There are two main methods to estimate rare event probability: importance
sampling (IS) and importance splitting (ISp). Both methods are described in the following.

4.1. Importance sampling

Let us define w(X) = % The idea of IS is to generate samples X, ..., Xy from an auxiliary PDF h and then estimate P in the
following way:

1 N
PIS = N Z 1d,(xi)>5W(Xj) (5)
i=1
The variance of P* is estimated by:
Var(1 w(X))
S\ $(X)>S
Var(P~) = — N (6)

The auxiliary PDF h must be chosen with care. The PDF h must be positive when fis positive because of the condition of abso-
lute continuity, and its tail must be sufficiently heavy with respect to the tail of f in order to have an estimate with finite
variance. The variance of IS estimate depends notably on the choice of h. If h is well-chosen, then the IS estimate variance
can be very low. Conversely, if h is not adapted to the estimation, the IS estimate results can have a higher variance than
Monte-Carlo estimate. A lot of methods are available to estimate a valuable sampling PDF h and are notably described in
different references [17-24,30-33]. Non parametric importance sampling, cross-entropy optimization, sequential Monte
Carlo samplers, exponential tilting have notably been investigated. They consist most of the time in an optimization algo-
rithm. The PDF h can be notably estimated within a parametric PDF family or derived with nonparametric kernel density
estimator. Efficient IS often involves adaptive and recursive estimation. Since it is not the objective of this article to compare
the different importance sampling optimization algorithm, one will only consider cross-entropy and nonparametric impor-
tance sampling in order to determine the PDF h.

Once a valuable sampling PDF h to estimate the probability P has been determined, it is then possible to generate N sam-
ples Xj, ..., Xy that follow the density h and estimate the probability ﬁ((&), (62), .., (dq)) with Eq. (3).

4.2. Importance splitting

Importance splitting is an alternative to importance sampling that is often well adapted to very rare events. In importance
splitting, the underlying distribution is not modified. There is no change of the probability laws driving the model but an
acceleration of the rate of occurrence of the rare event is performed by duplicating the promising samples.

Let us define

A={xecRYp(x)>S} (7)
One has consequently P(X € A) = P(¢(X) > S) = P. The principle of ISp is to iteratively estimate supersets of the set A and then
to estimate P(X € A) with conditional probabilities.

Let us define Ag = R > A; O --- D A,; D A, =A, a decreasing sequence of R? subsets with smallest element A = A,.. They
can be defined with

Ac= {x e Rg(x) > S}

for k=1, ..., n with an increasing sequence of thresholds

Sl g“‘gsn—l gsn:S
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The probability P(X € A) can be then rewritten in the following way:

n
PX € A) =] P(X € AlX € A1)
k=1
where P(X € A¢|X € Ax_1) is the probability that X € A, knowing that X € A,_;. An optimal choice of the sequence Ay, k=0...n
is given when P(X € Ai|X € A,_1) = p, where p is a constant, that is when all the conditional probabilities are equal. The var-
iance of P(X € A) is indeed minimized in this configuration as shown in [34,35]. Consequently, if each P(X € Ax|X € Ax_1) is
well estimated, then the probability P(X € A) is estimated more accurately with ISp than with a direct estimation by Monte
Carlo simulations. Defining the A, sequence and generating samples with conditional densities are still a domain of research.
At the end of importance splitting, one has obtained a set of N samples Xj, ..., Xy that follow a PDF h.
We propose in the following to analyse the different stages of the algorithm ISp to estimate P(¢(X) > S) = P(X € A).

(1) Set k=0.

(2) Generate No samples X7, ..., X} from f.

(3) Estimate S; as the a-quantile of samples ¢(X9), ..., $(X3 ).
(4) While Sy <S, do

(a) Set k=k+1.

(b) Generate N, samples X']ﬂ o ,X',‘Vk from f*, the density of X restricted to the set A, = {x € R%|$(x) > S;}. Unfortu-
nately, generating directly independent samples from the f* conditional densities is in most cases impossible as
they are usually unknown. A f-reversible Markovian kernel can be used to generate new samples with density
€136,26].

(c) Estimate Sy.; as the a-quantile of samples ¢(X}), ..., $(Xy, ).

(5) Estimate the probability with

1 &

K

P’SP = (1 — O{)< X —Nk 21(/)()(?»5
i=

The sampling PDF h can be then defined as a sum of weighted Dirac measures over the samples Xff. It is then possible to gen-
erate N samples Xj, ..., Xy that follow the density h and estimate the probability P((d1), (52),..., (d4)) with Eq. (3). Kernel
density estimator or histogram over the samples X; can also be used but are not required.

5. From probability estimation to sensitivity analysis
5.1. Principle

Let us define § = (61,92, ..,d4) and (5) = ((31),(d2),- - .,{d4)). With importance sampling or splitting, one can thus determine
a set of N samples X, ..., Xy that follows a PDF h to estimate P(({5)) with:

N N
PO = D TargyswiX) ®)
i=1

Since one has used a valuable rare event technique to determine h, h is efficient to estimate P((5)) with a reasonable variance
but is it still the case to estimate P(5) for every combination of 6? If h is an efficient PDF to estimate P({d)), it means that most
of the samples Xj, ..., Xy fall into the set A defined in Eq. (7). The set A is completely independent from the values of ¢ since it

only depends on the properties of the function ¢. Consequently, the samples Xj, ..., Xy generated from h can still be used to
estimate P(5). The value of P(6) can be estimated with:
5 14 fs(Xi)
P() ==Y Tyx)=sT
©0) =y ; 8005 3 9)

The validity of this probability estimation depends on the variability of the parameters d4, d, . .., d¢ and on their impact for P.
It is thus necessary to verify with caution if P approaches well P with Eq. (9). The following examples gives some numerical
examples of how to use Eq. (9) to estimate probabilities.

5.2. Example on simple cases

In this section, we propose to analyse the efficiency of the methodology proposed at the previous sections in order to esti-
mate a probability. We consider the case where X is a simple Gaussian PDF with zero mean and a standard deviation equal to
o and try to estimate the probability P(X > 5). We firstly set ¢ to 1 and apply a rare event algorithm to determine a valuable
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sampling PDF h to estimate P(X > 5). For that purpose, we propose to use Non parametric Adaptive Importance Sampling
(NAIS) algorithm proposed in [21,37] and cross-entropy (CE) optimization [38,22,39] with 10,000 samples. Other importance
sampling optimizations could be used (see Section 4.1) and may give better results than NAIS or CE depending on the con-
sidered case. The objective of this article is not to compare importance sampling methods but the choice of NAIS and CE is
reasonable considering that they are among the most well-known IS optimization. Then, we generate 10,000 samples from
the PDF h obtained with NAIS and with CE and then estimate the probability P(X > 5). To evaluate the influence of ¢ on the
probability, we also estimate P(X > 5) with Eq. (9) for different values of ¢ without regenerating any samples.

In Fig. 1, we present the PDF h obtained with NAIS and the optimal sampling PDF for different values of ¢. The optimal
sampling PDF can be plotted since we know the value of theoretical probability P(X > 5). In Table 1, we present the estima-
tion of P(X > 5) for different values of ¢ with the samples generated with PDF h. These probabilities are compared to the the-
oretical ones P™(X>5). One can notice that the probabilities are well estimated with a low relative deviation if ¢ <3,
otherwise the estimated probability is not correct. Indeed, NAIS and CE sampling PDF have been set with ¢ =1; if >3,
the distribution tail is too heavy when compared to NAIS and CE sampling PDF. NAIS and CE sampling PDF are thus not effi-
cient in that case with only 10,000 samples. To improve the estimation, more samples have to be drawn or NAIS and CE sam-
pling PDF have to be updated to better perform this estimation. NAIS algorithm takes about 7 s on a standard PC to deliver
one estimation with 10,000 samples, CE takes about 2 s, whereas it takes 0.005 second to generate 10,000 Monte Carlo
simulations.

We also consider the case where X = (X;,X5,...,Xs) follows a multidimensional Gaussian PDF with mean 0 and a covari-
ance matrix equal to als with I5 the identity matrix of R>. The function ¢ is given by the following function called Ackley
function:

d d
Y = $(X) = —20exp (o.z % ;x?) —exp (31 ; cos(Zan)> +20+e (10)

We then applied the same methodology as previously described for IS to estimate P(¢(X) > 9.5). Indeed, we set o to 1 and
apply NAIS algorithm and CE optimization to determine a valuable sampling PDF h with 10,000 samples. We finally generate
10,000 samples from the PDF h obtained with NAIS and with CE and then estimate the probability P(¢(X) > 9.5). In Table 2,
we present the estimation of P(¢(X) > 9.5) for different values of o« with the samples generated with PDF h. These probabil-
ities are compared with the ones obtained with 10° Monte Carlo simulations PM(4(X) > 9.5). If o« > 2, NAIS and CE sampling
PDF are not efficient with only 10,000 samples. NAIS and CE sampling PDF have been determined for o = 1. When parameter
o varies too much, the NAIS and CE sampling PDF are not adapted. To improve the estimation, more samples have to be
drawn or NAIS and CE sampling PDF have to be updated to better perform this estimation. NAIS algorithm takes about
40 s on a standard PC to deliver one estimation with 10,000 samples, CE takes about 12 s, whereas it takes 0.05 s to generate
10,000 Monte Carlo simulations.

The proposed technique estimates probabilities at low cost when some input PDF parameters vary. We show on simple
examples that it can be very efficient as soon as the probability does not vary too much for a set of input parameters. It is
hard to determine a priori if the probability estimate will be efficient or not. Nevertheless, one can notice that if estimated
probability P(51,5,,...,3q4) stays in the interval [1072P((81), (52), ..., (34)), 10°P((81), (52), ..., (54))], the probability is very
efficiently estimated. If it is no more the case, the probability estimates can then be biased. In realistic situations, it is con-
sequently necessary to check how the probability to be estimated varies with different sets of input PDF parameters through
random simulations.

10r hopt for sigma=1.3 i

9r hopt for sigma=0.7 |
hopt for sigma=1
8 —h E
4 J
6 J
5F J
4t J
3r J
2f J
1l / ]
0 =
4 4.5 5 5.5 6 6.5

Fig. 1. Optimal sampling density for different values of standard deviation ¢ and NAIS sampling PDF h in black.
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Table 1

Mean estimation of P(X > 5) with NAIS and CE algorithm for different values of the standard deviation ¢ of Gaussian PDF X over 100 retrials.

a P™(X > 5) PNAIS(X > 5) (relative deviation) PE(X > 5) (relative deviation)
0.7 4.6 %x 107" 4.6 x 107'3 (1.5%) 4.7 x 1073 (15.2%)
0.8 2.1x10°1° 2.1 x 1071°(1.2%) 2.1 x1071°(11.3%)
0.9 14 x10°8 1.4 x 1078 (1.0%) 1.3 x 1078 (10.7%)
1 29x1077 2.9 % 1077 (0.8%) 2.9 %1077 (7.8%)
1.1 2.7 x10°° 2.7 x 1075 (0.7%) 2.7 x 1075 (13.5%)
12 15x107° 1.5 x 107° (0.8%) 1.5 x 107° (15.2%)
1.3 6x107° 6.0 x 107° (1.0%) 6.0 x 107> (17.0%)
15 43 x 1074 4.2 x 1074 (2%) 4.4 x 1074 (22.1%)
2 6.2x1073 5.9 x 1073 (5.3%) 6.3 x 1073 (27.8%)
3 4.7 x 1072 4.2 % 1072 (10%) 4.6 x 1072 (29.3%)
5 0.16 9.4 x 102 (15%) 1.5 x 107" (30.8%)
10 0.31 0.15 (16%) 0.27 (30.1%)

Table 2

Estimation of P(¢(X) > 9.5) with NAIS and CE algorithm for different values of the covariance matrix «X of multidimensional Gaussian PDF X.

o PMC(p(X) > 9.5) (relative deviation) PNAS(X > 9.5) (relative deviation) PE(X > 9.5) (relative deviation)
0.7 1.5 x 1077 (244%) 7.2 x 1078 (2.5%) 7.6 x 1078 (13.2%)
0.8 1.1 x 107 (102%) 7.1 x 1077 (2.1%) 7.3 x 1077 (12.5%)
0.9 6.0 x 1076 (35%) 4.2 x 1075 (1.2%) 4.1 x 1075 (8.9%)
1 2.1 x 107° (32%) 1.7 x 107° (0.8%) 1.6 x 107° (7.8%)
1.1 6.5 x 107> (9.4%) 5.5 x 107> (0.8%) 5.5 x 107> (8.6%)
1.2 1.7 x 1074 (6%) 1.5 x 1074 (1.0%) 1.4 x 1074 (8.9%)
13 3.9 x 107% (4.5%) 3.2 x 1074 (1.3%) 3.3 x 1074 (10.2%)
1.5 1.4 x 1073 (2.7%) 1.2 x 1073 (1.7%) 1.2 x 1073 (17.2%)
2 1.0 x 1072 (0.9%) 9.8 x 1072 (3.3%) 1.2 x 1072 (25.3%)
3 7.0 x 1072 (0.3%) 7.5 x 1072 (6.8%) 7.2 x 1072 (22.8%)
5 0.29 (0.1%) 0.20 (10.5%) 0.25 (27.5%)

10 0.68 (0.004%) 0.50 (15.2%) 0.61 (30.2%)

Instead of (5), one can choose a value §,,;, that makes the probability P(J) less rare so that Monte Carlo estimation tech-
niques could be used. This would ease the estimation of P(§) but, in the same way as before, it is difficult to ensure that the
probability to be estimated will not be biased for other values of 4, that is, to ensure that 13(('51 ,02,...,0q) stays in the interval
n 0’313(5,,“»"), 10313(5,11,-,1)]. In real case, one often knows the mean value of § and its variation band. It is thus more logical to
focus on the estimation of P((5)) than on the estimation of P(din).

5.3. Functional interpretation

Since our objective is to study the influence of &y, ..., 55 on P, one can rewrite Eq. (3) in the following way
P=TI(1,....60 (1)

where I' is a continuous scalar function I" : R? — R. The d variables 4, ..., 34 are the inputs of this function I'". Each input ;
follows a PDF g;.

6. Sensitivity analysis of failure probability P

The role of sensitivity analysis is to determine the influence of the parameters (dy,...,54) on the probability estimate P.
Consequently, we focus on the estimation of Sobol indices to determine this influence [40-43,14,44,45]. Indeed, in the gen-
eral case of a nonlinear model I', one can estimate the influence of the model inputs by using a decomposition of I" in ele-
mentary functions:

d
P=T(61,...0q) :FO+ZF1(5i)+ Z Iij(0i,0) + ...+ T'1_4(01,...,0q) (12)
i-1

1<i<j<d

where I' is assumed to be integrable, I'g is a constant and
/ I, i, (8iy, ..., 0;)dd;, =0
I,

is true vk=1...s and for {iy,...,is} C {1,...,d} where I; is the support of density g; . If the inputs ¢; are random and inde-
pendent, one can obtain the well-known ANOVA decomposition:
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d
Var(P)=V =3 Vi+ > Vi+...+Viq

i=1 I<i<j<d
with
V; = Var(E(P|s;))
Vi = Var(E(P|3;, 3))) — Vi - V;
Vi = Var(E(P|5, 8, 8¢)) — Vi — Vi — Vi = Vij — Vi — Vi

with E the mathematical expectation. One can then define the Sobol sensitivity indices at first order S; for the variable §; with

s _Vi_ VarEPL5))

SV var(p)
Sensitivity indices at second order can also be derived relatively to the variables J; and d;:
Vi
Sy=1

The interpretation of the sensitivity indices is easy since they vary between 0 and 1 and their sum is equal to 1. If S; is close to
1, then the variable §; has a great influence on P. When the number of variables d increases, the number of Sobol indices
increases exponentially and thus, the estimation of all these indices is impossible. For that purpose, total sensitivity indices
Sr, are then introduced for each variable 4;:

ST,v = Zsk

[
where #i represents all the sets of indices that contain i. For instance, if d = 3, one has then:
Sty =S1 +S12 +S13 + S132

The Sobol indices are then often estimated with Monte Carlo methods [41,43]. The main difficulty of Sobol indice estimation
is often the too high number of generated samples to obtain an accurate estimation (convergence rate in v'N where N is the
sample size). It is notably the case when the simulation code is time consuming. 10,000 samples are often necessary for the
estimation of one Sobol indice with a relative deviation of about 10%. The use of deterministic quasi Monte Carlo sequence
(for instance LPt Sobol sequences) can reduce the number of required samples to estimate Sobol indices [46]. Another meth-
od of Sobol indice estimation is to consider FAST algorithm [47,48] based on Fourier transform which is relatively more accu-
rate than Monte Carlo and can be applied to total sensitivity indice estimation.r-LHS sampling [49] has also been proposed to
estimate first order Sobol indices.

In the proposed application, with a set of variables d4, ..., dg4, it is very simple to estimate the probability P and thus, the
number of required samples is not an issue and Monte Carlo methods can be used. Once the Sobol indices have been deter-
mined, it is then very simple to determine which input PDF parameters 4, ..., g are the most influential on the probability
estimation.

7. Application
7.1. Missile simulation

We consider in this article a missile that is 6.55 m long and weighs 1100 kg. It is a supersonic stand-off missile powered
by a liquid-fuel ramjet. It flies at Mach 2 to Mach 3, with a range between 100 km and 350 km depending on flight profile.
This missile is modeled with a continuous black-box computer code ¢ with seven independent inputs X and one output D = ¢
(X) where D is the target distance. It takes about 2 s on a standard PC to compute the value D knowing X. The inputs of this
black-box simulation code are the following:

o Plane inertial measurement unit in position and speed (four inputs).
e Missile inertial measurement unit in position and speed (three inputs).

These seven inputs X\ follow a Gaussian PDF with 0 mean and a standard deviation equal to d;. The PDF parameter §; is
assumed to be random and follow a uniform PDF on the interval [0.1,1].

The output of the simulation code D is the target distance and is consequently a random variable. The Fig. 2 shows the
target distance PDF estimated with kernel density estimator for three different sets of input PDF parameters (d1,...,dq).
The differences between these 3 PDF shows that the input PDF parameters (d1,...,d4) have a nonnegligible influence on
the target distance D.
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7.2. Sobol indice estimation of a failure probability

In this subsection, we focus on the probability estimation P(D > 4.5) = P(¢(X) > 4.5) and try to evaluate the influence of the
input PDF parameter uncertainties on this probability. We firstly set all the input PDF parameters J; to <é;> = 0.55. For this set
of parameters, one can determine an efficient sampling PDF h to estimate the probability P(D > 4.5). This PDF has been ob-
tained with NAIS. The Fig. 3 presents the density of D with Gaussian kernel estimator when the samples Xj,..., Xy
(N =10,000) are generated with h. Then using Eq. (8), one estimates the probability that 13(D > 4.5) = 0.0106 with (d;) = 0.55
Vi=1...7.One determines with Eq. (9) the value of P(D > 4.5) for every set of §; values. For instance, if 5; = 0.1 Vi, one has
P(D > 4.5) = 0.0052 and if §;= 1 Vi one gets that P(D > 4.5) = 0.0133. The value of P(D > 4.5) depends of course on the va-
lue of §;. NAIS algorithm takes about 6 h on a standard PC to deliver one estimation with 10,000 samples; whatever the cho-
sen sampling method, the computation time is relatively the same.

In Fig. 4, one shows 100 estimations of P(D > 4.5) obtained with 10> simulations and NAIS algorithm for different random
values of input PDF parameters without using Eq. (9) but directly the simulation code ¢. The probability stays in the interval
proposed at the end of Section 5.2 and consequently, we can assume that the probabilities given with Eq. (9) are not biased.

In the following, we propose to rank the influence of parameters J; on the value of IA’(D > 4.5) with Sobol indices as pro-
posed in Section 6. The Tables 3 and 4 present the mean estimations of first order and total Sobol indices over 100 retrials
with 50,000 Monte Carlo simulations. The standard deviation of the estimations is also provided. The 7 input PDF parameters
do not contribute equally to the probability variability. The parameters s and §; have the highest Sobol indices in this case.
Consequently, it is necessary to well estimate their values since a misestimation will cause a high variation of the probability
P. The other input PDF parameters are less influential on the probability at first order.

The same study has been done for the probability P(D > 7). One determines a valuable sampling PDF to estimate P(D > 7)
with NAIS when <> =0.55 Vi=1...7. Then, using the same methodology as previously described, one estimates that
P(D >7) =9.410" with <5 =0.55 Vi=1...7. Thanks to Eq. (9), if ;= 0.1 Vi, one has P(D > 7) = 1.310°° and if 6;=1 Vi
one gets that I3(D > 7) = 7.8107°. The value of P(D > 7) depends of course on 4;. In Fig. 5, one shows 100 NAIS estimations
of P(D > 7) obtained with 10* simulations for different random values of input PDF parameters without using Eq. (9) but di-
rectly the simulation code ¢. The probability stays in the interval proposed at the end of Section 5.2 and consequently, the
probabilities given with Eq. (9) will probably not be biased.

In the following, we then rank the influence of parameters d; on the value of P(D > 7) with Sobol indices. The Tables 5 and
6 present the mean estimations of first order and total Sobol indices over 100 retrials with 50,000 Monte Carlo simulations.
Parameters dg and ds are the most influent input PDF parameters on P(D > 7). The most influent input PDF parameters depend
on the estimated probability. For instance, P(D > 4.5) is sensitive to §; but it is not case for P(D > 7).

In this section, we have shown that input PDF parameters are clearly influential on the probability estimate. Moreover a
rank of their degree of influence is provided through Sobol indice estimation.

7.3. Simulation with other realistic PDF

To evaluate the influence of the PDF model on the probability estimation, one has modified the PDF of the inputs in the
previous example described in Section 7.1. We now assume that the different input parameters follow a Gumbel distribution.
These seven inputs X\ follow a Gumbel PDF with location parameter:

(U =022, 11, = 0.18, 1y = —0.16, 1, = 0.15, jts = 0.02, 15 = —0.07, 1, = 0.05)

and a scale parameter equal to §;. The PDF parameter §; is assumed to be random and follow a uniform PDF on the interval
[0.5,2]. The considered distribution is asymmetric and has a heavier tail than Gaussian distribution.

1.4
1.2 1.2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 00 6

8 =0.1Vi §; = 0.55 Vi
(@ (b)

Fig. 2. Probability density function of target distance estimated with 10,000 Monte Carlo simulations for different sets of input PDF parameters.
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5.1

Fig. 3. Probability density function of target distance estimated with 10,000 samples generated from h.
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Fig. 4. 100 estimations of P(D > 4.5) for different random sets of input PDF parameters.
Table 3

Mean of first order Sobol indice estimations over 100 retrials with 50,000 Monte
Carlo simulations.

Sobol indices Value Standard deviation
S 0.15 0.01

S, 0.09 0.008

S3 0.018 0.01

S4 0.023 0.002

Ss 0.31 0.01

Se 0.06 0.004

S7 0.07 0.003

We estimate the probability P(D > 7). In the same way we previously described, one determines a valuable sampling PDF
to estimate P(D > 7) with NAIS when (6;) = 1.25 Vi=1... 7. Then, using the same methodology as previously described, one
estimates that P(D > 7) = 6.710° with (5;) = 1.25 Vi =1 ... 7. Thanks to Eq. (9), if 5; = 0.5 Vi, one has P(D > 7) = 8.2.10 7 and
if 5;=2 Vi one gets that P(D > 7) = 2.110"*. The value of P(D > 7) depends of course on §;. In Fig. 6, one shows 100 NAIS
estimations of P(D > 7) obtained with 10* simulations for different random values of input PDF parameters without using
Eq. (9) but directly the simulation code ¢. The probability stays in the interval proposed at the end of Section 5.2.

In the following, we then rank the influence of parameters ¢; on the value of ﬁ(D > 7) with Sobol indices. The Tables 7 and
8 present the mean estimations of first order and total Sobol indices over 100 retrials with 50,000 Monte Carlo simulations.
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Table 4
Mean of Total Sobol indice estimations over 100 retrials with 50,000 Monte Carlo
simulations.
Sobol indices Value Standard deviation
St 0.22 0.01
Sr, 0.19 0.01
Sr, 0.09 0.01
Srt, 0.09 0.02
Sty 0.38 0.02
Sty 0.14 0.01
Sr, 0.11 0.01
x10°°
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Fig. 5. 100 estimations of P(D > 7) for different random set of input PDF parameters.
Table 5

Mean of first order Sobol indice estimations over 100 retrials with 50,000 Monte
Carlo simulations.

Sobol indices Value Standard deviation
S 0.06 0.007
S> 0.05 0.008
S3 0.03 0.006
S4 0.023 0.003
Ss 0.18 0.008
Se 0.30 0.01
S; 0.04 0.005
Table 6
Mean of total Sobol indice estimations over 100 retrials with 50,000 Monte Carlo
simulations.
Sobol indices Value Standard deviation
St 0.22 0.01
Sr, 0.13 0.01
Sr, 0.07 0.01
Srt, 0.05 0.01
Sty 0.38 0.02
Sty 0.42 0.02
Sr, 0.13 0.01

Parameters g and Js are the most influent input PDF parameters on P(D > 7). These results are not too far from those
obtained with Gaussian distributions. Indeed, the scale parameters §; of Gumbel distribution are directly linked to the
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Fig. 6. 100 estimations of P(D > 7) for different random set of input PDF parameters.

Table 7
Mean of first order Sobol indice estimations over 100 retrials with 50,000 Monte
Carlo simulations.

Sobol indices Value Standard deviation
M 0.08 0.01
S, 0.12 0.01
S3 0.015 0.005
S4 0.020 0.001
Ss 0.22 0.01
Se 0.24 0.005
S7 0.12 0.005
Table 8
Mean of total Sobol indice estimations over 100 retrials with 50,000 Monte Carlo
simulations.
Sobol indices Value Standard deviation
St 0.12 0.01
S, 0.22 0.02
Sr, 0.12 0.02
St, 0.13 0.01
St 0.32 0.03
St, 0.35 0.01
Sr, 0.09 0.01

distribution variance and thus, similar behavior on sensitivity analysis of a rare event are determined when the scale param-
eter, in the case of Gumbel distribution, or the variance parameter, in the case of Gaussian distribution, are random.

The efficiency of some rare event estimation methods depend on the tail behavior of the target distribution. In this article,
we show that if a valuable sampling PDF is determined, the proposed methodolgy can be applied.

8. Conclusion

In this article, we have proposed an original methodology to analyze the influence of the input PDF parameter variability
on a rare failure probability. The proposed method based on the estimation of a standard probability and on Sobol indices has
been described in the case of a general problem where the model is a black-box system. The last part of this article concerns
the application of this algorithm on the estimation of missile collateral damage probability. We firstly show that it is impor-
tant to estimate input PDF parameters since they influence strongly the value of the output model probability. Moreover, a
rank of the influence of the PDF parameters on the probability estimate can be obtained with Sobol indices.
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In this article, collision probability between aircraft in uncontrolled airspace is estimated. For that pur-
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demonstrate the high local variability of collision probability in uncontrolled airspace and conclude on
the difficulty to set general probability requirements.
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1. Introduction

Maintaining a specific minimum separation distance between
two aircraft to avoid collisions is mandatory in air traffic manage-
ment (ATM). This safety rule is generally guaranteed by the air traffic
control (ATC) that demands aircraft to fly at set levels or level bands,
on defined routes or in certain directions. The aircraft positions are
also well-known thanks to transponder and radar. Collision or sep-
aration loss statistics are consequently easily evaluated. The collec-
tion and analysis of data on hazardous air traffic management
incidents have also been an important task to determine issues
and improve ATM (Brooker, 2005; Leva et al., 2009). ATM modelling
and simulation in controlled airspace (Kirkland et al., 2004; Shang-
wen and Ming-hua, 2010; Wang et al., 2010; Irvine, 2001) have been
widely discussed in the literature. Based on these results, regula-
tions have been set. On the contrary, when one considers uncon-
trolled airspace, it is difficult to evaluate the collision or separation
loss risk with confidence. Indeed, the aircraft number, position and
routes are neither known nor recorded. There is thus currently a spe-
cific need to estimate the probability of collision or separation loss in
uncontrolled airspace.

For that purpose, we have obtained a 170 trajectory database of air-
craft in uncontrolled airspace (class G airspace) over Saint-Cyr-1'Ecole,
France, airfield. In this article, our objective is thus to estimate collision

* Corresponding author. Tel.: +33 1 80 38 66 54.
E-mail addresses: jerome.morio@onera.fr (J. Morio), thibault.lang@onera.fr (T. Lang),
Claude.Le_Tallec@onera.fr (C.L. Tallec).

0925-7535/$ - see front matter © 2011 Elsevier Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.ssci.2011.12.014

or separation loss probability with this trajectory database over the re-
gion of Saint-Cyr-I'Ecole in simulation. It will provide an overview of
the mean collision risk in the general case and of its local variability.
This type of study could be interesting for regulatory purposes about
the integration of unmanned aircraft into uncontrolled airspace (Allou-
che, 2000; Ostwald and Hershey, 2007; Asmat et al., 2006; Kochender-
fer et al., 2008b; Kochenderfer et al., 2008a). The effect of their
integration on aircraft safety is a hard question to answer since the cur-
rent safety conditions in uncontrolled airspace is not well
characterized.

This paper presents the general context of airspace class and then
details the aeronautical issue near Saint-Cyr-I'Ecole airfield. It de-
scribes the trajectory database that will be used in simulation and
how collision probabilities are derived. As Monte Carlo (Mikhailov,
1999; Sobol, 1994; Robert and Casella, 2005) simulations are not
accurate enough to estimate rare event probabilities with an afford-
able simulation, using importance splitting algorithm (Cerou et al.,
2008; Cerou and Guyader, 2007; L’Ecuyer et al., 2006; Glasserman
et al., 1996; Morio et al., 2010) is suggested and based on the recur-
sive estimation of conditional probabilities. The final section of this
article is dedicated to collision probability analysis over Saint-Cyr-
I’Ecole.

2. Context

This section describes airspace class and flight rules that are fol-
lowed by the aircraft in the trajectory database. The flight situation
in the vicinity of Saint-Cyr-I'Ecole airfield is then presented.
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2.1. Flight rules and airspace class

2.1.1. Flight rules

Two different flight rule sets coexist currently in airspace (Thom
and Godwin, 2007): the visual flight rules (VFR) and the instru-
mental flight rules (IFR). VFR are a set of regulations which allow
a pilot to operate an aircraft in weather conditions generally clear
enough to allow the pilot to maintain ground in sight and see
where the aircraft is going. The weather conditions are supposed
to be sufficient to sense and avoid potential collisions with other
aircraft. IFR permit an aircraft to operate in instrument meteoro-
logical conditions (IMC), which have much lower weather mini-
mums than VFR. In this article, all the aircraft trajectories that
are considered in the database follow the VFR rules. VFR flights
are operated in the case of visual weather conditions (VMC).
VMC are characterized by an horizontal visibility above 5-8 km
depending on the flight height and down to 1.5 km in uncontrolled
airspace at altitude below 3000 feet. The distance to the clouds in
VMC conditions is equal or greater than 1500 m in horizontal plan
and 300 m vertically. Flight is also permitted in uncontrolled air-
space below 3000 feet just outside the clouds.

2.1.2. Airspace class

There are two different types of airspace: controlled and uncon-
trolled airspace. In controlled airspace, ATC has the authority to
control air traffic, the level of which varies with the different air-
space classes. Controlled airspace is established mainly for two dif-
ferent reasons:

e high traffic density areas (for instance, near airfields)
o [FR traffic under ATC guidance

Controlled airspace (class A-E airspace) usually exists in the
immediate vicinity of major airfields, where aircraft are carrying
out procedures for departures, approaches and transit routes.

In uncontrolled airspace (class F, G airspace), ATC service is
unnecessary or cannot be provided for practical reasons. ATC does
not exercise any executive authority in uncontrolled airspace, but
may provide basic information services to aircraft in radio contact.
Flight in uncontrolled airspace will typically be under VFR in the
studied case. Aircraft operating under IFR should not expect sepa-
ration from other traffic. In most countries, it is common to provide
uncontrolled airspace in areas where significant air transport or
military activity is not expected. Each national aviation authority
determines how it uses the airspace classifications in its airspace

FLE6OD

design. Indeed, Fig. 1 presents the different kinds of airspace class
in France.

All the aircraft in the trajectory database operate in a class G air-
space. More precisely, a class G airspace is an uncontrolled airspace
where the ATC clearance is not required, the separation is not pro-
vided, and traffic information is provided if possible. In France,
class G airspaces are either located below flight level 115 and
above flight level 660.

2.2. Saint-Cyr-I’Ecole airfield

Saint-Cyr-1'Ecole airfield is a French airfield located at 21 km
southwest from Paris, France in the territory of Saint-Cyr-I'Ecole
town (Yvelines). International Civil Aviation Organization (ICAO)
code of this airfield is LFPZ. Its geographic coordinates are
48°48'37" North, 2°04'24" East. Its elevation above mean sea level
is 113 m and the airfield area is 80 ha. The airfield has two runways
in grass of direction 11L/29R and 11R/29L and with respective
dimensions 890 x 100 m? and 867 x 60 m?. Fig. 2a and b shows
Saint-Cyr-I'Ecole location on a France map and an aerial photogra-
phy of Saint-Cyr-I'Ecole airfield. Visual Approach Charts (VAC)
maps for visual landing and visual approach at Saint-Cyr-I'Ecole
airfield are provided in Figs. 3 and 4.

Fig. 5 presents the public airfields (plane icons) in Saint-Cyr-
I'Ecole airfield surroundings. The different ICAO codes correspond
to Toussus-le-Noble (LFPN), Velizy-Villacoublay (LFPV), Chave-
nay-Villepreux (LFPX) and Beynes-Thivernal (LFPF). This airfield
network is located at less than 5 flight minutes away from Saint-
Cyr-I’Ecole airfield with significant traffic from one airfield to an-
other. Green tags with ICAO code LFPZSNOR, LFPZSER, LFPZSNL,
and LFPZWES describe the entry and the exit points of Saint-Cyr-
I'Ecole airfield. The entry point of the airfield is located at 1100 feet
and the exit points at 1500 feet. One can also notice that a VOR
(VHF Omnidirectional Radio range) station is located near Tous-
sus-le-Noble airfield and implies a locally higher traffic density.

The following section focuses more precisely on the description
of the aircraft database and details how the probability estimates
are computed by simulation.

3. Flight simulation and collision probability estimation
In this section, we propose to present the aircraft trajectory data-

base that will be used extensively in this article and then we present
a specific statistical technique to estimate collision probabilities.

Classe G

Classe C UIR

Fig. 1. French airspace description (Flight information region (FIR), Upper flight information region (UIR), TMA (Terminal Maneuvring Area), LTA (Lower Traffic Area), UTA

(Upper Traffic Area), CTR (Contol Traffic Region) and FL (Flight Level)).
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Fig. 2. Location of Saint-Cyr-I'Ecole (a) and aerial photography of Saint-Cyr-I'Ecole airfield (b). Credits given to Google Maps and Geoportail.fr

3.1. Trajectory database

In a class G airspace, aircraft number, position and routes are not
known and collected. It is quite impossible to estimate collision
probabilities with confidence in a class G airspace. For that purpose,
170 aircraft flight trajectories over Saint-Cyr-1'Ecole airfield in class
G airspace were collected via GPS during year 2010. The aircraft that
have been used to obtain this database were Robin DR-400 and Robin
DR-221. During the 169 h of flight, aircraft positions are updated
every 11 s. It is consequently an important database that can give
an overview of collision probabilities over Saint-Cyr-I'Ecole area.
Fig. 6 presents the 170 trajectory positions of the database. We focus
more precisely on Saint-Cyr-I'Ecole country in Fig. 7 to estimate col-
lision probabilities. The trajectory database is adapted to this esti-
mation since all the trajectories take off or land at Saint-Cyr-I'Ecole
airfield. Thus, the density of trajectories in this country is very high
and one may think that reliable probability estimates can be found.
A 3D view of the trajectories is proposed in Fig. 8. A mean trajectory
lasts about 1 h, takes off and lands at Saint-Cyr-I'Ecole airfield, has a
mean height of 458 m. All the trajectories follow the rules applicable
inaclass G airspace and follow the rules of visual landing and take off
applied at Saint-Cyr-I’Ecole airfield.

3.2. Collision probability estimation

The objective of this article is to estimate collision probabilities
in a class G airspace. This is obtained by determining the probabil-
ity that the separation between aircraft be lower than S meters.

For that purpose, we propose to simulate days of flight traffic
around Saint-Cyr-1'Ecole airfield. The number of flight movements
(takeoff or landing) around Saint-Cyr-I'Ecole airfield is set to 500
per day in agreement with the statistics available for this airfield.
The number of takeoffs and landings are assumed to be equal.
Thus, the variable N of flights is set to 250.

The sampling density f represents the density of aircraft takeoffs
during a day function of day hours. It is illustrated in Fig. 9. There
are two peaks during a day (one at 10 am and one at 3 pm) and the

density of aircraft takeoffs decreases at midday. A sample histo-
gram of this PDF is given in Fig. 10 to evaluate the number of
movements at the different moments of a day. It is a realistic mod-
el of the traffic density at Saint-Cyr-I'Ecole airfield.

3.3. Monte Carlo methods

Monte Carlo methods are classical tools for probability estima-
tion. Monte Carlo simulation of safety relevant air traffic scenarios
have already been used to evaluate for systemic accident (Stroeve
et al., 2009). Monte Carlo methods can be applied in the following
way to estimate the collision probabilities around Saint-Cyr-I'Ecole
airfield:

(1) Generate N aircraft simulations over Saint-Cyr-I'Ecole. An
aircraft simulation i is defined by a random departure time
T, i=1,...,N that follows the PDF f and a trajectory. The tra-
jectory is chosen with a uniform law in the 170 real trajec-
tory database. Since the simulated aircraft follows exactly
the real chosen trajectory with the same speed and the same
position, the position of each aircraft is exactly known dur-
ing all the simulation process.

(2) Estimate the minimum distance d” between aircraft i and j
during the simulation process. This distance is a function
of the departure time of aircraft i and j. It can be expressed
as d7 = ¢(T, Tj) with ¢ : R* — R a continuous function.

(3) Estimate, during the simulation time, the number C of con-
flicts between aircraft, that is the number of times the dis-
tance dV for all i, and with j>i is lower than S. Let us
define H as the number of simulated flight hours. The prob-
ability that the separation between aircraft be lower than S
per flight hour is given by the ratio P = €.

Unfortunately, this estimator is not efficient because the target
probability is rare. Indeed, the relative deviation of the estimator

O pMC

PMC is given by the ratio e With gpue, the standard deviation of
PMC, Knowing the true probability P, one has
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Fig. 3. VAC map of visual landing at Saint-Cyr-I'Ecole airfield.
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Considering rare event probability estimation, that is when P
takes low values one has

= 11m

\/_

11m

P=0 PMC = oo

(2)

The relative deviation of Monte Carlo estimation is very
important. This leads to the conclusion that Monte Carlo methods
are not adapted to rare event probability estimation and thus not
suited to collision probability estimation. To overcome these
difficulties, a recent advanced method to estimate rare event
probabilities is derived and applied to the case of collision
probability.
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Fig. 4. VAC map of visual approach at Saint-Cyr-I'Ecole airfield.

3.4. Importance splitting for collision probability estimation

We consider a very efficient but not well-known algorithm
called importance splitting (ISp). ISp is an alternative to Monte Car-
lo methods. We firstly propose to present the principle of impor-
tance splitting and then to implement it to the case of collision
probability estimation.

3.4.1. Principle

Let us define the two-dimensional departure time random vec-
tor T =(T;,T;) of aircraft i and j. If one considers the set
AV = (T e R?|d" < S}, the density on the set A’ represents the
probability that the distance between aircraft i and j be lower than
S. The objective of this article is to determine the probability on the
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Saint-Cyr-I'Ecole.

set A={Ji=1...n, j>,-A’7. We propose to estimate independently the
probability on the set AY and determine the probability on the
set A without taking in account the potential correlation between
the sets AY. This assumption is realistic since the aircraft follow
their routes in the simulation in an independent manner. The

Fig. 8. Trajectory database positions in longitude, latitude and height (in meters) in
the vicinity of Saint-Cyr-1'Ecole.
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Fig. 9. Density of aircraft takeoffs during a day at Saint-Cyr-I'Ecole airfield.

principle of ISp is to estimate iteratively supersets of the set AY
and then to estimate P(T e A”) with conditional probabilities.

Let us define Aj = R* > A] > --- D A)_; D A} = A’, a decreasing
sequence of [RE__2 subsets with smallest element AY = A} The proba-
bility P(T € A”) can be then rewritten in the following way :

P(T € A = ﬁP(T € AZ‘T € AZ,I)
k=1
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Fig. 10. Histogram of aircraft takeoffs during a day at Saint-Cyr-I'Ecole airfield.

where P(]N" c Al
that T € A} |
ven whenP(T € AZ‘T € AL) = p,where pis a constant, that is when

Te AL) is the probability that T € Aij knowing

. An optimal choice of the sequence AV k=10..

o .nis gi-

all the conditional probabilities are equal. The variance ofP(T € Aij>
is indeed minimized in this configuration as shown in (Lagnoux,
2006; Cerou et al., 2006). Consequently, if each P(T € A}f’T € AL)

is well estimated, then the probability P(T < A?) is estimated more
accurately with ISp than with a direct estimation by Monte Carlo.

The subset A’f sequence is easily evaluated in the following way
Indeed, it can be defined with A’f ={T e R¥d" < S} for k=1
with S=5,<S, 1<...<5(<...< 51. Determining the sequence A”
is equivalent to choose some values for S, with k=1...n. One
has presented in this subsection how to estimate the probability
that the distance between aircraft i and j be lower than S. In the fol-
lowing, we propose to explain how this algorithm is implemented
and how the target probability is estimated.

3.4.2. Implementation )
The different stages of the algorithm ISp to estimate P(dY < S)
are analyzed here.

(1) Set k=0, fo=fx fand Ng = N.

(2) Generate Ny aircraft simulations over Saint-Cyr-I'Ecole with
departure times T{",..., Ty generated from f, the condi-
tional density of T When T is restricted to the set A” Since
fir is not always easily sampled from in practice, one can
use the Metropolis-Hastings algorithm to generate new
departure times (Tierney, 1994; Roberts et al., 1997).

(3) Estimate the a-quantile ¢\ of the samples ¢ (Tﬁ">> v (f%‘:)
and set S, ; = q¥. i

(4) Determine the subset A? , with A} , = (T e R|d” < Sy}
and the conditional density fi.;. By definition of quantile,
one has P(f €Al ITe A;{) —cste=1—o.

k+1
(5) If g1 > S, set k=k+1 and go back to stage (2) of the algo-
rithm. Otherwise, set k =k + 1 and estimate the probability
that the distance between aircraft i and j be lower than S with

Nk

. 1
i (1 _ )k .
P'=(1-a) XN’<ZI¢(T§M><S

i=1

where 1(/) T).<s is equal to 1 if ¢(T§k>> < S and 0 otherwise.
The collision probability per flight hour is given by the ratio

N

PPy s

i=1 j=it+1

i

a~]

3)

x|

In the algorithm, the parameters N are set by the user and in most
cases so that N, = N whatever the value of k. The variance of the esti-
mate has been shown to be lower than the Monte Carlo estimate
variance for rare events and its convergence has been deeply ana-
lyzed in (Cerou et al., 2008; Cerou and Guyader, 2007; L’Ecuyer
et al., 2006). In the following section, we propose to apply this algo-
rithm to estimate accurate collision probabilities between aircraft
in class G airspace over Saint-Cyr-I'Ecole airfield.

4. Results

In this section, we propose to analyze the collision or separation
loss probability results. Firstly, we focus on separation loss proba-
bility estimates by flight hour in the simulation. Then, one derives
spatial collision probability map in order to characterize the spatial
variability of the probability estimate. We finally make the synthe-
sis of these results by raising some limits that has to be taken into
account in order to improve probability estimates.

4.1. Overall results

We have applied Monte Carlo simulations and importance split-
ting algorithm described in the previous sections in order to eval-
uate the probability that the distance between two aircraft be
lower than S meters by hour of flight. Table 1 presents the estima-
tion results obtained for H= 100,000 h of simulated flight with

Table 1
Collision and separation loss probability estimates with Monte Carlo and importance
splitting simulations for about 100,000 h of simulated flight (N = 250).

Distance S (m) PMC (relative error) PSP (relative error)

10 0 (?%) 3.21071° (92%)

50 0 (?%) 5.7107° (53%)

100 1.51078 (122%) 3.8107% (38%)

200 751077 (78%) 7.81077 (33%)

500 1.4107% (42%) 1.5107* (28%)
Table 2

Collision and separation loss probability estimates with Monte Carlo and importance
splitting simulations with a low number of flight movements (N = 100).

Distance S (m) PYC (relative error) PP (relative error)

10 0 (?%) 421071 (97%)

50 0 (?%) 4.2107'° (51%)

100 7.31078 (143%) 9.2107% (42%)

200 1.710°% (87%) 3.610°% (38%)

500 6.3107° (54%) 6.2107° (25%)
Table 3

Collision and separation loss probability estimates with Monte Carlo and importance
splitting simulations with a high number of flight movements (N = 1000).

Distance S (m) PYC (relative error) PP (relative error)

10 451078 (152%) 421078 (65%)
50 6.21077 (77%) 421077 (42%)
100 9.61075 (54%) 9.21075 (29%)
200 3.8107% (37%) 3.6107% (23%)
500 6.11072 (10%) 6.21072 (12%)
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Fig. 11. Map of collision probability estimates with importance splitting over Saint-Cyr-I'Ecole region. The color scale depends on the logarithm of the probability. (For
interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Monte Carlo and importance splitting simulations. These estimates
have been obtained over 100 retrials that also allow us to compute
the estimation relative error.

The estimated probabilities are very low which explains why
Monte Carlo simulations are not adapted to such estimations.
Monte Carlo methods are notably not able to generate randomly
events where the distance between two aircraft be lower than
10 m. On the contrary, importance splitting can evaluate rare event
with a valuable relative deviation.

ESSAR4 assumes that maximum tolerable probability of ATM di-
rectly contributing to a severe accident (mostly collisions) of a com-
mercial air transport aircraft of 1.55 x 108 accidents per controlled
flight hour (Eurocontrol, 2001). It seems that in the class G airspace
over Saint-Cyr-I’Ecole the collision probability is lower than in con-
trolled airspace because the air traffic is less dense. When the
threshold S increases, the probability is of course higher. Neverthe-
less even with the higher threshold S = 500 m, the probability is low-
er than 102 event per hour of flight.

In fact, these probabilities are directly linked to traffic densities.
Indeed, we show in Table 2, that if we consider a lower number of
flight movements at Saint-Cyr-1'Ecole airfield N = 100 for the same
H=100,000 h of simulated flight, the separation loss probabilities
decrease non-linearly. On the contrary, as shows in Table 3, if the
number of movements increases to reach N = 1000, the separation
loss probabilities strongly increase. The airfield surroundings are
saturated by aircraft and consequently the mean distance between
each aircraft decreases and involves a high separation loss proba-
bility. The knowledge of the air traffic density over a region is thus
very important to obtain valuable probability results.

The simulation results give an order of the collision and separa-
tion loss probabilities one can expect in a class G airspace. These
levels could be used to set minimum safety requirements in class
G airspace.

4.2. Maps of collision probabilities

In this section, we propose to evaluate the separation loss prob-
ability in function of the aircraft position. For that purpose, we use
the simulation results obtained at the previous section and keep
for each separation loss, their exact spatial position. It is then not dif-
ficult to estimate the separation loss probability per flight hour and
per surface unity. We present in Fig. 11, a map of the mean probabil-
ity over 100 retrials that the distance between two aircraft be lower
than 50 m by hour of flight obtained with importance splitting.

The most dangerous sectors over Saint-Cyr-1'Ecole are in the
vicinity of the field and the airfield pattern. It is no wonder since

there is a high traffic density in this sector and that consequently
increases the risk of separation loss. When no color has been set
in map, it means that no separation loss has been encountered dur-
ing the simulation in this area. As we can notice, there are many
sectors with a very low risk of separation loss. One can conclude
that there is a high variability of separation loss probability in
function of the considered region. This fact has to be taken into ac-
count to draw general conclusions for separation loss probability in
class G airspace.

In Fig. 12a-c, we present the separation loss maps for different
flight levels. At low flight level, the separation loss probability is
high only near Saint-Cyr-I'Ecole airfield and this risk is low in the
other areas. At higher level flight, the separation loss probability
is high in the different directions required to land and to take off
from Saint-Cyr-I'Ecole airfield.

4.3. Limits of the simulation results

The simulation results obtained in the previous sections give an
overview of the separation loss probabilities in the vicinity of
Saint-Cyr-I'Ecole. Nevertheless, one has to qualify these estima-
tions since, as in every simulation modelling (Brooker, 2006), sev-
eral assumptions have been made:

e The pilot in the loop is not taken in account. Indeed, some sep-
aration losses between aircraft in class G airspace will be avoid
by their pilots (Graham and Orr, 1970). VFR conditions are
assumed in the simulation. Thus, there is a non-negligible prob-
ability that a pilot can see that other aircraft is at a low distance
from his own aircraft and decides to change his direction to
avoid a possible conflict. The probability estimates found in this
article could be then decreased by this factor.

The potential air traffic involved by other airfields is not consid-
ered. The number of aircraft in flight over Saint-Cyr-I'Ecole is
maybe slightly greater than the one we consider.

we have not introduced uncertainties in the trajectory database.
Indeed, a simulated aircraft follow exactly the position and
speed defined in the trajectory database. It could be interesting
to develop a valuable model to add uncertainties on the aircraft
positions and speed to increase the variety of the aircraft trajec-
tories. In the same time, it will also reduce the impact of the tra-
jectory database and of its genericity for probability estimation.

It is difficult to evaluate quantitatively the impact of these
assumptions on the separation loss probability estimation in class
G airspace.
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Fig. 12. Map of collision probability estimates with importance splitting in the vicinity of Saint-Cyr-I'Ecole. (Same color scale as in Fig. 11.) (For interpretation of the
references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

5. Conclusion

In this article, we proposed to estimate the separation loss prob-
ability estimation in uncontrolled class G airspace. For that pur-
pose, we have built a trajectory database over Saint-Cyr-I'Ecole
and computed a simulation to estimate these probabilities. It en-
ables us to estimate separation loss probabilities in class G airspace
near Saint-Cyr-1'Ecole and then to analyze their spatial variability.

What are the practical implications of this research? As statis-
tics of collision or separation loss are hard to compute by experi-
ence in uncontrolled airspace, these simulation results give a first
idea of the safety probability one can expect in this type of air-
space. Collision or separation loss risks in uncontrolled airspace
are not very significant in the considered case and it seems that

it is not mandatory to increase the safety requirements in uncon-
trolled airspace. An interesting area of research is also the integra-
tion of UAV (Unmanned Aerial Vehicle) in uncontrolled airspace.
The obtained results show that UAV could be integrated safely in
some sectors of uncontrolled airspace. Indeed the risk of collision
between an UAV and an aircraft would be relatively low in uncon-
trolled airspace unless near airfields where the risk can be quite
higher than in other sectors.

Because of the high spatial variability of the estimated probabil-
ities, it would be interesting to make a same study in other regions
where the air traffic is potentially significant. Tourist regions, (the
Loire valley, France) or regions where air control monitoring is pro-
vided (the Mediterranean area, South of Sicily, Italy) can be of
interest in that case.
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1. Introduction

This paper focuses on the joint use of adaptive sampling tech-
niques and surrogate models to estimate probability of rare events
for costly input-output functions ¢(.) that can represent, for instance,
a simulation code. We assume that an important computation time
is required to simulate output samples of ¢(.) so that the number
of calls should be minimum. We propose here a strategy to avoid
the evaluation of the function ¢ by replacing it by a surrogate model

(o(.) —>q§ (.)). The problem under study is to detect whether the out-
put of ¢ exceeds a given threshold S. In this case, in order to efficiently
build the surrogate of the expensive function with a minimal number

of evaluations, the surrogate model zz; (.) does not need to be the ex-
act representation of ¢(.) [1,2]. Indeed, if 14 s and 1(;( 1o take the

same values over the input space, the estimated probability will be

the same with ¢(.) or ¢ (.).

Importance Sampling is a well-known adapted random simulation
technique [3]. It consists in generating random weighted samples
from an auxiliary distribution rather than the distribution of inter-
est. The optimization of this auxiliary distribution is often difficult in
practice, yet it can be made adaptively. This procedure often requires
more than 10,000 evaluations of the function ¢(.) to be efficient. The
aim of the paper is thus to present a methodology combining an Im-
portance Sampling probability estimator with a surrogate model for
estimating very rare event probabilities (say 10-6 to 10-10). To this
end, we propose to develop a Kriging-based methodology derived
from [1,2,4] to adaptive Importance Sampling techniques. We select

* Corresponding author. Tel.: +33 180386608.
E-mail address: mathieu.balesdent@onera.fr (M. Balesdent).

0167-4730/$ - see front matter © 2013 Elsevier Ltd. All rights reserved.
http://dx.doi.org/10.1016/j.strusafe.2013.04.001

two adaptive Importance Sampling algorithms: Cross-Entropy opti-
mization [5,6] and an improved version of non parametric adaptive
Importance Sampling [7,8].

2. Rare event estimation
2.1. Context

Consider a d-dimensional random vector X with a probability
density function (pdf) hg and the need to estimate the probability
that P(¢(X) > S) with ¢, a continuous “input-output” scalar function
¢ :RY - R and S a threshold. The function ¢ simply represents the
input-output system in a considered application domain. We assume
here that ¢(X) is a random variable. A simple way to estimate this
probability is to consider Monte Carlo methods [9-13]. For that pur-
pose, one generates independent and identically distributed samples
X1 ,.., Xy from the pdf hy and then estimates the probability with

Mo 1 N
P =N§1¢(xf)>s, (1)

where 1,x,)-s is equal to 1 if ¢(X;) > S and 0 otherwise. The relative
~MC
deviation of the Monte Carlo estimator P
.\MC ~MC
4= with o e, the standard deviation of P . Knowing the true
P

P
probability P that (¢(X) > S), one has

is given by the ratio

aﬁMC L \/W

MC
P VNP

: (2)
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Considering the case of rare event probability estimation, for which P
takes low values, one has

0 MC 1
lim -2 = lim— = )
PIE}) ﬁMC PIE}J\/IW) +oo (3)

Relative deviation of the Monte Carlo estimation is very high and
thus, one can conclude that Monte Carlo methods are not well suited
to rare event probability estimation. Different alternatives to Monte
Carlo can be considered, such as Importance Sampling [3,7,14-19],
Importance Splitting [20-26] or Extreme Value Theory [27-32]. An
adaptive version of Importance Sampling techniques is considered
here.

2.2. Adaptive Importance Sampling

2.2.1. Principle of Importance Sampling
The objective of Importance Sampling (IS) is to reduce the variance
MC

of the Monte Carlo estimator P without increasing the number of
samples N[3,14,19]. The main idea is to generate the samples Xy, ..., X
with an auxiliary density h and to introduce a weight in the probability

IS
estimate. The IS probability estimate P is then given by

pe = Z 14(x;)>5 f;l ((Xl)) (4)

IS
The term P is an unbiased estimate of the probability P. Its variance
is given by the following equation,

var (I;IS> _ Var (1¢(x)>5W(X)) 7 (5)
N

with w(X) =

of h.1f h is well chosen, the Importance Sampling estimate has then

a much smaller variance than the Monte-Carlo estimate. The objec-

tive of Importance Sampling is to decrease the estimation variance

and one can thus define an optimal IS auxiliary density that mini-

IS
mizes Var(P ). Since variances are non-negative quantities, the opti-
mal auxiliary density hopt is determined by canceling the variance in
Eq. (5). It is well-known that hopt is then defined as [33]

14(x)-sho

hopt = P

(6)

The optimal auxiliary density hope depends unfortunately on the
probability P that one tries to estimate and is not exploitable in prac-
tice. Nevertheless, hopt can be useful to determine an efficient sam-
pling pdf. Indeed, a valuable sampling auxiliary pdf h will be close to
the pdf hope according to a given criterion. Optimizing the auxiliary
sampling pdf is then necessary. For this purpose, two algorithms are
described in the following sections.

2.2.2. Cross-Entropy optimization of Importance Sampling auxiliary
density

Let us define h(-, 1), a family of densities indexed by a parameter
vector A € A where A is the multidimensional space of pdf parameters.
The parameter vector A is, for instance, the mean and the variance in
the case of Gaussian densities. The objective of Importance Sampling
with Cross-Entropy (CE) is to determine the parameter vector Aopt
that minimizes the Kullback-Leibler divergence between h(-, Aopt)
and hept [5,6]. The value of Aopt is thus obtained as follows

Aopt = argmin {D (hopt. h (-, )}, @

where the notation xop: = argmin{ f(x)} stands for the value of x that
X

minimizes f(x) and D is the Kullback-Leibler divergence defined be-

tween two densities p and q by

Da.p)= [ atom@e)dx- [ a@in(p(x)dx (8)

For example, h(-, ») can be chosen in the parameterized Gaussian
density family, that gives (if ¢ : R — R):

R e Py
V27 eXp( 222 ) ®

with A =[41, A2]. Determining Aope with Eq. (7) is not obvious since it
depends on the unknown pdf hopt. In fact, it can be shown [5] that Eq.
(7) is equivalent to

h(x,2) =

hopt = argmax {E [14x)-s In (h (X, 1))]}, (10)
s

where E defines the expectation operator. In fact, one does not focus

directly on Eq. (10) but proceeds iteratively to estimate Aop¢ with an

iterative sequence of thresholds,

Qo<G1<Gr<--<Q<---<8§, (11)

chosen adaptively using quantile definition.
At iteration k, the value rj _; is available and one maximizes in
practice

ho (Xi)

Me —argmaxl Zld, xl)wkﬁln(h(x,‘,)t)). (12)

where the samples Xj, ..., Xy are generated with h(-, A, _1). The prob-

~CE
ability P is then estimated with Importance Sampling at the last
iteration. The Cross-Entropy optimization algorithm for Importance
Sampling density is

(1) k=1, consider hg and set p €[0,1];

(2) Generate the population Xi,---, Xy according to the pdf h(,
Ak _1) (or ho(-) if k =1) and apply the function ¢ in order to
have Y1 :¢(X] )- cow YN :¢(XN)-

(3) Compute the empirical p-quantile g, =min(S, Y,n;), where
La] denotes the largest integer that is smaller than or equal to
a,

(4) Optimize the parameters of the auxiliary pdf family as

Mk = argmax { N Z [1¢ xﬂ»,,{#ln[h(x )]”

(5) If g <S, k <k + 1, go to Step 2;

(6) Estimate the
ho(Xi)
N Zx 1 1p(xi)=s (X, /»kl 1)’

~CE
probability P (¢(X>9))=

In Step 1, p is a parameter which has to be set carefully. Typical
value of p according to [34] can be chosen in [0.9, 0.99]. Choosing a
high value of p reduces the number of CE iterations but weakens the
quality of the final auxiliary pdf. Contrariwise, a relatively low value
of p allows to better estimate h(-, A;) but implies a more important
number of iterations. For more details about CE mechanisms, one can
refer to [5].

2.2.3. Non parametric adaptive Importance Sampling

The objective of Non parametric adaptive Importance Sampling
(NAIS) technique [7,8] is to approximate the IS optimal auxiliary den-
sity given in Eq. (6) with a kernel function (for example a Gaussian
kernel function). NAIS does not require the choice of a pdf family and
is thus more flexible than a parametric model. Its iterative principle
is relatively similar to CE optimization and can be described by the
following steps.
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(1) k=1andsetp €[0,1];
(2) Generate the population X(k), ...,X(k) according to the
1 N

pdf h,_q, apply the function ¢ in order to have Yl(k):

$(X), .. Y = o(x¥;
(k) );

(3) Compute the empirical p-quantile gx = min(S, Yy,

. k N ho(Xi) .
(4) Estimate [, = g Y%,y 1¢(xi)2qk%,

(5) Update the Gaussian kernel sampling pdf with
1 . () ()
_ (xli -1 _ oyl
he 0 = et 2 2w (X)) Ko (B! (x=X17)). (13)

j=1i=1

where K;(X) is, for example, the standard d-dimensional Gaus-

sian function with zero mean and covariance identity matrix,
. . . . . 2

By is a diagonal covariance matrix By = diag(b}”, ..., bffz) and

ho(x\")

wj = 1¢(ng))>qkhl o0 For example, if ¢ : R? — R, Kq(By ! x
- 1= i
N2
Gy _rd 1 Xi=x{)
(X—Xi ) =TT \/Ebf(exlj(_ 2b§<2 )

The coefficients of matrix By are optimized according to the
Asymptotic Mean Integrated Square Error (AMISE) criterion
[9,35]. A valuable B, matrix minimizes the mean integrated
square error between the kernel density of the samples and
the true density of the samples. Even if the true density of the
samples is not available, it is possible to derive an asymptotic
estimate of this error when N — co.

(6) Ifqx <S, k <k + 1, go to Step 2;

NAIS
P (¢(X>S)=

(7) Estimate the probability
1 N ho(x)
N 2i=1 Ty e (X

The use of Importance Sampling optimization with NAIS or CE of-
ten requires about 10,000 calls to ¢. These algorithms are thus not
implementable for very time-consuming simulation codes. We will
show that the use of a surrogate model can greatly reduce this com-
putational burden.

2.2.4. Metamodel-based rare event probability estimators

Being able to build an efficient surrogate model, which allows to
reduce the number of calls to the expensive input-output function
while keeping a good accuracy, is a key point in rare event probability
estimation. A great number of methods have been proposed and com-
pared in recent years. A survey of the different metamodel methods
can be found in [36]. In this section, we present the main surrogate
models that have already been combined with Importance Sampling
or Monte Carlo estimators. Classical deterministic surrogate mod-
els such as polynomials, splines have been tested and compared to
Neural Networks and First Order Reliability Method (FORM) [37-39].
Polynomial Chaos has been associated with Monte Carlo sampling to
estimate failure probabilities [40]. Support Vector Machines have also
been employed to estimate domains of failure [41] and coupled to a
rare event estimator such as subset sampling [42].

Kriging method [43-45] presents some advantages in rare event
probability estimation. Indeed, this surrogate model is based on a
Gaussian process, which allows to estimate the variance of the pre-
diction error and consequently to define a confidence domain of the
surrogate model. This indicator can be directly used to refine the
model, i.e., to choose new points where the real function should be
evaluated so as to improve the accuracy of the model. Kriging has
been extensively used with classical Monte Carlo estimator [4], Im-
portance Sampling method [1,2,39] or Subset Simulation [46-48]. We
will detail the Kriging theory in the next section. How to update the
Kriging model is a key point and different strategies have been pro-
posed [1,49,50] to exploit its probabilistic properties to evaluate a

= = = true fonction
— sumrogate mode!
—— bound of confidence interval

¢$ & confidence interval
A

¥ evaluated points Z
O predicted points X

Fig. 1. Kriging model and corresponding confidence interval.

minimal number of points on the real expensive input-output func-
tion. A numerical comparison of different Kriging-based methods to
estimate a probability of failure can be found in [51].

3. Adaptation of Kriging-based surrogate model to adaptive
Importance Sampling

3.1. Kriging theory

Kriging [43,44,52] is a statistical surrogate model that can be used
to approximate the input—output function ¢ on its input space X ¢ R4.
It only requires a small initial Design Of Experiments (DOE) with p
samples, Z = {Z1, ..., Zp}, Z € XP, for which the function values have
been computed and stored into ¢p =[p(Z1), ... #(Zp)]T. The Kriging
model consists of a Gaussian process @(-) that is expressed, for any
input vector X € X, as

@ (X) =m(X) + ¢ (X), (14)

where the mean function m(-) is an optional regression model esti-
mated from available data (polynomial in X, for example) and ¢(-)
is a zero-mean Gaussian process with covariance function cov(-, -).
Since the actual covariance function is unknown in practice, it can be
modeled as

cov (¢ (Zi), ¢ (Zj)) = ofCorr (Zi, Zj), (15)

where (74,2 is the process variance and Corr(-, -) is a parametric corre-

lation function. A classical choice for this correlation function is
d

Corr (Z;,Zj) = exp (Ze,zi,zjl|P'>, (16)
=1

where the parameters 0 < p; <2 reflect the smoothness of the inter-
polation (2 is the smoothest), while the 9, are scale factors that can
be estimated, e.g., by maximum likelihood [44].

Kriging provides an optimal unbiased linear predictor atany X € X
as

$ (X 2)=m(X) + (X, 2)' R (2)(¢p(2) ~ M, (2)). (17)
where
R;j(2)=Corr (Z;,Zj)

r(X, 2)=[Corr (X,Z;)....,Corr (X, Z)|" . (18)
my(2) = [m(Zy),....mZp)]'

Moreover, using Gaussian processes makes it possible to compute
confidence intervals for the prediction (17) through the variance

(X, 2)= o2 (1 —r(X. 2R (2)r (X, 2)). (19)

This ability to quantify the prediction uncertainty will be further ex-
ploited in Section 3.3 to find lower and upper bounds for the probabil-
ity estimate. An illustration of Kriging interpolation and correspond-
ing confidence interval is given in Fig. 1.
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3.2. Adaptation of Kriging surrogate model to adaptive Importance
Sampling techniques

3.2.1. Methodology

At the Ith iteration, let us denote Z = {Z;, ..., Zp} the current DOE
used to build the Kriging surrogate model, X! the population gener-
ated by the auxiliary pdf, X! the population of uncertain points such
that

% = {xi ex’m@ <xi.2)) kG (X, 2)<a <E(J> (xf.Z)) T+ a‘(xi,Z)}, (20)

with k; a parameter determining the confidence level of the surrogate
model (e.g., k; = 1.96 corresponds to a confidence level of 95%). X! are
supposed to be the points that can be potentially misclassified (i.e.,
their estimations are above the threshold while the true values ¢(X!)
are below or vice versa). Consequently, in order to accurately compute
the auxiliary density (intermediate iterations) or the estimation of
the probability (final iteration), one has to check whether E(¢(X!))
exceeds the current threshold g; (or S for the final iteration). This is
achieved by adding new sampled points in the current DOE in order
to improve the surrogate model. The strategy used to choose these
points is detailed in the next section.

Since we use an adaptive Importance Sampling method, we have
to define a metamodel not only for the threshold S but also for each
of the intermediary quantiles. Defining a metamodel with using ks
at each iteration of the Importance Sampling is not a good strategy
because it requires to compute on ¢ many points for defining very
accurately intermediary thresholds which do not intervene directly
in the probability calculation. In order to adapt the accuracy of the
metamodel to the adaptive versions of Importance Sampling, we have
chosen to define for each iteration, k as a function of the current p-
quantile g and S the threshold that defines the probability to estimate:
P(¢(X) > S), so that at the Ith iteration of the adaptive Importance
Sampling method, we have:

m:m%. (1)

This heuristics allows us to reduce at the minimum the number of
points to evaluate on ¢ at the intermediary iterations and to have an
accuracy of ks = 1.96 (95%) for the probability estimation at the final
iteration of the algorithm.

3.2.2. Sampling strategy

As in [1,49,50], we use the intrinsic properties of Kriging to define
arefinement strategy that requires a minimum number of evaluation
points to build the surrogate model.

The new point appended to the DOE at the kth iteration should
be the one that best characterizes the uncertain population. Let
AN(Z,z,X¥) be the criterion quantifying the improvement of the
global uncertainty of XX by appending z to the current DOE Z. It
holds

Card(X¥)
z* = argmax (AN (2,z, %)) = argmax{ > [& (Xi. Z) -G (Xi, z, z)] . (22)
i1

zeR4 zeRd
with

e ¢ (X, 2), the standard deviation of the prediction in X correspond-
ing to the Kriging model built from the current DOE Z,

e 7 (X, Z,z) the standard deviation of the prediction in X corre-
sponding to the Kriging model built from the extended DOE { 2, z},

. Card(i&k), the number of points present in the uncertain popula-
tion XK.

-AN(z)
0 . r :
A\ VvV
-a} & ]
" ; ; "

o 1 2 3 4 5

8(X)

"
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B(X)5(X)

{Xj20 T
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Fig. 2. Top: criterion AN (opposite of the), center: relative standard deviation of each
point, and bottom: surrogate model.

3.2.2.1. Determination of ¢ (X, Z) and ¢ (X, Z,z) From Section 3.1,
we have

r(X,Z):[Corr(X,Z1),...,Corr(X,Zp)]T, (23)

Corr(Zy,2y) --- Corr(Zp,Zy)
R(Z)= : : : (24)
Corr(Zp,Zy) --- Corr (Zp, Zp)
and we also recall that the prediction variance (19) is
“ s 22 - T -
P (x,~, z) =3, [1 —r(Xi, z) R! (Z)r(Xi, z)] (25)
with the process variance that can be estimated by maximum-

likelihood as

2 _(9p(2)—my (2))'R71(2)(¢p(2) —mp(2)) (26)
& Card(2) '

Similarly, o (Xi, Z, z) can be expressed as follows

¢ (% 2. 2)2 =5 [1 (k.= z)TR/‘l (z.2)r (% 2, z)] Y

with

/ T T

r'(X 2.z)= [r(X, 2)T Corr (X, z)} , (28)
Corr(Zy,2y) --- Corr(Zp,Z,) Corr (Zp, z)

R (Z.2)= ; ' : : (29)

Corr(Zp,Z1) --- Corr (Zp,Zp) Corr (Zp, z)
Corr(z,Zy) --- . Corr (z,z)

Since ¢(z) is unknown, we propose to approximate c;;r by (;;, which
is the estimated process standard deviation for the DOE Z. The error
induced by this approximation is expected to be small when Card(Z)
is large enough. This standard deviation may also be assumed to be
known and kept constant [53].

The criterion AN allows us to determine the points with the biggest
influence on the total standard deviation of the uncertain set. CMA-ES
[54] is used to optimize AN, since it may be non linear and present
local optima (Fig. 2). This auxiliary optimization strategy has been
exploited in [2,49] in a similar context. In order to get the Kriging
parameters for the DOE 2, we use the DACE toolbox [55].

The sampling process is included in the initial adaptive Importance
Sampling algorithms (Step 2 of the CE and adaptive NAIS algorithms):

2-1 Build a Kriging model from the current DOE Z,



M. Balesdent et al. / Structural Safety 44 (2013) 1-10 5

Table 1
Results obtained for [=6.
E(P) o(P)/E(P)(%) N1 N LHS N2 E(T")
CE with Kriging 44 x 1073 24 600 20 36 1.1 x 104
NAIS with Kriging 44 x 1073 21 748 20 122 2.1 x 1073
AK-MCS 4.4 x 1073 ? 10° 126
MC REF 44 x 1073 106
Equivalent MC - 122 3.9 x 1073 149 122 122
points
CE without Kriging 44 % 1073 24 601 601
NAIS without 43 x 1073 19 750 750
Kriging
Table 2
Results obtained for [=7.
E(P) o(P)/E(P)(%) N1 N LHS N2 E(I)
CE with Kriging 2.2 x 1073 28.2 1200 20 48 3.0 x 1073
NAIS with Kriging 2.1 x 1073 17 893 20 127 1.2 x 107
AK-MCS 2.2 x 1073 ? 10° 96
MC REF 2.2 x 1073 10 106
Equivalent MC - 127 2.8 x 1073 174 127 127
points
CE without Kriging 2.2 x 1073 24 1200 1200
NAIS without 2.2 x 1073 18 887 887
Kriging
Table 3
Results obtained for the Rastrigin function.
E(P) o(P)/E(P)(%) N1 N LHS N2 E(T)
CE with Kriging 7.4 x 102 21 903 20 188 54 x 1074
NAIS with Kriging 7.4 x 1072 26 784 20 200 6.3 x 107*
AK-MCS 7.4 x 102 ? 6 x 10* 416
MC REF 7.3 x 1072 106 106
Equivalent MC - 200 7.3 x 102 27 200 200
points
CE without Kriging 7.4 x 1072 19 903 903
NAIS without 7.3 x 1072 24 792 792

Kriging

2-2 Predict (13 X1, 2),..., d; (XN, Z) using the surrogate model,
compute the confidence domain and determine X,
2-3 While Card(X) # 0
2-3-1 Optimize the criterion AN with using CMA-ES to find z*,
2-3-2 Evaluate ¢(z*) and add it to the current DOE,N <~ N + 1
2-3-3 Reestimate the parameters of the Kriging model from
the new DOE,
2-3-4 Predict(; (X1, 2), . ¢> (Xn, Z)agam compute the con-
fidence domain and compute X.

An illustration of the AN criterion is displayed in Fig. 2 for a given
uncertain set of points. The top figure represents the opposite of AN,
which is used during the optimization, and the star indicates the
location of the optimal point. In the central figure, the different bars
represent the standard deviation of the estimated points. Finally, in
the bottom figure, the green curve stands for the true (but unknown)
function, the red curve stands for the Kriged function and the blue
curve stands for the confidence interval. We can see here that this
mono-dimensional example has a current DOE of four points: {1.5,
2.5, 3.1, 3.5} and nine points have been generated using the current
pdf: {0, 0.8, 1, 1.2, 2, 2.8, 3.2, 4, 5}. The criterion favors sampling in
areas with a high density of uncertain points. In the bottom figure, the
¢ function is extrapolated below x = 1.5 and above x = 3.5. The "flat”
behavior of the kriged estimate in these domains is due to the chosen
regression model m as defined in Eq. (14) which has been taken as
zero order polynomial in this case.

3.3. Estimation of relative error induced by the use of the surrogate
model

Once the Importance Sampling algorithms have converged, all the
points stay at a distance from the threshold equal to at least ko.
Consequently, we can bound the error generated by the use of the
surrogate model for the probability estimation to 1 — F~1(k), where Fis
the cumulative distribution function of the reduced centered normal
law (which pdfis defined by py(x) = exp(—— )). More precisely,

let d; be the distance between the estimation ¢ (X;)and the threshold
S. We define:

. (30)

o (Xj. 2)

the ratio between the standard deviation of the predicted point X; and
its distance from the threshold S. Let P; =1 — F‘1(aj) the probability
of misclassification, i.e., the probability that the prediction is above
the threshold while the true value is underneath (and vice versa). Un-
certainty induced by the Kriging model on the estimated probability
is

N ho Cho (X))

M
~ 1
Piric = — A(X 31
Krig ng:l Z hk 1(X]) ( )

with A(X;) a coefficient that takes the value 1 with a probability P;
and 0 with probability 1 - P; 1f¢ (X;j) > S, and M the number of runs
used to compute the Monte Carlo estimate 131<rig. Similarly, it takes the
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value 0 with probability P; and 1 with probability 1 — P; ifq; (Xj) <S.
Its expression is

A(Xj) = XOR (B(Pj,lfpj),lg(ijs), (32)

where B(Pj, 1 — P;)is the Bernoulli distribution indexed on P;. Finally,
the relative part of the IS estimator error due to the Kriging model is

'=o0o (Igl(rig) s (33)

with o the standard deviation of the estimator defined in Eq. (31).
This estimator allows us to define a 95% confidence interval for the
Kriged probability estimation using

[Pis — 1.96T, Pis + 1.96T7. (34)

This interval, defined with T, has to be distinguished with the total
confidence interval of the IS probability estimate. Indeed, I" defines
only the IS estimator error due to the Kriging model and does not take
into account the inherent error of the IS estimator.

The probability and the confidence interval on the IS estimator
error due to the Kriging model for 10 estimations of the IS algorithm
is given for the aerospatial test case in Fig. 8.

4. Results

Before applying the Kriging-based adaptations of the Cross-
Entropy and adaptive NAIS algorithms to an aerospace industrial case,
we propose to test the new algorithms on several academic cases
proposed in [4,39,56,57]. These cases have been proposed in order to
evaluate the efficiency of different surrogate-based techniques cou-
pled with classical Monte Carlo and non adaptive Importance Sam-
pling methods. In particular, we compare the proposed algorithms to
AK-MCS proposed in [4]. Note that the comparison with AK-MCS in
terms of standard deviation of the estimator was not possible due to
the lack of the standard deviation value in [4].

4.1. Benchmark of analytical test cases

The different test cases of the benchmark have been transformed
with respect to their original formulations in order to apply the pro-
posed adaptive methods. To this end, the analytical problems have
been modified for threshold-exceeding probability estimation. For all
the results presented here, N1 stands for the total number of points
used by estimators, Nyys is the number of points used in the initial
sampling by LHS (Latin Hypercube Sampling), and N2 is the number
of points that are actually evaluated using the true function ¢;. A hun-
dred estimations have been generated for each of the cases in order
to compute the standard deviation of the estimators. An expensive
Monte Carlo estimation has been achieved in order to find the refer-
ence probability. Furthermore, for comparison sake, a second Monte
Carlo, with a simulation budget equivalent to the maximal number
of points evaluated by Kriging CE or ANAIS, has also been performed.
All the random variables present in the test cases are considered as
uncorrelated.

4.1.1. Four-branch system

The first test case consists in a four-branch system. The input space
is X = R2. The input variables are distributed according to a normal
distribution A/(05, I5).

$1 =10, (35)

X~ N (02, I2), (36)

o(X)

\’\;\,_/ »
0-
19 - = %)

X(1) -5 -i0 -10

Fig. 3. Four-branch system.

X1+ X2

7-0.1(X1; — X2)* +

2
X1+ Xy

7-0.1(X1 — X2)* -
b V2o (37)

#$1(X1, X2) = min
10— (X1 — X2) -

10— (X2 — Xq) -

sl-5l-

In this formulation, [ is a parameter that can be equal to 6 or 7. The
function ¢4 and the threshold S; are given in Fig. 3. The results ob-
tained for this test case are given in Tables 1 and 2. An example of
sampling function evolution for NAIS algorithm is described in Figs.
4 and 5. These figures show the adaptation of the sampling distribu-
tion in order to generate samples in the threshold exceedance area.
The number of samples per iteration is equal to 200 for CE and 250
for NAIS. Concerning CE, the average number of required iterations
is equal to 3 for [=6 and 6 for | =7. Concerning NAIS, the average
number of required iterations is equal to 3 for [ =6 and 3.5 for [ =7.

For these two test cases, we can see that the adaptive Cross-
Entropy method coupled with Kriging metamodel allows to divide
by 2 and 3 the computational cost compared to AK-MCS. Moreover,
the value of E(I") is very low compared to the probability to estimate,
that indicates a good confidence in the estimation. This is confirmed
by comparing the probability found by CE and NAIS to the true proba-
bility found by MC with 10° simulations. The coefficient of variation of
CE is relatively higher than NAIS, that can be explained by the choice
of parametrized pdf family (here two-dimensional normal density
function) that is less appropriate to multimodal regions (Fig. 5). Nev-
ertheless, this coefficient is still relatively low.

4.1.2. Rastrigin function

The second test case is the Rastrigin function, which is often used
to test global optimization algorithms, due to its highly multimodal
characteristics. The input space is X = R? and the input variables are
distributed according to a normal distribution A/(0,, I3). The function
¢, and the threshold S, are displayed in Fig. 6. The results obtained
for this test case are given in Table 3.

S, =20, (38)
X~ N (02, 12), (39)
2

5 (X1, X2) =Z(

i=1

— 5¢0s (27 X )) (40)

For this test case again, we can see that both adaptive CE and NAIS
coupled with Kriging metamodel allow to divide by 2 the computa-
tional cost compared to AK-MCS. The values of E(I") are higher than
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Initialization

Initial pdf

X(1) =10 -10

Second iteration

h,(X)

0

X(2)

First iteration

h,(X)

-5 -5
X(1) ~10

Third iteration

hy(X)

X(1) X(2)

Fig. 4. Sampling function evolution (NAIS).

Initialization

Initial pof

0 X2

Third iteration

Fig. 5. Sampling function evolution (CE).

in the first case, but the probability found by CE and NAIS is again
very close to the true probability found by MC and is equal to the one
found by AK-MCS. Concerning this test case, the average number of
required iterations is equal to 3 for CE and 2 for NAIS. The number of
samples per iteration is equal to 300 for CE and 400 for NAIS.

4.1.3. Nonlinear oscillator
4.1.3.1. Description The last academic test case is a one-degree-
of-freedom nonlinear oscillator. This example has been used in

[38,58,59]. The input space is X =R® and the different variables
are distributed according to 6 Gaussian distributions with different
means and standard deviations:

S3 =10, (41)

X =[cy.co,r.m, ty, F1]F [M(1,0.1), A(0.1,0.01),

N(1,0.05), AV(0.5,0.05), N(1,0.2), N(1,02)] (42)
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Table 4
Results obtained for the nonlinear oscillator function.
E(P) o(P)/E(P)(%) N1 N LHS N2 E(T)
CE with Kriging 2.8 x 102 21 1200 60 55 1.6 x 1074
NAIS with Kriging 2.9 x 1072 30 339 60 92 2.5 x 1074
AK-MCS 2.8 x 1072 ? 7 x 10* 58
MC REF 2.8 x 1072 106 106
Equivalent MC - 92 2.7 x 1072 65 92 92
points
CE without Kriging 2.8 x 1072 21 1200 1200
NAIS without 2.9 x 1072 29 302 302
Kriging
Table 5
Results obtained for the booster fallout zone estimation with S=650 m.
S=650m E(P) o(P)/E(P)(%) N1 N LHS N2 E(T")
CE with Kriging 1.9x10°° 18 6000 40 192 1.8x10°7
NAIS with Kriging 2.0x 107> 14 5080 40 466 1.0x 1077
MC REF 1.9x10°° 1e8 1e8
Equivalent MC - 466 Not accessible Not defined 466 466
points
CE without Kriging 1.9x10°° 17 6000 6000
NAIS without 1.9x10° 14 5100 5100
Kriging
Table 6
Results obtained for the booster fallout zone estimation with S=720m.
S=720m E(P) a(P)/E(P)(%) N1 N LHS N2 E(T)
CE with Kriging 2.1 x 1077 28 7500 40 248 1.7 x 107°
NAIS with Kriging 2.1 x 1077 13 9000 40 500 1x107°
MC REF 2.1 x 1077 1e9 1e9
Equivalent MC - 500 Not accessible Not defined 500 500
points
CE without Kriging 2.1 x 1077 27 7500 7500
NAIS without 2.1 x 1077 14 8980 8980
Kriging

a(X)

- 5 X(2)

Fig. 6. Rastrigin function.

72& si

c1,Cy,m1,t1, F1)=10-3r +
#2(c1,C2 1, F1) 16

1+t
n(‘/m2)’. (43)

The results obtained for this test case are given in Table 4.

For this test case, the results of adaptive CE coupled with Kriging
metamodel are very close to the ones obtained with AK-MCS. More-
over, the average number of required iterations (respectively number
of samples per iteration) is equal to 4 for CE (respectively 300) and 2
for NAIS (respectively 150).

4.1.4. Synthesis

The adaptive version of Importance Sampling globally allows to
estimate the probability of rare event with less points than AK-MCS.
Unfortunately, the performed comparisons with AK-MCS have been
performed with incomplete information because the coefficient of
variation of AK-MCS is not provided is the reference paper [4].

For each of the test cases, the empiric mean of the estimated prob-
ability is very close to the "true” probability found by extensive Monte
Carlo. The value of the estimator E(I") is always much lower than the
probability, which provides a good level of confidence to the obtained
results. This comparison points out the advantages of Kriging-based
adaptive Importance Sampling methods to estimate rare event prob-
ability with respect to AK-MCS, traditional IS and MCS method.

Simulations with using only CE and NAIS (without Kriging) have
also been performed. It can therefore be seen that the proposed ap-
proach requires significantly less sampled points than the standard
algorithms while maintaining the same performance level. In the next
section, we analyze the efficiency of the proposed strategies on a real-
world aerospace application case.

4.2. Estimation of launch vehicle booster fallout zone

4.2.1. Presentation of the case study

Spatial launch vehicle fall-back safety zone estimation is a very
important problem in space application since the consequence of a
mistake can be dramatic for the populations. We consider in this
article a solid rocket booster that is the first stage of a launch vehicle.
Its mass is about 35,000 kg and the launch point is at 112 km height
with a slope of 15°. At the end of its mission, the rocket booster falls
into the sea at some distance of a predicted position. Similar models
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Fig. 7. Booster fallout zone and threshold.

have already been analyzed in [60].

The launch vehicle stage fall-back is thus modeled as an input-
output function ¢ with a vector X of four Gaussian inputs and one out-
put Y =¢(X), representing the distance between the estimated launch
stage fall-back position and the predicted one. In this case study,
we aim at estimating the probability that the distance to the pre-
dicted impact position exceeds 0.65 km: P1(¢(X) > 0.65) and 0.72 km:
Py(¢(X) > 0.72). Several components of X can thus influence its impact
position:

e Meteorological conditions (two inputs). The wind variations dur-
ing the fall-back can influence the impact position.

e Launch vehicle mass (one input). The mass of the different parts
of the launch vehicle is also slightly random during the fall-back.

o The slope angle between the vertical axis and the velocity vector
(one input) (Fig. 7).

4.2.2. Results

The results obtained for the two series estimations are given in
Tables 5 and 6. A hundred estimations have been generated for each
of the cases in order to compute the standard deviation of the esti-
mators.

For each case, the estimated probabilities are very close to the true
ones, obtained via Monte Carlo with a very long computation time.
The Kriging-based versions of the algorithms allow to divide the com-
putation cost of CE by 26 for the two cases and the computation cost
of NAIS by 10 for the first case and 16 for the second one. This way, the
Kriging-based adaptive versions of CE and NAIS allow to greatly im-
prove the efficiency of these algorithms and make it possible to apply
this algorithm with very restricted simulation budget (a few hun-
dred samples). The equivalent MC estimations with analog bugdets
as Kriging-based versions of CE and ANAIS have not converged be-
cause the simulation budget is too restricted to sample a point above
the thresholds with the initial pdf.

The number of samples per iteration is equal to 1500 for CE and
1000 for NAIS. Concerning CE, the average number of required itera-
tions is equal to 4 for S = 650 m and 5 for S = 720 m. Concerning NAIS,
the average number of required iterations is equal to 5 for S =650 m
and 9 for $=720m.

Fig. 8 shows an example of the estimator behavior for 11 estima-
tions of the second test case probability using adaptive CE method.
For nine of the 11 estimations, the probability found on the Kriging-
based model is equal to the probability found while evaluating the
real function. Furthermore, for the two other cases, the estimated
probability is always located in the 95% confidence interval defined

56 x 10
24t o 1
x #
v
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Fig. 8. Estimated probability on Kriging model and real function, and confidence in-
terval of approximation error due to the use of Kriging model.

by E(T'). This illustrates the consistency of the proposed confidence
interval of approximation error due to the use of Kriging model.

5. Conclusions

A new method combining Kriging surrogate models with adaptive
Importance Sampling algorithms has been proposed for estimating
the probability of rare events. The proposed scheme requires very
few samples, making this method suitable for time-consuming sim-
ulation codes. Moreover, the statistical properties of Kriging have
permitted the definition of a confidence interval for the probabil-
ity estimate, which is a noticeable feature. The performance of the
Kriging-based adaptive Importance Sampling approach has been il-
lustrated and compared on analytical test-cases from the literature.
A realistic aeronautical example has also been presented to show
the feasibility and accuracy of the method. These promising results
should now be confirmed on complex, high-dimensional problems
that cannot be addressed previously due to computational cost.
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