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Résumé

Abstract

We present here new results obtained with the generalisation to non isothermal
�ows of a near-wall particle deposition model. This work is divided in two parts.

The �rst part consists in coupling the Generalised Langevin Model used to com-
pute the particles statistics in the core of the �ow with the Near-Wall Model that
calculates particles motion in the vicinity of the wall. In order to achieve the cou-
pling in a consistent way, we focus on the balance of �uxes of �uid particles crossing
the interface between the two models. This amounts to assessing if the coupling is
valid in the �uid limit case, as non-physical accumulation of �uid particles can occur
at the interface. This part of the study has lead to theoretical and numerical deve-
lopments on the conditional statistics of particles crossing an interface. The particle
deposition rate is then computed with inertial particles and the model reproduces
satisfactorily experimental studies in isothermal �ow.

In the case of non isothermal �ows, particles can experience thermophoresis
(which is a mechanism that induces a particle �ux in the presence of a tempera-
ture gradient in the �ow) that may strongly a�ect the particle deposition rate. We
thus choose to model thermophoresis in our Near-Wall deposition Model in order
to predict accurate particule deposition in non isothermal �ows. In this part of the
study we �rst investigate thermophoresis in gas as it is well explained, thanks to
the gas kinetic theory. Thermophoresis in liquids is then studied. In contrast to the
gases, the theory and experiment of thermophoresis in liquids are far from being well
established. The last part of this work is dedicated to the modelisation of thermo-
phoresis in liquids in the Near-Wall Model. It has lead to new promising numerical
results of particle deposition enhanced by thermophoresis in liquids.

Keywords : particle polydispersed �ows, lagrangian stochastic modeling, tur-
bulent structures, thermophoresis, colloidal particles, CFD
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Résumé

Nous présentons la généralisation d'un modèle de dépôt de particules aux écou-
lements non isothermes. Ce travail comporte deux parties.

La première partie présente l'approche de modélisation lagrangienne stochastique
adoptée pour simuler le dépôt de particules colloïdales et traite du raccord entre le
Modèle de Langevin Généralisé qui calcule le transport des particules dans le c÷ur
de l'écoulement et le Modèle de Proche Paroi destiné au transport des particules au
voisinage de la paroi. Le raccord est assuré par l'équilibre du �ux de particules tra-
versant l'interface entre les deux modèles. La validation du couplage s'e�ectue par
le passage en particules �uides, il s'agit de véri�er que le raccord est valable dans le
cas limite du �uide. En e�et, des accumulations non physiques de particules �uides
peuvent se produire autour de l'interface. Le travail de couplage a donné lieu à des
développements théoriques et numériques sur les statistiques conditionnées d'une
particule traversant une interface. Des calculs de dépôt de particules montrent que
le modèle reproduit correctement les résultats expérimentaux pour des écoulements
isothermes.

Cependant, dans un écoulement non isotherme, les particules peuvent faire l'ex-
périence du phénomène de thermophorèse (qui est le mécanisme de déplacement
des particules induit par un gradient de température) qui peut considérablement
in�uencer le dépôt de particules. Nous avons donc choisi d'intégrer la modélisation
de la thermophorèse dans le Modèle de Proche Paroi a�n d'évaluer au mieux le taux
de dépôt de particules dans un écoulement non isotherme. Nous commençons par
étudier la thermophorèse en milieu gazeux car elle est très bien expliquée par la
théorie cinétique des gaz. L'étude de la thermophorèse en milieu liquide est plus
ardue car elle ne dispose pas encore de théorie uni�é ni de travaux expérimentaux
qui étudient ce phénomène. La dernière partie de ce document est donc consacrée
à la prise en compte du phénomène de thermophorèse en liquide dans le Modèle de
Proche Paroi. Cette étude fournit de nouveaux résultats numériques de dépôt de
particules en présence d'un gradient de température dans un milieu liquide.

Mots clés : écoulement diphasique polydispersé, modélisation lagrangienne sto-
chastique, structures turbulentes, thermophorèse, particules colloïdales, CFD
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Introduction générale

Ce travail de thèse porte sur la compréhension, la modélisation et la simula-
tion du dépôt de particules colloïdales portées par un écoulement turbulent. A�n de
souligner l'importance de l'étude du phénomène de dépôt, nous allons tout d'abord
l'illustrer par un exemple industriel de dépôt de particules dans les générateurs de
vapeur. Puis nous présenterons les di�érentes phases du processus de dépôt (dé-
pôt, ré entraînement, agglomération et colmatage). Nous verrons notamment que
la première phase se découpe en deux étapes (transport et attachement) qui font
intervenir des phénomènes hydrodynamiques (interaction entre les particules et la
turbulence de l'écoulement), des phénomènes physico-chimiques (interaction entre
les particules et la paroi) mais aussi des phénomènes thermodynamiques (étude de
l'in�uence d'un gradient de température sur le comportement des particules). En-
suite, nous présenterons l'approche de modélisation adoptée pour simuler l'ensemble
du processus de dépôt de particules. En�n, nous dé�nirons les enjeux et objectifs de
ce travail de thèse qui porte sur l'amélioration de la modélisation du mécanisme de
dépôt de particules avec la prise en compte des phénomènes thermodynamiques qui
peuvent favoriser le dépôt des particules.

Le phénomène de déposition

Le phénomène de dépôt de particules en suspension dans un �uide s'observe dans
de nombreux écoulements. Que ce soit dans un cadre sanitaire, environnemental ou
industriel, la compréhension du phénomène de dépôt de particules est cruciale. Pour
cela, il est nécessaire d'identi�er les di�érents facteurs d'origine hydrodynamique,
physico-chimique ou encore thermodynamique qui peuvent amener une particule à
se déposer sur une surface.

Un grand nombre de travaux théoriques, expérimentaux et numériques sont dé-
diés à l'étude du phénomène de dépôt de particules. Cependant, chaque étude est
di�érente car elle dépend de l'échelle à laquelle on souhaite observer le phénomène
de dépôt (e.g. Prusek et al. [63] étudient le dépôt à l'échelle d'un générateur de
vapeur tandis que Lugscheider et al. [40] étudient la structure microscopique d'un
dépôt multi-couches de cristaux d'indium). Ainsi, si l'on s'intéresse uniquement à
la quantité de particules déposées, une approche macroscopique est su�sante. Au
contraire, si l'on souhaite caractériser plus �nement le dépôt a�n d'accéder, par
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exemple, aux zones préférentielles de dépôt ou encore à la géométrie du dépôt, il est
nécessaire d'étudier le mécanisme à une échelle plus �ne, à minima à l'échelle de la
surface de dépôt. C'est dans ce cadre que s'inscrit le présent travail de thèse.

Les travaux ont été e�ectués au sein du projet MOFPHET-C2 (MOdélisation
Fine des PHÉnomènes de Thermohydraulique - Chimie) piloté depuis 2004 à EDF
R&D [11], qui a pour objectif de comprendre les mécanismes à l'origine de la for-
mation de dépôts de particules colloïdales dans les écoulements turbulents. Pour se
convaincre de l'importance de l'étude du phénomène de dépôt de particules, nous
allons, dans le prochain paragraphe, évoquer les phénomènes de dépôts observés
dans les centrales nucléaires de type Réacteur à Eau Pressurisée (REP).

La centrale REP possède trois circuits hydrauliques (le circuit primaire, le cir-
cuit secondaire et le circuit de refroidissement) qui opèrent des échanges thermiques
entre eux a�n de transformer l'énergie issue de la réaction nucléaire en électricité.
Les trois circuits sont indépendants a�n d'éviter l'émission de substance radioactive
dans l'environnement. Dans le réacteur, la réaction en chaîne de �ssion nucléaire
produit de la chaleur qui chau�e l'eau du circuit primaire à très haute température
330 °C, cette eau est à 155 bar a�n d'être maintenue à l'état liquide. Le circuit
primaire échange son énergie avec le circuit secondaire dans le générateur de vapeur
(GV). L'eau du circuit secondaire se transforme alors en vapeur et fait tourner une
turbine qui, couplée à un alternateur, produit de l'électricité. En�n, le circuit de
refroidissement refroidit le circuit secondaire au moyen d'un condensateur. La struc-
ture d'une centrale REP est représentée sur la Figure 1.

Figure 1 � Structure d'une centrale REP, source : EDF

Au sein du GV, l'eau du circuit primaire circule dans un faisceau de plusieurs
milliers de tubes en "U" inversé (Figure 2). Chaque GV contient entre 3000 et 6000
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Introduction

tubes [63] ce qui représente une surface d'échange entre le circuit primaire et le circuit
secondaire comprise entre 5000 et 7000 m2. Ces tubes sont maintenus en place par
des plaques entretoises qui permettent de conserver un écart constant entre chaque
tube et d'assurer leur stabilité a�n d'éviter les phénomènes vibratoires. Comme on
peut le voir sur la Figure 2, ces supports sont disposés régulièrement sur toute la
hauteur du GV. L'eau du circuit secondaire circule le long des tubes et passe au
niveau de l'espace (que l'on dénommera "passage folié") situé entre les tubes en
"U" et la plaque entretoise (on peut voir sur la Figure 3 la géométrie des passages
foliés).

Figure 2 � Schéma d'un GV avec le faisceau de tubes, source : IRSN
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Figure 3 � À gauche : vue supérieure du faisceau de tubes en "U". À droite : vue
des plaques entretoises et des passages foliés, source : EDF CEIDRE

Au bout de plusieurs années de fonctionnement des REP, des dépôts d'oxydes
métalliques, issus de la corrosion des composants de l'installation, peuvent se pro-
duire dans le GV. On distingue, au sein du GV, deux types de dépôt de particules qui
peuvent avoir des e�ets néfastes et perturber les performances de l'installation. On
observe des dépôts de particules le long des tubes du circuit primaire ce qui a pour
e�et d'augmenter la résistance thermique entre les deux circuits et ce qui diminue
le rendement de l'échangeur de chaleur. Ce type de dépôt a�ecte donc la perfor-
mance de l'installation. On observe également des dépôts au niveau des passages
foliés des plaques entretoises. Ces dépôts peuvent grossir et colmater progressive-
ment la section de passage du �uide. Ce phénomène de dépôt provoque un blocage
de l'écoulement au niveau du passage folié qui induit de fortes vitesses dans cette
zone (car la réduction de la section de passage accélère la vitesse de l'écoulement),
qui peuvent mettre en vibration les tubes en "U" et les endommager par fatigue
mécanique (en allant de la simple �ssuration jusqu'à la rupture du tube).

L'échange de chaleur entre le circuit primaire et secondaire génère de forts gra-
dients de température au niveau de la paroi des tubes du circuit primaire. Or, en
présence d'un gradient de température, les particules expérimentent une force de
thermophorèse qui généralement les font se déplacer de la zone chaude vers la zone
froide de l'écoulement. Appliqué au GV, ce mécanisme peut être à l'origine des
dépôt observés en son sein. Dans le GV, la zone chaude est assimilée à la paroi
des tubes en "U" et la zone froide (relativement aux tubes) comprend tout le reste
du GV et notamment les plaques entretoises. Le mécanisme de thermophorèse, qui
interviendrait au niveau des passages foliés, pourrait expliquer les dépôt observés
dans cette zone. Il pourrait également freiner le dépôt de particules le long des pa-
rois des tubes en "repoussant" les particules vers l'écoulement du circuit secondaire
qui est plus froid. Dans les deux cas, il convient de tenir compte du mécanisme de
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thermophorèse dans la modélisation du dépôt de particules. De plus, comme nous
le verrons dans la suite du manuscrit, dans un tel milieu liquide (écoulement du
circuit secondaire dans le GV) les forces d'interaction physico-chimiques jouent un
rôle important dans le dépôt de particules. Il est donc nécessaire d'en tenir compte
également dans notre modélisation, surtout lorsqu'il s'agit d'un milieu liquide où ces
e�ets physico-chimiques jouent un rôle important.

En résumé, si l'on veut prédire correctement les taux de dépôt observés dans les
GV il faut prendre en compte l'ensemble des forces susceptibles d'agir sur le dépôt
des particules (à savoir les forces de thermophorèse et d'interaction physico-chimique
en plus des forces hydrodynamiques) dans la modélisation du dépôt de particules.
Une bonne modélisation de l'ensemble des mécanismes responsables du dépôt donne
accès aux zones préférentielles de dépôt dans les GV. Cette information permettra
de cibler les zones à nettoyer dans le GV a�n de supprimer les dépôts et permet ainsi
de réduire la durée de nettoyage des GV ce qui représentera un gain considérable
pour l'exploitant.

Un processus de dépôt découpé en quatre phases

A�n d'étudier l'ensemble du processus de dépôt, du dépôt d'une simple particule
jusqu'au colmatage de la section de passage du �uide, le projet MOFPHET-C2 a
découpé le processus de dépôt en quatre mécanismes élémentaires illustrés dans la
Figure 4 :

1. Le dépôt : les particules présentes dans l'écoulement peuvent être transpor-
tées du c÷ur de l'écoulement à la zone de proche paroi où elles interagissent
avec la couche limite turbulente. Ce premier mécanisme est généralement dé-
coupé en deux étapes : une étape de transport et une étape d'attachement.
Au cours de l'étape de transport, les particules peuvent non seulement inter-
agir avec des structures caractéristiques de l'écoulement qui peuvent favoriser
le transport des particules vers la paroi mais aussi migrer en direction de la
paroi en présence d'un gradient de température dans la zone de proche pa-
roi. Les particules interagissent ensuite avec la paroi et peuvent y adhérer ou
non en fonction des forces physico-chimiques qui s'appliquent dans cette zone.
Cette étape de dépôt fait donc intervenir à la fois des aspects de mécanique
des �uides liés au transport d'une particule par la turbulence du �uide, des
aspects de thermodynamique liés au comportement des particules en présence
d'un gradient de température de l'écoulement et, une fois que la particule est
sur le point de se déposer, à des aspects physico-chimiques liés aux propriétés
des particules, de l'écoulement et de la paroi (rugosité) qui créent des forces
supplémentaires qui peuvent ou non favoriser le dépôt des particules

2. Le ré-entraînement : une fois que les particules adhèrent à la paroi, elles
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peuvent être remises en mouvement et ré-entraînées vers le c÷ur de l'écoule-
ment si les forces d'adhésion physico-chimiques qui maintiennent les particules
à la paroi sont plus faibles que les forces hydrodynamiques de l'écoulement pré-
sentes à la paroi.

3. L'agglomération : en fonction des propriétés de l'écoulement, les particules
peuvent aussi interagir entre elles et former des agglomérats de taille plus im-
portante qui sont également susceptibles de se déposer à la paroi.

4. Le colmatage : le dépôt de plusieurs couches de particules forme des amas
de taille croissante qui peuvent dans certains cas boucher la section de passage
du �uide. Cette étape fait de nouveau appel à des aspects de physico-chimie
responsables de la consolidation des dépôts et d'une meilleure adhérence à la
paroi.

Figure 4 � Découpage du phénomène de dépôt de particules en 4 mécanismes
élémentaires, source EDF R&D
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L'objectif du projet MOFPHET-C2 est double :

� améliorer la compréhension des mécanismes individuels liés à la formation de
dépôts sous écoulement en s'appuyant sur de la modélisation à l'échelle �ne du
mécanisme complet de dépôt (phases 1 à 4 de la Figure 4) et de l'expérimen-
tal (la boucle d'essai expérimentale, PERFIDE [71], est actuellement dédiée à
l'étude de la formation de dépôts en conditions REP),

� implémenter le modèle physique dans une code de calcul numérique de CFD
(en l'occurrence le code de CFD Code_Saturne qui est un code de CFD open
source basé sur une méthode de volumes �nis co-localisé, développé depuis
1998 à EDF R&D [3]).

L'approche adoptée

A�n de modéliser �dèlement le transport des particules dans la couche limite
turbulente, une modélisation à l'échelle locale de l'interaction entre les particules et
les structures turbulentes de l'écoulement est donc nécessaire. C'est dans cet esprit
qu'il a été décidé de décrire l'évolution des particules par une approche lagrangienne.
Cette approche permet de simuler sans approximation le transport des particules
dans la zone de proche paroi. L'approche lagrangienne consiste à suivre l'évolution
des caractéristiques d'un grand nombre de particules et donne accès aux statistiques
intéressantes de cette population par simulation de Monte-Carlo [9] qui permet d'ap-
procher la fonction densité de probabilité (PDF) de ces caractéristiques. L'approche
lagrangienne fournit une information sur la densité de probabilité ce qui est plus
riche que les seuls deux premiers moments comme nous l'expliquerons dans le pre-
mier chapitre du manuscrit.

Il est bon de préciser que les particules dont nous étudions le dépôt sont des
particules colloïdales qui est une catégorie de particules de taille su�samment faible
pour lesquelles les forces browniennes deviennent plus importantes que les forces de
gravité s'exerçant sur les particules. Le diamètre des particules colloïdales se situe
entre la centaine de nanomètres et quelques micromètres. C'est d'ailleurs ce type de
particules que l'on retrouve en suspension dans les GV.
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Enjeux et objectifs de la thèse

Ce travail de thèse aborde le processus global de dépôt décrit ci-dessous sous
l'angle de la première phase du processus (i.e. le mécanisme de dépôt d'une par-
ticule isolée). Les autres phases (agglomération, ré-entraînement et colmatage) ne
sont pas étudiées, elles font l'objet d'autres travaux (on peut citer les travaux de
Mohaupt et al. pour l'agglomération [55], ceux de Guingo et Minier [24] et de Henry
et al. [30],[33] pour le ré entraînement, et les travaux de Henry et al. pour l'adhésion
des particules à la paroi [32],[33] ainsi que pour le colmatage [31],[33]).

Un premier travail de thèse (Guingo et Minier [25]) a porté sur l'étude hydro-
dynamique de l'interaction entre les particules et la turbulence de proche paroi qui
pilote le transport des particules vers le voisinage immédiat de la paroi. Ce travail
a aboutit à la construction d'un Modèle de Proche Paroi qui permet de simuler le
déplacement des particules induit par la structure hydrodynamique de l'écoulement
dans la zone de proche paroi. Une partie de notre travail de thèse concerne l'amélio-
ration du Modèle de Proche Paroi développé par Guingo et Minier [25] car, comme
nous l'expliquerons dans la première partie de ce manuscrit, ce Modèle de Proche
Paroi, qui calcule l'écoulement au voisinage de la paroi, est couplé avec un autre
modèle (le Modèle de Langevin Généralisé) qui calcule le transport des particules
dans le c÷ur de l'écoulement. La première partie de ce travail a donc porté sur
l'amélioration du raccord de ces deux modèles.

Travailler sur le couplage des deux modèles est essentiel à une bonne prédic-
tion du dépôt des particules colloïdales. Prendre en compte le transfert de chaleur
pouvant amener à modi�er ce dépôt de particules l'est tout autant. C'est pourquoi,
j'ai dédié toute une deuxième partie de ce travail au phénomène de thermophorèse
ayant une incidente �agrante sur les trajectoires de ces particules et à fortiori sur
leur dépôt. En e�et, dans le cadre d'un écoulement non isotherme (e.g une paroi
chau�ant), il est naturel de se poser la question de l'in�uence du gradient de tempé-
rature sur la vitesse de dépôt des particules. La deuxième partie du présent travail
de thèse porte donc sur le ra�nement du Modèle de Proche Paroi aux écoulements
non isothermes a�n de tenir compte du mécanisme de thermophorèse, induit par
un gradient de température, dans la modélisation du dépôt de particules. De plus,
comme nous le verrons dans le dernier chapitre de cette thèse, la thermophorèse en
milieu liquide est un sujet d'étude en cours d'exploration (il ne dispose pas encore
d'explication théorique uni�ée et dispose de peu d'études expérimentales de ther-
mophorèse en milieu liquide). L'intégration de la thermophorèse en milieu liquide
dans la modélisation du dépôt de particules présente donc un caractère novateur.
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Plan du manuscrit

Ce manuscrit se découpe donc en deux parties. La première partie comprend
trois chapitres et porte sur le raccord des deux modèles lagrangiens stochastiques
développés pour simuler le dépôt de particules colloïdales. Tandis que la deuxième
partie, qui comprend trois chapitres, est consacrée à l'extension du Modèle de Proche
Paroi aux écoulements non isothermes (présentant un gradient de température) a�n
de prendre en compte le mécanisme de thermophorèse dans le dépôt de particules.

Le premier chapitre présente les deux modèles utilisés pour calculer le déplace-
ment d'une particule dans le c÷ur de l'écoulement d'une part (Modèle de Langevin
Généralisé) et au voisinage de la paroi d'autre part (Modèle de Proche Paroi).

Le second chapitre traite du raccord entre ces deux modèles. Comme nous l'ob-
serverons dans la suite du manuscrit, la nature stochastique de chaque modèle est
très di�érente et leur couplage fait intervenir des notions de calcul stochastique très
pointues ce qui fait que ce chapitre est très technique. Cependant c'est une étape
nécessaire qui, si elle n'est pas prise en compte, aboutit à une mauvaise prédiction
du comportement des particules autour de l'interface entre les deux modèles. Ces
travaux ont été présentés en juin 2013 à l'International Conference on Multiphase
Flows (ICMF 2013) et ont été soumis à la revue Particulate Science and Technology
[44].

Le troisième chapitre de ce manuscrit permet de valider le travail de couplage
des modèles via des calculs numériques de dépôt de particules qui sont comparés
aux résultats de dépôt expérimentaux de la littérature.

La deuxième partie commence par présenter pourquoi le modèle en l'état est
insu�sant pour calculer le déplacement d'une particule induit par un gradient de
température (mécanisme de thermophorèse).

Le cinquième chapitre présente la formulation retenue pour modéliser la thermo-
phorèse dans un écoulement d'air, ce chapitre est un préambule au dernier chapitre
qui traite de la thermophorèse en milieu liquide car, comme nous le verrons, la ther-
mophorèse en milieu gazeux est largement expliquée dans la littérature (que ce soit
d'un point de vue théorique, expérimental ou numérique) alors que le littérature
existante sou�re d'un manque important lorsqu'il s'agit d'étudier la thermophorèse
en milieu liquide. Ces travaux ont également été présentés à l'ICMF.

Ainsi, le sixième chapitre traite de la thermophorèse en milieu liquide qui est
une étude préliminaire mais qui, somme toute, est novatrice par rapport à la lit-
térature existante. Ce dernier chapitre a pour vocation de réaliser des simulations
numériques de dépôt en conditions industrielles (e.g. le dépôt de particules dans un
GV), où de forts gradients de température à la paroi peuvent fortement in�uencer
la vitesse de dépôt des particules en suspension dans l'écoulement liquide. Dans ce
dernier chapitre nous présenterons de nouveaux résultats numériques de dépôts de
particule dus à la thermophorèse en milieu liquide.

9



10



Première partie

La modélisation lagrangienne

stochastique pour l'étude du dépôt

de particules
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Chapitre 1

La modélisation lagrangienne

stochastique

1.1 L'approche hybride "champ moyen"/"particulaire
stochastique"

Le terme écoulement multiphasique désigne la catégorie d'écoulements qui com-
porte au moins deux phases immiscibles. Dans le cadre de notre étude, nous nous
limiterons aux écoulements turbulents diphasiques. Lorsque l'une des deux phases
est présente sous forme d'inclusions dispersées dans une phase continue turbulente
et que ces inclusions sont caractérisées par une distribution en taille, on parle d'écou-
lements turbulents disphasique polydispersés. Le but de ce chapitre est de présenter
l'approche de modélisation adoptée pour simuler ces écoulements. Pour cela, nous
allons tout d'abord rappeler les équations qui régissent l'évolution de la phase conti-
nue (appelée �uide dans la suite du manuscrit) et de la phase dispersée (appelée
particules).

1.1.1 Description de la phase continue

A�n de simpli�er l'écriture des équations, nous nous limiterons aux écoulements
incompressibles à masse volumique constante. Les équations exactes qui décrivent
l'évolution spatiale et temporelle du �uide sont l'équation de continuité (1.1) et
l'équation de Navier-Stokes (1.2) :

∂Uf,i
∂xj

= 0 (1.1)

∂Uf,i
∂t

+ Uf,j
∂Uf,i
∂xj

= − 1

ρf

∂P

∂xi
+ νf

∂2Uf,i
∂xj2

(1.2)
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CHAPITRE 1. LA MODÉLISATION LAGRANGIENNE STOCHASTIQUE

où Uf,i représente la vitesse instantanée du �uide dans la direction i et P la pression
du �uide. Les équations de Navier-Stokes (1.2) permettent de résoudre une grande
majorité d'écoulements (pour un �uide newtonien) naturels ou industriels, qu'ils
soient turbulents ou non. Or, la multiplicité des échelles temporelles et spatiales
des structures du champ de vitesse (taille et durée de vie des tourbillons) rend la
résolution numérique des équations de Navier-Stokes très di�cile car elle nécessite-
rait une forte puissance de calcul et des coûts de calcul faramineux (le nombre de
degrés de liberté d'un écoulement turbulent est de l'ordre de Re9/4). La résolution
exacte des équations de Navier-Stokes ne peut se faire que dans des cas simples
et à faibles nombres de Reynolds. Au délà, une alternative consiste à ne résoudre
que les grandeurs moyennes de l'écoulement (vitesse, pression etc.). Pour cela on
pratique la décomposition de Reynolds sur les inconnues du problème qui consiste
à écrire une grandeur comme la somme d'une valeur moyenne et d'une �uctuation,
e.g. la décomposition du champ de vitesse �uide s'écrit : Uf,i = 〈Uf,i〉 + uf,i puis
on applique l'opérateur moyenne d'ensemble 〈·〉 à l'équation (1.2). Les équations de
Navier-Stokes ainsi moyennées, appelées équations RANS (pour Reynolds Averaged
Navier Stokes equations), sont ensuite résolues à l'aide de modèles de fermeture
de type k − ε (premier ordre) ou Rij − ε (second ordre). La résolution des équa-
tions RANS permet de connaître, sur un maillage, les deux premiers moments du
champ de vitesse (champ de vitesse moyen 〈Uf,i〉(x, t) et corrélations du second
ordre 〈uf,iuf,j〉(x, t)) mais le champ de vitesse instantané Uf,i(x, t) reste inconnu.
Nous noterons qu'en conséquence de cela, cette méthode de résolution numérique
dépend fortement de la manière de discrétiser l'écoulement (taille des mailles).

Dans ce présent travail, nous utiliserons le code de CFD Code_Saturne (qui est
un code de CFD open source basé sur une méthode de volumes �nis co-localisé et
développé depuis 1998 à EDF R&D [3]) pour la résolution de la phase phase �uide
avec le modèle de turbulence de type RANS Rij − ε.

1.1.2 Description de la phase dispersé

Pour les particules, on écrit le principe fondamental de la dynamique sur chaque
particule. Les forces qu'exercent un écoulement turbulent sur des particules sont
nombreuses. Cependant, lorsque les particules sont su�samment denses (ρp � ρf ),
le bilan des forces se réduit aux forces de traînée et de gravité. Le mouvement de
chaque particule est alors décrit par le système suivant :


dxp
dt

= Up

dUp
dt

=
Us − Up
τp

+ g

(1.3)
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1.1. L'APPROCHE HYBRIDE "CHAMP MOYEN"/"PARTICULAIRE
STOCHASTIQUE"

où xp représente la position de la particule, Up sa vitesse et Us la vitesse de �uide vu
qui correspond à la vitesse du �uide à la position de la particule i.e. Us = Uf (xp, t).
La force de traînée dépend de l'inertie τp de la particule, qui est une échelle de
temps de relaxation qui mesure le temps nécessaire à la particule pour s'ajuster
à la vitesse locale du �uide (e.g. les particules dont l'inertie est in�niment petite
(τp → 0) réagissent quasi instantanément aux perturbations de l'écoulement, elles
se comportent comme le �uide, on parle alors de particules �uides). L'inertie d'une
particule s'exprime ainsi :

τp =
ρp
ρf

4dp
3CD|Us − Up|

. (1.4)

ρp et ρf représentent respectivement la masse volumique d'une particule et du
�uide et dp le diamètre d'une particule. CD est le coe�cient de traînée, il est don-
née par des corrélations empiriques. Pour une sphère (la particule sera considérée
sphérique dans le suite de nos travaux), le coe�cient de traînée, CD s'exprime de la
manière suivante :

CD =


24

Rep

(
1 + 0, 15Re0,687

p

)
siRep ≤ 1000

0, 44 siRep ≥ 1000

(1.5)

avec Rep, le nombre de Reynolds particulaire :

Rep =
dp|Us − Up|

νf
(1.6)

où νf est la viscosité cinématique du �uide. La vitesse de �uide vu, Us (Eq. (1.3)),
qui est nécessaire pour la simulation des trajectoires de particules n'est pas connue
et doit donc être reconstituée.

La modélisation du dépôt de particules est donc assurée par une approche hy-
bride de type "champs-moyens"/particulaire où la phase continue est décrite par
une approche eulérienne et la phase dispersée par une approche lagrangienne. Il
est important de souligner que, dans une telle approche hybride, les informations
de la phase �uide fournies par l'utilisation d'un modèle RANS sont des grandeurs
moyennées tandis que le suivi lagrangien de particules fait appel à des grandeurs
instantanées. A�n de lier ces deux approches et donc de fermer le système "champ
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CHAPITRE 1. LA MODÉLISATION LAGRANGIENNE STOCHASTIQUE

moyen"/"grandeur instantanée" on fait appel aux méthodes PDF qui ont principale-
ment été développées par l'équipe de Pope ([61] et [62]). C'est donc dans le cadre du
formalisme de ces méthodes PDF qu'a été élaboré le modèle stochastique lagrangien
que nous allons décrire dans la section suivante.

1.2 Le Modèle de Langevin Généralisé

L'objectif de la modélisation lagrangienne est de reconstruire la vitesse de �uide
vu Us (i.e. la vitesse instantanée du �uide le long de la trajectoire de la particule) à
partir des champs moyens de l'écoulement.

Nous allons à présent décrire brièvement le Modèle de Langevin Généralisé
(MLG) développé par Miner et Peirano [52] pour simuler les écoulements turbu-
lents diphasiques polydispersés.

Dans le MLG, chaque particule est représentée par son vecteur d'état (xp, Up, Us)
et le déplacement d'une particule est modélisé par le système suivant :

dxp(t) = Updt

dUp(t) =
Us − Up
τp

dt+ gdt

dUs(t) = A (〈Uf,i〉, 〈uf,iuf,j〉, 〈P 〉, t) dt+B (〈Uf,i〉, 〈uf,iuf,j〉, 〈P 〉, t) dWt

(1.7)

La vitesse de �uide vu Us est modélisée par une équation di�érentielle stochas-
tique. C'est une équation de Langevin où A (Us, t) et B (Us, t) sont respectivement
les coe�cients de dérive et de di�usion du processus Us et dW l'incrément de Wie-
ner. Pour plus d'informations sur les processus stochastiques on peut s'intéresser
aux récents travaux de Chibbaro et Minier [9] qui o�rent une description générale
des méthodes stochastiques pour la mécanique des �uides. Le détail des coe�cients
de dérive et de di�usion du processus Us est donné dans les travaux de Minier et Pei-
rano [52]. L'équation di�érentielle stochastique sur la vitesse de �uide vu Us a pour
objectif de reconstruire la turbulence du �uide à partir des statistiques moyennes
de l'écoulement (champ de pression moyen 〈P 〉 et les deux premiers moments de
la vitesse du �uide 〈Uf,i〉(x, t) et 〈uf,iuf,j〉(x, t)). Sachant que la modélisation de
la vitesse de �uide vu se fait à partir des grandeurs précédemment citées, qui sont
moyennées sur un maillage, la variation de ces grandeurs doit donc rester raisonnable
a�n de pouvoir reproduire correctement l'écoulement �uide. Ceci implique que dans
les zones de forte anisotropie de l'écoulement, le maillage doit être su�samment �n
a�n de capter ces variations. Ainsi, si l'on souhaite modéliser �dèlement l'écoule-
ment dans la zone de proche paroi avec le Modèle de Langevin Généralisé il faut
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1.3. LE MODÈLE DE DÉPÔT DE PROCHE PAROI

générer un maillage su�samment �n qui capte correctement le pro�l de pression
moyen ainsi que le pro�l des deux premiers moments de la vitesse du �uide ([62] et
[52]).

Il est important de rappeler que les modèles développés sont destinés à être
employés pour la simulation d'écoulements diphasiques industriels qui sont généra-
lement étudiés sur des maillages importants (compte tenu des dimensions impor-
tantes des installations industrielles). Cependant, la dimension des maillages créés
pour simuler ce type d'écoulement doit rester raisonnable a�n ne pas générer des
coûts de calculs trop importants. Comme nous venons de l'évoquer, certaines zones
d'un écoulement turbulent (notamment dans la zone de proche paroi) présentent de
fortes variations des grandeurs moyennes de l'écoulement (vitesse moyenne, énergie
cinétique, etc.) et ces variations ne sont pas captées si le maillage est trop grossier
dans ces zones de forte anisotropie. Or l'utilisation de ces modèles sur des cas indus-
triels nous impose des tailles de mailles importantes. Compte tenu de la restriction
sur la taille des mailles, le Modèle de Langevin Généralisé ne peut donc pas être
employé pour simuler le transport des particules dans la zone de proche paroi qui
est une zone de forte anisotropie. Pour ces raisons, un Modèle de dépôt de Proche
Paroi a été développé par Guingo et Minier [25],[24] a�n de simuler le dépôt des
particules dans un écoulement turbulent con�né. Comme nous le verrons dans la
prochaine section, ce modèle est basé sur une représentation �ne de la turbulence de
proche paroi et des interactions qui en découlent avec les particules. Cette approche
permet de conserver des tailles de mailles raisonnables et peut être appliquée au
calcul d'écoulements industriels complexes.

1.3 Le Modèle de dépôt de Proche Paroi

Le Modèle de dépôt de Proche Paroi (MPP) est basé sur une approche phéno-
ménologique qui vise à identi�er les structures de l'écoulement dans la couche limite
turbulente qui jouent un rôle prépondérant dans le dépôt de particules à la paroi.
Le but de cette section n'est pas de reproduire la démarche de construction du MPP
(qui est entièrement détaillée dans [25] et [24]) mais de présenter les principales ca-
ractéristiques de ce modèle de proche paroi.

Ce modèle simule le comportement d'une particule dans la couche limite turbu-
lente d'un écoulement con�né. Il se découpe en deux zones, une zone interne qui
correspond à la sous-couche visqueuse de la couche limite et une zone externe qui
comprend la zone logarithmique de la couche limite. De plus, ce modèle ne s'applique
que dans la direction normale à la paroi car des études expérimentales et numériques
([36], [42] et [2]) ont montré que le transport de particules à la paroi est principale-
ment dû à des structures caractéristiques de l'écoulement turbulent perpendiculaires
à la paroi. Le MLG calcule le transport des particules dans les deux autres directions
(longitudinale et transversale). La structure du MPP est représentée en Figure 1.1.
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CHAPITRE 1. LA MODÉLISATION LAGRANGIENNE STOCHASTIQUE

Figure 1.1 � Structure 1D du modèle de dépôt de proche paroi

Le mouvement des particules dans le MPP est régi par le système d'équation
suivant (Eq. (1.8)) :



dyp = Vpdt

dVp =
Vs − Vp
τp

dt+ gdt

dVs = Modèle

(1.8)

La particule est représentée par le même vecteur d'état (yp, Vp, Vs) que celui de
modèle de Langevin mais la vitesse de �uide vu Vs est modélisé di�éremment dans
chaque zone a�n de reproduire les caractéristiques de l'écoulement turbulent dans
chaque zone de la couche limite. Nous allons a présent décrire la modélisation de la
vitesse de �uide vu dans ces zones.

1.3.1 La zone externe

La construction de la zone externe (Figure 1.1) vient d'une approche phéno-
ménologique. Des études expérimentales [36] et numériques [42], [2] ont montré que
le transport des particules dans la direction normale à la paroi est principalement
causé par des structures cohérents de type sweep (structure de l'écoulement �uide
qui amène la particule vers la paroi) et de type éjection (structure de l'écoulement
�uide qui renvoie la particule vers le coeur de l'écoulement). La modélisation de la
vitesse de �uide vu dans cette zone est donc une succession d'événements cohérents
et de phases de di�usion où la particule réside dans une phase de l'écoulement plus
aléatoire. Un processus de saut parent pilote l'alternance entre les structures turbu-
lentes et les phases de di�usion. Le processus de saut S(t) peut prendre trois valeurs
1, 2 et 3, lorsque S(t) = 1 la particule est dans une structure turbulente de type
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sweep, sa vitesse vaut −Vstruc , lorsque S(t) = 3 sa vitesse vaut +Vstruc et lorsque
S(t) = 2 sa vitesse est modélisée par un processus de di�usion :

dVs = − Vs
TL

dt+KextdWt (1.9)

où Kext est le coe�cient de di�usion du processus Vs et TL le temps de corrélation
lagrangien qui mesure la mémoire du processus VS. Un exemple de la trajectoire
d'une particule dans la zone externe est représenté sur la Figure 1.2. Les états du
processus de saut S(t) �gurent en pointillés sur le graphe. On remarque que la par-
ticule suit une trajectoire rectiligne lorsqu'elle est dans une structure turbulente et
que sa trajectoire est plus aléatoire lorsqu'elle se trouve dans une phase de di�usion.

Figure 1.2 � Trajectoire d'une particule dans la zone de proche paroi, source :
Guingo et Minier [25]

1.3.2 La zone interne

Contrairement à la zone externe, la zone interne est dépourvue de structures
cohérentes car dans dans cette région de l'écoulement, l'intensité des structures co-
hérentes décroît et devient faible devant l'intensité de di�usion turbulente. La mo-
délisation doit en outre reproduire les pro�ls de vitesse normale 〈Vs〉 et de variance
des �uctuations normales 〈us2〉 correspondants aux études de DNS (cf. [1]). Pour ces
raisons, les paramètres du modèle deviennent dépendants de la distance à la paroi
a�n de tenir compte de la décroissance des grandeurs de l'écoulement dans cette
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zone. La vitesse de �uide vu est donc modélisée par un processus de di�usion :

dVs = Aint(y
+
p )dt− Vs

TL
dt+Kint(y

+
p )dWt. (1.10)

La valeur du coe�cient Aint(y
+
p ) est donné dans les travaux de Guingo et Minier

[25]. La valeur du coe�cient de di�usion Kint(y
+
p ) est choisie a�n d'établir l'équilibre

entre la zone interne et la zone externe du Modèle de Proche Paroi. Elle est obtenue
théoriquement par la condition d'équilibre des �ux de particules traversant l'interface
entre les deux zones (le principe de cette démarche est entièrement détaillé dans
le deuxième chapitre de ce manuscrit Section 2.1). La valeur du coe�cient est la
suivante [25] :

Kint(y
+
p ) =


Kint(y

+
interf)

2

(
1− cos

(
πy+

p

5

))
si y+

p ≤ 5

Kint(y
+
interf) si y+

p ≥ 5

(1.11)

avec Kint(y
+
interf), le coe�cient de di�usion à l'interface zone / externe qui vaut :

Kint(y
+
interf) =

τd
τs + τd

Kext (1.12)

où τd et τs sont les temps caractéristiques respectivement d'une phase de di�usion et
d'une structure turbulente de la zone externe. La démarche pour obtenir l'expression
du coe�cient de di�usion de la zone externe, Kext fait l'objet de la première section
du chapitre suivant (Section 2.1).

De plus, le mouvement Brownien étant plus important dans la couche limite
visqueuse, son e�et a été ajouté dans le bilan de forces agissant sur la particule :

dVp =
Vs − Vp
τp

dt+ gdt+KbrodWt. (1.13)

Le coe�cient de di�usion brownien Kbro est donné par le théorème d'équiparti-
tion de l'énergie [70] :

Kbro =

√
2kBTf
mpτp

(1.14)

où kB est la constante de Boltzman, Tf la température de l'écoulement vu par la
particule et mp la masse de la particule. Contrairement aux autres grandeurs du
modèle dans la zone interne, le coe�cient de di�usion brownien ne dépend pas de la
distance à la paroi et son importance est grandissante lorsque l'on se rapproche de
la paroi puisque Kint → 0 quand yp → 0. Notons que Kbro dépend de la température
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de l'écoulement Tf .

Le Modèle de Proche Paroi présente deux interfaces, l'une entre la zone interne
et la zone externe, l'autre entre la zone externe et le coeur de l'écoulement qui est
calculé par le Modèle de Langevin Généralisé. Le traitement du raccord des deux in-
terfaces est assuré par l'égalité du �ux de particules qui les traversent. Dans les deux
cas, cela conduit à une expression pour le coe�cient de di�usion de chaque zone (Kint

et Kext). Pour l'interface interne, il s'agit de raccorder deux processus stochastiques
de di�usion sachant que seules les particules en phase de di�usion peuvent traverser
l'interface. En revanche, le traitement de l'interface externe est plus ardu car les par-
ticules peuvent quitter la zone de proche paroi dans une structure d'éjection ou dans
une phase de di�usion. Cette complexité nécessite un traitement supplémentaire qui
fait l'objet du chapitre suivant.

Conclusion partielle

Nous avons présenté dans ce chapitre, l'approche de modélisation adoptée pour
simuler les écoulements disphasiques. Il s'agit d'une approche hybride dans laquelle
le �uide est décrit par une méthode dite Eulérienne qui fournit les champs moyens
sur un maillage a l'aide d'un modèle de turbulence (modele RANS de type Rij−ε) et
dans laquelle les particules sont décrites par une méthode Lagrangienne qui consiste
a suivre les trajectoires d'un nombre statistiquement représentatif de particules dans
l'écoulement. Dans cette approche hybride, l'information fournie par la description
Eulérienne du �uide étant limitée (typiquement aux deux premiers moments), les
vitesses �uides instantanées qui sont nécessaires pour la simulation des trajectoires
de particules solides sont reconstituées par des modèles lagrangiens stochastiques.

La particularité de la modélisation du transport des particules dans un écoule-
ment turbulent con�né est qu'elle est la coordination de deux modèles : le Modèle
de Langevin Généralisé (MLG) (développé par Minier et Peirano en 2001 [52]) qui
calcule le transport des particules dans le c÷ur de l'écoulement et le Modèle de
Proche Paroi (MPP) (développé par Guingo et Minier en 2008 [25]) qui calcule le
déplacement des particules au voisinage de la paroi. Dans ces modèles, chaque par-
ticule est représentée par le même vecteur d'état qui comprend la position de la
particule, sa vitesse et la vitesse de �uide vu qui correspond à la vitesse instantanée
du �uide à la position de la particule. Cependant, la modélisation de la vitesse de
�uide vu di�ère d'un modèle à l'autre.

La construction du MPP est le résultat d'une approche phénoménologique qui a
identi�é que certaines structures cohérentes de l'écoulement dans la zone de proche
paroi sont responsables du déplacement des particules en direction de la paroi. Le
MPP se découpe en deux zones, une zone externe qui comprend la zone logarithmique
de la couche limite de l'écoulement et qui est le siège d'évènement cohérents de type
sweep et ejection et de phases de di�usion plus aléatoires. La modélisation de la
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vitesse de �uide vu dans cette zone est donc une alternance entre un processus
déterministe pour les structures cohérentes et un processus stochastique de di�usion
pour les phases de di�usion. La zone interne du MPP qui comprend la sous-couche
est dépourvue de structures cohérentes et la vitesse de �uide vu est modélisée par un
processus stochastique de di�usion tout comme dans le MLG. Les deux modèles sont
couplés au niveau de leur interface qui est située à la �n de la zone logarithmique de
la couche limite. Le raccord du MLG avec le MPP fait l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Le couplage des deux modèles

lagrangiens stochastiques

Ce chapitre traite de la démarche adoptée pour raccorder le Modèle de Langevin
Généralisé (MLG) au Modèle de Proche Paroi (MPP) qui calculent respectivement
le déplacement d'une particule dans le c÷ur de l'écoulement et dans la zone de
proche paroi.

La di�culté du couplage se comprend lorsque l'on s'intéresse aux caractéristiques
de chaque modèle au voisinage de l'interface. Comme nous l'avons expliqué précé-
demment (Section 1.2 et Section 1.3), la modélisation de la vitesse de �uide vu Us
di�ère d'un modèle à l'autre. En e�et, contrairement au MLG dont la description du
�uide est réalisée par un processus de di�usion, celle de la zone externe du MPP pré-
sente une petite complexité induite par le processus de saut (qui pilote l'alternance
entre une phase de di�usion et une structure cohérente). Cette caractéristique étant
le résultat d'une approche phénoménologique qui a pour objectif de modéliser de la
façon la plus �dèle le comportement des particules colloïdales dans la couche limite
turbulente. La Figure 2.1 illustre cette di�érence entre les deux modèles. Les courbes
représentent la fonction densité de probabilité (PDF) de la vitesse de �uide vu Us
dans chaque modèle. Ces courbes ont été obtenues par simulation de Monte Carlo [9].

Nous sommes en présence de deux processus stochastiques très di�érents (cf. Fi-
gure 2.1) que nous devons coupler a�n de simuler le transport d'une particule dans
l'ensemble de l'écoulement. L'interface entre les deux modèles crée une discontinuité
dans la description de la vitesse de �uide vu. L'objectif de ce couplage est donc
de rendre l'interface invisible en assurant la continuité des grandeurs principales de
l'écoulement au passage de l'interface (comme nous l'expliquerons dans la suite de
ce chapitre, il s'agit de la concentration en particules �uide).
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Figure 2.1 � PDF des vitesses de �uide vu Us. A gauche, dans le MPP avec l'alter-
nance structure cohérente de type sweep/ejection (distributions de Dirac) et phase
de di�usion (distribution gaussienne). A droite, la distribution gaussienne du MLG.

Nous avons identi�é deux critères a�n de valider le couplage de ces modèles
lagrangien stochastiques : la validation par les particules �uides et l'adéquation aux
résultats expérimentaux de dépôt de particules colloïdales ([59] et [39]). Ce chapitre
traite du premier critère, la validation par les particules �uides qui est nécessaire
dans le cadre d'une démarche de validation d'un modèle lagrangien (cette démarche
de validation sera détaillée dans la Section 2.1 de ce chapitre). C'est une étude à
la fois théorique et numérique. Le Chapitre 3 abordera le deuxième critère qui est
plus physique puisqu'il s'agit de se confronter aux résultats expérimentaux de dépôt
disponibles dans la littérature.
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2.1. TRAITEMENT DU RACCORD À L'INTERFACE : ÉGALITÉ DES FLUX DE
PARTICULES

2.1 Traitement du raccord à l'interface : égalité des
�ux de particules

Les travaux de couplage sont validés par le passage en particules �uides. La va-
lidation par les particules �uides est une étape cruciale dans la construction d'un
modèle lagrangien. Elle consiste à véri�er que lorsque le modèle est utilisé avec des
particules �uides (τ+

p → 0), non seulement les caractéristiques connues d'un écou-
lement (pro�ls de vitesse, de variance, etc.) sont bien retrouvées. Mais surtout que
l'écoulement ne comporte aucune accumulation non physique de particules �uides
(phénomène de "spurious drift" [46]) i.e. que la concentration en particules �uides
est uniforme dans tout l'écoulement. En d'autres termes, cela revient à respecter
l'équation de conservation de la masse dans tout le domaine. La validation par les
particules �uides s'avère très utile dans le cas d'écoulements à géométrie complexe
où les statitisques de l'écoulement ne sont pas toujours connues.

Nous cherchons donc à assurer une répartition uniforme des particules �uides
dans tout le domaine, notamment autour de l'interface. Sachant que les particules
qui traversent l'interface ont toutes la même masse car ce sont des particules �uides,
la conservation de la masse autour de l'interface est assurée par l'égalité du �ux de
particules �uides issues du c÷ur de l'écoulement et pilotées par le MLG (F1→2 dans
la Figure 2.2) avec le �ux de particules �uides issues de la zone de proche paroi,
pilotées par le MPP (F2→1 dans la Figure 2.2).

Figure 2.2 � Schéma des �ux de particules traversant une interface entre deux
zones

De manière générale, le �ux de particules se déplaçant d'une zone 1 vers une
zone 2 s'exprime de la manière suivante [54] :

F1→2 = Cp

∫ +∞

0

vp1(v) dv (2.1)

où Cp est la concentration volumique de particules et p1 la PDF de la vitesse des
particules �uides dans la zone 1.
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L'interface entre les deux modèles (à y+ = 100) se situe dans la zone loga-
rithmique de la couche limite, et dans cette zone, les composantes du tenseur de
Reynolds sont constantes [62]. De ce fait, les paramètres du coe�cients de dérive
et de di�usion du processus Us sont constants (Us est un processus d'Ornstein Uh-
lenbeck [58]). La PDF de la vitesse de �uide vu du MLG est donc gaussienne et
s'écrit :

p1(v) =
1

σ1

√
2π

exp

(
− v2

2σ1
2

)
(2.2)

où σ1 est l'écart type du processus Us dans le MLG :

σ1 =
√
〈v2〉 =

√
kC0

1 + (3/2)C0

(2.3)

C0 est un paramètre actuellement �xé à 2.1 et k représente l'énergie cinétique tur-
bulente du �uide.

En réinjectant Eq. (2.2) dans Eq. (2.1), on obtient l'expression du �ux F1→2 de
particules issues du MLG :

F1→2 = Cp
σ1√
2π

=
1√
2π

√
kC0

1 + (3/2)C0

(2.4)

En procédant de la même manière [25] on obtient l'expression du �ux F2→1

de particules issues de la zone de proche paroi et se dirigeant vers le coeur de
l'écoulement :

F2→1 = Cp

(
1

2

τs
τs + τd

Vs +
τd

τs + τd

σ2√
2π

)
(2.5)

où τd et τs représentent respectivement le temps caractéristique d'une phase de
di�usion et d'une structure cohérente dans la zone externe de MPP. L'écart type σ2

du processus Us dans une phase de di�usion du MPP s'écrit :

σ2 = Kext

√
TL
2
. (2.6)
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2.2. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

L'égalité des �ux (F1→2 = F2→1) qui s'obtient en égalisant Eq. (2.4) et Eq. (2.5),
donne une expression du coe�cient de di�usion Kext de la zone externe du MPP :

Kext =
τs + τd

τd
√
Tl

(√
2kC0

1 + (3/2)C0

−
√
π

τs
τs + τd

Vs

)
. (2.7)

Nous venons de détailler la démarche mise en oeuvre pour assurer l'équilibre
des �ux de particules à l'interface entre la zone externe du Modèle de Proche Paroi
et le Modèle de Langevin Généralisé. Cette démarche a abouti à l'expression du
coe�cient de di�usion de la zone externe Kext. Nous rappelons que l'égalité des �ux
de particules a pour objectif de raccorder les deux modèles en rendant la présence
de l'interface invisible. A�n de tester cette condition de raccord, nous avons e�ectué
des calculs numériques avec des particules �uides. Les résultats de l'étude numérique
sont décrits dans la section suivante.

2.2 Résultats numériques

Dans le cadre de la démarche de validation par les particules �uides (cf. premier
paragraphe de la Section 2.1), nous présentons quelques résultats numériques qui
permettent d'observer le comportement des particules �uides autour de l'interface
entre le MLG et le MPP. Pour cela, nous étudions un écoulement d'air dans un canal
plan à section carré de côté c et de longueur L, les caractéristiques de l'écoulement,
celles du domaine d'étude ainsi que les paramètres du calcul numérique sont rensei-
gnés dans le Tableau 2.1. Tous les calculs numériques de ces travaux de thèse ont
été e�ectués avec le code de CFD Code_Saturne qui est basé sur une méthode de
volumes �nis co-localisé et développé depuis 1998 à EDF R&D [3]. L'écoulement de
la phase porteuse (l'air) est d'abord calculé à l'aide d'un modèle de turbulence de
type RANS Rij− ε. Une condition de périodicité entre l'entrée et la sortie de l'écou-
lement permet d'obtenir un pro�l de vitesse établi dès l'entrée du canal. Puis, on
injecte uniformément np = 106 particules �uides dans les dix premiers centimètres
du canal plan. Les positions initiales (xp, yp, zp) des particules �uides sont tirées de
la façon suivante où Ui(0, 1) est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme dans
l'intervalle [0, 1] :

xp = U1(0, 1)∗1.27×10−2, yp = U2(0, 1)∗1.27×10−2, zp = U3(0, 1)∗10×10−2. (2.8)
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Paramètre Valeur

longueur du canal l 1m
largeur du canal c 1, 27 10−2 m
nombre de Reynolds Re 50000
vitesse de frottement u∗ 3, 106m/s
masse volumique ρf 1, 2 kg/m3

viscosité cinématique νf 1, 5 10−5 m2/s

Table 2.1 � Caractéristique de l'écoulement de la phase continue pour l'étude numérique
de validation par les particules �uides

Le pas de temps dt vaut 10−6 s de telle sorte que dt+ = dt/τν = 0.3, avec τν ,
l'échelle de temps visqueuse qui mesure le temps caractéristique des variations de
l'écoulement au voisinage de la paroi dues à la viscosité. En e�et, a�n que la simula-
tion numérique reproduise �dèlement l'écoulement en proche paroi, il est nécessaire
que le pas de temps dt de la simulation soit plus faible que le temps caractéristique
de l'écoulement dans cette zone (i.e. dt� τν). Le temps caractéristique τν s'écrit :

τν =
νf
u∗2

. (2.9)

Les résultats de l'étude numérique sont présentés de manière progressive a�n
de fournir une analyse de plus en plus �ne du comportement des particules �uides
autour de l'interface.
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2.2.1 Observation de la concentration en particules �uides

A�n de calculer la concentration en particules �uides Cp dans la zone de proche
paroi le domaine d'étude est divisé en couche parallèles à la paroi d'épaisseur égale à
une unité de paroi (y+). La concentration en particules �uides est ensuite moyennée
dans chaque couche puis normalisée par la concentration globale en particules �uides
C0 = np/V (où V = c2l est le volume du domaine d'étude). La paroi se situe à y+ = 0
et l'interface y+ = 100. Le MPP calcule le déplacement des particules entre la paroi
et l'interface (zone 2 de la Figure 2.2), au delà c'est le MLG qui s'applique (zone 1
de la Figure 2.2). Le pro�l de concentration en particules �uide est représenté sur
la Figure 2.3.

Figure 2.3 � Concentration en particules �uides dans la zone de proche paroi,

Nous observons une accumulation non physique de particules �uides de l'ordre
de 40% à l'interface du côté de la zone 1 (à y+ de l'ordre de 100). Le couplage actuel
présente donc un défaut qui devra être corrigé mais avant de remédier à cela nous
allons tenter d'expliquer ce défaut de "spurious drift" en commençant par observer
la vitesse des particules �uides dans cette zone.
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2.2.2 Observation de la vitesse des particules �uides

Pour comprendre le comportement des particules �uides à l'interface, nous avons
tracé en Figure 2.4 un nuage de point autour de l'interface où chaque point représente
le couple (y+

p , Vs).

Figure 2.4 � Nuage de points dans la zone de proche paroi,

On constate que dans le cadran supérieur droit du graphique (y+ > 100 et Vs > 0)
la vitesse des particules �uides se concentre autour de la même valeur qui correspond
à la vitesse d'une structure d'éjection (+Vstruc). Contrairement au cadran inférieur
droit (y+ > 100 et Vs < 0), la distribution des vitesses de ce côté de l'interface est
fortement in�uencée par les particules qui sortent de la zone de proche paroi avec
une structure d'éjection.

Cette observation nous permet de dégager un premier constat : les modèles in-
teragissent au niveau de l'interface, il ne doivent donc pas être considérés indépen-
damment l'un de l'autre.
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2.2.3 Observation de la PDF de la vitesse des particules �uides

Nous avons donc tracé en Figure 2.5 la distribution de la vitesse des particules
�uides situées au delà de l'interface (100 < y+

p < 100.5) dans la zone de l'écoulement
calculée par le MLG et nous l'avons comparée à la distribution de vitesse supposée
qui est gaussienne dans cette zone (cf. Section 2.1).

Figure 2.5 � Di�érence entre la PDF des vitesses supposée (points noirs) et e�ective
(points rouges)

On remarque que la distribution e�ective est très di�érente de la distribution
supposée qui est celle sur laquelle nous avons établi l'égalité des �ux de particules
traversant l'interface entre les deux modèles (F1→2 = F2→1). La distribution e�ec-
tive présente un pic pour les valeurs de vitesse positives qui est centré autour de la
vitesse d'une éjection +Vstruc ' 2.5 avec les paramètres actuels du MPP.

L'interaction des modèles au niveau de l'interface fait que la distribution sup-
posée à l'interface est perturbée par l'interaction entre les deux modèles, ce qui
explique l'écart que nous observons sur la Figure 2.5.
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2.2.4 Observation du �ux de particules �uides à l'interface

A partir des distributions de vitesse supposée et e�ective nous avons calculé les
�ux de particules correspondants (F1→2 supposé et F1→2 e�ectif). Sur la Figure 2.6
le �ux de particules traversant l'interface correspond à la valeur des courbes pour
Us = 0 m.s−1. L'écart entre les deux courbes représente l'erreur entre le �ux de
particules supposé et le �ux de particules e�ectif. Le �ux supposé est environ 40%
plus grand que le �ux e�ectif. Le modèle de dépôt est donc calibré par la relation
sur le coe�cient de di�usion Kext (Eq. (2.7)), pour renvoyer 40% de particules en
plus que ce qu'il ne devrait. Ce qui explique l'accumulation de l'ordre de 40% sur la
courbe de concentration (Figure 2.3).

Figure 2.6 � Di�érence entre le �ux F1→2 supposé (courbe continue) et e�ectif
(pointillés)

C'est donc une mauvaise évaluation du �ux de particules F1→2 qui
est à l'origine de l'accumulation des particules �uides à l'interface (cf.
Figure 2.3). L'étude numériques par des particules �uides nous montre que l'égalité
des �ux de particules �uides à l'interface n'est pas respectée (comme en témoigne le
déséquilibre observé à l'interface) et donc que le couplage actuel n'est pas correct. La
prochaine section propose une solution pour rétablir l'égalité des �ux qui permettra
de raccorder judicieusement le Modèle de Proche Paroi au Modèle de Langevin
Généralisé.
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2.3 Solutions pour rétablir l'égalité des �ux

Nous avons identi�é deux façons d'équilibrer correctement les �ux de particules
traversant l'interface a�n de rétablir une concentration uniforme en particules �uides
dans cette zone :

1. Evaluer le �ux F1→2 e�ectif à partir de l'expression de la PDF des vitesses
e�ectives (courbe en pointillés de la Figure 2.5).

2. Conserver l'estimation actuelle du �ux F1→2 (basé sur l'hypothèse d'une PDF
gaussienne à l'interface) en ré-initialisant la vitesse des particules issues du
MPP Us2→1 a�n de rétablir une distribution gaussienne des vitesses à l'inter-
face (courbe en traits pleins Figure 2.5).

Le traitement du couplage doit rester relativement simple. Poursuivre la pre-
mière piste nécessiterait au moins deux étapes supplémentaires :

1. Ecrire l'expression de la PDF e�ective qui est complexe car elle est la combi-
naison des deux distributions p1 et p2.

2. Ecrire la nouvelle expression du coe�cient de di�usion Kext

Tandis que la deuxième piste nécessite uniquement d'exprimer la distribution de
vitesse Us2→1 et permet de conserver l'expression actuelle du coe�cient Kext. De
plus la PDF de Us2→1 dépendra seulement des paramètres du MLG.

Nous avons donc choisi de poursuivre la deuxième piste qui aboutit à de nouvelles
relations théoriques sur les statistiques conditionnées d'une particule traversant une
interface.

2.3.1 Identi�cation de le distribution Us2→1

La distribution de vitesse que nous recherchons est la sous classe des particules
qui sont décrites par le système suivant et qui traversent une interface pendant un
intervalle de temps dt : 

dYp = Usdt

Us = −Us
TL

dt+KdWt

(2.10)

Ainsi nous recherchons l'expression de la vitesse Us à l'instant tn+1 sachant que
sa vitesse à l'instant tn est un processus d'Ornstein Uhlenbeck.
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La première idée qui émerge est que seule la sous-classe de particules ayant une
vitesse du même signe, positif dans notre étude puisqu'on traite de la vitesse des
particules qui se dirigent vers le coeur de l'écoulement, peut traverser l'interface.
Dans ce cas, la PDF conditionnée recherchée est une distribution half-normale qui
est une distribution normale de moyenne 0 et d'écart type σ dont la fonction de
distribution s'exprime :

p(u) =

√
2

σ
√
π

exp

(
− u2

2σ2

)
avec u ∈ [0,+∞]. (2.11)

L'allure de la distribution half-normale est représentée en pointillés sur la Fi-
gure 2.7.

Figure 2.7 � Visualisation de la PDF recherchée (trait plein) et comparaison avec
la PDF hal-normale (pointillés)

Or, une véri�cation numérique nous a démontré que cette hypothèse est fausse,
que la PDF recherchée n'est pas aussi simple qu'une half gaussienne. Son allure (en
trait plein sur la Figure 2.7) ne s'apparente d'ailleurs à aucune forme de distribution
connue.

La démarche pour obtenir l'expression de cette PDF conditionnée, que nous no-
terons p, est détaillée dans l'Annexe A. Ce travail est le fruit d'une collaboration avec
le Docteur Christophe Profeta (Université d'Evry Val d'Essonne) qui est spécialisé
dans le calcul stochastique. Voici son expression :

p =
A

B
(2.12)
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avec :

A =
1

2πLK
√

∆t
exp

(
−v2

2(K2∆t+ αt)

) √
π

2

√ 2∆tK2

∆tK2 + αt
LErfc (−a)

− σK2∆t2

∆tK2 + αt

(
exp

(
−a2

)
− exp

(
−b2

))

+
vσK

√
αt∆t

3
2
√
π

√
2 (∆tK2 + αt)

3
2

(Erf (b)− Erf (a))


(2.13)

B =
1

2
Erfc

(
L√

2σ∆t

)
+

σ∆t√
2πL

(
1− exp−L

2/(2∆t2σ2)
)

(2.14)

et

αt = σ2(1− 1

TL
∆t)2

a =

√
K2∆t+ αt

2K2∆t

(
−L
σ∆t

+
v
√
αt

K2∆t+ αt

)

b =
v
√
αt√

2K2∆t(K2∆t+ αt)

(2.15)

où L représente le trajet maximal parcouru par une particule pendant un pas de
temps. K, σ et TL [52] sont respectivement le coe�cient de di�usion, l'écart type et
l'échelle de temps lagrangienne du processus Us décrit par le système suivant :

 dYp = Usdt

dUs = −Us
TL

dt+KdWt
avec

Yp ∼ U [−L; 0]

Us ∼ N(0, σ2).
(2.16)

Cette PDF dépend des paramètres suivants : la vitesse u (u représente l'ensemble
des valeurs possibles de la vitesse Us2→1), les coe�cients de dérive 1/TL et de di�u-
sion K, le trajet maximal L ainsi que le pas de temps ∆t.

La PDF théorique p ainsi que sa réalisation numérique après intégration dans le
MPP sont représentés en Figure 2.8 (l'implémentation numérique du couplage est
décrit dans le chapitre suivant, Section 3.1).
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Figure 2.8 � Visualisation de l'allure de la PDF théorique (trait continu) et de sa
réalisation numérique (points) p

L'expression théorique de la PDF conditionnée permet de rétablir une distribu-
tion gaussienne à l'interface côté zone 1 (cf.Figure 2.5). Ainsi l'estimation du �ux
F1→2 (qui est basée sur une hypothèse de gaussianité) devient valide et l'équilibre
des �ux de particules traversant l'interface est respecté. L'accumulation non phy-
sique de particules à l'interface est désormais très faible (on passe de 40% à ±5%
d'écart à la concentration uniforme), la conservation de la masse est ainsi respectée,
comme en témoigne l'uniformité de la concentration en particules �uides autour de
l'interface des deux modèles sur la Figure 2.9.

2.4 Analyse du comportement du couplage en fonc-
tion du pas de temps

Une analyse de l'indépendance du couplage au pas de temps dt a été réalisée
pour trois pas de temps (dt = 10−6, 10−7 et 10−8 s). Les résultats de l'analyse sont
représentés sur la Figure 2.10 (l'état de la concentration, pour un dt = 10−6 s avant
le couplage est représentée en �ligrane sur la �gure).

On remarque que la courbe de dépôt pour dt = 10−8 s est bruitée. En e�et, pour
le pas de temps le plus petit, le calcul est plus long et comme toutes les courbes sont
moyennées sur le même nombre de pas de temps, on dispose de moins d'échantillons
ce qui explique le bruit statistique sur cette courbe.
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Figure 2.9 � Concentration en particules �uides dans la zone de proche paroi.
Première étape de couplage (ligne continue), deuxième étape de couplage (pointillés)

On remarque également deux choses :

� La concentration en particules �uides dans la zone de proche paroi est de nou-
veau uniforme et égale à l'unité (elle était de l'ordre de 1,15 avant le couplage).
A la lumière de ce résultat, on peut déjà envisager de calculer le dépôt de
particules colloidales (dont l'inertie ne tend plus vers zéro) avec ce modèle en
l'état car le dépôt de particules est piloté par la concentration en proche paroi.

� Dans tous les cas le couplage réduit sensiblement l'accumulation à l'interface
(nous ne l'avons pas représenté sur cette �gure, mais toutes les courbes de
concentration avant cette étape de couplage présentent une accumulation de
l'ordre de 40% à l'interface). Cependant, la discontinuité du pro�l de concen-
tration subsiste (même si l'accumulation conserve un ordre de grandeur rai-
sonnable de 10%).

Une étude du comportement du couplage en fonction du pas de temps a donc
été e�ectuée a�n de comprendre l'accumulation à l'interface qui subsiste. Pour cela,
nous avons tracé sur la Figure 2.11 la PDF p pour di�érents pas de temps et nous
constatons que les courbes sont indépendantes du pas de temps, la PDF p est donc
indépendante du pas de temps dt.

Une étude de la proportion de particules qui quittent le Modèle de Proche Paroi
(MPP) en phase d'éjection et en phase de di�usion a montré que cette proportion ne
varie pas en fonction du pas temps, elle reste constante (80% des particules quittent
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Figure 2.10 � Analyse de la sensibilité du couplage pour trois pas de temps : dt =
10−6, 10−7 et 10−8 s

le MPP avec une structure d'éjection contre 20% en phase de di�usion). La cor-
rection des vitesses est actuellement e�ectuée uniquement pour les particules issues
d'une éjection car nous pensions que l'accumulation était uniquement due aux par-
ticules issues d'une éjection. Autrement dit, nous avions estimé que l'écart entre la
vitesse des éjection (qui est déterministe) et la distribution des vitesse de l'autre
côté de l'interface était responsable du déséquilibre de la concentration à l'interface.
Cependant, il faut aussi s'intéresser aux particules qui quittent le modèle en phase
de di�usion car si l'écart entre la PDF des vitesse de ces particules et la PDF des
particules du Modèle de Langevin Généralisé est trop grand, on aboutira de la même
façon à une mauvaise estimation du �ux de particules à l'interface. La ré initiali-
sation des de la vitesse Us2→1 des particules qui quittent le MPP dans une phase
de di�usion doit de ce fait également être étudiée. Le raccord des deux modèles
n'est pas encore achevé, cependant, comme nous l'expliquerons dans la conclusion
ci-après, il o�re une première solution qui est valable pour l'étude du dépôt de par-
ticules colloïdales.
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Figure 2.11 � PDF p pour di�érents pas de temps

Conclusion partielle

L'objectif de chapitre était de réaliser le couplage entre le Modèle de Langevin
Généralisé (MLG) qui calcule le transport des particules dans le coeur de l'écoule-
ment et le Modèle de Proche Paroi (MPP) qui simule le déplacement des particules
dans la couche limite de l'écoulement. Le point fort de ce travail est que le couplage
est dorénavant indépendant des caractéristiques du MPP ainsi que de la position de
l'interface entre les deux modèles. De ce fait, le raccord des deux modèles restera
valable même si le MPP est modi�é. Nous allons à présent rappeler les étapes de ce
travail de couplage.

Nous avons tout d'abord dé�ni la condition de réalisation du couplage qui est
l'égalité du �ux de particules qui traversent l'interface entre les deux modèles. Ce
raccord est ensuite étudié en considérant le cas de particules �uides (qui sont des
particules qui se comportent comme le �uide, dont l'inertie tend vers zéro) qui est
une étape importante de validation des modèles lagrangiens. Cette méthode consiste
à véri�er que lorsque le modèle est utilisé avec des particules �uides, il reproduit les
caractéristiques connues de l'écoulement (pro�ls de concentration, etc.) mais aussi
qu'il est exempt de "spurious drift" (i.e. d'accumulation non physique de particules
�uides). L'observation des résultats du passage en particules �uides révèle que la
condition de raccord qui est basée sur l'équilibre des �ux de particules à l'interface
n'est pas su�sante.

A�n de réaliser le couplage, nous procédons à une étape supplémentaire de cor-
rection de la vitesse des particules qui quittent le Modèle de Proche Paroi (MPP).
Cette correction, qui a abouti à de nouveaux développements théoriques sur les sta-
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tistiques conditionnées d'un particule traversant une interface, permet de réaliser
correctement le couplage des deux modèles. L'objectif de coupler les deux modèles
est donc atteint et de plus, le couplage est indépendant du MPP. Il s'agit là d'un
point fort car il nous permet modi�er les caractéristiques du MPP (a�n par exemple
de prendre en compte le mécanisme de thermophorèse) sans avoir à modi�er la cou-
plage. Ainsi, bien que ce travail ait posé certaines di�cultés (car il a fait intervenir
des notions de calcul stochastique très pointues) il me semble qu'il est très important
car il pose les bases d'une modélisation solide et correcte du transport des particules
dans la zone de proche paroi. Ces premiers travaux de couplage présentent deux
points forts, d'une part l'accumulation à l'interface est réduite et d'autre part, la
concentration en particules �uides dans la zone de proche paroi est de nouveau égale
à un. Ce dernier point nous permet d'ailleurs d'étendre notre étude au calcul de dé-
pôt de particules colloïdales car la concentration en particules dans la zone de proche
paroi est celle qui pilote le dépôt. On peut donc a�rmer que, pour nos prochains
calculs de dépôt de particules colloïdales, le couplage est validé.

Cependant, il faut garder à l'esprit que la solution actuelle du couplage n'est
pas encore totalement satisfaisante (comme en témoignent la discontinuité du pro-
�l et l'accumulation à l'interface). La question du raccord des deux modèles reste
ouverte. Nous rappelons que nous avons dégagé deux solutions pour résoudre le cou-
plage, celle que nous avons sélectionnée demande sans doute à être poursuivie et
l'autre piste doit encore être étudiée, comme nous l'expliquerons dans les perspec-
tives de ces travaux.

Le travail de raccord de deux modèles permet de se consacrer à l'étude du dépôt
de particules colloïdales et notamment à l'in�uence d'un gradient de température
sur la vitesse de dépôt. Mais avant d'étudier les écoulements non isothermes (ce qui
constitue la deuxième partie du manuscrit) nous allons tout d'abord con�rmer ces
travaux sur le couplage, dans le chapitre suivant, par des simulations numériques de
dépôts de particules dans un écoulement isotherme.
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Chapitre 3

Application du couplage au calcul de

dépôt de particules colloïdales

Ce chapitre est dédié aux résultats de simulation numérique de dépôt de parti-
cules. Dans la première partie nous détaillons l'implémentation numérique du cou-
plage décrit dans le chapitre précédent. Puis nous présentons des calculs numériques
de dépôt de particules basés sur le cas test de Liu et Agarwal [39], qui mesure le dépôt
de gouttelettes d'huile dans un écoulement d'air turbulent en conduite verticale.

3.1 Implémentation numérique du couplage

Le traitement du couplage entre le modèle de Proche Paroi (MPP) et le Mo-
dèle de Langevin Généralisé (MLG) nécessite une ré-initialisation de la vitesse de
�uide vu des particules qui quittent le MPP (Us2→1 cf. Section 2.3). Comme nous
l'avons expliqué dans le chapitre précedent, cette vitesse suit une loi de probabi-
lité conditionnée qui dépend des paramètres du MLG (cf. Eq. (2.12)). Sachant que
l'information est directement véhiculée au niveau des particules, il faut pouvoir re-
monter à la vitesse de �uide vu à partir de sa distribution grâce à une méthode de
Monte-Carlo inverse.

Il existe plusieurs méthodes de génération de nombres aléatoires ([17]) à partir
d'une distribution arbitraire donnée qu'elle soit discrète ou continue. Dans notre
cas, pour une distribution continue, Moltchanov [56] a identi�é trois méthodes, la
méthode de transformation inverse, la méthode de composition et la méthode de
rejet. Compte tenu de la complexité de l'expression de la PDF p(u) (Eq. (2.12)),
nous avons opté pour la dernière méthode qui semble la plus adaptée à notre cas.

La méthode de rejet consiste à utiliser une "fonction chapeau" pour géné-
rer des variables aléatoires qui sont soit acceptées si elles tombent sous la "fonction
chapeau" soit rejetées dans le cas contraire. Voici le principe de cette méthode ([74]) :
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Hypothèses :

� la PDF p(u) doit être bornée
� u prend des valeurs �nies, i.e. qu'il existe un couple (a, b) qui véri�e a ≤ u ≤ b

Déroulement de la méthode :

1. On normalise la PDF par un facteur c tel que ∀ u, cp(u) ≤ 1

2. On génère un paire (u1, u2) de manière uniforme sur l'intervalle [0, 1], i.e.
u1, u2 = U(0, 1)

3. On exprime u en tant que fonction linéaire de u1 dans l'intervalle [a, b], u =
a+ (b− a)u1

4. On accepte u si u2 ≤ p(u) sinon on retourne à l'étape numéro 2

Cette méthode permet de générer des valeurs de vitesses qui suivent la distribu-
tion conditionnée désirée. Nous avons tracé dans la Figure 3.1 l'expression théorique
de la PDF conditionnée p(u) ainsi que sa reconstruction par la méthode de rejet
obtenue par simulation de Monte Carlo. Comme attendu, les deux courbes corres-
pondent exactement.

Figure 3.1 � Comparaison de la PDF théorique (en pointillés) à la distribution
obtenue avec la méthode de rejet (trait plein)

Cette méthode a été implémentée dans le module lagrangien de Code_Saturne
et permet de raccorder correctement le MPP au MLG.
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3.2. SIMULATIONS NUMÉRIQUES DE DÉPÔT DE PARTICULES

3.2 Simulations numériques de dépôt de particules

3.2.1 La courbe de dépôt expérimentale

Il existe de nombreux résultats expérimentaux ([59]) et numériques ([10] et [19])
consacrés à l'étude du dépôt de particules. D'une manière générale, le dépôt des
particules est mesuré par la vitesse de dépôt de particules kp qui s'exprime ainsi :

kp =
ṁp

Cp
(3.1)

où ṁp correspond au �ux de particules qui heurtent la paroi, il s'exprime kg/m2/s,
Cp est la concentration en particules dans l'écoulement exprimée en kg/m3.

La vitesse de dépôt est généralement exprimée en unités de paroi, adimensionnée
par le vitesse de frottement à la paroi u∗ :

k+
p =

kp
u∗

(3.2)

Le paramètre qui joue le rôle le plus important dans la vitesse de dépôt est
l'inertie de la particule qui adimensionnée en unité de paroi s'exprime ainsi :

τ+
p =

d2
pu
∗2

18ν2
f

ρp
ρf

(3.3)

où dp est le diamètre de la particule, νf la viscosité cinématique du �uide et ρp et
ρf respectivement la masse volumique de la particule et du �uide. C'est pourquoi
nous présenterons tous nous résultats de dépôt de particules comme ils sont repré-
sentés de manière générale dans la littérature sous la forme d'une courbe de dépôt
k+
p = f(τ+

p ). L'intérêt de cette forme adimensionnée en unité de paroi est qu'elle
est indépendante des caractéristiques de chacune des deux phases (continue et dis-
persée) et permet donc grâce au paramètre unique τ+

p de comparer les résultats de
dépôt d'écoulements de nature di�érente. La Figure 3.2 présente di�érents résultats
expérimentaux de dépôt issus de la synthèse de travaux expérimentaux de dépôt
dans un écoulement d'air menée par Papavergos et Hedley [59].

Nous observons que la vitesse de dépôt k+
p présente trois régimes de dépôt en

fonction de l'inertie adimensionnée τ+
p :

� pour τ+
p ≤ 1 la vitesse de dépôt est relativement faible, de l'ordre de 10−5.

Dans ce régime de di�usion l'agitation des particules au voisinage de la paroi
est principalement causé par l'agitation brownienne qui est inversement pro-
portionnelle au diamètre de la particule.

� pour 1 < τ+
p ≤ 20, la vitesse de dépôt croît fortement et gagne 4 ordres de

grandeur, elle passe de 10−5 à 10−1. Dans ce régime intermédiaire di�usionnel-
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CHAPITRE 3. APPLICATION DU COUPLAGE AU CALCUL DE DÉPÔT DE
PARTICULES COLLOÏDALES

Figure 3.2 � Résultats expérimentaux de dépôt de particules

inertiel k+
p dépend fortement de l'inertie τ+

p

� au delà de τ+
p = 20 la vitesse de dépôt est constante, de l'ordre de 10−1, elle

correspond au �ux limite de particules dans la direction normale à la paroi.

Il convient maintenant de confronter ces résultats expérimentaux à nos propres
résultats issus de notre modélisation.

3.2.2 Résultats numériques de dépôt de particules

Les calculs numériques de dépôt ont été e�ectués en reproduisant l'expérience de
Liu et Agarwal [39] qui ont étudié le dépôt de �nes gouttes d'huile dans un écoule-
ment d'air turbulent en conduite verticale (les caractéristique de l'écoulement sont
renseignées dans le Tableau 3.1). Les gouttes d'huile ont un diamètre compris entre
1, 4 µm et 21 µm ce qui correspond à une gamme d'inertie τ+

p comprise entre 10−1

et 103. La densité des gouttelettes est de 918 kg/m3.

L'allure du maillage de la conduite est visible dans la Figure 3.3.

L'écoulement de la phase continue (air) est calculé au préalable à l'aide d'un
modèle RANS de type Rij − ε. 100000 particules d'huile sont ensuite injectées uni-
formément à l'entrée du tuyau ce qui correspond à un régime su�samment dilué
pour lequel les interactions entre particules sont négligeables.
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3.2. SIMULATIONS NUMÉRIQUES DE DÉPÔT DE PARTICULES

Paramètre Valeur

diamètre de la conduite DC 1, 27 10−2 m
longueur de la conduite 1, 02m
densité de l'air ρf 1, 25 kg/m3

nombre de Reynolds Re 10000 et 50000

Table 3.1 � Caractéristiques de l'expérience de Liu et Agarwal [39]

Figure 3.3 � Section transversale du maillage de la conduite pour l'expérience de
Liu et Agarwal [39]

La vitesse de dépôt des particules est calculée à l'aide des travaux de Matida et
al. [45] qui est basée sur un bilan de matière entre deux sections transversales de
l'écoulement notées x1 et x2. Ils dé�nissent pour cela une fraction Fi qui mesure la
proportion relative de particules qui ont traversé la section xi :

Fi =
ni
n0

(3.4)

où ni est le nombre de particules ayant traversé la section xi et n0 le nombre
initial de particules dans l'écoulement. Ensuite, au moyen d'un bilan de population
entre les deux sections ils aboutissent à l'expression suivante de la vitesse de dépôt :

k+
p =

UdebDC

4|x2 − x1|u∗
ln

(
F1

F2

)
(3.5)

où Udeb est la vitesse débitante de l'écoulement d'air (Udeb =
4q̇f
πD2

C

).
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CHAPITRE 3. APPLICATION DU COUPLAGE AU CALCUL DE DÉPÔT DE
PARTICULES COLLOÏDALES

L'expression de Matida et al. ([45]) présente un point fort : il n'y a aucune
incertitude sur le nombre de particules à prendre en compte pour le calcul de kp
contrairement à la formule générale du taux de dépôt (Eq. (3.1)) où la concentra-
tion en particules Cp demeure incertaine puisqu'elle varie fortement dans la zone de
proche paroi notamment pour des particules inertielles. Cependant, la formule de
Matida et al. ([45]) dépend du choix de la longueur des tronçons de l'écoulement
(|x2 − x1|) entre lesquels on e�ectue le bilan de population pour calculer la vitesse
de dépôt. En e�et, le taux de dépôt de particules n'est pas constant dans toute la
conduite, s'il est nul à l'entrée de la conduite, il se stabilise puis augmente vers la
�n de la conduite. Pour ces raisons, nous avons choisi de calculer la vitesse de dépôt
kp avec la formule de Matida et al. (Eq. (3.5)) en prenant la moyenne des vitesses
de dépôt calculées sur les cinq tronçons de l'écoulement de 10 cm de longueur situés
entre 25 cm et 75 cm de l'entrée du tuyau (car c'est entre ces deux sections que Liu
et Agarwal [39] ont mesuré le taux de dépôt de particules).

Nous avons reporté les résultats numériques sur la Figure 3.4 qui comporte éga-
lement les points expérimentaux de l'expérience de Liu et Agarwal [39] ainsi que
la synthèse de Papavergos et Hedley [59]. Les résultats numériques reproduisent de
manière satisfaisante les di�érents régimes de dépôt décrits dans la Section 3.2.1. Ce
qui valide nos travaux de couplage. Ces résultats montrent que la démarche mathé-
matique mise en oeuvre pour réaliser le couplage avait beaucoup de sens et que le
choix de ré-initialiser la vitesse des particules qui traversent l'interface est bon.

Figure 3.4 � Comparaison des vitesses de dépôt numériques avec l'expérimental
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3.2. SIMULATIONS NUMÉRIQUES DE DÉPÔT DE PARTICULES

Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons validé le travail de couplage entre le Modèle de
Proche Paroi et le Modèle de Langevin Généralisé en réalisant des simulations nu-
mériques de dépôt de particules.

Pour cela, nous avons au préalable présenté l'implémentation numérique du cou-
plage réalisée par le biais d'une "méthode de rejet" qui permet de générer des va-
riables aléatoires à partir d'une distribution arbitraire. Puis nous avons réalisé des
calculs numériques de dépôt de particules colloïdales basés sur l'expérience de Liu
et Agarwal [39] qui ont étudié le dépôt de gouttelettes d'huile dans un écoulement
d'air turbulent en conduite verticale. Les résultats des simulations numériques sont
en adéquation avec les résultats expérimentaux, ceci démontre que la modélisation
du transport des particules prédit correctement le taux de dépôt de particules dans
un écoulement d'air.

Les travaux de raccord de ces deux modèles (qui ont fait l'objet du précédent
chapitre) ont donc ici été validés par des simulations numériques de dépôt de parti-
cules.
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Conclusion de la première partie

Cette partie était consacrée aux modèles stochastiques utilisés pour simuler le
dépôt de particules colloïdales dans un écoulement turbulent, nous allons à présent
rappeler les points importants de chaque chapitre :

� Dans le premier chapitre nous avons souligné les caractéristiques principales
des deux modèles, le Modèle de Langevin Généralisé (MLG) qui calcule le
transport des particules dans le c÷ur de l'écoulement et le Modèle de Proche
Paroi (MPP) qui est dédié au transport des particules dans la zone de proche
paroi qui est le siège d'évènements cohérents. Dans chaque modèle, la particule
est décrite par le même vecteur d'état (xp, Up, Us) et seule la modélisation de
la vitesse de �uide vu Us di�ère d'un modèle à l'autre. Ce chapitre présente
donc l'approche de modélisation adopté pour simuler le dépôt de particules,
il n'a fait l'objet d'aucune étude, il se contente de dé�nir les modèles qui sont
ensuite couplés dans le chapitre suivant.

� Le second chapitre traite du raccord des deux modèles. Les calculs en particules
�uides ont montré qu'une étape supplémentaire est nécessaire a�n d'assurer
l'égalité du �ux de particules qui traversent l'interface entre le MLG et le MPP.
L'intérêt de cette étape est qu'elle peut être résolue de deux façons et nous
avons donc eu le choix. Durant mes travaux de thèse il m'a semblé que l'un des
deux choix était plus abordable. Cependant le deuxième choix mérite d'être
étudié. Un premier point fort du travail de couplage est qu'il a donné lieu à de
nouveaux développement théoriques sur les statistiques conditionnées d'une
particule traversant une interface qui n'existaient pas dans la littérature. De
plus, le couplage est indépendant du MPP, il ne dépend que des caractéris-
tiques du MLG ce qui est un autre point fort qui permet de pouvoir apporter
des modi�cations au MPP a�n de tenir compte d'autres phénomènes physiques
(le caractère anisotherme de l'écoulement par exemple) sans avoir à modi�er
le couplage. Pour toutes ces raisons, ce chapitre est selon moi le chapitre le
plus important de cette première partie.

� Dans le dernier chapitre de cette partie, nous avons présenté des résultats de
simulations numériques de dépôt de particules. Le couplage a été implémenté
dans la module lagrangien de Code_Saturne grâce à la méthode de rejet qui
permet de générer des variables aléatoires à partir d'une distribution donnée.
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Puis nous avons calculé le taux de dépôt particules au moyen de deux formules
di�érentes que nous avons confronté aux résultats expérimentaux de l'expé-
rience de Liu et Agarwal [39]. Les résultats de ces simulations numériques sont
en adéquation avec les résultats expérimentaux.

Nous avons donc construit une modélisation adaptée (le traitement du couplage a
grandement contribué à la construction de cette modélisation), destinée à calculer le
transport des particules dans tout l'écoulement et notamment dans la zone de proche
paroi. La caractéristique de cette modélisation est qu'elle est l'articulation de deux
modèles, un modèle pour simuler le déplacement des particules dans le c÷ur de
l'écoulement (le Modèle de Langevin Généralisé) et un modèle dédié au transport
des particules au voisinage de la paroi (le Modèle de Proche Paroi). Cependant,
tous les calculs de dépôt de particules ont été menés dans un écoulement gazeux
et isotherme. La deuxième partie de ce manuscrit est donc consacrée à l'étude des
écoulements anisothermes et notamment à l'in�uence d'un gradient de température
dans l'écoulement sur le déplacement des particules, phénomène important dans ce
qui nous préoccupe à savoir le dépôt de particules dans les générateurs de vapeur.
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Deuxième partie

La thermophorèse : Extension du

Modèle de Proche Paroi aux

écoulements non isothermes
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Introduction de la deuxième partie

Introduction de la deuxième partie

La deuxième partie de ce manuscrit est consacrée à la prise en compte du méca-
nisme de thermophorèse dans la modélisation du transport des particules. Comme
nous l'avons évoqué dans l'introduction générale de ce manuscrit, cette étude s'inscrit
dans le cadre du projet MOFPHET-C2 qui a pour objectif d'améliorer la compré-
hension du phénomène de dépôt de particules dans les générateurs de vapeur et de
modéliser les di�érents facteurs à l'origine de ces dépôts.

Dans cette introduction, nous illustrons l'intérêt industriel du mécanisme de ther-
mophorèse, puis nous présentons le plan de cette partie dédiée à la thermophorèse.

Généralités sur la thermophorèse

Dans un écoulement non isotherme, la thermophorèse désigne le mécanisme de
migration des particules en réponse à un gradient de température. Comme illustré
sur la Figure 3.5, la particule se déplace dans la majorité des cas vers les zones de
température décroissante. Sur cette �gure, VT représente la vitesse de thermopho-
rèse induite par le gradient de température

−→
∇T .

Figure 3.5 � Illustration du mécanisme de thermophorèse

Ce phénomène présente des intérêts dans le domaine industriel et peut être ex-
ploité à deux �ns di�érentes :

� Il permet de collecter des particules en suspension dans un écoulement chaud
au moyen de parois froides qui jouent le rôle d'attracteur. Cette technique de
capture des aérosols peut être utilisée en prévention du dépôt de particules
lors de la fabrication de composants micro-électroniques [79], [20] mais aussi
pour capturer les suies issues de la combustion dans une chaudière [50], etc.
D'une manière générale, cette application de la thermophorèse est destinée à
"puri�er" les écoulements des particules colloïdales en favorisant le dépôt.

� Dans le cas inverse, lorsque la paroi est plus chaude que l'écoulement, ce qui
est le cas dans les échangeurs de chaleur, la thermophorèse agit comme une
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répulsion des particules à la paroi qui diminue le nombres de particules dé-
posées [57]. Ce phénomène doit donc être pris en compte dans la modélisation
de la zone de proche paroi pour la simulation du dépôt dans les GV (nous ver-
rons dans le Chapitre 6 que les interactions physico-chimiques doivent aussi
être considérées pour une description la plus �dèle du dépôt de particules).
Contrairement au cas précédent, la thermophorèse joue ici le rôle d'une bar-
rière en défavorisant le dépôt de particules.

Plan de la deuxième partie

L'intégration de la thermophorèse dans le Modèle de Proche Paroi se fait de façon
progressive jusqu'à la modélisation de la thermophorèse en liquide qui est l'objectif
de notre étude.

Pour cela, nous allons dans un premier temps tester la sensibilité du Modèle de
Proche Paroi en l'état (tel qu'il a été décrit dans la première partie du manuscrit).
Cette étude fait l'objet du premier chapitre de cette partie (Chapitre 4). Comme
nous l'expliquerons dans ce chapitre, les forces browniennes agissant sur les parti-
cules ne sont pas su�santes pour reproduire le mécanisme de thermophorèse et il
est donc nécessaire d'intégrer la force de thermophorèse dans la modélisation du
transport des particules dans la zone de proche paroi (nous verrons que la force de
thermophorèse s'ajoute au bilan des forces s'exerçant sur les particules).

Nous allons donc, commencer par étudier la force de thermophorèse en milieu ga-
zeux car, comme nous l'expliquerons dans le Chapitre 5, la thermophorèse en milieu
gazeux est largement expliquée dans la littérature (que ce soit sur le plan théorique
ou expérimental, la liste des travaux est abondante). De plus, nos précédents cal-
culs de dépôt ont été réalisés en milieu gazeux. Ce chapitre est donc à la fois dans
la continuité de nos travaux de dépôt en milieu gazeux mais aussi en préambule à
l'étude de la thermophorèse en milieu liquide qui fait l'objet du dernier chapitre de
ce manuscrit.

Le Chapitre 6 présente donc une étude de la thermophorèse en milieu liquide.
Comme nous le verrons, ce phénomène est encore mal expliqué : les di�érentes
théories avancées pour expliquer le phénomène ne sont pas uni�ées et on dispose
de peu de résultats expérimentaux sur ce sujet. Ce chapitre est donc intéressant
car il présente de nouveaux résultats numériques de dépôt en milieu liquide sous
l'in�uence d'un gradient de température.
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Chapitre 4

Modélisation de la thermophorèse

dans l'approche Lagrangienne

Stochastique

Ce premier chapitre de la partie consacrée aux écoulements non-isothermes est
consacrée à l'introduction de la thermophorèse dans la modélisation Lagrangienne
stochastique. Cet enjeu pose, en e�et, des questions subtiles pour savoir s'il convient
de rajouter un ou des termes supplémentaires dans l'équation représentant la dy-
namique des particules ou si la variation naturelle du coe�cient de di�usion Brow-
nienne en fonction de la température ne représente pas déjà ce phenomène de ther-
mophorèse.

Nous commencerons par présenter le suivi des particules en présence d'une force
de thermophorèse. Ensuite, nous testerons si la di�usion brownienne est su�sante
pour reproduire le phénomène. Les tests numériques seront e�ectués en air a�n de
permettre la comparaison avec les calculs de dépôt dans un écoulement isotherme qui
ont, jusqu'à présent, été réalisés en air (cf. résultats numériques de la Section 3.2.2).

4.1 Représentation classique de la thermophorèse :
le coe�cient de Soret

La thermophorèse est un mécanisme qui induit un �ux de particules en présence
d'un gradient de température. D'après les travaux de De Groot et Mazur [12], le
�ux net de particules à la paroi ṁp, lorsque la phase dispersée est su�samment
diluée (i.e., lorsque les interactions entre particules sont négligeables), s'écrit comme
la somme d'un �ux dû à la di�usion moléculaire et d'un �ux dû à la di�usion
thermique :

ṁp = ṁpdif + ṁpth = −D∇c−DT c∇Tf (4.1)
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CHAPITRE 4. MODÉLISATION DE LA THERMOPHORÈSE DANS L'APPROCHE
LAGRANGIENNE STOCHASTIQUE

où c est la concentration en particules (kg/m3), D le coe�cient de di�usion molé-
culaire (m2/s) donné par la relation d'Einstein :

D =
kBTf
6πµrp

(4.2)

Dans l'Eq. (4.2), DT est le coe�cient de di�usion thermophorétique (m2/(s ·K). Ce
coe�cient mesure l'interaction entre la température de l'écoulement et la concen-
tration en particules c. Le �ux ṁp correspond à la masse de particules qui se dirige
vers la paroi par unité de surface et de temps (kg/(m2 · s)).

À l'état stationnaire, le �ux de particules ṁp s'annule et le gradient de concen-
tration en particules s'exprime :

∇c = −cST∇Tf (4.3)

où :

ST =
DT

D
(4.4)

est le coe�cient de Soret (K−1), si ST > 0 les particules se dirigent de la zone chaude
vers la zone froide comme dé�ni sur la Figure 3.5. Le coe�cient de Soret mesure
donc le ratio entre la di�usion thermique et la di�usion moléculaire. Ce coe�cient
mesure l'amplitude de la thermophorèse à l'état stationnaire.

Le mécanisme de dérive des particules en présence d'un gradient de température
macroscopique peut aussi s'exprimer sous la forme d'une vitesse de dérive thermo-
phorétique, VT :

VT = −DT∇Tf . (4.5)

À l'équilibre, la vitesse de dérive des particules étant constante, la force de ther-
mophorèse s'écrit :

FT = VT
mp

τp
= −mpD

τp
ST∇Tf . (4.6)

Tout l'enjeu de la modélisation du mécanisme de thermophorèse réside dans l'ex-
pression du coe�cient de Soret. Comme nous le verrons dans cette partie, dédiée
aux écoulements non isothermes, il peut être fonction de plusieurs grandeurs qui
ne sont pas les mêmes entre un écoulement gazeux et un écoulement liquide. En
e�et, si la thermophorèse en milieu gazeux est largement expliquée dans la litté-
rature, l'explication théorique du mécanisme en milieu liquide n'a pas encore été
trouvée. Ce qui donne lieu, comme nous le verrons dans la suite du manuscrit, à
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4.2. LES ENJEUX DE MODÉLISATION DANS LA FORMULATION
LAGRANGIENNE STOCHASTIQUE

di�érentes expressions du coe�cient de Soret (la di�érence provient de l'approche
adoptée pour décrire le mécanisme qui n'est pas la même).A titre d'exemple, selon
l'estimation donnée par Brenner [6], l'écart entre le coe�cient de di�usion thermo-
phorétique DT d'un milieu liquide et d'un milieu gazeux est de 5 ordres de grandeur
(O(10−12)m2/(s ·K) contre O(10−7)m2/(s ·K) pour les gaz).

Le but de cette partie est de comprendre les mécanismes sous-jacents respon-
sables de la thermophorèse a�n de trouver une expression adaptée du coe�cient de
Soret. C'est dans cet esprit que s'organise la deuxième partie. Cependant, a�n de
déterminer s'il est nécessaire d'ajouter une force de thermophorèse dans la modé-
lisation, nous allons tout d'abord discuter de la façon dont la thermophorèse peut
être intégrée à la modélisation lagrangienne stochastique.

4.2 Les enjeux de modélisation dans la formulation
Lagrangienne stochastique

La présentation classique du phénomène de thermophorèse, au travers du coe�-
cient de Soret introduit dans la section précédente, laisse à penser qu'il convient de
rajouter un terme de dérive (correspondant à la force de thermophorèse exprimée
dans l'Eq. 4.6), à l'équation de la dynamique des particules. Cependant, cette ques-
tion est plus di�cile qu'il n'y parait et demande de mener une ré�exion progressive.
En e�et, si l'on considère l'équation de la dynamique des particules telle qu'elle
apparait dans sa formulation "standard" pour des particules colloïdales, soit :

dUp =
Us − Up
τp

dt+ gdt+Kbro(y)dWt, (4.7)

le coe�cient de di�usion, Kbro, est une fonction de la température car il est donné
par l'expression :

Kbro =

√
2kBTf (y)

mpτp
. (4.8)

Dans le cas où la température du �uide devient une fonction de l'espace, Tf =
Tf (y), alors le coe�cient de di�usion Brownienne devient lui-même variable en fonc-
tion de la position des particules, soit Kbro = Kbro(y). Or les variations spatiales
du coe�cient de di�usion induisent naturellement un �ux de particules dans le sens
de ce gradient de di�usion. Cela se comprend intuitivement car le coe�cient de dif-
fusion joue directement sur le niveau d'agitation des vitesses des particules et une
di�érence dans l'énergie d'agitation des particules entre deux zones induit un �ux
de la zone d'agitation élevée vers la zone d'agitation faible. Cela peut également
se quanti�er simplement en considérant le cas des faibles inerties ou de particules
passives (ou encore de scalaires passifs) qui sont d'ailleurs considérées implicitement
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dans l'analyse classique avec le coe�cient de Soret. Dans le cas où τp → 0, alors
l'équation d'évolution des positions s'écrit :

dxp = Usdt+ (τpKbro(y)) dWt. (4.9)

En considérant un scalaire passif, c'est à dire constant le long des trajectoires
des particules, et en écrivant l'équation d'évolution du scalaire moyen à partir de
l'équation de Fokker-Planck correspondante, le �ux de particules est donné par :

ṁp = −∇ (D c) (4.10)

où le coe�cient de di�usion D(y) s'écrit :

D(y) =
1

2
(τpKbro(y))2 =

τpkBTf (y)

mp

(4.11)

Ce qui permet de retrouver le coe�cient de di�usion d'Einstein Eq. (4.2) (avec
τp = ρpd

2
p/(ρf18νf ) et mp = ρp(4/3)πr3

p). Comme les notations l'indiquent ce coe�-
cient est une fonction de l'espace au travers des variations de Kbro en fonction de la
température Tf (y) qui varie en fonction de l'espace. A cet e�et, il est important de
noter que la formulation classique de la thermophorèse, et du coe�cient de Soret,
utilise toujours (mais, implicitement) l'hypothèse que le coe�cient de di�usion dit
moléculaire D est constant, ce qui n'est pas le cas.

Le �ux des particules peut s'écrire :

ṁp = −D∇c− c∇D = −D∇c− c
(
∂D

∂Tf

)
∇Tf (4.12)

ce qui montre bien que la formulation "standard" de l'équation de la dynamique des
particules contient déjà implicitement un phénomène qui peut être assimilé à une
thermophorèse et que le coe�cient de Soret correspondant s'exprime, en e�ectuant
l'analogie avec l'Eq. (4.4), par :

ST =
1

D

∂D

∂Tf
=

1

Tf
(4.13)

où D est le coe�cient de di�usion donné par l'Eq. (4.11).

Ainsi, avant d'envisager l'éventuel ajout d'un terme supplémentaire de dérive
dans l'équation de la dynamique des particules, il est important d'étudier d'abord
l'in�uence naturelle de la variation du coe�cient de di�usion et de mesurer si cet
e�et de thermophorèse "naturel" est su�sant pour rendre compte des vitesses de
dérive observées expérimentalement.
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4.3 Étude de la sensibilité du Modèle de Proche Pa-
roi à un gradient de température dans un milieu
gazeux

En préambule à l'intégration du mécanisme de thermophorèse dans la modélisa-
tion du transport des particules au voisinage de la paroi, nous avons tout d'abord
étudié la réaction du Modèle de Proche Paroi (MPP) en l'état (i.e. dans sa ver-
sion dé�nie dans la première partie du manuscrit). Comme rappelé dans la section
précédente, l'équation du mouvement de la particule dans le MPP s'écrit :

dUp =
Us − Up
τp

dt+ gdt+Kbro(y)dWt. (4.14)

Dans cette équation, le seul paramètre du modèle qui présente une dépendance
à la température est le coe�cient de di�usion brownien Kbro, dont nous rappelons
l'expression :

Kbro(y) =

√
2kBTf (y)

mpτp
(4.15)

où Tf (y) est la température du �uide qui dépend de la distance à la paroi y et qui
s'écrit (dans la suite de nos travaux, nous considérerons que la température du �uide
varie uniquement dans la direction normale à la paroi) :

Tf (y) = Tw + y∇Tf (y). (4.16)

avec ∇Tf (y), le gradient de température, Tw = Tf (y = 0) la température de paroi.

Nous avons choisi d'appliquer le gradient de température uniquement dans la
couche limite (dont la hauteur est �xée à y+

p = 100) en supposant que l'épaisseur de
la couche limite thermique δt coïncide avec l'épaisseur de la couche limite turbulente
δ qui s'exprime :

δ = 100lν (4.17)

où lν est l'échelle de longueur visqueuse qui s'exprime en m :

lν =
ν

u∗
et y+

p =
yp
lν

(4.18)

On peut s'interroger sur la validité de cette hypothèse mais nous verrons par la
suite que le mécanisme de thermophorèse est très marqué dans la couche limite, zone
ou le gradient de température est très élevé et c'est cette tendance que nous avons
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souhaité reproduire. Dans cet esprit, nous avons exprimé le gradient de température
dans la couche limite de la manière suivante :

∇T =



∇Tw =
u∗2∆T

νf (Udeb − 5u∗)
si y+

p ≤ 5

(∆T −∇Tw5lν)

(100− 5)lν
si 5 < y+

p ≤ 100

0 si y+
p > 100

. (4.19)

∆T correspond à la di�érence de température entre la paroi et la température du
coeur de l'écoulement : ∆T = Tf (y = δ) − Tw. Nous avons tracé sur la Figure 4.1
une allure du pro�l de température Tf = f(y+) dans la zone de proche paroi pour
un ∆T = 50K avec une température de paroi à 293K, le gradient de température
à la paroi est de l'ordre de 105 K/m.

Figure 4.1 � Pro�l de température dans la couche limite

L'expression du gradient de température dans la sous couche visqueuse provient
de l'estimation de l'analogie de Taylor-Prandtl entre le transfert de chaleur et le
frottement (cf. [37] et [76] cités dans [28]). Dans le reste de la couche limite le pro�l
de température Tf est donné par une interpolation linéaire en sachant que la tempé-
rature en �n de couche limite est égale à la température du coeur de l'écoulement.

A�n d'étudier la sensibilité du MPP à un gradient de température, nous avons
calculé les courbes de dépôt de particules colloïdales (k+

p = f(τ+
p )) pour di�érentes

écarts de température entre la paroi et le coeur de l'écoulement. Pour e�ectuer
notre étude numérique de sensibilité, nous avons repris le cas-test numérique de Liu
et Agarwal [39] (dont les caractéristiques sont rappelées dans Tableau 3.1). Il s'agit
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d'une expérience de dépôt de goutte d'huiles dans un tuyau cylindre vertical sous
un écoulement d'air turbulent.

Les courbes de dépôt sont tracées sur la Figure 4.2 où nous avons reporté les
résultats expérimentaux de la synthèse de Papavergos et Hedley [59]. En�n d'évaluer
la sensibilité du Modèle de Proche Paroi à un gradient de température pariétal, la
vitesse de dépôt de sept classes de particules (correspondant à une gamme de τ+

p

comprise entre 6 10−2 et 5 101) a été étudiée pour six écarts de température allant
de ∆T = 10 K jusqu'à ∆T = 1010 K. Nous avons également calculé la courbe de
dépôt isotherme.

Figure 4.2 � Vitesse de dépôt pour di�érents écarts de température ∆T
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On constate que pour les deux premiers écarts de température (10 K et 103 K)
la vitesse de dépôt est la même que la vitesse de dépôt en écoulement isotherme.
L'e�et du gradient de température sur la vitesse de dépôt commence à être visible à
partir d'un écart de température de 104K, pour les particules en régime de di�usion
(τ+
p < 1). Cependant, cet e�et est minime puisqu'il multiplie seulement la vitesse de

dépôt k+
p par un facteur 2. Le premier e�et signi�catif d'un gradient de température

apparaît pour en écart de température de 105 K, la vitesse de dépôt gagne un ordre
de grandeur. Au delà, pour les écarts de températures plus importants (107 K et
1010 K), la vitesse de dépôt gagne 2 puis 3 ordres de grandeur.

Ce comportement témoigne de deux choses : la première, que l'in�uence d'un
gradient de température, qui est contenue dans la modélisation du mouvement brow-
nien, est d'autant plus signi�cative que les particules sont petites. La deuxième, que
le Modèle de Proche Paroi en l'état est très faiblement sensible à une gradient de
température. Cependant, comme nous le mentionnerons dans le prochain chapitre,
même pour de "faibles" écart de température (ici pour ∆T = 10 K), on devrait
observer une augmentation de la vitesse de dépôt pour un écoulement en milieu
gazeux. On peut donc en conclure que l'in�uence naturelle de la variation du coe�-
cient de di�usion brownien induite par un gradient de température est insu�sante
pour rendre compte des vitesses de dérive observées expérimentalement. Il faut donc
envisager l'ajout d'un terme supplémentaire de dérive dans l'équation de la dyna-
mique des particules a�n de modéliser le mécanisme de thermophorèse.

4.4 Prise en compte de la thermophorèse dans la
modélisation lagrangienne stochastique

A�n de prendre en compte le mécanisme de thermophorèse dans le transport des
particules, il apparait donc nécessaire d'introduire une force supplémentaire dans le
bilan des forces qui s'exercent sur les particules. Cette force de thermophorèse, FT
est donc ajoutée aux forces de traînée, de gravité et au terme d'agitation Brownienne
dans l'équation du mouvement des particules :

dUp =
Us − Up
τp

dt+ gdt+KbrodWt +
FT

mp

dt. (4.20)

où la force supplémentaire FT , dite force de thermophorèse, est liée au coe�cient
de Soret par l'Eq. (4.6). L'objet de la modélisation est maintenant de donner une
expression de ce coe�cient de Soret.
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Conclusion partielle

Le but de ce chapitre était de tester l'in�uence d'un gradient de température
sur le Modèle de Proche Paroi sans apporter de modi�cation à la modélisation du
transport des particules au voisinage de la paroi. Ceci a�n de constater si la di�usion
brownienne est su�sante pour reproduire le mécanisme de thermophorèse.

Pour cela, nous avons réalisé des calculs numérique de dépôt de particules en
air en appliquant un gradient de température dans la couche limite. Nous avons
constaté que le modèle ne réagit pas à un gradient de température et une analyse
des ordres de grandeur des di�érentes forces qui s'exercent sur les particules (traî-
née, gravité, browniennes) a con�rmé que la di�usion brownienne ne permet pas de
reproduire le mécanisme de thermophorèse. En conséquence, a�n de tenir compte
de ce phénomène, nous allons ajouter une force de thermophorèse FT au bilan des
forces qui s'exercent sur les particules.

Le but de cette partie est de comprendre les mécanismes sous-jacents respon-
sables de la thermophorèse a�n de trouver une expression adaptée du coe�cient de
Soret. C'est dans cet esprit que s'organise la deuxième partie, le Chapitre 5 traite
de la thermophorèse dans un milieu gazeux et le Chapitre 6 traite du phénomène en
milieu liquide.
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Chapitre 5

Thermophorèse en gaz

5.1 Bibliographie

5.1.1 Généralités sur la théorie cinétique des gaz

L'explication physique du phénomène de thermophorèse dans un écoulement ga-
zeux est basée sur des aspects de la théorie cinétique de gaz dont le comportement
est entièrement décrit par les équations de Boltzmann (proposées par Boltzmann
en 1872 et dont la résolution est très complexe). A�n d'étudier le mécanisme de
dérive des particules en présence d'un gradient, nous supposons que le gradient de
température s'applique uniquement dans la direction normale à la paroi, ce choix
rendra l'intégration de la force de thermophorèse dans le Modèle de Poche Paroi
plus aisée car c'est un modèle 1D.

D'après la théorie cinétique des gaz, l'énergie cinétique d'une molécule de gaz
s'écrit :

Ec =
1

2
kBTf (5.1)

où kB est la constante de Boltzman et Tf la température du gaz. L'Eq. (5.1) qui relie
la température à l'agitation moléculaire, permet d'expliquer le mécanisme de ther-
mophorèse dans un gaz. En e�et, dans les zones de forte température du milieu, les
chocs répétés sur une particules qui sont dus à une agitation moléculaire du gaz plus
élevée, provoquent un déplacement de la particule vers des zones où l'agitation molé-
culaire est plus modérée et qui correspondent aux zones plus froides de l'écoulement.

L'intensité de la force de thermophorèse dépend du nombre de Knudsen Kn qui
mesure le rapport entre le libre parcours moyen des molécules de gaz λm et le rayon
de la particule rp :

Kn =
λm
rp
. (5.2)

Le libre parcours moyen λm mesure la distance moyenne parcourue par une
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molécule de gaz avant d'entrer en contact avec une autre molécule de gaz et il
s'écrit :

λm =
µg
p

√
2kBTf
mp

. (5.3)

À titre d'exemple, le libre parcours moyen de l'air à 20°C et à 1 atm vaut 70 nm.

Le nombre de Knudsen, sans dimension permet de caractériser di�érents régimes
d'écoulement gazeux dispersés :

� Pour Kn � 1 le gaz peut être considéré comme un milieu continu, on parle
de régime continu ou encore de régime de glissement

� Pour Kn � 1 les collisions molécules/particules sont beaucoup moins fré-
quentes que les collisions molécule/molécule, la particule s'apparente à une
molécule de taille importante, on parle alors de régime moléculaire libre ou
encore de régime de Knudsen.

� Dans le régime intermédiaire, toutes les collisions ont la même fréquence d'oc-
currence et la description du phénomène est plus complexe.

Comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre, la force de thermophorèse
dans un milieu gazeux dépend du nombre de Knudsen Kn qui décrit le régime
d'écoulement dans lequel se trouve les particules.

5.1.2 Théories sur l'ensemble de la gamme de nombre de
Knudsen

Il existe de nombreux travaux théoriques et expérimentaux autour de la thermo-
phorèse en gaz. Nous allons présenter les approches adoptées pour chaque régime
décrit ci-dessus (Zheng [80] a réalisé une revue détaillée de l'état de l'art sur la
thermophorèse en gaz). A�n de simpli�er l'écriture des formules de force de ther-
mophorèse, nous écrirons le coe�cient de Soret, ST correspondant à chaque régime,
sachant que la force de thermophorèse FT s'écrit : FT = −(mpD/τp)ST∇Tf .

Régime continu : Kn� 1

Pour le régime continu, Epstein ([18]) a établi une expression de la force de
thermophorèse basée sur la théorie de la mécanique des milieux continus :

ST =
9π

Tf

(
Λ

1 + 2Λ

)
µg
ρgD

(5.4)
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avec Λ = λg/λp le rapport des conductivités thermiques du gaz et de la particule.
λg correspond à la contribution transverse de la conductivité thermique du gaz et
s'exprime :

λg =
15

4

kB
mp

µg. (5.5)

L'expression d'Epstein (Eq. (5.4)) est un cas limite de l'équation de Boltzman,
pour Kn→ 0, cependant elle sous-estime la force de thermophorèse en comparaison
avec les résultats expérimentaux, pour des particules ayant une conductivité ther-
mique élevée (Λ � 1). Brock [7] a apporté une correction à l'expression d'Epstein
et aboutit à l'équation suivante du coe�cient de Soret pour le régime continu :

ST =
1

Tf

12π(Λ + CtKn)

(1 + 3CmKn)(1 + 2Λ + 2CtKn)

µg
ρgD

(5.6)

où le coe�cient de la vitesse de glissement Cm, le coe�cient de saut de température
Ct et le coe�cient de �uage thermique Ctc sont donnés par la théorie cinétique des
gaz.

Régime moléculaire : Kn� 1

Pour le régime moléculaire, Waldmann [73] a utilisé la théorie cinétique des gaz
pour formuler la force de thermophorèse, on remarquera que cette expression est
indépendante du rapport des conductivités thermiques Λ :

ST =
1

Tf

2π

Kn

µg
ρgD

. (5.7)

Notons également que l'expression de Brock (Eq. (5.6)) se réduit à l'équation
Eq. (5.4) lorsque Kn → 0 si Ctc = 0, 75 (valeur suggérée par Brock [7] et Epstein
[18]).

Régime intermédiaire

Talbot et al. [69] sont les premiers à avoir formulé une expression pour la ther-
mophorèse sur l'ensemble de la gamme de nombre de Knudsen. Ils ont constaté que
dans la limite où Kn → +∞, les résultats de Brock (Eq. (5.6)) et de Waldmann
(Eq. (5.7)) sont très proches (3% d'écart) si Cm = 1, 14, Ct = 2, 18 et Ctc = 1, 17.
Cette interpolation entre les deux régimes limites (continu et moléculaire) a été large-
ment utilisée ([67], [48] et [28]) pour modéliser la force de thermophorèse cependant,
elle ne repose pas sur une modélisation physique du phénomène c'est pourquoi nous
nous sommes orientés vers une autre formulation.

Beresnev et Chernyak [4] ont établit une expression de la force de thermophorèse
pour des nombres de Knudsen arbitraires basée sur la théorie cinétique des gaz. Ils
ont pour cela, modélisé l'équation de Boltzmann à l'aide d'une version linéarisée
du modèle BGK (pour Bhatnagar Gross et Krook, proposé en 1954 [5]) dénommée
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"modèle S" (pour Shakhov [66]). Ce modèle permet d'approximer les équations de
Boltzmann en remplaçant l'intégrale de collision par un terme plus simple qui faci-
lite leur résolution. Cette approche de modélisation présente aussi l'avantage d'être
valable pour des ratio de conductivité thermique Λ arbitraires.

L'expression du coe�cient de Soret donnée par le "modèle S" sur toute la gamme
du nombre de Knudsen est :

ST =
1

Tf

2π

Kn

[
f11 + Λf21

f31 + (1 + 2.5ΛKn)f41

]
µg
ρgD

(5.8)

où les coe�cient fi1 dépendent uniquement du nombre de Knudsen et dont les va-
leurs sont données dans l'article Beresnev et Chernyak ([4] TABLE I, p. 1748).

Yamamoto et Ishihara [78] ont adopté une démarche similaire à celle de Beresnev
et Chernyak [4], en résolvant les équations de Boltzman à l'aide du modèle BGK
(sans réaliser l'étape supplémentaire de linéarisation à l'aide de "modèle S"). La
modélisation de Yamamoto et Ishihara [78] est meilleure que celle de Talbot et al.
(par la comparaison avec les résultats théoriques e�ectuée par Healy et Young [29]),
neanmoins, il apparaît, d'après les travaux de Healy et Young [29] que la théorie
développée par Beresnev et Chernyak [4] donne de meilleurs résultats pour prédire
le mécanisme de thermophorèse pour des nombres de Knudsen arbitraires. C'est
donc leur formulation du coe�cient de Soret Eq. (5.8) que nous avons retenue pour
modéliser la thermophorèse en gaz.

Nous avons intégré la force de thermophorèse calculée par Beresnev et Chernyak
(Eq. (5.8)) dans l'équation du mouvement d'une particule dans le Modèle de Proche
Paroi comme ceci (la modélisation de la vitesse de �uide vu Us demeure inchangée) :

dUp =
Us − Up
τp

dt+ gdt+KbrodWt +
FT

mp

dt. (5.9)

Nous présentons, dans la prochaine section, des calculs numériques de dépôt de
particules sous l'in�uence d'un gradient de température. Pour cela, nous commen-
çons par présenter quelques travaux expérimentaux relatifs à la thermophorèse. Puis
nous analysons les résultats des simulations numériques de thermophorèse avec le
MPP modi�é pour prendre en compte la force de thermophorèse.

5.2 Simulation numérique de la thermophorèse en
gaz

5.2.1 Expériences de dépôt en milieu gazeux

D'un point de vue expérimental, tout comme pour les écoulements isothermes,
l'in�uence de la thermophorèse sur le dépôt de particules est généralement étudiée
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sur des écoulements en conduite. La di�culté est de pouvoir maintenir un gradient
de température constant dans tout l'écoulement a�n de calculer correctement la vi-
tesse de dépôt des particules.

Romay et al. [65] ont étudié le dépôt de particules de chlorure de sodium et
de polystyrène latex dans un écoulement turbulent (respectivement Re = 1400 et
Re = 9500) en conduite verticale de longueur L (les particules ont un diamètre com-
pris entre 0, 1 et 0, 7µm). L'écoulement chargé en particules est chau�é à l'entrée de
la conduite entre 298 K et 410 K tandis que les parois sont maintenues à une tem-
pérature de 298K par une procédé de refroidissement à l'eau (pour une conduite de
0, 49 cm de diamètre cela correspond à des valeurs de gradient comprises entre 200
et 48000 K/m à l'entrée de la conduite). Un dispositif permet de mesurer l'e�cacité
du dépôt entre l'entrée et la sortie. Cependant l'estimation de la vitesse de dépôt sur
toute la conduite ne peut être correcte car la température de l'écoulement est refroi-
die par les parois et donc l'intensité de la force de thermophorèse diminue également.

Leeming [38] a étudié le dépôt de particules d'uranine et d'acide oléique dans
un écoulement turbulent en conduite verticale. Tout comme l'expérience de Liu et
Agarwal [39], la quantité de particules déposées est déterminée en coupant le tuyau
en di�érentes sections et en utilisant la technique de spectrométrie par �uorescence.
L'écoulement chargé en particules est au préalable chau�é avant d'être injecté dans
la conduite dont les parois sont refroidies à l'eau. Cependant, contrairement à l'ex-
périence de Romay et al. [65], Leeming [38] a veillé à maintenir un gradient de
température constant en imposant un �ux d'eau ad hoc à la paroi. De plus, il a
pris soin d'obtenir un pro�l de température établi avant de procéder à ses mesures
et dans ces conditions, la di�érence de température entre la paroi et le centre de
l'écoulement est seulement de 4 K (ce qui correspond à un gradient de 800 K/m
pour un tuyau de 1 cm de diamètre).

Les résultats de l'expérience de Leeming [38] sont ceux que nous avons retenus car
le dispositif expérimental permet de maintenir un gradient de température constant
et donc une force de thermophorèse constante (contrairement à l'expérience de Ro-
may et al. [65]) où la force de thermophorèse décroît) dans les sections du tuyau sur
lesquelles les relevés ont été e�ectués.

5.2.2 Simulations numériques de dépôt en milieu gazeux

Dans cette section nous présentons des résultats de simulations numériques de
dépôt de particules en présence d'un gradient de température correspondant au cas
test de l'expérience de Leeming décrite dans la section précédente. Les principales
caractéristiques de l'étude expérimentale sont résumées dans le Tableau 5.1 :

Nous avons étudié l'in�uence de deux gradients de température correspondant à
un écart de température entre la paroi et le coeur de l'écoulement ∆Tf de 4K et de
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Paramètre Valeur
diamètre de la conduite DC 1, 27 10−2 m
longueur de la conduite 1, 02m
densité de l'air ρf 1, 25 kg/m3

nombre de Reynolds Re 50000

Table 5.1 � Caractéristiques de l'expérience de Leeming [38]

50K. Bien que nous ne disposions que de résultats expérimentaux pour ∆Tf = 4K,
nous avons comparé nos résultats de dépôt pour ∆Tf = 50 K avec les simulations
numériques de He et Ahmadi [28] qui ont e�ectué des simulations similaires en pre-
nant l'expression de Talbot et al. [69] pour la force de thermophorèse. Nous avons
également calculé la courbe de dépôt pour ∆Tf = 0K a�n de véri�er que la nouvelle
version du MPP reproduit bien les résultats de dépôt pour un écoulement isotherme.

Comme dans les calculs précédents, les variables moyennes de l'écoulement (〈P 〉
et les deux premiers moments de la vitesse du �uide) sont calculés avec un modèle
de turbulence du second ordre de type RANS Rij − ε.

Ensuite, les particules d'acide oléique sont injectées avec un pro�l uniforme à
l'entrée du tuyau. La vitesse de dépôt est calculée avec la méthode de Matida et
al. [45] cf. Section 3.2.2. Pour le calcul de la phase dispersée, nous avons imposé
un pro�l de température dans la couche limite dont l'expression a été donnée dans
l'introduction de la deuxième partie du manuscrit (Eq. (4.19)). Le Tableau 5.2 pré-
sente l'ordre de grandeur du gradient de température dans la sous-couche visqueuse :

Écart de température (K) 4K 50K
Gradient de température à la paroi (K/m) ' 6 103 ' 2 105

Table 5.2 � Gradient de température à la paroi

La courbe de dépôt est tracée en Figure 5.1. Les vitesses de dépôts calculées avec
notre modèle sont en bon accord avec les résultats expérimentaux et numériques.

Nous retrouvons bien les trois régimes de la courbe de dépôt en fonction de
l'inertie (mentionnés dans la Section 3.2.1), de plus, la courbe de dépôt réagit bien,
i.e. que la vitesse de dépôt est d'autant plus grande que l'écart de température est
important, ce qui est cohérent avec l'expression de la force de thermophorèse qui est
proportionnelle au gradient de température.

Nous remarquons également que la vitesse de dépôt est très sensible au gradient
de température, en e�et, même pour un faible écart de température (∆Tf = 4 K)
la vitesse de dépôt gagne plus de deux ordres de grandeur. L'écart entre les courbes
qui est plus grand pour les particules dont l'inertie adimensionnée est inférieure à
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Figure 5.1 � In�uence de la thermophorèse sur la vitesse de dépôt de particules
pour di�érents gradients de température

1, montre que le mécanisme est plus prononcé pour les particules de faible inertie.

Bien qu'il n'y ait pas de résultats expérimentaux pour des valeurs d'inertie adi-
mensionnée en dessous de 10−2, nous avons calculé le taux de dépôt pour cette
gamme d'inertie a�n de tester l'in�uence du mouvement brownien qui est le méca-
nisme prédominant pour des particules de cette taille. Nous remarquons d'une part
que la vitesse de dépôt est d'autant plus importante que la taille des particules di-
minue et d'autre part que toutes courbes se rejoignent à τ+

p = 10−4. Ce qui signi�e
que l'intensité de la force de thermophorèse diminue avec l'inertie des particules. Ce
résultat est cohérent avec l'expression de la force de thermophorèse dont la valeur
limite tend vers 0 lorsque le diamètre des particules tend vers 0.

De plus, les vitesses de dépôt calculées sont en bon accord avec les simulation de
He et Ahmadi [28] ainsi qu'avec les résultats expérimentaux de Leeming [38].

En�n, toutes les courbes se rejoignent pour les inerties élevées (au delà de τ+
p = 5)

qui correspond au régime de vol libre, dans lequel la trajectoire des particules n'est
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plus sensible aux perturbations de l'écoulement.

Nous avons évalué la valeur des coe�cients de thermophorèse (cf. Tableau 5.3) :
respectivement le coe�cient de Soret ST et le coe�cient de di�usion thermopho-
rétique DT (nous rappelons que la vitesse de dérive thermophorétique s'écrit vT =
−DT∇T ) pour un écart de température ∆T = 50 K et pour trois diamètres dif-
férents. Dans ce tableau �gurent également la valeur de l'inertie adimensionnée τ+

p

correspondante ainsi que celle du coe�cient de di�usion moléculaire.

dp = 2rp (µm) τ+
p ST (K−1) DT (m2/(s ·K)) D (m2/s)

0, 3 0, 15 6, 55 103 5, 86 10−7 8, 96 10−11

0, 5 0, 43 2, 96 104 1, 57 10−6 5, 38 10−11

1 1, 725 2, 15 105 5, 79 10−6 2, 69 10−11

Table 5.3 � Comparaison des ordres de grandeur des coe�cients de thermophorèse pour
un écart de température ∆T = 50K

On constate que plus le rayon est grand, plus le coe�cient de Soret est grand (car
il est proportionnel à rp). On observe le comportement inverse pour le coe�cient
de di�usion D (qui est inversement proportionnel au rayon). De plus, en comparant
les vitesses de dépôt obtenues par simulation numérique avec et sans force de ther-
mophorèse (respectivement Figure 5.2 et Figure 4.2) on retrouve bien le bon ordre
de grandeur du coe�cient de Soret (' 104 K−1). En e�et, pour un τ+

p = 0, 43, la
vitesse de dépôt k+

p est égale à 10−2 pour un écart de température ∆T = 50K sur la
Figure 5.2 et pour un ∆T = 107K sur la Figure 4.2 (qui correspond aux calculs sans
force de thermophorèse). Si on écrit l'égalité des vitesses de dérive thermophorétique,
il vient (l'indice 1 correspond au calcul avec force de thermophorèse et l'indice 2 fait
référence au calcul sans force de thermophorèse où le coe�cient brownien induit un
coe�cient de Soret ST = 1/T cf. Eq. (4.13)) :

vT1 ' vT2

−ST1∆T1 ' −ST2∆T2

ST110 ' 10−2107

ST1 ' 104 K−1.

(5.10)

Ce que nous devons retenir de cette étude sur la thermophorèse en gaz est pour
les particules où l'e�et de thermophorèse est le plus signi�catif (0, 1 < τ+

p < 1), le
coe�cient de Soret est de l'ordre de 104,105 K−1.
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Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons étudié le mécanisme de thermophorèse en milieu
gazeux. Pour cela, nous avons au préalable réalisé une étude bibliographique de la
thermophorèse dans un milieu gazeux. Ce phénomène est largement expliqué dans la
littérature, il dispose de nombreux travaux théoriques expérimentaux et numériques.

La théorie cinétique des gaz permet d'expliquer la thermophorèse en milieu ga-
zeux et fournit, en fonction du régime de l'écoulement (qui est déterminé par le
nombre de Knudsen Kn), une expression de la force de thermophorèse pour chaque
régime (à savoir le régime continu, le régime moléculaire et le régime intermédiaire).
Parmi tous les travaux théoriques, nous avons retenu l'approche de Beresnev et
Chernyak [4] qui ont établi une expression de la force de thermophorèse pour des
nombres de Knudsen arbitraires basée sur la théorie cinétique des gaz. Leur formula-
tion repose donc sur une modélisation physique du mécanisme de thermophorèse en
milieu gazeux contrairement aux travaux de Talbot et al. [69] qui sont une interpo-
lation entre les deux régimes limites de l'écoulement gaz (régime continu et régime
de di�usion).

Après implémentation de la force de thermophorèse (dont l'expression est donnée
dans l'Eq. (5.8)) dans le Modèle de Proche Paroi, nous avons e�ectué des simula-
tions numériques de dépôt de particules basées sur l'expérience de Leeming [38] qui
a étudié le dépôt de particules d'uranine et d'acide oléique dans un écoulement d'air
turbulent en conduite verticale. Comme cette expérience a été menée avec un seul
gradient de température (correspondant à un écart de température entre la paroi et
le c÷ur de l'écoulement de 4 K) nous avons également comparé nos résultats avec
les travaux numériques de He et Ahmadi [28] qui ont étudié le dépôt de particules
pour di�érents gradients de température. Les résultats de nos simulations sont en
bon accord avec les résultats expérimentaux et numériques. L'intégration de la force
de thermophorèse de Bersenev et Chernyak [4] dans le Modèle de Proche Paroi est
donc validée.

L'étude bibliographique a montré que le coe�cient de Soret en milieu gazeux est
très bien connu (nous rappelons que ce coe�cient décrit le mécanisme de thermopho-
rèse, i.e. le �ux de particules induit par un gradient de température). En e�et, même
s'il existe plusieurs formulations du coe�cient de Soret, elles sont toutes équivalentes
car elles sont basées sur la même théorie, à savoir la théorie cinétique des gaz. En
milieu liquide, cette théorie ne s'applique pas et on ne dispose actuellement d'au-
cune théorie uni�ée capable d'expliquer la thermophorèse en milieu liquide. Comme
nous l'évoquerons dans le chapitre suivant, il existe dans la littérature, plusieurs
approches pour expliquer ce phénomène et chaque approche aboutit à une nouvelle
expression du coe�cient de Soret. Ce chapitre montre donc qu'en milieu gazeux,
la thermophorèse est très bien expliquée et que nous sommes parvenus à l'intégrer
avec succès dans notre modélisation du dépôt de particules. Il se place comme un
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préambule au chapitre suivant où l'objectif est de trouver une expression ad hoc du
coe�cient de Soret pour notre modélisation de la thermophorèse en milieu liquide.
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Chapitre 6

Thermophorèse en liquide

Introduction

Contrairement à la thermophorèse en milieu gazeux les travaux théoriques et
expérimentaux relatifs à l'étude de la thermophorèse en milieu liquide n'ont pas
encore abouti à une description uni�ée du mécanisme de thermophorèse en milieu
liquide. La notion de libre parcours moyen n'existe plus vraiment de manière aussi
claire que dans la théorie cinétique des gaz et, de plus, son "équivalent" tend vers zéro
ou correspondrait juste à l'espacement entre les molécules de liquide. Il en résulte
qu'une particule en suspension dans un liquide va interagir plus fortement avec les
molécules du milieu liquide que dans un gaz. L'interaction entre la particule et le
liquide est alors étudiée au niveau de l'interface molécule/particule i.e. au niveau de
la surface de la particule.

D'après Piazza [60], le mécanisme de thermophorèse en milieu liquide s'explique
par la perturbation de l'état d'équilibre thermodynamique de la zone interfaciale
provoquée par un gradient de température. Ce déséquilibre induirait un gradient de
pression local provoquant alors la migration de la particule a�n de rétablir l'état
d'équilibre thermodynamique. La thermophorèse en milieu liquide peut donc être
expliquée à l'aide d'une théorie microscopique basée sur l'équilibre local thermody-
namique d'une particule colloïdale.

Par ailleurs, dans un milieu liquide, les interactions au niveau moléculaire entre
les surfaces chargées (que ce soit la surface des particules colloïdales ou la paroi)
peuvent jouer un rôle important dans l'équilibre des colloïdes et notamment leur
dépôt. C'est pourquoi, la première section de ce chapitre décrit les interactions
physico-chimiques présentes au niveau des surfaces chargées et s'attache particu-
lièrement à la théorie de double couche ainsi qu'à la théorie DLVO. Puis nous nous
intéresserons à la modélisation de la force de thermophorèse en milieu liquide. En�n,
dans le but de tester les expressions des forces de thermophorèse retenues a�n de
modéliser la thermophorèse en milieu liquide, des simulations numériques de dépôt
de particules, sous l'in�uence de di�érents gradients de température, ont été réalisées
et font l'objet de la dernière section de ce chapitre.
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6.1 Modélisation des interactions entre les parti-
cules et la paroi dans un milieu liquide

Dans un milieu liquide, les interactions physico-chimiques entre les particules
colloïdales en suspension et la paroi jouent un rôle important dans le dépôt. Nous
devons donc les intégrer dans la modélisation du transport des particules dans la
zone de proche paroi. La théorie DLVO (pour Derjaguin et Landau [13] et Verwey et
Overbeek [72]) décrit ces interactions comme la somme d'une contribution toujours
attractive du potentiel de van der Waals (VDW) et d'une contribution électrosta-
tique liée à la double couche électrostatique qui peut être attractive ou répulsive.
Nous allons débuter cette section en décrivant chaque interaction puis nous expo-
serons la mise en oeuvre de la théorie DLVO dans la modélisation lagrangienne
stochastique.

6.1.1 Interactions électromagnétiques de van der Waals

Les interactions de van der Waals (VDW) [26], généralement attractives, dési-
gnent un ensemble de forces d'origine électromagnétiques qui s'exercent à l'échelle
moléculaire entre dipôles. On distingue trois types d'interactions qui sont les forces
de : Keesom (entre deux dipôles permanents), Debye (entre un dipôle permanent
et un dipôle induit) et London (entre deux dipôles induits) cette dernière force est
la contribution principale des interactions VDW. Pour une particule colloïdale de
rayon rp, située à une distance d d'une paroi (d = yp − rp où yp est la position dans
la direction normale à la paroi du centre de gravité de la particule), la force de van
der Waals s'écrit :

FVDW =
−AHr3

p

3(2rp + d)2d2
(6.1)

Dans l'Eq. (6.1), AH est la constante d'Hamaker qui est caractéristique de la nature
des matériaux en présence (particule et paroi) et du milieu liquide. Cette constante
intervient dans l'expression de l'énergie de van der Walls par unité de surface qui
s'écrit :

EVDW =
−AH
12πd2

(6.2)

cette constante s'exprime donc en Joules, elle est donnée pour chaque "trio" particule
/ paroi / milieu liquide et son ordre de grandeur varie entre 10−18 et 10−20 J . Pour
le système magnétite/eau/acier inoxydable (système que nous utiliserons pour nos
simulations numériques) AH = 6 10−20 J .
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6.1. MODÉLISATION DES INTERACTIONS ENTRE LES PARTICULES ET LA
PAROI DANS UN MILIEU LIQUIDE

6.1.2 Interactions électrostatiques : notion de double couche
électrostatique

Pour étudier les interactions électrostatiques, la notion de double couche électro-
statique a été introduite a�n de modéliser la distribution des charges autour d'une
surface. Cette modélisation a évolué au cours du temps a�n de mieux décrire le
potentiel de surface.

Helmholtz [34] a été le premier à proposer un modèle de distribution de charges
autour d'une surface qui a ensuite été perfectionné par Gouy et Chapman [22], [8].
En�n Stern [68] a a�né la structure de la couche électrostatique en une double
couche. Le principe de la notion de double couche électrostatique est le suivant :
dans un milieu liquide, la charge de surface d'une particule ou d'une paroi va être
contrebalancée par les ions en solution pour rétablir la neutralité électronique au
voisinage de la surface considérée. Le ré arrangement des ions en solution crée une
double couche électrostatique au voisinage de la surface. Comme illustré sur la Fi-
gure 6.1, les charges de surface attirent des charges de signe opposé (gegenion) qui
se disposent en une couche �ne au voisinage de la paroi appelée couche de Stern.
D'autres gegenion vont également se disposer dans une zone plus large autour de
la surface pour former une couche di�use. Les deux couches forment ainsi la double
couche électrostatique qui délimite la zone d'interaction électrostatique entre la par-
ticule (ou la paroi) et le milieu liquide.

Figure 6.1 � Représentation schématique de la double couche, les signes peuvent
être inversés

Au cours du temps, le modèle de double couche électrostatique s'est encore a�né
et on considère désormais que la couche de Stern est divisée en deux [34] (ce qui
aboutit à une triple couche électrostatique). Cependant, par souci de simpli�cation,
on considérera ici le modèle de double couche développé par Stern [68], sans diviser
la couche de Stern.

La double couche électrostatique est caractérisée par deux grandeurs, son po-
tentiel électrique et son épaisseur, la longueur de Debye λDH. Dans la couche de
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Stern, le potentiel électrique décroît de façon linéaire du potentiel de surface ϕ0 au
potentiel ζ qui correspond au potentiel du plan de cisaillement. Ce potentiel qui est
plus accessible que le potentiel de surface (car plus facile à mesurer) est donc géné-
ralement utilisé pour caractériser l'état électrostatique d'une surface. Le potentiel
électrique décroît ensuite de façon exponentielle dans la couche di�use.

La longueur de Debye qui représente la portée des interactions électrostatiques
est donnée par la relation suivante :

λDH(Tf ) =

√
ε0ε(Tf )RTf

2F 2
AI

(6.3)

où ε0 est la permittivité du vide, ε(Tf ) la permittivité relative également appelée
constante diélectrique du milieu, R la constante universelle des gaz, FA la constante
de Faraday qui mesure la charge électrique d'une mole d'électrons (F ' 9, 65 C/mol)
et I la force ionique du milieu liquide qui s'exprime en M = mol/l. Plus la force
ionique est faible, plus la double couche électrostatique est étendue et plus le poten-
tiel ζ est élevé.

La force d'interaction électrostatique résultante Felec s'écrit :

Felec = 4πε0ε(Tf )
rp
λDH

ϕ1ϕ2e
−d/λDH (6.4)

où ϕi sont les potentiels ζ du milieu i (particule ou paroi).

6.1.3 La théorie DLVO dans la modélisation lagrangienne
stochastique

La théorie DLVO, comme nous l'avons énoncé précédemment, décrit les inter-
actions physico-chimiques particule / paroi comme la somme d'une contribution
toujours attractive du potentiel de van der Waals (VDW) et d'une contribution
électrostatique liée à la double couche électrostatique qui peut être attractive ou
répulsive. En reprenant les expressions des Eq. (6.2) et Eq. (6.4), la force DLVO
s'exprime :

FDLVO = FVDW + Felec

= −
AHr

3
p

3(2rp + d)2d2
+ 4πε0ε(Tf )

rp
λDH

ϕ1ϕ2e
−d/λDH

(6.5)

La Figure 6.2 représente l'énergie de l'interaction DLVO agissant sur les parti-
cules en fonction de la distance à la paroi dans un cas répulsif (ϕ1 et ϕ2 sont du
même signe). On remarque la présence d'une barrière d'énergie dans les derniers
nanomètres qui séparent la particule de la paroi. Cette barrière (dont la hauteur
sera désignée par EDLVO) pourrait empêcher la particule d'entrer en contact avec
la paroi et donc de s'y déposer (ce qui a pour conséquence de diminuer le taux de
dépôt des particules en suspension).
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6.2. LA THERMOPHORÈSE EN LIQUIDE : UNE APPROCHE BASÉE SUR
L'ÉQUILIBRE THERMODYNAMIQUE LOCAL

Figure 6.2 � Énergie d'interaction DLVO entre une sphère et un plan, source :
Henry et al. [32]

La modélisation des interactions DLVO se fait en deux étapes et intervient dès
que la distance particule/paroi est inférieure au rayon de la particule (yp ≤ rp) :

1. On détermine l'énergie cinétique de la particule Ec =
1

2
mpVp(yp)

2

2. si :

{
Ec > EDLVO la particule se dépose
Ec ≤ EDLVO la particule rebondit

Cette modélisation constitue une condition aux limites du Modèle de Proche
Paroi qui permet de savoir, une fois que la particule entre en contact avec la paroi,
si elle y adhère et donc si le dépôt a lieu. C'est pourquoi nous avons intégré la
modélisation des interactions DLVO dans nos prochains calculs en milieu liquide.

Nous venons de présenter le modèle d'interaction physico-chimique nécessaire à
la simulation de dépôt de particules en milieu liquide, nous allons maintenant étudier
la modélisation de la thermophorèse en milieu liquide.

6.2 La thermophorèse en liquide : une approche ba-
sée sur l'équilibre thermodynamique local

Dans cette section, nous présentons deux formulations di�érentes du coe�cient
de Soret qui correspondent aux variantes d'une même approche qui est basée sur des
considérations thermodynamique a�n de dé�nir la force de thermophorèse exercée
sur des particules colloïdales en milieu liquide.

Dhont et al. [14] ont formulé une expression du coe�cient de Soret, ST suivante :

S
(1)
T =

1

Tf

[
1 +

1

4

(
4πlB(Tf )

2σeff(Tf )

e

)2 r2
p

lB(Tf )3

(
1− dln(ε(Tf ))

dln(Tf )

)
λDH(Tf )

]
.

(6.6)
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où la constante diélectrique ε(Tf ) s'exprime de la façon suivante :

ε(Tf ) = A+ α1Tf + α2T
2
f + α3T

3
f . (6.7)

où les αi sont des constantes avec dimensions dont les valeurs ont été évaluées
expérimentalement par Malmberg et Maryott [41] pour des températures allant
de 0°C à 100°C (A = 87.740, α1 = −0, 4008 K−1, α2 = 9, 398 10−4 K−2 et
α3 = −1, 410 10−6 K−3).

Dans Eq. (6.6), lB est la longueur de Bjerrum dé�nie par :

lB(Tf ) =
e2

4πε0ε(Tf )kBTf
. (6.8)

En utilisant l'expression de lB Eq. (6.8), on arrive à la forme proposée par Dhur
et Braun [15] pour l'expression du coe�cient de Soret :

S
(2)
T =

4πr2
p

kBTf

[
−shyd

NA

+
σeff(Tf )

2

4ε0ε(Tf )Tf

(
1− Tf

ε(Tf )

∂ε(Tf )

∂Tf

)
λDH(Tf )

]
(6.9)

avec NA la constante d'Avogadro et shyd qui représente une entropie d'hydratation
surfacique (comptée ici par surface de particule et par mole).

On peut considérer la formulation Eq. (6.9) comme une généralisation de la
formulation Eq. (6.6). Dans les deux cas, le coe�cient de Soret s'exprime sous la
forme :

S
(i)
T =

1

Tf

(
cst(i) +BDLVO

)
(6.10)

avec : 

BDLVO =
πσ2

effr
2
p

kBε0ε(Tf )Tf

(
1− Tf

ε(Tf )

∂ε(Tf )

∂Tf

)
λDH(Tf )

cst(1) = 1

cst(2) =
−4πr2

pshyd

R
.

(6.11)

Nous verrons dans la Section 6.4, dédiée aux simulations numériques, que le terme
BDLVO est prépondérant, il représente la contribution majeure du coe�cient de Soret
(avec les paramètres expérimentaux utilisés).

Nous venons de présenter les deux expressions du coe�cient de Soret (Eq. (6.6) et
Eq. (6.9)) que nous intégrerons dans le Modèle de Proche Paroi pour tenir compte
du mécanisme de thermophorèse en milieu liquide. Cependant, sachant que nous
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sommes en milieu liquide, les interactions entre les particules et la paroi deviennent
fortes et doivent donc être modélisées. Dans le processus de dépôt d'une particule,
cela correspond à l'étape d'attachement d'une particule à la paroi (en e�et, comme
nous l'avons expliqué dans l'introduction générale de ce manuscrit, le dépôt est dé-
coupé en deux étapes, une étape de transport et une étape d'attachement à la paroi).
Contrairement à un milieu gazeux, les conditions physico-chimiques qui règnent au
voisinage de la paroi jouent un rôle prépondérant dans le transport des particules.
Si nous voulons étudier la thermophorèse en milieu liquide, nous devons prendre
en compte cette étape d'attachement de la particule à la paroi. La prochaine sec-
tion présente l'état de l'art des expériences de dépôt de particules colloidales sous
écoulement en présence d'un gradient de température à la paroi. La dernière section
de ce chapitre est consacrée à l'étude numérique de l'implémentation de la force de
thermophorèse dans le Modèle de Proche Paroi.

6.3 Expériences de dépôt en milieu liquide

Le dépôt de particules colloïdales en milieu liquide n'est pas étudié de la même
façon qu'en milieu gazeux. La plupart des études expérimentales étudient l'impact
de la variation d'un paramètre caractéristique de la phase liquide sur la vitesse de
dépôt d'une classe de particule (en terme de diamètre). A titre d'exemple, William-
son et al. [75] ont étudié la vitesse du dépôt de particules colloïdales en fonction du
pH mais seulement pour une classe de particules.

Étant donné que nous ne disposons pas des courbes expérimentales de dépôt de
particules colloïdales en milieu liquide même pour un écoulement isotherme, nous
avons, dans un premier temps, décidé de l'étudier et de la comparer à la courbe de
dépôt de particules en milieu gazeux.

Pour cela, nos simulations numériques sont basées sur l'expérience de Williamson
et al. [75] qui ont étudié le dépôt de particules d'hématite (Fe2O3) d'un diamètre de
0, 2 µm dans un écoulement liquide turbulent pour des condition de pH variant entre
5 et 9. Le dépôt est observé dans cylindre vertical (de diamètre DC = 1, 28 cm et
de longueur L = 1, 22 m) dont les parois sont en acier inoxydable. Le taux de dépôt
est mesuré à 80 cm de l'entrée du cylindre. Les caractéristiques de l'écoulement sont
résumées dans le Tableau 6.1.

Nombre de Reynolds 11000
Température 298 K
Diamètre des particules 0, 2 µm
Densité des particules 5240 kg/m3

Table 6.1 � Caractéristiques de l'expérience de Williamson et al. [75]

La variation du taux de dépôt en fonction du pH est représentée sur la Figure 6.3.
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Figure 6.3 � Vitesse de dépôt des particules adimensionnée en fonction du pH,
expérience de Williamson et al. [75]

Nous avons e�ectué nos simulation de dépôt pour un pH = 6, 5 ce qui correspond
à la vitesse de dépôt maximale (kp+ = 1, 610−5) observée par Williamson et al. [75].
Dans ces conditions de pH, le potentiel de la phase solide ϕ1 = 20 mV , celui de la
phase liquide, ϕ2 = −20 mV et la force ionique de la solution I = 10−6,5 M .

6.4 Simulations numériques de dépôt en milieu li-
quide

A�n de réaliser nos simulations numériques de thermophorèse en milieu liquide,
nous avons donc repris les conditions de l'expérience de Wiliamson et al. [75] décrites
ci-dessus (géométrie et caractéristiques de l'écoulement pour un pH = 6, 5). Puis,
nous avons étudié le dépôt de particules d'hématite en faisant varier le diamètre des
particules dp, de 10−2 µm à 30 µm, ce qui correspond à une gamme d'inertie adi-
mensionnée τ+

p , comprise entre 10−6 et 101. Le maillage utilisé pour ces simulations
est le même que celui de l'étude de Liu et Agarwal (cf. Figure 3.3).

Nous commencerons par présenter les résultats de dépôt pour un écoulement
isotherme a�n de les comparer aux résultats de dépôt en milieu gazeux. Puis nous
étudierons l'in�uence de di�érents gradients de température sur la vitesse de dépôt
en milieu liquide.

6.4.1 Écoulement isotherme

La courbe de dépôt en milieu liquide pour un écoulement isotherme est repré-
sentée sur la Figure 6.4 sur laquelle nous avons également représenté la courbe de
dépôt en milieu gazeux.

Nous remarquons que pour une même valeur de τ+
p les valeurs de vitesse de dépôt

ne sont pas du même ordre de grandeur, par exemple, pour une particule ayant une
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Figure 6.4 � Comparaison des vitesses de dépôt de particules adimensionnée en
milieu liquide et en milieu gazeux pour un écoulement isotherme

inertie adimensionnée de l'ordre de 1, la vitesse de dépôt en milieu liquide est 1000
fois plus importante qu'en milieu gazeux. En e�et, pour τ+

p = 1 cela correspond à
dp = 1 µm en air et dp = 10 µm en eau. Ainsi, pour la même valeur de l'inertie
adimensionnée, la taille de particule correspondante est dix fois plus importante en
eau qu'en air. Cela implique que pour un même τ+

p la particule se déposera plus
facilement en eau car elle atteindra plus rapidement la paroi. Ce qui explique l'écart
entre les deux courbes de dépôt.

Malgré les écarts de vitesse de dépôt entre les deux milieux, l'allure de la courbe
de dépôt est conservée, i.e. on retrouve les trois régimes de dépôt sur toute la gamme
des inerties adimensionnées (cf. Section 3.2.1) ainsi que l'augmentation de la vitesse
de dépôt pour les particules de très faible inertie qui sont fortement animées par
l'agitation brownienne. On remarque également que les vitesses de dépôt pour les
particules en régime de di�usion (τ+

p = 10−6 en eau et τ+
p = 10−4 en air) sont du

même ordre : k+
p = 10−4. Cette remarque est également valable pour les particules

en régime de vol libre.

Notons qu'on retrouve bien la vitesse de dépôt de l'expérience de Williamson et
al. [75] pour un diamètre égal à 0, 2 µm qui correspond à un τ+

p = 10−4.

Dorénavant, nous ne ferons plus apparaître les résultats de dépôt en milieu gazeux
sur nos courbes de dépôt.
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6.4.2 Écoulement non isotherme

A�n d'étudier la thermophorèse en milieux liquide et l'implémentation des forces
de thermophorèse (Eq. (6.6) et Eq. (6.9)) dans le Modèle de Proche Paroi, nous
avons simulé le dépôt de particules pour deux écarts de température : ∆Tf = 5 K
et ∆Tf = 50 K. Les courbes de dépôt correspondantes sont représentées sur la Fi-
gure 6.5.

Figure 6.5 � In�uence de la thermophorèse en milieu liquide pour di�érents gra-
dients de température. Comparaison de la force de thermophorèse de Dhont et al.
(traits continus) et de la force de thermophorèse de Duhr et Braun (pointillés).

Pour calculer ces courbes, nous avons exprimé la charge surfacique σeff en uti-
lisant l'estimation de l'équation de Grahame pour des particules à faible potentiel
(ϕ < 25mV ) donnée dans [35] :

σeff(Tf ) =
ε0ε(Tf )ϕ1

λDH(Tf )
. (6.12)

Dans ces conditions, pour un diamètre dp = 2 µm et pour un écart de température
∆T = 5K les termes du coe�cient de Soret dé�nis dans Eq. (6.13) valent :

BDLVO ' 9 102

cst(1) = 1

cst(2) ' 5, 25

(6.13)
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en prenant shyd4πr2
p = −43, 7 J/(mol · K) qui est la valeur moyenne de l'entropie

d'hydratation par mole d'eau obtenue par Risacher et Fritz [64]. On remarque que le
terme BDLVO est prépondérant, il représente la contribution majeure du coe�cient
de Soret. Les deux constantes (respectivement 1 et 5,25) qui sont du même ordre,
ce qui cohérent car les deux formules dérivent l'une de l'autre, sont négligeables
devant le terme DLVO.

En observant les courbes de dépôt en Figure 6.5, on constate que pour les cal-
culs de dépôts e�ectués avec les deux formules de force de thermophorèse (celle de
Dhont et al. [14] et celle de Duhr et Braun [16]), la vitesse de dépôt des particules
k+
p est insensible à un gradient de température. On peut donc en conclure, d'après
ces premiers résultats numériques, que le mécanisme de thermophorèse en milieu
liquide est négligeable devant les forces hydrodynamiques qui pilotent le dépôt des
particules colloïdales. Ce résultat a déjà été observé par McNab en 1972 [47] qui
a étudié la vitesse de thermophorèse de billes de polystyrène de 1 micron dans un
écoulement stagnant et pour des gradient de température ∇T compris entre 7 103 et
3 104 K/m (dans nos simulations le gradient est bien plus grand car il est compris
entre 2, 5 105 et 2, 6 106 K/m).

A�n de valider ces résultats numériques, nous avons évalué l'ordre de grandeur
du coe�cient de di�usion thermophorétique DT des deux approches (celle de Dhont
et al. [14] et celle de Duhr et Braun [16]) sachant que ce coe�cient de di�usion
thermophorétique DT = STD où D, le coe�cient de di�usion moléculaire donné
par la relation d'Einstein Eq. (4.2) D ' 2 10−13 m2/s dans l'eau. La comparaison a
été e�ectuée pour des particules d'un diamètre dp = 2 µm ce qui correspond à un
τ+
p ' 5 10−2, les valeurs correspondantes du coe�cient de di�usion thermique sont
données dans le Tableau 6.2.

Écart de température (K) 5 50

DT (m2/(s ·K)) de Dhont et al. [14] 6, 61 10−13 5, 43 10−13

DT (m2/(s ·K)) de Duhr et Braun [16] 6, 64 10−13 5, 46 10−13

Table 6.2 � Comparaison des coe�cients de di�usion thermophorétique DT en liquide
pour di�érents gradients de température

Sachant que, d'après Brenner [6], le coe�cient de di�usion thermophorétique DT

dans un liquide est de l'ordre de 10−12m2/(s ·K). L'ordre de grandeur du coe�cient
de di�usion thermophorétique pour les deux formules est donc correct. Les travaux
de Duhr et Braun [16] et ceux de Dhont et al. [14] présentent des résultats similaires,
ce qui est rassurant car tous les deux sont basés sur la même approche (cf. les ordres
ordres de grandeur donnés dans l'Eq. (6.13)). Il demeure cependant quelques incer-
titudes sur les coe�cients de chaque formule, notamment sur les valeurs du potentiel
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de la particule ϕ1 et de l'entropie d'hydratation surfacique shyd pour lesquels nous
n'avons pas de dépendance à la température (cependant, l'incertitude sur ce dernier
terme est négligeable vu qu'il contribue très faiblement au coe�cient de Soret car
comme nous l'avons vu dans l'Eq. (6.13) c'est le terme BDLVO qui est prépondérant).

Ce que nous devons retenir de cette étude de thermophorèse en liquide est que
le coe�cient de Soret en liquide (avec les paramètres que nous avons utilisés pour
nos simulation qui sont ceux de l'expérience de Williamson et al. [75]) est de l'ordre
de 100 K−1. Il y a donc environ 5 ordres de grandeur entre le coe�cient de Soret
en gaz et celui en liquide (celui en gaz est le plus important, cf. Section 5.2.2).

L'analyse de ces premiers résultats de dépôt de particules en milieu liquide dans
un écoulement non isotherme montre que la thermophorèse en milieu liquide n'est
pas le mécanisme prépondérant responsable du dépôt des particules colloïdales. Ces
résultats demeurent cependant hypothétiques car aucun résultat expérimental dispo-
nible ne permet de les con�rmer ou de les in�rmer. A�n de con�rmer cette première
hypothèse (i.e. que la thermophorèse n'est pas un mécanisme majeur dans le dépôt
de particules colloïdales en milieu liquide) il serait intéressant d'étudier les autres
approches théoriques développées pour expliquer le mécanisme de thermophorèse
en milieu liquide. On peut citer les travaux de Würger [77] qui décrit le mécanisme
de thermophorèse comme une conséquence de l'e�et Marangoni qui correspond au
�ux de particules sous l'e�et d'un gradient de tension super�cielle. Lorsque le gra-
dient de tension super�cielle est causé par un gradient de température, on parle
alors de l'équivalent "thermique" de l'e�et Marangoni également appelé convection
thermo-capillaire. Ou peut également citer les travaux de Han [27] qui étudie le
mécanisme de thermophorèse à la lumière d'une approche de type "Dynamique Mo-
léculaire" (désignée par MD pour "Molecular Dynamics" dans la littérature). Ces
études permettraient de corroborer ou non cette première hypothèse.

Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons étudié le mécanisme de thermophorèse en milieu li-
quide a�n de l'intégrer au Modèle de Proche Paroi. L'étude bibliographique a montré
que les approches qui étudient ce phénomène sont nombreuses. Nous avons cepen-
dant choisi d'adopter l'approche basée sur une étude thermodynamique qui décrit
le mécanisme de thermophorèse comme étant la conséquence d'un déséquilibre ther-
modynamique local de la zone interfaciale située entre la particule et le liquide.
Nous avons donc retenu deux expressions ([14] et [16]) de la force de thermophorèse,
toutes deux basées sur cette approche d'équilibre thermodynamique local, que nous
avons intégrées dans la modélisation du transport des particules.

Nous avons vu que pour modéliser le dépôt de particules dans un liquide il est né-
cessaire de prendre en compte les interactions physico-chimiques entre les particules
et la paroi qui jouent un rôle important dans le dépôt. Ainsi, l'étape d'attachement
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de la particule à la paroi est modélisée à partir de la théorie DLVO. Cette étape
constitue une condition aux limites du Modèle de Proche Paroi (qui simule le trans-
port de la particule à la paroi) qui permet de déterminer si la particule adhère ou
non à la paroi une fois qu'elle rentre en contact avec la paroi.

Puis nous avons e�ectué des simulations numériques de dépôt de particules a�n
de tester les formules retenues pour la modélisation du mécanisme de thermophorèse
en milieu liquide (cf. Eq. (6.6) et Eq. (6.9)). Sachant que nous ne disposons d'au-
cune courbe de dépôt de particules (de la forme k+

p = f(τ+
p )) en milieu liquide nous

avons au préalable réalisé un calcul de dépôt en écoulement isotherme a�n de nous
comparer aux résultats de dépôt dans un écoulement d'air isotherme. L'allure de
la courbe de dépôt est la même pour les deux milieux. Cependant, pour une même
valeur d'inertie adimensionnée τ+

p , les vitesses de dépôt en milieu liquide sont plus
importantes (l'écart sur la vitesse k+

p est d'environ deux ordres de grandeur). Cet
écart s'explique par le fait que pour une même valeur de τ+

p le diamètre des par-
ticules en milieu liquide est dix fois plus important que le diamètre correspondant
en milieu gazeux. Ainsi, la particule se déposerait plus rapidement en eau car elle
atteindrait plus vite la paroi.

En�n, nous avons e�ectué des calculs de dépôt de particules avec di�érents gra-
dients de température a�n de tester les formules retenues pour la modélisation de
la force de thermophorèse en milieu liquide. Les résultats montrent que la thermo-
phorèse en milieu liquide n'est pas un mécanisme prépondérant dans le dépôt de
particules sachant qu'il n'a�ecte pas la vitesse de dépôt des particules. Cependant,
ces résultats devront être comparés à d'autres approches (qui sont mentionnées à la
�n de la Section 6.4.2) a�n de con�rmer cette première hypothèse.
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Conclusion de la deuxième partie

Conclusion de la deuxième partie

Dans cette deuxième partie, nous avons étudié le mécanisme de thermophorèse
a�n de l'intégrer à la modélisation du transport de la particule dans la zone de
proche paroi. Le point clé de cette partie est que nous avons généralisé le Modèle de
Proche Paroi aux écoulements non isothermes tant dans un milieu gazeux que dans
un milieu liquide. Nous allons à présent rappeler les points forts de chaque chapitre :

� Le quatrième chapitre est consacré à l'étude de la sensibilité du Modèle de
Proche Paroi à un gradient de température a�n de savoir si la di�usion brow-
nienne est su�sante pour reproduire le mécanisme de thermophorèse. Cette
étude a révélé que le Modèle de Proche Paroi doit être modi�é a�n d'intégrer
la modélisation d'un force de thermophorèse dans le suivi lagrangien des par-
ticules. Ce chapitre opère donc une transition entre la première partie de ce
travail de thèse qui a aboutit à la construction d'une modélisation adaptée
pour simuler le transport des particules colloïdales dans un écoulement tur-
bulent isotherme et la deuxième partie de ce document qui est consacré à la
généralisation du Modèle de Proche Paroi aux écoulements non isothermes.

� Le cinquième chapitre est dédié à l'étude de la thermophorèse dans un mi-
lieux gazeux. A�n de sélectionner une expression de la force de thermophorèse
pour notre modélisation, nous avons tout d'abord réalisé un état de l'art de
la thermophorèse en milieux gazeux. Nous avons sélectionné la formulation de
Beresnev et Chernyak [4] car elle est basée sur une modélisation physique du
phénomène de thermophorèse contrairement aux travaux de Talbot et al. [69]
qui sont largement utilisés mais qui ne résultent pas d'une approche de mo-
délisation du phénomène. Nous avons ensuite intégré la force de Beresnev et
Chernyak [4] dans le Modèle de Proche Paroi a�n de mener des simulations de
dépôt de particules en présence d'un gradient. Le modèle amélioré reproduit
de manière satisfaisante les résultats expérimentaux qui, comme nous l'avons
vu ne sont pas systématiquement représentés sous forme de courbe de dépôt.
Les résultats de nos simulations numériques montrent que la thermophorèse
dans un écoulement gazeux, augmente le taux de dépôt de plusieurs ordres de
grandeur. On peut donc conclure que le modèle développé dans ce chapitre
prédit correctement le taux de dépôt de particules dans un écoulement gazeux
non isotherme.

� Le sixième chapitre est consacré à la thermophorèse en liquide. Contrairement
à la thermophorèse en gaz, trouver une expression de la force de thermopho-
rèse adaptée à notre cas (celui de particules colloïdales transportées par des
écoulements turbulents) n'a pas été aussi aisé car l'approche adoptée pour
décrire le phénomène n'est pas uni�ée. Nous avons retenu deux expressions
di�érentes pour notre modélisation. Nous n'avons recensé aucun travaux ex-
périmentaux qui mesurent le dépôt de particules en fonction de leur inertie
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dans un milieu liquide, et ce même pour des écoulements isothermes. Les pre-
miers résultats révèlent que la thermophorèse en milieu liquide ne serait pas
un mécanisme prépondérant intervenant dans le dépôt de particules. Cepen-
dant, la validation de l'implémentation d'une force de thermophorèse dans le
Modèle de Proche Paroi ne peut être correctement validée en l'absence de don-
nées expérimentales. Il est donc nécessaire de s'intéresser aux autres approches
existantes qui permettent d'expliquer la thermophorèse en milieu liquide. Ce-
pendant nous avons besoin de résultats expérimentaux de taux de dépôt dans
un écoulement non isotherme liquide a�n de pouvoir comparer et valider nos
observations numériques.

En guise de conclusion, ce travail de généralisation du Modèle de Proche Paroi
aux écoulements non isothermes a été validé pour les écoulements en milieu gazeux.
Les résultats observés en milieu liquide ont révélé une première hypothèse, que la
thermophorèse en milieu liquide ne joue pas un rôle important dans le taux de
dépôt des particules. Cependant, ces résultats numériques doivent encore être validés
a�n de con�rmer ou d'in�rmer cette hypothèse ce qui nous permettra de prédire
correctement le comportement des particules dans un générateur de vapeur.
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Conclusion générale et Perspectives

Ce travail de thèse a été e�ectué dans le but de modéliser le dépôt de particules
colloïdales dans des écoulements turbulents non isothermes. Ces travaux s'inscrivent
en e�et dans le cadre d'un projet industriel destiné à comprendre et à modéliser les
phénomènes de dépôt observés dans des installations industrielles (e.g. les généra-
teurs de vapeur). Dans cette conclusion générale nous dressons donc un bilan du
travail e�ectué qui se partage en deux parties.

La première partie dé�nit le cadre de la modélisation du transport des parti-
cules. L'approche adoptée pour simuler les écoulement diphasiques est une approche
hybride dans laquelle le �uide est décrit par une méthode Eulérienne qui fournit les
champs moyens de l'écoulement (pression moyenne et les deux premiers moments
de la vitesse du �uide) sur un maillage et dans laquelle les particules sont décrites
par une méthode Lagrangienne. Dans cette approche, l'information fournie par la
description du �uide étant limitée (car moyennée) les vitesses �uides instantanées,
nécessaires à la modélisation Lagrangienne, sont reconstruites par des modèles la-
grangiens stochastiques. Comme nous l'avons expliqué dans le premier chapitre,
l'utilisation de ces modèles étant destinée au calcul d'écoulements industriels nous
impose d'employer une modélisation dédiée au transport des particules dans la zone
de proche paroi. La particularité de la modélisation du transport des particules est
donc qu'elle est la coordination de deux modèles : d'une part le Modèle de Langevin
Généralisé [52] qui calcule le déplacement des particules dans le c÷ur de l'écoule-
ment et d'autre part le Modèle de Proche Paroi [25] qui calcule le transport des
particules dans la zone de proche paroi qui est le siège de structures cohérentes.

Le second chapitre traite du raccord de ces deux modèles. Des calculs en par-
ticules �uides ont montré qu'une étape de correction était nécessaire pour réaliser
correctement le couplage des deux modèles. Les travaux de couplage ont donné lieu
à de nouveaux développements théoriques sur les statistiques conditionnées d'une
particule traversant une interface. Le point fort de cette étude est que le couplage
est dorénavant indépendant des caractéristiques du Modèle de Proche Paroi, il ne
dépend que des caractéristiques du Modèle de Langevin Généralisé.

Le couplage est ensuite validé par des simulations numériques de dépôt de parti-
cules colloïdales et inertielles dans le troisième chapitre. Ces simulations sont basées
sur l'expérience de Liu et Agarwal [39] qui ont mesuré le dépôt de gouttelettes d'huile
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dans un écoulement d'air turbulent en conduite verticale. L'adéquation des résultats
de simulation numérique aux résultats expérimentaux montre que la modélisation
du transport développée prédit correctement le taux de dépôt dans un écoulement
d'air isotherme.

L'extension de la modélisation aux écoulements non isothermes constitue la
deuxième partie de ce document. Pour cela, nous avons tout d'abord testé l'in-
�uence d'un gradient de température sur le Modèle de Proche Paroi sans y apporter
de modi�cations a�n de constater si la di�usion brownienne seule permet de capter
le mécanisme de thermophorèse (qui est le phénomène de migration des particules
en réponse à un gradient de température). Cette étude de sensibilité, qui fait l'objet
du quatrième chapitre de ce manuscrit, a montré qu'il est nécessaire d'intégrer une
force de thermophorèse dans la modélisation du transport des particules au voisi-
nage de la paroi.

Les travaux liés à la thermophorèse en milieu gazeux étant nombreux, nous
avons tout d'abord choisi de modéliser la thermophorèse en milieu gazeux dans le
cinquième chapitre. La théorie cinétique des gaz permet d'expliquer le phénomène de
thermophorèse en milieu gazeux. Nous avons sélectionné l'approche de modélisation
de la force de thermophorèse de Beresnev et Chernyak [4] qui repose sur une mo-
délisation physique du mécanisme de thermophorèse basée sur la théorie cinétique
des gaz. A�n de valider l'intégration de la force de thermophorèse dans le Modèle de
Proche Paroi, nous avons simulé l'expérience de Leeming [38] qui a mesuré le dépôt
de particules d'uranine et d'acide oléique dans un écoulement d'air turbulent vertical
avec un gradient de température correspondant à un écart de température entre le
c÷ur de l'écoulement et la paroi de 4 K. Les résultats des simulations qui sont en
bon accord avec les résultats expérimentaux témoignent de la capacité du Modèle
de Proche Paroi à modéliser le mécanisme de thermophorèse en milieu gazeux.

L'étude du mécanisme de thermophorèse en milieu liquide, qui fait l'objet du
dernier chapitre de ce manuscrit, n'a pas été aussi aisée qu'en milieu gazeux. En
e�et, l'étude de la thermophorèse en milieu liquide est un vaste sujet d'exploration
qui ne dispose pas encore de théorie uni�ée capable d'expliquer le phénomène ni de
résultats expérimentaux de dépôts dus à la thermophorèse dans un liquide. Parmi
les approches existantes (mentionnées par Piazza [60]) nous avons retenu une ap-
proche basée sur l'équilibre thermodynamique local de la particule. Dans le cadre
de cette approche nous avons comparé deux expressions développées par Dhont et
al. [14] et Duhr et Braun [16] pour modéliser la thermophorèse en milieu liquide.
Malheureusement, l'absence de données expérimentales de dépôt de particules sous
écoulement ne nous permet pas de valider l'approche de modélisation retenue (les
travaux expérimentaux de thermophorèse en liquide que nous avons recensé me-
surent des vitesses de thermophorèse dans un écoulement stagnant, cf. [15] et [47]).
Cependant les premiers résultats révèlent que la thermophorèse en milieu liquide ne
serait pas un mécanisme prépondérant dans le dépôt de particules en milieu liquide
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dans la mesure où il n'agit pas sur la vitesse de dépôt. En e�et, tout comme dans
un gaz, il semblerait que ce soit l'interaction entre les particules colloïdales et l'hy-
drodynamique de l'écoulement qui pilote le dépôt des particules à la paroi. Cette
hypothèse devra être étudiée à la lumière d'autres approches théoriques que nous
évoquons dans la prochaine section qui propose les perspectives de ces travaux de
thèse.
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Perspectives

La synthèse de ce travail de thèse nous permet de dégager plusieurs perspectives
de travaux futurs dans le but d'améliorer et de poursuivre notre étude. Il s'avère
que les perspectives concernent les deux points forts de ce manuscrit, a savoir : le
couplage des deux modèles lagrangien stochastiques (Chapitre 2) et l'étude de la
thermophorèse en milieu liquide (Chapitre 6). Détaillons à présent les perspectives
envisagées pour chaque point.

� Dans le Chapitre 2, nous avons identi�é deux façons d'équilibrer le �ux de
particules à l'interface entre les deux modèles (cf. Section 2.3). La première
solution que nous avons étudiée (à savoir la ré initialisation de la vitesse des
particules qui quittent le Modèle de Proche Paroi) a permis de réduire l'accu-
mulation des particules �uides observée à l'interface et de rétablir une concen-
tration uniforme dans la zone de proche paroi. Cependant, le déséquilibre à
l'interface est toujours présent, ce qui signi�e que le couplage n'est pas encore
établi et qu'il faut donc poursuivre ce travail de raccord. Pour cela, il est donc
nécessaire, d'une part, de continuer l'étude de la ré initialisation de la vitesse
des particules (e.g. en ré initialisant la vitesse de l'ensemble des particules
�uides qui traversent l'interface) et d'autre part d'explorer la deuxième piste.
L'idée est de remonter à l'expression théorique de la distribution e�ective des
vitesses observées autour de l'interface, l'allure de cette distribution est rap-
pelée dans la Figure 6.6. Comme nous l'avons évoqué dans le Chapitre 2,
l'expression de cette PDF est complexe car elle est la combinaison de deux
distributions. Cette tâche n'est donc a priori pas évidente.

Figure 6.6 � Di�érence entre la PDF des vitesses supposée (points noirs) et e�ective
(points rouges)

L'étude de cette deuxième solution nous permettra d'identi�er la meilleure
méthode pour réaliser le couplage. Ces travaux permettront de clore l'étude
du raccord des deux modèles en ayant exploré toutes les pistes dégagées.
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� Dans le Chapitre 6 nous avons identi�é deux points qui permettraient de pour-
suivre notre étude de la thermophorèse en milieu liquide qui, rappelons le, n'en
est encore qu'à ses débuts.

1. La littérature sou�re d'un manque de résultats expérimentaux sur le dé-
pôt de particules en milieu liquide dû à la thermophorèse. Sans ces résul-
tats nous ne pouvons con�rmer nos résultats numériques et donc l'inté-
gration de la thermophorèse en milieu liquide dans notre modélisation.

2. Au vu du manque de données expérimentales, il est nécessaire de le com-
bler par une étude numérique plus poussée. Pour cela, il serait intéressant
de se comparer aux autres approches disponibles dans la littérature et qui
expliquent la thermophorèse en milieu liquide. J'en ai sélectionné deux :
celle de Würger [77] qui considère la thermophorèse en milieu liquide
comme l'équivalent thermique de l'e�et Marangoni (qui caractérise un
�ux de particules induit par un gradient de tension super�cielle) et celle
de Han [27] qui étudie la thermophorèse en milieu liquide à partir d'une
méthode de type "Molecular Dynamics". Je voudrai également insister
sur le fait que l'ensemble des calculs de thermophorèse en milieu liquide
ont été menés dans des conditions DLVO attractives. Il est donc naturel
de se poser la question de l'in�uence de la variation du conditionnement
physico-chimique sur la vitesse de dépôt en présence d'un gradient de
température (Williamson et al. [75] ont étudié la vitesse de dépôt en fai-
sant varier le pH). Ainsi, la comparaison de nos résultats numériques avec
ceux des autres approches que nous venons de mentionner (où le dépôt est
aussi bien abordé sous l'angle hydrodynamique que sous l'angle physico-
chimique) permettrait de valider notre modélisation de la thermophorèse
en milieu liquide et par conséquent de répondre à cette question :
Dans quelle mesure la thermophorèse impacte-t-elle le dépôt de particules
colloïdales dans un milieu liquide ?
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Annexe A

Fonction densité de probabilité de la

vitesse d'une particule traversant une

interface

Cette annexe rapporte les travaux de Christophe Profeta (Maître de Conférence
à l'Université d'Evry Val d'Essonne) qui est un mathématicien spécialisé dans le
calcul stochastique qui a grandement contribué à l'avancée de ce travail de thèse sur
la partie couplage de deux modèles stochastiques (Chapitre 2).

On recherche fonction de densité de probabilité conditionnée suivante :

p( V∆t | y0 < yinterface < y∆t ) (A.1)

sachant que les variables y et V sont deux processus stochastiques qui décrivent
l'évolution d'une particule �uide via le système d'équation suivant : dy = V dt

dV = −βV dt+KdWt avec β =
1

TL
.

(A.2)

Si on discrétise le système précédent sur un pas de temps ∆t :{
y∆t − y0 = V0∆t
V∆t − V0 = −βV0∆t+K(W∆t −W0).

(A.3)

Comme y0 suit une loi uniforme U sur l'intervalle [−L; 0] (où L représente le trajet
maximal parcouru par une particule pendant un pas de temps ∆t), V0 une loi normale
centrée G (de moyenne nulle) et d'écart type σ =

√
(K2TL)/2 (où K et TL [52]

sont respectivement le coe�cient de di�usion et l'échelle de temps lagrangienne
du processus V0) et W0 une loi normale centrée W d'écart type

√
∆t (propriété

du processus de Wiener) et que tous ces processus sont indépendants, le système
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PARTICULE TRAVERSANT UNE INTERFACE

Eq. (A.3) s'écrit :

{
y∆t = U + σG∆t

V∆t = σG(1− β∆t) +K
√

∆tW.
(A.4)

Sachant que y0 suit une loi uniforme sur l'intervalle [−L; 0] la condition :

y0 < yinterface < y∆t ⇒ y∆t > 0 | y0 ∼ U [−L; 0]. (A.5)

La probabilité conditionnée recherchée Eq. (A.1) s'écrit :

p( V∆t | y∆t > 0 ) =
p( V∆t ∈ dv , U + σG∆t > 0 )

p( U + σG∆t > 0 )
=

A

B
(A.6)

avec A donné par l'Eq. (A.21) et B par l'Eq. (A.8). Nous allons calculer chaque terme
séparément, en commençant par le dénominateur B qui s'exprime plus facilement
que le numérateur A.

B =

∫ 0

−L

∫
R
1{x+yσ∆t>0}

dx

L

1√
2π

exp−y
2/2 dy

=

∫ 0

−L

∫ +∞

−x
σ∆t

1√
2π

exp−y
2/2 dy

dx

L

=

[
x

L

∫ +∞

−x
σ∆t

1√
2π

exp−y
2/2 dy

]0

−L

−
∫ 0

−L

x

L

1

σ∆t

1√
2π

exp−x
2/(2∆t2σ2) dx

=
1√
2π

∫ +∞

L
σ∆t

exp−y
2/2 dy +

[
σ∆t√
2πL

exp−x
2/(2∆t2σ2)

]0

−L

(A.7)

soit :

B =
1

2
Erfc

(
L√

2σ∆t

)
+

σ∆t√
2πL

(
1− exp−L

2/(2∆t2σ2)
)
. (A.8)
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avec :

Erfc(x) =
2√
π

∫ +∞

x

exp−u
2

du

Erf(x) = 1− Erfc(x)

=
2√
π

∫ x

0

exp−u
2

du.

(A.9)

Pour déterminer l'expression du numérateur A dans Eq. (A.6), on calcule :

C = p( V∆t 6 v , U + σG∆t > 0 ) (A.10)

puis on dérivera par rapport à v pour obtenir A.
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