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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❋✐rst✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❛❞✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❊♥❣❡❧❜❡rt ▼❡♣❤✉ ◆❣✉✐❢♦ ❢♦r ❤✐s
♣❛t✐❡♥❝❡✱ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❡✛♦rts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡♠ t❤✐s t❤❡s✐s
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❛♥❦s ❢♦r ②♦✉r ♣r❡❝✐♦✉s ❛❞✈✐❝❡s ♦♥ ❜♦t❤
♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦❢✳ ▼♦❤❛♠♠❡❞ ❏✳ ❩❛❦✐✱ Pr♦❢✳ ❆❜❞♦✉❧❛②❡ ❇❛♥✐ré
❉✐❛❧❧♦ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❏❛♥ ❘❛♠♦♥ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ r❡✈✐❡✇ ♠② t❤❡s✐s
♠❛♥✉s❝r✐♣t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❦✐♥❞ ❡✛♦rts t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼② t❤❛♥❦s ❣♦ ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❉❘✳ ❉❛✈✐❞ ❲✳ ❘✐t❝❤✐❡✱ ❉❘✳ ❏❡❛♥ ❙❛❧✲
❧❛♥t✐♥✱ ❉❘✳ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ●✐❜r❛t ❛♥❞ ❉r✳ ❆♥♥❡❣r❡t ❲❛❣❧❡r ❢♦r ❤❛✈✐♥❣
❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❛❝t ❛s ❡①❛♠✐♥❡rs ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ▲■▼❖❙ ▲❛❜ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❤♦st❡❞ ♠❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞
♠❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧✱ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② ♦✣❝❡ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❏♦♥❛t❤❛♥ P❛ss❡r❛t✲

P❛❧❡♠❜❛❝❤✱ ❋❛♦✉③✐ ❏❛③✐r✐✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ❈✐♣✐èr❡ ❛♥❞ P✐❡rr❡ ❙❝❤✇❡✐t③❡r ❢♦r
t❤❡ ❣♦♦❞ ②❡❛rs ②♦✉ ✇❡r❡ ❧✐❦❡ ❜r♦t❤❡rs t♦ ♠❡✳

▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦✈❡
❛♥❞ ♣❛t✐❡♥❝❡ ♦❢ ♠② ❢❛♠✐❧②❀ ♠② ❢❛t❤❡r ▼♦❤❛♠♠❡❞ ❉❤✐❢❧✐✱ ♠② ♠♦t❤❡r ❖♠
❊③③✐♥❡ ❉❤✐❢❧✐✱ ♠② ❜r♦t❤❡rs ❛♥❞ s✐st❡rs✱ t♦ ✇❤♦♠ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜❡st
✇✐s❤❡s✳ ❚❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❝❛r❡ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ s❡t❜❛❝❦s ❛♥❞ st❛② ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ♠② ❣r❛❞✉❛t❡ st✉❞②✳ ❚❤❡✐r ❢❛✐t❤ ✐♥ ♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ ❜❡ ❛s ❛♠❜✐t✐♦✉s ❛s ■
✇❛♥t❡❞ ❛♥❞ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❛ ❧♦t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✳

❖♥ ❛ ♠♦r❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ✜❛♥❝❡❡ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇✐❢❡
❑❛♦✉t❤❡r ❖✉❡r❣❤✐✱ ❢♦r ❤❡r ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r ❤❡r ❢❛✐t❤ ✐♥ ♠❡ t❤❛t ♠❛❞❡
♠❡ ❛♥❞ st✐❧❧ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s✳ ❙❤❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s t❤❡r❡ ❢♦r ♠❡ ✐♥ t❤❡
❣♦♦❞ ♠♦♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❛❞ ♦♥❡s✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦ t♦ ❉r✳ ❘❛❜✐❡ ❙❛✐❞✐ ❛♥❞ ▼♦❤❛♠❡❞ ▼♦✉ss❛♦✉✐ ❢♦r t❤❡✐r
✈❛❧✉❛❜❧❡ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❆t ❧❛st ❜✉t ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢r✐❡♥❞s✱ t❤❡② ✇❡r❡
❛❧✇❛②s t❤❡r❡ ❝❤❡❡r✐♥❣ ♠❡ ✉♣ ❛♥❞ st❛♥❞✐♥❣ ❜② ♠❡ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞
t✐♠❡s✳
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♠❡❡t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t
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✷✳✶✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡ ✭❤❡♠♦❝❤r♦♠❛t♦s✐s✮ tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✭✷✼✷ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✶✵✺✾ ❡❞❣❡s✮
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ Cα ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ❛♥❞
❛ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s δ ≥ 7➴✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ ✭❜✮✳ ✳ ✸✻
✸✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✭❣✮ t❤❛t ✐s ❢r❡q✉❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✭❛✮✱

✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦rt ♦❢ 3
3
= 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✐♥ ❛ ❇❋❙ ♠❛♥♥❡r ✭❛✮ ❛♥❞
✐♥ ❛ ❉❋❙ ♠❛♥♥❡r ✭❜✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts
❛ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✹ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ✇r❛♣♣❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✹✸
✸✳✺ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ✹✸
✸✳✻ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s s❛♠✲
♣❧❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❢r♦♠ ❈✲t②♣❡ ❧❡❝t✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ✭❉❙✸✮✮✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✷ ❯♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✹✳✹ ❘❛t❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s Ω∗ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❢r❡✲

q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s Ω ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭τ✮✳ ✼✾



✐✈ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✺ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛s❡ts ✉s✐♥❣ ♥❛✐✈❡
❜❛②❡s ✭◆❇✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭❣❙♣❛♥✰◆❇✮ t❤❡♥ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥
t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❯♥❙✉❜P❛tt✰◆❇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✻ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✼ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ✭❈✹✳✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✽ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✶ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✾ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✷ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✶✵ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✸ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✶✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✹ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✶✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❇❧❛st✱ ❉❛❧✐ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❊♥③②♠❡s ❞❛t❛s❡t✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥
❞❛t❛s❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✹ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❊♥③②♠❡s ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✺ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥
❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✮✳ ✶✵✸

✺✳✻ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭k✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✼ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
✶✵✵ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✽ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
✺✵✵ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✈

✺✳✾ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
✶✵✵ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ✶✵✵✵✵ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✶✵ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
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✶✳✶ ❆✐♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✸✳✶ ❯♥❙✉❜P❛tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✸✳✷ ❚❘❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✹ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✶ ❆✐♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡♥✲
❞✐❝❡s✳



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✷ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❛♥❞✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s✱
♥❛♠❡❧② ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡
✜❡❧❞s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ t♦ ❡①tr❛❝t
✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡♠ ✐♥t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥t ❢♦r♠❛t ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✉s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ❞❛t❛
♠✐♥✐♥❣ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s
❛♥❞ ❞❛t❛ t❤❛t ❦❡❡♣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❡✈❡r②❞❛②✳ ▼❛♥✉❛❧ ✇♦r❦ ❛❧♦♥❡ ✐s ✉♥✲
❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s
r✐s❡s ❛♥ ✉r❣❡♥t ♥❡❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ st✉❞② t❤❡s❡ ❞❛t❛✳

Pr♦t❡✐♥s ❛r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ♣❧❛② ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡s ✐♥ ❛❧♠♦st
❡✈❡r② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ✐♥ ♦♥❡ ❢♦r♠ ♦r ❛♥♦t❤❡r ❢♦r ❛
✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ Pr♦t❡✐♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛t♦♠s✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✇❡ ❛r❡ ✇✐t♥❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ ②❡❛rs✱
❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡s
✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❢♦r♠❛ts✳ ❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ t❤❡✐r
❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❢♦r♠❛ts ♠❛❞❡ ✉s
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ✭s❤♦rt❧② ✸❉✲str✉❝t✉r❡✮ ♦❢ ♣r♦✲
t❡✐♥ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥s ✐ts ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐st❛♥t ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ■t ✐s t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s♦♠❡ ❞✐st❛♥t❧② r❡❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ♠❛② ❧♦s❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦❧❞✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ st✉❞②✐♥❣
t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✱ ✐t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤
❡❞❣❡s✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ❡♥❛❜❧❡s ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤
♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ st✉❞② t❤❡♠✳

P❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦s ✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ❜❡❤✐♥❞ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❤✐❞❞❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs
✐♥ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠ ❛♥❞ t♦ ❤❡❧♣ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ P❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❛♥❞ ✐t❡♠s❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠✐♥❡



✶✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✸

♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳

●r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❞❡♥s✐t②✱ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✳✳✳✮ ♦r
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❜str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ s✉❜str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ ♣✐♦♥❡❡r ✇♦r❦s ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠✐♥✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t
✐♥ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛♥t✐♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②
t❤❛t ♦✛❡rs t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r st✉❞✐❡s✱ ❢r❡q✉❡♥❝②
t❛❦❡♥ ❜② ✐ts ♦✇♥✱ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳
❋✐rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ♦r ❥✉st
✉s❡❧❡ss ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
t❤❛t ❤✐♥❞❡r ❛♥❞ ❡✈❡♥ s♦♠❡t✐♠❡s ♠❛❦❡s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r❧♦❛❞✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ tr②✐♥❣ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❜♦t❤ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐ss✉❡s
❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ②❡t ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♦❜✈✐♦✉s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ♠♦♥♦t♦♥✐❝
♥♦r ❛♥t✐♠♦♥♦t♦♥✐❝✳

▼❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤s✱
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♦t❤❡rs ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✸✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s
t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡
♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ♠❛②
❤❡❧♣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❜❡st ✜t t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛✐♠ t♦ s❡❧❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡♠♦✈❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜②
str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞✴♦r s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ s✐♥❝❡ ♠♦st ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r
s❧✐❣❤t❧② ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥❢❡r s✐♠✐❧❛r ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❲❡
❛tt❡♠♣t t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛❞❞r❡ss❡s ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ i.e.✱ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦❝✉s❡s ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✶✳✸✳✶ ❯♥❙✉❜P❛tt

■♥ ❡①✐st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ♦❢✲
t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t
❜❡st ✜t t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ♣r♦t❡✐♥s ❡✈♦❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ♠✉t❛t❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❉◆❆ ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
substitution matrices✳ ❚❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❯♥❙✉❜P❛tt ✭❯♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✮✱
❛ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❞❡t❡❝t
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛❧❧♦✇s ❯♥❙✉❜P❛tt t♦ ❞❡✲
t❡❝t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❝✉rr❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✐❣♥♦r❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡❞ ❯♥❙✉❜P❛tt t♦ s❡❧❡❝t ❛ s♠❛❧❧ ②❡t ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❡❛s✐❡r
❛♥❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ t❤✉s✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② s✉❜❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ t❛s❦✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❯♥✲
❙✉❜P❛tt ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r s✉❜✲❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❧✐❦❡ tr❡❡s ❛♥❞ str✐♥❣s
✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❧✐♥❡ ❣r❛♣❤s✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ❝✉rr❡♥t❧② t❡st❡❞ ♦♥❧②
♦♥ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❯♥❙✉❜P❛tt ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛tr✐①
t❤❛t q✉❛♥t✐✜❡s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❧❛❜❡❧s✳

✶✳✸✳✷ ❚❘❙

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ♣✉r❡❧② s❡♠❛♥t✐❝ ❛s ✐t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s✬ ❧❛❜❡❧s✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ t❡r♠ ❚❘❙ ✭❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❙✉❜❣r❛♣❤s✮✱ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② r❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❊①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❚❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥
♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s ♠❛❦❡s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❝♦st❧②✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛r❡ ♥♦t ❡✣✲
❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡❝t ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡①❛❝t
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ②❡t s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞
s❡tt✐♥❣✳ ❆ t✐❣❤t t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r❡✈❡♥t ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t s❧✐❣❤t❧②



✶✳✹✳ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✺

❞✐✛❡r ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ❧♦♦s❡ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ✇✐❧❧ ❤✐♥❞❡r t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❚❘❙ ❢♦❧❧♦✇s
❛ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t
❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥② ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉❣❤t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❘❙ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✐t
❡♥❝♦❞❡s ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡❧❡❣❛t❡✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❚❘❙ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤✲❞❡❧❡❣❛t❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥✱ ❚❘❙ ✐s ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ ✐s ♥♦t
❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦r t♦ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤
❛♥② ❣r❛♣❤ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❘❙ ✐s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥②
s✉❜❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ t❛s❦s✳

✶✳✹ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s❡❛r❝❤
✜❡❧❞ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♥❛♠❡❧②✱ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤
✐s ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ■t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥❝❡♣ts
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥
❞❡✜♥✐♥❣ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t
❛❧❧♦✇ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠❛❞❡ t❤❡♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ✐♥ ❛ ✇❡❜s✐t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ s✉r✈❡② ♦♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ♦✈❡r t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❙✐♥❝❡
s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✇❡
❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛❞❞r❡ss t❤✐s t❛s❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt
♦❢ ✐t r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❡r♠❡❞ ❯♥✲
❙✉❜P❛tt✱ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s
❛♠♦♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ❯♥❙✉❜P❛tt ❞❡t❡❝ts s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ❜②
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❡r♠❡❞
❚❘❙✳ ■t s❡❧❡❝ts ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡
❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ❚❘❙ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ❞❡t❡❝t r❡❞✉♥❞❛♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■t ✉s❡s ❛ s❡t ♦❢ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s✱ t❤❡♥ ✐t ❣r♦✉♣s s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❡♥ ✇❡ ✉s❡
t❤❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚❘❙ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝
❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡ts✳

❈❤❛♣t❡r ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤❡s✐s ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛♥❞ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦s✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r♠❛t t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢ s✉r✈❡② ❛❜♦✉t Pr♦t❡✐♥ ●r❛♣❤ ❘❡♣♦s✐t♦r②

✭P●❘✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ✇❡❜s✐t❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t♦♦❧ ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥
✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❛ r❡♣♦s✐t♦r② ♠❛✐♥❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤s✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❈♦♥t❡♥ts

✷✳✶ ❆✐♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✷ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✷✳✶ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✷✳✷ P❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷✳✸ ❈✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷✳✹ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✷✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✸ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✸✳✶ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✸✳✷ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✸✳✸ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸✳✹ ❋r♦♠ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶ ❆✐♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♥❛♠❡❧② ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦✐♥✲
❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣✱ ✐ts ♠❛✐♥
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❞❛t❛✱
♣r❡❝✐s❡❧② ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ♠❡t❤♦❞s
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s✳
❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

✷✳✷ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s ✐♥
❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②
❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛♥ ✉r❣❡♥t ♥❡❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❤✉❣❡
❛❞✈❛♥❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ st♦r❛❣❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛❧❧♦✇ r✉♥♥✐♥❣ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✳

❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ✜❡❧❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ t♦ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❛s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❋❛②②❛❞ ✶✾✾✻❪✿ ✧❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❞❛t❛✧✳ ■♥ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✱✶ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ st❛t✐st✐❝s✱ ❛♥❞
❞❛t❛❜❛s❡ s②st❡♠s✳ ❍❛♥ ❛♥❞ ❑❛♠❜❡r ❞❡✜♥❡❞ ✐t ✐♥ ❬❍❛♥ ✷✵✵✻❪ ❛s✿ ✧❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣

r❡❢❡rs t♦ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♦r ♠✐♥✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✧✳ ❩❛❦✐
❛♥❞ ▼❡✐r❛ ❏r✳ ❣❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❬❩❛❦✐ ✷✵✶✹❪✿ ✧❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣r✐s❡s

t❤❡ ❝♦r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ♦♥❡ t♦ ❣❛✐♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡ ❢r♦♠ ♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛✧✳ ❆ ❝r♦ss ✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❡①tr❛❝t
✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡♠ ✐♥t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥t ❢♦r♠❛t✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✉s❡✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ♦❢t❡♥ ✉s❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡s✱
❜✉t ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤
❛s ♣❤②s✐❝s✱ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❝❤❡♠✐str②✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

✷✳✷✳✶ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s

❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❉❛t❛❜❛s❡s
♦r s✐♠♣❧② ❑❉❉ ❬❋❛②②❛❞ ✶✾✾✼❪✳ ❨❡t✱ ✐t ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❑❉❉
♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❑❉❉ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ♦t❤❡r ♣❛rts ❜❡s✐❞❡s ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧②
❞❛t❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ♠❛②
s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦✈❡r t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛rts ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❑❉❉✳ ❋✐❣✉r❡
✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❑❉❉ ♣r♦❝❡ss✳

■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❋r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♥✉♠❜❡rs✱ t❡①t✱ s✐❣♥❛❧s ♦r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❛♥② r❛✇ ❢❛❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❛t❛✳
P❛tt❡r♥s✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ❞❛t❛ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❛♥② ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳

✶❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❉❛t❛❴♠✐♥✐♥❣ ✭❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸✮



✷✳✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✶✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❑❉❉ ♣r♦❝❡ss✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣✐♦♥❡❡r st✉❞✐❡s ❬❇r❛❝❤♠❛♥ ✶✾✾✻✱ ❙✐♠♦✉❞✐s ✶✾✾✻✱
▼❛♥♥✐❧❛ ✶✾✾✼✱ ❋❛②②❛❞ ✶✾✾✼✱ ❍❛♥ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❑❉❉
♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✮ ■t ❝♦♠♣r✐s❡s ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♣r❡✲

♣❛r❡ ❛♥❞ ♣❛rs❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r♠❛t ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡s❡

♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❛t❛ ❝❧❡❛♥✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡ ♥♦✐s❡✱ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡

♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡✱ ❞❛t❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❡①tr❛❝t s✉❜s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡

t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❞❛t❛

✐♥t♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r♠❛ts t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✮ ■t ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✮ ■t ❝♦♥s✐sts ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ st❡♣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✷✳✷✳✷ P❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r②

■♥ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ✇♦r❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s❡t ♦r ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s
✉♥❞❡r st✉❞②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭P❛tt❡r♥✮ ❆ ♣❛tt❡r♥ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ♠♦t✐❢✮ ❝♦♥s✐sts ❣❡♥❡r❛❧❧②

♦♥ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

P❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ t❛s❦s ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s
✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞❛t❛✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♣❛t✲
t❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s ✐t❡♠s❡ts
❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s s❡q✉❡♥❝❡s✱ tr❡❡s ❛♥❞
❡✈❡♥ t♦ ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♦r t✐♠❡
❡✈♦❧✈✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ❜❡❤✐♥❞ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❤✐❞✲
❞❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠ ❛♥❞ t♦
❤❡❧♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r ✇♦r❦s ✐♥
♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ❞❛t❛ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞ ❝✉st♦♠❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉r❝❤❛s❡❞
♣r♦❞✉❝ts ✐♥ s✉♣❡r♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ❞♦ ❝♦st✉♠❡rs
❜✉② ♠✐❧❦ ❛♥❞ s✉❣❛r✱ i.e.✱ ✜♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✧♠✐❧❦ →
s✉❣❛r✧✳ ❙✉❝❤ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♠❛r❦❡t ♦✇♥❡rs ❛s
t❤❡② ♠❛② ❤❡❧♣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦st✉♠❡rs ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ②✐❡❧❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s❛❧❡s✳ ❇❡s✐❞❡s
s✉♣❡r♠❛r❦❡t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❡
✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts s✉❝❤ ❛s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❡rr♦r✐sts✬
❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ♠✉s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✳

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❤❛r❞ t❛s❦✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♠✐♥❡r ❤❛s t♦ ❛♥s✇❡r t♦✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✿

✲ ❲❤✐❝❤ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✇❡ s❡❡❦✐♥❣❄

✲ ❍♦✇ ❞♦ t❤❡② ❧♦♦❦ ❧✐❦❡❄

✲ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡♠❄

✲ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡♠❄

❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝r✉✲
❝✐❛❧✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✷✳✷✳✸ ❈✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣

❆ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤
❛s ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐ts r❛r✐t② ♦r ♦t❤❡r ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡r❡ t❤❡
❛✐♠ ✐s t♦ ♠✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ♦❢t❡♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ❞❛t❛✳ ❆ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❢r❡q✉❡♥t ✐❢ ✐t ♦❝❝✉rs ❛t ❧❡❛st ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✲♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲♥✉♠❜❡r ✐s ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt✳ ▼✐♥✐♥❣
❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s st❛♥❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❢r❡q✉❡♥t❧②
♦❝❝✉r ✐♥ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢❡❛t✉r❡s ✭❡✈❡♥ts✱ r❡❧❛t✐♦♥s✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✳✳✳✮



✷✳✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✶✸

t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❡❧♣s ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♠♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ ❞❛t❛✳ ❨❡t✱ ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r✐s❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r
♠✐♥✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♣❛tt❡r♥s
t❤❛t ♠❛② r❡❛❝❤❡s t❤♦✉s❛♥❞s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠✐❧❧✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s
♠❛② ❤✐♥❞❡r ♦r ❡✈❡♥ ♠❛❦❡s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ♥♦ s❡♥s❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳
■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛t✲
t❡r♥s ✇✐❧❧ ❛❞❞ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❧❛②❡r t♦ r❡s♦❧✈❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r❧♦❛❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ttr✐❜✉t❡s
✭❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② t❛s❦s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛tt❡r♥s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♥❡s✳ ❋❛❝✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♠❛✐♥
r❛✐s❡❞ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡✿

✲ ❆r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥t❡r❡st✐♥❣❄

✲ ■❢ ♥♦t✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣
✭❛t ❧❡❛st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣❛tt❡r♥s r❡♠❛✐♥❄

✷✳✷✳✹ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣❛tt❡r♥s

❘❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥
♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛
tr❡♠❡♥❞♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❝❛s❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭■♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✮ ❆ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❢

✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ i.e.✱ ✐t ❜r✐♥❣s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s s♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ tr✉❧②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❛ss✐st t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s
❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ ❛
❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛
♣❛tt❡r♥✱ ♦r t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞
t❤❡ ✉♥✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡rs t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s r❡❧❛t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❣♦❛❧s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❯s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s t♦ ♠✐♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ♠❛✐♥ ❣r♦✉♣s✱ ♥❛♠❡❧② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s

❬▼❝●❛rr② ✷✵✵✺✱ ●❡♥❣ ✷✵✵✻❪✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
r❛✇ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉s❡r ♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▼♦st ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ str❡♥❣t❤ ♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ♦♥❧② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ♠❛② ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡
♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r✬s ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤✐s
✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
✉s❡r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❇♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t✇♦ ♠❛♥♥❡rs✿ r❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❘❛♥❦✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
s❝♦r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡❧✐♠✐✲
♥❛t✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡✳
❙✐♥❝❡ ♠❛♥② ♠❡❛s✉r❡s q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♦❢ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❜② ❛ s❝♦r❡✱ ❛
✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ♣r✉♥❡ t❤❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤
t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ r❡♠❛✐♥✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♣❛t✲
t❡r♥s ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❖r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡
✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❡❛r❧②
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ✇❛❧❦✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳



✷✳✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ P❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛
♠✐♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷✳✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣

P❛tt❡r♥s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ■♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s♦✉❣❤t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ❡✈❡♥
t❤❡ s♦✉❣❤t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s
❛ ✇❛② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✲
✐♥❣ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ r❛✇ ❞❛t❛
✐♥t♦ ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❞❛t❛ ❛r❡
s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡♠✳ P❛tt❡r♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜♦t❤
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳
♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡♠✳

✷✳✷✳✺✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss
❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥
s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝ts ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧❛s✲
s✐✜❡r✱ ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❧❛ss❡s✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs r❛♥❣❡ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡s ❧✐❦❡ ✧❖♥❡ ❘✉❧❡✧ ❝❧❛ss✐✜❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♦♥❡s ❧✐❦❡ ✧♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✧ ❛♥❞ ✧s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s✧✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

◆❛✐✈❡ ❜❛②❡s ◆❛✐✈❡ ❜❛②❡s ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❧❛ss✐✜❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠
❬❙t✐❣❧❡r ✶✾✽✻✱ ❲❛ss❡r♠❛♥ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ◆❛✐✈❡ ❜❛②❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥❛✐✈❡ ♦r s✐♠♣❧❡
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆❛✐✈❡ ❜❛②❡s ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧
❛♥❞ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ◆❛✐✈❡ ❜❛②❡s ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✳ ❙♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢
♥❛✐✈❡ ❜❛②❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts✱ ✐t ❤✐❣❤❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤✉s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♥♦✲❢r❡❡✲❧✉♥❝❤ t❤❡♦r❡♠ ❬❲♦❧♣❡rt ✶✾✾✺❪✱ ♥♦ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱
❡✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉♥ts ❛♥❞ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s✳

❉❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❉❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❛r❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❝❧❛ss✐✜❡rs
❬▲✐ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ■❉✸ ❬◗✉✐♥❧❛♥ ✶✾✽✻❪ ❛♥❞ ❈✹✳✺
❬◗✉✐♥❧❛♥ ✶✾✾✸❪✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②
t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ i.e.✱ t♦
❜❡st ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❛✣❧✐❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛s ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s✬ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡♥✱ tr② t♦
✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ r✉❧❡s t❤❛t ❜❡st ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐t ❝♦♥str✉❝ts ❛ tr❡❡✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❢❡❛✲
t✉r❡s✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✬ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❝❧❛ss❡s✳ ❊❛❝❤ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ t♦ ❛ ❧❡❛❢ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✳

❙✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✱ ♦r s❤♦rt❧② ❙❱▼
❬❱❛♣♥✐❦ ✶✾✾✺✱ ❇✐ ✷✵✵✸❪✱ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❙❱▼ ❛tt❡♠♣ts t♦ s❡♣❛r❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❊❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ❙❱▼ s❡❡❦s t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t ❜❡st s❡♣❛✲
r❛t❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ◆❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝❧❛ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳

✷✳✷✳✺✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣
❣r♦✉♣s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❣r♦✉♣s
♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧✉st❡rs✳ ❯♥❧✐❦❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss
❧❛❜❡❧s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❈❧✉st❡rs ♣r❡s❡♥ts ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡♥❞s t♦
♠❛①✐♠✐③❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ✭✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r



✷✳✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✶✼

s✐♠✐❧❛r✐t②✮ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs
✭✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r s✐♠✐❧❛r✐t②✮✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤✐✲
❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡①✐st✐♥❣
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ♥❛♠❡❧② ❦✲
▼❡❛♥s ❬▼❛❝◗✉❡❡♥ ✶✾✻✼❪ ❛♥❞ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❬❑❛✉❢♠❛♥ ✶✾✽✼❪✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s
♦t❤❡r ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❊▼ ❬❉❡♠♣st❡r ✶✾✼✼❪✱ ❉❇❙❈❆◆ ❬❊st❡r ✶✾✾✻❪✱
❇■❘❈❍ ❬❩❤❛♥❣ ✶✾✾✻❪✱ ❖P❚■❈❙ ❬❆♥❦❡rst ✶✾✾✾❪ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♦♥❧② ❡①♣❧❛✐♥
❦✲▼❡❛♥s ❛♥❞ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❛s ❡①❛♠♣❧❡s s✐♥❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝t
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❜❡s✐❞❡s✱ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ✐s ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

❑✲▼❡❛♥s ❑✲▼❡❛♥s ✐s t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬▼❛❝◗✉❡❡♥ ✶✾✻✼✱ ❏❛✐♥ ✷✵✶✵❪✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
■t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r k ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ❦✲▼❡❛♥s
✐s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ ❦ ❝❧✉st❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r s✐♠✐❧❛r✐t②
✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❧✉st❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
s✐♠✐❧❛r✐t② ✭♦r ✐♥✈❡rs❡❧② t♦ ❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❑✲▼❡❛♥s ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■t st❛rts ❜② r❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ k ✜❝t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♠❡❛♥s ✭❝❡♥tr♦✐❞s✮✳ ❚❤❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱
✐t ❛ss✐❣♥s ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❡♥tr♦✐❞✳ ❆❢t❡r
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛♥ ♣♦✐♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✳ ❑✲▼❡❛♥s ✐t❡r❛t❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞
♠❡❛♥ ✉♣❞❛t❡ ✉♥t✐❧ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦r ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

❑✲▼❡❞♦✐❞s ❑✲▼❡❞♦✐❞s ❬❑❛✉❢♠❛♥ ✶✾✽✼❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❦✲▼❡❛♥s✳ ■t ❛❧s♦ ❛❝❝❡♣ts ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
t♦ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k✳ ❚❤❡♥✱ ✐t tr✐❡s
t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ ❦ ❝❧✉st❡rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❦✲▼❡❛♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❛♥❞ ❦✲▼❡❛♥s
✐s t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✬s ❝❡♥t❡rs ❛s ✜❝t✐✈❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ❦✲
▼❡❞♦✐❞s r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✬s ❝❡♥tr♦✐❞s ❜❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❦✲
▼❡❞♦✐❞s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❛❦❡s
✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❧♦♦❦s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♠♦♥❣ ❞❛t❛
s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❡♥tr♦✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

✷✳✷✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✲
✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛r✲
❦❡t ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠♦st ❡①♣❛♥❞✲
✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧
✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s t❤❡ st✉❞②
♦❢ ✈✐r✉s❡s ❬❉✐❛❧❧♦ ✷✵✵✾❪✱ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ❬▼♦r❣❛t ✷✵✶✷❪✱ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦❝❦✐♥❣
❬❘✐t❝❤✐❡ ✷✵✶✵❪✱ ❡t❝✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ tr② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧ t❤❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✸ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛

✷✳✸✳✶ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s

❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ✜❡❧❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❛t❛✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ st♦r❛❣❡✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞s✱ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❡t❝✳✮ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ t♦♦❧s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s t❤r♦✉❣❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❉✉❡ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s✱ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❤❛s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❡✈♦❧✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
❡①♣❛♥❞✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❞✐❞ ♥♦t
♦♥❧② ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜r♦✉❣❤t t♦
❜✐♦❧♦❣② ♠❛♥② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜❡♥❡✜ts ❬❱✐❛r✐ ✷✵✵✸❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ s♦♠❡ t❛s❦s t❤❛t ✉s❡❞ t♦
r❡q✉✐r❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❡✛♦rts ❛♥❞ ✇❡❡❦s ♦r ❡✈❡♥ ♠♦♥t❤s ♦❢ ❧❛❜ ✇♦r❦✱ ❞♦ ♦♥❧②
♥❡❡❞ ♠✐♥✉t❡s ♦r ❡✈❡♥ s❡❝♦♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s t♦♦❧s t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ✇✐t❤ ♦❢t❡♥ ♥❡❛r❧② s✐♠✐❧❛r q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳

✷✳✸✳✷ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛

▼❛✐♥❧②✱ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❞❛t❛ r❡✈♦❧✈❡ ❛r♦✉♥❞ t❤r❡❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s
♥❛♠❡❧② ❉◆❆✱ ❘◆❆ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦r♠s ♦❢ ❧✐❢❡✳



✷✳✸✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✶✾

✷✳✸✳✷✳✶ ❉◆❆✱ ❘◆❆ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s

◆✉❝❧❡✐❝ ❞❛t❛ ❇♦t❤ ❉◆❆ ❛♥❞ ❘◆❆ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡✐❝ ❞❛t❛✳

✲ ❉◆❆✿ ❉❡♦①②r✐❜♦♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ ✭s❤♦rt❧② ❉◆❆✮ ❤❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❤❡❧✐❝❛❧ t✇✐st❡❞
str✉❝t✉r❡ ✭❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❊❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐r❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦❧②♠❡r✳
■t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❢♦✉r ♣❛rts ❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s✿ ❆ ✭❛❞❡♥✐♥❡✮✱ ❚ ✭t❤②♠✐♥❡✮✱ ❈
✭❝②t♦s✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ● ✭❣✉❛♥✐♥❡✮✳ ❇♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❉◆❆ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✱
i.e.✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❚✱ t❤❡r❡ ✐s ❆ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❢♦r ● ❛♥❞ ❈✳ ❉◆❆ ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r ❧❡tt❡rs✱ ♦r ❜❛s❡s✳ ❉◆❆ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦
❜❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❧✐✈✐♥❣
♦r❣❛♥✐s♠s ❛♥❞ ♠❛♥② ✈✐r✉s❡s✳

✲ ❘◆❆✿ ❘✐❜♦♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ ✭s❤♦rt❧② ❘◆❆✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✱ ✐s ❛ ❧♦♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡
❜✉t ✉s✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡✱ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ ✐t ❢♦❧❞s ♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❘◆❆ ♣❡r❢♦r♠ ♠✉❧t✐♣❧❡
✈✐t❛❧ r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣✱ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s✳
■t ❞✐✛❡rs ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❉◆❆ ❜② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉❣❛r r✐❜♦s❡ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❞❡♦①②r✐❜♦s❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ✉r❛❝✐❧ ✭❯✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤②♠✐♥❡✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦✉r ❘◆❆ ❜❛s❡s ❛r❡ ❆ ✭❛❞❡♥✐♥❡✮✱ ❯ ✭✉r❛❝✐❧✮✱ ❈ ✭❝②t♦s✐♥❡✮✱ ❛♥❞
● ✭❣✉❛♥✐♥❡✮✳

Pr♦t❡✐♥ Pr♦t❡✐♥s ❛r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢
✷✵ ❞✐st✐♥❝t ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✭❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✮ ✐♥t♦ ❧♦♥❣ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡②
♣❧❛② ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡s ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ✐♥
♦♥❡ ❢♦r♠ ♦r ❛♥♦t❤❡r ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡♥③②✲
♠❛t✐❝ ❝❛t❛❧②s✐s✱ ❜✐♥❞✐♥❣✱ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ st♦r❛❣❡✱ ✐♠♠✉♥❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ❣r♦✇t❤✱ ❡t❝✳ ❆ r❡❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✭t❤❡ ❤❡♠♦❝❤r♦♠❛t♦s✐s ♣r♦t❡✐♥✮ ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✸✳

✷✳✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞♦❣♠❛ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞♦❣♠❛ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬❈r✐❝❦ ✶✾✺✽✱ ❈r✐❝❦ ✶✾✼✵❪✱
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ❉◆❆ ✐s tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ✐♥t♦ ❘◆❆ ❛♥❞ t❤❡ ❘◆❆ ✐s
tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛rr♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❉◆❆ ❞❡♥♦t❡s ✐ts ❛❜✐❧✐t②
t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♣✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❉◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❋r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝❛♥

✷❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴◆✉❝❧❡✐❝❴❛❝✐❞❴❛♥❛❧♦❣✉❡ ✭❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸✮



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❉◆❆ ✭r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ❘◆❆ ✭❧❡❢t✮✳✷

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡♠♦❝❤r♦♠❛t♦s✐s ♣r♦✲
t❡✐♥✳

❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝♦♠♣✉t❡r✲r❡❛❞❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❣✐✈❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡ts ❛s
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳



✷✳✸✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✷✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❆❧♣❤❛❜❡ts ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳
❚②♣❡ ❉❛t❛ ❆❧♣❤❛❜❡t

◆✉❝❧❡✐❝ ❉◆❆ ④❆✱ ❚✱ ❈✱ ●⑥
❘◆❆ ④❆✱ ❯✱ ❈✱ ●⑥

Pr♦t❡✐♥ ④❆✱ ❈✱ ❉✱ ❊✱ ❋✱ ●✱ ❍✱ ■✱ ❑✱ ▲✱ ▼✱ ◆✱
P✱ ◗✱ ❘✱ ❙✱ ❚✱ ❱✱ ❲✱ ❨⑥

✷✳✸✳✸ Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡

❆s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r♦t❡✐♥s ❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❤❡r❡
✇❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧ ♣r♦t❡✐♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡✐r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❚❤❡s❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ ✷✵ ❞✐st✐♥❝t ✭s❡❡
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ❍❡r❡ ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ ❧❡tt❡r✿ ❛❧❛♥✐♥❡ ✭❆✮✱ ❝②st❡✐♥❡ ✭❈✮✱ ❛s♣❛rt✐❝ ❛❝✐❞ ✭❉✮✱ ❣❧✉t❛♠✐❝ ❛❝✐❞ ✭❊✮✱
♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡✭❋✮✱ ❣❧②❝✐♥❡ ✭●✮✱ ❤✐st✐❞✐♥❡ ✭❍✮✱ ✐s♦❧❡✉❝✐♥❡ ✭■✮✱ ❧②s✐♥❡ ✭❑✮✱ ❧❡✉❝✐♥❡
✭▲✮✱ ♠❡t❤✐♦♥✐♥❡ ✭▼✮✱❛s♣❛r❛❣✐♥❡ ✭◆✮✱ ♣r♦❧✐♥❡ ✭P✮✱ ❣❧✉t❛♠✐♥❡ ✭◗✮✱ ❛r❣✐♥✐♥❡ ✭❘✮✱
s❡r✐♥❡ ✭❙✮✱ t❤r❡♦♥✐♥❡ ✭❚✮✱ ✈❛❧✐♥❡ ✭❱✮✱ tr②♣t♦♣❤❛♥ ✭❲✮ ❛♥❞ t②r♦s✐♥❡ ✭❨✮✳ ❆❧❧
❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳
❆♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❝❛❧❧❡❞ Cα ❛♥❞ ❢♦✉r
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s ♥❛♠❡❧② ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠✱ ❛♥ ❛♠✐♥♦ ❣r♦✉♣ ✭◆❍2✮✱ ❛ ❝❛r❜♦①②❧
❣r♦✉♣ ✭❈❖❖❍✮ ❛♥❞ ❛ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ♦r r❛❞✐❝❛❧ ✭❘✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s ❛r❡



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❈α ❛t♦♠✳ ■t ✐s t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ♦♥❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞
t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ ❣✐✈❡s ✐t ✐ts ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rts
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❬❇r❛♥❞❡♥ ✶✾✾✶❪✳

✷✳✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s

❆♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❆❧❧ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ♦❢ ❛♥②
♣r♦t❡✐♥ ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ♣❡♣t✐❞❡ ❜♦♥❞s✳ ▼♦st ♣r♦t❡✐♥s ❢♦❧❞ ✐♥t♦ ✉♥✐q✉❡
t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳

✲ Pr✐♠❛r② str✉❝t✉r❡✿ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ r❡s✐❞✉❡s ✐♥ t❤❡
❝❤❛✐♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡✳

✲ ❙❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡✿ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝✲
t✉r❡ ❝❛♥ ❢♦❧❞ t♦ ❢♦r♠ ❝♦♠♣❧❡① t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❛❣♠❡♥ts
❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤r❡❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠s✿ ❛ s♣✐r❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❛❧❧❡❞ α − helix✱ ❛ t✇✐st❡❞ ♣❧❡❛t❡❞ s❤❡❡t ❝❛❧❧❡❞ β − sheet ❛♥❞ ❛ turn

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ r❡✈❡rs❡s ✐ts ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✲ ❚❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡✿ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❧❞❡❞ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❣✐✈❡s ✐t ✐ts ♦✈❡r✲
❛❧❧ s❤❛♣❡✱ i.e.✱ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ✭♦r s✐♠♣❧②
♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡✮✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡♥ r❡s✐❞✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ❛✇❛② ✐♥
t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✸❉✲s♣❛❝❡✳

✲ ◗✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡✿ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈✲
❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❚❤❡ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥
❝♦♥s✐sts ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣r✐✲
♠❛r②✱ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥❞ ❛ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♣r♦t❡✐♥s ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋r♦♠ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s
✇❤❡r❡ t❤❡② ❣r❛❞✉❛❧❧② ♠✉t❛t❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❉◆❆ ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ▼✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ substitution matrix✳

✷✳✸✳✸✳✷ Pr♦t❡✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❆ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ✷✵✯✷✵ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ v ❜❡t✇❡❡♥
❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s (x, y) ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞
x t♦ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ y✱ s✉❝❤ t❤❛t x, y ∈ [1..20]✳

✸❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴Pr♦t❡✐♥❴str✉❝t✉r❡ ✭❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸✮



✷✳✸✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✷✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❚❤❡ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✳✸

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✮ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

♠❛tr✐① A ♦✈❡r Σ✱ ∀l, l′ ∈ Σ✱ A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A : Σ2 → [⊥,⊤] ⊂ R

(l, l′) → s

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ l′ ❜② l✳ ❊❛❝❤



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ s ✐s ✐♥ [⊥,⊤]✳ ■❢ s = ⊥ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱

❛♥❞ ✐❢ s = ⊤ t❤❡♥ ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ⊥ ❛♥❞ ⊤ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ♦r ♥♦t ✐♥ A✳

❚❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ P❆▼ ❬❉❛②❤♦✛ ✶✾✼✽❪
❛♥❞ ❇▲❖❙❯▼ ❬❍❡♥✐❦♦✛ ✶✾✾✷❪ ✿

P❆▼ ♠❛tr✐❝❡s P❆▼ ✭P♦✐♥t ❆❝❝❡♣t❡❞ ▼✉t❛t✐♦♥✮ ♠❛tr✐① ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
❉❛②❤♦✛ ❬❉❛②❤♦✛ ✶✾✼✽❪✳ ❚❤✐s ♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ✶✵✵ s✐t❡s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t✐♠❡ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ i.e.✱ ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ t❤❛t
❞♦❡s ♥♦t ❞❡str♦② t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ♦♥❡✲♣❡r❝❡♥t✲

❛❝❝❡♣t❡❞✲♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭✶P❆▼✮✳ ■❢ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ♠❛tr✐① ❜② ✐ts❡❧❢ ❛ ❢❡✇
t✐♠❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❳P❆▼ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❢♦r ❧❛r❣❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞✐st❛♥❝❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t r❡♣❡❛t❡❞ ♠✉t❛✲
t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥ ❛s t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✶P❆▼ ♠❛tr✐①✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡
❡❛s✐❧② ✉s❡❞ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❡❛❝❤ ❳P❆▼ ♠❛tr✐① ✐s tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s P❆▼❳ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❉❛②❤♦✛
❬❉❛②❤♦✛ ✶✾✼✽❪✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❇▲❖❙❯▼ ♠❛tr✐❝❡s ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❲❤✐❧❡ P❆▼♠❛tr✐❝❡s ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣r♦✲
t❡✐♥s✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣
❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ♣r♦t❡✐♥s✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♣r❡s❡♥t ❛ s❤♦rt
❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣r♦✉♣ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥ts ♦❢
s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t❤❡♥ ❛ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛tr✐① ❝❛❧❧❡❞ ❇▲❖❙❯▼ ✭❇▲❖❝❦s ❙❯❜st✐t✉t✐♦♥ ▼❛tr✐①✮ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❊✈❡r② ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t② ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♠❛tr✐①✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❇▲❖❙❯▼✻✷ ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
❛♥ ✐❞❡♥t✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✻✷✪✳ ❍❡♥✐❦♦✛ ❛♥❞ ❍❡♥✐❦♦✛ ❬❍❡♥✐❦♦✛ ✶✾✾✷❪ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵✵✵ ❜❧♦❝❦s✳
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✉
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✷
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❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❇▲❖❙❯▼✻✷✳

❈ ❙ ❚ P ❆ ● ◆ ❉ ❊ ◗ ❍ ❘ ❑ ▼ ■ ▲ ❱ ❋ ❨ ❲

❈ ✾ ✲✶ ✲✶ ✲✸ ✵ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✹ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✷
❙ ✲✶ ✹ ✶ ✲✶ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✸
❚ ✲✶ ✶ ✹ ✶ ✲✶ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✸
P ✲✸ ✲✶ ✶ ✼ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✶ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✹ ✲✸ ✲✹
❆ ✵ ✶ ✲✶ ✲✶ ✹ ✵ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✸
● ✲✸ ✵ ✶ ✲✷ ✵ ✻ ✲✷ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✹ ✲✹ ✵ ✲✸ ✲✸ ✲✷
◆ ✲✸ ✶ ✵ ✲✷ ✲✷ ✵ ✻ ✶ ✵ ✵ ✲✶ ✵ ✵ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✹
❉ ✲✸ ✵ ✶ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✶ ✻ ✷ ✵ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✲✸ ✲✸ ✲✹ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✹
❊ ✲✹ ✵ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✵ ✷ ✺ ✷ ✵ ✵ ✶ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✸
◗ ✲✸ ✵ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✵ ✵ ✷ ✺ ✵ ✶ ✶ ✵ ✲✸ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✶ ✲✷
❍ ✲✸ ✲✶ ✵ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✶ ✶ ✵ ✵ ✽ ✵ ✲✶ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✶ ✷ ✲✷
❘ ✲✸ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✲✷ ✵ ✲✷ ✵ ✶ ✵ ✺ ✷ ✲✶ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✸
❑ ✲✸ ✵ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✵ ✲✶ ✶ ✶ ✲✶ ✷ ✺ ✲✶ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✸
▼ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✵ ✲✷ ✲✶ ✲✶ ✺ ✶ ✷ ✲✷ ✵ ✲✶ ✲✶
■ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✶ ✲✹ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✶ ✹ ✷ ✶ ✵ ✲✶ ✲✸
▲ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✶ ✲✹ ✲✸ ✲✹ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✲✷ ✷ ✷ ✹ ✸ ✵ ✲✶ ✲✷
❱ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✵ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✶ ✸ ✶ ✹ ✲✶ ✲✶ ✲✸
❋ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✹ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✶ ✲✸ ✲✸ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✻ ✸ ✶
❨ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✲✶ ✷ ✲✷ ✲✷ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✸ ✼ ✷
❲ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✹ ✲✸ ✲✷ ✲✹ ✲✹ ✲✸ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✶ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✶ ✷ ✶✶



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

P❆▼❳✱ ❇▲❖❙❯▼❳ ✿ ❲❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❜❡st s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①❄

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❝♦♠✲
♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❬❨✉ ✷✵✵✺✱ ▼♦✉♥t ✷✵✵✽✱
❇r✐❝❦ ✷✵✵✽✱ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪✱ ♥♦ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦♥❡ ②❡t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s r❛t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦r ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤♦s❡
❜❛s❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉❛②❤♦✛✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s✱ ❳ ✐s ❛♠♦♥❣ ④✹✺✱ ✺✷✱ ✻✵✱ ✽✵✱ ✾✵⑥ ❢♦r ❇▲❖❙❯▼❳✱ ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ ④✶✵✵✱
✶✷✵✱ ✶✻✵✱ ✷✵✵✱ ✷✺✵⑥ ❢♦r P❆▼❳✳ ❍✐❣❤❡r ❇▲❖❙❯▼ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ❧♦✇❡r P❆▼ ♠❛✲
tr✐❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ ❛♥❞ s❤♦rt ✇❤✐❧❡
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ ❧♦✇❡r ❇▲❖✲
❙❯▼ ♦r ❤✐❣❤❡r P❆▼✳ ▼♦st ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s t♦♦❧s ✉s❡ ❇▲❖❙❯▼✻✷
✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮ ❛s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳

✷✳✸✳✸✳✸ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛

❚❤❡ ❢❛st ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❛♥❞ st✐❧❧ ♥♦✇❛✲
❞❛②s ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❤❛s ❤✐❣❤❧② ❢❛❝✐❧✐✲
t❛t❡❞ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r
r❡❛❞❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t✱ ❛♥❞ st♦r✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❜✐❣ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❡♥❣❡♥❞❡r❡❞
t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ❞✐✛❡r✲
❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s ❢r♦♠ ❜✐♦❧♦❣② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♥♦♠✐❝s✱ ♣r♦t❡♦♠✐❝s✱ ♣❤②❧♦❣❡♥❡t✐❝s✱
♠❡t❛❜♦❧♦♠✐❝s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡✐❝ ❆❝✐❞s ❘❡s❡❛r❝❤ ✭◆❆❘✮
♦♥❧✐♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣② ❉❛t❛❜❛s❡ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✱✹ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s r❡❣✲
✐st❡r❡❞ ✐♥ ◆❆❘ ❤❛s ❣r♦✇♥ ❢r♦♠ ✷✵✷ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ②❡❛r ✶✾✾✾ t♦ ✶✺✶✷ ✐♥
✷✵✶✸✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❛s ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s
❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡✐r s✐③❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐③❡ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

▼❛♥✉❛❧ ✇♦r❦ ❛❧♦♥❡ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ❛♥ ✉r❣❡♥t ♥❡❡❞ ❢♦r ♥❡✇ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s t♦♦❧s ❛♥❞
♥❡✇ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✳

✷✳✸✳✹ ❋r♦♠ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤s

❋♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✱ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣r✐♠❛r②
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ✐s ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s str✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❤✉❣❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦t❡✐♥

✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♦①❢♦r❞❥♦✉r♥❛❧s✳♦r❣✴♥❛r✴❞❛t❛❜❛s❡✴❛✴



✷✳✸✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ t❤❛t st❛❣❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛❞✈❛♥❝❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ❞❡❛❧
✇✐t❤ str✐♥❣s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣r♦t❡✐♥
✸❉✲str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦t❡✐♥
✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r✉♥ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r ❤❛♥❞❧❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ✐ts ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡✳ ❋✐rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡
❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s✲
t❛♥t ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠ t❤❛t
❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
s♦♠❡ ❞✐st❛♥t❧② r❡❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ♠❛② ❧♦s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣
s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦❧❞✐♥❣✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s
✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r r❡❛❞❛❜❧❡ ❢♦r♠❛ts✳ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ❬❇❡r♠❛♥ ✷✵✵✵❪ ✐s t❤❡ ♠♦st
❦♥♦✇♥ ♦♥❡✳



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

✷✳✸✳✹✳✶ P❉❇✿ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐s t❤❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✺ ✭s❤♦rt❧② P❉❇✮
❬❇❡r♠❛♥ ✷✵✵✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢r❡❡ ♦♥❧✐♥❡ r❡♣♦s✐t♦r② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✸❉✲
str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞s✳
❚❤❡ P❉❇ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ✶✾✼✶ ❛t ❇r♦♦❦❤❛✈❡♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ❛♥❞ ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳ ❇② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧r❡❛❞②
✾✹✺✹✵ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r② ❣❡ts ✉♣❞❛t❡❞ ❡✈❡r② ✇❡❡❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ P❉❇ ✇❡❜s✐t❡ ❛❧❧♦✇s ✉s❡rs t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① q✉❡r✐❡s ♦♥ t❤❡
❞❛t❛✱ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ P❉❇ ✇❡❜s✐t❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r♠❛t
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ P❉❇✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ P❉❇ ✜❧❡ ✐s s✐♠♣❧② ❛ t❡①t✉❛❧ ❢♦r♠❛t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛t♦♠s ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✸❉✲s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

✷✳✸✳✹✳✷ P❛rs✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s

❆ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐s t♦ ❧♦♦❦
❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♣r♦✲
t❡✐♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛♥❞ ❛t♦♠s✮✱
✐t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡
❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡s✳ ■♥ ♠♦st ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s✱
♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❧❛tt❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❙♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s
❬❙❛✐❞✐ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ tr✉❧② ❡①✐st✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ♦❢
t❤❡♠ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡❞❣❡s ❜② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✬
s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡✱ ♦t❤❡rs ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡❞❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛✐rs ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳

✲ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦r ✐♥ ❛ ✸❉✲s♣❛❝❡✱ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢
tr✐❛♥❣❧❡s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡
♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❉❡❧❛✉♥❛② ✶✾✸✹❪ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✇❛②

✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❝s❜✳♦r❣✴♣❞❜✴ ✭❆✉❣✉st ✷✵✶✸✮



✷✳✸✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✷✾

♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s
❬❇♦st✐❝❦ ✷✵✵✹✱ ❍✉❛♥ ✷✵✵✺✱ ❙t♦✉t ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② tr② t♦
❝r❡❛t❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠✲s♣❤❡r❡✻ ♦❢
❛♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥✱ i.e.✱ ❡♠♣t② s♣❤❡r❡s ✭s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ✷❉✲s♣❛❝❡✳ ▲❡❢t✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦
♠❡❡t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✲ ▼❛✐♥ ❆t♦♠ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛❜str❛❝t ❡❛❝❤ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ♦♥❧② t♦ ❛ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ MA ♦❢ ✐t✳ ❚❤✐s
♠❛✐♥ ❛t♦♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✱ ❧✐❦❡ t❤❡ Cα ♦r t❤❡ Cβ ❛t♦♠s✱ ♦r ✜❝t✐✈❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡
❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦r t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❝❡♥tr♦✐❞ ❬▲♦✈❡❧❧ ✷✵✵✸✱ ❍✉❛♥ ✷✵✵✺❪✳
❚✇♦ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s u ❛♥❞ v ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡
e(u, v) = 1✱ ✐❢ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r t✇♦ ♠❛✐♥ ❛t♦♠s
∆(MA(u),MA(v)) ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞✐st❛♥❝❡ δ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

e(u, v) =

{

1, if ∆(MA(u),MA(v)) ≤ δ

0, otherwise
✭✷✳✶✮

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ✉s❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ Cα ❛t♦♠
❛♥❞ ✇✐t❤ ✉s✉❛❧❧② δ ≥ 7➴ ♦♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t Cα ❛t♦♠s ❞❡✜♥❡ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❍✉❛♥ ✷✵✵✺❪✳

✲ ❆❧❧ ❆t♦♠s ❙♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ♠❡t❤♦❞✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬❙❛✐❞✐ ✷✵✵✾❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❧ ❛t♦♠s ✇❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞✱

✻❆ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦✉r tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡s t❤❛t ♠❡❡t ❛t ❡❛❝❤

❝♦r♥❡r✳ ❆ ❝✐r❝✉♠✲s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐s ❛ s♣❤❡r❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛♥❞

t♦✉❝❤❡s ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✭AA✮✳ ❋♦r✲
♠❛❧❧②✿

e(u, v) =

{

1, if ∆(AA(u), AA(v)) ≤ δ

0, otherwise
✭✷✳✷✮

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢
❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡✢❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐t
❣❡♥❡r❛t❡s✱ t❤❡ r❡❛❧❧② ❡①✐st✐♥❣ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② ❝✐r❝✉♠✲s♣❤❡r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡r② ❢❛r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
♣r♦t❡✐♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠✲s♣❤❡r❡s ❣❡t
❡❛s✐❧② ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡♠♣t② s♣❤❡r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ ♥♦❞❡ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ✐ts t❡tr❛✲
❤❡❞r♦♥ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ♦♠✐t ♠❛♥② ❡❞❣❡s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ♠❡t❤♦❞ s✉✛❡rs ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ❛❜str❛❝ts t❤❡ ❛♠✐♥♦
❛❝✐❞s ✐♥t♦ ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠✱ ✐t ♠❛② ♦♠✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦t❤❡r ❛t♦♠s ✐♥
t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠s✱ ✐t ♠❛②
❛❧s♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛r❡ ❜✐❣✱ ✐❢
t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛r❡ ❢❛rt❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞
t❤❡♥ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❧✐♥❦s ✇❤✐❧❡ ❛ r❡❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦t❤❡r ❝❧♦s❡ ❛t♦♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛r❡
s♠❛❧❧✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♥ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❤✐❧❡
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ❛❧❧
❛t♦♠s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥
t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✱ t❤✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳
❇❡s✐❞❡s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡② ❞♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢
t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦r ♥♦t✱
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡♥❣❡♥❞❡r ♠❛♥② ❢❛❧s❡
❡❞❣❡s✳

❆s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡ Cα ❛t♦♠s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
t❡✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❍✉❛♥ ✷✵✵✺❪✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ♠❡t❤♦❞ ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t✱ ✉s✐♥❣ Cα ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠✳ ❆ r❡❛❧ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡ ✭t❤❡ ❤❡♠♦❝❤r♦♠❛t♦s✐s ♣r♦t❡✐♥✮ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛
❣r❛♣❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛②
♦♠✐t s♦♠❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ❢❛❧s❡ ♦♥❡s✱ ✐t ♦♣❡♥s ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞



✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✶

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ st✉❞② ♣r♦t❡✐♥s✳
❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣r✐♠❛r②
s❡q✉❡♥❝❡s ❧✐❦❡ ♣❛tt❡r♥ ❞✐s❝♦✈❡r② ❬❑❧❡②✇❡❣t ✶✾✾✾✱ ❉♦♣♣❡❧t ✷✵✵✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡ ✭❤❡♠♦❝❤r♦♠❛t♦s✐s✮ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✭✷✼✷ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✶✵✺✾ ❡❞❣❡s✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠
♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ Cα ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ❛♥❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s δ ≥ 7➴✳

P●❘✿ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤ r❡♣♦s✐t♦r② ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s t♦ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡s
✐♥ ❛ ❥❛r ✜❧❡✳ ❚❤✐s ✜❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦r❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ❛ ✇❡❜ r❡♣♦s✐t♦r② ❢♦r
♣r♦t❡✐♥s ❣r❛♣❤s t❡r♠❡❞ Pr♦t❡✐♥ ●r❛♣❤ ❘❡♣♦s✐t♦r② ✭s❤♦rt❧② P●❘✮ ❬❉❤✐✢✐ ✷✵✶✵❪✳
P●❘ ❛❝❝❡♣ts ♣r♦t❡✐♥ P❉❇ ✜❧❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❣r❛♣❤s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s
✉♥❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠❛t ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♥❛♠❡❧②
❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ t❛s❦s ✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣✳
❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✇❡
s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞
t❤❡ ♠❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♥❛♠❡❧② ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛
t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❦❡❡♣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✈❡r②❞❛②✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

♠❡t❤♦❞s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s✐♥❣
❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ st✉❞② t❤❡♠✳ ■♥
t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣
♦✈❡r ❣r❛♣❤ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r
❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❛s ❛ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ ❆✐♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✷ ●r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✸ ❙✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✹ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✹✳✷ ❈❛♥❞✐❞❛t❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✹✳✸ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✹✳✹ ❱❛r✐❛♥ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✿ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♠❛①✲

✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✺ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✺✳✶ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✺✳✷ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✻ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✻✳✶ ▼✐♥✐♥❣ t♦♣✲❦ s✉❜❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✻✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✻✳✸ ❙❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✻✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✻✳✺ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✻✳✻ ❖t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✼ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✶ ❆✐♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✈❡r t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❆s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡t❛✐❧s
❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✐♥ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞
❧✐sts t❤❡ ♠❛✐♥ ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s t❛s❦✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇
❛ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ tr② t♦
♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
str❛t❡❣② ❛♥❞ ♦r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ t❛❜❧❡ ♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

✸✳✷ ●r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣

●r❛♣❤s ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ str✉❝t✉r❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛
❬❈♦♦❦ ✷✵✵✻❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥② ❞❛t❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡♥t✐t✐❡s ❤❛✈✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②
❝❤❡❛♣❡r ❝♦st ♦❢ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r✱
❣r❛♣❤s ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✉❜✐q✉✐t♦✉s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲
✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❛♥② r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇✐❞❡
✇❡❜✱ ❜❧♦❣s✱ ❝❡❧❧ ♣❤♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❳▼▲ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❝✐r❝✉✐ts✳ ■♥ ❝❤❡♠♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱
❣❡♥❡ ❛♥❞ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ●r❛♣❤s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s
❋❛❝❡❜♦♦❦ ❛♥❞ ●♦♦❣❧❡✰✱ ✇❤❡r❡ ❣r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥ts ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉s❡rs
❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥s s✉❝❤ ❛s r✉♠♦rs ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝r✐♠✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦r t♦ ♣r❡❞✐❝t ❧✐♥❦s ♦r t♦ ❞❡t❡❝t ❝❡♥tr❛❧ ✉s❡rs✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ st✉❞② ❣r❛♣❤ ❞❛t❛
✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❙✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❢ t❤❡② ♦❜❡② t♦ ♦♥❡ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥
❜❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r
❡✈❡♥ s❡♠❛♥t✐❝ ✐❢ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞✳

✸✳✸ ❙✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❞ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦s ✐♥ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r
r❡❝✉rr❡♥t s✉❜str✉❝t✉r❡s✱ i.e.✱ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❬❈❤❡♥❣ ✷✵✶✵❪✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ♥❛♠❡❧②



✸✳✹✳ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✸✺

✲ ❋r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ s✉❜✲
❣r❛♣❤s t❤❛t ♦❝❝✉r ❛t ❧❡❛st ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐♥ ❛ ♦♥❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤
✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❣r❛♣❤✮✳

✲ ❋r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♠❛♥② ❣r❛♣❤s✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢
❣r❛♣❤s ✭❡✳❣✳✱ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❣r❛♣❤s✮
❛♥❞ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ♦❝❝✉r ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

■♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✉❜✲
❣r❛♣❤s✱ s✉❝❤ ❛s s✉❜tr❡❡s✱ ❝❧✐q✉❡s ✭♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤s✮✱ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❝❧✐q✉❡s✱ ❞❡♥s❡
s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡s❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❛s ♣❛tt❡r♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠✲
♠✉♥✐t✐❡s ✐♥ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❤✉❜s ❛♥❞ ❛✉t❤♦r✐t② ♣❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ❲❲❲✱ ❝❧✉st❡rs
♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❇✉t ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡✱ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡
♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

✸✳✹ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r②

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❛t❛
♠✐♥✐♥❣✳ ❨❡t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛✱ ♠✐♥✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s ✐s ♠♦r❡
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s ❬❩❛❦✐ ✷✵✶✹❪✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ s✉♣♣♦rt ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳
❆s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❢r♦♠ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ st❛t❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

✸✳✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t G ❜❡ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❊❛❝❤ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ♦❢ G ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ♥♦❞❡s V ❛♥❞ ❡❞❣❡s E✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② |V | t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ G ✭❛❧s♦
r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦r❞❡r✮ ❛♥❞ ❜② |E| t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ G ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❣r❛♣❤ s✐③❡✮✳ ■❢ t✇♦ ♥♦❞❡s u ❛♥❞ v ∈ V ❛♥❞ {u, v} ∈ E t❤❡♥ u ❛♥❞ v ❛r❡
s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦❢ G ❝❛♥ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥
❛❧♣❤❛❜❡t Σ s✉❝❤ t❤❛t G ❜❡❝♦♠❡s G = (V,E,Σ, L) ✇❤❡r❡ Σ = ΣV ∪ΣE ❛♥❞ L

✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❛ ♥♦❞❡ ♦r ❛♥ ❡❞❣❡ t♦ ❛ ❧❛❜❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ ✭❜✮✮✳ G ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜②
L(u) ❛♥❞ L{u, v}✳



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ ✭❜✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭●r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❆ ❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

❣r❛♣❤s G = (V,E,Σ, L) ❛♥❞ G′ = (V ′, E ′,Σ′, L′) ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

f ✿ V → V ′ s✉❝❤ t❤❛t✿

✲ ∀u, v ∈ V : ∀{u, v} ∈ E ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E ′

✲ ∀v ∈ V : L(v) = L′(f(v))

✲ ∀{u, v} ∈ E : L{u, v} = L′{f(u), f(v)}

✇❤❡r❡ L ❛♥❞ L′ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ G ❛♥❞ G′✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❙✉❜❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❆ ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ G ✐s s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥✲

♦t❤❡r ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤ G′✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G ⊆ G′✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

f : V → V ′✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

✲ ∀u, v ∈ V : ∀{u, v} ∈ E → {f(u), f(v)} ∈ E ′

✲ ∀v ∈ V, L(v) = L′(f(v))

✲ ∀{u, v} ∈ E : L{u, v} = L′{f(u), f(v)}

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ G ✐♥ G′✱ G

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G′✱ ❛♥❞ G′ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉♣❡r❣r❛♣❤ ♦❢ G✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤✮ ●✐✈❡♥ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ g✱ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡ G✱
❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✭♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt✮✱ ❧❡t Gg ❜❡ t❤❡ s✉❜s❡t

♦❢ G ✇❤❡r❡ g ❛♣♣❡❛rs ✭i.e.✱ g ❤❛s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ✐♥ Gg✮✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ g ♦❝❝✉rs ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② | Gg |✳ ❚❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ g ✐s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢r❡q✉❡♥t ✐❢✿

support(g) =
| Gg |

| G |
≥ τ ✭✸✳✶✮



✸✳✹✳ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✸✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✭❣✮ t❤❛t ✐s ❢r❡q✉❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✭❛✮✱ ✭❜✮
❛♥❞ ✭❝✮ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦rt ♦❢ 3

3
= 1✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✭❣✮ t❤❛t ✐s ❢r❡q✉❡♥t ✐♥ t❤❡
❣r❛♣❤s ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦rt ♦❢ 1+1+1

3
= 1✱ i.e.✱ ✭❣✮ ✐s ❢r❡q✉❡♥t ❢♦r

❛❧❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ τ ∈ ❬✵✳✳✶❪✳
▼❛✐♥❧②✱ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst

st❡♣ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱
❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣✱ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ♠♦r❡
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦st❧② ❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡
◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠
✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❤❡❝❦s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♥ ❛❧❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❙✐♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❜② ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♦❢ ❛♥ ✉r❣❡♥t ♥❡❡❞ t♦
❧✐♠✐t t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

Pr♦♣❡rt② ✶ ✭❆♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮ ❆❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❛r❡

t❤❡♠s❡❧✈❡s ❢r❡q✉❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ s✉♣❡r❣r❛♣❤s ♦❢ ❛♥ ✐♥❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤

❛r❡ ✐♥❢r❡q✉❡♥t✳

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✱ s✐♥❝❡ ✐t
s❛②s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢r❡q✉❡♥t✳



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✐♥ ❛ ❇❋❙ ♠❛♥♥❡r ✭❛✮ ❛♥❞
✐♥ ❛ ❉❋❙ ♠❛♥♥❡r ✭❜✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜❣r❛♣❤
❝❛♥❞✐❞❛t❡✳

✸✳✹✳✷ ❈❛♥❞✐❞❛t❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✱
✐♥ ❛ tr❡❡✲❧✐❦❡ ❢♦r♠✱ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
✐♥ t❤❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r
r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ i.e.✱ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts s✉♣❡r❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❇r❡❛❞t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤
✭❇❋❙✮ ❛♥❞ ❉❡♣t❤ ❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮ ✭s❡❡ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇✮✳
❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❇❋❙✮ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧❡✈❡❧✲✇✐s❡ str❛t❡❣② ✇❤❡r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢
s✐③❡ ❦✰✶ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢ s✐③❡ ❦✳ ❚❤❛t ✐s t♦
s❛②✱ t❤❛t ♥♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦❢ s✐③❡ ❦✰✶ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r✐♥❣
❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢ s✐③❡ ❦✳ ■♥ ❛ ❉❋❙ str❛t❡❣②✱ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢r❡q✉❡♥t
♦r ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦st r❡❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡❢❡r ❉❋❙ ♦✈❡r
❇❋❙ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✉s❡s ❧❡ss ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✐s ❢❛st❡r s✐♥❝❡ ✐t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❝♦st❧② ♠❡r❣❡
❛♥❞ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ✉s❡❞ ✐♥ ❇❋❙✳

■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐✲
❞❛t❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✐♥ ❛ ❇❋❙ ♠❛♥♥❡r ✭❛✮ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❉❋❙ ♠❛♥♥❡r ✭❜✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥
t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ ❇❋❙ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✭❛✮✮
❢♦❧❧♦✇s ❛ ❧❡✈❡❧✲✇✐s❡ str❛t❡❣②✱ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✿

✶✳ ▲❡✈❡❧ ✶✿ ♥0

✷✳ ▲❡✈❡❧ ✷✿ ♥1✱ ♥2✱ ♥3

✸✳ ▲❡✈❡❧ ✸✿ ♥4 ✭❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♥1 ❛♥❞ ♥3✮✱ ♥5 ✭❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♥2 ❛♥❞
♥3✮✳



✸✳✹✳ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✸✾

❚❤❡ ❉❋❙ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✭❜✮✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
tr❡❡ ❜❡❢♦r❡ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛r❡
✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✿

✲ ♥0✱ ♥1✱ ♥4✱ ♥2✱ ♥5✱ ♥3✱ ✭♥4✿ ❜✉t ♣r✉♥❡❞ ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛❧r❡❛❞② ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♥1✮✱ ✭♥5✿ ❜✉t ♣r✉♥❡❞ ❢♦r ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛❧r❡❛❞② ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ♥2✮✳

✸✳✹✳✸ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

▼❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❬❏✐❛♥❣ ✷✵✶✸✱ ▲❛❦s❤♠✐ ✷✵✶✷✱ ❑r✐s❤♥❛ ✷✵✶✶❪✳ ❆ ♣✐♦♥❡❡r ✇♦r❦ ✐s ❬❈♦♦❦ ✶✾✾✹❪✱
✇❤❡r❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❣r❡❡❞② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❛♠❡❞
SUBDUE ❢♦r ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❖t❤❡r ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❧✐❦❡WARMR ❬❑✐♥❣ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞
FARMER ❬◆✐❥ss❡♥ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠✐♥❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❢r♦♠
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s✲
❝♦✈❡r ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ t❤❡② s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s
❛r❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❞❛t❛❧♦❣ ❢❛❝ts✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ♥❛♠❡❧②✿ t❤❡ ❛♣r✐♦r✐✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡
♣❛tt❡r♥✲❣r♦✇t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✸✳✹✳✸✳✶ ❆♣r✐♦r✐✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛♣r✐♦r✐✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s st❛rt ❢r♦♠ s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡s✳ ❚❤❡♥✱
✐♥ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡
♦r ❛♥ ❡❞❣❡ t♦ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❛♣r✐♦r✐✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢ s✐③❡ k + 1 ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ s✐③❡ k ❤❛✈✐♥❣ ❛
❝♦♠♠♦♥ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ s✐③❡ k−1✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤
❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢ ❧❡✈❡❧ k+1✱ ❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ s✐③❡ k ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ❛♣r✐♦r✐✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ❛♣r✐♦r✐✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❇❋❙ str❛t❡❣② s✐♥❝❡ t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧❡✈❡❧✲✇✐s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛r❡ ❆●▼
❬■♥♦❦✉❝❤✐ ✷✵✵✵❪✱ ❋❙● ❬❑✉r❛♠♦❝❤✐ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ❉P▼✐♥❡ ❬❱❛♥❡t✐❦ ✷✵✵✷❪✳ ❆●▼
❛♥❞ ❋❙● ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s t❤❛t ❆●▼



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❞❡✳ ❲❤✐❧❡✱
❋❙● ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❣❡✳
❉P▼✐♥❡ ✉s❡s ❡❞❣❡✲❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s ❛s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✉♥✐ts ❢♦r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥✳ ■t st❛rts ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛t❤s✱ t❤❡♥✱ ❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ t✇♦
♣❛t❤s✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✐t st❛rts ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ k ♣❛t❤s ❜② ♠❡r❣✐♥❣
♣❛✐rs ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ k✲✶ ♣❛t❤s ❤❛✈✐♥❣ k✲✷ ♣❛t❤s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

✸✳✹✳✸✳✷ P❛tt❡r♥✲❣r♦✇t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

P❛tt❡r♥✲❣r♦✇t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①t❡♥❞ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❜②
❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ♠❛② r❡s✉❧t ❛❞❞✐♥❣
❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛♣r✐♦r✐✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♣❛tt❡r♥✲❣r♦✇t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❇♦t❤ ❇❋❙ ❛♥❞ ❉❋❙ ❝❛♥
✇♦r❦✳ P❛tt❡r♥✲❣r♦✇t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣r✐♦r✐✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ❤✐❣❤❧② s✉✛❡r t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ str❛t❡❣② ❝❛♥ r❡s✉❧ts
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱
❡①✐st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✲❣r♦✇t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s tr✐❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ✇❛②s t♦ ❛✈♦✐❞ ♦r ❛t ❧❡❛st
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛r❡
▼♦❋❛ ❬❇♦r❣❡❧t ✷✵✵✷❪✱ ❣❙♣❛♥ ❬❨❛♥ ✷✵✵✷❪✱ ❋❋❙▼ ❬❍✉❛♥ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ●❆❙❚❖◆
❬◆✐❥ss❡♥ ✷✵✵✹❪✳ ▼♦❋❛ ✐s ♠❛✐♥❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ❛ s❡t
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ▼♦❋❛ st♦r❡s t❤❡ ❡♠✲
❜❡❞❞✐♥❣ ❧✐st ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ s✉❜❣r❛♣❤s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡
r❡str✐❝t❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡s❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ▼♦❋❛ ❛❧s♦ ✉s❡s str✉❝t✉r❛❧
❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r ♣r✉♥✐♥❣✱ ✐t st✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ♠❛♥② ❞✉♣❧✐❝❛t❡s✳

❚❤❡ ❣❙♣❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ■t
✜rst st❛rts ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ❡①t❡♥s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❉❋❙ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t ❣♦❡s str❛✐❣❤t❧②
❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ♣❛t❤✳ ❖♥❧②
❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ♣❛t❤ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ❡①t❡♥s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❣❙♣❛♥ ✉s❡s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦❞❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❉❋❙ ❝♦❞❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡❛s② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ s✉❜❣r❛♣❤s✳

❋❋❙▼ ❛❧s♦ ✉s❡s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ▼❛tr✐① ✭❈❆▼✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❣r❛♣❤s ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡❝t ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠✳ ■t ❣❡♥❡r❛t❡s ♥❡✇ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❡✐t❤❡r ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛
❈❆▼ ♦r ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ t✇♦ ❈❆▼s ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❛❞❛♣t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳

■♥ ♠❛♥② ❝♦♥t❡①ts✱ ●❆❙❚❖◆ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛st❡st s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣



✸✳✺✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✹✶

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♣❛t❤s ❛♥❞ tr❡❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧②
❛ ♣♦rt✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧✮ r❡♣r❡s❡♥ts s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❝②❝❧❡s✳
❍❡♥❝❡✱ ●❆❙❚❖◆ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡♠ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤
♠✐♥✐♥❣ ✐♥t♦ ♣❛t❤ ♠✐♥✐♥❣✱ t❤❡♥ s✉❜tr❡❡ ♠✐♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣✳
●❆❙❚❖◆ ❛❧s♦ r❡❝♦r❞s t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧✐st t♦ s❛✈❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳

✸✳✹✳✹ ❱❛r✐❛♥ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✿ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞

♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥t✐♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥t✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s❡r✐♦✉s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛s t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❝❧♦s❡❞
s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❈❧♦s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤✮ ❆ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ g ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞✱ ✐❢

✐t ❤❛s ♥♦ s✉♣❡r❣r❛♣❤ g′ ✭g ⊂ g′✮ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭▼❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤✮ ❆ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ g ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♠❛①✲

✐♠❛❧✱ ✐❢ ✐t ❤❛s ♥♦ s✉♣❡r❣r❛♣❤ g′ ✭g ⊂ g′✮ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❢r❡q✉❡♥t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✶✵ ❛♥❞ ✶✶✱ ❜♦t❤ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❈❧♦s❡❞
s✉❜❣r❛♣❤ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✐s ❧♦ss❧❡ss s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡✐r s✉♣♣♦rts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤ ❝♦♠✲
♣❛❝t♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ r❡st♦r❡❞✱ t❤❡ ❡①❛❝t s✉♣♣♦rt ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s ❧♦st✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤
♠✐♥✐♥❣ ✐s ❈❧♦s❡●r❛♣❤ ❬❨❛♥ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❛r❡
❙P■◆ ❬❍✉❛♥ ✷✵✵✹❜❪ ❛♥❞ ▼❆❘●■◆ ❬❚❤♦♠❛s ✷✵✵✻❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞
♦r ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✱ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝❛s❡s✳

✸✳✺ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛ttr✐❜✉t❡
s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜s❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❬▲✐✉ ✶✾✾✽✱ ●✉②♦♥ ✷✵✵✸✱



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

▲✐✉ ✷✵✵✼❛✱ ❙❛❡②s ✷✵✵✼✱ ▲❛❞❤❛ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
✇✐❞❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r
t②♣❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✐t❡♠s❡ts ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦t✐❢s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♣❛tt❡r♥s
✐s ♦❢t❡♥ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡
♦❢ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✇❡r❡ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s
❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡s s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐s r❡t❛✐♥❡❞✳

❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡✿ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡
✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧②
s❡❧❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧r❡❛❞②
s❡❧❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
❛♥② ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥t❡①t s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✸✳✺✳✶ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

▼❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐s ❤✐❣❤✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝❛t❡❣♦r✐③❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
✉s❡❞ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
t❛s❦✱ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦✿

✲ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡② ❛tt❡♠♣t t♦
✜♥❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛
t❛r❣❡t ❧❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦✱ i.e.✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❡t❝✳

✲ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❡♥✲
❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡t ❛♥❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s
✇✐t❤♦✉t r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠✲
♣r✐s❡s t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✇r❛♣♣❡r✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦r ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❬▲✐✉ ✷✵✵✼❛❪✳

✸✳✺✳✶✳✶ ❲r❛♣♣❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❲r❛♣♣❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬❈❛❞❡♥❛s ✷✵✶✸❪ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡t t♦
❜❡st ✜t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ t❤❡② st❛rt



✸✳✺✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✹✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ✇r❛♣♣❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ✉s✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
❣❡♥❡r❛❧❧② ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s✉❜s❡ts ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②
tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s✉❜s❡ts ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ❜❡st s❝♦r❡✳ ❲r❛♣♣❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
s✉❜s❡t t❤❛t ❜❡st ✜t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❝♦st❧②✳

✸✳✺✳✶✳✷ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇r❛♣♣❡rs✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬▲❛❞❤❛ ✷✵✶✶❪ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡
s✉❜s❡ts✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ✇r❛♣♣❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❨❡t✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❛❧s♦ ♣r♦♥❡
t♦ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳

✸✳✺✳✶✳✸ ❋✐❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❋✐❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬▲❛③❛r ✷✵✶✷❪ s❡❧❡❝t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣r❡✲
❞✐❝t♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ✜❧t❡r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡② ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦✿

✲ ❯♥✐✈❛r✐❛t❡ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s♦❧❡❧② ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ P❡❛rs♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✳



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

✲ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ s✉❜s❡ts✳
❖♥❧② t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❆s ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❝❛♥ s❝♦r❡
❧❡ss t❤❛♥ ✇r❛♣♣❡rs ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡❞✐❝t♦r✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st
♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇r❛♣♣❡rs✱ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❢❛st❡r✳
❙t✐❧❧✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ✇r❛♣♣❡rs✳

✸✳✺✳✷ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✿

✲ ❋♦r✇❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❛❞❞
❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ②✐❡❧❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t
✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦r ✐t r❡❛❝❤❡s
❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳

✲ ❇❛❝❦✇❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡♥ ✐t❡r❛✲
t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡s t❤❡♠ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❖♥❧② ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r t❤❡
♠✐♥✐♥❣ t❛s❦ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳

❙✐♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❢❡✇❡r ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✐t ✐s ❣❡♥✲
❡r❛❧❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r
✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r✇❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s
✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡❛t✉r❡s ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❛s ♥♦t ❛❧r❡❛❞②
s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r st❡♣✳

✸✳✻ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s✱ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② st✐❧❧
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✜❡❧❞s ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ ♠❛♥② ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥



✸✳✻✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ✹✺

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ②❡t ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✸✳✻✳✵✳✶ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡ G = {G1, ..., Gn} ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
F ✱ ✜♥❞ ❛❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜❣r❛♣❤s g∗ ∈ G s✉❝❤ t❤❛t ✿

✲ g∗ ❛r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✱
i.e.✱ g∗ = argmaxg(F (g))✳ ❖r✱

✲ g∗ ❛r❡ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝♦r❡ t❤❛t ✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧
t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ i.e.✱ g∗ = F (g) ≥ τ ✱ ✐❢ F ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❛s❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖r✱

✲ g∗ ❛r❡ t❤❡ k s✉❜❣r❛♣❤s ❤❛✈✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ ❜❡st s❝♦r❡ ✇✐t❤ F ✱ i.e.✱
g∗ = TopkF (g)✳

■♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❜❡st s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F

✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ G ✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡
s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s s✐♠♣❧❡ t♦ ❞♦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥t✐♠♦♥♦t♦♥✐❝✳ ❆s ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✭❛♥❞ ❛r❡ ❜❡✐♥❣✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ❛♥❞ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ tr② t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳

✸✳✻✳✶ ▼✐♥✐♥❣ t♦♣✲❦ s✉❜❣r❛♣❤s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t♦♣✲k s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞♦♠❛✐♥s ❛ ✉s❡r ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t
❜❡st q✉❛❧✐❢② t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞s ❛❝❝❡♣t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r k ❛♥❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ F ✱ t❤❡♥ r❡t✉r♥ t❤❡ ❜❡st k

❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ F ✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♣✲❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❳✐♥ ✷✵✵✻❪✳ ❆✉t❤♦rs ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✲❛✇❛r❡ t♦♣✲❦ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✜♥❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛
♣❛tt❡r♥ p ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ S s✉❝❤ t❤❛t S(p) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛tt❡r♥s R(p, q) ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✱
i.e.✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
t❤❛t ❛✉t❤♦rs ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛tt❡r♥s ✐s ♥♦ ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ s✉♠
♦❢ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❆✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ t❤❡ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❛♠❡❧② ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡♠❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❞✐r❡❝t❡❞ ❞✐s❦ ❜❧♦❝❦ ♣r❡❢❡t❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♠✐♥❡ t❤❡
r❡❞✉♥❞❛♥❝②✲❛✇❛r❡ t♦♣✲❦ ♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s
❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡✐r s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳

❆ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱ t❡r♠❡❞ ❚●P ❬▲✐ ✷✵✶✵❪✱ ♠❛✐♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✐♥ ♠♦st r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝❛s❡s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♣r♦♣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠
s✉♣♣♦rt✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ✐s t♦♦ ❧♦✇ t❤♦✉s❛♥❞s
♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ❜✉t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✱ s❡✈❡r❛❧ ❧❛r❣❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐❧❧
❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❚●P ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ t♦♣✲
❦ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ s✐③❡ ♥♦ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ❜✉t
✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt✳ ■t ❛❞♦♣ts ❛ ♥❡✇ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ▲❡①✲
✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ P❛tt❡r♥ ◆❡t t♦ st♦r❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠
✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❡❧♣s ✐♥ ❜♦t❤ ❞②♥❛♠✐✲
❝❛❧❧② r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞
❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♠✐♥✐♥❣ st❡♣✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥
✜♥❛♥❝✐❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts✳ ❆✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt t❤r❡s❤✲
♦❧❞✱ ❚●P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ t♦♣✲❦ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❚●P ❛❧❧♦✇s t♦ ❛✈♦✐❞ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt
t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ✉s❡r st✐❧❧ ❤❛s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦♣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s t♦ s❡❧❡❝t✱
i.e.✱ t❤❡ k ❝♦♥str❛✐♥t✳

✸✳✻✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ❝❧✉st❡r
❝❡♥tr♦✐❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜r✐♥❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
✐♥t♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
♦❜❥❡❝ts ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r
❝♦s✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❘P✲❋P ❛♥❞ ❘P✲●❉ ❬▲✐✉ ✷✵✵✼❜❪ ❛r❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❢r❡✲
q✉❡♥t ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❆✉t❤♦rs ❡①✲



✸✳✻✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ✹✼

♣❧♦✐t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ δ✲❝♦✈❡r ❛♥❞ δ✲❥✉♠♣✱ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❞
t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❆ ❣r❛♣❤ g ✐s δ✲❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❣r❛♣❤ g′ ✐❢
g ⊆ g′ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ D(g, g′) ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ δ✳ ❆ δ✲❥✉♠♣ s✉❜✲
❣r❛♣❤ g ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ g ❛♥❞ ❛♥② ♣r♦♣❡r
s✉♣❡r❣r❛♣❤ ♦❢ g ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ δ✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❘P✲❋P✱ s❡❧❡❝ts ❛ s✉❜s❡t
♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❘P✲❋P
♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♥♦t
✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞
♣❛tt❡r♥s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤✱ ❘P✲❋P ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✲
♣♦s❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❘P✲●❉ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ♠✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❣r❛♣❤
♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r t✐❣❤t♥❡ss ♦♥ t❤❡ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥
q✉❛❧✐t②✳ ❘P✲●❉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧♦s❡❞ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❘P✲●❉ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❘P✲
❋P✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❛✉t❤♦rs ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝
❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❘P✲●❉ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❘P✲❋P ✇❤✐❧❡
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ❨❡t✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
r✐❣❤t ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ✳

❘■◆● ❬❩❤❛♥❣ ✷✵✵✾❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ■t ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ N r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❞✐st✐♥❝✲
t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡❧❡❣❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ❘■◆● ❛❞♦♣ts t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢
✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✉s❡s t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st❧② ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡
♠❡❛s✉r❡ ✭t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❧❡t✐♦♥✴✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s t♦
tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✮✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ N r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✱
❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ N ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t
❛r❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❝❡♥t❡rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❆✉t❤♦rs
❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❘■◆● s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡②
♣r♦❝❡ss t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❛ ❉❋❙ ♠❛♥♥❡r✳ ❋♦r ❛♥② ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤
P1 r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ P2✳ ■❢ ✇❤✐❧❡ P1 ✐s ❜❡✐♥❣
❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥ P11 r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ P2 ❤❛s
❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ st♦♣s✳ ■❢ s✉❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✱
t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ✐s ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥② ♦♥❡
♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❉❋❙
♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s✉♣❡r❣r❛♣❤s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛r❡
♥♦t ❢r❡q✉❡♥t✳ ❘■◆● ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ❛



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❘■◆● ✇❛s ❛❜❧❡ t♦
s❡❧❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ❛ ❢❛st ✇❛②✳ ❨❡t✱ ✐ts ♣r✉♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s✲
s✉♠❡s t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ♣r✉♥❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ s❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s tr✉❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ♣r❡✈❡♥t r❡❛❝❤✐♥❣
♠❛♥② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♥❞ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣♦♦r s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✸✳✻✳✸ ❙❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

■♥ st❛t✐st✐❝s✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❛s❦ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♠♦♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ✭i.e.✱ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✮✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❛
♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ n ♣❛tt❡r♥s ♦✉t ♦❢ N s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ n

♣❛tt❡r♥s ❛❧❧♦✇s ✭♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ N
♣❛tt❡r♥s✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❝♦st❧② ♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✉s✱ s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s tr✐❡s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛tt❡r♥s ❜②
♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✳

❖❘■●❆▼■ ❬❍❛s❛♥ ✷✵✵✼❪ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❯♥❧✐❦❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✱
❖❘■●❆▼■ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧②
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s✳ ❖❘■●❆▼■ ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✐t st❛rts ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♠❛①✲
✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s t❤r♦✉❣❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❧❛tt✐❝❡✳
❚❤❡♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✱ ✐t s❡❧❡❝ts ❛ s✉❜s❡t ♦❢ α✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t✮
❛♥❞ β✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚✇♦ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ α✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐❢ t❤❡✐r s✐♠✲
✐❧❛r✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② α✱ ❛♥❞ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ β✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❢♦r ❛♥♦t❤❡r ✐❢ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❛t ❧❡❛st β✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜✲
❣r❛♣❤s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡② ✜♥❞✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡✐r ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❣r❛♣❤
❬❆❜✉✲❑❤③❛♠ ✷✵✵✼❪ r❡♣r❡s❡♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✿ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦✉♠♣♦✉♥❞s✱ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝✲
t✉r❡s✱ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡②
s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥
❖❘■●❆▼■ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t
♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡❛r❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ ❖❘■●❆▼■
r✐s❦s ✇❛❧❦✐♥❣ ♦♥❧② ♦✈❡r ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡st
♦❢ ✐t ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ♣♦♦r q✉❛❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳

■♥ ❬❍❛s❛♥ ✷✵✵✾❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■t s❛♠♣❧❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤♦✉t ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡
❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞✐str✐✲



✸✳✻✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ✹✾

❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❛♥❞♦♠
✇❛❧❦ ♦♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❛❧❦ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛
❞❡s✐r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s✉❜❣r❛♣❤
s❛♠♣❧❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡ts ✭♥❛♠❡❧②
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦✉♠♣♦✉♥❞✱ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❡❧❧✲❣r❛♣❤s ❞❛t❛s❡ts✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♦♥ ❛♥ ✐t❡♠s❡t ❞❛t❛s❡t✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛tt❡r♥s ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢❛✐❧ t♦ r✉♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛✉t❤♦rs s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ st♦r❡s t❤❡ ❡♥✲
t✐r❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞♦❡s
♥♦t ✜t t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ✉s❡r s❤♦✉❧❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r s✐♥❝❡ ✐t ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣✳

■♥ ❬❙❝❤✐❡t❣❛t ✷✵✶✶❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝
t②♣❡ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♠✐♥❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❣r❛♣❤s ✭▼❈❙s✮ ❬❆❜✉✲❑❤③❛♠ ✷✵✵✼❪ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢
❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❣r❛♣❤s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠✐♥❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ❛ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ✭▼❈❙s s❛♠♣❧❡✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
✻✵ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦✉♥❞s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠
❝❤❡♠♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✱ t❤❡② ✇❡r❡
✉s❡❞ ❛s ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s
❛ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❧❡ss r❡❞✉♥❞❛♥t s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❜❡tt❡r ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r❡❡ ❛♥❞ r✉♥s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦✉t❡r♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s ❬❙❝❤✐❡t❣❛t ✷✵✶✶❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
✐t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❞❛t❛s❡ts✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ♥♦t s❝❛❧❡
✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❣r❛♣❤s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲
str✉❝t✉r❡s✮✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛s❡ts s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♣❛✐r✇✐s❡✳

✸✳✻✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❡①❛❝t r❡s✉❧t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ❧✐♠✐ts ♦❢
❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s
✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ♠❛② ♥♦t
❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❜♦t❤ ✐ss✉❡s
❜② ♦♥❧② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s s✉❝❤ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ❜✉t
s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐❧❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥t♦ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ✐♥ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❧❛❜❡❧



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦ t❤❛t ❢❛❧❧s ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❛✉✲
t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜✲
❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ❆❢t❡r ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤s✱ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣✲❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♥ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ s✐❞❡s✳ ■♥ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣✱
t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣✱ t❤❡② ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❞❡❧❡❣❛t❡✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ❑✲▼❡❞♦✐❞s ❬◆❣ ✷✵✵✷❪ ❢♦r ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ε✲❜♦✉♥❞❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❍♦❝❤❜❛✉♠ ✶✾✾✼❪ ❢♦r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤✉s ♠❛②
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s♠♦♦t❤✐♥❣✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❨❡t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✱ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✜rst✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r❡✈❡♥t ♣♦♦r s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❯♥❧✐❦❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❧❛❜❡❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆ ✈❡r② r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❆♥❝❤✉r✐ ✷✵✶✸❪
❢♦r ♠✐♥✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❛❜❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❤❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

✸✳✻✳✺ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥

❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✭i.e.✱ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ✐s ❛✣❧✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❧❛ss✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❡①tr❛❝t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡s❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ❧❛t❡❧② ✉s❡❞
❛s ❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡rs t♦ ❤❡❧♣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
❜❡st ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥t ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❧✐st ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳



✸✳✻✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ✺✶

✸✳✻✳✺✳✶ ❋✐❧t❡r ♠❡t❤♦❞s

■♥ ❬❨❛♥ ✷✵✵✽❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ▲❊❆P✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ▲❊❆P ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛tt❡r♥s t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ■t ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❧♦♦❦s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞✳ ▲❊❆P ✇❛s t❡st❡❞
♦♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s✳ ■t
✐s ❛❜❧❡ t♦ q✉✐❝❦❧② ❧♦❝❛t❡ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤✲
♦✉t ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤❡❧♣ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝②✳

●r❛♣❤❙✐❣ ❬❘❛♥✉ ✷✵✵✾❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜✲
❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■t st❛rts ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ❢❡❛✲
t✉r❡ ✈❡❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✇✐t❤ r❡st❛rts ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❉♦♠❛✐♥
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡ s❡t✳ ●r❛♣❤❙✐❣ ❛ss✉♠❡s t❤❛t
❣r❛♣❤s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs s❤❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤✉s✱
✐t ❝❧✉st❡rs t❤❡ ❣r❛♣❤s ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣s✳ ❆❢t❡r
t❤❛t✱ ✐t ♠✐♥❡s ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤✲
♦❧❞s ❡♥s✉✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ●r❛♣❤❙✐❣ ✇❛s t❡st❡❞
♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ●r❛♣❤❙✐❣ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞
❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❧♦✇
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

●❆■❆ ❬❏✐♥ ✷✵✶✵❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s
❢♦r ❣r❛♣❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ●❆■❆ ❛❞♦♣ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s❝r✐♠✲
✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
s✉❜❣r❛♣❤s s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛s t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ●❆■❆ ✉s❡s
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛✲
t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s✱ ●❆■❆ ❡♠♣❧♦②s s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ♠✐♥❡❞ ♣❛tt❡r♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❛s ❣r❛♣❤ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ●❆■❆ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ■t s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❞✉❡ ✐ts
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ●❆■❆ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦ q✉✐❝❦❧② ✜♥❞ ❤✐❣❤❧②
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳

❈❖❘❑ ❬❚❤♦♠❛ ✷✵✶✵❪ ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✲
✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐♥ ❈❖❘❑ ✐s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t
❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❛t ❛❧s♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧r❡❛❞② s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✳
■t ❛tt❡♠♣ts t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢♦r
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❛r q✉❛❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
✉s❡❞ s✉❜♠♦❞✉❧❛r q✉❛❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡✲
♦❢✲t❤❡✲❛rt t♦♦❧ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❣❙♣❛♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛st ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❢♦r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ♠✐♥✐♥❣✳ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢
❈❖❘❑ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❈❖❘❑ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲
❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ ❬❩❤✉ ✷✵✶✷❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s t❡r♠❡❞ ❉&❉✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐♥ ❉&❉ ✐s t❤❛t ❜❡s✐❞❡s
❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✐t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜✲
❣r❛♣❤s✳ ❉✐✈❡rs✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥❡✇
❝❛♥❞✐❞❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❞❣❡✲
❝♦✈❡r✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡ ❞✐✈❡rs✐t②✱ ✐t ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❤♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦✈❡r✲
❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧② ❛❢✲
❢❡❝ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r❛♣❤s ♠♦r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡✳

✸✳✻✳✺✳✷ ❇♦♦st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ i.e.✱ ❛❢t❡r ♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ tr② t♦ ❝♦✈❡r
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❡r♠❡❞ ❣P▲❙ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❛✐❣♦ ✷✵✵✽❪✳ ■t ✉s❡s ❉❋❙
t♦ ♠✐♥❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s✳ ■t ❛❞❛♣ts t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
t♦♦❧ ♦❢ P▲❙ ✭P❛rt✐❛❧ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s✮ r❡❣r❡ss✐♦♥ t♦ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❡♥ ✉s❡s t❤❡♠ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤ ❢❡✇❡r
✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ t②♣✐❝❛❧ ❜♦♦st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❣P▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ■t ❝r❡❛t❡s ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
❤❛✈❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣♦♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②✳

❈❖▼ ❬❏✐♥ ✷✵✵✾❪ ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣r♦❝❡ss
♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❈❖▼ ❡♠♣❧♦②s ❛ ♣❛tt❡r♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦r❞❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✜rst✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♥str✉❝ts ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
r✉❧❡s ❜② ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ✇❡❛❦ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ str♦♥❣ ♦♥❡s✳ P❛tt❡r♥s
❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ r✉❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❈❖▼ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ❤❛s ❝♦♠✲



✸✳✻✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ✺✸

♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱
✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳

❚❤❡ ❣❇♦♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❙❛✐❣♦ ✷✵✵✾❪ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❜♦♦st✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ■t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦❧❧❡❝ts ❞✐s❝r✐♠✐♥❛✲
t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣❛tt❡r♥ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❋❙ ❝♦❞❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❣❇♦♦st ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦
❣❙♣❛♥✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ❢♦r ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡
s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐♥ ❧❛t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❣❇♦♦st r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝♦♥str✉❝ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❡❛❦
❝❧❛ss✐✜❡rs ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r ✭❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ st✉♠♣✮ ✉s❡s ❛ s✉❜❣r❛♣❤
❛s ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❣❇♦♦st ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❣❇♦♦st s❝♦r❡s ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
❛♥② ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ❬❋❡✐ ✷✵✶✵❪✱ ❛✉t❤♦rs ❞❡s✐❣♥❡❞ ▲P●❇❈▼P✱ ❛ ❜♦♦st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❣r❛♣❤
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t s❡❧❡❝ts ❝❧✉st❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛s❡ ❧❡❛r♥❡rs✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤
q✉❛❧✐t② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆✉t❤♦rs t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ▲P●❇❈▼P
❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ❢♦r ♥❡❛r❜② s♣❛t✐❛❧ ♦r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱
❛♥❞ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
♦t❤❡r s❡♠✐✲str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡② ❡✈❛❧✉❛t❡❞
▲P●❇❈▼P ♦♥ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛s❡ts✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡✐r
❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❤✐❣❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❣r❛♣❤s
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛s ♥♦ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✱ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ✉s❡❧❡ss✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡② ❝♦♥✲
s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❢❛✐❧ ✐❢ ♥♦
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❤❛s ❤✐❣❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r✱ ②❡t✱ ❥♦✐♥t❧② s♦♠❡ ♣❛tt❡r♥s
♠❛② ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♠❛② ❜❡ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❜✉t r❡❞✉♥❞❛♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥
t❤❡✐r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡♠ ♠♦r❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳

✸✳✻✳✻ ❖t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❙♦♠❡ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
s✉❜❣r❛♣❤s✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r
❡①tr❛❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♦r ❤✐❞❞❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r t♦ s✐♠♣❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ❣✐✈❡♥
❞❛t❛s❡t✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✉♥❞❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❛❜♦✈❡ s✉❜❣r❛♣❤✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

■♥ ❬P❡♥♥❡r❛t❤ ✷✵✵✾❪✱ ❛✉t❤♦rs ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s s❤♦✉❧❞ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❚❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ▼♦st ■♥❢♦r♠❛t✐✈❡ P❛tt❡r♥s ✭▼■Ps✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ str✉❝t✉r❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ▼■Ps t❤r♦✉❣❤ ♠✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡
❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡rt✳ ❆✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ ▼■Ps✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧② s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ▼■Ps ✐♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ✇❤✐❧❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ s❡❧❡❝ts ▼■Ps ❢r♦♠ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ▼■Ps
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t ♦♥ ✐t❡♠s❡ts ❛♥❞
s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡♠s❡t ❞❛t❛s❡ts
❛♥❞ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ▼■Ps ✐s ❛❜❧❡ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛s❡t✳ ❨❡t✱ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ▼■Ps st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✢❡①✐❜❧❡✱ ✐t ♠❛②
❜❡ ❛ ❤❛r❞ t❛s❦ ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♣❛tt❡r♥s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥s t♦ ♠✐♥❡ s❦②❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥s ❬P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s ✷✵✵✽✱
❙♦✉❧❡t ✷✵✶✶✱ ❇♦✉❦❡r ✷✵✶✷❪✳ ■♥ ❬P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s ✷✵✵✽❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❦②✲
●r❛♣❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛ s❡t ♦❢ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞
❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡✜♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ s❦②❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣✳ ■♥ s❦②❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥✳ ❆ ♣❛tt❡r♥ P1 ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥♦t❤❡r ♣❛t✲
t❡r♥ P2 ✐❢ P1 ✐s ❛s ❣♦♦❞ ❛s P2 ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ P1 s❝♦r❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ P2 ✐♥
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❝♦r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐t ❜❡❝♦♠❡s✳ ❙❦②●r❛♣❤ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r❛♣❤s
t♦✇❛r❞s r❡tr✐❡✈✐♥❣ s❦②❧✐♥❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤
❞❛t❛❜❛s❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♥❡t✇♦r❦✱ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱
❛♥❞ ❝♦✲❛✉t❤♦rs ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
s✉❜❣r❛♣❤s ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✮ ❛♥❞ t❤❡
s✉❜❣r❛♣❤ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s
❙❦②●r❛♣❤ t♦ ❞❡t❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❦②●r❛♣❤ r✐s❦s s❡❧❡❝t✐♥❣
♦♥❧② ♦♥❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜✲
❣r❛♣❤s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ♠❛② ❤❡❧♣ ❛✈♦✐❞✐♥❣ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝✲
✐♥❣ ❛ r❛♥❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ s❝♦r❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ♠❛② ❤❡❧♣ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡r❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥❡s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❙♦♠❡ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱
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t❤❡② ❛ss❡ss❡❞ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❛r❣❡t ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♣❡✲
❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❛✐❞✐ ✷✵✶✷❪ ✇❡r❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛♥t✲♠♦t✐❢s ❢r♦♠ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② tr❛♥s❢♦r♠ ♣r♦t❡✐♥
✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤s✱ t❤❡♥ t❤❡② tr② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❝♦♠♠♦♥ s✉❜str✉❝✲
t✉r❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛♥t✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜str✉❝t✉r❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞✐st❛♥t
❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t❤❛t ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛♥t✲♠♦t✐❢s ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❇❡s✐❞❡s✱ ❛♥t✲♠♦t✐❢s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✐s s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ tr❛❝❡❛❜❧❡ ❣r❛♣❤s ✭❤❛✈✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤s✮✱ ✐t
st✐❧❧ ❝✉rr❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♥♦ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ t❡st❡❞ s♦ ❢❛r✳
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❆s t❤❡r❡ ❡①✐sts ❝✉rr❡♥t❧② ♠❛♥② s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t
❛♥❞ ❡✈❡♥ ✉♥❢❛✐r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ss✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❡rs✬ ♥❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ ❛ss✐st✐♥❣ s✉❝❤ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✇❡
❧✐st ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ✇❡ st❛t❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❙✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r✐♣t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥s✳
❙✉❜❣r❛♣❤ ❉❡s❝r✐♣t♦r

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡❛r♥✐♥❣✲t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s

❚●P ◆♦ ◆♦ ❚♦♣✲❦ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞

❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛✇❛r❡ t♦♣✲❦ ❨❡s ◆♦ ❚♦♣✲❦ ❢r❡q✉❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t&♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t

❘P✲❋P ❨❡s ◆♦ ❋r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❘P✲●❉ ◆♦ ◆♦ ❋r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❘■◆● ◆♦ ◆♦ ❋r❡q✉❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❖❘■●❆▼■ ❨❡s ◆♦ α✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ β✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

❖✉t♣✉t s♣❛❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ◆♦ ◆♦ ❙❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t

▼❈❙s s❛♠♣❧❡ ◆♦ ◆♦ ▼❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❣r❛♣❤s

❙♠♦♦t❤✐♥❣✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ❨❡s ◆♦ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❉&❉ ◆♦ ❨❡s ❉✐✈❡rs❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡

●❆■❆✱ ❈❖❘❑✱ ●r❛♣❤❙✐❣✱

▲❊❆P✱ ▲P●❇❈▼P✱ ❈❖▼✱

❣❇♦♦st✱ ❣P▲❙ ◆♦ ❨❡s ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡

▼■Ps ◆♦ ◆♦ ▼♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝❧♦s❡❞

❙❦②●r❛♣❤ ◆♦ ◆♦ ❯♥❞♦♠✐♥❛t❡❞

❆♥t✲♠♦t✐❢s ◆♦ ◆♦ ❆♥t✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡



✸✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✼

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♥ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ ♠❛♥②
s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ t❤❡② ❛tt❡♠♣t t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡✲
❞✉♥❞❛♥❝② ♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s t❤r♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss
♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ♦❧❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❢r❡q✉❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t✇♦ ♥♦✈❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s
♥❛♠❡❧② ❯♥❙✉❜P❛tt ❛♥❞ ❚❘❙✳
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❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
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✻✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

✹✳✶ ❆✐♠s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦✲
t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦
st✉❞② t❤❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ♠✐♥✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❜❡st ✇❛②s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛✱ ②❡t✱ ✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✲
✐t②✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡ t❤r♦✉❣❤ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡
r❡✈✐❡✇❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❝❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❡①✐st✐♥❣ s✉❜✲
❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ♠❛② ❤❡❧♣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❜❡st ✜t t❤❡ st✉❞✲
✐❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❛♠✐♥♦
❛❝✐❞s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■t s❡❧❡❝ts ❛ s✉❜s❡t ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜✲

st✐t✉t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳

✹✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙t✉❞②✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ r❡❧❡✈❛♥t str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛❧♦♥❡✳ ❉✉r✐♥❣
r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t st✉❞② ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡❧❛❜♦✲
r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✈❡rs❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs s✉❝❤ ❛s ♣r♦✜❧❡s ❬✈♦♥ Ö❤s❡♥ ✷✵✵✹❪✱
s♣❛t✐❛❧ ♠♦t✐❢s ❬❑❧❡②✇❡❣t ✶✾✾✾✱ ❙✉♥ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬▼❛✈r✐❞✐s ✷✵✶✵❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦
✭P❉❇✮ ❬❇❡r♠❛♥ ✷✵✵✵❪✱ ❈❆❚❍ ❬❈✉✛ ✷✵✶✶❪✱ ❙❈❖P ❬❆♥❞r❡❡✈❛ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ♦t❤✲
❡rs✱ ❛r✐s❡s ❛♥ ✉r❣❡♥t ♥❡❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ ❜❡tt❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣r♦t❡✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡t❝✳

■♥ t❤✐s s❝♦♣❡✱ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❣r❛♣❤s ♦❢
❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡♣ts ❬❱✐s❤✈❡s❤✇❛r❛ ✷✵✵✷✱
❍✉❛♥ ✷✵✵✹❛❪✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s t♦ st✉❞② ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥
❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✱ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ♦r ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡♣ts
❬❇❛rt♦❧✐ ✷✵✵✼✱ ❍❛s❛♥ ✷✵✵✾✱ ❏✐♥ ✷✵✵✾✱ ❈❤❡♥❣ ✷✵✶✵❪✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ✐s
❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r②✳ ■t ❛✐♠s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❢r❡q✉❡♥t❧②
♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ ❛s ♣❛tt❡r♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡
♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❧❛t❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rts t♦ r❡✈❡❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛✲
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t✐♦♥ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ ♠❡t❛❜♦❧✐❝
♥❡t✇♦r❦s ❬❋❛✉st ✷✵✶✵❪✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s t❤❛t ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❤✉❜s ✐♥ t❤❡
♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡ ✐ts str✉❝t✉r❡ ❬❱❛❧❧❛❜❤❛❥♦s②✉❧❛ ✷✵✵✾❪✱ ❡t❝✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ t❡st ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✳ ❨❡t✱ ♠❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ✐t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋❋❙▼ ❬❍✉❛♥ ✷✵✵✸❪✱ ❣❙♣❛♥ ❬❨❛♥ ✷✵✵✷❪✱
●❆❙❚❖◆ ❬◆✐❥ss❡♥ ✷✵✵✹❪✱ ❡t❝✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s✲
❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ❛♥♦t❤❡r s❡r✐♦✉s ✐ss✉❡ t❤❛t st✐❧❧ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ ❛tt❡♥✲
t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ❤✐♥❞❡r ♦r ❡✈❡♥ ♠❛❦❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦
t✐♠❡✱ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥
♠♦r❡ s❡r✐♦✉s ✇✐t❤ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦✲
t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐ss✉❡s r❛✐s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✱ ♥❛♠❡❧② r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

❬❚❤♦♠❛ ✷✵✶✵❪✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧
❛♥❞✴♦r s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ s✐♥❝❡ ♠♦st ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧② ✐♥
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥❢❡r s✐♠✐❧❛r ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ✉r❣❡♥t ♥❡❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t r❡❧❡✈❛♥t
♣❛tt❡r♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts ❛ s✉❜✲
s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ✇❡ t❡r♠ t❤❡♠
✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t t❤❡s❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞
t♦ s❤r✐♥❦ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s✬ ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛✲
tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❢♦r ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛tr✐① q✉❛♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❣r❛♣❤s r❡♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t
❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s s❤❛r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ s✉❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t t♦♦❧✱ t❤❡♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛tr✐① q✉❛♥t✐❢②✐♥❣
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦♥✲
t♦❧♦❣② ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❖♥t♦❧♦❣② ❛❧✐❣♥♠❡♥t r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❊❛❝❤ ♦♥t♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ✇❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡
s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛tr✐① q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ s✐♠✐✲



✻✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛❞❛♣t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤
str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❝❧✐q✉❡s✱ tr❡❡s ❛♥❞ ♣❛t❤s ✭s❡q✉❡♥❝❡s✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❡❛s✐❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞
❝❛♥ ❤❡❧♣ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♠✐♥✐♥❣ t❛s❦s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥
s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐♥ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②
❬❍❛s❛♥ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞✴♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✭❡✳❣✳ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❝❧♦s❡❞
❬❨❛♥ ✷✵✵✸❪✱ ♠❛①✐♠❛❧ ❬❚❤♦♠❛s ✷✵✵✻❪✮✱ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❬❚❤♦♠❛ ✷✵✶✵❪✱ etc✮✳ ❨❡t✱
t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ♦❢t❡♥
✐❣♥♦r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛② ❤❡❧♣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❜❡st ✜t t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❞❛t❛✳

❆ ✈❡r② ❢r❡s❤ ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❆♥❝❤✉r✐ ✷✵✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤
♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦st ♠❛tr✐①
❧❛❜❡❧✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✐♠ t♦ ✜♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✭i.e., s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧❛❜❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜✉t
❛❧❧♦✇ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❛❜❡❧ ♠✐s♠❛t❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst
♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s
❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤✱ ❤♦✇❡✈❡r ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♠❛tr✐①✱
i.e.✱ ✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ♠❡❛s✉r❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡✐r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡t ♦❢
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❜✉t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❆ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ✐s
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✱
✇❤✐❧❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡✐r
❛♣♣r♦❛❝❤ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s✳



✹✳✸✳ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s s❛♠♣❧❡❞
❢r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❢r♦♠ ❈✲t②♣❡ ❧❡❝t✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ✭❉❙✸✮✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦
s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧
♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡✳

✹✳✸ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛t✲

t❡r♥s

✹✳✸✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t♦♦ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t②
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♥✲
t❡①ts✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❜❡st ✜t t❤❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ♣r♦t❡♦♠✐❝s✱ ❛ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❉✉r✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✇❡r❡ q✉❛♥t✐✲
✜❡❞ ❜② ❜✐♦❧♦❣✐sts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❤
❛s ❇❧♦s✉♠✻✷ ❬❊❞❞② ✷✵✵✹❪✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞
♣❛tt❡r♥s t❤❛t s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t✇♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✭s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❉❙✸ ✭❈✲t②♣❡ ❧❡❝t✐♥ ❞♦♠❛✐♥s✮
❢r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢
t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t ✐ts ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✱ ❤❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♠❛tr✐①✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥
s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❡❛✲



✻✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❯♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

s✉r❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡r✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡
s✉❜❣r❛♣❤ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✐♠✐❧❛r ♣❛✐r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞
♣❛tt❡r♥s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷
❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜✉t
❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❬❙❛✐❞✐ ✷✵✶✵❪✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❡r♠❡❞ ❉❉❙▼ ❢♦r
♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣r♦t❡✐♥ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❡✈❡r② s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❉❉❙▼ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛♥② ♣❛tt❡r♥ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
✐ts❡❧❢ ❞♦❡s ♥♦t s✉❜st✐t✉t❡ ❛♥② ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐ts ♦✉t♣✉t ♠❛② st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥
♣❛tt❡r♥s t❤❛t s✉❜st✐t✉t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❞♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡s ❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦t tr✉❡
s✐♥❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❝♦r❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
♦❜✈✐♦✉s❧② ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❉❉❙▼ ✐s ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡
♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡s❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✱ s✐♥❝❡ ✐t
❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❜♦t❤ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ✭s✐♥❝❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡ ❣r❛♣❤✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❡♥s✉r✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♦t❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❝♦♥t❡①ts ✉♥❧✐❦❡ ❉❉❙▼
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳



✹✳✸✳ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✻✼

✹✳✸✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❣r❛♣❤s✳
❊❛❝❤ ❣r❛♣❤ G = (V,E,Σ, L) ♦❢ G ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ✭❛♠✐♥♦
❛❝✐❞s✮ V ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ E✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ V ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥
❛❧♣❤❛❜❡t Σ ✭❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t②♣❡s✮ ❛♥❞ L ✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ✐♥ V t♦ ❛ ❧❛❜❡❧ ✐♥ Σ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② |V | t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭t❤❡ ❣r❛♣❤
♦r❞❡r✮ ❛♥❞ ❜② |E| t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✭t❤❡ ❣r❛♣❤ s✐③❡✮✳ ▲❡t ❛❧s♦ Ω ❜❡ t❤❡ s❡t
♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ G✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ ❤❡r❡ ❛s patterns✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✮ ▲❡t A ❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞

♦✈❡r Σ✳ A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A : Σ2 −→ [⊥,⊤] ⊂ R

(l, l′) −→ x
✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ l, l′ ∈ Σ ❛♥❞ x ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s l ❛♥❞ l′✳

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ l′ ❜② l✳
■❢ x = ⊥ t❤❡♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ x = ⊤ t❤❡♥ ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥✱
i.e.✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ⊥ ❛♥❞ ⊤ ❛r❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡② ♠❛② ❛♣♣❡❛r ♦r ♥♦t ✐♥ A✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ s❤♦✇s ❛ r❡❛❧ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t②♣❡s✳

■♥ ♣r♦t❡✐♥s✬ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣✲
r❡s❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝♦r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❝♦r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ♦♥❡s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ x✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡M ♦✈❡r Σ s✉❝❤
t❤❛t ∀ l, l′ ∈ Σ✿ M(l, l′) = eA(l,l′)✳ ❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
♣❛tt❡r♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛s
❢♦❧❧♦✇✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❙tr✉❝t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❚✇♦ ♣❛tt❡r♥s P = (VP , EP ,Σ, L)

❛♥❞ P ′ = (VP ′ , EP ′ ,Σ, L) ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❤❛✈✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ s❤❛♣❡✮✱ ✇❡ ♥♦t❡ shape(P, P ′) = true✱ ✐✛✿

✲ P ❛♥❞ P ′ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ s✐③❡✱ i.e., |VP | = |VP ′ | ❛♥❞ |EP | =
|EP ′ |✱

✲ ∃ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : VP → VP ′ : ∀u, v ∈ VP ✱ ✐❢ {u, v} ∈ EP t❤❡♥

{f(u), f(v)} ∈ EP ′ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧②✳



✻✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠ ♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧s✳

❆s ✇❡ ❛r❡ s❡❡❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✱ t❤❡ ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡s
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛s ♠✉❝❤ ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐t s✉❜✲
st✐t✉t❡s✱ i.e. t❤❡ ♠♦st ♠✉t❛❜❧❡ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧❡❛st
♠✉t❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦st ♠✉t❛❜❧❡ ♦♥❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
♣❛tt❡r♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧
t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts✳ P❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛r❡
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ♠♦r❡ ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❜❡tt❡r s✉♠♠❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s❡t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
♠♦st ♠✉t❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✉t❛t✐♦♥
s❝♦r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭P❛tt❡r♥ ♠✉t❛t✐♦♥ s❝♦r❡✮ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ P =

(VP , EP ,Σ, L) ∈ Ω✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✉t❛t✐♦♥ s❝♦r❡ Mpatt(P )✱ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t P ♠✉t❛t❡s t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳

Mpatt(P ) = 1−

|VP |
∏

i=1

Mel(VP [i]) ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡
∏|VP |

i=1 Mel(VP [i]) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝♦r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ P ❞♦❡s ♥♦t

♠✉t❛t❡ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥ ✭i.e. P st❛②s ✐ts❡❧❢✮✱ ❛♥❞ Mel(VP [i]) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s❝♦r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ VP [i] ∈ VP ✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛

♥♦❞❡ v ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧ ✭❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ t②♣❡✮ l ∈ Σ✱ Mel(v) ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

t❤❛t v ❞♦❡s ♥♦t ♠✉t❛t❡ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♥♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ❧❛❜❡❧ l✿

Mel(v) =
M(l, l)

∑|Σ|
i=1M(l, li)

✭✹✳✸✮

❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐s
t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✉t❛t✐♦♥ s❝♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❛♥❦ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤✉s
t♦ ❝❤♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❜❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛tt❡r♥ s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭P❛tt❡r♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ str✉❝t✉r❛❧❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝

♣❛tt❡r♥s P ❛♥❞ P ′✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Spatt(P, P
′) t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ ♦❢ P ′ ❜②

P ✳ ■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t P ♠✉t❛t❡s t♦ P ′✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

Spatt(P, P
′) =

∑|VP |
i=1 Sel(VP [i], VP ′ [i])

| VP |
✭✹✳✹✮



✹✳✸✳ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✻✾

Sel(VP [i], VP ′ [i])♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ VP [i] s✉❜st✐t✉t❡s t❤❡
♥♦❞❡ VP ′ [i] ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s t②♣❡s✳
❖❜✈✐♦✉s❧② ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♣r♦t❡✐♥s✬ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❢♦r ❛♥② ❛♠✐♥♦
❛❝✐❞ l t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ t❤❛t ❜❡st s✉❜st✐t✉t❡s ✐t✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐ts❡❧❢✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s v ❛♥❞ v′ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧s l, l′ ∈
L✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ ❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ v′✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Sel(v, v

′)✱
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Sel(v, v
′) =

M(l, l′)

M(l, l)
✭✹✳✺✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭P❛tt❡r♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✶✸ ❛♥❞ ✶✺✱ ✇❡ s❛②

t❤❛t ❛ ♣❛tt❡r♥ P s✉❜st✐t✉t❡s P ′✱ ✇❡ ♥♦t❡ subst(P, P ′, τ) = true✱ ✐✛✿

✶✳ P ❛♥❞ P ′ ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✭i.e.✱ shape(P, P ′) = true✮✱

✷✳ ❚❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ P ′ ❜② P ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r✲t❤r❡s❤♦❧❞

τ ✭i.e.✱ Spatt(P, P
′) ≥ τ✮✱ ✇❤❡r❡ 0% ≤ τ ≤ 100%✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡t ♦❢ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✐s ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❯♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥✮ Ω∗ ⊂ Ω r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② ♣❛✐r

♦❢ ♣❛tt❡r♥s (P1, P2) ✐♥ Ω∗ t❤❛t ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✳

❆ ♣❛tt❡r♥ P ∗ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥✱ i.e.✱

P ∗ ✐♥ Ω∗✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐sts ❛♥② ♣❛tt❡r♥ P ✐♥ Ω∗ s✉❝❤ t❤❛t Mpatt(P ) ✐s

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ Mpatt(P
∗) ❛♥❞ P s✉❜st✐t✉t❡s P ∗✳

P ∗ ∈ Ω∗✱ ✐❢ ∄P ∈ Ω∗ |Mpatt(P ) > Mpatt(P
∗) ❛♥❞ subst(P, P ∗, τ) = true

✭✹✳✻✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❏♦✐♥t s✉♣♣♦rt✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♣❛tt❡r♥s P ❛♥❞ P ′✱ ✐❢ P s✉❜st✐t✉t❡s

P ′ t❤❡♥ P s❤♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t P ′ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ P ′ ♦❝❝✉rs✳ ■♥ Ω∗✱ t❤❡

♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐st ♦❢ P ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ P ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤♦s❡ ♦❢

P ′ ✭t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐sts ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

∀P, P ′ ∈ Ω✱ ✐❢ subst(P, P ′, τ) = true t❤❡♥ DP = DP ∪DP ′ ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ DP ❛♥❞ DP ′ ❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐st ♦❢ P ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ P ′✳



✼✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

✹✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s Ω ❛♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①M✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❯♥❙✉❜✲
P❛tt ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ ❛ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ s❡t ♦❢ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s Ω∗ ✇✐t❤✐♥ Ω✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦♥✲
❝❡♣t✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ Ω∗ ❛r❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣❛✐r
♦❢ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❯♥❙✉❜P❛tt

❉❛t❛✿ Ω✱M✱ τ
❘❡s✉❧t✿ Ω∗✿ ④✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s⑥

✶ ❜❡❣✐♥

✷ ❞✐✈✐❞❡ Ω ✐♥t♦ k s✉❜s❡ts | ∀P ′, P” ∈ Ωk, |VP ′ | = |VP”| ❛♥❞
|EP ′ | = |EP”|❀

✸ ❢♦r❡❛❝❤ Ωk ⊂ Ω ❞♦

✹ Ωk ← sort(Ωk by Mpatt)❀
✺ ❢♦r❡❛❝❤ P ∈ Ωk ❞♦

✻ ✐❢ Mpatt(P ) > 0 t❤❡♥

✼ ❢♦r❡❛❝❤ P ′ ∈ Ωk\{P} | Mpatt(P
′) < Mpatt(P ) ❞♦

✽ ✐❢ Mpatt(P
′) > 0 t❤❡♥

✾ ✐❢ shape(P, P ′) t❤❡♥

✶✵ ❢♦r❡❛❝❤ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ P ′ ❞♦

✶✶ ✐❢ subst(P, P ′, τ) t❤❡♥

✶✷ support(P )← ❥♦✐♥ s✉♣♣♦rts(P, P ′)❀
✶✸ r❡♠♦✈❡ P ′ ❢r♦♠ Ωk❀
✶✹ ❣♦t♦ ✼❀

✶✺ Ω∗ ← Ω∗ ∪ Ωk❀

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ Ω ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♠♦st ♠✉t❛❜❧❡ ♣❛t✲
t❡r♥s✱ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ✐s s♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❜② t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✉t❛t✐♦♥
s❝♦r❡ Mpatt✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ✐s ❜r♦✇s❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ❤✐❣❤❡st Mpatt✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥s ✐t ✐s
❛❜❧❡ t♦ s✉❜st✐t✉t❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ t❡st ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs
♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✉♥t✐❧ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ■❢ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t❡st✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣s s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❜❡st s✉❜st✐t✉t✐♦♥



✹✳✸✳ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✼✶

❜✉t ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤✲
♦❧❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐t s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞
t❤❡✐r s✉♣♣♦rts✬ ❧✐sts t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ♣❛tt❡r♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧
r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐t s✉❜st✐t✉t❡s ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡② ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♣❛tt❡r♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥ s❡t✳

Pr♦♣❡rt② ✷ ▲❡t Ω ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ Ω∗ ✐ts s✉❜s❡t ♦❢ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛t✲

t❡r♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①M ❛♥❞ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✱ i.e.✱ ❯♥❙✉❜P❛tt

(Ω,M, τ) = Ω∗✳ Ω∗ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r♦♣❡r s✉❜s❡ts ❜✉t

♦♥❧② ❜② ✐ts❡❧❢✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τ ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

❯♥❙✉❜P❛tt(Ω∗,M, τ) = Ω∗ ✭✹✳✽✮

Pr♦♦❢ ✶ ▲❡ts s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✿

✲ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✶✿ Ω∗ \❯♥❙✉❜P❛tt(Ω∗,M, τ) 6= ∅

✲ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷✿ ❯♥❙✉❜P❛tt(Ω∗,M, τ) \ Ω∗ 6= ∅

❍②♣♦t❤❡s✐s ✶ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t Ω∗ st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s

✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② ♣❛✐r

♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ Ω∗ t❤❛t ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✱ Ω∗ ❝❛♥♥♦t ❜❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r♦♣❡r s✉❜s❡ts ❜✉t ♦♥❧② ❜② ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿ ∀P ∈
Ω∗, ∄P ′ ∈ Ω∗|Mpatt(P ) > Mpatt(P

′) ❛♥❞ subst(P, P ′, τ)

❆s ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷ t♦ ❜❡ tr✉❡✱ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇

♣❛tt❡r♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ Ω∗✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ❯♥❙✉❜P❛tt ❜❛s✐❝s

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ s✐♥❝❡ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ s✉❜st✐t✉t❡❞

♣❛tt❡r♥s✱ ♥♦t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭▼❉▲✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❘✐ss❛♥❡♥ ✶✾✼✽✱
●rü♥✇❛❧❞ ✷✵✵✼❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❜❡st ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ▼❉▲✱ Ω∗ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ω✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❙✉♣♣♦s❡ Ω ❝♦♥t❛✐♥s n ♣❛tt❡r♥s✳ Ω ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ g ❣r♦✉♣s✱
❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♦r❞❡r k✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ O(n)✳ ❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ Ωk

✐s s♦rt❡❞ ✐♥ O(|Ωk| ∗ log|Ωk|)✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s r❡q✉✐r❡s
❜r♦✇s✐♥❣ Ωk (O(|Ωk|)) ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥✱ ❜r♦✇s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛❧❧
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s (O(|Ωk|)) t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❤❛♣❡ O(k) ❛♥❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
O(k)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ Ωk

❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ O(|Ωk|2 ∗ k2)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s O(g ∗ m2

max ∗ k
2
max)✱ ✇❤❡r❡ kmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛tt❡r♥ ♦r❞❡r

❛♥❞ mmax ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r♦✉♣ Ωk✳



✼✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

✹✳✸✳✹ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ✶

●✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦② s✉❜❣r❛♣❤s ●✶ ❛♥❞ ●✷ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✱ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ●✶ ❛♥❞ ●✷ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ✇❤✐❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✇✐❧❧ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❡st ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❇❧♦s✉♠✻✷✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❡st ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ x ∈ Blosum62, x← ex

• ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s❝♦r❡ ✭✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
s❝♦r❡s ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ ●✶ ❛♥❞ ●✷✮✿

✲ Mel(A) =
M(A,A)

∑20
i=1 M(A,li)

≃ 0.840

✲ Mel(C) = M(C,C)
∑20

i=1 M(C,li)
≃ 0.999

✲ Mel(T ) =
M(T,T )

∑20
i=1 M(T,li)

≃ 0.936

✲ Mel(S) =
M(S,S)

∑20
i=1 M(S,li)

≃ 0.776

• P❛tt❡r♥ ♠✉t❛t✐♦♥ s❝♦r❡✿

✲ Mpatt(G1) = 1− (Mel(A) ∗Mel(C) ∗Mel(T )) ≃ 1− (0.840 ∗ 0.999 ∗
0.936) ≃ 1− 0.786 ≃ 0.214

✲ Mpatt(G2) = 1− (Mel(A) ∗Mel(C) ∗Mel(S)) ≃ 1− (0.840 ∗ 0.999 ∗
0.776) ≃ 1− 0.652 ≃ 0.348

✲ ❚❤✉s Mpatt(G1) < Mpatt(G2)

• ❙tr✉❝t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✿ shape(G1, G2) = true✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦ ✐❢
G1 ❛♥❞ G2 ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳

✶❚❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s τ .

68.32% ✉s✐♥❣ ❇❧♦s✉♠✻✷ ❛s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳



✹✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✼✸

■♥ ❯♥❙✉❜P❛tt✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛♣✲
♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ G1 ❛♥❞ G2✱ ✉♥t✐❧ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r ♦r
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ♦r ♥♦ ♦t❤❡r ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤♦✇ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ G1 ❛♥❞ G2 ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡s✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s✿ A↔ A✱ C ↔ C✱ S ↔ T ✳

• P❛tt❡r♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❝♦r❡✿

✲ Spatt(G2, G1) =
(
M(A,A)
M(A,A)

+
M(C,C)
M(C,C)

+
M(S,T )
M(S,S)

)

|G2|
≃ 0.6832

✲ ❚❤✉s✱ ●✷ s✉❜st✐t✉t❡s ●✶ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s 0% ≤ τ ≤
68.32%

■❢ t❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 68.32% ✭i.e.✱
∀τ ≥ 68.32%✮ t❤❡♥ ❯♥❙✉❜P❛tt ♣r♦❝❡❡❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛♣✲
♣✐♥❣s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✭i.e.✱ ∀τ ≤ 68.32%✮✱ G2 s✉❜st✐t✉t❡s G1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✉♣✲
♣♦rts ♦❢ G2 ❛♥❞ G1 ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ t❤❡♥ G1 ✐s r❡♠♦✈❡❞✿

• ❏♦✐♥✐♥❣ s✉♣♣♦rt✿ DG2 = DG2 ∪DG1 ✭DGi ✐s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐st ♦❢ Gi✮

• ❘❡♠♦✈❡ G1

✹✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

✹✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts ♦❢
♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❨❛♥ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ❬❋❡✐ ✷✵✶✵❪✳
❊❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❡q✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
s❛♠♣❧❡s✳ P♦s✐t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r♦t❡✐♥s s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥
❢❛♠✐❧② ✇❤❡r❡❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r♦t❡✐♥s r❛♥❞♦♠❧② ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ❬❇❡r♠❛♥ ✷✵✵✵❪✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✿

✲ ❙❈❖P ■❉✿ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧② ✐♥ ❙❈❖P ❬❆♥❞r❡❡✈❛ ✷✵✵✽❪

✲ |●|✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡

✲ ❆✈❣✳|❱|✿ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s

✲ ❆✈❣✳|❊|✿ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s

✲ ▼❛①✳|❱|✿ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s



✼✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

✲ ▼❛①✳|❊|✿ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s

●✲♣r♦t❡✐♥s ✿ ❉❙✶ ❝♦♥t❛✐♥s ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ●✲♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✲
✐❧②✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❣✉❛♥✐♥❡ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡✲❜✐♥❞✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡
♠❛✐♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ❛
❝❡❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ✐t✳ ●✲♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❢✉rt❤❡r
s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❡✈❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❡❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② r❡❣✉❧❛t❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝
❡♥③②♠❡s✱ ✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ tr❛♥s♣♦rt❡r✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡r②✱
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♠♦t✐❧✐t②✱ ❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s❡❝r❡t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥
r❡❣✉❧❛t❡ ❞✐✈❡rs❡ s②st❡♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡♠❜r②♦♥✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛♥❞ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ❤♦♠❡♦st❛s✐s✳
❈✶✲s❡t ❞♦♠❛✐♥s ✿ ❚❤❡ ❈✶✲s❡t ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❉❙✷ ❛r❡ ✐♠♠✉♥♦❣❧♦❜✉❧✐♥✲
❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ s✐♠✐❧❛r ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡② r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❛♥t✐❜♦❞②
❝♦♥st❛♥t ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦st❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠✲
♠✉♥❡ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ❤✐st♦❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♠♣❧❡① ❝❧❛ss ■ ❛♥❞ ■■ ❝♦♠♣❧❡①
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❚✲❝❡❧❧ r❡❝❡♣t♦rs✳
❈✲t②♣❡ ❧❡❝t✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ✿ ▲❡❝t✐♥s ♦❝❝✉r ✐♥ ♣❧❛♥ts✱ ❛♥✐♠❛❧s✱ ❜❛❝t❡r✐❛ ❛♥❞
✈✐r✉s❡s✳ ■♥ ❉❙✸✱ t❤❡ ❈✲t②♣❡ ✭❈❛❧❝✐✉♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❧❡❝t✐♥s ❛r❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢
❧❡❝t✐♥s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡✐r ❤✐❣❤✲❛✣♥✐t② ❝❛r❜♦❤②❞r❛t❡✲
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇❡❧✈❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❧❡❝t✐♥s✱
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❈✲t②♣❡ ❧❡❝t✐♥s ✐s ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❢❛♠✐❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ♣❧❛②✐♥❣
❞✐✈❡rs ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❡❧❧✲❝❡❧❧ ❛❞❤❡s✐♦♥✱ ✐♠♠✉♥❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣❛t❤♦❣❡♥s
❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s✳
Pr♦t❡✐♥ ❦✐♥❛s❡s✱ ❝❛t❛❧②t✐❝ s✉❜✉♥✐t ✿ Pr♦t❡✐♥ ❦✐♥❛s❡s✱ ❝❛t❛❧②t✐❝ s✉❜✉♥✐t
❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❉❙✹ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝❡❧❧✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✈✐s✐♦♥✱
♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥✱ ❛♣♦♣t♦s✐s✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t
♠♦❞✐✜❡s ♦t❤❡r ♦♥❡s ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❛❞❞✐♥❣ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❣r♦✉♣s t♦ t❤❡♠✳ ❚❤✐s
✉s✉❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦t❡✐♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥✲
③②♠❡ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❝❡❧❧✉❧❛r ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♦r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ❝❛t✲
❛❧②t✐❝ s✉❜✉♥✐ts ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❦✐♥❛s❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ str✉❝t✉r❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧❛r❣❡ s❝r❡❡♥s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❦✐♥❛s❡✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❤✐❜✐t♦rs
❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❡❛s❡s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts

❉❛t❛s❡t ❙❈❖P ■❉ ❋❛♠✐❧② ♥❛♠❡ |●| ❆✈❣✳|❱| ❆✈❣✳|❊| ▼❛①✳|❱| ▼❛①✳|❊|

❉❙✶ ✺✷✺✾✷ ●✲♣r♦t❡✐♥s ✻✻ ✷✹✻ ✾✼✶ ✽✾✼ ✸ ✺✹✹

❉❙✷ ✹✽✾✹✷ ❈✶✲s❡t ❞♦♠❛✐♥s ✼✻ ✷✸✽ ✾✷✽ ✼✻✽ ✷ ✾✻✷

❉❙✸ ✺✻✹✸✼ ❈✲t②♣❡ ❧❡❝t✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ✼✻ ✶✽✺ ✼✶✾ ✼✺✺ ✸ ✵✶✻

❉❙✹ ✽✽✽✺✹ Pr♦t❡✐♥ ❦✐♥❛s❡s✱ ❝❛t❛❧②t✐❝

s✉❜✉♥✐t

✽✷ ✷✼✺ ✶✵✼✼ ✼✼✺ ✸ ✵✶✻



✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✺

Pr♦t❡✐♥s ❛r❡ ♣❛rs❡❞ ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ♠❡t❤♦❞
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✷✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ r❡s✐❞✉❡ ❛♥❞ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞
✇✐t❤ ✐ts ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ t②♣❡✳ ❚✇♦ ♥♦❞❡s u ❛♥❞ v ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ e(u, v) = 1

✐❢ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r t✇♦ Cα ❛t♦♠s∆(Cα(u), Cα(v)) ✐s ❜❡❧♦✇
❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞✐st❛♥❝❡ δ✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤
✉s✉❛❧❧② δ ≥ 7➴ ♦♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t Cα ❛t♦♠s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❍✉❛♥ ✷✵✵✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ δ = 7➴✳

✹✳✹✳✷ Pr♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t✇♦ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✜rst ✉s❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤
❞✐s❝♦✈❡r② ❣❙♣❛♥ ❬❨❛♥ ✷✵✵✷❪ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t
✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✸✵✪✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❯♥❙✉❜P❛tt t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
t❤r❡s❤♦❧❞ τ❂✸✵✪ ❛♥❞ Blosum62 ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮ ❛s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳
❲❡ ✉s❡ Blosum62 ❜❡❝❛✉s❡ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ✐t ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ♦♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✇❡❛❦ ♣r♦t❡✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❬❊❞❞② ✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
♠❛tr✐① ❜② ♠♦st ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❇▲❆❙❚ ❬❆❧ts❝❤✉❧ ✶✾✾✵❪✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✸✵✪ ❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r
❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ❛s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❋♦r♠❛❧❧② ✿

Selection rate =
|Ω∗| ∗ 100

|Ω|
✭✹✳✾✮

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡♠ ❛s
❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✺✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✺
r✉♥s✮ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥t♦ ❛ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r✱
❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② ✧✶✧ ♦r ✧✵✧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥✳ ❋♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦❜❡♥❝❤
❲❡❦❛ ❬❲✐tt❡♥ ✷✵✵✺❪✳

✹✳✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❡✣✲
❝✐❡♥❝② ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s✳



✼✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭Ω✮✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞
s✉❜❣r❛♣❤s ✭Ω∗✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t❡

❉❛t❛s❡t | Ω | | Ω∗ | ❙❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ✭✪✮

❉❙✶ ✼✾✾✵✾✹ ✼✷✾✶ ✵✳✾✶
❉❙✷ ✷✺✽✸✼✶ ✶✺✽✾✽ ✻✳✶✺
❉❙✸ ✶✶✹✼✾✷ ✶✹✼✶✸ ✶✷✳✽✷
❉❙✹ ✶✵✼✸✸✾✸ ✾✾✺✽ ✵✳✾✸

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞② t❤❡ s✐③❡✲❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤
t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✹✳✺✳✶ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❲❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡s
✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ■t ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛♣❤s✱ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤s s✐♥❝❡ t❤❡
♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❡② ❛r❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✲
s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s | Ω∗ | ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✶✸✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s | Ω | ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❉❙✸ ❛♥❞ ❡✈❡♥ r❡❛❝❤❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪ ✇✐t❤
❉❙✶ ❛♥❞ ❉❙✹✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜② ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t✐♥❣✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ❞❡t❡❝t✐♥❣
♠❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ✐❣♥♦r❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ♥❛✐✈❡ ❜❛②❡s ✭◆❇✮ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳
❚❤❡② ❤❡❧♣ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ✇✐❧❧
❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐❢ t❤❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ r❡❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦r ❛r❜✐✲
tr❛r✐❧② s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ ❤✉❣❡ ❧❡❛♣ ✐♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤
❉❙✶ ❛♥❞ ❉❙✹ ✇✐t❤ ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✼✪ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛❧♠♦st ❢✉❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②
✇✐t❤ ❉❙✹✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧ts✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧✱ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❆❯❈ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ ❛♥
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ q✉❛❧✐t② ♠❡tr✐❝s✳ ❚❤✐s



✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❆❝❝✉r❛❝②✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ ✭s❡♥s✐t✐✈✐t②✮✱ ❋✲s❝♦r❡ ❛♥❞ ❆❯❈ ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ ◆❇ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭❋❙❣✮
t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✭❯❙P✮

❉❛t❛s❡t
❆❝❝✉r❛❝② Pr❡❝✐s✐♦♥ ❘❡❝❛❧❧ ❋✲s❝♦r❡ ❆❯❈

❋❙❣ ❯❙P ❋❙❣ ❯❙P ❋❙❣ ❯❙P ❋❙❣ ❯❙P ❋❙❣ ❯❙P

❉❙✶ ✵✳✻✷ ✵✳✼✽ ✵✳✻✶ ✵✳✻✾ ✵✳✼✵ ✵✳✾✵ ✵✳✻✹ ✵✳✼✽ ✵✳✻✹ ✵✳✼✽
❉❙✷ ✵✳✽✵ ✵✳✾✵ ✵✳✽✻ ✵✳✾✹ ✵✳✼✹ ✵✳✽✻ ✵✳✼✾ ✵✳✽✾ ✵✳✼✾ ✵✳✽✾
❉❙✸ ✵✳✽✻ ✵✳✾✹ ✵✳✽✾ ✶✳✵✵ ✵✳✽✻ ✵✳✽✾ ✵✳✽✻ ✵✳✾✹ ✵✳✽✻ ✵✳✾✹
❉❙✹ ✵✳✼✾ ✵✳✾✽ ✵✳✽✻ ✵✳✾✷ ✵✳✼✵ ✵✳✾✽ ✵✳✼✻ ✵✳✾✹ ✵✳✼✻ ✵✳✾✹

s✉♣♣♦rts t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✹✳✺✳✷ ❘❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❇❡s✐❞❡s ❇❧♦s✉♠✻✷✱ ❜✐♦❧♦❣✐sts ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ♦t❤❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s❝r✐❜✲
✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t t✇♦ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ t②♣❡s ✇♦✉❧❞ ♠✉t❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② t✐♠❡✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛✲
tr✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s ❜✉t ✉s✐♥❣ t✇♦ ♦t❤❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛✲
tr✐❝❡s✱ ♥❛♠❡❧② Blosum80 ❛♥❞ Pam250✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✹✳✹✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤♦s❡ ✉s✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❯♥❙✉❜P❛tt ✇✐t❤
❇❧♦s✉♠✻✷✳ ❆ ❤✐❣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t✐❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❯♥❙✉❜P❛tt ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱
❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s♠❛❧❧ ②❡t r❡❧❡✈❛♥t s✉❜s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✳ ■t ✐s
❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡ ❜❡st ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❧♦s✉♠✻✷ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣
P❛♠✷✺✵✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❞✉❡ t♦ ❤♦✇ ❞✐st❛♥t ♣r♦t❡✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t
❛r❡✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣r❡ss ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡♦r② ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✺✳✸ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭♦❢ ✸✵✪✮ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❍❡r❡✱
✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡



✼✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ✭★❙●✮ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✭❆❝❝✮ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ ◆❇ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭❋❙❣✮ t❤❡♥
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ❇❧♦s✉♠✻✷ ✭❯❙P62✮✱ ❇❧♦s✉♠✽✵
✭❯❙P80✮ ❛♥❞ P❛♠✷✺✵ ✭❯❙P250✮

❉❛t❛s❡t
❋❙❣ ❯❙P62 ❯❙P80 ❯❙P250

★❙● ❆❝❝ ★❙● ❆❝❝ ★❙● ❆❝❝ ★❙● ❆❝❝

❉❙✶ ✼✾✾✵✾✹ ✵✳✻✷ ✼✷✾✶ ✵✳✼✽ ✼✸✷✽ ✵✳✻✼ ✻✶✸✼ ✵✳✻✽
❉❙✷ ✷✺✽✸✼✶ ✵✳✽✵ ✶✺✽✾✽ ✵✳✾✵ ✶✺✾✸✵ ✵✳✽✼ ✶✺✷✾✸ ✵✳✽✼
❉❙✸ ✶✶✹✼✾✸ ✵✳✽✻ ✶✹✼✶✸ ✵✳✾✹ ✶✹✼✾✷ ✵✳✾✶ ✶✹✸✻✸ ✵✳✾✸
❉❙✹ ✶✵✼✸✸✾✸ ✵✳✼✾ ✾✾✺✽ ✵✳✾✽ ✶✵✹✶✼ ✵✳✾✵ ✾✶✹✽ ✵✳✾✵

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s ✇❤✐❧❡ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢r♦♠ ✵✪ t♦ ✾✵✪ ✇✐t❤ ❛ st❡♣✲s✐③❡ ♦❢ ✶✵✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❡♥✲
❤❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ♦✉r s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♦r t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ♥❛✐✈❡ ❜❛②❡s ✭◆❇✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮ ❛♥❞ t✇♦
♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✻✮ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡ ✭❈✹✳✺✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭❣❙♣❛♥✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡
❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt t❤❛t ❛r❡ ❛❜♦✈❡
t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✉♥❞❡r t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❧♦ss❡s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❯♥❙✉❜P❛tt r❡❞✉❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❧♦✇❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✺✵✪ ❢♦r ❛❧❧
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ❜❡❧♦✇ ✽✵✪ ❛♥❞ ❡✈❡♥ r❡❛❝❤❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛
♥♦t❛❜❧❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✺✱ ✹✳✻ ❛♥❞ ✹✳✼ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛❧❧♦✇ ❜❡tt❡r
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳
❯♥❙✉❜P❛tt s❝♦r❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ❡✈❡♥ r❡❛❝❤❡s
❢✉❧❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t✐❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
t❤r❡❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❆ ❝r♦ss ✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ✜❣✉r❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ♥♦ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ♥♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳



✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘❛t❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s Ω∗ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s Ω ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭τ✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛s❡ts ✉s✐♥❣ ♥❛✐✈❡
❜❛②❡s ✭◆❇✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭❣❙♣❛♥✰◆❇✮ t❤❡♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❯♥❙✉❜P❛tt✰◆❇✮✳



✽✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ✭❈✹✳✺✮✳



✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✶ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞
❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳

✹✳✺✳✹ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s✐③❡ ✭♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✮✳ ❲❡ tr② t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤✐❝❤ s✐③❡s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜②
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✽✱ ✹✳✾✱ ✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✶ ❞r❛✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s
❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ✉s✐♥❣ ❇❧♦s✉♠✻✷✳
❚❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt ✉s✐♥❣ ❧♦✇❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ✈❡r② ❝❧❡❛r✳ ■♥
❢❛❝t✱ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t✐❝❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡ts✱ s✐♥❝❡ ❯♥✲
❙✉❜P❛tt ❧❡❛♥s t♦✇❛r❞s ❝✉tt✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤
❧♦✇❡r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t❡♥❞❡♥❝② ✐s ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡
❞❛t❛s❡ts✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ✐♥
t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❞❡♥s❡
♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt ✇✐t❤ ❜♦t❤ s♠❛❧❧
❛♥❞ ❧❛r❣❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳

✹✳✺✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❯♥❙✉❜P❛tt ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ ❯♥❙✉❜✲
P❛tt ❜❡s✐❞❡s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♥❛♠❡❧② ▲❊❆P
❬❨❛♥ ✷✵✵✽❪✱ ❣P▲❙ ❬❙❛✐❣♦ ✷✵✵✽❪✱ ❈❖▼ ❬❏✐♥ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ▲P●❇❈▼P ❬❋❡✐ ✷✵✶✵❪✳



✽✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✷ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞
❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✸ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞
❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳



✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❙✹ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞
❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
✭❧❡❢t✿ st❛♥❞❛r❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❝❛❧❡✳ ❘✐❣❤t✿ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✳✮✳

❆s t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❝✲
♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛✉t❤♦rs✳ ❋♦r ❯♥❙✉❜P❛tt✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✲
✐♥❣ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ τ = 30%✱ ❇❧♦s✉♠✻✷ ❛♥❞ ❙❱▼✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt
❯♥❙✉❜P❛ttmax ❛s t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
✭✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ❋♦r ▲❊❆P✰❙❱▼✱ ▲❊❆P ✐s ✉s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛♣ ❧❡♥❣t❤❂✵✳✶✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❢❡❛t✉r❡s t♦ tr❛✐♥ ❙❱▼ ✇✐t❤ ❛ ✺✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❈❖▼ ✐s
✉s❡❞ ✇✐t❤ tp = 30% ❛♥❞ tn = 0%✳ ❋♦r ❣P▲❙✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✸✵✪
❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❢♦r
♠ ❂ ✷✱ ✹✱ ✽✱ ✶✻ ❛♥❞ ❦ ❂ ✷✱ ✹✱ ✽✱ ✶✻✱ ✇❤❡r❡ ♠ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❦ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♣❡r s❡❛r❝❤✳ ❋♦r ▲P●❇❈▼P✱ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢
maxvar = 1 ❛♥❞ δ = 0.25 ✇❡r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❛♣
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ t❡st✐♥❣ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t♦♦❧ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐sts✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥
❛❧✐❣♥♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts✳ ❖♥❡ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✭✉s✐♥❣
♣r♦t❡✐♥ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✮✮ ✉s✐♥❣ ❇❧❛st
❬❆❧ts❝❤✉❧ ✶✾✾✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s str✉❝t✉r❛❧ ✭✉s✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡✮ ✉s✐♥❣
❉❛❧✐ ❬❍♦❧♠ ✷✵✶✵❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥
❛❣❛✐♥st ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ t♦ t❤❡ q✉❡r② ♣r♦t❡✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣r♦t❡✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ❤✐t s❝♦r❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❉❛❧✐✲❜❛s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛♣✲



✽✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❇❧❛st✱ ❉❛❧✐ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r ❇❧❛st ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥✲❜❛s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❯♥❙✉❜P❛tt
♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡♠ ❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❉❙✹ ✇❤❡♥ ❯♥❙✉❜P❛ttmax

❛♥❞ ❉❛❧✐ r❡❛❝❤❡❞ ❜♦t❤ ❢✉❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❯♥❙✉❜P❛tt r❡♣r❡s❡♥ts
❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ s❡❧❡❝t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ✈❡r② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
s✉❜s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✳

✹✳✺✳✻ ❘✉♥t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

❚♦ st✉❞② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt✬s r✉♥t✐♠❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱
✇❡ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ✶✵✵✵✵ t♦ ✶✵✵✵✵✵ ✇✐t❤ st❡♣✲s✐③❡
♦❢ ✶✵✵✵✵✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r✉♥t✐♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s❡ts ✉s✐♥❣
t❤r❡❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s✿ ✶✵✪✱ ✸✵✪ ❛♥❞ ✺✵✪✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
t❡st ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❛❧❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ st✐❧❧s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ O(g ∗m2

max ∗ k
2
max) ✐♥

t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✭❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✶✺✮✱ ✇❤❡r❡ g ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s✱
kmax ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ mmax ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s
♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r♦✉♣ Ωk✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠❛♥② ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s
r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♠♦st r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ O(g ∗ (mmax ∗ log(mmax) ∗ (kmax ∗ log(kmax))✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s s❧✐❣❤t❧② ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ r✉♥t✐♠❡
♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧
t❤r❡s❤♦❧❞s✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❯♥❙✉❜P❛tt r✉♥s ❢❛st❡r ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱



✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❘✉♥t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st✐t✉t✐♦♥
t❤r❡s❤♦❧❞s

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s

♣❛tt❡r♥s τ ❂ ✶✵✪ τ ❂ ✸✵✪ τ ❂ ✺✵✪

✶✵✵✵✵ ✹s ✹s ✹s
✷✵✵✵✵ ✽s ✽s ✶✵s
✸✵✵✵✵ ✶✸s ✶✸s ✶✼s
✹✵✵✵✵ ✶✽s ✶✽s ✷✺s
✺✵✵✵✵ ✷✸s ✷✸s ✸✸s
✻✵✵✵✵ ✷✽s ✷✽s ✹✶s
✼✵✵✵✵ ✸✺s ✸✺s ✺✷s
✽✵✵✵✵ ✹✵s ✹✷s ✻✻s
✾✵✵✵✵ ✹✻s ✹✾s ✽✵s
✶✵✵✵✵✵ ✺✸s ✺✼s ✶✸✻s

❯♥❙✉❜P❛tt ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t t❡sts s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♦r❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❛ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❝✉rr❡♥t
♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
s♣❛❝❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
s♣❛❝❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r
❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛❧❧♦✇❡❞ ❯♥❙✉❜P❛tt t♦ ❞❡t❡❝t ♠❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❝✉rr❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐❣♥♦r❡✳ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✉❜s❡t ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❡❛s✐❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢✉rt❤❡r
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳ ❯♥❙✉❜P❛tt ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✭s❡❡♥ ❛s ❧✐♥❡
❣r❛♣❤s✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♥❣
t❛s❦s ❛♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦t✐❢✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲
str✉❝t✉r❡s ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❧❛❜❡❧s✳

❆ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❧❡✲
t✐♦♥s ♦✈❡r ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②



✽✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❯♥❙✉❜P❛tt✿ ▼✐♥✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡♠✲
❜❡❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠✐♥❡ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳✷✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ♣♦st❡r
♣❛♣❡r ✐♥ ❆❈▼❇❈❇ ❬❉❤✐✢✐ ✷✵✶✷❜❪✱ ❛ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❛t ❏❖❇■▼ ❬❉❤✐✢✐ ✷✵✶✸❝❪
❛♥❞ ❛ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r ✐♥ ❏❈❇ ❬❉❤✐✢✐ ✷✵✶✸❜❪✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t✇♦ ♦r❛❧
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛t ▼▲❈❇ ❬❉❤✐✢✐ ✷✵✶✷❛❪ ❛♥❞ ❏❋❉ ❬❉❤✐✢✐ ✷✵✶✸❛❪✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t

❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

❈♦♥t❡♥ts

✺✳✶ ❆✐♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✸ ❚♦♣✲❦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✾✵

✺✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✸✳✷ ◆❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✸✳✸ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✹✳✷ Pr♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✺✳✶ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✺✳✷ ❙✐③❡✲❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✺✳✸ ❘✉♥t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✶ ❆✐♠s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❛❧❧❡❞ ❯♥❙✉❜P❛tt✱
❢♦r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ♣r✐♦r ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❛r❡
♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✉s❡s t❤❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❧❛❜❡❧s ✭❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ t②♣❡s✮ t♦ ❞❡✲
t❡❝t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♣✉r❡❧② s❡♠❛♥t✐❝ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s



✽✽
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

❧❛❜❡❧s t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥♦t❤❡r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②
r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❯♥❧✐❦❡ ❡①✐st✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧✲❜❛s❡❞ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❞❡t❛✐❧✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ s❡t ♦❢
❞❡s❝r✐♣t♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉❣❤t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✺✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❣r❛♣❤ ❞❛t❛ ✐s ❛ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠
✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❆s str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②
r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♠❛❥♦r ❝❛✉s❡ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❬❨❛♥ ✷✵✵✸✱ ❚❤♦♠❛s ✷✵✵✻✱ ❍❛s❛♥ ✷✵✵✼✱ ❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪✳ ❚✇♦
♣✐♦♥❡❡r ✇♦r❦s t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥ t❤✐s t②♣❡ ❛r❡ ❬❨❛♥ ✷✵✵✸❪ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s
❛♥❞ ❬❚❤♦♠❛s ✷✵✵✻❪ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❜♦t❤ ✇♦r❦s✱ ♦♥❧② t❤❡
❝❧♦s❡❞ ♦r ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜✲
❣r❛♣❤s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞
♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s s✉❝❤ ❛s ❬❚❛❦✐❣❛✇❛ ✷✵✶✶✱ ▲✐ ✷✵✵✼❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡t ♦❢
❝❧♦s❡❞ ♦r ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝❛s❡s✳

▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ■♥ ❬❍❛s❛♥ ✷✵✵✼❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❞♦❡s t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠
❝♦♠♠♦♥ s✉❜❣r❛♣❤ ❬❆❜✉✲❑❤③❛♠ ✷✵✵✼❪ r❡♣r❡s❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡✳
❆ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✇♦r❦ ✐s ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
♠✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳
❚❤❡② ❛❞♦♣t❡❞ ❛ t✇♦✲st❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧
s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♥ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ s✐❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t♦❧✲
❡r❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ♦♥❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡② ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r
s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❊①✐st✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ t❡st t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐✲
❧❛r✐t② ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t②
❞❡t❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s ♠❛❦❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✈❡r②
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ✈❡r② ❝♦st❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱



✺✳✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✾

❡①❛❝t ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦
❞❡t❡❝t ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡①❛❝t str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✲
✐❧❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ②❡t s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ s❡tt✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡
❛ t✐❣❤t t❤r❡s❤♦❧❞ ✇✐❧❧ ♣r❡✈❡♥t ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♠❛♥② s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡s❡r✈❡ ❛ ❤✐❣❤
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ❧♦♦s❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇✐❧❧ ❤✐♥❞❡r t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss
♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❚❤✐s r✐s❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ❝❧♦s❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥t
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ r❡✲
s✉❧ts✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①❛❝t ♦r ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ✇♦r❦s ❧✐❦❡
❬❘♦❞❡♥❛❝❦❡r ✶✾✾✵✱ ▲❡s❦♦✈❡❝ ✷✵✵✺✱ ❱❡❡r❛♠❛❧❛✐ ✷✵✵✽✱ ▲✐ ✷✵✶✷✱ ❘❛♥✉ ✷✵✶✷✱
❚♦♥❣ ✷✵✶✷✱ ●✐❜❡rt ✷✵✶✷❪ ✇❤❡r❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬▲✐ ✷✵✶✷❪✱
❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
❣r❛♣❤s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳
❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t str✉❝t✉r❛❧❧②
s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡♥
❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❇❡s✐❞❡s✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ✉s❡r ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ s♦♠❡
s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝✐t②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛♥❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s♠❛❧❧ ②❡t str✉❝t✉r❛❧❧②
♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♠✐♥❡s t❤❡
t♦♣✲❦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ❆t ❛
❣❧❛♥❝❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤
✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ s✉❜❣r❛♣❤s
✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡❧❡❣❛t❡✳ ❖✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❝♦st❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①❛❝t ♦r
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❧✐❦❡
s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ♦r ❝❧♦s❡♥❡ss ❝❡♥tr❛❧✐t②✱ t❤❛t ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧
s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ t❛r❣❡t ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳



✾✵
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

✺✳✸ ❚♦♣✲❦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤

s❡❧❡❝t✐♦♥

✺✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❣r❡❛t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s st✐❧❧ ❤✐❣❤✳ ❨❡t✱
✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ ❛s ❢❡✇ s✉❜❣r❛♣❤s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r✬s r❡✈✐❡✇✐♥❣
❡✛♦rts ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s Ω ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k ∈ [1..|Ω|]✱
✇❡ ✇❛♥t t♦ s❡❧❡❝t ✉♣ t♦ k r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s Ωk ⊆ Ω s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤
❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ g ∈ Ω ❤❛s ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤✲❞❡❧❡❣❛t❡ g′ ∈ Ωk✱
❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♦♥❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✐t
r❡♣r❡s❡♥ts✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ k ❝❧✉st❡rs
✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr♦✐❞s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤✲❞❡❧❡❣❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❡♥tr♦✐❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r
❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳

✺✳✸✳✷ ◆❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❆s ✇❡ ❛r❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t t♦♣✲❦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ✐♥ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r✲
♠❛t t❤❛t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ♥❛ï✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦
tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥♣✉t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥t❡①t✲♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② ✶ ♦r ✵ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲♠❛tr✐①
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ◆❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❉❛t❛✿ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s Ω✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s k
❘❡s✉❧t✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s Ω∗ ❂ ④g1, g2, ..., gk⑥

✶ ❜❡❣✐♥

✷ M ← ∪
|Ω|
i=1Vi✿ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ gi ∈ Ω ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r

Vi ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② ✶ ♦r ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡❀

✸ Ω∗ ←❈❧✉st❡r✐♥❣(M, k)❀
✹ ❡♥❞



✺✳✸✳ ❚♦♣✲❦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✾✶

✺✳✸✳✸ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t str✉❝✲
t✉r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ t❤❛t
❡✈❡♥ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ❬■♥❣r❛♠ ✷✵✵✻✱ ❑♥❛❜❡ ✷✵✵✽✱ ▲✐ ✷✵✶✷❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛ t✇♦✲st❡♣
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ s❡t ♦❢
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤
❞❡❧❡❣❛t❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s✳

✺✳✸✳✸✳✶ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s

■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦r✳ ❲❡ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ ❬▲✐ ✷✵✶✷✱ ▲❡s❦♦✈❡❝ ✷✵✵✺❪ t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❧✐st ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✿

✶✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦r❞❡r |V |✳

✷✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❣r❛♣❤ s✐③❡ |E|✳

✸✳ ❆✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡✿ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ u✱ ❞❡♥♦t❡❞ deg(u)✱ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ u✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G ✐s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ G✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿ deg(G) =
1
n

∑n

i=1 deg(ui) ✇❤❡r❡ deg(ui) ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ui ❛♥❞ n ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ G✳

✹✳ ❉❡♥s✐t②✿ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠❛♥② ❡❞❣❡s
❛r❡ ✐♥ E ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ V ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿ den(G) = 2|E|

(|V |∗(|V |−1))
✳

✺✳ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
u✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② c(u)✱ ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ u ✐s✱
i.e.✱ c(u) = 2eu

ku(ku−1)
✇❤❡r❡ ku ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ u ❛♥❞ eu ✐s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s ♦❢
✉ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ u ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✶✳ ■❢ ♥♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ u ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✵✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤ G ❤❛✈✐♥❣ n ♥♦❞❡s✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

✈❛❧✉❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ G✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿ C(G) =
1

n

∑n

i=1 c(ui)✳



✾✷
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

✻✳ ❆✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✿ ❋♦r ❛ ♥♦❞❡ u✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✲
✐t② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞
❡✈❡r② ♦t❤❡r ♥♦❞❡ v ✐♥ G✱ i.e.✱ e(u) = max{d(u, v) : v ∈ V }✳ ■❢ u ✐s
✐s♦❧❛t❡❞ t❤❡♥ e(u) = 0✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Ae(G) = 1

n

∑n

i=1 e(ui)✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ G✳

✼✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G✱ i.e.✱
diam(G) = max{e(u) | u ∈ V } ✇❤❡r❡ e(u) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ u ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✽✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G✱ i.e.✱ rad(G) =

min{e(u) | u ∈ V } ✇❤❡r❡ e(u) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ u✳

✾✳ ❈❧♦s❡♥❡ss ❝❡♥tr❛❧✐t②✿ ❚❤❡ ❝❧♦s❡♥❡ss ❝❡♥tr❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ❢❛st ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣r❡❛❞s ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ t♦ ♦t❤❡r r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
❣r❛♣❤✳ ❋♦r ❛ ♥♦❞❡ u✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤♦rt❡st
♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦t❤❡r r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ i.e.✱
Cc(u) = n−1∑

v∈{V \u} d(u,v)
✇❤❡r❡ d(u, v) ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s u ❛♥❞ v✳ ❋♦r ❛ ❣r❛♣❤ G✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❧♦s❡♥❡ss ❝❡♥tr❛❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ i.e.✱ Cc(G) = 1

n

∑n

i=1 ui✳

✶✵✳ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ♥♦❞❡s✿ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❆
♥♦❞❡ u ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ i.e.✱ e(u) = rad(G)✳

✶✶✳ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts✿ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❆ ♥♦❞❡ u ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡♥❞ ♣♦✐♥t ✐❢ deg(u) = 1✳

✶✷✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✿ ❆♥② ❣r❛♣❤ G ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① A✳ ❆s t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① A ❤❛s ❛ s❡t ♦❢
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ✇❡
❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A✳

✶✸✳ ❙♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s✿ ▲❡t A ❜❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞
⋋1,⋋2, ...,⋋m ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ G✱
❞❡♥♦t❡❞ ρ(G)✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ i.e.✱ ρ(G) =

max(| ⋋i |) ✇❤❡r❡ i ∈ {1, ..,m}✳

✶✹✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✿ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳



✺✳✸✳ ❚♦♣✲❦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✾✸

✶✺✳ ❊♥❡r❣②✿ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① A ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ sq✉❛r❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿ E(G) =

∑n

i=1 ⋋
2
i ✳

✶✻✳ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♠♣✉r✐t②✿ ❚❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ u ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ ❛ ❣r❛♣❤ G✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧ L(u) ❛♥❞ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s✮
N(u)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ImpurityDeg(u) =| L(v) : v ∈ N(u), L(u) 6= L(v) |✳
❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♠♣✉r✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤G r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♠♣✉r✐t②
❞❡❣r❡❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣✉r✐t②✳

✶✼✳ ▲✐♥❦ ✐♠♣✉r✐t②✿ ❆♥ ❡❞❣❡ {u, v} ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣✉r❡ ✐❢ L(u) 6=
L(v)✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ✐♠♣✉r✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G ✇✐t❤ k ❡❞❣❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
|{u,v}∈E:L(u) 6=L(v)|

k
✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ✶

❊①❛♠♣❧❡ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✲ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❂ ✷✵✱

✲ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❂ ✷✶✱

✲ ❆✈❡r❛❣❡ ❞❡❣r❡❡ ❂ ✷✳✶✱

✲ ❉❡♥s✐t② ❂ ✵✳✶✶✱

✲ ❆✈❡r❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❂ ✵✱

✲ ❆✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ❂ ✺✳✼✺✱

✲ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❂ ✽✱

✲ ❊✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s ❂ ✹✱

✶❙♦✉r❝❡✿ ❬▲✐ ✷✵✶✷❪✳ ▲❛❜❡❧s ♦❢ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛t♦♠s✿ ❖❂♦①②❣❡♥✱ ❍❂❤②❞r♦❣❡♥s✱

◆❂♥✐tr♦❣❡♥✱ ❈❂❝❛r❜♦♥✳



✾✹
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

✲ ❈❧♦s❡♥❡ss ❝❡♥tr❛❧✐t② ❂ ✵✳✷✾✱

✲ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ♥♦❞❡s ❂ ✵✳✶✺✱

✲ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❂ ✵✳✹✺✱

✲ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❂ ✷✵✱

✲ ❙♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ❂ ✷✳✺✻✱

✲ ❙❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❂ ✷✳✶✺✱

✲ ❊♥❡r❣② ❂ ✹✷✱

✲ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♠♣✉r✐t② ❂ ✶✳✶✶✱

✲ ▲✐♥❦ ✐♠♣✉r✐t② ❂ ✵✳✹✽

❆s ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② r❡♠❛✐♥ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✉♥✐✜❡❞ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜♦t❤
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t
✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡✈❡❛❧ ❤✐❞❞❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❡①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
str✉❝t✉r❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✈❡❝t♦rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢
❛ ✜①❡❞ s✐③❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s✳ ❚❤✐s
♠❛❦❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❖♣♣♦s✐t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❛s ❜✐❣
❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥ r❡❛❧✲
✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝t t❤❡ s❝❛❧❛❜❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺✳✸✳✸✳✷ ❑✲▼❡❞♦✐❞s ❝❧✉st❡r✐♥❣

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❛ t✇♦✲st❡♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤❡t❤❡r ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲✈❡❝t♦rs ♦r ❜② t❤❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣✳ ❲❡ ✉s❡ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❬❑❛✉❢♠❛♥ ✶✾✽✼❪
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✉♥s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❬❏❛✐♥ ✷✵✶✵❪✳ ■t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts Ω ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✉st❡rs k✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛s ♦✉t♣✉t t❤❡ k ❝❧✉st❡rs✬ ❝❡♥t❡rs ✭❝❛❧❧❡❞ ♠❡❞♦✐❞s✮✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ✉s❡s t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭P❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts O1 ❛♥❞

O2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs X ❛♥❞ Y ✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ d(O1, O2)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✺✳✸✳ ❚♦♣✲❦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✾✺

d(O1, O2) =
∑|X|

i=1 |xi − yi|

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭●❧♦❜❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts Ω✱ t❤❡

t♦t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t O ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✐♥ Ω ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

DO =
∑

∀Oi∈Ω\O d(O,Oi)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❈❧✉st❡r ♠❡❞♦✐❞✮ ❆♥ ♦❜❥❡❝t O∗ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝❧✉st❡r✬s ♠❡❞♦✐❞

✭t❤❡ ♠♦st ❝❡♥tr❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✮✱ ✐❢ ✐t ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♠

♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts Oi ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r C✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

DO∗ = minOi ∈ C(DOi
)

❯s✐♥❣ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❝❡♥t❡rs ♠❛❦❡s ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs t❤❛♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ❦✲
▼❡❞♦✐❞s✱ ♠❡❞♦✐❞s ❛r❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✳ ❊❛❝❤ ♠❡❞♦✐❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st
s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✉s✱ ♠❡❞♦✐❞s
❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✲❞❡❧❡❣❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❋✐rst✱
✐t st❛rts ❜② r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ k ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ Ω t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❡❞♦✐❞s✱ i.e. Ω∗✳
❚❤❡♥✱ ✐t ❛ss✐❣♥s ❡❛❝❤ ♥♦♥✲s❡❧❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠❡❞♦✐❞✳
❆❢t❡r t❤❛t✱ ✐t s✇❛♣s t❤❡ k ♠❡❞♦✐❞ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥♦♥✲♠❡❞♦✐❞ ♦❜❥❡❝ts ❛✐♠✲
✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ D(Ω∗) ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
s✇❛♣ ❛♥❞ D(Ω′

k) ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ s✇❛♣✳ ■❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s✇❛♣
(C = D(Ω′

k) − D(Ω∗)) ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤❡♥ t❤❡ s✇❛♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❜❡♥❡✜❝✐❛❧✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ s✇❛♣ st❡♣s ❛r❡ ✐t❡r✲
❛t✐✈❡❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦r ✉♥t✐❧ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ▼❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ P❆▼ ❬❑❛✉❢♠❛♥ ✶✾✽✼❪ ✐s ❛ ♣✐♦♥❡❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❦✲▼❡❞♦✐❞s✳ ▲❛t❡r✱ t✇♦ ♦t❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❈▲❆❘❆ ❬❑❛✉❢♠❛♥ ✶✾✾✵❪ ❛♥❞ ❈▲❆❘❆◆❙ ❬◆❣ ✶✾✾✹✱ ◆❣ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s✇❛♣
✇❤❡r❡ ✐♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦r❡ s❝❛❧❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢
❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ ❈▲❆❘❆◆❙ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❬◆❣ ✷✵✵✷❪ t❤❛t ✐t ✐s
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r
❝❧✉st❡r✐♥❣ q✉❛❧✐t② t♦ P❆▼ ❛♥❞ ❈▲❆❘❆✳

Pr♦♣❡rt② ✸ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts Ω ✐♥t♦ k ❣r♦✉♣s✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❜❡st ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❣♦ ❢r♦♠ ♦♥❡

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❡❛❝❤ s✇❛♣



✾✻
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❑✲▼❡❞♦✐❞s

❉❛t❛✿ ❙❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts Ω✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s maxiter

❘❡s✉❧t✿ ❙❡t ♦❢ ♠❡❞♦✐❞s Ω∗ ❂ ④O1, O2, ..., Ok⑥
✶ ❜❡❣✐♥

✷ Ω∗ ← Ωk✿ st❛rt ✇✐t❤ K ♦❜❥❡❝ts r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ Ω❀
✸ r❡♣❡❛t

✹ ❆ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲s❡❧❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ♠❡❞♦✐❞❀

✺ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦st Ci = (D(Ω′
k)−D(Ω∗)) ❢♦r ❡❛❝❤ s✇❛♣ ♦❢ ♦♥❡

♠❡❞♦✐❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t❀
✻ ✐❢ Ci < 0 t❤❡♥

✼ Ω∗ ← Ω′
k❀

✽ ❡♥❞

✾ nbiter = nbiter + 1❀
✶✵ ✉♥t✐❧ ✭♥♦ ❝❤❛♥❣❡✮ ♦r ✭nbiter ≥ maxiter)❀
✶✶ ❡♥❞

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛✲

t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ r✉♥ ♦✉t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣s ♦r ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✳

✺✳✸✳✸✳✸ ❲❤② ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❛♥❞ ♥♦t ❦✲▼❡❛♥s❄

❑✲▼❡❛♥s ❬▼❛❝◗✉❡❡♥ ✶✾✻✼❪ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❦✲▼❡❛♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❝❡♥t❡rs ❛s ✜❝t✐✈❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ s✉❜✲
❣r❛♣❤ ❞❡❧❡❣❛t❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞
t❤❡ ❝❡♥t❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡st s✉❜❣r❛♣❤ t♦ t❤❡
❝❡♥t❡r♦✐❞ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❞❡❧❡❣❛t❡✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ❦✲▼❡❞♦✐❞s
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❝❡♥tr♦✐❞s ❜❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣
✜❝t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✬ ♠❡❞♦✐❞s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❞❡❧❡❣❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞❡❧❡❣❛t❡s ✇✐t❤ ❦✲▼❡❛♥s✳ ❇❡s✐❞❡s ❦✲▼❡❞♦✐❞s ✐s ❧❡ss s❡♥s✐✲
t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳



✺✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✾✼

✺✳✸✳✸✳✹ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❚❘❙✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❙✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✹✳ ❚❘❙ ❢♦❧❧♦✇s ❛ t✇♦ st❡♣s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❚❘❙
❛ss✉♠❡s t❤❛t str✉❝t✉r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r s✉❜❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦
❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛t✲
tr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✉s❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❊❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜❣r❛♣❤s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣
❦✲▼❡❞♦✐❞s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡❞♦✐❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤✲❞❡❧❡❣❛t❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❚❘❙

❉❛t❛✿ ❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s Ω✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s k
❘❡s✉❧t✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s Ω∗ ❂ ④g1, g2, ..., gk⑥

✶ ❜❡❣✐♥

✷ M ← ∪
|Ω|
i=1Vi✿ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ g ∈ Ω ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✈❡❝t♦r V ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s❀
✸ Ω∗ ←❑✲▼❡❞♦✐❞s(M, k)❀
✹ ❡♥❞

Pr♦♣❡rt② ✹ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❙✐♥❝❡ ❦✲▼❡❞♦✐❞s t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ❚❘❙ t❡r♠✐♥❛t❡ t♦♦✳

✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✺✳✹✳✶ ❉❛t❛s❡ts

❚♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤
❞❛t❛s❡ts✿ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s✉♠♠❛✲
r✐③❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts✿ ❞❛t❛s❡t✱ |G|✱ ❆✈❣✳|V | ❛♥❞ ❆✈❣✳|E|
❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧② ♦r
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡t✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ❛✈✲
❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬❋❡✐ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❬❨❛♥ ✷✵✵✽❪✳
❇♦t❤ ❞❛t❛s❡ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲
str✉❝t✉r❡s ❡q✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✳ P♦s✐t✐✈❡



✾✽
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts
❉❛t❛s❡t ⑤G⑤ ❆✈❣✳⑤❱⑤ ❆✈❣✳⑤❊⑤

●✲♣r♦t❡✐♥s ✻✻ ✷✹✻ ✾✼✶
❈✶ s❡t ❞♦♠❛✐♥s ✼✻ ✷✸✽ ✾✷✽

❊♥③②♠❡s ✻✻✹ ✸✺✽ ✾✶✵
❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥ ✹✸✽✺✵ ✷✽ ✸✵

♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧②✱ ♥❛♠❡❧② ●✲♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞
❈✶ s❡t ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ❬❇❡r♠❛♥ ✷✵✵✵❪✳ ●✲♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❣✉❛♥✐♥❡
♥✉❝❧❡♦t✐❞❡✲❜✐♥❞✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ tr❛♥s♠✐t✲
t✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ❛ ❝❡❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡②
r❡❣✉❧❛t❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥③②♠❡s✱ ✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ tr❛♥s♣♦rt❡r✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡r②✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♠♦t✐❧✐t②✱ ❝♦♥tr❛❝t✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s❡❝r❡t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡❣✉❧❛t❡ ❞✐✈❡rs❡ s②st❡♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡♠❜r②♦♥✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ❤♦♠❡♦st❛s✐s✳

❚❤❡ ❈✶ s❡t ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ✐♠♠✉♥♦❣❧♦❜✉❧✐♥✲
❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ s✐♠✐❧❛r ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡② r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❛♥t✐❜♦❞②
❝♦♥st❛♥t ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦st❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠✲
♠✉♥❡ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ❤✐st♦❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♠♣❧❡① ❝❧❛ss ■ ❛♥❞ ■■ ❝♦♠♣❧❡①
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❚✲❝❡❧❧ r❡❝❡♣t♦rs✳ ❚❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐③❡s✳
❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❊♥③②♠❡s✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬❉♦❜s♦♥ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❬❚❤♦♠❛ ✷✵✶✵❪✱
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✻✻✹ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❊♥③②♠❡s ❛❝t ❛s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛t❛❧②sts✳ ❚❤❡② ❛r❡
❧❛r❣❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥✲
✈❡rs✐♦♥s t❤❛t s✉st❛✐♥ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ❞❛t❛s❡t s❤♦✇s ❛ s❡t ♦❢ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥
❞❛t❛ ✭❆■❉❙✮✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② t❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✹✸✽✺✵ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s ❬❈❤❡♥ ✷✵✵✽❪
❛♥❞ ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t❛❧ ❚❤❡r❛♣❡✉t✐❝s
Pr♦❣r❛♠✳✷

✺✳✹✳✷ Pr♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s

●r❛♣❤ ❜✉✐❧❞✐♥❣✿ ❋♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
♥♦❞❡ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠ t②♣❡ ✭❍②❞r♦❣❡♥ ✭❍✮✱ ❈❛r❜♦♥ ✭❈✮✱ ❡t❝✳✮✳ ❆♥
❡❞❣❡ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛t♦♠s✳ ❋♦r ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s✱ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ♣❛rs❡❞ ✐♥t♦ ❛
❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛t♦♠ ✭Cα✮ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✷✮✳
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ✉s✉❛❧❧② δ ≥ 7➴ ♦♥ t❤❡

✷❤tt♣✿✴✴❞t♣✳♥❝✐✳♥✐❤✳❣♦✈✴❞♦❝s✴❛✐❞s✴❛✐❞s❴❞❛t❛✳❤t♠❧



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✾✾

❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t Cα ❛t♦♠s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❬❍✉❛♥ ✷✵✵✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ δ = 7➴✳
❋r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣✿ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤ ❞✐s❝♦✈❡r② ❣❙♣❛♥ ❬❨❛♥ ✷✵✵✷❪ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ❡❛❝❤
❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ tr✐❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ r❡t❛✐♥❡❞
♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ ✸✵✪ ❢♦r ●✲♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❈✶ s❡t ❞♦♠❛✐♥s✱
✶✵✪ ❢♦r ❊♥③②♠❡s✱ ❛♥❞ ✺✪ ❢♦r ❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ s❤♦✇s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥ts s✉❜❣r❛♣❤s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳
❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❇♦t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ i.e.✱ t❤❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭Ω✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t
❉❛t❛s❡t | Ω |

●✲♣r♦t❡✐♥s ✶✶✹✼✾✷
❈✶ s❡t ❞♦♠❛✐♥s ✷✺✽✸✼✶

❊♥③②♠❡s ✷✺✸✹✵✹
❙✐❞❛ ✻✼✹✾

♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❚❘❙✱ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❘✳
❙✉❜❣r❛♣❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣✿ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡♠ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ ✶ ♦r ✵✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r t❤❡✐r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✺✳✺✳✶ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❛t❛s❡ts ●✲♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❈✶ s❡t ❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r
✐♥t❡r❡st✐♥❣♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s Ω
❛♥❞ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ att✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ♦❢ att ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✿

InformationGain(Ω, att) = Entropy(Ω)− Entropy(Ω|att)

✇❤❡r❡ Entropy(Ω) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Entropy(Ω) = −Σ
|Ω|
i=1p(xi)log p(xi)



✶✵✵
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

✇❤❡r❡ p(xi) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ xi ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s t❤❡♥ ♦✈❡r
t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❚❘❙ ❛♥❞ t❤♦s❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r
❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✭❚❘❙✮ ✇✐t❤ t❤♦s❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭◆❆✮
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✭❋❙●✮✳

●✲♣r♦t❡✐♥s ❈✶ s❡t ❞♦♠❛✐♥s

❋❙● ✵✳✷✶✻ ✵✳✶✹✽

★ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ◆❆ ❚❘❙ ◆❆ ❚❘❙

✺✵ ✵✳✶✵✹ ✵✳✸✷✹ ✵✳✵✻✽ ✵✳✷✺✹
✶✵✵ ✵✳✵✾✷ ✵✳✸✹✷ ✵✳✵✻✶ ✵✳✷✽✺
✷✵✵ ✵✳✵✾✻ ✵✳✸✹✸ ✵✳✵✹✹ ✵✳✷✼✸
✸✵✵ ✵✳✵✾✼ ✵✳✸✹✼ ✵✳✵✺✽ ✵✳✷✻✼
✹✵✵ ✵✳✵✾✹ ✵✳✸✸✾ ✵✳✵✺✶ ✵✳✷✼✻
✺✵✵ ✵✳✵✾✵ ✵✳✸✹✽ ✵✳✵✺✷ ✵✳✷✻✾
✻✵✵ ✵✳✵✾✻ ✵✳✸✹✵ ✵✳✵✺✹ ✵✳✷✻✼
✼✵✵ ✵✳✵✾✼ ✵✳✸✹✸ ✵✳✵✺✺ ✵✳✷✼✷
✽✵✵ ✵✳✵✾✽ ✵✳✸✺✷ ✵✳✵✺✹ ✵✳✷✼✹
✾✵✵ ✵✳✵✾✹ ✵✳✸✺✽ ✵✳✵✺✹ ✵✳✷✼✻
✶✵✵✵ ✵✳✵✾✹ ✵✳✸✺✸ ✵✳✵✺✻ ✵✳✷✼✻

❆✈❡r❛❣❡ 0.095+0.008
−0.005 0.344+0.013

−0.020 0.055+0.012
−0.011 0.271+0.013

−0.017

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ❚❘❙ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t
❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s ♦r t❤♦s❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜✲
❣r❛♣❤s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ❡✈❡♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❇♦t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s
❣♦❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s
❦✲▼❡❞♦✐❞s t♦ ❜❡tt❡r ❞❡t❡❝ts s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤✉s t♦ s❡❧❡❝t
❛ s✉❜s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❚❘❙ ❛r❡
♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜②
r❡♠♦✈✐♥❣ ♦r ❛❞❞✐♥❣ ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✵✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❊♥③②♠❡s ❞❛t❛s❡t✳

❣♦❛❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❣r❛♣❤s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧♦♦♣s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦♣s ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤ ❛s ❢❡❛t✉r❡✳

✺✳✺✳✷ ❙✐③❡✲❜❛s❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s✐③❡
✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✮✳ ❲❡ tr② t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤✐❝❤ s✐③❡s ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✲
❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ ❞r❛✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ♦✈❡r ❊♥③②♠❡s ❛♥❞ ❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥
❞❛t❛s❡ts✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❊♥③②♠❡s ❞❛t❛s❡t✱ r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ t❤r❡❡ t♦ ✜✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❢♦✉r t♦ ♥✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧
s❝r❡❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
❛♥❞ ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺ ❞r❛✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢
❚❘❙ ✉s✐♥❣ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ✈❡r② ❝❧❡❛r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❚❘❙ ❧❡❛♥s t♦✇❛r❞s ❝✉tt✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞
✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✐s t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥
t❤♦s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❚❘❙ ♦♥ ❜♦t❤
s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ s✉❜❣r❛♣❤s✳



✶✵✷
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥
❞❛t❛s❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❊♥③②♠❡s ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✮✳



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✵✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❜② s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❆■❉❙ ❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥
❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✮✳

✺✳✺✳✸ ❘✉♥t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡
♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✿ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
t❤❛t ❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r✉♥t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
♦♥❧② ❝♦✉♥ts ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r
❚❘❙✳

✺✳✺✳✸✳✶ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② t♦ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs

❲❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs k ♦♥ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆■❉❙
❛♥t✐✈✐r❛❧ s❝r❡❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r✉♥t✐♠❡ ✉s✲
✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✮ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✵✵ t♦ ✽✵✵ ✇✐t❤ ❛
st❡♣✲s✐③❡ ♦❢ ✷✵✵✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s ❛ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ✷✵✵ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✉♠❡s ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ ❛♥❞ ❤❛❧❢ ❤♦✉r t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s ❚❘❙ ♥❡❡❞❡❞ ♦♥❧② ❢❡✇
s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ k✳ ❆s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❚❘❙ ❞♦❡s ♥♦t



✶✵✹
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭k✮✳

✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛♥❞ ❛❧♠♦st st❛②s st❡❛❞② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ k✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s
❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s✱ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤✉❣❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✜①❡❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥
❚❘❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺✳✺✳✸✳✷ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② t♦ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s

❍❡r❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ♦♥
❝❧✉st❡r✐♥❣ r✉♥t✐♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
✶✵✵✵✵ t♦ ✶✵✵✵✵✵ ✇✐t❤ ❛ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ✶✵✵✵✵✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s✉❜❣r❛♣❤s ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧②
s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈✶ s❡t
❞♦♠❛✐♥s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✼ ❛♥❞ ✺✳✽ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r✉♥t✐♠❡
✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ✶✵✵ ❛♥❞ ✺✵✵ ❝❧✉st❡rs✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s✱ ❚❘❙ t❛❦❡s ♦♥❧② ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ✇❤❡r❡❛s✱ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s ❝❧❡❛r❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡
t✐♠❡✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❞♦❡s ♥♦ ❛✛❡❝t t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❚❘❙
❛s ♠✉❝❤ ❛s ✐t ❞♦❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❚❘❙ ✐s ♠♦r❡
s❝❛❧❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
✶✵✵ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
✺✵✵ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳



✶✵✻
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❘❙ ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
✶✵✵ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ✶✵✵✵✵ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛♣❤s✳

✺✳✺✳✸✳✸ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② t♦ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s

■♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❤✐❣❤✳
❲❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s ♦♥ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❜♦t❤
❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ✜① t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s t♦ ✶✵✵✵✵✱ ❛♥❞
✇❡ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤
❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧✐st ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ❛
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐sts r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✵✵✵ t♦ ✶✵✵✵✵✱ ✇✐t❤ ❛ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ✶✵✵✵✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✾
❛♥❞ ✺✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r✉♥t✐♠❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ✶✵✵ ❛♥❞ ✺✵✵ ❝❧✉st❡rs✳

❆s t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐sts ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s t♦ ❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❡①t✲✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤s ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❇♦t❤ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛ï✈❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❲❤❡r❡❛s✱
t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❚❘❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♦♥❧② t♦ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ♥♦
♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❚❘❙ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞
♠♦r❡ r♦❜✉st ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✲❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts
♦❢ ❞❛t❛✳



✺✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✵✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❘✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r ❚❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡❧❡❝t
✺✵✵ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ✶✵✵✵✵ s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛♣❤s✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❚❘❙✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♠✐♥❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①✲
❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❚❘❙ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t ❤❡❧♣s ♦♥ ❜♦t❤ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲
r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤✲❞❡❧❡❣❛t❡s✳ ❚❘❙ ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t
❤✐❞❞❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥② ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛t✲
tr✐❜✉t❡s✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ r❡❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛s❡ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢❛st ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡✳ ❇❡s✐❞❡s ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡
♦t❤❡r ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤✳

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❆ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❦ ❝♦♥str❛✐♥t✳
❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✳✷✳





❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

❈♦♥t❡♥ts

✻✳✶ ❆✐♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✷ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✷✳✶ ❯♥❙✉❜P❛tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✷✳✷ ❚❘❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✹ ❖♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦s ❛♥❞ ♣r♦s♣❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✹✳✶ ❯♥❙✉❜P❛tt ❡①t❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✹✳✷ ❚❘❙ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✶ ❆✐♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t❤❡s✐s ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ s♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦s ❢♦r ❜♦t❤ ❯♥❙✉❜P❛tt ❛♥❞
❚❘❙✳



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

✻✳✷ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s✳
❍❡r❡✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✻✳✷✳✶ ❯♥❙✉❜P❛tt

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s t❡r♠❡❞ ❯♥❙✉❜P❛tt✳ ■t ❛✐♠s t♦ s❡❧❡❝t✲
✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ t❡r♠❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❡①✐st✐♥❣
s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ♦❢t❡♥
✐❣♥♦r❡❞✱ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❧❛❜❡❧s✳ ❯♥❙✉❜P❛tt ✉s❡s s✐♠✐❧❛r✐t② s❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① t♦ ❞❡t❡❝t
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ●r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦✲
t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❯♥❙✉❜P❛tt ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
❛♥② ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t
q✉❛♥t✐✜❡s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❧❛❜❡❧s✳ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✱
t❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② s✉❜❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ t❛s❦✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❯♥❙✉❜P❛tt ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛
s❡t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ❛❜❧❡ t♦
s❡❧❡❝t ❛ s♠❛❧❧ ②❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❯♥❙✉❜P❛tt ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r s✉❜✲
❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡
❞❛t❛s❡ts✳ ■t ❡✈❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ❢✉❧❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t
❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ t❤❛t ✉s✐♥❣
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ s❡❧❡❝t ❛ ✈❡r② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✳

✻✳✷✳✷ ❚❘❙

❙✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ♣✉r❡❧② s❡♠❛♥t✐❝ ❛s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r
♦❢ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ s✉❜❣r❛♣❤s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ s✐♠✐❧❛r t❤❡✐r ❧❛❜❡❧s ❛r❡✳ ❲❡ ❛❧s♦
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥♦t❤❡r s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ t❡r♠ ❚❘❙ ✭❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❙✉❜❣r❛♣❤s✮✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❯♥❙✉❜P❛tt ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡♠❛♥✲
t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❚❘❙ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❊①✲
✐st✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②
❛r❡ ❡✐t❤❡r ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐♥ ✺✳✷✱ ❤♦✇ ❝✉rr❡♥t ❡①❛❝t ❛♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧✲
✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❚❘❙ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s



✻✳✸✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✶✶

t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ ✇✐t❤
❛♥② ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉❣❤t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❘❙ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❛t❛s❡ts ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❚❘❙ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
s✉❜❣r❛♣❤✲❞❡❧❡❣❛t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ❤✐❞❞❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ✭❞❡♥s✐t②✱ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ etc✮ t❤❛t ❛r❡ ✐❣✲
♥♦r❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❘❙ ✐s ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ ❛♥❞
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ t❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② s✉❜❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ t❛s❦✳ ■t ✐s ❛❧s♦
✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❚❘❙ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣r♦t❡✐♥
✸❉✲str✉❝t✉r❡s ♦r t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ❣r❛♣❤
❞❛t❛✳

✻✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ r❡s✉♠❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✸✳✼✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱
♠❛♥② s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❡rs ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ ✇❡ ❧✐st ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✇❡ st❛t❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢
❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❧✐sts ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❯♥❙✉❜P❛tt ❛♥❞ ❚❘❙✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞❡s❝r✐♣t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r✐♦r
❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r ♥♦t✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✐♠✐❧❛r✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❛s ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❧✐❦❡ ✐♥ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛✇❛r❡ t♦♣✲❦✱ ❙❦②●r❛♣❤✱ ▼✐♣s ♦r ❚❘❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ✇❡
r❡❢❡r t♦ ♣r✐♦r ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s s♣❡❝✐✜❝ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❛t❛ ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦✐ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❯♥✲
❙✉❜P❛tt ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rts✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❙✉❜❣r❛♣❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r✐♣t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥s✳
❙✉❜❣r❛♣❤ ❉❡s❝r✐♣t♦r

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ Pr✐♦r

❞♦♠❛✐♥

❦♥♦✇❧❡❞❣❡

P♦st✲

♣r♦❝❡ss✐♥❣

▲❡❛r♥✐♥❣✲

t❛s❦ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t

❙❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s

❚●P ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❚♦♣✲❦ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞

❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛✇❛r❡ t♦♣✲❦ ◆♦ ❨❡s ◆♦ ❚♦♣✲❦ ❢r❡q✉❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t&♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t

❘P✲❋P ◆♦ ❨❡s ◆♦ ❋r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❘P✲●❉ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❋r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❘■◆● ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❋r❡q✉❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❖❘■●❆▼■ ◆♦ ❨❡s ◆♦ α✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ β✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

❖✉t♣✉t s♣❛❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❙❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t

▼❈❙s s❛♠♣❧❡ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ▼❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜❣r❛♣❤s

❙♠♦♦t❤✐♥❣✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ◆♦ ❨❡s ◆♦ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s

❉&❉ ◆♦ ◆♦ ❨❡s ❉✐✈❡rs❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡

●❆■❆✱ ❈❖❘❑✱ ●r❛♣❤❙✐❣✱

▲❊❆P✱ ▲P●❇❈▼P✱ ❈❖▼✱

❣❇♦♦st✱ ❣P▲❙ ◆♦ ◆♦ ❨❡s ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡

▼■Ps ◆♦ ◆♦ ◆♦ ▼♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝❧♦s❡❞

❙❦②●r❛♣❤ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❯♥❞♦♠✐♥❛t❡❞

❆♥t✲♠♦t✐❢s ◆♦ ◆♦ ◆♦ ❆♥t✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡

❯♥❙✉❜P❛tt ❨❡s ❨❡s ◆♦ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞

❚❘❙ ◆♦ ❨❡s ◆♦ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡



✻✳✹✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦s ❛♥❞ ♣r♦s♣❡❝ts ✶✶✸

✻✳✹ ❖♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦s ❛♥❞ ♣r♦s♣❡❝ts

▲✐❦❡ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡♠✳

✻✳✹✳✶ ❯♥❙✉❜P❛tt ❡①t❡♥s✐♦♥s

✻✳✹✳✶✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❯♥❙✉❜P❛tt

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❯♥❙✉❜P❛tt s❝❛❧❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✱ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ st✐❧❧ ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ t❡st ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ■♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❝❛♥
❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ❯♥❙✉❜P❛tt r✉♥s ❢❛st❡r t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❛♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❯♥❙✉❜P❛tt r✉♥ ❢❛st❡r ✐s
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❯♥❙✉❜P❛tt t❡sts s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣s
♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♦r❞❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡❛s② ✇❛② t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡
✐t ✐s t♦ t❡st t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ❣r♦✉♣s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤r❡❛❞s ♦r ♣r♦❝❡ss♦rs ♦r ❡✈❡♥
♠❛❝❤✐♥❡s ❛s ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♦r ❛ ❝❧♦✉❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✻✳✹✳✶✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡❛r❧② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❯♥❙✉❜P❛tt r✉♥s ❢❛st❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ❛♥
❡❛r❧② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ✐♥
❡✐t❤❡r ❜r❡❛❞t❤ ♦r ❞❡♣t❤ ✜rst s❡❛r❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♠❛② ♦♥❧② ❝♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡
s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ♠❛♥② ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛
❜r❡❛❞t❤ ✜rst s❡❛r❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✉❜❣r❛♣❤s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❧② ✉♣ t♦ s♦♠❡
❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤ ✜rst s❡❛r❝❤✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s
✇♦✉❧❞ ❝♦✈❡r ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ ♦♥❧② t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉t ❜r❛♥❝❤❡s ❞♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t
❛♥❞ r❡❞✉♥❞❛♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
♠❛② ❜❡ ❧♦st✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❯♥❙✉❜P❛tt s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
s✉❜❣r❛♣❤s ✐s t❤r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞♦ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡❛r
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥② ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ P1✱ ✐❢ ✐t s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥♦t❤❡r
s✉❜❣r❛♣❤ P2 ❛♥❞ ❛ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ P11 ♦❢ P1 ✭✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✮ ❛❧s♦ s✉❜st✐t✉t❡s ❛
❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ P21 ♦❢ P2✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ st♦♣s ❢r♦♠ P21✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ♦r ♥♦ ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ✐s
❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳

✻✳✹✳✷ ❚❘❙ ❡①t❡♥s✐♦♥s

✻✳✹✳✷✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❚❘❙

■♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤ ❚❘❙ s❝❛❧❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❚❘❙ r✉♥s
❢❛st❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❚❘❙ ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ st❡♣s✱ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❝♦✈❡r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s
❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❡❛s✐❧② ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ t❤❡ ✜rst
✇❛② ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t
❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛②✱ ✐s t♦
❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ s❡t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s t❤❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧
❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ ❚❘❙ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✲✈❡❝t♦rs ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✉s✐♥❣ ❦✲
▼❡❞♦✐❞s✳ ■♥ ❬●❛♠❜❧✐♥ ✷✵✶✵❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❈❆P❊❑✱ ❛ ♠❛ss✐✈❡❧② s❝❛❧❛❜❧❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❦✲▼❡❞♦✐❞s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❘❙ ❝❛♥ ✉s❡ ❈❆P❊❑ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ❍❡♥❝❡✱ ❚❘❙ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳

✻✳✹✳✷✳✷ ❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❦ ❝♦♥str❛✐♥t

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❚❘❙ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❦ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈❆P❊❑ ❬●❛♠❜❧✐♥ ✷✵✶✵❪ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❡❞♦✐❞s❤✐❢t
❬❙❤❡✐❦❤ ✷✵✵✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✲
✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ▼❛♥② ♦t❤❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧s♦
♦✛❡r t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② s✉❝❤ ❛s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❞❛t❛ ❢♦r♠❛ts

❆✳✶ P❉❇ ❢♦r♠❛t

❆ P❉❇ ✜❧❡ ✐s ❛ t❡①t✉❛❧ ❢♦r♠❛t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥
t❤❡ ✸❉✲s♣❛❝❡✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ P❉❇ ✜❧❡s✱ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✜❧❡s ♦❢ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❊✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❜♦♥❞s ❛r❡ r❛r❡❧② ♣r❡s❡♥t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ P❉❇ ✜❧❡ ✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✳
❚❤❡ ✜❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst ❆❚❖▼ ❧✐♥❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❧♣❤❛✲◆ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡
✜rst r❡s✐❞✉❡ ♦❢ ♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦❧✐♥❡ r❡s✐❞✉❡✱ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ✢♦❛t
♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ✐ts ①✱ ② ❛♥❞ ③ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❆♥❣str♦♠s✳ ❚❤❡
♥❡①t t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥❛♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ P❉❇ ❢♦r♠❛t✳



✶✶✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❞❛t❛ ❢♦r♠❛ts

❆✳✷ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t

❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦t❡✐♥ ♣r✐✲
♠❛r② str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥ t❡①t✉❛❧ ✜❧❡s✳ ■♥ ❛ ❋❆❙❚❆ ✜❧❡✱ ❡❛❝❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ str✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛
♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ♦r ❛♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡✐r s❡✲
q✉❡♥❝❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❣r❡❛t❡r✲t❤❛♥ ✭✧❃✧✮ s②♠❜♦❧✳
❚❤❡ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✭✧❃✧✮ s②♠❜♦❧ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❋❆❙❚❆ ✜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

Pr♦t❡✐♥ ●r❛♣❤ ❘❡♣♦s✐t♦r②

❇✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

Pr♦t❡✐♥ ●r❛♣❤ ❘❡♣♦s✐t♦r② ✭P●❘✮ ✐s ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ r❡♣♦s✐t♦r② ♠❛✐♥❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
❣r❛♣❤s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s ♦♥❧✐♥❡ r❡♣♦s✐t♦r② ✐s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❏❆❱❆ ❛♥❞ P❍P ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ▼②❙◗▲
❛s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s②st❡♠✳ P●❘ ✇❛s ❞❡♣❧♦②❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡st ✇❡❜
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✇❡❜ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❇✳✷ ❍♦✇ t♦ ✉s❡ P●❘ ❄

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ♦❢ P●❘ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇ ✿

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ P●❘ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛✳

❇✳✷✳✶ P❛rs❡r

❚❤❡ ♣❛rs❡r t♦♦❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ P❉❇ ✜❧❡s
❬❇❡r♠❛♥ ✷✵✵✵❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✮ ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✮✳ ▼❛♥② ❣r❛♣❤
❢♦r♠❛ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛♥♦♣❧② ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s s✉❝❤
❛s ❇✐♦❧❛②♦✉t ❬❚❤❡♦❝❤❛r✐❞✐s ✷✵✵✾❪✱ ◆❡t✇♦r❦ ❲♦r❦❜❡♥❝❤ ❬❇ör♥❡r ✷✵✶✵❪✱ ●r❛♣❤✲
❈❧✉st ❬❘❡❝✉♣❡r♦ ✷✵✵✽❪✱ tec✳

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
♣❛rs❡r ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿



✶✶✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ Pr♦t❡✐♥ ●r❛♣❤ ❘❡♣♦s✐t♦r②

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ P❛rs❡r✳

✲ ❚❤❡ ✉s❡r ✉♣❧♦❛❞ ❤✐s s❡t ♦❢ P❉❇ ✜❧❡s

✲ ❙♣❡❝✐❢② ✿ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t

✲ ❘✉♥ t❤❡ ♣❛rs❡r

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐t❡✳

❇✳✷✳✷ ❘❡♣♦s✐t♦r②
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▼✐♥✐♥❣✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ Pr♦t❡✐♥ ✸❉✲❙tr✉❝t✉r❡s

❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤
✜❡❧❞s✱ ♥❛♠❡❧② ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤
❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ❢r♦♠ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❨❡t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ▼❛♥② ❢r❡q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡
r❡❞✉♥❞❛♥t ♦r ❥✉st ✉s❡❧❡ss ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♠❛② ❤✐♥❞❡r
❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠❛❦❡s ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❢r❡q✉❡♥t
s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞✴♦r s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ s✐♥❝❡
♠♦st ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧② ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥❢❡r s✐♠✐❧❛r
♦r ❡✈❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣s✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
s✉❜❣r❛♣❤s ❛♠♦♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❊❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❞❞r❡ss❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❚❤❡
✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✇❤❡r❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♥♦❞❡s✬ ❧❛❜❡❧s✱
✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ str✉❝t✉r❛❧
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✇❤❡r❡ s✉❜❣r❛♣❤s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r❛♣❤s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ♣r♦t❡✐♥ ✸❉✲str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋r♦♠ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♣r♦t❡✐♥s ♣❧❛② ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡s ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡② ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ❛ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✳ Pr♦t❡✐♥s
❛r❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✇❤✐❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛t♦♠s✳ ▲❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❛❧②③❛❜❧❡ ❢♦r♠❛ts✳ Pr♦t❡✐♥
✸❉✲str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛r❡ t❤❡
❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s✐♥❣
❣r❛♣❤ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ st✉❞② t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
♣r♦t❡✐♥s✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❛❧②③❛❜❧❡
❢♦r♠❛ts ♠❛❞❡ t❤❡♠ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳
■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ♠② ♣❡rs♦♥❛❧ ❤♦♠❡
♣❛❣❡ ❤tt♣✿✴✴❢❝✳✐s✐♠❛✳❢r✴∼❞❤✐✢✐ ♦r ✉♣♦♥ ❡♠❛✐❧ r❡q✉❡st✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣✱ ❢r❡✲
q✉❡♥t s✉❜❣r❛♣❤✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✉♥s✉❜st✐t✉t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤✱
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛♣❤✱ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡



❋♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❙♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❇❛sé❡ s✉r ❧❛ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛

❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❉♦♠❛✐♥❡✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s

❙tr✉❝t✉r❡s ✸❉ ❞❡ Pr♦té✐♥❡s

❘és✉♠é✿ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ♣❧❡✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳
❆✈❡❝ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❡✛♦rts ♦♥t été ❝♦♥s❛❝rés à ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❢réq✉❡♥ts✳
▼❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❢réq✉❡♥ts ❞é❝♦✉✈❡rts ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ❝❡❧❛
❡st ❞✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❢réq✉❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s s♦♥t r❡❞♦♥❞❛♥ts
♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é
♣❡✉t ♥✉✐r❡ ♦✉ ♠ê♠❡ r❡♥❞r❡ ♣❛r❢♦✐s ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡ t♦✉t❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✉❧t❡r✐❡✉r❡✳
▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❢réq✉❡♥ts ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉❡ à ❧❛
s✐♠✐❧❛r✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡t ✴ ♦✉ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s
❞é❝♦✉✈❡rts ❞✐✛èr❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r str✉❝t✉r❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦✉ ♠ê♠❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲
❣r❛♣❤❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢réq✉❡♥ts ❛✜♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✳
❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ t②♣❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ r❡❞♦♥✲
❞❛♥❝❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛❞r❡ss❡ à ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦ù ❧❛
s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❡st ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡
❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♥♦❡✉❞s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛❞r❡ss❡ à ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♦ù ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱
❡t ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❡st ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✸❉ ❞❡s
♣r♦té✐♥❡s✳ ❈❡ ❝❤♦✐① r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ♣r❡sq✉❡ t♦✉s
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ■❧s s♦♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛
❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❡s
❞♦♥♥é❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✲
✐♥és ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés q✉✐ s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬❛t♦♠❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés✳
❉❡s ❣r❛♥❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣r♦té✐q✉❡s s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ✸❉ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ❣r❛♣❤❡s ♦ù ❧❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥♥❡①✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛rêt❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞✐❡r✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♥t ❢❛✐t ❞✬❡❧❧❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ♠❛
♣❛❣❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❤tt♣✿✴✴❢❝✳✐s✐♠❛✳❢r✴∼❞❤✐✢✐ ♦✉ s✉r ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛r ❝♦✉rr✐❡❧✳
▼♦ts ❝❧és✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ s♦✉s✲
❣r❛♣❤❡ ❢réq✉❡♥t✱ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♥♦♥✲s✉❜st✐t✉é✱
❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡
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