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Résumé Cette these se propose d’obtenir des résultats statistiques sur les zéros non-triviaux
de fonctions L. Dans le cas des fonctions L de formes modulaires, on prouve qu’une proportion
positive explicite de zéros non-triviaux se situe sur la droite critique. Afin d’arriver a ce résultat,
il nous faut préalablement étendre un théoreéme sur les problémes de convolution avec décalage
additif en moyenne de maniere a déterminer le comportement asymptotique du second moment
intégral ramolli d’'une fonction L de forme modulaire au voisinage de la droite critique. Une
autre partie de cette these, indépendante de la précédente, est consacrée a I’étude du plus petit
zéro non-trivial d’une famille de fonctions L. Ces résultats sont en particulier appliqués aux
fonctions L de puissance symétrique.

Mots clés Fonction L, forme modulaire, zéros non-triviaux, proportion, Levinson, probleme de
convolution, décalage additif, moments intégraux, second moment ramolli, théoréme de densité,
plus petit zéro, équation différentielle avec retards.

Statistics on non-trivial zeros of modular L-functions

Abstract The purpose of this dissertation is to get some statistical results related to non-
trivial zeros of L-functions. In the modular case, we prove and determine an explicit positive
proportion of non-trivial zeros lying on the critical line. In order to obtain this result, we need to
extend a theorem on shifted convolution sums on average to be able to determine the asymptotic
behaviour of the mollified second integral moment of a modular L-function close to the critical
line. Independently of these results, we study the smallest non-trivial zero in a family of L-
functions. These results are applied to symmetric power L-functions.

Key words L-function, modular form, non-trivial zeros, proportion, Levinson, shifted convo-
lution sums, integral moments, mollified second moment, density theorem, smallest zero, diffe-
rential equation with temporal shifts.
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Introduction

Le propos de ce travail réside dans 'obtention de résultats statistiques sur les zéros non-
triviaux de fonctions L attachées a une forme modulaire primitive.

Le premier chapitre contient une présentation générale des fonctions L agrémentée d’exemples
fondamentaux qui nous permettent d’introduire des notions et des résultats qui nous seront
nécessaires par la suite. Ce chapitre ne se veut pas étre une présentation exhaustive des fonc-
tions L ni de leurs propriétés mais un intérét tout particulier a été porté dans les choix faits
afin que ces derniers trouvent échos dans les résultats obtenus et les méthodes utilisées dans les
chapitres suivants.

Les chapitres 2, 3 et 4 contiennent les preuves de tous les résultats nécessaires afin d’exhiber
une proportion positive de zéros non-triviaux de fonctions L de formes modulaires primitives se
trouvant sur la droite critique. Ainsi, le deuxieéme chapitre établit une estimation en moyenne
des problemes de convolution avec décalage additif, généralisant un théoréeme de Blomer, et qui
sera essentiel lors du chapitre 3.

Le troisieme chapitre est consacré a ’estimation du second moment ramolli d’une fonction
L de forme modulaire primitive le long de la droite critique et améliore sensiblement un résultat
de Farmer en augmentant la longueur autorisée du ramollisseur. Ce chapitre est également
l'occasion d’obtenir un développement asymptotique du moment intégral d’ordre 2 (non ramolli)
au voisinage de la droite critique.

Utilisant ’expression du moment ramolli d’ordre 2 obtenue lors du chapitre précédent, le
quatrieme chapitre détermine une proportion explicite de zéros non-triviaux des fonctions L
de formes modulaires primitives se trouvant sur la droite critique en appliquant le principe
développé par Levinson dans le cas de la fonction ¢ de Riemann.

Le chapitre 5 est indépendant des précédents. Celui-ci est consacré a ’étude du plus petit
zéro non trivial d’une fonction L générale en utilisant les théoremes de densité relatifs a la
distribution des petits zéros d’une famille de fonctions L. Ces résultats étendent ceux établis
par Hughes et Rudnick pour les fonctions L de Dirichlet, et sont appliqués en particulier aux
fonctions L de puissance symétrique.

Depuis les premiers résultats de Hardy affirmant I’existence d’une infinité de zéros non-triviaux
de la fonction ¢ de Riemann se trouvant sur la droite critique, d’intenses recherches ont été
effectuées afin de préciser ce résultat. Hardy et Littlewood, Selberg, Levinson et Conrey sont a
lorigine des principales avancées dans cette direction, toujours dans le cas de la fonction ¢ de
Riemann, et on sait aujourd’hui que plus de 41% de ses zéros non-triviaux sont situés sur la

xi
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droite critique. Il est naturel de s’intéresser a I’analogue de ces résultats pour d’autres fonctions
L.

Considérant les fonctions L de formes modulaires primitives, on applique alors la méthode
de Levinson basée sur une évaluation du moment ramolli d’ordre 2 le long de la droite critique
en suivant la version simplifiée développée par Young. Au moyen d’une équation fonctionnelle
approchée, on scinde ce second moment ramolli en une partie diagonale d’une part, et non-
diagonale d’autre part. Dans le cas de la fonction { de Riemann, la méthode de Young permet
d’estimer la contribution non diagonale a I’aide de simples intégrations par parties et permet ainsi
d’obtenir rapidement une proportion explicite de zéros sur la droite critique. Malheureusement,
les fonctions L que 'on considere étant de degré 2, les propriétés arithmétiques de ces fonctions
sont plus élaborées et la méthode de Young échoue dans cette situation. L’outil fondamental
pour palier ce probleme sera ’estimation en moyenne de problemes de convolution avec décalage
additif.

Probleme de convolution avec décalage additif en moyenne De tels problemes appa-
raissent lors de la recherche de bornes de sous-convexité et sont, a ce titre, l’'objet de nombreuses
recherches. L’énoncé suivant est une généralisation d’un théoreme de Blomer paru dans [Blo05]
dans lequel f désigne une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau N et de caractere
x dont on note (A¢(n))y>1 la suite des coefficients de Fourier normalisés.

Théoréme A On considére une famille de fonctions gp, : R? — C de classe C*° dont le support
vérifie supp gn C [My,2M1] X [Ma,2Ms] et telle que, pour tous entiers positifs i et j, on ait la
majoration indépendante de h

8i+jgh
oxtoyI
On désigne par (a(h)) une suite compleze et par hy un entier positif relié a la suite compleze
(a(h)) grace a la propriété

(z,y) <ij prgj-

xty!

h
a(h) 750:>h§H, h1|h et <h1,h—> =1.
1

Alors, pour (1 M7 < lo My < A et s’il existe € > 0 tel que
1
max{Pl, P2}2 (€1€2M1M2P1P2)6 ’

alors pour tout réel e strictement positif, on a

H <

H
STahy 3T Apma)Xp(ma)gn(mi,me) < A2hS||a]ly max{Py, P}?
h=1 77’7,1,777,221

€1m1—€2m2:h

A o (h1, l1lo)H
}) !

P+ P _
x ! + 2 + (maX{Pl,Pg h1€1€2

(€1€2M1M2P1P2H)5

uniformément en l1,0e, Py, Po, M1, Mo, H et ||a||, ot 6 désigne ’exposant apparaissant dans l’ap-
prozimation de la conjecture de Ramanujan-Petersson (confer relation (1.2.7)).
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Pour obtenir ce résultat, on utilise la méthode du cercle en construisant une approximation
(au sens L?) de la fonction indicatrice de lintervalle [0,1] construite & partir de combinai-
sons linéaires de fonctions indicatrices de petits intervalles au voisinage de rationnels a grands
dénominateurs. Par ailleurs, les oscillations supplémentaires provenant de la sommation sur le
décalage sont exploités grace a la formule des traces de Kuznetsov qui fournit une décomposition
spectrale pour certaines sommes de sommes de Kloosterman. Chacun des termes issus de cette
décomposition spectrale est estimé au moyen des inégalités de grand crible établies par De-
shouillers et Iwaniec.

Remarques Dans 'article original de Blomer, le théoreme est énoncé lorsque ¢; et fo ainsi
que M; et Ms sont de méme taille, et pour f désignant une forme primitive modulaire ou de
Maa8. Etant donné que les théoremes suivants ne seront énoncés que dans le cas modulaire,
nous n’avons pas généralisé au cas des formes de Maaf. Il ne fait cependant aucun doute que le
théoréme A reste valable dans cette situation. Autrement dit, le théoréeme A prolonge le résultat
de Blomer uniquement dans la situation qui nous préoccupe, & savoir lorsque £1 M7 et f5 My sont
de méme taille dans le cas modulaire.

Il apparait un facteur (%)0 dans la version de Blomer provenant de la contribution des

éventuelles valeurs propres exceptionnelles composant le spectre discret. Celui-ci devrait se trans-

6 6
A £ A
former en ( AP+ Pz)) dans notre théoréme, cependant nous ne retrouvons que <( Pt Pz)) .

Moments intégraux et proportion Le théoreme précédent nous permet ensuite d’estimer la
partie non diagonale du second moment ramolli d’une fonction L de forme modulaire primitive.
La partie diagonale quant a elle, s’étudie en utilisant les propriétés analytiques de la fonction
L de Rankin-Selberg associée a la forme modulaire et en suivant la méthode développée par
Young dans [Youl0]. Le ramollisseur 1) est un polynéme de Dirichlet de longueur 7" défini par
la relation (3.2.3) page 52. Par ailleurs, on introduit une fonction de localisation w & support
compact inclus dans [T/4,2T] et pour laquelle on impose des conditions sur la taille de ses
dérivées (confer relations (3.2.4a), (3.2.4b) et (3.2.4c)). On prouve le théoréme suivant.

Théoreme B Soit f une forme modulaire primitive de poids pair, de miveau sans facteurs
carrés et de caractére trivial. Pour 0 < v < }ljr—gz et pour tous nombres complezes a, B tels que

a,8 < 1/InT avec |a+ | > 1/InT, alors
+oo
/ w(t)L (f, % ta+t it> L (f, % + 8- it) (00 + it)|2 dt = B(0)e(a, B) + O(T(In L)* /)
ot

11—7T"20th) g2
v (a+B)InT dady

cla,p) =1 {Mﬁﬂw /0 1 Pz +u)P(y + u)du]

x=y=0

Ce résultat améliore sensiblement celui de Farmer ([Far94]) ou le méme développement asymp-
totique est obtenu mais pour des v < 1/6 seulement. Dans ce méme papier, Farmer s’intéresse en
particulier aux proportions de zéros se trouvant sur la droite critique et de multiplicité fixée. Bien
qu’il ne I’énonce pas, son résultat permet d’affirmer qu’au moins 1,65% des zéros non-triviaux
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d’une fonction L de forme modulaire primitive se trouve sur la droite critique (voir la sec-
tion 4.2.2). Nous améliorons cette proportion. On désigne par Ny(7T') (respectivement Ny (1))
le nombre de zéros p non-triviaux (respectivement sur la droite critique) de L(f,s) vérifiant
0<S(p) <T.

Corollaire A Soit f une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau sans facteurs carrés
et de caractére trivial. Alors au moins 2,97% des zéros non-triviaux de L(f,s) sont situés sur
la droite critique Rs = 1/2. En admettant la conjecture de Selberg, on augmente ce pourcentage
jJusqu’a 6,93%. Autrement dit,

T—+o0 Nf(T) -

.. Ngo(T) 0,0297 inconditionnellement
lim inf — > .
0,0693 en admettant la conjecture de Selberg.

Sous les mémes conditions que lors du théoreme précédent, la méthode employée fournit
également une estimation du second moment intégral au voisinage de la droite critique. On
montre le théoréeme suivant.

Théoreme C Soit f une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau sans facteurs carrés
et de caractére trivial. Pour tous nombres complezes o, 8 tels que o, < 1/InT, on a

/_J:O (t)L (f, +a+zt> (f, —i—B—zt)dt—af/_:ow(t)lntdt—i- b.f+ﬂ.f1n(2—\/§>‘|@(0)

+0 (|a +BIT(InT)? + T%+9+€)

avec

12N 12N
af = ———L (Sym>f,1) et by = -

9 L' (S m2f, In 2
) ooy ) | g + 1+ 2 -

L (Sym?2f,1) p—|—1

Remarque Ce résultat est significatif des lors que |a + 8] = o(1/InT) et il est nécessaire
d’avoir |a+ 3| = o(1/In?T) afin de ne pas absorber le terme d’ordre T’ dans le terme d’erreur.
En particulier, ce théoréme fournit le corollaire suivant précisant le moment sur la droite critique.

Corollaire B Soit f une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau sans facteurs carrés

et de caractére trivial. On a
toe tvV'N
dt :/ w(t) laf In <2—> + by
o s

[ wofs(stre)
et /OT (f, +zt> bf+af1n<2—\/7z>

Jusqu’a présent, nous avons recherché des résultats sur la répartition des zéros non-triviaux
au sein de la bande critique. Dans le chapitre 5, nous supposons I’hypotheése de Riemann vérifiée
pour n’importe quelle fonction L et nous nous intéressons davantage a la répartition des zéros
sur la droite critique elle-méme. En utilisant leur résultat sur la répartition des petits zéros de
fonctions L de Dirichlet, Hughes et Rudnick ([HR03a]) ont réussi a obtenir des informations
relatives au plus petit des zéros se trouvant sur la droite critique. Nous étendons leurs résultats
a d’autres familles de fonctions L.

2

dt + 0 (T%+9+E)

2

dt = a;TInT + T+ O (T/InT).
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Plus petit zéro d’une famille de fonctions L Pour ce faire, on considére un ensemble
fini F(Q) de fonctions L de conducteur analytique égal & ). On construit la famille associée
en posant F = UQ>1 F(Q) et on suppose '’hypotheése de Riemann vérifiée pour chaque élément
de F. On suppose également établi le théoréeme de densité pour la famille F avec des fonctions
tests ® vérifiant supp ® C [—v; 1] avec v < vmax(F). On désigne par W*[F] la densité de niveau
1 associée a la distribution des petits zéros non-triviaux des fonctions de F. Il se trouve que les
densités identifiées jusqu’a présent s’écrivent toutes sous la forme WG] dont la transformée de
Fourier est donnée par

L —

WIG|(y) = do(y) + gn(y) +e

ou dg est la distribution de Dirac en 0, la fonction 1 est définie sur R par

1 osi |yl <1
ny)=9 5 s |yl=1
0 si |yl >1

et § et € sont donnés par le tableau ci-dessous.

GIUJ O [ Sp|SOT SO~
0 | -1 1 | -1
e|0]1/2] 0] O 1

[«
[a)

Enfin, pour G = Sp, SO ou SO, on considére 'unique entier n > 1 tel que n—1 < vy (F) < n
et on considere I’équation d’inconnue A donnée par

) i ) m\ [dar(k) % 2 T
3 cosfy — kZ:OUk(/\) sin (9)\ — k6§) [% -1+ EBR(]%’):| + ~ kZ:O Uk(X) cos (9)\ — k6§) =0. (%)

Dans cette équation, on désigne par Ui le k-éme polynoéme de Tchebychev de seconde espéce,
les parametres (d,e) sont donnés par le tableau précédent et les parametres 6y, ar ainsi que
Br sont définis dans le lemme 5.3.17 (page 126) et dans la proposition 5.3.3 (page 130). On
prouve le théoreme suivant sur la valeur de la partie imaginaire 7y, du plus petit zéro non
trivial normalisé de L(f,.) dans F.

Théoréme D On a

1

R ) S ()
1 si W*[F] = WU
W (14 =2) si W*F] = W[O]
a1 (14 <5+2€>ﬁm) si. W*[F] = W[Sp], W[SO] ou W[SO™] et vmax(F) < 1
N LY si. W*[F] = W[Sp], W[SO™] ou W[SO™] et vmax(F) > 1

R—vmax(F) /2™
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ot AR est la plus petite solution strictement positive de ’équation (%) qui n’est pas une racine
de UpUp—1 (avec n — 1 < vmax(F) < n) et ou V est définie par

2mx

avec x1 = inf {:17 > 0, tan(2rz) _ 1} ~ 0, 71.

Remarque On représente la fonction définie par le membre de droite du théoréme D, notée
My« 7](Vmax(F)), pour chaque W*[F]. De haut en bas, on a W*[F| = W|[Sp], W*[F] = W[U],
WH*[F] = W[SOT], W*[F] = W[O] et W*[F] = W[SO™].

o]
o8]
o
oe]
oS
o]

0,3+

Courbe rerésentative de vimax(F) = My« 7] (Vmax(F))

Remarque Dans le cas orthogonal, on obtient le développement asymptotique lorsque vyax (F)
tend vers l'infini
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Courbe représentative de V!
Remarque Dans le cas 1 < vyax(F) < 2, on peut simplifier 'équation (x) sous la forme

1—4\2

(0 4 2¢) (sin A(1 — R) — 26\ cos AR)
—[(64+2¢)(1 = R) — 1 +4e][cos A(1 = R) — 26Asin AR — 2A tan O g(sin A(1 — R) — 20\ cos AR)] = 0

1 1 T 1)

De plus, cette relation s’annule toujours pour A = 1/2 qui est une racine de Us.

avec

On applique ces résultats aux fonctions L de puissance symétrique L(Sym” f,s) ou f appar-
tient & I'ensemble H}(q) des formes modulaires primitives de poids pair, de niveau ¢ premier et
de caractere trivial. Des théoremes de densité ont été établis pour ces fonctions L, ainsi que pour
leurs sous-familles composées des fonctions L ot on a imposé le signe de I’équation fonctionnelle
(e(Sym" f) = £1), par Iwaniec, Luo et Sarnak dans le cas r = 1 ([ILS00]) et par Royer et Ricotta
dans le cas général ([RR11]). En posant

1 2
Ulmaz(1,k,00) = 2 et Vi pmae (1, k,0) = <1 — m) 2 sir>2avec 0 = 6_74’

et pour € = £1,

¢ e : 3 .
Vlvmal’(l’ k’,@) =2et Vl,max(r’ k’,@) = inf {Vl,max(ry ]{7,9)7 m} SLT 2 2)

le théoréme D donne

IN

limsup min s V1(2) <0,19

N—+o0 fEH](N)
limsup min 577 < 0,22
N—+oo fEH (N)
limsup min 577 < 0,39
N—+o0 feH, (N)
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ainsi que

2
limsup min Agymrf < —————— V1 <1+ -1 T“—)
q—+oo fEHZ(fI)’Y ym' ot Vl,mam(ra k‘,@) ( ) Vl,mam(ra k‘,@)

g premier

et pour r impair, € = £1,

i : - < 2 v(14 2
imsup min rp1 < —————— e—F—— | .
q—+oo  fEH[(q) VSym f1 VS max (1K, 0) v (r,k,0)

> 1,max
q premier E(Symrf):ti

Etant donné qu’il existe des formes modulaires primitives dont le signe de 'équation fonctionnelle
est égale & —1 pourvu que le niveau soit suffisamment grand (confer proposition 1.1.1 page 4),
on a méme limy_; 400 minfeH:(N) ¥r1 = 0.

Proportion de fonctions L ayant un petit premier zéro En combinant les résultats
statistiques sur la distribution des petits zéros d’une famille de fonctions L et l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, on détecte une proportion de fonctions L au sein d’une famille ayant un
petit premier zéro. Ce phénomene a été exposé par Hughes et Rudnick dans le cas des fonctions
L de Dirichlet, dont la symétrie associée est unitaire. Nous étendons ces résultats a tous les
autres types de symétrie connus a travers I’exemple des fonctions L de puissances symétriques.
En notant wy(f) le poids harmonique associé a une forme modulaire de poids pair, de niveau ¢
et de caractere trivial, on prouve le théoreme suivant.

Théoreme E Soit r un entier strictement positif firé. On suppose I’hypothése de Riemann
vérifiée pour toutes les fonctions L de puissance symétrique d’ordre r.

Sip> mrd 6314 — 24(=1)r7r2 4 91 — 73 + 2v/6/ =7t + 64t + Tr2 + 12 — 24(—1)7 7202
i o
—\ 4 6mirt 4 48(—=1)" 17212 + 96 — 372 — 7t

alors
9 9 4 4 2\ 02 2),.8
o 7216(m? 4+ 3)B* +8r* (9 — 7232 + (3 + 7)1
liminf ) zl--=
;E}-ﬁl—go wq(f) = 6 [r672 — 46821272 + 1652 (—1)7]?
q premier fEH;: (q)
'VSymT'f,ISB

De plus, dans le cas r impair et 0 = £1. Si TL >

N

m[24m2r2(r + 2)2 4+ 4807 (r + 2) + 9 — 2] + 2v/6+/—7% + 24742 (r + 2)2 + Tn2 + 12 + 48072 (r + 2)
24742 (r + 2)2 + 960m2r(r + 2) + 96 — 372 — 74

alors

2 2 4 2 2 2\ R2 2 4 4
(T 3 2r¢(r4+2)*9—m e+ 3)r (r+2
q—+00 Z* 24 2082 + w2 6%r(r + 2) — w2r3(r + 2)3]2
q premier fEHk (q)

e(Sym" f)=c
'?Sym”“f,l SB
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Afin de donner des exemples de ce résultat pour de petites valeurs de r, on représente le graphe
de la fonction de S associée a la borne inférieure de la premiére partie du théoreme E. Sur ces
représentations graphiques, la valeur critique du parametre 3 correspond a la valeur minimale
admise dans I’énoncé du théoreme E.

1 1 1 1

084 08 08 084

De la méme maniére, pour de petites valeurs impaires de r, on représente les bornes inférieures du
théoreme E dans différentes situations : quand il n’y a aucune restriction sur le signe e(Sym” f)
de ’équation fonctionnelle, quand e(Sym” f) = +1 et finalement, quand £(Sym” f) = —1. Tout
d’abord, sir=1:

0 2 4 6 8 10 12 14 16 02 4 6 8 10 12 14 16 02 4 6 8 10 12 14 16

e(Sym'" f) = +1 e(Sym”" f) = +1 e(Sym"f) =—1






Notations

Ensembles

On désigne par N (respectivement Z, Q, R, C) I'ensemble des entiers naturels (respectivement
des entiers relatifs, des nombres rationnels, des nombres réels, des nombres complexes). On note
‘H le demi-plan de Poincaré. On désigne par P I'’ensemble des nombres premiers :

P ={2;3;5;7...}

On note |z] la partie entiere du nombre réel z. On note R(z) (respectivement J(z)) la partie
réelle (respectivement la partie imaginaire) du nombre complexe z.

Arithmétique

Dans ce mémoire, en dehors de la situation des espaces fonctionnels LP, la lettre p désigne
toujours un nombre premier. Si m et n sont des entiers, la notation m|n (respectivement m { n)
signifie que m divise n (respectivement m ne divise pas n). On notera également (m,n) le plus
grand diviseur commun de ces deux entiers.

Par ailleurs, on utilisera le symbole Y * pour désigner une somme pour laquelle I'indice de
sommation parcourt ’ensemble des entiers positifs impairs.

On considérera également les fonctions arithmétiques suivantes. La fonction de Mobius p est
I'inverse de convolution de la fonction arithmétique constante égale & 1. La fonction indicatrice

d’Fuler ¢ est définie par
1
gp(n):nH <1—]—9>.

peEP
pln

v(n) = n}; <1 + %) .
pln

La fonction v est définie par

La fonction nombre de diviseurs 7 est définie par

T(n) = Z 1.

d>1
din

xx1
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Analyse complexe

On note T la fonction Gamma d’Euler et ¢ la fonction zéta de Riemann. Pour un entier N,
on note ¢V la fonction zéta privée des facteurs eulériens associés & N

() = [T (1- )

pS
p|N

On note également e(z) = %™, Pour un nombre réel o, et lorsque cela a un sens, on note
+0o0
/ f(z)dz = f(o 4+ it)idt
(o) —0o0
I'intégrale sur la droite R(z) = o de la fonction f.

Analyse fonctionnelle

La notation I désigne un intervalle ouvert de R. On note C°(I) I'ensemble des fonctions
indéfiniment dérivables sur R & support compact inclus dans I et S la classe de Schwartz.

Pour tout réel p fini et supérieur ou égal a 1, on note LP(I) ’ensemble des fonctions f : R — R
telles que fP soit intégrable sur I. Dans ce cas, on note

Il = [ 1502t "

L’espace L?(I) est muni du produit scalaire

(f,9)12 = /If(t)g(t)dt.

On définit la transformée de Fourier d’une fonction ® de L'(R) en posant

Le produit de convolution de deux fonctions f et g de L?(R) est défini par

fratw = [ Fegtu—o

On note S, (R) 'ensemble des fonctions paires de S dont la transformée de Fourier est & support
compact inclus dans [—R, R] avec 0 < R < v.
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Relations de comparaison

Soient deux fonctions f : C — C et g : C — R*. On écrira aussi bien f <y, g ou f =
Ok,,..(9) s'il existe une constante positive C' dépendant de k, [,... telle que, pour z appartenant
a un domaine explicite ou implicite, on ait

()] < Cy(z).

On écrira parfois g > f en lieu et place de f < ¢. Dans la situation ou, a la fois f < g et
g < f, on notera f < g.
On écrira uniquement f = o(g) s’il est possible d’écrire

ou € est une fonction tendant vers 0 lorsque z tend vers un complexe explicite ou implicite,
éventuellement infini.






Chapitre 1

Fonctions L

1.1 Présentation générale

De par la simplicité de sa définition mais aussi de par la renommée des nombreuses conjec-
tures qui 'entourent, la fonction ¢ de Riemann est incontestablement la fonction L la plus
connue. Cependant, celle-ci ne met pas en évidence certaines notions fondamentales de la théorie
générale des fonctions L. Citons notamment les notions de famille, de conducteur ou de zéro
exceptionnel. Le but des sections suivantes est de présenter une approche générale des fonctions
L tout en l'illustrant d’exemples fondamentaux qui seront réutilisés tout au long de cette these.
La présentation qui est donnée ici correspond au chapitre 5 de [IK04].

1.1.1 Axiomatique

Soit d un entier strictement positif. On appelle fonction L de degré d un produit eulérien
absolument convergeant dans le domaine {s € C,R(s) > 1}, de la forme

d
Lifs) =TI - arsp) ",

peP j=1
ot, pour 1 < j < d, les coefficients ay ;(p) sont des nombres complexes, appelés paramétres
locaux de L(f,s) en p , vérifiant |ay;(p)| < p et ou, excepté pour un nombre fini de nombres
premiers p, H;l:l (1 —ayj(p)p~°) est un polynéme de degré d en p~°. Le produit eulérien peut
alors se développer en une série de Dirichlet

L(f.s) =D Ap(n)n>.

n>1

La fonction n — A¢(n) définit une fonction multiplicative et vérifie en particulier Af(1) = 1.

Par ailleurs, on suppose qu’il existe d’une part un entier ¢(f), appelé conducteur de L(f,s),
vérifiant oy ;(p) # 0 si p{ q(f), et d’autre part un facteur gamma ~(f,s) de la forme

d
(r.s) =TT (252

=1

1



ou les coefficients «;, appelés les paramétres locaur de L(f,s) en Uinfini, vérifient R(k;) > —1
et oll k; est soit réel, soit %; est aussi un parametre local en 'infini. En posant

A(f,8) = a(£)**y(f, s)L(f, s),

le conducteur et le facteur gamma définissent une fonction, appelée fonction complétée de
L(f,s), holomorphe dans le demi-plan R(s) > 1, devant d’une part admettre un prolongement
méromorphe sur le plan complexe en une fonction d’ordre 1 avec des podles au plus en 0 et en 1,
et d’autre part satisfaire une équation fonctionnelle de la forme

A(fv 8) = €(f)A(f, 1- 8)

oil £(f) est un nombre complexe de module 1, appelé signe de I’équation fonctionnelle, et ou f
est un objet dual associé a f vérifiant

Xp(n) = Ap(n), ~(f,s) =~(f.5), a(f) = a(f).

1.1.2 Premiers exemples

On définit sur le demi-plan $(s) > 1 la fonction ¢ de Riemann par

1 1\ !
w-L-1(-5)
n>1 peEP

On trouvera dans [Ten95] la preuve du fait que la fonction ¢ est une fonction L de degré 1 dont
la fonction complétée est donnée par A(s) = 7=%/2I'(s/2)((s), de signe d’équation fonctionnelle
égal & 1 et admettant un pole simple de résidu 1 en s = 1.

La fonction ¢ s’inscrit dans le cadre plus général des fonctions L de Dirichlet dont nous
allons parler maintenant. Soit x un caractére de Dirichlet primitif de module ¢. On lui associe
la fonction, définie pour R(s) > 1,

-1
x(n) x(p)
L) = M T (1- 22
n>1 peEP
Alors L(x,s) est une fonction L de degré 1, de conducteur ¢, de parametre local en l'infini

(1 —x(—1))/2 , dont 'objet dual associé est Y et dont le signe de ’équation fonctionnelle est
relié aux sommes de Gauss par la relation

Aox(-1) E1§m§q X(m)e(m/q)‘

e(x) = —i NG

De plus, la fonction L(x,s) est entiere, excepté dans ’éventualité ou le caractére est trivial,
auquel cas le point s = 1 est I'unique pole, simple, de résidu 1.

L’intérét que 'on porte aujourd’hui aux fonctions L est en partie di aux succes arithmétiques
que ’étude analytique de ces fonctions a permis d’obtenir. Citons, d’une part, la preuve de non-
annulation de la fonction ¢ de Riemann sur la droite R(s) = 1 qui est a l'origine de la premiere
preuve du théoréeme des nombres premiers, et d’autre part, c’est grace a la non-annulation en
s =1 des fonctions L de Dirichlet L(y, s) (pour x non trivial) que ce dernier a réussi a prouver
le théoreme portant son nom sur la progression arithmétique des nombres premiers.




1.1.3 Répartition élémentaire des zéros

On présente dans cette partie les résultats élémentaires concernant les valeurs d’annulation
des fonctions L. La fonction complétée A(f,s) étant méromorphe avec des poles au plus en 0 et
en 1, les poles du facteur gamma ~y(f, s) correspondent a des zéros de la fonction L(f,s). On en
déduit que I’ensemble

d
U {_K’j - 2m7 m e N} \{0}7
j=1

est composé de zéros de L(f,s). On les appelle communément les zéros triviauz. Si 0 n’est pas
un pole de A(f,s) et si 0 est également un parametre local en 'infini de L(f,s), alors on a
aussi L(f,0) = 0. De plus, étant donné que les parametres locaux en des places finies vérifient
laj r(p)| < p, le produit eulérien définissant L(f,s) ne s’annule pas dans le demi-plan s > 1.
Grace a I'équation fonctionnelle, on en déduit que A(f,s) ne s’annule également pas dans le
demi-plan $s < 0. Autrement-dit, les zéros de L(f, s) qui ne sont pas des zéros triviaux, appelés
z€ros non-triviauz, vérifient 0 < s < 1. On appelle bande critique la région du plan complexe
définie par {s € C, 0 < Rs < 1}. De la méme maniére, on appelle respectivement droite critique
et point critique la droite Rs = 1/2 et le point s = 1/2.

Conjecture : Les zéros non-triviaux de L(f, s) sont répartis sur la droite critique.

Dans toute la suite, on désignera par hypothése de Riemann de L(f,s) cette conjecture. Si
cela n’est pas évident, on s’efforcera systématiquement de préciser pour quelle fonction L nous
supposons cette conjecture .

Parmi les zéros triviaux de L(f,s), le sous-ensemble {—x;, 1 < j < d}\{0} peut contenir
des éléments se trouvant dans la bande critique ouverte bien que 'on conjecture que cela ne
soit pas le cas. Cette derniére hypothese est équivalente a la conjecture de Selberg pour L(f,s),
qui prédit que pour tout entier j, on ait Rr; > 0. Notons que L(f,s) peut contenir des zéros
triviaux sur la droite Js = 0.

La conjecture de Selberg pour L(f,s) est également appelée conjecture de Ramanujan-
Petersson en l'infini par analogie avec la conjecture de Ramanujan-Petersson pour L(f,s) qui
stipule que pour tout entier 1 < j < d, on a |ay;| < 1 sip divise ¢(f) et |ay;| =1 dans le cas
contraire. A titre d’exemple, on vérifie aisément que les fonctions L de Dirichlet précédemment
introduites vérifient les conjectures de Selberg et Ramanujan-Petersson.

Détecter des zéros non-triviaux sur la droite critique est un probleme délicat auquel une partie
de cette these est consacrée. Néanmoins, il est une situation dans laquelle une réponse partielle
relative au point critique peut-étre donnée.

On dira que f est auto-duale si I'objet dual f est égal & f, ce qui, en vertu des relations
reliant f & f, revient & dire que les coefficients (A¢(n)) de la série de Dirichlet de L(f,s) sont
réels. On a alors le lemme suivant :



Proposition 1.1.1 Si f est auto-duale alors le signe de l’équation fonctionnelle e(f) est égal
a £1. Par ailleurs, si f est auto-duale et (f) égal a —1 alors L(f,1/2) = 0.

Preuve : En appliquant deux fois I’équation fonctionnelle pour f auto-duale, pour tout nombre
complexe s, on obtient
A(f,s) = e(f)*A(f, 5)-

On en déduit e(f)? = 1, puis e(f) = *1. Etant donné sa définition, le facteur gamma v(f,s)
ne s’annule pas sur son ensemble de définition. Cependant, il se peut que 1/2 soit un pole de
v(f,s). Si tel est le cas, la fonction complete A(f,s) n’ayant pas de pole en 1/2; on en déduit
que 1/2 est un zéro trivial de la fonction L(f,s) au sens ou ce zéro annihile le pole de v. Enfin,
si 1/2 n’est pas un pole de y(f, s), v(f,1/2) est bien défini et est non nul. En évaluant 1’équation
fonctionnelle en s = 1/2 on obtient ainsi, pour f auto-duale, (1 —e(f))y(f,1/2)L(f,1/2) = 0.
D'ou L(f,1/2) =0sie(f) =—1.

O

Citons enfin un dernier résultat alternatif concernant la répartition des valeurs d’annulation
de L(f,s). Bien que ne sachant pas les situer précisément, le principe de 'argument nous permet
de les compter. En désignant par N¢(T") le nombre de zéros de L(f, s) dans la bande critique et
de partie imaginaire comprise entre 0 et 7', et en utilisant le fait que L(f, o + it) soit bornée de
maniére polynomiale ! dans les bandes verticales, on prouve le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 Soit L(f,s) une fonction L de degré d, alors

Ny(T) = g—zlnT—l— %ln <(g7(72d> +O0(nT)

ou le terme d’erreur dépend de f.

On renvoie au théoréeme 5.8 de [IK04] pour trouver la preuve complete de ce résultat.

1.2 Fonctions L associées a une forme modulaire

1.2.1 Formes modulaires

On appelle demi-plan de Poincaré, et on le note H, I’ensemble des nombres complexes de
partie imaginaire strictement positive. Le groupe SLy(Z) agit sur H par homographie. Plus
précisément, pour v dans SLs(Z) et z dans le demi-plan de Poincaré, cette action est définie par

Z_az+b oLy — a b
b ez +d "=\ e a )

Cette action se prolonge naturellement & H U Q U {oco} en posant

g sic#0 . <m) 00 si%z—% . <a b)
00 = [§) | — ) = ou = .
7 oo  sinon 7 n am+bn  ginon 7 c d

cm—+bn

1. Nous reviendrons de maniére beaucoup plus précise sur ce résultat dans la section 1.3.1.



Pour tout entier naturel non nul N, on désigne par I'o(/N) le sous-groupe de congruence de
SLy(Z) défini par

To(N) = {< Z Z > € SLy(Z), N divise c}.
To(N) est un sous-groupe de SLy(Z) = I'y(1), d’indice fini avec
[Co(1); To(N)] = w(N).

On appelle domaine fondamental de T'g(N) tout ouvert Dy(N) de H tel que :
— pour tout z dans H, il existe v dans T'g(V) tel que .z soit dans Dy(N),
— ¢'il existe v dans T'o(N) tel que 2’ = .z avec z et 2’ dans Dy(N) alors z = 2.

On appelle pointe de I'g(N) les classes d’équivalence issues de P'action de I'g(N) sur Q U {oo}.
Pour chaque pointe a, le stabilisateur de a dans I'g(IV) est un groupe monogene dont on considere
un générateur 7,. Il existe une matrice o4 dans SLs(Z) telle que

1 1 1
0q.00=0a et o, Ya0q = 01 )

On étend 'action de SLy(Z) a I'ensemble des fonctions holomorphes définies sur H. Soit &k
un entier positif pair et non nul. Pour une telle fonction f, pour 7 dans SL9(Z) et z dans H, on

pose
b
(FE) = ez + )7 <ij_d> ot 7 = ( .ot ) .

On dit que f vérifie la condition de modularité sur I'g(N) si f|,v = f pour tout élément
du groupe I'g(NV). Pour chaque pointe a de T'g(V), la fonction fy = f|, o4 est une fonction 1-

périodique et holomorphe sur H. A ce titre, la fonction f, admet un développement de Fourier
de la forme

fa(z) = Z fa(n)e(nz).

nez

On dit que f est holomorphe en la pointe a si fa(n) est nul pour tout entier n strictement
négatif. Si f vérifie la condition de modularité sur I'g(/V) et est holomorphe en toutes les pointes
de I'g(N), on dit alors que f est une forme modulaire de poids k, de niveau N et de caractére
trivial. Si de plus les coefficients de Fourier fa(O) sont nuls en chaque pointe a de T'o(N), on dit
que f est une forme parabolique de poids k, de niveau N et de caractére trivial.

On désigne alors par Si(N) 'ensemble des formes paraboliques de poids k, de niveau N et
de caractere trivial. Il s’agit d’un espace vectoriel de dimension finie sur lequel on définit un
produit hermitien, appelé produit scalaire de Petersson, en posant

—— . dxzd )
(f,o)n = / f(2)g(z)y" $2y avec z = x + iy
Do(N) Y

et oit Dy(N) désigne un domaine fondamental de T'o(V).



1.2.2 Opérateurs de Hecke

Pour tout entier n strictement positif, on définit le n-ieme opérateur de Hecke T,, sur Si(IN)

en posant
d—1

ad=n b=
(a,N)=1

On pourra se référer a [Iwa97] pour trouver les preuves des résultats énoncés ci-apres. Les
opérateurs de Hecke sont des endomorphismes de S (V) et vérifient la relation de multiplicativité

TnTh = Z dk_len/Cp pour m,n > 1,

dlmn
(d,N)=1

ou de maniere équivalente

Ton = Z /L(d)dk_le/dTn/d

d|(m,n)

(d,N)=1
En particulier, les opérateurs de Hecke commutent deux & deux. Par ailleurs, pour (n, N) = 1,
T, est un opérateur autoadjoint de Sk(N) muni du produit scalaire de Petersson. On en déduit
qu’il existe une base orthonormale de Si(NN) formée de vecteurs propres de tous les opérateurs
de Hecke T, tels que (n, N) = 1.

Une forme de Hecke est une forme parabolique qui est vecteur propre de tous les opérateurs

de Hecke T, avec n premier au niveau N. Une telle forme f admet un développement en série
de Fourier de la forme

F(2) =3 0" f(n)e(nz)

k—1
et pour laquelle on note n 2 Af(n) la valeur propre qui lui est associée pour T}, (n premier a
N). Cet opérateur étant autoadjoint, on en déduit que pour tout entier n non nul et premier a
N,on a

f(n) = Ap(n)f(1).
En particulier, si f (1) est non nul, les coefficients de Fourier (normalisés) et les valeurs propres
normalisées sont égaux a une constante multiplicative pres.

Jusqu’a présent, nous avons toujours la contrainte d’étre premier au niveau qui apparait
lorsque I'on parle de forme de Hecke et on aimerait s’en affranchir et ainsi disposer d’une base
orthonormée composée de vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke. Dans ce cas, on
aurait f (n) = Af(n) f (1) quelle que soit la valeur de n, et en particulier, f (1) devrait étre non
nul sous peine de considérer f nulle. On pourrait alors identifier valeurs propres et coefficients
de Fourier comme nous ’avons remarqué précédemment. A cette fin, on introduit la notion de
formes anciennes et nouvelles. L’espace des formes anciennes de niveau N, noté S{(N) est défini
par
N

SE(N) = Vect {z — f(dz); N’|N,d|ﬁ,

Q#1, fe &(N/N’)}



et I'espace des formes nouvelles par rapport a N, noté SP'(N), est 'orthogonal de Sj(N) dans
Sk(N), autrement dit,
SE(N) = SE(N)*.

Ces deux espaces sont stables par tous les opérateurs de Hecke T}, avec n premier au niveau. On
appelle forme primitive une forme de Hecke qui est nouvelle et qui vérifie f (1) = 1. L’ensemble
des formes primitives forme une base orthogonale de S};'(N). Sur I'ensemble des formes nouvelles,
la contrainte d’étre premier au niveau devient inutile. Autrement dit, une forme primitive est
vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke, et en particulier, vérifie f (n) = Ag(n) pour tout
entier strictement positif.

La relation de multiplicativité des opérateurs de Hecke précédemment énoncée donne alors,
pour tous entiers m et n strictement positifs,

Amrn) = 3 A (%) , (1.2.1)

et Ap(mn) = Z p(d)Ay (%) Af <%) . (1.2.2)

On appelle involution de Fricke I'opérateur W défini sur Si(N) par

Wf(z)=N"F2kf (-J\%) .

On montre que W est un endomorphisme de Si(N) et que W est une involution de Si(N) (ie
W? = id). Par ailleurs, les formes primitives sont des vecteurs propres de I'involution de Fricke
et les valeurs propres associées sont des nombres complexes de module 1. Ainsi, pour toute forme
nouvelle f, il existe un nombre complexe n¢(NN) tel que

Wf=nsN)f avec |ns(N)| =1.

L’involution de Fricke appartient a la classe plus grande des opérateurs d’Atkin-Lehner et pour
lesquels les formes nouvelles sont des vecteurs propres (voir [AL70]).

1.2.3 Fonctions L de forme modulaire

Dans toute la suite, f désigne une forme primitive de poids k pair, de niveau N et de caractere
trivial. On note x le caractere principal modulo N. On désigne par af(p) et Bf(p) les racines
complexes de I'équation X% — A\¢(p)X + xo(p) = 0.

On définit la fonction L associée a une forme primitive en posant

n>1 pEP pEP



Grace aux travaux de Deligne (voir [Del74]), cette série de Dirichlet et ce produit eulérien
convergent absolument dans le demi-plan $s > 1. Il s’agit d’une fonction L auto-duale de degré
2 qui se prolonge en une fonction entiere et dont la fonction complétée est donnée par

M 5| 54 k+l
A(f,s) = (ﬂ) r( +22 )r( +22 )L(f,s). (1.2.3)

s

Le signe de I’équation fonctionnelle vérifiée par A(f,s) est relié a I'involution de Fricke par la
relation

e(f) = i*np(N).

Enfin, L(f,s) vérifie clairement la conjecture de Selberg et grace aux travaux de Deligne cités
précédemment, vérifie également la conjecture de Ramanujan-Petersson telle qu’elle est énoncée
dans la section 1.1.3.

Lorsque le niveau est sans facteurs carrés, on définit la fonction L de carré symétrique d’une
forme primitive f de Si(N) pour £s > 1 en posant

st = [ (1-22F) " (1- 22000) (1202

oeP p° p® p®

-y M

n>1

Il est prouvé (voir [Shi75]) que L(Sym?2f, s) est une fonction L auto-duale de degré 3 se prolon-
geant en une fonction entiere, de signe égal & £(Sym?f) = 1 et dont la fonction complétée est

donnée par
N \° . [s+1 s+k—1 s+k
2 _
A(Symf,s)-(w?’m) F( 5 )F( 5 )F( 5 >

Il est également une fonction dont les propriétés analytiques nous seront essentielles et qui
est attachée aux fonctions L de forme modulaire et aux fonctions L de carré symétrique. On
définit la fonction de Rankin-Selberg

L(f x f.5) =[] <1 - O‘f(p)2>_l <1— M>_2 (1— M>_l (1.2.4)

o o p®

(1.2.5)

On en déduit la relation
L(f x f,8) = ¢CN(s)L(Sym? . 5).

L(f x f,s) se prolonge ainsi sur le plan complexe avec un poéle simple en s = 1, de résidu

p|N b



1.2.4 Fonctions L de puissance symétrique

La construction des fonctions L de puissance symétrique permet d’obtenir des fonctions L
de n’importe quel degré d > 2 a partir d’une forme primitive. Ces résultats sont établis pour de
petites valeurs de r et nous les supposerons vrais par la suite.

Soit 7 un entier strictement positif et f une forme primitive de poids k pair, de niveau ¢
premier et de caracteére trivial. Pour s > 1, on définit la fonction L de puissance symétrique
d’ordre r associée a f par le produit eulérien absolument convergeant

L(Sym” f,s) = HH( +()>1.

peP i=0

. <3+ W) - <s+ 14 (2a+1%(k—1)>
2 2 ?
0<a<(r—1)/2
et pour r pair

A(Symrf,s):<ﬂg—;>8/2f(§) 11 F(Wﬁ(sﬂfwl))_

1<a<r/2

On pose, pour r impair,

qr 8/2
A(Sym' f,s) = (m)

On remarque d’ores et déja que les cas r = 1 et r = 2 correspondent respectivement aux fonctions
L de formes modulaires primitives et aux fonctions L de carré symétrique pour lesquelles les
propriétés relatives aux fonctions L ont déja été énoncées. Dans toute la suite, on supposera
que :
— la fonction complétée se prolonge en une fonction entiere d’ordre 1 sur le plan complexe,
— la fonction complétée vérifie I’équation fonctionnelle

A(Sym’ f.5) = e(Sym” f)A(Sym" f,1 - 5)

avec e(Sym” f) = 1 lorsque r est pair et

T 2 T
e(Sym'"f) = nf(q)i( ) (=14 pour r impair.

Avec ces hypotheses, L(Sym” f, s) est une fonction L de degré r + 1. Suite aux travaux de Kim
et Shahidi (voir [Kim03], [KS02a] et [KS02b]), nous savons que ces suppositions sont également
vérifiées dans les cas r = 3 et 4. Pour de plus grandes valeurs de r, nous ne disposons que de
résultats partiels. On pourra consulter [RR11] et [CMO04] pour trouver davantage d’informations
relatives aux fonctions L de puissance symétrique.

1.2.5 Formes de Maaf

Considérons une fonction f définie sur le demi-plan de Poincaré f : H — C. Pour tout
élément ~ de I'g(N), nous avons déja considéré l'action

b
fm<z>=f(fjjjd> ol 7 = <fj Z)
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Supposons N = 1 quelques instants. Il est naturel de chercher les fonctions invariantes sous
l'action de I'g(IN). Si 'on considere I'action sur 'ensemble des fonctions holomorphes sur #,
I’ensemble des invariants est restreint a la fonction nulle. Afin d’obtenir un résultat non-trivial,
il nous faut modifier quelques hypotheses. La premiére solution consiste & modifier I'action |g
de T'g(N). C’est le point de vue adopté dans la section précédente et qui est a l'origine de la
théorie des formes modulaires en considérant les actions |,. La deuxiéme solution consiste a
modifier ’ensemble des fonctions sur lequel agit T'o(N). C’est le point de vue qui est esquissé
dans cette section. Ainsi, nous modifions ’espace des fonctions holomorphes en I’ensemble des
fonctions réelles analytiques sur H. Par ailleurs, les fonctions holomorphes étant harmoniques,
on imposera également une condition portant sur le Laplacien. Pour toute cette section, nous
nous référons a [IK04], [DFI02], [Sel56] et [BKO0S].
Soit N un entier strictement positif et soit Ag le Laplacien donné par

0? 0?
Ag = + =
-7 <<9 dy?
On s’intéresse aux fonctions propres de Ag qui, de fait, sont des fonctions réelles analytiques étant

donné les propriétés des opérateurs elliptiques. On note alors par A, 1’ensemble des fonctions
définies sur H, invariantes sous l’action |y et vecteur propre de Ay de valeur propre A = s(1—s).

As={f:H—>C, flo7 = f pour tout v dans I'g(V) et Aof =s(1—s)f}.

On considere également L?(Tg(N)\H) I'espace des fonctions f invariantes sous l’action de T'o(N)
de poids 0 et telles que (f, f)n soit fini. Muni du produit scalaire de Petersson, L?(To(N)\H) est
un espace de Hilbert. Par ailleurs, on peut prolonger Ay en un opérateur autoadjoint et positif
sur L2(To(N)\H) qui, par ailleurs, admet une base composée de vecteurs propres de Ag.

Les premiers exemples d’éléments de Ag sont donnés par les séries d’Eisenstein qui ne sont
pas de carré intégrable. A chaque pointe a de T'g(IV), la série d’Eisenstein de niveau N, de poids
0 et de caractere trivial est définie pour Rs > 1 par

Bal(z,5) = > (S(oz1y.2))°

€T (N))a\T'o(N)

ou (I'g(IN)), désigne le stabilisateur de a, et s — FEq(z, s) se prolonge en une fonction méromorphe
sur C. Alors, pour tout sy qui n’est pas un pole de s — FEq4(z,s), la fonction z — FEq4(z,sg)
appartient a Ay, et admet le développement en série de Fourier de la forme

2
)Pa(So,O)yl S°+ \/_ Z| o~ %pa(so,m)K50_1/2(277|m|y)e(mx).

Ea(z, 50) = 0o (a)y™ + V7 <( -
m;ﬁO

Pour toute fonction lisse & support compact ¢, on associe & chaque pointe a une fonction
appelée série d’Eisenstein incomplete et définie par

Eq(z,7) = Z P (S(a;ly.z)) )

€T (N))a\To(N)
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On pose alors E(T'g(IN)\H) 'adhérence, pour la norme associée au produit scalaire de Petersson,
de l’espace vectoriel engendré par les séries d’Eisenstein incompletes. De plus, on considere
I'orthogonal de &(To(N)\H) dans L?(T'o(N)\H) que I'on note L3(To(N)\H) et que I'on appelle
ensemble des formes de Maafl de poids 0, de niveau NN et de caractere trivial. Si u est une forme
de Maafl dont la valeur propre associée est A = s(1 — s), elle admet un développement en série
de Fourier de la forme

w(z) = i 3 pm)K 1 o(2x|ml)e(ma). (1.2.6)

m#0

En posant s = 1/2 +ir, on obtient A\ = 1/4 4+ r2. A étant un opérateur autoadjoint positif, ses
valeurs propres sont réelles et positives. Plusieurs cas peuvent alors se produire :
— Soit r est réel, auquel cas s = 1/2 et

A>1/4.
— Soit r = +i/2, auquel cas s=0ou s =1 et
A=0.

La forme de Maafl u est alors une forme modulaire parabolique de poids 0, de niveau N
et de caractére trivial, ie f appartient a So(V).
— Soit 7 est un imaginaire pur tel que 0 < |(r)| < 1/2 auquel cas

0<A<1/4.

De telles valeurs propres sont appelées valeurs propres exceptionnelles, il y en a un nombre
fini et 'on conjecture qu’il n’en existe pas. C’est la conjecture de Selberg.

Toute la théorie des opérateurs de Hecke (qui, par ailleurs, commutent avec le Laplacien)
pour les formes modulaires paraboliques s’étend & I'espace L3(I'o(N)\H) des formes de Maaf. On
obtient ainsi un espace des formes de Maafl nouvelles qui admet une base orthogonale composée
de vecteurs propres de tous les opérateurs de Hecke. Les éléments de cette base sont appelés
formes de Maafl primitives auxquelles nous savons également associer une fonction L a partir
des coefficients de leur développement en série de Fourier. Pour ce faire, si u est une forme de
Maaf} primitive s’exprimant sous la forme (1.2.6), on pose

n 1\*
L(U’S)ZZ%:H<1_%+I§> .

n>1 peEP

Il s’agit d’une fonction L de degré 2, de conducteur N, dont les parametres locaux en l'infini
sont £ir ou s = 1/2 + ir. Ainsi, la conjecture de Selberg pour les fonctions L correspond bien
a la conjecture de Selberg relative aux valeurs propres associées aux formes de Maafl que nous
venons d’énoncer.

A la différence du cas modulaire, la conjecture de Ramanujan-Petersson n’est pas encore
prouvée dans le cas des formes de Maafl primitives. En notant a(p) et 3(p) les racines complexes
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de Iéquation 1—p(p) X +X? = 0, suite aux travaux de Kim, Shahidi et Sarnak ([Kim03],[KS02a]),
nous disposons actuellement de la borne

la(p)|, |B(p)| < p? avec § =7/64, (1.2.7)

ce qui correspond a l'inégalité

1.2.6 Structure des fonctions L

Jusqu’a présent, nous avons illustré la notion de fonction L a travers les exemples de la
fonction ¢ de Riemann, de fonctions L de Dirichlet et de fonctions L de formes primitives
(paraboliques ou de Maaf}). Remarquons par ailleurs que le produit de fonctions L est encore une
fonction L. Ces exemples sont fondamentaux dans le sens ou, selon le programme de Langlands,
une fonction L générale se décompose comme produit de fonctions L que 'on pourrait qualifier
de primitives au sens ou elles seraient indécomposables. Les fonctions L primitives de degré 1 se
trouvent alors étre la fonction ( et celles associées aux caracteres de Dirichlet primitifs. Quant
aux fonctions L primitives de degré 2, elles correspondent aux fonctions L de formes modulaires
primitives (quitte & rajouter un caractére dans la définition) et aux fonctions L de formes de
Maafl primitives. Pour un degré d quelconque, on imagine que ces fonctions primitives sont celles
associées a des formes automorphes cuspidales de GL(d)\Q. A ce propos, on pourra consulter
[BKO8|.

Selon cette philosophie, la fonction ( de Riemann est la seule fonction primitive a posséder
un pole en s = 1 (et ce en raison de la divergence de la série harmonique). Aussi, pour une
fonction L(f,s) générale admettant un pdle d’ordre v en s = 1, la valuation de cette fonction
en ( serait égale a v.

Ainsi, les fonctions L associées aux courbes elliptiques de conducteur N sont égales & des
fonctions L de formes modulaires primitives de So(T'g(N)) (voir [Wil80] et [BCDTO01]).

De la méme maniere, soit K = Q(v/—D) un corps quadratique imaginaire (D sans facteurs
carrés et D = 3[4]). On note O 'anneau des entiers algébriques sur K. A un caractere ¢ du
groupe des classes de K prolongé trivialement sur les idéaux principaux, on associe une fonction
L en posant

L) =Y (‘j’v(j))

ou la somme porte sur les idéaux a non triviaux de Ok dont la norme est notée Na. Notons
Xp le caractére défini par le symbole de Legendre xp(n) = (#) Si ¥ n’est pas le caractere
trivial, L(v, s) est la fonction L d’une forme modulaire de poids 1, de niveau D et de caractere
XD- Si 1 = 1) est le caractere trivial, L(s, 1) est le produit de la fonction ¢ de Riemann par la
fonction L de Dirichlet L(xp,s). De ce fait provient une égalité fondamentale quant au cardinal
du groupe des classes de K.
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1.3 Taille des fonctions L

1.3.1 Ordre de grandeur

Dans cette section, L(f,s) désigne une fonction L quelconque de conducteur ¢(f). Dans les
applications, nous avons besoin de connaitre une borne de L(f, s) lorsque s varie mais également
lorsque f varie dans un ensemble “naturel”. Les informations sur f sont également portées par
son degré et par ses parametres locaux en l'infini. A cette fin, en complément du conducteur
q(f) que lon qualifie de conducteur arithmétique, on introduit un nouveau conducteur q(f, s),
appelé conducteur analytique, défini par

d
q(f H |s + K| +3).

A titre d’exemple, lorsque f est un caractere de Dirichlet primitif modulo ¢, noté y, on a
q(x,s) =< q(1 + |s|). De méme, en utilisant la formule de Stirling, lorsque f est une forme
primitive de poids &, de niveau N et de caracteére trivial, on a q(f,s) < k2N (1 + |s|?).

Gréce aux propriétés de convergence de la série de Dirichlet définissant L(f, s) pour traiter
le cas Rs > 1, de la formule de Stirling et de ’equation fonctionnelle pour le cas s < 0 et
grace au principe de Phragmen-Lindel6f pour s dans la bande critique, on montre que L(f,s)
est bornée de manieére polynomiale dans les bandes verticales. Ceci permet de définir pour tout
réel o, la fonction

pu(f,o) =inf{v >0, |L(f,0 +it)| < q(f, o +it)"}.

La preuve esquissée précédemment montre en réalité de maniere plus précise que

- u(f,o)=0si0>1,

— pu(f,o)=3—-0sio <0,

— la fonction o — u(f,o) est convexe.
En particulier, nous en déduisons que pour 0 < ¢ < 1 on a l'inégalité u(f,o) < 1_70, ou de
maniére équivalente, que l'on a u(f,1/2) < 1/4. On appelle borne de converité cette majoration
en raison de la maniére dont elle est obtenue. L’hypotheése de Lindeléf pour L(f,s) prédit la

valeur exacte de la fonction u(f, o) dans la bande critique. Elle conjecture 1'égalité

L L _osio<1/2
M(f70-):max{§_o-70}:{2 .O-SIO'_ /7

Osioc>1/2

ce qui revient au méme que de conjecturer pu(f,1/2) = 0. On appelle alors borne de sous-convexité
n’importe quel résultat prouvant u(f,1/2) < 1/4.

Dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, pour tout € > 0, la borne de convexité est donnée
par ¢ ( + Zt) < ti%€ et est notamment améliorée par le résultat de sous-convexité de Huxley
([Hux05])

¢ <% +z‘t> < 205t
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Etant donné que le conducteur analytique encode différents aspects de la fonction L, dans la
pratique les bornes de sous-convexité obtenues ne sont pas les mémes en fonction de 'aspect
considéré. Ainsi, pour les fonctions L de caractere de Dirichlet modulo ¢, la borne de convexité
est donnée, pour tout € > 0, par

L(x, 1/2 + it) <. (q[t))i*.

La majoration de Burgess ([Bur63]) donne une borne de sous-convexité uniquement par rapport
au module du caractere. Précisément, pour tout caractere y modulo ¢ non principal et pour tout
€ strictement positif, on a

L(x,1/2 + it) <z g1

et la dépendance en t est polynomiale mais moins bonne que celle donnée par la borne de
convexité. Heath-Brown ([HB80]) a obtenu une borne de sous-convexité a la fois par rapport au
module et par rapport & ¢, en prouvant

L(x,1/2 + it) < (glt]) T+,

Pour les fonctions L associées & une forme primitive f de poids k, Ele niveau N et de caractere
trivial, la borne de convexité est L(f,1/2 +it) < (k?N|1/2 + it|?)3 "¢, Dans le t-aspect, Good
([Goo82]) a obtenu la borne de sous-convexité

L(f,1/2 + it) <.y t/3(Int)?/S. (1.3.1)

Cette borne a été étendue par Jutila et Motohashi ([JMO05]) en considérant simultanément le
poids k et le parametre s. Ils prouvent

L(f, 1/2 + Zt) <<N75 (k + ‘t‘)l/?ﬁ-s.

Le probleme de sous-convexité est également résolu pour ces fonctions par rapport au niveau.
Dans [DFI94], Duke, Friedlander et Iwaniec obtiennent la majoration

L(f,1/2+ it) <pye N2 Te

A ce sujet, on pourra également consulter [DFI02] et[BHMO7a]. Enfin, dans [MV10], Michel et
Venkatesh résolvent le probleme de sous-convexité pour les fonctions L de formes modulaires et
de formes de Maafi primitives. En particulier, ils prouvent qu’il existe 6 > 0 tel que

L(f,1/2+it) < (k2N|t|2)1/4—5‘

Les résultats de sous-convexité ont de nombreuses applications en théorie des nombres. On
pourra consulter le trés complet [Mic07] & ce propos. Nous nous contenterons de donner une
application relative aux zéros non-triviaux simples de la fonction L associée & la fonction A de
Ramanujan. En posant ¢ = e(z), celle-ci est définie par

Alz) =¢ H (1-¢")* = ZT(n)e(nz).

n>1 n>1



15

On trouvera dans [Ser77] la preuve du fait que A est une forme parabolique de poids 12 et de
niveau 1 (et donc primitive car 7(1) = 1 et S12(1) est un espace vectoriel de dimension 1). En
utilisant la borne de sous-convexité de Good dans le t-aspect précédemment citée, Conrey et
Gosh ([CG88]) ont montré que L(A,s) possédait une infinité de zéros simples dans la bande
critique. Plus précisément, pour tout e strictement positif et en notant NX(7') le nombre de
zéros simples dans la bande critique et de partie imaginaire comprise entre 0 et T', ceux-ci ont
établi la minoration
N(T) >, T5™*.
Par ailleurs, toute amélioration de la borne de sous-convexité de Good améliorerait cette mi-

noration. D’autres résultats sur les zéros simples de fonctions L de formes modulaires existent,
nous y reviendrons dans le chapitre 4.

1.3.2 Région sans zéro

Pour la fonction ¢ de Riemann, nous disposons assez facilement d’une région sans zéro au
sein de la bande critique 2. Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.3.1 [l existe une constante positive c¢ telle que ((o + it) ne s’annule pas dans la
région du plan complexe définie par l'inégalité
c
c>1l— ———.
- In(2 + [¢])

On trouvera la preuve de ce résultat dans [Tit86] par exemple. Ce résultat se généralise aisément
a d’autres fonctions L mais il apparait alors un phénomene que la fonction ¢ ne met pas en
évidence : le zéro exceptionnel. Ainsi, pour les fonctions L de caractere de Dirichlet, le résultat
précédent se généralise sous la forme suivante dont on trouvera la preuve dans [Ten95].

Théoreme 1.3.2 Il existe une constante positive c telle que pour tout caractére de Dirichlet
modulo q primitif x, L(x,o + it) s’annule au plus une fois dans la région du plan compleze
définie par l'inégalité
c
c>1l—————.
In(q(2 + [¢]))

De plus, I’éventuel zéro est réel, simple et n’existe qu’au plus pour un seul caractére réel.

On trouvera dans [IKO04] (théoreme 5.10) un énoncé général concernant une région sans zéro
pour une fonction L au sens ou nous 'avons défini en début de chapitre. Nous nous contentons
ici d’énoncer le résultat relatif a la fonction de Rankin-Selberg L(f x f, s) associée a une forme
primitive f et dont nous aurons besoin au cours du chapitre 3.

Théoreme 1.3.3 Soit f une forme primitive de poids k, de niveau N et de caractére trivial.
Il existe une constante c strictement positive telle que L(f x f,o + it) ne s’annule pas dans la
région du plan complexe définie par l'inégalité

o=1- (kN2 + 1))

2. On sait également déterminer numériquement que ¢ ne s’annule pas dans des rectangles de sommets 1/2+ €,
1, 1+iK et 1/2+ €+ iK avec € petit, K dépendant de € et bien évidemment borné. Dans sa preuve de la version
faible de la conjecture de Goldbach, Helfgott utilise de telles régions sans zéro.



16

Ce résultat correspond au théoreme 5.44 de [IK04]| auquel on pourra se référer pour en trouver
la preuve. Cependant, celui-ci y est énoncé avec l'existence d’un éventuel zéro exceptionnel.
Néanmoins, comme Iwaniec et Kowalski le font remarquer, grace aux travaux de Banks ([Ban97]),
cet éventuel zéro exceptionnel n’existe pas pour les fonctions L de Rankin-Selberg d’une forme
primitive.

Dans la suite, nous travaillerons avec de telles fonctions L dans la région sans zéro énoncée.
Nous aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 1.3.1 Il eziste une constante ¢ strictement positive telle que l’on ait, pour |t| > 3
eto >1—c/In(t),

1
In [¢].
L~ form <M
Preuve : La preuve de ce résultat reproduit celle que I'on trouvera dans [Ten95] pour la fonction ¢
de Riemann et utilise la formule du produit de Hadamard (voir [IK04], théoreme 5.6). Cependant,
en notant (Asy¢(n)) la suite définie par

(X 8) = Aps()
T fis) ~ 2w

)
n>1

nous avons besoin de savoir que ces coeflicients sont réels et positifs, ce qu'un calcul rapide donne
immédiatement.

(ar(®) + Br(p)") Imp  sin=yp,

0 sinon.

Afpxy(n) = {

1.4 Fonctions L et matrices aléatoires

L’existence d’un lien profond entre les zéros non-triviaux d’une famille de fonctions L et
les angles propres de matrices aléatoires a été mis en évidence par les travaux de Montgomery
([Mon73]). La notion de famille de fonctions L n’est pas bien définie mais par la, nous désignons
un ensemble de fonctions L associées a des objets f de méme nature. Ainsi, pour une famille de
fonctions L naturelle, nous sommes en mesure de lui associer un groupe compact de matrices.
L’objet de cette section est de présenter cette philosophie et quelques résultats que ’'on peut en
tirer. Nous y reviendrons lors du chapitre 5.

1.4.1 Familles de fonctions L et conjecture de densité

Considérons une famille naturelle F de fonctions L pour lesquelles nous supposerons que ’hy-
pothese de Riemann est vérifiée. On ordonne cette famille & I’aide du conducteur analytique qy =
q(f,0). Ainsi, nous avons des sous-ensemble F(Q) définis par F(Q) = {L(f,s) € F, qr = Q}.
Chaque zéro py de L(f,s) sur la droite critique R(s) = 1/2 pouvant s’écrire sous la forme

pf = % + iyf, nous posons py = % +iyy ou yy = ’yflr;% est appelé zéro normalisé.
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Afin d’étudier la distribution des petits zéros de L(f, s), pour chaque fonction test ® appar-
tenant a S, (R), on définit

D[®](f) = (%)
Ty

ou la somme porte sur les parties imaginaires des zéros normalisés comptés avec multiplicité.
L’ensemble F(Q) peut étre vu comme un espace probabilisé associé a la tribu composée de
tous les sous-ensembles et équipé de la mesure de dénombrement pz ). Vu sous cet angle, la
fonction D[®] est une fonction mesurable définie sur F(Q). Cependant, nous ne sommes pas en
mesure de déterminer le comportement asymptotique de D[®](f) pour une seule fonction L. Pour
palier cette insuffisance et obtenir des résultats significatifs, nous devons aborder ce probleme
en moyenne et considérer toute une famille de fonctions L. C’est pourquoi on définit la densité
de niveau 1 comme étant ’espérance de la variable aléatoire D[®] :

Er(Dle]) = = Y D[|(),
L(f,s)eF(Q)

On définit également la variance de D[®] par

Dl)(f) - —— 3 D@|(f)

Vr(@(DI#) = B((D[@]-Er(q)(DB)P) = = 3 70
L(f,s)eF(Q)

].'
F Q) L(fs)eF(Q)

On cherche alors a déterminer le comportement asymptotique de Ez(q)(D[®]) et Vr ) (D[®])
quand @ tend vers l'infini. La conjecture de densité prédit

o -
S, 2, - [ ewiFwa

ou W[F] est une fonction de densité ne dépendant que de F.

Les exemples principaux que l'on considérera sont les familles de fonctions L associées a
des caracteres de Dirichlet et les familles de fonctions L de puissance symétrique. On note G(q)
I’ensemble des fonctions L associées & des caracteres de Dirichlet primitifs modulo ¢ et on définit
alors la famille G en posant

g =JS().

q>1

De plus, on désigne par Hj(q) ’ensemble des formes primitives de poids k pair et de niveau ¢
premier. Soit r un entier strictement positif. Soient

H,(q) = {L(Sym"f,s), f € H;(q)}

et pour r impair,
Hy-(a) = {L(Sym"f,s), f € H}(q) et e(Sym" f) = £1}.

On définit les familles de fonctions L de puissance symétrique en posant

Hy = U H,(q) et H;t: U ’H;t(q).

q premsier q premier
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D’une maniere générale, afin d’estimer la densité de niveau 1, on transforme la somme sur les
zéros normalisés en une somme sur les nombres premiers. Malheureusement, nous ne sommes
capable d’évaluer ces sommes que lorsque le support des fonctions tests est petit. Il en résulte
que les théoremes de densité existants ne sont établis que pour des fonctions tests appartenant
A Sppax(F) (R) avec vipax(F) fixé. Actuellement, la valeur maximale de vyax(F) existante est 2
suite aux travaux de Iwaniec, Luo et Sarnak ([ILS00]), dans le cas des fonctions L de formes
modulaires, alors que la conjecture de densité ne prédit aucune restriction de support.

Parfois, il est préférable d’utiliser la mesure harmonique en lieu et place de la mesure de
dénombrement et cela pour des raisons purement techniques. Cela est le cas par exemple, pour
les fonctions L de puissance symétrique. Plus précisément, pour un sous-ensemble A de H,(q),
on pose
I'k—1)

W= S ) o )= e

L(Sym~ f,s)€A

ainsi que

E% D2 = D w(f)D@)(Sym’f)
feH(q)
et Vi D) = 3 w() [Dlal(Sym ) ~ By, (D))
fEH(q)

Par ailleurs, pour r impair et A un sous-ensemble de H,jF(q), on pose

Hep@=2 3wl

L(Sym™ f,s)eA

ainsi que

Eje,(DR) =2 > w,(f)D@](Sym"f)

feH (q)
e(Sym" f)=+1

co@eh=2 Y () [DlalSym ) - Bl )]
fEH (q)
e(Sym" f)==+1

En réalité, cette mesure harmonique n’est pas une mesure de probabilité mais elle I'est asymp-
totiquement. En fait, grace a la formule des traces de Petersson ([RR11], proposition 2.2) d’une
part, et grace a l'expression conjecturée précédemment quant & la valeur du signe e(Sym” f)
d’autre part, nous avons

. . 1
qEToo Z we(f)=1et qEToo Z we(f) = 3 (1.4.1)
q premier fEH,:(q) q premier fEH,:(q)

e(Sym” f)==£1
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1.4.2 Matrices aléatoires et théoréemes de densité

Jusqu’a présent, parmi toutes les familles de fonctions L pour lesquelles la conjecture de
densité a été mise a I'épreuve (citons [ILS00], [FI03], [HR03a], [RR11] ou [Mil04]), seules cing
densités W[F] différentes sont apparues et il est remarquable que les densités obtenues corres-
pondent aux densités associées a la répartition des angles propres de sous-groupes G de matrices
unitaires de grandes tailles munis de leur mesure de Haar (A ce propos, on pourra consulter
[Roy06], [Mic02] ou encore [KS99]). Ainsi, les fonctions de densités W[F] sont égales a une
densité W|[G|. Ceci nous permet d’associer un groupe de symétries G aux familles de fonctions
L.

Les groupes de symétries en question sont les groupes formés des matrices unitaires U, des
matrices symplectiques Sp, des matrices orthogonales O, des matrices spéciales orthogonales de
rang pair SO et de rang impair SO~ pour lesquels la transformée de Fourier de la densité
WG] est donnée par

—

WI(G](y) = do(y) + gn(y) +e (1.4.2)

ol dp est la distribution de Dirac en 0, la fonction 7 est définie sur R par

1 si |yl <1
ny) =9 5 si |yl=1
0 si |yl >1

et § ainsi que € sont donnés par le tableau 1.1 ci-apres.

GIUJ O [ Sp|SOT SO~
1ol o0 [—1] 1 | -1
01/2] 0| 0 1

Tableau 1.1 — Valeur de (4, ¢).

Pour les familles de fonctions L précédemment introduites, on résume les théoreémes de
densité dans I’énoncé suivant. Ceux-ci sont dus & Hughes et Rudnick ([HR03a]) pour les fonctions
L de Dirichlet, & Iwaniec, Luo et Sarnak ([ILS00]) pour les fonctions L de formes modulaires.
Royer et Ricotta ont étendu ces résultats aux fonctions L de puissance symétrique. On pose

1 2 7
I/Lmax(l, k‘,@) =2et Vl’mam(’l", k‘,@) = <1 — m) 7"_2 sir > 2 avec 6 = a,

et pour € = 1,

3
€ — € — : - : > .
Vi maz (L, K, 0) =2 et v] 0, (7, k, 0) = inf {V17maw(r, k,0), D) } sir>2

Par ailleurs, on introduit différents parametres en fonction de la famille considérée. Ceux-ci sont
donnés par le tableau ci-apres.
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F G | H. (rpair) |H, (rimpair) | H} (rimpair) | H; (r impair)
Vinax(F) | 2 | imax(ro K, 0) | Vimax (12 8,0) | V(o ks 6) | 0D (1 K, 6)
pmax(F) | 1 & = 07D 6D
WF | W[U)| WISy WI[O] W[SO*] W[SO]
WHF] | WUl WS W(O) W[SO] W(Sp)

Tableau 1.2 — Quelques familles naturelles de fonctions L.

3

En admettant suffisamment d’hypotheses de Riemann°, on a le théoréme suivant.

Théoreme 1.4.1 Soit F une famille de fonctions L du tableau précédent. Alors, pour toute
fonction test ® appartenant a S, (r)(R), on a

Jim_ Ex) (D8] = [ e@wic|0ar

De plus, si ® appartient a S, . (F)(R), alors

f_ll u|®(u)2du st F=4g,
2f_11 lu|®(u)2du  sinon.

qg—+00
q premier

lim V]:(q) (D[(I)]) = {

Remarque 1.4.1 Dans le cas des fonctions L de puissance symétrique, ces résultats s’énoncent
avec la mesure harmonique.

FEn associant un groupe de matrices a une famille de fonctions L, on dispose alors d’un modele
qui nous permet de conjecturer des résultats sur les fonctions L en s’intéressant & son pendant
du point de vue matrices aléatoires. De nombreuses conjectures ont ainsi été émises, on pourra
notamment consulter [CFK'05]. Par ailleurs, les théorémes de densités permettent d’obtenir
d’autres résultats relatifs aux fonctions L. Bien souvent, ces nouveaux résultats sont soumis a
la validité d’une ou plusieurs hypotheéses de Riemann. Ainsi, Iwaniec, Luo et Sarnak obtiennent
des minorations de la proportion de fonctions L de formes modulaires ne s’annulant pas au point
critique (voir [ILS00], corollaires 1.6, 1.7 et 1.8). De telles proportions sont intimement liées a la

3. Nous ne détaillerons pas les hypotheses en question par souci de lisibilité. Par ailleurs, dans nos applications
du chapitre 5, nous supposerons ’hypothese de Riemann vérifiée pour chaque fonction L. Pour plus de précisions,
nous renvoyons aux articles précédemment cités.
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non-existence du zéro exceptionnel pour les fonctions L de Dirichlet, pour lesquelles les auteurs
supposent vérifiées les hypotheses de Riemann au cours de la preuve des théorémes de densité !

Une autre application relative au plus petit zéro non-trivial a été donnée par Hughes et
Rudnick ([HRO03a]) dans le cas des fonctions L de Dirichlet. Le propos du chapitre 5 est de
généraliser cette application & n’importe quelle famille de fonctions L en fonction du groupe de
symeétries qui lui est associé.

1.4.3 Plus petit angle propre

Dans le chapitre 5, nous utiliserons les théoréemes de densité afin d’obtenir des informations
sur le comportement asymptotique du plus petit zéro non-trivial d’une famille de fonctions L.
Penchons-nous quelques instants sur ’analogue de ce probleme du point de vue des matrices
aléatoires. En notant pour toute matrice A unitaire, ®1(A) son plus petit angle propre et en
posant

LDy (A) si A€ U(N),
P1(A) ={ To(4) si A€ SO(2N) ou A € Sp(2N),
NH2g,(A) si A€ SO@N +1),

on trouve dans [Roy06] les développements limités suivants :

2
Jim Haar {A cU(N): &1(A) e [O,x]} - z— %w‘* +0(2),
lim Haar {A € SO(2N) : ®1(A) €0 x]} = 22— 2—7T2x3 +O(z%)
N—+o00 ’ 9 ’
lim Haar {A € SO2N +1): &1(A) € [0 x]} _ sy 0(z”)
N—+oc0 ’ 9 ’
lim Haar {A € Sp(2N) : ®1(A) €0 x]} = ﬁazg + O(z).
N—+400 ’ 9

En particulier, on en déduit que quel que soit le groupe de symétries G intervenant, on a, pour
tout z > 0, pour tout N assez grand,

Haar {A € G(N): &(A) e [O,x]} > 0.

Ainsi, pour tout = > 0, pour tout IV assez grand, il existe une proportion positive de matrices A
dans G(N) telles que 0 < ®1(A) < z. En particulier, il en existe au moins une. Autrement dit,

limsup inf &;(A)=0.
N—s+o0 AEG(N)






Chapitre 2

Probleme de convolution en moyenne

2.1 Enoncé du probleme et résultat

Considérons une famille de fonctions g, : R? — C de classe C*® telle que supp gn C
[M1,2M;] x [Ms,2M>] et telle que, pour tous entiers positifs i et j, on ait la majoration
indépendante de h o

oz Oy’
Pour une forme modulaire primitive f de poids k, de niveau N et de caractére , nous désignons
par (Af(n))n>1 la suite des coefficients de Fourier normalisés de f. Le but de cette étude est

d’obtenir une borne non triviale de X(¢y, 2, H, a), définie par

(z,y) <ij Plipzj-

H
Sl Hoa) =Y alh) > Ap(ma)Ap(ma)gn(mi,mo),

h=1 m1,ma>1
l1m1—loma=h

uniforme en ¢1, o, Py, Py, My, My, H et a ou (a(h)) désigne une suite de nombres complexes. On
montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 Soit hy un entier positif relié a la suite complexe (a(h)) grace a la propriété
h
a(h) #0=h < H, h1|h et <h1, h_> =1.
1

Alors, pour (1 M7 < lo My < A et s’il existe € > 0 tel que

A 1
H 2.1.1
< max{ Py, P»}? ({10o My Mo Py P2)¢’ ( :

alors pour tout réel e strictement positif, on a

S(01,lo, H,a) < AZh{|lalls max{Py, P}?

A o (hy, €102)H
P, P _ 1 ~ el Lo My MoPy PoH)E.
X[ L 2+<maX{P17P2}> ( T han | | (GeMMPRH)

23
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2.2 Meéthode du cercle

2.2.1 Une approximation de la fonction indicatrice de l’intervalle [0, 1]

On trouvera la preuve du lemme suivant dans [Jut97]. Il s’agit d’une variante de la méthode
du cercle.

Lemme 2.2.1 Soient deux paramétres Q et ¢ tels que Q > 1 et Q72 < 6 < Q™ '. Soit une
fonction w : R — R, positive, bornée, dont le support est contenu dans [Q,2Q)] et vérifiant
ZQSqS%) w(q) > 0. Pour chaque rationnel r, on note I, la fonction indicatrice de lintervalle
[r — 3,7 + 0] et on pose

A=Y uw@e@, @)= 5 S w@Y Tyyle)
d(q)

q=0 q>0

ot @ désigne la fonction indicatrice d’Euler et ou l'astérisque restreint la somme aux classes de
congruences modulo q inversibles dans Z/qZ. Alors, pour tout réel € strictement positif, on a

1 _ ) Q2+e
/0 (1~ [(a)’da <. %

Remarque 2.2.1 La fonction I est construite pour approcher la fonction indicatrice de I'in-
tervalle [0, 1]. Pour ce faire, I s’écrit comme une combinaison linéaire d’indicatrices de petits
intervalles autour des rationnels de [0,1] dont le dénominateur de la représentation sous forme
irréductible est compris entre @@ et 2Q). Ces rationnels forment une suite de Farey. Par ailleurs,
le voisinage autour de ces rationnels est pris suffisamment petit pour que les fonctions indica-
trices ainsi construites soient a support disjoint. Le paramétre A représente alors le nombre de
rationnels dans la suite de Farey, ¢’est-a-dire le nombre de fonctions indicatrices définissant I. Le
facteur 1/20A est un facteur de normalisation assurant fol I(a)dor = 1. Le lemme 2.2.1 précise
alors de quelle maniére I approche Lo,

2.2.2 Contribution des arcs mineurs

Soit A = min {Zﬁ\ill’ 55@2 } Soit @ > 1/A. On pose 6 = 1/Q de telle sorte que 6 < A. Dans

la suite, on choisira Q = (Py Py MMy H{1(5)* avec A grand et ainsi Q désignera un parametre de
grande taille. On considére également ¢ : R — R lisse, vérifiant ¢(0) = 1, supp ¢ C [-A~L, A7)
et ||V ]|oo <; A7, On pose alors

Whi(z,y) = gn(@,y)o(lrx — Ly — h).
Etant donné la définition de A, comme gy, la fonction W}, vérifie
ai+jWh

W(%y) <ij PIP;

'y’
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mais le support de W}, se retrouve quelque peu restreint par rapport a celui de g, puisque
Vol(supp gp) < My M, alors que

M Mo si Z1M1 > Lo Mo

Vol(supp Wj,) < ) 2.2.1
(supp Wp) {Mg\@ . £1M1 < b (22.1)

On consideére également une fonction lisse w : R — R a support dans [Q, 2Q)] et dont les dérivées
successives vérifient [|w) ||, <; Q7. On pose

q=0[N¢1£5] 172

Proposition 2.2.1 Pour tout réel € > 0, on a

0105 Py Py N3K3 /M
V@

E(El,fg,H, a) = El(fl,EQ,H, (1) + 0 ( ||CLH (QMlMQNk)€>

avec
T
Ei1(b, b2, H, a) :mZa(h) Z/ > Ap(ma)As(ma)
h=1 qEO[NZlfz] m17m2>1
d d d
el lymy a—i—n e | —flamo a—H] Wh(mi,ma)e | —h 5—#7] dn.

(2.2.3)

Preuve : Etant donné que #(0) = 1, on peut changer g, en W}, dans la définition de X(¢1, l2, H, a).
Par ailleurs, on détecte la condition ¢1m; — fomgy = h grace a la relation fol e(na)da = d(n) (le
symbole § désignant ici la distribution de Dirac en 0). Ce faisant, on obtient

H 1
Y(ly,03,H,a) = Za(h)/o Z Ar(ma)Ag(me)e(bimya)e(—Lamoa) Wy (my, ma)e(—ha)da.
h=1 mi,ma>1

On applique alors le lemme 2.2.1 avec les parametres ),  précédemment définis et avec la
fonction ¢ — w(q)1g=o[ne,65)3(¢)- 11 vient immédiatement

Y(l1,02,H,a) = X1({1, 02, H, a)

H 1
+ Z a(h) /0 Z A (M)A (ma)e(fymya)e(—bamaa) Wy (my, ma)e(—ha)(1 — I(a))de.
h=1

mi,ma>1

Le terme X1 (41, ¢2, H,a) correspond ainsi & la contribution de v au voisinage des rationnels de la
suite de Farey considérée (les arcs majeurs). La différence entre ({1, o, H,a) et X1(¢1, 42, H, a)
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correspond quant a elle a la contribution des « loin des rationnels de la suite de Farey, ce sont
les arcs mineurs. Par ailleurs, on a

E(fl,EQ,H (1) - 21(617627}[7&)

<<Z|a |/ 11— I(a)|da Iél[fol}i] Z Ar(mi)Af(me)e(limia)e(—Llamaa) Wi (m1, ma)| .
@ m1,ma>1

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et au lemme 2.2.1, nous avons d’une part

1+4¢ £
/\1— yda<\// 11— I( lzda<<?/31<<Qy§€2.

D’autre part, grace a une double transformation d’Abel et a la formule de Taylor, on a

max | > Ap(ma)As(ma)e(tamia)e(—Lamaa) Wy (my, mo)
ael0,1]
mi,ma>1
< Héé[loxl Z Af ml)/\f(mg) (617’)@10&1) ( Egmgozg)Wh(ml,mg)
OC;G[O 1] mi, m2>1
ma+1 32Wh
< Ar(ng)e( Ar(ng)e( —-— dudv.
a?éé[loxl] Z>1 ; r(n)e(linian) ; f(n2)e(lanaas) /m /m2 Sud (u,v)| dudv
0(26[0 1] mi1,m2-=2 nismi nasmsa

On trouvera dans [HMO06a] (proposition 2.5) la majoration suivante relative aux sommes d’ex-
ponentielles associées & une forme primitive. Pour tout € > 0, uniformément en x, o réel et f,
on a

> Ap(n ) <o NE322V/2(Nkx)®.

n<x

On en déduit

Y(l1,42,H,a) — X1 ({1, 02, H, a)
Q5N£1£2 9 3 /+oo /—l—oo 82Wh
————=N*k M My (NkM,; My)
<|lallx 70 1M2) Sudo u,v)
N3k30,05P, Por/M, M,
V@

dudv

<<||CZH1 (QN]CMlMg)E

O

La suite de ce chapitre sera intégralement dédiée a ’estimation de la contribution des arcs
majeurs.



27

2.3 Arcs majeurs et partie diagonale

2.3.1 Formule sommatoire

Le lemme suivant présente une formule sommatoire de type Voronol qui permet de transfor-
mer des sommes courtes d’exponentielles en sommes plus longues d’exponentielles. Cette formule
est un cas particulier de celles établies dans 'annexe A de [KMV02].

Lemme 2.3.1 Soit f une forme modulaire primitive de poids k, de niveau N et de caractére
X Soit w: Ry — RY lisse et a support compact. On suppose que d et q sont deux entiers
strictement positifs premiers entre euz tels que N divise q. Soit d tel que dd = 1[q]. Alors

5 agtme (Y i) = xa) 3 Astme () 28 [y (1)

m>1 m>1 q

Lemme 2.3.2 Soit 1) une fonction lisse a support compact inclus dans [M,2M] et vérifiant
pour tout entier j positif

‘a;ﬂ'w(j)(x)‘ <, P

ou P est un réel tel que P > 1. Soit X\ un réel strictement positif et v un complexe. Alors pour
tout entier i positif , il existe une fonction v; lisse a support dans [M,2M], vérifiant

“Tjwi(j)(x)‘ <ig P
et telle que

Pv
WM

Preuve : On prouve ce lemme par récurrence sur 7. L’initialisation de cette récurrence étant
immeédiate, il nous faut prouver ’hérédité. Par ailleurs, quitte a remplacer 1; par 1, il suffit de
prouver l'existence de ;. De la relation (A.2), on déduit

d

dzx

/0+oo Jo—1(Wa)p(z)de = < >Z /;OO Jyrict (MWE)i(2)dz.

A -
[az”/sz(A\/E)] - EleJ,,_l(A\/E).
Des lors, une intégration par parties donne

Pv oo

AWM Jo
i) = - 23 (o2 @] = 20 (v - vav )

La formule de Leibnitz montre enfin que les dérivées successives de i vérifient bien les majo-
rations annoncées.

/O T W) () e = T, OWE) (2)dz

avec

O
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Les deux lemmes analytiques précédents nous permettent de déduire le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.1 On a

1 H
21(61,62,H,a):m2a(h) > w(q)/ e(—nh)

h=1 q=0[N{105] -0
X Z Ar(m1)Ap(mo)S(=h, lama — bymy; q) Gy py(my, ma)dn
mi1,ma>1

avec

47T2€1€2 /+oo +oo
0

Gonn(x1,22) = 5 Wh(t1,t2)e(1t1n — Latan)

q 0
47l t 47l t
- <7T17 Vit ) I <L wﬂw) dtrdt.
q q
De plus, la fonction G, vérifie
5% Pikqg \" Pokq \"

Ggnn(mi,me) <y ry —5- Vol(supp W, <7 ————
ot m2) S = Volowe WO G000 ) vty

1 1

(2.3.1)

X .
1/ Mimy Lo/ Mama
1+ adhm [y /T

Preuve : En appliquant a deux reprises le lemme 2.3.1, on obtient

5 s (4 1)) (o (419) it

mi,ma>1

= X Ayl AyGmge (HEET GG ).

mi,ma>1

En insérant cette relation dans la relation (2.2.3) définissant X1 (41, f2, H, a), la somme sur d se
transforme en la somme de Kloosterman S(—h, famo—¢1m1; q) et on obtient la relation annoncée.
Concernant la taille de la fonction G, étant donné que [n| < 6 = 1/Q < A, 'application
Wi« (t1,t2) = Wh(t1, t2)e(litin — Laton) a son support inclus dans celui de W), et vérifie
. QI .
it ——— (1, 15) < PP,
ott ot}

Des lors, grace au lemme 2.3.2, pour tout couple d’entiers positifs (r1,72), il existe une fonction
lisse W, .y 7, DOTTEE (dont la borne ne dépend que de r; et r9) dont le support est inclus dans
celui de W}, telle que

G (m m )_ 471'25152 < Plkiq >T1 < PQ]{?q >T2
a1 LR (]2 47T€1\/m1M1 47T€2\/m2M2

Feo oo Amly/mt 4dmly\/mat
x / Wh,n,rl,rz(tlat2)<]k+r1—1 (71 q ! 1) Jk+¢2_1 <72 q 2 2) dtqdts.
0 0
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On obtient alors la majoration (2.3.1) en utilisant la borne J,(z) <
(confer [KMVO02], appendice C ou [Blo05], partie 5).

W pour v entier positif

U
On décompose alors
Y1 (01, 02, Hya) = SP (01,0, Hya) + 3P (01,05, H, a) (2.3.2)
avec
H 5
Bt = iz S 3 wia) [ e
h=1  g=0[N(yls] -0
X Z )\f(ml)WS(—h,ﬁgmg — lim;q)Gg hn(mi, ma)dn
P
et

SV (04,0, Hya) = $1 (1, b2, H,a) — X (01,02, H, a).

2.3.2 Contribution des termes diagonaux

L’objet de cette partie est d’estimer la contribution des termes diagonaux dans 31 (1, 2, H, a).
Plus précisément, on prouve la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 Pouri = 1,2, posons {;, = £;/({1,¢2). Alors pour tout réel strictement positif
g, ON a

ElD(fl ly,H,a) < w P1P2k2Q2 >a.

Q/ M1 Ml £, Ciloy/ My My
Remarque 2.3.1 Dans cette majoration, il apparait une puissance négative de @ (on a Q*1).

En prenant @ grand devant les autres parameétres, on montre ainsi que la contribution diagonale
est négligeable.

Vol(supp Wp,) <

Preuve : On a défini ¢] et ¢, de telle sorte que la condition mif; = mals soit équivalente a
(m1,me) = (mly, me}) avec m entier. On a alors

H
1
D )
Y7 (b1, 02, Hya) < i E la(h)] E E 7(ml))T(mey) |S(— h,O,q)|néI[1§§fé] |Gy (mly, mly)].

h=1 Q<qg<2Q m>1
qEO[N€1é2]

On a d’une part la majoration des sommes de Ramanujan qui nous donne |S(—h,0;¢q)| < (h,q) <
H et d’autre part, grace a 'estimation (2.3.1), on a pour tout entier r positif

T
P1P2k‘2q2 >

mflﬁm / MlMgfllfé

0149
ng{lag% |Gy (mly, mey |<< 7 Vol(supp W) (
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Des lors, en appliquant la majoration précédente avec r = 0 pour les petites valeurs de m et
avec r > 2 pour les grandes valeurs de m, on en déduit

Hi
27 (01,6, Hy0) < S Vollsupp Wi)llal (46)° | 30 1
R<q<2Q
qEO[Nflgg}

P Pk*Q?
« m2e+ 142 m25—7"
2 Gly/MORGG) 2

P Pyk2Q2 P Pyk2Q2

s 1o/ M1 Mol eh T lytg/ My Mot 2,
Hiyl [ -To - I
1£2 ! ol 142
< T2 Vol(supp Wy)|lall1 (€16,)° :
Q* 2\ by /ML MO B

On obtient le résultat annoncé apres simplification.

2.4 Arcs majeurs et décomposition spectrale

On étudie dans cette partie la contribution des termes non diagonaux figurant dans 31 (¢1, ¢2, H, a).
On montre la proposition suivante, qui combinée avec la relation 2.3.2 et les propositions 2.2.1
et 2.3.1, prouve le théoréme 2.1.1 au détail pres que le facteur max{P;, P2}3/ 2 est remplacé par
max{Py,Ps}5/2
min{P1,P>}
fonctions gy, vérifient clairement pour tout couple d’entiers positifs (i, )

. Pour obtenir le théoreme sous la forme annoncée, il suffit de remarquer que les

iy gy,
oxtoyI

(x, y) <5 max{Pl, Py }H—j.

Proposition 2.4.1 Si {1 My < loMs =< A, alors pour tout réel e strictement positif, on a

P, Py)3
SVD 0y by, H, a) < Abp0||af, 2P0 P2k

min{ Py, P}
x |V/PL+ Py + <m>e 1 % (0105 M My Py Py e
2.4.1 Initialisation
On introduit les parametres My et Mo définis, pour € > 0, par
My = %(&@MlMgPng)a et My = %(ﬁlﬁngMgPng)a.
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Soit w1 : R +— R lisse, a support dans [1/2,2H], constante égale & 1 sur [1, H] et vérifiant
|w) (h)| < 1/h. Par ailleurs, on pose

Ant1,42(h) = a(h)e(=nh)Wh (L1, t2)e(litin — Latan)

Qr_, (wm) . <em> . <47T\/h|7“|> i (h).

On introduit également les fonctions @1 et ®o définies par

et q)tl,tz (I’7 mi,ma,T, h) =

X 2+ 4
q)l(x;y, Z,f) = m [‘Ptl,tz <$§ya %w@f)} (2-4-1)
o3 z+ 4
et q)g(x;y,z,g) = M |:(I)t17t2 <I137 Tw,y,z@)} . (242)

L’étude de ces fonctions sera essentielle dans I'estimation de 3 (¢1, 2, H,a), c’est pourquoi on
commence par énoncer quelques lemmes précisant les propriétés analytiques de ®1 et ®5. Dans
toute la suite, on considere les parametres «; et 3; définis par

o — vty 5, = Vlata(z + l1y)
VzE VZE ’

= lay/Toy Vit (z + ﬁzy)‘
VzE VZE

B =

Lemme 2.4.1 [ existe des fonctions lisses uy et v1 de R dans R, a support dans [1/2,2H]
vérifiant UL|y gy = V| = 1 €t [[u1]|oos |01 ]|co < 1 et des fonctions u, v de R dans R, a support
dans [Q,2Q) et dont les dérivées successives vérifient ||[ul9) oo, |09 0o < Q77 et il existe une
constante ¢ strictement positive telles que, pour (i,7) = (1,2) ou (2,1), pour tous réels positifs

x,y, zet& vérifiant £ > 1, 2> 1 et 1 K y K< Mj, alors

i(z;3y,2,8) = Q;/;_\Z/g [ul(f)u <4W;/Z—£> + vy (6)v <47T?E/Z—£>]

x|Vt (@as) T (@8) + /Gt (was) iy (w8)|

(€1€2M1M2P1P2k)6
o ((Hh |

Preuve : On traite uniquement le cas de ®;. On obtient de la méme maniere le résultat annoncé
pour ®5. Afin d’alléger quelque peu les notations, on pose

Alz;y,2,6) = Livtn g,y (anz) Jp—1(Brz) + /lilata Jy—1(anz)J;_ (Br).
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Des lors,
(I)l(I;y,Z,f)
03 x 41/ 2 0?2 x2 4dm\/z
= 9020y [\C/g—§w< ;/_5) wl(g)Jk—l(Oé.’L')Jk—l(Bl')} = %0 [2?5\/57“”( ;/_€> w1(§)A(x;y,z,§)}

5250 (L5 (55) o (555))

AN T
2 120 (1) W]

s ({6t () — wi(e) [ 2w (1) o (1)
+wy (€) {— ”\Fw’ (4”;/%) + 47;222%" (“ﬁ)b A(w;y, 2,€) + By + B + Ej

avec

Br = g (@) [T (M) o (1)) By

B = g [(€0l© - wi@)w () @ () P

By = gzl () o v
On calcule

04, z\/i

E(Iayvzvg): D/t [42151%/ (ax) Jp—1(Ba) + 201/l batata J),_ (ax)J),_, (Bx)
+€1€2t2Jk_1(a:v)J,'ng(ﬁ:E)] . (243)

Or pour tout entier naturel j, on dispose de la majoration ! ‘J,gj_) 1(:E)‘ < 1. Des lors, étant donné

que ﬁ = 1/@Q grace au support de w et comme z,£ > 1, on en déduit

3 OVE + V)
Fy < (é.Q)5/2 f2t1 + 41/ flthltg—l-flfgtg ( 1\/_1 Q2 12 2) .

On montre de la méme maniére

2
(/T + V0 bsts)
Q? '
Pour finir, en dérivant la relation (2.4.3), on montre
2 3
(/T + V0 lats) n VY (G + V)
Q? 23/2¢ Q3 :
Etant donné que y <€ My, t1 < My et to < My, le terme Fy + E5 + E3 donne bien le terme
d’erreur annoncé.

<

F3 <«

O

1. Ceci est une conséquence de la représentation intégrale (confer (A.1)) de la fonction de Bessel.
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Dans toute la suite, on posera

2my/2€
o

Lemme 2.4.2 Pour i = 1,2, il existe des fonctions lisses
pour tout € > 0 et tout entier n < 1

LdNCFE () < Q* VU My + Lo My
dzn SN A v

et telles que, pour tous réels positifs x, y, z et £ vérifiant £ > 1, z> 1 et 1 K y K M, on ait

Z CEE (@)e (5= (Fai £ 4) ) + <(£1£2Mlgiplp2k)c>.

T =

C’Z-jEi a support dans [Z,2%] vérifiant

xT

Di(z3y,2,8) = ng\f

Preuve : Soit n < ng et € = ¢/ng. Pour za; < QF, on pose

TQy

Jp—1(aiz) =e (2?:) Jr—1 (ix) @ +e (_Zi’) Jeo1 (i) € ( 27 )
: e (-3 , e (32
et iy i) = (29) gp_y (o) D2 (<29 g (o) L2,

Pour «a; < QF, a partir du développement asymptotique

M—-1

e z 2%k-1 PT(k—1/2+ j)
Ti1(@) = 27Txe<27T 8 >§j!r(/€—1/2—j)(21’)j

+

1 z 2%—1) (=)0 (k —1/2 4 §) IV
Varz <_§+ 8 > ; T 1/2= )y T O M)

que 'on trouvera dans [Wat95] (équation 1 paragraphe 3.61 et équations 1 et 2 du paragraphe
7.2), on décompose

o (raiy (i) ~ za;\ Co(asz) —(M+1/2)e
Jo—1(iz) = e ( o > T te ( 2 ) NG toR )
(4)

ou (4 et Oy sont des fonctions lisses vérifiant xiCl 5(z) < 1. Une telle décomposition existe
également pour J; ;. Dans tous les cas, on peut écrire

oy Ty

Jierfai) = ¢ (52) C(@) + e (52 C-(@) + 0(@Q )

i) o (5)Dur o (52) -0

Ty
2w

avec a:"C(n) \/%-W et x”D(n) \/% On décompose de la méme maniere Ji_1 (z3;) et
Jj._1 (f;), puis on conclut grace au lemme 2.4.1 en prenant M suffisamment grand.
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On note

- _ Vi Qv My + LMy
V1I+Zai/1+3p5; Qz28\/y '

—q
Lemme 2.4.3 Il existe des fonctions @fc(a;; Y, 2,€) et une constante ¢ strictement positive telles
que, pour y, z et £ vérifiant £ > 1, z> 1 et 1 K y <K M, on ait

(£1£2M1M2P1P2k‘)c
Q2

ot les fonctions <I>fE vérifient, pour tous réels strictement positifs €, € et A,

i@y, 2, ) = OF (039, 2,6) + O (w15, 2,€) + O (

. . Ei sit> (14 |a; & B3]12)Q°,
®?:(t7y’z’§)’q);t(t7y727§) <<A75 {Qj—: ( ‘ B’ )Q

=,0¢ , - pour t >0, (2.4.4a)
EeS o sit < (L4 o £ B12)Q°

= Seosik > (14 |ai £ 8i|7)QF,
@ii(k;yjz,é’) <Age QAE_Qe ( | BilE)Q . pourk €N, (2.4.4b)
Taip 0k < (14 ]ai £ 5i]2)Q

j—Zt

1 + (|Oél + 5Z|§7)

& (itsy, 2,€), B (it y, 2,€) <ae TiQ o pour 0 <t < 1/2. (2.4.4c)

Preuve : En reprenant les notations du lemme 2.4.2, on décompose ® sous la forme désirée en
posant

¥ (119,26 = e (O @le (5 0t ) + O (e (5 (o))
O ri06) = iy (O @ (7 o0 30) + O e (5 (o 0)

Remarquons de plus que pour j = 1 ou j = 2, grace a la condition (2.1.1), il existe & > 0 tel
que 'on ait

HOM, kPVH
< I« iVH

Q VM

En utilisant la majoration (A.4a), on a

~\ A —
1+ |a; & 5i|x = -
%) <ae Q—z sit > (1+ |a; + Bi]3)Q°.
Pour t < (1 + |a; + Bi|&)Q%, si oy & Bi]7 < 1, alors les dérivées successives de @ vérifient

jj||<I>;t(j)Hoo < E; de quoi 'on déduit grace & la majoration (A.3)

(0105 My My Py Py)° < (6409 M1 Mo Py Py) ™% < 1.

(i);t(ta Y, z,£)7i>l:t(t, Y, Z)&) <4 EZ <

O (1, 2,€), D7 (6, 2,6) <e Bl + [t)° < ZiQ".
Enfin, dans le cas t < (1 + |oy £ 3;|2)Q° et |a; = 5;]Z > 1, grace a la majoration (A.4a), on a

1

dF(t; OE (¢ P —
7 ( awa)g)v i ( awa)g) < Z(|Oéi :l:ﬂ”j)l_e
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On obtient alors le résultat annoncé en remarquant que pour y < M; et z < ¢; M, on a

o P 4 M; c
nen(if B e s

|a- + ﬁ|i‘ < EZ Eij(Z +€zy)

<

La majoration (2.4.4b) s’obtient de la méme maniére en utilisant I'estimation (A.4b) en lieu et
place de la borne donnée en (A.4a). Pour finir, la majoration (2.4.4c) est une application directe
des estimations (A.3) dans le cas |a; + ;|7 < 1 et (A.4c) dans le cas |a; £ 3|2 > 1.

O

Remarque 2.4.1 Le facteur 1/Q? apparaissant dans le terme d’erreur du lemme précédent
assure que la contribution de ce dernier dans Zév D(¢1,05, H,a) est tres petite.

2.4.2 Formule de trace

Lemme 2.4.4 Pour tout réel strictement positif A, on a
E{VD(gla 627 H7 a) - ZéVD(ela 627 H7 a’) + O (Q_A)

ot l'on a posé

ND 7T€1€2 4 400 +oo H
By (b by, Hoa) = —4 /A D™ Y Aplma)A(ms)
- h=1

r#0  1<mi< M,
1<ma< Mo
lomo—l1mi=r

—h.r 47t/ h
Yy by, (”7 VAL L I, h> dtydtydn,
q q

q=0[N{1/2]

Preuve : On a

H )
1
SO (b o) = g Sall) S wla) [ el-nn)
h=1 q=0[N{1/42] -
X Z Af(ml)Af(mg)S(—h,€2m2 — €1m1, q)Gqu(ml, mg)dn.
mi1,ma>1
fzn}bz#jlﬂh

On scinde alors la somme sur my (resp. mg) suivant que m; (resp. mg) soit supérieur ou inférieur
a My (resp. My). Ainsi on obtient, en utilisant la majoration (2.3.1) et la borne de Weil pour
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les sommes de Kloosterman,

EiVD(fl,ég,H,a) =

H 5
1 -
BTN E a(h) E w(Q)/ e(—nh) E Ar(ma)Ag(ma)S(—h, lama — £ima, Q)Gg,n,n(mi, ma)dn
h=1 4=0[N{1£5] =6 1<mi <M

1<ma<Ma

LomaF#Lima

L0 <|a|1 Q \/ﬁQl/“é%—? Vol(supp Wp,)

P2k2Q2 1
1+e € 1
M2 Z m <m1M1€%>

A Néléz m1>Miy
P2k2Q2 T2 P2k2Q2 1 P2k2Q2 T2
+M1+e mE ( 2 ) + mE ( 1 ) mE ( 2 ) )
1 m2§\42 2 mQMgég ml;vll ! mlMlﬁ% m2>Z/\/12 2 mQMgég

En regroupant suivant la valeur de fomsy — £1my dans le terme principal ci-dessus et en utilisant
la définition de G 5, on obtient apres réécriture

2{VD(€1,€2,H, CL) = EéVD(€17€27H7 a)
L0 (”CLHl\/ﬁelfg VOZ(Supp Wh)M1+EM1+E |:< P12/<;2Q2 >T1 N < P22k2Q2 >r2:|) |

Q5/2_5 Mlﬁfj\/ll MQK%MQ
En utilisant les définitions de M7 et My et avec r; = ro = r, il vient
vV H Vol(supp Wy,) P2 P3k* Q3/%te
ENDé o H :ENDK o H O HaHl 12
(6l Hoa) = 2500, (2, ) + M Moty ((102 Py PykN My M)

On obtient le résultat annoncé en prenant r suffisamment grand.

O

Lemme 2.4.5 ([DI83], théoréme 1) Soient m et n deux entiers positifs et ¢ une fonction de
classe C® a support compact inclus dans |0, —I—OO[. Alors

3 5 (m,m; 7)) (47“/_> Z COSh m pj(m)p;(n)

v= ON]
k: ) O (N) _ X
+ a_ Z 1/} - 1 ( ) A Nk—1 ]7k(m)f]7k(n)
T = =0[2] j=1
+oo ir N
+%Zﬂ:/_oo (%) pa<%+zrm>pa<1+zrn>w()
et

+ %Za: /_oo (mn)” Pa <% + i, m) Pa <% + i, n> P(r)dr.
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Grace a ce lemme, appliqué au sous-groupe de congruence I'g(IN¢1f3), on décompose alors
SYP 4y, 05, H,a) en
SYP (0, by, Hya) = Sgise(lr, b2, H, a) + Scont (01, bo, H,a) + Spoy(b1, b2, H, a) (2.4.6)

ot Xyisc(l1,le, H,a), Xeont(1, 02, H,a) et Xpo (01, 0o, H,a) sont définies par les relations (2.4.8),
(2.4.18) et (2.4.19). Chacune de ces quantités sera estimée au moyen de 'inégalité de grand
crible établie par Deshouillers et Iwaniec ([DI83], théoréme 2).

Lemme 2.4.6 (Inégalité de grand crible) Soient K, M > 1 réels. Pour toute suite de nombres
complexes (by,), on a

2 v M
m M K2+ — 2 2.4.7

Zcoshm prj < ( +N>Zlb|, (24.7a)
[tj| <K m=1
gy ? M\ M

Z (@t 1 Z > bnfik(m)| < M* <K2 + N) > bl (2.4.7b)
kzom =1 |m<M m=1

2<k<K

M

Z/ Z b Pa < +ir, m) dr <. M* <K > Z b . (2.4.7¢)
- m<M m=1

2.4.3 Contribution du spectre discret

La contribution des formes de Maa8 dans XY (¢4, 0o, H, a) s’écrit

0,0 oo poo
Zdzsc(glaKQaH a e 2/ / / Zan-,tl-,tz(h)
h=1

D IR Y G LY () Pt A AL AL e P

- cosh(mt;)
r>0 1<m;<M; J
1<mo< Mo
21m1752m2:7“

N /N q)tl,tg (tj;ml,mg,’f', h)—
+ E E /\f(ml))\f(mg) E cosh(wt-) pj(h)pj(T) dtldtgdn. (248)
>0 1<mi<M; j J
1<m2<My
égmg—élmlzr

Dans cette section, on prouve la proposition suivante estimant la taille de X g;s.(¢1, 2, H, a).

Proposition 2.4.2 Si (/1M < (oM =< A, alors pour tout réel e strictement positif, on a

max{Pl, Pg}g
Inin{Pl, PQ}

A o (hy, €102)H
_ 1 ~ el M{MyP; PoH)E.
X[ P1+P2+<max{P1,P2}> ( N Thag || (MR RH)

Edisc(gluﬂ% Ha a) < A%h§”a”2
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Les transformations de Bessel portant sur la premiere variable de ®;, ;,, a I'aide d’une triple
intégration par parties on réécrit Xy;s.(¢1, 42, H,a) sous la forme

+oo +oo
Edzsc(gluﬂ%H a ﬂ—[l[?/ / / /

/ /22/\/12 (1)1 j7ya ag Za Zp A(l dZdy
1 ; cosh(mt;) miasta(h !

h<§ r<z
£1 My
(I)2 77 Y,z 5
+ /1 /1 cosh(nt) > ant e (h) rYdzdy | dédtydtadn
J h<& ’I"<Z
ou l'on a posé
1 2
AV = Y Apm)Ap(ma) et AP = D> Ap(ma)As(ma).
mi1<y m2<y
lomo—l1mi=r l1m1—Llomo=r

Lemme 2.4.7 Pour tout réel strictement positif € et pour (i,7) = (1,2) ou (2,1), on a

S a0 e o (550)]

r<z

Preuve : 1l s’agit d’une conséquence immédiate de la majoration

2

ST MmN me)| e (XiXa)'
reZ 1<m1 <X

1<m2<Xo

l1m1—lomo=r

dont on trouvera la preuve dans [Blo04] (lemme 3.2) par exemple.
O

On scinde alors la somme sur j, apparaissant dans la définition de X 4;5.(¢1, l2, H, a), suivant que
tj soit réel (véritable forme de Maaf) ou imaginaire pur (avec J(t;) < 1/2) (forme de Maafl
exceptionnelle). La conjecture de Selberg prédit que le spectre discret ne contient pas de valeur
propre exceptionnelle. On écrit alors

Edisc(gla ly, H, a) = 2]52-80(@1, lo, H, CL) + Eeg'ccept(eh lo, H, CL). (2.4.9)

disc
Contribution du spectre réel
Lemme 2.4.8 Si {1 M7 =< oMy < A, alors pour tout réel € strictement positif, on a

hemax{Pl,P2}5 /2 o H(hy,l102)

R 1/2
Edzsc(£1’£27H’ (1) <A ||CZH H{P P } h1£1£2

Q.
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Preuve : Gréce au lemme 2.4.3 (relation (2.4.4a)), en posant Z;" = (14 |a; % ;| #)QF, on obtient

+oo +oo
Edwc(fl,fg,H a 7T£1£2/ / / /

L2 Mo B (11, 2,6) 1
/1 / o cosh wt;) Z iyt ( (h) Z Pj (T)Ay(, )(r)dzdy
j re

h< <
Itjlszi ‘ -
Ma fM (I)2 ]7y72§ 2
tjréel h<¢ 7‘<z
\tjj\SZz

+0(Q™4).

On effectue un découpage dyadique des intégrales en la variable z. Plus précisément, pour Z <

[P] + P <1 +4/7 4 M’)] Q° (confer équation (2.4.5)), posons

Z(Z,y) ={z; Z/2 < |a; £ Bi|z < Z}.

On a alors

E§i50(615 625 Ha a) =

7T€1£2 5 +oo “+o00 2H
C2A ;ZZZ:/_a/o /0 /1/2

1=1,2

1‘ g,y,Z§
Qn byt
/1 /Z(ZU) . cosh(rt;) g stz

éel
|tj|<zi

rYdzdy | dédtydtadn + O(Q™).

r<z

En appliquant la majoration (2.4.4a) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

¢ +o00 o0
Edzsc(ﬂl?f%‘k[a’ <<£Z Z Z‘/ / / ,/1/2 //2 /Z )1+Z
Y

=12 Z
o\ 1/2 o\ 1/2

Z cosh mt;) Zpg A(Z

|tj\§Zi r<z

Zaﬁtl ta )

h<¢

Z coh

+
It;1<2Z;

dzdydédty dtadn.

En utilisant I'inégalité de grand crible (2.4.7a) et le lemme 2.4.7, il vient

2

< yQa (Z:EQ

SDIDEYAE

r<z

Z cosh

+
[tj|1<Z;

z z+ Ly
014y l;
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On exploite la condition de divisibilité portant sur hy grace a la relation (3.8) de [BHMOT7b],
d’ou l'on tire en utilisant I'inégalité de grand crible,

2 2

e e SRR IERINT-D DI DEPE iy R /A

\tj\SZi mt;) h<é d|(h1,N10s) |t;|<ZF t;) h<€&/hy

dH dH
20 +2 2
<ot (B (zee A el

hy
d|(h1,N£1£s)

<y (724 PO g (2.410)
‘ hil14o
On en déduit
0105)2Q% 608 Vol(supp Wh)||a
SE (01,60, H,a) < (L112) 1Q§ >||2§i:Z
i=1,2

4 M; H(hy,l105) z z+ by
Z+ —— 2 (zE+ = 2 Jydzdyd
/ /1 / 1+:C|041:|:ﬁl| it hi6109 < i flfz) 0 Vydzdyd§

(5162)2h§Q5 Vol(supp Wh)HaHQ(ElMl + éQMQ)l/Q
Q4

H(hi,tr02) 2 (z+zz
ST <1+?1w>< )
i i=1,2 |1 | £Bi| <1 #

1/2 1/2
Z“/q@) <1+ 4J(z+&y)>

<

dzdy

Q

H(hy,0102) [z Li(z+Liy)
( (hllfll}zz ) (Z + 2122 ( Zj ‘
~/1 ~/1'(Zy ZZ

172
1 + 4 \/7) (1 + \/ijjQ(Z-l-fiy))

dzdy| . (2.4.11)
Z>1

On scinde les 1ntegrales précédentes afin de mieux les estimer.
e Ainsi, pour y < %’ on a

¢ Miyi ;M (z + Liy)

7 = T|la; £ B <
| | 0 0
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On en déduit z + iy < fﬁﬁ: = # avec (;M; =< (;M; < A, puis comme (;y < Q?/A, il vient

2 =< Z2Q?/A. Des lors, on obtient

/gzM / < h1@7152
1 Z(Z,y) ZZ 0/ 1/
“g)

e 73 dzdy
j M 2Tty
(v o) 12 4]
<Z+ H(hhl.,llb)) -
141402 2 i [z Z Z 4Z1/2 H h 7é é

- - /@M, —Q—(Z—i- Q )dy<<Q2 7+ (hi,162)

z3/ 1/2 LA Vil A A%l 4y hyly1lo

(2.4.12)

e Dans le cas du signe positif, on a z + £y < # de quoi 'on déduit que 'on peut restreindre
Iintégrale en y & y < Q;iz et 2 < Q*Z2/A. Ainsi,

/MI / L1402 £;
dzdy

1/2

,y) 1 z\/w) 1/2 (1+ 05 M;(z+4;y) /

H(h1,lz) :
(74 ) e (70 )3) B
/ / — dzdy
Z(Zy) # (

<
Z3/2 ’ \/W)

hil14s A0 Q2 (6; Ay)t/4 A201 4y hil14s
(2.4.13)

H(hy 010 sz [ (% 1 472 H(hy 040
<<\/Z Z+ (1312) Q é/ dy<<Q Z+ (1712)

e Dans le cas du signe moins, de l'inégalité QZ/2 < |¢;\/M, 0iM;(z+ Ly) < QZ, on déduit

Vz+Ly < 9 + VE4iy et que la longueur de l'intervalle I(Z y) est bornée par (QZ) + QZ\‘Fﬁ
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Des lors, il vient

h1 ,f] 12 Z / l; Z+€7 )
( (h] L10o ) ) ( ) ( £

ZZ 3 1\41 ) /2( ﬂ/ZJ-MJ-(Z-l-&:y))
A H(hy,010
( (hllfll}zz)

1/2
Q
M, 2 1/2
) (R \/é_z> 1 1 ( z ) 1/4
< — Z+ 2+ Liy) A dzd
Z / e ( Al ) P Jugy 7 \ TN T ) ) Ty

dzdy

H(h1,0102) 1/2
<Z+ ﬁ) 02T M (QT%) + ()t G (V) R ERYS
< Z ( Al; ) /Q—2 yl/4 /1/2 ;( * 5152) =
2M;
H(hy 010 [H(hy 010)
(Z—i— W) Q3/2€3/4 Mi 0z : ] (Z—i— %) Sy p Q4+€Pi3/2
< \/Z €1€2A3/4 /Q2 1/4 (ﬁ"‘ V 1y) Yy << \/Z ( + i)iélézAQ .
(2.4.14)

e Dans le cas du signe plus, de |a; + ;|7 < 1 on déduit y <« e?_jx et 2 < Q?/A. 1l s’ensuit

[ H(hy,0105) [ = Li(z+Liy)
<1 + ﬁ) (1 + 51@2) Ty

/1 /al+67<<1 z éi\/éu—iy)lﬂ (1 n \/m)l/z

Q
Ei h1,€1€2 / / 1 < z > < Z)
< 1+ - + /= | dzd;
Vi V' hibls | S Sy 2 V lilo v V 4 Y
Q* 14 H(hy,l143)

A2€1€2 h1€1£2

dzdy

@
A

(2.4.15)

e Enfin, dans le cas ou l'intervalle d’intégration en y est de la forme |o; — 3|7 < 1, il existe
une constante réelle ¢ > 0 telle que |a; — 5;|Z < c. On scinde alors l'intégrale en y suivant que

Q* Q*
y<cl€2M ou y>cl€2M avec c; > c.

Pour y < ¢; e?QM»v on a /{;M;(z+liy) < cQ + /My < Q . On en déduit z < Q?/A puis

H(hy,0102) [ 2 Li(z+t:y)
/ 221\/1 / (1 + hi1l102 ) (1 + 6162) Z;
IO‘1 B?‘<c

1/2
én/émy)lm (1 + vszj(erliy)) /

Q
4 | H h1,€1€2 / / 1 < / > < [z )
< 1+ -1+ + dzd
\/E_j h1£1£2 1/2 1 z \/_ y
Q* 14 H(hy,l143)

<A1, hilrls

dzdy

@2
A
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2 ., s o~ . .
Pour y > 61%, I'inégalité #|a; — B;| < ¢ implique

<1 — ci) Ui/ My < Uin/ My — cQ < (/U M (2 + Liy) < bin/ My + cQ < (1 + ci) lin/ M;y.
1 1

On en déduit /¢;M;(z + liy) =< £;\/M;y et que z varie dans un intervalle dont la longueur est
bornée par QZZ_VMM” = Qj_?. Il s’ensuit les majorations suivantes :

[/ H(hy,£1£ /[ =z Li(z44;1
/Mz / (1 + (}111214122)> (1 + 2122) ( lj U)
dzdy
1/2
1 lai—Bi|<c # 2,7/ My 1/2 05 M (z+Liy)
(14 o) (1 O
QVY; H(h1,lils) /MZ / ( / )
< 1+ 1+ dzd
Al; C hlily las—Bil<c Z 5% Y
VT H(hy, li65) E ( /—) QP H(hy,:02)
< 1+ -1+ dzdy <« ———+— |1+ ———==
A /Aﬁj h1€1€2 1/2 z 6162 y Azéléz hléléz

en utilisant la décroissance de la fonction z — % (1 + ./ 51'22).

On obtient ainsi

N

H(h1 0162) = 0 (o1 0iy) 5/2 H(h1,016)
/ / <1 + h11€1£22 ) (1 + Zlfg) Zj . Q4+EB (1 + 7}“1@1[}22 )
dzdy < .
1 loi —Bi| <1 z 0T\ 2 0 M, (2+L:y) 1/2 A%010y
1 Q ) 1+ a

(2.4.16)

e En utilisant les majorations (2.4.12) a (2.4.16) et en sommant sur les intervalles dyadiques
[Z/2,Z] avec Z < (P, + P)Q°, on obtient

H(hy,01¢ z Li(z+Li
(1 +4/ (};@j;)) (1 + elez) ( Z =
dzdy

:I: i=1,2 /1/2 /O‘ jE51|<<1Z éi\/m)l/z 14 VM Gily) 12
Q Q

H(hy,0102) z Li(z4Liy)
#) (Z+ ,/m) 7; .
dzdy

M1 1 <Z+ hlélég
N
1/2 Jz(z) (1 N em) (1 N \/eij<z+eiy>)
Q

Z>1
Q

Qe (P + Py)3/? H(hy, l1l3)
P P —_—
< A201 05 1R h16145

On obtient alors la majoration du lemme 2.4.8 en repartant de l'estimation (2.4.11) et en utilisant

la majoration (2.2.1).

O
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Contribution des formes exceptionnelles

Lemme 2.4.9 S (1M =< oMy < A, alors pour tout réel e strictement positif, on a

max{Pl,Pg}%_e 1+ H(h17€1€2)
min{Pl,Pg} h1€1€2

Sert o) 0y, H,a) < A2Th0|al2 e

disc

Preuve : On reprend les notations introduites au cours de la preuve du lemme 2.4.8. On a alors

e o ) z Sy

+ =12 Z

Zt]vya ag () —A
(r)AY (r)dzdy | dédtidtad .
{//2 L 2 TS 0000 Y s A )y dedadrady + 0@

it; except h<§ r<z

En appliquant la majoration (2.4.4c) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

except ZIEQ oo Hoo —_ j_29
2disc (él’KQ’Ha <<—Z Z Z I(Zy):im

i=1,2 Z
o\ 1/2 o\ 1/2

Z cosh imt;) Z @ t1,ta (h) Z cosh imt;) ij A(l

it; except h<& it; except

dzdyd&dt dtadn.

En utilisant I'inégalité de grand crible (2.4.7a) et le lemme 2.4.7, il vient

2

. z z4+ by
Z € 1 - .
Z cosh imt;) Zpg (| <@ ( 7 fz) l;

it; except r<z

On exploite la condition de divisibilité portant sur h; grace a la relation (3.8) de [BHMOT7b],
d’ou 'on tire en utilisant I'inégalité de grand crible,

2

Z cosh imt;) Z .t ( (h)] = T(hl)hie Z Z COSh imt;) Z .t 2 (WD) p; (dh)

it except h<¢ d|(h1,Nt€1£2) it; except h<&/hy

<rnt 2 () (142 )

hi
d|(hy, Nt bo)

ha, 010s)H
Eh29 1 ( 1,4142 2'
<@ (14 L g
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On en déduit

2h{Q%+< Vol W, (1M + € M5)/? H(hy, t:€
E;zcept(€1,€27H7 a) < (El ) h Q Vo (Supp h)HaH ( 1My + €2 2) ( 1,41 2)
15C Q4 h1€1€2

(1+ ZZZ ) /&'(ZZ'&:?J)
1£2 7
/1 / /Ialiﬁl<<1 )1+e 0/ \ 2 0 M; (z+ i)

(14 ot (1 4 YWD

/‘ / [ (1+/am) V27
(z) (

1/2
fi\/cfgw_iy)l/Q <1+ Ejk{j(ZJrfiy)) /

72 dzd€dy
1=1,2

dzdédy| . (2.4.17)
Z>>1

Q

On estime ces intégrales de la méme maniere que nous ’avons déja fait au cours de la preuve du
lemme 2.4.8. On se contente ici d’indiquer les estimations intermédiaires qui nous seront utiles.
On renvoie aux calculs complets se trouvant dans la preuve du lemme 2.4.8 pour plus de détails.

On a

/| =z Li(z4+L:iy) 4 A o
/Mq, / 1 (1 + él£2) éj AEQW (@) (Ca,S +)7
1/2 JE|ait8i]<1 2

dzdy < 5
0 1/2 4+e pb/2 0
(1+ —ffvgﬂy)l/z (1 v 7@%2”””) L (e ) (cas-),

z Li(z+Liy)
/,@M / (14—1/@1@2) 7 Y Q4Z3/2 ( A )(-)
(Zy) ! 7

dzdy < — —
(14 tomm) <1+ @)/ 20k \QZ
Q

4,3 0
M, (1+ Zzg) li(Zeriy) AQT?Q (ﬁ) (cas +),
142 i 0
dzdy < Q4+75Pf/2zl/2( A ) 1-6 1-0
/sz /Z(Z . 1+wm V20 Vo) ntar— \@ez) 277+ B
Q Q (cas -).
Il s’ensuit
z Li(z+24;
(1+ %) <Ej )
/ / / (zE)1+0 1/2 1/2dzd§dy
:I: i=1,2 |/1/2 lovi £8;| <1 ( i E\/F) (1+ ZngZ"réiy))
z Li(z+L;
> 7a / / / (1 y/ris) 2552 dzdéd
< Y
2t L(Zy ”ﬂ wvmg\ V2 (1 . Vi \
14 4] 1+ y
0
Q4+s A 5/2-0
— | = P+ P .
< A EANE (P + P)

On obtient alors le résultat annoncé en utilisant la majoration (2.2.1).
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Il s’ensuit immédiatement ’estimation de la proposition 2.4.2 en insérant les résultats des lemmes
2.4.8 et 2.4.9 dans la relation (2.4.9).

2.4.4 Contribution du spectre continu

La contribution des séries d’Eisenstein dans X3P (¢1, ¢y, H, a) s’écrit

Mg oo oo H
contwlvé% H a / / / an ty,to (h)

— oo g\t T 1 .
Z Z Ar(ma)Ag(ma) Z/ (;) Pa (5 + w,h)pa (5 + w,r) Dy, 1, (V;ma, ma, 7, h) dv
a — 00

r>0 1<m;<M;
1<ma <My
Zlml —égmz:’l‘

+oo 1 ) .
+Z Z A (mi)\p(ma) Z/ (hr)’ u( + v, h) (5 —I—w,7’> Dy, 1, (v3m1, Mo, h)dvo

r>0 1<mi<M;
1<ma<Mos
l2m2 721m1:7“

Dans cette section, on prouve la proposition suivante estimant la taille de X.ont(1, 2, H, a).

Proposition 2.4.3 Si {1 M, < loMs =< A, alors pour tout réel e strictement positif, on a

£

maX{Pl,P2}5/2 Bt H(hy,l102)

Econ 04 0o H A1/2 A S
t( 1,42, ,CL) < H(IHQ min{Pl,PZ} hlgleg

Preuve : La démonstration suit les mémes étapes que celles de la preuve du lemme 2.4.8.

C’est pourquoi on réutilise les notations introduites lors de cette derniere. A T'aide d'une triple
intégration par parties, on peut exprimer X.on:(¢1, l2, H, a) sous la forme

—+oo —+oo
cont(glvébH a 6162/ / / /

e . S |
/ / / (v;y, 2,€) Zan7t1;t2 (2 + v h) R Zpu ( + v T) rvA 1)( Ydvdzdy
1 1

h<¢ r<z
LM 1— 1 )
+/1 / / 2(U;yazaf);an,tl,t2( (2 + v, h)hw;pa ( + v, r) r “’A( ) (r)dvdzdy

dgdtl dtgd?’].
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Grace au lemme 2.4.3 (relation (2.4.4a)) et a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(féHa<<%/ /+°°/+°°/ ZZZ/ / Zi
cont 1,%2, L 1/2 I(Z.y)

=12 Z
5 1/2 5 1/2
. ; 1. e Al
An .ty 65 (1) Pa (— —I—w,h) h| do / <— +w,r> rEVAD ()] do
za:/wsf ,;5 o 2 Z i<zt |22 \2 v
dzdyd&dty dtadn.

En utilisant I'inégalité de grand crible (2.4.7¢) et le lemme 2.4.7, il vient

2

1 . : . +¢;
Z/ <zt Zpa (5 —I—w,7’> Ti“’AS)(T) dv < yQ° <Zﬁ:2 + L) Z y.
a Vx4,

— i) G

On exploite la condition de divisibilité portant sur h; en suivant le paragraphe 3.2 de [BHMO07b]
d’ou 'on tire, en utilisant 1’inégalité de grand crible,

2

1 . ;
> / )L <§+w,h>hw v
a V=4

h<g
2

<T(N1)T(hy / - iz > ant 1, (hha)p ( + iv, dh)(dh)iv dv
<Z;

d|(h1 N0y 05) a |h<g/hy

dH dH hy,105)H
<T(NOGPr(h)? Y <—) <Z?2+m> la]? < Q° <zf2+M> llall2.

d|(h1,N¢1£2) In h1£145

On conclut alors exactement de la méme maniére que dans la preuve du lemme 2.4.8.

O
2.4.5 Contribution des formes primitives
La contribution des formes primitives dans Eév D(ty,49, H,a) s'écrit
_ e oo e H
Yhot(l1, 02, H,a) : 2/ / / ant1 to(h)
~ ik(k— )' Ok (NL1L2) _
Yoo MmN (ma) Y By (k—13me,ma, M)yt Fin(h) f 1 (r) ity dtocln.
r>0 1<mj;<M; k=0[2] j=1
1<mo<Ms
21m1752m2:7“
(2.4.19)

Dans cette section, on prouve la proposition suivante estimant la taille de Xpy(¢1, 2, H, a).
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Proposition 2.4.4 Si (1M < (o My =< A, alors pour tout réel e strictement positif, on a

Py, P02 H(hy,l102)
2 H AL, AL P RSN LGS R
ot b2, Hya) < AP llalla =0 p =55 VRER e\ T,)@

Preuve : La preuve de cette proposition suit le méme principe que celles du lemme 2.4.8 et de
la proposition 2.4.3. On maintient les notations introduites au cours de ces démonstrations et

on indique ici uniquement les modifications nécessaires a cette situation. A ’aide d’une triple
intégration par parties, on réécrit Xy (41,42, H, a) sous la forme

6162 —+oo “+o0 f1M1
Shot(61, b2, H,a) / I / / / 3 ansana)
1 1

(~)k(N£1£2)

SOADG) S Bl - 1y, 0 B Z Fyn (1) £ (r)dzdydedty dtody.

r<z k=0[2]

Il s’ensuit, grace au lemme 2.4.3 (relation (2.4.4b)) et a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Shot(r, £, H, ) < élé?//m/mf / ZZ/
hot (1, L2, . Zy)1+Z

1/2
2 2
0 (N1 02) 01 (N€162)
(k —1)! (k—1)! .
YRR D) pYTTANS) [ B D DER =i i) pF ERT
k=0[2] (47) j=1 |h<¢ k=0[2] (4) j=1  |r<z
2<k<ZF 2<k<ZF
dzdydédty dtadn.

En utilisant I'inégalité de grand crible (2.4.7b) et le lemme 2.4.7, on obtient
2

0x(NL1£2)
E (k—1)! E § @) e t2 z \ 2+ 4Ly
E— f]; T)Ay LyQ* | 257"+ — )
k=0[2] (47T) ' Jj=1 r<z 6162 61
2<k<ZF

Dans le cas des formes primitives, la conjecture de Ramanujan-Petersson étant prouvée, en
appliquant l'inégalité de grand crible de la méme maniére que nous ’avons fait pour obtenir
(2.4.10), il vient

2

91 (NL1L)
k—1)! hy,0162)H
S S Y S Fennnm)| <@ (22 PR g
k=0[2] j=1 |h<¢ 1H1%2
2<k<ZF

La fin de la preuve est ensuite strictement identique a celle de la preuve du lemme 2.4.8.
O

La preuve de la proposition 2.4.1 est maintenant immédiate. Partant du résultat du lemme
2.4.4, la formule de trace de Kuznetsov décompose X507 (¢1,¢5, H,a) en trois parties (confer
relation (2.4.6)). Chacun de ces termes est alors estimé au moyen de 'inégalité de grand crible
dans les propositions 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4.









Chapitre 3

Moments intégraux de fonctions L
de formes modulaires

Ce chapitre contient les preuves des théoremes B et C. Par ailleurs, ces résultats nous serons
essentiels pour obtenir une proportion non nulle de zéros non triviaux se trouvant sur la droite
critique pour les fonctions L de formes modulaires primitives lors du chapitre suivant.

3.1 Introduction

L’étude des moments intégraux des fonctions L le long de la droite critique revét une grande
place en théorie analytique des nombres et ce, en partie, grace aux liens étroits que ceux-ci
posseédent avec les grandes conjectures énoncées lors du chapitre 1. Pour une fonction L(f,s)
quelconque, notons M 1 (7") le moment intégral d’ordre k le long de la droite critique. Autrement

dit,
T 1
Mf,k(T) = / L <f, 5 + it)
0

L’hypothese de Lindelof (dans le t-aspect) pour L(f,s) donne immédiatement, pour tout k et
tout e strictement positif,

k
dt.

Mpp(T) L fkpe T,

De plus, la preuve de cette majoration quel que soit k fournirait une preuve de I’hypotheése de
Lindel6f dans le t-aspect (voir [Tit86]). Cependant, I’étude du comportement asymptotique des
moments intégraux est un probléme délicat pour lequel des résultats précis ne sont connus que
pour de petites valeurs de k et pour certaines fonctions L seulement. Néanmoins, n’importe quel
résultat individuel de ce type fournit une preuve de ’hypotheése de Lindelof en moyenne.

Pour la fonction ¢ de Riemann, nous ne disposons d’un équivalent que pour les moments
d’ordre 2 et 4 suite aux travaux de Hardy et Littlewood ([HL16],[HL]) et de Ingham ([Ing]).
Ceux-ci prouvent

T
Meo(T) ~TInT et M 4(T) ~ o In*T.
s

o1
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Pour les fonctions L de formes modulaires, Good [Goo82] a établi le comportement asymptotique
du moment d’ordre 2 de maniere précise. De ce développement, il déduit la borne de sous-
convexité (1.3.1) dans le t-aspect énoncée lors du chapitre 1.

La conjecture 2.5.4 de [CFK'05] fournit une formule générale pour les moments d’ordre
pairs pour n’importe quelle fonction L. A la fin de ce chapitre, nous mettons a I'épreuve cette
conjecture dans le cas du moment d’ordre 2. Le résultat obtenu améliore le développement de
Zhang ([Zha05]) et généralise la formule asymptotique de Good mentionnée ci-dessus.

La méthode de ramollissement est apparue dans les travaux de Bohr et Landau ([BL13])
concernant ’hypothese de densité (voir [IK04], chapitre 10) puis réactualisée par Selberg ([Sel42])
d’une part, et Levinson d’autre part ([Lev74]) qui, dans leur travaux respectifs, montrent qu’il
existe une proportion positive de zéros non-triviaux de la fonction ¢ de Riemann se trouvant sur la
droite critique. Autrement dit, I’étude des moments ramollis nous permet d’obtenir des résultats
relatifs a ’hypothese de Riemann qui, nous le rappellerons pour conclure cette introduction,
implique elle-méme 'hypothese de Lindelof.

3.2 Moment ramolli d’ordre 2

Dans tout ce chapitre, la fonction f désigne toujours une forme modulaire primitive de poids
k pair, de niveau IV sans facteurs carrés et de caractere trivial et on note (Af(n)) la suite de
ses coefficients de Fourier normalisés. On désigne également par (1f(n)) I'inverse de convolution
de la suite (A¢(n)). Il s’agit d’une fonction multiplicative qui est donnée par sa valeur en les
nombres premiers p par

_ _ 2y _ 2 oy _ J 1 sipfN

w1 =L @) =20 me?) = A2 =26 ={ o 5PV G2
etsij>3 up(p’)=0. (3.2.2)

On définit également un ramollisseur 1 de la forme

B py(n) In M/n
P(s) = e P < i (3.2.3)
n<M n

avec M =T%, 0g = % — % ou R est un réel strictement positif et P un polynéme a coefficients

réels satisfaisant P(0) = 0, P(1) = 1. De plus, on considere une fonction de localisation w définie
sur R et a valeurs réelles, qui vérifie

w est lisse, (3.2.4a)
w est & support compact avec supp w C [T'/4;2T], (3.2.4Db)
pour tout j > 0, nous avons w')(t) <; A7 avec A=T/Let L=InT. (3.2.4¢)

Afin d’alléger quelque peu les notations, pour des nombres complexes « et [ tels que [Ral, |RE| <
1/2, posons

oo 1 . 1 . 12
If(a,ﬂ):/ w(t)L <f,§+a+zt>L<f,§+B—zt> [ (o0 + it)|” dt.

—00
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En suivant la méthode mise en ceuvre par Young ([YoulO]) dans le cas de la fonction ¢ de
Riemann, on prouve le théoréme suivant.

Théoreme 3.2.1 Soit f une forme modulaire pmmztwe de poids k pair, de niveau N sans
—260
facteurs carrés et de caractére trivial. Pour 0 < v < 4+29 et des nombres complexes «, 3 tels

que a, f < 1/InT avec |a+ B] > 1/InT, alors
+oo
/ w(t)L (f, +a+ zt) (f, +6 - zt) (00 +it)|* dt = @(0)c(a, B) + O(T(In L)*/L)
ot

11—7T-2+h) g2
v (a+B)InT dady

cla, B) =1+ (3.2.5)

{Mﬁxa?f /01 P(x 4 u)P(y + u)du}

x=y=0

et ou 0 = 7/64 désigne l’exposant apparaissant dans l'approzimation de la conjecture de
Ramanugjan-Petersson (confer relation (1.2.7)).

La preuve de ce théoreme fournit par la méme occasion un développement asymptotique du
second moment intégral lisse au voisinage de la droite critique.

Théoreme 3.2.2 Soit f une forme modulaire primitive de poids k pair, de niveau N sans
facteurs carrés et de caractére trivial. Pour tous nombres complezes o, f vérifiant o, 3 < 1/InT,

on a
by +asln (g)] @(0)

+oo too
/ w(t)L (f, —i—a—i-zt) (f, —i—B—zt)dt—af/ w(t) Intdt +

+0 (|a + B T(InT)? + T%+9+€)

avec

12N
=— L 2f1) etby =
ay Z0(N) (Sym 1 ) et by -

12N
() L (Sym

L (Smef, Inp (2)
1) L (Sym?2f,1) +Zp+1 2

Remarque 3.2.1 Ce résultat est non trivial uniquement dans le cas ou |a+ 8| = o(1/InT),
et par ailleurs, on a besoin de | 4 | = o(1/1n%T') afin de s’assurer de la pertinence du terme
d’ordre T

Corollaire 3.2.1 Soit f une forme modulaire primitive de poids k pair, de niveau N sans
facteurs carrés et de caractére trivial. Alors

/_:)O ()‘ <f, +zt>2dt—/_:ow(t) laf1n<%rﬁ>+bf

Remarque 3.2.2 Ce corollaire est en accord avec la conjecture énoncée dans [CFKT05] & propos
des moments intégraux des fonctions L (voir section 3.3.2).

dt + O (T%+9+€) .
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3.2.1 Equation fonctionnelle approchée

Afin de déterminer le comportement asymptotique de I¢(c, ), nous avons besoin de disposer
d’une expression de L(f,s) pour s dans la bande critique. Dans le lemme 3.2.1, nous obtenons
une formule exacte, aussi appelée “équation fonctionnelle approchée”, qui donne une expression
de L(f,s+ it)L(f,s — it) lorsque s appartient a la bande critique ot nous ne pouvons utiliser
la série de Dirichlet de la fonction L. Grace a cette nouvelle relation, on scinde Ir(«, 3) en une
partie diagonale (sans oscillation) et une partie non-diagonale (avec oscillations). La contribution
de cette derniere est bornée dans la section 3.2.2 alors que la contribution diagonale est estimée
dans la section 3.2.3.

Lemme 3.2.1 Soit G une fonction entiére, o décroissance rapide dans les bandes verticales,
paire et avec G(0) = 1. Alors pour tous nombres complezes c, 3 tels que 0 < |R(a)|, |R(5)| < 1/2,

on a
Ar(m —it
<fa +O‘+Zt> <f7 +ﬂ_lt> ;n; 2+a 2+[5 (E) Va-ﬂ(mnat)
Af(m —it
+Xa5tZ; ——ﬂni - (z) V_g,—a (mn,t)
ol
2s
VN T(E+a+s+it)D(E+B8+s—it) 1 G(s) _
a 7t = | 5 7VOz 7t = 5 e 7t °d
9a.5(5:1) (27r D' (E+a+it)T(E+p—it) @) 2@7?/@) 5 Seple,t)otds
et

. ) \/N 72(a+5)F(g_a_it)l—\(g_ﬁ_’_it)
Bt =\ on F(E+a+it)T (E+B+it)

Preuve : Grace a la formule de duplication de la fonction I' d’Euler, la fonction complétée de
L(f,s) donnée en (1.2.3) peut se réécrire sous la forme

- 1/2 $
Mo = (5) (g) P 550 1) = Ll o))
Pour tout réel positif X, posons

Iayg(X,t)—i/(l)G() (f, —I—a—i—s—l—zt) (f, —I—B—i—s—zt)X_Sds.

2m S

On déplace alors la droite d’intégration en R(s) = —1 tout en croisant un pole simple en s = 0,
puis on applique ensuite I’équation fonctionnelle de la fonction L(f, s). On obtient

_Lf)Q/ Gls)
M

lap(X,t) = % p

A(f,%—oz—l—s—it)/\(f,%—ﬂ—l—S-l-it)Xst

(f,l—i-a—i—zt) (f, —i—B—zt)

= s a(1/X, 0+ A <f,%+a+it> A <f,%+ﬁ—z‘t>
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En utilisant I'expression précédente de la fonction L complétée A(f,s), on rééerit

- Los(X,t) + I _a(1/X,1)
(f, +a+zt) (f, +5 Zf) Lo (f.3+a+it) Lo (f. 3+ B —it)

On exprime ensuite L(f,1/2+ a + s +it)L(f,1/2+ B + s — it) au moyen de la série de Dirichlet
pour obtenir
IQ)B(X, t)
Loo (f, 5 +a+it) Lo (f, 5 + 8 —it)

= i/ G(S)X_Sga,g(s,t) (f, +a+s+zt> (f, —i—B—i—S—zt)d
(1)

m s

—it
- szz"‘o‘nz"‘r@ (%) Va,p(Xmn, ).

m,n>1

De la méme maniere, on a
I 5 _o(1/X,t As(m)As(n —it mn
1 67- 4/ )1 7/31522 ff [3 f1 )(_) Vog,—a (—,t).
Loo (f.3 +a+it) Lo (f, 5+ B —it) Sy mr e An X

On conclut en prenant X = 1 et en utilisant la définition de Lo (f, ).

O

La preuve précédente est essentiellement la méme que celle du théoreme 5.3 de [IK04]. Il nous
sera néanmoins tres utile de disposer d’approximations précises de X, g+, ga,g(5,t) et V, g(x,t).

Lemme 3.2.2 Pour de grandes valeurs de t et pour s < t¢ dans n’importe quelle bande verticale,

Xop: = <t\2/ﬂ_) o (HMJFO(%)) (3.2.6)

amsto = (3) (10 (51)) 327

De plus, pour tout entier j > 0 et tout réel A >0, on a

J

0
t! 875] aﬁ(:E t) <a4,j <1+ | |> . (328)

Preuve : La premiere partie de ce lemme provient de la formule de Stirling, avec s = o + it
variant dans les bandes verticales, et sous la forme

2 1

— Ly _ 1
F(S) — \/%lTV_%e_%‘T‘ei(TlnITI_T+%((T—1/2)S‘(]”(T)) (1 — (U 22) 12 +0 (i)) )

T
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On trouve cette relation dans ([Ten95], corollaire 0.13). Pour prouver (3.2.8), on déplace la droite
d’intégration loin vers la droite sur s = A et grace a (3.2.7), on obtient la borne désirée lorsque
t? < . Dans le cas x < t2, le résultat s’obtient par des majorations triviales. O

En utilisant '’équation fonctionnelle approchée précédente, on scinde I¢(c, ) en une somme
de termes diagonaux et non-diagonaux. Précisément, en ouvrant le ramollisseur ¥, on peut
réécrire

B pg(a)ps(b) InM/a In M/b L X
Ii(o,B) = a;M N P< Y] )P( i ) [Ifb (o, 8) + I3 (v, B) (3.2.9)

I (0, 8) + 1P 0, )]

avec

Igg(a,ﬁ) = Z M/:roow(t)%lﬁ(mn,t)dt,

= matans 8
Zias) = 3 A [T )X, Vot
am=bn —
1P (0,8) = Arlm)rs(n) / o) (4 Vsl )t
) amZbn ma2tenst8 J_o bn
Pep) = 3 %yﬁ) / w000 () Vo amm
am£bn —00

3.2.2 Evaluation des termes non-diagonaux

Dans cette partie, nous évaluons la taille des termes non-diagonaux. Plus précisément, nous
prouvons la proposition suivante.

Proposition 3.2.1 Si0 < v < 3229 ¢t si o, B sont des nombres complezes vérifiant o, f < L™

44-20
alors il existe € > 0 tel que

3 u.f(%(b)P (hllﬁg‘ﬂ P (hlln]\ﬁb> {Iﬁf’l (a, B) + INP2 (o, B)| < T,
a.b<M

L’outil essentiel pour prouver ce résultat est le théoreme sur 'estimation en moyenne des sommes
avec décalage additif obtenu lors du chapitre 2.
Lemmes préliminaires

Afin de prouver la proposition précédente, on commence par supprimer les termes triviale-
ment négligeables apparaissant dans la définition de I iVbD Ya, B).
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Lemme 3.2.3 Soient € > 0, 0 < v < 1, des nombres complexes o, 3 < L~' et des entiers
strictement positifs a,b < T". Pour tout réel A >0, on a

Ap(m)Ap(n) [T° am\ —it _
P = Y m/ w(t) (%) Vo s(mn, t)dt + O (T™4) . (3.2.10)
am#bn >
mn<gT?te
am |7

Preuve : Tout d’abord, en utilisant la majoration (3.2.8) pour j = 0, on obtient pour tout réel

A>0
oo am\ —# 72\*
/ w(t) (_bn ) Va,g(mn,t)dt <a T <_mn> .

— 00

Par conséquent, pour A > 1/2, étant donné |\;(n)| < 7(n) < n¢ et a, f < L~1, on peut écrire

M) (1 () o .
1ta 148 t (—) V. J)dt < TH
amzsﬂm mz+ensto e w() bn Q)B(mn ) m’n,>ZT2+£ mztA+TRay, 3+A+RE
mn>T>?t¢

1
< T4 S
h>%2:+s hatase
< T27AE

< T4,

Ensuite, grace a la relation (3.2.8) valable pour tout entier j et comme w@)(t) < A~7, pour
tout réel A > 0, on a la majoration uniformément en x suivante

J j \*
% [w(t)Vas(x,1)] < AT (I%I> '

Ainsi, pour am # bn, apres j integrations par partie, on obtient

/mw(t) (%)%Va,ﬂ(mn,t)dt - ;/m (%)%g—;[w(t)vaﬁ(x,t)]dt

oo (ilnem)’ Joo
T 72\
Ad |in 22| <%> '

De quoi I'on déduit, avec A = 1/2 + max {Ra, RG} + J et 6 > 0, et en utilisant la minoration
x/2 < In(1 + x) valable pour 0 < z < 1,

Ap(m)Ap(n) [F° am\ —it T1+24+5y 7(m)7(n)
2 brenien | () Veslmmtit « == 3 Syt

am _q1|>777

Comme v < 1 et en choisissant j aussi grand que souhaité, on obtient la majoration annoncée.

O
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On introduit une partition dyadique de I'unité pour les sommes en m et n. On fixe une fonction
lisse arbitraire p :]0, +00[— R, & support compact inclus dans [1,2] et vérifiant

“+oo

Z P (2_4/233) =1.

{=—00
On pourra se référer a [Har03] (section 5) pour trouver la construction de telles fonctions. Pour
chaque entier ¢, on définit
x

pe(x) =p <—> avec Ay = 21217,
Ay

Afin d’étudier le comportement asymptotique de [ évlf) '(av, B), on considere la fonction Fj.p, 0,
définie par

Fhtn e, (2,7) aitepit? /+OO (t) (1 + h>_itv (wy t) dt X pe,(2)pe,(y).  (3.2.11)
. T,Y) = ————— w — s | —, T . 2.
hily Lo Y $%+ay%+ﬁ - y B ab Pey pPex\Y

Lemme 3.2.4 Soient € > 0, 0 < v < 1, des nombres complexes o, 3 < L~' et des entiers
strictement positifs a,b < T". Alors, pour tout réel A >0, on a

Igfl (a, B) = Z Z Z Ar(m)As(n)Fr.e, 0, (@m,bn) + O (T_A) . (3.2.12)
Ay Ay, <LabT?te h#0 am—bn=h
Ay =<Agy  |WIKT ™Y\ /Ag Ay,
Agl ,Ag2 >TY
Preuve : Par souci de simplicité, on pose
ilia l+ﬁ +o00 —at
azTh2 x Ty

Partant du lemme précédent et en utilisant la partition de I'unité, on peut réécrire

Ly eBs) =3 > Am)As(n)H(am,bn)pe, (am)pe, (bn) + O (T~) .

1,42 h#0 am—bn=h
mn<&T?te
am | T

Premierement, si |h| > /Ay, Ag, T~ alors

a ’am 1 2>’am 1
max< |— — —_— =
b ~lbn

mn
Deuxiemement, si [¢; — f5| > 3, par exemple si ¢1 — fo > 3 alors

bn
|
am

> T2,
ambn  Ap Ag, —

-~
= =~

)

b h? h?
n 1‘

am

2@1*@2
am S1>V2-1> 1.

Nous pouvons ainsi supposer Ay, < Ay,. Troisiemement, si A,, <77 alors
am
am _ ‘ LS
bn bn — 2Ay,
On en déduit que 'on peut supposer Ay, > T7 et, de la méme maniere, Ay, > T7 . Pour terminer,
étant donné que am — bn = h, on obtient H (am, bn)ps, (am)pe,(bn) = F.p, 4, (am, bn).

>T77.

O
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Sommes avec décalage additif

Afin d’appliquer le théoreme 2.1.1, on commence par déterminer des estimations sur les
dérivées successives de la fonction Fj,.¢, 4, .

Lemme 3.2.5 Soient a, 3 < L™' des nombres complexes, o un réel strictement positif quel-
conque. Pour tous entiers positifs i et j, on a

. 1 1

; '81+JFh‘E y a 5 tRato b s+RB+o . )

yj 6I187y; - (Ia y) <<ZJ Ag Af T1+2 (hl T)J
1 2

x

ot la constante tmplicite ne dépend pas de h.

Preuve : On pose Py(Y) =1 et pour j > 1, P;(Y) = Z;é(Y —{). Soit s = ¢ > 0, alors on a

yjaa—;j </Rw(t) <1+§)“ ga_ﬂ(s,t)dt> - /Rw(t)gw(s,t) <1+§)“ Q,(t)dt

(1 + %)_it B4

- /R [im (1+ g)]j%

[w(t)ga.p (s, 1)Q; ()] dt

. . —(j-r) r 7. .
ot Q;(t)=>""1_o (1) P (it)Pj_r(—it) (1 + %) " Comme Qg- )(t) < ‘14%%‘ 77" pour r < j et

O w(t)ga,p(s5,)] dt < T2 A, on déduit
o9 j

o My
ot

T hy (InT)7.

[w(t)ga,p(s,1)Q;(1)] <s.5 T

La constante implicite dépendant de maniére polynomiale en s. Comme on a h/y < T~7 dans
les indices de sommations, il vient

Y —it ,
yﬂaa—yj </ w(t) (1 + S) ga,g(s,t)dt> < T2 (InT)’ (3.2.13)
R

et la constante implicite ne dépend pas de h. En écrivant

Fhotra (1) = pey (‘T).Pez (y) /(U) G(s) (E)%J“HS (é) %+ﬁ+s/Rw(t) <1 + g)n a5(s, t)dtds,

20 s T Y

le résultat annoncé découle alors de la formule de Leibniz et de la majoration (3.2.13).

O

Remarque 3.2.3 La borne triviale des sommes avec décalage additif, ie celle obtenue en ma-
jorant par inégalité triangulaire puis en appliquant 'inégalité de Deligne, est donnée pour tout
réel € > 0 strictement positif, par

Z )\f(ml))\f(mg)gh(ml,mg) <Lz min{Ml,Mg}(MlMg)E. (3.2.14)

l1m1—fomao=h

La borne triviale (3.2.14) associée au lemme 3.2.5 implique le corollaire suivant.
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Corollaire 3.2.2 Pour tout € > 0, on a
INPr(a, B) <. min{a, b} T

Remarque 3.2.4 Cette borne triviale de I iVbD '(a, B) est insuffisante pour prouver la proposi-
tion 3.2.1. Autrement dit, il est nécessaire de tenir compte des oscillations des valeurs propres
de Hecke pour obtenir le résultat annoncé. Dans un premier temps, on applique la majoration
suivante, établie par Blomer [Blo04], sur les problémes de convolution avec décalage additif.

Théoréme 3.2.3 (Blomer, [Blo04]) Soite > 0. On considére des entiers strictement positifs
Uy, £y, h et des nombres réels My, My, Py, P plus grands que 1 . Soit gpbune fonction lisse, a
support compact inclus dans [My,2M;] x [Ma,2Ms)] telle que ||g}f])||OO <ij (Pr/My) (Po/ M)
pour tous entiers i,j > 0. Alors

> Am)Ar(ma)gn(ma,ma) <z pypy g (G1My + M) /20T,
l1mi—loma=h
La majoration est uniforme en €1, €9, h et la dépendance en Py, Py, N et k est polynomiale.

Remarque 3.2.5 En comparant avec la majoration (3.2.14), ce théoreme est en accord avec la
“square-root cancellation philosophy”.

On déduit du théoreme 3.2.3 et du lemme 3.2.5 la proposition suivante, qui fournit une
premiere estimation satisfaisante et qui sera améliorée lors de la proposition 3.2.3.

Proposition 3.2.2 Soient des nombres complexes o, B < L™ et des entiers strictement positifs
a,b. Pour tout e >0, on a
13 (@ B) <= (ab) FHATHHOTE,

Preuve : Le théoreme 3.2.3 et le lemme 3.2.5 donnent

a 1+Ra+o b 3+RB+o .
Z Af (m)/\f (n)Fh;él,Zg (am, bn) < (Az ) (Ag ) Tl+20 (ln T)K(Aél + A52)5+9+5
1 2

am—bn=h

ou k est une constante. Deés lors, grace au lemme 3.2.4 et avec % +60+e—Ra—RB—20 >0,
on obtient

a 3+Rato b 3+RB+o
Ii\.[bDl (a7 ﬁ) < Tl—v+2a (ln T)N Z ( ) (A ) V Ah A@z (Ah + A€2)1/2+9+8
; 22

24e A,
All Aez KLabT
Agl XAg2
Agy Ay >T7

1 — — —
<<T17'Y+20(ab)1/2+d(lnT)n Z A€21+0+E Ra—RB—20
TV Ay, KVabT1+e/2
< Tlf'VT%Jr(-)Jrs(ab)%Jr% Z 1.
TV <K Agy KVabT+e/2

Par ailleurs, on a ZTW<<A21<<\/%T1+E/2 1= 21§221/2<<\/%T17—y+5/2 1 < InT de quoi 'on déduit le
résultat en prenant v =1 —¢.

O
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Remarque 3.2.6 Nous sommes tentés de résoudre ce probleme de convolution avec décalage
additif en moyenne (sur h) et ainsi, prendre en considération davantage d’oscillations des valeurs
propres de Hecke. Par exemple, en utilisant le théoréme 6.3 de [Ric06], on vérifie que, pour tout
e >0,

INP (@, 8) <. (ab)iFETETOFE,

Il est immédiat que cette borne n’est pas admissible. Ceci s’explique par le fait que la longueur
de la somme en h est tres courte. Il en résulte que nous avons besoin d’un théoreme s’appliquant
pour les sommes courtes de sommes avec décalage additif, ce que donne le théoreme 2.1.1.

Proposition 3.2.3 Soient des nombres complezes o, B < L™ et des entiers strictement positifs
a,b. Pour tout € >0, on a

INP o, B) < (ab) 2" T2 +0+e,

1sih<H,

Preuve : On applique le théoréme 2.1.1 avec H = T~ 7/ Ay, Ay, h1 = let a(h) = {0 ]
sinon.

Alors, en utilisant le lemme 3.2.4, on obtient
I,y (o, B)

a 3+Rato b 3+ RB+o
1+20+4¢
< 2 G @) e

Agy Ag, KabT?te
Agl XAg2

\/—+( él)%”\/%)}
Ay Aoy >TY

<<(ab)%+0T1+20+57% Z Agf(SROHrSRBJrQU) (ab) T1 3+0+e
TT <A LVabT1+e

On conclut immédiatement en choisissant v =1 — ¢.
O

Corollaire 3.2.3 Soient des nombres complexes o, B < L™ et des entiers strictement positifs
a,b. Pour tout € >0, on a

I¥P2(a, B) <. (ab) = THH0+=,

Preuve : On pose

27 t

wy (t) = w(t) (t\/_>_2(a+m <1 + M) .

Grace a la relation (3.2.6), on peut écrire

ND, _ Ar(m)Ag(n) [ am ~it 1 [Ag(m)Ag(n)]

a8y = Y e | wl(t)(bn) Vepalmn )0 [ = Y |
am#bn o0 mn<<T2+e

Le terme d’erreur devient O(7°) et comme w; vérifie les conditions (3.2.4a), (3.2.4b) et (3.2.4c),
quitte a changer w par w et («, 5) par (—f, —a), on peut appliquer la proposition 3.2.3.

O
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Preuve de la proposition 3.2.1

En utilisant la proposition 3.2.3 et le corollaire 3.2.3, on majore trivialement la contribution
des termes non-diagonaux par

(a b InM/a InM/b 1 0
S o >p< s >p< M > (12074 (@, ) + 1P (0, )] < T3 37 (ab)’
ab<M @ ab<M

< T3 +H0+er(2+6)

Ainsi, siv < ;—gz, la partie non-diagonale de If(a, 3) est majorée par T I—e,

3.2.3 Evaluation des termes diagonaux

Pour ¢ =1 ou ¢ = 2, posons

IPa,B) = Y “f(f/)aﬁg(b)zﬂ <hiﬁ§“> P <1Tnj\ﬁb> 1% (o, B). (3.2.15)
a,b<M

On considere la partie diagonale [ JP (a, B) du second moment ramolli. Ainsi, nous avons

I (a, B) = I (v, B) + 1% (, B). (3.2.16)
Dans cette section, on prouve la proposition suivante :

Proposition 3.2.4 Soient des nombres complexes a, 3 < L™ tels que |+ B| > L1 et soit
0<v<l. Alors
I (e, B) = w(0)c(a, B) + O(T(In L)*/L)

ot c(av, B) est défini dans la relation (3.2.5).

Lemmes liminaires

Lemme 3.2.6 On désigne par Q. g l'ensemble des vecteurs (u,v,s) de C3 vérifiant

Ru + Rv > —1/2,

Rs > -3 -5 — 7
§Ru+§Rs>—%—§Ra,
R+ Rs > —5 — RB.

On a

pp(a)uy(DAp(m)Ap(n)  L(f x f,1+a+B+2s)L(f x f,1+u+v)

T2 T 1 = ap(u,v,s)
a2tz Tuma Tatspa thts L(fx f,1+a+u+s)L(f x f,1+B+v+s)
am=bn

ot Ag g(u,v,s) est donné par un produit eulérien absolument convergeant dans Q4 g.
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Preuve : Afin de simplifier quelque peu les notations, on pose

P= Y pp(@)py (D)As (m)As(n)
, - aztvpstumstats,s+8+s’
a7 )m7n_
am=bn

En utilisant la relation (1.2.2), pour tout nombre premier p tel que p{ N, on obtient

> )‘f(pz);}); (Y M) Y /\f;fj ? piz /\f(pe;lé)s/\f(pe)
£>0

>0 >0

et

> M)A () A )Y A0 As(p) > A (DA ()

4 4
P s ps = P s

On en déduit

Ar(P)As () 1 Ar(0)?

ZZZO ol = A(p) <1+ > 2= (3.2.17)
AreOA () N e 1) e A2

ZZZO e = <1+ps) <Af(p) ps>e>0 o (3.2.18)

De plus, étant donné que ’on peut écrire

él(%+v)péz(§+u)peg(§+a+s)pe4(%+ﬂ+s)

£1 £2) \ 23y \ L4
P=1] 3 prr (P ) (P72) A g (P72) A g (p™)

01,85,03,0>0 P
L1+L3=Lo+Ly

en utilisant les relations (3.2.1) et (3.2.2), on obtient

_ Ar(p)? 1 Ar(p)?
P = H (1 + pltutv + p2(1+u+v) Z pé(1+a+/3+2s)
ptN >0

1 1 1 Ar(P)A ()
—As(p) <p1+v+6+s + p1+u+a+s) (1 + p1+u+v) Z pl(L+atp+2s)
>0

1 1 Ar(P9)As (P2
+< n )Z 1A (P)

p2(1+v+5+s) p2(1+u+a+s) = pE(1+a+5+25)

A 2 A 2 py 2 A 0\2
<11 <1+ () M) M) >Z Z (")

pl-l—u-l—v p1+a+u+s pl-l—B-i—v-l—s P (1+a+p+2s)
pIN £>0
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Des relations (3.2.17) et (3.2.18), on tire

Ar)?® Ap(p)? Ar(p)?
=L(fx f,1+a+5+2s) H [1 + pltutv — pltatuts — pl+ftuts

pIN
7(p)? 1 1
x H K l+u+v + p2(1tutv) 1= p2(+atp+2s)

o (1 1 1 1 . 1
—As(p) - pltathias pltothts + pltutats + T pltute

1 1 1 1
+ (1= s ) (M 007) - +
D a+B+2s . p1+a+6+25 p2(l+v+6+s) p2(1+u+a+s)

Ar()? A(p)? Ar(p)?
=L(fx fil+a+pf+2s) H [1 " p1f+u+v B pl%fa+u+s B p1¥fﬁ+v+s +x0(P) Ep

P

avec

E,=

1 1 1 A(p)? [ 1 1 1 1 A (p?) 1 1
F p2(u+'u) - p2(a+ﬁ+25) - ps pu-i-oz + pv-l—B pu+v - pa+,8+25 + p2s p2(u+a) + p2(v+5)

A+ (p) 1 1 1 1 1 1 1
+—L + - + -
p3+a+,8+3s pu+v pu-i-oz pv-l—B ps p2(u+a) p2(v+ﬁ) pu+v+a+,8+s
1 { 1 1 1

+p4+2(a+6+25) p2utats) + p2(vtB+s) o p2(utv)

Etant donné que la fonction L de Rankin-Selberg L(f x f,z) admet comme produit eulérien
(voir (1.2.4)), pour Rz > 1,

L(f x f,2) =[] Lo(f % f,2)

avec PepP
- <1 ) /\f;f)2 o) {2 +;\2fz(p)2 a /\fp(?i)2 + pzllz]>1’

on peut réécrire

Ar(p)? Ar(p)? Ar(p)? _ Ly(f x f,14+u+wv)
1+ B - (p)Ep = Ly(fx f,1+u+a+s)L,(fx f,1+v+B+s)

+ Xo(p
p1+u+v p1+a+u+s p1+5+v+s

1+Lp(f><f,1+u+a+s) (fo,1+U+B+S ZZ%]
p T
r=2 £

ol la somme sur ¢ est finie, X, , sont des formes linéaires en w,v,o, 5,5 et a,¢(p) sont des
nombres complexes |a,¢(p)| < 1. Par conséquent, on trouve

L(fx f,1+a+B+2s)L(f x f,14+u+wv)

P:L(fxf,1+a+u+s)L(f><f,1+[3+v+s)

An.p(u,v,s)
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ou

1
Aa,p(u,v,s) H {1 + Z 0 ( r+XT’g(§Ru,§RU,§Ra,§RB,§RS)>

peEP

Par ailleurs A, g(u, v, s) est un produit eulérien absolument convergent dans la région délimitée
par {R(a+u+s) > -1} N{RB+v+s) > =1} Ny { X, (Ru, Rv, Ra, RG, Rs) > 1 —r}. En
explicitant ces formes linéaires X5 ¢, on montre que { Xy ¢(Ru, v, Ra, NG, Rs) > —1} = Q, 3. De
la méme maniere, en écrivant toutes les formes linéaires X, ¢, on prouve que si (u, v, s) appartient
a Qg g alors X, (Ru, Rv, Ra, NG, s) > —r/2 > 1—r. Par conséquent, A, g(u, v, s) est un produit
eulérien absolument convergent sur €}, g et en tant que tel, définit une fonction holomorphe sur
Qa3

O
Lemme 3.2.7 On a
Ap0(0,0,0) = 1.
Preuve : Grace au lemme 3.2.6, pour Rs > 0, on peut écrire
pp(a)py (b)As(m 7
Augls,sos) = 30 PHAIORAINT) g RO § (a0,
a,bmn>1 (ambn) a,m>1 nlam
am:bn
Etant donné que (y #(n)) est I'inverse de convolution de (Af(n)), on a
> ug(d/m)A(n) = 6(d).
nld
De quoi l'on tire
Aoo(s,8,8) = pp(L)Af(1) =
On prolonge cette relation en s = 0 par continuité dans le demi-plan Rs > 0.
O

Lemme 3.2.8 Pour tout entier positif a, on a

Z %")2 <1n%>a _ Bt~ f’s)/l E <ln¥>adr+0((lnM)“).

ot n CV)(2) r

Preuve : On trouve dans [Ran39] le développement suivant

Res L(f x [,s)
d A== S—lg(N)@) +O0(z®).

n<x
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C’est pourquoi, apres une intégration par parties, on obtient
a Res L(f X f 8) a
)‘f (Tl)2 M s=1 ’ 1 M a
n<M n<M
Enfin, la formule d’Euler Maclaurin nous donne

52 (0] = "2 () ot

n<M

Estimation de IfDl (o, B)

Pour des entiers strictement positifs 7 et j, et pour n’importe quel réel § strictement positif,
on pose

(3.2.19)

L(f x f,1+u+v)A,s(u,v,0) du dv
T (i) = 2277 // ;

L(f x f,1+a+u)L(f x f,1+ B +v) utl pitl’
Lemme 3.2.9 Soient des nombres complexes o, 3 < 1/L. Pour des entiers strictement positifs
1 etj, ona
(ln M)H—j—l d2
i!j!Re.ls L(f x f,s) dxdy
S=

Ja,ﬁ(i7j) =

|:Mam+ﬁy /Ol(a: +u)'(y + u)ﬂdu] 2=y=0

+0 <Li+ﬂ'—2 (1 + a;ff) <1 + a;jﬁf)) :

Preuve : On utilise U'expression (1.2.5) de L(f x f, s) et quitte a déplacer loin vers la droite I'une
des deux droites d’intégration en u ou en v, on obtient

Josliod) ( )“*” (M (201 4 u+ v))Ag s(u,v,0) du  dv
a,B\?, = - - .
7 n<M (6) J(9) fxf,l—l—a—l—u) (fxf71+ﬂ+v)ul+1vj+1
On pose

sd) (u,v) = M v ¢M2(1 +u+ v))Aa,s(u, v,0) 1

B L(fx f,il+a+uw)L(f X f,1+ B +v)utlyitl’

On considere le contour v défini par v = v Uy, U3 avec ¢ > 0, Y > 1 grand et

—c
pr— ) > pr— 1 —_— < < pr— —_— < .
w1 ={ir, |7| > Y}, 7 {aj:zY, oy <0< 0} et v3 {1 v +ir, || < Y}

En utilisant la région sans zéro standard de L(f x f,s) rappelée dans le théoréme 1.3.3, on
déplace les droites d’intégration Ru = Rv = § jusqu’a v et v sur . Ainsi,

/ / (u,v)dudv
227’1’ (8) J () o

©,5) (i,9)
_5608% - o (U, 0)dv + — 2m /JG’Y /m 5%5 (u, v)dvdu

1 1
= Res 7’( 7)(u v) + Res— / rh 7)(u v)dv +Res— rh 7)(u v)du + — // (u, v)dudv.
u=v=0 u=0 247 J,cry =0 207 Jyeqy (2im)?
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; 1 (i.d) . L ,
e On commence par estimer i%:egm ver Tag (U v)dv. On exprime le résidu au moyen d’une

intégrale sur un cercle de rayon 1/L, ce qui donne

1 (i.4)
Resoim /B (u, v)dv

1 / (4)° ]g (%)uC(N)(2(1+u+v))Aa,B(u,v,0) du  dv
o (2im)2 vey LU X f,14+B+v) Jpo,L-1y \ n Lifx f,1+a+w) witl pitl’

De plus, comme (V) (2(1 + u + v)) Ay 5(u,v,0)| < 1 dans notre situation et comme

1
<a+u< L tcarux1/L,
I xfltata /

on obtient

R 1 (iJ)( Ydv < Lifl/ (%)%U dv
esS—— T u,v)av ; .
=0 2im Jye, @8\ very LU X f, 14 B+0)] o]+

La proposition 1.3.1 nous donne

1
- 1
L~ fotim) <l

de quoi 'on déduit

" dv

/vew |L(f x f,14 B+ v)| |vJit!

(0™

Int

0 e
do M Y dr
< / _ dT—I—lnY/ _ 4 <—> 1nY/ _—
iz TP sy o T VPH ey =i

n c J+1
InY InY

c

InY ; MY\ =Y
Jj+1
< V7 + (InY) ( ) .

n

(3.2.20)

On a alors la majoration
1 (4:9) i-1 1 (MY
5:608% e o5 (U, v)dv < L' InY V7 + (nY)’ g . (3.2.21)

e Comme rgé) (u,v) = rfj ’;) (v,u), la majoration précédente donne immédiatement

1 (i.4) = 1 S MY
Res— To g (Wv)du < L7 InY -+ (InY)" | — . (3.2.22)
v=0 20T Jyey @ Y

n
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o Grace a la relation (3.2.20), on majore [ [ 7 ’J)(u,v)dudv.

u+v (N)
%)) M2 +u+v))Ass(u,v,0) 1
(2im)? // (u v)dudv = (2im)? //< ) f><f,1—|—a+u) (fx f,14+ B +v) uitloitl

<</ (AzyRe (AL du
ILf><f,1+ﬁ+v||v|7+1 ILf><f,1+a+U)IIUIZ+1
< (InY)? <% + (Iny)™ (%)1y> : (3.2.23)

InY (MY TRV (Y (M TR
- lny)t (= : InY) [ =
<<<YJ+(11 ) (n> ><Y1+(n ) -
e De plus, pour tout entier strictement positif £, on pose

W=y Af <_+(1 v) (Jf)_y>

n<M

On peut majorer

W, < i@ 3 Ar(n)® (InY)* 3 As(n)® <%>—w

Y M n n
WSW W§n<ﬁi
—d{ f
<37t (InY)* > o2 3 -
In(Y InY M M
0<d< “(_1n 3—) (2dt 1)Ly /e <n< GOy

L
g7+ (n y)erL

Par conséquent, & partir des majorations (3.2.21), (3.2.22) et (3.2.23), on obtient

. )\(n) i) i— i—
Jap(ind) = D { jn 28, rif (u 70)} +O (L'WY + L7 WilnY + Wip;(InY)?)

n<M
Ar(n) P (09) i—1 L j j—1 L i
_<ZM{ - uv 5 To5 (W, v)| + O |L Y W—I—(lnY) + L7 InY W—i—(lnY)

+(InY)? <Yirj + (In Y)i“)] .

En choisissant Y = L, le terme d’erreur devient O ((L*"' + (In L)?) (L' + (In L)?)). Ainsi

st = 3 [ ey ] v (2ot (1 BB (1 GERY) (g

n u=v=0
n<M

e On termine cette preuve par l'estimation de Res rlb ﬁ)(u, v). Une nouvelle fois, on exprime le
u=

résidu comme une intégrale sur un cercle de rayon 1 /L. Ainsi,

Res 9 (u.v) ?{ ?{ VRO ut ) Aas(u,0,0)  du dv
u=v=0 B 2z7r D(0,0-1) JD(0,L~ n L(fx f,1+a+uw)L(f x f,14+ 5 +v)utloit]
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De plus, étant donné u < v < 1/L, on a

M1 +utv) =
Anp(u,v,0) =
1
L(fx f,l+a+u)
1
L(f x f,1+ 8 +v)

Grace au lemme 3.2.7, il vient

C(N)(2(1—i—u—l—v))Aaﬁ(u,v,O)
L(fx fil+a+uw)L(fx f,1+6+v)

Donc

(4,9)
Res o3

u=v=0

B ¢M)(2) 1 (%)”a—i—ud
() = Res L7 x fLoP | 2im fi)ml) n) it

¢ () +01/L),
A0,0(0,0,0) + O(1/L),

a+u
Rer T 7.9 (1+0(1/L)),

B+w

Rer L 73] f,s)(l +O0(1/L)).

(M@
[Res L(f x [, s)]?

1 7{ M\" B+
—_— — - dU
2im Jpo,L-1y \ 1 vitl

+O (L1979

(a+u)(B+wv) +0(1/L3).

Par ailleurs, en utilisant la formule de Cauchy, on calcule pour tout entier strictement positif £,

1 MN\" a+ud
JES— —_— u =
2m D(O_’L—l) n ’U,eJrl

Des lors, on peut écrire

(M (2)
iljl[Res L(f x f,5)]?

Res r(i’j
u=v=0 @,

)

(u,v) =

d e‘”j{ M \" du
dz | 2iT Jp(o,L-1) n ultl

=0

A el 4 [(M "
dr |© 0 aut [\ 70 € weod oo
L P IAY
0 dx € v n 0

¢ -1
l o 1n% + /¢ lnM .
4 n n

i+j i+j—1 i+j—2
[aﬁ (m%) J—i—(ai—i—ﬁj) (111%) ’ +ij (m%) ’ 1
n n n

+0 (L%

Partant de la relation (3.2.24) et du lemme 3.2.8, on a

Jﬂfﬁ(ia .]) =

B O ) s 1)) (o 2 s () )

itj— (InL)*
+0 (Lﬂ ? (1+ o) |1+

TE)):

On obtient le résultat annoncé en effectuant le changement de variable r = M=%,



70

Lemme 3.2.10 Pour 0 < v < 1 et pour des nombres complexes o, 3 < L1 tels que |a + B| >

L7t ona
T(InL)*
e (7< nl) )
r=y=0 L
Preuve : On utilise une transformation de Mellin pour exprimer

<1nM/a>i:{ (an]{/[) i 1) (M)° v si1<a<M,

w(0) d?
(a+ B)In M dxdy

Ijj?l(oz, B) = [M‘”J’ﬁy /01 Pz +u)P(y + u)du]

In M 0 sia>M.

On pose P(X) = zdegP a; X', A partir de la relation (3.2.15) définissant I '(a, B), on obtient

=1

+oo ; 141 Mu-H)G
Ij?l(a75) :/ w(t) Z (f;?\]ji_] 227‘1’ / / / gag(S t)

—00

pr(@)pr0)A(m)A(n) , du dv
Z l-i—v l+u l—i—a—i—s l+5+5 J+1 ,i+1 .
a,bmn>1 aztb2 T m? nz2 w v
am=bn

Grace au lemme 3.2.6, on peut écrire

+00 a1l u+vG
IJPI(OGB) :/ w(t) Z (EIC]L\Z/Z'ZH 2im)3 / / / d gaﬁ(s t)Aa,s(u,v,s)

—00

L(fx fl+a+p+2s)L(f x f,1+u+0v) du dv

L(fxfl+a+u+s)L(fx f,1++v+s) Suj-i-lvi—l—ldt'

On spécialise G en

o+ B — (25
(@+p)?
La fonction G(s)L(f x f,1+a+[+2s) est alors une fonction entiere. On commence par déplacer

les droites d’intégration Ru = Rv = 1 en Ru = Rv = §, avec § petit, afin de s’assurer d’étre dans
le domaine d’absolue convergence de A, g(u,v,s). Ensuite, on déplace la droite d’intégration

G(s) =

Rs=1en Rs = —d+¢, avec 0 < € < J, croisant un pole en s = 0. Etant donné que t < T, v < 1
et ga,ﬁ(s,t) < T2S, on peut majorer

Feo aajilj! 1 MYt G(s)
— 7 A
/ w(t) ZZ]: (ln M)H_J (2i77)3 /Re u=0 /Re v=0 /Re s=—0+¢€ S ga’ﬁ(s, t) o0 (u’ v 8)

L(fx fl+a+p+2s)L(f x f,1+u+0v) du dv
Lifxf,l4+a+u+s)L(f x f,1+B8+v+s) S pit

+oo
< / |w(t)|dt T2(—5+6)M25 < Tl—(2—2l/)5+e < Tl—e'

—00

dt
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pour ¢ suffisamment petit. Ainsi, en utilisant les notations précédemment introduites, cette
estimation fournit

a7
.ﬁwmﬁwﬂmmufxﬁ1+a+m§;5§%%7hﬁ@ﬂ+4MTbﬂ.

Grace au lemme 3.2.9 et comme

RefL(f x f,s)

L(fx f14+a+p) =" ai +0(1),

on en déduit

Res L(f < [, s)

Dy -
1P (@,8) = (0 [ ="+ 0()
1 d2 az+By ! (hl L)4 l1—e
% REfL(f x f,8)In M dxdy {M /0 P(x—l—u)P(y—l-U)du] w:y:o+0 < L? ) +o(T)
@) P aﬂwfl T(nL)'
~ (a+B)InM dxdy {M o Pz +u)P(y + u)du m:y:0+0 CETE +O(T/L).
On obtient le résultat annoncé en utilisant I’hypothese |a + 3| > L~1.
O

Remarque 3.2.7 1l sera parfois préférable d’utiliser la relation

d2
dxdy

{M““ﬁy /0 1 P(x +u)P(y + u)du]

o /0 (P'(u) + o ln MP(u))(P'(u) + 10 MP(u))du.
Y (3.2.25)

Lemme 3.2.11 Pour 0 < v < 1 et pour des nombres complexes o, 3 < L1 tels que |a + B| >
L7t ona
1%, B) = T2 IPN (=B, —a) + O(T/L).

Preuve : On écrit

mz2~ — 00 27

s —2(a+pB)
Ip(esB)= wf w(t) (NN) Vg almn,ydt+0 |3 Ps(m)As(n)]

am=bn

On pose @’ = a/(a,b) et b’ = b/(a,b). Alors, pour tout 6 > 0, le terme d’erreur dans la relation
précédente devient

[Ar(m)As(n)] 1 1 T=
Z % %70{ < (albl)l/2—5 Z kl—a—ﬁ—?é < a’b’
mn< Tt <t
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—2(a+p)
Ainsi, en posant wa(t) = w(t) (@) , on peut écrire

InM/a In M/b Ap(m)Ap(n) [+
IDz ps(a .LLf p Q/ oo .
Z In M In M Z i i | wa(t)V_g,—a(mn,t)
a,b<M =
olrsy L
a,b<M \/%\/a/bl '

On a par ailleurs

1 ? 3
a)bz;M\/%\/W KZM > <<Z (ln—> < (In M)

b< IM

et comme wy vérifie les conditions (3.2.4a), (3.2.4b) et (3.2.4c), quitte a changer w en wsy et
(o, B) en (=3, —a), le lemme 3.2.10 donne

w(0) d?
(—a—B)InM dzxdy

1
11?2(%@ = [M_m_ﬂy/o P(z +u)P(y + u)du

+O0 (T(InL)*/L).

r=y=0

—2(a+p)
Pour conclure, étant donné le support de w, on obtient <%> =T7-2+8) L O(1/L) ce
qui donne wy(0) = T=2+AE(0) + O(T/L).

Preuve de la proposition 3.2.4 et du théoreme 3.2.1

On commence par prouver la proposition 3.2.4. Partant de la relation (3.2.16) et en utilisant
le lemme 3.2.11, on écrit

If(@p) = If 1(a75)+T‘2(“+5’1D1(—6 —a) +O(T(lnL)*/L)
= IPYa,B) + 17 (=B, ~a) + TP (=, —a) T2 1| + O(T(n L)*/L).

Enfin, grace a la relation (3.2.25) et le lemme 3.2.10, on obtient
IPY (e, B) + IPH (=B, —a) = ©(0) + O(T(In L)*/L).

On obtient la proposition 3.2.4 en combinant ces résultats.

La preuve du théoreme 3.2.1 est maintenant immédiate. L’équation fonctionnelle approchée
nous a permis de scinder I(c, ) en deux parties. La partie non-diagonale d’une part, qui est
majorée grace a la proposition 3.2.1, et la partie diagonale d’autre part, qui est estimée dans la
proposition 3.2.4.

O
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3.3 Moment non ramolli d’ordre 2

Cette section contient la preuve du théoreme 3.2.2. Par souci de simplicité, on pose

—+o00

Malaig) = [ wn (f.g+avit)(fig+a-it)ar

—00

ou la fonction w satisfait les conditions (3.2.4a), (3.2.4b) et (3.2.4c). En appliquant I’équation
fonctionnelle approchée (lemme 3.2.1) et en utilisant les notations précédemment introduites,
on peut reformuler

Mya(a, 8) = I} (o, B) + 11} (@, B) + 17 (@, B) + I (o, B).

La proposition 3.2.2 et le corollaire 3.2.3 nous fournissent directement une majoration de la
contribution non-diagonale, ce qui nous permet d’écrire

Mya(e, ) = I} (0, B) + I3 (0, B) + O (T%+9+f) . (3.3.1)

3.3.1 Contribution diagonale
On commence par quelques lemmes qui nous seront utiles par la suite.

L(fxf.5)
M) (2s)

Lemme 3.3.1 Le développement en série de Laurent de la fonction méromorphe s +—
au voisinage de s = 1 peut s’écrire sous la forme

L(fx f,14s5) ay/2
(R s)

+ bf/2 + O(s).

Preuve : On a

L(fxf,1+s) 1 C(1+5s) 2 5
CM(2(1+s) T (leﬂ) <(2(1+s))L(Sy fil4s)

1

1-288 4 0(s%))

¢(2)
X (%—i—w—kO(s)) .

__N Inp / (
= o) (1 + SmZN m + 0(52)) (L(Syrnzf7 1)+ sL (Sym2f, 1)+ 0(82))

Un calcul immédiat fournit alors le résultat annoncé.

Lemme 3.3.2 Pour tous nombres complexes o, < InT, on a

D, _ G(s) L(f x f,14+a+ B+ 2s) /
1f1t0.9) = [ty | % anotet it L a0 (7).
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Preuve : Partant de la définition de I f 1 (a, B), on peut réécrire

Ar(m)As(n
111:7)11(04,5) = Z %/}Rw(ﬂ%‘ﬁ(mn,ﬂdt

1 G(s) Ag(m)?
‘/R’Ll)(t)% /(a) Tga)g(s,t) Z stdt

m>1

2
Comme L(f x f,s) =¢™(25)3, -, )‘fr(n—T), on en déduit que pour tout réel strictement positif
o, on a

Dy _ 1[Gl L(f x f,14a+B+2s)
i) = [ wig [ C 0 G a5 7 2 o

Si a4+ 8 # 0, on spécialise en

o5 (a+B)? — (25)2
(a+5)?

a+

afin de s’assurer que G <_T) = 0. On déplace la droite d’intégration fts = o en Rs = — A,

avec A = % + #, en croisant un pole s = (0. Ainsi,

D, _ G(s) L(f x f,14+a+pB+2s)
hilef) = /R s (MR +a+ 8+ 2s)

G(s) =

w(t)Rgg [ Ja,8(s,1) dt+ 0O (T1_2A) .

O

Afin de déterminer le résidu associé au pole s = 0 qui apparait dans le lemme précédent, on
distingue le restant de la preuve suivant la multiplicité de ce pdle.

Cas d’un poéle double Dans ce paragraphe, on suppose o+ 8 = 0. Des lors, le pole en s =0
du lemme précédent est un pole d’ordre 2.

Lemme 3.3.3 On a
b

=

L(fxf,1+a+ﬁ+2s)} TN (NN) .

G(s)
Res {Tf’“’ﬂ(s’ 2 (MEAQ+a+p+2s)] 2\ 2r

Preuve : On détermine le développement asymptotique en s = 0.

W\ L x £ 4 29) , tVN o] Tar/2
G(s) ( o ) CN2(1+ 25)) [1+0(s%)] [1+2sIn P + O(s%) {g—s"‘bf/?‘i'o(s)

Ces résultats prouvent le théoreme 3.2.2 dans le cas a + 8 = 0. Plus précisément, grace a la
relation (3.3.1) et étant donné que Ill? o, B) = If (o, B) pour le cas considéré, le corollaire
suivant est une conséquence immédiate des lemmes 3.3.2 et 3.3.3.

Corollaire 3.3.1 Pour tout nombre complexe a < L™ et tout € > 0, on a

Mf,2(aa —a) = af/ w(t) In tdt + bf/ w(t)dt + O (T%-i-ﬁ—i-a) )
R R
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Cas d’un pole simple Dans ce paragraphe, on suppose a +  # 0 et G(s) = 632%'

—2(a+p)
On pose également ws(t) = w(t) (@) .

Lemme 3.3.4 Pour tous nombres complexes o, 3 < L™ et tout € > 0, on a

L(f x f,1+a+p) L(fxfl-a—p)_.
(M1 +a+p) (MeI—a-p8)"

Preuve : Le pole du lemme 3.3.2 étant simple, on a

G(s) L(fxf,1+oz+ﬁ+2$)]L(fxf,l—l—oz—l—ﬁ)
S

feg | = 9 ) EN G Tat f 1) | - CVEATatF)

M;o(a,B) = @(0) + @(0) + O (T2+9+g) '

Des lors, grace au lemme 3.3.2, il vient

1+«
1P} (o, B) = C((Z{’;(( {1 ++a ++5?)) w(0) + O (T1/2)

Quitte & changer w en ws, on a Iff(oz,ﬂ) = Ile(—ﬁ, —a), donc

> _L(fxfil-—a-p)_.
If)l (o, B) = RGO ) w2(0)+O(T1/2).

On obtient ainsi I’énoncé du théoréeme 3.2.2 pour o + 8 # 0.

Corollaire 3.3.2 Pour tous nombres complezes o, 3 < L™ et tout € > 0, on a

“+00

Mﬁg(()é, B) = ar / w(t) Intdt +

—00

by +asln <g>] w(0) 4+ O <|a + BT (InT)? + T%+9+5> .

Preuve : Grace au lemme 3.3.1, le lemme précédent donne

Myale B) = :%25 (@(0) — 2(0)) + L (@(0) + D2(0)) + O (Tl + 5] + TH04<).
De plus
_ W\ W
wa(0) = /Rw(t) (7> dt:/R ()(1—2(a+ﬁ)ln( >+O(|a+ﬁ|21n t))

@(0) — 2(a + B) /

R

w(t) In <t\2/—> dt+ O (Ja+BPPTIn*T).

Un calcul immédiat fournit le résultat annoncé.
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3.3.2 Conjecture de Conrey, Farmer, Keating, Rubinstein et Snaith

On trouve dans [CFK105] de nombreuses conjectures liées aux moments intégraux des fonc-
tions L. En particulier, la conjecture 2.5.4 prédit le comportement asymptotique de n’importe
quel moment intégral d’ordre pair le long de la droite critique d’une fonction L primitive.

Conjecture 1 On désigne par L(s) une fonction L primitive et k un entier strictement positif.
Alors pour n’importe quelle fonction de localisation g “convenable”, on a

/_:o ‘ﬁ <% +it> 2% g(t)dt = /+°° B, (w I <Q22/wt>> (14 Ot~ V/2+e))g(t)dt,

—00
ou w et Q désigne respectivement le degré et le conducteur arithmétique de L et Py est un
polynéme explicite de degré k2.

Dans ce chapitre, on considere des fonctions L de formes modulaires primitives de poids pair,
de niveau sans facteurs carrés N et de caractere trivial. De telles fonctions L sont de degré 2 et
de conducteur Q = VN /7 (confer équation 1.2.3). La conjecture suivante n’est qu’une simple
reformulation de la conjecture 1 dans le cas qui nous intéresse pour le moment d’ordre 2 et avec
g(t) = r(t/T) ou r est une fonction lisse & support compact inclus dans [1,2].

Conjecture 2 Soit f une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau N sans facteurs
carrés et de caractére trivial. Alors, pour tout € > 0, on a

/_:O ‘L <f, % + z’t) 2g(t)dt _ /+°° P (2 In <§)) g(t)dt + 0 (T%+E>

—00
_ _ 2,
Pi(x j{ j{ f X fil+ 21— 29) (22 : 21) e5(1-22) g 4
2Z7T |z1|=r1 J|22]|="2 C

avec

21421 — 2z2))  2{%5
pour n’importe quels réels strictement posztzfs r1 et ro suffisamment petits (ie r1 + 1o < 1).

Afin de comparer notre corollaire 3.2.1 avec cette conjecture il nous faut calculer P;. On choisit
(20—21)2 1

1 # 19, et étant donné que At =4 - 2+ _57 on obtient
2
X ,1 21 — 2 1 2l
Pl(:E) = % % (1{7 f + 1 2) 62(21 Zg)dzldz2
2Z7T |21\_T1 |z2|="2 < 1 + 21— 22)) 21292

2Z7T |z2]|=T2 <( ( (1_22)) 22

Par ailleurs,

a:aj

%e—;@ _ < 22/2 my +0(m)> (1 - ng +0(z§)) - %2/2 i (%f +Z ) +0(:2),

on en déduit donc

a
Pl(l’) = ?fﬂj + bf.

Pour conclure, on peut remarquer que les termes dominants sont exactement les mémes que
ce soit dans le corollaire 3.2.1 ou dans la conjecture 2, et qu’en admettant la conjecture de
Ramanujan-Petersson, les termes d’erreurs sont également identiques.
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3.3.3 Lien avec la sous-convexité

Le corollaire 3.2.1 est une version lisse du second moment intégral d’une fonction L de
forme modulaire primitive le long de la droite critique et on souhaiterait disposer d’un résultat
sans fonction de localisation w et obtenir ainsi le comportement asymptotique de Myo(T). La
procédure pour passer de 'un a l'autre est classique et sera mise en place en détail dans le
chapitre suivant. Cependant, le choix de A = T/InT n’est pas approprié pour cette étude car
le terme d’erreur apres sommation sur des intervalles dyadiques serait en O(T') et annihilerait
une partie du travail effectué. Néanmoins, il est évident qu’en prenant A = T/lnzT en lieu et
place de A = T/InT, le corollaire 3.2.1 reste toujours valable. On obtient ainsi le développement
suivant pour M o(T).

Corollaire 3.3.3 Soit f une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau N sans facteurs

carrés et de caractére trivial. On a
2
N
bf +ay In (2—\/;>

r 1
/ L <f, 5 +it> dt =a;TInT +
0
Ce corollaire améliore sensiblement le développement obtenu dans [Zha05] mais est moins

bon que celui de Good ([Goo82]) o le méme résultat est prouvé, dans le cas ou le niveau est
égal & 1, avec pour terme d’erreur O((T InT)?/3).

T+O(T/InT).

Remarque 3.3.1 On pourrait chercher & optimiser le choix de A afin d’obtenir un terme d’er-
reur le plus petit possible dans le corollaire précédent. Cependant, le résultat que ’on obtiendrait
sera toujours moins bon que celui de Good.

Par ailleurs, c’est a partir du développement asymptotique précis qu’il obtient pour le second
moment intégral et en utilisant simplement 1’équation fonctionnelle approchée, que Good prouve
I'inégalité de sous-convexité

L (f, % + it> < tY3(Int)>/S.






Chapitre 4

Proportion de zéros non-triviaux sur
la droite critique

Ce chapitre contient la preuve du corollaire A. On maintient les notations introduites lors des
chapitres précédents. Tout au long de cette partie, pour une fonction L quelconque, on notera
N¢(T) et No(T) le nombre de zéros de L(f,s) respectivement dans la bande critique et sur la
droite critique de partie imaginaire comprise entre 0 et T". Le théoreme 1.1.1 page 4 fournissant
déja le comportement asymptotique de N;(7T'), on s’intéresse ici & Ny o(T') et plus précisément
au rapport Ny o(T) sur N¢(T') représentant la proportion de zéros non-triviaux de L(f,s) se
trouvant sur la droite critique.

4.1 Etat des lieux

Hardy prouva des 1914 que la fonction zeta de Riemann possédait une infinité de zéros sur
la droite critique (on trouvera différentes preuves de ce résultat dans la partie 10.2 de [Tit86])
et améliora ce résultat avec Littlewood en 1921 en établissant la minoration

Ng,(] (T)>T.

En réactualisant la méthode de ramollissement afin de compenser les irrégularités de |((1/2+it)],
Selberg ([Sel42]) reprend la méthode de Hardy et Littlewood et améliore leur minoration en
prouvant

Neo(T)>TInT.

Grace a Iexpression du comportement asymptotique de N¢(T'), on déduit qu'’il existe une pro-
portion explicite de zéros non-triviaux de la fonction ( se situant sur la droite critique. La
proportion obtenue par la méthode de Selberg est infime mais explicite. A en croire Titchmarsh
(note page 226), des valeurs numériques ont été déterminées par Min au cours de sa these. A
ce propos, on pourra également consulter l'introduction de [Ste07] (page 8) pour trouver des
valeurs numériques.

En reprenant les travaux de Siegel, qui fournit en 1932 une nouvelle preuve de 'existence
d’une infinité de zéros se trouvant sur la droite critique, Levinson ([Lev74]) prouve que plus d’un
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tiers des zéros de la fonction ¢ sont de partie réelle égale a 1/2 en appliquant la méthode de
ramollissement & une perturbation de la fonction ¢ de Riemann par une combinaison linéaire de
ses dérivées.

Conrey augmente cette proportion a plus de 40% dans [Con89] en appliquant la méthode
de Levinson. Pour ce faire, il améliore le résultat général de [BCHBS85] concernant le second
moment intégral ramolli de la fonction { de Riemann lorsque le ramollisseur est essentiellement
donné par la fonction de Mobius et obtient une longueur de ramollisseur admissible sensiblement
plus longue que celle de Levinson.

En utilisant ce dernier résultat et en considérant un ramollisseur composé de deux parties
distinctes, Bui, Conrey et Young ([BCY11]) réussissent & prouver que plus de 41% des zéros
non-triviaux de la fonction ¢ de Riemann sont sur la droite critique.

Face au succes des méthodes développées, il est naturel d’essayer de les appliquer a d’autres
fonctions L. Ainsi, dans [Hil76] et [Hil78], Hilano étend le résultat de Levinson aux fonctions L
de Dirichlet.

En degré supérieur, Hafner a généralisé le résultat de Selberg aux fonctions L de degré 2.
Plus précisément, lorsque f désigne une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau 1
et de caractere trivial ou bien une forme de Maafl de niveau 1, Hafner prouve dans [Haf83] et
[Haf87] qu’il existe une constante A strictement positive telle que Ny¢o(T) > ANy(T) pour T
suffisamment grand. Plus tard, Rezvyakova ([Rez10]) a adapté la preuve détaillée dans ([Haf83])
aux fonctions L de formes modulaires de n’importe quel groupe de congruence. La valeur de la
proportion obtenue n’est pas explicitée dans ces travaux mais il est probable, étant données les
valeurs trouvées dans le cas de (, qu’elle soit tres petite.

Dans [Far94], Farmer applique la méthode de Levinson aux fonctions L de formes modulaires
f de poids pair, de niveau 1 et de caractere trivial, et il parvient a déterminer le comportement
asymptotique du second moment intégral ramolli de L(f,s) lorsque le ramollisseur est un po-
lynoéme de Dirichlet de longueur inférieure & TV/67¢. De ce résultat, Farmer obtient des bornes
inférieures des proportions de zéros simples se trouvant sur la droite critique pour les dérivées
j-éme (5 > 1) de la fonction complétée de L(f,s), qui eux aussi sont conjecturalement de partie
réelle égale a 1/2. Malheureusement, la longueur admissible du ramollisseur obtenue est trop pe-
tite pour détecter une proportion de zéros simples sur la droite critique pour L(f, s) elle-méme.
Cependant, bien que Farmer ne le remarque pas dans son article, son résultat prouve qu’au
moins 1,65% des zéros non-triviaux de L(f,s) vérifient Rs = 1/2 (confer partie 4.2.2). Lors
du chapitre précédent, nous avons augmenté la longueur maximale autorisée du ramollisseur,
améliorant ainsi le résultat de Farmer de maniere significative.

Dans [CIS11b], Conrey, Iwaniec et Soundararajan appliquent également la méthode de Levin-
son aux fonctions L de Dirichlet mais en moyenne sur tous les caracteres primitifs de module ¢
avec ¢ < Q et (InQ)® < T < (In Q)A. Grace aux oscillations supplémentaires provenant de la
sommation sur le module et en appliquant 'inégalité de grand crible asymptotique ([CIS11a]),
les auteurs augmentent considérablement la longueur du ramollisseur admissible et prouvent que
plus de 56% des zéros non-triviaux de la famille des fonctions L de Dirichlet sont sur la droite
critique et simples. Leur résultat s’applique également aux fonctions L de degrés 2 et 3 tordues
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par la famille des caracteres de Dirichlet primitifs. Ainsi, les proportions obtenues s’élevent res-
pectivement & 35% et 0,5% pour les familles issues d’une fonction L de degré 2, respectivement
de degré 3, tordue par les caracteres de Dirichlet primitifs.

4.2 Proportion effective

La méthode de Levinson est basée sur une estimation du second moment intégral ramolli au
voisinage de la droite critique de la fonction L considérée et de ses dérivées. Avant d’obtenir une
proportion numérique de zéros sur la droite critique, on commence par déterminer le moment
qui nous intéresse en utilisant les résultats du chapitre précédent.

4.2.1 Moment et dérivées

Le but de cette section est de prouver le théoréeme suivant.

Théoreme 4.2.1 Soit f une forme modulaire primitive de poids pair, de niveau sans facteurs
carrés et de caractére trivial. 1l est associé a f un ramollisseur ¥ défini par la relation (3.2.3)
page 52 et de longueur TV . Soit Q un polynome a coefficients complexes vérifiant Q(0) = 1. On
pose

Ve = Q (~gppas ) (EU)

1-26

Alors, si v < 790

on a
1 T
= / Vaploo + it) 2dt = (P, Q, 2R, 1/2) + o(1)
1
ol

_ 1 ' ! 2rs i réx :|2
o(P,Q,r¢) = 1+§/0 /0 e [dw (€"7Q(s + Ex)P(x + u)) . duds.

Une version lisse

Proposition 4.2.1 Soient 09 = 1/2 — R/L et v < };—gz. Pour toute fonction w vérifiant les
conditions (3.2.4a), (3.2.4b) et (3.2.4¢) , on a

/ T ) Vib(oo +it) Pt = (P, Q. 2R, v/2)5(0) + O (T(nL)*/L).

—00

Preuve : On peut écrire

| wnveen+inti = @ (~ ) @ (s ) e

— 00
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En décomposant @ sous la forme Q(X) = Egzo a, " avec ag = 1, grace a I’holomorphie de la
fonction (o, f) — I¢(cr, B) et a la formule de Cauchy, on peut réécrire

1 d 1 d
Q (‘ﬁ%) < <‘z%> )

N N m+n 11
=3 <_L) L) f 1(u,v) tuds
2L (2im)? Jp(—r/L.a/1) JD(=R/L /L) (W+ R/L)" (v + R/L)™T!

n=0m=0
(4.2.1)

ou les intégrales portent sur les cercles de centre —R/L et de rayon a/L et b/L avec a # b.
En prenant a différent de b, on se retrouve sous les hypotheses du théoreme 3.2.1 donnant le
comportement asymptotique de Ir(a, 3). En appliquant ce théoreme dans la relation (4.2.1), on
obtient

+0 (T(InL)*/L).
a=F=—R/L

/_:O w(t)|V(oo + i) 2dt = @(0) Q (‘ ) %) ¢ (_%%) e

On écrit alors ¢(a, ) sous la forme

1 2 1
c(a, B) =1+ 2 [/ TQ(O‘H;)SdS} dd— [Mﬁzo‘y/ Pz +u)P(y + u)du]
v 0 0

r=y=0

En utilisant Q(0) = 1 et la relation

LAY g (XY (0
Q(‘ﬁ@V —Q<2L>X ’

on obtient tout d’abord

1 d 1 d 2 2 !
Q (‘E@) Q (‘E@) () =147 oo [/0 T2 Qs + vy /2)Q(s + v /2)ds

)

1
M_'B””_O‘y/ Pz +u)P(y + u)du
0

r=y=0
puis
1 d 1
o(-azax) @ (~zzas) @) _,_,,
1 1 2
-1+ %‘/0 ‘/0 64Rs [% (eRV;EQ(S + I/.’L’/2)P(.’II+U)) x_0:| duds.

Fonctions de lissage Soit g la fonction définie sur R par

0 si t<0,

g(t)y =4 exp (—m) si t€]o,1],
0 si t>1.
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On pose alors

o0

1 t*A% TA—t
Fr(t)= ———— (x)dx < (x)dx) )
(f+oo (:E)de) (v/—oo 9 ) ‘/_OO g

F+()_;2( 5 (x)da:)( o (x)daz)
T ) [

et

—o0 I

Ainsi construites, les fonctions Fi vérifient les conditions (3.2.4a), (3.2.4b) et (3.2.4c). Nous
avons, par exemple, pour ¢ dans [T, T + A] et pour tout entier positif k,
1

Wy CDP T o (T+A—t ;
w0 =S5 ([ o) g0 (TR <o
Lemme 4.2.1 Ainsi construites, les fonctions F:,jf vérifient

0< Fp <lygppn < Ff <1

ot Ly /o désigne la fonction indicatrice de l'intervalle [T'/2,T].

1= —m —m —m —m — = — —_——_——_— e — ———— -

0 P o - [R—

T 2T

IS
N
[N E
+
>4
-
B

b — - R
1 I I T T+ T
4 2" 2

Allure des courbes représentatives des fonctions F;f et Fp.

Lemme 4.2.2 On a

Preuve : On traite uniquement le cas F;f , Vautre cas se traitant de la méme maniére. On

décompose l'expression intégrale de F;f(0) suivant les intervalles [T/2 — A,T/2], [T/2,T] et
[T + Al. La fonction F; étant constante égale a 1 sur [T'/2,T], on obtient le terme principal
annoncé. On obtient le terme d’erreur en remarquant que 0 < F; < 1 sur les deux autres
intervalles qui sont de longueur A =T/L.

O
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Une version non lisse

Proposition 4.2.2 Soient og = % — % et0<v< é;—gz. On a

T
T
| Wotoo+ 0Pt = d(PQ.2R /D)5 + O (T L)' /L)
T/2

Preuve : Le lemme 4.2.1 nous donne 'inégalité

+oo T oo
/ F;(t)ww(aoﬂt)ﬁdtg/ |V¢(Uo+it)|2dt§/ Ff (O)|V (o0 + it) [2dt.
/2

—o00 T —o00

Des lors, en appliquant la proposition 4.2.1 aux fonctions Fjjf, il vient

— n 4 T - 0 4
o(P.Q, 2R, v/2)F1 (0)+0 <%) < /m (Vi (oo+it)|2dt < ¢(P,Q,2R,v/2)F;:(0)+0 (T(lLL) ) '

On conclut alors grace au lemme 4.2.2.
O

On obtient alors aisément le théoreme 4.2.1 a partir de la proposition précédente en sommant
sur des intervalles dyadiques.

4.2.2 Evaluation numérique

La proportion de zéros sur la droite critique de L(f,s) est minorée grace a la proposition
suivante qui, par souci de continuité du propos, sera prouvée séparément dans la section 4.3.
Jusqu’a la fin de ce chapitre, on désigne par ) un polynome & coefficients complexes de la forme

M
Q(z) =1+ i"A [(1—22)" — 1] (4.2.2)
n=1

oit M désigne un entier strictement positif et (q, ..., \ps) appartient & RM,

Proposition 4.2.3 Pour une forme modulaire primitive f de poids pair, de niveau sans facteurs

carrés et de caractére trivial, pour v < =2 ainsi que pour un polynome @Q de la forme (4.2.2),

4420
on a ( ) T
e NfO T . 1 1 N2
AP A AN _ — .
it 3y = e [t (7 [ Wvteo +iof)

Ainsi, en utilisant le théoreme 4.2.1, il vient

Ny o(T
liminfM21— mf -

Inc(P. 2).
T—+4o00 Nf(T) RR HC( ’Q’R’V/ )

Les travaux de Kim et Sarnak ([Kim03]) nous autorisent & prendre § = 7/64 ce qui nous fournit
v =5/27 grace au théoreme 4.2.1. La conjecture de Ramanujan-Petersson (§ = 0), quant a elle,
donne v = 1/4.



Lemme 4.2.3 ([Con89], Partie 4) On a

n Ao
tanh %

)dz et a

fo jw'(x

o1 1 (14 [w@)P
1%lenc(P,Q,R,V/2) = Rln( 5
ot w(z) = eQ(x) fo lw(z)|?dx, B = flw( Jw'(x)dz, C =
(B-B)?+4AC
2A

Pour des raisons purement empiriques, on se restreint aux polyndémes @Q a coefficients réels de
la forme

(4.2.3)

ou N est un entier strictement positif et (hq,...,hx) appartient a RN, Avec ces notations, il

vient

VAC

+
v [/C
tanh <§ Z)

A T’aide de la méthode de descente de gradient, on choisit les valeurs adéquates de Q et R afin
d’obtenir les valeurs annoncées dans le corollaire A. On choisit N = 4. Le tableau suivant donne
les valeurs de R et les coefficients hy, ho, hg, hy du polynome @ de la forme (4.2.3).

Nyo(T) >1— inf l1 L+ w(1)?
Ny(T) —

4.2.4
Qréel, R R 2 ( )

lim inf
T—+o00

y=1 v=5 y=1
R 6,6838894702116801322 6,4278834168344993342 5,6503610091685135131
h1 1,6017785744634898860 1, 5898336242677838745 1,5369390514358411982
ho | —3,0362512753510924917 | —2.8999828229132398066 | —2,7929104872905007806
hg | 3,0757757634512927939 3.0171733454035522056 2,7758193765120241770
hg | —1,1407980564855935531 | —1,1164150244992046552 | —1,0187870607687957034

4.3 Moments et proportion

On prouve ici la proposition 4.2.3 sous une forme un peu plus générale que celle énoncée
précédemment en considérant une fonction L(f,s) de degré d quelconque. Ce résultat est une
généralisation de celui obtenu par Levinson ([Lev74]) dans le cas de la fonction ¢ de Riemann
et la démonstration généralise celle de Conrey ([Con89], paragraphe 3).

Le polynéme @ désigne un polynome de la forme (4.2.2) tel que

- RQ(L/2) £0,
— Dapplication z — Q(1/2 — z) ne s’annule pas sur [0;1/2].
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Ces hypotheses ont uniquement pour but de simplifier la preuve du théoreme suivant et sont
vérifiées par les polynémes donnés dans le tableau de la section 4.2.2.

Théoréme 4.3.1 Pour toute suite compleze (by,)nen+ vérifiant by = 1 et b, <. nf, on définit
un ramollisseur 1, de longueur TV (v > 0), en considérant le polynéme de Dirichlet

— § n
nS
n<Tv

Soit 0p =1/2 = R/InT avec R > 0. Alors,

i inf 2£0(T) Lo(1 " )2
1 f—= > li 1-—1 t)|"dt
ot S > i 1= et (. [ Vet + i

ou V est définie par

V) =Q (g as ) EUE

Notations

Posons Q1(z) = Q (% - 3:) On a alors Q1(z) =g + Eano gnx™ ou 'on a posé

g=1-R M ity |,
go = —iS |nL " A
n = 27" TN\, pour n > 1.

Ainsi g est non nul et les coefficients (go, g1, ...gar) vérifient

gn € 1R sin est pair,
gn € R sin est impair.

On définit alors
M

n(s) = Z

nO

'(f,5)-

Détection des zéros

Le signe e(f) de I'’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction L(f,s) étant un nombre
complexe de module 1, on note # son argument pris dans [—m,7[. Par ailleurs, grace aux
conditions satisfaites par les coefficients g, et par g, on a le lemme suivant qui nous sert a
détecter des zéros non-triviaux de L(f, s).

‘gA (f, % + z’t> ‘ = ‘?R (a"'ezfn(m + z't)> ‘ . (4.3.1)

Lemme 4.3.1 On a
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Preuve : En dérivant I’équation fonctionnelle de la fonction L(f,s), on a

AR < 1, % + z’t) = (=1)ke(f)AW®) <7, % - z‘t> = ! (Fm+07) A (k) ( £, % + z't).

On en déduit que

1 ; R si k pair
(k) Z ; i05/2 pair,
A <f’ 2 + Zt> € { iR si k impair.

Etant données les propriétés des coefficients g,,, on obtient ainsi

Al dn A(") 1 . 0 A 1 . o
Z(dL)” <f,§+zt>eze Retg <f,§—|—zt>ee R,

n=0
O

On estime alors le nombre de zéros critiques a ’aide de la constatation suivante : si arg n(1/2+it)
varie de plus de 7, alors R(e?#/2(1/2 + it)) s’annule au moins une fois. Le coefficient g étant
non-nul, on détecte ainsi des zéros de L(f, s) se trouvant sur la droite critique grace a la relation
(4.3.1). Nous allons donc chercher & estimer les variations de 'argument de ¢ — argn (% + it).
Précisément, nous allons obtenir une minoration de

1 N\|" 1 1.
Aargn §+zt =argn §+2T —argmn §—|—zt0
to

ol tg est un réel strictement positif choisi de telle sorte que L(f, s) ne s’annule pas sur la droite
Qs = to.

Principe de argument

Notons I
o0
= —=(f,s).
=(59)
Lemme 4.3.2 En prenant une définition continue de l’argument, lorsque t ou s tend wers
Uinfini et pour Rs < InT', on a

Loo(f7 S) = Q(f)S/ZV(fv 3) et F(S)

dt . |t]

1 t
arg Loo <f,§+zt> = Eln%—kilnq(f)—i-O(l), (4.3.2)

1 d
F(s) = 3 Ing(f)+ §log % + O (1/]t]) et pour k> 1, F(k)(s) < \t\_k, (4.3.3)

LB(f,s) = Loo(f, 5) (F(s)k +0 (t—l Ink~! t>> . (4.3.4)
Preuve : On prouve ces formules a 'aide de la formule de Stirling complexe, que ’'on pourra

trouver par exemple dans [Ten95] (théoreme 0.12), et en utilisant le fait que les parameétres
locaux en linfini de la fonction L(f,s) sont soit réels, soit conjugués.

O
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Lemme 4.3.3 On a

1
Aargn <§ + it>

ot l'on a posé

T
+O(T)

to

T
dr 1
=5 InT+ AargV; (5 +it>

to

M " /n (n—k) s
e = a9+ Y s Y (1) S e,
0 (o.] Y

Preuve : En reprenant les notations précédemment introduites, on a 7(s) = Lo (f, s)Vi(s). Des
lors, grace a la relation (4.3.2), on a
T

T T

1
+ AargV) (5 +it)

Aarg Lo (f,%—i—it)

1
Aargn (5 + it)

to to to

T
+O(T).

to

dT 1
= TIHT—I— AargV; <§ +it>

Lemme 4.3.4 On a

T
= —27 N}, (T) + O(L)

1
Aarg Vi (5 + it)

ot Ny, (T') désigne le nombre de zéros o +it de Vi vérifiant 1/2 < o et to <t < T comptés avec
multiplicité et pondérés par 1/2 si o =1/2.

to

Preuve : Quitte a rajouter un terme d’erreur en O(L), on peut supposer que A(f, s) ne s’annule
pas sur la droite s = T (confer proposition 5.7 de [IK04]). Remarquons également que les zéros
de Vi sont des zéros de A(f,s). En effet, Vi(s) = 0 implique n(s) = 0, ce qui enfin implique
A(f,s) =0 (car g # 0). Soit o1 > 1. On considere alors le contour D, parcouru dans le sens
direct, représenté ci-dessous, qui est constitué d’un rectangle de sommets oy + ity, o1 + 7T,
1/2 + 4T, 1/2 + ity sur lequel on contourne les éventuels zéros de Vi par des demi-cercles de
rayon e. Par ailleurs, on prend e suffisamment petit pour qu’aucun zéro de Vi ne se trouve a
I'intérieur des demi-cercles. La remarque liminaire justifie que ces éventuels zéros ne se situent
que sur le segment [1/2 + itg,1/2 4 ¢T].
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thom = = = = —

En appliquant le principe de 'argument a V; sur le contour D,, on montre que

Ny, (D.) = 2; /D E “28 ds = Aarg Vi(s)|yp, (4.3.5)

ou Ny, (D) désigne le nombre de zéros de V; dans D, et 9D, désigne le bord de D..
e Grace aux relations (4.3.3) et (4.3.4), pour k > 1, on obtient

En utilisant la définition de Vi, pour Rs =01 > 1l et g < Ss =t < T, on déduit

_ gn Lo (f, ) B Int
Vie) = 9L18) + X i T U 8) + O/ ) = @ (57 ) +oum| o).

(4.3.6)

D’une part, Q1 ne s’annulant pas sur [0,1/2], il existe B > 0 tel que |Q1 (LL) +0(1/L)| > B
d’ou ‘Aarg Q1 (lnt) +0O(1/L) |2A‘ < m. D’autre part, on a

s
|L(f, o1+ it) — 1’<Z nUl

n>2

Ainsi, en prenant oy suffisamment grand pour que ZnZQ BY; 51 | < 1/2, on s’assure que la varia-

tion de 'argument de L(f, o1 + it) reste bornée pour tg < ¢t < T. Deés lors

T
+ Aarg L(f, o1 + it)];*g < 1. (4.3.7)

to

Aarg Vi(o1 + zt)\t = Aarg [Ql <l2n£> + O(l/L)]
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e En suivant [Tit86] (paragraphe 9.4), on évalue maintenant la variation de 'argument de V)
sur le bord supérieur de D.. A cet effet, dans un premier temps, notons ¢ le nombre de zéros de
o — RVi(o+iT) pour 1/2 < 0 < 1. On découpe alors [1/2,01] en g+ 1 intervalles sur chacun
desquels on a soit RVi (o + 1) > 0, soit RVi(o +4iT") < 0. Ainsi, sur chacun de ces intervalles,
la variation de 'argument de V(o + ¢T') est inférieure & 7. Par conséquent, si 1/2 < o < o7y,

larg Vi (o +iT)| < (¢ + D)7 +argVi(o1 +iT) = (¢ + 1)m + O(1).

Dans un second temps, soit p > o1 — 1/2. On introduit également la fonction V5 définie par

B B M . " n Lg_k)(f,s) 5%
W) = oG+ Y g 3 (1) o O

k=0

de telle sorte que Vi(s) = Va(3). On considere alors la fonction g(z) = Vi(z +T') + Va(z —iT),
holomorphe sur le disque de centre o1 et de rayon p, noté D(o1,p) , et dont les zéros sur le
segment [1/2,01] sont ceux de RV; (o +4T"). Enfin, on note n(r) = card {|z — 01| <, ¢(z) = 0}.
Etant donné que la fonction s — Vi(s) est bornée de maniére polynomiale en Ss dans les bandes
verticales, en appliquant la formule de Jensen & g sur D(oq, p), on obtient

g 1
/ n(r)dr = Z n—? = 5 / In|g(s)|ds —In|g(o1)| < InT.
o7 cenima—o PO 2T D)

Par ailleurs, des inégalités

0 1 0 1
n—2 < —m—r = — =
qn01—1/2_n<01 2) Mo —1/2 "(Ul 2)

on obtient ¢ < L, puis

P P p
/ 1alr < / _n(r) dr < / _n(r) dr,
o1—1/2 T o1—172 T o T

AargVi(o +iT)|}/* < L. (4.3.8)

g1

e On montre de la méme manieére
AargVi(o + i)}, < L. (4.3.9)

e En notant v le bord gauche de D,, le théoreme des résidus montre que lorsque € tend vers 0,
on a

to

/ 1 1
1 Vi(s) ds = Aarg Vi (s)|. = AargV; | = + it — =Ny ;o(T (4.3.10)
Ey 5 2 9/

2im J, Va(s)

T

ot Nyo(T') désigne le nombre de zéros de Vi se trouvant sur la droite fts = 1/2 et dont la partie
imaginaire est comprise entre £y et T'.

e On obtient alors immédiatement le résultat annoncé en insérant les relations (4.3.7), (4.3.8),
(4.3.9) et (4.3.10) dans I’équation (4.3.5).

O
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Zéros et moment logarithmique

Lemme 4.3.5 On a

TL1 (7T .
21Ny, (T) < — = In (|Vi¢(o¢ + it)]) dt + O(T)
RT/,
ot Ny,y(T) désigne le nombre de zéros o + it de Vivp vérifiant 1/2 < o < o1 et tg <t < T
comptés avec multiplicité.

Preuve : Comme dans la preuve du lemme précédent, on peut supposer que V1 n’a pas de zéros
sur la droite &s = T'. On suppose que ¥ ne s’annule pas sur la droite s = 1. On note C. le
contour représenté ci-dessous et constitué du rectangle R de sommets og + itg, og + i1, o1 + 1,
o1+ 1ty et sur lequel on a fait des coupures horizontales de hauteur € partant du segment vertical
gauche du rectangle de manieére a contourner les zéros de V1. Ainsi construit, la fonction Vi)
ne s’annule pas dans et sur le bord du contour C-..

tgd- — — — — —

|
1

o1

— —

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
|

0 o0 |1/2 1

Littlewood a montré (relation 9.9.1 de [Tit86]) que lorsque que 'on fait tendre € vers 0 dans la
relation fcg log(Vi9(s))ds = 0, on obtient

/ log(4Va(s))ds = —2in 3 (8 — o)
R Bty
ol la somme porte sur les zéros B+ iy de Vi1 situés dans le rectangle R. En ne considérant que
la partie imaginaire dans la relation précédente, on obtient

T T
2 S (F—on) = / ln|1/)V1(Jo+z't)|dt—/ In |6V (01 + it)|dt (4.3.11)
B+iv fo fo
g1

o1
+/ arg Vi (o +iT)do — / arg YVi (o + itg)do.

0 o0
e Grace au théoréeme de Jensen, comme dans la démonstration précédente, on a

o1

o1
/ arg Vi (o +iT)do — / arg Vi (o +itg)do < L. (4.3.12)

0 g0
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e On décompose ¢ sous la forme ¢(s) = 1+ > <, Z—’;. En utilisant b, <. n°, on obtient
immédiatement pour s =0 > 1 + ¢,

by, 1 2 1
ZE <<€Zno—e <e <1+ 0'—6—1) 90—e—1"

n>2 n>2

Cette majoration montre que, pour o suffisamment grand, la fonction s — log(s) est analy-
tique. On integre alors cette derniére sur le contour représenté ci-dessous.

O'1+Z'T

o1 + ity

On a alors I'égalité

+oo

T 0o
z/t log ¢ (o1 + it)dt = /+ log ¢(o + itg)do — / log (0 + iT")do,

0 g1 o1
de laquelle on déduit

T +o0o 1
/t log (o1 + z't)dt' <Le\on / So—e do <5y 1.
ag

0 1

En ne regardant que la partie réelle dans cette majoration, on obtient

T
/ In|y(o; +it)|dt < 1. (4.3.13)
to
e En utilisant la relation (4.3.6) et le fait que Q1 ne s’annule pas sur [0,1/2], il vient
T T T Int T
/ In|Vi (o1 + it)| dt = / I |L(f, o1 +it)|dt+/ |y (ENCZH/ |1 +O0(1/L)| dt.
to to to to

En procédant de la méme maniere que pour le point précédent, on obtient

T T
/1n|V1(01—|—it)|dt:/ In

to to

@1 <12D—Lt) ‘ dt + O(T/L).

Etant donné que Q1(1/2) = Q(0) = 1, il vient ft:OF In ‘Ql (g‘—g)‘dt < T/L par intégration par
parties. On en déduit

T
/ In |Vi(o1 + it)|dt < T/L.

to
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e Nous en déduisons le résultat annoncé grace aux inégalités

2R T .
TN <2m Y (B-oo)<2m Y (ﬂ—ao>§/ In [ Vi (00 + it)|dt + O(T/L).
Briv Brtiy fo
1/2<B8<01 go<p<or
to<y<T to<y<T

Preuve du théoréme 4.3.1

En utilisant les lemmes 4.3.3 et 4.3.4, il vient

1 1\
Nio(T) > — Aargn | = + it
T 2 to
ar .
T
> Z— InT — 2Ny, (T) + O(T) quitte a considérer davantage de zéros,
s
T TL1 (T
> Z—T InT — <RT ), In |[Viy(oo +it)| dt + O(T') grace au lemme 4.3.5,
dT TL 1 /T 9
> —nT—-—In|= V; it)|” dt or
“or 27TRH|:T/1 Viloo +it)l"df| +O(T)

grace a l'inégalité de convexité de Jensen. Le théoreme 1.1.1 nous donnant 1’équivalent

dr

on en déduit immeédiatement

. NfO(T) . 1 1/T N2
1 f—= >1 1——=In|- t .
N S\ a7 ), Mol

Enfin, de ’équivalent

T T
/\v1¢(ao+it)y2dt~/ Vib(o + it) dt,
1 1

découle la preuve complete du résultat annoncé.

4.4 Limites de la méthode

La méthode appliquée pour exhiber une proportion positive de zéros sur la droite critique
d’une fonction L(f,s) de forme modulaire primitive utilise de maniére cruciale les propriétés
analytiques de la fonction de Rankin-Selberg L(f x f,s). Il semble que l'on peut appliquer la
méthode de Levinson a n’importe quelle fonction L pourvu que la fonction de Rankin-Selberg
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associée possede un poéle simple en s = 1, ce qui conjecturalement, revient a dire que la fonction L
est primitive. Il faut alors déterminer le comportement asymptotique du second moment ramolli
au voisinage de la droite critique en considérant un ramollisseur construit selon la structure
donnée en (3.2.3) avec I'inverse de convolution de la suite des coefficients de la série de Dirichlet
de la fonction L.

En reprenant les notations de la section 4.2.2, on a minoré la proportion de zéros se trouvant
. ey . . e e 1—20
sur la droite critique pour une fonction L de forme modulaire primitive et pour v < 726 bar

une fonction ne dépendant que de la longueur du ramollisseur et du degré de la fonction L. En
notant,

1 1+ w(1)? VAC

T()=1—inf =In + ;
Q. It 2 tanh <§ %)
. . 1-260
nous avons établi, pour v < 755,
.. Ngpo(T) v
bt~ = (2)

Dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, qui est une fonction L de degré 1, Conrey [Con89] a
établi la minoration valable pour v < %,

.. Neo(T)
it Sy 2 Tw)

Par ailleurs, cette inégalité est conjecturée comme étant vraie quelle que soit la longueur du
ramollisseur (voir [Far93]). Les propriétés de la fonction T résument & elles seules les limites de
la méthode utilisée avec ce choix précis de ramollisseur. La fonction T est croissante, a valeurs
négatives au voisinage de 0 et Farmer a montré dans [Far94] que Y(&) tend vers 1 lorsque & tend
vers l'infini. Autrement dit, si la longueur du ramollisseur est trop petite alors la méthode échoue
a donner une proportion explicite, et d’autre part, si I’on parvient a déterminer le comportement
du second moment ramolli alors on obtient la preuve d’une version affaiblie de I’hypothese de
Riemann au sens ou presque tous les zéros seraient sur la droite critique. Le tableau de variation
ci-apres résume ces propriétés.

0 Ve +00

/ 1

/'

Remarque 4.4.1 On se contente de donner une estimation de la valeur critique v, pour laquelle
la méthode est effective. On a v. < 0,0729 puisque Y(0,0729) > 0,00016. Ceci vient des choix
R et @ de la forme (4.2.3) dont les coefficients sont donnés par le tableau ci-apres.
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R | 6.9938217254782421526
h1 | 1.6133209105653354555
ho | —3.0821458769051778151
hs | 3.1353563918630206597
hy | —1.1661338496848108417

Pour une fonction L primitive de degré d, on voit que la longueur du ramollisseur nécessaire
v devra vérifier v > dv,. et donc v devra étre de plus en plus grand & mesure que le degré
augmentera. Dans la pratique, plus le degré est élevé, plus I’arithmétique associée a la fonction
L est difficile. On comprend donc que la méthode va échouer rapidement en considérant des
fonctions L de degré supérieur.

L’hypothese de Riemann prédit que tous les zéros non-triviaux d’une fonction L se situent
sur la droite critique. Il est également conjecturé que tous ces zéros sont simples. En réalité, la
méthode employée permet également de détecter une proportion de zéros simples sur la droite
critique parmi les zéros non-triviaux en ne considérant que des polynomes ) de la forme (4.2.3)
de degré 1. Cette remarque est due a Heath-Brown ([HB79]) et Selberg. En notant N7 ,(T) le
nombre de zéros non-triviaux simples et sur la droite critique de L(f,s) et en posant

T =1— inf L | L) VA

C
+ )
deg Q=1,R R 2 tanh <£\/§>

on a, pour v < }H__—gg,

N3 o(T) v
liminf L2 > 7 (2]
Thise NpT) = *\2
Dans le cas de la fonction ¢ de Riemann, le résultat de Conrey fournit pour v < 4/7,
NE (T
lim inf C’O( )

GO S v (1) > 0,401,
T oo N(T) = +(1) 20,

Les variations de la fonction T ont été étudiées par Farmer dans [Far94]. Elles sont semblables
a celles de T et nous les résumons dans le tableau ci-apres.

Remarque 4.4.2 Farmer estime la longueur critique v du ramollisseur a v ~ 0.1635. Ainsi,
avec au mieux v < 1/4, la longueur que nous obtenons dans le cas des fonctions L de formes
modulaires primitives reste insuffisante pour obtenir une proportion de zéros simples sur la droite
critique.
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Pour améliorer notre résultat, une piste serait de mieux tenir compte de la forme du ra-
mollisseur. En effet, lors du chapitre 3, la limitation principale de la longueur du ramollisseur
provient de I’estimation de la partie non-diagonale, qui est établie quelle que soit la forme de ce
dernier, alors que sa structure précise n’est utilisée que pour estimer la partie diagonale.

On conclut ce chapitre en donnant quelques résultats prouvés quant aux zéros simples de
fonctions L de degré 2. Pour une fonction L quelconque, nous désignerons par N ;(T ) le nombre
de zéros non-triviaux simples de L(f, s) dans la bande critique.

Nous avons déja vu, en application des bornes de sous-convexité, la minoration

NZ >> Tl/G—E

établie par Conrey et Gosh dans [CG88] pour la fonction A de Ramanujan. Récemment, Booker
([Bool2]) a annoncé avoir montré que n’'importe quelle fonction de forme modulaire primitive
possédait une infinité de zéros simples dans la bande critique sans pouvoir les quantifier.

Pour ces mémes fonctions L et en admettant les hypotheses de Riemann associées satisfaites,
Milinovich et Ng ([MN13]) ont complété le résultat de Booker en prouvant la minoration

N$o(T) = N¥(T) > T(InT)"".









Chapitre 5

Plus petit zéro d’une famille de
fonctions L

Ce chapitre contient les preuves des théoremes D et E et s’inscrit dans la continuité de la
section 1.4.2 dont nous reprenons les notations.

5.1 Correspondance entre Sp et SO~

Avant de commencer les preuves des résultats annoncés, nous précisons ce a quoi fait référence
la dénomination de plus petit zéro. En effet, nous avons vu lors de la proposition 1.1.1 qu’une
fonction L auto-duale s’annulait forcément au point critique des lors que le signe de son équation
fonctionnelle valait —1. Partant de cette constatation, si F est une famille naturelle pour laquelle
chaque fonction L(f,s) est auto-duale et satisfait e(f) = —1, on peut indexer les zéros non-
triviaux de chaque L(f,s) par

{pro} UipsiieZ"}
ou pro=1/2et pr; =1—py_;sii#0. De plus, on a
e < Im(pg,-1) < Im(pro) =0 < Im(pys1) < Im(pya) < ...

Pour toutes les autres familles de fonctions L, on utilise les mémes notations en omettant py .

On expose maintenant les conséquences de cette normalisation sur la répartition des zéros
non-triviaux de la famille F de fonctions L. On considere la variable aléatoire

D*@](f) = ) 2(3y.)

1EL*

qui nous permet de définir la fonction de densité W*[F] grace a la relation

lim Bz (D*[®]) = /R O(4) W [F](t)dt. (5.1.1)

Q—+o0

99
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Si toutes les fonctions L(f,s) de F sont auto-duales avec £(f) = —1, on a

Er ) (D[®]) = @(0) + Exq)(D7[®]) et V) (D[P]) = V() (D*[®)). (5.1.2)

Ce phénomene se produit lorsque l'on considére la famille H~. Il est prouvé dans [ILS00]
(équation (1.18)) que le groupe de symétries associé & H~ est SO~. Autrement dit, lorsque
le niveau parcourt les entiers sans facteurs carrés, on a

Jim By (D[#]) = /R BHWISO-I(t)dt e W[H"] = WSO,

Par conséquent, on obtient

Jim By (D)) = /R S()W[Spl(t)dt ie WH] = W[Sp]. (5.1.3)

De la méme maniere, les familles #~ (r impair) ont aussi SO~ comme groupe de symétries
([RR11], théoreme A). Cependant, pour la mesure harmonique, la relation (5.1.2) s’écrit

El . (D[®]) =20(0)u}; (o (H (@) +E

Hr (q) Hi (q) (D*[®])

Vi D)) = Vi (D*(a]) +20(0) [@(0), (45 () + B, (D" (8] [1 - 208 (5 (@))]

En utilisant la relation (1.4.1), il vient

* . h . *

g premier q premier g premier g premier

Par conséquent , grace aux théoremes A et D de [RR11], on obtient

* . * o = 2
Jim EL_(D*[)) _/Rq)(t)W[Sp](t)dt ot lm Vi (D'[®) —2/R|u|<1)(u) du. (5.1.4)
g premier q premier

Les densités W*[F] des familles que nous considérons sont résumées dans le tableau 1.2 page 20.

5.2 Proportion de fonctions L ayant un petit premier zéro

Le point de départ de la preuve du théoreme E est la proposition suivante qui est une
conséquence de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée & la variable aléatoire D*[®].

Proposition 5.2.1 Soient g dans Sg(R) et ®(x) = (2% — 5?)g*(z). On pose

Jp 22g% ()W [Fl(2)dx
fR (x)WH*[F)(z)dz

B(g) =

Supposons

il (D[#]) = /R BOWFI(Wdt et T Vi, (D)) = V().
q p'I‘CmZCT q p'I‘CmZCT
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Alors, pour B> B(g), on a

=: Borner(6%). (5.2.1)

im in 1A - V]_-(<I>)
iq;::ﬁ;;,uf}' y ({L(f,8) € Fy A1 < B}) = 1 SO AT

La preuve présentée est une généralisation de la preuve du théoréeme 8.3 de [HR03a] que nous
choisissons de formuler dans le cadre de la mesure harmonique. Le méme énoncé et la méme
preuve sont toujours valables dans le cadre de la mesure de dénombrement.

Preuve : En appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable aléatoire D*[®], on
obtient, pour tout € > 0,

Vh

b (D'@)

2

h * h *
Wi ({|D710) = Bl (D7f@])| > <}) <
En utilisant I’hypothese sur le comportement de la variance, il vient d’abord

Vr(®)

€2

€

lim s 1 ) ({[pr1e) - By (00| > <}) <

puis, étant donné que les mesures harmoniques sont asymptotiquement des mesures de proba-
bilité (relations (1.4.1)), on trouve

it ik ({07101 - B (2] <o) 21 -
g premier

Grace au théoreme de densité, cette relation donne

st (o o] )1

q premier

On spécialise alors en € = | [, ®(t)W*[F|(t)dt|. Comme 3 > B(g), on a [ ®(t)W*[F](t)dt < 0.
Puis

ey ({ 2| [ oo oa] < 10 <0}) 21 - G

Etant donné que D*[®](f) < 0, il existe un zéro tel que ®(75:) < 0 et donc |75, < B, puis
|¥f,1] < . Enfin, des inclusions

{£r9

on conclut en utilisant la croissance de la mesure ,u}]‘_-(q).

-2 /@(t)W*[}‘](t)dt‘ < D*[®] < 0} C{L(f,s) € F; D*[®] <0} C {L(f,s) € F; 471 < B}
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Cette proposition ne donne un résultat probant que lorsque le membre de droite est positif.
On note Bmin(g) la plus petite valeur de § > B(g) telle que cette propriété soit vérifiée. Grace
a l'inégalité Smin(g) > B(g), on peut détecter un zéro et on obtient

Iiminf min  Ar1 < By .
g—+00 L(f,5)EF(q) Y1 > 5m1n(g)

q premier

Cependant, nous prouvons une meilleure majoration avec le théoreme D.

Ricotta et Royer prouvent dans [RR11] (théorémes A, B et D), que pour ® dans S, (7 (R),
on a

: h _ : h _ & 2
qgrfgo EZ ) (D[®]) = /R(I)(t)W[f](t)dt et ql}glgo Vi (D[®]) = 2/R\u](I>(u) du
g premier q premier

Ol pmax(F) et W[F] sont donnés dans le tableau 1.2. Comme ppax(F) < 1, on a
N 3 oF
[ oW Fwi = 80) + Z o)
R

avec

F | Hy (reven) | H, (rodd) |H (rodd) | H, (rodd)

or | (1)l =—1| (-1 =1 1 -1

Tableau 5.1 — Valeur de o

Afin d’obtenir une borne explicite dans la proposition précédente, on spécialise la relation (5.2.1)
en une fonction test fixée.

Lemme 5.2.1 5i 0 < R < 1/2, Go(u) = cos (5) L_p g (u) et ®(z) = («* — 52)g3(x), alors

2 2 22 2 4 04 2(9 — 2 2132 2 1
Bomer(§?) =1 PR BOOH TR £320 - RGP 4043 g |
3 (1280 R332 + 1672 R? 32 — 72) AR\/1 + o788

Preuve : On a
B(u) = 2451 (e — 82) cos (53) — £ (s + #2F)sin ()] -1 2mam(w)

3(0) = 15 — AR ot o(0) = — 108

N

A Tlaide de plusieurs intégrations par parties, il vient

~ T68R*3* + 3 + 2883%2R? + 2 — 323%2R?m? 4+ 256 R* 343
|u|®(u)“du = 652 .
R v
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Lemme 5.2.2 On pose Borne}(ﬁ2) = maX{O;Bornef(ﬁz)}. Le tableau suivant résume les
variations de la fonction 8 — Bornex(8?) avec

1 \/ 72(372 + 240 7R — 2(n2 — 9)R?) + 4w R\/9n7 1 7207 Rn? — 6(nt — 7% — 12) 2

Bumin(90) = 77 370 + 480 7 Rr? + (192 — 672 — 270) R?

B B(gO) /Bmin(gO) +o00
1— 22 R2 w243

3 (r2+8Ror)?
Bornet(8?) /

0O — 0

Preuve : On étudie le signe de Borner(X). C’est le méme que celui du polynéme du second
degré

Y(X) = 37" — 6n°R* — 2n'R? + X (=96 R*r* — 7680 7m°R* — 576 R'1* + 64R'r")
+X? (768R*n* 4 122880 7 R>w” + 49152R° — 1536 R°7* — 512R°n*) .

Soit L(R) son coefficient dominant et A(R) son discriminant. On a

A(R) = —98304(n* — 7n? — 12)7°> R°(R — R1)(R — R»)

<0

avec

R, = min 2 1207 + \/6(7T2 —3)(m? — 4).7‘_2 1207 — \/6(7-‘-2 —3)(xZ—4)
2(mt —Tw2 — 12) ’ 2(mt — Tn2 — 12)

1207 +/6(n2 = 3) (72 —4) , 1207 — /6(72 — 3)(72 — 4)
_ 2 L2
Rz = max {W o(ri—Tn2—12) 2(rt — 772 — 12) '

Evaluations numériques St or = —1, alors Ry =~ —8,330 et Re ~ 1,074.
Sior =1, alors Ry = —1,074 et Ry = 8, 330.
De plus,
L(R) = 256(192 — 672 — 27*) R*(R — R3)(R — Ry)

<0

avec

R — mi o —240Fr + \/6m2(n2 +3) ,—240F — /672 (w2 + 3)
3T M T 62— 274 T T 192 — 672 — 28

R = o —240F + \/672(12 +3) ,—24oF — \/67%(72 + 3)
4T N T ez — 27t " 192 — 672 — 22

Evaluations numériques Si or = —1, alors Ry ~ —8,210 et Ry ~ 0,573.
Sior =1, alors R3 ~ —0,573 et R4 = §8,210.
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Ainsi, nous avons toujours
1
R1<R3<O<§<R4<R2.
On note W(R) le coefficient associé au monoéme de degré 1 dans Y. Alors
W(R) = 327°R*(—371% — 2407R + 2(7* — 9)R?).

Comme 0 < R < 1/2,0ona A(R) > 0et L(R) > 0. Le polynéme Y a deux racines réelles,

X1(R) = _W(R)LZRV) AR, Xo(R) = _W(}?LJ(FRV) AR),

2
On compare maintenant Xi(R), Xa(R) et B(gp)?. Comme L(R) est positif , X1(R) < Xo(R).
Par ailleurs,

[B(g0)* = X1(R)][B(g0)* — X2(R)]
20 4 2 _ 2 p2 2 2 4
_ w2 (r* 4 372 — 96) (872 R* 4+ 24R* + 240 rm* R + 37%) (R - Rs)(R — Ra).
8R2%|n? + 8RoF|?|—37* — 480 Rmw? + 2(7* + 372 — 96) R?)?

>0

Par conséquent, on a X1 (R) < B(go)? < X2(R) et Buin(g0)? = Xa(R).
Enfin, on prouve que Borner(X) est croissante sur [Xa(R); +oo[. On calcule

256 R4B(go)°

dBorner
374X — B(g0)?)?

dX

(X) = [16R*(2Ro7(n* — 9) — 37%) X — 2Rox(n” + 3) — 377 .

Si0< R < 1/2, alors 2Roz(? — 9) — 372 < 0. Par conséquent

dBorner 1 2Rox(n?+3) + 3n?
——(X)>0 —= X> .
dX (X) 2 ~ 16R22Ror(n? —9) — 372

Etant donné que le membre de droite de cette inégalité est toujours négatif (pour 0 < R < 1/2),
on en déduit que Borne;@ est une fonction croissante.

O

Preuve du théoréeme E On spécialise I'inégalité de la proposition 5.2.1 en choisissant gg
comme fonction test avec 0 < R < pmax(F)/2. Grace au lemme 5.2.1, pour 8 > B(gp), on a

e R .- + (52
lim inf i) ({L(f, 5) € 75 G < B}) = Bornez(57).

q premier

Puis grace au lemme 5.2.2; si > Bmin(go), on a

lq@l&f Wi {L(f,8) € F; 3r.1 < B}) > Bornex(8°).
q premier

On obtient le théoreme E en évaluant chacun des membres de droite en R = pmax(F)/2.
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5.3 Taille du plus petit zéro d’une famille de fonctions L

Toute cette section est consacrée a la preuve du théoreme D.

5.3.1 Application du théoréeme de densité

Le point de départ de la preuve du théoréeme D est la proposition suivante qui est une
généralisation du théoreme 8.1 de [HR03a]. Celui-ci découle du théoreme de densité appliqué a
une fonction test bien choisie.

Proposition 5.3.1 La borne inférieure étant considérée sur l’ensemble des fonctions g dans
Spmax(F)2(R), on a

Jr 229 (2) W[ F](z)dz } ' (5.3.1)

Jr 9*@)W*[F|(z)da

Preuve : On consideére g appartenant & S, (7)/2(R) et B(g) = f“}gczgzg‘)/vw%f(]g;:z
R

limsup min A¢q <inf
Qtoo LUF5)EF(@Q

Pour 8 > B(g), on pose ®(z) = (22 — 3?)g*(z) de telle sorte que
{ O(z) <0 si |z| <8,
O(z) >0 si |z|>p.
De plus, on a
Bu) = 5L G D) - PG 5)) = 5@ *7)w) - FGDw).
472 du? 472
Ainsi @ appartient a S, (7) (R) et nous pouvons appliquer le théoreme de densité. On obtient

. 1 * . * . 2 _ 2 2 T * z)dx
Qgglmmm)zem)fﬁ B = [ 2OW F = (B =) [ P Flade <o

Par conséquent, il existe un entier )y tel que, pour tout @ > (g, on a

1
D[®](f) <0.
F @)l L(fge:f(@

Etant donné que toutes les fonctions L(f,s) dans F vérifient ’hypotheése de Riemann, tous les
7t,i sont des nombres réels et on en déduit, grace a la définition de ®, que I'on a

Z Z P (Fr4) < Z Z ® (97,4) < 0.
L(f,5)€F(Q) 13y,:|<8 L(f,5)eF(Q) ieZ”
Ainsi, pour tout @ > Qo, il existe une fonction L de F(Q) satisfaisant 7, < . Autrement dit,

limsup min ¢ < f.
Q—+o0o FEF(Q) M,

En faisant tendre 8 vers B(g), il vient que pour toute fonction test g dans S, (7)/2(R),

limsup min 471 < B(9).
Qr+oo FEF(Q) 5 ()
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Le théoreme D s’obtient alors en déterminant la valeur exacte de la borne inférieure apparaissant
dans la proposition précédente. Soit

S Jr 229* () WG] (2)da
S ®\{0}  [p 92 () WG] (z)dx

avec V = Umax(F)/2 et W[G] = W*[F]. Le plan de résolution de ce probleme d’optimisation est
le suivant.

Dans la sous-section 5.3.2 (lemme 5.3.2), on prouve qu’il existe une foncNtion B et un
ensemble H° tels que m = infge ooy (03 B(G). Plus précisément, on définit B par

B(h) = 1 Jo B (w)2du — 3 f_ll h' % b (u)du
An? [ h(u)2du+ S [ b h(w)du + & (f h(u)du)?

(5.3.2)

ou (4,¢) sont donnés par le tableau 1.1.
Dans la sous-section 5.3.2 (lemme 5.3.3), en utilisant un argument de densité, si

Hg = {h : R — R paire, continue, C' sur | — R, R], avec supp h C [—R, R]}

et ~

mp= inf B(h

R he Hp\ {0} ( )7

on prouve m = limg_,,— mpg.
Dans la sous-section 5.3.2 (lemme 5.3.4), par des arguments topologiques, on montre qu'il
existe hr appartenant a l’espace de Sobolev HO1 telle que B(hgr) = mpg.
Dans la sous-section 5.3.4 (lemme 5.3.7), en utilisant la théorie de Fourier, on montre que
hr vérifie une équation de Volterra avec décalages temporels

5 R
hr(u) = o(u) + 5/ br(t+1) —br(t —1)dt (5.3.3)

ol ¢ est une fonction explicite définie a partir du parametre inconnu mg. On en déduit
également que hr appartient a Hg.

On résout ensuite cette équation de Volterra dans la sous-section 5.3.5. Il en résulte que
I'on dispose alors d’une expression explicite de la fonction hi dépendant du parametre
inconnu mg.

On détermine /My dans la sous-section 5.3.6 en résolvant 1’équation mpr = B(hR).

On conclut en utilisant la relation v/m = limp_,,~ v/Mmg.

5.3.2 Arguments de densité et topologiques

Cette section est consacrée a la preuve du lemme suivant qui résume a lui seul les trois
premiers points du plan énoncé précédemment. On note H& I’espace de Sobolev défini par

Hj = {u € L*(] — R, R[) nulle aux bords de | — R, R],

3 2 11 (] - /= — .
v € L*(R) telle que Vo € C°(] — R, R]), /Ruqﬁ /Rvgb}
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Si u appartient a H&, la fonction v est appelée dérivée faible de u et notée u’. L’espace H& est

muni du produit scalaire
R
(u,v)Hé = (u/,v) 2 :/ u'v'.

-R

L’ensemble H{ est un espace de Hilbert réflexif ([Bre83], paragraphe VIIL.3).

Lemme 5.3.1 On a

m= lim ﬁIR.
R—v—

De plus, pour tout R > 0, il existe hr dans H& tel que mp = B(F)R).

Afin de prouver ce résultat, nous aurons besoin de quelques lemmes techniques.

Une nouvelle expression

Lemme 5.3.2 Soit H° = {h € C°(R), paire et avec supp h C [—R, R] telle que 0 < R < v}.
Alors

m= inf B(h).
heH*\{0}

Preuve : Grace au théoreme de Plancherel, a la formule d’inversion, au théoreme de Parseval et
a la relation (1.4.2), on a

1

[s@wicads = [ PuWcwd =20 +5 [ o+ [ 2o
~ [ Faa 5 [ 03y + et
1 2
= [@war+ g [ aweamarss ([ awa)
De la méme maniere, comme :g(x\) = _T7lr§,’ on prouve
(. o [t
‘/Rx2g2(:C)W[G](:v)d:v =12 Rg (u)?du — 3 /_1 g * g (u)du.

Par ailleurs, la classe de Schwartz étant invariante par transformation de Fourier, on a
geS(R)=ge HE.
Ainsi,

m= inf B(9).
geHz\{0} @



108

Un argument de densité

Lemme 5.3.3 On a 3
inf B(h) = lim mg.
he Ho\{0} Rov—

Preuve : On définit une suite régularisante (p,) en posant

R—R Tz[2—1 \1 1 : 1
. ob pay=d T sl <
’ { T @l () o) { 0 silz]>1

La fonction p,, est positive, lisse avec supp p, C [—1/n;1/n] et vérifie [; pn(u)du = 1. On aura
besoin des deux propriétés suivantes (confer [Bre83|, théoréme 4.22 et théoreme 4.15).

P1 Soit 1 < p < o0, si g € LP(R) alors p,, x g converge vers g dans LP(R).
P2 Soit 1 <p<oo,si fe L' (R)et ge LP(R) alors fxg € LP(R) et ||f * gl|lre < ||f|lp1|lg]|Le-

Soit 0 < R<vetn>D0. .
Il existe h dans Hp, telle que mp < B(h) < mp +n. On pose h,, = p, * h. Pour n suffisamment
grand, h, appartient & H2°. On a également h] = p, * h'. Grace & la propriété P1, on obtient

: 2 2 : 112 1112 : _
S ol = (Bl i (GG = W15 et lm [ h(u)du = /R h(u)du.

En utilisant la propriété P2, on peut écrire

‘/ B % hyp(u) — ho* h(u)du §/\hn*hn(u)—h*h(u)\du
< |l(hn = ) * hnflpr + [l (b = )| < ([hnllzr + Rl LOIR = hn]l L1

Ainsi,

1 1 1

lim hp * by (u)du = / h* h(u)du et lim h' * bl (u)du = / h' * b (u)du.
n—-4o0o -1 -1 n—-4o0o -1 -1

On en déduit lim,, 4 oo B(hy) = B(h). Donc il existe h,, dans H® telle que |B(h) — B(hy)| <.

Par conséquent, pour tout n > 0, il existe h, dans Hp° telle que |mp — B(hy)| < 2n. De plus,

pour tout R < v, on a infj,¢cgee\ (o} B(h) < g, d’ou

inf B(h) < li
neith oy B = Jim. Mg

Pour I'inégalité opposée, soit h dans HS°. Il existe Ry < v tel que supp h C [—Rp; Ry]. Comme
h appartient & Hp, et comme la fonction R — mp est décroissante, on obtient

lim g < mg, < B(h).
R—v—

On en déduit

li np < inf B(h).
. me s, b B(h)
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Des opérateurs compacts L’expression (5.3.2) permet de prolonger la fonction B a H\{0}.
Lemme 5.3.4 Si R > 0, il existe g dans H}\{0} tel que mr = B(hg).
Preuve : En notant K l’endomorphisme de L?(] — R, R[) défini par
5 u+1
Kih(u) = 2 / h(t)dt + = / h(t)dt,
2 Ju—1 R

on peut réécrire la fonction B sous la forme

3(h) = (W W)z + (KN B )2
~ (h,h)p2 + (Kh,h)pe

La fonction K est un opérateur de Hilbert-Schmidt et, & ce titre, est un opérateur compact de
L?*(] — R, R]). En notant I l'identité de L?(] — R, R]), les transformations effectuées au cours du
lemme 5.3.2 montrent que pour toute fonction h de L%([—R, R]), on a ((I+ K)[h],h) 2 > 0 avec
égalité si et seulement si h = 0.

Les fonctions C* & support inclus dans | — R, R| étant denses dans H&, la borne inférieure
de B sur Hé est égale a mp.

On considére alors une suite (g,,) de fonctions de Hg non nulles telle que lim, o B(gn) =
mg. On pose alors h, = gn/(d,,9,) 2. La fonction B étant invariante par multiplication par un
scalaire, on a donc .

lim B(hn) = g et ]z = lallm = 1.

n—-+0o0o

Les suites (h,) et (h],) sont bornées dans I'espace de Hilbert L?(] — R, R[). Sa boule unité
étant faiblement compacte, quitte a considérer des sous-suites, on en déduit qu’il existe des
fonctions h et k dans L?(] — R, R[) telles que (h,) (respectivement (h!/,)) converge faiblement
vers h (respectivement k). De plus, pour toute fonction ¢ de C°(] — R, R[), on a

/ . / . ’
[oo = tim_ [ = 1im_[ o=~ [o
Donc g appartient & H', ¢ = k et g,, converge faiblement vers g dans H'. Par ailleurs, 'injection
de H' dans I'ensemble des fonctions continues (muni de la norme de la convergence uniforme)
étant compacte ([Bre83], théoreme 8.2 et 8.8), on en déduit ([Bre83], 6.1 remarque 2) que hy,
converge uniformément vers h (ou plutét son représentant continu que l'on identifiera & h). En
particulier, on en déduit que h est paire, h appartient & H} et limy,— 1o [|hn]|z2 = ||B] 22

Des convergences faibles dans L?(] — R, R[) des suites (h;,) et (h!) et de la compacité de
lopérateur K, on déduit que les suites (Kh,,) et (Kh]) convergent respectivement vers Kh et
KM pour la convergence forte de L?(] — R, R[). 1l s’ensuit immédiatement les relations ([Bre83],
proposition 3.5 (iv))

lim (Khy, ho)pe = (Kh,h)ga et lim (KR, B )pe = (KR 1) 2.

)
n——+00 —+00 nrn

En résumé, on obtient

lm (I + KR, B e =1+ (KW K2, lim (I + K)hp, hn)ge = (I + K)h,h) 2,

n——+o0o n—-+o0o
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et, comme (h/)) converge faiblement dans L? vers k', on en déduit |A'|| 2 < liminf ||h/||2 = 1.
Par ailleurs, 1 + (Kh/,h') 2 est non-nul. En effet, dans le cas contraire, on aurait

0= L (KW W)p2 > W2 + (KW ) 12 = (L + KW W) > 0.

On en déduirait a la fois ||A'||;2 =1 et (I + K)R',h');2 =0, puis ||A’||;2 =1 et A’ nulle!

On en déduit ensuite ((I + K)h,h)r2 # 0. En effet, mp est un nombre fini, la limite du
numérateur de B(h,) est 1+ (KR’ h');2 donc non-nulle, et la limite de son dénominateur est
précisément ((I + K)h,h)r2 # 0.

On a alors
Wl + (KW R e L (R 1) g
((I+ K)h,h)p2 (h) 2 M n=stoo (hn) (I + K)h,h) 2

de quoi l'on déduit ||A/]|z2 > 1. Etant donné que l'on a déja montré I'inégalité opposée, il vient
|17/ ||z2 = 1. Par conséquent, la fonction h est non-nulle et vérifie B(h) = mpg.

O

Remarque 5.3.1 La fonction B n’est pas continue lorsque BH'HH1(07 1) — R est muni de la
0

topologie faible. En effet, la boule unité de Hol étant faiblement compacte, B devrait étre bornée.
11 suffit de considérer les fonctions h,(u) = cos (%) 1 g,g)(u) pour se convaincre que cela

est impossible.
La preuve du lemme 5.3.1 découle des lemmes 5.3.2, 5.3.3 et 5.3.4.

5.3.3 Analyse de Fourier
Par souci de simplification, on considére B(h) = 16R2B(h) et mg = infjc Hy B(h). Ainsi
mp = B(hr) = 16R*mg.
Soit

™ax

2R

Or = {(cn) e RY, telle que ca, = 0 et z +— ch cos(
n>0

) est continue et dans H&} .

Cette sous-section contient les preuves de quelques lemmes techniques essentiels.

Lemme 5.3.5 Soit
H} n{h:] — R, R[— R continue, paire} — Qg
: —(-1" (R s
h — (1 (2R1) Jo h(t) cos (52) dt) o

Alors, la fonction ¥ est bijective.
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Preuve : A chaque fonction continue et paire h de H&, on associe une fonction h paire 4R-
périodique définie par,

pour tout = € [0, R], h(z) = h(x) et h(R +x) = —h(R — x).

Réciproquement, on a h = h - 1|_g gy

-2R 2R

courbe représentative de h courbe représentative de h

Ainsi construite, la valeur moyenne de h est nulle. Qui plus est, si ¢, désigne le n-éme coefficient
de Fourier de h, on a

e 1— (1) (R nt
Cp = @ /_2R h(t)e 2R dt = T/O h(t) COS <ﬁ> dt.

La série de Fourier d’une fonction continue de H{ convergeant normalement, on a

h(u) = h(u) - T_pg(u) =2 ch cos (Lm> T_g,r)(u).

Ainsi la fonction ¥ est bien définie et la derniere relation fournit une expression de I'application
réciproque U1,

O

Par conséquent, la fonction B étant définie sur 'ensemble des fonctions continues et paires de
H}, on peut définir B sur Qg grace a la relation B(c) := B(¥~1(c)).

Lemme 5.3.6 Soit ¢ = (c,) appartenant a Qg. Si R < 1/2 alors
2220 n’c,

B(C) = 2
> om0 Ca + (04 25)%2 <2220 (_1)nT Cn)

et, si R>1/2, on a
* .22 6
Dm0 Cr = 3R 22 2 amn>0 MImnCmCn

n—1 2
* 2 ) 16Re *  (=1)72 cn
> n>0Cn t 3R 22 Dmn>0 AmnCmCn + <20 <Zn>0 —

B(e) =
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o, pour tous nombres impairs n et m

M[l COS”"—LCOSW”] SRy sim#n
Amn = ZRZF;}({Ezl)_n-z) - n2 8R 2R SRgR mnm2 . )
o Sl 5p — —5-3 COS 2R + s m =n,
5 m+n
==t sin 2R $1 M =n.

Preuve : Nous allons donner une expression explicite de B en tant que fonction définie sur Qp.
Soit h une fonction continue et paire telle que ¢ = (¢,,) = ¥(h). Grace a la formule de Parseval,
on obtient

1 2R
h(u)?du = Z lenl? = 2 Z 2,
2R/ AR J g nez n>0
1 2R .

2 2
/ _ 1oN2,, 21,12 T 2 2
2R h()d = 1B 72Rh(u)du—@2n|cn| —Wch
neZ n>0
De plus, on peut écrire
R
- AR (1) SR (—1)"
Auwdu= [ hwdu=-—3 L coni1=—> — conir.
[ ndu= [ e == DI R DY v

—R n>0

Comme B(h) = 16R%2B(h) avec B(h) donné par la relation (5.3.2), on obtient une expression
explicite de B(c) en utilisant

1 9 .
h(x)dx) siR< L
h * h X dw = (fR : < ,
w/—l ( ) { 4 Zmzo ano Cmcn)\m,n si R > %7
et 1 1
0 iR<1
/ W s b (x)de = { 2 si %

1 &= ZmZO ano MNCmCfim,n  S1 R > 5

Hughes et Rudnick ont prouvé m = ﬁ lorsque G = U. On étend leur résultat.

Corollaire 5.3.1 Si G = O ou si G = SO* et 0 < R < 1/2 alors

<m <7<1.
1+R- T 1+ 3R

Si G = SO* avec R>1/2, alorsmp <1. SiG=Sp et 0 < R<1/2, alors

1
1<mR<178<2.
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Preuve : En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, si G = O ousi G = SOt et 0 < R < 1/2,
il vient

B(c) = ZZZO nchl > ZZ>0 71202 < 1
a n— 2 =
Sons0 €2+ (04 26) 88 <Z*>o 1" Cn) (I+R)Y 502 ~1+R

et I'une de ces inégalités est stricte. Afin d’obtenir une borne supérieure de mg, on évalue B en
e = (e, ) définie par e,, = 0 pour tout entier n excepté e; = 1. La majoration est immédiate pour
G = O, pour G = SOT oupour G = Spet 0 < R<1/2. Danslecas G = SOF et R > 1/2, on a

(2R D x

1-— %:ul-,l 1+ sin

(e) = 3 16Re 5(2R—1) > <1
L+ 5501+ 55 1+7SIHQR+4R5(1—C082R)+12§5

Enfin, si G = Sp et R < 1/2, pour tout ¢ appartenant & g, on a

* 2.2 * 2.2
anon Cn > anon Cn

*

B(c) = 5
* * —1)" 2 - Zn 0121
ano = i_g (Zn>0 ( l)n - Cﬂ) =0

et 'une de ces inégalités est stricte. Ainsi, grace au lemme 5.3.4, on obtient mp > 1.
O

Le corollaire 5.3.1 implique, sauf dans le cas G = Sp et R > 1/2, que mp n’est pas le carré d’un
entier. Afin de compléter ce résultat, on fait 'hypothese suivante qui sera justifiée page 134.

“Hypothése Sp” : Si G = Sp et R > 1/2 alors mp n’est pas le carré d’un entier.

Remarque 5.3.2 Dans le cas symplectique avec R > 1/2, en évaluant B en e, il vient

1-— 2R_1 sin 2% 12R
mp < Ble) = = 2R = —+0(1).
1— smﬁ—w—(l—cosm) ™

Ainsi, comme mpr = 16R%mp, le corollaire 5.3.1 et la proposition 5.3.1 montrent

Vmax(%F)l/z si W*[f] = W[Sp]7
— L si W*[F] = W[SOt]
llm su mln ~ < << Vmax(]:) ] . )
Q—)+O£) L(f7 )6.7'—(@) ’Yfl R_n/max(]:) m S1 W [f] = W[OL
g S WIF = WSO

Par conséquent, la conjecture de densité est en accord avec les prédictions du modele des matrices
aléatoires établies lors de la section 1.4.3.
5.3.4 Une équation de Volterra avec décalages temporels

Etant donné que le cas unitaire a déja été résolu, on suppose que G est I'un des groupes
compacts O, SO~, SOT ou Sp. Dans cette sous-section, on prouve le lemme suivant.
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Lemme 5.3.7 La fonction test optimale hr satisfait, pour tout 0 < u < R,

§ R
br(u) = p(u) + 5/ br(t+1) — hr(t — 1)dt (5.3.4)

ot (0,¢) est donné par le tableau 1.1 et ou

wk VMRTU VMRT
o(u) = 6’5\/@” [cos 2; — Cos 2R ] g, g (u)
2mp cos Y—5—
avec
omp [6 (B R
ke = —k [_/ bR(m)d:p+€/ hR(:L")d:E] : (5.3.5)
™ 2 R—1 -R

Remarque 5.3.3 La fonction hp étant continue sur [—R, R], ’équation du lemme annoncé
prouve que hp est de classe C! sur |— R, R[. Autrement dit, la fonction hx appartient & ’'ensemble
Hg.

Avant de prouver ce résultat, nous aurons besoin de prouver quelques lemmes. Cependant,
nous pouvons d’ores et déja en déduire le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.2 Si G = O ou si G = SO ou Sp avec R < 1/2, alors
| 1
vm= -V {1+ (§+2¢)-
v v
ou V' a été défini lors de lintroduction de ce mémoire (page xvi).

Preuve : Si G = O, alors § = 0 et le lemme 5.3.7 donne immédiatement hr = ¢. De la méme
manicre, si G = SOT, SO~ ouSp, R<1/2etsi0 <t < Ralorst+1 ¢ [-R,R|ett—1 ¢ [-R, R].
Ainsi, dans cette situation, nous avons également hr = ¢. On peut résumer ces remarques sous
la forme

)0+ S ba(@)da [COS SRR SRR

hr(u) = o(u — cos ] 1_g g (u).
2 cos (—W QmR) 2R 2

Par conséquent, nous avons

/_Z[jR(u)du- {1— (5+2e)R< ”\/m_R> —1)} = 0.

2
o tan< 5
Comme f_RR hr(u)du # 0 (autrement hr = 0), on en déduit

2 tan /Mg :1+5+25'
T/ MR 2 R

Le résultat découle alors immédiatement des lemmes 5.3.2 et 5.3.3.

O

Remarque 5.3.4 Nous utiliserons ce phénomene dans la section suivante afin de déterminer hg
en toute généralité.
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Soient
mnt

)1[_R,R](t) et Ch(t) = cos <ﬁ> 1 pp(t).

nt

S (t) = sin <ﬁ

Lemme 5.3.8 On désigne par n un entier impair positif. Soit h une fonction continue paire de
H} avec ¢ = (ey,) = W(h), alors
Z [mnum,n + mR)\m,n] Cm
m>0
2R SR2(—1) 2z 1) 2
= —"—(n? —mpg)(S, xh)(1) + #m}g Z EV= [1 — cos m] Crn-
m

nm nm

Preuve : On a

Z [mnﬂm,n + mR/\m,n] Cm

m>0
2R(2R—1) . /mn 8R2 — m(—1)"2" ™
_ 2
= (" —mg) (TSln(ﬁ)c"‘LW 27& o s (5g) em
m4n m+n

8R*mp ™m 8R%(—1)"z2 8R? n(-1)"=2 , 5 ™m
- — cos (ﬁ) Ccp — MR Z E—— Cm + — mz#n —————(m* —mg) cos (ﬁ) Crm-

= m(m? — n?)

On déduit de
n 1 m 1
m(m2 —n2) n (mQ—n2 m)’

que

Z [mnum,n + mR/\m,n] Cm

o (D (SR (52 ()] )

m#n
8R2mp(—1)"z" «(=1)" ™
1= cos (g )| em:
+ nmw2 'rnZ>O m [ o8 2R ¢

De plus, on a

R

(Spxh)(1) = /1_R h(u) sin (%(1 - u)) du

R
* . (m(m—n)u N . (m(m+n)u  wn
= - PR ) —sin (B2 2 g
> c /1_Rsm( °R +2R> Sm( oR 2R> “

m>0

— (2R —1)sin (%) et 2 DR [COS (ﬂ) e (@)} e



116

Lemme 5.3.9 Soit ¢ = (¢,,) = ¥(hg). Alors, pour tout entier positif impair n, on a

n—1 n—1
—1)"7 k. )" ks, 2
CD 7 ks 0 (g )= L2 ae , 210

nn? —mg] nw nn? —mg|  n?r?

(Cr  bp) (1)

=

Preuve : On munit Qg de la norme

+o00 00 1/2
= Sl + (5
n=0 n=0
et on considere les cing fonctions différentiables H, T, S, A et G sur (g, || - ||) définies par

n—1

H(c) = ZnQCi, T(c) = 2, S(c) = Z*$cn,

n>0 n>0 n>0
Ale) = E E MY, nCmCn €6 G(e) = E E AmnCmCn.-
m>0n>0 m>0n>0

Grace au lemme 5.3.6, on peut écrire

H-2A
2R siR>l ou B= a

B= siR<
T+ G+ 1Eeg2 2 T+ (6 +2¢) 2852 -

N | =

Comme B(c¢) = mpg, ¢ est un point critique. C’est pourquoi, si R > 1/2, on a dB|, = 0 puis

16RS(c)mp (—1)"z
2

)
. . 2 .
Vn impair, (n°—mg)c, = Y7 E [mnim n + MeApn] 6 + €

™ n
m>0
Grace au lemme 5.3.8, & “I’hypotheése Sp” et au corollaire 5.3.1, on déduit
(1) kse 0 _(=1)"7 ks 2R6 ,
tn = nn? —mg] nw (S br)(1) = n[n? —mg) + n2m2 (Cn#bR)(1) (5.3.6)
ol
_ 4Rmp < (=1)"2 mm “(=1)"2
k6,6 = 2 62 T (1 — COS ﬁ) Cm+4&'z Tcm
m>0 m>1
9 R R
— e §/ br(z)dz + a/ br(z)dz| . (5.3.7)
T |2 /g1 -R

De la méme maniére, la suite ¢ vérifie les relations (5.3.6) et (5.3.7) dans le cas R < 1/2 étant
donné que, si R < 1/2, on a (S, xhgr)(1) =0 et f}};_l hr(z)dr = f_RR br(z)dz.



117

™Tmu

Preuve du lemme 5.3.7 On suppose 0 < u < R. Comme hgr(u) =2, - ,cpcO8 (W)v le
lemme 5.3.9 donne ;

+(=1)"2" cos (Zoe)  ARS —+*(Cy % blr)(1) ™mu
= ks — e
br(u) s n%; n(n? —mg) : HZZO n? ( 2R )
Tout d’abord, en utilisant la relation (B.2), il vient
mn(utt) mn(u—t)
" (Cn % h;%)(l) Tmu 1 R « COS (—2R ) 4« COS ( SR ) ,
> s (G ) = 3 E T T | e -t

n>0 —R \n>o0 n>0

R
T wlu+t|  wu-—t\
=z - - 1— t)dt
EB/R(7T °R or ) et =t)

2 R
Z;T—R/ br(t+1) —hr(t —1)dt.

Puis, grace a la relation (B.1), on calcule
«(=1)*= cos (Zo) ks . NG
2k6,ez = : cos

n(n? —mg) B 2mp cos YT 2R

s@} o(u).

n>0

5.3.5 Fonction test optimale

Dans cette section, on résout I’équation de Volterra avec décalages temporels apparaissant
dans le lemme 5.3.7. Précisément, on prouve que, excepté pour un nombre au plus dénombrable
de valeurs de R, cette équation de Volterra admet une et une seule solution appartenant a Hg.
On donne une expression explicite de cette solution.

Une partition appropriée

Par souci de simplicité, étant donné que R est amené a tendre vers v (grace au lemme 5.3.3),
on peut supposer que 2R n’est pas entier. De la méme maniére, comme n > 1 est I'unique entier
tel que n — 1 < 2v < n, on peut supposer ”T_l < R < § et, en particulier, n = [2R] + 1.

On note D opérateur de dérivation et T, T~ les opérateurs de décalage définis par

DIfl=f, Tifl(w)=flu+1) et T7'[fl(u) = f(u—1).
On construit une partition de [~ R, R] invariante par T'[id], T~![id] et par symétrie. On définit

ap—oi = R—i si 0<i< gt
an—2i-1=|2R] —R—i si 0<i< 22
et In =] — a1, a1, Iy =|ak, ags1], Ik =] — ag+1, —ax[ pour 1 <k <n—1.On a
[2R]
-R.R= |J I
k=—|2R|

De plus, si |k| < n —2 alors T*!(I}) = I4o et, si k € {n —2,n — 1} alors T'(I3) N supp hr = 0.
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Une équation différentielle avec décalages temporels

Par dérivation et intégration, on remarque que le fait que hg vérifie ’équation de Volterra
précédente est équivalent au fait que hr vérifie I’équation différentielle avec décalages temporels
suivante.

Pour tout u dans | — R, R|,

5
br(u) = ¢'(u) = 5 [br(u+1) = hr(u - 1)]. (5.3.8)
On pose
A= YIET o w = ke .
2R 4R.\/mp cos W\/Qﬁ
On considere les suites de polynoémes (7,,) et (U,) définies par récurrence par
Ty =1 Up =1
=X U =2X
Thv1 =2XT, —T,_1, Upy1 =2XU, —Up,—_1.

Les polynomes T,, (respectivement U, ) sont appelés polynoémes de Tchebychev de premiere
espece (respectivement de deuxiéme espece). Ils vérifient, pour tout réel 6 et tout entier n
positif,
sin(n +1)6
T, (cosf) = cosnf et U,(cos) = (79)
sin

Par conséquent, ils se factorisent sous la forme

7,(X) = n]:[l [X ~ cos <1 + k—”)} UL (X) = k]i[l X — 0,(k)] avec Oy (k) = cos < b ) .

0 2n n n+1

Lors de cette sous-section, on prouve la proposition suivante.

Proposition 5.3.2 Les fonctions paires h a support compact dans [~R, R], C' sur chaque I} et

vérifiant l’équation différentielle (5.3.8) sur Ul sont celles qui s’écrivent sous la forme
— Pour 0<k<n-—1,

L=

Bt (0= 3 7)) sin (fu= =5 0, = F i+ 6" 5 )

Jj=1

— Pour0<k<n-—2,

Al ey () = 510U (01 ([u - f} bur(i) — 5 [j ot 2l 1>D

Jj=1

w3
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ot rj(In—1) avec 1 < j < L”THJ et 7j(In—2) avec 1 < j < L%J sont des réels arbitraires et ou
(k) et O (k) désignent respectivement le module et Uargument du nombre complexe

U i)t ()= UnckotO) gyt | oot

A+ dsin\ [ U, () U, ()

Avant d’arriver a ce résultat, nous aurons besoin de quelques résultats intermédiaires.

Transformation en équations différentielles linéaires En utilisant le corollaire 5.3.2, on
peut supposer § # 0 (d’ott 62 = 1) et n > 2. De plus, tout au long de cette partie, la fonction
h désignera une fonction paire & support compact dans [~R, R], C! sur chaque I et vérifiant
I'équation différentielle (5.3.8) sur Ulj.

On définit également par récurrence l'opérateur ) en posant

Q=1
Q=D+ 5(T*-T)

Quir = DQi+ 2Qucr + (2)" (TF + (—1)kTF) |

Lemme 5.3.10 La fonction h vérifie les équations différentielles linéaires suivantes.
— Sur I,_1, pour tout 1 < k < mn, la fonction h satisfait

<§>kUk (30) 1= ule + (g)kT—’w-

— Sur I,_o, pour tout 1 < k <n —1, la fonction h satisfait

(1) v (20 =+ (2) 4o

— Sur Iy, pour tout 1 < k < L”THJ, la fonction h satisfait

2 (3) e (A0) =+ (3) (7w o).

Preuve : On prouve la premiere relation par récurrence sur k = 1,...,n. Pour k = 1, I’équation
différentielle (5.3.8) donne

siu€ I, 1, h'(u)=¢'(u)+ gh(u —1). (5.3.9)

Le résultat découle alors immédiatement des définitions de Q)1 et U;. Pour k = 2, on dérive la
relation (5.3.9) et on applique I'équation différentielle (5.3.8).
Supposons le résultat valable pour k et k — 1 avec 2 < k < n — 1. En utilisant la relation de
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récurrence définissant Uy, il vient

() (225 () () (1)
o) (2o)) 2 2) e ()

pauie)+ ualel+ (3) Tm (4) T oo

| =.

2
comme k < n — 1 on peut appliquer I’équation (5.3.8).
1 s\ F 5\ K1
= Da1+ Qe+ (5) T+ (3) T

Comme u appartient & I,,_1, on a T*+1[h](u) = 0. C’est pourquoi on peut écrire
N 1 PNGER
<§> Uk+1 <;D> [h] = QkJrl[(pl] + (5) T_(]H_l)[h] on Infl.
On prouve les autres relations de la méme maniere.
U

Lemme 5.3.11 Soit f une fonction C' sur ] — R, R[ avec supp f C [~R, R]. Alors, pour tout
1<k<n,ona

o= (5) S (2) tiss (30) 7011

§=0
De la méme maniére, pour tout 1 < k<n-—1ona
AP A 1 .
= (5) T (5) v (30) 7000
§=0

Preuve : Par récurrence sur k = 1, ...,n. Le résultat est une simple conséquence de la définition
de Qr si k =1 ou k = 2. On suppose le résultat établi pour k et kK —1 avec 2 < k < n — 1.
Comme T*[f|;,_,] =0, on a

1 S\" .
Qk-ﬁ-l:DQk'i‘ZQk—l-f— 3 T

) (B0 0 () £ @ v () ()
) S B ()t (o)) () () o)
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On prouve les autres relations de ce lemme en suivant le méme principe.
O

. et h|r, , vérifient les équations
différentielles linéaires a coefficients constants et avec second membre suivantes.

En utilisant les lemmes 5.3.10 et 5.3.11, on prouve que hl;

Corollaire 5.3.3 On a

) _ (i 85ptA\ ;S iA\n+1
P (10) Bl = L= BV U 56 )

A+ dsin A
et

1 .
A I <;D> [Al1,—2] = Im [iwé"‘leu(“_"ﬂ)

1 — (10" U, 1 (N) + (i6e)*Up—2(N)
A+ dsin A ’

Preuve : On a T~ "[h|7,_,] =0 et T-=V[a|;,_,] = 0. Ainsi, grace au lemme 5.3.10, on obtient

n 1 n n— 1 n—
ZUH<;D> Bl ] = 2Quldln ] et Uy (;D> Blr ] = 2 Quorlellr, -

On pose ey(u) = we*. On a ¢'(u) = Im [ex(u)]. Comme D?(ey) = (i)\)2ey, en utilisant le
lemme 5.3.11, on écrit

@Qnlexlr,_.) = (%)nl ni:l <§>J Un—j—1(NT 7 (exlr, )

j=0
et
i n—2n—2 5 J )
Qi = (5) X (3) Urss T el )

Jj=0

Etant donné que

n—1
j 1-— ann(X) + Zn+1Un_1(X)
. j_

Z Uiz 1—2zX + 22 ’ (5.3.10)

J=0
il vient g1 i (i6 '>\) () + (i6 '>\) 41 \)

0" e T — (i0e")"Up () + (i0e )" Up 1 (A B

Qulelr, ) = on NS+ sinh ex(u—n+1)

et

5" Zie= A 1 — (i6e™)" U, _1(A) + (16U, —2(N)
-l Ad + sin A
On conclut grace a la relation Q,(¢") = Im(Qy(en)).

Qﬂ(eklfnfz) =

ex(u—n+2).

Lemme 5.3.12 L’application R — mpg est strictement décroissante.
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Preuve : Supposons qu’il existe R1 < Ry tels que mg, = mp,. Comme R — mp est une fonction
décroissante, on peut supposer qu’il existe un entier ng tel que

no—l

<R1<R2<%.

On pose A = g, = Ap, = 2m\/Mp,. Il existe hg, dans Hg, tel que B(hg,) = g, = Mg,

Grace a l'équation de Volterra (5.3.4), g, | Ing_1(Rz) €St lisse. En utilisant le corollaire 5.3.3, on

obtient

1 — (i6e™)™0 Uy, (N) + (i6e) 01U, _1(N)
A+ dsin A

N 1 . no LIA(u—n
0 (£0) i1yl = i3

Comme supp hr, C [—Ri,Ri], on a th‘Inofl(R2)\In071(Rl) = 0. Ainsi, pour tout u dans
In,—1(R2), on a

(15e)0 Uy, (A) + (i6eP) 01U, _1(N)

. 1-—
5 iA(u—ng)
‘ A dsin

=0.

Im [in2

Puis, sur Iny—1(R2), bryl1,, 1(ry) vérifie Un, (D) [Or: |1, 1(r2))(w) = 0 et br,(u) = 0 sur
Ing—1(R2)\Ino—1(R1) # (. En utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on peut en déduire
bR |1, 1(Ry) = 0. Ainsi, supp br, C [—ang—1(R2),ano—1(R2)] et m,, ,(r,) = Mg, ou 'on a
posé apy—1(R2) = |2R2] — Re. Par conséquent, pour tout R tel que an,—1(R2) < R < Ry, on
obtient mpr = mpg,. Par récurrence, il existe ry (avec 11 = an—1(R2)) dans ]”O_Tk_l, "02_1“[ tel
que pour tout R appartenant a [rg, Ra[, on ait mp = mp,. Il vient que la fonction R — mp est

constante sur |r,,—1,1/2[, ce qui contredit le corollaire 5.3.2.

O
Corollaire 5.3.4 Excepté pour au plus n—1 valeurs de R dans "5, 2], on a U, (A\)Up—1(X) # 0.

Preuve : On a U, (A\)U,—1(\) = 0 seulement si A est 'une des n — 1 racines positives de U, U,,_1.
Comme R — \ = 2m/mp est strictement décroissante, Uy, (A)Uy,—1(\) # 0 excepté pour au plus

n — 1 valeurs de R dans ]251, 2.

U
Etant donné que R va tendre vers v, on peut supposer Un(NUp—1(N\) # 0.

Lemme 5.3.13 1l existe 2n—1 nombres complexes z1(In—1), ..o, 2n(In-1) €t 21(In—2), -, 2n—1(In—2)
tels que

h|I7L,1('LL) =Im Z Zj(]n_l)eiuen(j) + Zé(o)eik(u—%)
_‘7:1
(-1 ' . ' B
et hlr,_,(uw) =Im sz([n_z)ewen—l(ﬂ 4 Z;}_l(o)ez/\(u—T)
j=1
ou . o -
22(0) = r2(0)e (@) = W it 1 — (16e”)"Up () + (i6e™)" T, ( A)‘

(10)"Up(N) A+ dsin A
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Preuve : On résout les équations différentielles du corollaire 5.3.3. Les solutions de 1’équation
homogene sont les fonctions de la forme

ur+— Im |:Z zj(In_l)eme"(j)] .
j=1

Enfin, grace au corollaire 5.3.4, il est facile de vérifier que u — Im [22(0)60‘(“_%1) est une

solution particuliere. On détermine de la méme maniere h|7, ,

O

Prolongement de la fonction test optimal Le lemme 5.3.13 fournit une expression explicite
de h seulement sur I,,_o U I,,_1. En utilisant 1’équation différentielle avec décalages (5.3.8), on
étend cette expression sur [—R, R].

Lemme 5.3.14 En posant U_1 =0, pour k=0,...n—1, on a

‘ k 2 - : g 1 VI
h|fn7(2k+1> = 5 T Uk [Alr, _SZ Uj—1 ?D T7[¢'].

De méme, pour k=0,...m —2, on a

b= () 1 (o B ) e (o)

Preuve : On prouve la premiere relation par récurrence pour k = 0,..,n — 1. Pour £ =0, il n’y
a rien & prouver. Pour k = 1, le résultat découle de la relation (5.3.8). On suppose le résultat
établi pour k — 1 et k avec 1 < k <n — 2. Grace a la relation (5.3.8), il vient

l\DIOq

h/l|ln—(2k+1) (’U, + 1) = (pl(u + 1) (h|f —(2k+3) (’U,) - h|ln—(2k—1) (’U, + 2)) :

Ainsi, on obtient

2
hlln—(2k+3) = T2[h|ln—(2k—1)] + g (TD[h|In—(2k+1):| - T[SD/]) .

Le résultat découle facilement de I’hypothese de récurrence.

Lemme 5.3.15 Pour0<k<n-—1,ona

n

hl1, gy (0) = Im (M)kz 1 (Ln1)Ug (0 ()00 () 1 2 (k‘)e“(“—
=1

7L722k71 )



124

et pour 0 <k <n-—2,

1

n

. . . n—2k—2
Bl anny (@) = Im | (10)8 3 2 (Tn_a) Up (61 ()99 10) 4 2 ()M (0= *757)
j=1
ou
AMk) = r)(k)en®) (5.3.11)
_ w - Nk—n —dkﬁil[ﬁ(A)<_ iaR=2k=l vkttt Ung—1(A)
- )\—i—ésin)\[(w) S oy O /Y 5y

Preuve : Grace aux lemmes 5.3.13 et 5.3.14, on peut écrire

n .\ Kk .\ K
i, () = Im {szun_l) (5) veaGnem s 220) (5) vie=E)
=1

k N\ g1
2w Z v 1 Nt
—T : (5) Uj_l (ZD) (& >\( +J)} .

Avec la relation (5.3.10), on obtient

k—1

2w~ (1) ! iA(u+5) iA(ut1) i\’ ixj
52 5) U-(3D)e = 2ude S (5) vive
=0 =0
L= (L) + (e U ()
N A+ dsin A ’
Ainsi on a
A AN i(u-2==1) 20 iy 1 iA(utg)
zn(O) g Uk(}\)e 2 — T Z g Uj_l ;D e

csvk41 ianEL Ur(MNUn-1 () _ian=2ked
(16)"" e ey e
n+

—(i8)k et 21Uk_1()\)).

__w a(uez=zemty (ke —inet Ur(A)
)\+5sin/\e ((25) ¢

On conclut en utilisant la relation valable pour n >2et 1 <j<n-—1,
Un_lUj — Unt_l = Un—l—j- (5.3.12)

O

Conditions de parité La fonction h étant supposée paire, on exploite cette condition afin de
déterminer des restrictions sur les coefficients complexes z;.
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Lemme 5.3.16 Soit h donnée par le lemme 5.3.15. Alors h est paire si et seulement si
pour 1 < j < |25,

Zj([n—l) - Zn-i—l—j(In—l) + (ié)n_lUn—l(en(j))ei(n_l)gn(j) (Zj(In—l) - Zn-i—l—j(In—l)) =0,

et pour 1 <j < L%J,

2i(In—2) — #n—j(In—2) + (i)™ Upn—2(0p—1(j))e' "1 1) (Zj(In—2) - Zn—j(fn—2)) =0.

Preuve : Tout d’abord, en utilisant la relation (5.3.8), on prouve que h est paire si et seulement

si h(u) = h(—u) pour tout u € I,,_o U I, 1. Ainsi, étant donné que z}(n — 1) = —z(0), si
u € l, 1,o0na

h|1n71(u) = hl—(nfl) (—’U,)
< Im [Z zj<In_1>ei“9n<j>} =Im [(z’é)"‘l Zzjun_l)Un_l(Mj))e“”‘”"n“)e‘i“@”(j)]
j=1

Jj=1

Comme 6,(n+ 1 — k) = —0,(k), on obtient

Jj=1 J=1

n 23]
Im |:Z Zj(Inl)eiugn(j):| =Im [ (Zj (Infl) — Zn+41—j (Infl) eiue"(j):|
et

Im {(15)"1sz(1n1)Un1(9n(j))ei<n1>9n<ﬂ‘>em9n<a‘>}
j=1

[ ]

Il
-

— _Im [(_Za)nl (Zj(jnfl) _ Zn+17j(1n71)) Unl(en(j))ei(n1)9n(j)eiu9n(j):| .

J

C’est pourquoi, pour tout 1 < j < L"THJ, il vient

23 (1) = Zns1 g (L1) + (06)" U1 (0n ()€ VD) (25(Ta-1) = 21— (In1) ) = 0.
(]

Corollaire 5.3.5 Pour tout 1 < j < L"THJ, il existe un nombre réel r;(I,—1) (éventuellement
négatif) tel que

R [n—1 . s} j 0
25In1) = zn1-j(Ino1) = 1j(In-1)e'l T 0+ 5)+ 5],
Pour tout 1 < j < | ], il existe un nombre réel rj(I,_3) (¢ventuellement négatif) tel que

Zj(In—2) - Zn—j(ln—2) = rj(ln—2)ei[n772(97L71(j)+7)+%]-
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Preuve : On a

Un 1(00(7)) = U1 (cos( Jm )) = (1)t

n+1

Ainsi, si zj(In-1) — 2Zny1—j(In—1) = rjewj, le lemme précédent donne

r; <ez’0j + (Z-(S)n—l(_1)j—1ei("—1)9je_i9j) =0.

Puis 1; = 0 ou ¢ = el 00+ %)+ 5]

O
Preuve de la proposition 5.3.2 A partir du lemme 5.3.15, on apour 0 < k <n-—1
LnTHJ _— . . . —2k—1
Bty () =T [ 00) 7 (2(Tmt) = Znri— Tnm1) ) Un(Bn () 090D 422 (k) (= 252)

Jj=1
Des lors, le corollaire 5.3.5 fournit

(24
By (@) =Im | S (L) U0 () L2705 (5452552

j=1

_'_Ti(k)ei[A(uf#)JrGQ(k)] )

On obtient A| I_(2k42) Suivant le méme raisonnement. Pour conclure, on vérifie quune telle
fonction satisfait 1’équation différentielle avec décalages temporels (5.3.8).

O

Conditions de continuité

Comme hp vérifie ’équation (5.3.8), nous disposons d’une expression explicite de hr grace
a la proposition 5.3.2. Cependant, étant donné que hr est une fonction continue, il apparait
des restrictions supplémentaires sur les coefficients r; associés a ’expression explicite de hg.
Dans cette sous-section, nous prouvons que, excepté pour un nombre fini de valeurs de R dans
]252, 2], il existe une unique fonction continue vérifiant 'équation différentielle (5.3.8) et nous
donnons les valeurs exactes des coefficients r; correspondants.

Lemme 5.3.17 La fonction hr est continue si et seulement si les coefficients ;(I,—1) et rj(In—2)
vérifient le systeme linéaire suivant. Pour 0 < k <n —1,

L5

S (Tn-2)Uk (B-1(j)) sin <[an1 - 2] nali) ~ 5 [j * 5#])

j=1
Ln+1

- Z 75 (In—1)Uk (0n(j)) sin ([an_l - ; 1] 0.(7) = g [j +5%HD

Jj=1

= (k) sin ()\ [anl - ”; 1] + 9Q(k)> — 2, (k) sin <)\ [anl _n S 2] + 93_1(@)

— Uk () sin (9A - kég)
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ou ry et 0y désignent respectivement le module et ’argument du complexe

L 2iwe e 1 - (66N Un(N) + (186)" Uy 1 (V) _ ~2iwe= P ”Z‘:l (156
AT U N U1 (V) —2ie M (A + dsin \) T UV () &
Preuve : On utilise la continuité de hg en chaque inf I; pour j = —(n —1)...n — 1. Précisément,
hg est continue en a,,_(a541) > 0 (i an—1,an-3...) donc
n—2 . .
pour 0 <k < \‘ J ) le thln—2(k+1) (u) = Em hR|In—(2k+1) (u)
UL g1y UAL o1y
De plus, hg est continue en a,,_y(x41) < 0 (ie a—p,a_(,—g),...) donc
n . .
pour {gJ <k<n-1, le hR|In—2(k+1)(u) = lrlm hR|In7(2k+1)(u)'
U= oy U= oy
Ainsi, pour 0 < k<n-—1,on a
5 N n—2 . . n—2k—2
er(ln—2)Uk (0n-1(4)) sin <[an—1 - ] On-1(j) — 5 [J + 5f]>
j=1
15 n—1 . . n—2k—1
= 3 i) Gu)sin (ans — "o | a) - 5 [+ 6

j=1
= (k) sin </\ {anl - ] + 9Q(k)> — 72, (k) sin ()\ [anl -z 5 2] +0) 1(k)> .

n—1

2

Réciproquement, si hr est continue en chaque inf I;, comme hg est paire et —inf I; = supl_j,
on en déduit que hr est continue.

O

On considere la matrice a coefficients réels Mp associée a ce systéeme linéaire et on note det Mp
le déterminant de Mp. Plus précisément, on a Mg = (M j) rk=o,..n—1 avec
j=1

=1,...,n

[l
)

mij = Uy (O 1(] n([a — 22210, 1(j) — 3 [j +0=2=2]) sil<j< |2,
myj+ 2] = Uk (0 Sn(an1 2110,(5) — 5[5+ 02=2=]) sil<j< 2.

Le systeme linéaire du lemme 5.3.17 se réécrit

7”1(]?172) Up (N) sin (6)

71z (In-2)

Mg —r1(Ln-1)

I
S
>

Uk ()\) sin (.6‘>\ — k&%)

~riags) (o) Ut ()5in (02— (n = 1)95)
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Lemme 5.3.18 FExcepté pour au plus un nombre fini de valeurs de R dans ]Tl 5[, la matrice
Mg est inversible.
Preuve : On peut décomposer les polynémes de Tchebychev sous la forme

k k

Uoe(X) = agk; X%, Ugps1 (X) = Y a1 j X7 avec ag i = 22 et agparp = 2271 (5.3.13)
Jj=0 j=0

On consideére la matrice réelle Ng définie par Ng = (ng ;) ot pour 0 <k <n—1

mhg = 001 () sim ([an-1 = 252] 0n-a(j) = § [+ 025=2]) si1 << |3,
nk,j+|_%] = en(])k sin ([an—l 5 ] Hn(]) _ % [] + 571—22]6—1]) si1<j< Ln;—lj

On considere les lignes de Mp et Ng. On pose
LO LO
Mg = et Nr= :
Ly Lp_1

Grace a la relation (5.3.13), pour 0 < k < L”T_lj, on a

L%—Za%j ng, etpour0<k<L

s Logy1 = E azk+1,5( T Loj1.

Par conséquent, on obtient

n—1

det Mp = 1'[2’*c det Np =
7=0

De plus, on peut écrire Ng = (ny, ;) avec

kg = (Wn 1 (5)]F el Ot L) — [y, o (5)]Fe " IER)) i1 < j < (5],
i galz) = g ([00,()FFROE) — [igh, (j)]ke n0H0)) i1 < j < |24,

En raison de la multilinéarité du déterminant, on a

n(n 1) [ 1, L J o 5
% RO, (o RO, (0]
dot N (15) Z Vie, ¢ )U( e {ZJ 1 €0 1()+25)+2 ;- 2 (1) (ROn (5)— )}

€= / H)

ou la somme porte sur les fonctions € : {1,..,n} — {—1,+1} pouvant se scinder en € = (¢’, ")
avec €(j) = €(j) si 1 < j < |2] et e(j+ [2]) = €"(j) si 1 < j < [ZH]. Par ailleurs, o(e) =
{1 < j < n; e(j) = —1}|. Enfin, V[, €] désigne le déterminant de la matrice de Vandermonde
associée aux nombres réels (¢'(1)0,—1(1), .., (| 2))0n—1([2]), €’ (1)0n(1), ... " (| = )0, (|22 ))).

2
Comme V€', €”] # 0 pour tout €, on en déduit que R — det Ng s’annule au plus un nombre
fini de fois sur ]"Tl 5[. Le méme résultat est valable pour R —— det Mg car det Mp =
n(n 1)
det Np.
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Corollaire 5.3.6 Pour tout R dans ]"T_l, 5| avec det Mp # 0, il ewiste une unique fonction
continue vérifiant l’équation différentielle avec décalages temporels (5.3.8). De plus
~ Pour 1 <j < (%],

n—1
X T
T’j(]n_Q) =T\ Z Uk(/\) sSin <9>\ - k‘5§) Ak+17j' (5.3.14)
k=0
- Pour1<j< |2,

n—1
. T
ri(Io—1) = =2 Y Up(V)sin (9A - /«55) Az (5.3.15)
k=0

—1)kts N . . . N =
avec Ay j = WMW et ou My, ; désigne le mineur de Mg obtenu en retirant a Mg sa k-ieme

ligne et sa j-iéme colonne.

5.3.6 Valeur exacte du minimum

Cette section contient la fin de la preuve du théoreme D. On se souviendra que quelques cas
ont déja été résolus dans le corollaire 5.3.2.

Grace a la section précédente, on dispose d’une expression totalement explicite de la fonction
test hp réalisant le minimum. Cependant, cette expression dépend du parametre inconnu A relié
a mp par la relation

A2 = 47w,

Afin de conclure, on résout I’équation mpr = B(hr) ou I'unique inconnue est mpg.

Deux équations, une inconnue Il sera plus pratique de déterminer A au lieu de mp. Grace
a (5.3.2), la relation mp = B(hr) peut étre réécrite sous la forme

e Jr V() *du = § [, g * b (u)du (5.3.16)
Jabr(w?2du+§ [ br*br(u)du+ e (f; br(u)du)?
De plus, la relation (5.3.5) se réécrit
w 5 R R
5, cos AR + 5 /R_l hr(x)dx + 6/—R hr(z)dr = 0. (5.3.17)

Par conséquent, le parametre \ satisfait deux équations.

Lemme 5.3.19 La relation (5.8.17) implique la relation (5.3.16).
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Preuve : L’équation différentielle avec décalage temporel donne

[ nwran =3 [ e wstan= [ [o + 5 [ o] au = [ vt

De son co6té, I’équation de Volterra fournit

/hR 2du + /hR*hR du—/hR u)du + = (/hR du)(/}ilhR(u)du>.

Enfin, a 'aide d’une intégration par parties, on obtient

/hR du—/\z/hR du-—w)\cos)\R/hR

Ainsi, I’équation (5.3.16) peut se mettre sous la forme

R R
-2 (%cos)\R+ g/R_le(:c)d:c+s/_R f)R(I)dI> /Rf)R(U) =

Ceci étant dit, on utilise la relation (5.3.17) pour déterminer A.

Fin de la preuve du théoréme D Dans cette sous-section, on finit de prouver le théoreme D.
Précisément, on montre la proposition suivante.

Proposition 5.3.3 Si G = SO™, SO~ ou Sp avec n > 2, alors A\gr := \ est la plus petite
solution strictement positive de

P = , m [dar(k) ™
XCOSHA_,C;JUIC(/\)SID (9)\—]{355) [ —14¢eBgr( } +—ZUk cos (t%—kzig) =

2
(5.3.18)
qui n’est pas une racine de U,Uy,_1 et ou agr(k) et Br(k) sont définis par
130 . o
OCR(k) — 9 sin [(R— 5) 97171(,])] Sin [5 (] +5T2):| Ak+l ‘
j=1 97171(]) 2J
LTLTHJ . n—1 . . _ el
sin [ (R—252)60,(j)|sin | Z (j 4+ 025+
+2 30 [(R—25) Hn(}j) [5 ( ; )}AHLM%J
et
sy — 2L%Jsm[(R—%)9n 1) "22[] [T (5o an 22
R = e ) k+ljl - 1(0r,—1(F) sin 5 (7 .

in —nl ol T n—2 —
49 Z S [(R en(j))e n(J )} Ak+1j+L JZUl ))sm |:2 <‘7+5#>:|

=0
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Afin de prouver ce résultat , on aura besoin de quelques résultats intermédiaires. On peut écrire
hr en tant que somme de deux fonctions non-continues et paires. Soient @) et 1 définies sur

R\{a—pn,...,a,} par:
—Pour0<k<n-—1,

. [ n—2k—1]
(70)\|In7(2k+1)(u) = Té(k‘)) s </\ U — f + 92(1&‘)) .
— Pour 0<k <n-—2,
) [ n— 2k — 2]
OA 1, ooy (W) = (k) sin </\ U= + 0;)_1(]<;)> )

— supp px C [-R, R].
— Pour uw € R\{a_,, ...,a,}, on pose

Y(u) = hr(u) — pa(w).

Bien que @) et ¥ ne soient pas continues, elles sont de classe C* sur chacun des Ij. De plus,
elles vérifient

br(u) = (u) + pr(u) et @ =—Np.
Lemme 5.3.20 On a

R n—1 -
Y(u)du = 71y Z Ui () sin <9>\ - k‘5§) agr(k)
k=0

R-1
R n—1
et /_Rw(u)du = T kZ:O Ui () sin (0>\ - kég) Br(k).

Preuve : On peut écrire

R
(u)du = Y|, (u)du + / |1, _, (u)du
R-1 I In_o
3] i w , W )
_ 227‘j([n_2)81n [(Re 21)(j9)n1(.])] sin |:§ (] + 5” . 2)]
=1 n—

(2]

—9 Z () 22 [(B—252) 6n0] F <j+5"_ lﬂ .

0n(5) 2 2

Le résultat découle immédiatement des relations (5.3.14) et (5.3.15) du corollaire 5.3.6. De méme,

comme
R n—1
[ =y
-k k=0

on obtient la seconde partie de ce lemme.

n—2
/¢)|1n72k71 (u - k)du + Z 1/)|In—2k—2 (u - k)duv
k=0

17171 = 1”*2
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Lemme 5.3.21 Pour0<k<n-—2,ona

lm Gl a0 = dm Gl () = AURORe ((0)7F2)

u—sup I, _ok_o u—inf I, _op_1

et pour 1 <k <n-—1,

Gl ) =T Gl ) = A (WRe (i)

u—sup I, _op_1 u—inf I, _op
ot le nombre complexe zy est défini lors du lemme 5.5.17.

Preuve : Comme hp vérifie 'équation différentielle (5.3.8), on déduit que b’; est continue sur
] — R, R]. Ainsi, pour 0 < k <n — 2, il vient

. lim SD/)\|In72k—2(u) - . lim 90/>\|In72k71(u)
u—sup I, _og_2 u—inf I, _op_1

n—2 1

= JARe [eM(a"”*T)z;‘_l(k) —ei)‘(a"*lf%)zi(k)}

et, pour 1 <k <n-—1,

i Al @)= dim @l () = ARe [ )2 k) — M8 (- 1))
u—sup Ip _ok—1 u—inf I, o
Le résultat annoncé provient alors aisément des relations (5.3.11) et (5.3.12).
U
Lemme 5.3.22 On a
2y e ™
/ or(u)du = _ZA Z Ui() cos (9)\ - /<;<5—>
R A 2
k=0
R 2u 2 “
et / oa(u)du = ———cos AR — —rycosf) + 20Re |iz) Z(—z‘é)kUk(A)
R-1 P A —
Preuve : On peut écrire
1 1 n—1
[ = 5 [Gwdu=-55 Y Al
R R k=—(n—1)

n—2
1 . . .
2 [2 im Gl @+ D> lim @) - lim Qg (U)]

u—sup I, 1 u—sup I u—inf Iy 44
k=—(n—1)

n—1

De z(0) = (M)_(n_l)e_M(a”_T)Un_l(/\)zA, il vient

lim  @hlr ., (u) = —ARe (ZA(¢5)-<"—1>U,L,1(A))

u—sup I, _1



133

et le lemme précédent donne

n—1
2 -
/ ox(u)du = ~ Z Ur(M)Re ((i6) *zx) .
k=0
De la méme maniere, on a
R
/ ox(u)du
R-1
_ -1 . ’ . / . ’ . ’
= [Hsld,?}nl Ploa(w) +  lim @, o (u) = ;@ () = lim @, (u)]
Le lemme précédent donne
lim ', ,(u) = lim @[, (u) = ARe (z1).
u—sup I, —2 u—inf I, 1
De plus, comme 2z ;(0) = idljgii%ei”zzé(m — 2wéARe (eM), on obtient

lim )|, ,(u) = —2wdXcos(AR) — ARe [Un(X)2x(i6) "] .

u—inf I,,_o

Ainsi, on peut écrire

A A

R 2w 2 1 e N (nt1)
ox(u)du = ~ 5y o8 AR — <7y cosfy + —Re [z,\(l — (16)7"Un(X) + (i9) Un_l()\))} .

R—1 4

Le résultat se déduit de la relation (5.3.10).

O

Pour conclure, comme hr = 1) + @), on transforme facilement I’équation (5.3.17) au moyen des
lemmes 5.3.20 et 5.3.22. La proposition 5.3.3 s’ensuit immédiatement étant donné que ry # 0

(autrement hr = 0).

Cas particulier Dans cette sous-section, on suppose n = 2 et on donne une version simplifiée

de I’équation (5.3.18) par rapport & celle présentée dans la proposition 5.3.3.

Corollaire 5.3.7 Si G = SO™, SO~ ou Sp et % < R < 1 alors Ar est la plus petite racine

strictement positive de

1—4)\2

(04 2¢) (sin A(1 — R) — 26\ cos AR)

—[(64+2)(1 = R) — 1 +4e][cosA(1 = R) — 26Asin AR — 2A tan Og(sin A(1 — R) — 20\ cos AR)] = 0

qut n’est pas une racine de U1Uy et ou

@
=y
Il
N —
7N
=
|
N —
N———
+
2o
7N
—_
N O
N———
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Preuve : La matrice My apparaissant dans le corollaire 5.3.6 se simplifie en

(-m-50 1),
3 R)-5(1-3)]
Ainsi

det Mp = —6cosOp # 0.

On obtient A171 = —1, ALQ = 0, A271 = —{tan @R et A272
on a

. De plus, pour k € {1,2},

cos @

OéR(k) = 2(R — 1)Ak+1’1 -2 (COS @R + & sin @R) Ak+1727
Br(k) = ar(k)+2(cosOr+ 6sinOp) Apyi 2.
C’est pourquoi
ar(0) = Br(0) =2(1 - R)
(1) =20(1 — R) — 2(6 + tan OR)
Br(1) =26(1 — R) — 4(6 + tan OF)
Par conséquent, comme de = —¢, o

n—1
gcost% - kzzo Ur(V)sin (65 - k5g) {50‘%() 1+ efg( ] += Z Ur(N) cos (63 — k5g)

50&];( )+ B () )COS@)\

0+ 2 dagr(0
= 5 Ecost%—< al;()

+¢efr(0) -1+ 45) sin@y + 2A0 <

2
A cosfy — [(0+2e)(1 — R) — 1+ 4e] [sinfy — 2Atan(Or) cos ;]

_ (5420)=

Par ailleurs, on a

—2iwe~PM(1-R)

S vy Sl
N % (sinA(L — R) — 26\ cos AR + i [cos A(L — R) — 26Asin AR]).

Le résultat annoncé découle facilement de ces relations.

O

Commentaires sur 1I’“hypothése Sp” Dans le cas symplectique avec R > 1/2, notre preuve
du théoréme D est soumise a la validité de I’“hypotheése Sp”. Néanmoins, on prouve que ce
théoreme est toujours vrai méme si m%% est un entier positif impair. Ainsi, tout au long de ce
paragraphe, on va supposer G = Sp, R > 1/2 et mr = N? ot N désigne un entier impair.

Lemme 5.3.23 La fonction hr vérifie fl?—l hr(u)du =0 et, pour tout 0 <u < R,

R
bilu) = o(u) + 5 [t + 1) — bt ~ 1
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avec
—4 (BT, ) . (7Nt
o(u) = m/o hr(t) — 3 (br(t+1) —hr(t —1))| sin R dt | (cos (Au) — cos(AR)) - 1[— g, g)(u).
Preuve : Au cours du lemme 5.3.9, on a prouvé que pour tout entier positif impair n,
—1)"2 ks 5
(n? — mp)c, = ()f‘; — (0 = mp) = (S, br)(1).

Tout d’abord, lorsque n = N, on déduit ks, = f}};_l hr(u)du = 0. Puis, pour tout n # N, on
obtient

¢ = —%(sn +hr)(1).

Comme hr(u) =23, cn o8 (T5) - 1i_g,gr)(u), pour tout u dans [0, R], on écrit

hr(u) =2 {CN + %SN * hR(l)} cos (%) _ 2_:2*5"*7{)1%(1) cos (%) .

n
n>0

La somme apparaissant dans le membre de droite de cette égalité a déja été calculée dans la
preuve du lemme 5.3.7 et on a

9 R

oy + %SN *hr(l) = 57— 0 [th(t) - g (ba(t+1) = balt = 1))} - <7T2—];]:> "

Des lors, en changeant w avec

w= e [ [0~ § tonte 1)~ e = 1) sin (Tt )

cette équation de Volterra avec décalages temporels a été résolue dans la section 5.3.5. On
dispose alors d’une expression explicite de hr. Plusieurs cas peuvent alors se produire mainte-
nant. Premierement, cette expression explicite de hr ne satisfait pas ’équation de compatibilité
J }f_l hr(u)du = 0 et donc “I’hypothése Sp” est vraie. Deuxiémement, la fonction hp vérifie
I’équation de comptabilité, alors étant donné que 'argument du complexe z) est indépendant
de w, X est une solution de I’équation (5.3.18). Comme mp est la plus petite valeur critique de
B, X est toujours la plus petite racine de I’équation (5.3.18).






Annexe A

Fonctions et transformations de
Bessel

On trouvera dans [Wat95] I’ensemble des preuves des propriétés énoncées ci-apres.

Fonctions de Bessel Pour tout entier naturel v, la fonction de Bessel de premiere espece J,

est définie sur C par
B (_1)" 2\ v+2n
Ju(z) _nzgon!(y—l—n)! (2) ’

Celle-ci admet une représentation intégrale de la forme

Ju(z) = 1 /07T cos(v — zsin 0)d6 (A1)

s

et vérifie la relation différentielle suivante. Pour tout réel z strictement positif, on a
(2", (2)) = 2" J,_1(2). (A.2)

Pour tout complexe v, la fonction de Bessel de seconde espece K, est définie sur R par

1 [t 1) di
K,(y) = 5/0 t¥ exp (—%(t—l—t 1)) e

Transformations de Bessel Pour une fonction 1 : R + R de classe C3, on définit les
transformations de Bessel par

N +00 "

i = [ e

. m T Joir(x) — J_9ir(z T
Y(r) = m/{) Jair (2) 2Z.J 2ir( )¢(9€)%7

+o0 T
IL(T) = %cosh(m*) ; Kgir(w)w(w)%.
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Lemme A.1 ([Blo05], lemme 3.2) Soit ¢ : R — R de classe C* a support dans [X,2X] et
telle que les dérivées successives vérifient, pour tout entier j positif, Hlb(j)”oo < X7, alors
pour Sr <1, on a

G(r), (r), d(r) < (14 [r))(1+ X712, (A.3)
De plus, pour 0 < X < 1 et si 1) est de la forme ¥(x) = eT9C(z) o a est une constante
]

positive et ou, C est une fonction lisse a support dans [X,2X] telle que HC(j)Hoo < X7, alors
pour tous réels strictement positifs A et €, on a

90), (1) <. min { (%)
X

x)
() €. min { (%) < .
1+ |r]|

et (1), B(r), D(r) < (1 }\7‘!>2J(” ( - >A, pour 3(r) < 1. (Adc)

1+aX\*

ta }, pour r > 0, (A.4a)
r

14+aX

1—¢
l—¢ A

, } , pour r € N, (A.4b)
+e










Annexe B

Formulaire

La relation suivante correspond a la relation 1.445.6 de [GR]. Si 2m7m < z < (2m + 2)7
a ¢ 7, alors
X coskx 1 7 cos[a[(2m + 1)m — z]]
pt k2 —a2 222 2 asin ar ’

On en déduit les trois relations suivantes. Si 0 < z < 7 et a ¢ Z, alors

i s(2k + 1)z _7'('811’104(5—1')
P (2k +1)2 —a2_4a cos &

Si—1<z<leta¢?Z, alors

400 (_1)n sin (2n+21)7r:c x sin agm

2. E—~ -
= (2n+1)2—a2  4a cos &

Si—1<z<1leta¢?Z, alors

et

Ji:.o (=1)" cos - +2 - = T [cos T cos 2 (B.1)
— (2n+1)[(2n + 1)2—a?  4a?cos &F 2 2 1 '

Cette derniere égalité correspond a la relation 1.444.6 de [GR]. Pour —7 <z <, on a

+o00
cos(2k — 1)z 7 /7
kzz:l k—12 14 (5 N ’w‘) ' (B.2)
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