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❉❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts très ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ♠❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭♠♦✉✈❡♠❡♥t
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮ ❡t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛ ✉♥ ❢♦r♠❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♣r♦✜t♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s♣é❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❞❛♥s ❧✬❡s✲
♣❛❝❡✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
q✉✐ s♦♥t ❧♦❝❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ♠é♠♦✐r❡✳

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦rt❡♥t ❧❛ ✓ ♠é♠♦✐r❡ ✔✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été r❡♥❞✉
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♦ù ✉♥ ♣❡t✐t
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ét❛✐t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥♦♥
❜♦r♥és ❛✈❡❝ s♦✉r❝❡s ❡t ❧✬❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝r✐st❛✉①✱ à ❧✬❛✐❞❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ P✉✐s✱ ❛✜♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞♦✉❜❧❡
❝♦✉❝❤❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ❧✬✐❞é❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s
❡t ❛✉① ❞ér✐✈és ❞✬♦r❞r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❡t ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❛♣♣❧✐q✉é ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❊♥ ✷✵✶✵✱ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡②✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭■❘▼❞✮
❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❞✬■❘▼
❞❡ ◆❡✉r♦s♣✐♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❧❛ ♣❡r✲
♠é❛❜✐❧✐té ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬■❘▼❞ ♦❜t❡♥✉✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬■❘▼❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❞✬■❘▼❞ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳
Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧✬■❘▼❞ ♥❡ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r q✉❡ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡t ❝❡♥t ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✷✱✺ à ✷✺ ♠✐❝r♦♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ♠♦②❡♥♥é❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✬❡❛✉✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛✉ ❞é❜✉t
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ ✿ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦r♣s ♥❡✉r♦♥❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡s ♥❡✉r✐t❡s ✭❞❡♥❞r✐t❡s
❡t ❛①♦♥❡s✮ ♦✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
♠❛t✐èr❡ ❣r✐s❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ r❡♥❞❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ très ❞✐✣❝✐❧❡s ✿

✶✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡✱ ♠❡s✉r❛♥t
✶ à ✶✵ ♠✐❝r♦♠ètr❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✉q✉❡❧ s♦♥t ❛tt❛❝❤és ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ♥❡✉r✐t❡s ✭❛①♦♥❡s ❡t
❞❡♥❞r✐t❡s✮ q✉✐ ♠❡s✉r❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦♠ètr❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s
❞❡ ♠✐❝r♦♠ètr❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

✷✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ très ❞❡♥s❡✳ ▲❡s ❝♦r♣s ♥❡✉r♦♥❛✉① ♦❝❝✉♣❡♥t ✶✷✪ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
❞✉ ❝♦rt❡① ❝éré❜r❛❧✱ ❧❡s ❛①♦♥❡s ✸✹✪✱ ❧❡s ❞❡♥❞r✐t❡s ✸✺✪✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✻✪✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✵ à ✸✵ ♥❛♥♦♠ètr❡s✳

✸✳ ▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❝♦rt❡① s♦♥t ♦r❣❛♥✐sé❡s ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s✱
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❧✐❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s✳

✹✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ♣❡r♠é❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❡❛✉ ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬■❘▼❞ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶ ♠♠3✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❛✣❝❤❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦②❡♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ t✐ss✉ ✭✈♦①❡❧✮ ❞❡ ✶ ♠♠3✱
❝❡ q✉✐ ❡st très ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧✬■▼❘❞
❞❛♥s ✉♥ ✈♦①❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉t s✐♠✉❧❡r ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡ ✈♦①❡❧ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❛✉



♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤♦✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❛♥t ♣❛s ✷✺ ♠✐❝r♦♠ètr❡s✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉✬✉♥ ✈♦①❡❧ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ q✉✐ ❛✉r♦♥t ✓ ✈✉ ✔ ❝❡ ✈♦①❡❧ ❞✉r❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♥❡ ✈❛r✐❡
♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❞❛♥s ❧❡ ✈♦①❡❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❡✈r❛
♥❡ ❝♦♥t❡♥✐r q✉✬✉♥❡ ✓ ♣♦rt✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ✔ ❞✉ t✐ss✉ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦①❡❧✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬■❘▼❞ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ t✐ss✉✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
♠♦②❡♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ à ét✉❞✐❡r✳ ❆ t❡r♠❡✱
♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡
❡t rés♦❧✈♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡t ✐♥✈❡rs❡ ❛ss♦❝✐é✳

▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t✐ss✉ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ✓ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✔ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❤étér♦❣è♥❡s✳ ▲✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦♥s ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡♥
t✐ss✉ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ à
❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❊❉P ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✬❡❛✉ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧
❞✬■❘▼❞ ❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❊❉P ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤♦✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s rés♦❧✉ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❊❉P ❡♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❝❛rté✲
s✐❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✓ ❘❑❈
✔✮ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❣r✐s❡ ❞✉
❝❡r✈❡❛✉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ❡t s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ P✉✐s✱ ♣❛r
❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠✉❧é ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ✭❊❉❖✮✱ ♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬■❘▼❞✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❉❖ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❉P ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣s✳

❏❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❞❡✉① ❞♦❝t♦r❛♥ts q✉❡ ❥❡ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥❣
❱❛♥ ◆❣✉②❡♥ ✭s♦✉t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙■▼❯❉▼❘■✱ ❆◆❘ ❈❖❙■◆❯❙ ✷✵✶✵✲✷✵✶✸✮ ❛ ❝♦✉♣❧é ✉♥❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❑❈ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡
❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ■❧ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧✬■❘▼❞ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✐s♦❧és✳ ❍✉❛♥
❚✉❛♥ ◆❣✉②❡♥ ✭s♦✉t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉rs❡ ❞❡ ❧✬➱❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ✓ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡
❧✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❚é❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❙②stè♠❡s ✔ ❊❉ ❙❚■❚❙✱ ✷✵✶✵✲✷✵✶✸✮ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❉❖✳

❊♥✜♥✱ ❥✬❡♥✈✐s❛❣❡ tr♦✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬■❘▼❞✳

✶✳ ❊♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ◆❡✉r♦s♣✐♥ ■❘▼✱ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❉P ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ■❘▼❞ ❞❡s ❣❛♥❣❧✐♦♥s ✭rés❡❛✉① ♥❡✉r♦♥❛✉①✮
❞❡ ❧✬❆♣❧②s✐❡ ✭❧✐♠❛❝❡ ❞❡ ♠❡r ❣é❛♥t❡✮✳

✷✳ Pr❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥❣✉✐♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❝r♦✲✈❛✐ss❡❛✉① ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ✈✐❛ ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❉P✳

✸✳ ❖❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊❉❖ ✈❛❧❛❜❧❡ ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❧✉s
❝♦✉rts ♦✉ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳

✳

▼♦ts✲❝❧❡❢s ✿ ❉✐✛✉s✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ♠❡✲
♠♦✐r❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧✳



▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❢❢✉s✐♦♥

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛❧
✐♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s t❤❛t
❤❛✈❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❞r❛t✉r❡❬✸✶❪ ♦❢
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r
❛ ❣♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤
s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❜② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❞♦♠❛✐♥ t♦
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡rs ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❞▼❘■✮ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♣r♦t♦♥ ♠❛❣✲
♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮✳ ❚❤✐s
P❉❊ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡st ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ✐♠♣❛rt✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❞✐✛✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s P❉❊ ❛t t❤❡
❡❝❤♦ t✐♠❡✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ t❤✐s P❉❊ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ t✐ss✉❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡✳ ◆❡①t ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧
❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❤✐s ❖❉❊
♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣
❜✉t st✐❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛❧✐st✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞▼❘■ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❞▼❘■✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♠❛❣✐♥❣ t❤❡ ❣❛♥❣❧✐❛ ✭♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✮ ♦❢ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛
✭❣✐❛♥t s❡❛ s❧✉❣✮✱ t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ▼❘■ ❝❡♥t❡r ◆❡✉r♦s♣✐♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❜r❛♥ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ✐♥ ❛ ♥❡✇ P❉❊ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞ ❛t s❤♦rt❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❝❡❧❧s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❉✐✛✉s✐♦♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♠❡♠♦r②✳



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ♣♦st✲❞♦❝ s✉♣❡r✈✐s♦r ❛t t❤❡ ❈♦✉r❛♥t ■♥st✐t✉t❡✱ ▲❡s❧✐❡ ●r❡❡♥✲
❣❛r❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❚❤♦♠❛s ❍❛❣str♦♠ ❛♥❞ ❇r❛❞ ❆❧♣❡rt ❢♦r t❡❛❝❤✐♥❣ ♠❡ ❛❧❧ ❛❜♦✉t t✐♠❡
st❡♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ♠❡ ✇✐t❤ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❝♦❞❡✳

■ ❛❧s♦ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥ t❤❡ P❖❊▼❙ ❛♥❞ ❉❊❋■ t❡❛♠s ❛t ■◆❘■❆✱ P❛tr✐❝❦
❏♦❧②✱ ❊❧✐❛♥❡ ❇❡❝❛❝❤❡✱ ❍♦✉ss❡♠ ❍❛❞❞❛r✱ ❢♦r t❤❡ ❝r❛s❤ ❝♦✉rs❡ ♦♥ ✇❛✈❡s✱ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ❋r❡♥❝❤ ❝✉❧t✉r❡✳

❋♦r ♠② r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ■ ♦✇❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ t♦ t❤❡ ❦✐♥❞♥❡ss ❛♥❞ ✇❡❧❝♦♠❡
s❤♦✇♥ t♦ ♠❡ ❜② ❉❡♥✐s ▲❡ ❇✐❤❛♥✱ ❈②r✐❧ P♦✉♣♦♥✱ ▲✉✐s❛ ❈✐♦❜❛♥✉ ♦❢ ◆❡✉r♦s♣✐♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❜② ❉❡♥✐s ●r❡❜❡♥❦♦✈ ♦❢ t❤❡ P▼❈ ❛t ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳

■ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠② ❤✉s❜❛♥❞ ❇♦r✐s✱ ❛♥❞ ♠② ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼✐❧♦
❛♥❞ ❆r❝❛❞✐❛✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾

■■ ❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ✶✾

✶ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✵

✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✷✽

✷✳✶ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

■■■ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡
✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✸✼

✸ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✸✽

✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✸✾

✺ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✹✶

✺✳✶ ❍❡✉r✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❜② ▼❘ ♣❤②s✐❝✐sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✺✳✷ ◆❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✻ ❈✉rr❡♥t P❤❉ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✹✼

✻✳✶ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✿ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✻✳✷ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✿ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✼ ❘❡s❡❛r❝❤ ♣❧❛♥ ✹✼

✼✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ❣❛♥❣❧✐❛ ♥❡✉r♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✼✳✷ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ ❜r❛✐♥ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ✐♥ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✼✳✸ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛t s❤♦rt❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

■❱ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦♠❛✐♥s ✺✵



✽ ❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤ ✺✶

✾ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛

❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✺✸

❱ ▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✺✼

❱■ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✻✵



✾

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



✶✵

❚❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t❤❛t ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭r❛♥❞♦♠ ♠♦t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❋✐rst✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭✐♥ s♣❛❝❡✮ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❡✣❝✐❡♥t t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡♠♦r②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✑ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✳

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❧✉t❡ s♦❧✉t❡ ✐♥ ❛ s♦❧✈❡♥t ♦r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ✿

J = −D∇u(r, t),

✇❤❡r❡ u(r, t) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r

❛♥❞ t✐♠❡ t✱ ❏ ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛✱ ❛♥❞ D ✐s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❤❛s t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ (length)2/time✳ ❖✈❡r ❡❛❝❤
✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭♦r ❤❡❛t✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

∂u

∂t
= ∇D∇u(r, t).

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ R
d ✐s ✿

G (r, Dt) :=
e−‖r‖2/4Dt

(4πDt)
d
2

, t > 0. ✭✶✮

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ G ✐s ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r ❛♥❞ t✱ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s r❛t❤❡r
s✐♠♣❧❡ ✿

Ĝ(s, Dt) :=

∫

Rd

eis·xG(x, Dt) dx = e−‖s‖2Dt. ✭✷✮

❚♦ ❣❡t ❜❛❝❦ G ❢r♦♠ Ĝ✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✿

G(x, Dt) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−is·xĜ(s, Dt) ds. ✭✸✮

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥
❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✭✷✮ ❣✐✈❡s r✐s❡
t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✭✶✮ ❣✐✈❡s r✐s❡
t♦ t✐♠❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❬✸✶❪ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✸✮ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥s
✇✐t❤ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞
♠♦❞❡❧✳ ◆❡①t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❜② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐♥
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡rs
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❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝
r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❞▼❘■✮ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♠❡s ♦✉t ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ■ st❛rt❡❞
✐♥ ✷✵✶✵ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ ▼❘■ ❢❛❝✐❧✐t② ◆❡✉r♦s♣✐♥✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✭✇❛t❡r ♣r♦t♦♥✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❙✉♣♣♦s❡ r1, r2, r3 ❛r❡ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ ❛ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ▼❘■ s❝❛♥♥❡r✱ t❤❡r❡
✐s ❛ str♦♥❣ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ B0 ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r3✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♣r♦t♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞② ❜❡❝♦♠❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r3✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛ s❤♦rt t✐♠❡
❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ω0 = γB0✱ ✇❤❡r❡ γ = 42.576 ▼❍③✴❚❡s❧❛ ✐s t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❛t✐♦✱ t❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s t✐♣♣❡❞ ♦✛ t❤❡ r3✲❛①✐s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♥❡t
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s t✐♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ r1−r2 ♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❜❡
❝❛❧❧❡❞ ❛ ✾✵ ❞❡❣r❡❡ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ s♣✐♥s t❤❡♥ ♣r❡❝❡ss ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r3✲❛①✐s✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈♦❧t❛❣❡
✐♥ ❛ r❡❝❡✐✈❡ ❝♦✐❧✳ ❚❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r1 − r2 ✭tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❛❧✐❣♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r3✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t✇♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❡✛❡❝ts ✿ t❤❡ s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r3✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦
✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥✲s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ r1 − r2 ♣❧❛♥❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ T1 ❛♥❞
t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ T2✳ ❇♦t❤ T1 ❛♥❞ T2 ✈❛r②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐ss✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛❧s♦ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡
t✐ss✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❯s✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ T2 ✭s♣✐♥✲s♣✐♥✮ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❜② ❛ r❡❢♦❝✉s✐♥❣ ✶✽✵ ❞❡❣r❡❡ ♣✉❧s❡✱
❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t = TE/2 ❛❢t❡r t❤❡ ✾✵ ❞❡❣r❡❡ ♣✉❧s❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ ❛t TE✱ t❤❛t ❣✐✈❡s
❛ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ T2✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s♣✐♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s
✐♥ t❤❡ r3 ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ t❤❛t ✈❛r② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ s♣❛❝❡ ✿ r·Gim(t)✱
✇❤❡r❡ Gim(t) ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■♥ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
ω0✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r1 − r2 ♣❧❛♥❡✱ M(r, t) := Mr1(r, t) +
IMr2(r, t)✱ I ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t✱ ♦❜❡②s t❤❡ ❇❧♦❝❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ❬✽❪ ✿

∂M(r, t)

∂t
= −Iγ r · Gim(t)M(r, t) − M(r, t)

T2(r)
, ✭✹✮

✇❤❡r❡ T2(r) ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣✐♥✲s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✹ ✐s

M(r, t) = ρ(r) e−t/T2(r) e−Ir·(γ
R t
0 Gim(s) ds),

✇❤❡r❡ t = 0 ✐s t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ✾✵ ❞❡❣r❡❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ρ(r) ✐s t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t②✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✸❉ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠♦st ♦❢t❡♥ t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✷❉✱
s❧✐❝❡ ❜② s❧✐❝❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ r3 ∈ [

(
l − 1

2

)
∆r3,

(
l + 1

2

)
∆r3] ❛r❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ Gim(t) = (0, G2, 0) ❢♦r ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t2 ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ Gim(t) =



✶✷

(G1, 0, 0) ❢♦r ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t1✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t r ❛t ❚❊ ✐s

M(r, t) = ρ(r) e−TE/T2(r) e−I(k1r1,+k2r2),

✇❤❡r❡ k1 = γG1∆t1 ❛♥❞ k2 = γG2∆t2✳ ❚❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧✱ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❡❝❤♦ t✐♠❡ t = TE✱
✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t s❧✐❝❡ ✿

µ̂l (k1, k2) =

∫

r1,r2

µl(r1, r2) e−I(k1r1+k2r2)dr1dr2, ✭✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✿

µl(r1, r2) =

(∫ (l+ 1
2)∆r3

(l− 1
2)∆r3

ρ(r1, r2, r3) e
− TE

T2(r1,r2,r3) dr3

)
. ✭✻✮

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✺ ✐s t❤❡ ✷❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✻✳

❇② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ G1✱ G2✱ ❛♥❞ ∆t1 ❛♥❞ ∆t2 t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ s❡t ♦❢ ✷❉ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ♣♦✐♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✱ Vi,j,l ✇❤❡r❡

Vi,j,l :=

[(
i − 1

2

)
∆r1,

(
i +

1

2

)
∆r1

]
×
[(

j − 1

2

)
∆r2,

(
j +

1

2

)
∆r2

]

×
[(

l − 1

2

)
∆r3,

(
l +

1

2

)
∆r3

]
,

❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

µ̄l(i, j) ≈
∫

Vi,j,l

ρ(r1, r2, r3) e
− TE

T2(r1,r2,r3) dr1 dr2 dr3, ✭✼✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ✭✼✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t✇♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝♦♥tr❛st ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
✐♥ ▼❘■✱ t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ T2 r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ s♣✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ T2 r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✐♥ t❤❡ t✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛st✳ ❍♦✇ t❤✐s ❝♦♥tr❛st ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐s ❜② t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t Gdf (t)✳ ❖♥❡ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ g ❜❡❢♦r❡
✶✽✵ ❞❡❣r❡❡ r❡❢♦❝✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❧s❡ ❛❢t❡r✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❢♦❝✉ss✐♥❣
✐s ❞✉❡ t♦ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ❝♦♥tr❛st✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✵✻❪ ✿

∂M(r, t)

∂t
= −Iγ r ·Gim(t) M(r, t)− M(r, t)

T2(r)
−Iγ r ·gf(t) M(r, t)+∇·

(
D(r)∇M(r, t)

)
,

✭✽✮
✇❤❡r❡ Gdf (t) = g f(t)✱ f(t) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭r❛♥❞♦♠
♠♦✈❡♠❡♥t✮ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✏♣✉❧s❡s✑✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏♣✉❧s❡✑ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡



✶✸

✉s✉❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s δ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
st❛rt ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✉❧s❡s ✐s ∆✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P✉❧s❡❞✲●r❛❞✐❡♥t ❙♣✐♥ ❊❝❤♦
✭P●❙❊✮ ❬✾✼❪ s❡q✉❡♥❝❡✱ ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣✉❧s❡s ✭❞✉r❛t✐♦♥ δ✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ ∆ − δ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✭✶✮✮ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ f(t) ✐s ✿

f(t) =






1, t1 ≤ t ≤ t1 + δ,

−1, t1 + ∆ < t ≤ t1 + ∆ + δ,

0, ❡❧s❡✇❤❡r❡,

✭✾✮

✇❤❡r❡ t1 ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡ ❛♥❞ TE
2
✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✶✽✵ ❞❡❣r❡❡ r❡❢♦❝✉ss✐♥❣ ♣✉❧s❡✱ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t1 + δ ❛♥❞ t1 + ∆✳

❋✐❣✳ ✶ ✕ ❆ P●❙❊ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t1 = 0✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭♦r ❤♦♠♦✲
❣❡♥✐③❡❞✮ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Dhom

✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈♦①❡❧ Vi,j,l✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r0 ∈ Vi,j,l ❛t t = t1 ❞✐✛✉s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

u(r, t) =
e−‖r−r0‖2/4Dhom(t−t1)

(4πDhom(t − t1))
d
2

, d = 3,

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ u(r, t) ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Vi,j,l ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥
❛ ❞▼❘■ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✈♦①❡❧ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤♦s❡
r0 t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Vi,j,l✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t δ ≪ ∆ ✭t❤❡ ♥❛rr♦✇ ♣✉❧s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✱
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣✉❧s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s st❛rt✐♥❣ ❛t r0 ❛t t = t1 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡ e−Iγg·r0 δ ❜❡t✇❡❡♥ t1 ❛♥❞ t1 + δ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
❞✉❡ t♦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r ❛t t1 + ∆ ❣❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡ eIγg·r δ ❜❡t✇❡❡♥
t1 + ∆ ❛♥❞ t1 + ∆ + δ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦
❞✐✛✉s✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t g✱ ❞✉❡ t♦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t r0 ✇❤❡♥ t = t1✱ ✐s ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✭❧♦ss✮
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✿

∫

r∈Vi,j,l

e−‖r−r0‖2/4Dhom∆

(4πDhom∆)
d
2

eIγg·(r−r0) δ = e−γ2δ2‖g‖2Dhom∆,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t
♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳



✶✹

■❢ δ ✐s ♥♦t s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ∆✱ t❤❡♥ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ Vi,j,l

✐s ❬✶✵✻❪ ✿
S(b, TE) = e−Dhom b,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✲✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪ ❛♥❞ ✐t ✐s

b(g, δ, ∆) = γ2‖g‖2δ2 (∆ − δ/3) , ✭✶✵✮

❢♦r t❤❡ P●❙❊ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ∆ ❜② ∆ − δ/3 ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣✉❧s❡s t❤❛t ❛r❡
♥♦t ♥❛rr♦✇✳

■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✻✮ ❜❡❝♦♠❡s ✿

µl(r1, r2) =

(∫ (l+ 1
2
)∆r3

(l− 1
2
)∆r3

c ρ(r1, r2, r3) e−t/T2(r1,r2,r3)e−Dhom(r1,r2,r3) b dr3

)
. ✭✶✶✮

❚❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❣r❛❞✐❡♥t g ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ✭❛❢t❡r ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠✮ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② b ❣❡t ❛♥
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ Dhom(r1, r2, r3) ✐♥ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❆♣♣❛r❡♥t
❉✐✛✉s✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t✑ ✭❆❉❈✮✱ ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ g ✐s ✈❛r✐❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ADC
❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❆❉❈ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ∆ ✐s
✈❛r✐❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ g ❛♥❞ ∆ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ δ✮ ❛♥❞
✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ‖g‖✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ▼❘■ s✐❣♥❛❧
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ b✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
t✐ss✉❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s❡❡♥ ❜② ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ∆
✭t❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❡❧❧s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛♥❞
♦t❤❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s✐♠♣❧② ❜② ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭♦r t❡♥s♦r✮ ❜❡❝❛✉s❡ ∆ ✐s ♥♦t ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✳

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛❜♦✉t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✱ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛♥ ✭✶✶✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t✱ ❛t t❤✐s
t✐♠❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ T2 r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ ■ ❥✉st ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts✳

◆♦✇ ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣② ♦❢ ❞▼❘■ ♦❢ t❤❡
❜r❛✐♥✳ ❉▼❘■ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ✐t ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶♠s✲✶✵✵♠s ❝❛♥ ❜❡
♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ✷✳✺µm✲✷✺µm✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s
❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s st❛rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s✱ t❤❡ ♥❡✉r✐t❡s
✭❞❡♥❞r✐t❡s ❛♥❞ ❛①♦♥s✮ ♦r t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥
❣r❛② ♠❛tt❡r t❤❛t ♠❛❦❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t ✿

✶✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡①✳ ◆❡✉r♦♥s ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✐❞ ❝❡❧❧ ❜♦❞②✱ ♠❡❛s✉✲
r✐♥❣ ✶ t♦ ✶✵ µm ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❆tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞② ❛r❡ ❧♦♥❣ ♣r♦tr✉s✐♦♥s



✶✺

❝❛❧❧❡❞ ♥❡✉r✐t❡s ✭❛①♦♥s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞❡♥❞r✐t❡s✮ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✵✳✺
❛♥❞ ✵✳✾ µm ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ µm ✐♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❙❡❡
❋✐❣✉r❡ ✷✭❛✮✳

✷✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♥s❡❧② ♣❛❝❦❡❞✳ ◆❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s ♦❝❝✉♣② ✶✷✪ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❝♦rt❡①
✈♦❧✉♠❡✱ ❛①♦♥s✱ ✸✹✪✱ ❞❡♥❞r✐t❡s✱ ✸✺✪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡✱ ✻✪ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡
❛♥❞ ✶✵✲✸✵ nm ✐♥ ✇✐❞t❤✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❜✮

✸✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦rt❡① ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦
❧❛②❡rs✱ ✇✐t❤ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❝❡❧❧s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs✳

✹✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡✳ ❲❛t❡r ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r
s♣❛❝❡✱ ❡①❝❡♣t ❛❝r♦ss t❤❡ ♠②❡❧✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♠②❡❧✐♥❛t❡❞ ❛①♦♥s✳

✭❛✮ ●❋P ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣②r❛♠✐❞❛❧
❝❡❧❧ ✐♥ ♠♦✉s❡ ❝♦rt❡①✳

✭❜✮ ❋♦r❡st ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❞❡♥❞r✐t❡s ❣r♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❈❛✲
❥❛❧✬s ❧❛✇s ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣

❋✐❣✳ ✷ ✕ ▲❡❢t ✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡✱ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ❜♦❞② ❛♥❞ ♠❛♥②
❧♦♥❣ t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣r♦tr✉s✐♦♥s✳ ❘✐❣❤t ✿ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❞❡♥s❡❧② ♣❛❝❦❡❞✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛
❈♦♠♠♦♥s✳ ✭❧❡❢t✮ ❉②♥❛♠✐❝ ❘❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❉❡♥❞r✐t✐❝ ❆r❜♦rs ✐♥ ●❆❇❆❡r❣✐❝ ■♥t❡r♥❡✉r♦♥s
♦❢ ❆❞✉❧t ❱✐s✉❛❧ ❈♦rt❡① ❲❡✐✲❈❤✉♥❣ ❆❧❧❡♥ ▲❡❡✱ ❍❛②❞❡♥ ❍✉❛♥❣✱ ●✉♦♣✐♥❣ ❋❡♥❣✱ ❏♦s❤✉❛ ❘✳
❙❛♥❡s✱ ❊♠❡r② ◆✳ ❇r♦✇♥✱ P❡t❡r ❚✳ ❙♦✱ ❊❧❧② ◆❡❞✐✈✐ P▲♦❙ ❇✐♦❧♦❣② ❱♦❧✳ ✹✱ ◆♦✳ ✷✱ ❡✷✾ ❉❖■ ✿
✶✵✳✶✸✼✶✴❥♦✉r♥❛❧✳♣❜✐♦✳✵✵✹✵✵✷✾✳ ✭r✐❣❤t✮ P▲♦❙ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ■ss✉❡ ■♠❛❣❡✱ ❱♦❧✳
✻✭✽✮ ❆✉❣✉st ✷✵✶✵✳ P▲♦❙ ❈♦♠♣✉t ❇✐♦❧ ✻✭✽✮ ✿ ❡✈✵✻✳✐✵✽✳ ❞♦✐ ✿✶✵✳✶✸✼✶✴✐♠❛❣❡✳♣❝❜✐✳✈✵✻✳✐✵✽

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞▼❘■ ✐s ♦r❞❡r ♦❢ ✶ ♠♠3✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐s♣❧❛②s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ t✐ss✉❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✈♦①❡❧✮ ♦❢ ✶ ♠♠3✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r②
❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❡❧❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ❢r♦♠ s✉❜✲♠✐❝r♦♥ ✭❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ♥❡✉r✐t❡s✮ t♦
t❡♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s ✭♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s ❛♥❞ ❣❧✐❛❧ ❝❡❧❧s✮ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳

❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈♦①❡❧ V ✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ V ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ✐♥t❡❣r❛❧ ❛t ❡❝❤♦ t✐♠❡✳ ❆t ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛❧✐st✐❝



✶✻

❞▼❘■ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✷✺ ♠✐❝r♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ s✉✣❝❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t t❤❛t
✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ✈♦①❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t ✇✐❧❧
✏s❡❡✑ t❤✐s ✈♦①❡❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡✳

❙✐♠♣❧❡r ②❡t✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t✐ss✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t
✈❛r② ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛❝r♦ss t❤✐s ✈♦①❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✏r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✑ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✐ss✉❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈♦①❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ t✐ss✉❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞
t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥
❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ st✉❞②✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ♥✉♠❡r♦✉s
s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❣❡t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts✳

❯s✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ C = [−L/2, L/2]3 t❤❛t ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 100µm × 100µm × 100µm✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈♦①❡❧ ✭❛♥❞
❜❡②♦♥❞✮✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ C ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳
■♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧✱ ✇✐t❤ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♦r ♥♦t✮✳
❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣r♦✉♣ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❜② Ωl, l = 1, 2, 3, · · · ✱ C =

⋃
Ωl✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② Dl✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ t❤❡♥
✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ✐t ✇✐t❤ ❛
s✉♣❡rs❝r✐♣t 0✱ ❛s D0✱ ✇❤❡r❡ D0 = Dl, l = 1, 2, · · · ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts⋃

l=1 Ωl ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ t✐ss✉❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ C t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ❬✶✵✻✱ ✽✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ✇✐❧❧ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ T2 r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r ♣r♦t♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ M l(r, t|g) ✐♥ ❡❛❝❤ t✐ss✉❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t Ωl ✐s
s✉❜❥❡❝t t♦ ✿

∂M l(r, t|g)

∂t
= −If(t)(γg · r) M l(r, t|g) + ∇ · (Dl∇M l(r, t|g)), l = 1, 2, · · · ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❲❤❡♥ g = 0 t❤✐s P❉❊ ✐s ❥✉st ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳
❲❤❡♥ g 6= 0✱ ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t + ∆t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛✉s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡
e−Iγg·r

R t+∆t
t f(s)ds✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❣❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❛s❡ t❤❛t ✐s ✭❧✐♥❡❛r❧②✮ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r
s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛t❤s✳

❲❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t t❤❡ P❉❊ ✐♥ ✭✶✷✮ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ Ωl ❛♥❞ Ωn ❝♦♠❡ ✐♥
❝♦♥t❛❝t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ωl ❛♥❞ Ωn ❜② Γln✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢✉① ✿

Dl
(
∇M l(a, t|g) · nl(a)

)
= −Dn (∇Mn(a, t|g) · nn(a)) , a ∈ Γln, ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ nl(a) ❛♥❞ nn(a) ❛r❡ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞✲♣♦✐♥t ♥♦r♠❛❧s t♦ Ωl ❛♥❞ Ωn ❛t a✱ s♦ ✐♥ ❢❛❝t
nl(a) = −nn(a)✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r✲



✶✼

❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✿

Dl
(
∇M l(a, t|g) · nl(a)

)
= κln

(
M l(a, t|g) − Mn(a, t|g)

)
, a ∈ Γln. ✭✶✹✮

❚❤✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t κln ❛❝r♦ss Γln ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡❛s❡ ✇✐t❤
✇❤✐❝❤ ✇❛t❡r ❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ κln✱ t❤❡ ❡❛s✐❡r t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢ ✇❛t❡r✳ ◆♦✇
✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

M(r, 0|g) = ρl, r ∈ Ωl, ❢♦r l = 1, 2, · · · , ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ ρl ✐s t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ Ωl✳ ❚❤❡♥✱ s❛♠❡ ❛s ❬✶✶✷❪✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ C = [−L/2, L/2]3 ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✐ts❡❧❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✶✷❪✱
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ∂C ❛r❡ ✿

M(r, t)|rk=−L/2 = M(r, t)|rk=L/2 eI θk(t), k = 1, 2, 3, ✭✶✻✮

∂M(r, t)

∂rk

∣∣∣∣
rk=−L/2

=
∂M(r, t)

∂rk

∣∣∣∣
rk=L/2

eI θk(t), k = 1, 2, 3, ✭✶✼✮

❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✱ ✇❤❡r❡ r = (r1, r2, r3)
❛♥❞ g = (g1, g2, g3)✱ ❛♥❞

θk(t) = γ gk L

t∫

0

f(s) ds.

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡②
P❉❊ ❢♦r ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦① C ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡
P❉❊ ✭✶✷✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✸✱✶✹✮✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✻✱✶✼✮✳

❚❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t ❡❝❤♦ t✐♠❡ TE✱
s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✐♥ C✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t < TE ❛s ✇❡❧❧ ✿

S(b, t) :=
1∑

l ρ
lvol(Ωl)

∑

l

∫

r∈Ωl

M l(r, t|g) dr, ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✲✈❛❧✉❡ b ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✵✮✳

■♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ b✱
❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ log S(b, TE) ❛t b = 0 ✐s ♥♦t s✐♠♣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❆❢t❡r S(b, TE) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ b✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ log S, TE(b) ❛t b = 0 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❆♣♣❛r❡♥t
❉✐✛✉s✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t✑✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❛ ❞▼❘■ ♣✐❝t✉r❡✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ log S(b) ❛t b = 0 ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡s
r✐s❡ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr❛st✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❆♣♣❛r❡♥t ❑✉rt♦s✐s❬✶✸✱ ✹✺❪✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✿

ADC0 := −∂ log S

∂b
(0, TE), ✭✶✾✮

AK0 := 3
∂2 log S

∂b2
(0, TE)

(
∂ log S

∂b
(0, TE)

)−2

, ✭✷✵✮



✶✽

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜② ADC0 ❛♥❞ AK0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ log S(b, TE) ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t b = 0✳ ❚❤❡ ADC0 ❛♥❞ t❤❡ AK0 ❛r❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ADC0 ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞
❜② ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ AK0 ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❙❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ADC0 ✐♥ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ AK0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❑✉rt♦s✐s ✐♠❛❣✐♥❣✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ■ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲❈❤❡❜②s❤❡✈ ♠❡t❤♦❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❋♦r✇❛r❞ ❊✉❧❡r t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛✉s✐✈❡✲t②♣❡
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❡①tr❛✲❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐♥ ❛ t✐ss✉❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳

■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❤♦♠♦❣❡♥✐✲
③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ✭✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱✶✺✱ ✶✻✱✶✼✮✳
❲❡ s❤♦✇❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❤✐s ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r TE ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛❧✐st✐❝ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ❞▼❘■ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ✭❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡♣r✐♥t✳ ❆♥ ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ♣r❡♣r✐♥t✮✳

❚❤❡♥ ■ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t✇♦ P❤❉ st✉❞❡♥ts t❤❛t ■ ❛♠ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦✲❛❞✈✐s✐♥❣✳ ❉❛♥❣
❱❛♥ ◆❣✉②❡♥ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ❜②
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❑❈ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❍❡ ✐s ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❆◆❘ ❣r❛♥t ✭♣r♦❥❡❝t ❙■▼❯❉▼❘■✱
❆◆❘✴❈❖❙■◆❯❙ ✷✵✶✵✱ ◆♦✈ ✷✵✶✵✲❏❛♥ ✷✵✶✹✮✳ ❍❛♥❣ ❚✉❛♥ ◆❣✉②❡♥ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍❡ ✐s ❢✉♥❞❡❞
❜② ❛ P❤❉ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ❢r♦♠ ❙❚■❚❙ ❖rs❛② ✭❖❝t ✷✵✶✵✲❙❡♣t ✷✵✶✸✮✳

■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❞▼❘■✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐♠❛❣✐♥❣ t❤❡ ❣❛♥❣❧✐❛ ✭♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✮ ♦❢ t❤❡
❆♣❧②s✐❛ ✭❣✐❛♥t s❡❛ s❧✉❣✮✱ t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ▼❘■ ❝❡♥t❡r ◆❡✉r♦s♣✐♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s
t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ✐♥ ❛ ♥❡✇ P❉❊ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❛♥ ❆◆❘ ❣r❛♥t ✭♣r♦❥❡❝t ❈■❆❈▼✱ ❯❙✲❋r❛♥❝❡ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ❙❡♣t ✷✵✶✸✲❋❡❜ ✷✵✶✼✮✱ ✇✐t❤ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛ P❤❉ st✉❞❡♥t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
✐s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞ ❛t s❤♦rt❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ♦r ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝s t❤❛♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❖❉❊ ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ■ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳



✶✾

❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤

♠❡♠♦r②

❙♦♠♠❛✐r❡
✶ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✵

✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✷✽

✷✳✶ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺



✷✵ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐❢❢✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✶ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥

❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

✶✳ ❖♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ■ ✿ ❢❛st s♦❧✈❡rs ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ▲✳ ●r❡❡♥❣❛r❞✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✷✷✻✲✷✱ ✶ ❖❝t✳ ✷✵✵✼✳

✷✳ ❋❛st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r ❤❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ▲✳●r❡❡♥❣❛r❞✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❱♦❧ ✸✶✱ ✷✵✵✾✳ ♣♣✳
✸✽✹✼✲✸✽✻✵✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❤❡❛t✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r✐s❡s ❛s ❛ ♠♦✲
❞❡❧✐♥❣ t❛s❦ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ s❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❋❉✮ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
✭❋❊✮ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡s❡ ♠✉st ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✭♥♦♥✲r❡✢❡❝t✐♥❣✮ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐♥ ❬✸✹✱ ✸✻✱ ✷✻✱ ✸✼✱ ✸✽❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ❋❛st ❘❡❝✉rs✐✈❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ✭❋❘▼✮ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❛t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r② ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧②
t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡rr♦r ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ R
d ✿

∂U

∂t
(x, t) −∇2U(x, t) = f(x, t), t > 0, ✭✷✶✮

✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

U(x, 0) = U0(x), x ∈ R
d. ✭✷✷✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f(x, t) ❛♥❞ U0(x) ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦①
B = [−R/2, R/2]d✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f(x, t) ❛♥❞ U0(x) ❛r❡
k✲t✐♠❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✿ f(x, t) ∈ Ck(B × [0, T ]) ❛♥❞ U0(x) ∈ Ck(B)✳

❋r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡♦r② ❬✸✸✱ ✽✺❪✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

U(x, t) =

∫

Rd

G (x − a, t) U0(a) da +

t∫

0

∫

Rd

G (x − a, t − τ) f(a, τ) da dτ, ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ G ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✷✸✮ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧
❛s ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✶✵❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✲ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲✐t❤ N ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ M t✐♠❡ st❡♣s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t O(N2M + N2M2)
✇♦r❦ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭st❛❜✐❧✐t②✱ r♦❜✉st♥❡ss✱



✷✶

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♦✈❡r✇❤❡❧♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
♦❢ ❝♦st✳

❲❤✐❧❡ ✭✷✸✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✷✮✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❧❡t

Û(s, t) =

∫

Rd

eis·xU(x, t) dx , U(x, t) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−is·xÛ(s, t) ds. ✭✷✹✮

■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ ✭✷✶✱✷✷✮✱ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ t❤❛t Û(s, t) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥

dÛ

dt
(s, t) = −‖s‖2Û(s, t) + f̂(s, t), ✭✷✺✮

✇❤❡r❡

f̂(s, t) =

∫

Rd

eis·xf(x, t) dx.

❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t

Û(s, t) = e−‖s‖2∆tÛ(s, t − ∆t) + Φ(s, t, ∆t), ✭✷✻✮

✇❤❡r❡

Φ(s, t, ∆t) =

t∫

t−∆t

e−‖s‖2(t−τ)f̂(s, τ) dτ . ✭✷✼✮

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥ ✐ss✉❡ ❀ Û(s, t) ✐s s✐♠♣❧②
❞❛♠♣❡❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✷✻✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♥❡✇
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❀ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ Φ(s, t, ∆t) ✐♥ ✭✷✼✮ ❛s
t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳

❲❤②✱ t❤❡♥✱ ✐s t❤✐s ♥♦t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ U ❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s t❤❛t
✇❡ ♥❡❡❞ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡ ❢♦r ✭✷✼✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ f̂(s, t) ❢r♦♠ f(x, t)✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ U(x, t) ❢r♦♠ Û(s, t)✳ ❚❤❡ ✜rst t❛s❦ ✐s ❡❛s②✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✏❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠✧✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s s♦♠❡✇❤❛t
s✉❜t❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r✳

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✷✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞
♣r♦❞✉❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✾❪✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f̂(s, t)
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ▲✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f̂(s, t)
②✐❡❧❞s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ ❬✸✷❪

Φ(s, t, ∆t) = W0(s, ∆t)f̂(s, t) + W1(s, ∆t)f̂(s, t − ∆t), ✭✷✽✮

W0(s, ∆t) =
e−z − 1 + z

z2
∆t, W1(s, ∆t) =

1 − e−z − ze−z

z2
∆t , ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ z = ‖s‖2∆t✳

●✐✈❡♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡ ✭✷✽✮✱ ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ f̂(s, t) ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ f(x, t)✳
❚❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ ❛t t = 0 t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Û(s, 0) ❢r♦♠ U(x, 0)✳



✷✷ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐❢❢✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦① B = [−R/2, R/2]d✱ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s s✐♠♣❧②

f̂(s, t) =

∫ R/2

−R/2

· · ·
∫ R/2

−R/2

eis·xf(x, t) dx, ✭✸✵✮

✇❤❡r❡ x = (x1, ..., xd), s = (s1, ..., sd)✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t✱ ❛s ②❡t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡r❡ f̂(s, t) ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧
t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ f(x, t) ∈ Ck(B)✳ ❚❤✉s✱ f̂(s, t) = O(‖s‖−k) ❢♦r ❧❛r❣❡ s✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ ǫ ✐s t❤❡ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡✱ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✵✮ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❞♦♥❡ ♦♥❧② ❢♦r ‖s‖ ≤ P ✱ ✇❤❡r❡ P = O(1/ǫ)

1
k ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ P ❛s t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②

❝✉t♦✛✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❡r♠ eis·x ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ♦❢ ✭✸✵✮✳
❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f(x, t) ✐s s♠♦♦t❤✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ✭✸✵✮ ✇✐t❤ ◆ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ O(N−k) ❛❝❝✉r❛❝② ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ❞❡❝❛②✐♥❣
r❛♣✐❞❧② ♦♥❝❡ N ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r O(PR)✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧✲r❡s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡
s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s Û(s, 0)✳ ■❢ f(x, t) ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤
✇✐t❤ N ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡ ②✐❡❧❞s

f̂(s, t) ≈
(

R

N

)d N∑

n1=1

· · ·
N∑

nd=1

eis·xnf(xn, t), ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ xn =
(
− R/2 + n1(R/N), . . . ,−R/2 + nd(R/N)

)
✳

■t r❡♠❛✐♥s ♦♥❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ sj ✇❤❡r❡ ✇❡
✇✐s❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ f̂(sj, t) ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ Û(sj, t)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

U(x, t) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−is·xÛ(s, t) ds . ✭✸✷✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r ✭✸✷✮✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ s♠♦♦t❤✱ ✇❡ ❛r❡ ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ tr✉♥❝❛t✐♥❣ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ❛t ‖s‖ = P = O(1/ǫ)

1
k ✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ǫ✳

✭■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② P ✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡♥ t❤✐s tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦ ❡rr♦r✳✮ ❚❤❡ r❡❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ❧✐❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡
❋♦✉r✐❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ✿

U(x, t) ≈ 1

(2π)d

∫

‖s‖<P

e−is·xÛ(s, t) ds. ✭✸✸✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ✭✸✸✮ ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬✸✶❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✭✐♥
♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ t❤❛t ❛ ♠❡s❤ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ s✲s♣❛❝❡ ♦♥ ❞②❛❞✐❝
✐♥t❡r✈❛❧s ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ t♦ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ǫ✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞

❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ e−‖x‖2/4t

(4πt)
d
2

✐ts❡❧❢✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ e−‖s‖2t✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ t✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤❛r♣❧② ♣❡❛❦❡❞ ♥❡❛r s = 0 ❛♥❞



✷✸

t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❢r❡q✉❡♥❝② t❡r♠s
❞✐✛✉s❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❧②✳

❆ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ✐♥ ❬✸✶❪ ②✐❡❧❞s

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✶❪✮ ▲❡t [a, b] ❜❡ ❛ ❞②❛❞✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [2j, 2j+1]✱ ❧❡t
ǫ > 0 ❜❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡t {s1, . . . , sn} ❛♥❞ {w1, . . . , wn} ❜❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞
✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ n✲♣♦✐♥t ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❝❛❧❡❞ t♦ [a, b]✳ ❚❤❡♥✱

∣∣∣∣∣

∫ b

a

eisx Û(s, t) ds −
n∑

k=1

eiskx Û(sk, t) wk

∣∣∣∣∣

≤
√

2π
(b − a)√

n

[
R (b − a)

2n
+

√
log(1/ǫ)

n

]2n

+ O(ǫ) ✭✸✹✮

❢♦r |x| ≤ R✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✹✮✱ ❜♦t❤ t❡r♠s ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ❢♦r t❤❡
q✉❛❞r❛t✉r❡ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♠✉st
s❝❛❧❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ s✲s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ■t
r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♥♦ ♠❛tt❡r
❤♦✇ s♠❛❧❧✳ ■t ✐s t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❢♦r❝❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡s t♦✇❛r❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✶❪✮ ▲❡t ǫ > 0 ❜❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❧❡t Lmin =
− log(1/ǫ) ❛♥❞ ❧❡t Lmax = ⌈log P ⌉✱ ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝✉t♦✛✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t
{sj,1, . . . , sj,n(j)} ❛♥❞ {wj,1, . . . , wj,n(j)} ❜❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ n(j)✲♣♦✐♥t ●❛✉ss✲
▲❡❣❡♥❞r❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [2j, 2j+1]✱ ✇❤❡r❡ n(j) = max(R 2j+3/2, 8 log(1/ǫ))✳
❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|s|<P

e−is·xÛ(s, t)ds −
Lmax∑

j=Lmin

n(j)∑

k=1

(eisj,kx + e−isj,kx) Û(sj,k, t) wj,k

∣∣∣∣∣∣∣
= O(ǫ) ✭✸✺✮

❢♦r |x| ≤ R✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② N1 = N1(ǫ, R, P ) t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❛ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤✐s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r✉❧❡✱ O(Nd

1 ) = O((log(1/ǫ)+
RP )d) ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡ ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r
✭✸✸✮✱ t❤❡♥ O

(
RP
ǫ

)d
♥♦❞❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ t > 0✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❋❛st ❘❡❝✉rs✐✈❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ✭❋❘▼✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❋♦✉r✐❡r✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛
❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐✲
t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ tr✐✈✐❛❧❧② ✲ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❡rr♦r ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✷✸✮✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥❡❛r❧②



✷✹ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐❢❢✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

♦♣t✐♠❛❧✱ r❡q✉✐r✐♥❣ O(N2M log N) ✇♦r❦ ❢♦r M t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇✐t❤ N2 ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳

❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❋❘▼ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②
❞♦♠❛✐♥ ΩT ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ΓT ✿

∂U

∂t
(x, t) −∇2U(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ ΩT =

T∏

τ=0

Ω(τ), ✭✸✻✮

U(x, 0) = U0(x), x ∈ Ω(0), ✭✸✼✮

αU(x, t) + β
∂

∂n
U(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ ΓT =

T∏

τ=0

Γ(τ), ✭✸✽✮

t❤❛t ✐s✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t✱ f(x, t) ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ Ω(t)✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✽✮ ✐s ✐♠♣♦s❡❞
♦♥ Γ(t)✱ ❛♥❞ U(x, t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r x ∈ Ω(t)✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡♦r② ❬✽✺✱ ✸✸❪ s✉❣❣❡sts
s❡❡❦✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✿

U(x, t) =

∫

Ω(0)

G(x − a, t)U0(a)da +

∫ t

0

∫

Ω(τ)

G(x − a, t − τ)f(a, τ) da dτ +

∫ t

0

∫

Γ(τ)

G(x − a, t − τ)σ(a, τ)dsa dτ +

∫ t

0

∫

Γ(τ)

∂

∂na

G(x − a, t − τ)µ(a, τ)dsa dτ ,✭✸✾✮

✇❤❡r❡ na ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ Γ(t) ❛t a✱ ∂
∂na

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ dsa ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ σ ❛♥❞ µ ❛r❡
✉♥❦♥♦✇♥ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ΓT ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✸✾✮ ❛s ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G[U0]✱ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛s ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② V [f ]✱ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S[σ]✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡
❢♦✉rt❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② D[µ]✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✸✾✮ ❝❧❡❛r❧② s❛t✐s✜❡s ✭✸✻✮ ❛♥❞ ✭✸✼✮✳ ■t r❡♠❛✐♥s
♦♥❧② t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✽✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t✐❡s σ ❛♥❞ µ✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧♦♥❡ ❢♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠s ✭β = 0✮✱
❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧♦♥❡ ❢♦r ◆❡✉♠❛♥♥ ♦r ❘♦❜✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭β 6= 0✮✳ ❖t❤❡r
♠❡t❤♦❞s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●r❡❡♥✬s ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✵✱ ✶✼✱ ✶✽✱ ✹✹❪✳

❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✿

D∗[µ](xo, t) :=

t∫

0

∫

Γ(τ)

∂

∂na

G(xo − a, t − τ) µ(a, τ) dsa dτ, ✭✹✵✮

t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱

S[σ](xo, t) :=

t∫

0

∫

Γ(τ)

G(xo − a, t − τ) σ(a, τ) dsa dτ, ✭✹✶✮

❛♥❞

K∗(σ)(xo, t) :=

t∫

0

∫

Γ(τ)

∂

∂nxo

G(xo − a, t − τ) σ(a, τ) dsa dτ, ✭✹✷✮



✷✺

❢♦r xo ∈ Γ(t)✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✳
❋♦r t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✭α = 1 ❛♥❞ β = 0 ✐♥ ✭✸✽✮✮✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s ❛ ♣♦✐♥t x ∈ Ω(t)
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ♣♦✐♥t xo ∈ Γ(t)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

−1

2
µ(xo, t) + D∗[µ](xo, t) = g(xo, t) − G[U0](x

o, t) (xo, t) ∈ ΓT . ✭✹✸✮

❋♦r t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥✴❘♦❜✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭β 6= 0 ✐♥ ✭✸✽✮✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

αS[σ](xo, t) +
β

2
σ(xo, t) + βK∗[σ](xo, t) = g(xo, t) − αG[U0](x

o, t) − β
∂

∂nxo

G[U0](x
o, t) .

✭✹✹✮
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✹✸✮ ❛♥❞ ✭✹✹✮ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❱♦❧t❡rr❛ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♦♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
r✉❧❡ ✐♥ t✐♠❡ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ ∆t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ S[σ] ❛♥❞ D[µ] ♦♥ Γ(t) ❛t t = n∆t✱ n = 1, 2, 3, · · · , N ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t ♥❛✐✈❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ O(N2M2) ✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ O(NM2) ✇♦r❦✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✸✶✱ ✸✷❪✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
✐s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt ✭t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✐♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ ❛ ❤✐st♦r② ♣❛rt ✭t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡✮ ✿

S[σ](xo, t) := SL[σ, δ](xo, t) + SH [σ, δ](xo, t) ✭✹✺✮

✇❤❡r❡

SL[σ, δ](x, t) :=

t∫

t−δ

∫

Γ(τ)

G(x − a, t − τ) σ(a, τ) dsa dτ, ✭✹✻✮

❛♥❞

SH [σ, δ](x, t) :=

t−δ∫

0

∫

Γ(τ)

G(x − a, t − τ) σ(a, τ) dsa dτ . ✭✹✼✮

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r D∗[µ], K∗[µ] ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠❛♥♥❡r✱

D∗[µ](x, t) := D∗
L[σ, δ](x, t) + D∗

H [σ, δ](x, t)

K∗[σ, δ](x, t) := K∗
L[σ, δ](x, t) + K∗

H [σ, δ](x, t) .

❚❤❡ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿ ✶✮ t❤❡ ❤❡❛t ❦❡r♥❡❧
❤❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ ❋♦✉r✐❡r ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✷✮ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ δ✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ✈❡r② r❛♣✐❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡
r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❛♥② ♣r❡❝✐s✐♦♥ ǫ✱ ❛♥❞ ✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❛t
r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ s❛t✐s✜❡s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✏♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ s♣❛❝❡ ♦❢ SH [σ, δ](x, t) ❜② ŜH [σ, δ](s, t)✱ t❤❡♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✸✶✱ ✸✷❪ s❤♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ✿

ŜH [σ, δ](s, t) = e−‖s‖2∆tŜH [σ, δ](s, t − ∆t) + Φ(s, t, ∆t, δ),

Φ(s, t, ∆t, δ) =

t−δ∫

t−δ−∆t

e−‖s‖2(t−τ)

∫

Γ(τ)

ei s · a σ(a, τ) dsa dτ .



✷✻ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐❢❢✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

▲✐❦❡✇✐s❡ ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ✐♥tr✐❝❛t❡✱ t❤❡ ❡♥❞ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐st♦r② ♣❛rt ❝❛♥
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇✐t❤ ♦♥❧② O(NM log M) ✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❤❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ♦♥❧② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rts SL[σ, δ](xo, t) ❛♥❞

D∗
L[µ, δ](xo, t) =

t∫

t−δ

∫

Γ(τ)

∂

∂na

G(xo − a, t − τ) µ(a, τ) dsa dτ, (xo, t) ∈ ΓT ✭✹✽✮

❢♦r (xo, t) ∈ ΓT ✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t✳

K∗
L[σ, δ](x, t) ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ✐ts ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r D∗

L[σ, δ](x, t)✱
❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❘❡♠❛r❦ ✶ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ r❛♣✐❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r ❤❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✼✵✱ ✻✾✱ ✾✾✱ ✶✵✹❪✳ ■♥ ❬✼✵✱ ✻✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦r❦ ✇✐t❤
t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❦❡r♥❡❧✳ ■♥ ❬✾✾✱ ✶✵✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣s ❛
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✏❤✐st♦r② ♣❛rt✧
❞✐✛❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐ss✉❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ❛r✐s❡ ✐♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛❧❧✳

❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s st❛t✐♦♥❛r② ✲ t❤❛t ✐s✱ Γ(t) = Γ(0)✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ s❛② σ✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✿

σ(x, τ) = σ0(x)+(t−τ) σ1(x)+
1

2
(t−τ)2 σ2(x)+· · ·+ 1

(k − 1)!
(t−τ)k−1 σk−1(x)+O((t−τ)k)

❛♥❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ SL t❤❡♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

SL[σ, δ](x, t) =
1

4π

[ ∫

Γ

G0(x − a)σ0(a) dsa +

∫

Γ

G1(x − a)σ1(a) dsa + . . . ✭✹✾✮

+
1

(k − 1)!

∫

Γ

Gk−1(x − a)σk−1(a) dsa

]
+ O((t − τ)k+1/2,

✇✐t❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s Gk(x) ❣✐✈❡♥ ❜②

Gk(x) =

∫ t

t−δ

e−‖x‖2/4(t−τ)(t − τ)k−1 dτ. ✭✺✵✮

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t

Gk(x) =






Ei(1, r2

4δ
), k = 0,

4δe−
r2

4δ −r2Ei(1, r2

4δ
)

4
, k = 1,

16δ2e−
r2

4δ −4r2δe−
r2

4δ +r4δEi(1, r2

4δ
)

32
, k = 2,

✭✺✶✮



✷✼

✇❤❡r❡ Ei(1, x) ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

Ei(1, x) =

∫ ∞

1

e−xt

t
dt .

▼♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr✐❝❦ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥
❛t t✐♠❡ t ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t− δ, t]✳ ❲❡ ❝❛rr② t❤✐s ♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✿

D∗
L[µ, δ](x, t) =

t∫

t−δ

∫

Γ(τ)

e−
‖x−a(τ)‖2

4(t−τ)

8π(t − τ)2

[
(x − a(τ)) · na(τ)

]
µ(a(τ), τ) dσa(τ) dτ, ✭✺✷✮

=

∫

Γ(t)

t∫

t−δ

e−
‖x−a(t)‖2

4(t−τ)

8π(t − τ)2

[
h(a, τ)

]
dτ dσa(t), ✭✺✸✮

✇❤❡r❡

h(a, τ) := e−
‖a(t)−a(τ)‖2

4(t−τ) e−
2(x−a(t))·(a(t)−a(τ))

4(t−τ) [(x − a(τ)) · na(τ)] µ(a(τ), τ)
dσa(τ)

dσa(t)

. ✭✺✹✮

■t ✐s t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ✐♥ t✐♠❡ ✿

h(a, τ) = h0(a)+(t−τ) h1(a)+
1

2
(t−τ)2 h2(a)+· · ·+ 1

(k − 1)!
(t−τ)k−1 hk−1(a)+O((t−τ)k)

❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s

D∗
L[µ, δ](x, t) =

1

8π

[ ∫

Γ

G−1(x − a)h0(a) dsa +

∫

Γ

G0(x − a)h1(a) dsa + . . . ✭✺✺✮

+
1

(k − 1)!

∫

Γ

Gk−2(x − a)hk−1(a) dsa

]
+ O((t − τ)k+1/2.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ G−1✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❢r♦♠ ✭✺✵✮ ✿

G−1(x) =
e−

r2

4δ

πr2
✭✺✻✮

■t r❡♠❛✐♥s ♦♥❧② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
✭✺✺✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t 1

r2 s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ G−1 ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞
❜② t❤❡ t❡r♠ (x − a(τ)) · na(τ) ✐♥ h0(a)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

(x − a(τ)) · na(τ) ∼ −2 γ02(x, t) r2

✇❤❡r❡ γ02(x, t) ✐s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛t (x, t)✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② t❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

Ei(1, z) = −γ − ln(z) + z − z2

4
+ O(z3).



✷✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡s ❬✹✱ ✹✾✱ ✼✷❪✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ✐♥t❡❣r❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

f(x) ln(|x|) + g(x) ,

❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❧② t❤❛t f(z) ❛♥❞ g(z) ❛r❡ s♠♦♦t❤✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥
✭✹✾✮ ♦r ✭✺✺✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧✱ s♦ t❤❛t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❛r❣❡t ♣♦✐♥ts ♦✛ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤
♥♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❤❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ✐s ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❛s❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝s ♥♦r
♣❛rt✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ r♦❜✉st ✲ ❜♦t❤ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❣❡♦♠❡✲
tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ✭♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✱ s❡❡ P❛♣❡r ✷ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤✐s ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s ✏❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✲✐♥❞✉❝❡❞ st✐✛♥❡ss✱✧ s✐♥❝❡ ✐t ❢♦r❝❡s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ∆t t♦
❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ∆x2 ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s❧✐❣❤t ♠✐s♥♦♠❡r✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✐t ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❧♦ss
♦❢ st❛❜✐❧✐t②✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❢✉❧❧ ♣r♦❞✉❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❦❡r♥❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ r♦❜✉st
s❝❤❡♠❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠❡s ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♦r ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❚❛②❧♦r
s❡r✐❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ❜❡st ❢♦r ♦r❞❡rs ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✉♣ t♦ s✐① ♦r s♦✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ ✭✹✾✮ ❛♥❞ ✭✺✺✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢❛st ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❬✷✾✱ ✶✶✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡
s❝❤❡♠❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡r❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏❤✐st♦r② ♣❛rt✧ ♦❢ ❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

✶✳ ❊✣❝✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❉✳ ❈❛❧❤♦✉♥✱ ▲✳ ❇r✉s❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷✷✽✱
■ss✉❡ ✷✹✱ ✷✵ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✾✱ P❛❣❡s ✽✾✹✺✲✽✾✺✼✳

✷✳ ❆ ❢❛st t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❱♦❧ ✸✶✱ ✷✵✶✵✳ ♣♣✳ ✹✻✾✻✲✹✼✶✹✳

✸✳ ❊✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ t❡r♠s✱
❍✳ ❍❛❞❞❛r✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❉✳ ▼❛t✐❣♥♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷✸✹✱ ■ss✉❡ ✻✱ ✶✺ ❏✉❧② ✷✵✶✵✱ P❛❣❡s ✷✵✵✸✲✷✵✶✵✳

✷✳✶ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧

❋r❡❡❧② ❣r♦✇✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❡①❤✐❜✐t ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝r②st❛❧✲♠❡❧t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❛❝❡t❡❞ ❛♥❞ ❞❡♥❞r✐t✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❢ ❣r❡❛t
✐♥t❡r❡st t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ s❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❞❡❝❛❞❡s✳ ❘❡✲
s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ♣r❡❞✐❝t✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s



✷✳✶ ✲ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✷✾

✇❤✐❝❤ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♠♣❛❝t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✺✺❪✳ ❈r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs st✉❞②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ❢r❡❡❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❝r②st❛❧s ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r✐❝❤✱ ♣❛tt❡r♥✲❢♦r♠✐♥❣ s②st❡♠s
❬✺✼✱ ✷✵❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛✉s✐♦♥✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ u(x, y, t) ✭t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ(x, y, t)✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿

ut −∇2u =
1

2 S
(h(φ))t , ✭✺✼✮

τ0 a(θ)2φt =

[
φ(1 − φ2)

D
− τ0 S

a2 w2
0

u (1 − φ2)2 +
w2

0

D
∇2

a(θ)(φ)

]
, ✭✺✽✮

❢♦r x = (x, y) ∈ R
2, t > 0✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

h(φ) = φ, a2 = 0.6267, τ0 = 1, w0 = 1.

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

u(x, y, 0) = u0(x, y), x = (x, y) ∈ R
2, ✭✺✾✮

φ(x, y, 0) = φ0(x, y), x = (x, y) ∈ R
2. ✭✻✵✮

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s u = (T − TM)/∆T ✱ ✇❤❡r❡ TM ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❧✲
t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❛ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ∆T ✐s t❤❡ ♠❡❧t ✉♥❞❡r✲❝♦♦❧✐♥❣ ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❧✐q✉✐❞✮✳ ■♥t❡r❢❛✲
❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝r②st❛❧✲♠❡❧t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❛tt❛❝❤♠❡♥t
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■♥ ✭✺✼✲✻✵✮ t❤❡ ❛♥✐✲
s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✐s♦✲φ ❝♦♥t♦✉rs
♠❛❦❡s ✇✐t❤ t❤❡ x✲❛①✐s✮ ✿

∇2
a(θ) = − ∂

∂x

(
a(θ)a′(θ)

∂

∂y

)
+

∂

∂y

(
a(θ)a′(θ)

∂

∂x

)
+ ∇ ·

(
a2(θ)∇

)
, ✭✻✶✮

✇✐t❤ θ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

θ = tan−1

(
∂yφ

∂xφ

)
. ✭✻✷✮

❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

a(θ) = 1 + ǫ4 cos w θ, ✭✻✸✮

✇❤❡r❡ ǫ4 ✐s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ w ✐s t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s②♠♠❡tr② ✭❡✳❣✳✱ w = 4
❢♦r ❢♦✉r✲❢♦❧❞ s②♠♠❡tr②✮✳

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ φ = −1 ✭❧✐q✉✐❞✮ t♦ φ = 1 ✭s♦❧✐❞✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ ✈❛r✐❡s s♠♦♦t❤❧② ❜✉t s❤❛r♣❧②
❢r♦♠ −1 t♦ 1 ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙t❡❢❛♥ ♥✉♠❜❡r✱ ♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
✉♥❞❡r❝♦♦❧✐♥❣✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

S =
c∆T

L
, ✭✻✹✮



✸✵ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ L ✐s t❤❡ ❧❛t❡♥t ❤❡❛t ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✳
❚②♣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛ss✉♠❡ S t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.05 ∼ 1✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢t❡♥ r❡♣♦rt ✈❛❧✉❡s ♦❢ S ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.001 ∼ 0.1 ❬✺✻❪✳

❘❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♠♦st ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② ♥✉♠❡✲
r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♠❡❧t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ s✉❝❤ r❡❣✐♠❡s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✉♥❞❡r❝♦♦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❙t❡❢❛♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✐s ❧❛r❣❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② O(1)✮ ❛♥❞ ❝r②st❛❧s ❣r♦✇
❢❛st r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛❞❡q✉❛t❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✲❧✐q✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ♠♦❞❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡♥s❡✳
▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❡♥❞r✐t✐❝ ❣r♦✇t❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ❬✶✵✾✱ ✶✵✺✱ ✾✱ ✽✶✱ ✺✶✱ ✶✶✶✱ ✽✵❪✳

❇② ❝♦♥tr❛st✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❧♦✇ ✉♥❞❡r❝♦♦✲
❧✐♥❣s st✐❧❧ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❋♦r ❧♦✇ ❙t❡❢❛♥ ♥✉♠❜❡rs ✭s❡❡ ❊q♥✳
✭✻✹✮✮ ❝r②st❛❧s ❣r♦✇ ✈❡r② s❧♦✇❧② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❢r♦♥t ❛♥❞
t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② ❡①❝❡❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛✲
❣♥✐t✉❞❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❝r②st❛❧✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✉st ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛♥② s♣✉r✐♦✉s ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❛❧♠♦st ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛r❡ ♣✉r❡❧② ◆❡✉♠❛♥♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✽✶✱ ✾✱ ✾✵❪✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛
❞✐st♦rt❡❞ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛t ❧♦♥❣ t✐♠❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡
❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♥❡❛r t❤❡ ❞❡♥❞r✐t✐❝ t✐♣s ❜✉t ✐s ♦❢ ♦♥❧② s❡❝♦♥❞❛r② ✐♥t❡r❡st
❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r u ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r φ ❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ ✉♥❞❡r❝♦♦❧✐♥❣s✳
❲❡ ✇❛♥t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ t♦ ❞✐✛✉s❡ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s ✐❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡r❡✳

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❋❛st ❘❡❝✉rs✐✈❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ✭❋❘▼✮ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r
❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞✳ ❋♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛✲❈❤❡❜②s❤❡✈ ✭❘❑❈✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✾✺❪ ✭s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
♣❛r❛❜♦❧✐❝ P❉❊s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❘❑❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡❧② st✐✛ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♦❢ ♥✉♠❜❡r
♦❢ st❛❣❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r φ
❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛ tr✉❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ∇a(θ)∇φ ✐♥ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ∇L(θ)∇φ ❛♥❞
♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t❡♥s♦r L(θ) ✐s s❦❡✇ s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐✲
❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❛ tr✉❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦r ❬✶✵✾❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
✜❡❧❞ ❢♦r φ ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳



✷✳✶ ✲ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✸✶

❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ Ωt✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢
φ✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ✭✺✼✮ t❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t Ωt ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢♦r u✳

❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛t ✈❛r✐♦✉s t✐♠❡ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ✉♥❞❡r❝♦♦❧✐♥❣ ❝❛s❡✱ S =
0.025 ❛♥❞ D = 400✱ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ωt ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ωt

❡♥❧❛r❣❡s ❢r♦♠ [−10, 10] × [−10, 10] ❛t t = 0 t♦ [−256, 256] × [−256, 256] ❛t t = 600000✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✴❡❧❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♠✉st ❡♥❧❛r❣❡ Ωt ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ u(·, ·, t) ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ∂Ωt✱ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❡♥❧❛r❣❡ Ωt

✉♥t✐❧ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ φ(·, ·, t) ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ∂Ωt✱ ❛ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛t ❧♦✇ ✉♥❞❡r❝♦♦❧✐♥❣s✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛t t = 300000 ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❡ ✉s❡❞ ✭[−174, 174] × [−174, 174] ❛t t = 300000✮✳
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FRM(2)/RKC, S = 0.025, time = 0

u: colorbar. φ: contours at {0  0}.

✭❛✮ t = 0,Ωt = {−10, 10}2
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FRM(2)/RKC, S = 0.025, time = 5000

u: colorbar. φ: contours at {0  0}.

✭❜✮ t❂✺✵✵✵
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FRM(2)/RKC, S = 0.025, time = 100000

u: colorbar. φ: contours at {0  0}.

✭❝✮ t❂✶✵✵✵✵✵
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FRM(2)/RKC, S = 0.025, time = 600000

u: colorbar. φ: contours at {0  0}.

✭❞✮ t = 600000,Ωt = {−256, 256}2✳

❋✐❣✳ ✸ ✕ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥
Ωt✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❋❘▼ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡
❘❑❈ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❘▼ ♠❡t❤♦❞ ❤❡❛t ❞✐✛✉s❡s
♦✉t ♦❢ Ωt ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♥t r❡❛❝❤❡s ∂Ωt✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦✉r s♦❧✈❡r ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ s♦❧✈✐♥❣
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
s♦✉r❝❡ t❡r♠✳



✸✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s
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FRM(2)/RKC, S = 0.025, time = 300000

u: colorbar. φ: contours at {0  0}.

✭❛✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
❋❘▼✴❘❑❈ ♠❡t❤♦❞✳
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FRM(2)/RKC, S = 0.025, time = 300000

u: colorbar. φ: contours at {0  0}.

✭❜✮ ❚❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳

❋✐❣✳ ✹ ✕ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❋❘▼✴❘❑❈ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳ ❈♦♠♣❡t✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞s
r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞✳

✷✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
✭♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r✮ ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❬✻✼✱ ✷✶✱ ✶✷✱ ✽✹❪✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ♣❛♣❡rs ✭❛♥ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ✐s ✐♥ ❬✻✽❪✱ ❛ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✷❪✮✳ ■♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡
✐s ❧❡❞ t♦ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✳

❲❡ s❡❡❦ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r α✱

Iα[f ](t) :=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t − τ)α−1 f(τ) dτ, 0 < α < 1, ✭✻✺✮

❛t t✐♠❡ st❡♣s t = ∆t, 2∆t, · · · ✱ ❢♦r s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ♥♦♥s♠♦♦t❤ f ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s
✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✭✻✺✮ ❢♦r ❧♦♥❣ t✐♠❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧
tα−1 ❞❡❝❛②s s❧♦✇❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ t✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Iα[f ](t) t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ f(τ)
❢♦r τ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥
t❡r♠s ❧✐❦❡ Iα[f ](t) ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠❡♠♦r②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♥❛✐✈❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✺✮

Iα[f ](n∆t) ≈
n∑

j=0

cnjf(j∆t),

❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cnj ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ n✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t (t−τ)α−1

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♠❛② ❤❛✈❡
❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✿ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✱ ❛♥❞



✷✳✷ ✲ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✸✸

✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✿
{
tβ, β = j + lα, j, l ∈ {0, 1, 2, · · · }

}
. ✭✻✻✮

■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❬✻✽❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✇♦r❦s✮ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✻✺✮ ✐s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ✿

1

Γ(α)

n∆t∫

0

(n∆t−τ)α−1f(τ)dτ ≈ ∆tα
n∑

j=0

ωn−jf(j∆t)+∆tα
s∑

j=0

wnjf(j∆t), n = 1, 2, · · ·N.

✭✻✼✮
❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❡✐❣❤ts ωj✱ j = 0, · · · , N ✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❛❦❡♥ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r α✱ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐st❡♣ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ✜rst ♦r❞❡r ❖❉❊s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊✉❧❡r✱ ❇❉❋✮✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ N ✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✈✐❛ t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s wnj✱ n = 1, · · · , N ✱
j = 1, · · · , s ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❱❛♥❞❡r♠♦♥❞❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✭✻✻✮ s❛✲
t✐s❢② ✭✻✼✮ ❡①❛❝t❧②✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡
st❡♣ n ✭s❡❡ ❬✷✹❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ωj✱ j = 0, · · · , N ✱ ❛♥❞ wnj✱
n = 1, · · · , N ✱ j = 1, · · · , s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐♥ ✭✻✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r n = 1, · · · , N ✱ ✐♥ O(N(log N)2) ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤ O(N) st♦r❛❣❡✱ ❜② ♣r♦♣❡r❧② ♦r❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ {(t, τ) : 0 ≤ τ ≤ t ≤ T} ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r
❚r❛♥s❢♦r♠ ❬✸✺❪✳

■♥ ❛♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ✇♦r❦s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s r❡❢♦r♠✉✲
❧❛t❡❞ ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ tα−1 ✿

tα−1 =
1

Γ(1 − α)

∫ ∞

0

e−ξ t ξ−α dξ. ✭✻✽✮

❚❤✐s ♦r ❛ s✐♠✐❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬✾✻✱ ✼✼✱ ✼✺✱ ✼✽❪ ❛♥❞
❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✶✶✹✱ ✶✺✱ ✼✽✱ ✹✶❪✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❬✶✶✹❪ ❛♥❞ ❬✶✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✵✼✱ ✶✶✹✱ ✻✼❪ ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ✐♥ ❬✾✸✱ ✻✼✱ ✷✸❪✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✶✹✱ ✶✺✱ ✼✽✱ ✹✶❪ ❛❧❧ r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❞✐s❝r❡t✐✲
③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✽✮✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ e−ξtξ−α ♦♥ t❤❡
❤❛❧❢ ❧✐♥❡ [0,∞)✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t e−ξtξ−α

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t ❜✉t t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✳ ■♥ ❬✼✽✱ ✹✶❪ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♥♦❞❡s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❬✶✶✹❪ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs t❤❛t ✉s❡
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡r❡✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ t②♣❡ q✉❛❞r❛t✉r❡s ✭●❛✉ss✲▲❛❣✉❡rr❡ ❢♦r
t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ e−x✱ ●❛✉ss✲❏❛❝♦❜✐ ❢♦r ❛ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r
❡♥❞ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✮ ✇❡r❡ s✉❣❣❡st❡❞✳

❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞❡❢❛✉❧t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛tt❡♠♣t❡❞
t♦ ✜♥❞ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ t❤❛t ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ [0,∞) ♦r ❢♦r ❛❧❧ t ∈ [0, Tmax]✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t t = 0✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ tα−1 ❛t t = 0✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✻✽✮ t♦ t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ❧❡❛st ∆t ❛✇❛② ❢r♦♠ 0✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t
❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧
t ∈ [∆t,∞)✳



✸✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t ≥ ∆t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ✇♦r❦s ❬✼✶✱ ✾✷✱ ✻✻❪✳ ❇✉t t❤❡s❡ ✇♦r❦s ✉s❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t♦✉r ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ tα−1 t❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s

tα−1 = Γ(α)
1

2πi

∫

Λ

eξ tξ−αdξ, ✭✻✾✮

✇❤❡r❡ Λ ✐s ❛ ❝♦♥t♦✉r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥❛❧②❝✐t②✳ ❚❤♦s❡ ❛✉t❤♦rs
✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❡t ❢♦r ✭✻✾✮ t❤❛t ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t ∈
[0, Tmax] s♦ t❤❡② ❞✐✈✐❞❡❞ [0, Tmax] ✐♥t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s⋃

l[B
l−1∆t, Bl+1∆t] ❢♦r s♦♠❡ B > 1✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r❛t✉r❡ ✭♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t♦✉r✮

✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ [Bl−1∆t, Bl+1∆t]✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣
str❛t❡❣② ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s ♠✉st ❜❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐t ✐s
❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② st♦r❡ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ ♦❢ t❤❡ ✬♣❛st✬ ✈❛❧✉❡s ♦❢ f t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ st♦r❛❣❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❞♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❡ts ❞❡♣❡♥❞ t✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡❝✐❞❡s ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛st Tmax✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❡ts ❢♦r ❢✉rt❤❡r
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♠✉st ❜❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥
f ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧✐❡r t✐♠❡s ✇❡r❡ ♥♦t st♦r❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❦❡r♥❡❧s✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ tα−1✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s s✉♣❡r✐♦r✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♦♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❡t t❤❛t ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ǫ ❢♦r t❤❡ ❡♥✲
t✐r❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [∆t,∞)✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ Tmax s♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛s
❧♦♥❣ ❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❡t✱ Q✱ ✐s
O
((

− log ǫ − log ∆t
)2)

✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ O(N Q)✱ ✇❤❡r❡ N

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✱ ❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ✐s O(Q)✳ ❇❡❝❛✉s❡ Q ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ N ✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ✐♥ ❬✸✶❪ ✇❤❡r❡ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ s❡t ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❦❡r♥❡❧ ✭α = 1

2
✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r [∆t,∞)✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡

q✉❛❞r❛t✉r❡s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❡rr♦r ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞ ♦♥ Q✳ ❲❡ s❤♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❤♦✇ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
α✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥s f ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❞ ♣♦✐♥t
s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t = 0✳

❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ q✉❛❞r❛t✉r❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s {η1, · · · , ηQ} ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts ✿ {v1, · · · , vQ} s❛✲
t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞
∣∣∣∣∣

1

Γ(1 − α)

∫ ∞

0

e−ξ tξ−α dξ − 1

Γ(1 − α)(1 − α)

Q∑

k=1

e−(ηk)γ t vk

∣∣∣∣∣ ≤ ǫ, ∀t ∈ [∆t,∞),

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♥♦❞❡s Q s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜♦✉♥❞

Q = O

(
(− log ǫ − log ∆t)2

2 log (ρmax(γ))

)
,

✇❤❡r❡

γ =
1

1 − α
, ρmax(γ) :=

√
17w2 + 1 + 4

√
18w4 + 2w2

w2 + 1
, w := tan

π

2γ
.



✷✳✸ ✲ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✺

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ P❛♣❡r ✷ ❧✐st❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t q✉❛✲
❞r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ tα−1✳ ❚❤✐s q✉❛❞r❛t✉r❡ ✐s
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❢❛st t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
❝♦♠♣❧❡①✐t② O(NQ) ❛♥❞ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t O(Q)✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s
❛♥❞ Q ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t Q ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ N ❛♥❞ ❣r♦✇s ❛s O

((
− log ǫ − log ∆t

)2)
✱ ✇❤❡r❡ ǫ ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡

❛♥❞ ∆t ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✉❝t ✇✐t❤ ✈✐s❝♦✲
t❤❡r♠❛❧ ❧♦ss❡s ❛t t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✇❛❧❧s ✐s ❛ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦
♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ st♦r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛st t✐♠❡ st❡♣s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ✐♥ ❧♦♥❣ t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
✐♥t❡❣r❛❧ ✇❤❡r❡✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r t✐♠❡ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s r❡✲
♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣ ❜② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ✭❝♦♥tr❛r② t♦ ❛ ♥❛✐✈❡ ❞✐s❝r❡t✐✲
③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❤❡r❡ ❣❧♦❜❛❧✲✐♥✲t✐♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦
✐♥ ❬✸✶❪ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❬✻✹❪ ✿ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s s♣❧✐t
✐♥t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❦❡r♥❡❧s t♦ ❝❤♦♦s❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ r✉❧❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡rr♦r
❜♦✉♥❞s ✐♥ t✐♠❡✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s
O(− log(∆t)) ✇❤❡r❡ ∆t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✱
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ r❡q✉✐r❡s O(M log(M)) ✇♦r❦ ❛♥❞ O(log(M)) ♠❡♠♦r②✱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ O(M2) ✇♦r❦ ❛♥❞ O(M) ♠❡♠♦r② ♦❢ ❛ ♥❛✐✈❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❲❡❜st❡r✲▲♦❦s❤✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠

∂2
t w + a(z)∂2−β

t w + b(z)∂tw − 1

r2(z)
∂z(r

2(z)∂zw) = 0, ✭✼✵✮

❢♦r t > 0 ❛♥❞ z ∈ [0, 1]✱ ✇❤❡r❡ β ∈ (0, 1)✱ r, a, b ∈ L∞([0, 1]; R+) ❀ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t
s❛t✐s✜❡s r ≥ r0 > 0✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ∂−β

t ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜②

(∂−β
t f)(t) :=

1

Γ(β)

∫ t

0

f(τ)

(t − τ)1−β
dτ. ✭✼✶✮



✸✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ (p, v) := (∂tw, −r2(z) ∂zw) ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r s②st❡♠ ✿

∂tp = −r−2 ∂zv − b p − a ∂−β
t (∂tp) , ✭✼✷✮

∂tv = −r2 ∂zp , ✭✼✸✮

✇❤✐❝❤ ✇❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

p0(t) := p(z = 0, t) = u(t) , ✭✼✹✮

v1(t) := v(z = 1, t) = 0. ✭✼✺✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t u(t) = p(z =

0, t) ❛♥❞ ♦✉t♣✉t y(t) = p(z = 1, t)✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ c(z) ∂1−β′

t w t❡r♠ ✐♥
✭✼✵✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ t②♣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✼✹✲✼✺✮✱ ❜♦t❤ ❛t
z = 0 ❛♥❞ z = 1✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s ∂2−β

t w✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛
❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡
✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✿

1

Γ(β)

1

(t − τ)1−β
= Gβ

∫ ∞

0

e−ξ (t−τ)ξ−β dξ, ✭✼✻✮

✇❤❡r❡ Gβ := 1
Γ(β)Γ(1−β)

= sin βπ
π

✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐♥
✭✼✶✮ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Gβ ξ−β✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t f ∈ L2([0, T ]) ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
θ[β](f) ∈ L2([0, T ]) ✿

∂tϕ(ξ, t) = −ξϕ(ξ, t) + f(t), ∀ξ ∈ R
+, ✭✼✼✮

θ[β](f)(t) = Gβ

∫ ∞

0

ϕ(ξ, t) ξ−β dξ, ✭✼✽✮

❣✐✈❡♥ ϕ(ξ, 0) = 0✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✭❞✐✛✉s✐✈❡✮ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ∂−β
t ❀ ✐♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✭✼✼✲✼✽✮ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥ θ[β](f) = ∂−β
t f ✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t

t❤❡ st❛t❡ ϕ ✐s s✉❝❤ t❤❛t Eϕ :=
Gβ

2

∫∞

0
|ϕ|2 ξ−β dξ < ∞✳

❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❤✐st♦r② ♦❢
♣❛st ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
t❤❛t ✐t ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡
❤❛s ❜❡❡♥ ②❡t ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐t✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ P❛♣❡r ✸ ❧✐st❡❞ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳



✸✼

❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥

♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❜r❛✐♥

❙♦♠♠❛✐r❡
✸ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✸✽

✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✸✾

✺ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✹✶

✺✳✶ ❍❡✉r✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❜② ▼❘ ♣❤②s✐❝✐sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✺✳✷ ◆❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✻ ❈✉rr❡♥t P❤❉ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✹✼

✻✳✶ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✿ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✻✳✷ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✿ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✼ ❘❡s❡❛r❝❤ ♣❧❛♥ ✹✼

✼✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ❣❛♥❣❧✐❛ ♥❡✉r♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✼✳✷ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ ❜r❛✐♥ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ✐♥ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✼✳✸ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛t s❤♦rt❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾



✸✽ ❙❝✐❡♥t✐❢✐❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐❢❢✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣

✸ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡
✐♠❛❣✐♥❣

❆ ♠❛❥♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ❛❝✉t❡ ❝❡✲
r❡❜r❛❧ ✐s❝❤❡♠✐❛ ✭str♦❦❡✮ ❬✼✾✱ ✶✶✵❪✳ ❉▼❘■ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ t✉♠♦rs
❬✶✵✶✱ ✶✵✽✱ ✼✹❪✱ ♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✱ s❡❡ ❬✻✵❪✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ st✉❞②
♦❢ ❜r❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✱ s❡❡ ❬✺✽❪✮ ❛♥❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✻✶❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ q✉❛♥t✐❢② t✐ss✉❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞▼❘■
s✐❣♥❛❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥
♠❛❞❡ ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ✜❜❡rs ✭s❡❡❬✺✽❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤✐t❡
♠❛tt❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❜✉♥❞❧❡s ♦❢ ♠②❡❧✐♥❛t❡❞ ❛①♦♥s ✭♠②❡❧✐♥ ✐s ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❧❛②❡r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
t❤❡ ❛①♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥✮ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞▼❘■✱ ❛r❡ ✭♠♦st❧②✮
❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛①♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤
✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r❬✾✹✱ ✺❪
t❤✉s r❡❧② ♦♥ ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs
❛♥❞ ✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❛t❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❛❝t❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥s✐❞❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ ♦✈❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦r✳

■♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝❡❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✿ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✈♦①❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st t❤❡
❛①♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞▼❘■✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ♠❛♥②
♥❡✉r♦♥s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r♦✉♥❞ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❧♦♥❣ ♣r♦tr✉s✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✉r✐t❡s
✭❛①♦♥s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞❡♥❞r✐t❡s✮✳ ❱❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❝❡❧❧s ✭♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ❣❧✐❛❧ ❝❡❧❧s✮
❛r❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ t♦ ✇❛t❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛①♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st❧② ✉♥♠②❡❧✐♥❛t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❤❡♥ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ st✐❝❦s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♥❡✉r♦♥s ❢♦r ❞▼❘■ ✐♥❬✹✻❪ ✐t ✇❛s
❢♦✉♥❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠②❡❧✐♥❛t❡❞ ❛①♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡
❣r❛② ♠❛tt❡r✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❞❡♥❞r✐t❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❛t❡r
❡①❝❤❛♥❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

■❢ ✇❛t❡r ♣❛ss❡s ✈❡r② s❧♦✇❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛✲
r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❛s ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ t♦ ✇❛t❡r ♣❛ss❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✈❛r✐♦✉s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧s
❬✾✽✱ ✶✶✱ ✽✸✱ ✽✼✱ ✶✵✷✱ ✸✵❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ t♦ ✇❛t❡r✱
❛♥❞ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦♥ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧s✳ ■❢ t❤❡
❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡
❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❖♥❡ ♥❡❡❞s t❤✉s t♦ r❡s♦rt t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠♦❞❡❧s✳



✸✾

✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ P❉❊ ♠♦❞❡❧

❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

✶✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ s✐❣♥❛❧s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❉✳ ❈❛❧❤♦✉♥✱ ❈✳ P♦✉♣♦♥✱ ❉✳ ▲❡ ❇✐❤❛♥✳ ❆❝❝❡♣t❡❞✳ P❤②s✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞
❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✵✶✸✳

❲❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞
❈❛rt❡s✐❛♥ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✲❈❤❡❜②s❤❡✈ ✭❘❑❈✮ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ t❤❡ ❋♦r✇❛r❞
❊✉❧❡r t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦r ❞▼❘■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✹✸✱ ✹✽✱ ✶✶✷✱ ✹✵✱ ✾✶❪✳

■♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r✱ ♥❡✉r♦♥s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞② ❛♥❞ ❧♦♥❣
❡①t❡♥s✐♦♥s ✭❛①♦♥s ❛♥❞ ❞❡♥❞r✐t❡s✮✱ ❛r❡ ❞❡♥s❡❧② ♣❛❝❦❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣❧✐❛❧ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤
❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡s❡ ❧♦♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵ ♣❡r❝❡♥t✳ ■♥ ❬✹✼❪✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞▼❘■
s✐❣♥❛❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✿

S(b) = (1 − vc) e−Decb + vcSc(b), ✭✼✾✮

✇❤❡r❡ vc ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✉♥✲
❞❡r❣♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Dec✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t
✏❡❝✑ st❛♥❞s ❢♦r ✏❡①tr❛✲❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧✑✳ ❚❤❡ t❡r♠ Sc(b) ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❡①tr❛✲❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛✲♣r✐♦r✐ ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉r✐t❡s ✭❛①♦♥s ❛♥❞ ❞❡♥❞r✐t❡s✮✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts
❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r✐t❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧
❢r♦♠ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✉r✐t❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss
r❛♥❞♦♠❧②✳

❋✐rst ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✭♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣❧✐❛❧ ❝❡❧❧s✮✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♥str✉❝✲
t✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ s♣❤❡r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❜♦① C = [−12.5µm, 12.5µm]3✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡❞ N c = 250 r❛♥❞♦♠❧②✲♣❧❛❝❡❞ ♣♦✐♥ts
✭✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ C✮✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ r❛❞✐✉s
Rc ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞r❛✇♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✮ ❛♥❞ ❝✉t t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ♦✛ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ C✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ C ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①tr❛✲❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ♥♦
♠♦r❡ t❤❛♥ 10−3mm2/s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 15µm ✐♥ 40ms✳ ❚❤✐s s✐③❡ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ♠♦st ♠♦❧❡❝✉❧❡s s❡❡ C ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ ❞✉r✐♥❣ 40ms✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ vc✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐str✐❜✉t❡ N s = 10 r❛♥❞♦♠❧②✲♣❧❛❝❡❞ s♣❤❡r❡s ♦❢ r❛✲
❞✐✉s Rs ✐♥ C ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜② vs✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ve = 1− vc − vs✳ ❙❡❡ ❋✐❣ ✺✭❛✮ ❢♦r ❛ r❡♥❞❡r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ Rc = 1.25µm✱ Rs = 4µm✱ ve = 0.15 ❛♥❞ vs = 0.15✳ ❲❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞
C ❜② ❛ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ s♣❛❝✐♥❣ h✳ ❙❡❡ ❋✐❣ ✺✭❜✮ ❢♦r ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♠❡s❤ ❛t h = 0.125µm✳

❆t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡❞ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ♥♦ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❲❡



✹✵ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ P❉❊ ♠♦❞❡❧

✭❛✮ ●❡♦♠❡tr② ✭❜✮ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤

❋✐❣✳ ✺ ✕ ▲❡❢t ✿ ❛ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✷✺✵ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞
❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ ✶✵ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ s♣❤❡r❡s ✭③♦♦♠❡❞✲✐♥ ✈✐❡✇✮✳ ❘✐❣❤t ✿ ❛ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ h = 0.125µm ✭③♦♦♠❡❞✲✐♥
✈✐❡✇✮✳

♠❛❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❢r♦♠ ❡♥t❡✲
r✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✈❛r✐❡❞ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✿ κs =
0m/s(✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡), 10−5m/s, 10−4m/s,∞(✐♥✜♥✐t❡❧② ♣❡r♠❡❛❜❧❡)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡
ADC0 ❛♥❞ AK0 ❢r♦♠ ❜✲✈❛❧✉❡s ✿ 0, 250, 500, 750, 1000, 1250, 1500, 1750, 2000s/mm2✳ ❚❤❡
❘❑❈ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✇❛s s❡t t♦ tol = 10−4✱ ❛❢t❡r ❞♦✐♥❣ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢r❡❡ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❛✇ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ❡rr♦r ✇❛s ❧❡ss t❤❛♥ 0.005 ❛t b = 2000s/mm2✱
✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ ❞▼❘■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧✳

❲❡ ❝❤♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D0 = 3 × 10−3mm2/s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s
❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛s
P●❙❊✱ δ = 2.5ms ❛♥❞ ✇❡ ✈❛r✐❡❞ ∆ = 10ms, 20ms, 30ms, 40ms✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡
❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t✇♦ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ h = 0.25µm ❛♥❞ h = 0.125µm✳

❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ h = 0.125µm ✭♠❛r❦❡❞ ❜② st❛rs✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✻✱
✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛t κs = 0m/s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ κs = 10−5m/s ✭❞❛s❤✲❞♦ts✮✱ t❤❡ ADC0 ❞❡❝r❡❛s❡s
❢r♦♠ 0.4×10−3mm2/s t♦ 0.2×10−3mm2/s ❛s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ 10ms
t♦ 40ms✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ AK0 ❣♦❡s ❢r♦♠ 1.8 t♦ 2.7 ❢♦r κs = 10−5m/s ❛♥❞ ❢r♦♠ 2 t♦ 3.5 ❢♦r
κs = 0m/s✳ ❆t κs = 10−4m/s ✭❞❛s❤❡s✮✱ t❤❡ ADC0 ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 0.55× 10−3mm2/s t♦
0.45 × 10−3mm2/s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ AK0 st❛②s ❛r♦✉♥❞ 1.2✳ ❆t κs = ∞m/s ✭❞♦ts✮✱ t❤❡ ADC0

❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 1.05×10−3mm2/s t♦ 0.85×10−3mm2/s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ AK0 st❛②s ❛r♦✉♥❞ 0.6✳
❚❤✉s ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ AK0 ✐s q✉✐t❡ ❤✐❣❤ ❜❡t✇❡❡♥ 10ms ❛♥❞ 40ms ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ AK0 ✐s s♦ ❤✐❣❤ ❛t ✜♥✐t❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ t❤✐s
s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣✉t t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐✛✉s✐♦♥ ❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s 2000s/mm2 ✳

❋r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤ ✇✐t❤ h = 0.25µm
✭♠❛r❦❡❞ ❜② ❝✐r❝❧❡s✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ADC0 ❛♥❞ AK0 ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ADC0

❜❡✐♥❣ ❧♦✇❡r ❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❤❛✈✐♥❣
♠♦r❡ ✬❥❛❣❣❡❞✬ s✉r❢❛❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ADC0 ❛♥❞ AK0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢



✹✶

κs ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤✳

✭❛✮ ADC0 ✭❜✮ AK0

❋✐❣✳ ✻ ✕ ■♥ t❤❡ ❡①tr❛✲❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✭vs =
0.15✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ✭ve = 0.15✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ st♦♣♣❡❞
❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ADC0 ❛♥❞ t❤❡ AK0 ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧
❛r✐s✐♥❣ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳ ❋♦✉r ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✿ κs =
0m/s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ κ = 1× 10−5m/s ✭❞❛s❤✲❞♦ts✮✱ κ = 1× 10−4m/s ✭❞❛s❤❡s✮✱ κ = ∞m/s
✭❞♦ts✮✱ ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ t✇♦ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ h = 0.25µm ✭❝✐r❝❧❡s✮
❛♥❞ h = 0.125µm ✭st❛rs✮✳

❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ Pr❡♣r✐♥t
❧✐st❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✺ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧

❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

✶✳ ❆ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■✱
❏✳ ❈♦❛t❧é✈❡♥✱ ❍✳ ❍❛❞❞❛r❞✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✳ Pr❡♣r✐♥t✳

✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ s✐❣♥❛❧✱
❏✳✲❘✳ ▲✐ ❀ ❍✳ ❚✳ ◆❣✉②❡♥ ❀ ❉✳ ❱✳ ◆❣✉②❡♥ ❀ ❍✳ ❍❛❞❞❛r ❀ ❏✳ ❈♦❛t❧❡✈❡♥ ❀ ❉✳ ▲❡ ❇✐❤❛♥✳
Pr❡♣r✐♥t✳

❚❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❬✺✵❪ ✐s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊s✮ t❤❛t
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ■t ✇❛s ♦r✐✲
❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ③❡♦❧✐t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✐❝r♦♣♦r♦✉s ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥ s♣❛❝❡✳ ■♥
❬✽✼❪ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡②
P❉❊ ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❋♦r ❞▼❘■ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡✱ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ✇❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✼✻✱ ✽✷✱ ✷✼❪✳ ❆ ❧✐✲
♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❡♥❝♦❞✐♥❣
♣✉❧s❡ ✐s s❤♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡ δ ≪ ∆✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❜✉t t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✱ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳



✹✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❖❉❊s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❜② ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
t❤❡ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊✳ ❚❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛t ❡❝❤♦ t✐♠❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧✳ ❋✐rst t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❞♦♥❡
❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❝❡❧❧s ✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞♦❡s
♥♦t ❤❛✈❡ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣✉❧s❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳

■♥ s♦♠❡ ✈❡r② r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ✭❛♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ♣r❡♣❛r❛✲
t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❝❡❧❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
s♣❤❡r❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡s ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡rs ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ✐♥ s✉❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❞▼❘■
s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞▼❘■
s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ P❉❊ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❤♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❧s❡s t❤❡ ❖❉❊
♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ P❉❊ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❑❛r❣❡r
♠♦❞❡❧✳

✺✳✶ ❍❡✉r✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❜② ▼❘ ♣❤②s✐❝✐sts

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t l ✐s ul✱ l = 1, · · · , P ✱ t❤❡♥
t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

∂u1(r, t)

∂t
= ∇D1∇u1(r, t) − u1(r, t)

w1
+

∑

l=2,··· ,P

ul(r, t)

τ 1l
,

✳✳✳

∂uP (r, t)

∂t
= ∇DP∇uP (r, t) − uP (r, t)

wP
+

∑

l=1,··· ,P−1

ul(r, t)

τPl
,

✭✽✵✮

✇❤❡r❡ r ∈ R
3✱ τ lm ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t l ❛♥❞ m✱ ❛♥❞ Dl

✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t l✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ✭✽✵✮ ✐s t❤❛t
❛❧❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ R

3✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
✐♥ ③❡♦❧✐t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✐❝r♦♣♦r♦✉s ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
r❡❛s♦♥❛❜❧② t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s
♥♦t ❧♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ w1, · · · , wP ✱ ♠✉st s❛t✐s❢② ✿

1

wm
=

1

vm

P∑

l=1, l 6=m

vl

τml
, m = 1, · · · , P, ✭✽✶✮

✇❤❡r❡ vl ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t l✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ P❉❊s ✐♥ ✭✽✵✮ ❛r❡
s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

ul(r, 0) = vlδ̃(r), l = 1, · · · , P, ✭✽✷✮



✺✳✷ ✲ ◆❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✹✸

t❤❡ δ̃(r) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t r = 0✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ δ̃ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
✐t ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♣✉❧s❡ δ✳

■♥ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ s✐❣♥❛❧ Sl(g, t)✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t l✱ ✇❛s ❞❡✜✲
♥❡❞✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛rr♦✇ ♣✉❧s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✿

Sl(g, t) ≈
∫

r∈R3

eIδg·rul(r, t)dr. ✭✽✸✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s R
3✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Sl ✐♥ ✭✽✸✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ✐❞❡♥t✐t②✱ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✿

dSm(g, t)

dt
= −

(
Dmδ2γ2‖g‖2 +

1

vm

P∑

l=1, l 6=m

vl

τml

)
S1(g, t)+

P∑

l=1, l 6=m

1

τ 1l
Sl(g, t), m = 1, · · · , P.

✭✽✹✮
■t ✐s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❖❉❊s✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

Sl(g, 0) = vl, l = 1, · · · , P. ✭✽✺✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts P = 2, 3 ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✽✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ P × P ♠❛tr✐①✳

■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛t t = ∆ ✿

S(g, ∆) =
P∑

l=1

Sl(g, ∆).

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t = ∆ − δ/3✱ t❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡

S(g, ∆ − δ/3) =
P∑

l=1

Sl(g, ∆ − δ/3), ✭✽✻✮

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳

✺✳✷ ◆❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡ ❞▼❘■✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✭✽✵✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧
s✐③❡✳

❲❡ r❡❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✐❣♥❛❧ Sl(g, t) ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ✐♥ Ωl ✿

Sl(g, t) =

∫

r∈Ωl

M l(r, t|,g) dr, l = 1, · · · , P. ✭✽✼✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✽✼✮✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r ✐s ✐♥ Ωl ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ R
3

❧✐❦❡ ✐♥ ✭✽✸✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✐t ✐s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r✐❣♦r♦✉s✳



✹✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧

❇② ❞♦✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ κ✱ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ✭✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱✶✺✱ ✶✻✱
✶✼✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✐❣♥❛❧s s❛t✐s❢② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❖❉❊s ✿

dSm(g, t)

dt
= −

(
c(t)γ2gT D

m
g +

1

vm

P∑

l=1, l 6=m

vl

τml

)
Sm(g, t)+

P∑

l=1, l 6=m

1

τml
Sl(g, t), m = 1, · · · , P,

✭✽✽✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t τml✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ r♦✇ m ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ l ♦❢ t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠✱
✐s ✿

1

τml
= κ

Γml

V m
, ✭✽✾✮

Γml ❜❡✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ωm ❛♥❞ Ωl✱ ❛♥❞ V m ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Ωm✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ c(t) ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦✉r ♣r❡♣r✐♥t✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱
❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❖❉❊ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊
✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ❬✺✷❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡
f(s)✱ ❜② t❤❡ ✉s❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s✱ ❢♦r
❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t ✿

Shom(g, t) :=

∫

R3

m(r, t|g)dr = e−Dγ2‖g‖2
R t
0 du(

R u
0 f(s)ds)

2

, t ≥ 0.

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② t ≥ 0✱ ♥♦t ❥✉st ❛t ❡❝❤♦ t✐♠❡ TE✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❞❡✜♥❡ c(t) ❛s ✿

c(t) :=
−∂Shom(g,t)

∂t

Dγ2‖g‖2Shom(g, t)
=

(∫ t

0

f(s)ds

)2

, ✭✾✵✮

❢♦r ❛♥② ♣r♦✜❧❡ f(s)✳ ❋♦r t❤❡ P●❙❊ s❡q✉❡♥❝❡✱

c(t) =






t2, 0 ≤ t ≤ δ,

δ2, δ < t < ∆,

(t − ∆ − δ)2, ∆ < t ≤ ∆ + δ.

✭✾✶✮

■♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ♣✉❧s❡ r❡❣✐♠❡✱ δ ≤ ∆✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✭✾✶✮ ❜❡❝♦♠❡s ♦♥❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ♦♥
t❤❛t ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t δ2 ❛s ✐♥ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ✭✽✹✮✳

■♥ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡
♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■♥ ♦✉r ♣r❡♣r✐♥t✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Ωm ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡♥ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦r ✐s ✵ ✿

D
m

= 0. ✭✾✷✮

❋♦r t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ D
m
✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ C = [−L/2, L/2]3 t♦ ❛❧❧ ♦❢ R
d✳ ■t ✐s ✿

D
m

j,k =
1

vm

∫

Ωm

D(r)∇Mj(r) · ek dr, j, k = 1, · · · , d, ✭✾✸✮



✺✳✷ ✲ ◆❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✹✺

✇❤❡r❡ ek ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ kth ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ d st❡❛❞②✲st❛t❡
▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r C ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Mj ✿

∇ · (D(r)∇Mj(r)) = 0, r ∈ Ωm, ✭✾✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ∂Ωm ✿

∇Mj(a) · n(a) = 0, a ∈ ∂Ωm, ✭✾✺✮

❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ∂C ✿

Mj(r)|rk=−L/2 = Mj(r)|rk=L/2 − wj,kL, k = 1, · · · , d, ✭✾✻✮

∂

∂rk

Mj(r)

∣∣∣∣
rk=−L/2

=
∂

∂rk

Mj(r)

∣∣∣∣
rk=L/2

, k = 1, · · · , d, ✭✾✼✮

✇❤❡r❡ wj,k = 1 ✐❢ k = j✱ ❛♥❞ wj,k = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡
Ωm ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ C✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ D

m
✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉t

t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳

■♥ s♦♠❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣r❡♣r✐♥t ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡r ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
t❤❡ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s✳ ■❢ Ωm ✐s ❛ ❧♦♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❡♥ ✇❡ s❡t
✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦r t♦ ✿

D
m

= qT D0q, ✭✾✽✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭‖q‖ = 1✮ ✈❡❝t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭κ = 0✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts
t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✐s

SNOEX(b) =
P∑

m=1

vm exp

(
−gT D

m
g

‖g‖2
b

)
. ✭✾✾✮

■❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✭κ = ∞✮ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❢❛st✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞▼❘■
s✐❣♥❛❧ ✐s ✿

SNOEX(b) = exp

(
−
(

P∑

m=1

vmgT D
m
g

‖g‖2

)
b

)
. ✭✶✵✵✮

❚❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❣✐♠❡ t❤❛t ❢❛❧❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ✐♥ ✭✾✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✵✮✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ✭✽✾✱✾✷✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬✷✼❪✮ ❢♦r t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ D

m
✐♥ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✾✸✮✳ ❖t❤❡r✲

✇✐s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❡❛s② t♦ ♠❛s❦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧ P❉❊ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞
t❤❡ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ✜tt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t D

m
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ D
m
❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✭✾✸✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❛t ❣❡♦♠❡tr②✳



✹✻ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ✐♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ ✺ ❧❛②❡rs ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✹ ❧❛②❡rs ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛❧❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛✲
❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡✱ s❡❡ ❋✐❣ ✼✭❛✮✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❝♦♥t❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝②❧✐♥❞❡rs
t❤❛t ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✵✱ ✷✻✳✺✱ ✹✺✱ ✻✸✳✺ ❛♥❞ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ x✲❛①✐s ✭❝②❧✐♥❞❡r
r❛❞✐✉s 0.8µ♠✮✳ ❚❤❡ ✹ ❧❛②❡rs ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ✭s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s 1.1µm✮ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✺ ❧❛②❡rs ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s✱ ❚❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ s♣❤❡r❡s
✐s s❡t t♦ κ = 10−5m/s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦r ✐s ✿

❉e =




2.29 0.00 0.11
0.00 2.05 0.00
0.11 0.00 2.29



× 10−3mm2/s.

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞
t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ P❉❊ s✐❣♥❛❧✱ ❢♦r t❤❡ P●❙❊ s❡q✉❡♥❝❡ δ = ∆ = 40ms✳ ❲❡ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣ ✼✭❜✮
t❤❛t t❤❡ ❖❉❊ ❛♥❞ t❤❡ P❉❊ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ P❉❊ s✐❣♥❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ♣✉❧s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ❤♦❧❞✱ s✐♥❝❡ δ = ∆ = 40ms✳ ❆❧s♦ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ P❉❊ s✐❣♥❛❧ ❢❛❧❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦
❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st ❡①❝❤❛♥❣❡ ❧✐♠✐ts✳

✭❛✮ ❱❛r✐❛❜❧②✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❡❧❧s✳

✭❜✮ ❉▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✼ ✕ ▲❡❢t ✿ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ C✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✐s κ = 10−5m/s✳ ❘✐❣❤t ✿ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡②
P❉❊ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬P❉❊✬✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬❖❉❊✬✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❢r♦♠ t❤❡ ❑❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✬❑❆❘✬✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❧❛❜❡✲
❧❡❞ ✬◆❖ ❊❳✬✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❢❛st ❡①❝❤❛♥❣❡ ✬❋❆❙❚✬✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s g = (1, 0, 0)✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s P●❙❊✱ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ δ = 40♠s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣✉❧s❡s ✐s ∆ = 40♠s✳



✼✳✶ ✲ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ❣❛♥❣❧✐❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✹✼

✻ ❈✉rr❡♥t P❤❉ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥

❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

✶✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱
❉✳ ❱✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❉✳ ●r❡❜❡♥❦♦✈✳ Pr❡♣r✐♥t✳

✻✳✶ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✿ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡✲

r❛t✐♦♥

■ ❛♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲❛❞✈✐s♦rs ♦❢ t❤❡ P❤❉ st✉❞❡♥t ❉❛♥❣ ❱❛♥ ◆❣✉②❡♥✳ ❍❡ ✐s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❑❈ ♠❡t❤♦❞✱ s♦ t❤❛t ❝❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
t❤❛♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❢♦r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❡❧❧✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤❡ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ♥❡✉r♦♥s✱ ❜② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦
t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❛①♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❞❡♥❞r✐t❡s✳ ❍❡ ✐s ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❆◆❘ ❣r❛♥t ✭✏❙■▼❯❉▼❘■✑✱ ◆♦✈ ✷✵✶✵✲ ❏❛♥ ✷✵✶✹✱ ❆◆❘
Pr♦❣r❛♠ ❈❖❙■◆❯❙✮✳

✻✳✷ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ✿ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

■ ❛❧s♦ ❝♦✲❛❞✈✐s❡ t❤❡ P❤❉ st✉❞❡♥t ❍❛♥❣ ❚✉❛♥ ◆❣✉②❡♥ ✇❤♦ ✐s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍❡ ✐s
❢✉♥❞❡❞ ❜② ❛ P❤❉ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ❙❚■❚❙ ❖rs❛② ✭❖❝t ✷✵✶✵✲❙❡♣t ✷✵✶✸✮✳

✼ ❘❡s❡❛r❝❤ ♣❧❛♥

✼✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ❣❛♥✲

❣❧✐❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② P❉❊
♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♥❡✉r♦♥s ✐♥ ♠❛♠♠❛❧s✳ ❚❤✐s ❛♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❆♣❧②s✐❛✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ♦♥ ✐♥t❛❝t ✐s♦❧❛t❡❞ ❣❛♥❣❧✐❛ ❢r♦♠ ❆♣❧②s✐❛ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤ts t♦ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥
♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ❣❛♥❣❧✐❛ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐✲
❞❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❛♥❣❧✐❛ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t
✇✐❧❧ r❡s♦❧✈❡ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ✭♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞② ❞✐❛♠❡t❡r
♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♥❡✉r♦♥s ✭♥❡✉r♦♥❛❧ ❜♦❞②
❞✐❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♠✐❝r♦♥s✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ♥❡✉r♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤
t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ✈✐❛❜❧❡ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡
♥❡❡❞ ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✜①❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ❡①✲✈✐✈♦ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥s✐❣❤ts t♦
t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥✲✈✐✈♦✳



✹✽ ❘❡s❡❛r❝❤ ♣❧❛♥

❲❡ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛♥❣❧✐❛ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡②
P❉❊ ✉♥❞❡r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠❡♠❜r❛♥❡
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ■♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ❣❛♥❣❧✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ▲✉✐s❛ ❈✐♦❜❛♥✉ ♦❢
◆❡✉r♦s♣✐♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣
✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❆♣❧②s✐❛ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♦❢ ❛ ✇❛② ♦❢ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❡❧❧ s✐③❡s ❢r♦♠
t❤❡ P❉❊ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ❝❡❧❧ s✐③❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣✐①❡❧s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳

❋✐❣✳ ✽ ✕ ▲❡❢t ✿ ❆♣❧②s✐❛ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❝❛✳ ❘✐❣❤t✳ ❆✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✈❡♥tr❛❧ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❜✉❝❝❛❧ ❣❛♥❣❧✐❛✳ ❇✱ ❈✳ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✶✼✳✷ ❚ ✭✷✺ µm ✐s♦tr♦♣✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ▲❡❢t
❝♦❧✉♠♥ ✿ ❚✶ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♥✷✰ ❛s ❛ ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r✐♥t❡♥s❡
r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝❡❧❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ▼♥✷✰✳ ❘✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ✿ ❚✷✇ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❜♦❞✐❡s ❛♣♣❡❛r
❤②♣♦✐♥t❡♥s❡✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡✉r♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❚✶ ❛♥❞ ❚✷ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ Pr♦✈✐❞❡❞ ❜② ▲✉✐s❛ ❈✐♦❜❛♥✉✳

✼✳✷ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✐♥ ❜r❛✐♥ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ✐♥ P❉❊ ♠♦❞❡❧

■♥ ❙❡♣t ✷✵✶✸✱ ■ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ✏❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❣✐♥❣
❈❡r❡❜r❛❧ ▼✐❝r♦✈❛s❝✉❧❛t✉r❡✑✱ t♦ ❜❡ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆❘ ✐♥ t❤❡ Pr♦❣r❛♠ ✏❯❙✲❋r❡♥❝❤ ❈♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐♦♥✑✱ ❙❡♣t ✷✵✶✸✲ ❙❡♣t ✷✵✶✻✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥tr✐♥s✐❝
♠✐❝r♦✲✈❛s❝✉❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❜r❛✐♥ ✉s✐♥❣ ▼❘■ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠✐❝r♦✲
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❜r❛✐♥ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ❣❧✐❛❧ ❝❡❧❧s ✐♥ ❛❣✐♥❣ ♦r ❞✐s❡❛s❡✳

▼② ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r ❜②
P❉❊s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ s♦ t❤❛t s♦♠❡ ❜✐♦✲♣❤②s✐❝❛❧
q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✏t♦rt✉♦s✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ❝❛♥ ❜❡ r♦❜✉st❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ▼❘■ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ P❉❊ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧
❜♦t❤ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ r❛t ❜r❛✐♥ t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▼❘
♣❤②s✐❝✐sts ❛t ◆❡✉r♦s♣✐♥✳ ❚❤❡ ❆◆❘ ❢✉♥❞✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❛ P❤❉
st✉❞❡♥t✱ st✐❧❧ t♦ ❜❡ ❤✐r❡❞✱ t♦ ❜❡ ❛❞✈✐s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ❜② ♠❡ ❛♥❞ ▲✉✐s❛ ❈✐♦❜❛♥✉ ♦❢ ◆❡✉r♦s♣✐♥✳



✼✳✸ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛t s❤♦rt❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ✹✾

❋✐❣✳ ✾ ✕ ■♠❛❣❡ ♦❢ ♠✐❝r♦✲✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❚❤❡ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡✲
r❡❞ ✏r❛♥❞♦♠❧②✑ ♦r✐❡♥t❡❞✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❍✐❣❤✲❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ■♥✲❱✐✈♦ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆♦r♠❛❧ ❇r❛✐♥
❘❡s♣♦♥s❡ t♦ ❈r❛♥✐❛❧ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❇✉rr❡❧❧ ❑✱ ❍✐❧❧ ❘✱ ❩❛❞❡❤ ● ✭✷✵✶✷✮✳ P▲❖❙ ❖◆❊✳
❉❖■ ✿✶✵✳✶✸✼✶✴❥♦✉r♥❛❧✳♣♦♥❡✳✵✵✸✽✸✻✻

✼✳✸ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❛t s❤♦rt❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s

❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❛t ❧♦♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s✱
♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❡❧❧ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
❛s②♠♣t♦t✐❝s t❤❛♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛t s❤♦rt❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ t✐♠❡s ♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❝❡❧❧s✳



✺✵

◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①

❞♦♠❛✐♥s

❙♦♠♠❛✐r❡
✽ ❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❈❛rt❡s✐❛♥

♠❡s❤ ✺✶

✾ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

❛ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✺✸



✺✶

✽ ❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ♦♥ ❡♠❜❡❞✲
❞❡❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤

❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

✶✳ ❍✐❣❤ ♦r❞❡r ♠❛r❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ▲✳ ●r❡❡♥❣❛r❞✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶✾✽✲✶✱ ✷✵ ❏✉❧②
✷✵✵✹✳

✷✳ ❙tr♦♥❣❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛r❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ▲✳ ●r❡❡♥❣❛r❞✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶✽✽✲✶✱ ✶✵ ❏✉♥❡
✷✵✵✸✳

▼❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝s✱ ♦♣t✐❝s✱ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝s r❡q✉✐r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✳ ❲❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛r❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞s ✇✐t❤
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬✷✱ ✶❪✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ❜♦❞② ✜tt❡❞ ❣r✐❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥✱
♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ st❛✲
❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❬✽✾✱ ✶✵✵❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ s❝❤❡♠❡s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉♥❧❡ss
s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t✐♠❡ st❡♣s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞
❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤✐s ✏s♠❛❧❧ ❝❡❧❧✧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❡❧❧ ♠❡r❣✐♥❣ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❬✶✻✱
✽✽❪✮✱ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ st❡♣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ●♦❞✉♥♦✈✬s ♠❡t❤♦❞ ❬✻✸❪✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❣r✐❞ h✲
❜♦① ♠❡t❤♦❞ ❬✼❪✳ ■♥ ❝❡❧❧ ♠❡r❣✐♥❣✱ ♦♥❡ r❡♠♦✈❡s s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s
t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●♦❞✉♥♦✈ ❛♥❞ h✲❜♦① ♠❡t❤♦❞s✱ ♦♥❡
❦❡❡♣s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s✱ ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♥❡❛r t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s
✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❘❡❝❡♥t
✇♦r❦ ♦♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✷✺❪ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣ ✐❞❡❛s t❤❛t ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡
❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✺✸❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧
t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s r♦♦♠ ❢♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤❡ s❝❤❡♠❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✸✱ ✻✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ♠❛r❝❤✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧
❝❡❧❧s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①❛❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸❪ t❤❛t ✐❢ u(x, t) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

∂2u

∂t2
= ∇2u ✭✶✵✶✮

✐♥ R
d✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❦❡r♥❡❧ Gd(r, τ) s✉❝❤ t❤❛t

u(x, t + τ) = 2u(x, t) − u(x, t − τ) +

∫

Bτ (x)

Gd(|x − ξ|, τ)∇2u(ξ, t) dξ, ✭✶✵✷✮



✺✷ ❚✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤

✇❤❡r❡ Bτ (x) = {ξ, |ξ − x| ≤ τ} ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ✐♥ R
d ♦❢ r❛❞✐✉s τ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x✳

▼♦r❡♦✈❡r✱

G1(r, τ) = τ − r, ✭✶✵✸✮

G2(r, τ) =
ln(τ +

√
τ 2 − r2) − ln r

π
, ✭✶✵✹✮

G3(r, τ) =
1

2πr
. ✭✶✵✺✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✵✷✮ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t t❤r❡❡ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧
s❝❤❡♠❡s t♦ s♦❧✈❡ ✭✶✵✶✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ♠♦❞✐❢② ✭✶✵✷✮ t♦ s♦❧✈❡ ✭✶✵✶✮ ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥
D s✉❜❥❡❝t t♦ ❡✐t❤❡r ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

u(x, t) = g(x, t) ✭✶✵✻✮

♦r ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
∂u

∂ν
= h(x, t) ✭✶✵✼✮

♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂D✱ ✇❤❡r❡ ν ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✵✷✮ t♦ ❞❡✜♥❡ ũ(x, t + τ) ✿

ũ(x, t + τ) := 2u(x, t) − u(x, t − τ) +

∫

Bτ (x)
T

D

Gd(|x − ξ|, τ)∇2u(ξ, t) dξ. ✭✶✵✽✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ũ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r τ > 0✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
S ❣✐✈❡♥ ❜②

S(x, t + τ) := u(x, t + τ) − ũ(x, t + τ), x ∈ D

❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❦❡s ♦♥ ③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ♦♥❡
✇❛♥ts t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✵✻✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

S(x, t + τ) = g(x, t + τ) − ũ(x, t + τ), x ∈ ∂D. ✭✶✵✾✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✵✼✮ ✐s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

∂S

∂ν
(x, t + τ) = h(x, t + τ) − ∂ũ

∂ν
(x, t + τ), x ∈ ∂D. ✭✶✶✵✮

■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r S ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡♦r②
❬✸✸❪✳ ❋♦r s❤♦rt t✐♠❡s τ ✱ t❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦st
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❲✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✵✻✮✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡✲
❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✿

S(x, t+τ) = D[µ](x, τ) :=

∫ τ

0

∫

ξ(γ)∈∂D

∂

∂ν(γ)
G(‖x−ξ(γ)‖, τ−τ ′)µ(γ, τ ′)dγ dτ ′ , ✭✶✶✶✮

❢♦r x ∈ D✱ ✇❤❡r❡ G(r, τ) ✐s t❤❡ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥

G(r, τ) =

{
0, ✐❢ r > τ,

1/
√

τ 2 − r2 ✐❢ r < τ,



✺✸

γ ✐s s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ∂D✱ ν(γ) ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❛t ξ(γ)✱ ❛♥❞ µ(γ, τ ′)
✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞♦✉❜❧❡✲❧❛②❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s x ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ♣♦✐♥t ξ(γ′) ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✸✸❪ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

S(ξ(γ′), t+ τ) = −1

2
µ(γ′, τ)+

∫ τ

0

∫

ξ(γ)∈∂D

∂

∂ν(γ)
G(‖ξ(γ′)− ξ(γ)‖, τ − τ ′)µ(γ, τ ′)dγ dτ ′ .

✭✶✶✷✮
❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② µ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥✲
❞❛r② ✿

−1

2
µ(γ′, τ) + D0[µ](γ′, τ) = g(ξ(γ′), t + τ) − ũ(ξ(γ′), t + τ), ✭✶✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s

D0[µ](γ′, τ) :=

∫ τ

0

∫

ξ(γ)∈∂D

∂

∂ν(γ)
G(‖ξ(γ′) − ξ(γ)‖, τ − τ ′)µ(γ, τ ′)dγ dτ ′ . ✭✶✶✹✮

■❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✵✼✮✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❛ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✿

S(x, t + τ) = S[σ](x, τ) :=

∫ τ

0

∫

ξ(γ)∈∂D

G(‖x − ξ(γ)‖, τ − τ ′)σ(γ, τ ′)dγ dτ ′ , ✭✶✶✺✮

❢♦r x ∈ D✱ ✇❤❡r❡ σ(γ, τ ′) ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❧✐♠✐ts✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② σ ♠✉st s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✿

1

2
σ(γ′, τ) + K0[σ](γ′, τ) = h(ξ(γ′), t + τ) − ∂ũ

∂ν
(ξ(γ′), t + τ), ✭✶✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s

K0[σ](γ′, τ) :=

∫ τ

0

∫

ξ(γ)∈∂D

∂

∂ν(γ′)
G(‖ξ(γ′) − ξ(γ)‖, τ − τ ′)σ(γ, τ ′)dγ dτ ′ .

❖✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✶✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❜♦✉♥❞❛r② ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❆t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✭✶✵✽✮✱ ♠❛r❝❤ ũ ❢♦r✇❛r❞
✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ S(x, t + τ)✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
t❤❛t ❤✐❣❤ ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❧✐st❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✾ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡✲
❣✉✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❘❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

✶✳ ❊①❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱
P✳❏♦❧②✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❙✳❋❧✐ss✱ ❈♦♠♠✉♥✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✶ ✭✷✵✵✻✮✱ ♣♣✳ ✾✹✺✲✾✼✸✳

P❡r✐♦❞✐❝ ♠❡❞✐❛ ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ♦♣t✐❝s ❢♦r ♠✐❝r♦
❛♥❞ ♥❛♥♦✲t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣



✺✹

❆rt✐❢✐❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❢❡❛t✉r❡s ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦✛❡r❡❞ ❜② s✉❝❤ ♠❡❞✐❛ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ r❛♥❣❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ♦r ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
❣❛♣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
✇❛✈❡s ✐♥s✐❞❡ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❡r✐♦❞✐❝
❜✉t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡❞✐❛ ♦♥❧② ✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♣✉r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t♦ tr② t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦✉ts✐❞❡ ✿ t❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❣✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❝❡❧❧s✳

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡❞✐❛ t❤❛t ❛r❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✭♦r
✈❡r② ❧❛r❣❡✮ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ♦♥❡
♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s✈❡rs❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♦♥❡ s❛②s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✵✸❪✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ P❤②s✐❝❛❧❧② t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛ ❞❡❢❡❝t ♦r
s✐♠♣❧② ❛ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✭❜✉t ❡①❛❝t✮ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥✱ ✭✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ ❛♥② ♣❡r✐♦❞✮✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣
❉✐r✐❝❤❧❡t t♦ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✸✾✱ ✻✷❪ ✿ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s✱
t❤❛t ❛r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✇r✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❉t◆ ♠❛♣ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✭♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✮ ❜❛s✐s✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝❡♥t❧② ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❡r❢❡❝t❧②
▼❛t❝❤ ▲❛②❡r ✭s❡❡ ❬✻❪ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✮✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞ t♦
♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉t◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✉s❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣✉✐❞❡❞ ♠♦❞❡s ❤❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✿ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❋❧♦q✉❡t
♠♦❞❡s✳ ❇② r❡✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❋❧♦q✉❡t✲❇❧♦❝❤ t❤❡♦r② ❬✺✹❪✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥str✉❝✲
t✐♥❣ ❉t◆ ♦♣❡r❛t♦rs ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧♦s❡❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❘✐❝❝❛t✐ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❤❡r❡✱ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♥❛t✉r❡✮✱ ❛ t♦♣✐❝
t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✹✷✱ ✶✹❪✮✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❛❧s♦ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛♥s❢❡r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✼✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①✲
❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡ ✭❬✽✻✱ ✷✽❪✮✱ t❤✐s t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ✷❉ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❛❧❛r ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❝❛s❡ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s
✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r✱
✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛r❡ x✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥



✺✺

❋✐❣✳ ✶✵ ✕ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ Ω0✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ♦✈❡r ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❛r❡
❞❡♥♦t❡❞ C− ❛♥❞ C+✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ✷❉ (x = (x, y)) s❝❛❧❛r ♠♦❞❡❧ ✿

n(x)2 ∂2U(x, t)

∂t2
− ∆U(x, t) = F (x, t).

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤♦❧❞s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
✸❉ ♦♥❡✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ U
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ n(x) ∈ L∞ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✿

0 < n− = inf
x∈Ω

n(x) ≤ n+ = sup
x∈Ω

n(x) < +∞.

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ F (x, t) = f(x) e−ıωt ✐s t✐♠❡✲❤❛r♠♦♥✐❝ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
ω > 0✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❤❛r♠♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ U(x, t) = u(x) e−ıωt ✇❤❡r❡ u s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

−∆u(x) − n(x)2 ω2 u(x) = f(x). ✭✶✶✼✮

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ Ω ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦✉ts✐❞❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ Ω0 = Ω ∩ { a− < x < a+} t❤❛t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ f ✳ ❚❤❡ t✇♦ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s Ω± = Ω∩ {± x > ± a±} ❛r❡ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ✿

Ω± =
∞⋃

j=0

{
C± ± (jh±, 0)

}
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥✐t ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❝❡❧❧s ❛r❡

C± = Ω ∩ { ± a± ≤ ±x ≤ ± a± + h±}.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ n(x) ✐s ✏x✲♣❡r✐♦❞✐❝✑ ❛s ✇❡❧❧ ✿

n(x, y) = n(x ± h±, y), (x, y) ∈ Ω±.

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ∂Ω ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t♦ ❜❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ C1 ❛♥❞ ▲✐♣s❝❤✐t③
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✮✱ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ♦r ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡② ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✼✮ ✐♥ Ω− ❛♥❞ Ω+✳



✺✻

❆rt✐❢✐❝✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ u t♦ Ω0 ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✶✼✮ ✐♥ Ω0 t❤❛t s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✏Ω0✲♣❛rt✑ ♦❢ ∂Ω✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❛t✐s✜❡s ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

±∂u

∂x
+ Λ±u = 0, ✭✶✶✽✮

♦♥ t❤❡ t✇♦ ✏✈❡rt✐❝❛❧✑ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s Γ± = Ω∩ {x = a±}✳ ❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Λ±

t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✭✶✶✽✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
♣❛♣❡r ❧✐st❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳



✺✼

❈✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s



✺✽

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐st

P❛♣❡rs✱ ♣r❡♣r✐♥ts✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝♠❛♣✳♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳❢r✴⑦❥✐♥❣r❡❜❡❝❝❛❧✐✴

Pr❡♣r✐♥ts

✶✳ ❆ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■✱
❏✳ ❈♦❛t❧é✈❡♥✱ ❍✳ ❍❛❞❞❛r❞✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✳

✷✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲❚♦rr❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱
❉✳ ❱✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❉✳ ●r❡❜❡♥❦♦✈✳

✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ s✐❣♥❛❧✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❍✳ ❚✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❉✳ ❱✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❍✳ ❍❛❞❞❛r✱ ❏✳ ❈♦❛t❧❡✈❡♥✱ ❉✳ ▲❡ ❇✐❤❛♥✳

❏♦✉r♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r❡❢❡r❡❡❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s

✶✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ s✐❣♥❛❧s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❉✳ ❈❛❧❤♦✉♥✱ ❈✳ P♦✉♣♦♥✱ ❉✳ ▲❡ ❇✐❤❛♥✳ ❆❝❝❡♣t❡❞✳ P❤②s✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞
❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✵✶✸✳

✷✳ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐st ❙✐♠✉❧❛t♦r ✿ ❆ ●❡♥❡r❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❢♦r
❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣✱
❈✳✲❍✳ ❨❡❤✱ ❇✳ ❙❝❤♠✐tt✱ ❉✳ ▲❡ ❇✐❤❛♥✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❈✳✲P✳ ▲✐♥✱ ❈✳ P♦✉♣♦♥✳ ❆❝❝❡♣t❡❞✳
P▲❖❙ ❖◆❊✱ ✷✵✶✸✳

✸✳ ❆ ❢❛st r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ ◆▼❘ s✐❣♥❛❧s ✐♥
♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✿ ❛ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② st✉❞② ❢♦r ❛ ▼❡♥❣❡r s♣♦♥❣❡✱
❉✳ ●r❡❜❡♥❦♦✈✱ ❍✳❚✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❏✳✲❘✳ ▲✐✳ ❆❝❝❡♣t❡❞✳ ▼✐❝r♦♣♦r♦✉s ✫ ▼❡s♦♣♦r♦✉s ▼❛✲
t❡r✐❛❧s✱ ✷✵✶✸✳

✹✳ ❆ ❢❛st t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❱♦❧ ✸✶✱ ✷✵✶✵✳ ♣♣✳ ✹✻✾✻✲✹✼✶✹✳

✺✳ ❋❛st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r ❤❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ▲✳●r❡❡♥❣❛r❞✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❱♦❧ ✸✶✱ ✷✵✵✾✳ ♣♣✳
✸✽✹✼✲✸✽✻✵✳

✻✳ ❊✣❝✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✱
❏✳✲❘✳ ▲✐✱ ❉✳ ❈❛❧❤♦✉♥✱ ▲✳ ❇r✉s❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷✷✽✱
■ss✉❡ ✷✹✱ ✷✵ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✾✱ P❛❣❡s ✽✾✹✺✲✽✾✺✼✳
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