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Résumé

Ce manuscrit traite de la caractérisation numérique et expérimentale du com-
portement d’hydroliennes. D’un point de vue expérimental, des essais ont été
réalisés au bassin a houle et courant de 'TFREMER de Boulolgne-Sur-Mer, sur
des maquettes d’hydroliennes tri-pales a axe horizontal. Des configurations com-
prenant une seule hydrolienne, d’une part, et deux hydroliennes alignées avec
’écoulement, d’autre part, ont été considérées pour une large gamme de TSR
et, le cas échéant, de distances inter-hydroliennes. Le comportement des hydro-
liennes est analysé a la fois en termes de performances (coefficients de puissance
et de trainée) et de développement du sillage. Les effets du taux de turbulence
ambiante sont également examinés. Par ailleurs, des simulations numériques, ob-
tenues a ’aide d’un code tridimensionnel instationnaire, fondé sur la méthode
Vortex particulaire et développé au LOMC (UMR 6294, CNRS - Université
du Havre) en partenariat avec 'TFREMER, sont présentées. Le code de calcul
permet également d’étudier les performances et le sillage d’une hydrolienne. Ce
dernier a été completement réécrit dans le cadre de cette these et le support théo-
rique et technique des différents aspects du code est fourni dans ce manuscrit, ou

la méthode Vortex telle qu’elle est utilisée dans le code est exposée en détail.

Mots-clés Hydroliennes, interactions, essais expérimentaux, simulation nume-

rique, méthode particulaire, méthode Vortex.
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Abstract

This manuscript deals with the numerical and experimental characterisation
of the behaviour of marine current turbines. In the experimental part, trials
were run at [IFREMER’s wave and current flume tank in Boulogne-Sur-Mer, on
prototypes of three-bladed horizontal axis turbines. Configurations with one
single turbine on the one hand, and two turbines aligned with the incoming
flow on the other hand, were considered for a large range of TSRs and, when
relevant, of inter-device distances. The behaviour of the turbines is analysed in
terms of performances (power and thrust coefficients) and development of the
wake. The effects of the ambient turbulence intensity rate are also considered.
Besides, numerical computations, obtained from a tridimensional unsteady soft-
ware, based on the Vortex particle method and developed at the LOMC (UMR
6294, CNRS - University of Le Havre) in partnership with IFREMER, are pre-
sented. The numerical tool also enables to study the performances and the wake
of a turbine. It was rewritten during this PhD and its technical and theoretical
support is available in the manuscript, where the Vortex method, as it is used in

the software, is described in details.

Keywords Marine current turbines, interactions, experimental trials, numeri-

cal computation, particle method, vortex method
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INTRODUCTION

Les énergies marines renouvelables (EMR) suscitent depuis une dizaine d’an-
nées un intérét grandissant au sein de la communauté scientifique, industrielle
et politique. En France, par exemple, les EMR pourraient permettre la création
de 10000 emplois directs et indirects d’ici a 2020 [1]. En visite 2 Cherbourg le
25 février 2013, Delphine Batho, alors ministre frangaise de l’Ecologie, du Déve-
loppement durable et de I’Energie, avait affirmé que la France avait « une place
de leader a prendre ». En 2012, Francois Hollande s’était engagé dans son pro-
jet présidentiel a favoriser « la montée en puissance des énergies renouvelables
en soutenant la création et le développement de filieres industrielles dans ce sec-
teur ». Du coté scientifique et industriel, cet intérét se manifeste par 'organi-
sation de congres dédiés tels que 'TEWTEC (European Wave and Tidal Energy
Conference) dont la premiére édition s’est tenue 4 Edimbourg en 1993 sous le
nom de European Wave Energy Symposium, et dont la onziéme édition est pré-
vue a Nantes en 2015. Le pendant asiatique, PAWTEC (Asian Wave and Tidal
Energy Conference) a été créé récemment et s’est tenu pour la premiere fois
en 2012 en Corée du sud. Parmi les congres spécifiquement dédiés aux EMR,
on peut également citer 'ICOE (International Conference on Ocean Energy)
dont la quatrieme édition s’est déroulée a Dublin en 2012. Par ailleurs, la com-
munauté scientifique dispose depuis peu d’une revue exclusivement consacrée
aux énergies marines, I’ International Journal of Marine Energy IJOME), dont le
premier numéro est paru en avril 2013. Enfin, Institut d’Excellence en Ener-
gies Décarbonnées (IEED) France Energies Marines (FEM) ! a été créé en 2012
et regroupe cinquante-cing partenaires, dont vingt acteurs industriels (DCNS,
Alstom, Areva, etc.), douze structures académiques (dont PIFREMER) et sept
collectivités territoriales.

Le terme d’EMR regroupe en réalité plusieurs familles d’énergie, fondées sur
des sources et des principes différents. Bien connue en France avec I'usine de
la Rance installée en 1966, I’énergie marémotrice, qui exploite les variations du
niveau d’eau liées aux marées, est désormais délaissée au profit d’énergies dites
modernes. Parmi celles-ci, I’énergie éolienne offshore (ou éolienne en mer) béné-
ficie de ’expérience de I’éolien terrestre. Des parcs d’éoliennes offshore posées,

c’est-a-dire reposant sur des fondations fixées au plateau continental, ont déja

1. http://www.france-energies-marines.org/
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FIGURE 1 - Degré de maturité de différentes technologies d’énergies marines
renouvelables (EMR) et définition du périmétre d’analyse. Figure tirée de [2].

été implantés au Danemark et au Royaume-Uni. L’équivalent flottant, ou les éo-
liennes sont installées sur des structures flottantes elles-mémes fixées au fond ma-
rin, n’est pas encore assez mature, notamment en termes de systeme d’ancrage,
pour passer actuellement au stade industriel. Technologies les plus matures apres
les éoliennes offshore posées, les hydroliennes sont généralement des turbines
sous-marines exploitant |’énergie cinétique des courants marins, notamment des
courants dus aux marées. ’énergie houlomotrice, quant a elle, consiste a récu-
pérer 1’énergie induite par la houle. On peut également citer des technologies
moins matures telles que celles exploitant I’énergie thermique des mers (ETM),
fondée sur la différence de température entre les eaux de surface et les eaux pro-
fondes, ainsi que 1’énergie osmotique qui exploite la différence de salinité entre
’eau de mer et ’eau douce. Le degré de maturité des technologies liées a ces
énergies est résumé par la Figure 1, tirée de [2].

Au sein des EMR, les hydroliennes représentent une technologie proche du
stade industriel. Le potentiel mondial de I’énergie des courants est estimé entre
75 et 100 gigawatts. Au niveau européen, la France et le Royaume-Uni se par-
tagent la majeure partie des 11 gigawatts de puissance estimée, avec respective-
ment 3 et 8 gigawatts (voir la Figure 2). En France, les sites les plus intéressants
sont le raz Blanchard, avec un potentiel estimé entre 2 et 2,5 gigawatts du coté

frangais et le passage de Fromveur, pres de "lle d’Ouessant en Bretagne (voir la
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FIGURE 2 - Carte qualitative de la ressource européenne en énergie des courants
(source : www.aquaret.com).

FIGURE 3 - Photographie d’'un modeéle d’hydrolienne de type Open Hydro
(source : http://www.openhydro.com).
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FIGURE 4 - Carte de la ressource francaise en énergie des courants, tirée de [3].

L’implantation de la premiére hydrolienne en mer, la turbine SeaGen de Ma-
rine Current Turbines (MCT) Ltd, installée depuis 2008 dans le Strangford Nar-
rows en Irlande du Nord, a été un élément fondateur pour cette technologie. De-
puis, plusieurs hydroliennes ont été installées et les premiers développements de
parcs sont aujourd’hui envisagés. En France notamment, une hydrolienne Open
Hydro? (voir la Figure 3) a été installée au second semestre de 2011 sur le site de
Paimpol-Bréhat [4, 5] (voir la Figure 4). Par ailleurs, le lancement de plusieurs
projets de grande envergure constitue un nouveau palier dans le déploiement de
parcs de convertisseurs d’énergie marine. Par exemple, I'Inde entend implanter
une ferme hydrolienne de 250 MW au large de sa cote ouest, avec une premiere
installation de cinquante hydroliennes AK1000 (Atlantis Resonrces) d’un méga-
watt chacune [6]. En 2011, le gouvernement écossais a donné son aval pour un
projet de parc de 10 MW sur la cOte ouest de I'Ecosse, composé de dix hydro-
liennes HS1000 (Hammerfest Strom) qui devraient €tre installées entre 2013 et
2015 [7]. De son coté, MCT Lid a également annoncé en mars 2011 son dépot
d’une demande d’autorisation pour installer en 2015 une ferme d’hydroliennes
de 10 MW au large de I'lle d’Anglesey, au Pays de Galles [8].

En termes de technologie, les hydroliennes de type turbines se séparent en

2. http://www.openhydro.com
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(2) Hydrolienne a flux axial et a (b) Hydrolienne a flux transverse et a axe

axe horizontal de la compagnie vertical (source : http://wwz.ifremer.fr/
Cross-Flow Energy  Company manchemerdunord/) ©IFREMER.

Limited (source : http://wwz.
ifremer.fr/manchemerdunord/)
°IFREMER.

(c) Hydrolienne a membrane ondu-
lante de la compagnie EEL Energy [9]
°IFREMER/EEL Energy.

FIGURE 5 - Exemples d’une hydrolienne a flux axial, d’une hydrolienne a flux
transverse et d’une hydrolienne 2 membrane ondulante.

deux familles principales : les hydroliennes a flux axial, qui sont en général a axe
horizontal, et les hydroliennes a flux transverse, qui sont en général a axe ver-
tical (voir la Figure 5). Cependant, 1’énergie des courants marins pouvant étre
exploitée de différentes maniéres, toutes les hydroliennes ne sont pas nécessaire-
ment des turbines, comme l’atteste I’hydrolienne de EEL Energy, fondée sur

la récupération de I’énergie de déformation d’'une membrane ondulante (voir la

3. http://www.eel-energy.fr
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Figure 5c¢). Cette these concerne la premiere famille, a savoir les hydroliennes a
flux axial et & axe horizontal, les hydroliennes considérées étant des hydroliennes
tripales, semblables a des éoliennes a flux axial.

L’objectif de ce travail de these est d’étudier le comportement de telles hydro-
liennes. Il s’articule autour d’une approche expérimentale, avec des essais réalisés
au bassin a houle et courant de 'TFREMER de Boulogne-Sur-Mer, et d’une ap-
proche numérique avec des développements et validations autour d’un code nu-
mérique tridimensionnel au sein du Laboratoire Ondes et Milieux Complexes
(LOMC)*. A moyen terme, ces deux approches doivent permettre de caractéri-
ser le comportement individuel des hydroliennes étudiées, les effets d’interaction
entre plusieurs de ces hydroliennes disposées au sein d’un parc, leur interaction
avec I’environnement, 'influence de différentes conditions d’écoulement telles
que la turbulence ambiante ou encore la houle, les interactions fluide-structure
et leur influence sur la fatigue des hydroliennes, etc. Ce travail s’inscrit dans la
continuité de la theése de Fabrice Maganga [10] soutenue en 2011, concernant
la caractérisation d’une hydrolienne. On s’intéresse dans ce manuscrit aux effets
d’interaction entre deux hydroliennes alignées avec I’écoulement et a I'influence
du taux de turbulence ambiante. D’un point de vue numérique, on s’attache a
valider Poutil existant sur des configurations faisant intervenir une seule hydro-
lienne, dans le but de I’étendre a la prise en compte de plusieurs machines.

La premiére partie est consacrée a la modélisation expérimentale et numé-
rique d’hydroliennes. Elle est naturellement décomposée en deux chapitres, le
premier traitant des essais expérimentaux et le second des simulations numé-
riques. Dans le premier chapitre, on s’intéresse a des configurations de deux hy-
droliennes a axe horizontal alignées ’'une derriere Pautre avec le courant. Les
essais réalisés permettent de mettre en évidence les effets d’interactions ainsi que
I'influence significative de la turbulence ambiante dans de telles configurations.
Le second chapitre est consacré a la modélisation numérique d’hydroliennes a
I’aide d’un code tridimensionnel fondé sur une méthode vortex particulaire et
une prise en compte des hydroliennes a I’aide d’une méthode des singularités.
Les résultats obtenus sur une hydrolienne ont permis de valider le code et d’en

exhiber les limites.

4. UMR 6294, CNRS - Université du Havre
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Suivant ce constat, le code a di faire 'objet d’une réécriture compléte. La
nouvelle version du code doit permettre de supprimer certaines limitations, ainsi
que d’améliorer la performance et la flexibilitée de maniere a faciliter les déve-
loppements futurs et ainsi la pérennité du code. La deuxieme partie décrit les
fondements de la méthode Vortex telle qu’elle est utilisée dans le code et vise
a justifier toutes les formules et tous les algorithmes exploités dans le cadre de
la réécriture. De ce fait, elle représente un support technique et théorique du
code. D’autre part, elle fournit des pistes d’améliorations possibles pour des tra-
vaux a venir. En particulier, des développements portant sur la modélisation de
termes de diffusion en méthode Vortex, ainsi que quelques éléments autour de
modeles de turbulence par simulation aux grandes échelles y sont détaillés. En-
fin, le dernier chapitre de cette partie est consacré a des aspects plus techniques
concernant I'implémentation de la méthode dans le code réécrit. Les deux par-
ties de ce manuscrit peuvent étre lues indépendemment ’une de ’autre. Bien que
les méthodes numériques soient présentées dans la premiére partie, elles n’y sont
pas détaillées. Le manuscrit inclut donc volontairement quelques redondances,
qui doivent permettre une lecture plus aisée de celui-ci.

Enfin, le manuscrit s’achéve par une conclusion permettant de faire le bilan
sur le travail réalisé ainsi que par des perspectives de travaux futurs qui pourront
eventuellement étre réalisés dans le cadre de la these de Clément Carlier qui doit
débuter en décembre 2013.



Premieére partie

Modélisation expérimentale et
numérique d’hydroliennes



La connaissance la plus compléte possible du comportement d’une hydro-
lienne et de ses interactions avec son environnement constitue un pré-requis in-
dispensable a I'implantation de telles machines en production. Cependant, ac-
quérir cette connaissance n’est pas toujours chose aisée et plusieurs démarches,
complémentaires, contribuent a y parvenir. Il s’agit notamment de campagnes
expérimentales iz situ sur des prototypes a ’échelle réelle ou proche de la réa-
lité, d’essais expérimentaux en bassin a échelle réduite ou encore de simulations
numeériques. Chaque approche posseéde son lot d’avantages et d’inconvénients,
en termes de colt, de temps, de qualité des instruments de mesure, de taille des
infrastructures ou encore de limite des modeles numériques.

Le comportement d’une hydrolienne, soumise a différentes conditions d’écou-
lement, est désormais bien documenté a la suite d’études expérimentales [10-
12] ou numériques [13, 14]. Cependant, a I’heure ou de nombreux projets d’im-
plantation de parcs d’hydroliennes sont lancés, les questions d’interactions entre
hydroliennes dans de telles configurations demeurent rarement évoquées dans
la littérature scientifique. De surcroit, la plupart des études traitant des interac-
tions consistent en des simulations numériques sur des configurations en quin-
conce ou les hydroliennes situées en aval bénéficient d’une sur-vitesse induite
par les hydroliennes placées en amont [15-17]. Par ailleurs, aucune étude expé-
rimentale sur I’interaction d’hydroliennes a axe horizontal, dans des conditions
de fonctionnement réalistes, n’a encore été rapportée.

Compte tenu de la taille des installations expérimentales et de la complexité
des configurations possibles d’implantation des turbines [18], il ne sera pas pos-
sible d’évaluer les effets d’interaction sur des configurations de fermes complexes
dans des infrastructures expérimentales classiques. Le recours a des outils numé-
riques dédiés est de ce fait indispensable. Outre la détermination précise des co-
efficients de puissance et de trainée d’une hydrolienne [13], ces outils doivent
permettre la simulation de son sillage. Ainsi, a terme, il sera possible de faire
interagir plusieurs hydroliennes entre elles. Pour I’heure, les méthodes numé-
riques de type BEM (Blade Element Momentum theory) ne permettent pas de
simuler précisément les sillages [13]. A Iinverse, les méthodes reposant sur la
représentation d’une hydrolienne par un disque poreux ne sont pas appropriées

a la caractérisation des performances d’une hydrolienne.
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Dans ce manuscrit, on présente une approche a la fois expérimentale et nu-
mérique de la caractérisation du comportement d’hydroliennes. Une étude bi-
bliographique de mesures de taux de turbulence 7 sit vient par ailleurs com-
pléter cette double approche en confirmant que les taux de turbulence dispo-
nibles pour nos essais expérimentaux correspondent a une gamme observée dans
les sites d’implantation potentiels. 'étude expérimentale, présentée dans le cha-
pitre 1, a pour objectif de caractériser les effets d’interactions, a la fois en termes
de performances et de sillage, entre deux hydroliennes a axe horizontal alignées
avec 1’écoulement. Elle vise en outre a fournir des jeux de données complets
et détaillés a la communauté scientifique pour encourager de futures comparai-
sons. D’autre part, la méthode numérique proposée pour étudier le comporte-
ment d’hydroliennes est décrite dans le chapitre 2. Des premiers résultats, pro-
metteurs, y sont présentés sur une hydrolienne et comparés aux résultats ex-
périmentaux correspondants. La poursuite des travaux numériques devrait per-
mettre, dans un futur proche, ’étude des effets d’interaction entre plusieurs hy-

droliennes dans des configurations complexes.
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CHAPITRE 1

Caractérisation expérimentale
des interactions entre

hydroliennes

On s’intéresse dans ce chapitre a la caractérisation expérimentale des inter-
actions entre deux hydroliennes, alignées avec le courant. Des essais expérimen-
taux en bassin ont déja été réalisés sur une hydrolienne, a I’aide de différentes
techniques. Bahaj er al. [19, 20] ont par exemple mené une étude sur les coef-
ficients de puissance et de trainée, sur un prototype d’hydrolienne de 0,8 m de
diametre, dans un tunnel hydrodynamique et dans un bassin de traction. Cepen-
dant, dans ces études, le sillage n’était pas analysé. En revanche, des caractéri-
sations expérimentales du sillage d’une hydrolienne ont été proposées dans [18,
21], dans la limite de ’approximation du disque poreux. Malheureusement, cette
approximation ne tient pas compte intrinséquement de la rotation du fluide dans
le sillage, et ’évaluation des coefficients de puissance et de tralnée est en outre
plus complexe. Par ailleurs, Rose et al. [22] ont réalisé plusieurs essais, certains
en bassin et d’autres en eau libre (dans le Montgomery Lough), en utilisant soit
une technique de mesure PIV (Particle Image Velocimetry), soit une technique
de mesure ADV (Acoustic Doppler Velocimetry). Plusieurs modéles ont été tes-
tés, le plus grand étant un prototype a I’échelle un dixiéme d’une hydrolienne
de 1,5m de diametre dans le lac Montgomery Lough. Cependant, seules des me-

sures de déficit de vitesse dans le sillage sont présentées, sans mention des perfor-
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mances des hydroliennes. Stallard ez al. [23], bien que leur étude porte surtout
sur les interactions entre hydroliennes, donnent également des informations in-
téressantes sur le sillage d’une hydrolienne, y compris sur le taux de turbulence
aval. Dans une étude menée par Tedds ez al. [24], de nombreuses courbes de per-
formances sont présentées en fonction de certains parameétres géométriques, tels
que le nombre de pales ou encore ’angle de calage. Enfin, une étude de Milne ez
al. [25] donne des courbes de coefficients de puissance et de trainée intéressantes,
bien que leur étude soit surtout orientée vers le chargement des pales du a des
écoulements oscillants, de maniére similaire a Davies ez al. [26].

Pour ce qui est des configurations de fermes d’hydroliennes, des considéra-
tions et préconisations générales ont été émises pour 1’évaluation des perfor-
mances dans de telles fermes [18, 27, 28]. Cependant, de réelles études expéri-
mentales sur des hydroliennes dans une ferme sont encore relativement rares [23,
29, 30]. En realité, des configurations d’interaction entre hydroliennes dans un
bassin & circulation d’eau requiérent d’importantes infrastructures et sont par
ailleurs quasiment impossibles a mettre en place dans un bassin de traction.
Détude de Jo et al. [29] est tres similaire, en termes de configurations, a ce qui
va étre présenté par la suite. Cependant, cette étude n’est pas tres détaillée, ce
qui rend difficile toute comparaison avec nos résultats. Par ailleurs, la plupart de
leurs résultats proviennent de simulations numériques obtenues avec le logiciel
ANSYS CFX. Stallard ez al. [23, 30] ont quant a eux mené une étude expéri-
mentale précise sur plusieurs hydroliennes tri-pales dans un bassin a circulation
d’eau. Ils y montrent notamment des profils de vitesse et de taux de turbulence
dans le sillage. Cependant, bien qu’il soit fait mention de plusieurs configura-
tions de fermes, y compris des configurations a plusieurs rangées, les résultats
présentés ne concernent que des configuration a une seule rangée avec différentes
distances latérales entre les hydroliennes. Il semble donc ne pas exister a ce jour
d’étude expérimentale détaillée traitant des interactions élémentaires entre des
hydroliennes alignées avec le courant, du point de vue a la fois des performances
et de la caractérisation des sillages. Ces deux aspects sont toutefois liés. En effet,
plus une hydrolienne récupére d’énergie parmi celle disponible dans 1’écoule-
ment incident, et plus son sillage est prononcé. Ceci se traduit par un coefficient

de puissance élevé. A 'inverse, si ce coefficient est faible, I’énergie récupérée est

13
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moindre et le sillage est plus limité.

Sans doute pour les raisons évoquées précédemment, la plupart des études
traitant de fermes d’hydroliennes reposent sur des résultats obtenus a I'aide de
codes numériques. Malki et al. [15] ont réalisé des simulations, exploitant la
théorie BEM (Blade Element Momentum) combinée a un modele de mécanique
des fluides numérique (Computational Fluid Dynamics, CFD), sur différentes
configurations d’une ferme de trois hydroliennes. Dans cette étude, les deux pre-
mieres hydroliennes sont positionnées sur une méme rangée et la troisiéme est
placée dans une position latérale intermédiaire, en aval de la premiere rangge.
Ce type de configuration est souvent appelée staggered array en anglais, ce qui
pourrait se traduire en frangais par ferme en quinconce. Les auteurs examinent
les performances et le déficit de vitesse dans de telles fermes, et plus particulie-
rement I'influence de ’espacement latéral entre les hydroliennes de la premieére
rangée. O’Doherty et al. [16] présentent des résultats similaires avec un solveur
CFD tridimensionnel complet, prenant en compte la rotation des pales, pour
deux configurations de fermes composées de quatre hydroliennes. Les trois pre-
mieres hydroliennes constituent la premiére rangee, et la quatrieme, en aval, est
soit en quinconce, soit alignée derriére une des hydroliennes de la premiére ran-
gée. Une analyse intéressante des performances et des sillages y est proposée. Plus
récemment, Churchfield et al. [17] ont effectué des calculs impressionnants sur
des configurations pouvant comprendre jusqu’a cing hydroliennes, distribuées
sur deux rangges. Leur solveur tridimensionnel s’attache en particulier a traiter
la turbulence dans I’écoulement a I’aide d’un modele de simulation des grandes
echelles (Large Eddy Simulation, LES), tandis que les hydroliennes bipales sont
prises en compte a I’aide d’une théorie de type BEM. Des profils de vitesse axiale
et verticale sont présentés, de méme qu’une analyse des performances globales de
la ferme. Dans leur étude, Divett et al. [31] décrivent des simulations de fermes
composées de quinze hydroliennes, réalisées a ’aide du logiciel Gerris avec une
approximation de disque poreux comme dans [21], et s’intéressent notamment
aux performances globales de la ferme. Avec une approche régionale, Trowse
and Krasten [32] ont quant a eux examiné numériquement la puissance maxi-
male pouvant €tre extraite par trois cents hydroliennes dans le Passage de Minas,

dans la Baie de Fundy au Canada, avec par ailleurs une analyse des impacts envi-
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ronnementaux et socio-économiques. Les modifications de I’écoulement causées
par la présence de ces hydroliennes dans la zone d’implantation ont été prédites a
I’aide d’un logiciel méso-échelle. Dans une étude récente, Karsten et al. [33] preé-
sentent méme des simulations numériques prenant en compte jusqu’a un millier
d’hydroliennes dans ce méme site du Passage de Minas. En termes de méthodo-
logie, Roc et al. [34] ont récemment proposé un modele pour représenter les
hydroliennes dans de tels logiciels.

Par ailleurs, la caractérisation des interactions entre hydroliennes implique
de prendre en compte le taux de turbulence ambiante dans I’écoulement amont,
qui joue un role décisif sur le comportement d’une hydrolienne a axe horizontal.
Tout d’abord, le niveau de turbulence peut influencer les performances de I’hy-
drolienne, mais également modifier considérablement la forme de son sillage. Ce
dernier point est d’une importance cruciale en vue de I'implantation de fermes
d’hydroliennes. En effet, dans les fermes ou des rangées d’hydroliennes devront
étre placées dans le sillage de premicéres rangées, le sillage d’une hydrolienne
amont peut affecter sensiblement les performances d’une hydrolienne position-
née en aval.

L’étude présentée dans ce chapitre vise a caractériser I'influence du taux de
turbulence de I’écoulement amont sur le comportement d’une hydrolienne dans
un premier temps (section 1.3), puis sur I'interaction de deux hydroliennes ali-
gnées avec le courant dans un second temps (section 1.4). Au préalable, des com-
mentaires généraux sont émis sur la caractérisation du taux de turbulence dans
les sites potentiels d’implantation de fermes d’hydroliennes (section 1.1), et les
moyens expérimentaux ainsi que les démarches mises en ceuvre sont décrits en
détail (section 1.2). Cette étude s’intéresse a la fois aux performances des hydro-
liennes, en termes de coefficients de puissance et de trainée, mais également a
la caractérisation de ’écoulement dans le sillage des hydroliennes, notamment
en termes de déficit de vitesse et de taux de turbulence. La premiere partie de
’étude (section 1.3), qui concerne le comportement d’une hydrolienne seule,
s’inscrit dans la continuité des travaux de these de Fabrice Maganga [10], avec
une version non brevetée des pales qui permet une diffusion complete et détaillée
des résultats. En particulier, on donne en annexe la totalité des résultats bruts des

mesures de sillages en termes de profils de vitesse axiale et de taux de turbulence.
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1.1 Remarques préliminaires sur le taux de tur-

bulence ambiante

Un certain nombre d’études i situ ont été conduites afin de caractériser le
taux de turbulence dans des sites potentiels d’implantation de fermes d’hydro-
liennes. Ces études ne sont pas faciles a entreprendre en raison de leur colt éleve,
des conditions océano-météorologiques potentiellement rudes ainsi que du ma-
tériel de haute qualité, a I’heure actuelle inadapté a des mesures en mer, indispen-
sable a ’évaluation du taux de turbulence. La plupart des études se concentrent
sur le taux de turbulence axiale, noté par la suite I'” et défini par :

014

I' = 100 TR (1.1)

o]

\ O . . 3/ /4
ou U_, désigne la vitesse axiale moyenne de I’écoulement et o, représente la
fluctuation moyenne de la vitesse axiale # autour de cette valeur :

o =u—U

u 0

(1.2)

Une définition plus générale de ces quantités sera donnée dans la section 1.2.
De maniére i obtenir un équivalent tridimensionnel I’, Milne et al. [35] ont
mesuré de maniére précise le rapport d’anisotropie (¢, :0,:0,) de I’écoule-
ment dans le site du Sound of Islay (Ecosse, Royaume-Uni). Les quantités o
et o, représentent les fluctuations moyennes des autres composantes de vitesse
par rapport a la valeur moyenne correspondante (voir la section 1.2). Le rap-
port mesuré dans ce site, & savoir (1:0,75:0,56), est cohérent avec les valeurs
rapportées par Nezu et Nakagawa [36]. Afin de faciliter les comparaisons avec
notre étude, le tableau 1.1 résume les différentes mesures d’écoulement i situ
mentionnée par la suite. Afin de déduire les valeurs tridimensionnelles I des
valeurs unidimensionnelles I'® mesurées dans les autres études, le rapport d’ani-
sotropie (0, :0,:0,) = (1:0,75:0,56) de [35] a été supposé. On note I’° les

valeurs tridimensionnelles de taux de turbulences déduites de I'® 4 partir du rap-
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port d’anisotropie (présumé ou mesure) :

1 2 2 2
;(0,+0.+0,) 0. [1+0,752+ 0,562
P = 100 \/3 — 100 —* ~ 0,790 (1.3)
o0 0]

Sitetechnique 0 [%] PP[%] U, [m/s] z[m] Réf
Fall of Warness' 10-11 7,9-87 1,5 50  [37,38]
Sound of Islay* 12-13  9,5-10,3 2,0 5,0 [35]
Puget Sound*/ 8,4 /11,4 6,6/90 13(£0,5) 4,7 [39]
Strangford Narrows 4-9 32-7,1 1,5-35 14 [40]
East River, NYT 20-30  16-24 15-23 522  [41]

TABLE 1.1 - Différentes mesures iz situ du taux de turbulence axiale I'® dispo-
nibles dans la littérature. Sauf pour I’étude de Milne ez al. [35], pour laquelle le
rapport d’anisotropie (0” 1o, ow) = (1:0,75:0,56) a effectivement été me-
suré, ce dernier rapport a été supposé afin de déduire les valeurs de taux de
turbulence tridimensionnel I°P. La distance verticale depuis le fond marin z a
I’emplacement de la mesure est également donnée a titre indicatif.

SDans cette étude, le rapport d’anisotropie (o, : 0, :0,,) = (1:0,75:0,56) a été mesuré.
TAcoustic Doppler Current Profiler (ADCP)

#Acoustic Doppler Velocimetry (ADV)

v

Parmi les dernieres études, celle d’Osalusi et al. [37, 38] utilise un ADCP
(Acoustic Doppler Current Profiler) pour évaluer plusieurs caractéristiques de la
turbulence telles que la production et la dissipation de I’énergie cinétique turbu-
lente (Turbulent Kinetic Energy, TKE) ou encore les contraintes de cisaillement
de Reynolds. Leur étude a été menée dans le Fall of Warness (Ecosse, Royaume-
Uni) pendant une semaine, dans le site de test de "EMEC (European Marine
Energy Centre). A I’aide de I’hypothése sur le rapport d’anisotropie de la tur-
bulence présentée précédemment, le taux de turbulence tridimensionnel se situe
dans la gamme I’ ~ 7,9—8.7%, pour une vitesse moyenne de 1,5m-s™" 4 cinq
meétres du fond marin. Dans leur étude iz situ dans le Sound of Islay évoquée
précédemment, Milne et al. [35] ont mesuré un taux de turbulence I’ d’envi-

ron 9.5—10.3%, selon les périodes de marée montante ou descendante, pour une
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vitesse moyenne de 2m - s~ ! a cinq métres du fond. Les mesures ont duré environ
quinze jours et ont été réalisées a I’aide d’un systeme ADV (Acoustic Doppler
Velocimeter) avec une fréquence d’acquisition de 4 Hz. De leur c6té, Thomson
et al. [39] ont mené une étude similaire comparant deux techniques de mesures,
ADV et ADCP, a 4,7m du fond marin, dans le site du Puget Sound (Etat de
Washington, Etats-Unis). Ils purent identifier clairement plusieurs sources d’er-
reur en mesurant des taux de turbulence a Iaide I’ADCP et les quantifierent
précisément. Les techniques ’ADV et ’ADCP ont respectivement mesuré un
taux de turbulence axiale de IiOD =8,4% (ADV) et I;OD = 11,4% (ADCP), et ce au
méme emplacement (Nodule Point dans le Puget Sound), méme avec une cor-
rection du bruit sur les mesures ADCP. A ce point, bien que les ADCP soient
fréquemment utilisés pour évaluer la turbulence, il convient d’évoquer que des
erreurs peuvent €tre commises, notamment en raison du compromis nécessaire
entre la précision et la résolution. Des erreurs peuvent également provenir des
hypotheéses de stationnarité et d’uniformité horizontale de la turbulence, qui
sont en contradiction avec 'intermittence et le caractere multi-échelles du phe-
nomene [42, 43].

Les taux de turbulence des trois études évoquées jusqu’alors sont du méme
ordre de grandeur, compris approximativement entre P” = 6,6% et 10,3%. Pour
autant, le taux de turbulence n’est pas nécessairement le méme d’un site a ’autre,
ni méme au sein d’'un méme site. En effet, dans une étude récente, Mac Enri et
al. [40] indiquent que le taux de turbulence, évalué en un méme point, peut
varier de 3,2% a 7,1% environ, selon les périodes de marée montante ou des-
cendante, ou encore selon les marées de mortes-eaux ou de vives-eaux (grandes
marées). Leur étude a été menée dans le Strangford Narrows (République irlan-
daise), ou I’hydrolienne de 1,2MW de SeaGen est implantée. Les mesures ont
eté réalisées a 14 m du fond, a I’aide d’un courantometre électromagnétique avec
une fréquence d’acquisition de 1Hz. Les mesures de vitesse ont également été
calibrées a I’aide d’'un ADCP.

Des variations spatiales peuvent également étre observées au sein d’'un méme
site géographique. L’étude de Gooch et al. [44] donne différents taux de tur-
bulence suivant la position précise du point de mesure dans le Puget Sound.

En realité, les mesures effectuées en cinq points sont présentées. Trois de ces
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points sont situés a I’est de I'ile Marrowstone, dans la zone la plus étroite du
Puget Sound. Les mesures, qui ont duré entre 33 et 75 jours, ont été réalisées a
’aide I’ADCP et mettent en évidence de faibles variations suivant les périodes
de marée montante ou descendante. En revanche, les taux de turbulence mesurés
varient de I'P ~ 2,8% a environ 5,4% aux différents points et a différentes pro-
fondeur dans le Puget Sound. En ajoutant les mesures obtenues par Thomson et
al. [39] a ces données, le taux de turbulence axiale pour ce méme site peut en
réalité varier spatialement entre Icl)oD ~ 2,8% et 11,8%. Bien que le taux de tur-
bulence augmente avec la profondeur [39] !, ces variations sont néanmoins non
négligeables au sein d’'un méme site géographique. Finalement, la derniere étude
rapportée dans le tableau 1.1 est celle de Li et al. [41] dans la riviere East River
(New York, Etats-Unis), qui donne un taux de turbulence tridimensionnel de
I’P ~ 16—24%, sous réserve que le rapport d’anisotropie soit toujours valable
(ou du moins semblable) dans le cas d’une riviere. Dans tous les cas, les valeurs
unidimensionnelles restent élevées, avec IiOD = 20—30%.

Cependant, il convient de noter que le taux de turbulence constitue un in-
dicateur ponctuel témoignant, grosso modo, de 'intensité moyenne des fluctua-
tions de vitesse. S’il permet de caractériser I'intensité turbulente moyenne d’un
site, il ne permet en aucun cas de renseigner sur la taille des structures turbu-
lentes tridimensionnelles, que I'on ne sait guére appréhender a ’heure actuelle
et que ’on ne peut donc pas reproduire en bassin.

Les essais en bassin a circulation d’eau présentés dans ce qui suit ont été réa-
lisés dans des écoulements amont présentant deux taux de turbulence tridimen-
sionnels bien précis, a savoir I = 3% et I = 15% (la définition de I, quelque
peu différente de celle de PP, est donnée dans la section 1.2.3). Ces deux va-
leurs sont représentatives de la gamme de taux de turbulence présentée dans le
tableau 1.1, qui présente un minimum de I’ = 3,2% dans le Strangford Nar-
rows [40] et un maximum de I’ 2 15% dans la riviere East River [41]. Pour la
géométrie d’hydrolienne utilisée dans cette étude, on vise a décrire les différences
et similitudes des performances et sillages a I, = 3% et I, = 15%, avec une hy-

drolienne seule (section 1.3) ou deux hydroliennes en interaction (section 1.4).

1. en négligeant toutefois les effets de surface libre tels que la houle.
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1.2 Moyens expérimentaux

Dans cette section, on décrit les moyens et dispositifs expérimentaux utilisés
pour les essais présentés par la suite. On donne également la définition d’un

certain nombre de quantités qui seront utilisées pour I’analyse des résultats.

1.2.1 Description du bassin et des essais

Les essais ont été réalisés dans le bassin a houle et courant de 'PIFREMER de
Boulogne-Sur-Mer, dont un schéma est présenté en Figure 1.1. La section utile du
bassin mesure 18 metres de long par 4 metres de large et 2 métres de profondeur.
La vitesse (longitudinale) de I’écoulement peut varier de 0,123 2,2m-s~'. De plus

amples détails concernant le bassin sont exposés dans [45].

Grue mobile (6T) ; Fenétre

Nids d'abeille Tapis roulant Pompes

18m Section utile :

Longueur : 18m
Largeur : 4m

Profondeur : 2m

4m
Volume : 700m®

m Yy 00 Vitesse de 1'écoulement :

b
== de 0.1 2 2.2m/s
\\\\ //

Passerelles mobiles

FIGURE 1.1 - Schéma du bassin a houle et courant de PIFREMER de Boulogne-
Sur-Mer.

Le dispositif expérimental est illustré par la Figure 1.2, ou un systeme de

coordonnées cartésiennes est choisi, avec pour origine O(0;0;0) et e_, e_y) ete,

pour vecteurs unitaires. Le champ de vitesse du fluide est noté % et dépend de la
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position X et de I'instant ¢ a laquelle celui-ci est mesuré. Les composantes de la

position et de la vitesse sont respectivement notées x, y, z, et #, v, @ :

% = 2Z 4984 22 = (6,2) L4
i = ue, +ve, +we, = (1,0,w) (1.5)

Parfois, pour des raisons pratiques, on pourra également se référer a ces compo-

santes par leur notation indicielle x; et #;, avec z de 1 a 3.

] balance d’efforts T
LDV
U, I, R
.6 O P 2

— \
e couple-metre

© H/2

X

FIGURE 1.2 - Schéma du dispositif expérimental des essais sur une hydrolienne.
Lorigine O est choisie au centre du rotor.

1.2.2 Décomposition de Reynolds
Le champ de vitesse est décomposé suivant la décomposition de Reynolds :
W(X,t)=u(X)+ 4 (X,¢), (1.6)
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avec # la moyenne temporelle de %, définie par :

R

T
@)= f 7(%,0)dt, (1.7)

ou [0;T] est la durée de mesure. Ainsi, % représente la partie stationnaire de la
vitesse, tandis que #’ représente ses fluctuations. Par ailleurs, les composantes

R;; du tenseur de Reynolds R sont définies par :

1ot - - .-
R--=uiuj=(ui—ui)(uj—uj) 1,7 =1,...,3. (1.8)

Les éléments diagonaux R;; = u'* sont notés o*(u), 0*(v) et o*(w) par analogie

avec la variance en statistique.

1.2.3 Conditions de ’écoulement amont

La vitesse amont # ., supposée constante et uniforme, a pour composantes
u,, v, et w,. Le tenseur de Reynolds associé est noté R et I'intensité turbu-

lente amont I, est définie par :

1[.2 2 2 LR

|0 (n,)+0%(v,,)+ 0" (w tr
I =100 gl (°°_)2 (2 ») — (°O)]=1003—°O, (1.9)
75 e o lj)

ou trR_, désigne la trace du tenseur de Reynolds amont. Les mesures LDV pré-
sentées par la suite sont réalisées dans le plan xOy, P’intensité turbulence bidi-

mensionnelle est donc définie comme suit :

N =

[0%(1,,) + 0%(2,,)]

- -2
n, + v,

2D
2P = 100 (1.10)

De la méme maniére, on pourrait évaluer cette intensité bidimensionnelle dans
le plan xOz, mais cela ne présente guére d’intérét pour les résultats présentés
dans ce qui suit.

Dans cette étude, on se concentre sur deux conditions d’intensité turbulente.
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La turbulence dans I’écoulement est induite par le processus de génération du
courant dans le bassin. En effet, I'intensité turbulente ambiante naturellement
mesurée dans le bassin est I, ~ 15%. Un écoulement moins turbulent s’obtient
en placant des nids d’abeille avant la section utile du bassin, auquel cas le taux
de turbulence mesuré est alors I, ~ 3%. Dans ce qui suit, on se référera sim-
plement a ces deux conditions par I, = 15% (sans nids d’abeille) et I, = 3%
(avec nids d’abeille). Ces valeurs ont été obtenues a I’aide de mesures par LDV
de (#,,v,) et (u,,w,) en différents points situés dans la zone balayée par les
pales de I’hydrolienne.

La vitesse axiale (suivant x) moyenne de I’écoulement amont #_, pourra par
la suite étre notée plus simplement U_.. Cinq vitesses (de U, =0,4a 1,2m-s™!)
sont étudiées avec I, = 3%, tandis que quatre vitesses (de U, = 0,413 1,03m-s™ ')
sont considérées avec I = 15%.

Le tableau 1.2 présente les valeurs de I, et de ’” pour différentes condi-
tions d’écoulement amont : les deux conditions de taux de turbulence mention-
nées plus haut, I, = 3% (tableau 1.2a) et I, = 15% (tableau 1.2b), ainsi que
différentes vitesses d’écoulement U_ . Pour un taux de turbulence indicatif I_,
donné (3% ou 15%), quelle que soit la vitesse amont U_, les valeurs mesurées
de I, et I’” sont proches les unes des autres ainsi que de la valeur indicative cor-
respondante. Cependant, il convient de noter que les valeurs mesurées de I?°
différent légerement des valeurs indicatives. En particulier, avec I, = 15%, les
valeurs de I’” sont significativement moins élevées que leur équivalent 3D, a sa-
voir 2P =~ 13%. Ceci s’explique par 'omission des composantes @, et o(w,,)
dans I’évaluation bidimensionnelle, dont I'influence est non-négligeable avec les
conditions de turbulence I, = 15%. Cette remarque justifie I'utilisation de I?P
comme base de comparaison lors de I’étude du taux de turbulence dans le sillage
de I’hydrolienne (voir la section 1.3.2), qui est mesuré en deux dimensions (voir

la section 1.2.7).

1.2.4 Description des prototypes d’hydrolienne

Les prototypes sont issus d'une maquette a I’échelle 1/20%m¢ 3 1/30%¢ d’hy-

drolienne tri-pale a axe horizontal, de diametre D = 2R = 0,7m. Le rotor est
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U, [m-s7'] 1.[%] I°[%] U, [m-s™] I,[%] I2P[%]
0,4 2,7 3,2 0,41 153 14,6
0,6 2,6 2,7 0,62 147 13,0
0,8 2,7 3.1 0,83 14,7 13,3
1,0 2,7 3,1 1,03 14,7 14,0

@1, =3%. b) 1, = 15%.

TABLE 1.2 - Valeurs mesurées de I, et I pour les conditions de turbulence
indicatives I, = 3% (a gauche) et I, = 15% (a droite), et différentes vitesses
d’écoulement. Ces valeurs ont été mesurées par LDV en un point situé approxi-
mativement a ’emplacement de I’hydrolienne.

connecté a un groupe d’entrainement constitué d’une boite d’engrenages (réduc-
teur), d’un moteur a courant continu, d’un ballast et d’une unité de controle
de la vitesse du moteur [45]. Les pales, dont une description détaillée de la géo-
métrie est donnée dans le tableau 1.3, sont congues a partir d’un profil de type
NACA 63418.

Si 'on considere I’échelle 1/20°™, alors I’hydrolienne a échelle réelle, d'un
rayon de 7 métres, devrait étre implantée a 40 métres de profondeur. La puissance
nominale pourrait alors €tre d’environ 250kW pour des vitesses d’écoulement
voisines de 2m - s~ .

Le rapport de blocage o est défini comme le rapport entre 'aire balayée par
les pales de I’hydrolienne S = mR? et I'aire de la section transversale du bassin

A=W -H:

S nR?
TA W

(1.11)

ou W =4m et H=2m (voir les Figures 1.1 et 1.2) désignent respectivement la
largeur et la profondeur du bassin. Dans cette étude, le rapport de blocage est
alors d’environ 4,8%.

Le Tip Speed Ratio (TSR) est classiquement défini comme étant le rapport
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r/R[-] ¢/R[-] angle[°] ¢/c[%]
0,1333 0,0567 29,5672 80,0
0,1500 0,0567 29,5672 100,0
0,1550 0,0567 29,5672 100,0
0,1983 0,1521 25,6273 36,0
0,2417 0,2474 22,1491 21,3
0,2850 02375 19,3031 21,4
0,3283 02259 16,9737 21,7
0,3717 02141 15,0538 22,0
0,4150 0,2029 13,4572 22,2
0,4583 0,1925 12,1169 22,4
0,5017 0,1829 10,9815 22,5
0,5450 0,1743 10,0114 22,5
0,5883 0,1665 91761 22,4
0,6317 0,1594 8,4516 222
0,6750 0,1529 78191 21,9
0,7183 0,1471 72638 21,5
0,7617 0,1418 6,7735 20,9
0,8050 0,1370 6,3387 20,2
0,8483 0,1325 59514 19,5
0,8917 0,1285 56050 18,6
0,9350 0,1247 52941 18,0
0,9783 0,1213 50143 18,0
1,0000 0,0655 48743 250

TABLE 1.3 - Description détaillée du profil des pales.

entre la vitesse en bout de pale et la vitesse d’écoulement amont :

QR |2|R
TSR:U—: T (1.12)

o0 o0

- . . . . .
ou  est la vitesse angulaire du rotor (2, est alors la vitesse de rotation axiale),
R le rayon du rotor et U la vitesse de I’écoulement amont. Dans cette étude, le
TSR varie entre 0 et 10.
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Enfin, le nombre de Reynolds basé sur le rayon du rotor est donné par :

U,R

0

Re (1.13)

Y

ol v désigne la viscosité cinématique du fluide et vaut ici environ v ~ 107 m? - s 71,

et le nombre de Froude basé sur la hauteur d’eau H est donné par

Fr, = (1.14)

ou g désigne I’accélération de la pesanteur terrestre et vaut ¢ ~ 9,81 m-s™2. Les
nombres de Reynolds étudiés dépendent donc uniquement de la vitesse d’écou-
lement U, et sont alors compris dans la gamme Re_, € [140000;420000]. II
convient de noter que pour ’hydrolienne a taille réelle, la vitesse d’écoulement
est multipliée par v/ par rapport aux essais a I’échelle 1:) (similitude de Froude),
tandis que le rayon est multiplié par A. Il en résulte que les nombres de Reynolds
étudiés ici sont multipliés par Av/\ par rapport aux nombres de Reynolds équi-
valents a I’échelle un. Par ailleurs, les vitesses de rotation a 1’échelle réelle sont
divisées par v/ (similitude de TSR). Le tableau 1.4 montre, sur un exemple, la
correspondance de différentes grandeurs entre I’échelle réelle et I’échelle réduite.

Pour simplifier, on considére I’échelle 1:A = 1:25 de telle sorte que VA = 5.

Description Echelle 1:1  Echelle 1:25 Rapport ~ Similitude
Rayon R 8,75 m 35cm 1:A

Profondeur H 50 m 2m 1: A

Vitesse d’écoulement U,  4m-s~! 08m-s~!  1:v/A  Fr,~0,18
Vitesse de rotation 2 16tr/min  80tr/min  1:\"Y2 TSR =~3,67
Reynolds Re ~35x 107 ~28x10° 1: M\ -

TABLE 1.4 - Correspondance des grandeurs physiques entre I’échelle réelle 1:1
et I’échelle réduite 1:25 en similitude de Froude et de TSR, sur un exemple a
*echelle 1:25.

La description de la structure complete est résumée dans le tableau 1.3a et

une photographie de I'un des prototypes est montrée dans la Figure 1.3b.
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Description IFREMER-LOMC
Profil NACA 63418
Rayon du rotor (R) 350 mm
Rayon du moyeu 46 mm
Longueur du moyeu 720 mm
Angle de calage 0°
TSR étudiés [0—10]
Sens de rotation antihoraire
Reynolds (Re ) [140—420] - 10°
(a) Description générale du modele (b) Photographie du prototype

FIGURE 1.3 - Caractéristiques principales de ’hydrolienne utilisée.

1.2.5 Mesure des efforts et des moments

Les efforts s’exercant sur la structure sont obtenus a ’aide d’une balance
d’efforts a six composantes, qui mesure les trois composantes d’effort et les trois
composantes de moment, a une fréquence d’acquisition de 100 Hz. Un couple-
meétre directement fixé entre le rotor et le moteur, fournit des mesures du mo-
ment axial plus précises que celles fournies par la balance d’efforts, a une fré-
quence de 100 Hz également.

Le coefficient de puissance C;, est défini comme la proportion de puissance
P récupérée par ’hydrolienne comparée a la puissance maximale & disponible
dans ’écoulement amont sur une surface correspondant a I’aire S balayée par les

pales:

o t@ o %XQXJ o %xﬂx
P, %pSUiO %anzUio

Cp (1.15)

ou p est la densité du fluide, S = mR? est l'aire de la section transversale de
I’hydrolienne et ./ _ est le moment axial, ou couple, défini comme la compo-
sante x du moment. De maniere analogue, le coefficient de trainée C; est défini
comme ’effort axial qui s’exerce sur ’hydrolienne comparé a I’énergie cinétique

de I’écoulement a travers S :

T
Cr=—> (1.16)
EPTER UOO
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Leffort &, mesuré ici comprend en réalité I’effort axial sur toute la struc-
ture, comprenant non seulement les pales, mais également le moyeu et le mat.
Néanmoins, la contribution de Peffort sur les pales est nettement prépondé-
rante. Il serait possible de mesurer I’effort axial sur la structure (mat et moyeu)
sans les pales, puis de retirer cette contribution a ’effort axial total. Cependant,
cette démarche conduirait a négliger les interactions entre les pales et la struc-
ture, ce qui pourrait, i fine, s’avérer autant erroné que de considérer Ieffort
total.

Les valeurs de 7 et de ./ utilisées pour calculer les coefficients de puis-
sance et de trainée sont bien entendu des moyennes temporelles sur la durée
de mesure. Dans cette étude, la durée de mesure (et donc de moyenne) est de
T = 100 secondes, suffisante pour obtenir des valeurs convergées de C;, et de C;.

(voir I’annexe A.1.3).

1.2.6 Mesures LDV

Les mesures de vitesse de I’écoulement sont réalisées a I’aide d’un systeme de
Vélocimétrie Laser Doppler (Laser Doppler Velocimetry, LDV) décrit dans [12,
46]. Les mesures LDV sont effectuées sur une grille de points de mesure (x,y) =
(X;,Y;) disposés comme suit :

- X, =12DetX;, =:xDpouri=2,...,10;

-Y; =12+ (i —1) x0,1m pour j = 1,...,25, avec deux points supplé-

mentaires Y, = —Y,, = R=0,35m.

Le laser utilisé pour les mesures est décrit dans le tableau 1.5.

Description DANTEC FiberFlow 60X41
Longueur d’onde en x 488 nm

Longueur d’onde en y 514,5nm

Distance focale (dans ’eau) 500 mm

Surface de mesure 3x x 3y 0,1mm x 2,5mm

TABLE 1.5 - Description du laser DANTEC FiberFlow 60X41 utilisé pour les
mesures LDV.
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La moyenne temporelle discréte du champ de vitesse, correspondant a la ver-

sion discrete de I’équation (1.7) est classiquement calculée comme suit :

&M

N
Z T,ty), (1.17)

ou les ¢, désignent les instants de mesure et N le nombre total de mesures obte-
nues sur la période [0;T]. Ainsi, les composantes du tenseur de Reynolds sont

approchées de maniére discréte par :
N
Z (%, 1) = ()] [3,(F 1) — i (R)], (1.18)

ou chaque composante de vitesse moyenne #,(x) est elle-méme approchée par
I’équation (1.17).

Le temps d’acquisition en chaque point de la grille est T = 100s. Ce choix est
justifié par les graphes de convergence présentés dans 'annexe A.1.2 pour diffé-
rentes quantités ainsi que pour I, = 3% et I, = 15%. Par ailleurs, la fréquence

d’acquisition observée s’étend, selon les cas, de 6 a 33 Hz.

1.2.7 Ecoulement aval

Le taux de turbulence au point (x,7y,z) dans le plan xOy est évalué avec la

formule suivante :

% [oz(u) + 02(7))] .

I(x,y,z) = 100
(%.7:2) w? +0°

(1.19)
Puisque cette quantité correspond a un niveau d’intensité turbulente bidimen-
sionnelle, celle-ci devra étre comparée a son équivalent bidimensionnel amont
I’P, comme cela a été précisé auparavant dans la section 1.2.3. De méme, I'inten-

sité¢ adimensionnelle du terme extradiagonal du tenseur de Reynolds bidimen-
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sionnel est donnée par :

(1.20)

1.2.8 Quantités intégrées sur un disque

La maniére la plus couramment utilisée pour évaluer le déficit de vitesse
axiale dans le sillage d’une hydrolienne consiste a considérer la vitesse axiale
en différents points le long de la ligne centrale alignée avec ’axe du rotor. Cette
vitesse, que 1’on appellera vitesse axiale centrale, est définie a une distance x de

I’hydrolienne par :
#y(x) = u(x,0,0). (1.21)

Ainsi, le déficit central de vitesse axiale au point (x,0,0), exprimé comme un

pourcentage, est défini par :

#o(x)

oe]

Yo(x) =100 ( 1— (1.22)

Cependant, si le champ de vitesse dans le sillage présente de forts gradients
radiaux, il convient alors de garder a I’esprit que le déficit central de vitesse
axiale peut se révéler inadéquat pour caractériser correctement le déficit de vi-
tesse axiale présent dans toute Iaire d’influence de la turbine. Pour mieux éva-
luer ce déficit, en particulier en vue de caractériser le déficit tel qu’il pourrait étre
percu par une éventuelle turbine aval positionnée dans I’alignement de la pre-
miere, on définit un déficit de vitesse axiale intégre sur un disque. Ce disque est
purement virtuel, il correspond simplement & un domaine d’intégration. Afin
de caractériser ce déficit intégré en un point O (x,0,0) situé a une distance x de
I’hydrolienne, on considere un disque virtuel (ou d’intégration) de centre O,
paralléle & I’aire transverse du rotor, c’est-a-dire défini dans le plan yO_ z. La Fi-
gure 1.4a illustre un tel disque de centre O_ et de rayon r donnés, noté 2(O_, 7).

Le choix de r sera examiné plus loin.
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B, 3] (x,7,0) dydd
i B laxy,0dyds |

5
\
R e 2(0,,7)
\ O} ;k e_z)?};
~U/ L
70,z plane

(a) Illustration du disque d’intégration (b) Illustration de I'intégration pseudo-

2(0,,r) dans le plan yO,z. Le rayon r du axisymétrique de la vitesse axiale sur

disque (et donc la longueur d’intégration) un disque. A gauche (en jaune), I'inté-

n’est pas nécessairement égale au rayon R du gration se fait par rapport a la moitié

rotor. gauche du profil. A droite (en vert), elle
se fait par rapport a la moitié droite.

FIGURE 1.4 - Illustration du procédé d’intégration sur un disque a une certaine
distance x de 1/’hydrolienne., c’est.-é-dire au‘point Ox(x/, Q,O). Ce point peut, par
exemple, représenter le point d’implantation hypothétique d’une hydrolienne
aval de rayon 7, et ainsi Z(O_, r) représenterait sa surface transversale.

Le déficit de vitesse axiale intégré sur un disque s’obtient directement a partir

de la vitesse axiale intégrée sur le méme disque, notée #_ :

_ SS@(O)M’) u(x,y,z)dydz
' SS@(OX,V) dde ’

(1.23)

X

ou SS@(OH) dydz, qui représente la surface du disque, permet de normaliser la
vitesse intégrée.

En pratique, cette équation est calculée a I’aide d’une intégrale définie a I’aide
d’un systeme ad hoc de coordonnées polaires (|y|,0). Dans le cas d’un profil de vi-
tesse axi-symétrique, I'intégrale sur 2(O_, ) se résumerait alors a une simple in-

tégrale unidimensionnelle dépendant uniquement de la coordonnée radiale |y| :

N 1 21 pr 1 2 0
n, = _2f J ly|u(x,y,0)dydd = _2J f ly|u(x,y,0)dyd6. (1.24)
nreJo Jo nrtJo Jor
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La mesure du profil sur y < 0 et y > 0 serait alors redondante. Cependant,
comme on le verra par la suite, il apparait que les profils de vitesse dans le sillage
de I’hydrolienne ne sont généralement pas axi-symétriques (voir, par exemple, [12,
477). Dans ce cas, on exploite les deux cotés (y € [—7;0] et y € [0;7]) du profil
afin d’en tirer une moyenne, permettant de corriger légerement I’hypotheése er-
ronnée d’axi-symétrie. Ce processus d’intégration est illustré par la Figure 1.4b.

Finalement, la vitesse intégrée est normalisée par U_, de maniere a la rendre adi-

mensionnelle :
) i,(x) oo nileyz)ddz (i ) n(xy,2)dydz
n*(x)= = =
’ U, Uoo SS@(OM) dydz SS@(ox,r) U, dydz
(1.25)
L5785 e, 9, 0) dyd6 + [y 1(x,7,0) dyd | e
- nriU,, (1.26
1
~ 0. !W(x 7,0)dy. (1.27)

Le déficit de vitesse axiale en O (x,0,0) intégré sur Z(O_;r), exprimé sous

la forme d’un pourcentage, est alors défini par :

 (x) = 100 (UOOI_J—”(’C)) — 100 (1 . ”U<x>) — 100 (1 - zij(x)> . (1.28)

e 0] e 0]

Le méme procédé d’intégration sur un disque peut s’appliquer au taux d’in-
tensité turbulente. Cette quantité, calculée au point O_(x,0,0) et intégrée sur

P(0,;7) est notée I (x) et est définie par :

" (x,y,z)dydz 1 pr
_ds0.] f y11(x,7,0) dy, (1.29)

ir (X) = —
SS@(Ox,r) dydz r* )

tandis que le classique taux de turbulence central en O, est simplement donné

par:

I,(x) =1(x,0,0). (1.30)
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1.2.9 Quantités adimensionnelles

Toutes les quantités présentées ici sont rendues adimensionnelles en les divi-
sant par une quantité caractéristique homogene. La plupart de ces quantités adi-
mensionnelles viennent d’étre présentées dans cette section. Par ailleurs, toute
longueur est divisée par le diametre du rotor D et toute vitesse d’écoulement est

divisée par U_, de maniére a rendre ces quantités adimensionnelles.

dim. adim. commentaires
x x*=x/D
y y'=y/D
i at=a/U,
w, wr=u,/U, éq. (1.25)

- Yo(x)=100(1—#*(x,0,0))  éq.(1.22)
- ¥, =100(1—u*) éq. (1.28)

- L, PP X(x,p,2),1,(x), Lh(x)  éq. (1.9), (1.10), (1.19), (1.29), (1.30)

W W = \/|M’fv'|/([t2 + 9%) éq. (1.20)

- TSR=|QR/U, éq. (1.12)
- Cp =M, /(GemRIU) éq. (1.15)
- Cp=7,/GpnR*U2) éq. (1.16)

TABLE 1.6 - Quantités adimensionnelles et leur version dimensionnelle.

De plus, on notera en général g* la version adimensionnelle de toute quan-
tité g dimensionnelle. Cependant, certaines quantités sont directement présen-
tées sans dimension, soit parce qu’elles n’ont pas de version dimensionnelle, soit
parce que leur version adimensionnelle n’a pas de sens ou d’intérét. Cest le cas,
par exemple, de I, y, ou ¥, . D’autres quantités bien précises telles que le TSR ou
encore les coefficients de trainée et de puissance (C; et C;) sont, bien entendu,
notées comme dans la littérature. Le tableau 1.6 expose un résumé des quantités

dimensionnelles et de leur version sans dimensions.
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1.3 Comportement d’'une hydrolienne

Dans cette section, on se concentre sur le comportement d’une hydrolienne
seule, en termes de performances, c’est-a-dire de coefficients de trainée et de puis-
sance, ainsi qu’en termes d’évolution du sillage. L'influence du taux de turbu-

lence ambiante fait également ’objet d’une attention particuliere.

1.3.1 Evaluation des performances

Différentes études ont été menées sur 1’évaluation des performances d’une
hydrolienne [12, 20]. L’étude présentée ici a pour objectif, entre autres, de four-
nir des données complétes et détaillées sur les coefficients de tralnée et de puis-
sance de I’hydrolienne a axe horizontal présentée dans la section précédente.
Cette étude s’inscrit dans la continuité de celle menée dans le cadre de la these
de Fabrice Maganga [10, 12] a la différence que les profils des pales désormais
utilisées ne sont pas confidentiels. D’autre part, la mesure du couple se fait a pré-
sent a I’aide d’un couple-metre, qui fournit des résultats plus précis, plus fiables
et moins bruités que la balance d’efforts (voir I’annexe A.1.3), toujours utilisée

par ailleurs pour les mesures d’efforts.

Coefficient de puissance

La Figure 1.5 montre les courbes de coefficient de puissance C;, pour les dif-
férentes vitesses d’écoulement et les deux taux de turbulence présentés dans la
section 1.2. A I’exception du cas out U, = 0,4m-s~! avec I = 3%, I’hydro-
lienne fonctionne correctement et les courbes de C;, sont similaires a celles pré-
sentées par ailleurs dans la littérature [ 10, 12, 20]. Dans ces conditions, quels que
soient le taux de turbulence et la vitesse de I’écoulement, la gamme de fonction-
nement de ’hydrolienne est toujours comprise dans I’intervalle 3 < TSR < 6.
Pour I, = 3%, toujours exception faite du cas ou U, = 0,4m s, les valeurs
maximales de C;, sont légerement supérieures a 0,4 (voir la Figure 1.5a), tandis
qu’a I'inverse, elles sont quasiment toujours légeérement inférieures a 0,4 pour
I, = 15% (voir la Figure 1.5b). Cependant, les courbes de C;, tendent a se su-

0

perposer sur toute la gamme de TSR pour I, =3% et U # 0,4m-s™ !, contrai-
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rement a celles obtenues pour I, = 15% qui se révelent moins semblables les
unes aux autres. En effet, dans ce dernier cas, la valeur maximale de C, pour
U,=08m-s'oulU, =0,62m-s ! est pres de 10% moins élevée que celle

pour U_ = 1,03m s '. De plus, les différences semblent s’accroitre avec le TSR.
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0.2 N
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o1 —2— U, =06m-s! ©
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—— U, =10m-s!
0 —— U, =12m-s7!
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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}@/@' S| A N
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FIGURE 1.5 - Evolution du coefficient de puissance C, en fonction du TSR,
pourl =3%etl = 15%.

Coefficient de trainée

Lévolution du coefficient de trainée C; (Figure 1.6) conduit a une conclu-
sion similaire, a savoir que le comportement de I’hydrolienne considérée dépend

treés peu du taux de turbulence ambiante I . En effet, toutes les courbes de C
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se superposent presque parfaitement pour I, = 3% (Figure 1.6a) exceptée en-
core une fois la courbe correspondant a U, = 0,4m-s™!, qui différe légerement
des autres dans la zone de fonctionnement (zone grisée). Dans cette zone, le
coefficient de trainée augmente de C ~ 0,7 pour TSR = 3 jusqu’a un plateau
de 0,8 < C; < 0,85 dés TSR = 4 et ce jusqu’a TSR = 8. En ce qui concerne
I, = 15% (Figure 1.6b), les courbes de C; se superposent parfaitement sans ex-
ception. Par ailleurs, contrairement aux courbes pour I = 3%, on ne peut pas
distinguer clairement de plateau. Dans la zone de fonctionnement, le C aug-
mente de C. ~ 0,7 pour TSR = 3 jusqu’a une valeur maximale de C; ~ 0,8 pour

TSR ~ 6, puis décroit a nouveau pour TSR > 6.

Ecarts-types

Si le taux de turbulence ambiante I, n’a pas d’influence significative sur les
valeurs moyennes de C;, et de Cr, il apparait en revanche qu’il en a une sur les
écarts-types de ces coefficients, o¢ et o¢ , dont I'évolution est donnée respec-
tivement par les Figures 1.7a and 1.7b. En effet, que ce soit pour le coefficient
de puissance ou de trainée, I’écart-type o ou o dans la zone de fonctionne-
ment est toujours environ 2,5 fois plus élevé avec I, = 15% qu’il ne Iest avec
I, = 3%. Cette observation reste par ailleurs valable pour des valeurs de TSR su-
périeures (TSR > 6). Néanmoins, pour des valeurs de TSR inférieures (TSR < 3),
les courbes de o tendent a se superposer quel que soit le taux de turbulence
I;- En revanche, dans cette zone, les écarts-types o¢_ restent plus élevés avec

1

I, = 15%. Il est a noter qu’une fois de plus, les résultats obtenus pour 0,4m - s~

avec I = 3% n’obéissent pas aux précédentes observations.

Discussion

En termes d’application industrielle, le comportement relativement simi-
laire, pour différentes conditions d’écoulement amont, des coefficients de puis-
sance et de tralnée de la turbine étudiée permet son installation dans une large
gamme de conditions environnementales. Cette remarque reste valable pour des
conditions variables dans le temps a un emplacement donné, les variations pou-

A \ 1 . ’ . .. 7.
vant etre dues notamment a [’action de la marée ou bien aux conditions météo-
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FIGURE 1.6 - Evolution du coefficient de tralnée C. en fonction du TSR, pour
I =3%etl, =15%.

rologiques. La géométrie de I’hydrolienne utilisée (profil des pales, envergure,
corde et vrillage) rend celle-ci robuste aux conditions de I’écoulement amont, a
condition toutefois que celles-ci appartiennent a la gamme de fonctionnement,
notamment que la vitesse d’écoulement soit au moins de 0,6m-s~'. Cette ro-
bustesse représente un avantage certain dans la perspective d’éventuelles interac-
tions entre hydroliennes, puisque le taux de turbulence augmente dans le sillage
des turbines. Cependant, il convient de préciser dés a présent qu’une hydro-
lienne aval, alignée axialement dans le sillage d’une premiere hydrolienne, ne

se comporte pas comme si elle était placée dans un écoulement non perturbé
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FIGURE 1.7 - Ecarts-types du coefficient de puissance C,, (en haut) et du coeffi-
cient de trainée C; (en bas), pour I, = 3% et 15%.

présentant un taux de turbulence ambiante équivalent. Ceci est d{i aux struc-
tures cohérentes de petites 2 moyennes échelles qui se développent dans le sillage
d’une hydrolienne. Ces considérations seront discutées plus en détail dans la sec-
tion 1.4, qui traite de I'interaction élémentaire entre deux hydroliennes alignées
avec le courant.

Par ailleurs, les écart-types des coefficients de puissance et de trainée peuvent
avoir un impact considérable sur la fatigue des pales [26, 48], de la boite d’en-
grenages et du générateur électrique, ce qui influencera la conception de I’hydro-

lienne et ainsi son colit global de fabrication.
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En conclusion, le taux de turbulence ambiante influence le comportement de
I’hydrolienne, non seulement en termes de puissance maximale récupérée dans
une faible mesure, mais surtout, et de maniére plus significative, en termes de

fluctuations d’efforts et de couple.

1.3.2 Caractérisation du sillage
Cartes de vitesse, de taux de turbulence et de taux de cisaillement

La Figure 1.8 présente les cartes de vitesse axiale #*, de taux de turbulence
I et de taux de cisaillement #'o" (voir le tableau 1.6) dans le sillage compris
entre 1,2D et 10D derri¢re ’hydrolienne. La vitesse de I’écoulement considérée
est de U, = 0,8m-s~! et la vitesse de rotation de I’hydrolienne correspond a
un TSR de 3,67. Cette valeur correspond a une vitesse de rotation de 80 tours
par minute, soit environ 8,38 rad -s™!, dans un écoulement a U = 0,8m s,
Comme précédemment, les deux taux de turbulence ambiante, I, =3% et =
15% sont considérés. Les profils de vitesse axiale et de taux de turbulence qui ont
permis de tracer ces cartes sont disponibles dans ’annexe A.1.1.

La premiere observation est que les effets de sillage s’estompent bien plus ra-
pidement avec un fort taux de turbulence ambiante, autant en termes de déficit
de vitesse axiale que de taux de turbulence aval. En effet, tandis que le déficit de
vitesse reste prononcé méme a 10 diametres en aval avec I, = 3% (Figure 1.8a),
’écoulement retrouve au contraire quasiment la vitesse amont U deés 6 dia-
metres avec I = 15% (Figure 1.8b).

Il en va de méme pour le taux de turbulence aval. Avec I, = 3%, I’écoule-
ment ne retrouve pas les conditions amont de taux de turbulence, méme a 10
diametres derriére ’hydrolienne, ou le taux de turbulence aval reste bien supé-
rieur a 3%, aux alentours de 9%. De plus, le pic de taux de turbulence ne se situe
pas immédiatement derriére ’hydrolienne, mais entre 5 et 7 diamétres en aval.
Ce résultat, bien que surprenant, a déja été observé précédemment dans la litté-
rature [12, 23]. Si Pon analyse les profils de vitesse axiale donnés en Figure A.1
dans I’annexe A.1.1, on peut noter que cette zone d’intensité turbulente élevée
correspond a une modification dans la forme des profils de vitesse, qui passent

de la forme d’une fonction porte a la forme d’une gaussienne, en cloche. Cette

39



CHAPITRE 1. CARACTERISATION EXPERIMENTALE DES INTERACTIONS
ENTRE HYDROLIENNES

2 3 4 5 6 7 8 9 10 u
-

(a) Vitesse axiale (I, = 3%) (b) Vitesse axiale (I, = 15%)

Y

.
N O N
D~ o~

'
S

&

(d) Taux de turbulence (I, = 15%)

2 3 4 5 6 71 8 9 10 uv"

(e) Taux de cisaillement (I, = 3%) (f) Taux de cisaillement (I, = 15%)

FIGURE 1.8 - Cartes de sillage derriére I’hydrolienne a TSR = 3,67, U, =
0,8m-s~!et pourl = 3% (a gauche) et I, = 15% (a droite).

transition dans la forme des profils a déja été identifiée [12] pour une géomé-
trie d’hydrolienne différente, dans un écoulement avec un taux de turbulence
de I = 5%. On peut relier cette transition a la fusion des couches de mélange.
En effet, sur la Figure 1.8e, la fusion des deux couches de mélange se situe clai-
rement entre x* = 5 et x* = 7. Au contraire, avec I, = 15% (Figure 1.8d), la
zone ou le taux de turbulence est le plus élevé est située dans le sillage proche de
I’hydrolienne (0 < x* < 3). Le taux de turbulence décroit ensuite rapidement et
les conditions d’écoulement amont sont entierement recouvrées a 10 diametres
en aval.

Une autre observation que ’on peut tirer de la Figure 1.8 est que la forme du
sillage est plus large et plus diffuse avec I, = 15% qu’avec I, = 3%. D’une part,

avec I = 3%, la vitesse axiale et le taux de turbulence ne sont tous deux pertur-
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bés que dans une bande axiale limitée, d’environ un diamétre de large et alignée
avec I’axe de I’hydrolienne. Cette bande s’élargit légérement le long du sillage
pour mesurer entre 1,5 et 2 diametres de large a 10 diametres en aval. D’autre
part, avec I, = 15%, la forme du sillage est moins distincte, ce dernier s’étalant
rapidement dans des directions radiales, ce qui n’est pas le cas avec I, = 3%. Ces
derniéres remarques sont clairement liées aux cartes de taux de cisaillement des
Figures 1.8e et 1.8f. Sur la Figure 1.8e, c’est-a-dire pour I = 3%, deux zones
se distinguent. Dans la premiere, correspondant a 1,2 < x* < 5, les couches
de cisaillement sont tres fines immédiatement derriere I’hydrolienne puis s’élar-
gissent. En effet, dans la deuxiéme zone correspondant a x* > 5, les couches de
cisaillement sont bien plus épaisses. La premiére zone correspond a de forts gra-
dients radiaux (voir la Figure 1.9, ainsi que la Figure A.1a de ’annexe A.1.1). La
présence de tourbillons de bout de pale a également été observée pour une confi-
guration similaire [12]. D’écoulement amont présentant un taux de turbulence
peu élevé (I, = 3%), les couches de cisaillement se développent naturellement en
étant guére perturbées par la turbulence amont. A partir de x* > 5, ces couches
se sont completement développées et commencent a fusionner. Cette zone de
fusion (5 < x* < 7) correspond clairement a la zone ou le taux de turbulence
aval est le plus élevé (Figure 1.8¢c), comme mentionné auparavant. Malgreé les dif-
férences de géométrie, de vitesse de rotation et de taux de turbulence ambiante,
le comportement du sillage observé ici a I, = 3% est relativement similaire a
celui décrit dans [10, 12] a1 = 5%.

Enfin, la comparaison des cartes de taux de cisaillement a I, = 3% (Fi-
gure 1.8¢) et I = 15% (Figure 1.8f) indique que la morphologie de I’écoulement
est différente avec un taux de turbulence élevé. En effet, le maximum de taux de
cisaillement est environ 1,5 fois plus éleve al , = 15% qu’al = 3%. Ceci indique
que le processus de mélange est bien plus efficace al, = 15% qu’al = 3%. Le
taux de turbulence ambiante semble donc avoir une influence non négligeable
sur I’écoulement aval. Plus celui-ci est élevé, et plus le mélange est efficace, et,

par conséquent, plus 'influence du sillage est courte.
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Déficit de vitesse et taux de turbulence intégrés

La Figure 1.9 illustre les différences entre plusieurs évaluations du déficit
de vitesse dans le sillage proche de I’hydrolienne (voir la section 1.2.8). Pour
le déficit intégré , (voir I’équation (1.28)), issu de la vitesse intégrée #, (voir
’équation (1.27)), deux valeurs de r sont choisies. La valeur la plus naturelle est
r =R, le rayon du rotor. La deuxi¢me valeur, notée R™ = R + 37, élargit légere-
ment P'intervalle d’intégration aux deux points de mesure suivants suivant y. En
d’autres termes, cette valeur agrandit l'aire d’influence présumeée que le sillage
de ’hydrolienne aurait sur une éventuelle hydrolienne aval, ce qui correspond a
87 =0,05m ~ 0,14R. Par ailleurs, avec la vitesse centrale 7, ces trois indicateurs
permettent d’évaluer ’homogénéité de I’écoulement a une distance donnée dans
le sillage. En effet, si i4,(x) et #(x) sont proches, cela signifie que la vitesse de
’écoulement est quasiment homogene dans le disque 2(O_,R). En revanche, si
ces valeurs different significativement, cela indique que de forts gradients radiaux
sont présents dans cette zone. De la méme maniére, la différence entre i (x) et
s+ (x) donne une indication sur ’homogénéité de I’écoulement dans I’anneau
2(0,,R")N\2(0_,R).

Le profil de vitesse axiale présenté en Figure 1.9 est le premier profil (en
x = 1,2D) mesuré dans le sillage de I’hydrolienne pour I, = 3%. Le profil de
vitesse #*(y*) présente une forme de fonction porte. Comme indiqué dans la
section 1.2.8, le profil n’est pas axi-symétrique. En particulier, la perturbation
observée dans la partie y € [—R;0] peut étre attribuée a 'interaction du sillage
avec le mat (voir la photographie de la Figure 1.3b ou le schéma de la Figure 1.2).
Cette asymétrie a également été observée dans le cas d’éoliennes [49]. De plus,
les valeurs de 7] (x), ftf’;

est dii aux forts gradients radiaux qui se traduisent dans le profil par de fortes dif-

(x) et uy, (x) sont, comme prévu, assez différentes. Ceci

férences de vitesse autour de y = +R. En effet, on a #* ~ 0,7 en y = +R contre
#* ~ 1eny = £R". Ainsi, si I'on se servait de #} pour prédire la puissance
disponible dans le sillage en vue d’implanter une seconde hydrolienne, on sous-
estimerait clairement cette puissance. L'utilisation de ;t;(x) ou ﬁ;’; . (x) pourrait
considérablement améliorer cette prédiction, bien que les forts gradients men-

tionnés plus haut induisent une différence non négligeable entre ces deux va-

42



CHAPITRE 1. CARACTERISATION EXPERIMENTALE DES INTERACTIONS
ENTRE HYDROLIENNES

1 H-o- [L*(y*) ._._.%"{ =
N e
.
777777777777j/--J ,} T
}_@/7
}—@7\ f
= 0 f @T. f
e
,,,,,,,,,,,,,}_-,\f““\ —
777777777777777 7,777777:>:17;_(\4’,77
oA
} 1
-1 O
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

n*

FIGURE 1.9 - Profil de vitesse axiale #*(y*) en x* = 1,2 avec U, = 0,8m s,
I, =3% et TSR = 3,67. Les cercles noirs représentent les valeurs moyennes de la
vitesse axiale et les barres noires horizontales représentent les écarts-types o (#).
Les barres verticales de couleur représentent la valeur intégrée sur un disque de
rayon R (en rouge) et R* (en vert).

leurs. Ces trois indicateurs présentent un grand intérét, notamment dans le cas
des interactions présentées dans la section 1.4.

Les Figures 1.10 et 1.11 traduisent les Figures 1.8a a 1.8d en termes de déficit
de vitesse central (1.22) et intégré (1.28), et de taux de turbulence central (1.30)
et intégré (1.29). Une comparaison des Figures 1.10a et 1.10b fournit de pré-
cieuses informations. Premierement, les valeurs de v,, 7 et g+ ne se fondent
jamais en une seule courbe dans le cas I, = 3%. Ce comportement était pré-
visible étant données les précédentes observations sur les cartes de sillage pour
I, = 3%, a savoir que ce dernier reste bien marqué méme a 10 diamétres en aval.
A Pinverse, pour I, = 15%, les trois indicateurs ne différent que dans le sillage
proche, c’est-a-dire jusqu’a x* ~ 3, ou le taux de cisaillement est par ailleurs le
plus élevé (Figure 1.8f). Puis, a partir de x* ~ 3, les deux indicateurs intégrés se
superposent quasiment tandis que I'indicateur central vy, reste différent. Enfin, a
partir de x* ~ 5 marquant approximativement la fin du sillage a1, = 15% (Fi-
gures 1.8b et 1.8d), les trois indicateurs tendent a se fondre en une seule courbe.
Ces trois indicateurs permettent donc de résumer des informations trés précises

concernant la forme et I’évolution du sillage.
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FIGURE 1.10 - Evolution du déficit de vitesse axiale dans le sillage de I’hydro-
lienne avec U, = 0,8m-s' et I = 3% d’une part, et avec U =0,83m-s ! et
I, = 15% d’autre part.

Une autre information contenue dans ces graphes est que le déficit de vi-
tesse axiale pour I, = 3% est encore aux alentours de 20% a 10 diametres en
aval de I’hydrolienne. Ce déficit de vitesse de 20%, #(x* = 10) ~ 0,8U_, cor-
respond a environ 50% de déficit en puissance disponible, p(x* = 10) ~ 0,52, .
En effet, comme indiqué dans la section 1.2 pour la définition du coefficient de
puissance (1.15), la puissance disponible est proportionnelle au cube de la vi-
tesse de I’écoulement, les autres parametres (densité du fluide, rayon et vitesse de

rotation du rotor) étant fixés.
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Cette méme valeur de 20% de déficit de vitesse est par ailleurs obtenue pour
I, = 15% des x* ~ 3. Le déficit décroit ensuite pour atteindre 10% en x* ~ 5 puis
moins de 5% a 10 diameétres en aval. Le déficit en puissance disponible est alors
de 15% en x* = 10 pour I, = 15%, ce qui est bien moindre que les 50% obser-
vés pour I = 3% a la méme distance. Ces observations sont d’une importance
cruciale, notamment du fait que les performances de I’hydrolienne sont peu af-
fectées par le taux de turbulence ambiante (voir la section 1.3.1). Ce résultat sera
exploité par la suite dans le cadre des interactions entre deux hydroliennes, trai-
tées dans la section 1.4.

En ce qui concerne la turbulence dans le sillage, la Figure 1.11 illustre éga-
lement la plupart des caractéristiques de I’écoulement aval. Premiérement, avec
I, = 3%, la Figure 1.11a montre que les trois indicateurs I, I et I+ restent
compris entre 10% et 22% dans la totalité du sillage mesuré (0 < x* < 10). Par
ailleurs, la valeur la plus faible vaut plus de trois fois le niveau de I’écoulement
amont, P = 3,1%. Cette méme figure permet d’identifier clairement les trois
zones caractéristiques du sillage. Dans le sillage proche, pour x* < 3, la turbu-
lence centrale I est tres élevée, aux alentours de 22%, ce qui correspond au sillage
du moyeu. Ce dernier est par ailleurs bien visible sur les profils montrés sur la
Figure A.2a dans I’annexe A.1.1. La turbulence centrale se dissipe ensuite rapide-
ment par diffusion. En comparaison, I et Iy« sont relativement faibles dans cette
méme zone du fait que, exception faite de la ligne centrale ainsi que des minces
couches de cisaillement générées par les bouts de pales, le taux de turbulence est
partout ailleurs assez faible (voir la carte de la Figure 1.8c ou les profils de la
Figure A.2a). On peut également distinguer la zone de fusion 4 < x* < 7 iden-
tifiée auparavant, caractérisée par un pic de taux de turbulence, avec I, = 20%
et les valeurs maximales de I, et Iy+. Ces deux derniers indicateurs augmentent
a partir de x* = 1,2 en raison du développement des couches de cisaillement, et
ce jusqu’a leur fusion de laquelle résulte cette zone de forte turbulence. Enfin, a
partir de x* > 7, ces trois indicateurs deviennent similaires, ce qui est a mettre
en rapport avec la forme en cloche des profils correspondants.

En revanche, avec I, = 15%, la situation est tout a fait différente. Comme
mentionné auparavant, la fusion des couches de cisaillement se produit bien plus

tot dans le sillage, avant x* ~ 3. Cette zone est caractérisée, comme avec [, =
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FIGURE 1.11 - Evolution du taux de turbulence aval dans le sillage de I’hydro-
lienne avec U, = 0,8m-s' et I, = 3% d’une part, et avec U = 0,83 m-s ' et
I, = 15% d’autre part.

3%, par un fort taux de turbulence, avec Iy ~ 32% en x* = 1,2 et des valeurs
de I et Iy+ proches I'une de I'autre, mais plus faibles que I,. Pour x* > 3, les
profils (Figure A.2b) retrouvent une forme en cloche ce qui se traduit par le fait
que les trois indicateurs tendent a se fondre en une seule courbe, notamment de
maniére tres claire pour x* > 7. De plus, a partir de x* ~ 7, les trois indicateurs
retrouvent le niveau de turbulence de I’écoulement amont IiOD = 13,3%.

Pour résumer, les Figures 1.10b et 1.11b montrent qu’avec I, = 15%, pour

I’hydrolienne étudiée, les conditions d’écoulement amont sont quasiment recou-
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vrées & 6 ou 7 diametres en aval de I’hydrolienne, avec seulement 5% de déficit
de vitesse et un taux de turbulence parfaitement retombé a son niveau ambiant.
A cette distance, I’écoulement ne présente alors probablement plus de motifs
cohérents. Ainsi, dans ’hypothese ou une seconde hydrolienne y serait implan-
tée, celle-ci pourrait quasiment jouir des mémes conditions que I’hydrolienne
amont, avec seulement 15% de déficit de puissance disponible correspondant

aux 5% de déficit de vitesse.

1.3.3 Conclusions

Ces essais ont permis de mettre en évidence I'influence considérable du taux
de turbulence ambiante sur le comportement d’une hydrolienne tri-pale a axe
horizontal. En premier lieu, pour cette hydrolienne précise, les performances
moyennes ne sont guere perturbées par ce parameétre, ce qui rend possible I'im-
plantation de telles hydroliennes dans des sites présentant des conditions de tur-
bulence différentes tout en conservant des performances similaires. En outre,
les performances moyennes devraient rester stables dans le temps malgreé d’éven-
tuelles variations du taux de turbulence ambiante. Cependant, les fluctuations
des performances augmentent considérablement avec le taux de turbulence. Ce
comportement peut engendrer des conséquences majeures sur la fatigue de la
machine et ainsi sur son colt global de fabrication et de maintenance [26, 48].

Le taux du turbulence ambiante a également une forte influence sur le sillage
de ’hydrolienne. En effet, la forme du sillage, sa longueur et son intensité de-
pendent en grande partie des conditions de I’écoulement amont. D’une part,
avec I = 3%, le sillage reste trés prononcé méme a dix diametres en aval de ’hy-
drolienne, avec pres de 20% de déficit de vitesse et plus de trois fois le taux de
turbulence ambiante. De plus, les couches de cisaillement restent bien visibles, ce
qui indique la présence de structures tourbillonnaires cohérentes qui empéchent
I’écoulement de retrouver son homogénéité. D’autre part, avec un taux de turbu-
lence plus éleve, I = 15%, le sillage se dissipe bien plus rapidement. En effet, les
conditions ambiantes, en termes de vitesse, de taux de turbulence et de taux de
cisaillement, sont quasiment parfaitement recouvrées dés six diametres en aval,

ou I’écoulement tend a devenir homogene a nouveau.
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Une perspective intéressante au travail présenté dans cette section consiste-
rait a caractériser le sillage derriere une hydrolienne avec un TSR plus faible, par
exemple TSR ~ 3, avec I, = 3%. La perte de performance serait alors d’environ
15% par rapport a la performance maximale obtenue autour de TSR = 4, mais le
sillage pourrait alors étre moins prononcé, notamment du fait que le coefficient
de trainée serait également plus faible. Avec un sillage plus court, 'implantation
plus proche d’une seconde hydrolienne pourrait alors étre envisagée.

En conclusion, dans la perspective de I'implantation d’une ferme, une se-
conde hydrolienne, située a une certaine distance dans le sillage de la premieére
hydrolienne, devrait récupérer plus d’énergie si I’écoulement amont présente
un taux de turbulence plus élevé. Cet avantage d’un écoulement a fort taux de
turbulence est contrebalancé par le fait que de telles conditions de turbulence
impliquent également des fluctuations d’effort et de couple plus importantes,
susceptibles d’accélérer le vieillissement de la machine. La problématique des in-
teractions entre deux hydroliennes alignées va a présent étre examinée dans la

section suivante.

1.4 Interaction entre deux hydroliennes

On s’intéresse désormais a la caractérisation des effets d’interaction entre
hydroliennes. La Figure 1.12 représente un schéma général d’une ferme d’hy-
droliennes que 'on peut trouver dans la littérature [18, 27, 28]. Différents para-

\ 5o . s .1 ..
métres, outre la profondeur d’implantation que I'on considere ici suffisamment
¢loignée a la fois du fond marin et de la surface libre, caractérisent la configura-
tion d’une ferme d’hydroliennes, notamment :

la distance 4, entre deux rangées paires;

la distance a, entre deux rangées impaires

la distance a, entre une rangée paire et la rangée impaire située immeédiate-
ment en aval ;

la distance b, entre deux hydroliennes adjacentes dans une méme rangée ;

le décalage en y, noté b,, d’une rangée impaire par rapport a une rangeée

paire.
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FIGURE 1.12 - Vue schématique d’une ferme d’hydroliennes.

Des suggestions générales peuvent étre émises concernant ces parametres.

. . . A .. 7.7 )

En particulier, il apparait naturel de choisir b, = b, /2, comme cela a été proposé

dans [18]. Par ailleurs, les parametres 4, et a, peuvent étre choisis égaux et tels

que a, = a, = 2a,. Cependant, le choix d’une distance a; plus courte pourrait

permettre de bénéficier d’éventuelles interactions positives avec les hydroliennes
amont.

Dans ce qui suit, on se concentre sur I'interaction élémentaire de deux hydro-

liennes placées ’'une derriére ’autre et alignées suivant leur axe avec le courant.

Dans ce cas, le parametre 4, permet a lui seul de décrire la configuration, et sera

donc simplement noté a.

1.4.1 Dispositif expérimental

Les deux hydroliennes utilisées dans cette étude sont identiques en termes
de géométrie a celle utilisée pour I’étude du comportement d’une hydrolienne
présentée dans la section 1.3. Les conditions d’écoulement sont également les

meémes, a la différence que seule une vitesse d’écoulement est considérée, a savoir
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U,=08m s 'avecl =3%et U, =0,83m s 'avecl = 15%.

poutres longitudinales

poutre transversale ‘ ‘ ‘

\I I I balance d’efforts

e couple-metre

© H/2

X

FIGURE 1.13 - Vue schématique du dispositif expérimental pour a > 5D. Pour
a < 5D, les deux poutres longitudinales sont remplacées par une seule poutre
longitudinale, sur laquelle les deux hydroliennes sont fixées (voir la Figure 1.14).
Lorigine O(0,0,0) est choisie au centre du rotor amont.

Chaque prototype est fixé sur une poutre longitudinale a ’aide d’un mat.
Les deux mats utilisés sont bien entendu d’égale longueur. Les poutres sont pla-
cées au-dessus du bassin, paralléles au courant amont et a égale distance des deux
bords, comme indiqué par la Figure 1.13. Quand la distance inter-hydroliennes
est de 5D ou moins, les deux poutres longitudinales sont remplacées par une
poutre longitudinale plus longue, comme le montre la photographie de la Fi-
gure 1.14 représentant la configuration avec 4 = 4D hors de ’eau.

Lorigine O(0,0,0) est prise au centre du rotor amont, de telle sorte que la
distance axiale vers 1’aval par rapport a I’hydrolienne amont vaut x. L’hydro-
lienne avale est donc placée en x = a et la distance par rapport a ’hydrolienne
aval, notée x T, est telle que x = 2 + x*. Comme indiqué dans la section 1.2.9,

les longueurs sont toujours adimensionnées par le diametre du rotor, si bien que

I'on définita* =a/Det x™* =x* /D = x* —a*.
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FIGURE 1.14 - Photographie du dispositif expérimental pour la configuration
a = 4D. Les deux hydroliennes sont fixées sur la méme poutre.

Mesures d’efforts et de couple

Dans le cadre de cette étude, seule I’hydrolienne aval est instrumentée avec la
balance d’efforts et le couple-métre (voir la Figure 1.13), de maniére a quantifier
les effets d’interaction en termes des coefficients de puissance et de trainée. La
durée de mesure est toujours T = 100s.

La deéfinition d’indicateurs pour ’hydrolienne aval tels que le TSR ou les
coefficients de puissance et de trainée représente une entreprise délicate. D’un
point de vue opérationnel, ces coefficients sont censés caractériser ’hydrolienne
indépendemment des conditions d’écoulement, sous réserve toutefois que celles-
ci correspondent a la gamme de fonctionnement de ’hydrolienne. Ces coeff-
cients devraient donc étre définis par rapport aux conditions d’écoulement que
percoit réellement I’hydrolienne aval. Avec cette approche, I’évolution des coef-
ficients de puissance et de trainée en fonction du TSR devraient rester similaires
a celles d’une seule hydrolienne. Des différences éventuelles pourraient étre ob-
servées pour deux raisons : soit la vitesse percue n’est pas dans la gamme de
fonctionnement de ’hydrolienne, soit I’écoulement pergu est tellement perturbé
(hétérogénéite, présence de structures cohérentes) que la vitesse ne permet plus
a elle seule de caractériser les conditions de fonctionnement de I’hydrolienne.
Cette premiére approche permet d’étudier le comportement individuel d’une

hydrolienne dans un contexte d’interactions.
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D’un autre coté, les conditions de 1’écoulement ne sont pas toujours aisé-
ment accessibles en chaque zone potentielle d’implantation d’une hydrolienne.
Il s’avere alors intéressant de considérer les coefficients mentionnés précédem-
ment deéfinis par rapport aux conditions d’écoulement en amont de la ferme
tout entiére, c’est-a-dire, dans notre cas, avant I’hydrolienne amont. Les évolu-
tions de ces coefficients devraient alors étre extrémement différentes puisqu’elles
ne sont pas basées sur I’écoulement que I’hydrolienne percoit réellement. Cepen-
dant, cette deuxiéme approche permet d’apporter des indications précieuses sur
le comportement global de la ferme en termes de performance, avec pour seule
connaissance requise celle des conditions d’écoulement en amont de la ferme.

Dans cette étude, les deux approches seront considérées, c’est pourquoi on
définit des coefficients génériques, dépendant de la vitesse d’écoulement # utili-
sée pour le calcul. Pour commencer, on définit le TSR aval, calculé a partir de la
vitesse d’écoulement # :

aval
TSR™ = M, (1.31)
" u
ou 22! désigne la vitesse de rotation axiale du rotor aval. De méme, le coefficient
de puissance aval basé sur # est donné par :
- (@aval - M ;\Val inal

Caval _ _ ,
Pou P %p nR?*u?

u

(1.32)

ou 2% désigne la puissance récupérée par I'hydrolienne aval et .4 désigne
son moment axial. La quantité &, représente la puissance maximale disponible
dans un fluide s’écoulant a une vitesse axiale » homogene. Enfin, le coefficient

de trainée basé sur # est défini comme suit :

Cf;;l _ ; X (133)

ou F™! désigne Ieffort axial sur la structure aval. Le #** mesuré représente
Ieffort sur la structure complete, comprenant les pales, le moyeu et le mat.

. . R .o 2 N .
Les choix naturels pour # sont soit U_, d’une part, soit #,, #y ou uy+ (voir
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la section 1.2.8) d’autre part. Pour des questions de cohérence, le TSR de I’hy-
drolienne amont sera noté TSR*™™. De méme, les coefficients de puissance et
de trainée de I’hydrolienne seule (ou, de maniere équivalente, de ’hydrolienne
amont si ’on considere que celle-ci n’est pas perturbée par I’hydrolienne aval)

seront respectivement notés C°" et CTo™,

Mesures LDV

Les mesures LDV dans I’écoulement aval sont réalisées de la méme maniére
et avec le méme laser que pour I’étude d’une seule hydrolienne (voir la sec-
tion 1.2.6). Les mesures LDV sont effectuées sur une grille de points de mesure
(x*,y) = (X;,Y;) disposés comme suit :

- X, =12DetX;,=:xDpour:=2,...,10;

- Y, =-12+(i —1) x0,1m pour j = 1,...,25, avec deux points supplé-

mentaires Y,, = —Y,, = R=0,35m.
La durée de mesure en chaque point est toujours T = 1005, avec une fréquence

d’acquisition observée entre 5 et 54 Hz.

1.4.2 Evaluation des performances
Coefficients de puissance et de trainée

On s’intéresse tout d’abord aux coefficients de puissance et de trainée définis
par rapport a la vitesse d’écoulement amont U_,. La Figure 1.15 présente I’évolu-
tion du C;"%w de I’hydrolienne aval en fonction de son TSRQ[‘JV;l pour différentes
distances inter-hydroliennes a*, comparée a celle du CJ** d’une seule hydro-
lienne (voir la section 1.3.1). Les deux taux de turbulence ambiante, I, = 3% et
I, = 15%, sont considéreés.

La premiére observation marquante est qu’avec I = 3%, le C;V’%joo maximal
est largement au-dessous du maximum de CJ** d’une seule hydrolienne, méme
pour une distance inter-hydrolienne de 12 diameétres. Ceci était néanmoins at-
tendu étant données les observations précédemment faites quant au sillage der-
riere une hydrolienne avec I, = 3% (voir la section 1.3.2). Plus précisément,

a une distance de dix diametres en aval de I’hydrolienne, il subsiste un déficit
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FIGURE 1.15 - C;V%m de I’hydrolienne aval en fonction de son TSR"‘J: avec

TSR™™ = 4, U, = 08m-s !, I = 3% d’une part et U, = 0,83m-s ",
[, = 15% d’autre part, comparé au C;'*** d’une seule hydrolienne.

de vitesse de 20% qui correspond en réalité & un déficit de puissance disponible
d’environ 50%. Cette derniere valeur s’observe sur ces courbes, le maximum de
Cx3 pour une distance a* = 10 étant inféricur a la moitié du CP°™ maximal,
»Yoo
a savoir environ 0,2 contre plus de 0,4. Par ailleurs, le point de fonctionnement
semble décroitre avec la distance inter-hydroliennes. En effet, celui-ci est obtenu
a TSR;ETal ~ 3,5 pour a* = 12 contre TSRQ’Jal ~ 2 pour a* = 2. Ceci s’explique
*, I I L . .,
par le fait que le TSRY™ est défini a partir de la vitesse amont U, qui n’est
0

pas la vitesse réellement pergue par I’hydrolienne aval, comme indiqué dans la
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section 1.4.1.

En revanche, les évolutions du C;V,%OO al, = 15% sont plus encourageantes.
En effet, un comportement similaire a celui d’une seule hydrolienne est quasi-
ment retrouvé des que la distance dépasse six diametres (a* > 6). D’apres Iana-
lyse du sillage d’une seule hydrolienne réalisée dans la section 1.3.2, cette dis-
tance x* = 6 correspond a la zone ou I’écoulement commence a retrouver son
homogénéité en termes de taux de turbulence, ainsi que son déficit de vitesse le
plus bas, aux alentours de 5%. Un taux de turbulence ambiante plus élevé semble
donc plus prometteur en vue de 'implantation d’une ferme d’hydroliennes. En
effet, une distance a* = 3 est suffisante al , = 15% pour obtenir un C;ijw ~ 0,24
tandis qual, = 3%, le C’;";}m atteint difficilement 0,23 méme avec une distance
a*=12.

On peut tirer des conclusions similaires a propos de la trainée de I’hydro-
lienne aval. En effet, avec I, = 15%, la trainée qui s’exerce sur I’hydrolienne
aval devient la méme que celle de ’hydrolienne seule dés que la distance inter-
hydroliennes dépasse huit diamétres (2* = 8). A Iinverse, avec I, = 3%, la trai-
née de ’hydrolienne aval reste bien au-dessous de celle mesurée sur une seule
hydrolienne, méme avec une distance a* = 12. En termes de fabrication, cela
signifie que les deux hydroliennes pourraient étre congues a partir de la méme
référence pour la valeur de C; maximale.

Enfin, comme cela a été mentionné dans la section 1.3.1, il est également im-
portant de vérifier que les écarts-types de ces coefficients restent aussi dans les
mémes ordres de grandeur, du fait de leur influence sur la fatigue de la machine.
La Figure 1.17a montre que les écarts-types des C;‘ﬁ}y restent proches de ceux
observés pour une seule hydrolienne, 4 taux de turbulence équivalent. Ceci cor-
respond a des variations similaires du moment axial, mais pour des conditions de
fonctionnement, c’est-a-dire un coefficient de puissance moyen, différents. Les
comportements mécaniques des machines peuvent alors malgré tout se révéler
différents.

En ce qui concerne les écarts-types des coefficients de trainée (Figure 1.17b),
les comportements sont cette fois notablement différents suivant le taux de tur-
bulence ambiante. En effet, pour I, = 3%, les écarts-types augmentent globa-

lement avec la distance inter-hydroliennes jusqu’a a* ~ 8 puis décroit. D’apres
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FIGURE 1.16 - CE‘FV%OO de I’hydrolienne aval en fonction de son TSRSS:(: avec

TSR™™ = 4, U, = 08m-s !, I = 3% d’une part et U, = 0,83m-s ",
[, = 15% d’autre part, comparé au C7°" d’une seule hydrolienne.

I’analyse du sillage de I’hydrolienne seule (voir la section 1.3.2), x* = 8 corres-
pond a la fin de la fusion des couches de cisaillement, qui intervient majoritaire-
ment entre x* =4 et x* =7, ainsi qu’a la diminution du taux de turbulence aval
\ . . 7 .
apres la zone de plus forte intensité. Dans la gamme de fonctionnement (zone
grisée, 3 < TSRzgal < 6), I’écart-type de la trainée de ’hydrolienne aval peut alors
oe]
atteindre deux a trois fois la valeur de I’hydrolienne seule. Cette observation peut
entrainer des conséquences sur la fatigue de la machine dans des écoulements a

faible taux de turbulence. Cependant, si ’hydrolienne est congue a partir des
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FIGURE 1.17 - Ecarts-types de C;";‘} et de Ci‘f"% , en fonction du TSRQSall de

’hydrolienne aval, avec TSR™™ =4, U_ =0,8m-s™ ! pour =3%et U, =
0,83m-s~! pour I = 15%. Ces écarts-types sont comparés a ceux d’une seule
hydrolienne, al = 3% et I = 15% respectivement.

écarts-types observés avec I = 15%, cela n’aurait alors pas d’influence puisque

les écarts-types observés avec ce taux de turbulence sont tres proches de ceux

observés sur ’hydrolienne seule, quelle que soit la distance inter-hydroliennes.
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Efficacité

Dans le but de résumer et visualiser les informations données précédemment
sur la puissance collectée par I’hydrolienne aval, un coefficient d’efficacité 7,

exprimé sous forme d’un pourcentage, est a présent défini :

aval
max CP’ )

=100 ——mMM8—.
Ml max Cpo™

(1.34)

Deux options principales peuvent étre choisies pour #, a savoir la vitesse de
Pécoulement amont U, d’une part, ou #g, la vitesse intégrée sur un disque de
rayon R a Pemplacement précis de I’hydrolienne aval dans le sillage de I’hydro-
lienne amont. Considérons tout d’abord # = U_. Dans ce cas, Ny, représente
simplement le pourcentage de puissance maximale récupérée par ’hydrolienne
aval par rapport a une seule hydrolienne.

La Figure 1.18 montre que I’évolution de I'efficacité Ny, () (Figure 1.18a)
est comparable a celle de (123);(x) = (#’)g(x)/U> dans le sillage de I’hydro-
lienne seule? (Figure 1.18b), pour les deux taux de turbulence considérés. Le
choix de # = U fait de ny;_ un indicateur de P'efficacité globale de la ferme,
étant donnée une certaine vitesse d’écoulement amont U, qui caractérise le site
d’implantation. La Figure 1.18a est une traduction des Figures 1.15a et 1.15b en
termes de C;‘,V%x maximal comparé a une hydrolienne seule. Ce graphe fournit
une visualisation plus quantitative de I’évolution de I’efficacité suivant le taux
de turbulence I . La Figure 1.18a confirme clairement les observations évoquées
auparavant, a savoir notamment une efficacité globale trés pauvre avec I, = 3%.
De plus, si cette efficacité augmente presque linéairement avec la distance inter-
hydroliennes , la pente reste tres faible, la courbe partant de 1y~ 15% avec
a* = 2 jusqu’a Ny, = 55% avec a* 12. A premiére vue, cette augmenta-
tion semble suivre la tendance de 100 (%’ );, comme I'indique la Figure 1.18b.
En outre, si le sillage de ’hydrolienne amont continuait a suivre la méme ten-

dance apres 12D, alors une efficacité d’environ 80% ne serait obtenue qu’avec

2. 1l convient de noter que I’intégration sur le disque a été réalisée sur les profils de #° pour

donner une valeur de (2% ). Cette valeur est différente de la valeur de (g )* qui aurait été obtenue
en prenant le cube de la vitesse intégrée.
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FIGURE 1.18 - Efficacité ny_ de I'hydrolienne aval en fonction de la distance

Ramont

inter-hydroliennes a*, avec TS = 4 (Fig. 1.18a), et évolution de la vitesse
*

au cube intégrée sur un disque, (iﬁ )R, derriere une seule hydrolienne avec TSR =
3,67, exprimée en pourcentage (Fig. 1.18b). Les deux conditions de turbulence
sont comparées.

une distance inter-hydroliennes a* = 18. A I’inverse, comme mentionné précé-
demment, une efficacité maximale d’environ Ny, = 90% est obtenue des a* = 6
pour I = 15%. Le fait qu’une efficacité de 100% n’est pas atteinte peut s’expli-
quer par le déficit de vitesse de 5% qui subsiste dans le sillage lointain (x* > 6) de
I’hydrolienne amont (voir la section 1.3.2).

Une deuxieéme approche consiste a choisir, pour la définition de 7, la vitesse
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u réellement percue par I’hydrolienne aval. Dans ce cas, P’efficacité 1), corres-
pondante devrait étre idéalement de 100%, puisque le coefficient de puissance est
théoriquement caractéristique de I’hydrolienne, ¢’est-a-dire qu’il ne dépend que
de la vitesse de rotation du rotor, sous réserve que I’on se trouve dans la gamme
de fonctionnement de la machine. On considere par la suite que la vitesse axiale
intégrée sur un disque de rayon R en x = a, iy (a), représente un bon indicateur
de la vitesse de I’écoulement a ’emplacement de ’hydrolienne aval, et ainsi de la
vitesse percue par cette dernicre. Lefficacité n; qui en résulte caractérise donc le
comportement de I’hydrolienne aval par rapport aux conditions d’écoulement
présentes dans sa zone d’implantation. De méme que précédemment, I’intégra-

tion est réalisée sur les profils de #> pour le calcul de C* et donc de 7 i 1l
sSUR

convient de bien souligner que les valeurs de 7 sont tirées de I’analyse du sillage
d’une hydrolienne décrite dans la section 1.3.2, pour TSR = 3,67, tandis que les
graphes de performances de I’hydrolienne aval donnés ici ont été obtenus avec

R*™™ = 4, Cependant, on s’attend naturel-

une vitesse de rotation amont de TS
lement a ce que le sillage soit similaire derriére une hydrolienne a TSR = 3,67 et
TSR = 4.

La Figure 1.19a montre I'évolution de n; en fonction de la distance 4. On
observe qu’avecl , = 15%, 1 j, Teste quasiment constante et légérement au-dessus
de 100%. Cette sur-efficacité peut s’expliquer soit par le fait qu'un TSR de 3,67
au lieu de 4 a été considéré pour les mesures de sillage, soit par I'erreur com-
mise lors de 'approximation de (#°); a Paide d’une méthode des trapezes, qui
est limitée par le nombre de points de mesure pour chaque profil. De plus,
I’hétérogéneité de I’écoulement rend difficile I’évaluation pertinente de la vi-
tesse de I’écoulement réellement percue par I’hydrolienne aval. D’autre part,
avec I, = 3%, une efficacité de 100% n’est jamais obtenue. Pour de courtes dis-
tances inter-hydroliennes, I’hydrolienne aval est clairement sous-efficace. Lef-
ficacité n; augmente ensuite pour atteindre une valeur correcte de 85% pour
des distances plus importantes. En réalité, on peut distinguer clairement trois
zones. En premier lieu, pour 2 < a* < 4, Pefficacité reste relativement faible et
constante, avec 1); < 65%. Ceci peut s’expliquer par le fait que la vitesse percue
est bien inférieure 4 la gamme de fonctionnement supposée ((#z = 0,6m-s !,

voir la section 1.3.1). En effet, comme le montre la Figure 1.19b, la vitesse de
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FIGURE 1.19 - Efficacité n; de I'hydrolienne aval en fonction de la distance

inter-hydroliennes a*, avec TSR*™™ = 4 (Fig. 1.19a), et évolution de la vitesse
dimensionnelle #y (en m-s™!) intégrée sur un disque, derri¢re une seule hydro-
lienne avec TSR = 3,67. La gamme de fonctionnement supposée de I’hydro-
lienne considérée, en termes de vitesse d’écoulement, est représentée par la zone
grisée (s1z = 0,6m -s'). Les deux conditions de turbulence sont comparées.

’écoulement attendue a ’emplacement de I’hydrolienne aval reste de loin au-
dessous de 0,6 m - s™! pour les distances a considérées. De plus, I’écoulement dans
le sillage proche de I’hydrolienne amont est entrainé par la rotation du rotor, ce
qui constitue une facteur supplémentaire qui pénalise la performance de I’hydro-
lienne aval, indépendamment de la vitesse elle-méme. La deuxiéme zone corres-

pond a 4 < a* < 8. Dans ces configurations, la vitesse d’écoulement pergue est
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encore inférieure 3 0,6 m - s~ mais continue d’augmenter vers la gamme de fonc-
tionnement (zone grisée sur la Figure 1.19b). De plus, cette zone (3 < x* < 7)
a été clairement identifiée comme la zone de fusion des couches de cisaillement
(voir la section 1.3.2) dans le sillage de I’hydrolienne amont. L’écoulement de-
vient donc de plus en plus homogene, ce qui favorise I’augmentation de Peffica-
cité 1 e Enfin, dans la troisiéme et derniere zone, a* > 8, I’efficacité maximale
semble étre obtenue. La vitesse pergue est alors dans la gamme de fonctionne-
ment (Fig. 1.19b) et ’écoulement a retrouvé une meilleure homogénéité. La lé-
gere sous-efficacité (n; = 85%) peut probablement étre attribuée aux structures
tourbillonnaires cohérentes subsistant méme a dix diamétres en aval de ’hydro-
lienne amont. En réalité, comme indiqué dans la section 1.3.2, les conditions
d’écoulement amont avec I, = 3% ne sont jamais totalement recouvrées, méme
en x* = 10.

Suite a I’analyse qui vient d’€tre présentée, plusieurs conclusions peuvent étre
tirées. Premierement, les performances de I’hydrolienne aval augmentent avec
la distance inter-hydrolienne a, quel que soit le taux de turbulence ambiante
I

lienne aval, est le paramétre prépondérant qui influe sur efficacité (Fig. 1.18).

» = 3% ou 15%. La vitesse d’écoulement local, a I'emplacement de I’hydro-
Cependant, Pefficacité 1; basée sur cette vitesse locale (Fig. 1.19) n’atteint pas
nécessairement 100%. En réalité, ’homogénéité de I’écoulement semble étre un
deuxiéme paramétre & ne pas négliger. Avec une hydrolienne aval située dans
le sillage proche de ’hydrolienne amont, ou le sillage est trés prononcé pour
I, = 3%, cette efficacité n; est extrémement faible. Celle-ci augmente pour de
plus grandes distances avec ’homogénéité mais n’atteint pas 100% du fait que
les conditions amont ne sont jamais retrouvées, méme pour de longues distances
inter-hydroliennes. Cependant, ’analyse sur une hydrolienne (section 1.3.2) in-
dique que le retour a ’homogénéité dans le sillage semble €étre accéléré par un
taux de turbulence plus élevé. Des essais avec un taux de turbulence intermé-

diaire, par exemple I, = 5% ouI_ = 10% pourraient étre envisagés.

62



CHAPITRE 1. CARACTERISATION EXPERIMENTALE DES INTERACTIONS
ENTRE HYDROLIENNES

10 w*

o 2

(c) Taux de turbulence (I, = 3%)

2 i
o = H

(e) Taux de cisaillement (I, = 3%) (f) Taux de cisaiﬂement I, = 15%)

(d) Taux de turbulence (I, = 15%)
S — :

0
2 3 4 5 6 7 8 9 10 W'
zt

FIGURE 1.20 - Sillage derri¢re ’hydrolienne aval avec a* = 4, et TSR*™" =
TSR =3,67.

1.4.3 Caractérisation du sillage

Le sillage derriere ’hydrolienne aval peut également étre modifié par la pré-
sence de I’hydrolienne amont. En effet, selon la distance inter-hydroliennes,
’écoulement a I’emplacement de I’hydrolienne aval peut se révéler hétérogene
et présenter un déficit de vitesse par rapport a la vitesse d’écoulement U en
amont de la ferme. La Figure 1.20 présente des cartes de vitesse axiale, de taux
de turbulence et de taux de cisaillement dans le sillage de I’hydrolienne aval. Les
hydroliennes sont écartées de a* = 4 et toutes deux ont la méme vitesse de rota-
tion TSR*™™ = TSRGSi = 3,67. De méme que pour une seule hydrolienne, des
différences majeures peuvent €tre observées entre les cartes al | = 3% et celles a
I =15%.

Avec I, = 3%, le déficit de vitesse aval reste contenu dans une bande axiale

limitée, un peu plus large que celle d’une seule hydrolienne (section 1.3.2). Le
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sillage semble par ailleurs se dissiper légérement plus rapidement que derriére
une seule hydrolienne. Cependant, la plus grande différence avec le sillage d’une
seule hydrolienne réside dans les cartes de taux de turbulence et de taux de ci-
saillement. En effet, alors que la zone de fusion des couches de cisaillement se
situe vers 5 < x* < 7 derriére ’hydrolienne seule, elle est a ’inverse située dans
le sillage proche de I’hydrolienne aval. Ceci corrobore le fait que I’écoulement re-
trouve son homogénéité plus rapidement. Ce comportement est probablement
en grande partie d0 au fait que le taux de turbulence est plus élevé a I’empla-
cement de I’hydrolienne aval, avec Iy autour de 15% au lieu de 3% (voir la sec-
tion 1.3.2). En ce qui concerne I, = 15%, le sillage semble tres similaire a celui
obtenu derri¢re ’hydrolienne seule, méme en termes de taux de cisaillement.
Cela indique que les caractéristiques de 1’écoulement sont peu modifiées par la
présence de I’hydrolienne amont, ou, tout du moins, que ces caractéristiques
sont retrouvées tres rapidement derriere ’hydrolienne amont (c’est-a-dire avant
4D).

Par ailleurs, il convient de mentionner que des mesures de sillage ont été réa-
lisées pour plusieurs autres distances inter-hydroliennes. Avec I, = 3%, les confi-
gurations avec a* = 4;6;8;10 ont été testées, et a* = 2;4;6 avec I, = 15%. Les
cartes ainsi obtenues derriére ’hydrolienne aval étaient toutes extrémement sem-
blables entre elles, pour chaque I respectif. Par conséquent, ces cartes ne sont
pas montrées ici, mais les quantités intégrées correspondantes sont présentées
dans ce qui suit. Par ailleurs, les résultats bruts sont donnés dans I’annexe A.2,
sous la forme de profils de vitesse et de taux de turbulence.

Les caractéristiques du sillage pour la configuration a* = 4 sont traduites en
termes de quantités intégrées dans la Figure 1.21. Cette Figure montre le défi-
cit de vitesse et le taux de turbulence aval intégrés en fonction de la distance a
I’hydrolienne aval, pour I, = 3% et 15%, comparés a I’évolution des quantités
centrales correspondantes (voir la section 1.2.8).

Les conclusions énoncées précédemment sont confirmées. Avec I, = 3%, le
deficit de vitesse intégré ¥y, dix diametres en aval, est légerement inférieur a ce-
lui d’une seule hydrolienne. Les quantités intégrées (7g, 7g+» Ig et Ig+) sont plus
proches de leur version centrale que pour une seule hydrolienne. Cette observa-

tion conduit a penser que les effets de sillage de I’hydrolienne aval avec I, = 3%
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FIGURE 1.21 - Evolution du déficit de vitesse axiale et taux de turbulence dans
le sillage de I’hydrolienne aval avec a* = 4, TSR*™" = TSRZSell = 3,67 et avec

I, = 3% (a gauche) et 15% (a droite).

sont moins prononcés que ceux de ’hydrolienne seule, ce qui se traduit notam-
ment par un écoulement plus homogene. A Iinverse, avec I, = 15%, I’évolution
de ces quantités (centrales ou intégrées) sont tres proches de celles observées pour
une seule hydrolienne.

De maniére a mieux visualiser I'influence de la distance inter-hydroliennes
sur ’évolution du sillage, le deéficit de vitesse intégré 1y et le taux de turbulence
intégré I sont présentés en Figure 1.22 pour différentes valeurs de 4. La premicre
observation marquante est que, pour chacun des taux de turbulence I, étudiés, la
forme du sillage derriere ’hydrolienne aval est trés peu influencée par la distance
a. Cela signifie entre autres que, quel que soit le déficit de vitesse induit par la
présence de ’hydrolienne amont, I’hydrolienne aval se comportera toujours de
maniére a causer quasiment une seule et méme évolution du déficit dans son

sillage.
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FIGURE 1.22 - Evolution du déficit de vitesse $ et du taux de turbulence Iy
intégrés dans le sillage de I’hydrolienne aval pour différentes distances inter-
hydroliennes a*, avec TSR*™ ™ = TSR"E}all = 3,67, 1, = 3% (a gauche) et 15%
(a droite).

Par ailleurs, avec I, = 3%, comme mentionné précédemment, ’évolution
du sillage est quelque peu différente de celle d’une hydrolienne seule. En par-
ticulier, I’évolution du déficit de vitesse se rapproche de I’évolution a 15%, au
lieu de I’évolution quasiment linéaire typique de ’hydrolienne seule a1 = 3%.
Cette différence est encore plus notable sur ’évolution du taux de turbulence
aval. En effet, la zone de plus forte turbulence est située immédiatement derriére
I’hydrolienne aval, contrairement au cas d’une hydrolienne seule. Ceci peut étre
relié a la zone de fusion des couches de cisaillement, située différemment dans les
deux cas. A P’inverse, comme prévu étant données les observations précédentes,
les courbes d’évolution du sillage a1, = 15% sont quasiment parfaitement iden-
tiques a celles d’une hydrolienne seule.

En conclusion, ces résultats apportent des informations précieuses quant a
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I'implantation d’une ferme d’hydroliennes. Ils semblent indiquer que la distance
entre hydroliennes aval peut étre identiquement répétée tout en garantissant une
forme de sillage similaire, ce qui devrait impliquer des performances similaires
pour les hydroliennes placées en aval. Le fait que, pour chacun des taux de tur-
bulence étudiés, les sillages de la deuxieme d’hydrolienne soient tres similaires
quelle que soit la distance la séparant de I’hydrolienne amont est tres promet-
teur. Ceci est d’autant plus intéressant que les deux taux de turbulence étudiés
sont tres différents et semblent couvrir la gamme de taux de turbulence ambiante
en conditions réelles (voir la section 1.1). Cependant, pour les sites présentant un
faible taux de turbulence, il pourrait étre nécessaire de choisir une premiere dis-
tance inter-hydroliennes, c’est-a-dire la distance entre la toute premiére rangée
et la suivante, différente. Cela est particulierement vrai pour I, = 3%, ou le
sillage derriere une hydrolienne seule (et donc de maniere équivalente la toute
premiére hydrolienne) est notablement différente. Des essais complémentaires

avec une troisieme hydrolienne alignée pourraient confirmer ces suppositions.

1.4.4 Conclusions

Les données collectées sur une hydrolienne seule (voir la section 1.3) ont
servi de base pour les essais sur deux hydroliennes alignées avec le courant. Le
sillage et les performances ont été caractérisés, qualitativement et quantitative-
ment, avec une large gamme de distances inter-hydroliennes pouvant aller jus-
qu'a douze diametres. Les configurations ont été testées avec deux taux de tur-
bulence ambiante, I, = 3% et I, = 15%, qui semblent représenter les limites
des conditions réelles d’utilisation (voir la section 1.1). Dans cette configuration
d’hydroliennes alignées, ’existence d’effets d’interaction a été mise en évidence,
et ’hydrolienne aval peut alors patir considérablement de la présence de I’hy-
drolienne amont. De plus, le taux de turbulence ambiante joue un role majeur
dans le comportement des différentes configurations présentées.

En ce qui concerne les performances, celles de I’hydrolienne aval sont d’au-
tant meilleures que le taux de turbulence est élevé, pour une distance inter-
hydroliennes donnée. Pour I, = 15%, une efficacité globale de n;  ~ 90% est

atteinte a partir d’une distance de six diameétres entre les hydroliennes, tandis
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qu’une valeur de Ny, =~ 35% est a peine atteinte pour I = 3%. Comme prévu,
les courbes de coefficient de tralnée sont légerement inférieures a celles d’une
hydrolienne seule pour I, = 3%, et tendent a I'inverse a se superposer pour
I(X)

majeure entre les deux niveaux de turbulence, les écarts-types des coefficients de

= 15%. Pour ce qui est de la fatigue de la structure, il existe une différence

puissance et de trainée étant systématiquement deux a trois fois plus élevés pour
I, = 15% que pour I, = 3% dans la zone de fonctionnement de I’hydrolienne.
Par ailleurs, ces écarts-types tendent a se superposer avec ceux obtenus pour une
seule hydrolienne, pour chacun des taux de turbulence étudiés, exception faite
des écarts-types sur la trainée pour I = 3%. Cependant, il est a noter que des
écarts-types similaires peuvent malgré tout impliquer des comportements méca-
niques différents, les valeurs moyennes étant elless-mémes différentes. D’autre
part, letficacité individuelle 1; de I'hydrolienne aval est toujours proche de
100% pour I, = 15%. Dans les configurations avec I, = 3%, les effets de sillage
sont bien plus complexes, ce qui se traduit par une évolution de I’efficacité moins
prévisible, qui atteint seulement 85% pour une distance inter-hydroliennes de
dix a douze diametres.

Dans le cadre d’applications industrielles par exemple, la modélisation nu-
mérique de la performance globale de la ferme d’hydroliennes sera facilitée pour
des sites présentant un taux de turbulence élevé, puisque 'hypothese n; ~ 100%
est plausible. Ainsi, I'interaction est peu complexe et la vitesse locale de I’écou-
lement aux emplacements des hydroliennes peut étre une donnée d’entrée suffi-
sante pour en déduire les performances de maniére peu erronée. En revanche, un
taux de turbulence plus faible peut rendre la tiche d’évaluation des performances
plus ditficile, ’hypothese 7; ~ 100% n’étant pas vérifice (sauf, peut-Etre, pour
des distances inter-hydroliennes importantes), traduisant des effets d’interaction
plus complexes.

Pour ces sites présentant un faible taux de turbulence ambiante, représentés
ici par la condition I, = 3%, les performances des hydroliennes de la deuxieme
rangée en aval seront extrémement pauvres a moins que des distances tres longues
soient choisies (par exemple a* = 18). Une autre possibilité pour augmenter les
performances des hydroliennes aval serait de choisir un point de fonctionne-

ment plus bas pour les hydroliennes de la premiére rangée. En réalité, une étude
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précédente [50], utilisant la balance d’efforts pour mesurer le moment axial et
dont les résultats ne sont par conséquent pas présentés ici, a montré que I’hy-
drolienne aval pouvait récupérer plus de puissance lorsque I’hydrolienne amont
avait une vitesse de rotation plus faible. Ces résultats indiquent qu'un compro-
mis entre performance individuelle des hydroliennes et performance globale de
la ferme peut €tre trouvé en faisant varier a la fois le point de fonctionnement
et espacement entre les hydroliennes. Si ’on considére un site d’implantation
bien délimité, plus deux rangées alignées seront éloignées et plus la performance
individuelle des rangées aval sera intéressante. Mais en contrepartie, cela lais-
sera moins de place pour I'ajout de rangées supplémentaires. Ainsi, il est clair
qu’augmenter |’espacement entre hydroliennes ne peut se faire qu'au détriment
du nombre total de rangées dans la ferme. Un compromis entre la performance
individuelle de chaque hydrolienne et le nombre total de convertisseurs d’éner-
gie doit donc étre trouvé de maniére pertinente afin d’optimiser la gestion de
I’espace.

Lanalyse des sillages apporte également des informations intéressantes quant
a ’'implantation de fermes d’hydroliennes. Un des avantages majeurs du taux de
turbulence élevé est que les sillages de I’hydrolienne amont et de I’hydrolienne
aval sont tres proches. Un autre avantage provient du fait que ’écoulement dans
le sillage de I’hydrolienne amont comme dans celui de ’hydrolienne aval re-
trouve le taux de turbulence de I’écoulement amont a partir d’une distance de
six diametres, avec un déficit de vitesse diminuant de 10% a 5%. Ces observa-
tions sont valables quelles que soient les distances inter-hydroliennes testées (soit
a* =2 26). Pour les conditions de taux de turbulence de 3%, les sillages de I’hy-
drolienne amont et de ’hydrolienne aval sont relativement différents. De plus, le
taux de turbulence ne revient jamais a la valeur de I’écoulement amont, avec en-
core environ trois fois cette valeur dix diamétres en aval. Cependant, I’évolution
dusillage de I’hydrolienne aval est similaire pour toutes les distances testées (soit
a* = 4 2 10). Cette observation, commune aux taux de turbulence de 3% et de
15% pourrait s’avérer intéressante dans une configuration a trois hydroliennes
alignées, qui pourrait constituer un cas d’étude futur.

Une seule géométrie d’hydrolienne a été testée, ainsi les résultats peuvent se

révéler différents pour d’autres géométries (profil ou nombre de pales). Cepen-
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dant, la géométrie de ’hydrolienne utilisée a été décrite en détail et les résultats
bruts ont été fournis de maniére exhaustive, afin d’encourager de futures com-
paraisons avec d’autres études expérimentales, 7 situ, ou bien avec des résultats
numériques. De maniére a favoriser de telles comparaisons, ces résultats et ana-
lyses ont fait 'objet de deux articles, concernant respectivement une et deux
hydroliennes, soumis a Renewable Energy [51, 52]. La prochaine série d’essais
pourrait concerner le comportement d’autres types d’hydroliennes, ou encore
I’évaluation des effets couplés de la houle et du courant sur le comportement
d’une ou plusieurs hydroliennes. Enfin, des taux de turbulence intermédiaires,
comme I = 5% ou 10%, pourraient également etre envisagés pour étendre cette
base de données expérimentales.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont utilisés comme base de compa-
raison dans le chapitre 2, qui présente un code de simulation tridimensionnel
permettant de modéliser le comportement d’hydroliennes dans des configura-

tions similaires.
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Modélisation numérique
d’hydroliennes

Un des inconvénients majeurs des essais expérimentaux est que la taille des in-
frastructures ne permet généralement pas de tester des configurations plus com-
plexes ou d’étudier des prototypes a des échelles proches de la réalité. La modéli-
sation numérique aspire a pallier ce manque tout en apportant son lot de limita-
tions liées notamment aux modeles utilisés, a la taille des données et au temps de
calcul. Ce chapitre vise a exposer la méthode numérique utilisée dans le cadre de
cette thése pour modéliser le comportement d’hydroliennes. La méthode, natu-
rellement instationnaire, permet d’analyser a la fois les performances, en termes
de coefficients de puissance et de trainée, et le sillage d’hydroliennes, notamment
en termes de déficit de vitesse.

Dans la littérature, on trouve plusieurs études numériques utilisées pour ob-
tenir des prédictions de coefficients de puissance C;, et de trainée C. [11, 13, 20,
53]. Dans la plupart de ces études, la méthode numérique est fondée sur la théo-
rie Blade Element Momentum (BEM) et les résultats sont comparés aux données
expérimentales présentées dans [19]. Cependant, ces études ne modélisent pas le
sillage, exception faite de [13] ou le sillage est utilisé pour améliorer I’évaluation
des coefficients de puissance et de trainée. Des études numériques, utilisant des
logiciels de Mécanique des Fluides Numérique (Computational Fluid Dynamics,
CFD) ont également été menées pour caractériser le sillage d’une hydrolienne

modélisée par un disque poreux [18, 21, 54-56]. Sous cette approximation, les
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comparaisons ne sont valables qu’avec des sillages, y compris expérimentaux,
obtenus derriere un disque [21, 54]. Ceci est notamment di au fait que la rota-
tion des pales n’est pas réellement prise en compte. Par ailleurs, les rares études
qui permettent d’analyser a la fois le sillage et les performances concernent ma-
joritairement les hydroliennes a axe vertical [57, 58]. Cependant, comme men-
tionné dans le chapitre 1, Malki ez al. [15], O’Doherty et al. [16] ainsi que Chur-
chfield ez al. [17] ont récemment présenté des études combinant ces deux aspects
dans des configurations de fermes d’hydroliennes.

L’objectif de la méthode proposée est de pouvoir simuler, a terme, le compor-
tement de fermes d’hydroliennes complexes de maniére réaliste et dans des temps
de calcul raisonnables. Elle permet en outre de caractériser  la fois les perfor-
mances et le sillage d’une ou plusieurs hydroliennes. On se concentre a I’heure
actuelle et dans le cadre de ce manuscrit sur la modélisation d’une seule hydro-
lienne, mais le code de calcul est actuellement capable de prendre en compte
plusieurs corps et des simulations préliminaires ont d’ores et déja été réalisées
avec plusieurs hydroliennes. Par conséquent, dans ce qui suit, la présentation de
la méthode suppose que I'on souhaite prendre en compte plusieurs corps pou-
vant avoir des déplacements (translation, rotation) différents. Par ailleurs, si I’on
a montré dans le chapitre 1 que le taux de turbulence ambiante joue un role pré-
pondérant dans le comportement d’hydroliennes, celui-ci ne peut cependant pas
encore étre pris en compte dans le code de calcul.

Dans la section 2.1, on expose la méthode sous sa forme continue. Il convient
de noter que la méthode Vortex, qui représente une partie importante de la mé-
thode proposée pour la modélisation d’hydroliennes, est présentée en détails
dans la Partie IT de ce manuscrit. La section 2.2 s’attache a exposer la méthode
sous sa forme discrete et décrit le schéma numérique général. Comme mentionné
précédemment, seul le strict nécessaire a la compréhension de la méthode nume-
rique utilisée est exposé dans cette section. Les étapes de calcul permettant de
détailler la méthode, ainsi que des développements plus poussés seront présen-
tés dans la deuxiéme partie de ce manuscrit. Avant de présenter les résultats, la
section 2.3 fournit des informations détaillées concernant les hydroliennes mo-
délisées. Le premier modele d’hydrolienne est celui qui a été utilisé pour les essais

expérimentaux présentés dans la section 1 et le deuxiéme provient de [20]. Les
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parametres utilisés pour les simulations y sont également précisés. Enfin, on ex-
pose dans les sections 2.4 et 2.5 les résultats des simulations réalisées a 1’aide de
la méthode numérique présentée. Les résultats concernent les performances, en
termes de coefficients de puissance et de trainée, ainsi que le sillage d’une hy-
drolienne. L’ensemble des résultats présentés constitue une base solide pour la
poursuite des travaux de développement, qui auront lieu dans le cadre du stage
et de la future these de Clément Carlier [59].

2.1 Le probléeme continu

On décrit dans un premier temps le probléeme continu. Les manipulations
permettant de le représenter sous forme discrete seront introduites par la suite

dans la section 2.2.

2.1.1 Equations modélisées
Les équations de Navier-Stokes

On souhaite modéliser I’écoulement a ’aide des équations de Navier-Stokes
pour un fluide incompressible en trois dimensions. Prises dans leur formulation

vitesse-tourbillon, ces équations s’écrivent :

divz =0 2.1a)

DS _(3.9)7+vas 2.1b

D—t—<co‘ >u+v W (2.1b)
avec

D& 03 ~ s -

o (V)8 @2

la dérivée particulaire, également appelée de dérivée matérielle, du champ 3.
Par ailleurs, % désigne le champ de vitesse, &3 = rot # est le champ de rotation-
nel de vitesse et v est la viscosité cinématique du fluide, définie a partir de la

viscosité dynamique p. et de la masse volumique p par v = p/p. Les étapes de
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calcul permettant d’obtenir ces équations en formulation vitesse-tourbillon sont

présentées dans la deuxieme partie de ce manuscrit (chapitre 3).

La décomposition de Helmholtz

La décomposition de Helmholtz permet de décomposer le champ de vitesse
en une partie potentielle irrotationnelle et une partie rotationnelle. Dans le cadre
de la modélisation des hydroliennes, on considére que I’écoulement en amont
des hydroliennes a une vitesse #* constante et uniforme. Cette vitesse % re-

présente une partie de la vitesse potentielle et I'on peut alors écrire :

A=0"+u*+a°, (2.3)

o1 77® est une vitesse potentielle irrotationnelle qui dérive d’un potentiel scalaire
—

b et %Y est une vitesse rotationnelle qui dérive d’un potentiel vecteur ¢. On a

donc:

W=V (2.42)
7¢=5§$=€/\$ (2.4b)

Avec cette décomposition, en prenant la divergence de I’équation de conserva-
tion de la masse (2.1a), qui représente la condition d’incompressibilité du fluide,
et en développant la définition du champ de rotationnel de vitesse &3 = rot #, on

e
obtient les conditions suivantes sur ¢ et ¢ :

Ad=0 (2.53)
A =-3 (2.5b)

En effet, a partir de I’équation (2.1a) on a

6-7*+€-<€¢)+€~(€A$>=0<:>A¢=o (2.6)
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car % * est uniforme et car la divergence du rotationnel de tout champ vectoriel

est nul (voir "annexe B). D’autre part, a partir de la définition de &3 :
$=€A7°O+€/\<€cl>>+€/\(€/\$> 2.7)

Le rotationnel du gradient de tout champ scalaire étant nul (annexe B), on ob-
tient alors le résultat (2.5b). Le détail des manipulations vectorielles est donné

dans la section 3.2. On souhaite désormais obtenir une expression des champs
AK-EAS

2.1.2 La vitesse rotationnelle

Le champ de vitesse rotationnelle, satisfaisant la condition (2.5b), peut s’éx-

. . = . .
primer en fonction du noyau de Biot et Savart K (voir la section 3.2) :

7H(F) - | KE-7) 8747 28)
- 1 X . ;
avec K(X) = _EW Ce noyau a un comportement singulier lorsque le de-

nominateur tend vers zéro. Pour pallier cet inconvénient, on utilise a la place un
— —
noyau désingularisé K_ qui tend vers K lorsque le paramétre ¢, appelé parametre

de régularisation, tend vers zéro :
THF) - | K(F-7)18(F)d7 29)

De nombreux noyaux désingularisés existent (voir la section 3.3), parmi lesquels
le noyau de Moore-Rosenhead défini par :
— x 1

K(xX)=—-——— 2.10
== @10

et le noyau de Winckelmans-Leonard [60] défini par :

K (7)__ZM (2.11)
13 o 47 (’7‘2 + €2>5/2 )
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qui ont été utilisés pour obtenir les résultats présentés dans ce chapitre.

2.1.3 La vitesse potentielle

Le champ de vitesse potentielle est, quant a lui, défini a I’aide d’une distribu-
tion de singularités localisées sur les obstacles rigides placés dans I’écoulement.
Cette méthode de prise en compte des frontiéres est généralement appelée mé-
thode des singularités ou méthode intégrale (voir, par exemple, [61-64]). Dans le
cadre de ce manuscrit, on se concentre uniquement sur une représentation sur-
facique des obstacles, considérés comme des profils infiniment minces, c’est-a-
dire sans épaisseur. On note . I’ensemble des surfaces ainsi considérées, sur

lesquelles on impose une condition de glissement sur chaque obstacle . :
(#(P)- 7 (D), =0, WPe, 2.12)

Cette condition de glissement peut se traduire par une condition sur la vitesse

potentielle :

(74>(P) : ﬁ(P))%_ — _F(P)-7(P), VPe (2.13)

3

L —>

ol T = 7 — #® représente la vitesse résiduelle. Il est a noter que cette condi-
tion doit €tre satisfaite dans le référentiel #; lié a obstacle . correspondant,
qui s’avere €tre mobile (tournant) dans le cadre d’hydroliennes. Ainsi, dans le

référentiel inertiel %g, cette condition s’écrit :

<7¢(P) : ﬁ(P)) = [7‘?“‘(P) . ?(P)] #(P), VPe (2.14)

l
8
ou %™ désigne la vitesse d’entrainement au point P de obstacle 7. Dans le cas

d’une hydrolienne, celle-ci se résume a une vitesse de rotation définie par :
7N(P) =&, AOP, WPe, (2.15)

= . . . .
ou @ désigne la vitesse de rotation de I’hydrolienne . et O, son centre de

rotation. Enfin, on impose également que la vitesse potentielle 7% tende vers
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zéro lorsque I’on s’¢loigne des obstacles :

lim #Z*M)=0, YPes,VMeZ (2.16)

IMP|—+00

Le potentiel ¢ satisfaisant les conditions (2.5a), (2.13) et (2.16) est alors de la

forme

1 MP ;
S0 = £ | WP ) do ) @.17)
ou p. représente une distribution surfacique de doublets normaux répartie sur
les surfaces . (voir I’annexe H.1). La répartition (a priori inconnue) de . est
obtenue de maniére a satisfaire la condition de glissement (2.13). La vitesse po-
tentielle dérive naturellement du potentiel ¢ et s’écrit donc, en tout point M du

domaine fluide 2 :

.
T = 600 = — [ wP)T, (ﬁ - mP)) do(P)  @13)
4n Jy IMPJ?

Les équations présentées ci-dessus sont écrites avec le formalisme générale-
ment utilisé dans la littérature, c’est-a-dire a ’aide de points de I’espace, sans
doute en raison de I’aspect géométrique de la méthode des singularités. On peut
bien entendu les écrire a I’aide des coordonnées de ces points, sous forme vec-
torielle, afin de les comparer plus aisément aux équations relatives a la vitesse

rotationnelle. Par exemple, on peut écrire la derniére équation sous la forme :

1 L [ F-%
PE) = — | w2 7 (F) | do(7 .
®) 4ﬂfyu<y>vx<,7_m3 <y>)d<y> 219
- | sV (KE-7)-7(7)) do(7) .20
S

. —
ou I’on reconnait le noyau de Biot et Savart K.
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2.2 Le probleme discret

En réalité, la méthode numérique se décompose en deux parties. En premier
lieu, la condition de glissement est imposée a I’aide d’une méthode des singula-
rités sur les hydroliennes. Par ailleurs, le sillage tourbillonnaire, généré par une
émission de particules (voir la section 2.2.3) aux bords de fuites des pales d’hy-
droliennes, est modélisé a ’aide de la méthode Vortex, décrite en détails dans
la deuxiéme partie de ce manuscrit. La Figure 2.1 résume schématiquement les

méthodes et procédés mis en jeu.

profil mince émission particulaire (bord de fuite)

méthode intégrale méthode vortex
(doublets normaux)

FIGURE 2.1 - Schéma général simplifié¢ des méthodes numériques utilisées pour
la modélisation d’hydroliennes, sur le cas d’un profil mince portant (vue en
coupe).

2.2.1 Discrétisation du fluide

Le domaine fluide est constitué de N particules fluides de support &2, dont
— . . —
le volume est V. On définit leur position X et leur poids tourbillonnaire Q,

comme suit :

O, FdE
» X 2,

i

La vitesse rotationnelle s’écrit alors de maniére discréte sur le support de chaque

particule (voir la section 3.7) :

N
U/ =74 (X)) =D KX, - X))~ O, (2.22)
j=1
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2.2.2 Discrétisation des hydroliennes

Afin d’alléger les notations, on considere une seule hydrolienne &7, repré-
, . . ’ /
sentée par un maillage surfacique composé de N facettes polygonales .#;. La ge-
néralisation a plusieurs hydroliennes est directe. Pour des raisons pratiques, on
utilise des facettes quadrangulaires planes, de sommets P* avec b = 0,...,3, de
surface S, de centre Q; et de normale 727. On note Z ® les quatre cotés de la facette

S, deﬁnls par le segment formé par deux sommets consécutifs 5 k [PkPk“]

ol k + 1 est pris modulo 4. On note 7; (M) le vecteur MP? qui rehe un point

M du domaine fluide au sommet Pf de la facette ;. De maniere similaire, on

E—

note r_i;k le vecteur Q in qui relie le centre Q; de la facette ., au sommet P]kf de
la facette 7. Ces notations sont résumées sur la Figure 2.2. Enfin, on considere

la distribution . constante par facette et on note alors p; la valeur de p. sur la

facette 5”]
—1
7.
/ M
S,
70

ij pp T

FIGURE 2.2 - Résumé des notations relatives aux facettes.

La vitesse potentielle

La vitesse potentielle 7% (équation (2.18)) s’écrit sous forme semi-discrete :

4KZ f (‘MPP *(P)) do(P) (2.23)

En utilisant 1’équivalence doublet-tourbillon (voir I’annexe H.2) puis en déve-

loppant analytiquement ’expression (H.29) (voir ’annexe H.3), on obtient I’ex-
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pression suivante pour 7% :

1y 2
7°(M) = 4—2 b > M) (2.24)
Tzt k=0
avec
MP
M) = | ——=Adl(P) (2.25)
¢ IMPJ?
>k Zk+1 k. k+1
r.c .o r~ AT
|74+ 7| | - e S R (2.26)
A

ou k + 1 est toujours pris modulo 4.

La condition de glissement

La condition de glissement, définie dans le référentiel galiléen par ’équa-

tion (2.14), est imposée au centre de chaque facette de la maniére suivante :
& Q)7 = [ﬁem(Qi) - 5)(Qz)] 7 (2.27)

Cette condition peut en réalité se traduire par un systeme d’équations linéaires
Ap = b, dans lequel p est 'inconnue. Les coefficients 4;; de la matrice A, appelée

matrice d’influence, s’expriment alors comme suit :

1 3
e L (2.28)
A
k=0

avec

sk >k S T Tt AT
L L > R+

7’l] ] ‘ 7’z] A rij
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Les coefficients b; du second membre b correspondent a la vitesse résiduelle

normale sur chaque point de contrdle Q; :
b =[#"(Q)-7(Q)] 7, (2.30)

avec 7(Q;) = #°+ %% (Q,). Enfin, les coefficients du vecteur inconnu . corres-
pondent naturellement aux valeurs constantes des doublets ., sur chaque facette.
Les vecteurs p. et b sont donc de taille N; et la matrice A est une matrice carrée

de taille N; x N;.

2.2.3 Emission particulaire

Comme le montre la Figure 2.1, 'interface entre la méthode des singularités
et la méthode Vortex est réalisée a Iaide d’une émission de particules tourbillon-
naires aux bords de fuite des profils portants, provoquée par la discontinuité du
champ de vitesse a travers ces surfaces. Les caractéristiques de I’émission sont

déterminées a I’aide de la relation de Bernoulli.

Relation de Bernoulli

La relation de Bernoulli, pour un écoulement potentiel instationnaire irro-

tationnel, s’écrit [65] :

0 1
.1

P
— 2(7¢)2 + . — f(t) (2.31)

ou lafonction f ne dépend pas de la position, P désigne la pression et z la hauteur
par rapport a un plan de référence. Ainsi, en écrivant cette relation sur I'intrados
(7) et sur Pextrados (), et en écrivant la différence entre les deux relations ainsi

obtenues, on obtient alors :

i(¢+_¢—)+l [<7¢+>2_ (74’_)2] +P+%P_ =0 (2.32)
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Au bord de fuite, on a P* = P~ de méme que z* = z~, et I’équation (2.32)

devient, a I’aide de I’identité vectorielle (B.12) :

G A .

(bt b )V (T ) =

— (b 7) + —— (7 )=o (2.33)
En se souvenant que @ = db* — b~ et que #¢ = 64), I’équation précédente se
réduit a:

0 —

P—” +7° V=0 (2.34)

ot m

+ - . , .
oU #® = 1(7#%" + 7 ") représente la vitesse moyenne de I’écoulement potentiel
au bord de fuite. Ainsi, on peut également écrire cette relation a 1’aide de la

dérivée particulaire :

Dy,

0 2.35
Ds (2.35)

ce qui indique que la distribution de doublets normaux est introduite dans I’écou-

lement avec une vitesse 7?:1 a partir du bord de fuite.

Caractéristiques des particules émises

On consideére alors que I'on introduit dans le fluide une facette fictive pour
chaque facette du profil adjacente au bord de fuite. Les facettes fictives ainsi créées
sont disposées dans le prolongement du profil au bord de fuite, ¢’est-a-dire paral-
leles aux facettes du profil correspondantes. Puisque la distribution de doublets
est introduite avec une vitesse # %, les nouvelles facettes fictives <, prolongeant
les facettes #, du bord de fuite sont de taille W)i’k\S t x 80, ou 7i,k désigne
la vitesse potentielle moyenne 7% évaluée au bord de la facette réelle .7, 8¢
désigne le pas de temps utilisé pour la simulation et 8¢, la taille de 1’élément
de longueur de la facette 7, le long du bord de fuite. Ces notations sont résu-
mées sur la Figure 2.3, qui illustre I’émission de particules au bord de fuite d’une
plaque plane en incidence.

La difficulté réside dans la maniere de transformer les doublets introduits

82



CHAPITRE 2. MODELISATION NUMERIQUE D’HYDROLIENNES

FIGURE 2.3 - Schéma de ’émission particulaire au bord de fuite d’une plaque
plane en incidence.

dans I’écoulement en particules tourbillonnaires. Pour cela, on se réfere a I’équi-
valence doublet-tourbillon (voir ’annexe H.2) qui indique que la vitesse 7% in-
duite par les doublets peut également étre vue comme étant induite par deux
répartitions de tourbillons [66] :
- une premiere due a la présence d’une nappe tourbillonnaire d’intensité
Y=7 A 69 attachée a la surface ;
- une seconde due a la présence d’un tourbillon p.d—g concentré sur le contour
%6 de la surface portante ..
On donne donc a la particule émise a partir de la facette ., un poids tour-

. . - . P%d . . .
billonnaire Q29 équivalent a P'intensité tourbillonnaire attachée a cette facette

Yp =7, A <€p,> K intégrée sur la nouvelle surface ' :
ﬁ)z = Jy/ n, A <€H>k do (2.36)
k

ou <€p> . désigne le gradient de doublet p. évalué au point de contrdle Q, de la

s .
facette #,. On se place alors dans un repére local (XIZF, 1y 70 @) ou 7, est ali-
gné avec le bord de fuite et 7, est dans le plan de la facette 5’;’ .Onnote (x,y,,2;,)

les coordonnées d’un point dans ce repere. Alors le tourbillon ¥ attaché a la fa-
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cette S, s’écrit :

0 Opp/ Oy — 0P/ Oy, p o
-  — = . - - _ A A . P‘k—) Hk—)
Yk = nk AN (Vp,)k = Ol )\ (/Mk/(/yk = (/H.k/(/xk = _8_l/€ +a_]/€
1 0 0 Vi Xk
(2.37)

La composante perpendiculaire au bord de fuite ¥, - 7, est approchée par une
méthode de différences finies :
Ot Pt —Pea

Yo Tp = ~ 2.38
ko k ox, 250, (2.38)

qui correspond & un schéma d’Euler centré, remplacé par un schéma décentré si
la facette .}, n’a qu’une seule facette voisine suivant x,. Pour déterminer la com-
posante tangentielle, il convient de repartir de ’équation (2.34), et de considérer

-

. , . . — ’ \ .
que # _, est orientee principalement comme j,, c’est-a-dire que

7 =@ DT @ T @ T @39)

Ainst, ’équation (2.34) devient

F o0 (2.40)
k

et, a ’aide d’un schéma d’Euler progressif, on obtient :

aHk 1 Oy P«k()—P«k(t—Sf)
OV |u¢ | Ot |u4’k|8t

Ve k=~ (2.41)

Le poids tourbillonnaire de la particule émise correspondante devient donc :

G f uk(t)|—uk(t—3t)ﬁ Pt ~ Mt | 0.42)

= y + Tk
EARLY: 25¢,
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En se souvenant que la facette ;' est approximativement de taille |7j;1 L0t %
&, et a 'aide d’une méthode de quadrature de point milieu, on obtient finale-

ment :
Q0 = [y (£) —pp(t —S0)]S€7 +|7° |M8t_) (2.43)
P Mk I K 7 Tk .
La particule est naturellement émise au centre de la facette fictive, c’est-a-dire :

N 1%
XZ=X£F+7|7¢

b (2.44)

et son volume est défini par :

Vo= 7% |8t x 8 xc (2.45)

¢
m,k

. . e
# évaluée au bord de fuite de la facette ), c’est-a-dire 7i .~ #(XP) dans

Enfin, notons que dans les faits, la vitesse % , est approchée par la vitesse

le référentiel lié & ’hydrolienne en question. Dans le référentiel galiléen, on a
ﬁ)i = 7(??) — 7‘”“(22%. Par ailleurs, lors de I’évaluation de % (M) en tout
point du domaine, on considere que la contribution du bord de fuite est nulle,
c’est-a-dire qu’il n’y a pas de tourbillon attaché a celui-ci. Cela se traduit par le fait
que, dans I’équation (2.24), les termes correspondant a des facettes émettrices ne
prennent en compte que trois segments porteurs de tourbillon au lieu de quatre.

Le segment omis est bien entendu celui qui constitue le bord de fuite.

Processus itératif

L’émission est réalisée a ’aide d’un processus itératif. En effet, les particules
émises ont une influence sur la vitesse résiduelle T sur les parois solides. Le sys-
téme d’équations linéaires qui traduit la condition de glissement est alors modi-
fié. A la suite de la résolution de ce nouveau systéme, les doublets qui en résultent
sont également altérés. Or, la valeur des doublets a elle-méme une influence sur
le poids des particules émises (voir ’équation (2.43)). Le processus itératif utilisé
est résumé par le diagramme de la Figure 2.4. Les initialisations correspondent

au calcul de termes qui ne sont pas modifiés par le processus itératif. Par exemple,
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pour la vitesse au bord de fuite

— — —
a0 = a0+ (X + AKX - (X (2.46)
il s’agit au préalable d’ajouter a la vitesse uniforme % * la vitesse d’entrainement
—ent(YBF) i : : : —> (SIBFY ¢ g
#(X,"), ainsi que la partie de la vitesse rotationnelle %*(X,") induite par
les particules déja présentes dans le fluide (c’est-a-dire toutes les particules sauf
celles qui sont en train d’étre émises). En effet, ces vitesses ne dépendent pas
des changements engendrés par le processus itératif. Lors du processus itératif
g g P P P

(«mise a jour de la vitesse au bord de fuite »), il suffira d’ajouter a ce terme la
partie variable de la vitesse, c’est-a-dire la vitesse potentielle due aux doublets
94) _)BF . _)LI) _)BF . . . 57 . .
#? (X)) et lapartie de %%(X,") induite par les particules en cours d’émission.
Il en va de méme pour les caractéristiques des particules émises ainsi que pour
le second membre du systeme, pour lesquels on peut calculer au préalable une
partie constante.

Par ailleurs, au lieu de résoudre le systéme Ap. = b, on résout un nouveau
systeme

Aplo=h = 50 (2.47)

corr

modifié & chaque itération ! r avec b(*) défini par
L) — p() _AH(V—l) (2.48)

ol les coefficients de (") sont définis par I’équation (2.30). Le terme Ap.("~Y
correspond en réalité A la vitesse normale % - 77 induite aux points de contrdle
des parois solides par les doublets (" =1 calculés a P'itération précédente. Ce sys-
teme modifié permet de calculer directement la correction a apporter par rapport
alitération précédente. En effet, apres résolution du systeme (2.47), on construit
w) == 4y | qui vérifie alors

AH(” = Ap,(’_l) +AH(V—1) = AH(V—l) + b _AH(r—l) S AC) (2.49)

corr

1. 1l s’agit d’une sous-itération liée au processus itératif indépendamment de la méthode de
résolution du systéme
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Initialisation

Gnitialisation des particules émiseD

Gnitialisation de la vitesse au bord de fuitD

Gnitialisation du second membre du systéme d’équations linéairc;

Itérations

G/Iise a jour du second membre du systéme d’équations linéaireD

@ésolution du systéme d’équations linéaircD

(Mise ajour des doublet;

(Mise 4 jour de la vitesse au bord de fuite)

G\/Iise a jour des particules émiseD

[Sinon] >

[Si le critere de convergence est satisfait]

Finalisation

(Ajout des particules émises a I’ensemble des particules ﬂuides)

FIGURE 2.4 - Diagramme d’activité résumant ’algorithme d’émission particu-
laire.

Le processus s’arréte lorsque la correction a apporter est suffisamment petite. A

Pissue des itérations, c’est-a-dire lorsque » = 7., on a Ap.ms) = b (ms) et

"max

plms) =@ 4 3 0= (2.50)

r=1
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Chagque itération de ce processus nécessite une résolution de systeme d’équa-
tions linéaires. Si la matrice A est constante (au cours de la simulation), son in-
verse A~! est déterminée une fois pour toutes a Iinitialisation de la simulation,
puis le systéme (2.47) est résolu en calculant 7~ = A~15™). Dans les autres
cas, on utilise une méthode de gradient bi-conjugué stabilisé (Bi-CGSTAB) [67]
préconditionné. Les détails de cette derniere méthode sont donnés dans la sec-
tion 6.4.

2.2.4 Calcul des efforts

Le saut de pression a travers la surface peut étre déterminé a partir de I’équa-

tion de Bernoulli (voir I’équation (2.32), section 2.2.3) :

0 —
= pa—t + pﬁ)i -V (2.52)

[P] =P+ D ‘ (b —clf)—i—%p {<7¢+)2_ (74*)2] (2.51)

Leffort normal total Z , exerceé sur la surface portante . s’écrit [47, 68—
70] :

jal
Z,=p ((;—Hﬁ)dcvtpf 7/\7d0+2pf & A7ido (2.53)
g Ot 5 y

[—— ’ . . TN \ .
ou 7 représente la nappe tourbillonnaire attachée a la surface et ou le dernier
terme représente la pseudo-force de Coriolis. Leffort normal peut étre obtenu

de maniere discréte grace a la contribution de toutes les facettes :

N, 5

— — H_) - - s -

9n22ﬁ:pfy5ndo+p£ﬂu/\YdoJer dAndo  (2.54)
j=1 7J i

A

—_
On note ¢ f le vecteur portant le coté ¢ ]kf de la facette 7 et L]kf le point central

L,
de ce cote. Les f; peuvent alors étre approchés a 'aide d’une quadrature du point
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milieu :
f; = (—) n.S; +p2 L ) A p, +2p<I> A7 (Q;)S; (2.55)

Le tourbillon fictif E]k est calculé de la maniére suivante :

Th = ok () 7 (2.56)
ou 4; est le doublet porté par la facette 7; et ou p;"is’k désigne le doublet porte

par la facette limitrophe par le c6té k de la facette ;. Ce terme représente en réa-
. . = A . . . A ,
lité la quantité (ﬁ) A Vp.) . Sf évaluée au point L]kf . Ainsi, Sf représente une sur-
Lk

face caractéristique autour de ce point. On pourra se référer a ’annexe H.2 pour
des considérations analogues. Par ailleurs, ’effort étant évalué sur les contours
des facettes, chaque tourbillon fff contribue a ’effort de deux facettes, du moins
si le coté est partagé. Letfort sur la facette #; dli au tourbillon ﬁf est donc pon-

déré a aide de 'v]/? comme suit :

=S,/(S; SV.O‘S’k) si la facette voisine existe

(2.57)

vois, k =0 sinon.

\‘ar-\‘?r

F =1, etp

ou S;Ols’k désigne la surface de la facette voisine.
La vitesse 7(L§? ) est prise comme la moyenne des vitesses aux points de

controle des deux facettes voisines :

=1k 1 — —> 1 ~\vois,k
w(L7) = S ((Q)) +#(Q™)) (2.58)

ou Q;O’S’k désigne le point de contrdle de la facette voisine, si elle existe. Si celle-ci
b M b VOiS,/€ _ . . —> / 4
n’existe pas, on prend % (Q] ) = 0. Par ailleurs, la vitesse # (Q;) est évaluée

dans le référentiel mobile, on prend donc

Q) =" +u%(Q)) +#Q,) —u™Q;) (2.59)
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La dérivée temporelle de p est quant a elle obtenue a I’aide d’un schéma d’Euler

progressif :

(@) ~ () ~ (£ = 0r) (2.60)
j

ot St

—
Enfin, le moment .  par rapport au centre de rotation O de I’hydrolienne

& est donné par :
Nf -
Mo=>,0Q; A f, (2.61)
=1

2.2.5 Schéma numérique
Description lagrangienne discrete

On considere la vitesse de I’écoulement aux positions des particules, c’est-a-
dire :
U,=#(X;,)=%*+U0?+ U (2.62)
avec [_J)j) = 7¢(§i) définie par I’équation (2.24) et 6?’ par I’équation (2.22). On

peut alors, a partir des équations de Navier-Stokes (2.1), décrire le transport la-

grangien des particules (voir les sections 3.6 et 3.7, ainsi que la section 5.2 pour

la diffusion) :

dX;, -

-U, (2.63a)
det
aa, -

.= - =\ — , , . .-y . .
ou SV, = <Qi : V) U, represente le terme de déformation, traité comme indi-

qué dans la section 3.7 et fiVi = v[Ad]|+_5 V, représente la diffusion molé-

X =

culaire, traitée par la méthode Particle Strength Exchange (PSE) [71-73] comme

90



CHAPITRE 2. MODELISATION NUMERIQUE D’HYDROLIENNES

indiqué dans la section 5.2 :
N
LV, ~v) [ijl. . inj.] (X, - X)) (2.64)
=1

oll 7* est un noyau construit pour I'approximation de 'opérateur laplacien

(voir la section 4.2), tel que

— 1 —

A1) = (7o) 2.6)
en trois dimensions. Dans le code de calcul actuel, on utilise le noyau gaussien
d’ordre 2 défini par (voir annexe E.3) :

t e

e () = — e
N 232

(2.66)

La diffusion peut également étre traitée a I’aide de la méthode Diffusion Velocity
Method (DVM) [74], comme indiqué dans la section 5.3, mais cette méthode n’a

pas été incluse dans le code numérique a I’heure actuelle.

Modeéle de turbulence

Un modele de turbulence, fondé sur la simulation des grandes échelles (Large
Eddy Simulation, LES) permet de modéliser I'influence des échelles non réso-
lues. ’équation de conservation de la quantité de mouvement (2.63b) devient

alors (voir la section 5.5) :

a9, - -
— SV, + LV, 2.67)
de :
avec
L - [@ +vp) AB + (Vvg) A (A 7)]#_f (2.68)

i

ou vy, appelée viscosité turbulente, dépend de la position et doit donc étre éva-

g K . .
luée en X;. Le modele de Mansour, actuellement utilisé, définit simplement v
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comme suit :
vy = (CyA)*V2 |3 (2.69)

ou C,; est une constante a fixer et A est la taille caractéristique de la grille de
résolution, ici fixée a A = b la distance caractéristique entre deux particules. En

—>

X;,ona:
v, = vr(X,) = (CuA)V2|Q, |V, (2.70)

Finalement, comme I'indique la section 5.5, on peut approcher le terme de dif-

. —_>
fusion turbulence L'V, par :

17,8

LV, = [v+(C AZJQ\/V]_%[ Qv - V]n‘f‘?

L (CyAPV2 i[!ﬂ IV +H IV 7Y | A i[ﬁf_ﬁi}vmﬁi
- fa

2.71)
ol Nije = n.(X; — X;)-

Schéma général

Le systeme d’équations différentielles ordinaires (2.63), dans lequel ’équa-
tion (2.63b) peut étre remplacée par I’équation (2.67) si ’on utilise le modele de
turbulence, est simplement intégré a I’aide d’un schéma de type Runge-Kutta.
Par ailleurs, pour stabiliser la simulation, les particules sont périodiquement re-
maillées sur une grille cartésienne a I'aide d'un noyau M, (voir la section 4.1).

La Figure 2.5 illustre le déroulement général d’une simulation. Le code est
entierement parallélisé comme décrit dans la section 6.2. L'accélération parallele

est évaluée dans la section 6.2.4.
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Initialisations

Intégration en temps :
- Advection des particules
- Mise & jour du poids des particules

@éplaoemem des maillageD

€mission particulaire aux bords de fui@

Remaillage Nest pas réalisé
a chaque itération

@ise A jour de la décomposition de domair@

Analyses diverses
Ecriture des données

[Sinon]
[Fin de simulation]

FIGURE 2.5 - Diagramme d’activité résumant le déroulement général d’une si-
mulation.

2.3 Description des configurations d’hydroliennes

2.3.1 Modeles d’hydroliennes

Afin de valider la méthode numérique, deux géométries d’hydroliennes tri-
pales a axe horizontal ont été considérées (voir le tableau 2.1), toutes deux éga-
lement testées expérimentalement en bassin. Le premier jeu de pales, composé
de profils NACA 63-8XX, a été testé numériquement et expérimentalement par
Bahaj et al. [20] et Batten et al.[11]. Pour cette raison, il sera désigné dans ce
qui suit par Iacronyme BBMC, pour Bahaj, Batten, McCann. Le profil détaille
est décrit dans le tableau 2.2. Dans leur étude, Bahaj er al. [20] présentent un
nombre important de résultats pour quatre angles de calages, a savoir 0°, 5°, 10°

et 13°. Le deuxiéme jeu de pales est celui présenté dans la section 1.2 (voir la
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description compléte donnée dans le tableau 1.3), désigné par la suite par le jeu
IFREMER-LOMC.

Description BBMC [20] [FREMER-LOMC
Rayon du rotor (R) 400 mm 350 mm
Rayon du moyeu 50 mm 46 mm
Longueur du moyeu n/a 720 mm
Angle de calage 0°,5°,10° et 13° 0°

TSR étudiés [2-10] [0-10]

Sens de rotation horaire antihoraire
Reynolds (Re,) ~ 580000 ~ 280000

TABLE 2.1 - Description générale des configurations BBMC [20] et IFREMER-
LOMC (section 1.2).

.
u*=U_e. e

—>

eZ
IFREMER-LOMC ( w BBMC

FIGURE 2.6 - Configurations BBMC [20] et IFREMER-LOMC dans le référen-
tiel galiléen considére.

®
8
<

On consideére une hydrolienne, plongée dans un écoulement amont constant
et uniforme de vitesse #* = U_e_, dont Iaxe de rotation est porté par e.. La
Figure 2.6 illustre les deux configurations d’hydroliennes dans le référentiel gali-
léen considéré. On rappelle la définition de la vitesse en bout de pale (Tip Speed
Ratio, TSR) :

®R
TSR= @72)
ou R est le rayon du rotor et ® sa vitesse de rotation. Le nombre de Reynolds

Re

lations numériques sont réalisées de maniére adimensionnelle, avec R = 1 et

- est calculé comme dans la section 1.2 (voir I’équation (1.13)). Les simu-

U, =1, et la viscosité moléculaire v est ajustée de maniére a obtenir une simi-

litude de Reynolds par rapport aux expériences. Pour les deux configurations
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(BBMC et IFREMER-LOMC), v est alors tres faible comparée aux valeurs ob-

servées de la viscosité turbulente v introduite par le modele de turbulence (voir
la section 2.2.5).

r/R[] /R[] Angle[°] ¢/c[%]

0,20 0,125 15,0 24,0
0,30 0,116 9,5 20,7
0,40 0,106 6,1 18,7
0,50 0,097 3,9 17,6
0,60 0,088 2,4 16,6
0,70 0,078 1,5 15,6
0,80 0,069 0,9 14,6
0,90 0,059 0,4 13,6
1,00 0,050 0,0 12,6

TABLE 2.2 - Description détaillée du profil des pales de la configuration BBMC,
tirée de [20].

On peut d’ores et déja tirer quelques observations des descriptions des confi-
gurations (tableau 2.1 d’une part, et comparaison des tableaux 1.3 et 2.2 d’autre
part). La premiere observation est que le sens de rotation differe : il est dans le
sens horaire pour BBMC et antihoraire pour IFREMER-LOMC. Ce détail mis
a part, les configurations générales sont tres similaires en termes de taille et de
proportion du rotor et du moyeu, et les gammes de TSR testés sont quasiment
les mémes. Cependant, les géométries des pales sont relativement différentes.
En effet, la longueur de corde ¢/R est plus importante dans la configuration
IFREMER-LOMC que pour les pales BBMC, qui sont plus minces et plus ef-
filées. Par ailleurs, il apparait que les pales IFREMER-LOMC présentent une
variation d’angle plus importante par rapport au bout de pale, avec une varia-
tion globale d’environ 20°contre moins de 15°pour les pales BBMC. Enfin, pour
r € [0,2;1,0]R, ’épaisseur ¢ est presque toujours inférieure a 25% de la corde
¢ dans les deux configurations. Dans le modéle numérique, exploitant la théo-
rie des profils minces, les pales sont considérées comme des surfaces infiniment

minces.
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2.3.2 Description des maillages

Dans le but de mener une étude de convergence du modele numérique, dif-
férents maillages surfaciques des hydroliennes, incluant le moyeu, ont été réa-
lisés. Les caractéristiques géometriques de ces maillages sont illustrées dans la
Figure 2.7 qui deéfinit les notations pour la discrétisation des pales. Lanalyse de
convergence est basée sur le paramétre de régularisation € qui est proportionnel

a la distance inter-particulaire caractéristique 5 :
e =kKh, (2.73)

ou k > 1 représente le parametre de recouvrement, fixé ici a k = 1,5.

FIGURE 2.7 - Illustration des parameétres de maillages sur la configuration
IFREMER-LOMC.

Pour une valeur de ¢ donnée, ou de maniere équivalente pour un 5 donné,
le maillage doit étre tel que b ~ [y (voir la section 2.2.3), ou /g représente la
taille caractéristique d’un élément de longueur le long du bord de fuite, comme
Iillustre la Figure 2.7. Ainsi, a chaque valeur ¢ étudiée correspond un maillage
différent, notamment en termes de discrétisation de ’envergure des pales. De la

méme maniere, il convient d’adapter la discrétisation du moyeu en conséquence.
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Le tableau 2.3 résume les discrétisations étudiées. Par ailleurs, différentes discré-
tisations de la corde sont également considérées, correspondant a différentes va-
leurs de [, (voir la Figure 2.7). Le nombre d’éléments 7, permettant de discrétiser

la corde peut alors prendre trois valeurs, a savoir #_ =5, 10 ou bien 15.

£ h Nyp Npp max ot min St
(/1,5) (BBMC) (IFREMER-LOMC) (TSR—=0) (TSR = 10)
0,200 0,133 6 5 0,133 0,013
0,150 0,100 8 7 0,100 0,009
0,100 0,067 12 11 0,066 0,006
0075 0050 16 15 0,050 0,004
0,050 0,033 24 23 0,033 0,003

TABLE 2.3 - Description des maillages pour différentes valeurs de ¢.

Puisque les particules sont déplacées & chaque pas de temps d’une distance
_)
de |U|3t environ, on choisit le pas de temps de maniére a satisfaire la condition

suivante :
b~ |I7| St, (2.74)

qui peut étre vue comme un équivalent lagrangien de la condition de Courant-

Friedrichs-Lewy (CFL). La vitesse maximale a I’émission est celle des particules

en bout de pale, telle que U] = /&R + U_ 2% si bien que I'on fixe le pas de

temps a :
h €
VORI + U™ 1,5U%/TSRE + 1

Pour chaque couple de valeurs de TSR et de ¢, on choisit un pas de temps a

St ~ (2.75)

I’aide de I’équation (2.75) qui restera le méme pour toute la simulation (voir le
tableau 2.3).

La Figure 2.8 illustre les résultats bruts d’une simulation avec les particules
et ’hydrolienne IFREMER-

LOMC colorée suivant le saut de pression a travers la surface. Dans ce qui suit,

. . . . g
colorées suivant leur poids tourbillonnaire ’Q ;
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-
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I [ [T ] | [

FIGURE 2.8 - Particules colorées suivant leur poids tourbillonnaire |2;] et I’hy-
drolienne IFREMER-LOMC colorée suivant le saut de pression adimensionné a
travers la surface.

deux principaux types de simulations de distinguent, suivant que I’on souhaite
évaluer les performances en termes de coefficients de puissance et de trainée, ou
bien caractériser le sillage de I’hydrolienne. Dans le premier cas, les simulations
sont réalisées sur un temps physique total de T = 3s de maniere a obtenir des
valeurs convergées des efforts et des moments sur la structure. Ces résultats sont
présentés dans la section 2.4. Dans le second cas, afin de caractériser le sillage
lointain (dix diamétres en aval), les simulations sont réalisées sur T = 30s. Ces

résultats seront présentés dans la section 2.5.

2.4 Evaluation des performances

A partir de résultats bruts similaires i celui illustré par la Figure 2.8, il est
possible d’évaluer la force totale 7 et le moment ./ appliqués a la structure a
chaque pas de temps, a I’aide des équations (2.54) et (2.61) de la section 2.2.4. De

sorte a éviter I’effet transitoire du début de la simulation (¢ < 15s), bien visible sur

98



CHAPITRE 2. MODELISATION NUMERIQUE D’HYDROLIENNES

I’évolution du moment axial ./ tracée sur la Figure 2.9, on calcule les valeurs
— —_—

moyennes <? > et <//t > des efforts et des moments sur la période ¢ € [1;3]s.

Les coefficients de puissance C;, et de trainée C;. sont alors définis, comme dans

la section 1.2, par :

B (MYTR L (F

Cp = - - ,
P lURR LU R T LU nR?

(2.76)

avec A, le couple autour de e, Z,_ Deffort axial et ®_ la vitesse de rotation
axiale. Des graphes de coefficient de puissance et de trainée en fonction du TSR

seront présentés dans la section 2.4.2.
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(a) Configuration BBMC avec un angle de  (b) Configuration IFREMER-LOMC
calage de 5°

FIGURE 2.9 - Evolution du couple axial (en valeur absolue, |, |) autour de &
en fonction du temps physique ¢, pour différents TSR, avec 7, =5 et ¢ = 0,075,
pour la configuration BBMC (a gauche) et [FREMER-LOMC (2 droite).

2.4.1 Etude de convergence

Afin de valider la méthode numérique, on présente une étude de conver-
gence en fonction de la discrétisation dépendant du parametre de régularisa-
tion ¢, comme présenté dans le tableau 2.3. Les Figures 2.10 a 2.13 présentent
la convergence des valeurs moyennes des coefficients C; et C pour différents
parametres et pour les deux configurations testées.

La Figure 2.10 montre que les simulations convergent vers des valeurs de C,,
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et de C; cohérentes avec les résultats reproduits a partir de [20]. Les valeurs
convergées de C;, et de C. semblent étre obtenues pour ¢ < 0,1. On peut tirer
plusieurs observations de ces résultats. Premierement, des valeurs trop élevées
de ¢ peuvent conduire a des valeurs de C, et de C; tres erronées. Par ailleurs,
la convergence semble étre obtenue plus rapidement et plus clairement pour
le coefficient de trainée C;. Enfin, il apparait que la discrétisation de la corde
n’a guere d’influence sur la convergence de ces deux coefficients. Suivant cette
derniére remarque, la Figure 2.11 montre, pour une seule discrétisation de la

corde n, = 5, que la convergence est obtenue a partir de ¢ < 0,1 pour une large
gamme de TSR.

0.8 0.8
—&— n=05 —&— n=05
0.7 —6— n=10 0.7 —6— n~10
—a— n =15 —&— n=15
06 ——— GH-Tidal bladed 06 ——— GH-Tidal bladed
’ & - - - SERG-Tidal ’ - - - SERG-Tidal
=
0.5 NS 0.5
& 04 \§ a! & 04 Mfkcé
03 T~ 03 ﬁ/i
. == . e
77777777777777777777 ﬁi —— - - §
0.2 ¥ 0.2 e
=
0.1 0.1
0 0
02 018 016 014 012 01 008 006 0.04 02 018 016 014 012 01 008 006 0.04
€ €
@) Cp b) Cr

FIGURE 2.10 - Valeurs de C, (a gauche) et de C; (a droite) en fonction de ¢
(correspondant a un certain 7yg et un certain b, voir le tableau 2.3) 23 TSR = 3
sur la configuration BBMC, avec un angle de calage de 5° et pour différentes

valeurs de 7_. Les barres verticales représentent ’écart-type autour de la valeur
moyenne. Les valeurs GH-Tidal bladed et SERG-Tidal sont tirées de [20].

Les Figures 2.12 et 2.13 présentent la méme étude de convergence sur la confi-
guration IFREMER-LOMC (voir les tableaux 2.1 and 1.3). La comparaison de
la Figure 2.12 pour la configuration IFREMER-LOMC avec la Figure 2.10 équi-
valente pour la configuration BBMC indique que la convergence du C;, est obte-
nue pour une valeur de ¢ plus faible (¢ < 0,075 pour IFREMER-LOMC contre
¢ < 0,1 pour BBMC). A I'inverse, la convergence du C semble plus aisément
et plus rapidement obtenue avec la configuration IFREMER-LOMC. Les dif-
férences de géométries entre les deux configurations, notamment la variation

globale d’angle par rapport au bout de pale qui est plus importante sur les pales
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FIGURE 2.11 - Valeurs de C, (2 gauche) et de C; (a droite) en fonction de ¢
(correspondant a un certain 7y et un certain 4, voir le tableau 2.3) sur la confi-
guration BBMC, avec un angle de calage de 5°, n_ = 5 et pour différents TSR.
Les barres verticales représentent ’écart-type autour de la valeur moyenne.

IFREMER-LOMC, sont probablement la cause de ces différences de comporte-
ment de la méthode. La taille relative de la corde ¢ /R et I’épaisseur relative ¢ /c
peuvent également avoir une influence. Néanmoins, comme pour la configura-
tion BBMC, il apparait que la discrétisation de la corde a peu d’influence sur
le calcul des coefficients C,, et Cy. Par ailleurs, la Figure 2.13 confirme que ces
coefficients convergent a partir de ¢ < 0,075 et ¢ < 0,1 respectivement pour une
large gamme de TSR.

Il convient désormais de valider les courbes de C;, et de C en fonction du
TSR sur les deux configurations, en comparant les résultats numériques obtenus
a d’autres résultats numériques de la littérature et a des résultats expérimentaux.
Afin de s’assurer que les valeurs de C;, et de C obtenues ont convergé, on fixe la

discrétisation a ¢ = 0,075 pour les deux configurations.

2.4.2 Validation des performances

De maniére a compléter la validation de la méthode, on présente une com-
paraison de la courbe compléte du coefficient de puissance C, en fonction du
TSR sur la configuration BBMC, pour différents angles de calage, avec les ré-
sultats numériques et expérimentaux présentés dans [20]. Les outils numériques
GH-Tidal Bladed [20] et SERG-Tidal [11, 20] sont tous deux basés sur la théo-
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FIGURE 2.12 - Valeurs de C;, (a gauche) et de C; (a droite) en fonction de ¢ (cor-
respondant a un certain 7 et un certain b, voir le tableau 2.3) a TSR = 3 sur
la configuration IFREMER-LOMC, avec un angle de calage de 0° et pour diffé-
rentes valeurs de 7_. Les barres verticales représentent ’écart-type autour de la
valeur moyenne. La valeur I[FREMER Exp. Data est tirée de I’étude expérimen-
tale présentée dans la section 1.3, ou I’effort axial sur le mat a été retranché pour
I’évaluation du C; (C?QIt ~0,12).
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FIGURE 2.13 - Valeurs de C;, (a gauche) et de C; (a droite) en fonction de ¢ (cor-
respondant a un certain 7y et un certain 4, voir le tableau 2.3) sur la configura-

tion IFREMER-LOMC, avec un angle de calage de 0°, n_ = 5 et pour différents
TSR. Les barres verticales représentent I’écart-type autour de la valeur moyenne.

rie Blade Element Momentum (BEM). Le premier est un logiciel commercial
développé par GL Garrad Hassan? et le second est un code académique déve-

loppé par le groupe SERG (Sustainable Energy Research Group)® de I'université

2. http://www.gl-garradhassan.com
3. http://www.energy.soton.ac.uk/
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de Southampton (Royaume-Uni). Les détails de la procédure expérimentale sont

donnés dans [20]. Comme mentionné précédemment, on considére une seule

discrétisation, correspondant a ¢ = 0,075 et 7, = 5, qui permet de s’assurer de la

convergence des coefficients C;, et Cr.
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FIGURE 2.14 - Comparaison du coefficient de puissance C;, sur la configura-
tion BBMC en fonction du TSR et pour différents angles de calage (voir le
tableau 2.1). Les barres verticales représentent ’écart-type autour de la valeur
moyenne. Les résultats numériques GH-Tidal bladed et SERG-Tidal ainsi que les
résultats expérimentaux ont été reproduits a partir de [20].

Pour les quatre angles de calage testés, la Figure 2.14 montre que la courbe de

Cp est en bon accord avec la littérature pour des valeurs de TSR faibles (TSR < 4),

c’est-a-dire dans la partie ascendante de la courbe. Pour des valeurs de TSR plus

élevées, la courbe de C, continue a croitre de maniére erronée. En réalité, ce

comportement était prévisible du fait que le modele d’émission particulaire (voir

la section 2.2.3) ne prend pas en compte un éventuel décollement de la couche
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limite, qui se produit des lors que I’angle d’attaque local dépasse un certain seuil.
Pour des valeurs de TSR comprises entre 4 et 6, le décollement se produit sur
une partie de plus en plus importante de la pale, jusqu’a en couvrir la majeure
partie pour des valeurs de TSR supérieures a 6. Des modeles d’émission prenant
en compte le décollement de la couche limite ont été proposés dans la littéra-
ture [75-78] et constituent une priorité dans la suite des travaux, notamment

dans le cadre du stage et de la future these de Clément Carlier [59].
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FIGURE 2.15 - Comparaison du coefficient de puissance C;, (2 gauche) et de trai-

née C; (a droite) sur la configuration IFREMER-LOMC en fonction du TSR.

Les barres verticales représentent ’écart-type autour de la valeur moyenne. Les

résultats expérimentaux sont tirés de 1’étude expérimentale présentée dans la
. 1 . A 7.7 ’ 57 :

section 1.3, ou effort axial sur le mat a été retranché pour I’évaluation du C;

(Cmit ~ 0,12).

Pour la configuration IFREMER-LOMC, les coetficients de puissance Cy, et
de trainée C ont été évalués en fonction du TSR, avec une seule discrétisation
correspondant a ¢ = 0,075 et #, = 5, qui permet de s’assurer de la convergence
de ces coefficients. Une comparaison des résultats numériques et expérimentaux
est présentée sur la Figure 2.15. Les résultats expérimentaux sont tirés de ’étude
présentée dans la section 1.3 et ont été obtenus avec une vitesse U, = 0,8m s,
La Figure 2.15 permet de tirer les mémes conclusions concernant le C, que pour
la configuration BBMC, a savoir que la partie ascendante de la courbe de C;, (ici
TSR < 3) est bien reproduite. Néanmoins, ce résultat confirme que la méthode
fournit des résultats cohérents et corrects pour la gamme de validité du TSR, et

ce quelle que soit la géométrie et 'angle de calage. Par ailleurs, les courbes de
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C; sont également en bon accord avec les résultats expérimentaux. Cependant,
les écarts-types sont bien plus importants que pour le coefficient de puissance,
ce qui indique que leffort axial Z_ oscille autour de sa valeur moyenne avec
une amplitude plus importante que pour le moment axial .# . Cependant, il
est a noter que ce comportement n’a pas été observé dans I’étude expérimentale
(section 1.3), qui a seulement révélé une légere augmentation des écarts-types de
C; et de C; pour un taux de turbulence ambiante éleve, et qui restent par ailleurs
dans les mémes ordres de grandeur. En réalité, ces oscillations sont notamment

dues a I’application du remaillage.

2.5 Caractérisation du sillage

Afin d’obtenir une caractérisation du sillage complet jusqu’a dix diameétres
en aval, les simulations sont réalisées sur un temps physique de T = 30s. La
moyenne des quantités étudiées, notamment la vitesse de I’écoulement, est réa-
lisée sur les quatre dernieres secondes de la simulation. La Figure 2.16 présente
le temps CPU de simulations complétes pour différentes discrétisations (voir le
tableau 2.4), c’est-a-dire pour des nombres de particules différents a la fin de la
simulation. Les simulations présentées ont été realisées au CRIHAN (Centre
des Ressources Informatiques de HAute-Normandie) de maniére parallele, sur
16 nceuds de bi-processeurs quad-cores Intel Nehalem EP @ 2,8 GHz, ¢’est-a-dire
sur 128 processus. Le cas étudié est celui de la configuration IFREMER-LOMC
a TSR = 3,67 avec une vitesse amont de U, =0,8m-s™".

Les resultats de la Figure 2.16 conduisent a quelques remarques préliminaires.
Premierement, le raffinement de la discrétisation conduit & une augmentation
du nombre global de particules. Ceci a pour conséquence d’augmenter le temps
CPU nécessaire a la simulation complete. En effet, la simulation la plus gros-
siére, correspondant a ¢ = 0,200, ne met en jeu que 90000 particules environ et
prends moins de 3000s de temps CPU, c’est-a-dire environ 50 minutes. En re-
vanche, la simulation la plus fine, correspondant a ¢ = 0,075, implique plus d’un
million de particules et prends pres de 2120005 de temps CPU, c’est-a-dire envi-
ron 2 jours et 11 heures. Le probléme posé par les deux discrétisations les plus

fines (¢ = 0,100 et ¢ = 0,075) est qu’elles font apparaitre des échelles de plus en
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FIGURE 2.16 - Temps CPU en fonction du nombre final de particules, corres-
pondant a différentes discrétisations ¢ (voir le tableau 2.4). La discrétisation ¢ est
précisée a cote des carrés rouges, qui indiquent le temps CPU pour la simulation
complete des T = 30s de temps physique. Les ronds verts indiquent le temps
CPU utilisé pour les deux dernieres secondes de temps physique de la simula-
tion. Enfin, les triangles bleus donnent le rapport en pourcentage entre le temps
CPU utilisé pour ces deux derniéres secondes et celui nécessaire a la simulation

complete des T = 30s de temps physique.

3 b ngg  lgp My ey OF N;,  Temps CPU [s]
0,200 0,133 5 0,158 6 0,114 0,035 90547 2986
0,180 0,120 7 0,113 8 0,087 0,031 125293 5508
0,160 0,106 7 0,113 8 0,087 0,028 177818 9108
0,150 0,100 7 0,113 8 0,087 0,026 213468 12312
0,100 0,067 11 0072 12 0059 0017 725626 79200
0,075 0,050 15 0,053 16 0,045 0,013 1068620 211788

TABLE 2.4 - Description des maillages utilisés pour la caractérisation du sillage,
pour différentes valeurs de . Le temps CPU est donné en secondes et correspond
au temps nécessaire pour la simulation complete des T = 305 de temps physique.

plus petites dans le sillage, ce qui accentue son instationnarité. Par conséquent, il
est possible que les 4 secondes de temps physique utilisées pour la moyenne des
quantités instationnaires ne soient pas suffisantes. Il conviendrait alors d’aug-

menter le temps total T ainsi que le temps utilisé pour la moyenne. Cependant,
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ces simulations sont déja treés coliteuses en temps CPU, sans compter que les
derniéres secondes de temps physiques représentent une grande partie du temps
CPU total dans la simulation. En effet, la Figure 2.16 montre que le temps CPU
requis pour simuler les deux derniéres secondes de temps physique représente
environ 20% du temps CPU total. Pour cette raison, la caractérisation du sillage
a principalement été réalisée pour des discrétisations comprises entre ¢ = 0,200
et e =0,150.

2.5.1 Cartes de vitesse axiale

On présente pour commencer des cartes de vitesse axiale dans le sillage de
I’hydrolienne, pour différentes discrétisations, comparées au sillage expérimen-
tal correspondant présenté dans la section 1.3. Comme mentionné précédem-
ment, on considere un TSR de 3,67, qui se situe a la limite de la gamme de validité
en termes de C, et de C; (voir la section 2.4.2). Le taux de turbulence ambiante
I, est considéré comme nul dans la méthode numérique, comme il le serait lors
d’essais expérimentaux réalisés dans un bassin de traction. En effet, la vitesse
de I’écoulement amont du code numérique est considérée comme constante et
uniforme, sans fluctuations. On comparera donc les résultats numériques aux ré-
sultats expérimentaux obtenus avec le taux de turbulence le plus faible, a savoir
I =3%.

La Figure 2.17 présente les cartes de vitesse axiale moyenne #/U_ corres-
pondant a différentes discrétisations, comparées a la carte expérimentale 2.17d
obtenue avec I = 3%. A premiére vue, la forme générale du sillage semble
bien reproduite pour toutes les discrétisations. Cependant, plusieurs remarques
peuvent d’ores et déja etre émises. La premiére remarque concerne I’expansion
latérale (ou radiale) du sillage, qui reste compris dans une bande d’un diametre
de largeur environ (entre y = —0,5D et y = 0,5D) dans les cartes numériques,
alors que cette bande s’élargit progressivement jusqu’a atteindre environ 1,5D de
largeura x = 10D en aval (entre y = —0,75D et y = 0,75D) dans le sillage mesuré
expérimentalement. Il est probable que le modele de turbulence utilisé (voir la
section 2.2.5) soit en cause, notamment du fait que le modeéle de Mansour est tres

simple et que le coefficient Cy; est constant (voir les perspectives possibles dans
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FIGURE 2.17 - Cartes numériques de vitesse axiale moyenne pour différentes
discrétisations correspondant a ¢ = 0,200, ¢ = 0,160, ¢ = 0,150, comparées a la
carte expérimentale a1, = 3% tirée de la section 1.3 (Figure 1.8).

I’annexe G).

Une deuxiéme remarque est que les sillages numériques ont une forme ondu-
lée, comme on peut observer sur la Figure 2.17¢ pour x > 5D. Cette forme n’est
en revanche pas observée dans le sillage mesuré expérimentalement. Cette diffé-
rence peut étre attribuée au caractere instationnaire des sillages numériques. En
effet, méme apres une moyenne sur les quatre dernieres secondes de temps phy-
sique, il semblerait que la vitesse moyenne obtenue ne soit pas statistiquement
convergée. En réalité, I’écoulement aval devient de plus en plus turbulent et ainsi
de plus en plus instationnaire lorsque ’on raffine la discrétisation. Pour pallier
ce probleme, il conviendrait de calculer la moyenne sur un temps plus long, et
ainsi de réaliser des simulations également plus longues. Il est a noter que le cal-
cul de la moyenne est réalisé sur cent secondes pour les résultats expérimentaux
présentés dans le chapitre 1, contre seulement quatre secondes pour les résultats
numériques. Avec la nouvelle implémentation proposée (voir le chapitre 6), ces
simulations pourraient devenir abordables. La validation du nouveau code est en
cours et de telles simulations sont envisagées dans un futur tres proche.

La derniere remarque que Ion peut tirer de la Figure 2.17 est que le déficit

de vitesse maximal est observé juste derriére I’hydrolienne, pour x < 4D, sur les
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cartes numériques, alors que cette zone de déficit maximal se situe plus en aval
sur la carte expérimentale avec I, = 3%. Cependant, dans le sillage expérimen-
tal, ’écoulement aval résulte de I'interaction de trois sillages : celui des pales en
rotation, celui du moyeu et celui du mat. Comme mentionné auparavant dans
la section 1.3.2, la dissymétrie du sillage expérimental est liée & 'interaction du
sillage des pales avec celui du mat. Or, dans les simulations numériques, seuls
le moyeu et les pales sont pris en compte. Par ailleurs, le déficit maximal est de
70% environ (# /U, ~ 0,3) dans le cas numérique avec ¢ = 0,150, tandis qu’il est

seulement de 50% environ dans le sillage expérimental.

2.5.2 Profils de vitesse axiale

A partir des cartes présentées dans la Figure 2.17, on peut tirer des profils
de vitesse axiale moyenne a différentes distances en aval de I’hydrolienne. La Fi-
gure 2.18 montre des profils numériques obtenus a deux différentes distances
dans le sillage proche de I’hydrolienne, x = 1,2D et x = 3D, pour plusieurs dis-
crétisations. Sur la Figure 2.18a, qui correspond au profil a x = 1,2D, les sillages
respectifs du moyeu et des pales sont bien distinctifs, tandis que le sillage expé-
rimental est déja bien mélangé. Cela signifie qu’a 1,2 diamétre de ’hydrolienne,
le mélange turbulent dans le sillage est déja mal reproduit numériquement. Sur
la Figure 2.18b, qui correspond & x = 3D, la vitesse axiale numérique minimale
converge vers une valeur de # ~ 0,2U_ contre seulement » ~ 0,5U_ dans le
sillage expérimental. On remarque de plus que le manque de mélange est d’au-
tant plus visible que la discrétisation est fine, notamment avec ¢ < 0,100. Cette
observation confirme le commentaire précédent concernant le modele de turbu-
lence, qui ne semble pas assez complet. Pour ces raisons, les deux discrétisations
les plus fines, c’est-a-dire ¢ = 0,100 et £ = 0,075, ne seront pas examinées dans le
sillage lointain (x > 3D).

La Figure 2.19 représente les profils de vitesse axiale a différentes distances de
I’hydrolienne, comprises entre 1,2D et 8D. Pour la premiére distance, x = 1,2D,
on distingue un déficit marqué au milieu du profil, c’est-a-dire en y = 0, qui cor-
respond au sillage du hub qui n’est pas encore mélangé au sillage des pales. En

revanche, comme mentionné précédemment, le profil expérimental correspon-
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FIGURE 2.18 - Profils de vitesse axiale moyenne a deux distances dans le sillage
proche de I’hydrolienne, a savoir x = 1,2D et x = 3,0D, pour différentes valeurs
de ¢ correspondant a différentes discrétisations.

dant est relativement plat entre y ~ —0,45D et y ~ 0,45D. Plus loin dans le
sillage, a x = 3D et x = 4D, les Figures 2.19¢ et 2.19d indiquent que le mélange a
eu lieu, tout du moins pour ¢ = 0,160 et ¢ = 0,150. La discrétisation la plus fine,
e = 0,150 est cependant la seule permettant de conserver un profil de forme gaus-
sienne pour x > 4D, comme I’attestent les Figures 2.19d a 2.19h. Ce manque de
mélange est encore imputable au modele de turbulence utilisé. Des pistes d’amé-
lioration sont évoquées dans I’annexe G. Néanmoins, les profils numériques du
sillage lointain (x = 4D) sont tous proches des profils expérimentaux correspon-
dants, et ce quelle que soit la discrétisation e. Le déficit de vitesse numérique
reste toutefois moins prononcé que le déficit expérimental.

La vitesse axiale moyenne intégrée sur un disque de rayon R*, indiquée sur
les profils de la Figure 2.19 par des barres verticales, est approchée par (voir la

section 1.2.8 pour plus de détails) :

1 +R*t

#(x) . ly|u(x,y,0)dy. (2.77)

R Jx
Dans ce qui suit, on prend Rt = R+37 avec 37 = 0,5m, ce qui élargit légerement
'intervalle d’intégration aux deux points de mesure expérimentaux suivants en
y. Dans le sillage proche (x < 4D, Figures 2.19a a 2.19¢), cette vitesse intégrée

se rapproche de la valeur expérimentale avec le raffinement de la discrétisation
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e. Dans le sillage plus lointain (x > 4D, Figures 2.19d a 2.19h), la vitesse inté-
grée numérique est quasiment identique quelle que soit la discrétisation et reste

e s s \ /-
inférieure a la valeur expérimentale.

2.5.3 Déficit de vitesse axiale intégré

La vitesse axiale intégrée # constitue un indicateur intéressant dans la pers-
pective de la modélisation de fermes d’hydroliennes. En effet, elle permet d’éva-
luer la puissance encore disponible dans le sillage, p(x) ~ %anzzfﬂ (x) (voir les
sections 1.2.8 et 1.3.2).
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FIGURE 2.19 - Profils de vitesse axiale a différentes distances en aval de I’hy-
drolienne, pour différentes discrétisations 0,150 < ¢ < 0,200. Les barres hori-
zontales sur le profil expérimental représentent I’écart-type de la vitesse axiale
autour de sa valeur moyenne. Les barres verticales représentent #(x)/U,_,, ou
# est la vitesse axiale intégrée sur un disque de rayon R*, calculée a I’aide de
I’équation (2.77).
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FIGURE 2.19 (suite)

A partir des profils précédents et de la vitesse axiale intégrée, on peut calculer
le déficit de vitesse axiale intégré sur un disque de rayon R, noté y et exprimé
en pourcentage :

#(x)

0

La Figure 2.20 montre I’évolution du déficit de vitesse intégré vy le long du sillage,
pour quatre discrétisations numériques et I’évolution du déficit expérimental
avec I, = 3%. Comme mentionné précédemment, deux comportements diffé-
rents peuvent étre observés dans le sillage. En effet, le sillage proche est carac-
térisé par un fort déficit, presque constant, qui décroit de maniere linéaire dans
le sillage plus lointain. Dans les sillages numériques, la transition se produit un
peu plus loin, autour de x = 3D ou x = 4D suivant la discrétisation, que dans

le sillage expérimental, ou celle-ci apparait autour de x = 2D. Cette différence
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FIGURE 2.20 - Déficit de vitesse axiale intégré y défini par I’équation (2.78),
pour différentes discrétisations numériques 0,150 < ¢ < 0,200, comparé au défi-
cit expérimental avec I = 3%.

peut encore une fois s’expliquer par le manque de mélange di au modele de tur-
bulence. Par ailleurs, dans le sillage proche, plus la résolution est fine et plus
le déficit de vitesse est important, se rapprochant ainsi du déficit expérimental.
L’augmentation du déficit de vitesse entre x = 1,2D et x = 2D est trés pronon-
cée pour ¢ = 0,150 mais correspond toutefois & un comportement observé dans
le sillage expérimental dans une moindre mesure. Dans le sillage plus lointain,
I’évolution du déficit numérique est similaire quelle que soit la discrétisation,
mais reste bien au-dessous des valeurs expérimentales correspondantes. On peut
en imaginer deux causes principales. La premiere est que le déficit de vitesse
numérique est, dés le sillage proche, inférieur au déficit expérimental pour la
plupart des discrétisations. D’autre part, le taux de décroissance du déficit (c’est-
a-dire la pente de la courbe) est légerement plus important dans les simulations
numériques que dans le sillage expérimental. Ceci indique que la dissipation du
schéma numérique est plus importante que prévu, ce qui met a nouveau en cause
le modele de turbulence. Cependant, un schéma d’intégration en temps d’ordre
plus éleve (par exemple un schéma Runge-Kutta d’ordre 4 au lieu de celui d’ordre
2 utilisé actuellement), ainsi qu’un noyau de Biot et Savart désingularisé plus pré-

cis (par exemple le noyau de Winckelmans-Leonard [60], voir la section 2.1.2)
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pourraient accroitre la qualité des résultats.

2.6 Conclusions

Une méthode numérique, fondée sur la méthode vortex et une méthode in-
tégrale, a permis de modéliser une hydrolienne dans un écoulement homogene.
Les différents aspects de la méthode ont été décrits dans la premiere partie de
ce chapitre. Dans la seconde partie, les simulations numériques réalisées avec
le code de calcul issu de cette méthode ont été exposées. Les résultats présen-
tés dans ce chapitre ont également été publiés dans [47]. On a pu montrer que
I’évaluation des performances en termes de coefficients de puissance et de tralnée
était en bon accord avec les résultats expérimentaux dans la partie ascendante des
courbes. Pour des vitesses de rotation plus élevées, le décollement de la couche
limite, qui provoque la diminution du couple et donc du C;, ne peut pas étre
pris en compte avec le modele de représentation de I’hydrolienne actuel. En réa-
lité, une des difficultés réside dans la détermination des zones de décollement qui
sont, dans la plupart des modeles, déduites de la pression sur la pale. Les pales
étant modélisées par des profils infiniment minces, seule la valeur du saut de
pression a travers la surface est susceptible d’étre évaluée (voir la section 2.2.4),
et non la pression elle-méme. Cette absence de décollement constitue une limite
certaine du code de calcul actuel. Par conséquent, la représentation des pales par
des profils épais, permettant d’accéder a la pression, est actuellement envisagée
dans le cadre du stage et de la future thése de Clément Carlier [59]. Dans la
gamme de validité de TSR, une étude de convergence a été menée avec succes et
les valeurs obtenues sont proches des résultats numériques et expérimentaux de
la littérature [20], ainsi que des résultats expérimentaux présentés dans le cha-
pitre 1. Les comparaisons incluent deux géométries d’hydroliennes différentes
et pour 'une d’elles une large gamme d’angles de calages. ’évaluation des per-
formances a donc été validée dans la gamme de validité du modele et constitue
une base solide pour la poursuite des travaux.

Le sillage d’une hydrolienne a été caractérisé a ’aide de cartes de vitesse
axiale, de profils a différentes distances et de courbes d’évolution du déficit de

vitesse axiale en aval de I’hydrolienne. Qualitativement, les résultats numériques
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obtenus sont en bon accord avec les résultats expérimentaux. Cependant, le cotit
CPU croissant des simulations avec le raffinement de la résolution n’a pas per-
mis d’envisager des discrétisations plus fines, ¢ < 0,100. La réécriture complete
du code de calcul qui a été réalisée (voir le chapitre 6) devrait permettre d’envi-
sager de telles simulations dans un futur trés proche. Cependant, il est clair que
le modele de turbulence actuel est mis en défaut et il convient par conséquent
d’intégrer un modele de turbulence plus complet. En effet, le mélange derriére le
moyeu se produit trop en aval et la dissipation numérique dans le sillage est glo-
balement trop importante. Quelques pistes d’améliorations sont données dans
’annexe G. Cela pourra éventuellement nécessiter de modéliser le terme de dif-
fusion turbulente a Iaide du modele Diffusion Velocity Method décrit dans le
chapitre 5. Cette perspective constituera également ’une des priorités des tra-
vaux futurs. Par ailleurs, la prise en compte d’un taux de turbulence ambiant

dans I’écoulement, ou encore d’une couche limite, pourrait étre envisagée.

) - 2,
o
SEEIENN .
oo se o <4 § 3 ,\:\ ft.':.'o
.:.n fogq ,0.. "’(\ § ’;"gﬁ'\’:::':;;.. Ct30n,
P e 8 N\ & el LT ..‘.‘o. 20025 "".
NEEHASENT o WM i,
Ei \}, ‘\v" u::;. ‘ g; : :\ % }f", ~ -u..,
=28 e Lok SRS -
.‘. ‘\c ;f’b '.g - o Bl - P! RN %
Y ] '} .' = 4 b, 7 ;
RN RO N, TR N A
%o 2 % 257 A P N\ "'v\f r 2N 7 o
> & R R TN T, /’/;,'.
\ 3 G (7
(L'\»‘\\fs\ : ('»":QS) i
IR RN | o s el % %
\Y) NS §

FIGURE 2.21 - Simulation démonstrative de huit hydroliennes en interaction,
avec une discrétisation grossiere.

Enfin, la prochaine étape concerne la validation du code sur plusieurs hydro-
liennes. Les essais décrits dans le chapitre 1 permettent d’avoir une base de don-
nées conséquente pour de futures comparaisons. Par ailleurs, le code de calcul
réécrit permet d’ores et déja la prise en compte de plusieurs corps et des simula-

tions qualitatives ont été réalisées, a I'image de celle illustrée par la Figure 2.21,
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qui met en jeu huit hydroliennes en interaction. Cependant, une étude quantita-
tive précise de telles configurations n’a de sens que si le sillage est correctement
reproduit, car c’est cet écoulement que les hydroliennes situées en aval vont per-
cevoir. Par ailleurs, en termes de performances, I'intérét d’étudier de telles in-
teractions reste limité si le coefficient de puissance est erroné dans la gamme de
fonctionnement de ’hydrolienne (2 TSR ~ 4). Pour ces raisons, les quelques ré-
sultats préliminaires obtenus sur des hydroliennes en interactions [50, 79-81],

bien qu’encourageants, ne sont pas montrés dans ce manuscrit.
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Deuxiéme partie

Présentation et développements
de la méthode particulaire
tourbillonnaire

117



Les premiéres origines de la méthode particulaire tourbillonnaire, générale-
ment appelée méthode Vortex proviennent sans doute des simulations a la main
réalisées par Rosenhead en 1931 [82]. II faut ensuite attendre les années 1970
pour voir des développements modernes de la méthode apparaitre, avec notam-
ment la méthode de marche aléatoire de Chorin en 1973 [83] pour la modélisa-
tion de la diffusion dans les équations de Navier-Stokes. La méthode est étendue
en trois dimensions par Leonard en 1975 [84] et Rehbach en 1977 [85, 86].

Les méthodes vortex sont fondées sur la discrétisation des zones tourbillon-
naires dans un écoulement ainsi que sur la description lagrangienne des équa-
tions de transport. Le domaine de calcul se réduit alors uniquement aux zones
ou le champ de rotationnel de vitesse est non nul, et celui-ci s’adapte naturelle-
ment au cours de la simulation grace a la résolution des équations de transport,
qui prennent alors la forme d’équations différentielles ordinaires (EDO). Par
ailleurs, les verrous historiques tels que I’efficacité de la méthode en termes de
temps de calcul, la prise en compte de la diffusion et de frontiéres solides ou
encore I’absence de preuve de convergence, qui ont freiné le développement des
méthodes vortex a leurs débuts, se sont peu a peu dissipés. Aujourd’hui, ces mé-
thodes sont encore étudiées et utilisées, notamment par les équipes de Georges-
Henri Cottet au Laboratoire Jean Kuntzmann (LJK) a Grenoble (France), de Pe-
tros Koumoutsakos a 'ETH de Zurich (Suisse), de Spyros Voutsinas au NTUA
a Athénes (Grece), d’Ahmed F. Ghoniem au MIT, etc.

Dans cette deuxieme partie du manuscrit, on se propose de décrire la mé-
thode vortex telle qu’elle est envisagée dans le code numérique pour ’applica-
tion a la modélisation d’hydroliennes. Comme I’indiquent les conclusions du
chapitre 2, le code utilisé pour les simulations souffre de certaines limitations.
Ces limitations concernent P'efficacité séquentielle et paralléle, le modele de tur-
bulence ainsi que la difficulté a prendre en compte plusieurs hydroliennes. Pour
ces raisons, une refonte compléte du code est apparue comme la meilleure solu-
tion pour repartir sur une base plus adaptée aux applications hydrodynamiques
désormais privilégiées. La justification de tous les éléments présents dans le code,
ainsi que des pistes d’améliorations éventuelles sont exposées dans cette partie.

Dans un premier chapitre, on décrit le coeur de la méthode Vortex, c’est-

a-dire I’application aux équations d’Euler pour un fluide parfait incompressible.
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Le chapitre 4 est consacré a la présentation d’outils généraux utiles aux méthodes
particulaires, notamment une méthode générique de traitement des dérivées. Le
chapitre 5 s’attarde sur la modélisation de termes de diffusion en méthode vor-
tex, tels que celui qui apparait dans les équations de Navier-Stokes. On y preé-
sente notamment le modele de diffusion par déplacement déterministe, dont on
propose une extension vectorielle. Une analyse unidimensionnelle de différentes
méthodes conduit a la proposition d’une méthode hybride pour la modélisa-
tion de tels termes. L'utilisation d’un modele de turbulence fondé sur la simu-
lation des grandes échelles y est également évoquée. Enfin, on présente dans le
chapitre 6 des algorithmes et des éléments d’implémentation qui permettent de

rendre la méthode efficace a la fois en séquentiel et en parallele.
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CHAPITRE 3
La méthode Vortex particulaire

Ce chapitre est dédié a la description du formalisme général de la méthode
Vortex particulaire appliquée aux équations d’Euler incompressibles. Apres avoir
présenté ces équations, en formulation vitesse-pression et vitesse-tourbillon, on
s’'intéresse a expression du champ de vitesse. Cette expression étant singuliére,
on s’attarde ensuite sur la régularisation de celle-ci. Le terme de déformation, qui
joue un role important dans la méthode tridimensionnelle, est également exposé
sous trois formulations équivalentes, sous forme singuliére et désingularisée. En-
fin, on présente la description lagrangienne et particulaire des équations d’Euler
ainsi que la maniere de se ramener a un probleme discret. Les développements
exposés dans ce chapitre, qui décrit le coeur de la méthode Vortex, sont princi-
palement inspirés des contributions de Winckelmans & Leonard [60] et du livre
de Cottet & Koumoutsakos [87].

3.1 Equations d’Euler

Les équations d’Euler constituent un ensemble d’équations aux dérivées par-
tielles qui permettent de décrire la dynamique d’un fluide parfait. On s’intéresse

ici aux équations d’Euler incompressibles.
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3.1.1 Formulation vitesse-pression

En formulation vitesse-pression, les équations d’Euler pour un fluide parfait

. . YR
incompressible s’écrivent :

div =0 (3.1a)
07 o 1
——+<M-V>M+—VP=O (3.1b)
ot o

ou # = u(%X,t) est le champ de vitesse, P = P(%, ) est le champ de pression
et p est la masse volumique du fluide, supposée constante et uniforme pour un

fluide incompressible.

3.1.2 Formulation vitesse-tourbillon

On définit le champ rotationnel de vitesse &3 = rot #. Pour simplifier 'écri-
ture, la dépendance a la position et au temps est omise. La formulation vitesse-
tourbillon s’obtient en écrivant le rotationnel de I’équation de conservation de

la quantité de mouvement (3.1b) :

dive =0 (3.2a)
ot =& (3.2b)
?+(7.€)a:(a€)7 (.20

En effet, considérons que les dérivées partielles de % par rapport aux variables

d’espace et de temps existent et sont continues, alors rot (0% /0t ) = d(rot # )/t =
—

0d3/0t. Le terme de gradient de pression VP /p disparait naturellement du fait

que le rotationnel du gradient de tout champ scalaire est nul (propriété (B.1)).

121



CHAPITRE 3. LA METHODE VORTEX PARTICULAIRE

Enfin, en utilisant successivement les identités vectorielles (B.7) puis (B.8) il vient

ot | (7 V) 7 | = rot (rot # A 7) (3.3)
— (% 6)&7-[(&7)-6]7 (3.4)
- (7 VB (3- V)7 (3.5)

3.2 Expression du champ de vitesse

.
Le champ de vitesse # dérive d’un potentiel vecteur ¢, c’est-a-dire que # =

_)_)1 . — —_— —. s oqe 5. -

rot ¢ '. En exprimant o = rot # = rotrot ¢ et en utilisant I'identité vecto-

rielle (B.9), on obtient :
S=V(divy)-AD (3.6)

Ainsi, si on cherche un potentiel L_l)) a divergence nulle de laquelle dérive le

champ de vitesse %, alors L_IJ) est solution de I’équation de Poisson
A =-3 (3.7)

=

La solution de cette équation s’écrit alors ¢ = ¢ x 3, ou » désigne le produit
de convolution et ¢ est la fonction de Green pour 'opérateur —A. En trois
dimensions et sans conditions aux bords, elle est définie par 4 (%) = 1/(4r|x]).

Finalement, le potentiel s’écrit, en trois dimensions,

b(x,t)= f —=——=&(y,t)dy (3.8)

C4n e X -7

Lexpression du champ de vitesse % s’obtient naturellement en écrivant le rota-
—

tionnel de ¢ :

-
1. En deux dimensions, si # = (#,v,0), alors on a ¢ = e, et ¢ est alors appelée fonction
de courant.
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4n X - 7]

w(xX,t)=rot(x,t)= JR3V< )/\w(y,t)dy (3.9)
— JRS K(X-7)A&(7,0)dy (3.10)

= . .
ou K est le noyau de Biot et Savart, défini par

K(¥) = =917 = - = e.11)

X)=— X|)=—— :
4 4 %)

On peut des a présent noter que ce noyau présente un comportement singulier

— /
lorsque | x| tend vers zéro.

3.3 Désingularisation du noyau de Biot et Sa-

vart

Dans la méthode Vortex régularisée, on lisse le champ de rotationnel de vi-
— 1 . . . , ,
tesse &> en considérant la convolution de celui-ci avec une fonction de régulari-

sation (_ :
S, (%,1) = (X)*S(X,t) = | CL(X—7)&(y,t)dy (3.12)

La fonction de régularisation C_ est en général définie a partir d’une fonction a

symetrie radiale de telle sorte que

(%)= %C (ﬂ) (3.13)

€

Le paramétre ¢ est appelé paramétre de régularisation ou encore cut-off. Par
ailleurs, afin de définir 'ordre de la fonction (, celle-ci doit satisfaire un certain
nombre de conditions qui seront abordées dans la section 3.4.

Ce champ régularisé 5, dérive donc d’un champ de vitesse 7, différent de
#, qui dérive lui-méme d’un potentiel vecteur @ Ainsi, on a &3, = rot #, et
W, = rot L—L)E. De méme que pour le champ singulier, si 'on cherche un potentiel
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u_l))a a divergence nulle, celle-ci est solution de I’équation de Poisson
A =3, (3.14)

On peut alors écrire une solution a I’aide de la fonction de Green ¥ pour I'opé-

rateur — A :
b =G, =Gx@+( = Gl =G+ (3.15)

ou a_[)) est lasolution de (3.7) définie dans la section précédente. La difficulté réside
alors dans le calcul de ¢, = 9+ (_. Il convient donc d’adopter une démarche
différente.

On définit une fonction G a symétrie radiale qui vérifie AG = —(, ainsi

qu’une fonction G, = G(|xX|/¢)/e. On peut montrer que

1 L (%] -
AG (x) = > [AG(7)],_ 7. = —8—3C (T) =—C.(%) (3.16)
Il en découle que u_[)) = G, * & est solution de I’équation de Poisson (3.14). En
effet, on a
AG,+%3) = (AG,) x5 =—{ (X)+&S=—33, (3.17)

Le champ de vitesse régularisé 7 _ s’écrit donc

7(F,1) =10t §,(F,1) = 10t [G, (%) +B(F, )] (3.18)
—it | G.(F-7)B(F.1)d7 (3.19)
R}
= | VG.(Z-7) A &(¥,1)dy (3.20)
R}

Une seconde fonction ¢ est introduite comme étant une primitive de la fonc-

tion s — s2{(s) :
o) = | sCe)ds 6.21)
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Il en découle directement que

d
i) = 0*L(p) (3.22)
o

et finalement que

d 1
d (q(§)> 1 [C(p) _361(?)] 5.23)
do \ p P P
D’autre part, G vérifie AG = —(, c’est-a-dire, en coordonnées sphériques,
(o) ld(2dG< >) 6.24
P)=—=- | -blp .
p’de \ dp
Ainsi, d’apres la définition (3.21) de ¢, on a
q(p) 1 JP ,1d(,d 1d
Y TS (2 SGe)  ds=-—G 3.25
00 0 osszds " ds (s) ] ds odp (p) (-23)

Enfin, a ’aide de cette derniere égalité, on peut aisément exprimer le gradient de

G.:

€

r=|%|/e
F[rdg, . -
S e . i |

ou ¢,(X) = q(|X|/¢). Finalement, le champ de vitesse régularisé 7, s’écrit

—

70 = | R(F-7) 237,047 (.28

= . . .
ou K_ est le noyau de Biot et Savart régularisé, défini par

K.(%) - —éqﬁ) (3.29)
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qui correspond a une version désingularisée du noyau (3.11).

Le tableau 3.1 regroupe les expressions de différentes fonctions de régulari-
sation (, ainsi que celles des fonctions ¢(p)/p” associées. La Figure 3.2 donne
une coupe radiale de la fonction { a symétrie radiale. On vérifie en effet que les
fonctions positives sont d’ordre 2, tandis que les fonctions changeant de signe
peuvent étre d’ordre supérieur. Le tableau 3.2 regroupe quant a lui les expres-
sions de différents noyaux de Biot et Savart régularisés, dont la coupe radiale
est représentée dans la Figure 3.1. La colonne r donne l'ordre de la fonction

de régularisation correspondante, dont la définition est donnée dans la section

suivante.

0.15

Noyaux

— Biot-Savart

A —— Moore-Rosenhead
0.1 —— Winckelmans-Leonard |]
e p6 + g®
—— Exponentiel, ordre 2
—— Exponentiel, ordre 4
—o— Gaussien, ordre 2
—=— Gaussien, ordre 4

-0.15

FIGURE 3.1 - Tracé de —x ¢(|x|)/|x|’ pour différentes fonctions de régularisa-
tion.

3.4 Ordre de la fonction de régularisation

Beale et Majda [88] ont étudié la construction de fonctions de régularisation
d’ordre donné. Winckelmans et Leonard [60] ont complété cette étude en s’in-
téressant aux noyaux algébriques. On dit qu’une fonction de régularisation C a

symétrie radiale est d’ordre 7 si elle vérifie les propriétés suivantes [60, 87], en
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Noyau r K)E (X)

MR 0 ———
. A ([F + 7))
=)
=} 1 F(FP+ 32
e WL 2 ——
2 An ([F] +¢%)2
<

1 %

« p6—1—86 » 2 _—

__L[l_ —|x|’/ﬁ]
. 4m 2P
Exponentiels
s L [1+ %P/ —2e=217172]

4 R

LI P Y 1512 e
G . 41'c|x|3 evV2 g T

aussiens

— K — — —2
L ELY CEL RN 2 e
4r | 2P /2 £ 2¢? n

TABLE 3.2 - Différents noyaux de Biot et Savart régularisés (extraits notamment
de [60, 88]).

dimension d :

(
{(x)dx =1 (3.30a)
JR?
(‘
3 X(X)dxX =0 sila/<r—1 (3.30b)
JR?
"
L) < +o0 (3.300)
L JR?

d
ou a = (a,...,0,) est un multi-indice tel que |a| = >’ o, et, pour tout vecteur
i=1

d
% de RY, X% = J]x. On peut montrer (voir la preuve dans I'annexe C.1) que,
i=1
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T T T T T
i Noyaux

—<— Moore-Rosenhead

—+— Winckelmans-Leonard
0.6 - f A —— pb+et 5
—— Exponentiel, ordre 2
— Exponentiel, ordre 4
—o— Gaussien, ordre 2
-5 Gaussien, ordre 4

0.7 -

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

FIGURE 3.2 - Tracé de différentes fonctions de régularisation C.

sous la contrainte de normalisation (3.30a), si I’on a en dimension d

L OOp”lJr1|C(p)|dp <+ (3.31)

alors r > 2. Si, de plus, {(p) > 0, alors r = 2. Par ailleurs, on remarque que la

condition de normalisation (3.30a) revient a

lim g(p) =1/4n (3.32)

p—+00

en trois dimensions (d = 3).

3.5 Le terme de déformation

. , . , . ) = .
Nous nous intéressons dans cette partie au terme de déformation noté S, qui

apparait dans I’équation (3.2¢) :
?:(36)7:3-(6@7):6-] (3.33)

-
ou J = V® % est le tenseur gradient de vitesse qui peut étre représenté sous

forme d’une matrice J dont les coefficients sont J;; = du, /0x;.
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3.5.1 Trois formulations équivalentes

En utilisant une identité vectorielle, il est possible d’écrire ce terme sous trois
formulations strictement équivalentes [60, 89].
La premiere formulation est obtenue directement a partir de I’expression (3.33).

En notation d’Einstein, elle s’écrit :

ja

]

La deuxiéme formulation est obtenue grace a I'identité vectorielle (B.6) :
FZaAazﬁ%wnAaza[ﬁ®ﬁyw€®mﬂ (3.35)

Ainsi, on a & - (6@ uU)=0e" (6@ %)T. On peut donc réécrire (3.33) sous la

forme transposée :

—

S=3Ver) =a]" (3.36)

oy C e
ce qui s’écrit, avec la notation d’Einstein :

S =w;]; =, i (3.37)

Enfin, la troisiéme formulation est simplement la moyenne des deux précédentes.

Elle fait apparaitre la partie symétrique du tenseur gradient de vitesse, appelée

tenseur des taux de déformation E = 1(J + J7) :
?:3{30+fﬂ:36[w®7m46®m1 (3.38)
2 2
ce qui s’écrit, avec la notation d’Einstein :

S, = o, =L + (3.39)

Ainsi, on peut indifféeremment utiliser I'une ou I’autre de ces formulations pour
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—
exprimer le terme de déformation S. Cependant, une fois discrétisées, les for-
mulations ne sont plus égales et présentent des particularités différentes [60, 89,
90].

3.5.2 Expressions a I'aide du noyau de Biot et Savart

Pour simplifier les écritures, la dépendance au temps des champs # et &
est omise. D’autre part, I'intégrale { désigne 'intégrale volumique sur tout le
domaine 7, et lopérateur J; désigne la dérivée partielle premiere suivant la ;-

eme direction, c’est-a-dire 0, = 0/0x;.

Formulations singuliéres

Lexpression de 7% = rot &3 s’écrit :
(@) = [K(E -7) n8(7)d7 (3.40)

Cette expression est elle-méme singuliere du fait de la singularité du noyau de
Biot et Savart (équation (3.11)). La premiére formulation du terme de déforma-

— —
tion s’écrit S = (&3- V)%, on adonc:

S(¥) = ,(¥)0,7(F) =,(¥)0, [ KF-F) A7)y 341)
- [ (o.®0KF - 7)) n 8747 642

5,(7) = ,(3),(7) = 0,710, ( [RK(Z -7 137047 ) - 649

= Je(®) |(0KE =) r&(0)] d7 (3.44)
_ Jpa(?) 6Kz 7)) na()] a7 (3.45)
- [ (0K F-7) @) n5(7) 47 6.46
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Le passage a la derniére ligne s’obtient a I’aide de I'identité (B.5). Bien évidem-
ment, la troisi¢éme formulation s’obtient en écrivant la moyenne des deux ex-
pressions précédentes.

En développant les dérivées partielles du noyau K (voir Annexe C.2.1), on

obtient, pour la premiére formulation

- 1 3
(X)=— | ==——=z[(x-7)-SX|[(X=7) A 3B(¥)]
4m ) [X =]
1 ——> — —
tF .TP(w(y>AQNX))dy (3.47)

On remarque que la troisieme formulation, qui s’écrit comme la moyenne des

deux autres, fait disparaitre un terme :

— 1 3
(X)) = — | ==—=51EF-7) - 3@)|[(F =7) r S(7)]
) |x -yl
3
T (X =7 (B(5) A S (X =5)dy (3.49)

Formulations désingularisées

Lexpression désingularisée 7, de % = rot &3 s’écrit :
7.(3) = [ K7~ 7) A 8(7)d7 3.50
Le terme de déformation désingularisé S, s’écrit donc en remplagant K par K_

dans les expressions générales singulieres. Ainsi, pour la premiére formulation,
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ona

5.0 = [ (0,®2KF-7)) A B(7)d7 651

S.,(F) = [ (0K.F - 7)) B7) &) d7 6.52)

En développant les dérivées partielles du noyau Ka (voir Annexe C.2.2), on

obtient, pour la premiére formulation

5.0 - [1F-TNE-7)-8@]F-7) 1 8(7)]
- q(;x_—%?(a(y) AS(X))dT (3.53)

avec x.(7) =3¢.(7)/|7]> = (_(¥)/|7]* Pour la deuxi¢me formulation, on a

De méme que précédemment, la troisieme formulation se simplifie pour donner

!

=

) SE)[(F =7) A S(7)]

) (S(V) AS(X)D](X =7)dy (3.55)

=

.= [nF-PIE-

+ % (¥ = 7

!

=

—~

>
X

Les expressions de y,(X) et de ¢,(X)/| %]’ intervenant dans le terme de dé-

formation désingularisé sont données pour différents noyaux algébriques dans le
tableau 3.3.
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Noyau q.(X)/|XP X (%)
1 3 1
MR & —— -
41t (‘7‘2 + s2)3/2 47t (‘?‘2 + 82)5/2
o L IEPE 3 RP4d
41t (|§>|2 + E2)5/2 41t (|7|2 + 82)7/2
1 1 3 x|t
« p6 =+ 56 »  — o | |

41t (‘7|6 + 86)1/2 47t (|§>|6 + E6)3/2

TABLE 3.3 - Expression des fonctions intervenant dans le terme de déformation
correspondant a différents noyaux de Biot et Savart régularisés.

3.6 Description lagrangienne particulaire

On consideére le domaine fluide initial, dans lequel le champ de rotationnel de
vitesse est non nul, comme un ensemble de petits volumes fluides. Ces volumes
fluides constituent des particules dont on peut suivre I’évolution (trajectoire,
poids, volume, etc.) de maniére lagrangienne au cours du temps.

On décompose le domaine 2 considéré en N particules fluides de support
N
Z;(t) dont le volume est V() = mes Z,(t) = {,, , d¥. Onadonc 7 = | 2.

1=1
—
* M /4 \ (7 .. .
Chaque particule est située dans un repere de référence par sa position X;(¢), qui

peut étre définie, par exemple, comme le barycentre de la particule, c’est-a-dire

_ $pyxdx §,  XdxX
X, (1)= 2 AU (3.56)
§9.)d% V. ()
La vitesse de cette particule est donnée par
0,0- (0 i (Xi(e),t) (357)
(t) = t) =73 (X.(t),t :
12 dt 2

On peut utiliser la dérivée matérielle, encore appelée dérivée particulaire,
. = . . .
définie par D/Dt = /0t + (7 : V> , ou 7 est la vitesse du fluide, pour réécrire
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I’équation de conservation de la quantité de mouvement (3.2c) :

D&

o (Tot) = S(%,t) (3.58)

—
ou S est le terme de déformation, qui peut étre exprimé indifféeremment sous
I’'une des trois formulations équivalentes. Pour obtenir une forme désingularisée,
— —
il suffit de remplacer S par S._. Cette équation doit €tre vérifiée en tout point

du domaine 2 considéreé et pour tout temps ¢t > 0, ce qui implique

D& . I
J —(x,t)dx :J S (x,t)dx (3.59)
2() Dt 2 (1)

pour toute partie 2 (t) < 9. Par ailleurs, la dérivée temporelle d’une intégrale

de volume est donnée par

d :
< f o(F,1)d7 = J l—q+div(7®q)] iz (3.60)
dt Jo () 2t L0t

ou q est un champ scalaire, vectoriel ou plus généralement tensoriel et ot # est

le champ de vitesse du fluide. Si q = ¢ est un champ vectoriel, cette égalité s’écrit

=f 27+<€-7>Zf 4% (3.62)
21 | Dt

On définit le poids tourbillonnaire d’une particule par

Q.(t)= Lz( )6(7,t)d7 (3.63)

i

En utilisant la dérivée temporelle d’une intégrale de volume mentionnée ci-

dessus, et en exploitant le fait que le champ de vitesse est a divergence nulle,
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I’évolution temporelle du poids tourbillonnaire d’une particule est donnée par

—J &(x,t)dx = ( )=J —(%,t)d% (3.64)
dt P.(t) dt 2

(r) Dt
Or, on a vu que ’équation (3.59) est vérifiée pour toute partie # < 9, en parti-

culier sur le support de chaque particule, ce qui implique

l(t)zj S(®,0)d¥ (3.65)
dt 2;(t)
De la méme maniere, on peut déterminer I’évolution temporelle du volume des
particules :
dVi() dJ dx f V. #d¥ =0 (3.66)
t)=— X = cudx = :
dt dt P.(t) Py(t)

OnadoncV,(t)=V,(t =0)=V..
La description lagrangienne particulaire de I’écoulement est finalement don-

née par

( —

L) =T, (¢) (3.67a)

| ()= S(¥,t)dx (3.67b)

—L(t)=0 (3.67¢)

A . — — — —
La forme désingularisée s’obtient en remplagant S par S_et U, par U_,.

3.7 Discrétisation particulaire

Afin d’obtenir une formulation discréte, on emploie une méthode de quadra-

ture du point milieu pour approcher les intégrales sur le support des particules.
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Ainsi on a ’approximation discréte du poids tourbillonnaire suivante :

() :f &(%,0)d% ~ & (X,(0),1) V, (3.68)
P.(t)

3.7.1 Expression de la vitesse

Puisque 2 = | J £, on peut écrire 'intégrale sur le domaine comme la

somme des intégrales sur le support de chaque particule :
U= | K& -7)ra7.0d7 669
j=172;(t)

puis, par une quadrature du point milieu, on a

N
U,(1)~ Y K(X; - X,) A 9,(t) (3.70)

N —> —> —>
Z A Q(2) (3.71)

j=1

3.7.2 Parameétre de recouvrement

On note 5 la distance inter-particulaire maximale. Si la fonction de régulari-
sation ( satisfait les conditions (3.30) (voir la section 3.4) a’ordre 7, alors I’erreur

sur la vitesse est donnée par [87] :

1%~ U, |, =0 (") +0((h/e)") (3.72)

ou I—J)(?) = Z}\; K:(Y - fj) A ﬁ)j et ou m est lié a la régularitée de C. Dans la
plupart des cas, dont le cas des noyaux algébriques (voir la section 3.3), ona m =
o0 [60, 91]. Ainsi, il est indispensable que 'on ait ¢ > . Cette condition permet

aussi d’assurer la convergence de la méthode [87]. On définit le paramétre de
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recouvrement K par :

K =

i 3.73
7 (3.73)

On doit alors avoir « > 1.

3.7.3 Expression du terme de déformation

Dans ce qui suit, on note g)i _ (ii(t), t) et g)a,l- = g)a <§i(t), t).

Formulations singuliéeres
L’approximation du second membre de I’équation (3.67b) par une quadrature
de point milieu s’écrit
f Sd¥~S.V, (3.74)
P (1)

i

De plus, la valeur de g)i est elle-méme approchée par une quadrature de point

milieu. Ainsi, on obtient, pour la premiere formulation :

1 N —) — — — — —
i i:4_2 X) Q][(Xz Xf)/\ﬂf]
R
1 — —
+— (2,7 0;) (375
X
i
et pour la deuxieme :
1 N — — — —
S, 1:4—2 (X, -X))- (2,7 6,)]
MR
1 — —
+ = _)3(Q /\Qj) (3.76)
X

138



CHAPITRE 3. LA METHODE VORTEX PARTICULAIRE

Formulations désingularisées

De la méme maniére, on utilise une quadrature de point milieu

J S.d¥ =S,V (3.77)
2.(t)

€
.= A , . oqe .
uis S_ . est elle-méme approchée par une quadrature de point milieu, ce qui
b
g,l

donne, pour la premiére formulation :

—

SV =X -X) X -X)- (4,48)| (X, -X))

€0 ' 1

3.8 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre la méthode Vortex particulaire dans ses grandes
lignes. L’approche exposée est celle qui a été adoptée pour le code de simulation
décrit dans le chapitre 2.

Il convient de noter que la méthode Vortex-in-Cell (VIC) [92, 93], qui fait
partie des méthodes particule-maillage (particle-mesh), est une autre famille de
méthodes Vortex. Elle consiste a utiliser une méthode de résolution rapide sur
une grille réguliere afin de calculer le champ de vitesse, c’est-a-dire de résoudre
’équation de Poisson (2.5b). En général, ceci se traduit par la projection du
champ de rotationnel de vitesse 3 sur une grille sous-jacente, la résolution de

I’équation de Poisson sur cette grille, puis I'interpolation de la vitesse % ainsi
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obtenue aux noeuds de la grille sur la position des particules. La résolution peut
étre réalisée, par exemple, par un solveur de Poisson basé sur un algorithme de
Transformée de Fourier Rapide (Fast Fourier Transform, FFT). Cette approche
est tres populaire car sa rapidité est garantie, car elle est bien adaptée au calcul
sur GPU [94], ou encore car elle répond a des besoins pratiques [95].

Dapproche présentée dans ce manuscrit, qui consiste a évaluer le champ de
vitesse a I’aide du noyau de Biot et Savart sur les particules, est particulierement
bien adaptée a la prise en compte des frontiéres mobiles et au développement du
sillage (et donc a ’expansion du domaine de calcul) caractéristiques de la modé-
lisation d’hydroliennes. La désingularisation du champ de vitesse et du terme de
déformation a été présentée, ainsi que la description lagrangienne et la discréti-
sation particulaire qui aboutissent au schéma numérique.

Dans le cadre de ce chapitre, seules les équations d’Euler ont été évoquées, car
elles permettent de décrire le coeur de la méthode Vortex. L'ajout de termes sup-
plémentaires, tels qu’un terme de diffusion par exemple, nécessite I'utilisation
de traitements particuliers, indépendants de la méthode Vortex a proprement
parler. Un ensemble de techniques utilisées en méthodes particulaires est désor-
mais présenté dans le chapitre 4. Le chapitre 5 s’attache plus particuliérement a
la modélisation de termes de diffusion qui peuvent apparaitre dans les équations

de transport, comme par exemple dans les équations de Navier-Stokes.
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Outils pour les méthodes

particulaires

La méthode Vortex fait partie d’une famille plus large de méthodes, appelées
méthodes particulaires. Un autre exemple de méthode particulaire est la mé-
thode Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) [96, 97]. De fait, les méthodes
particulaires partagent certaines techniques qui leur sont propres, bien que ’ap-
proche adoptée soit quelquefois légerement différente [98].

Ce chapitre vise a décrire, avec une approche liée a la méthode Vortex, une
partie de ces techniques communes. On présente tout d’abord le remaillage dans
la section 4.1, puis on décrit la méthodologie générale pour le traitement des
opérateurs différentiels dans la section 4.2. Cette méthodologie peut étre adaptée
au traitement de termes de diffusion avec coefficient non uniforme, présenté
dans la section 4.3, ou encore a 'interpolation particulaire, examinée dans la

section 4.4.

4.1 Remaillage

Le remaillage est une technique couramment utilisée en méthode particu-
laire, notamment en méthode Vortex. Elle consiste a interpoler périodiquement
les quantités portées par les particules sur une grille structurée de nouvelles par-
ticules [87, 99]. Lintérét principal du remaillage est d’éviter de trop grandes dis-

torsions dans la distribution spatiale des particules au fur et 2 mesure que celles-ci
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sont advectées. Il permet en outre de pallier certains problémes aux bords du do-
maine, notamment liés a la méthode Particle Strength Exchange [71-73] (PSE)
utilisée pour la diffusion (voir les sections 5.2 et 5.4.4), en élargissant le domaine.

Cet élargissement du domaine, nécessaire a la conservation du poids des
particules, présente néanmoins le désavantage d’augmenter considérablement
le nombre de particules discrétisant le domaine. Un autre inconvénient réside
dans la diffusion numérique introduite dans le calcul a chaque application du re-
maillage. Pour ces raisons, le remaillage n’est en général pas appliqué a chaque ité-
ration, mais seulement ponctuellement, soit avec une période définie ou suivant
une fonction qui mesure la distorsion du champ de particules [100]. Cependant,
certaines approches optent pour un remaillage a chaque pas de temps [101, 102]
afin, par exemple, de pouvoir analyser les schémas numériques mis en jeu dans
la méthode avec les outils de méthodes maillées de type différences finies [103].
Dans ce qui suit, on décrit la technique de remaillage sur une grille cartésienne.
Une revue de différents noyaux et leur analyse a été réalisée dans [87, 103, 104].

. . ~ . . = .
Linterpolation { d’une quantité q au point X, par un noyau WZ s’écrit [99] :

ol

i%) -4, - Yo (X,-X)) @)
]

ou q peut étre un scalaire, un vecteur, ou plus généralement un tenseur d’ordre

quelconque, et ou q; = q()_()j). En dimension d, le noyau W¢ est en général

défini comme le produit de noyaux unidimensionnels :

d d

d(= *

W @) = [ [Wy, ) =] [W{ = (4.2)
k=1 k=1 k

ou x, représente la k-¢éme composante de X et b, le pas de remaillage dans la

k-¢me direction. De plus, les noyaux W sont généralement choisis a support

compact, et le support de \WZ qui en résulte s’écrit donc :

d

supp\Y/Z = ﬂ {7€Rd;th(xk) # O} (4.3)
k=1
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On note I le support de W. Dans le contexte de I'interpolation, il est naturel de
prendre I connexe et centré en 0, c’est-a-dire I = [—a; a]. Dans ce cas, le support
de W), estI, = [—ah;;ak,], et le support 14 de W¢ est le produit cartésien des
supports de W, , c’est-a-dire

d

d
I‘;}l = suppWi = X suppW,, = X [—ah,;ab,] (4.4)
k=1 k=1

Dans le cas particulier ot tous les 4, sont égaux et valent hy, on alf = [—ahy; ahq]”.

La Figure 4.1 illustre le processus de remaillage. Les points bleus représentent
la position des particules avant remaillage. Les croix rouges constituent une grille
qui indique les positions d’interpolation, c’est-d-dire la nouvelle distribution des
particules apres remaillage. Dans un premier temps, la Figure 4.1a illustre le re-
maillage du point de vue des positions d’interpolation, c’est-a-dire des nouvelles
particules. Par exemple, a la position (1), la particule remaillée regoiz la contribu-
tion de toutes les anciennes particules situées dans son support !, représenté par
les cases vertes (voir I’équation (4.1)).

On peut remarquer que le domaine est effectivement agrandi d’une « case »
de dimensions A, x A,. Ceci est dli au fait que, a 'instar des particules remaillées
(2) et (3), les nouvelles particules qui élargissent le domaine au bord et/ou au
coin possédent encore des anciennes particules incluses dans leur support. Si 'on
élargissait le domaine une fois de plus, les nouvelles particules du bord n’auraient
plus aucune ancienne particule dans leur support. Ceci dépend bien entendu de
la taille du support, c’est-a-dire, pour cet exemple, I = [—2;2]. Pour des supports
réels, en général n + 1/2 avec n entier, on peut illustrer le remaillage de maniére
similaire, comme dans la Figure 4.2 avec I = [—1,5;1,5]. Cette fois, les nouvelles
particules sont positionnées au centre des cases de la grille. Cet élargissement du
domaine permet de conserver le poids total des particules. Une autre solution
consiste a utiliser des fonctions de bord aux frontieres du domaine, telles que les
noyaux A, ou A, [87].

Enfin, il est a noter que I’on peut interpréter le processus de remaillage diffé-

1. Par abus de langage, on appelle support de la particule située en X 1’adhérence de I’en-
semble des positions ¥ pour lesquelles WZ(7 — ) est non nul
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° Anmennes partlcules x Partlcules remalllees

(a) Point de vue des nouvelles particules
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ool ol T (el lel Jol,]

@ Anciennes particules  x Particules remaillées
(b) Point de vue des anciennes particules

FIGURE 4.1 - Illustration du remaillage avec W de support I = [—2;2].

remment, en se plagant du point de vue des anciennes particules, comme I'illustre
la Figure 4.1b. On consideére alors que chaque ancienne particule envoie ou donne
sa contribution a I’ensemble des nouvelles particules qui I'incluent dans leur sup-
port.

Un des noyaux W les plus utilisés pour le remaillage est le noyau M, [105],
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@ Anciennes particules  x Particules remaillées

FIGURE 4.2 - Tllustration du remaillage avec W de support I = [—1,5;1,5], du
point de vue des nouvelles particules.

de support I = [—2;2], défini par :

1—3x2 4+ 2|xf st x| <1,
M, (x) = %(2—|x|)2(1—|x|) sil<|x|<2, (4.5)
0 sinon.

Ce noyau est de classe 6" et d’ordre 3. Le noyau M7, de support I = [—3;3], est

un autre exemple de noyau de remaillage :

,

1 4 3 2 .
o (L= [x[)(25]x[* — 38]x|” — 3[x|* + 12|x[ + 12) st x| <1,
1 3 2 .
=(1—|x)(2—1|x])(25]|x|” — 114|x |+ 153|x| —48) s11<|x| <2,
MZ(x)=<21“( |x[)( |\)§ x| x| x| —48) ! | x|
Z(Z—Ix\)(3—]x\) (8 —5|x]) si2<|x| <3,
0 sinon.
(4.6)

Ce noyau, de classe 62 et d’ordre 4, a été récemment proposé [104] et uti-

lisé [106]. La représentation graphique de ces deux noyaux est donnée en Fi-
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1 1{ — Noyau M
---- Noyau M;

0.8 -

0.6 -

0.2 -

FIGURE 4.3 - Représentation graphique des noyaux de remaillage M/ (voir
I’équation (4.5)) et M (voir I’équation (4.6)).

gure 4.3.

4.2 Traitement des dérivées

Dans une méthode particulaire, les dérivées sont en général prise en compte
par le biais d’une approximation de ’opérateur différentiel correspondant. Dans

R, on s’intéresse aux opérateurs différentiels de la forme

olel
S TR 47
x,'0x," ... 0,
oua=(a,...,0,) est un multi-indice pour lequel on définit

d d
1 =Zai, O‘!:Hai! (4.8)
i=1 i=1
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v d
et pour tout vecteur x € R?,

=] [ (4.9)

Une somme ). représente une double somme : une somme interne sur tous les
|a|>1

multi-indices o dont la norme vaut |a| = k et une somme externe sur toutes les
valeurs de £ > 1. En d’autres termes, >, = > > .

l>1  k>1 |o|=k

En réalité, il est possible de construire une approximation de n’importe quelle
combinaison linéaire d’opérateurs différentiels de type D*. Une méthodologie
générale, Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), a été suggérée par Liu
et al. [107, 108]. Celle-ci a été formalisée par la suite dans le contexte des mé-

thodes particulaires par Eldredge ez a/ [109].

4.2.1 Méthodologie générale
Développement de Taylor

Dans ce qui suit, on note £ ’approximation particulaire de I'opérateur DP.
La construction de £° £, pour tout champ £, est basée sur le développement en

série de Taylor de cette derniére [109] :

) =FE)+ Y (5~ D () (.10
la|=1 7

En retranchant /(%) de part et d’autre de I’égalité (4.10), puis en multipliant
chaque membre par un noyau d’interpolation 1 (X — ) et en intégrant sur

tout I’espace, on obtient

L@ -r@mE-7a =[5 G- @ -7)d7

(4.11)
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On consideére que toutes les conditions sont réunies pour intervertir la somme

et 'intégrale. On peut alors écrire

| O~ @nE-7)47 = X, 2DY(®) | F-FrnE-7)d7

Pour alléger I’écriture, on écrira simplement § pour {..

Le noyau 7, est défini a partir du noyau 7 par

R
n(¥) = (é) (4.13)

On noteI P'intégrale du second membre de (4.12) multipliée par 1/a!. On montre,
par le changement de variables 7 = (X — y) /e, que celle-ci s’écrit plus simple-
ment :
T S e
L== 0 =% (¥ =y)dy = ———M (4.14)

ol ol *

avec M le moment d’ordre o du noyau n défini par
M, = | y*n(y)dy (4.15)
Dégalité (4.12) devient ainsi

[V @z =77 -0 @+ ¥ DY L 69

lo| =1
a3

Lapproximation particulaire £ f de DPf consiste alors a ne conserver que
la forme a approcher D dans le membre de droite de (4.16). Ceci est réalisé
en pratique en imposant que I'intégrale I présente devant le terme a approcher
DPf soit égale a 1 et que les autres I, soient nulles. Cela se traduit en pratique
par des conditions sur les moments M, qui découlent directement de condi-

tions imposées sur les intégrales I . Dans le cas ou ces conditions sont satisfaites,
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’approximation est alors exacte et 'on a

DF(E) = [ [F(F) - F@)]n(F - 7)d7 417

Ordre de 'approximation

En réalité, on n’impose qu'un nombre fini de conditions. Lordre de I’ap-

roximation est alors donné par 'ordre maximal des moments que ’on annule.
P P q

Pour obtenir une approximation d’ordre r de 'opérateur D?, il convient d’im-

poser

_ (- 1|B|5—IB\B3
0, —|Bl,a# B (4.18)
0, e[LIBI=1ullPl+ (B[ + 7 —1]

EE =

Dans ce cas, I’égalité (4.16) devient

LOf(E) = [ [F7) (@] (F - T)T =D AT +R,(F) (019
avec R le reste d’ordre 7 :

R,(¥)=LPf(X)-Df(X)= ), Df(F), (4.20)

lo|=[3]+7

On imposera également

|71 1 ) 7 <o 21

Il est a noter qu’en général I’approximation n’est pas réalisée sur R mais sur
un domaine fini 9. Ceci peut alors détériorer la précision attendue de ’approxi-

mation, notamment dans les zones situées aux bords du domaine.
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Combinaison linéaire d’opérateurs

Cette méthodologie peut s’étendre a toute combinaison linéaire d’opérateurs

D®. On considere ’opérateur suivant :
N
Z ¢.D (4.22)

\ . / i : ; .. .
ot les ¢; sont des coefficients réels et chaque 3" = (3},...,3},) est un multi-indice.

Dégalité (4.16) s’écrit donc

| FG)— f@]n(F - FF =S DF F(E)1, + 3 D)L, 6429)
1=1 131
a#B

Il convient alors d’annuler, dans ’expression (4.23), les moments non présents
devant les opérateurs D, On imposera d’autre part que les intégrales I, pré-
sentes devant les opérateurs D” valent c,. Ainsi, pour une approximation d’ordre

r de 'opérateur D, on imposera :

Mg = ¢;(=1)PlePIgh, i=1,...,N (4.24)
M, =0, Vo # B 1< o] < max; |B] + 7 — 1
ainsi que
f|7|(maxi |f5i|+r)|.q@(y))| d7 < o0 (4'25)

Choix du noyau

En choisissant un noyau sous une forme judicieuse (voir annexe D.1), on peut
réduire considérablement le nombre de conditions a satisfaire pour un ordre
donné. Par exemple, pour opérateur laplacien, il est intéressant de choisir un

noyau gaussien de la forme :
m . -
Zyj|x|2] e ¥l (4.26)
j=0
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Le nombre minimal de termes dans la somme (i.c. le nombre de coetficients v,)
est imposé par le nombre de conditions  satisfaire, lui-méme imposé par I'ordre
de approximation désiré. Or, grace a ce choix de noyau, un certain nombre de
conditions sont déja satisfaites de par la nature méme du noyau. Ainsi il suffit
de satisfaire 7 /2 conditions, et donc m = r/2 — 1 (cf. annexe D.1). Par ailleurs,
’expression générale d’'un moment d’ordre donné pour un noyau gaussien de
cette forme est calculée dans I’annexe D.3.
De maniére plus générale, pour "approximation d’un opérateur D?, il convient

de choisir un noyau pair suivant les directions ou le degré de dérivation est pair et
impair suivant les directions ou le degré de dérivation est impair (cf. annexe D.1).

Ceci implique, pour un noyau 1 construit de cette maniére, que

n(=%) = (-1)Pn(x) (4.27)

Il en va bien entendu de méme pour 7. Ainsi, si |3 est impair, on a

L0f() = [ [fF) - fEn(E - 747 (429
- [fEME-TT @ [nG-TT @)
- [ £ -7 (430
- [FEME-TT @ [nF-TeT @
- (@) + @I - 747 (432

Pour un noyau présentant la propriété de symétrie (4.27) construit pour ’ap-
proximation d’un opérateur DP tel que |[3| est impair, on peut donc choisir parmi
les formes (4.28), (4.30) et (4.32) ci-dessus.

Approximation unilatérale

Lorsque approximation doit étre réalisée aux abords des frontieres du do-
maine 9, il peut étre utile d’avoir recours a une intégration ne faisant intervenir

v’une partie du domaine. En effet, dans ces zones frontalieres, les particules ne

151



CHAPITRE 4. OUTILS POUR LES METHODES PARTICULAIRES

possedent qu'un ensemble partiel de voisins. On peut considérer, pour chaque
particule frontaliére, une moitié de domaine 7 (a gauche) ou 2, (a droite),
k k
e . . . . L
deéfinie a partir de la position X de cette particule, et suivant une certaine direc-

tion k :

s, :{?e@cRd;yk <x,€} (4.33)

Db, ={7e@cRd;yk >xk} (4.34)

Ceci a deux conséquences sur la méthodologie décrite précédemment pour
des approximations sur le domaine complet. Premierement, en ce qui concerne
la construction du noyau d’approximation unilatérale (ou noyaux décentrés), les
moments doivent étre calculés sur la moitié de R? uniquement. Pour un noyau
présentant la propriété de symétrie (4.27), les noyaux décentrés a gauche et a
droite sont les mémes. Dans le cas contraire, il faut étre vigilant aux bornes d’in-
tégration dans I’expression des moments [109]. En effet, le développement en
série de Taylor intégré sur la moitié de R¥, par exemple la moitié gauche Rék

suivant la direction k, s’écrit alors

JW /() = f(@)]|n(X = 7)dy = ), D/ (X)L (4.35)
G |of>1
avec
1
k=~ (7 =%)(F-7)dy
a RGk

1 400 +00 rxp . o
——| | EEE - Dy @
! -

al Jooo -0 J—w
sauf dy,
Le changement de variable # = (X — 5) /e donne alors
_q)lalgled
IO = %M?k (4.37)
a!
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avec M+ le moment décentré 4 droite d’ordre o défini par

+0 +o0 o
MPe = J f J ¥ n(y) dy, dy, -+ dy, (4.38)
—0 —o0 JO ———
sauf dy,

On vérifie aisément, pour un noyau possédant la propriété de symétrie (4.27),
que les moments décentrés a gauche et a droite suivant une méme direction k
sont liés par la relation suivante :

MPe — (1)l + By Ce (4.39)

o a

Or les conditions non nulles sont imposées pour o = [3, auquel cas les moments
a gauche et a droite sont égaux. Pour les conditions de nullité, le signe (—1)!#/*/F!
n’a pas d’influence et ainsi on obtient bien les mémes noyaux décentrés. Par
ailleurs, les nouvelles limites d’intégration intervenant dans le calcul des mo-
ments rendent inexploitables les propriétés de symétrie du noyau dans la direc-
tion k. Par conséquent, il est nécessaire de vérifier » conditions pour obtenir un
noyau d’ordre 7.

La deuxiéme conséquence est que le choix parmi les formes (4.28), (4.30)
et (4.32) (dans lesquelles I'intégration est réalisée sur 7, ou Zp, uniquement)
présentées précédemment pour le cas ou [ est impair, n’est plus possible que si
au moins une des directions d’imparité du noyau ne coincide pas avec la direction

k de séparation du domaine en deux moitiés.

Discrétisation de 'approximation

En utilisant la discrétisation particulaire décrite dans la section 3.7, £Pf

. . N ;
s’écrit localement au point X de la manieére suivante :

2@ =% | [0~ F)] (777 (440

V7
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Enfin, par une quadrature de point milieu, on obtient une approximation dis-
crete fff de ZPf -
L@ =2 |fX) (@) nF-X)V, (441)

]

Si de plus, a I'instar du poids particulaire pour la méthode Vortex, on définit un
. . . g
poids particulaire F; sur le support &, de barycentre X, et de volume V,; comme

suit :
F, = f F(Z)d% =~ f(X,)V,, (4.42)
Z;
alors on peut écrire

,%ffm)ivi ~ Y [F]-V —FV].] (X, - X)) (4.43)

Par ailleurs, si |[3| est impair, a partir des équations (4.30) et (4.32), on peut éga-

lement écrire :

L) )V ZF Vin (X, - X)) (4.44)
~ [FjVi+FiVj] (X, - X)) (4.45)

Eldredge et al. [109] indiquent que la forme (4.45) est préférable pour des raisons
de conservation. En réalité, cette formulation permet I’échange d’intensité entre
particules. En effet, la contribution qu’une particule 7 regoit d’une particule ;
correspond a 'opposé de la contribution qu’elle lui donne (voir la section 6.3), le
noyau étant impair. La formulation (4.44) présente également cette particularité.

Lerreur de quadrature & f F(X)—£PF(X) nest en général pas traitée, bien
que celle-ci puisse détériorer ordre de précision observé de la méthode. Deux
raisons peuvent expliquer cet absence de traitement particulier. D’une part, la
quadrature du point milieu est trés précise dans le cas ou la fonction f ainsi

que ses dérivées tendent vers 0 aux frontieres du domaine [109]. Ceci est le cas,
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par exemple, du champ de rotationnel de vitesse 5 dans la méthode Vortex.
D’autre part, dans le cas ou cette condition n’est pas satisfaite, [’approximation
est limitée a 'ordre 2 [109]. Or, il est fréquent que ’approximation des dérivées
soit réalisée a ’ordre 2 car celle-ci est jugée suffisamment satisfaisante pour les
applications considérées. C’est en général le cas des approximation de gradients
en SPH. Par ailleurs, Eldredge et al. [109] indiquent que le fait d’augmenter
I'ordre 7 des noyaux, et donc 'ordre d’approximation, c’est-a-dire de diminuer
Perreur d’approximation (ou de troncature) £° £ (¥) — DP f(X) reste un moyen
efficace de diminuer I’erreur globale ¢(x) = & f £(X)—DPf(X), comprenant a
la fois I’erreur de troncature et I’erreur de quadrature.

Néanmoins, I’erreur de quadrature peut malgré tout étre controlée en I'in-
tégrant dans le processus de construction du noyau. Ainsi, Schrader et al. [110]
ont récemment introduit la notion de moments discrets, obtenus a partir des
moments continus M par quadrature, permettant de définir des conditions te-
nant compte de ’erreur de quadrature. Cependant, pour une distribution non-
uniforme de particules, cette solution nécessite de reconstruire le noyau pour
chaque particule et a chaque pas de temps, ce qui peut s’avérer extrémement

A
coliteux en termes de temps de calcul.

4.2.2 Exemples
Exemple du gradient

On donne succinctement les conditions sur les moments a satisfaire pour une
approximation d’ordre » de la premiere composante du gradient 0/0x, en plus
de la condition (4.25). Les conditions pour obtenir les autres composantes (en
deux et trois dimensions) sont analogues. Les expressions des noyaux gaussiens
pour ’approximation d’ordre 2 a 10 du gradient en une, deux et trois dimensions

sont données dans ’annexe E.2
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=
Une dimension En une dimension, 'opérateur gradient se réduita V = D' =

0/0x. Pour une approximation d’ordre 7, on imposera donc

1
M, /e (4.46)
Mk:O’ 1</€<7

Le noyau qui en découle sera noté n(!),

Deux dimensions En une dimension, opérateur gradient s’écrit

_ (10

S (D7) (0w (4.47)
D@D 0/0x,

(1.0

Pour une approximation d’ordre » de D', on imposera

Mg =—1/2 (4.48)
M,=0, Va#(1,0)1<]a/<7r

Les conditions concernant D@V se déduisent directement en remplagant (1,0)

par (0,1) dans les conditions concernant D9,

Trois dimensions De maniére analogue, les conditions a satisfaire pour obtenir

1,0,0)

une approximation d’ordre » de D(*%% sont

M 00 = —1/2 (4.49)
M,=0, Va#(1,0,0);1<|o| <7

Le noyau (vectoriel) qui découle de ces conditions en deux ou trois dimensions

sera noté 7 ¥ . Par exemple, en trois dimensions, on a

n(l,0,0)

7V = [ 19 |, (4.50)
.q(0,0,l)

156



CHAPITRE 4. OUTILS POUR LES METHODES PARTICULAIRES

1,0,0 0,0,1)

ot n(100) (0.1,0) ¢ p( bt i I imation d :
n .0 etn ont ete construits pour 'approximation des opérateurs

D10 DOLY) et DO respectivement.

Exemple du laplacien

Le laplacien, en deux et trois dimensions, fait intervenir une combinaison
linéaire d’opérateurs différentiels de degré 2. On donne succinctement les condi-
tions sur les moments a satisfaire pour une approximation d’ordre r du lapla-
cien, en plus de la condition (4.25). Les expressions des noyaux gaussiens pour
’approximation d’ordre 2 a 10 du laplacien en une, deux et trois dimensions sont

données dans I’annexe E.3.

Une dimension Lopérateur laplacien en une dimension se réduit a A = D? =
2
o

. On imposera donc, pour une approximation d’ordre 7,
ox?

M, = 2/¢?
2 =2/ 4.51)
M, =0, Ve#21<k<r+1

Deux dimensions 1 opérateur laplacien en deux dimensions s’écrit A = D9 4

D©2), On imposera donc, pour une approximation d’ordre 7,

— _ 2
Mz =M = 2/2 (4.52)
M, =0, Voa¢{(2,0);(0,2)};1<]al<r+1

Trois dimensions L opérateur laplacien en trois dimensions s’écrit A = D220 1
D@29 + D% On imposera donc

M(z,o,o) - M(O,z,O) - M(O,O,Z) =2/ e’ (4.53)
M, =0, Va¢{(2,0,0)(0,2,0);(0,0,2)};1<|af<r+1

Le noyau qui découle de ces conditions en une, deux ou trois dimensions sera

noté 1%,
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4.3 Opérateur de diffusion avec coefficient non

uniforme

On s’intéresse au terme de diffusion L(X,t) = V - [b(?,t)?@q(?,t)]
ou b représente le coefficient de diffusion et ou q est le champ vectoriel ¢ ou

scalaire g a diffuser. A P'aide des opérateurs D?, ce terme s’écrit

= Y, D*[6(¥)D*q(¥)] = > D*b (X)+b(X)D¥q(X) (4.54)

|a|=1 |a|=1

ou I'on a omis la dépendance au temps pour plus de clarté. En suivant la dé-
marche générale de la méthode d’approximation des dérivées décrite dans la sec-
tion 4.2, on écrit le développement de Taylor des champs 4 et q autour du point

—

X

1
b(y)=b(X)+ > — ~ (7 = %)"D* (%) (4.55)

|o| =1

En ajoutant 4 (X)) aux deux membres, on obtient :

1
b(X)+b(7)=2b(F)+ ), 5(7* X)*D*b (%) (4.56)
lof=1 7"

D’autre part, le développement de Taylor de q en X sécrit :

1
q(7) =q(X)+ Y, (7 - ¥)D*q(¥) (4.57)

laj>1 &

En retranchant q( %) de part et d’autre, il vient

q(7) —q(¥) = ), (7 - ¥)D*q(¥) (4.58)

158



CHAPITRE 4. OUTILS POUR LES METHODES PARTICULAIRES

Enfin, en multipliant (4.56) et (4.58), on obtient

(7 - 7)“D“q(7)] (4.59)

J

o J o J

ou E, désigne I’ensemble de multi-indices défini par
E, = {aeN%a=23, 8= 1} (4.61)

Par exemple, en trois dimensions, E, = {(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)}.

S,= 2, (7 = %)*D*b(X)D*q(¥)

o ,
7
£33 5D (F)DR(F)
oa[=1B]=1
Bta )
Y

+ > Y (T = F)PDh(F)DPq(F) (4.62)

ja>1[3>1
A

J

v~

Ts
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Or, en additionnant T, et T;, on obtient

T, +T,= >, (¥ - %)*[b(F)D*q(X) + D*b(X)D*q(X)] (4.63)

lo]=1
D’ou, finalement,

[a(7) —a(D)][6(F) +&(3)] = 3, (7-%)*D*[6(X)D*q(X)|+T,+T,+T;

lof=1

(4.64)

. qe — — . /
En multipliant chaque membre par un noyau n_(x — ") et en intégrant sur tout

le domaine, on obtient :

2
1\/10(2—2 VQEEz

: (4.66)
M, =0 Va¢Ey;|of<r+1

ui sont les mémes conditions que pour I’approximation du laplacien (voir la
q que p pPp P

section 4.2.2). Le terme de diffusion est alors approché par
- b(X)+6(V) s g
LE) = [ F2 T (a(7) - aE I (F - 7)d7 467)

ol N est le noyau déduit de n'?, construit pour I’approximation du laplacien.
n, Y n p pp P
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4.4 Interpolation particulaire

Linterpolation en méthode particulaire peut étre traitée comme étant un
opérateur différentiel de degré nul D). En effet, le développement de Taylor
d’un champ f donne (voir I’équation (4.10)) :

FF) =)+ Y, —(T-FPDF(F) = 3 =(7 - T DS (F) (469

laj>1 &

Ici (0) désigne le multi-indice en dimension d dont tous les indices sont nuls. Par
le méme procédé que celui utilisé pour le traitement des dérivées (section 4.2),

on obtient

| romE-7147 - 1) Jm 7~ 7)d7
3 D) [T T 66

a|>1

Les conditions sur les moments pour une approximation d’ordre r de D

s’écrivent alors

M, =1
© 4.70)
M, =0, Vyl<|a<r—1

et ’approximation de I’interpolation de f au point X est
LOf@) = | FTF-7)4F 471

La version discréte correspondante est obtenue comme précédemment par une

quadrature du type point milieu sur le support de chaque particule :

LOFR) =Y (X ) (X - X))o, 4.72)
]
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Si, de plus, on définit un poids particulaire F; avec I’équation (4.42), on a

LOf(F)~ Y Fin. (% X)) (4.73)
J

4.5 Conclusion

Ce chapitre a permis de décrire des outils généraux couramment utilisés en
méthode particulaire. Le remaillage permet en général de maintenir la stabilité
des simulations en évitant de trop grandes distorsions du champ de particules.
Par ailleurs, en élargissant le domaine de calcul, cette technique permet a la fois
de conserver le poids total des particules et de permettre a la méthode Particle
Strength Exchange [71-73] (voir la section 5.2) de ne pas accumuler trop d’er-
reur sur les bords. Deux noyaux ont été présentes, a savoir M/, et M, dont seul le
premier est inclus dans le code de calcul a I’heure actuelle. La mise en ceuvre pra-
tique du remaillage est réalisée a I’aide d’une adaptation de I’algorithme Linked
List, présenté dans la section 6.3.

Une méthodologie générale pour le traitement des opérateurs différentiels a
été exposée. Son application principale concerne I"approximation du laplacien
pour modéliser le terme de diffusion (voir la section 5.2), mais elle est également
utile pour modéliser des gradients ou des termes de diffusion avec un coefficient
non uniforme (voir la section 5.2.2) qui peuvent apparaitre avec ['utilisation de
modeles de turbulence (voir la section 5.5). Par ailleurs, I'interpolation particu-
laire peut étre utilisée en post-traitement de simulations, pour évaluer certaines
quantités telles que le rotationnel de vitesse &3 en différents points du domaine.
Elle est également employée dans le modele Diffusion Velocity Method [74]
(voir la section 5.3) pour approcher la vitesse de diffusion. Le traitement de la

diffusion fait justement Iobjet du chapitre 5.
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Modélisation particulaire du
terme de diffusion

Les méthodes particulaires, de par leur caractere lagrangien, sont particu-
lierement bien adaptées aux problémes d’advection, ou pour lesquels les effets
d’advection sont dominants. Cependant, les équations de transport a modéliser
peuvent parfois impliquer d’autres termes, comme par exemple le terme de dif-
fusion dans les équations de Navier-Stokes. La prise en compte de tels termes en
méthodes particulaires n’est pas aisée et plusieurs modeéles ont été proposés dans
la littérature pour les traiter.

En 1973, Chorin proposa une méthode de marche aléatoire [83] dans laquelle
un modele stochastique s’ajoute au déplacement des particules pour approcher,
en moyenne, leur diffusion. En 1980, Leonard suggéra d’adapter la taille carac-
téristique des particules de maniére a résoudre I’équation de la chaleur [111].
Cependant, Greengard démontra en 1985 que cette technique ne permettait en
réalité pas de modéliser les équations de Navier-Stokes [112]. Une méthode si-
milaire, présentée par Mas-Gallic et Cottet d’une part [71, 113] et Choquin et
Huberson d’autre part [73], consiste a séparer les effets d’advection et de diffu-
sion. L'advection est traitée naturellement a ’aide d’'une méthode particulaire,
tandis que la diffusion est prise en compte en résolvant I’équation de diffusion
pure de maniére exacte a ’aide du noyau de la chaleur (fonction de Green solu-
tion élémentaire de I’équation de la chaleur).

La méthode de Fishelov [114] ou la méthode d’échange d’intensité (Particle
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Strength Exchange, PSE) [71-73] sont fondées sur une approximation discrete
de l’opérateur laplacien a I’aide d’un noyau (voir section 4.2). La méthode PSE
est aujourd’hui la plus couramment utilisée pour traiter les termes diffusifs en
méthode particulaire. Elle présente ’avantage d’étre robuste, flexible, facile a
programmer, et est renforcée par I'existence de techniques déterministes per-
mettant de construire des noyaux d’ordre donné en une, deux ou trois dimen-
sions [107-109]. Elle permet en outre de modéliser la diffusion avec un coetfi-
cient de diffusion non uniforme [71, 72, 115].

La méthode de vitesse de diffusion (Diffusion Velocity Method, DVM) est
une technique alternative qui consiste a écrire le terme de diffusion, avec coef-
ficient uniforme ou non, sous la forme d’un terme d’advection. Cette méthode
fut introduite pour la premiére fois par Fronteau et Combis en 1984 [74] et
popularisée par les travaux de Mustieles et Degond [116, 117], Ogami et Aka-
matsu [118] et Kempka et Strickland [119]. La méthode DVM fut par la suite
analysée [120-124], adaptée a des équations de dispersion [124-126], couplée a
des modeles de turbulence [127] et étendue a la diffusion d’un champ vectoriel
ainsi qu’aux écoulements axi-symétriques [128-130].

Ce chapitre se concentre sur les méthodes PSE et DVM appliquées aux équa-
tions de Navier-Stokes. Apres une introduction succincte des équations de Navier-
Stokes, les méthodes PSE puis DVM sont successivement décrites. Dans une der-
niére section, la méthode DVM est étudiée analytiquement sur un cas de diffu-
sion pure en une dimension. La méthode est également testée numériquement
sur des exemples et comparée a la méthode PSE.

Cette étude conduit a la construction d’un nouveau modele hybride DVM-
PSE auto-régularisant, qui permet de combiner les avantages et de gommer les
inconvénients de chacune des méthodes. Ainsi, ’adaptation du domaine sous
Ieffet de la diffusion réduit la nécessité d’avoir recours au remaillage pour éviter
les problemes de précision inhérents a PSE aux bords du domaine. Par ailleurs,
ce modele supprime le comportement singulier de la méthode DVM pure. Ce
modele peut en outre étre utilisé pour modéliser certains termes issus de modeles

LES de turbulence (voir la section 5.5).
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5.1 Equations de Navier-Stokes

On s’intéresse aux équations de Navier-Stokes pour un fluide visqueux new-
tonien et incompressible. Si le fluide n’est soumis & aucune force, ces équations
correspondent aux équations d’Euler (voir la section 3.1) modifiées par I'ajout

d’un terme de diffusion vA % dans ’équation de conservation de la quantité de

mouvement :
divi =0 (5.1a)
—+<u-V>u+—VP=vAu (5.1b)
ot

P

ou v(x, ) désigne la viscosité cinématique du fluide, définie a partir de la visco-
sit¢ dynamique p. et de la masse volumique p par v =p./p.
Par le méme raisonnement que celui utilisé dans la section 3.1.2, on obtient

la formulation vitesse-tourbillon des équations de Navier-Stokes :

divz =0 G-22)
§+<7.€>a§:<83>7+\ﬂ6 (5.2b)

5.2 Particle Strength Exchange (PSE)

On considere I’équation de conservation de la quantité de mouvement des

équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible (5.2b), qui peut s’écrire :

——(Z,t)=S(%,t)+ L(%,t) (5.3)

. . . . . . . g .
On s’intéresse ici & la modélisation du terme de diffusion L (%, ) défini plus

généralement par

L(Z,t)=V [v(?, OV @3(X, t)] -v. [v(z tﬁ] S(Z,t)  (5.4)
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On distingue alors deux cas; un premier cas ou la viscosité v(%,t) = v(t) est
uniforme, auquel cas T = vA T comme dans ’équation (5.2b), et un deuxieme
cas, qui peut se présenter dans certaines équations de transport, ou v(x, ) re-
présente un coefficient de diffusion non uniforme. Ces deux termes peuvent étre
traités par la méthode PSE.

En procédant comme dans les sections 3.6 et 3.7, on obtient la description

lagrangienne particulaire discréte suivante :

( —

Xi)-T 5.5
dt - i L ( . a)
da. - N N
Y —(t) = (X,6)+ L(x,t)dx ~ S,(¢)V.+ L, (t)V,  (5.5b)
dz 2,(1)
dv; —0 5.5
@ t) = (5.5¢)
avec
U, (1) = 7 (X,(t), 1) (5.6)
Si(t) = S(X,(t),1) (5.7)
L,(t) = L(X,(¢),1) (5.8)

5.2.1 Viscosité uniforme

Comme mentionné précédemment, lorsque v(x, ) = v(t), alors le terme de

diffusion L se réduit A
L(%,t) =v(t) AGB(X,¢t) (5.9)

Dans ce cas, la méthode PSE consiste a traiter I'opérateur laplacien comme indi-
qué dans la section 4.2. A ’aide de I’équation (4.43), on peut approcher fi (t)V,

comme suit :

L)V, =) ) |GV, — 0V, |2 X (1) =X (1)) (.10)
j
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ot N est le noyau déduit de 1'*, construit pour "approximation du laplacien

(voir la section 4.2.2).

5.2.2 Viscosité non uniforme

Dans certaines équations de transport, par exemple I’équation de transport
du tourbillon qui découle de I'utilisation d’un modele de turbulence de simu-
lation des grandes échelles (voir la section 5.5), il peut arriver que le terme de

diffusion s’écrive sous la forme

— —

(Z,1)=V - [v(z Y @S(T, t)] -V [v(y, tﬁ] S(F,1)  (5.11)

=

ou v( X, ) représente un coefficient de diffusion non uniforme.

On peut appliquer le résultat de la section 4.3 a ce terme. Pour ce faire, il
suffit de prendre b = v et @ = 3. Le terme de diffusion fiVi qui apparaitra
alors dans I’équation de transport discrétisée peut donc étre modélisé de manieére

discrete comme suit :

GV, -9V, X, - X)) (5.12)

]t t]

5.3 Diffusion Velocity Method (DVM)

La méthode de vitesse de diffusion (DVM) consiste a écrire le terme de diffu-
sion, avec coefficient uniforme ou non, sous la forme d’un terme d’advection. La
vitesse de diffusion ainsi obtenue s’ajoute a la vitesse (d’advection) des particules
qui se déplacent en conséquence. Ceci rend la méthode DVM particuliérement
bien adaptée a la diffusion dans un milieu ouvert du fait que le domaine s’étend
et s’adapte sous I’effet de la diffusion. La méthode DVM a été appliquée a de
nombreux problemes, tels que la dispersion des polluants dans un milieu po-
reux [131], Pinteraction tourbillons-chaleur [132] ou encore la modélisation du
sillage d’un profil portant [133]. Plus généralement, la méthode a été utilisée
pour modéliser le terme de diffusion ou de dispersion dans les équations de la
chaleur [134], de Lotka-Volterra [135], de Korteweg de Vries (KdV) [126] et de
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Navier-Stokes [128]. La méthode originale permet de traiter la diffusion d’une
quantité scalaire, mais peut étre adaptée au transport d’un champ vectoriel, qui
nous intéresse plus particulierement dans le cadre des équations de Navier-Stokes

tridimensionnelles, et qui sera traité dans la section 5.3.2.

5.3.1 Transport scalaire

inté d i A I’équation d d
On s’intéresse dans un premier temps a I’équation de transport d’une quan-

tité scalaire ¢(%,¢) ! :

0 = — —

—e(%,0) + V- [#(F,0)e(¥,0)] = V- [v(?,t)vc(zt)] (5.13)
t

ot le terme de diffusion L(%, ) = V-(W(%, ¢)Vc(F, t)) se réduit 1 v(¢) Ac(, t)

st v(X,t) = v(t) est uniforme. Une équation de transport pour #, ainsi que

des conditions limites, peuvent étre ajoutées a ’équation (5.13). L'idée de la mé-

thode DVM est de représenter le terme de diffusion sous la forme d’un terme

d’advection et ainsi de réécrire I’équation de transport sous une forme purement

convective :
©.v [(7 +u3) c] =0 uy(%,0) = —v(¥ >€C(Y’t> (5.14)
— +V-|lu+tuy)c|=0, avec uy(x,t)=-—-v(x,t)——— .
ot d d o(X,t)

Le champ #] est alors considéré comme un champ de vitesse généralement appe-
lée vitesse de diffusion [118].

De la méme maniere que dans la section 3.6, le domaine 2 est décomposé en
N particules fluides de support £,(t) dont le volume est V,(¢) = mesZ,(t) =
S%( ;4% et repérées par leur position ii (). Lévolution lagrangienne de la po-

sition des particules s’écrit donc :

~(¢) =U(t) (5.15)

avec Gf(t) =u* (il (t),t) et #* = % +u;. Par ailleurs, on définit le poids d’une

1. Elle correspond également a ’équation de transport du tourbillon en deux dimensions,
avec &3 = we, et ¢ = w.
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particule par
C,(t) :f o(F,0)d% (5.16)
P.(t)

On cherche a décrire I’évolution temporelle du poids des particules. En procé-
dant de la méme maniére que dans la section 3.6, on obtient, a I'aide de I’éga-
lité (3.60) :

d 5C —

dC,
< T 0dT = — ()= | Z ¥ dx 5.17
5 f%(t)c(x t)dx (t) Jj@i([) o + V- [u*c]dx (5.17)

avec #* = % + uy. Or ’équation de transport (5.14) est vérifiée en tout point
du domaine, elle est donc vérifiée de maniére intégrale sur le support de chaque

particule, c’est-a-dire :

0 —
J E St dw =0 (5.18)
2.(1) Ot

i

Ainsi, I’évolution temporelle du poids des particules est donnée par :

L(t)=0 (5.19)

Les particules conservent donc un poids constant au cours du temps. En re-
vanche, si le champ de vitesse % est a divergence nulle, le champ de vitesse de
diffusion #] ne I’est généralement pas. Ainsi on a div #* = div % # 0 en général.
Le support des particules (et donc leur volume) peut alors s’adapter au cours du

temps. Finalement, la description lagrangienne discrete s’écrit :

( d>_()l — — —>
5 (£)=Ul(t) =U,(t) + Uy (2) (5.20a)
dCi( )=0 (5.20b)

t) = :
dt

dVi . > > —

() :J divag(x,t)dx (5.20¢)
| dt 0
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La concentration locale en un point X du domaine physique Z peut étre
approchée grace a une interpolation a partir du poids transporté par les parti-
cules (voir section 4.4). On note {(g) ’'approximation particulaire continue de la

quantité g. On a, pour ¢ (voir I’équation (4.71)) :

(O (Ft) = J (7, )L(F = 7)dF (5.21)

D(t)

ou {_ est un noyau d’interpolation qui tend vers une mesure de Dirac lorsque
e tend vers 0. Par ailleurs, C_ est liée, en dimension d, a la fonction a symétrie

radiale { comme suit :

1. (%
C.(x)=—C (—) (5.22)

€

L’approximation discréte [[c] correspondante s’écrit (voir I’équation (4.73)) :

[e](F.0) = 2G0T - X;(0)) (5.23)
]

Par ailleurs, le gradient €q de la quantité g au point x s’obtient en dérivant
I’équation (5.21) sous sa forme continue [124, 128]. On a, pour Ve (voir I’équa-
tion (4.30)) :

Fe)F= | FOVLE 77 (5,24
(1)

et la version discrete [6]]6 s’écrit (voir I’équation (4.44)) :

[ﬁcﬂ (%,1) :ch(tﬁca(f—iu)) (5.25)
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. . . . . - . .
Ainsi, la vitesse de diffusion Uy, de la particule i peut étre approchée par

Ve (7, 0)VE(X; (1) — ¥)dF
(02, (0=~ <<c>>() V%m R (D) - .
g(t)C(y,t)Cs(Xi(t)—y) y

B SSOTLE-Z0)

HUdﬂi (t)= _V—[Cﬂi 0 =—v ECj(t)Ce()_()i(t) ~ )_()](t)) (5.27)

5.3.2 Transport vectoriel

La transposition de la méthode de vitesse de diffusion pour le transport d’une
quantité vectorielle peut s’avérer intéressante pour modéliser le terme de diffu-
sionL =V -(WRI), qui peut également étre traité par la méthode PSE avec
coefficient de diffusion non uniforme (voir la section 5.2.2). Ce terme apparait
dans les équations de Navier-Stokes (équations (5.2)) lorsque le coefficient de
diffusion v est uniforme et correspond alors 4 la viscosité. Le terme L avec un
coefficient de diffusion v non uniforme peut apparaitre dans certaines équations
de transport, notamment lorsque ’on utilise un modele de turbulence par simu-
lation des grandes échelles (voir la section 5.5).

On s’intéresse a I’équation de transport générale suivante :
— — T = >
—+V- - (#®3)=L(x,t), divu = (5.28)
a laquelle on peut ajouter des termes sans pour autant modifier la démarche de
—_—>
DVM. Si I’on considére v uniforme et que I’on ajoute le terme de déformation S

au second membre, cette équation correspond alors a I’équation de conservation

de la quantité de mouvement des équations de Navier-Stokes (équation (5.2b)).
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En effet, le champ de vitesse #% étant a divergence nulle, on a
V(7@ = (7‘6)6 (5.29)

. . . . - =
Comme dans le cas scalaire, on cherche a écrire le terme de diffusion L = V -
—
(VW ® ) sous forme convective. Néanmoins, cette démarche est moins triviale
que dans le cas scalaire.

Détermination de la vitesse de diffusion

On souhaite trouver une vitesse de diffusion ] telle que
WRB=-1,08+B=A (5.30)

On cherche alors a minimiser B au sens des moindres carrés. Pour ce faire, on

C -
cherche les composantes #,; qui minimisent les composantes };; B :
_ 2
uy. = arg mmz (Aij + fvl-w]) (5.31)
0, “
P
On cherche un extremum de 3 B?]., atteint lorsque #,; est racine de

f(x)—z(j; (Ai]»—I—xco]-)Z—ZZ (Aij+ij> w; (5.32)
j

]

pour tout z, c’est-a-dire

B 2 A0, _ 2 A,
g, =———-+2 1= JJ (5.33)
AT =

/g

Par ailleurs, puisque E(”‘“) = 2|c3|* > 0 pour tout 7, ’extremum atteint en #g;
est bien un minimum pour chaque 7. Finalement,
—
A& (V®AJ) &

TR TR o2
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Cette expression avait déja été proposée de maniere intuitive par Rivoalen ez

al. [128]. Elle peut s’écrire de maniére encore plus simple, sous la forme :

1=—-V—, avecc=|d|, (5.35)
¢

et on se rameéne alors au cas scalaire (voir la section 5.3.1). En effet, il suffit de

remarquer que

&oj 303? 0
2

2;; 0x; v 2 ox; v Ox; 2] 536)

iy =V " T = 5 - T o= ,

Z]-wi 2 ijf 2 Zjo)f

Ainsi, on obtient

VYR V|3 537

d= 73 — =V — ° :
2 (&) |3

Réécriture du tenseur différence

—— .. .y Ny . —
Notons € (%) le vecteur unitaire localement colinéaire a ¢3(X) au point X :

L, @
€ = — (5-38)
3]
On peut alors réécrire les composantes B;; sous la forme
., 0¢;
B, =[] — (5.39)

0x;

Les détails du calcul sont donnés dans ’annexe C.3. Finalement, on peut écrire

B=1|3|(V®7?) (5.40)
et ainst
V-B=V- [v*?] €, avec V' =y (5.41)
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Cette quantité est généralement non nulle, ce qui signifie que le terme diffusif ne
peut pas étre entierement représenté sous forme convective. Par ailleurs, cette ex-

pression est différente de celle proposée dans [128]. Finalement, on peut écrire :

03 = _
—+ V- (4 +u;)®3)=V-B (5.42)
ot

\ . 7 A ’ . . s e e ey
ou le terme convectif est censé étre prédominant, puisque 'on a minimisé les
composantes de B. Cependant, seuls des tests sur des cas modeles pourraient

permettre d’apprécier le poids de chaque composante.

Description lagrangienne

De méme que pour le cas scalaire, on note #* = % + u; et on adiv™ =

.
div #g. Comme précédemment, on prend U’ comme vitesse d’advection des par-

ticules :
di"( )=U* 5.43
t)= S\t .
=T 54)

. . . . =g . ,
L’évolution temporelle du poids tourbillonnaire 2, des particules est donnée

par:

—f &(x,t)dx = (t)—f — + V- (W) dx (5.44)
dt P.(t) dt P

i

Par ailleurs, ’équation (5.42) étant vérifiée en tout point du domaine, on a

0 - _>
f +V-(7*®E§)d7=J V. Bd¥ (5.45)
2,(1) Ot P,(t)
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D’ou la description lagrangienne

Xm‘ —> —> —>
5 (£)=Ul(t) =U,(t) + Uy (2) (5.462)
<d6i - V-B(Z,t)d¥ ~ |V -B(X \% 5.46b
dt (t) _J:@i(t) B(x,1)d¥ = [ ' <x’t>]fi(z) i) (5-46b)
dVi c —>—> —
(t)zj diviei(%,¢)d% (5.460)
| dt 2,(1)

Comme dans le cas scalaire, on peut approcher le champ local <3 en X de la

maniere suivante :
@F0)- [ BFOLE-T)T 547)
o)
avec I’approximation discréte correspondante :
[S](%,t) = > QL (F-X)) (5.48)
De méme [128],
(Fes)@-| sF.nevuE-7)dF (5.49)
9(t)
avec 'approximation discrete :

[{wmﬂ ZQ OV (%X, (5.50)

Discrétisation

On adopte la méthode PSE pour la discrétisation du terme V - B (voir sec-

tion 5.2). On utilise I’approximation (4.67), avec q= ¢ et b = v|d3|. Ainsi,

[V B0, Vv~ 2 =[GV, 3,6, (- &) e (%, - )

<

i(t)
(5.51)

175



CHAPITRE 5. MODELISATION PARTICULAIRE DU TERME DE DIFFUSION

—

ol vy (£) = v(X, (2),1) et g (t) = [63/|B[]5, (1) ~ D4/ |- Finalement, on a:

[V-B| V.~ é[vi\ﬁi\vjﬂjyﬁjyvi] %—% n*(X,-X;) (6.52)
] Ji [
ol [?- B]i - [ﬁ-B(?,t)]Z(t).

Equations de Navier-Stokes

Pour appliquer cette méthode aux équations de Navier-Stokes, il suffit d’ajou-
ter le terme de déformation a I’équation d’évolution du poids tourbillonnaire.

On a alors la description lagrangienne suivante :

T

dtl (1) =U7(t) =U,(¢) + Uy (2) (5.53a)
dq, ~ _
’(t):f S(X,t)+V-B(x,t)dx
| de 2,(1)
~S.(t)V V. B(%, \g 5.53b
(Vi) + | VB 0| Vile) (5.53b)
dVl = —> —
(t)zf diviel(%,t)d% (5.53¢)
dt P.(t)

ou le terme [6 B(Y)] + V. est approché a ’aide de I’équation (5.52). Ce der-
nier terme, dont Pexistence et la modélisation ont été examinées dans le cadre
de cette these, met en évidence la complexité du phénomene de diffusion en
trois dimensions. Cette nouvelle formulation permet de représenter une partie
de la diffusion sous forme d’advection, et ainsi de laisser le domaine de calcul
s’adapter sous I’effet de la diffusion. Par ailleurs, elle peut éventuellement étre
adaptée pour modéliser des termes émanant de modeles LES (voir la section 5.5)

ne pouvant pas €tre traités par PSE (voir par exemple I’équation (5.104)).
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5.4 Application a une équation de diffusion pure

unidimensionnelle

On se propose dans cette section de traiter un probleme de diffusion pure
en une dimension. Dans un premier temps, on propose une analyse théorique et
numérique de la méthode de vitesse de diffusion présentée précédemment dans
la section 5.3. La méthode PSE présentée dans la section 5.2 a quant a elle été
abondamment analysée dans la littérature [72, 108, 109, 124, 136]. Apres avoir
présenté ces deux méthodes ainsi que leurs limites, on expose dans un second
temps deux approches hybrides DVM-PSE pour le traitement de la diffusion en

méthode particulaire.

5.4.1 Simplifications unidimensionnelles

On se place dans le cas unidimensionnel, c’est-a-dire d = 1. On a donc
V(. (x) = ngl)(x) =dC (x)/dx, Ve(x,t) = Oc(x,t)/0x et Ac(x,t) = 0%c(x,1)/0x%.

A P’aide de la relation (5.22), on peut écrire

€

" (x) = sizn“) (f) (5.54)

ounD(x) = d{(x)/dx. Dans ce qui suit, les fonctions { sont construites 3 partir
n q p

d’un modele gaussien (voir ’annexe D), défini comme dans [109] :

e—xz m
Clx) = — > yIx™, (5.55)
NP

o les y] sont des coefficients liés & 7, déterminés par les conditions sur les mo-

ments (voir la section 4.4) et , désigne le noyau d’ordre 7, avec r = 2(m + 1).

Pour plus de clarté, les noyaux pourront étre simplement notés C et leur ordre

précisé séparément si nécessaire. Bien entendu, Iinterpolation et I"approxima-
. . A 7 1 7 Ay - .

tion du gradient peuvent €tre realisées a I’aide de noyaux non gaussiens. Cepen-

dant, dans ce qui suit, on se concentre uniquement sur cette famille de noyaux.

A Iaide d’une approche inspirée de [108] et [109], on peut écrire une expres-
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sion explicite pour les noyaux gaussiens unidimensionnels e n’importe que
plicite pour | yaux g d Is ¢,, de n’importe quel

ordre sans avoir a résoudre un systeme d’équations linéaires (voir I’annexe F) :

—1)"r

22(n— p 2p Inl(n—p)!

x*? |, (5.56)

() Z >

p=0n=p

ou r = 2(m + 1) désigne I'ordre du noyau. Il en découle (voir ’annexe F) que les
valeurs des coefficients YL’”] , qui définissent entierement {  (voir I’équation (5.55)),

peuvent étre déduits de maniére incrémentale depuis le noyau d’ordre précédent :

—1)" 2m)!
. (2n)! 2 m!(m —n)! (5.57)
YEZZ] -

Si des relations de récurrence plus générales existent par ailleurs dans la litté-
rature (voir, par exemple, [136]), il s’avere qu’elles font souvent intervenir le
gradient du noyau. La relation exposée ci-dessus tire parti des propriétés sur les
dérivées de fonctions gaussiennes pour aboutir a une expression ou les dérivées
du noyau sont analytiquement calculées; elles sont ainsi directement prises en

compte dans I’expression.

r C(x) ™ (x)
2 1 (—2)
3 2 2
QIR §—x> ﬁe_xzx(—SnLZx)
15 4 35 2 4
6 33 x > -5 /X —x )
35 352 6 105 , 63.2 9.4, 1.6
8 T + gX) —?—FTX —Ex +§x>

TABLE 5.1 - Expressions du noyau d’interpolation {, construit a partir d’un
modele gaussien en une dimension et pour différents ordres » d’approximation.

Les expressions de { et n()) en une dimension et pour différents ordres d’ap-

proximation sont résumées dans le tableau 5.1; leur représentation graphique
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est donnée en Figure 5.1. On peut remarquer que la fonction { d’ordre 2 est la
seule & étre positive (voir a ce propos I’annexe C.1). Par ailleurs, on note que plus

’ordre est élevé, plus le maximum de la fonction est grand et plus sa pente est

raide.
1.4 2.5
<<= ordre 2 «<= ordre 2
...... ordre 4 2 Y seseee ordre 4 |
12 HE == ordre 6 |[] AR =-= ordre 6
I <= ordre 8 15 ir i <= ordre 8 H
1 1 P!
\; 1 3
4 O 1
0.8 g -4 PR
- g 0.5 b A
F| Yy _ BN s,
o 06 £ i =0 A Faii
I = oy L
i . . L
04 Z % 0.5 Lok
e'f ﬁ\a 1 A ’
02 ] e, W/
- B AL R
AN (AN -1.5 Wt
0 ]} W e v
—T' i v \)},_T 2 .
02 - - 25
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X X
(@) ¢ (b) n(l)

FIGURE 5.1 - Représentation graphique du noyau d’interpolation et sa dérivée
n pour différents ordres » d’approximation, correspondant aux expressions
données dans le tableau 5.1.

5.4.2 Etude analytique de cas réguliers

Analyse de Fourier

La formulation (5.26) peut s’écrire en termes de produits de convolution de

¢ avec les noyaux adéquats :

cxnl)

(ug)(x,t) =—v (x,t), (5.58)

c*C,

ou * désigne le produit de convolution spatial. En utilisant la transformée de

Fourier et son inverse, cette formulation équivaut a
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ou ‘et Z () désignent la transformée de Fourier, avec la convention suivante :

fk) = f Fx)e* dx 5.60)

flx)= % f F(k)e* dk (5.61)

Le terme de gauche dans I’équation (5.59) s’obtient en exploitant le fait que
g q P q
7 est le gradient de {_ et en utilisant la propriété suivante de la transformée de

Fourier :

d” A
7 [ dxnf(x)] (k) = (ik)"f (k) 5.6

Les équations (5.58) et (5.59) conduisent a interpreéter le noyau d’interpolation C
comme un filtre appliqué a c.

Les expressions analytiques de im, pour des fonctions {,, construites a partir
d’un modele gaussien de la méme maniere que dans [109] (voir I’équation (5.55)),

peuvent étre calculées pour n’importe quel ordre » = 2(m + 1) (voir I’annexe F) :

am(k) = e_(k/Z)z i i (é) . (563)

!
—n!t\2

A nouveau pour alléger I’écriture, on pourra simplement noter  la transformeée
de Fourier du noyau, avec 'ordre précisé par ailleurs si nécessaire. La transfor-

mée de Fourier de (_ s’obtient naturellement a partir de { comme suit :
L. (k) = U(ck), (5.64)

ou {(ek) représente la transformée de Fourier de { évaluée en ck. Les expressions
analytiques de  sont données dans le tableau 5.2 pour les noyaux ( correspon-
dants présentés dans le tableau 5.1. Il est intéressant de noter a partir de ’expres-

sion (5.63) et par conséquent de celles du tableau 5.2 que, contrairement a (, sa
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transformée de Fourier { découle directement de I’expression & I'ordre précédent
sans modifier cette derniere. Seule ’addition d’un terme supplémentaire conduit
a ’expression a ordre supérieur. Cette relation est bien plus simple et pratique
que les relations plus générales présentées dans la littérature (par exemple [136]).
En contrepartie, il convient de garder a ’esprit que cette relation est restreinte

au cas particulier des noyaux gaussiens.

r C(k)

2 1

4 () 1+§k2>

6 1+ 2k + %/e“)

8 1+§k2+%k4+7};4k6>

TABLE 5.2 - Expressions de la transformée de Fourier { du noyau (, ou C est
construite a partir d’'un modele gaussien (voir les expressions correspondantes
de C dans le tableau 5.1), en une dimension et pour différents ordres r d’approxi-
mation.

La Figure 5.2 montre les représentations graphiques de zs (k) en fonction du
nombre d’onde sans dimension kb /. Elles mettent en évidence le comporte-
ment de C_ similaire a celui d’un filtre passe-bas. Si ’on considere ¢(x, ) comme
un signal, cela signifie que {_ filtre les ondes courtes, c’est-a-dire les hautes fré-
quences ou, de maniere équivalente, les hauts nombres d’onde.

La seconde information que I’on peut tirer de ces graphes est que plus 'ordre
du noyau est élevé, plus sa transformée de Fourier s’approche d’un filtre rec-
tangulaire. Par conséquent, les signaux constitués d’une combinaison de plu-
sieurs longueurs d’onde, comme par exemple un signal gaussien, sont globale-
ment mieux reconstruits (voir ’équation (5.59)) avec des noyaux d’ordre élevé.
En terme de convolution (voir les équations (5.26) et (5.58)), cela signifie que
I'interpolation est plus précise avec des noyaux d’ordre élevé.

Avec la discrétisation, ’analyse devient plus complexe. Elle met notamment
en jeu le paramétre de recouvrement k = ¢/h, ou b représente la distance inter-

particulaire caractéristique. A ce point, 'influence de ce paramétre x n’a pas été
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S T~ — — - ordre 2
* \ \\ \'-\ ------- ordre 4
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0.8 + \ NN —--—ordre 8 |
\ % . °
\ \‘ \
\
06| \ AN 1
) \ AR
~ \ \
Ny .
04| ' \ N ]
\ A
N
o . N
~ N \\ \ . *
- . N
R - ) See ~\“\ ~.
0L ! | Il SN CLE Py Xt P!
0 0.2 04 0.6 0.8 1
kh/m

FIGURE 5.2 - Représentation de za(k) en fonction du nombre d’onde sans di-
mension kA /m pour différents ordres » d’approximation (voir le tableau 5.2) et
x=2,0.

évoquée. Elle sera traitée en détail dans la section suivante 5.4.3, de méme que
les conséquences de la discrétisation sur P'interprétation du filtrage.
On traite dans ce qui suit ’équation de diffusion pure avec deux conditions

initiales distinctes. L’équation de diffusion pure unidimensionnelle s’écrit :

dc *c

E(C’t)zvﬁ(xﬂf)’ (5.65)
qui correspond a I’équation de transport (5.13) en une dimension et sans advec-
tion, c’est-a-dire avec # = 0, et avec un coefficient de diffusion v uniforme. Les
deux conditions initiales considérées conduisent a I’étude de deux cas : la diffu-
sion d’une onde propagative (avec une seule longueur d’onde), inspirée de [109],

et celle d’une distribution gaussienne (nombre infini de longueurs d’onde).

Onde propagative

Le signal d’une onde propagative de nombre d’onde k, est défini par :

c(x,t,ky,wy) = expi(kyx — wyt). (5.66)
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En I'injectant dans ’équation de diffusion pure (5.65), on obtient I’équation de

dispersion qui doit étre satisfaite :
Wy = —iv/eg. (5.67)

Dans ce cas, la vitesse de diffusion exacte est #; = —ivk,, et les égalités suivantes

sont vérifiées :

(¢) 5
T(ko) =C (ky) et Ve

(Ve 1

(ko) = =7V (ky) =, (ky). (5.68)
ik,

En effet,

c expli(ky(x —y) —w d .
<_>:S p[ ( O( )’) Ot)]cs(y) Y :Jcs(y)e—zkoydy (569)

¢ expi(kyx — wyt)
De méme,

(Vey  Sexpli(ky(x —y) — et)n () d
Ve tkyexpi(kyx — wyt)

1 ‘
L J M (y)e= " dy (5.70)
ik,

La vitesse de diffusion pour cette onde propagative vérifie alors :

(ng)

Uy

(ko) =1 Vhky, (5.71)

ce qui signifie que ’approximation continue de la vitesse de diffusion est théo-
riquement infiniment précise, quel que soit 'ordre du noyau d’une part et quel
que soit le nombre d’onde k, d’autre part, du moment que w, et k, sont liés par
la relation de dispersion (5.67).

Dans ce qui suit, on note & . ’erreur relative commise sur I’approximation

q' de g, que celle-ci soit continue ou discrete (6, ou &), définie par :

!/

9 9
q

&, = (5.72)
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Ainsi ’équation (5.71) équivaut a :
8y =0 Vhy. (5.73)

Distribution gaussienne

La solution élémentaire de ’équation de diffusion, c’est-a-dire pour la condi-
tion initiale ¢(x,0) = 3(x), est la suivante :
1 x?

C(x, t) = \/ﬁexp —m y Yt > 0. (574)

La transformée de Fourier analytique de ¢ est donc :
ckyt)=e*t, Ve>0. (5.75)

Cette expression, combinée aux expressions analytiques de la transformée de
Fourier du noyau (5.63) et (5.64), permet de calculer ’erreur analytique commise
par les approximations continues {c), (Vc) et {u, ). Notamment, I’erreur Epy
est de la forme (voir I’équation (F.47)) :

< o> Q,

| = 1—— D alordre r =2(m+1),m >0, (5.76)
d e +o

g<74/d> - 1 -

m
avec 0 = \/4vt pour tout temps ¢ > 0. Lexpression des polyndémes P, et Q, ,
ainsi que les détails de calcul, sont donnés dans ’annexe F. En particulier, pour
une approximation d’ordre 2, Perreur continue initiale commise sur la vitesse de
diffusion ne dépend pas de x et s’écrit :

2
S

&/ =——alordre2. 5.77
<”d> 52 4+ 0_2 ( )
La Figure 5.3 montre la distribution initiale de ’erreur relative au carré com-
mise sur ’approximation continue de ¢, V¢ et #, calculée analytiquement dans
’annexe F. Exception faite des bords du domaine, la précision est globalement

meilleure avec des noyaux d’ordre élevé. Lerreur élevée aux bords peut étre inter-
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FIGURE 5.3 - Distribution initiale de ’erreur sur ¢ (gauche), Ve (milieu) et #,
(droite) a t, = 2,5 pour différents ordres r d’approximation (voir le tableau 5.1),
avec e =0,2.

prétée a I’aide de I’analyse de Fourier des noyaux. En effet, la distribution gaus-
sienne ¢(x,t,) correspond, aux bords du domaine, a une partie du signal com-
posée principalement d’ondes courtes. Or ce sont justement les ondes courtes
qui sont filtrées par C_ (voir la Figure 5.2), c’est pourquot cette partie du signal

est mal reconstruite. En d’autres termes, 'interpolation de cette partie du signal
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est moins précise. Cependant, la précision globale est améliorée par |utilisation
de noyaux d’ordre plus élevé. Les pics observés sur la distribution de ’erreur
correspondent a des changements de signe dans la différence ((uy) — uy), et par
conséquent un passage par zéro. Enfin, on peut noter sur la Figure 5.3 que I’er-
reur sur #, reste constante a I’ordre 2 sur tout le domaine, ce qui corrobore le
résultat (5.77).

En ce qui concerne la transformée de Fourier du noyau, I'influence du para-
meétre de recouvrement x = ¢/b ainsi que les conséquences de la discrétisation

seront traités dans la section suivante 5.4.3.

5.4.3 Etude numérique d’un cas régulier

Dans le but de tester I'implantation numérique des différentes approxima-
tions mises en jeu, on s’intéresse a présent a la résolution unidimensionnelle de

’équation de diffusion pure (5.65).

Vitesse de diffusion

Les équations de transport en description particulaire et lagrangienne se ré-
duisent donc a une version simplifiée des équations (5.20), ou la vitesse d’advec-

tion #(%,t) est nulle :

dX; Ve
(1) = [Uy].(z), avec [Uy],(£)=—v Vel
de [e] |, (5.78)
dC, _
dt 0 =

Dans le contexte de cette étude, on choisit délibérément de fixer la vitesse d’ad-
vection a zéro, de maniére a mieux percevoir les effets de diffusion, d’autant plus
que ceux-ci sont traités sous la forme d’une vitesse de diffusion. Cependant, il va
de soi que DVM peut étre utilisée avec une vitesse d’advection # ; il suffit alors
d’ajouter sa version discréte [U]; a la partie advective des équations de transport
des particules.

On s’intéresse a la solution élémentaire de I’équation de diffusion pure. Un

temps initial #; > 0 est choisi pour la simulation et la concentration initiale
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c(x,t,) est déterminée a I’aide de I’équation (5.74) sur un segment de longueur
2L, centré sur lorigine. Le segment est discrétisé en N particules de volume

(longueur en 1D) 0, initialisé de maniére uniforme par o, () = 0% =2L/N :
X? =X (t,) = =L+ (1 —0,5)0°. (5.79)

Le poids des particules est initialisé par C;(z,) = ¢(X%(t,), ,)0°. Le temps ¢* =
t — t, désigne le temps écoulé depuis le temps initial ¢,. Les résultats montrés
dans ce qui suit ont été obtenus avec les parametres choisis suivant les valeurs

données dans le tableau 5.3.

Parameétre Valeur

Lo 25
v 0,25

St 0,001

L 10

N de 50 a 334
K de 1,12 3,0

TABLE 5.3 - Résumé des valeurs choisies pour différents paramétres de simula-
tion.

La solution élémentaire (5.74) de I’équation de diffusion permet de déduire

la vitesse de diffusion analytique :

x
uy(x,t) = % (5.80)

Influence du parametre de recouvrement

La Figure 5.4 montre la distribution initiale @ t* = 0) du carré de l'erreur
relative commise sur ’approximation de ¢, V¢ and #y, pour différentes valeurs
de k. Le carré de l’erreur analytique & <2_> (voir I’annexe F) et le carré de l’erreur
particulaire é"ﬁ (voir I’équation (5.27)) sont toutes deux considérées. L'axe des
abscisses est légerement agrandi de maniére a pouvoir distinguer les deux types
de courbes.

Premiérement, on peut remarquer un accord quasiment total entre erreur
> P q q
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analytique et erreur numérique pour k = 2 ou 3 (Figures 5.4a a 5.4f), quel
que soit ’ordre du noyau. Cependant, une erreur plus élevée est observée sur
¢, Ve et uy a extréme frontiére du domaine (x ~ +10) sur les courbes numé-
riques. Ce probléme est dii au manque de particules aux bords du domaine, ce

qui rend I'interpolation imprécise. La condition de domaine infini, qui assure la
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FIGURE 5.4 - Distribution initiale de Perreur continue analytique et de ’erreur
discrete sur ¢, Ve et uy, a t* = 0 et pour différents ordres » d’approximation
(voir le tableau 5.1), N = 200 et les parametres du tableau 5.3. Trois valeurs de «
sont considérées. Ici, k = 3,0.
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FIGURE 5.4 (suite) - « = 2,0.

bonne approximation de 'opérateur différentiel (voir les conditions sur les mo-
ments), est alors loin d’étre satisfaite. En réalité, I’approximation se comporte
comme si la concentration était nulle en dehors des zones discrétisées par des
particules, c’est-a-dire au-dela des limites du domaine. Lutilisation de noyaux
décentrés (voir la section 4.2.1), qui satisfont les conditions sur les moments
uniquement sur la moitié du domaine, a été proposée dans [109] afin de cor-
riger ce probléme. Cependant, cette solution implique un traitement spécifique
et explicite aux frontieres du domaine, ce qui peut dépendre fortement du para-

meétre k et ne donne des résultats que partiellement satisfaisants. Une technique
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similaire a récemment été proposée dans [110], consistant a construire le noyau
de manieére a annuler Perreur discrete en introduisant le concept de moments
discrets. Malheureusement, pour une distribution non homogene de particules,
cette technique nécessite un calcul du noyau pour chaque particule et a chaque
pas de temps, ce qui est extrémement coliteux en termes de temps de calcul. En-
fin, une autre technique couramment utilisée en SPH consiste a renormaliser le
noyau [137] et son gradient [138]. Bien que ces renormalisations puissent cor-
riger ’approximation respective de ¢ et de son gradient, celle de #,, de par sa

construction, inclut intrinséquement cette renormalisation.
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FIGURE 5.4 (suite) - k = 1,4.
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La deuxieme observation que I’on peut tirer des six premieres figures (Fi-
gures 5.4a a 5.4f) est que, quel que soit ’ordre d’approximation, les erreurs sur c,
Ve and #, sont globalement plus élevées avec k = 3 qu’avec k = 2. Ceci semble
indiquer que des valeurs moins élevées de k rendent I"approximation plus pré-
cise. Cependant, les trois dernieres figures (Figures 5.4¢ a 5.41) indiquent que
pour k = 1,4, Perreur numérique est bien plus élevée, au centre du domaine,
pour les approximations d’ordre 6 et 8. En outre, il s’avere que ces courbes nu-
mériques différent des courbes analytiques. En effet, contrairement aux courbes
numériques, les courbes analytiques montrent que, quel que soit 'ordre d’ap-
proximation, ’erreur continue de décroitre lorsque « diminue.

Ces deux comportements (analytique et numérique), ainsi que leur diffé-
rence, sont une conséquence directe de la discrétisation et peuvent étre expli-
qués dans I’espace de Fourier en étudiant la transformée de Fourier du noyau.
En effet, on peut interpréter le noyau d’interpolation {_ comme un filtre. Par
ailleurs, le produit de convolution dans ’espace physique correspond au produit
des transformées de Fourier dans le domaine de Fourier (voir les équations (5.58)
et (5.59)). Il convient cependant de différencier le cas continu du cas discret. Dans
le domaine de Fourier continu, le filtre idéal doit étre identiquement égal & un.
En revanche, dans le domaine de Fourier discret, le filtre discret idéal doit étre
une fonction rectangulaire. En effet, la discrétisation, qui correspond a un pro-
cédé d’échantillonage en termes de traitement du signal, introduit des répliques
de hautes fréquences dans le spectre de Fourier discret. Ainsi, le fameux théo-
réme d’échantillonage de Nyquist-Shannon impose que la fréquence de coupure
du filtre, c’est-a-dire la fréquence au-dela de laquelle le spectre de Fourier est gua-
siment nul, corresponde a la fréquence d’échantillonage. Cette condition est bien
entendu strictement équivalente en termes de nombre d’onde.

Le pas de discrétisation valant 4, le nombre d’onde d’échantillonage est donc
de 1 /b, et d’apres le théoréeme de Nyquist-Shannon, le spectre de ig doit alors
tendre vers zéro pour des nombres d’onde supérieurs a cette valeur. La Figure 5.5
montre la courbe de is en fonction du nombre d’onde adimensionnel kA /m,
pour les valeurs de k considérées précédemment. Les courbes analytiques conti-
nues (équations (5.63) et (5.64)) sont confrontées aux approximations discrétes

correspondantes, obtenues par application d’une transformée de Fourier rapide
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(Fast Fourier Transform, FFT) sur 2% points. Premiérement, on peut observer
que pour k = 2, Paccord entre les transformées de Fourier analytiques et celles
obtenues par FFT est plutot bon. En revanche, pour k = 1,4, les courbes dif-
ferent dans les hautes fréquences, en particulier pour les noyaux d’ordre élevé.
Ceci s’explique par le fait que le pas de discrétisation de C_ ne dépend en réa-
lité que de «. Des valeurs peu élevées pour k correspondent a une discrétisation
grossiére et ainsi a un sous-échantillonage, ce qui induit un phénomeéne de re-
pliement de spectre (aliasing en anglais). Le repliement de spectre se traduit par
un mélange dans les hautes fréquences qui conduit a un calcul erroné du spectre
dans cette zone.

En plus du repliement de spectre, purement lié 4 la discrétisation, vient s’ajou-
ter un deuxieme phénomene, présent a la fois dans les spectres continus et dis-
crets. En effet, la Figure 5.5 montre également que pour x = 1,4, zs est loin
de tendre vers zéro pour des nombres d’onde supérieurs a la fréquence d’échan-
tillonage m/b, dans le cas des noyaux d’ordre élevé. Ce probléme est accentué
dans le domaine discret par le phénomene de sous-échantillonage évoqué au pa-
ragraphe précédent. Par conséquent, le théoréeme de Nyquist-Shannon n’est pas
respecté et la reconstruction du signal est erronée dans les simulations numé-
riques. Au contraire, I’erreur analytique continue de décroitre, puisque le spectre
analytique se rapproche du filtre idéal, identiquement égal a un.

Finalement, I’amélioration observée sur les Figures 5.4a a 5.4f pour k = 2 par
rapport a k = 3 s’explique par le fait que dans le premier cas, il existe moins de
hautes fréquences qui sont coupées par le filtre (voir la Figure 5.5b).

De maniere a évaluer I’erreur globale a un instant ¢ sur tout le domaine, on
introduit ’erreur L, commise par I"approximation discrete [g] de la quantité g.

Celle-ci est notée | &, et définie par :

N[l () g0
DINNHC)

[, (t) = (5.81)

\ B A . .
Il est a noter que €|, 7’est pas la norme de &}; précédemment introduite par

I’équation (5.72).
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FIGURE 5.5 - Représentation de C_(k) en fonction du nombre d’onde sans di-
mension kA /m pour différents ordres » d’approximation (voir le tableau 5.2) et
différentes valeurs de «. Les courbes continues analytiques sont confrontées aux
approximations FFT correspondantes, calculées sur 2%° points.

Linfluence du parametre de recouvrement « sur I’erreur L, de la concentra-
tion est illustrée sur la Figure 5.6. Ces résultats montrent que la valeur optimale
de « dépend de I'ordre d’approximation. Plus précisément, a part pour I'ordre
2, la valeur optimale de «x augmente avec I'ordre d’approximation. Ce compor-
tement peut étre expliqué dans I’espace de Fourier par I'analyse précédemment
exposée dans cette section (Figures 5.4 et 5.5).

Dans I’espace physique, il y a deux phénomeénes opposés qui influencent
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FIGURE 5.6 - Erreur L, sur la concentration || & a £* = 0 (a gauche), t* = 15
(au centre) et t* = 30 (a droite) en fonction du parametre de recouvrement «,
pour différents ordres » d’approximation (voir le tableau 5.1), N = 200 et les
parametres du tableau 5.3.

’erreur sur la concentration, pour une discrétisation 5 et un ordre r # 2 don-
nés. D’une part, pour des valeurs peu élevées de «, trop peu de particules sont
prise en compte de maniere significative et la partie négative du noyau peut alors
avoir une influence trop importante sur la somme totale des contributions par-
ticulaires (voir la Figure 5.1). D’autre part, des valeurs élevées de x permettent
de prendre en compte de nombreuses particules, avec I'inconvénient que, si ce

nombre est trop important, des particules trop éloignées du point d’approxi-
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mation pourraient avoir une influence sur I’approximation finale. En d’autres
termes, le lissage serait trop prononcé. La valeur optimale de «, c’est-a-dire celle
qui conduit a Perreur globale la moins élevée, correspond au meilleur compro-
mis, pour une discrétisation donnée, entre ces deux phénomenes aux consé-
quences opposées.

Par ailleurs, comme cela a été évoqué précédemment, la valeur optimale de
k dépend de I'ordre d’approximation : plus ordre est élevée, plus cette valeur
est élevée. Linfluence de I’ordre du noyau est probablement due a la raideur de
la pente de ce dernier. En effet, les noyaux d’ordre élevé sont plus raides et leur
partie positive est plus concentrée autour de ’origine, comme on peut Iobser-
ver sur la Figure 5.1. D’apres le premier phénomene décrit plus haut, on peut
déduire que les noyaux d’ordre élevé doivent prendre en compte plus de parti-
cules, de maniére a ne pas donner trop de poids négatif a I’approximation, ce
qui implique une valeur de « plus élevée. A des fins de comparaison, dans la
communauté SPH, des valeurs peu élevées telles que x = 1,33 sont couramment
utilisées [139]. Ceci est justifié par I'utilisation de noyaux d’ordre 2. Cependant,
la valeur de k doit étre soigneusement choisie pour des noyaux d’ordre plus élevé.

Enfin, la valeur optimale de « en termes d’erreur sur la concentration semble
augmenter avec le temps de simulation. Ceci peut s’expliquer par I’effet stabili-

sant de valeurs élevées de «.

Trajectoires

Par une simple intégration de ’équation (5.80), on obtient la trajectoire ana-

lytique X, (¢) des particules :

(5.82)

Les résultats de la Figure 5.7 illustrent un des avantages principaux de DVM, a
savoir son aspect lagrangien. On y montre une comparaison entre la trajectoire
analytique et ses différentes approximations, sous la forme du carré de I’erreur
relative sur la position g)z(i (t). Ces résultats montrent que les particules suivent

réellement leur propre trajectoire, avec une précision qui augmente avec ’ordre
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du noyau (Figure 5.7a).
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FIGURE 5.7 - Evolution de I’erreur sur la trajectoire des particules X0 = 4,95
(a gauche) et X0 = 9,95 (a droite) en fonction du temps pour différents ordres r

d’approximation (voir le tableau 5.1), avec k¥ = 2, N = 200 et les parametres du
tableau 5.3.

Cependant, la trajectoire n’est pas précisément suivie par les particules si-
tuées pres des limites du domaine, comme le montre la trajectoire de la « der-
niére » particule, décrite sur la Figure 5.7b. Ce comportement était prévisible
étant donnée Perreur numérique élevée commise sur #, pres des bords (voir la
Figure 5.4f). De plus, la précision de la trajectoire de ces particules n’est plus liée

a I’ordre du noyau. Au contraire, 'ordre 2 semble étre plus robuste et plus fiable.

Evolution temporelle de la concentration

La Figure 5.8 décrit la diffusion de la distribution gaussienne d’un scalaire
passif ¢(x, ). Les résultats numériques et analytiques sont superposes. La figure
met en évidence I’étalement des particules dfi a la vitesse de diffusion [U,]. (¢)
au cours du temps de simulation. I’échelle logarithmique permet de vérifier
que P’évolution de la concentration est bien résolue méme pour de tres petites
concentrations (inférieures 3 107'¢). Ce résultat est une preuve supplémentaire
de la précision et du bon comportement général de la méthode DVM.

Il convient de remarquer que I’erreur sur la trajectoire évoquée par la Fi-
gure 5.7b n’a pas d’effet visible sur I’approximation de la concentration, qui de-

meure suffisamment précise méme aprés un long temps de simulation ¢t* = 60
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FIGURE 5.8 - Evolution de la concentration et de la position des particules 4
différents instants ¢t*, avec une approximation d’ordre 6, k = 2, N = 200 et les
parametres du tableau 5.3.

(qui correspond a 60000 itérations). Seule la trajectoire, liée a la diffusion, n’est

pas précisément suivie.

Analyse de convergence

Une analyse de convergence a été réalisée pour différentes discrétisations spa-
tiales h avec ’approximation (5.27) avec différents ordres 7. La Figure 5.9 montre

le résultat de cette analyse pour quatre ordres d’approximation différents.
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“ i ordre 6 i ordre 6 o i ordre 6
s o ordre 8 b "5 ordre 8 Bt "5 ordre 8
. | | | ol .
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h h h
* * *
(@)t*=5 (b)t*=15 (c) t* =30

FIGURE 5.9 - Erreur L, sur la concentration |&,; a t* = 5 (a gauche), t* =

15 (au centre) and ¢t* = 30 (2 droite) en fonction de la discrétisation spatiale b
pour différents ordres » d’approximation (voir le tableau 5.1), avec xk = 2 et les
parametres du tableau 5.3.

Les résultats sont tres propres a t* = 5 et une régression linéaire donne des
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pentes de 2,2 pour l'ordre 2, 4,0 pour 'ordre 4, 5,9 pour l'ordre 6 et 7,8 pour
’ordre 8. Pour des instants t* postérieurs, I’erreur a I’ordre 8 se stabilise autour
de 107! bien que la discrétisation soit raffinée, ce qui est probablement di a
’erreur aux bords du domaine.

Ces résultats sont intéressants concernant le choix du noyau : pour une dis-
crétisation spatiale donnée, par exemple b = 0,1, on peut réellement gagner deux
ordres de grandeur dans la précision des résultats en passant de 'ordre 2 a 'ordre
4, ce qui se traduit simplement par une petite augmentation du cotit CPU. Ainsi,
si ’on souhaite atteindre une précision donnée sans pour autant raffiner la discré-
tisation, il peut étre profitable de choisir des noyaux d’ordre élevé. Il est a noter
que I’on a traité uniquement le cas idéal ou les particules demeurent uniformé-
ment réparties dans le domaine au cours de la simulation. L’étude du méme cas
avec une répartition initiale aléatoire, ou du moins non uniforme, pourrait étre

envisagée pour des travaux a venir.

5.4.4 Etude numérique d’un cas singulier

Il est bien connu que la méthode DVM souffre d’un probléme de singula-
rité lorsque la quantité a diffuser tend vers zéro. C’est le cas, par exemple, de la
diffusion de deux tourbillons contra-rotatifs en deux dimensions, ou encore des
écoulements tridimensionnels, ou le champ de rotationnel de vitesse passe par
zéro. Ce probleme a déja été évoqué dans la littérature, et des solutions partiel-
lement satisfaisantes ou spécifiques a des cas bien précis ont été proposées [120,
124, 132].

Cas de la double gaussienne

On introduit a présent le cas test unidimensionnel d’une double gaussienne,
pour laquelle la solution analytique ¢(x, t) passe par zéro en x = 0 4 tout instant

t>0:

c(x,t)=——|exp| ———— | —exp | ——— (5.83)
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Cette expression correspond a la solution de I’équation de diffusion pure (5.65)

avec la condition initiale suivante :
c(x,0)=3(x—1)—38(x+1) (5.84)

ou O est la mesure de Dirac.

0.3 7 B

= 0-numérique
= 0 - analytique
2 — numérique
= 2 - analytique
= 10 — numérique
* =10 — analytique
* =15 — numérique
" =15 — analytique

0.2 H

c(x,t)

-10 -5 0 5 10
X

FIGURE 5.10 - Evolution de la concentration et de la position des particules &
différents instants ¢ *, avec la méthode DVM d’ordre 6, N = 200 et les parametres
du tableau 5.3.

De la méme maniére que dans la section 5.4.3, les particules sont initialisées
a ty a 'aide de I’équation (5.83). La Figure 5.10 montre le résultat numérique,
confronté a la solution analytique, du probleme de diffusion considéré a diffé-
rents instants. La concentration numérique a été obtenue en utilisant la formu-
lation singuliere classique (5.27). Comme cela était prévisible, la présence de la
zone de passage a zéro induit une perturbation sur I’advection des particules et
ainsi sur ’erreur commise sur la concentration. Cette perturbation, qui apparait
pres de la zone singuliere, s’étend rapidement au domaine entier.

Un schéma de ce comportement est exposé en Figure 5.11, qui représente le
résultat numérique obtenu avec un pas de temps exagérément petit, 3¢t = 107>,

sur ce méme cas test. On appelle particule négative (respectivement positive)
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toute particule qui correspond a une concentration négative (respectivement po-
sitive). Les particules négatives sont représentées par des cercles, les particules
positives par des carrés. Les deux particules du milieu sont colorées de maniere
a pouvoir plus facilement suivre leur évolution au cours du temps. On observe
que la particule du milieu qui était initialement négative est rapidement advectée

du coté positif et que 'ordre spatial des deux particules du milieu est inverseé.

0.1 | — Analytique 0.1 | — Analytique =
. O Particules négatives . O Particules négatives
O Particules positives O Particules positives

-0.1 -0.1

-
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
X x
* *
@t*=0 (b) t* =0.010
|| — Analytique || — Analytique
0.1 o Particules négatives = 0.1 o Particules négatives |t
O Particules positives O Particules positives

-0.1 -0.1
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
(c) t* =0.020 (d) t* =0.022

c>0,Ve>0=uy<0
Mdﬁéf‘?@
Cc—

c<0,Vc>0=uy3>0
Md—6+m‘
Cc—>

() Schéma du comportement des particules proches
de la singularité

FIGURE 5.11 - Evolution de la concentration et de la position des particules
proches de la singularité, a différents instants ¢ * proches de 0, sur le probléeme de
la double gaussienne traité avec la méthode DVM d’ordre 6. Les deux particules
centrales sont colorées de maniére a mieux les suivre au cours du temps.

La Figure 5.11e représente un schéma explicatif du comportement des parti-
cules aux abords de la zone singuliere. De chaque coté de la singularite, le gra-
dient de concentration est positif, et le coefficient de diffusion v étant également

. . p , : . R iy
positif, la vitesse de diffusion calculée devient alors soit extrémement positive,

soit extrémement négative. Pour la particule initialement négative, [#] est posi-
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tive et devient finalement si élevée que la particule est advectée vers une position
« positive », ou la concentration est censée €tre positive ; et inversement pour
la particule initialement positive. Cependant, puisque le poids C; des particules
reste constant au cours du temps (équation (5.78)), celui-ci reste donc négatif
pour la particule initialement négative, et positif pour la particule initialement
positive. L'approximation particulaire de la concentration locale devient donc
erronée et conduit finalement a ’explosion de la simulation.

On se propose de s’intéresser a deux alternatives a la formulation singuliere
de DVM. Le premier modele consiste en une version désingularisée de DVM,
proposée initialement par Lions et Mas-Gallic [124], qui est censée posséder un
comportement régulier lorsque ¢ tend vers zéro. Le deuxiéme modele est la mé-
thode PSE (voir la section 5.2). Puisque celle-ci consiste en une approximation
discrete de 'opérateur laplacien, elle ne patit pas des problemes de singularité
inhérents a DVM.

Ces deux méthodes sont appliquées au probléme de diffusion pure. Elles sont
dans un premier temps appliquées au cas test de la gaussienne présenté dans les
sections 5.4.2 et 5.4.3, que l'on appellera le cas de la simple gaussienne. Dans
un second temps, elles sont appliquées au cas de test présenté ci-dessus, que ’'on

appellera le cas de la double gaussienne.

Application de la méthode DVM régularisée

Le principal inconvénient de DVM réside dans le comportement singulier de
(%3] lorsque [ ]| tend vers 0. En effet, étant donnée la formulation de la vitesse de
diffusion discrete (5.27), on peut s’attendre a ce que la simulation explose lorsque
¢ tend vers zéro. Lions et Mas-Gallic [124] ont suggéré de régulariser la formu-
lation singuliere. Cette nouvelle formulation, appelée rDVM (pour regularised
DVM) dans ce qui suit, sera appliquée sur le cas régulier de la simple gaussienne
et sur le cas singulier de la double gaussienne.

La formulation rDVM consiste a remplacer % par une version désingularisée
uy* définie par

=
uyt = —\/i (5.85)

2 2?
[ A
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\ / . . . . \ \
ou ¢, > 0 est une constante de régularisation, de dimension homogene a c. Sa

version discrete s’écrit naturellement :

=
NI "
7] - I 550
lc]” + <
L’obtention de la version unidimensionnelle, utilisée dans les tests numériques
présentés ci-apres, est immeédiate.

Cette expression n’est effectivement pas singuli¢re. Cependant, la Figure 5.12
montre que les résultats ne sont pas tout a fait satisfaisants sur le cas de la simple
gaussienne. A premiere vue, la diffusion semble étre inhibée des lors que I’ap-
proximation de la concentration devient inférieure a ¢, (Figure 5.12b). Malgré le

manque d’expansion du domaine, la concentration parait correctement appro-

’
chée.
0.4 1
o t = 0-numérique
—— t" = 0-analytique
035 |- O t* =15 numérique |1 001 -
—— t" =15 — analytique
03} A t*=30-numérique | 0.0001 -
t* =30 — analytique
v t*= 60— numérique le-06 |-
025 —— ¢* =60 — analytique []
= = le-08 1
5 02} 5
< < le-10 |
0.15 |
le-12
0.1 |-
le-14
0.05 -
le-16
0 le-18 | | I | \
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
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2 . g 2, . .
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FIGURE 5.12 - Evolution de la concentration et de la position des particules a
différents instants ¢*, sur le cas de la simple gaussienne traité avec la méthode

rDVM d’ordre 6, avec ¢, = 107*, N = 200 et les paramétres du tableau 5.3.

On peut observer I’évolution de la concentration de plus pres sur la Fi-
gure 5.13, qui se concentre sur des instants ¢ proches de ¢, de maniere a ex-
pliquer le comportement de la simulation entre t* = 0 et t* = 15. En réalité,
elle montre les effets indésirables du parametre de régularisation ¢,. En effet, des
que [c] passe sous la valeur de ¢, 'influence du numérateur [c][Vc] devient
prépondérante dans ’expression de [#,*]. Par conséquent, [#,*] reste proche de

zéro et les particules situées dans des zones ou la concentration locale est au-
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dessous de ¢, ne sont pas correctement advectées, leur vitesse de diffusion étant

inhibée. Au contraire, comme I'indique la formulation singuliere, la vitesse de

diffusion est censée étre tres élevée dans ces zones, ¢ étant significativement petit
& P

devant son gradient. Le bon comportement de la méthode singuli¢re, y compris
g p g y comp

pour de tres faibles concentrations de 'ordre de 107!, dans le cas de la simple

gaussienne (voir la section 5.4.3) suggere que le parameétre ¢, est peu utile, voire

néfaste, lorsque la concentration reste de signe constant.

0.0001

1e-06

le-08

c(x,t)

le-10

0 — numérique

=
le-12 |-/ — t" = 0-analytique -
// O t'= 2-numérique \
le-14 [ —— t*= 2 - analytique \
A t"= 5-—numérique
—— t"= 5—analytique
le-16 |- v t* =10 - numérique il
—— t" = 10 — analytique
le-18 T T yawe,
-15 -10 -5 0 5 10 15

X

FIGURE 5.13 - Evolution de la concentration et de la position des particules &
différents instants t* < 10 sur le cas de la simple gaussienne traité avec la mé-
thode rDVM d’ordre 6, avec ¢, = 10~*, N = 200 et les paramétres du tableau 5.3.

Finalement, les particules correspondant a une concentration locale supé-
rieure a ¢, sont correctement advectées, alors que les autres ne se déplacent qua-
siment pas. Ainsi, le processus d’approximation de la concentration locale tend
a ramener la concentration locale inférieure a ¢, vers cette valeur, ce qui explique
le résultat de la Figure 5.12 pour des instants ¢ * postérieurs.

Exception faite des problémes d’advection aux bords du domaine, on peut
s’attendre a ce que la méthode rDVM produise des résultats satisfaisants sur le
cas de la double gaussienne, en particulier aux abords de la zone singuliere, au-
tour de x = 0. Malheureusement, bien que cette formulation empéche le déno-
minateur de tendre vers zéro, elle n’annule pas la vitesse de diffusion en tant que
telle et, par conséquent, elle ne permet pas d’empécher les particules de passer

par zéro de la méme maniére que cela a été décrit dans la section 5.4.4. En réalité,
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cette formulation ne permet d’éviter que les problemes de division par zéro. En
d’autres termes, si la singularité mathématique est évitée, le schéma numérique
se comporte malgré tout de maniére instable. Ainsi, le comportement de rDVM
sur le test de la double gaussienne décrit par la Figure 5.14 est similaire a celui
observé sur la Figure 5.10 avec la méthode DVM classique. Les résultats peuvent
méme s’avérer moins bons en raison de 'inhibition de la diffusion a partir d’une
certaine concentration ¢,, qui agit alors comme un seuil de coupure, ce qui s’ob-

serve bien sur la Figure 5.14b.

03 5 = 0 — numérique 035 0 — numérique
— t"= 0-analytique — t"= 0-analytique
* = 2 - numérique 02 o t'= 2-numérique

t
t
ot
— t"= 2-analytique — t"= 2-analytique
2 t" =10 - numérique 2 t" =10 — numérique
o1l t* =10 — analytique “ o1l t* =10 - analytique
) v t"=15-numérique V[ Aoy, : v t" = 15— numérique
. — t' =15 — analytique . — t' =15 — analytique
oo = E
< <
0.1 .
-0.2
-0.3 w
-10 -5 0 5 10 10
X x
—4 -2
() =10 (b) ¢, =10

FIGURE 5.14 - Evolution de la concentration et de la position des particules sur
le cas de la double gaussienne a différents instants ¢*, obtenue avec la méthode
rDVM d’ordre 6 appliquée avec deux valeurs de ¢;, N = 200 et les parametres du
tableau 5.3.

Application de la méthode PSE

La méthode PSE a été exposée dans la section 5.2. Pour les cas unidimension-
nels traités, on considere v uniforme et les équations de transport discrétes pour

le probleme de diffusion pure s’écrivent alors :

-

dx,
dt °

{ N (5.87)
dC, lap
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ol 1 est le noyau déduit de n*?, construit pour I'approximation du laplacien
(voir la section 4.2.2). Il convient de noter que le volume o, des particules reste
constant au cours du temps, ce qui n’est pas le cas dans la méthode DVM.

Le succes de la méthode PSE est notamment lié a la précision du modele,
le noyau utilisé pouvant étre construit pour n’importe quel ordre d’approxima-
tion (cf. section 4.2). Un autre argument penchant en faveur de PSE réside dans
le fait que le schéma numérique est relativement facile a programmer. Le com-
portement régulier de cette méthode devrait assurer des simulations stables sur

le probléeme de diffusion pure.
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FIGURE 5.15 - Evolution de la concentration et de la position des particules A
différents instants ¢*, sur le cas de la simple gaussienne traité avec la méthode
PSE d’ordre 6, avec N = 200 et les parameétres du tableau 5.3.

La Figure 5.15 montre les résultats obtenus sur le test de la simple gaussienne
avec la méthode PSE. Premierement, on remarque qu’il n’y a pas d’expansion du
domaine au cours du temps, ce qui est attendu au vu du schéma (5.87). Deuxie-
mement, il apparait clairement que la concentration est précisément approchée
sur quasiment tout le domaine, exception faite des bords, ou ’erreur est significa-
tivement élevée. Ceci s’explique par I'utilisation d’un noyau n'* centré. Cepen-
dant, I'utilisation de noyaux décentrés ne serait pas d’une grande assistance dans
ce cas. En réalité, Perreur provient du fait que, quel que soit le noyau, la concen-
tration est considérée comme étant nulle dans les zones qui ne sont pas discre-
tisées par des particules. Aux bords du domaine, le processus local d’échange

d’intensités est incomplet et ces zones sont donc incorrectement lissées.
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Le fait d’agrandir le domaine, c’est-a-dire d’augmenter L, améliorerait la pré-
cision globale jusqu’aux nouvelles limites du domaine. Cependant, pour une
discrétisation b équivalente, cela impliquerait d’augmenter considérablement le
nombre de particules, ce qui a un impact significatif sur le cot CPU. Par ailleurs,
sur ce cas particulier de distribution gaussienne, la concentration est rigoureu-
sement non nulle sur R tout entier. Une technique couramment utilisée pour
eviter les erreurs aux bords du domaine, appelée remaillage [87, 99], consiste a
interpoler périodiquement les quantités portées par les particules sur une grille
structurée de nouvelles particules (voir la section 4.1). Un inconvénient majeur
et bien connu de cette technique est qu’elle nécessite d’agrandir le domaine de
fagon a conserver correctement le poids des particules. Cette stratégie n’est pas
envisagée dans le cadre de cette étude, afin de pouvoir analyser le comportement
purement lagrangien des particules et de préserver les ordres d’approximation
assurés par les différents noyaux utilisés.

La méthode PSE a été également testée sur le cas de la double gaussienne
et présente, sans surprise, les mémes inconvénients, comme le montre la Fi-
gure 5.16. Cependant, il est évident que PSE se comporte globalement bien
mieux que les méthodes de vitesse de diffusion (DVM et rDVM) présentées jus-
qualors. En effet, la concentration est correctement approchée et diffusée sur la

majeure partie du domaine, en particulier au passage a zéro.

1
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FIGURE 5.16 - Evolution de la concentration et de la position des particules 4
différents instants ¢*, sur le cas de la double gaussienne traité avec la méthode
PSE d’ordre 6, avec N = 200 et les paramétres du tableau 5.3.
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Limites des méthodes DVM et PSE

La singularité de la formulation DVM est évidemment I'inconvénient ma-
jeur de cette méthode. En réalité, le cas du passage par zéro est plus épineux
quil n’y parait, puisqu’il ne s’agit pas simplement d’un probleme de division
par zéro. Les particules qui passent par zéro en termes de concentration locale
conduisent a I’explosion numérique des simulations en raison de la conservation
de leur poids. La régularisation de la formulation classique de DVM ne permet
malheureusement pas de pallier ce probléme. En outre, méme sur des cas sans
passage a zéro, rtDVM annule la vitesse de diffusion au-dessous d’un certain seuil
et conduit ainsi & une approximation erronée de la concentration locale.

La méthode PSE est quant a elle tres stable et présente une précision remar-
quable dans la partie intérieure du domaine. Cependant, sans remaillage, de Ier-
reur s’accumule aux bords du domaine et finit par s’étendre vers I'intérieur du
domaine au cours du temps. Contrairement aux méthodes de vitesse de diffu-
sion, la méthode PSE agit directement sur le poids des particules par le biais d’un
échange d’intensité avec les particules voisines. Pour un probleme de diffusion
pure, les particules ne sont donc pas advectées ce qui explique I’absence de pro-
bleme d au passage par zéro de la concentration. La méthode PSE s’apparente
alors a une méthode de différences finies.

A des fins de comparaison, les Figures 5.17 et 5.18 présentent 1’évolution
temporelle de Perreur L, commise sur la concentration, observée sur le cas de
la simple et de la double gaussienne respectivement, en utilisant les différentes
méthodes (DVM, rDVM, PSE) présentées précédemment. La premiére conclu-
sion que l’on peut tirer de la Figure 5.17 est que la méthode DVM produit des
résultats bien plus satisfaisants que n’importe quelle autre méthode sur le cas de
la simple gaussienne. Au tout début de la simulation, avant t* ~ 2, PSE donne
une approximation satisfaisante, méme meilleure que DVM, mais l’erreur sur les
bords domine rapidement ’erreur L, globale. Néanmoins, il est a noter que dans
le cas de la diffusion, il est connu que la méthode PSE doit obligatoirement étre
couplée a une technique de remaillage. Ainsi, 'laugmentation de I’erreur sur les
bords était attendue.

En ce qui concerne rDVM, la comparaison entre plusieurs parameétres de
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FIGURE 5.17 - Erreur L, sur la concentration en fonction du temps sur
le cas de la simple gaussienne. Comparaison entre les méthodes rDVM
avec ¢, = 107* (courbe bleue discontinue), ¢, = 107¢ (courbe verte poin-
tillée), ¢, = 107® (courbe orange discontinue/pointillée), PSE (courbe rouge
discontinue/doubles-pointillés) et DVM (courbe noire continue). Les simula-
tions ont été réalisées avec une approximation d’ordre 6, N = 200 et les para-
métres du tableau 5.3.

régularisation ¢, montre que lorsque ¢, se rapproche de zéro, I’évolution tempo-
relle de I’erreur L, se rapproche de celle obtenue avec DVM. 1l est important de
noter a nouveau que, dans ce cas précis, la régularisation n’est pas nécessaire.

Sur le cas de la double gaussienne, la Figure 5.18 confirme que rDVM ne re-
présente pas une alternative a DVM satisfaisante, puisqu’il s’avere qu’elle intro-
duit, i fine, plus d’erreur que la formulation classique. L’évolution de ’erreur
obtenue avec PSE est naturellement similaire a celle du cas de la simple gaus-
sienne. En effet, du point de vue de la méthode PSE, les deux cas ne présentent
aucune différence fondamentale, et Perreur observée provient, dans les deux cas
et dans les mémes proportions, des bords du domaine. Cependant, il convient de
remarquer que cette erreur finit par dépasser ’erreur commise par DVM, bien
que I’évolution générale de la concentration semble a premiere vue meilleure
avec PSE.

En conclusion, si la formulation rDVM résout théoriquement le probleme
de singularité mathématique, elle ne permet pas d’éviter le comportement sin-

gulier de DVM. Si ¢, est choisi trop petit, les particules continuent a passer par
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FIGURE 5.18 - Erreur L, sur la concentration en fonction du temps sur le cas
de la double gaussienne. Comparaison entre les méthodes rDVM avec ¢, = 107*
(courbe bleue discontinue), rDVM avec ¢, = 1072 (courbe verte pointillée), et
PSE (courbe rouge discontinue/doubles-pointillés). Les simulations ont été réali-
sées avec une approximation d’ordre 6, N = 200 et les paramétres du tableau 5.3.

2€ro; si ¢, est trop élevé, la diffusion est totalement inhibée. La méthode PSE
donne des résultats satisfaisants pour les premiers instants de la simulation mais
finit par accumuler de Ierreur élevée aux bords. Cette méthode doit donc im-
pérativement étre utilisée avec une technique de remaillage périodique, avec les
conséquences évoquées précédemment dans la section 5.4.4.

Cependant, il est intéressant de noter que PSE se comporte bien 1 ou les
méthodes de vitesse de diffusion (DVM et rDVM) échouent, et inversement.
Cette remarque constitue le point de départ des approches hybrides présentées

dans la section suivante.

5.4.5 Approches hybrides auto-régularisantes

On s’intéresse dans ce qui suit a une idée de méthode auto-régularisante, re-
posant sur une formulation hybride combinant rDVM et PSE. Deux méthodes
sont proposées [140], inspirées de la remarque précédente, a savoir que les mé-

thodes (r)DVM et PSE ont des avantages complémentaires.
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Méthode DVM-PSE régularisée (rDVM-PSE)

On se place brievement dans le contexte général du transport scalaire en plu-
sieurs dimensions (5.13). L'inconvénient de la formulation (5.85) provient du fait
que le parametre ¢, introduit une erreur sur la diffusion. En effet, sous forme

classique de diffusion, celle-ci s’écrit :

—+ V(i) —V-(v'Vo) (5.88)
t
2
avec v* = v———. Lerreur réelle commise dans I’équation (5.88) comparée a
" +c

0
I’équation (5.13) s’obtient aisément :

K3k * 1 C2 Cg (589)
Vii=vVy—V =V — =V . .
c2+62 c2+c2

— 4V (F) =V - (V'Ve)+ V- (v**Vo) (5.90)

A partir de cette expression, on peut effectivement modéliser la diffusion induite
par v* al’aide de la méthode DVM, et conserver le terme V- (v¥*V¢) de maniére
a ne pas introduire d’erreur. Ainsi, I’équation (5.90) devient :
a(: — — oy — e
&—+V~[(u +uy*)c] =V - (v¥*Ve) (5.91)
t
ou #;* est définie comme dans rDVM par I’équation (5.85), qui évite par ailleurs
la singularité de type division par zéro lorsque ¢ tend vers zéro. A P’inverse, la

*

modélisation de la diffusion induite par v** a I’aide d’une vitesse de diffusion

** conduirait & une formulation singuliére (en termes de division par zéro).

N

"y

On peut dire en quelque sorte que #;** représente la partie singuli¢re de #;. On
P quelq que #y p P g d

se propose de traiter le terme de diffusion lié a v** par la méthode PSE. La sin-

gularité dont il est question est bien entendu celle liée a une éventuelle division

par zéro. La singularité liée a un éventuel passage par zéro de la concentration
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avec un fort gradient n’est pas pour autant évitée dans la formulation de #}*, a
I'instar de rDVM.

Dans cette formulation, il est important de remarquer que v** n’est pas uni-
forme, puisqu’elle dépend de la concentration locale, et donc de la position. Le
second membre ne se réduit donc pas a un laplacien et doit donc étre traité avec
un coefficient non uniforme (voir [72] et la section 5.2.2). La description lagran-

gienne exacte des équations de transport (5.91) s’écrit donc :

dX. I
= = [0],+[0y],
dc, N[+ D (€0, Coo)) (%, - %, .92
dt P 2 7 1] 775 z ]
R [Ve] [’ &
U = —|v* , IV, =v——| et V|, =v——.
i R A R e e R e e

Une fois de plus, le passage a une version unidimensionnelle, utilisée pour les
simulations numériques présentées dans la suite, est immeédiat.

Il convient a présent de remarquer que v* tend vers zéro (et donc v** tend
vers V) lorsque ¢ tend vers zéro. Cette propriété est fort prometteuse dans le
sens ou elle signifie que la méthode DVM ne sera pas utilisée dans les zones ou
¢ tend vers zéro. A I'inverse, v* tend vers v lorsque ¢ tend vers I'infini, et, plus
généralement, v*/v devient significativement prépondérant par rapport a v**/v
des lors que ¢ devient significativement supérieur a c,.

Afin de mieux souligner la transition entre DVM et PSE, v* et v** peuvent
étre exprimés comme suit :

* 1 Y c¥?

0
——— et — =% (5.93)
v 1+c;2

ou ¢} = ¢,/c est sans dimension. Ainsi, la Figure 5.19 montre le graphe de ce qui
peut étre considéré comme la fonction de transition de la méthode, v*(c)/v,
et son complémentaire a 1, v**(c})/v. La transition peut facilement étre rendue
plus raide en augmentant I'exposant (pair) de ¢;". Par exemple, on peut choisir

vi/v=(1+ 6‘;6). Dans ce qui suit, on conserve la formulation (5.93).

211



CHAPITRE 5. MODELISATION PARTICULAIRE DU TERME DE DIFFUSION

/
\

0.8

0.6 \; ¥
\ ec
u i {--— vi(eg)/v
I MY

0.4 AN

v,/v’ vy

02 SN

FIGURE 5.19 - [llustration de la transition entre DVM et PSE en fonction de ¢
dans la formulation rDVM-PSE, définie par I’équation (5.93).

La différence majeure avec la formulation (5.85), outre le fait qu’elle soit
exacte, est que ¢, devient un parametre de transition? entre ()DVM et PSE et
ne doit donc pas nécessairement étre petit. Il évite également les probléemes de
division par zéro lorsque ¢ tend vers zéro. Les problemes de passage par zéro dé-
crits dans les sections 5.4.4 et 5.4.4 sont également évités puisque c’est la méthode
PSE qui est naturellement utilisée dans cette zone. Cependant, des problemes de
précision apparaissent sur les bords du domaine et se propagent progressivement
vers I’intérieur du domaine, comme le montre la Figure 5.20. Ce comportement

était prévisible, étant donné que I'on a souligné cet inconvénient lié 2 PSE (sans
remaillage) dans la section 5.4.4.

Méthode DVM-PSE régularisée pondérée (wrDVM-PSE)

Lidée principale de la formulation hybride précédente consiste en une dé-
composition du coefficient de diffusion v en deux coefficients v* et v** com-
plémentaires. Dans la formulation précédente, la décomposition est faite de ma-
niere a ce que #,* corresponde a la formulation rDVM. Cependant, il va de
soi que n’importe quelle autre décomposition de v pourrait convenir. Les équa-

tions (5.92) décrivent donc le schéma numérique générique pour ce type de meé-

2. Le coefficient ¢,, de maniére intuitive, doit étre du méme ordre de grandeur que la concen-
tration maximale observée ou attendue dans le domaine.
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FIGURE 5.20 - Evolution de la concentration et de la position des particules a
différents instants ¢*, sur le cas de la double gaussienne traité avec la méthode
rDVM-PSE d’ordre 6, avec ¢, = 0,3, N = 200 et les parametres du tableau 5.3.

thodes, avec v* et v** les coefficients de diffusion traités par DVM et PSE respec-
tivement, sous réserve que v = v* + v**,

Suivant cette remarque, les décompositions pertinentes sont obtenues en s’as-
surant que v* (qui correspond a la partie traitée par DVM) tende vers zéro dans
et uniquement dans les zones de passage par zéro. Léquation (5.94) correspond a
une telle décomposition :

2
N ) (5.94)

(c/‘w)2+c§

avec

wx)= > W[—2]o, (5.95)

ou W est une fonction d’interpolation unidimensionnelle. Par exemple, on peut
choisir un noyau W avec un support non compact, tel un noyau gaussien, ou
un noyau a support compact, tels M, M, ou un noyau gaussien tronqué [99].
Puisque w est sans dimension, ¢/w et ¢, sont homogenes a c.

Cette formulation est proche de la formulation rDVM-PSE (5.93), a la dif-
férence pres que la quantité ¢ est désormais pondérée par w. Le but de w est

194 e e \ . ’
d’évaluer la proximité de zones ou la concentration ¢ passe par zéro. Cette for-
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mulation peut se réécrire ainsi :

C2

* J—
Vi=vV—o—F (5.96)
¢+ (x)
w
avec ¢, (x) = c,w(x). Cette nouvelle écriture permet d’interpréter la pondéra-
tion d’une autre fagon. Celle-ci s’applique ici au parametre de transition et donne
lieu a une fonction de transition réellement adaptative ¢, (x). Dans les zones dan-
b \ . 3 ’ .
gereuses, c’est-a-dire dans les zones proches d’un passage par zéro, la fonction de
transition augmente et tend a inhiber I'utilisation de DVM. Cette formulation
est relativement générale. Selon les probléemes et les besoins, on peut choisir une
fonction de pondération w différente. Dans les résultats qui suivent, W est un

noyau d’interpolation gaussien d’ordre 2, défini par
W(r)=—e"" (5.97)

L'inconvénient principal de cette formulation est qu’elle met en jeu deux
paramétres, a savoir un seuil de concentration ¢, et une longueur caractéristique
A. La Figure 5.21 présente les résultats d’une étude paramétrique réalisée sur des
simulations 4 Pordre 2 et 6 sur le probléme de la double gaussienne. A différents
instants, I’erreur L, sur la concentration est représentée, pour chaque couple
(o3 M) considéré, sous la forme d’un point dont la couleur indique la valeur. Les
croix indiquent que la simulation a explosé. Lerreur moyenne sur le temps de
simulation complet est également montrée.

La premiére observation est que les simulations semblent bien plus stables a
’ordre 2 qu’a 'ordre 6. En effet, déja dés t* = 5 (Figure 5.21b), certains couples
de paramétres font exploser la simulation a ordre 6. Au contraire, aucune des
simulations a ’ordre 2 n’explose pour les couples de paramétres étudiés, méme
apres de longs temps de simulation, a savoir ¢t* = 60 (Figure 5.21c).

Cependant, a part cette différence de stabilité, les résultats semblent simi-
laires entre les ordres 2 et 6. Premiérement, les couples de paramétres qui font
exploser la simulation a ’ordre 6 sont ceux qui conduisent aux pires simulations

d’ordre 2, en termes d’erreur L,. On peut donc identifier des couples de para-
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FIGURE 5.21 - Etude paramétrique sur la méthode wrDVM-PSE d’ordre 2 (3
gauche) et d’ordre 6 (a droite) sur le cas de la double gaussienne, avec N = 400 et
les parametres du tableau 5.3.

meétres interdits. Par exemple, il est clair que le choix A = 2 ou 2,5 doit étre évité.
A Pinverse, des creux d’erreur apparaissent, c’est-a-dire des zones (c,; A) ou

Perreur est minimale. A partir des Figures 5.21¢ et 5.21f en particulier, on peut

Erreur L,

Erreur L,

Erreur L,

identifier un premier creux autour de (1,0;3,5). Un deuxieme creux, moins évident,

se situe le long de la bande (¢,; 1,5), plus précisément pour des valeurs élevées de
¢, comme ¢, = 3,0. Les simulations a ’ordre 2 étant plus stables, elles permettent
un choix plus large et moins périlleux de couples de parameétres.

Partant de ce constat, des simulations ont été réalisées avec les couples (c,; A)

suivants: (3,0;1,5) et (1,0;3,5). La Figure 5.22 montre la distribution de la concen-

tration et la position des particules a différents instants, obtenues a partir de
simulations a I'ordre 6 avec le modele wrDVM-PSE et ces deux couples de para-
meétres. Les deux simulations présentent de bons résultats, méme apres un long
temps de simulation ¢* = 60. On peut noter que wrDVM-PSE semble se com-

porter mieux que rDVM-PSE aux bords du domaine, ce qui était le comporte-
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FIGURE 5.22 - Evolution de la concentration et de la position des particules 4
différents instants ¢*, sur le cas de la double gaussienne traité avec la méthode
wrDVM-PSE d’ordre 6, avec N = 200 et les paramétres du tableau 5.3. Deux
couples de parametres (c; A) : (3,0;1,5) (en haut) et (1,0;3,5) (en bas).

La différence entre les deux simulations provient de la proportion de vi-
tesse de diffusion utilisée, en d’autres termes dans quelles proportions DVM est
contrebalancée par PSE, notamment aux bords du domaine. En effet, comme le
montrent les Figures 5.22a et 5.22¢, le domaine ne s’étend pas aussi loin avec le se-
cond couple de parameétres (1,0;3,5) qu’avec le premier (3,0; 1,5). Ceci s’explique
par la distribution de la proportion de DVM, v*/v, en fonction des parametres
¢, et A, montrée sur la Figure 5.23.

La Figure 5.23a montre qu’avec le premier couple de paramétres, la propor-
tion de DVM v*/v tend vers zéro pres de la zone de passage par zéro, ce qui

signifie que DVM est progressivement inhibée a I’approche de cette zone. A I'in-
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FIGURE 5.23 - Illustration de la proportion de DVM v*/v dans la formula-

tion wrDVM-PSE au cours de la simulation, pour deux couples de parametres :
(3,0;1,5) (a gauche) et (1,0;3,5) (a droite).

verse, la proportion de DVM tend vers 1 lorsque les particules s’éloignent de
cette zone, notamment pres des bords. Cela implique que deés la premiere itéra-
tion, le domaine commence a s’étendre sous I'effet de la vitesse de diffusion des
particules proches des bords. Cette proportion est plus ou moins conservée tout
au long de la simulation, comme le montrent les Figures 5.23¢c, 5.23¢ et 5.23g.
C’est le comportement qui était attendu en proposant la formulation (5.94).
Cependant, la Figure 5.21 semble indiquer que le deuxiéme couple de para-

meétres (1,0;3,5) constitue un meilleur choix en terme d’erreur d’une part, et
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de stabilité d’autre part, du fait qu’il se situe loin des zones de (cy; A) inzerdites.
Cela dit, il convient de souligner que la concentration est évaluée bien plus loin
(spatialement) avec le premier couple de parametres. Il en résulte que les concen-
trations considérées sont bien plus faibles (autour de 107'¢ contre 107°) avec le
premier couple. Lerreur L, relative ne représente donc peut-étre pas une base de
comparaison pertinente.

La Figure 5.23b montre la distribution initiale de v*/v. Comme pour le pre-
mier couple de parametres, DVM est progressivement inhibée pres de la zone de
passage par zéro, ce qui constitue bien entendu la motivation premiere de la for-
mulation wrDVM-PSE. De méme, DVM est également inhibée prés des bords
et n’est donc partiellement utilisée que sur les pics de la gaussienne. Cette distri-
bution est treés proche de celle proposée par la formulation rDVM-PSE, qui est
congue pour éviter I'utilisation de DVM dans les zones ou ¢ tend vers zéro. La
différence est que wrDVM-PSE introduit une pondération qui évalue la distance
a la zone de passage par zéro. Ainsi, les Figures 5.23d, 5.23f et 5.23h montrent
que la distribution v*/v évolue grace a Paugmentation de la concentration aux
bords et permet finalement a la vitesse de diffusion d’étendre le domaine.

Le fait que le deuxieme couple de parametres (1,0;3,5) donne de meilleurs ré-
sultats en terme d’erreur est confirmé par la Figure 5.24 qui présente I’évolution
de Perreur L, sur la concentration en fonction du temps, pour différents mo-
deles adaptés au probleme de la double gaussienne. La premiere observation est
que rDVM-PSE devient finalement équivalente a PSE, du fait que I’erreur aux
bords domine rapidement I’erreur globale. Deuxiemement, wrDVM-PSE avec
le premier couple de parameétres (3,0;1,5) donne des résultats plus satisfaisants
mais suit également une évolution proche de PSE. Enfin, wrDVM-PSE donne
les meilleurs résultats en termes d’erreur L,, qui reste peu élevée et quasiment
constante.

Pour conclure, il s’avere que la formulation wrDVM-PSE donne des résultats
satisfaisants. Malheureusement, elle demeure trés sensible au choix de ¢, et A, ce
qui constitue un obstacle a toute utilisation générique de ce modele. Cependant,
il semble que la décomposition exacte du coefficient de diffusion soit une idée
prometteuse pour remédier au probleme de passage par zéro de maniere géné-

rale. Des études supplémentaires devront €tre entreprises afin d’améliorer et de
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FIGURE 5.24 - Evolution de P’erreur L, sur la concentration au cours du temps
sur le cas de la double gaussienne. Comparaison entre les méthodes PSE (courbe
rouge discontinue/doubles-pointillés), rDVM-PSE avec ¢, = 0,3 (courbe bleue
discontinue), wrDVM-PSE avec ¢, = 3,0 et A = 1,5 (courbe verte pointillée) et
wrDVM-PSE avec ¢, = 1,0 et A = 3,5 (courbe orange discontinue/pointillée).
Les simulations ont été réalisées avec une approximation d’ordre 6, N = 200 et
les parametres du tableau 5.3.

stabiliser cette méthode.

5.4.6 Conclusion

La méthode de vitesse de diffusion (DVM) a été présentée et analysée en une
dimension. On a également évoqué la construction des noyaux mis en jeu, en
particulier dans ’espace de Fourier. Ainsi, les noyaux ont été reliés a la notion
de filtre en traitement du signal. Par ailleurs, I'influence des parametres discrets
sur la forme de la transformée de Fourier du noyau a été étudiée. Par analogie
avec le filtrage en traitement du signal, des recommandations générales ont été
émises pour le choix du parameétre de recouvrement afin d’obtenir un noyau (ou
un filtre) présentant des propriétés de reconstruction satisfaisantes.

Des simulations numériques ont été réalisées en utilisant cette méthode pour
la diffusion pure d’une distribution gaussienne. Une diffusion propre et précise
a été observée pour de longs temps de simulation et le comportement advectif
de la méthode a ainsi pu étre vérifie. Une analyse d’erreur a été réalisée et a mis

en évidence que la concentration, son gradient, ainsi que la vitesse de diffusion
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étaient précisément approchés. Il en résulte que la trajectoire des particules est
également bien reproduite, assurant une diffusion correcte par le biais de I’ad-
vection. De plus, on a montré que méme une vitesse de diffusion erronée aux
bords du domaine n’affecte quasiment pas le processus de diffusion, méme a
long terme.

On a également souligné que, méme si DVM présente des propriétés tres in-
téressantes, elle souffre malgré tout d’un probleéme de singularité lors du passage
par zéro de la quantité a diffuser. Cependant, si cette quantité reste positive (une
concentration par exemple), cette singularité n’est pas rencontrée et la méthode
DVM se comporte bien. Néanmoins, il est clair que le réel défi de cette méthode
est de remédier & cette difficulté avant de pouvoir prétendre a devenir une al-
ternative sérieuse a la méthode PSE. Des approches hybrides DVM-PSE, tirant
parti des avantages de chacune des deux méthodes, ont été suggérées. La méthode
wrDVM-PSE fournit des résultats intéressants, mais sa sensibilité aux parametres
impliqués ¢, et A représente un obstacle a I'utilisation générique de cette formu-
lation. L’idée de la décomposition exacte du coefficient de diffusion, qui est a
la base des méthodes hybrides DVM-PSE proposées, représente néanmoins une
approche prometteuse. Elle présente ’avantage de ne pas étre spécifique a un
cas particulier et des études plus poussées sur cette piste devraient permettre la

conception de modeles plus généraux fondés sur cette décomposition.

5.5 Modélisation des petites échelles en méthode

Vortex

Les modeles de simulation des grandes échelles (Large Eddy Simulation, LES)
constituent une famille de modeles de turbulence ou seules les grandes échelles
sont résolues et ou 'influence des petites échelles est modélisée par des termes
supplémentaires dans les équations de transport. On pourra se référer a I’an-
nexe G pour des informations complémentaires concernant ces modeles. Dans
le modele LES classique pour la formulation vitesse-tourbillon, la modélisation
des petites échelles fait apparaitre un terme supplémentaire dans 1’équation de

conservation de la quantité de mouvement de Navier-Stokes, qui devient alors
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(voir ’annexe G) :

D& =2\ s —
o = (@-V) W — rot (vTroto)) +VA G (5.98)

. . o . —_—> _—> . .
Ce terme, qui est exprimé ici sous la forme rot (v rot 3), peut s'écrire de diffé-

rentes manieres :

1. En appliquant I’identité vectorielle suivante, vraie pour tout champ vecto-

riel @ et tout champ scalaire A
T0t(\7) = ATt @ — @ A VA (5.99)

et en remarquant que

rotrots = —A G (5.100)
et que
rot =rotrot 4 = — A7 (5.101)

On obtient alors I’égalité suivante :
1ot (vp 1ot &) = —vp A — (Vvy) A (A7) (5.102)

dont tous les termes peuvent étre approchés par la méthode PSE (ou la

méthode plus générale d’approximation des dérivées présentée dans la sec-

tion 4.2).
2. En I’écrivant sous la forme d’une divergence (voir I’équation (G.48) de
’annexe G) :
N 0, : 0 08, 06
[ rot(vprotad)]. = P 2 —V R (5.103)
! ij 8x]~ 8x]~ 0x;

ou les indices 7 et j désignent les composantes, ce qui peut également
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s’écrire

rot(vp 10t &3) = V - {vT[ﬁ@ ST- (Ve 8)]} (5.104)
ou encore

rof (vp ot &) = —(V- v VIS + V- [y (VO &)T] (5.105)

dont le premier terme peut étre traité au choix a I’aide de I’'approche DVM
vectorielle (voir la section 5.3.2) ou bien avec la méthode PSE avec viscosité
non uniforme (voir la section 5.2.2), et dont le second terme, plus difficile
a approcher, peut étre négligé d’apres [141].

3. Enfin, on peut malgré tout modéliser le second terme de I’expression (5.105)

€n remarquant quc

— — — —

V-[v(VOB)T] = Vv (VOB) T +v,V (V&) = Vv (VOB)T (5.106)

ou les dérivées peuvent étre modélisées a ’aide de ’approche générale pre-

sentée dans la section 4.2.
La discrétisation de la premiére approche se fait comme suit. L’équation de quan-
tit¢ de mouvement des équations de Navier-Stokes s’écrit :

Dd3

Dt

—

(%,t) = S(%,t)+ L'(%,¢) (5.107)

— —
ou S désigne le terme de déformation, défini dans la section 3.5, et ou L’ désigne

le terme de diffusion turbulente. Avec la premieére réécriture, ce terme devient :
L/(%,t) = (%T(z t)) ANAT(Z, )+ (v+vp(F,0) AT (5.108)

Suivant la démarche de discrétisation détaillée dans les sections 3.7 et 5.2, on a

DA,
Dt

—

(t)~ S.(t)V. + L'(£)V,

1 4

(5.109)
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avec

]7:2@)
(5.110)

Lapproximation des différents termes se fait en suivant la démarche des sec-

tions 4.2 et 5.2 :

N
AB(R)]r g Vi~ [ﬁjvi - ﬁivj] e (5.111)
j=1
N — —
AT (D), ~ D) [U]- - Ui] A (5.112)
j=1
— N >
(V@) Vi =V 2 vy + e | V77 (5.113)

N o, = . . . .
ou ﬁ)g’e =7 (X;—X;) est le noyau construit pour I'approximation du gradient

(voir la section 4.2.2). Dans le modele de Mansour [142], v est défini par :
vy = (CyA)*V2 |3 (5.114)

Ainsi, ’approximation du dernier terme devient :

N —_
[%T(Y)]Yzi NARSI(GWNENGDY) [yﬁjyvi + yﬁiyv].] 7y (5.115)
j=1

i

C’est cette modelisation qui est pour ’heure adoptée dans le code de calcul ré-
écrit. L'intégration de la méthode de vitesse de diffusion vectorielle (voir la sec-
tion 5.3.2) pourrait permettre d’envisager les autres stratégies de modélisation.
Par ailleurs, la mise en ceuvre d’'un modeéle dynamique (voir I’annexe G) pourrait

améliorer significativement les résultats numériques (voir la section 2.6).
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Algorithmes et éléments

d’'implémentation

Une méthode numérique est d’autant plus intéressante qu’elle peut étre pro-
grammée de maniere efficace et paralléle. Dans le cas présent, comme Iatteste
la Figure 2.16 du chapitre 2, le code existant montre ses limites en termes de
temps CPU. Par ailleurs, l'efficacité parallele est relativement faible au-dela de
32 processeurs et pourrait étre améliorée. Un algorithme de type Treecode [143]
permet d’accélérer les calculs de vitesse et de terme de déformation. Or, il appa-
ralt que la décomposition joue en réalité un role prépondérant dans ’efficacité
de cet algorithme implémenté en parallele [144].

On s’attache dans ce chapitre a présenter des algorithmes qui permettent une
implantation efficace de la méthode. On commence par présenter ’algorithme
Treecode qui permet d’accélérer le calcul d’interactions a I’aide du noyau de Biot
et Savart. La parallélisation et la décomposition de domaine, adoptées notam-
ment par rapport a la structure et au fonctionnement du Treecode, sont ensuite
présentées. L'algorithme Linked List, qui peut étre utilisé pour le calcul d’inter-
actions a I’aide de noyaux a support compact ou encore pour le remaillage, est
ensuite introduit. Afin de résoudre efficacement le systeme d’équations linéaires
intervenant dans la méthode des singularités (voir la section 2.2.2), on présente
la méthode du Bi-CGSTAB [67] ainsi qu’un préconditionneur adapté a la prise
en compte de plusieurs corps rigides. Enfin, dans une derniére section, on évalue

I’efficacité parallele des différents modules du code puis du code complet.
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6.1 Treecode

Le calcul de la vitesse des particules, ou I’évaluation de la vitesse de I’écoule-
ment en un point donné, est la partie la plus cotiteuse de la méthode, en termes
de temps CPU. En effet, Pexpression (3.28) permet d’obtenir la vitesse d’une
particule par le biais d’'une somme sur ’ensemble des N particules. Ainsi, pour
obtenir la vitesse de toutes les particules, il est nécessaire de réaliser N sommes
impliquant N particules, soit en tout 0 (N?) opérations. Cette complexité algo-
rithmique conduit a explosion du temps de calcul lorsque le nombre de parti-
cules augmente.

Le calcul de telles interactions entre particules est en réalité typique des pro-
blemes a N corps (N-body problems) que I'on retrouve en astrophysique ou
encore en physique nucléaire. En 1986, Barnes et Hut [145] proposérent un al-
gorithme permettant de réduire a 0(NlogN) opérations le calcul d’interaction
pour un probleme a N corps. Cet algorithme, appelé Treecode (ou parfois algo-
rithme de Barnes-Hut), utilise une stratégie de type diviser pour régner (divide
and conquer), bien connue en informatique, permettant de réduire un probleme
de grande taille a plusieurs sous-problémes analogues mais de plus petite taille.

Lalgorithme Treecode consiste & découper récursivement le domaine de cal-
cul en sous-domaines imbriqués. L'idée générale consiste ensuite a remplacer les
interactions d’une particule (ou d’un point) avec des particules lointaines par une
seule interaction avec I’ensemble de ces particules, appelé cluster. On parle alors
d’interaction particule-cluster. On peut ainsi voir un cluster comme une grosse
particule matérialisant I'influence de toute une région sur un point d’observa-
tion. Puisque I'influence des particules entre elles décroit généralement avec la
distance (C’est ici le cas, voir ’expression du noyau de Biot et Savart (3.29)), on
peut espérer que ’erreur induite sera faible.

La méthode multipolaire rapide (Fast Multipole Method, FMM) [146] est
une sous-famille de Treecode qui consiste en un développement multipolaire du
noyau, qui doit pour cela étre harmonique. Or, ce n’est pas le cas des noyaux
algébriques de Moore-Rosenhead (MR) ou de Winckelmans-Leonard (WL) [60].
Lindsay et Krasny [143] proposerent alors un Treecode alternatif, basé sur un

développement de Taylor. C’est cet algorithme qui va étre exposé et décrit dans
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ce qui suit.

6.1.1 Meéthodologie générale

Dans un premier temps, on expose la méthodologie générale qui conduira
finalement a I’écriture de ’algorithme complet.
Développement de Taylor

Afin de pouvoir écrire le développement de Taylor, il est plus commode de
définir la fonction de deux variables k _ qui représente I'utilisation du noyau K)s

dans le contexte d’un calcul d’interaction :
k(X,7)=K.(¥-7) (6.1)
On peut alors écrire le développement de Taylor de EE par rapport 4 y autour
de 5 :
1

k:(7’7> = Z 5(7_370))0(]:):]65(7’370))’ (6.2)

ou D} = ol Joy ... 0y représente Popérateur D* appliqué a la variable " et

—

D}k, (¥.5;) = | D;£.(,7) ©3)

] =%

On pourra se référer a la section 4.2 pour les définitions et propriétés & propos

du multi-indice a.

Calcul de la vitesse

L'expression continue de la vitesse s’écrit :
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En utilisant le développement de Taylor décrit précédemment, on peut écrire :

7{-:(7) = Z 7&(?’.)70)) A ﬁq’)a(%) (65)

|o| =0

avec 4 les coefficients de Taylor d’ordre a définis par :

1 —
“a(xayo):;Dst(xayo) (6.6)

et m les moments d’ordre o définis par :
757 = [ (7~ 8747 ©7)

On peut d’ores et déja observer que les moments 77, ne dépendent pas du point
X ou est évaluée la vitesse. C’est cette propriété qui fait toute la force des algo-

rithmes de type Treecode.

Calcul du terme de déformation

D’apres I’équation (3.51), le terme de déformation s’écrit, dans sa premiére

formulation :
- 0= e
Ss<x):f<wi(x)_ks(x’y>> ~na(y)dy (6.8)

D’apres le développement de Taylor de Zs (¥,7),ona

—Fk (%,5)= >, —(¥ =)' D*—Fk_(X,y, 6.9
o k(5 7) éoa’(y 7o) Do k(5 6.9

Or, on peut montrer que

0 — 0 —
R E )= ——F(Z,F), Vi=1,...d 6.10)
ox; - y;
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et ainsi on obtient

1 0 — 1 —
_ o —_ — - ate; —_ —
a!Dyaxi k. (X,7) a!Dy k. (X,%) (6.11)
a. +1 —
=————D*%k (X,y, 6.12
(a—i—el«)' y e( yO) ( )
= _(ai + 1)701—&-@1-(?’970)) (613)

\ ’ .. . R
ou e, représente le multi-indice correspondant au i-éme vecteur de la base ca-
nonique de N¥. Enfin, on obtient I'expression du terme de déformation dans sa

premiére formulation :

S(F) == 2 [0 + Ve, () 7o (F50) | A 70,60), (614)

|o|=0

ol (a; +1)e;(X) @ 4, (X,75) = 2321(% +1)e,(X) @, (¥,). En procedant

de la méme maniére, on trouve, pour la deuxiéme formulation :

SE’]<7C)) = Z (a] + 1)7a+e]- (?’.)70)) ’ [Wl)a(%) A 8(_)” : (615)

|o|=0

Décomposition et troncature

Le domaine est découpé récursivement comme indiqué dans [143]. Une illus-
tration du découpage en une, deux ou trois dimensions et donnée en Figure 6.1.
Pour le calcul d’interaction (vitesse, terme de déformation, etc.) en un point
donneé, on choisit un ensemble de N clusters disjoints appartenant a différents

niveaux de ’arbre, dont I’'union représente le domaine complet :

NC
7= (6.16)
k=1
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Une illustration en une dimension est donnée par la Figure 6.2. On a donc, par

exemple pour la vitesse :
N
7(X) =) 7H(F) 6.17)
k=1

ol #*1(X) représente la vitesse induite au point X par les particules du sous-
domaine 9. On peut ainsi choisir une stratégie différente pour chaque sous-
domaine : soit un calcul classique par ’expression (3.28), soit un calcul par I’ex-

pression (6.5) faisant intervenir le développement de Taylor.

o 2(64)
ow / 7 ——
o) | | .
10—l 1<4)/ / ~ /  —, —
204 e ——— 1)

FIGURE 6.1 - Illustration du découpage récursif du domaine en une (a gauche),
deux (au centre) et trois (2 droite) dimensions. Le nombre de gauche donne la
profondeur (ou le niveau) / et le nombre entre parentheéses indique le nombre de
cellules du niveau, Né —2ixd,

Linteérét du développement de Taylor réside dans le fait que ’on peut tron-
quer la série avec des propriétés connues sur ’erreur commise. L'approximation

7 PPlFl de 7 1H tronquée A Pordre p s*écrit alors :

p—1
A rB(E) = 3 7 (3,50 A m ) (6.18)
|a|=0

ott Y3 ¥ est un point du cluster k et

AT = | (757 S7)4T 619
k
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Dans ce qui suit on choisit y3*] comme le centre du cluster &, défini par :

§g, 130 )!y dy
Prig Ll

Le moment 7:*] ne dépend donc que de la géométrie du cluster k et du champ

de rotationnel de vitesse au sein de ce dernier.

0() | D=9,0D,vD30Y, |

7,

12) | % |
o 2N LN

I I\%93[94[ /I I I 1

FIGURE 6.2 - Illustration en une dimension d’un choix de clusters pour le calcul
d’interaction en un point donné.

En procédant de la méme maniére pour le terme de déformation dans sa

premieére formulation, on obtient :

p—1 3
S:pp,p,[k](y) - _ Z Z(ai +1)w; (%) 7a+ei(§),%) Am,(y,) (6.21)
|a|]=0 Li=1

Bien entendu, on peut appliquer le méme raisonnement aux deux autres formu-
lations et obtenir ainsi des approximations similaires. On peut noter que I’ap-
proximation du terme de déformation a ’ordre p fait intervenir les coefficients
de Taylor jusqu’a l’ordre p, tandis que approximation de la vitesse a ordre p
ne fait intervenir les coefficients de Taylor que jusqu’a Pordre p — 1. Les deux
approximations étant calculées en méme temps et les coefficients de Taylor étant
stockés, on peut donc, pour une approximation globale d’ordre p, approcher la

vitesse a 'ordre p + 1

?
7zpp,p+1,[k](7) — Z 7a(7,%[k1) A ;;[k](%[k]) (6.22)



CHAPITRE 6. ALGORITHMES ET ELEMENTS D’IMPLEMENTATION

Discrétisation

Une cellule (ou cluster) k est composée de N, particules, c’est-a-dire 9, =
UL gj[ ] La discrétisation est toujours effectuée de la méme maniére et conduit

a approximation suivante des moments d’une cellule & :

N, “ s
Al (7514]) = 2 (XE 1_ 70[@) 2, (6.23)

avec

o) > — 6.24)

— k —_—> k . P .
ou les X][ Vet les Q][ I représentent respectivement les positions et le poids tour-

billonnaire des N, particules contenues dans la cellule .

Algorithme

A leurs débuts, les algorithmes de type Treecode ont fait 'objet de railleries
a cause de leur lourdeur et de leur manque d’efficacité réelle. Cette méfiance en-
vers ce type d’algorithmes se reflete d’ailleurs dans certaines communications de
I’époque sur le sujet, a I'instar d’un article de Barnes datant de 1990, intitulé « A
modified tree code : Don’t laugh ; It runs » [147]. En réalité, les deux questions
cruciales a résoudre afin d’avoir un algorithme performant sont :

- Comment choisir de maniére pertinente et adaptative les clusters pour les-

quels on peut utiliser une approximation ?

- Comment calculer efficacement les coefficients de Taylor ?
Lalgorithme proposé par Lindsay et Krasny [143] répond entre autres a ces deux
questions. Les réponses dépendent du noyau choisi et seront donc données dans
les sections suivantes. On peut cependant d’ores et déja exposer I’algorithme
général proposé par Lindsay et Krasny.

Dans un premier temps, on définit un ordre p___ au-dela duquel on estime
que I’approximation devient trop colteuse. On fixe également un nombre de

particules N, au-dessous duquel on estime que I’approximation n’est pas avanta-
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geuse en terme de colit CPU par rapport a la somme directe. Enfin, on définit un

critére de précision ¢ au-dessous duquel on estime que ’approximation a I'ordre
A > : b . . 4 —

p est assez précise. Le calcul de I'interaction d’une particule située en X avec une

cellule ¢ de particules est donné par ’algorithme récursif 1. Le premier appel est

en général lancé avec la cellule contenant toutes les particules, appelée racine du

Treecode.

Algorithme 1 : Routine InteractionCelluleParticule(sources, cible, cellule,
vitesse, déformation, critére)

Données: p__, N,

Entrées : sources (particules), cible (particule de position X)

E/S : cellule ¢ de centre 3¢, vitesse %, déformation s, critére €

Description : Calcule I'interaction d’une cellule (cluster) de particules
sources avec une particule cible

1 p < ordre minimal pour lequel le critere de précision est atteint;
2 sip < p,.. alors
3 | Calculer les coefficients de Taylor @ (X, ;) pour |o| < p;
4 | sicelanapas déa été fait alors
5 | Calculer les moments de la cellule 72¢ (35°) pour |a| < p;
o4
6 | finsi
7 # < 9+ vitesse issue de 'interaction cellule-particule a 'ordre p + 1;
S0 ) o \- ) S
8 s « 5 + terme de déformation issu de I'interaction cellule-particule a
’ordre p;
9 sinon si la cellule conrante ¢ n’a pas de filles alors
S ) )
10 # <— u + vitesse issue de la somme directe (exacte);
— — ’ . . .
1 s < s + terme de déformation issu de la somme directe (exacte);
12 sinon
13 | pour chaque fille ¢ de la cellule conrante c faire
14 ¢ < nouveau critere distribué pour ¢;
15 Appeler InteractionCelluleParticule(sources, cible, ¢, #, 5, ¢);
16 | fin pour chaque
17 fin si

6.1.2 Application au noyau de Moore-Rosenhead

Comme évoqué précédemment, les défis que doit relever I’algorithme concerne

le choix adaptatif des clusters et de la méthode de calcul d’une part, et le calcul
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efficace des coefficients de Taylor d’autre part. Ces deux questions vont a présent
étre abordées dans le cas du noyau de Moore-Rosenhead.
Calcul des coefficients de Taylor

-
Le noyau K, dérive d’une fonction G, (voir section 3.3) comme suit :

—

K, (%) = VG,(%). (6.25)

Ennotant g (X, ) =G, (X — ), il vient :

—

E(Z7)=V.8(F7)=-V,8(F7) (6.26)

Par un raisonnement similaire a celui utilisé pour obtenir expression du déve-
loppement de Taylor du terme de déformation, on peut alors montrer que la

i-¢me composante du coefficient de Taylor @ (%, y") s’exprime comme suit :
— — — — — — 1 a — —
(4,0, (%,Y) = — (0, +1)b, (¥, 7), - avee ,(X,5) = —Dle.(¥,5) (6.27)

Pour le noyau de Moore-Rosenhead, les coefficients b, vérifient la relation

de récurrence suivante [143] :

3 3
a|R?b, — (2]af — 1) Z + (Jo| = 1) Z (6.28)

avec R(X,7) =4/|X — ¥ >+

Premiers coefficients

On a naturellement

& — — — 1 x _yl
b(0,0,0):gs etbel_za—gs(x,y)z—[K]( X,y)= 4TE R

(6.29)

La relation de récurrence faisant intervenir les coefficients jusqu’a deux indices

précédents, il s’avere intéressant de calculer également les coefficients b, , ),
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bi1o1)s Do) €t by q - La relation de récurrence implique, pour by ;)

b110) 2R2 [3< ylb + (
301 2(x; —yy)(x, yﬁ
T 2R’ 4n R’
3 3
:E( Y1) 0,1,0) Rz(

A
De méme, pour by 4, et by, ona

3 3
17(1,0,1) = E(’% *3’1)17(0,0,1) = Rz(

3 3
b(o,m) = E(xz _3’2>b(o,o,1) = Rz(

Enfin, on peut également montrer que

5 5

—(x _y1)17(o,1,1) = —(

b(lyl,l) - R? R2

yZ)bel>]

) _yz)b(l,o,l) =

5
R2

— (%3

(6.30)
(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

ys) (1,1,0) (6.35)

Cette relation de récurrence ainsi que ’expression explicite des premiers

termes permet de résoudre efficacement un des défis évoqués précédemment,

a savoir le calcul des coefficients de Taylor.

Estimation de 'erreur

La relation de récurrence permet également d’obtenir une approximation

de ’erreur commise en utilisant "approximation de Taylor d’ordre p pour une

interaction particule-cellule donnée. On note é"ék

b (X) Perreur commise par

une approximation d’ordre p de la contribution des particules du cluster & sur

I’évaluation du potentiel g, au point X. Celle-ci est approchée par [143] :

MIE]

glklp ~ P
& gyl
p+1
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ou ME)/@] désigne le p-eme moment absolu du cluster £ défini par :

N

— > P |=
VIESY ng] —yo“"]‘ ‘ ng]‘ (6.37)
j=1

et ou

?
2

rH(F) =R (7 70[’@]) = (\7— w2 4 52) . (6.38)

Le critere de précision est donc naturellement défini comme suit :

— < (6.39)

p+1

Lalgorithme 1 utilise ce critere pour savoir si "approximation particule-cellule
est suffisamment précise. Si ce n’est pas le cas, on descend au niveau inférieur
dans I’arbre du Treecode, et ainsi de suite jusqu’a ce que I’approximation soit
suffisamment précise ou bien jusqu’a ce que I'on décide de réaliser une somme

directe.

6.1.3 Application au noyau de Winckelmans-Leonard

En 2009, Wee et al. [148] ont étendu ’algorithme de Lindsay et Krasny, ini-
tialement congu pour le noyau de Moore-Rosenhead (MR), au noyau de Winckelmans-
Leonard (WL). Le potentiel g, est bien entendu différent, néanmoins il existe
également une relation de récurrence pour les 4. Celle-ci conduit a un calcul ef-
ficace des coefficients de Taylor ainsi qu’a une estimation de ’erreur, c’est-a-dire

a un algorithme performant.
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Calcul des coefficients de Taylor

Le potentiel g, du noyau WL peut se décomposer en deux parties, dont la

premiére correspond au potentiel du noyau MR [148] :

1 g2

_ 3, 6.40
g. 4ﬂg g A (6.40)

avec g” = 1/R" et R(X,y) = 4/|% — F|* + &%, On définit les coefficients b7 et

b, correspondants comme suit :

1 R S -
by (%,7) = =Dig/ (X, 7);  b,(% ,y)——b(x,yHgb}( X, ) (6.41)

al 4 @

Les coefficients b” vérifient alors la relation de récurrence suivante [148] :
3 3
|a|R2b” (2la|+7n—2) Z x; —y.)b" 4+ (Jaj+n—2) Z —O (6.42)

Pour 7 = 1, on retrouve bien la relation de récurrence donnée précédemment

pour le noyau MR.

Premiers coefficients

On a naturellement

bré)oo =g" et b'=— 8 "(X,7) (6.43)

De plus, les coefficients b /47 correspondent aux coefficients b, liés au noyau

MR, il suffit donc d’expliciter les premiers coefficients 4>. En procédant comme
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pour le noyau MR, on obtient :

bji = E(xi _yi)bfo,o,o) = E(xi ;) (6.44)
b’ 2 — )b’ 2 —9,)b’ 6.45
(1,1,0) E(xl yl) (0,1,0) E(X"Z yZ) (1,0,0) ( . )
b = ° b = ° b’ 6.46
(1,0,1) — E(xl _y1) (0,0,1) — E(Xb _y3) (1,0,0) ( . )
2 B = (- ) (6.47)
o,1,1) R2 X272 0,0,1) R2 X373 (0,1,0) :
B = w908 = o3~ 2B = 55 ~25)5;
(1,1,1) R2 *1—N (o,1,1) R2 X272 (1,0,1) R2 X303 (1,1,0)
(6.48)
Estimation de ’erreur
Lerreur sur le potentiel a 'ordre p est approchée par [148] :
MU a1 2 ) ME
87 = p[k] 12 )2(1) ) o | = p[k] [Zrz[k]+(p +2)(p+1)82]
4Tc7’pH 7, 8TEVP+3
(6.49)

avec r}Ek] défini par I’équation 6.38. Le critere de précision est donc naturellement

défini comme suit :

MI#]
’ [z;fz[k] +(p+2)(p+ 1)82] <e (6.50)

(k]
81'crp+3

Wee et al. [148] ont réalisé une étude de convergence comparant le noyau MR
et le noyau WL. Leur analyse montre que ’erreur commise par I’approximation
a I’aide du noyau WL décroit légerement plus rapidement avec le raffinement de
la discrétisation qu’avec le noyau MR. Lerreur est en outre toujours significati-
vement plus faible avec le noyau WL (d’environ un ordre de grandeur). Le noyau
WL semble donc étre plus précis et présenter des propriétés de convergence lége-

rement meilleures que le noyau MR, pour des cotts d’évaluation comparables.
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6.2 Parallélisation et décomposition de domaine

Le parallélisme consiste, pour un programme informatique, a effectuer plu-
sieurs calculs simultanément. On s’intéresse ici aux techniques de type MIMD
(Multiple Instruction, Multiple Data) de la taxinomie de Flynn [149]. Cela si-
gnifie que I’architecture posséde plusieurs processeurs qui peuvent exécuter des
instructions différentes sur différentes données. La technique SPMD (Single Pro-
gram, Multiple Data) est une technique de type MIMD qui consiste a exécuter
les mémes taches simultanément sur différentes parties des données. C’est cette
derniére technique qui est utilisée dans le code. Par ailleurs, on s’appuie sur le
formalisme MPI (Message Passing Interface) afin d’échanger des données sur des
architectures 4 mémoire distribuée.

Afin de minimiser le nombre d’échanges et d’éviter I'utilisation d’algorithmes
specifiques nécessaires pour accéder efficacement a des données distantes, 1’en-
semble des particules est stocké entierement sur chaque processeur, sous forme
de tableau. Cette duplication des données est peu pénalisante car les ordinateurs
modernes disposent de suffisamment de mémoire pour stocker un nombre im-
portant de particules [144]. Ainsi, les informations de toutes les particules sont
disponibles a tout moment sur chaque processeur. Cependant, afin de pouvoir
effectuer des opérations sur une partie des données uniquement, un découpage
de celles-ci est nécessaire. Chaque sous-ensemble ainsi créé est affecté a un pro-
cesseur, comme ’illustre la Figure 6.3.

Dans ce qui suit, on s’intéresse notamment a la parallélisation de I"algorithme
Treecode, puisqu’il constitue la partie la plus cotteuse du code de calcul. Il existe
deux maniéres de paralléliser cet algorithme [144] : paralléliser par rapport aux
cibles ou par rapport aux sources. Dans le premier cas, un arbre global, représen-
tant le découpage récursif de toutes les particules, doit étre construit. Le calcul
d’interaction (vitesse, terme de déformation, etc.) est ensuite réalisé par chaque
processeur, pour chacune des ses particules. Dans le deuxieme cas, chaque pro-
cesseur construit un arbre local représentant le découpage récursif du domaine
défini par I’ensemble des particules du processeur. Le calcul d’interaction est en-
suite réalisé pour toutes les particules de I’ensemble global, en considérant I'in-

teraction avec chacun des arbres locaux. C’est cette deuxiéme option qui a été
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proc #0 proc #1 proc #2 proc #3

proc #0

—r----—----1 -

1

proc #1

i m o
: | m -

FIGURE 6.3 - Illustration de la parallélisation adoptée. Chaque ligne indique les
données disponibles localement pour le processeur correspondant. Les colonnes
représentent |’affectation des données aux différents processeurs, en vue de la
parallélisation des taches.

privilégiée. Dans ce cas, la construction des arbres locaux induit des modifica-
tions dans I'ordre de stockage des particules dans la sous-partie du tableau global
correspondant a chaque processeur. Afin d’éviter tout effet de bord, cette sous-
partie est dupliquée pour chaque processeur et la construction de ’arbre local
est réalisée sur cette copie, comme !'illustre la Figure 6.3.

La question qui se pose alors concerne la maniére de décomposer le domaine,
c’est-a-dire comment distribuer les particules sur les différents processeurs. Etant
donné le fonctionnement de I’algorithme Treecode, il est préférable que les par-
ticules gérées par un méme processeur soient proches les unes des autres. On
présente succinctement différentes approches permettant d’effectuer le décou-

page, avec une illustration de celui-ci sur I’exemple d’un anneau tourbillonnaire.
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6.2.1 Ordres de Morton et de Hilbert

Parmi les premiers & proposer des algorithmes de décomposition de domaine
pour les problémes & N corps traités avec des méthodes de type Treecode, War-
ren et Salmon [150-153] se basent sur des courbes de remplissage aboutissant a
des tris préservant la localité. Une fois les particules triées suivant cet ordre, il
suffit de partager le tableau en autant de parties qu’il y a de processeurs. La Fi-
gure 6.4 montre un exemple de ce type de décomposition de domaine sur un an-
neau tourbillonnaire. Un arbre local est ensuite construit sur chaque domaine,
c’est-a-dire sur chaque processeur, pour I'utilisation de I'algorithme Treecode
(voir la Figure 6.3). Linconvénient de ce découpage réside dans le fait que les
domaines créés peuvent s’entrelacer, ce qui peut conduire a des cellules isolées
et déséquilibrées dans chaque arbre local du Treecode géré par le processeur cor-
respondant. Cela se traduit en général par un déséquilibre en terme de temps de

calcul d’interaction sur les différents processeurs.

FIGURE 6.4 - Illustration de la décomposition de domaine avec la méthode de
’ordre de Hilbert, sur I’exemple d’un anneau tourbillonnaire et six processeurs.
Chacune des six couleurs représente I’affectation des particules a un processeur.

Warren et Salmon utilisent en outre une approche de type HOT (Hashed
OctTree) qui consiste a appliquer la décomposition de domaine directement sur
les particules d’un arbre global, tel que celui utilisé pour le Treecode. A chaque
particule est assignée une clé qui permet de la repérer dans I’espace ainsi que dans

’arbre [153]. Cette approche n’a pas été envisagée.

240



CHAPITRE 6. ALGORITHMES ET ELEMENTS D’IMPLEMENTATION

6.2.2 Découpage géométrique récursif

Une autre approche, fondée sur ’approche ORB (Orthogonal Recursive Bi-
section), consiste a découper le domaine récursivement, comme pour le Tree-
code. Le nombre de processeurs est décomposé en facteurs premiers (par exemple
6 =3 x 2), qui indiquent la suite de divisions qui vont étre effectuées dans diffe-
rentes directions. Avant chaque division d’un sous-domaine, on choisit la direc-
tion de découpage comme étant celle dans laquelle le sous-domaine est le plus
long. La nouvelle frontiére peut étre déterminée de fagon a ce que les nouveaux
sous-domaines soient de taille égale, ou de maniere a ce que ceux-ci contiennent
tous le méme nombre de particules. Si le nombre de processeurs est une puis-
sance de 2, on retrouve I’approche ORB pour laquelle chaque découpage corres-
pond & une bissection. Dans I'illustration de la Figure 6.5, le domaine est d’abord
découpé en trois suivant la direction x, puis en deux suivant la direction y, la di-

rection z étant celle de I’axe de ’anneau.

L
CCCCre

T

FIGURE 6.5 - Illustration de la décomposition de domaine avec la méthode de
découpage récursif, sur exemple d’un anneau tourbillonnaire et six processeurs.
Chacune des six couleurs représente I’affectation des particules a un processeur.

Malgré I’équilibre en terme de taille (géométrique ou nombre de particules)
entre les domaines, des latences peuvent étre observées lors des calculs d’inter-
action avec le Treecode, dues aux déséquilibres possibles en termes de temps de
calcul sur certains processeurs. En effet, les processeurs peuvent avoir un nombre

différent d’interactions particule-cluster par rapport au nombre de sommes di-
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rectes particule-particule. De plus, les clusters peuvent étre de taille et de formes

différentes, impliquant un temps de calcul également différent.

6.2.3 Algorithme K-means

Lalgorithme de K-means clustering [ 144] aspire justement a pallier ce dernier

probléme. Il permet de construire N__sous-domaines (ou clusters) 9, de cen-

proc
troide y,1¥] contenant N, particules. Les clusters sont créés de maniere a consti-

tuer un minimum local de la fonction de co(t | suivante :

Nproc I\I/e

IEDIDINY

k=1j=1

—

8 ‘2 )Q]‘ 6.51)

Une illustration d’un tel découpage est donnée en Figure 6.6.

T
COCCCC
1€EEEee

FIGURE 6.6 - Illustration de la décomposition de domaine avec I’algorithme K-
means, sur 'exemple d’un anneau tourbillonnaire et six processeurs. Chacune
des six couleurs représente ’affectation des particules a un processeur.

Puisque chacun des clusters constituera par la suite la racine de I’arbre local
du Treecode sur un processeur donné, on observe que minimiser ] revient a mi-
nimiser la somme des moments absolus d’ordre 2 (voir I’expression (6. 37)) de la
racine de chaque arbre local. Le fait de trouver un minimum local de Z i M

(]

ne garantit pas que les moments individuels de chaque cluster M} so1ent eux-

A .. . . / /
mémes minimums, mais cela assure que ceux-ci resteront peu éleves [144]. De
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plus, les moments Mge], pour p # 2, seront alors en général faibles également.
Ceci permet d’assurer de bonnes racines aux Treecodes locaux et ainsi de gagner
en efficacité lors du calcul d’interactions lointaines. En outre, les clusters ainsi
créés sont relativement homogenes en termes de moments absolus, ce qui permet
d’espérer un comportement similaire de tous les processeurs lors de I"application
du Treecode. Dans ce cas, les phases de latence dues aux déséquilibres de calcul
sont minimisées et la mise a I’échelle parallele devrait étre meilleure. Des résul-
tats d’accélération paralléle sur des calculs d’interaction seront montrés dans la
section 6.2.4.

Une piste d’amélioration consisterait a construire I’arbre des Treecodes lo-
caux eux-mémes a |’aide de I’algorithme K-means. Une telle démarche, appelée
k-tree, a déja été entreprise avec un nombre fixé de cellules filles [ 154] et a conduit
a des résultats prometteurs. Cependant, seule la traversée en monoprocesseur a
été étudiee, alors que le déséquilibre paralléle pourrait lui-méme étre significati-
vement réduit. Il pourrait également étre intéressant de choisir a chaque niveau
le nombre de filles désiré. Lalgorithme X-means [155] permet de déterminer
le nombre de filles optimal suivant certains criteres. Cependant, il est nécessaire
que P’arbre du Treecode ait une profondeur suffisamment importante, sous peine
de perte d’efficacité de celui-ci. Un compromis serait donc nécessaire entre lar-

geur (nombre de filles élevé) et profondeur (nombre de filles faible) de I’arbre.

6.2.4 Evaluation de I'accélération parallele

On évalue Iefficacité du calcul de la vitesse et du terme de déformation sur
un anneau tourbillonnaire constitué de N = 931789 particules. La simulation
est réalisée sur dix itérations, sans viscosité et avec un schéma d’intégration en
temps d’Euler progressif, qui permet de n’avoir qu’une seule évaluation de la
vitesse et du terme de déformation par itération. L’accélération parallele .o/ de
la simulation sur N___ coeurs, par rapport a ’exécution séquentielle, est définie

proc
par:

L S (6.52)
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ou T(n) désigne le temps d’exécution de la simulation sur 7 processeurs. Dans

le cas d’une parallélisation idéale, le temps d’exécution sur N coeurs serait

divisé par N . par rapport au temps d’exécution séquentiel. On aurait alors
T(1)=N__T(N_..)etdonc .o/ (N__)=N

proc Dans la réalité, accélération
est souvent inférieure A cette valeur idéale et indique alors par combien a été

proc proc proc*

divisé le temps d’exécution.

128 I I I
-8 Géométrique
-~ K-means
- Hilbert
— Idéal
1
Z 64| i
b \
32 J
16 - J
8l J
1 | | | |
1 8 16 32 64 128
N

proc

FIGURE 6.7 - Accélération parallele du code sur le cas d’un anneau tourbillon-
naire gaussien, constitué de N = 931789 particules, exécuté sur dix itérations
avec différentes stratégies de décomposition de domaine.

La Figure 6.7 montre 1’accélération paralléle du code sur le cas d’un an-
neau tourbillonnaire présenté précédemment. Le code a été exécuté sur N €

{1,8,16,32,64,128} coeurs, sur des nceuds de calcul bi-processeurs hexa-coeurs
Intel Westmere EP @ 2,8 GHz du CRIHAN''. On observe que si la décom-
position de domaine a I’aide du K-means conduit a une accélération satisfaisante

(.ef (128) ~ 77), la décomposition géométrique conduit a une accélération encore

1. Centre de Ressources Informatiques de HAute-Normandie
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meilleure (.¢7(128) ~ 91). Ceci peut s’expliquer par la géométrie tres simple et
symétrique de I’anneau tourbillonnaire. Des tests supplémentaires devront étre
réalisés sur des cas plus complexes, comme celui du sillage d’une hydrolienne, par
exemple. Enfin, I’accélération obtenue a partir de la décomposition par 'ordre
de Hilbert se révéle mauvaise (.o (128) ~ 57) et cette derniere stratégie devra étre

abandonnée.

100

80

60

N(Nproc)

40 - ]

20 H PSP 1

-5 Géométrique

-o- K-means

- Hilbert

0 T T T I
1 8 16 32 64 128

N,

proc

FIGURE 6.8 - Efficacité parallele du code sur le cas d’un anneau tourbillonnaire
gaussien, constitué de N = 931789 particules, exécuté sur dix itérations avec
différentes stratégies de décomposition de domaine.

Lefficacité parallele 7 est définie a partir de I’accélération comme suit :

o/ (N
- 100M (6.53)

proc

n (Nproc>

Elle représente simplement ’efficacité de ’exécution paralléle par rapport au cas
idéal (& (N

sous forme d’efficacité paralléle. On remarque qu’avec la décomposition géomé-

proc) = Nproo)- La Figure 6.8 présente les résultats de la Figure 6.7

trique, ’efficacité est encore supérieure a 70% sur 128 cceurs.

6.3 Algorithme linked list

La question du calcul efficace des interactions est cruciale dans toute mé-

thode particulaire. Dans la méthode Vortex, les interactions interviennent no-
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tamment dans les calculs de vitesse et de terme de déformation a I’aide du noyau
de Biot et Savart régularisé. L'algorithme Treecode (voir la section 6.1) permet de
réaliser ces calculs de maniere performante, avec de plus un controle sur ’erreur.

Cependant, d’autres types d’interactions peuvent intervenir, c’est-a-dire des
interactions utilisant d’autres noyaux que celui de Biot et Savart. C’est notam-
ment le cas du traitement des dérivées, ou les noyaux choisis sont a décroissance
rapide, comme des noyaux gaussiens par exemple. Ainsi, pour modéliser un
terme de diffusion ou introduire un modele de turbulence, il devient difficile
d’éviter de telles interactions. Par ailleurs, ce type d’interaction est omniprésent
dans les méthodes SPH.

Une maniére évidente et unanimement adoptée de réduire le nombre d’opé-
rations est de limiter le support du noyau utilisé. Pour cela, on peut utiliser des
noyaux a support compact (par exemples B-splines) ou bien considérer les inter-
actions uniquement dans un rayon prédéfini (en général 4¢ ou 5¢) avec un noyau
a support infini, en supposant négligeable I'influence des particules plus éloi-
gnées. Une troisiéme alternative consiste a tronquer un noyau a support infini
de maniere a le rendre a support compact, tout en s’assurant que les conditions
sur les moments sont toujours respectées. Ceci peut étre réalisé en suivant la dé-
marche générale exposée dans la section 4.2. Uannexe E.4 donne I’expression des
noyaux gaussiens tridimensionnels tronqués a un rayon 3.

Le calcul d’interaction en une particule donnée est donc a présent réduit a
un nombre limité de particules. De nombreux algorithmes existent afin de de-
tecter les paires de particules en interaction. On peut notamment citer 1’algo-
rithme Tree Search, fondé comme pour le Treecode sur un découpage récursif
du domaine, ’algorithme de Verlet ou encore I’algorithme Linked List utilisé en
SPH par Monaghan [156]. Suivant I’étude comparative réalisée par Jean-Marc
Cherfils [98], qui met en évidence Pefficacité de I'algorithme Linked List, on se

-\ /
concentre sur cette derniere méthode.

6.3.1 Principe

Lalgorithme Linked List consiste a superposer au domaine fluide une grille

dont la taille A des cellules est en rapport avec la compacité du noyau. Chaque
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cellule de la grille est repérée par ses coordonnées entiéres par rapport a son
origine placée en x;. Les coordonnées N de la cellule dans laquelle se trouve une
—>
particule située en X, s’obtient par un calcul simple :
—
— X. — X,
N2 (6.54)
h
ou [-] désigne I’arrondi a ’entier supérieur. De maniere plus générale, on peut
—
déterminer les coordonnées N de la cellule a laquelle appartient n’importe quel

point ¥ du domaine :

— —
— X — Xq
N-|— 6.55)
j
1 2 3 4 5 Ny
11
2 cellule (5;4)
3 5
4 // nombre de particules
5 I 7 [25]30]31]41
6 indices des particules
Nx
cellules

FIGURE 6.9 - Illustration de la structure de données en deux dimensions per-
mettant de stocker les cellules et leurs informations.

Chaque cellule stocke le nombre de particules qu’elle contient ainsi que la

liste des indices de ces particules. Chaque cellule est elle-méme stockée dans un
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tableau dont les indices correspondent directement a ses coordonnées entieres.
Cette étape se fait en 0 (N) opérations seulement, puisque pour chacune des N
particules, il suffit d’effectuer le calcul (6.54) pour déterminer a quelle cellule elle
appartient, et puisque I’acces a la cellule dans le tableau est ensuite direct grace
aux coordonnées entieres. Une illustration de cette structure de données en deux
dimensions est donnée par la Figure 6.9. A I'origine, ce stockage était réalisé a
I’aide de listes chainées de particules, ce qui a donné a ’algorithme le nom de
Linked List.

Pour le calcul d’interaction en une particule ou un point donné, il suffit en-
suite de ne consulter que les particules appartenant aux cellules les plus proches
(situées dans un certain voisinage). Cette étape s’effectue en O (N, . ) opérations,
ou N

En effet, il suffit d’accéder directement aux cellules voisines par leur coordon-

vois )

wois désigne le nombre de particules présentes dans les cellules voisines.
nées et de consulter chacune des particules qu’elles contiennent. Le nombre to-
tal d’opérations pour les interactions de chacune des N particules est donc de
O(NxN_.),ouN

gorithme fonctionne, il est nécessaire que toutes les particules contenues dans le

vois) ois €st en général tres petit devant N. Bien str, pour que I’al-

support du noyau soient présentes dans les cellules voisines. Il convient donc de
bien choisir la grille et la notion de voisinage. A I’inverse, toutes les particules
des cellules voisines ne sont pas nécessairement contenues dans le support du
noyau, mais il est préférable que la différence soit petite. Ces considérations dé-
pendent du type d’interaction a détecter, et vont a présent étre abordées pour le
traitement des dérivées et I'interpolation d’une part, et pour le remaillage d’autre

part.

6.3.2 Application au traitement des dérivées et a l'inter-

polation

On s’intéresse a |’utilisation de noyaux a support compact, de rayon 8_. Dans
ce cas, les cellules de la grille sont de tailles 8. dans chaque direction, comme
I’indique la Figure 6.10. Le voisinage d’un point X est alors défini comme I’en-
semble des 3¢ cases les plus proches, c’est-a-dire les 3,9 et 27 cases les plus proches

en une, deux et trois dimensions respectivement.
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FIGURE 6.10 - Illustration en deux dimensions du découpage du domaine pour
I’application de I’algorithme Linked List pour la détection des interactions in-
tervenant dans le cadre de calcul de dérivées ou de I'interpolation. Le voisinage
d’un point comprend 9 cases.

L’avantage de ce type d’interactions réside également dans leur réciprocité.
En effet, le calcul en une particule ; donnée fait intervenir une somme sur toutes
les autres particules. On peut dire que la particule 7 recoit la contribution des
autres particules présentes dans son support. Comme les interactions sont éva-
luées en chaque particule, la particule i va donc également donner sa contribu-
tion a toutes les particules présentes dans son support. Le terme de contribution
que la particule 7 regoit de la particule ; est en réalité le méme que celui qu’elle
lui donne, a la différence pres que les rdles de i et 7 sont inversés. Si le terme est
symétrique (par rapport a z et j), comme pour l'interpolation, alors la contri-
bution est la méme. En revanche, si le terme est antisymétrique, comme pour
le calcul du gradient? ou du laplacien (voir I’équation (4.43)), les deux contri-
butions sont opposées. Lors de I’interaction d’une particule avec les autres, la
réception et le don de chaque contribution peuvent donc s’effectuer en méme
temps. Pour éviter les doublons (qui conduiraient a prendre deux fois en compte
chaque contribution), il convient donc, pour le calcul en une particule 7, de ne
considérer que les particules d’indice j supérieur. Plus précisément, pour une
contribution symétrique, on consideére les particules d’indices j > 7. Pour une

contribution antisymétrique, on considere les particules d’indices j > i.

2. Sous réserve de choisir la forme conservatrice (4.45) ou la forme SPH (4.44). La
forme (4.43) est symétrique.
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6.3.3 Application au remaillage

Pour le remaillage, le principe est extrémement similaire. Si le noyau W (voir
la section 4.1) est de support [—a; o] et que le remaillage est de pas b, dans chaque
direction k = 1,...,d, alors les noyaux W, sont de support [—ah,;ah,]. Dans
ce cas, la grille du Linked List peut coincider avec la grille de remaillage et le
voisinage comprend alors les [2a|? cellules les plus proches, ot |-| désigne I’ar-
rondi a Pentier inférieur. En reéalité, chaque case correspond a une seule particule
remaillée et chacune des anciennes particules donne sa contribution aux |2a
nouvelles particules les plus proches (voir les Figures 4.1 et 4.2). Il n’y a bien

entendu pas de réciprocité dans le cadre du remaillage.

6.4 Résolution du systeme linéaire

Comme indiqué dans les sections 2.2.2 et 2.2.3 (Partie I), la détermination
des valeurs des doublets normaux sur les obstacles nécessite la résolution d’un
systéme linéaire Ap. = b. La matrice A est appelée matrice d’influence, b cor-
respond a la vitesse normale prise aux points de contrdle des facettes et . est
le vecteur inconnu dont chaque composante représente un doublet normal lié a
une facette.

La résolution va dépendre de I'invariance de la matrice A. Dans le cas le
plus simple, la matrice A n’est pas modifiée au cours du temps, c’est-a-dire d’une
itération a I'autre. C’est le cas par exemple lorsque les obstacles sont fixes et
indéformables ou encore lorsqu’il y a un seul obstacle indéformable dont le
mouvement est déterminé par une transformation isométrique. En effet, les
expressions mises en jeu pour la détermination de la matrice d’influence (voir
’équation (2.28)) sont invariantes par isométrie. Or, en général, le mouvement
d’une hydrolienne est dicté par la combinaison d’une rotation et d’une transla-
tion. Ainsi, la matrice d’influence correspondant a une telle hydrolienne indé-
formable est invariante. La Figure 6.11 illustre cette propriété. Dans ce premier
cas, la matrice A est inversée en début de simulation, par une méthode de pivot
de Gauss par exemple, et son inverse A™! est stockée. La résolution se fait alors

par simple multiplication matrice-vecteur, u = A~'b, ou b peut varier au cours
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du temps.

FIGURE 6.11 - Schéma correspondant au cas d’une seule hydrolienne indéfor-
mable soumise a une rotation.

Dans le cas de plusieurs obstacles mobiles, comme par exemple une ferme
d’hydroliennes, la matrice A n’est généralement pas invariante, méme si les trans-
formations s’appliquant aux différents obstacles sont des isométries’. Cepen-
dant, dans le cadre d’une ferme d’hydroliennes, ou plus généralement d’obstacles
indéformables mobiles soumis a des isométries, on peut tirer parti d’une pro-
priété intéressante. En effet, la matrice A posséde intrinséquement une organi-
sation par blocs, chaque bloc diagonal traduisant I'influence des facettes d’une
hydrolienne sur elle-méme et chaque bloc extra-diagonal traduisant I’effet des
facettes d’une hydrolienne sur celles d’une autre hydrolienne. On appellera les
premiers blocs d’auto-influence et les seconds blocs d’inter-influence. Or, chaque
corps est soumis a une isométrie, si bien que les termes d’auto-influence sont in-
variants. Les termes d’inter-influence, quant a eux, varient généralement au cours
du temps. La Figure 6.12 illustre cette propriété. Notamment, on voit que 'in-
teraction numérotée (5) est modifiée au cours du temps, car les distances et les
angles sont modifiés par les rotations différentes des hydroliennes.

La résolution du systeme linéaire doit étre adaptée, car inverser A a chaque
pas de temps peut s’avérer trés couteux. On adopte ici une méthode de Krylov,
plus précisément la méthode du Bi-CGSTAB [67]. De plus, de telles méthodes

sont d’autant plus efficaces (et la stabilité est d’autant plus assurée) lorsqu’elles

3. Elle peut toutefois rester invariante si I’ensemble des isométries appliquées séparément
a chacun des obstacles (indéformables) équivaut & une isométrie globale sur ’ensemble de ces
obstacles
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t+ 0t

()

FIGURE 6.12 - Schéma correspondant au cas de deux hydroliennes indéfor-
mables soumises & une rotation d’angle 0, et 0, respectivement.

sont judicieusement préconditionnées. Le préconditionnement consiste a rempla-
cer le systéme d’équations linéaires original par un systeme équivalent plus facile
a resoudre. Ceci est réalisé en pratique par ’application d’une matrice de pré-
conditionnement K = K,K,, également appelée préconditionneur. Le systéme

Ax = b peut étre remplacé par :

~ ~

Ay=b, avec A= Kl_lAKz_l, b= Kl_lb, X = Kz_ly (6.56)

En général, on choisit K de telle sorte que K ~ A. Si K, =1, alors on dit qu’on

utilise un préconditionnement 4 gauche. A Iinverse, si K, = I, on dit qu'on
utilise un préconditionnement a droite.

Parmi les préconditionneurs classiques, on trouve celui de Jacobi, qui consiste

aprendre K, = diag(A) et K, =I (préconditionnement a gauche), c’est-a-dire que

K, est telle que

(Kfl), =3, /a; 6.57)

]

ol J;; est le delta de Kronecker et ou les 4;; désignent les éléments de A. Le
préconditionnement de Jacobi par blocs fonctionne de maniére similaire, a la

différence que I’on prend K, = DIAG(A), c’est-a-dire la matrice composée uni-
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quement des blocs diagonaux de A. Ainsi, on a, pour 7 corps :

A 0 Al 0

11

K, = , K'= , (6.58)

0 A 0 A;;

nn

ou A, deésigne le bloc traduisant I'influence du corps i sur le corps ;. Les blocs
A,; sont donc les blocs d’auto-influence, invariants en temps. Il suffit ainsi d’in-
verser ces blocs une fois pour toutes en début de simulation, puis de les utiliser
pour préconditionner le systeme a chaque résolution. Cette idée a été formu-
lée par Corentin Lothodé dans le cadre de son stage [157], puis celle-ci a été
formalisée par Alexandre Dezotti lors de son stage, qui a également intégré les
routines de résolution dans le code de calcul [158]. Ces deux stages ont été effec-
tués au laboratoire LOMC*. Les algorithmes du Bi-CGSTAB et du Bi-CGSTAB
préconditionné a gauche sont donnés par I’algorithme 2 et I’algorithme 3, res-
pectivement. Une itération de Bi-CGSTAB met en jeu 2 multiplications matrice-

vecteur, le double dans la version préconditionnée.

4. UMR 6294, CNRS - Université du Havre
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Algorithme 2 : Bi-CGSTAB non préconditionné (tiré de [67])

Entrées : A matrice d’influence, b vecteur second membre, 7 taille du
systéme.

Sorties : x vecteur solution

Données : x, vecteur solution initial, € critere d’arrét

// Initialisations

X < Xo;

r — b — Ax;

Vo< 73

a—1lp—1, w1

v <0, p <0

1< 0;

// Ttérations

tant que ||7| > eet i < n faire

1+—1+1;

B (<f’o, r>/p) (a/w) 5 /] ) désigne le produit scalaire
p (o7 s

per+p(p—owo)

v—Ap;

a—p/{TyV);

S «— 71 —av;

t — As;

w <« (t,s)/{t,t);

X <X+ ap+ ws;

r «<— s —wt ; [/ r représente le vecteur résidu

fin tq

N 0 N N U A W N =

[ T T e e
O Y 0 N & U & W N = O

N
—_
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Algorithme 3 : Bi-CGSTAB préconditionné a gauche (adapté de [67])

Entrées : A matrice d’influence, Kl_1 inverse de la matrice de
préconditionnement, b vecteur second membre, 7 taille du
systeme.

Sorties : x vecteur solution

Données : x, vecteur solution initial, € critere d’arrét

1 // Initialisations

2 X — Xy

3 7« b—Ax;

4 Ty 73
sa—lLp—1,w<1;
6 v 0, p<0;

7 1+ 0;

8 // Itérations

9 tant que ||7|| > e et i < n faire

10 1<—1+1;

11 B— ((Fy7)/p) (a/w) ;][ (- désigne le produit scalaire
12 p— (o7 s

B3 | p—r+p(p—owov);

71 .
14 y<—K1 bs
15 v «— Ay;
16 o p/<ro,'v>;
17 S — 7 —ov;
18 z <—K1_15;

19 t — Az;

20 w «—(t,s)/{t,t);

21 X<—x+ay+wz;
2 7 «<— s —wt ; [/ r représente le vecteur résidu
23 fin tq
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Les travaux de these exposés dans ce manuscrit ont permis de franchir une
nouvelle étape dans la compréhension du comportement d’hydroliennes. Les
essais expérimentaux (chapitre 1) réalisés au bassin de 'TFREMER a Boulogne-
Sur-Mer ont conduit a une mise en évidence et a une caractérisation des effets
d’interaction entre deux hydroliennes. Des résultats de performance, en termes
d’évolution des coefficients de puissance et de trainée en fonction du TSR, sont
présentés sur une hydroliennes seule ainsi que sur deux hydrolienne en interac-
tion. Le sillage est également caractérisé dans différentes configuration avec une
ou deux hydroliennes. Cette étude souligne I'influence prépondérante du taux
de turbulence ambiante dans la dissipation du sillage.

La démarche adoptée, le dispositif expérimental, ainsi que les instruments
et méthodes de mesure ont été présentés de maniére précise. Les moyennes ob-
tenues sont justifiées par une étude de convergence des quantités mesurées, qui
confirme que les techniques adoptées sont bien adaptées aux mesures realisées,
notamment aux mesures de fluctuations de vitesse par LDV qui conduisent a
la caractérisation du taux de turbulence dans I’écoulement. Par ailleurs, la géo-
métrie des pales et de la structure est précisément décrite et les résultats bruts,
notamment les mesures de vitesse et de taux de turbulence dans le sillage d’une
ou de deux hydroliennes en interaction, sont fournis de maniére exhaustive afin
d’encourager les comparaisons.

Dans un futur proche, de nouveaux essais vont étre réalisés sur des configu-
rations a trois hydroliennes. Des interactions positives pourront éventuellement
etre observées dans des configurations en quinconce (voir la section 1.4) ou I’hy-
drolienne aval pourrait bénéficier d’une sur-vitesse provenant de ’effet de blo-
cage causé par les deux hydroliennes situées en amont, sur une méme rangée. Par
ailleurs, a faible taux de turbulence, il serait intéressant d’étudier des configura-
tions a deux hydroliennes similaires a celles exposées dans la section 1.4, avec
I’hydrolienne amont fonctionnant en-dessous de son point de fonctionnement
individuel optimal. Son sillage pourrait alors étre moins prononcé, et, a distances
eéquivalentes, I’hydrolienne aval récupérerait alors plus d’énergie que si I’hydro-
lienne amont fonctionnait de maniére optimale. Enfin, des taux de turbulence
ambiante intermédiaires, autour de 10%, pourraient étre étudiés et la longueur

caractéristique des structures turbulentes devra €tre quantifiée et éventuellement
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modifiée.

En paralléle, les travaux numériques (chapitre 2) ont mis en évidence la ca-
pacité du code a modéliser une hydrolienne en termes de performance et de
sillage. Les courbes de coefficients de puissance et de trainée sont correctement
reproduites dans la partie ascendante, pour des TSR inférieurs a 3. Au-dela, le
décollement de la couche limite qui devrait se produire n’est pas modélisé dans
le code numérique, ce qui conduit a une sur-estimation du coefficient de puis-
sance. La modélisation de I’hydrolienne par un corps épais pourrait permettre
d’estimer le point de décollement et ainsi de modéliser ce dernier en définissant
une deuxieme ligne d’émission particulaire en plus de la ligne d’émission au bord
de fuite. Alternativement, on peut émettre des particules a partir de chaque fa-
cette et résoudre de maniére précise la couche limite sur les pales. D’autre part,
le sillage proche de ’hydrolienne est également reproduit de maniére satisfai-
sante. Néanmoins, celui-ci se dissipe trop rapidement et un modele de turbu-
lence plus complet permettrait sans doute de pallier ce probléeme. Le noyau de
Winckelmans-Leonard (voir les sections 3.3 et 6.1) a également été intégré au
code réécrit et devrait permettre des simulations plus précises pour une discré-
tisation spatiale équivalente. Enfin, la méthode DVM vectorielle pourrait étre
prochainement intégrée au code pour la modélisation du terme de diffusion.

La deuxieme partie du manuscrit avait pour objectif de détailler les différents
aspects de la méthode Vortex. Elle constitue le support théorique et technique
du code qui a été réécrit. Le coeur de la méthode appliquée aux équation d’Eu-
ler pour un fluide parfait incompressible a été présenté dans le chapitre 3. La
désingularisation du noyau de Biot et Savart pour ’expression du champ de vi-
tesse ainsi que pour le terme de déformation y a notamment été décrite. Dans
le chapitre 4, des méthodes communes aux méthodes particulaires ont été ex-
posées, en particulier le remaillage et le traitement des dérivées. Le chapitre 5 a
été consacré a la modélisation de termes de diffusions en méthode Vortex. Deux
approches ont été exposées, a savoir la méthode PSE, qui consiste en une dis-
crétisation de 'opérateur laplacien, et la méthode DVM, qui consiste a traiter le
terme de diffusion sous forme convective. Une étude analytique et numérique
de ces méthodes en une dimension a conduit a la proposition d’une méthode

hybride DVM-PSE tirant parti des avantages de chaque méthode. Par ailleurs,
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une extension de la méthode DVM pour la diffusion d’une quantité vectorielle a
été suggérée et pourrait étre incluse dans le code a court terme. Quelques consi-
dérations techniques sur la prise en compte d’un modele de turbulence de type
LES ont également été évoquées. Enfin, le dernier chapitre est venu clore cette
partie en exposant quelques algorithmes et éléments d’implémentation utilisés
pour rendre le code le plus efficace possible. Il s’agit notamment des algorithmes
Treecode et Linked List, mais aussi de la décomposition de domaine pour la pa-
rallélisation et de la résolution du systeme d’équations linéaires pour la méthode
des singularités. Lefficacité parallele de la méthode a été évaluée avec I'imple-
mentation actuelle et apparait comme satisfaisante. Par ailleurs, les directions
choisies en cours de these se sont portées sur la réécriture du code numérique
plutdt que, par exemple, I’intégration d’'un modele de turbulence plus complet.
C’est la raison pour laquelle certaines parties restent en suspens, notamment
le modele DVM vectoriel et le modele de turbulence dynamique qui n’ont pas
été intégrés dans le nouveau code, mais qui sont néanmoins présentés dans le
manuscrit. Les futurs travaux numériques pourront donc s’appuyer sur cette
deuxiéme partie. Une autre question qui se pose concerne la prise en compte de
la turbulence ambiante, qui apparalt comme un parametre prépondérant dans
le comportement d’hydroliennes dans les essais expérimentaux. A ce sujet, Ras-
mussen et al. [159] ont proposé un modele permettant de prendre en compte
ce parametre dans une méthode Vortex bidimensionnelle a I’aide de particules
et de processus stochastiques de Shinozuka-Deodatis [160, 161]. Lintégration
d’un tel modele sera néanmoins conditionnée par le développement d’une ex-
tension tridimensionnelle, qui devra par ailleurs veiller a ne pas introduire trop
de particules en amont, sous peine d’augmenter considérablement le temps de

calcul des simulations.
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ANNEXE A

Mesures expérimentales

complémentaires

A.1 Hydrolienne seule

A.1.1 Profils dans le sillage

La Figure A.1 présente des profils de vitesse axiale dans le sillage de I’hydro-
lienne pour I, = 3% (Fig. A.1a) et I = 15% (Fig. A.1b).

La Figure A.2 présente des profils de taux de turbulence aval a différentes
distances dans le sillage, pour I, = 3% (Fig. A.2a) et I = 15% (Fig. A.2b).
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FIGURE A.1 - Profils de vitesse axiale avec TSR = 3,67, et pour I, = 3% avec
U, =0,8m-s"! (en haut), et I = 15% avec U =0,83m-s™' (en bas).
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FIGURE A.2 - Profils de taux de turbulence aval avec TSR = 3,67, et pour I |
3% avec U, =0,8m-s~! (en haut), et I, = 15% avec U, = 0,83m-s! (en bas).
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A.1.2 Convergences des mesures LDV

Afin de justifier 'utilisation de T = 100s comme durée de mesure LDV, des
graphes de convergence sont présentés pour neuf points de mesure stratégiques
indiqueés sur la Figure A 3.

Le TSR et la vitesse d’écoulement sont ceux utilisés précédemment dans les
essais présentés, a savoir TSR = 3,67 et U, = 0,8m-s' (pour I, = 3%), ou
U, =0,83m-s! (pour I, = 15%). Plusieurs quantités sont considérées, a sa-
voir la vitesse axiale moyenne #, la vitesse radiale moyenne o, les contraintes
normales de Reynolds o2 et 62, la contrainte de cisaillement u'v' et le taux de

turbulence 1.

P, P, P, | 4
U P, o5 P, R+
U P3 °P6 1)9 R
e}
L, . L]

ﬁx 1.2D 5D 10D
E‘y

FIGURE A.3 - Points de mesure LDV pour les vérifications de convergence.

La Figure A.4 présente les résultats de convergence pour I = 3%. Les quan-
tités moyennes ¢ sont tracées en fonction du temps de mesure ¢. Les graphes
montrent que les moyennes semblent converger suffisamment tot, vers ¢ = 50s.
Ainsi, T = 100s est une durée de mesure (et donc de moyenne) suffisante.

De la méme maniere, la Figure A.5 présente les résultats de convergence pour
I, = 15%. La convergence semble apparaitre légerement plus tard, autour de
¢t = 80s, ce qui confirme néanmoins que T = 100s est une durée de mesure (et

donc de moyenne) suffisante.
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FIGURE A.4 - Convergence de plusieurs quantités moyennées en fonction de la
durée de mesure ¢, avec TSR =3,67, U =0,8m-s ' etI = 3%.
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A.1.3 Résultats de convergence pour les coefficients de puis-

sance et de trainée

Une étude de convergence sur les mesures d’efforts et de moments est égale-
ment présentée pour I = 15%. Le C; moyenné est tracé en fonction de la durée
de mesure sur les Figures A.6 et A.7 pour différentes conditions de U, et de
TSR. De méme, les Figures A.8 et A.9 présentent le C, moyenné. Pour ces deux
coefficients, la convergence semble atteinte dés £ = 50s. Ainsi, T = 1005 est une

durée de mesure (et donc de moyenne) suffisante.
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FIGURE A.6 - Evolution du C; moyenné en fonction de la durée de mesure ¢
pour deux vitesses d’écoulement U = 041m-s'et U, =083m-s ', I =
15% et trois valeurs de TSR.
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FIGURE A.7 - Evolution du C; moyenné en fonction de la durée de mesure ¢
pour TSR = 2,9 et TSR = 5,8, avec I, = 15% et différentes vitesses d’écoule-
ment.
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pour deux vitesses d’écoulement U, = 0,41m-s'et U, =0,83m-s !, I =
15% et trois valeurs de TSR.
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FIGURE A.9 - Evolution du C, moyenné en fonction de la durée de mesure ¢
pour TSR = 2,9 et TSR = 5,8, avec I | = 15% et différentes vitesses d’écoule-
ment.
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A.2 Hydroliennes en interaction

A.2.1 Profils avecI  =3%
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FIGURE A.10 - Profils de vitesse axiale avec TSR*™™ = TSR™ = 3,67, U, =
0,8m s~ !, I = 3% et avec différentes distances inter-hydroliennes, a savoir a* =
4eta* =6.
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FIGURE A.12 - Profils de vitesse axiale avec TSR*™™™ = TSR = 3 67, U, =
0,83m-s~!, I = 15% et avec différentes distances inter-hydroliennes, a savoir

a*=2,a*=4eta* =6.
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ANNEXE A. MESURES EXPERIMENTALES COMPLEMENTAIRES
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FIGURE A.13 - Profils de taux de turbulence aval TSR*™™ = TSR™ = 3,67,
U, =083m-s ', I = 15% et avec différentes distances inter-hydroliennes, a
savoira* =2,a* =4 eta* = 6.

301



ANNEXE B

Quelques identités d’analyse

vectorielle

Dans la suite #, T et @ désignent des champs vectoriels et #, v et w dési-
. — = — — — /

gnent leur norme respective ||, | 7| et |w@|. Les vecteurs X et ) représentent des
points de R?. Par ailleurs, ¢ et ¢ désignent des champs scalaires, et toute autre
. . . R =

lettre minuscule désigne une constante scalaire. En utilisant le symbole nabla V,

& Y
— —> —— —
onnoterot # =V A 4,divii =V -4 et grado = Vo. Par ailleurs, le produit

tensoriel ® est défini en notation indicielle par (¥ ® 7),; = (#);(7); = u;v;.

(B.1) VA (%)cp) -0

—> —> 19
B (VAu)~"wd =(u-N)u — EVW)IZ (découle de (B.6))
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ANNEXE B. QUELQUES IDENTITES D’ANALYSE VECTORIELLE

B.14) |4 A T| = uv

sin (#,7)
BA5) [ AT =u*v* — (7 -0V =(uv—%-F)(uv+4-7)

—

(B.16) L Vo () A 7(%)do(F) = — L o(¥)d0(F)

(Formule de Stokes scalaire)

B1) | (FA7(®) #(F)do() = - L (%) d(%)

(Formule de Stokes vectorielle)
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ANNEXE C

Elements supplémentaires sur la
méthode Vortex

C.1 Ordre d'une fonction de régularisation

On se propose de prouver, en dimension 1 < d < 3, que sous la contrainte

de normalisation (3.30a), si ’on a

L o? !¢ (p)ldp < +0 (C.1)

alors r > 2. §i, de plus, ((p) >0, alors r = 2.

Démonstration. On a
+0o0
| T —c | e it
1 +00
=C< [ o ede+ | p”d*m(p)rdp) €2

avec C = 1;2m;4m pour d = 1;2;3 respectivement. Or, pour tout » <2, on a

L o 1L o)l do < f o1 (p)|do €23)

304



ANNEXE C. ELEMENTS SUPPLEMENTAIRES SUR LA METHODE VORTEX

Dong, si la propriété (C.1) est vérifiée, alors

+00
[ et <+ 4
1
et donc
+0
f o C(p)|dp < +ao (C.5)
1

La fonction ( étant continue sur [0;1], la propriété (3.30c) est vérifiée pour
tout r < 2, quelle que soit la fonction { (positive ou non), dés lors que la pro-
priété (C.1) est vérifiée. On peut aisément étendre cette démonstration a R,

Par ailleurs, si ’on choisit a tel que |a| = 1, c’est-a-dire que tous les index «,
sont nuls sauf un o, qui vaut 1, alors la fonction ¥ — X*((¥X) = x,{(%X) est
impaire suivant x,. Ainsi, pour tout a tel que |a| = 1, la propriété (3.30b) est
verifiée. On en déduit que sous la condition (C.1), r = 2.

Enfin, montrons que si C est positive, on ne peut atteindre ’ordre 3. En ef-
fet, prenons o tel que |o| = 2 et plagons-nous plus précisément dans le cas ou
tous les index a; sont nuls sauf un o, qui vaut 2. La fonction ¥ — xX*{(X) =
x;C(¥) présente alors une parité suivant x;,. La seule possibilité pour que la pro-
priété (3.30b) soit vérifiée sous ces conditions est que I'intégrale de x;{(%) san-
nule a la fois pour x, < 0 et pour x, = 0, ce qui implique que { ne soit pas de
signe constant. C.Q.ED.

C.2 Le terme de déformation

On cherche a expliciter les expressions du terme de déformation singulier et

désingularisé.
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ANNEXE C. ELEMENTS SUPPLEMENTAIRES SUR LA METHODE VORTEX

C.2.1 Formes singuliéres
Dérivées partielles du noyau singulier
La dérivée partielle du noyau singulier 0,K s’écrit :

L1z | [RP0,% — FO,[E
0.K(F) = 0— = (C.6)

l A EP 4 7

Or 0,X = ¢, le i-eme vecteur de la base canonique de R?. Par ailleurs, on a
0;|X> = 3|X]20,| <], et, d’apres Iidentité (B.3), 0,|X| = x;/|X]|. Il en découle

que ;| X = 3x,| | et finalement

4n H

Z = 1 X, g
0;K (%) [3l7lsx - 93] (C.7)

Premieére formulation

D’apres Pexpression (3.42), la premiére formulation s’écrit

S@) = [ (w@KE-7)) n8(F)d7 C8)

d’ou le résultat (3.47).

Deuxiéme formulation

D’apres Pexpression (3.46), la deuxiéme formulation est telle que

5,(7) = [ (0KF-7))- @) A 3() &7 c1)
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ANNEXE C. ELEMENTS SUPPLEMENTAIRES SUR LA METHODE VORTEX

. . . = .
En injectant ’expression de 0, K, on obtient

s.(Y):if 30 7 I (@) AB(F) 4T (C.12)
! 4m xP %P

d’ou le résultat (3.48).

C.2.2 Formes désingularisées
Dérivées partielles du noyau désingularisé

. . . = . . . .
On s’intéresse a la dérivee partielle de K_ suivant la z-éme direction x;, notée
= .
0,;K.. On a, d’apres la relation (3.29) :

615(7)%] . '[qE(Y)]_qE(Y) _

l L = 0% (C.14)

0K (F) =0, [—
H

avec 0;X = ¢;. Par ailleurs, on a

21 1 [a(Fe] [ (FN\][d (a0
P KESa B b VA2 B P i B C.
’[w] 8“[|7/sl3] H)”d()]w( )

Puis en utilisant I'identité vectorielle (B.3) ainsi que la relation (3.23), il vient

_14 ~ [l <C(r)—3q(:) ] (C.16)
r=%x/c

~ [c(m/s) —383%] (C.17)
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ANNEXE C. ELEMENTS SUPPLEMENTAIRES SUR LA METHODE VORTEX

Enfin, puisque {(|X|/c) = &’(_(X) et ¢(|X]/e) = g.(X), on obtient

e

| X

et donc, finalement,

~

VK (F) = (5 (F) T - ("'ﬁ')) g c.19

Premiére formulation

D’apres I’expression (3.51), la premiére formulation s’écrit
S.(7) = | (@) aKF 7)) A 8(7)d7 (€.20)

En injectant I’expression de 0, K)E développée plus haut, il vient

o, (%) 0K (F = 7) = |, (F)0K.(F)|__ (C.21)
T=X-—7y
= | %(7) ((x)-7) 7 - 7P w(x)]
F=xX-7
(C.22)
d’ou le résultat (3.53).
Deuxiéme formulation
D’apres Iexpression (3.52), la deuxiéme formulation est telle que
S.,(7) = [ (0KF - 7)) - (B(7) 2 () d7 c23)
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ANNEXE C. ELEMENTS SUPPLEMENTAIRES SUR LA METHODE VORTEX

. . . =
En injectant 'expression de 0,K , ona

S, (%) = ﬁx] IRFE-FNE-T) BF) A B(3))
_ ‘T;x__%}) e (B(7) AB(X)dy (C24)

d’ou le résultat (3.54).

C.3 Méthode DVM vectorielle

On rappelle ’expression de A :

0w
A =v—2L C.26
ij V@xi (C.26)

On cherche a exprimer la quantité suivante :

W, W

P77
By = Ay~ Ay (C.27)

en fonction du vecteur unitaire local € colinéaire a &3 pris au point X :

—

R (C.28)

P e, (C.29)
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ANNEXE C. ELEMENTS SUPPLEMENTAIRES SUR LA METHODE VORTEX

d’ou
dw, OJw,
B,j=v——v e,e; (C.30)
0x; 0x;
. . . 0w .. .
On s’intéresse plus particulicrement au terme —-"e,e;. On utilise les égalités

suivantes, qui découlent les unes des autres :

o, = [le, ©31)
epep=|?]=1 (C.32)
w,e, = [dle,e, =[c (C.33)
,e = |Sle,e; =wie, (C.34)
On obtient alors
0w d(w,e,e;) dleye;)
e.e. = —
ox; 77 ox; P ox,
d(w;e,e,) - de; - 8&
B ox “re ox; “r ox;
0w ; oe. oe
] — ] P
=——|O|— —w.e,— C.35
ox; | ox; 7 7ox, (C.35)
e, 1d(e,e,)
Oronae,— =——2%" _ et donc
P ox; 2 0Ox;
6wp 503]- . 36]- C36
—e e = — — || — .
ox; 7 ox; |8xl- (©36)
Finalement,
B é‘wj 6wp &e]» c
L =y—— —y—"p e =vy|Q|— 37
& 0x; ox; 7 | |8 ( )

[

310



ANNEXE D

Calcul des moments d’'un noyau

gaussien

D.1 Modeles de noyaux gaussiens

D.1.1 Noyaux a symétrie radiale

Soit le modéle de noyau gaussien de R? suivant :

P (F) = = (EY]X2]) s D.1)

C’est un noyau a symétrie radiale, que ’'on notera par la suite 7™, qui possede

par conséquent la propriété suivante :
VX eRY, 7¥™(=%)=n""(%) (D.2)

En injectant cette expression dans la définition du moment d’ordre a, on obtient

’expression de M, pour ce noyau :

MY™ = —7 (Z Y|y 2’) e P dy (D.3)
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ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

La propriété de symétrie radiale implique que si @ possede au moins un indice a,
impair, alors M?™ est nul.

Cette derniére propriété est tres utile lorsque 'on souhaite construire des
noyaux pour des opérateurs de degré pair, comme c’est le cas pour I'interpola-
tion ou bien 'opérateur laplacien. En effet, on doit alors annuler tous les mo-
ments de ce type, c’est-a-dire ceux qui possedent au moins un indice impair.
En revanche, un tel modéle ne peut pas convenir pour un opérateur tel que le
gradient, de degré impair, pour lequel on doit conserver certains moments d’in-

dice(s) impair(s).

D.1.2 Noyaux impairs suivant une direction

On définit alors un modele pour lequel ces moments impairs ne s’annulent

pas nécessairement. Soit le modele suivant :

o X 7 A

impaire (= _ Tk |27 1k

T E) = Z;)ij| e D.4)
=

Il s’agit d’un noyau impair suivant la direction k, c’est-a-dire :
— — d i ir,k (= i ir,k (=
Vx,y eR® tels que y, = —x,, 7"PUOE(Y) = —nmPUNE(X) D.5)
En revanche, ce noyau reste pair suivant les autres directions, ainsi :

VX e Rd, nimpair,k (_7) _ _nimpair,/e (7) <D6)

D.2 Fonctions spéciales

D.2.1 La fonction gamma

La fonction gamma, notée I', est définie pour tout complexe x tel que Re(x) >

0 par
+00
[(x)= f t* e tde D.7)
0
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ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

Elle possede la propriété suivante :

I(x+1)=xI"(x) (D.8)
Puisque I'(1) = 1, on en déduit que

VneN,I'(n +1) =n! D.9)
On donne également ici la valeur prise en 1/2 :

I(1/2) =v/m (D.10)

Ainsi, on peut facilement calculer les valeurs prises par la fonction gamma pour

tous les entiers et demi-entiers. De plus, on a I’expression explicite suivante :

(2n)!

27!

VneN,I'(n+1/2) = VT (D.11)

D.2.2 La fonction béta

La fonction béta, notée B, est définie pour tous complexes x et y tels que

Re(x) > 0et Re(y) > O par

/2
B(x,y) = ZJ sin” ' B cos? 1 6d6 (D.12)
0
Cette fonction est symétrique, et est liée a la fonction gamma par la relation
sulvante :
I(x)C(y)
B(x,y) = ——— 13
(xy) = T ety (D.13)

D.3 Expressions des moments gaussiens

Dans cette partie, on s’intéresse principalement aux moments du noyau gaus-
sien a symétrie radiale n™™. Afin d’alléger I’écriture, on note donc simplement

M, au lieu de M?™ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite.
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ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

D.3.1 Moments 1D

En une dimension, a € N et le moment M, s’écrit :

Yo om
M, \FJ y ZY, Yo dy (D.14)

Comme mentionné plus haut, le noyau étant & symétrie radiale, c’est-a-dire pair
en une dimension, M s’annule si a est impair. En revanche, si o est pair, la parité

du moment est conservée et on a :
vo T _
M, \FJ y Zyjy]e  dy, Va e N pair D.15)
En effectuant le changement de variables ¢ = y2, on obtient
- - _
TZ f Te=*dt, VoeN pair (D.16)
ce qui peut s’écrire, avec 1’aide de la fonction gamma,

M \FZY] (2+7) apair D7)

0 sinon.

D.3.2 Moments 2D

En deux dimensions, on réécrit I’équation (D.3) en coordonnées polaires :

+00 M2m m .
_f J rr®cos Or%sin®6 [ 3y, |e 7 dBdr (D.18)
o Jo j=0

— 1], D.19)
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ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

avec
27
[, = J cos™ Bsin*2 6d6 (D.20)
0
et
oo m o,
I :J Sy, et a2ie=rig, (D.21)

On peut décomposer I, par intervalles de longueur 1t/2 et ainsi obtenir

/2 T
I, = f cos™ 0sin*20d0 + J cos™ 0sin*2 0d0
0 /2
3n/2 27
+ J cos* Bsin*2 6d6 + f cos* Bsin®26d6  (D.22)
‘rr. 3n/2

et grace aux changements de variables appropriés :

/2 /2
I, = J cos* Bsin* 6d6 + J (—1)*1sin* B cos™ 6d6
0 0
/2

/2
- J (—1)%(—1)%cos™ Osin* 6d6 + J (—1)%sin* 6 cos™2 6dO
0 0
D.23)

On voit bien grace a cette derniére expression que I, = Osi a, et a, sont de parités

différentes. Par ailleurs, si a, et a, sont impairs,

/2 /2
I, = ZJ cos™ Bsin* 6d6 — ZJ sin* 6 cos™ 6d6 (D.24)
0 0
o +1 a,+1 o +1 o +1
:B( , )—B( , ):o ©.25)
2 2 2 2

315



ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

Enfin, si a, et a, sont pairs,

/2 /2
I, = 2f cos™ Bsin™ 6d6 + ZJ sin® § cos™ 6d6 (D.26)
0 0
r o +1 o, +1
B(al—I—l a2+1) 5 2 2 D.27)
- 27 2 ) <| N ) '
—+1
2
On vérifie donc bien que I, # 0 si et seulement si o, et a, sont pairs.
D’autre part, calculons 1, :
m_ r+oo ) 5
L=y f g et g (D.28)
j=0+°

2

Par le changement de variable p = 7, on obtient :

ecl+oc2+2/

1 m
—52\(/ I e “Pdp = - Z\{] —+1+] D.29)
j=0

Ainsi, ’expression de M pour le noyau gaussien a symétrie radiale en deux di-

mensions est :
a;+1 a,+1
()T () .

0 sinon.

+1+ o, et a, pairs
ZOY] ( ]) 1 2 P (D.30)

D.3.3 Moments 3D

En trois dimensions, on réécrit ’équation (D.3) en coordonnées sphériques :

1
M, = Wjdzb D.31)
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ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

avec

J1211: 202 (D.32)

0 sinon.

1yt :
2B <a1+ i) a, et o, pairs

], = Lﬂ sin*179%2) § cos® 6dO (D.33)

g

= Jz sin!*417%) § cos™ HdH + Jz (—1)% cosI 1% Gsin® 6O (D.34)
0

0

oy +a o3+1 .
B(sz—i-l, > ) o pair

= (D.35)

0 sinon.
J3 _ Z Y] f a|+2+2]) —r? dr (D36)
= ‘Zw f B4 erdp (D.37)

:—ZY] <—+ +]> (D.38)

Finalement, I’expression de M, pour le noyau gaussien a symétrie radiale en trois

dimensions est :

ZY]F<|°‘|+ +]> 0y, Ay, Oy PALLS

0 sinon.

(D.39)
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ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

D.3.4 Expression générale

Finalement, en dimension d € {1,2,3}, on peut en déduire I’expression géné-

rale suivante :

d (a1
: Rr(i)iyf(i—l—é—i-j) siVk =1,...,d, a;, pair
M, =< d/zl“(l%‘—i—%)fzoj 2 "2 e @ U (D.40)

a 0

0 sinon.

\

D.3.5 Propriétés

On rappelle la propriété qui découle directement de la symétrie radiale du

noyau n¥™ :

MY =0 siJo, impair, k=1,...,d (D.41)
ce qui implique également

MY =0 si|of impair (D.42)

Par ailleurs, I’expression générale (D.40) permet de montrer directement que si
deux indices o, et a; de a sont égaux, alors on a
Miyf;g =Miy+“;€, VeeN,Vi,j=1,...,d (D.43)
En d’autres termes, le moment ne dépend pas de 'ordre des indices de a. Quel
que soit o’ résultant d’une permutation des indices de o, on a M, = M ,. Ainsi
pour d =2 ou 3, les d multi-indices o mettant en jeu les mémes indices donnent
le méme moment. Pour imposer d conditions non nulles, comme c’est le cas
pour le laplacien ou 'opérateur de diffusion (section 5.2), on peut donc ne véri-
fier qu’une seule condition.
En ce qui concerne les conditions de nullité, le nombre de moments a évaluer

est également réduit. En effet, les fonctions gamma étant non nulles, on a, pour
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ANNEXE D. CALCUL DES MOMENTS D’UN NOYAU GAUSSIEN

tout a d’indices pairs :

M :O:)i I M+i+' =0 (D.44)
a j:OY] 2 2 J *

ce qui ne dépend que de |, d et m étant donnés. Ainsi, on ne vérifie qu'une
seule condition de nullité pour chaque valeur de |o].

Ce sont ces propriétés qui impliquent que, pour les opérateurs considérés
(laplacien et opérateur de diffusion, cf. section 5.2), seules 7 /2 conditions sont a
vérifier pour obtenir un noyau d’ordre », d’ou m = r /2 — 1.

Enfin, en ce qui concerne les noyaux impairs, il suffit de remarque que

Mk — MY Y, Ve =1,...,d (D.45)

ate

afin de pouvoir utiliser la formule générale (D.40) et exploiter les propriétés af-

térentes.

319



ANNEXE E

Expression des noyaux gaussiens
pour différents opérateurs

E.1 Noyaux d’interpolation

E.1.1 Noyaux 1D

En utilisant (D.40) et (4.70) en 1D, les conditions sur les moments pour un

noyau d’ordre r = 2(m + 1) deviennent :

{ ;‘n:onF E%—H) =V (E.1)

oYl §+i+f>=0, Vi<i<m

Les coefficients y = (Yq,.-,Y,,) sont obtenus par résolution du systeme Ay = b
avec A;; =T <%+i+j> et b = \/nd,;, pour i,j =0,...,m. Le Listing E.1
montre un exemple de code, utilisant la syntaxe du logiciel de calcul formel

Maxima !, permettant de générer et de résoudre ce systéme. Les noyaux gaus-

1. http://maxima.sourceforge.net/
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ANNEXE E. EXPRESSION DES NOYAUX GAUSSIENS POUR DIFFERENTS
OPERATEURS

kernel_1d_interp (n) = |

A: genmatrix (lambda([i,j], gamma (1/2+(j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix(lambda([i, j], sqrt (%pi)+kron_delta(i,1)), n, 1),
invert (2) .b

)$

for i: 1 thru 5 do(
print ("ordre”, 2%i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_1d_interp(i)))

o) S

Listing E.1 - Code Maxima pour le calcul des coefficients v, du noyau Gaussien
pour l'interpolation 1D

siens pour 'interpolation 1D s’écrivent alors :

1, ordre 2,
| G
n®D(7) = — ) <% _ %‘7|2 + %|§"4> ’ ordre 6,
<§*3_;|7|2+§|7|4*%|7|6 , ordre 8,
k (%_% 7‘2_1_?_3‘7‘4_%]7\64-%]7]8), ordre 10.

(E.2)

E.1.2 Noyaux 2D

En utilisant (D.40) et (4.70) en 2D, les conditions sur les moments pour un

noyau d’ordre r = 2(m + 1) deviennent :

ST j) =y

3
Z?:oyjr(l—i-i—i-j)zo, Vi<i<m E3)

Les coefficients y = (Yo, ..., Y,,) sont obtenus par résolution du systeme Ay = b
avec A;; =T'(1+i+j)et b =3,,pouri,j=0,...,m. Le Listing E.2 montre

un exemple de code, utilisant la syntaxe de Maxima, permettant de générer et
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kernel_2d_interp (n) =
A: genmatrix(lambda([i, j], gamma(1l+ (j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix(lambda([i, j], kron_delta(i,1l)), n, 1),
invert (A) .b

50) S

for i: 1 thru 5 do(
print ("ordre”, 2%1i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_2d_interp(i)))

0|)$

Listing E.2 - Code Maxima pour le calcul des coefficients v, du noyau Gaussien
pour P'interpolation 2D

de résoudre ce systeme. Les noyaux gaussiens pour 'interpolation 2D s’écrivent

alors :
1, ordre 2,
I (2 ) ordre 4,
2P (%) { (3 3IX1F+ 1\7|4), ordre 6, (E.4)
NG
(4 6| %2 + 2| Z|* — 1|7|6), ordre 8,
(5_10\x|2+5\x\4 517\%%17\8), ordre 10.

E.1.3 Noyaux 3D

En utilisant (D.40) et (4.70) en 3D, les conditions sur les moments pour un

noyau d’ordre r = 2(m + 1) deviennent :

3 V'
on]T )= s
Les coefficients y = (yg,...,Y,,) sont obtenus par résolution du systéeme Ay = b

avec Al-]- = F<%+i+j> et b = 481‘,0 pour z,7 = 0O,...,m. Le Listing E.3
montre un exemple de code, utilisant la syntaxe de Maxima, permettant de gé-

/4 4 \ . 5 .
nérer et de résoudre ce systeme. Les noyaux gaussiens pour I'interpolation 3D
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kernel_3d_interp (n) = |
A: genmatrix (lambda([i, j], gamma(3/2+(j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix(lambda ([i, j], sqrt(%pi)/2+«kron_delta(i,1l)), n, 1),
invert (2) .b

)$

for i: 1 thru 5 do(
print ("ordre”, 2%i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_3d_interp(i)))

o) S

Listing E.3 - Code Maxima pour le calcul des coefficients y; du noyau Gaussien
pour l'interpolation 3D

s’écrivent alors :

1, ordre 2,
e (% _ |7’2> , ordre 4,
PO (F) = ! <%_%|7|z+ 7P, ordre 6,
T (g_%‘7|z+%|7‘4_%|76>, ordre 8,
k (%_%WWZ""?‘Y“‘_% 7‘64_2_1“]7]8), ordre 10.
(E.6)

E.2 Dérivées premieres

E.2.1 Noyaux 1D

On s’intéresse a I'opérateur D' = d/0x en 1D. En utilisant (4.46), ainsi que
la propriété (D.45), les conditions sur les moments pour un noyau d’ordre r =

2(m + 1) deviennent :

MI™PA = 1 /g MI™ = —1/e
ilmpair had gym (E7)
M, " =0, l<k<r M™ =0, 2<k<r+1
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50) S

0|)$

kernel_1d_grad(n) := (
A: genmatrix(lambda([i, j], gamma(3/2+(j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix (lambda([i, j], —-sqgrt (%pi)+kron_delta(i,1)), n, 1),
invert (A) .b

for i: 1 thru 5 do(
print ("ordre”, 2%1i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_1d_grad(i)))

Listing E.4 - Code Maxima pour le calcul des coefficients v, du noyau Gaussien
pour la dérivée premiere 1D

C’est-a-dire, grace a ’expression générale (D.40) pour les moments de noyaux a

symétrie radiale,

m V'
2o\t +1) - E8)

]oY]F ;‘H"‘]) Vi<i<m
Les coefficients y = (yg,...,Y,,) sont obtenus par résolution du systéeme Ay = b
avec Aij =T (% +1 "’]'> et b = __81 opouri,7 =0,...,m. Le facteur % peut

étre ignoré dans la résolution, puis étre appliqué au noyau ainsi obtenu. Le Lis-
ting E.4 montre un exemple de code, utilisant la syntaxe de Maxima, permettant
de générer et de résoudre ce systéme. Les noyaux gaussiens pour la dérivée pre-

miere 1D s’écrivent alors :

( 2), ordre 2,
( 54 2| %P ) ordre 4,
xle_m
n(1),1D(7) _ ( 21 7)% ‘2 ’7’4> , ordre 6,
ey/ T
(_@+63‘7‘2_%’7‘4+%|7’6>’ ordre 8,
( 155 | &|?|z_2|7|4+£’7|6_1_12|7‘8>, ordre 10.

(E.9)
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E.2.2 Noyaux 2D

On s’intéresse a la premiére composante de 'opérateur gradient en 2D, c’est
a dire 'opérateur DY = 9/0x,. En utilisant (4.48), ainsi que la propriété (D.45),

les conditions sur les moments pour un noyau d’ordre » = 2(m +1) deviennent :

impair,1
Mg =1/
Mimeanl =0, Vo# (1,0); 1< o <7

Sym _
o) Moo =1k (E.10)
MY™ =0, Va#(2,0);2<[a<r+1

c’est-a-dire, grace a ’expression générale (D.40) pour les moments de noyaux a

, . i
symétrie radiale,

Z;n:oY/r(erf):—% E.11)
Z;":OY]T(ZJr t+7)=0, Vi<i<m
Les coefficients y = (Yg,-.-,Y,,) sont obtenus par résolution du systeme Ay = b
avec A;; =T (2+i+j) et b = —23,, pour i,j = 0,...,m. Le Listing E.5
montre un exemple de code, utilisant la syntaxe de Maxima, permettant de géné-
rer et de résoudre ce systéme. Les noyaux gaussiens pour la premiére composante

du gradient 2D s’écrivent alors :

(—2), ordre 2,
- (—6+2|XP), ordre 4,
xe "
(102D 3y = 71 (124 81X~ |F]H), ordre 6,

sy/m

(—20 +20[ZP — 5| %] + §|716) : ordre 8,
k (-30+4o;7|2—1517\4+2|716—%|7|8), ordre 10.
(E.12)
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kernel_2d_grad(n) := (
A: genmatrix(lambda([i, j], gamma (2+ (j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix (lambda([i, j], —-2+«kron_delta(i,1l)), n, 1),
invert (A) .b

50) S

for i: 1 thru 5 do(
print ("ordre”, 2%1i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_2d_grad(i)))

0|)$

Listing E.5 - Code Maxima pour le calcul des coefficients v, du noyau Gaussien
pour la premiére composante du gradient 2D

E.2.3 Noyaux 3D

On s’intéresse a la premiére composante de I’opérateur gradient en 3D, c’est a

1,0,0

dire opérateur D(%% = 0/0x,. En utilisant (4.49), ainsi que la propriété (D.45),

les conditions sur les moments pour un noyau d’ordre » = 2(m +1) deviennent :

Mimpair,l o 1/8

(100 —
M;rnpalr,l — O, Vo #£ (1,0,0)’ 1< ’Q| <7r
MY = —1/e

(2,00) (E.13)
M¥™ =0, Va#(2,0,0);2<of<r+1

C’est-a-dire, grace a ’expression générale (D.40) pour les moments de noyaux a

symétrie radiale,

B

Syl (3+7) = -2

2 2
S : (E.14)
Z/:OY]T %+z+]>= ;

Vi<i<m

Les coefficients y = (yg,...,Y,,) sont obtenus par résolution du systeme Ay = b
avec A;; =T <% +1 —|—j> et b = —%Bi,o pour z,7 = 0,...,m. Le Listing E.6
montre un exemple de code, utilisant la syntaxe de Maxima, permettant de géné-

rer et de résoudre ce systéme. Les noyaux gaussiens pour la premiére composante
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kernel_3d_grad(n) := (
A: genmatrix (lambda([i, j], gamma(5/2+(j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix(lambda ([i, j], —-3*sqrt(%pi)/2+kron_delta(i,1)), n,
1),
invert (2) .b

500 S

for i: 1 thru 5 do(
print ("ordre”, 2xi),
print ("gamma = ", transpose (kernel_3d_grad(i)))

o) S

Listing E.6 - Code Maxima pour le calcul des coefficients y; du noyau Gaussien
pour la premiére composante du gradient 3D

du gradient 3D s’écrivent alors :

( 2), ordre 2,

. (=7 +2|F]), ordre 4,
x.e '

n(l,o,o),sD(?) _ ﬁ ) < 2 49|% |2 — 1‘ X | ) ordre 6,
23/

<_ﬂ+99| %|x|4+%\7|6>, ordre 8,

( 3003 429| 2 13_3|7|4 n %|7|6 — %|7|8> , ordre 10.
(E.15)

E.3 Opérateur laplacien

E.3.1 Noyaux 1D

En utilisant (D.40), les conditions sur les moments pour un noyau d’ordre

r =2(m + 1) deviennent :

m oy T2+ 2/
oY, J) > | E.16

]oY]r +z+]) Vi<i<m
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kernel_1d_lap(n) := (
A: genmatrix(lambda([i, j], gamma(3/2+(j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix(lambda([i, j], 2+sqrt (%pi)xkron_delta(i,1)), n, 1),
invert (A) .b

50) S

for i: 1 thru 5 do (
print ("ordre”, 2%1i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_1d_lap(i)))

0|)$

Listing E.7 - Code Maxima pour le calcul des coefficients y; du noyau Gaussien
pour I’approximation du laplacien 1D

Les coefficients y = (yg,..-,Y,,) sont obtenus par résolution du systeme Ay = b
avec A, =T <% +1 +]) et b = 25@81‘,0 pour i,7 =0,...,m et ou & désigne ici
le symbole de Kronecker. Le facteur 812 peut étre ignoré dans la résolution, puis
étre appliqué au noyau ainsi obtenu. Le Listing E.7 montre un exemple de code,
utilisant la syntaxe de Maxima, permettant de générer et de résoudre ce systéme.

Les noyaux gaussiens pour I’approximation du laplacien 1D s’écrivent alors :

(4, ordre 2,
e~ I%P (10— 4|x)%), ordre 4,
nlap,m(Y) - — 32—5 — 14|X)* + 2|X[Y), ordre 6,
e7y/T 1%_% 7’2+9|7|4_§|7|6 , ordre 8,
k %_%’7‘24_%’7‘4_13_1’7’64_%‘?]8), ordre 10.
(E.17)

E.3.2 Noyaux 2D

En utilisant (D.40) et (4.52), les conditions sur les moments pour un noyau

d’ordre r = 2(m + 1) deviennent :

Z]:oY]r(2+]) = i2

m N . (E.18)
ol @2+i+7)=0, Vi<i<m
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kernel_2d_lap(n) := (
A: genmatrix(lambda([i, j], gamma (2+(j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix(lambda([i, j], 4+kron_delta(i,1l)), n, 1),
invert (2) .b

)$

for i: 1 thru 5 do (
print ("ordre”, 2%i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_2d_lap(i)))

o) S

Listing E.8 - Code Maxima pour le calcul des coefficients y; du noyau Gaussien
pour I’approximation du laplacien 2D

Les coefficients y = (Yg,---,Y,,) sont obtenus par résolution du systeme Ay = b
avec A, =I'(2+i+j)etdh= ;1281‘,0 pourz,7 =0,...,m. Le Listing E.8 montre
un exemple de code, utilisant la syntaxe de Maxima, permettant de générer et
de résoudre ce systeme. Les noyaux gaussiens pour ’approximation du laplacien

2D s’écrivent alors :

(4, ordre 2,
Pt (12—4[%P), ordre 4,
20(F) = ——— (24 —16|X)* + 2| X%, ordre 6,
T | (40— 40lF 2+ 107 - ), ordre 8,
60 — 80| %|? + 30| |* — 4| X[ + §|7|8> , ordre 10.
(E.19)

E.3.3 Noyaux 3D

En utilisant (D.40) et (4.53), les conditions sur les moments pour un noyau

d’ordre r = 2(m + 1) deviennent :

m . 3vm
2\ %+7>: ::ZF

: (E.20)
2T §+i+1> =0, Vi<i<m
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kernel_3d_lap(n) := (
A: genmatrix(lambda([i, j], gamma(5/2+(j-1)+(i-1))), n, n),
b: genmatrix (lambda([i, j], 3*sqrt(%pi)xkron_delta(i,1)), n, 1),
invert (A) .b

50) S

for i: 1 thru 5 do (
print ("ordre”, 2%1i),
print ("gamma = ", transpose (kernel_3d_lap(i)))

0|)$

Listing E.9 - Code Maxima pour le calcul des coefficients y; du noyau Gaussien
pour I’approximation du laplacien 3D

Les coefficients y = (yg,..-,Y,,) sont obtenus par résolution du systeme Ay = b
5 . . 3./m .o .o

avec Al-]- = F<5 +1 +]> et b = :—ZFSZ-’O pour 7,7 = 0,...,m. Le Listing E.9

montre un exemple de code, utilisant la syntaxe de Maxima, permettant de gé-

nérer et de résoudre ce systéme. Les noyaux gaussiens pour I"approximation du

laplacien 3D s’écrivent alors :

4, ordre 2,
o (14 — 4\ %), ordre 4,
e X
nlap,3D(7) _ 7 { 673 —18]x ’2 + 2| X | ) ordre 6,
e?m
2

%—%|xrz+11|x|4 ), ordre 8,
3003 429 L Bgze 4 1158
_Z_T T|x] —?|x| —|—g|x|>, ordre 10.

(E.21)

Remarque La propriété (D.45) fait apparaitre un lien entre les conditions sur
les moments pour le laplacien et celles pour le gradient. En effet, les conditions
de nullité sont les mémes, et la condition non nulle du gradient est la méme que

celle du laplacien & un facteur —1/2 pres. Ainsi, on a le lien suivant entre les
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noyaux de gradient et de laplacien :

. 2Y(X)
_qlap( X ) _ (E.ZZ)
X
ou (1) représente (1), (1,0) et (1,0,0) en une, deux et trois dimensions respecti-

vement.

E.4 Noyaux gaussiens tronqués

Pour des raisons algorithmiques (voir la section 6.3), il peut étre intéressant
d’avoir recours a des noyaux trongués, c’est-a-dire rendus a support compact tout
en conservant les propriétés sur les moments. Ces noyaux sont couramment
utilisés en SPH [98, 139]. On définit le modele de noyau gaussien, tronqué au

rayon de coupure 3_, par :

1 m
- 1] (e 1FP — o= si|xX] <3,
n(X) =< n?? (EOY” | ) ( ) = (E.23)

0 sinon.

E.4.1 Expression des moments

L’expression des moments s’obtient de la méme maniere que pour les noyaux
\ crc 5 ’ \ ’ ’
complets, a la différence que I'intégrale par rapport a » en coordonnées sphé-

riques ne peut pas s’écrire a I’aide de la fonction Gamma. On a ainsi :

]Z:onISC siVk =1,...,d, a, pair (E.24)

0 sinon,

: 2 2
avec [y = S?C plal+2j+d—1 (e’r — e_b\c) dr.
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E.4.2 Expressions des noyaux en 3D

Les expressions des noyaux tronqués étant lourdes pour les ordres élevés,

on ne donne ici que les expressions a I'ordre 2 en trois dimensions. Le noyau

d’interpolation s’écrit :

1 e |TF g% 1< B
03D _ ) ¥ arf(S§ ) — —2-8 (232 -2 st [ ] < ©
" = er ( c) m C(Z c +3)€ ¢ (E25)
0 sinon.
Le noyau laplacien s’écrit :
1 (e o)
lap3D _ 32 > ” ; — S %] <3, ”
N =4 R erf(3) — 2= 8.(487 + 1087 + 15)e (E.26)

0 sinon.

Le noyau correspondant au gradient s’obtient a I’aide de la relation (E.22). La re-
présentation graphique du noyau d’interpolation gaussien 3D, complet et tron-

qué, ainsi que du carré de leur différence est tracée en Figure E.1.

1

le-06

0.1

1e-08

0.01
0.001 T
) / <. le-10

0.0001

/ \ 2z
1e-05 S E1e12

Kl
S
1e-06
le-14

1e-07 1
— Carré de la différence
le-16 - -

| |
-3 2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

(a) Noyaux (b) Carré de la différence

(PP

— 1% complet
— 1% tronqué, 8, =3

Te-08
4

FIGURE E.1 - Représentation graphique du noyau d’interpolation gaussien 3D,
complet et tronqué, et du carré de leur différence.
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Développements analytiques sur

DVM en une dimension

Dans cette annexe, on développe dans un premier temps comment obte-
nir une expression analytique du noyau d’interpolation gaussien d’ordre donné,
et on en déduit expression analytique de sa transformée de Fourier. Dans un
deuxiéme temps, on utilise ce résultat afin d’exprimer analytiquement I’erreur
commise par |’approximation particulaire continue sur le cas de la diffusion

d’une distribution gaussienne, introduit dans la section 5.4.2.

F.1 Expression explicite du noyau gaussien

Le but de cette section est de déterminer les expressions analytiques du noyau
gaussien unidimensionnel C_ et de sa transformée de Fourier, pour n’importe
quel ordre d’approximation. Lapproche est inspirée de la méthode RKPM (Re-
producing Kernel Particle Method, voir par exemple [107, 108]). Il convient de
noter que les développements qui suivent ne sont valables que pour un noyau
gaussien unidimensionnel, et visent a fournir des expressions qui soient expli-
cites et plus simples que les relations de récurrence générales proposées dans la

littérature.
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F.1.1 Quelques propriétés de la transformée de Fourier
Pour simplifier la suite des développements, on expose succinctement quelques

propriétés de la transformée de Fourier.

Convention

On rappelle tout d’abord la convention utilisée pour la paire transformée et

transformée inverse de Fourier :

fk) = ff<x>e””dx E.1)
1 ~ )
Fx) = 5= [ F ke de £2)
Convolution

Concernant le produit de convolution dans le domaine physique et le do-

maine de Fourier, on a la paire de relations suivante :

F(fgl=f¢ (F.3)
1.
Tf-el=52/+8 (F.4)
Dérivation

Enfin, concernant la dérivation, on a la paire suivante :

L d

T [x7f ()] (k) = " 2= (k) ©3)
d .

7 [ dxnf(x)] (k) = (k)" (k) ®.6)

Transformée de Fourier d'une gaussienne

Soit la fonction gaussienne suivante :

flx)=e* a>0. (F.7)
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Sa transformée de Fourier a pour expression

fk) = \Ee—kz/““ (F.8)

F.1.2 Polynémes d’Hermite

Soit H  le #-¢me polyndme d’Hermite, de degré 7, n > 0. H_ est classique-

ment défini par la relation suivante :

s
e =(-1)"e"H,((x), VYn=0. (F.9)
dx”

Ces polyndmes possedent une expression analytique, qui est séparée suivant la

parité de 7 :

n —1)*°?
H, (x) = (2n)! gm(zxw, Vn = 0. (F.10a)

(=7

2p+1

H x)=(2n !
2n+1( ) ( +1) []Z:O(zp

F.1.3 Polynémes d’Hermite généralisés

Les polyndomes d’Hermite peuvent aisément étre généralisés a des fonctions
gaussiennes avec un parametre de mise a I’échelle a > 0. Soit H(x,) le n-eme
polyndme d’Hermite généralisé dépendant du paramétre a, défini par la rela-
tion :

dn 2 2
—5¢ " = (F1)e T H (x,a), Y0 >0,¥a>0. (F.11)
X

Les polynomes d’Hermite généralisés sont reliés aux polyndmes d’Hermite par

la relation suivante :

H*(x,a) =a"*H,(Vax), VYn>=0,Va>0. (F.12)
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F.1.4 Combinaison linéaire hermitienne

On note (. le noyau d’interpolation d’ordre » = 2(m + 1), ou ¢ est le
parametre de régularisation, issu de la fonction { , (cf. équation (5.55)). Puisque
le noyau ¢, . peut facilement étre déduit de ¢, dont I’expression est bien plus
simple, les développements ci-apres seront realisés sur (et . On part de la

fonction d’ordre 2, notée {, et définie par :

Colx) = —=e™". (F.13)

En utilisant la propriété (F.8), on en déduit que

A

(k) = e F/H, (F.14)

Lafonction C, d’ordre 7 est construite a partir du modele gaussien suivant [109] :

—x2?

Cn(x) = eﬁiyi’”]xz”. (F.15)

ou les coefficients Yi’”] sont liés & 'ordre (et donc a m) et déterminés par les
2
—X

conditions sur les moments. Cela signifie que C , est le produit de — avec un
T

polynome pair (c’est-a-dire avec uniquement des puissances paires) de degré 2.
, .. : .

Les développements qui suivent reposent sur le fait que { = peut s’écrire comme

une combinaison linéaire des 7 + 1 premieres dérivées de {,, (y compris la 0-¢me

dérivée) :

m

() = ¢, 07 (x). (F.16)

n=0

En effet, les Cézn) sont des polyndmes pairs de degré 2 multipliés par la fonction
2

. e . .
gaussienne ——. On peut facilement montrer que toute famille de 7 + 1 poly-
T

ndmes pairs de degrés 0 a 2m forme une base pour I’ensemble des polynomes
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pairs de degré 2m.

En prenant la transformée de Fourier de (F.16), on obtient

R m d2n R m R
C,, (k)= Z c,F (WCO(X)) = Z(—l)"cnkznco(/e). (F.17)
n=0 n=0

F.1.5 Conditions sur les moments

On note ME)’”] le moment d’ordre p de la fonction {,,, d’ordre . Les condi-

tions sur les moments (voir la section 4.4 et, entre autres, [88, 107, 109]) s’écrivent :

MY =[G 0dy -1 E.182
e :fypcm(ymy:o, Vi<p<r—t. (E.18b)

Cependant, le choix du noyau (F.15) rend les conditions sur les moments impairs
naturellement satisfaites (voir I’annexe D.1). Les conditions (F.18b) se réduisent

donc a:

My = [0, 00 d =0, vi<p<m. .19

On peut montrer que les moments s’écrivent comme suit :

MU= [570, 0)dy =7 800), vp o, (F.20)

m

ou C;’Z) (0) désigne la dérivée n-¢me de C,, évaluée en 0. Ainsi, les conditions sur

les moments peuvent s’écrire dans le domaine de Fourier :

,0)=1, (F.21a)
Cr0)=0 VYi<p<m. (F.21b)
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F.1.6 Expression des coefficients

A

L’idée est de développer analytiquement les dérivées de {,, puis de les évaluer
en 0 pour finalement appliquer les conditions sur les moments (F.21).

Pour 1 < p <m, igﬁp)(/e) est donné par :

R d2e

iiﬁf’)(/e) = Z(—l)n%¢p,n(k)’ avec J)p,n(k) TR

(2 (k)) - .22

n=

- Sin>p, cﬁp)n(O) = 0 et donc I’équation (F.22) évaluée en k = 0 se réduit a

A p A
00 = 2, (-1)"¢,b,,,(0) (F.23)
n=0
- Sin < p, en utilisant la régle de Leibniz,
. 22 r2p\ &/ dzr-r
— 2n
b)=3; (7)o &) 3 (). .24

qui, évalué en k = 0, se réduit a

N 2 A 2p)! .
$,.(0) = (; )(znﬂcf“’"”(o) — ﬁcgﬂf’%). (F.25)

Or on peut écrire (équations (F.20) puis (D.17)) que

ML —1)p—7 1
S gy 2e-m _ CDPT g ol
GO = 0 N r{p=n+s (F.26)

Puisque {, vérifie les conditions sur les moments, YC[)O] = 1. Par ailleurs,
en utilisant Pexpression explicite de I'(p — n + 1/2) donnée par 1’équa-

tion (D.11), on obtient finalement

(2p) (0)

m

'

—)P2p) &, 2
_{ )zzip) (F27)

Cn.
n=0 (P - n)!
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A partir de I’équation (F.27), la condition (F.21a) implique que ¢, = 1. Par
ailleurs, la condition (F.21b) implique que

22n

?
D6, =0 Vi<p<m, (F.28)
— —n).

ce qui conduit finalement a la relation de récurrence suivante :

1 2
c,=——== ) ——¢,, VI<p<m. (F.29)
g 22,17 n=0 (p—ﬂ)'

A I'aide d’un raisonnement par récurrence, on peut montrer que la suite (c,),~q

possede la définition explicite suivante :

= <n<m. :
c, pETE VO<n<m (F.30)

F.1.7 Conséquences sur le noyau et sa transformée de Fou-
rier
En injectant (F.30) dans (F.16), on obtient :

n

“ _1 2n
- 20 ;n; ¢ (), (E.31)

puis, en utilisant les polynémes d’Hermite pour exprimer explicitement les @) (x),

on obtient une expression analytique générale pour le noyau gaussien d’ordre 7 :

(=1)"?

2p
2p 'n’(n—p)'x . (F.32)

Cm(x):ﬁ pz_: Z

Cette expression n’est pas particulierement utile en tant que telle. Cependant,

d’apres (F.31), il s’avere que €, est défini a partir de C,_, et la 2m-éme dérivée
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de

C,(x)=C, (x)+ 22mm'co (x). (F.33)

En exploitant & nouveau les polynomes d’Hermite afin d’exprimer explicite-
2 . . . .
ment Cé ™) (x), les expressions des YEZ’”], qui définissent entierement C, peuvent

étre déduits récursivement de ceux du noyau d’ordre inférieur :

—-1)” 2m)!
s o ey YO

(2n)! 2 m!(m —n)! (F.34)
[m] (_1)m
Yo =

En réalité, ’expression (F.32) est plus utile dans I’espace de Fourier. En injec-
tant (F.30) dans (F.17), on obtient :

R m /eZn

C, (k) =™/ Z PYIIE (F.35)

et ainsi, d’apres (5.64),

n! \ 2

Cm,s(k) — ok i i (E)Zﬂ b2n. (F.36)

n=0

Ces résultats sont tres intéressants dans le sens ou ils fournissent des expres-
sions explicites pour les noyaux gaussiens de n’importe quel ordre d’approxi-
mation. En outre, leur transformée de Fourier possede une définition explicite
incrémentale et satisfait la condition zm(/e) < im(O) requise pour la stabilité de

’approximation [136].

F.2 Application a la diffusion d'une gaussienne

Dans ce qui suit, 'approximation particulaire continue de la distribution
gaussienne c(x,7) = exp (—x?/(4vt)) /v/4mvt, présentée dans la section 5.4.2,

est analysée.
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F.2.1 Approximation particulaire

Afin d’alléger ’écriture, la dépendance au temps pourra étre omise dans ce

qui suit, bien que celle-ci existe dans I’espace physique comme dans celui de Fou-
rier. On note 0 = v/4vt et a = 4/e? + o2 Ainsi, d’apres (5.75) et (F.36), on a

. . m 1 2n
etk e Y — (2] e, ©37)
n=0"""
et donc
_1]¢ ~ &1 € 2 — n  —alk?
(H(x)=F 1[2;,,,,;] _nzﬁ <5) F 1[/e2 e /4} (F.38)

m (__1\n 2n  J2n
! Z< 2 <f) 47 e, (F.39)

A Paide des polyndmes d’Hermite,

(c)(x) = e VP (x), (F.40)

/T

avec

— " (=1)P m (271)!52" .,
X) _pz—o (2]))' ;22(71—P)n!(n_p>!a2(n+p) X . (F41)

De maniére similaire, puisque (Vc¢) = F ! [i kzm,af] il vient :

(V) (x) = W’;e—“/&bmu), (F.42)
avec

(2n +1)!€?

Pnl(n — p)la®*P)

x*?. (F.43)

Z 2p+1 Z22

p=0 n=p
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F.2.2 Conséquences sur 'erreur

Les expressions analytiques exactes de ¢, V¢ et #, sont données par :

(x) = ——e=7, Ve(x) U et(x) = (EA4)
c(x) = e , c(x) = ——e ,  etu,(x)=—. )
o4/T o’\/m d 2t

Il en découle que

<L>(x) — Segzxz/(xzpm(x), (F.45)
Cc a

<VC> (x) _ 0_3682x2/a2Qm(x), (F46)
Ve o

et finalement
2
_0°Q,

<”d>(x> _

2
I/ld 0 Pm

(x). (F.47)

Exprimer &, &, et 5<”d> découle directement des ces trois expressions.
Puisque P, et Q, sont des polyndmes de degré 2m, I’erreur (5"<ud> est spatia-

lement uniforme a ’ordre 2 (en effet, » = 2 et donc m = 0), pour tout ¢ > 0.
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ANNEXE G

Modélisation de la turbulence par
simulation des grandes échelles

La turbulence est un phénomene complexe qui a fait I’objet de nombreuses
recherches et dont la compréhension n’est encore que partielle a ce jour. De ce
fait, entre autres, la modélisation de la turbulence est une tache délicate pour
laquelle il n’existe pas de solution pleinement satisfaisante. Cependant, une pro-
priété primordiale de la turbulence est I'invariance d’échelle. Cette notion signi-
fie que certaines caractéristiques du fluide sont identiques a différentes échelles
de mouvement. C’est cette propriété qui justifie 'apparition de la méthode de
simulation des grandes échelles (Large-Eddy Simulation, LES), proposée par Sma-
gorinsky en 1963 pour la modélisation de courants atmosphériques.

Le principe de la modélisation LES consiste a ne résoudre numériquement
que les grandes échelles et a modéliser 'influence des petites échelles. Depuis
Smagorinsky, la LES n’a cessé de faire 'objet d’études et de nouveaux modeles
ont été proposés. Apres avoir introduit le modele de Smagorinsky, nous expo-
serons le modeéle dynamique. Nous décrivons dans un premier temps ces deux
modeles pour la formulation vitesse-pression des équations de Navier-Stokes,
puis nous transposons ces modeles pour les adapter a la formulation vitesse-

tourbillon des équations de Navier-Stokes.
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G.1 Formulation vitesse-pression

On rappelle les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible

dans leur formulation vitesse-pression :

div =0 G.1a)
—+<M~V>u+—VP=VAu (G.1b)
ot P

Comme expliqué plus haut, ces équations ne sont pas résolues a toutes les échelles.

On résout donc en fait les équations de Navier-Stokes « filtrées » en espace :

(dive)»G, =0 (G.2a)
[T+ (% -V) u —|——VP] *Gy=(VAX)*xG, (G.2b)
ot e

ou G, est un filtre passe-haut en échelle. On note § toute quantité ¢ filtrée par

G,

G(Zot) = Lm 1)GA (T — 7)dF G3)

En notation indicielle, (G.2b) devient :

i — () - —— = VA, (G4)

En notant ”cij:ﬁl-\ft]-—ﬁl- Nj,ona
o, o .. Ot; 1P .
—d,+—(;4;) + +-—=vAi7, (G.5)
ot 0x; / Ox;  pox

On note Tfj la partie déviatorique de t;, soit :

4 1
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d’ou

@T”.l. orT.. 10
A Thk G.7)

.
dx;  0x; 3 0x;

La trace 7,, n’influe pas sur la dynamique de I’écoulement filtré et peut étre

considérée comme un terme de pression [162, 163]. On définit donc

~ |
P* :P+ ngk (G8)

On peut donc réécrire I’équation (G.5) sous la forme

o 0 0%, 1ob*
ar a2 A, G.9)
ot ox; "7 dx; pdx

La nouvelle pression P* est solution de I’équation

e S s,
pox;x;  0x;x; 0x; X;

obtenue en prenant la divergence de I’équation (G.9).

G.1.1 Fermeture du probleme : I'hypothése de Boussinesq

Le filtrage des équations de Navier-Stokes fait donc apparaitre un tenseur
inconnu t*. Ainsi, une équation supplémentaire sur ce tenseur est nécessaire
afin de clore le systéme formé par les équations (G.9) et (G.10). Le modele le plus
utilisé pour t* se base sur ’hypothese de Boussinesq supposant que le mécanisme
de transfert d’énergie des échelles résolues vers les échelles de sous-maille est analogue
aux mécanismes moléculaires représentés par le terme de diffusion faisant apparaitre
la viscosité v [162].

Or, I’équation de conservation de la quantité de mouvement (G.1b) peut
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s’écrire, sous forme indicielle,

ou;, O(mwm;) 1P OJog
bp—L (G.11)
ot 0x; pox;  Ox;

avec 0¥, = 10, et 0, le tenseur des efforts visqueux défini par
1] p U 1]

) ]

(G.12)

Ou: ou; . . .
ouS§;; = (52 + 51) est le tenseur des taux de déformation et . la viscosité
7 i

dynamique. Ainsi, on a

L’équation de conservation de la quantité de mouvement filtrée s’écrit alors

(G.14)

avec 67 = 2v5;; et S le tenseur des taux de déformation filtré (ou résolu). Cette

expression justifie donc ’hypothese de Boussinesq, qui se traduit alors par la
d

ij

modélisation du terme <

i «
ou le terme v, est homogene a une viscosité et est par conséquent appelé viscosité

turbulente. Contrairement a v, vy n’a aucune raison d’étre constante.

Remarque 1l est a noter que 'on peut écrire I’équation de conservation de la
quantité de mouvement filtrée avec P et ;. Cependant, S,; étant de trace nulle,

I’hypothese de Boussinesq ne peut étre appliquée qu’a un tenseur dont la trace
d

ij

est également nulle, ce qui est le cas de Tfj mais pas de 7;;. C’est donc bien <

que I’on va modéliser.
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G.1.2 La dissipation de sous-maille

On s’intéresse a I’énergie cinétique résolue K définie par

Le produit scalaire de I’équation (G.9) par 7% donne

ced, o 0th 1 _opr
i; + 40 + 4, + —d,— = vi, A i, (G.17)
ot T ox; ox; p ' 0x
En remarquant que
otd. onl o7,
g—L = — Ll L (G.18)
0x; 0x; " 0x;

o4, 10u;5;, JK,
ot 2 Ot ot

e (G.20)

x]' OX']- xj

@ o (. om\ omom & 97, 04,

Yoo ox \"ox ] Tox ox. oxox. T ox. 0 (G2
0x]~ x]- xj x]» x] x]» xj x] xj Oxj

on obtient finalement I’équation d’évolution de I’énergie cinétique résolue K :

0K, K, O om 1 _apr @ oii, 0,
i t e TSty K, —v (G.22)
ot 0x; 0x; Ox; p 0x;  0x;0x; 0x; 0x;
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qui fait intervenir différents mécanismes d’échange d’énergie cinétique des échelles

résolues [164], dont la dissipation de sous-maille &, définie par :

(G.23)

~
car S est symétrique.

G.1.3 Modeles basés sur les échelle résolues

Lhypothese de Boussinesq implique que la viscosité turbulente vy soit ho-

mogene a une viscosité (moléculaire), et ainsi, par analyse dimensionnelle :
v ox L u, (G.24)

ou %, et u_sont respectivement la longueur et la vitesse caractéristiques des tour-
billons de sous-maille. On prend donc £, = A_ la taille des plus gros tourbillons
de sous-maille, donc inférieure a ’échelle de filtrage A. #,_ est alors la vitesse
des tourbillons de taille A_. Par ailleurs, £ est le taux de transfert d’énergie des

échelles supérieures a A vers les échelles inférieures a A, donc :

%2 M3
foc - = - (G.25)
TC C

w o EA, (G.26)
et donc
u, o8P AL (G.27)

En réinjectant dans (G.24), on obtient

v o EAY (G.28)
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Or¢= —T?’].Sl-]-, donc, d’apres la modélisation de Tfj,

~

§=2v.S. S, (G.29)
TYijYig
Enfin,
v2 o< 2v,S. S At (G.30)
T Ti% =
et donc
f N N\ 172
vy oc A2 (2si 5 ].> (G.31)

G.1.4 Modele de Smagorinsky classique

Le modele de Smagorinsky fait partie des modeles basés sur les échelle réso-

lues et donne ’expression suivante & v :
vy = (C*A)[S| (G.32)

ot C? est la constante de Smagorinsky qui, en principe, dépend de I’échelle et
ou S| =4/25,.8S, .

Le modele de Smagorinsky ne peut pas représenter correctement les champs
turbulents avec une seule constante universelle pour différents types d’écoule-
ments et de configurations (écoulement en rotation, cisaillé, & proximité d’une
paroi solide ou encore en régime transitoire). Le choix de la constante C%, dont
de nombreuses valeurs ont déja été proposées, constitue donc un désavantage

majeur dans ce modéle.

G.1.5 Modele de Smagorinsky dynamique

Partant de ce dernier constat, Germano proposa en 1991 [165] un modele
permettant de calculer dynamiquement la constante C* au fur et & mesure de la
simulation. Ce modele est basé sur une identité algébrique entre les tenseurs des

contraintes a deux niveaux filtrés différents.
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L’idée est donc de filtrer une deuxiéme fois les équations de Navier-Stokes a
une échelle différente A’ = aA. On note ¢ toute quantité g filtrée par G /. En
filtrant ainsi les deux équations équivalentes (G.4) et (G.5), on obtient respecti-

vement les équations (G.33) et (G.34) :

0 - o - - 5Tij 1 0P .

— i+ —(4;) + +-——=vAi, (G.33)
Ot &x]» 8x]- P Ox;

0 - 0 - - aLl] aTl‘] 1 0P -

ot Ox ] Ox Ox; pox

ou T, = uu; —ii,fi; et L;; = i, 4, — i, par définition. Les équations (G.33)

] 17 ij 17
et (G.34) étant équivalentes, on en dégage I’égalité suivante :
S L) -=(1,-%,) 639
ox, \0) T oy T

Par ailleurs, en développant T;; — 7, ;, on retrouve I'identité de Germano [165] :

T.—7%..=1L.. (G.36)

En reprenant le modele de Smagorinsky pour 7,;, ona

1

_d - - - ~

et en considérant que T;; peut étre modélis¢ comme 7;; par le modele de Sma-
gorinsky, on obtient :

1 ~
d - /

(G.38)

iy
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avec
Vi = (CYA)S| = (aC*A)YS] (G.39)

Ainsi, on obtient la modélisation de Lf] :

1
Li=L; - 5&- L = (CHPM; (G.40)

CPA 2
o 2 2 s

Ici, on a considéré C2 uniforme de maniére a I’extraire de 'opération de fil-

avec

W2

trage dans la modélisation de %fj. Ghosal [166] propose un modéle alternatif en
considérant que C® ne peut pas étre extrait de I'opération de filtrage. De plus,
avec I’hypothese d’invariance d’échelle, on a C** = C2 et I'expression de M

devient :
M,, = —247 [aﬂé\éﬁ - §y§ij] (G42)

La seule inconnue dans I"équation (G.40) est donc C2. Lilly [167] propose de

2
choisir le (Cf) qui minimise ’erreur quadratique moyenne (mean square error,

5 2
MSE), définie par & = <[ij — (Cf) Mij] >, ce qui donne :

LY M,;
[y

)"0y

(G.43)
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G.2 Formulation vitesse-tourbillon

Dans leur formulation vitesse-tourbillon, les équations de Navier-Stokes pour

un fluide incompressible (voir les équations (5.2)) s’écrivent :

divz =0

2 (397 as

En notation indicielle, ’équation (5.2b) s’écrit :

0w 0w ou.

12 1 1

ot @x]- &x]-

=vAw,

ou encore
0w; 0

+ — (u]»o)l- - ogjul-> =vAw,
ot 6x]-

car div % = 0. On filtre cette équation avec G, :

__|__

ot ax]- / /

06, a<

e, — o, ) = VA,

ot axj

~ o]
0b; 0 ¢\ 99
(ujool- —co-%l) +

Notons que le tenseur ¢, est antisymétrique, sa trace est donc nulle.

G.2.1 Modele classique

On modélise ¢;; de maniere analogue au modele de Smagorinsky :

Qi = _2VT”i]'
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avec 7;; = : g—j:]‘ — Z—Z . A noter qu’ici v = (CfA)2|§\ n’est pas forcément
égale a la viscosité turbulente du modele de Smagorinsky original. Le coefficient
du modele, analogue au C2 du modele original, est donc noté C2.

Avec ce modele, I’équation de conservation de la quantité de mouvement

filtrée (G.45) peut se réécrire de la maniere suivante :
Des &S-V) % —rot |[vyrotes | + VAL G.50
E—(@- )u—rot[vTrotw]+v ) (G.50)
G.2.2 Modeéle dynamique

On filtre I’équation (G.48) avec G . on obtient :

- - 0Aij 0@;‘]‘ Z
L ,&i_d)ﬁi> + + =VA®, (G.51)

2

b, a(

N1

avec A;; = (ﬁ& — G)ﬁ) — <ﬁjd)i — cbjﬁi). En procédant comme pour la for-

ANy

mulation vitesse-pression, on définit ¢,; = (ﬁj\@j — 5)7%) — <

on retrouve ’analogie de I’identité de Germano :

A;=2, -9, (G.52)

En procédant une fois encore comme pour la formulation vitesse-pression, en

considérant que ®;; peut étre modélis¢ comme @, ;, le modele pour A;; s’écrit :

Aij — <C7A>2 T, (G.53)

]

avec

2| 2&% &
[;=-2A [oc ISI7;; — |S|rl-]-] (G.54)
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et on détermine C2 en minimisant 'erreur quadratique moyenne :

A noter que Mansfield [141, 168] adopte une démarche différente en considé-

(c2) = ) (G.55)

rant la divergence de ’identité de Germano et des tenseurs mentionnés ci-dessus.

G.2.3 Application en méthode Vortex

Dans la méthode Vortex, le champ de vitesse %, induit par les particules est
obtenu en régularisant le noyau de Biot et Savart. La fonction de régularisation
C, utilisée correspond alors au premier filtre G, (filtre de grille, appelé ici filtre

particulaire) appliqué aux équations de Navier-Stokes :

Gy

Co (G.56)

Le second filtre G/ (filtre de test) doit avoir la méme forme que G,. On prend

donc
Gy =G, =0, (G.57)

Toute quantité g filtrée par G/, notée g, s’écrit donc :

> 4R (7 -%,)
(7)== (G.58)

2~
Il
—_
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La moyenne spatiale se fait par simple somme des quantités considérées pour

chaque particule :

ou V, désigne le volume de la particule k.

355

(G.59)

(G.60)

(G.61)



ANNEXE H

La méthode des singularités

H.1 Méthode des singularités pour un écoulement

potentiel

On considere un corps épais plongé dans un écoulement potentiel harmo-
nique, c’est-a-dire qui vérifie la condition A ¢ = 0. D’apres les identités de Green,
on peut montrer que tout potentiel ¢ défini dans un domaine 2 = R’ de fron-
tiere ., ici délimitée par la surface du corps épais, peut s’exprimer en tout point

M du domaine 2 en fonction de sa propre valeur sur la surface . :

Jc{) I)‘gMP J%MPW) (P) (H.1)

ou ¥ est la fonction de Green pour I'opérateur laplacien défini par 4(xX) =
—1/(4m|X|), et ou 77 (P) désigne la normale unitaire extérieure au domaine fluide,
c’est-a-dire pointant vers I'intérieur du profil épais. On définit le squelette surfa-
cique du profil, qui sépare alors le profil épais en deux parties &% et &, C’est-
a-dire ¥ = S U .S 7. On note ¢y, le potentiel défini dans le domaine fluide,
C’est-a-dire a Pextérieur du corps épais. Par ailleurs, on définit un potentiel fic-
tif ¢; a l'intérieur du profil, considéré comme harmonique, et vérifiant donc la
relation (H.1). On note ¢; (P) ou ¢ (P) la valeur du potentiel ¢y en un point
P de la surface #* ou &, respectivement. Les notations sont résumées sur la
Figure H.1.

En additionnant les expressions des potentiels ¢y, et d;, données par la rela-
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b

FIGURE H.1 - llustration d’un profil portant épais et de son squelette limite.

tion (H.1), on obtient le potentiel ¢ défini sur tout le domaine [66, 169-172] :

f $p(P Pg MP 7 (P) f %MP VCIDE (P)ds(P)
f &,(P)¥, 4 (MDB) - 7,(P) f G(NB)V b, (P) - 7,(P) ds (P)
(H.2)

avec 771(P) la normale unitaire pointant vers I’extérieur du profil, ce qui im-
plique 77;(P) = —7(P) en chaque point P de .. En exploitant cette derniere

relation, et en séparant la surface en &+ et &, on peut écrire :

BN = | [55(P) =1 (P)] TS (VF) - 7(P) s (P
- || SOTIT (4P~ oy (P)] - TR)P) (L

puis en séparant la surface en &% et &7, on peut écrire :

SO0 = | 6] (®)~ ()| T, 9 (BIB) 7 (P) ds (P)
y+

v 65 0) - &,(P)| G, g (B 5 (B ds(P)

5

[ GO [50) - o ()] 7 (P ds(P)

Jgt

| BT [ - &, ()] T () ds(P) (H.4)

JS
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Enfin, on fait tendre " et &~ vers .7, le squelette du corps épais, en suivant

en chaque point de 7 et ¥~ les normales correspondantes 7t et 7~ [172].

On aalors:
lim 77 =— lim 7" (H.5)
S ST

et ainsi, en utilisant cette derniére relation, on obtient

i, o= f [(5 =) = (&5 — &) | Voo M) - 7 ds(2)
[ MBS (o -4) - (35 -4)] 7 s e

qui donne finalement P’expression du potentiel induit par un profil mince :

‘MM):L |07 — & | Vo9 (MP) - 7 ds (P)
_L GMP)V | &f — by | -7 ds(P) (H)

ou lorientation de 77 peut étre choisie arbitrairement. Le saut de potentiel a
travers la surface u = ¢ — & représente une distribution de doublets normaux
sur la surface, et le saut de vitesse normale o = V |$) — &y | - 7 représente une
distribution de sources sur la surface.

Des conditions limites peuvent permettre d’éliminer 'une ou I’autre de ces
contributions. Dans le cadre d’hydroliennes, on impose une condition de glisse-

ment sur le profil, c’est-a-dire, dans le référentiel 1ié a ’hydrolienne :
#°(P)-7#(P)=—T(P)-7#(P) VPeS (H.8)

ot T désigne la vitesse résiduelle T = % — %% et ot I’'on note désormais . la
surface du profil mince, & = &, . Dans ce cas, la vitesse normale est continue a

travers la surface :

S

Vot (P) =V, (P)-7#(P)=-T(P)-#(P) VPes (H.9)
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et la distribution de source s’annule alors :

1

SO = [ w(PITrSIP) - 7(P)ds(P) = — | plP) = -7(P)ds(P)

H.2 Equivalence doublet-tourbillon

H.2.1 Equivalence continue

On rappelle ’expression de la vitesse % induite en un point M par une

distribution surfacique de doublets normaux p. répartie sur la surface portante

! f g MP-7(P) 4y (H.11)
S

P)V

La démonstration consiste a transformer Pexpression intégrale a I’aide d’une suc-
cession d’identités vectorielles, puis a utiliser la formule de Stokes de maniere a
transformer 'intégrale de surface en une intégrale de contour. Cette équivalence
est généralement attribuée a Hess [61, 173], qui I’expose pour la premiere fois
dans un rapport interne, en 1969. En réalité, Milne-Thomson la mentionne déja
dans son ouvrage de référence sur ’hydrodynamique [174, section 19.22, pp. 572-
573], dont la premiére édition date de 1938 [175].
On note

- _ MP 7% (P)

A(M.P) = u(P) ¥y —— (H.12)

En appliquant I'identité (B.4), et en tenant compte du fait que 7 (P) ne dépend
pas de M, on obtient

A= (p(P) 7(P)- vM) o B (P) A (vM A Mpa) (FL13)
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MP _ 1
Or — = V,,— et, puisque le rotationnel de tout gradient est nul, le deuxieme
MP’ MP
terme est nul :
K= (ue)i@) v )W (H.14)
= 7 (P)- — :
[ M MP3

Par ailleurs, considérons le champ B défini par

o=

. MP . - (= 1 _
T (g ABEITR) ) =T (T uPIFR) ) EL13

Gréce a I'identité (B.8), et en tenant compte du fait que u(P)7 (P) ne dépend pas
de M,

B = (u0)() V) Vs -

——

w07 @) (T Ty @19

Or %)M €M (1/MP) = A, (1/MP) = 0 car 1/MP est une fonction holomorphe.
Ainsi, A = B

K=Yy n (Ve Ap®)7(P 17

=T (Fuggp @70 (H.17)

—

En exploitant le fait que €M (1/MP) = —V, (1/MP), il vient
A=V P)Vy—— A (P 18
= M/\(P'<) PﬁA”()) (H.18)

puis, du fait que 61) (u(P)/MP) = H(P)GP (1/MP) + GPM(P)/MP, on obtient
A= K: + K; avec

— = 1 -

K =T (5 Ven® 2 7(0))

oo [er® )
AZ = _VM A\ (VPW AN %)(P))
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En remarquant dans E que €P“(P> A 72 (P) ne dépend pas de M, il vient

E=%ﬁ;&ﬁmmmmw=§§AﬁwmAmm)&ﬂm
On obtient alors, en injectant dans ue,
00— [ ) ) dotp
=—— | —~A A
g 41 Jo MP? ? pi 7
- iﬁM AJ GP@ A7 (P)do(P) (H.21)
47 7 MP

En utilisant la formule de Stokes (B.16), I'intégrale du deuxi¢me terme de-

vient
= pP) J w(P) —
Vp—— P)do(P)=— | —=d/(P 22
| T Ao - [ Edi) (122
et ainsi, le deuxiéme terme de 7 ¢ s’écrit
1< - u@
47 M
L3 M) Ty = J PV, — A di(P) (H.24)
SR I XU R R -
d’ou, finalement,
. 1 MP .
M) == | <n (P) A vpp,(m) do(P)
LN MP d0(P) (H.25)
4 ) e '

Comme I'indiquent Cantaloube et Rehbach [66], cette derniere expression
permet de voir la vitesse 7% comme étant induite par deux répartitions de tour-
billons :

- une premiere due a la présence d’une nappe tourbillonnaire d’intensité

.
v =7 A V. attachée a la surface;;
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.
- une seconde due a la présence d’un tourbillon pd? concentré sur le contour

6 de .

H.2.2 Discrétisation
Premiere stratégie

On choisit de découper la surface & en N; facettes polygonales planes .,
suffisamment petites pour que l’on puisse considérer la distribution p. comme
constante sur chacun d’elles. On note P, le point de contrdle de la facette 7, dé-
fini par exemple comme son barycentre. Par ailleurs, on décompose le contour
X en N, éléments linéiques Z;, qui peuvent ou non coincider avec les éléments
de surface . frontaliers. Sur chaque élément de contour Z;, on considere 'in-
tensité du tourbillon . constante et égale a ...

A partir de Pexpression (H.25), on obtient alors ’expression semi-discréte

exacte survante :

: % il di(P) (H.26)
+— > :
4 = i v MP’ :

Bien que p. soit constante sur chaque facette, il est néanmoins indispensable
d’évaluer le gradient de p. en chaque point de contrdle, par une méthode de dif-

férences finies entre les facettes, par exemple.

Seconde stratégie

On repart plutdt de Pexpression (H.11) de la vitesse induite par une distribu-
tion de doublets normaux, avant toute transformation. On décompose la surface
& comme pour la premiére stratégie puis on considere I'intensité du doublet p.

constante et égale a p; sur chaque facette .. On obtient alors ’expression semi-
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discrete suivante :

1 N . MP.7(P
w00 = =Y [ Gt E o) 127)

Puis, en effectuant des transformations similaires a celles utilisées en continu (cf.
H.2.1), a la différence pres que p. n’intervient plus dans ces transformations, on

aboutit a ’équivalence doublet-tourbillon semi-discréte a proprement parler :

7¢<M) = _Z M » VD ~de(P) (H.28)

ou les 6, correspondent aux contours respectifs des N; facettes ... En consi-

dérant qu’une facette polygonale  est composée de NI cbtés .Zj[i], il vient

7o - - 3" EJ P Sy (H.29)
S ) A .
! n 2 4]0 v

On voit bien sous cette forme que la vitesse induite par un doublet p. localisé
sur une facette polygonale plane est équivalente a celle induite par un ensemble
de tourbillons d’intensité . localisés et orientés suivant le contour de cette fa-

cette.

Lien entre les deux formulations

On cherche ici & montrer le lien qui existe entre ’expression (H.29) et Iex-
pression (H.26). On note 751] I’intégrale linéique correspondant dans ’expres-
sion (H.29) au coté j de la facette 7 :

. MP —
il = f —— Adl(P) (H.30)
7 et MP?

]
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L’équation (H.29) peut donc s’écrire

N;  NU

1 :
M) = — ', 3T 31
it (M) 4712“;] 7 (H.31)

1=1 =

On distingue pour chaque facette i les cotes situés sur la frontiere (et qui
ne sont donc associés qu’a une seule facette), des cotés situés a 'intérieur de la
surface (et qui sont donc partagés par exactement deux facettes, pourvu que le

maillage soit consistant). Ainsi, on a

N[i],int

& N
Z u; Z %)][z] _ Hi?y],ext + Zf Z “‘i%)]['i],int (H32)

i=1  j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

tion (H.26) :

Nf NEZ] ext Nl l\ﬁ))
—>[i],ext 17
W7, Z e | v d¢(P) (H.33)
i=1 j=1 k=1 %
On s’intéresse au deuxieme terme,
Nf Ngi],int
o —)[i],int
Is = Z Bi?; (H.34)
i=1 j=1

On a vu que chaque coté &, intérieur sépare exactement deux facettes voisines
" et S . Ainsi, on peut regrouper les sommes en considérant la frontiere
entre deux facettes et en évaluant p. et T de part et d’autre de cette frontiere

(C’est-a-dire sur chacune des deux facettes adjacentes). De plus, les facettes étant

— —
toutes orientées de la méme maniere, on a d¢ Z =—d/ .-Ona alors
Nfront Nfront
_ e - +_ =)=
IS_ZHkvk+“kvk_Z<Hk_Hk>vk (HL.35)
k=1 k=1
ou v = | M d4fF et N, = SN NUnt est Je nombre d’éléments de
b £, MP? k front i=1" ¢

364



ANNEXE H. LA METHODE DES SINGULARITES

FIGURE H.2 - [llustration de la frontiere de deux facettes.

frontieére.

Soit L, un point du segment ., son centre par exemple. On se place dans le
repere orthonormé local 2, = (Lk, €hnrChrs e?;) ou e, est le vecteur unitaire
porté par %, e, ., représente la normale unitaire de - au point de contrdle L,
et g, est choisi tel que 2, soit un repere direct. Pour e, on peut, par exemple,
prendre la moyenne des normales unitaires des deux facettes adjacentes, ¢, , =
= (7 +7,)/

On note (x, . ,x, ., X les coordonnées d’un point dans £Z,. On a alors,
ks kit Vk,z k

k

71’;+71)

par différences finies,

0 T
Bt T (H.36)

8xk,n L, lk,n

ou [, représente une longueur caractéristique de la distance entre les facettes

" et &, Parailleurs, on note /, ; 1a longueur du segment Z,.

365



ANNEXE H. LA METHODE DES SINGULARITES

On cherche désormais a créer une nouvelle partition de . en Ny facettes

&, dont les points de contrdle sont les L,. On définit leur surface S, de telle
N A

sorte que S = >, ™S, ou S est la surface totale de /. On peut, par exemple,

choisir

+ _
; - e " . (H.37)
k 2 \ NlkLine+  NlkLint—

ou ST désigne la surface de la facette 7 et NEinet désigne le nombre de cotés
(intérieurs a ) de la facettes yf—r. Lalongueur [, , et lasurface S, étant connues,

on choisit [, , telle que S, = [, .1, .

D’apres (H.36), on a
G
By — by = o L (FL.38)
L,

D’autre part, la variation locale de p en L, étant nulle suivant ¢, , et ¢, , en

— —> = a
notant Vu, = Vu| ,onaVy, = il e, et donc
Ly x/e,n L,
o
0
AT, — 0% _ Op. —
np N Vi, = 0l 0 = E ek’t (H39)
1 . kn L,
Ly,

A ce point, une approximation de I peut s’écrire

Nione 9 Nerone 0 MP
e — I Y
Ay I T = EIJ I~ Adlt  (HAQ)
io1 % L k 2, 0%, L, MP? k

Grace a une quadrature de type point milieu, on peut approcher I'intégrale et
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obtenir
N t NT Nroﬂ[ MT
L~ fron 5“ MLk _)l l B i MLk 8“ _ g
§ == P ML NCittentlr = — Z ML A 3 € | Ok
k=1 Xk |, M k=1 Yk Xk |1,

(H.41)
car df . et g, sont orientés en sens opposés. Finalement, grace a (F.39), on
obtient

Nfront W
k = S &
I~ — Z A (nk A VHk) S, (H.42)
3
k=1 MLk

ce qui correspond a une approximation de I'intégrale

MD _
- L 5~ (7(2) A Fu(P) do (P) (F1.43)

par une quadrature de type point milieu.

H.3 Calcul exact de la vitesse induite par un tour-

billon réparti sur un segment

Cette démarche a été vraisemblablement abordée pour la premiére fois par
Milne-Thomson en aérodynamique [176, section 9.51, pp. 171-172], puis reprise
et adaptée pour le calcul numérique par Coulmy [63, section LA.2, pp. 14-15] et
Bousquet [64, pp. 370-371]. Lobjectif est de calculer analytiquement I'intégrale
curviligne I qui découle de I’équivalence doublet-tourbillon (H.29).

On considere donc un coté P, P, d’une facette polygonale discrétisant la sur-

face .. On introduit les notations suivantes :

7 =PM
7R, 4
7=PM i=12

1
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P,/
1

FIGURE H.3 - [llustration des notations introduites pour le calcul exact de I'in-
tégrale curviligne intervenant dans ’expression de la vitesse induite par un tour-
billon réparti sur un segment.

r=|7|
(H.45)
r; ‘rl-, 1=0,1,2
((6=(7.7)
ei:(_z/:to))’ 1=1,2
! i, (H.46)
(P:(rzs 1)
= (

% désigne la droite qui porte le coté P P, du contour. H est la projection
orthogonale de M sur la droite Z. Ces notations sont illustrées par la Figure H.3.

On s’intéresse alors a I'intégrale I définie par :

i 27 75
I:_J —/\d[z—J —(s) A —ds (H.47)
e o 7 7

ou s, s, et s, sont respectivement les abscisses curvilignes de P, P, et P, le long
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de Z. Dans la suite, on pourra omettre s. On peut remarquer que 7 (s) A 7, est

. J — — . +1
oriente comme T, AN ¥, amns1 - :

7(s)ATg AT

— = - T =  =p Vse [51;52] (H48)

|7(S)A”o| |7'1/\7'2|

et donc

s | = — — — — —
2| 7 7o TLAT, TLAT,

= (5008 2as B2 -y L0 (H.49)
s |7 7o [7i A 75 |71 A 73]

Par ailleurs, comme le traduit I’identité (B.14), la norme du produit vectoriel
de deux vecteurs est égale au produit des normes de chacun de ces vecteurs et du

sinus positif de I’angle formé par ces deux vecteurs. On a donc

|7 A 75l = 77, |sin 6| (H.50)
d’ou
2|7 75 5 sinf
]:f —(s)A— ds—f —ds (H.51)
o |7 7o o 7

Afin de tout exprimer en fonction de I’angle 0, on utilise le fait que h =

7 sin O pour obtenir

5 sin’ O
J= 5 ds (H.52)
Enfin, en remarquant que s = s; — PH avec s;; Pabscisse curviligne de H et
d 1 1
PH = ——, et sachant que — = — , on obtient
tan 6 9% 30 tan6 sin” O
h
ds = ——db (H.53)
sin“ 0

1. En réalité, on a une relation encore plus forte, 7 A 75 = 75 A 7. En effet, il suffit d’écrire
— e — — — —
7 =P P+rietryg=7r{—7,.
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et donc, en définitive,

e B, — cosh
]=—f sinfdp — =1 0% (H.54)
by b

Afin d’évaluer b et les cosinus plus aisément, on utilise deux égalités. Premie-

rement, par définition du produit scalaire (B.13), on a :

7T
cosh, =21 i=1,2 (H.55)

To7;

Deuxiemement, en utilisant 1’égalité (B.14) sur la norme du produit vectoriel

évoquée plus haut, on a

7 A 7 = 1,7 s .56
Or ¢ = ¢, — ¢, et donc

SN = sin @, Cos P, — COS Y, Sin Y, (H.57)

Avec les égalités suivantes,

-

sing, = P,H/r,
sing, =P,H/r,

4 .58
cosg, = h/r (H.38)

cosp, = h/r,

\

on obtient que
. h
sin@ = — (PlH — PZH) = — (H.59)

et donc |7] A 75| = b7y, ce qui nous donne une expression de 5 aisée a calculer :

— —
_ |71 A 73

(H.60)

7o
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Finalement,
7, T, T, 7 T
0 0" "1 0" "2 0 1 2
|71 A ”2| ToT1 UXp) |7’1 A "2| N

Cette expression, telle qu’elle est exposée par Coulmy [63], peut étre trans-

formée pour s’écrire sous une forme légerement différente, en remarquant que

— —

- .

—> —> —> — —_— —> 2 — —>
- |t N — TN i YT
o |l———=|=0(-7n)|———=|= + (H.62)
N TN &1 &)
rry(r 1) — () +r
_ (1) = () (4 7y) (H.63)
SRS
7T,
(ri+7)|1- (H.64)
)
D’ou
v+ 7T,
J=—o—=|1-—2 (H.65)
|7’1/\7’2| SRS

qui correspond a la forme utilisée dans [68, 70, 172, 177, 178] :

(H.66)

y

7 -
I—LZ—3/\d€:(rl+r2) [1—

— — — —
T | AT,
— —>2
nry | AT
Enfin, apres quelques manipulations vectorielles (cf. identités de ’Annexe B),
on retrouve la formulation suggérée par Bousquet [64].

En utilisant 'identité (B.15) et en développant, on peut écrire

AT ), =77,

| F AR )7 ) .
ryry(ryry + ) (ryry — 7))
(ri A7) (r +1,)

_ (HL.68)

i1y (1 1y + 7 73)

puis, en utilisant I'identité (B.10) au numérateur et I'identité (B.11) au dénomi-

371



ANNEXE H. LA METHODE DES SINGULARITES

nateur, il découle

—

(] — 72)) A (7’27I+ ”17;)
(7’1”2> [(7'1 + Tz)z - |7I_ 7z)lz]
71)/7'1 + 72)/"2
2

(ry + "2)2 -7,

[=2
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