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Avant-Propos

AVANT-PROPOS

Les travaux que nous présentonspour l’obtention du doctorat de
didactique des mathématiquesportent sur deux domaines d’inégale
importance:les ExpressionsSymboliquesde l’Algèbre élémentaire(“ESA”)
d’une part et les situationsde DiscussionsAutour de Problèmes(“DAP”) de
l’autre.

Le corpsprincipal de la thèseexpose“les princzalescaractéristiques
de mottélesstructuraux,didactiquementplausibles.dessystêmesd’ESA” (ces
termesprécisseront détaillésdansl’introduction). Ces travaux,qui n’ont pas
été pubtiés (sinon sous ta forme d’exposésde synthèse),constituent
essentiellementce que nous appelonsune recherche“prodidactique”. Il ne
s’agit pas d’uneétudede didactiquede l’algèbre au sensstrict, qui seraitplus
ou moins directementapplicableà ce qui se passedans les classes,mais
plutôt d’une recherchefondamentalesur la structure des expressions
symboliquesqu’emploient élèveset professeursen algèbreélémentaire
(ESA), destinéeà servir d’outil aux étudesdidactiquesultérieures.

Cette étude est structuréeen trois grandesparties. La première
(chapitresI à III) exposele problème,le délimite et le resituepar rapport
aux travaux existants.La secondepartie (chap. IV à VIII) présentenos
propositions,à savoir une grammairedu systèmedes ESA. La troisièmeet
dernièrepartie (chap. IX à XIII) est la plus prochede la didactique,en ce
qu’elle s’appuiesur desrésultatsd’enquêtesauprèsd’élèvespour aborderle
domainede la signification des ESA.

En annexefigurent deux articles:

• “Recherched’unedémarched’enseignementen mathématiquesavecdes
adultes”,réaliséen collaborationavecY. Paquelieret paru en 1987 dans
la revueEducationPermanente,

• “Quelquesdéveloppementsrécentsdesrecherchessur la Discussion

1



Avant-Propos

Autour de Problèmes”,réaliséen collaborationavecY. Paquelier,H.
Lymberopouloset Il. Nikolakarouet paru en1988 dans les actesde la
douzièmeconférenceannuelledu GroupeInternational“Psychologyof
Mathc’inaticsEducation”â Veszprém(Hongrie).

Cesarticlesprésententune recherched’ordre didactique(et non “pro
“didactique).qui se situe dansun domainetout â [ait différent, celui de la
constructionsocialedesconnaissancesen mathématiques,dansle cadrede la
classe.Cette recherchea été menéeen collaborationavec Y. Paquelier.H.
Lymberopouloset H. Nikolakarou.

Les deux recherchesprésentéesse complètent plus qu’elles ne
s’opposent.La premièreest “pointue” et chercheâ analyseren profondeur
un domaineréduit, celui des ESA. Cette recherchese situe en amont des
problèmesd’enseignement,et vise à apporterdes outils conceptuelsau
didacticien(ou à l’enseignanten tant qu’il porte un regarddidactiquesur sa
propreactivité) qui souhaitetravailler sur l’enseignementde l’algèbre.

C’est l’étude desDiscussionsAutour de Problèmes,dansla deuxième
partie, qui fait le lien avec les situationsd’enseignementréelleset le fameux
“terrain”. Il s’est agi pour nous de mettre au point et de théoriserdes
situationsd’enseignementqui conviennentà desséancesde travauxdirigés
(menées par nous-mêmes)dans des amphithéâtres-extrêmement
hétérogènes-contenant parfois plus de cent étudiants! Situation
complémentairede la première,laquelle est un bon exemplede recherche
“fondamentale”,plus loin desélèveset desclasses,mais commeon le verra,
pasmoins importanteque l’autre.
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I. INTRODUCTION.

I.a recherchee appris à trouver l’étonnant au sein du
familier.

H. Montagner1

PREMIEREPARTIE:
1.1. Position du problèmeet thèses

PRESENTATIONDU PROBLEME
algèbàtétZrnZ tZttttt
égalementconfronté à des difficultés d’ordre linguistique, liées à
la complexité du langage symbolique des mathématiques.En
d’autrestermes,la “transparence”du langagesymbolique2estposéecommeu

illusoire, et un des objectifs de ce travail est précisémentde lever cette•
“illusion de transparence”3.

J’avais choisi initialement4d’étudier pour commencerles erreurs
“classiques”,dans le cadrede l’algèbre élémentaire.Pour ce faire, il m’a

l’Attachement,Odile Jacob,1988.
2 c’est-à-direl’idée quelesobstaclesse situentauniveaudesconceptsalgébriques(p.•

ex. œlu de variable)et nondesexpressionsqui serventà les décrire(p. ex. la lettre
x), lesquelles“vont de soi”

(Bourdien,Passeron& Chamboredon1968,Bourdieu, 1984).

et dansle prolongementde travauxmenésau seinde l’Équipe de Didactiquedes
Mathématiquesde l’IJER deDidactiquedesDisciplinesde l’Université Paris7 et du
CREEM (CHAM), sous la responsabilitéconjointe de D. Lacombeet de J.
ChastenetdeGéry (y. chap.IX)

3



Les systèmesd’ÉcrituresSymboliquesen Algèbreélémentaire ChapitreI: Introduction

fallu mettreau point une syntaxedesexpressionsalgébriquescorrectes,qui
devait servir de référencepour l’étude deserreurs.

Ce faisant, j’effectuais un “pas de côté” pour mieux aborder la
didactiquede l’algèbre, autrementdit je mettais entre parenthèsesles
questionsd’enseignement,pour mieux y revenir ensuite. J’ai pris
délibérémentle parti de renverserla perspectiveusuelle, par rapport à
nombred’étudesdidactiqucs,qui consisteà partir de la situationd’enseigne
ment.J’auraispu me demanderpar exemple“qu’est-cequedevraitêtreune
situation (a-)didacriqueen algèbre?”et construirema rechercheautour de
cette problématique.J’ai préféréme poserd’abord la question“qu’est-ce
quel’algèbre(en tantqu’elle estenseignée)?“, puis précisercettequestionen
“que sont les écrituressymboliquesde l’algèbre ?“ avant d’aborder les
questionsplus proprementdidactiques.

La rechercheu alors suivi son propredéveloppement,déterminéepar
les contraintespropresà l’objet d’étude. 11 a fallu définir précisémentcet
objet, autrementdit déterminer ce que j’ai appelé les Expressions
Symboliquesde l’Algèbre Élémentaire(ESA) au sein de l’ensembledes
écritures mathématiques.J’ai posé comme hypothèseque les ESA
pouvaient être décrites par un modèle linguistique (une
grammaire).Vu les caractéristiquesde ces ESA, tel modèle convient
mieux que tel autre: j’ai dû choisir. Si on veut que les mécanismesdécrits
correspondentà la représentationqu’en ont les “experts”, cela imposetelle
et telle contraintes(“plausibilité”). Si on souhaiteque le lecteur puisse
s’approprierles résultatsde la rechercheet adapterle modèleà sesbesoins,
cela influe sur la présentationdes recherches(“accessibilité” et
“adaptabilité”) etc. Je ne cacheraipas que ce travail de modélisation,qui
était en principe un préalableà l’étude des erreurs,a fini par m’intéresser
pour lui-méme.CettemodélisationdesESA peut ètrequalifiéede recherche
didactique“fondamentale”,ou “pro-didactique”en tant qu’elle se situe en

amont de la didactiquede l’algèbre proprementdite. Ensuite, ce modèle
théorique m’a permis de reprendre des questions spécifiquement
didactiques,liées à desexpérimentations,qui sont exposéesdansles quatre
dernierschapitresde cette thèse.

C’est seulementmaintenant,à la fin du processus,que je suis en
mesured’énoncerclairement ce qui est spécifiquede la didactique de
l’algèbre et justifie. a posteriori, la décisioninitiale de faire ce pasde côté
qui m’éloignaitpour un tempsdessituationsd’enseignement.En didactique
de l’algèbre commepartout ailleurs en didactiquedes mathématiques,la
questiondu sensest au coeurde la recherche.Cettequestionest une des
mieux partagéesdansla communautédesdidacticiens.Malheureusement,si
ce mot “sens” est employépar tous, au delà mémedesquerellesd’écoles,
c’est parcequ’il désignedesnotionsdifférenteset fort complexes.

De nombreux travaux de didactique des mathématiqueson pour
objectif, implicite ou explicite. de permettreà l’élève de donnerdu “sens” à
des conceptsqu’on veut lui faire acquérir. Citons par exemple la
présentationque fait M-J. Perrin-Glorian (1992) des recherchesparmi
lesquellesson travail prendplace:

«Un premierélémentimportantconca-nantl’apprentissageestlaprisedesens
desconceptspour les élèves.Du travail de G. Brousseauon retiendraà ce sujet ce
qui concernela contextualisalionet ta décontextualisationdu savoiret cequ’il appelle
la “dévolution du problème”. C’est aussi le premiersouci de R. Douady dansce
qu’elle appellela DialectiqueOutil-Objet: le jeu de cadrescontribueaussià favoriser
la prise de sensdes concepts6par les élèves . . . »

ou encoreG. Vergnaud(1991):

«C’est à traversdessituationset desproblèmesà rèsoudre qu’un concept
acquierdu senspour l’enfant»

du suffixe grec“xo-”: en avantde
6 c’estmoi qui souligne
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Lessptêmesd’ÉcrituresSymboliquesen Algèbreélémentaire Chapitref: Introduction

Certes,en algèbre, il y o des conceptsqu’il s’agit d’enseigner:le
conceptde variable, celui d’opération,celui de polynôme ou d’équation,
auxquelsce qui vient d’être dit s’appliquenaturellement.Tout le problèmevient de ce qu’en algèbre, certains objets d’enseignementne sont
pas des concepts.L’écriture “ax*b” est une expressionbien formée, et
commetelle, elle est signifiante. La questionde savoir si l’élève attribue
effectivementune signification à cette écriture, et laquelle, est crucialeen
didactiquede l’algèbre.Mais ax +b n’est pasun concept7,au mêmetitre que
ceux de “multiplication” ou de ‘plan affine”. De même,comme l’a montré
Tonnelle (1979), la factorisation n’est pas non plus un concept
mathématique.On ne peut pas parler de “sens de la factorisation”de la
même façon que l’on parle de “sens de la division” ou de celui de
l’intégralede Riemann.

Si donc on ne peut réutiliser tels quels des outils théoriques
développéspar ailleurs, il faut reprendre le problème à la base, et
commencerpar savoir de quoi l’on parle. Si les ÊcrituresAlgébriquesne
sont pas des conceptsalors de quoi s’agit-il, et qu’est-ce que leur
signification, dont on a observéqu’elle était essentiellepour les élèves?
Cette thèserépond (au moins en partie) à cesdeux questions.Etant donné
qu’elles ont centralesen didactiquede l’algèbre8,il faut donc développer
une théorie spécifiquepour en rendrecompte.L’ambition de cette thèseest
de poser les premierslinéamentsd’une telle théorie de la didactiquede
l’algèbre.

7 il s’agit plutôt d’un nompropre,dansla terminologiedeErege(1971)
ceci vautpartout (en mathématiques)où l’on enseignedeslangageset passeulementdesconcepts

1.2. Le thème de la recherche

J’ai toujourseu desdifficultés pourexpliqueren quelquesmots ce que
je faisaisexactement.Le problèmen’est pasde formuler l’intitulé de mon
travail; cela peutêtre fait commesuit:

Mettre en évidence, de manière “accessible”, les principales
caractéristiquesde “modèlesstructuraux”,didactiquement“plausibles”, des
“systèmes”d”EcrituresSymboliquesen Algèbreélémentaire”.

Toute la difficulté estde permettreà l’interlocuteurde comprendrede
quoi il s’agit et quelssont les enjeux.Pourtant,je ne suispasdansla position
difficile du physicien qui développeun modèle hautementabstrait de
particulesésotériques.Mon objet n’a rien d’exotique:ce sont lesx et lesy,
les sommeset les produits,les fractionset les équationsque manipulenttous
les jours les élèveset leursprofesseurs.Ce n’est pasl’objet qui estdifficile à
expliquer,c’est la méthodesuivie, le point de vue adopté,et peut-êtreavant
tout, les raisonsde s’y intéresser.Les écrituressymboliquesde l’algèbre
élémentairesont en effet, pour l’enseignant, des objets courants,
“transparents”.Quel peut donc être l’intérêt d’étudier de tels objets soi-
disantbanals?

Répondreà cettequestionrevientà exposerles choix qui sous-tendent
cettethèse.Or ceschoix ont évoluéavec Je temps.Min de les replacerdans
leur contexte,cetteévolution seraretracéedansce chapitred’introduction.
Pour la clarté de l’exposé, l’énoncé de l’objet de la recherchesera
régulièrementrepris (en encadré),en mettanten valeur le ou les mots qui.
sontplusspécialementexplicitésdansla suite.

J’ai choisi d’inclure de nombreuxélémentsconcernantma démarche
personnelle.Il ne s’agit pasd’exhibitionnismeintellectuelou de retour sur
soi complaisant,mais commeon le verra d’un moyende rendreles choses
plus clairesen les re-situantdansleur contexte.

“Méta”-Ncae:

6 7



Les systèmesd’ÉcrituresSymboliquesen Algèbreélémentaire ChapitreI: Introduction

Le champde la Didactiquedes Mathématiquesest,à l’heureactuelle,caracté
risé par des clivagesrelativementprofonds,qui prennentleur source, notamment,
dansdes choix épistémologiquesfondamentaux.Or il n’estpasnécessairede faire &
la sociologiede la rechercheen Didactique(ce n’est pas l’objetde cettethèse)pour
savoirque les référencesbibliographiquespermettentde situeruneétudepat-mi les
courantsde pensée.En particulier,ne pasciter Tel ou Tel, alorsqu’on évoqueun
point qu’il a lui’mémeétudié,est interprétécommeuneignoranceou unrefus.

Un tel état de fait gêne considérablementla rédaction d’un chapitre
d’introduction dans lequel on chercheà préciserles hypothèsesqui sont à
l’origine d’une recherche,De telles hypothèsesne naissentpas par génération
spontanéedans l’esprit du chercheur,mais sont une sorte de cristallisationdes
lecturesqu’il a faites, desséminairesauxquelsil a assisté,desdébatsauxquelsil a
participé,desdiscussionsqu’il a menées...Commentrendre, dans ces conditions,la
partqui revientà chacun?

Soit on décidede citer exhaustivement,pourchaquemot-clé,l’ensembledes
auteurspar lesquelson a étésusceptibled’être influencé,et l’ensembledevientà la
fois indigesteet finalementformel, soit on décide, commeici, de demanderau lecteur
une certaineconnivencepour tendre,chaquefois que c’est clair, à Césarce qui
revient à César. Parcontre, il estévidentque les sourcesseront indiquéeschaque
fois queje ferai référenceà un point particulierd’une étude.

Enfin, il n’y a que danscette introduction,en raisonde son caractèretrès
général,que nous necitons pas l’ensembledes auteursqui ont influencé à divers
titres la recherche.Partout ailleurs,les sources serontcitéesconformémentà l’usage.

1.3. Un objet d’étude en évolution: les ESA.

Mettre en évidence, de manière accessible, les principales 9 y. entreautresles actesXX Venge CIEAEM , Sherbrooke(1987).caractenstiquesde modelesstructuraux,didactiquementplausibles,des
systèmesd’Écritures Symboliquesen Algèbre élémentaire(ESA). y, entre autres Eballardet al. (1982), Kieran (1984. 1985), M-Lakkis (1985),

Aubrée (1985),Sleemanet al. (1989), Blandoet al (1989), Avila et al. (1990).etc.
Cette rechercheporte donc sur les écrituressymboliquesde l’algèbre

x2-1élémentaire(ESA) du typea(b te), x +3=3.ou encore 3.

Le contexteen questionne seréduitpasà une évolutionpersonnelle.Toute
rechercheprendplaceet sens auseind’un ensembled’autresrecherches,de même
quele chercheurs’intègredediversesmanièresà unecommunautéde pairs.

La perspectiveinitiale de la recherche était assezdifférente. L’objet
de ce premier paragrapheest de précisercette perspectiveinitiale, afin
d’éclairerle choix actueld’étudierles ESA.

1,3.1. Point de départ: un modèled’erreursen aleèbre
élémentaire

Initialement, la rechercheavait pour objectif d’établir un modèle
unifiant deserreurs“classiques”d’algèbreélémentaire.La perspectiveétait
alorscelle d ‘“améliorer” l’enseignementde cettepartie desmathématiques,
par une prise en compte positive de ces erreurs9.Cela supposeque les
erreursne sont pas le produit fortuit de l’inattention ou de la mauvaise
volonté, mais qu’elles ont leurs “raisons” (Krygowska 1987) que
l’enseignant(et le didacticien)doivent impérativementconnaître.

Ces “erreursclassiques”,par ailleursabondammentdécritesdans la
littératurei0,sont du type:

(a+b)2 =

ou:

1-x 3
ZT < 1-x < 3

8
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Illustrons les termesde cet énoncépar un exemple.Soit la règle
d’algèbre(R) suivante:

(R): n si 6>0

Cette règle porte sur des nombresréels (désignéspar les lettres n, b et e).
Considéronsmaintenantl’écriture:

I-x 3
(E): - -t

Pour pouvoir parler des élémentsqui composentcette écriture, il faut
distinguerleur (onction de leur (orme (ce qu’ils sont). Ici, I - x, -2 et 3
ont pour (onction de désignerdes nombres. Mais ce ne sont pas des
nombresen eux-mêmes:ils sont formésd’un assemblagede chiffres (2, 3),
de lettres (x) et de symboles(-L

Le terme J ssioiNen?orméedésigne ces assemblagesde

ChapitreI: Introduction

Cette distinction entre forme et fonction renvoie à l’opposition
(traditionnelleen linguistique)signifianusignifiéli.Elle est au fondementde
la notion de [psfomiationI.Jeposeen effet l’hypothèsequ’à chaquerègle
algébrique, portant sur les signifiés (nombres) correspond une
transformation,qui portesur les signifiants (expressionsbien formées).

Par exemple,à la règle (R) correspondune transformation[T] qui
assurequ’on peut remplacerune inégalitédont les deux membressont des
fractionsde mêmedénominateur,par une inégalitédont les deux membres
sont les numérateursde cesfractions,à conditionquele nombredésignépar
le dénominateursoit positif. On peut représenter[T] commesuit:

ITI: W<’1?-÷- Ni<N2 si val (D)>0

La formulation de [T] diffère de celle de (R) en ceci que les lettres u, b et e
désignentdans (R) des nombresréels tandis que “Ni”. “N2” et “D”
désignentdans[T] desexpressionsbien formées.

La condition «si val ( D) >0 “apparaîtalors commeune9i!!teJ sur la
transformation [‘VI. La [olationj de cette contrainte permet alors
d’engendrerl’expression(E’):

(E’): 1-x < 3

Tout ceci donnedonc un [je uniquepour de nombreuses[çreurs.
chiffres,de lettreset de symboles,qui représententdesnombres.

au sensdes logiciens
-

12 Ma conceptionde la didactiquede l’algèbre a évoluéentre-temps,mais pas,dans
sonprincipe,la modélisationdescalculsalgébriquespardestransformations.C’est
pourquoielle estprésentéedanscette introduction,et c’est pourquoij’utilise le
tempsprésentpour la décrire.

13 3e rappellecelledistinctionuniquementparceque,dansle discoursmathématique.
les deuxniveauxsontconstammentconfondus,commedansl’expression:

Danstout cequi sui4 bet r désignerontdesnombresréelspontifs
Commele fait remarquerD. Iacombe,on ne trouvepasautourdeslettres b et
deguillemetsqui marqu&aientexplicitementleur statut.

Le lecteurattentifremarqueraquejen’usepasnonplus de guillemetsautourdes
ESA. Parconvention,je fais jouerce rôle à l’attribut decaractèresitaliques.

Le modèleconsisteà envisagertescalculscommedes transformations
portant sur des [pessions_bien1 , qoumises à des
contraintesll2.

Les ,reursclassiquesont alors des transformationsopérées
en Lxiolation! de cescontraintes.

10 Il
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dites (par définition) I “classiques”.

Rendre ce modèle opérationnel supposaitd’établir un modèle des
transformationscorrectes,et doncd’abord des expressionsbien formées
elles-mêmes.Toutefois, au fur et à mesure de l’avancementde ce
programme,sont apparusdesproblèmesrelativementcoriaces.

Parexemple,la questionde la délimitation précisede l’objet d’étude

(les expressionsbien formées)s’est révéléeépineuse,avec la découvertede
nombreuxcasambigusou incertains.Ainsi, l’écriture:

11

est-ellebien formée? Pour certains:oui; pour d’autres: non; pour d’autres
encore, celadépenddu contexte...

Il a donc fallu (re)construirel’objet mêmede l’étude (chap. V.), dès
lors qualifié de Systèmedes “ExpressionsSymboliquesde l’Algèbre
élémentaire”(ESA).

1,3,2, Les ESA.

Ce sont lesécritures numériquesaussibien que littéralesqui figurent
explicitementdans les énoncésd’algèbreélémentaire:sommes,produits,
fractions,puissanceset racines,égalités,inégalités,systèmesetc.

On n’y trouveni écrituresfonctionnelles(de typef(x)) ni connecteurs
logiques,ni expressionstelles que “donc”, “or” etc. Ceci fait que le système
desESA estun systèmeformel trèsincomplet (en particulier,on ne peut pas
y faire de déductions).Ainsi l’équivalence:

x(x-1)=O x=O ou

n’appartient-ellepasau systèmedesESA au sensstrict (on peut toutefoisles
modéliserautrement,ce qui est montréau chap.VIII).

1.3,3. La modélisation des»stèmesd’Écritures Symboliques.

Je pensaisinitialement qu’il serait facile d’adapteraux ESA
mécanismes(grammaires)qui servent à engendreret interpréter
langagesinformatiquestels que le

Basic, le Pascalou autres,ou mieux encoreles langagesde calcul formel
(chap. II). On trouve en effet dansces langagesdes écrituresalgébriques
trèsprochesde cellesqui m’intéressent,du type:

x=rac((a*b2)/2)

Or les écritures produiteseffectivementpar les élèveset les professeurs,
tellesque:

sont à la fois plus concises(en ce qu’elles contiennentmoins de parenthèses)
et typographiquementplus complexes(en ce qu’elles le développentsur
deux dimensions)que celles que traitent les machines,et les grammaires
formelles usuellessont mal adaptéesà leur traitement. Pour pouvoir en
rendre compte, et compte tenu d’autres caractéristiquesdes ESA, en
particulier les sommes algébriques(chap.VI) et les produits (chap.VII) il a
fallu redéfinir les mécanismesd’engendrementdesgrammaires eux-mèmes.

1.3.4. Les modèles de transformations.

La descriptionformaliséedestransformationss’est, elle aussi,révélée
une sourcede problèmesinsoupçonnés.Les mécanismesde transformation
envisagésinitialement ne convenantguère, il a fallu les modifier assez
radicalement(chap. VIII).

2 3
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les
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linguistique,tout commela phrasetepetit chatestmort. Ce qui estcommunentreles
deux,c’est le fait d’avoir unecertainestructure(ce lerme seradéfini plus loin) qui[___émantiueetDj4actiue peutêtredécritepar la linguistique.ce n’est évidemmentpasla structureparticulière
de l’expressionou de la phrase’4.Suiteâ deuxenquêtesmenéesauprèsd’élèvesdecollège (chap. IX) j’ai

étéété amenéâ me poserla questionde la sémantiquede cesESA (chap.X). Seconde hypothèse: La grammaire gênérative-trans-)
Après confrontationavec les donnésd’une autreenquêteportantcettefois-ci Iformationnellede Chomsky’5est un formalismeadéquatpour

décrire!sur les fraction numériques(chap. Xl et Xli) je propose un éclairage lia structuredes ESA.
nouveaupour les problèmesdidactiquesspécifiquesde l’algèbre (chap.
XIII). La première hypothèseétait initialement du domaine du pari.

L’existencemêmede la constructionthéoriquequi forme cette thèse,j. e. le
fait que les ESA soient décrits précisémentà laide d’un modèle de type1.4. Évolution de la méthodologie linguistique,valide maintenantcettehypothèse.

La secondehypothèse(l’adéquation de la théorie Chomskyenne)
Ce qui devait être une étapepréliminaire est donc progressivement reposaitsur l’analogiesuivanle:

devenule sujet central de l’étude, à savoir la structure(riche et complexe)
D’une part, pour décrire les languesnaturelles,cette théorie apparaitàdu systèmedes ESA. Les erreurs sont progressivementdevenuesune

l’heure actuelle très rudimentaire.D’autre part, pour décrire certainslangagesapplication, parmi d’autres, de la recherche(chapitres IX, XI et XII). informatiques,la théorie(plus élémentaire)desrèglesde réécritureindépendantesdu

Parallèlement,la méthodede travail et sa présentationont évolué:elles font contextesuffit. Or les ESA me semblaientsesituer,pour la complexité,quelquepart
l’objet du présentparagraphe.La postfaceretraceral’évolution généralede entreles langagesinformatiqueset les languesnaturelles.J’avaisdoncdécidéde les

décrirepar le modèlede Chomsky,situé lui-mémeà mi-cheminentreles règlesdela rechercheen matièrede méthodologie,
réécritureindépendantesdu contexteet les modèleslinguistiquesplussophistiqués.

1.4,1. Les hvpsesde travail

En ce qui concernele modèledeserreurs,j’avais fait le choix de me
placer dans le cadre de la linguistique. Ce choix reposait sur deux

___________________

hypothèsesemboîtées:

__________________________________________________________________________

t4 En particulier,je necherchepasà montrerunequelconqueanalogieentreégalitéset

PremièreHypothèse:Les ESA ont une structure,et les outils del phrasesau contrairede P. E. Matthews(1988) par exemple.
1la linguistiquesont bien adaptéespour décrirecettesnctwe. I 15 Vu l’évolution incessantede la penséede Chomsky, il importe d’en donner le

“millésime”. Dorénavantlorsque je parlerai de grammairegénérative-transie ne souhaitepasdire par là quel’algèbre,voire les mathématiques,estml
fnrmationnelle,je ferai référenceà la théorieprésentéedansAspectsde la théorielangage.Un tel énoncéestd’ordre philosophiqueet sort de notre propos.Je fais
syntaxiqueen 1965 (trad. 1971 référencéeen bibliographie).tesavatarsullériemssimplementl’hypothèsequ’uneexpi-essionalgébriquetelle queax a uneslructure
decettethéorierépondentà desquestionsque la descriptiondu systèmedesESA ne
posepas,et ne répondentpasaux questionsqu’il pose,aussin’en ai-je pas tenu
compte.
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par exemple) lorsqu’il calcule20.Il a donc fallu proposerd’autres mécanismes,

qualifiésde plus “plausibles”2t.

1.4.2. La méthodede travail
La grammaire actuelle des ESA étant dépourvuede “Structure

Pour la partie générative(la générationdes expressionsbien Profonde” elle esten fait, danssa partie transformationnelle,beaucoupplus

formées) j’ai suivi à la lettre, au début, les choix et les méthodes prochedesmodèlesde Z. S. Flarris22.

Chomskyennes’6.
N’ayant pas eu connaissanceà l’époque d’une autre théorie

A vrai dire, ce formalisme n’est plus à l’heure actuelle spécifiquede linguistique qui aurait permis de manièreévidentede rendre compte de
Chomsky.ayantété repris parde nombreuxauteurspourdevenirce qu’onappelle l’ensembledes spécificitésdes ESA, j’ai préféré modifier “au coup par
maintenantla th&nie deslangages(formels)1?.

coup” le modèleque j’avais commencéà développer.La méthodesuivie a

J’ai été ensuiteconduit à modifier ce formalisme,d’abord sur le plan des donc étéessentiellementpragmatique.En fonction d’un but visé, j’ai choisi

notations,ensuitesur quelquespoints techniquesiS,tout en restant dansce ici ou là ce qui convenaitle mieux.

cadregénéral.
U y u certesrisque d’incohérenceépistémologiqueà juxtaposerdes

Pour les transformations,je suis égalementparti de la conception conceptsissus de théoriesdifférentes,voire concurrentes2.Toutefois ce

Chomskyenne(avec StructureProfondeet Structurede Surface),que j’ai
ensuiteété conduit à abanclonner9.

Par exemple,les transformationsdoivent pouvoir porter sur divers
composantsdesécrituresà transformer.Dans le casd’une sommealgébriquepar
exemple,tous les couplesde termes(avecleurssignes)doiventpouvoircommuter,Il
n’estcertespas difficile de trouverdes mécanismesusuelsqui permettentcela,mais
cesmécanismesont l’inconvénientmajeurde fonctionnerselon des modequi n’ont 20
rien à voir, ou alorsde Irés loin, avecce que fait l’algébristecompétent(l’enseignant

parexemple,denombreuxlogicielsde calcul formel commencentpur exprimerles

expressions,tellesque
x=radfla*b’2)12)1

sousuneforme “polonaise” ou “de Cambridge”préfixée:
= x rac / * u “b 2 2

—.________________________ 21 ce termeseradiscutéplus loin.

16 tels qu’ils sont exposésdansses livres, dans l’introduction â la Grammaire 22 y, Notes du Cours de Syntaxe (1976). Toutefois, mêmesi j’ai été fortement

générativede Ruwel (1970) ou encoredansBach (1973) etc. influencé pur la conceptionde Harris destransformations,je n’ai pus pour autant

cherchéà en établirun modéleexplicitement“Han-issien” (commej’avais cherché
y, p. ex. Moreau1975. au débutà bàtir un modèleChomskyenpour la partiegénérative).Il està noterque

le caractèreru-ii de la partiegénérativeen particulier
Harris s’est intéressé(dansles CoIIec&’d ,rapcrson Transformatio,talGranimar)à la

formalisationdu langagealgébrique.
tt) pour desraisonsqui serontexposéesau chapitre III. consacréeà la critique du

travail de D. Kirshner (1987a), Celui-ci se situe en effet dans ce cadre
23 tel que l’emploi de IransfoonaLionsdetype “Han-in” surdesex1xessioosengendrées

“Surface/pmfondeur”. par unePartiegénératricede type “Chornsky”.
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dangerconcerneplus les théoriesde linguistique générale24,que les travaux
de linguistiqueappliquée(commeici, où les objetssont les ESA).

En fait, dansla mesureoù cettethèsea pourobjetde “mettreen évidenceles
principalescaraciéristiquesdes modèlesdes ESA”, et non un modèledes ESA
proprementdit, elle se situe à un niveau Intermédiaireentre les théories
linguistiquesgênéraks(théoriesdesth& ‘es,d’ordre méta-méta-linguistique,par
exemplela grammairegénérative-transformationnellede Chomsky)et les théories
particulières(d’ordre mèta-linguistique,parexemplela grammairetransformation
nelle du Françaisde M. Gross,1977).

En effet, d’une part. (commeon le verra chap V) il n’y a pas une
grammaireuniquedes ESA, mais des grammairesqui rendentcomptentdes
différentssystèmesd’ESA. Le modèleprésentéest un discours-général-sur une
classe-particulière- de théories (les modèlesdes ESA), et non pas la théorie
particulièred’un systèmeparticulier.

D’autrepart, si cediscoursestd’ordrethéorique(parcequede niveau
‘méta-méta”),il ne revendiquepaspour autantte statutde “Ihéorie”, qui compoile
des exigencesbien supérieuresd’exhaustivitéet de formalisation.A ce niveau
intermédiairedonc, il parait tout à fait tolérabled’importer desnotionsd’origine
différenles,à condition de s’assurerde la cohérencedu résultat.Seul le niveau
supérieurdesthéorieslinguistiquesgénéralesexige une plus grandehomogénéité
épistémologique.

1.4.3, Remarquesur le choix

Après coup, le choix du formalisme Chomskyen s’est avéré
relativement malheureux. Tout d’abord d’autres formalismes mieux
appropriés (grammairescatégorielles)avaient été déjà développéspour
l’étude spécifiquedesexpressionsmathématiques(Larnbek 1958, 1961) mais
je l’ai su plus tard. Ensuite, l’objet étudié s’est avéréplus complexeque
prévu. Les ESA présententen effet des caractéristiquestout â fait
spécifiques,par exemplele fait que les transformationsportentsur desécri

turcs de longueur et de complexité indéfinie. Le choix du formalisme
Chomskyenm’a pasempêchéde percevoirce genrede questionsdélicates,et
de les résoudre,en le dénaturantd’ailleurs progressivement.Ce choix a eu
pour inconvénientmajeurde me faire perdredu temps.

1.4.4. Accessibilité du modèle des ESA

Mettre en évidence, de manière accessible,les principales
caractéristiquesde modèlesstructuraux,didactiquementplausibles,des
systèmesd’ÉcrituresSymboliquesen Algèbreélémentaire,

J’ai souhaitéque le lecteurait accèsâ la manièredont le modèledes
ESA a été élaboré.

Ceci est d’autantplus nécessairequ’il n’y a pas un systèmeunique
d’ESA, mais de nombreuxsystèmes,peut-êtremêmeautantque d’individus
(chap. V). Le lecteurdoit pouvoir, s’il le désire,construirele modèlede la
variantequi l’intéresse.Par exemple,il peut vouloir comparerles systèmes
d’ESA employéspar deux manuelsdifférents sur un même niveau, ou
encorecomparerles systèmesd’ESA, dans une même collection, à deux
niveauxsuccessifs.

En outre, les ESA ne représententqu’une petite partie des écritures
symboliquesmathématiques.Si le modèleproposén’est pas accessible,le
lecteurne pourrapasaisémentle transposerâ d’autresdomaines(telles que
les écrituressymboliquesde l’analysepar exemple).

Cetle thèse comprend donc une longue présentationdes outils
permettantde construireun systèmetel que celui des ESA. Il énonceles
principaux problèmesrencontrés,et les solutionsapportées(chapitres11 à
VUl).

24 dont les otetssont les systèmes,plus ou moins formalisés,de représentations
métalinguistiques(y, Culioli & Desclés,1982), et dont la théoriedesgrammaires
génétatives-transfoi’mationnenesde Chomskyest un exemple

Il est à noter qu’entre la description des ESA d’une part, et la
descriptiondesoutils de cettedescription(la méta-description)d’autre part,
il y a unedifférencenotabled’exhaustivitéet de formalisalion.
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Cela s’explique par deux raisons. D’une part, il est difficile, en

pratique, de développersimultanément,au mêmepoint, une théorie et sa

métathéorie.D’autre part, la naturedesobjetsdiffère d’un niveauà l’autre.

Les ESA sont en effet modélisablespar une grammaire:c’est même la

premièrehypothèse.Parcontre,l’élaborationd’une grammaireformelle des

ESA, si elle est soumiseaux contraintesthéoriques portant sur les

grammaires.n’est pas réductibleà des règlesformelles, mais comporteune

part de “savoir-faire” et d’imaginationcréatrice25.

Cette thèsemet en évidenceles principales caractéristiquesdes

modèlesstructurauxdes ESA, elle n’a pas l’ambition d’élaborerun méta

modèleformalisédesESA.

1.5. Les ESA: une étude pi’odidactique

Quellesrelationsentretient le modèle des ESA et la didactiquede

l’algèbre proprementdite?La réponsen’cst passimple,car cesrelationsont

ellesaussiévolué.

J’avais placé à l’arrière-plande mes préoccupationsla didactiquede

l’algèbre proprementdite: cela ne veut pasdire queje l’ai suppriméede ma

réflexion. Précisonsson rôle et sa fonction, et pour commencerce que

j’entendspar ce terme(“perspectivedidactique”).La perspectivedidactique

se présentesousla forme d’applicationsenvisagéesa priori (répondantà la

question; “à quoi tout cela pourra-t-il bien servir?”), sanstravail exhaustif

d’élaborationthéoriqueet d’expérimentation26.Il est pourtantessentielde

précisercette perspective,car elle permetde comprendreles raisonsde

certainschoix au seindu modèledesESA.

Par exemple,la terminologieemployéepour décrire les écritureset

leurs transformations(“terme”. “facteur”, “changementde membre”.,-)suit

au plus prèscelle que l’usagea consacrée.Or la constructionrigoureusede

cetteterminologie27s’est faite, conformémentà la décisionméthodologique

du “pas de côté”, hors de tout contextedidactique,strictementà l’intérieur

du modèle linguistique. Il n’y a, s priori, aucuneraison linguistique pour

que la terminologieconstruiteen son sein recoupeles termespréconstruits

de l’usagecourant.S’il y a adéquationaveccet usage,cela ne vient pasdu

modèle seul: chaquefois que le modèle laissait une liberté et qu’il

y avait donc tin choix à faire, la décision a été influencée, entre

autres, par la perspectivedidactiquesous-jacente.Ainsi, c’est parce

quej’estimaisnécessairede redonnersa légitimité au discourssur les signi

fiants (voir chap.XIII), en situationd’enseignement,dansla classe,quej’ai

été amenéà choisir, parmi les structureset les dénominations,celles qui

étaientles plus “plausibles” didactiquement,autrementdit à faire coïncider

ma terminologieet le discoursspontanédesenseignantset desélèvessur les

écritures.On a donc bien une influencedesperspectivesdidactiquessur la

25 cf,Chomsky0971)

26 il ne s’agit doncen rien d’ingéniériesdidactiques,mêmes“en pensée”.J’ai certes

menéun certainnombrede séquencesd’algèbreau seinde l’expériencede DAP (y.

...suitepagesuivante...

annexe)maisje ne me suis pasalorsdonnéles moyensd’en tirer autrechoseque

desopinionsquantà la validité desperspectivesenvisagées.

27 c’est-à-direle fait de définir le mot “facteur” commel”opérande”d’un certain
“opérateur” nommé “produit”, lui-même défini comme une certaine “suite
terminale”engendréeparune“règle de réécriture”biendinie,laquelleetc.
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conceptiondu modèle.Cetteperspectiveinf lue les choix effectuésau seindu
modèle.

Précisonsque, pour aboutir, entre autres, à cette adéquationde la
terminologie avec l’usage, cela a pris beaucoupde temps et pas mal
d’efforts. A titre de boutade,on pourrait dire qu’une petite partie du temps
a été consacréeà bàtir le modèle,et une grossepartie à l’élaguer, le rendre
plausibleet surtoutcompréhensible!

Une rapide postfaceprésenteune synthèsedes principalesoptions
méthodologiquesque nousnoussommesefforcésde suivredansce travail.

II, POSITION DU PROIJLEME

Les pratiquesscientifiquesont partie liée avec
les processussociaux d’objectivation et d’institution
nalisation: on penseévidemmentau rôle de l’écriture,
oemmeinstrumentdeniptureavecl’immédintetémimétique
de la penséelivrée â l’oral, ou au rôle de tous les
symbolismes formels, notamment logiques ou
mathématiques,qui poussentà leur accomplissementles
effets de I’objectivation par l’écrit, en substituantâ
l’intuition, fût-elle géométrique,“l’évidenceaveugle”selon
le mot deLeibnitz, qui surgitdessymbolesmêmes.

PierreJ3ourdieu,HomoAcademicus.

Ce chapitrea pourobjet de poserprécisémentle problème.Il ne s’agit
pas d’une approchehistorique ou méthodologique(ce qui a été fait en
introduction) maisde l’élaborationd’un plan d’étudespar décompositionen
différentssous-problèmes.Certainsd’entre eux ayantdéjà été abordésdans
d’autrestravaux,le chapitrese clora par une focalisationde la recherchesur
les questionsqui n’ont pasététraitéesailleursà l’heure actuelle.

Il,lI. L’intitulé dupme

Rappelonsl’intitulé du problème:

Mettre en évidence,de manièreaccessible,les principalescaractéris
tiquesde modèlesstructuraux,didactiquementvraisemblables,dessystèmes
d’ÉcrituresSymboliquesen Algèbre élémentaire.

Pour rendre opérationnelcet intitulé, on peut le retraduirecomme
suit dansle vocabulairede l’JntelligenceArtificielle, ce qui donne:

11.1. Plan d’étude général
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Élaborerles principalescaractéristiquesd’un systèmequi modéliseles

pratiqueseffectives des “experts”I dans le domainedu calcul algébrique

élémentaireformel.

Le but visé n’est pas la performancedu systèmeexpert dans la

réalisationde tâchesalgébriques.La perspectivede ce travail estdidactique.

Ce modèle2de l’expert doit nous permettrede mieux comprendrela

pratiquede l’algébriste compétent(“expert”), et éventuellement(avec de

nombreusesprécautionspouréviter les extrapolationshâtives)du débutant:

«La simulationpeutviserà ne reproduireque les résultatsobservables,ou au

contrairechercherà copier la démarchequi estadoptéeou supposéetelle parle sujet
humain.Dans le premiercasl’ordinateurprogrammépour la simulationseprésente
commeune boite noire: seulesles entréeset les sorties sont pertinentes,les

représentationset lesprocéduresinternesn’ont aucunesignification.Dansle second

cas,le programmeseveutdescriptifd’une activitécognitive.»(Desclês1989).

Cela imposedonc un certainnombrede contraintes.

11.1.2. Les contraintesdu système

• Le domainedesexpressionsseracelui de l’algèbre élémentaire.En

feront partie les équations(d’un degréquelconque),les inéquationset les

systèmes.En serontexcluesles fonctions(tellesque 5m, log...) et les

écrituresfonctionnellesen général,tellesquef(x) .Le seul aspect

parexemple,desprofesseurs:ce point serarediscutéai’ chap.VIII.

2 le mot “modèle”n’estévidemmentpaspris ici dansle sensmathématiquede “théoriedes
modèles”,maisdanssonsenscourant:

«“Représentationsimplifiée d’un processus,d’un système” (Dictionnaire Le
Roben)»

«alorsque processuset systèmefont partie du Réel,danstoute sa richesseet sa
complexité,et peuventétre plus ou moinsbien isolésdu restedu Réel, le modèleest

enLièrementdescriptible,cettedescriptionétantnécessaireet suffisantepour connaître
l’état du modèleet sonévolution (au moinsen théorie).»Lliboutry L. (1987)

fonctionnelest celui qui correspondimplicitementaux opérationsde

l’algèbre: addition, soustraction... exponentiation.

Les expressionselles-mêrrtesdevrontètre manipuléessousleur forme
effectiveusuelle,telles qu’onles trouvedansles manuelsou les cahiers,

ou à défaut,dansune forme intermédiairela plus prochepossiblede la
forme usuelle.Autrementdit, le systèmedevraengendreret manipuler
des expressionsdu type4xy2,éventuellement4xy “2. maispas
4*x*y “2 ou4M[xMfyE2]].

Le mécanismedes transformationsdevraétre “plausible”, c’est-à-dire
utiliser autantquepossibledes règlesque l’expert peut reconnaître
commesiennes,de préférenceà d’autresrèglesplus performantesmais

éloignéesde sa pratique.Cettecontrainte,alliée à la précédente,exclut
par exemplede mettred’abord les expressionssousforme préfixée (dite
“Polonaise”3),ou les polynômes(parexemple2x3-xi÷I) sousforme de
tableauxde couples“(coefficient; degré)” commele font certains
logiciels de calcul formel.

Parailleurs, le systèmedevraètre autantque possible“accessible”,
Celasupposequesaprésentationsoit suffisammentintelligible pourque
le lecteurpuisseen percevoirl’organisationet la modifier selonses
besoins.

Dans l’introduction, la méthodede travail (à savoir le recoursà une
grammairegénérative)n été présentée.Il reste à voir commentaborderen
pratique le problème, compte tenu de ce choix méthodologiqueet des
contraintesquenousvenonsde voir.

11.1.3. Approche du problème

Avant de songerà transformerles expressions(ESA), il faut les
engendrer.Commecela a été dit en introduction,j’ai choisi de le faire par

3 eilou “de Cam&idge”

ce qui donneraitdansnotreexemple:“((2:3h(-1:2);(t:O»” (Davenportet al. 1987)
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une grammairegénérative.Toutefois ces grammairesne traitent que des
expressions“linéarisées”,c’est-à-diredont tous les symbolesse suivent, le
long d’une même ligne, sans décrochementde position verticale ni
changementde taille, par ex:

4xftv *2)13)

Cela exclut d’engendrerdirectementles expressionsqui se développentdans
les deuxdimensionsde la feuille: les fractions, les puissances,les racineset
les systèmes.L’engendrementdes ESA doit donc se faire en deux étapes:
d’abord l’engendrementd’expressionssymboliqueslinéarisées(“ESAL”) de
type:

4x ((y 2)/3)

au moyend’une grammairegénérative,puis la transformationde cesESAL
en ESA tellesque:

44
par applicationdes règlesde la typographiemathématique.

Les contraintesmentionnéesci-dessuspour la manipulationdesESA
correspondentà des contraintessur l’engendrementdes ESAL par une
grammairegénérative:

Il ne suffit pasen effet que la grammaireengendreexactementtous
les ESA (et rien qu’eux). Il faut encoreque la hiérarchiedessous-
expressionsau seinde l’ESA (autrementdit, la structure)soit en accord
avecl’intuition qu’enont les “algébristescompétents”(experts).Dans
cetteoptique,une grammairequi engendrerait2ax +4 par
juxtapositionde2aetdex +4:

ne seraitpasacceptable.

Expression

A
Produit Somme

AA\
2cix + 4

Les ESAL étantainsi engendrées,on aborderaensuitela questionde
leur transformation.U faudrasuccessivementdéterminer:

• Les ESAL devrontcouvrir le domainedesESA. tout ce domaineet rien
quece domaine(qu’il resteraà déterminerprécisément).

• Les ESAL devrontdifférer le moins possibledesESA, autrementdit les
seulesdifférencesentreESAL et ESA devrontconcernerles fractions,
lespuissances,les racineset les systèmes(qui s’écriventen deux
dimensions).

• Les ESAL devrontavoir une structure“plausible”. Cettestructureest
liée à la grammairegénérativequi les engendre;elle peut être
représentéepar un arbre.Parexemple,une structurearborescente
possiblepour2axi-4 est:

• un mécanisme(plausible)de transformation

• la liste destransformationsnécessairespour que le systèmepuisse
effectivementrésoudreles tâchesélémentairesd’algèbre

• la hiérarchiedes typesd’opérationsqu’on peut effectuersur les
expressions.Le plus basniveauest la transformation,mais il y a des
niveauxsupérieurs,en particulier les enchaînementsde transformations
(procédures)

Son,,»,

Produit

2ax-i-4
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éditeursde formules. Cela permettrade resserrerencore le programme

les méta-règles,règlesponantsur les transformations,en particulier d’étude.
cellesqui gouvernentle choix destransformationsen fonctionde la

tâcheà effectuer(stratégies,heuristiques). -

11.2. CalculateursSymboliqueset Editeurs de Formules.

11.1.4.Décopitionen différents sous-problèmes

En résumé,nous pouvonsdonc décomposerle travail à effectueren 11.2.1. Les calculateurssymboliques

un certainnombrede sous-problèmes
Par “calculateurs symboliques”, j’entends les programmesqui

• Convenirles ESA (bidirnensionnelles)en expressionssymboliques calculentnon sur desnombresmais sur dessymbolesmathématiques,p. ex.

linéarisées(ESAI.) pour pouvoir les traiter et les manipulerensuite,et REDUCE, MACSYMA, MuMATH... (Davenport et al. (1987). Ces

inversement, logiciels, apparusdans les années1960 pour servir d’outils scientifiquesde

haut niveau (Mounier 1987), se situent aux confins de l’informatique
• Engendrerles ESAL de manièreà ce que leur structureet les

traditionnelle et de l’intelligence Artificielle. Oit les trouve à l’heure
transformationsqui s’y appliquentaient une certaineplausibilité.

actuelledansdeux domainesprincipaux: la recherchedansdes domaines

• Modéliserle calculsdesESAL, et pourcela: mathématisés(ex: physique des hautes énergies), la démonstration

automatiquede théorèmes(MUSCADET: Pastre1984)). et l’Enseignement

• déterminerun mécanismeplausiblepour les transformations. “Intelligemment” Assisté par Ordinateur (“EIAO”): CAMEL1A,

APLUSIX6, NA1ADE...
• établir une liste cohérentedestransformationsnécessaires

Les mathématiciensprofessionnelsou les physiciens théoriciens
• établir une liste desenchaînementsde transformations

(procédures)
n’ayant guère besoin de l’aide de l’ordinateur pour effectuerdes tâches

d’algèbre élémentaire,les logiciels qu’ils utilisent professionnellement

• établir une liste cohérentedesrèglesde niveauméta (stratégieset portentavanttout sur du calcul symboliquede niveauplus élevé.Aussi nous

heuristiques), intéresserons-nousphitôt au domaine de l’EIAO, car on y trouve des

logiciels d’enseignementde l’algèbre. Si l’on reprend la division des
Avant de commencerl’étude proprementdite du systèmedesESA. il systèmesd’EIAO en trois modules(Chaillot 1984e):

reste toutefois une dernièrechoseà faire: déterminerl’état de l’art en la

matière,pour savoir si le problèmen’a pasdéjà été traité, en totalité ou en

partie.

Il y a par exemple l’approche linguistique de D. Kirshner, qui
Vivct 1984

présentede nombreuxpoints communsavec la mienne,et qui seradiscutée

au chapitresuivant.Mais avantcela, il faut étudierun domainequi présente Nicaud 1987

de itoinbieusesparentésaveccelui qui nousintéresse,celui du traitementdes 7 Joab,Cauzinille-Marmèche,Mathicu (1989)
symbolesmathématiquepar ordinateurles calculateurssymboliqueset les

8 cit&dansMowtier 1987
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• un moduleExpert,qui estexpertdansle domainede connaissances
concerné,

• un module Élèvequi traduit l’experdsedansle domainepédagogiqueet
qui suit le comportementde l’apprenant.

• un moduleTuteurqui est l’interface avec l’élève et conseillecclW-ci.

les calculateurssymboliquesconstituentles modules“Expert” dessystèmes
d’ELAO d’algèbre.Ce serontles seulsmodulesque nousretiendronsrie ces
systèmes.

11.2.2. Les Éditeurs de Formules

desexpressionsentréessousforme linéarisée(EDIMATH9, TEXIO, module
d’entréedesImagelogiciels”),pour la compositionde textesmathématiques.

Cette forme linéariséeest par ailleurs assezsouventdifférentede la
notation usuelle,parcequ’elle obéit à une logique plus typographiqueque
mathématique.Ainsi, les “formules” du texte que le lecteura sousles yeux
en ce momentsont produitespar l’éditeur de formules intégréau traitement
de texte “Word5”2quej’utilise. Cet éditeur (relativementsommaire,mais
suffisant ici) met en forme desexpressionslinéarisées,à la syntaxetoutefois
peuévidente.J’ai par exemplesaisi la matriceci-dessussousla forme:

BBQ(M\AL(1 2yz2;y 2))

De nombreuxcalculateurssymboliques(sauf Macsyma)négligent la
présentationdes résultats.Ainsi, l’utilisateur de MuMath qui souhaite
inverser la matrice (qui s’écrit usuellementdans les deux dimensionsdu
plan):

2yz2
2

doit-il entrer l’expressionlinéariséesuivante:

7f [1 , 2Y* Z 2 J [Y, 2] 1 —1

MuMath répondalors:

@:{[1+2*Y2*Z2!(2_2*Y2*Z2) ,_2Y*Z2/(2_
2*Y2*ZA2) J , [—Y! (2_2*r2*r2) , —1 / (2_2*Y2*ZA2) J

11.2.3. Caractéristiquesde ces logiciels.

Plutôt que de présenter un certain nombre de calculateurs
symboliqueset d’éditeursde formulesen quelqueslignes à chaquefois, ce
qui serait rapidementfastidieux,je vais les étudierselonun certain nombre
de critères. Ces critères proviennentde la liste des sous-problèmesà
résoudrepour modéliserles ESA. Les résultatssont repris dansun tableau
récapitulatifsommairel).

Le tableaucontientles critèressuivants:

1. Le nom14du logiciel

2. Le type de matériel requis (micro-ordinateurs.“mini” ou gros systèmes)

La facilité de calcul estappréciable,mais le résultatpeu lisible.

A l’opposéde ceslogiciels qui calculentbien mais présententmal, on
trouve des logiciels qui ne calculentrien du tout mais qui sont dédiésà la
présentationdesexpressionsmathématiques.Ces logiciels (les “éditeurs de
formules”) ont pour tâchede mettre sousleur forme mathématiqueusuelle

9 INRIA et Laboratoirede GénieInformatique,UniversitéJosephFourier,Grenobte.

1° D. Knuth

y. CREEM,CNAM (Paris)

12 MicrosoftTM

13 La liste quenousallonsproposern’a rien d’exhaustif.En particulieron n’y mentionne
ni le logiciel DISSOLVE* ni MATIIEMAUCA

14 qui n’estpasun “critére” au sensusuel...
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3, le caractèreunidimensionnelou non desexpressionsproduitespar ce

logiciel.

On ne considèredonc que les expressionsproduiteset non les expressionssaisies.

banstous les logiciels existantsen effet, les expressionssontsoit saisiessousforme

unidimensionnelle,par unecombinaisonordonnéede Louchesdeclaviersoit construites

endeuxdimensionsà l’aide d’un éditeurgraphiquead hoc.

Dans le cas des logicids qui produisentdes A (avec tous leurs attributs

typographiquesdansle plan de l’écran ou de la feuille), que cesoientdesCalculateurs

Symboliquesou desÉditeursde Formules,unequestionimportanceestcellede l’image

sur l’écran de ce que l’utilisaleur est en train de laper. Dans Macsymapar exemple,

l’utilisateur entredesESAL qui npparaissenlcommetels à l’écran, puis le logiciel les

reformeen FSA;

(c59) ec3: (a_1)*x_b*ya*zO

(059)

Time= 54 msec

— a — by t ta—1)x O

Ce qui différencieces logicielsqui produisentdesESA, c’est la présenceou

non à l’écran descai-actèresintermédiairesservant l’encodagede l’expressionet qui

sontabsentsde t’ESA frnale. Dansles Imagelogicielspourproduire‘X2’:

il faut laper [}
l’écran affiche alors; s “ 2

puis demandeconfirmation.Aprèsconfirmation, ‘x 2 ‘ s’effaceet

4, La plausibilité (au sensoù nousl’avons définieplus haut; nouspourrions

parleraussi“d’anthropomorphisme”)de la représentationinternedes

ESAL manipuléespar le logiciel. Nous livrerons ici à un évaluation

grossièrece cettenotion de plausibilitéde la représentationinterne.Elle

esten effet assezcomplexe,liée au fait qu’il y a desniveauxde

représentationemboîtés.A un certainniveau,un polynômepeut être

représentéjar destableauxde couples(coefficient,degrés).Mais les

nombrescorrespondantaux coefficientset aux exposantsont eux-mérites

unereprésentationinterne,et ainsi de suite, jusqu’auniveaudu langage-

machine(qui n’a aucuneespècede “plausibilité” didactique).Nous nous

contenteronsdoncde deuxcritères,concernantla couchela plus

superficiellede représentationinterne:

• les ESAI. y sont-ellespréfixéesou infixées?

• les sommesalgébriqueset les produitsy sont-ilsdéfinis de

manièrerécurrenteà partir dessommesou de produits

(“binaires”) de deuxtermesou, de manièreplus plausiblels,de

manière“n-aires”?

5. la plausibilitédu mécanismede transformationdesESAL (est-il basésur

le filtragelé desexpressionsavecdes “formules de transformation”?).

6. l’existenced’une liste de transformations

x 2 7. l’existenced’une liste de procédures

Cela permeten outre uneconstruction“pas à pas” desécrituresqui peuvent

étremodifiéesà tout moment;l’ESAL (définitive ou intermédiaire)ne peutétremise

sousformed’ESA que lorsquesasyntaxeestcorrecte.

Parcontre,avecle traitementde texte“Word 5” j’utilise pourproduire’ x 2»

unecombinaisontIc touchesqui n’apparailpasà l’écran.

Tout ceci n’a pasgrandeimportancesur le plan informatique,maisjoue un

r6le importantpour l’ergonomiedes logiciels, laquellen’est passansrépercussion

sur leur usagedidactique(maisceci n’est pasnotrepropos).

8. l’existenced’une liste de métarègles

9. l’usagedu logiciel (recherche,outil professionnelou personnel,EAO,..)

‘5 y. à ce proposKirshner 1987b; ‘The Mylli aboutthe Binary Representationin Algeixa

16 p- ex applicationde la formule (ab)2= a2b2à l’expression(h?(Mounier 1989)

l’écran affiche:
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12 13

I4
[6 17 [5 19

I maté- Faine Synlaxe Plans liste tisle liste usagenom intt trair. (iço, I_, t
Mr E,lilçiw 1rêlïxé persesm.EDIMAT1I formules n-aire
Mat E formules mixte persan,.‘‘n simplifié n-aire
PC Fditeur 7 profess.TEX formules
PC ESAL: Musinip filtrage OUI NON persam.MuMATII 2Y’t2 txéfbé funetions EAO17
VAX ESA: 7 7 7 7 7 afirdieMACSYMA Sun

., ta-l)b-4 scientif.
minis ESAL kifixé 7 7 7 7REDUCE - -. 2*Y4Z*2 binaire soienlif.
PC ESAL infixé enseign.IsansnoniltS

A+(8C)/X binaire inf o.
7 aIres 7 EAO19FX PRF55O55

‘ ESAL infixé OUI OUI 7 17 FAf)Isansnoml
- I
mmi syntaxe 7 7 OUI OUI Ioi.n nxtiercfaeCAMELIA Lisp (plats) J HAO
7 ESAL: çrèfixé Filirage OUI >30 ixrcédtres redierdiePRESS21 2*gtr>=v2 binaire (Ikolog) 2laxion,s lA
III5 ESA Péfixé OUI 0W OUI 0W recherdieNAIADE /350 n-aire règles jrocédtr. stratép,ies EIAO
iiT [SA sans 51M apparie- OUI OUI OUI lieu- recisadieAPLUSIX Mr fracikas infixé mmt de ‘piets” ristiques. EIAO

n-aie “ie,nei’

11.3. Redéfinition du plan d’étude

De l’étude de ces différents logiciels et des recherchesassociées3il
ressortun certain nombred’orientationspour la recherche.En particulier.
certainsdessous-problèmesont étédéjà plus ou moins résoluspourélaborer
ceslogiciels. Nousallonsdonc les aborderimmédiatement.

11.4. Niveau Typématique

Les problèmesde mise en forme typographiquedes ESA, ou si l’on
préfèrede passagedesESAL aux ESA (et inversement)ont été bien étudiées
pour la réalisationdeséditeursde formules. Précisonstoutefoisun point de
vocabulaire,car le terme “mise en forme typographique” n’est pas ri
goureux.

Cette précision provient de ce que nous étudions ici les ESA sous
forme écrite.

y. Kunkle & Burch (1984)

Programmede démonstrationconstruit par le groupe “Récursivité” de l’IREM de
Marseille (Carmona& Didier 1975,Didier & Rousse!1976).

Thompson& Thompson(1987).Thompson(1989)

20 Programmeexposépar Larkin (1989).

21 Bundy & Welhnm (1979)

22 Joab(1990)

23 Je ne me suis pas livré à uneétudeexhaustivede l’ensembledeslogiciels traitant les
expressionssymboliquesqui existent.Toutefois les orientationsqui se dégagentdu
tableau, à savoir l’attention portée aux procédureset aux stratégies,avec des
transformationsélémentairesperformantesmaispeuplausiblessemblentsuffisamment
généraleset en accordavec les centresd’intérêt de l’informatique et de lIA (que la
résolutiondeproblèmesisatéresseplus quela plausibilitéde la représentationdesobjets.
ce qui ressortitplutôt à la psychologiecognitive)pourqueje n’aie pasvoulu consacrer
plus de tempsà im inventairesystématiquedescalculateursformels.

Uneexceptionnotableà ce qui précèdeestAPLUSIX qui définit desopérateursn-
aireset dont les transformationsseveulent“plausibles” puisqu’il s’agit d’un logiciel
d’EIAO proposantà l’élève des transformationspoosiblesou détaillant cellesqu’il
effectue,
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11.4.1. Oralisation des ESA Toutefois la linguistiquedes langagesoraux nousapporteun concept

fondamental,celui de la distinction entre sons (phonétique)et phonèmes

Certes,on peut lire â hautevoix desESA, maisce qu’on lira n’est pas (phonématique26):

unesimpledécalquede ce qui estécrit.
Le phonèmeestun segmentphoniquequi:

En particulier, pour l’expressiondesparenthésages,on prononcerarement

“ouvrez la parenthèse/ fermezla parenthèse”(ce qui seraitexcessivementlourd .n (a) aunefonction distinctive

peu intelligibte). On utilise d’autresprocédés.Ainsi; (b) est impossibleà décomposeren une successionde segmentsdont

a (r + 2)
chacunpossèdeunetelle fonction,

seralu dansuncontextealgébrique(où a nedénotepasunefonction); (c) n’esl défis’ que par descaractèresqui, en lui, ont valeur distinctive

(... queles phonologuesappellent“pertinents”.

Fa fwa iks plys do] La fois x plus 2)24.

ou
Quelquesexemplespour montrercombienles phonèmes.en vertu de

Fa faktœrdœiks plys dia] (a facteurde x plus 2)
cettedéfinition, sedistinguentdessons(..i:

tandisque
Le r françaisse prononce,selon les régions (...). soit roulé, soit

grasseyé.Mais lesdeuxsonsnecommutentpas(alorsqu’ils commutenten

aï + 2 arabe).On dira donc,en vertu de (c), qu’il n’y a qu’un seulphonèmefrançais

fr1. (Ducrot & Todomv, 1972 pp. 221-222)
est lu

Cettedistinctionestégalementpertinentedansles langagesécrits2.En
Fa lb plys doj (u x plus 2),

languenaturelle:
ce qui lève l’ambiguïtéquantau débutde ta parenthèse.Au niveaude la parenthèse

fermante,l’ambiguïté est plus ou moins bien levée par l’emploi de pausesdansla «Le graphèmealphabétiqueestuneclasseabstraitede réalisationsmatérielles

voix, ougraphes»(Anis 1988)

Nctonsquedansun contextefonctionnel (oùa dénoteune fOncLion) u (s + 2) • l’équivalentdu phonèmeest le le graphème.Exemple:/“y”/. Ce

lu. graphèmeestdéfini par un tableaude traits qui le distinguentdesautres

Fa dœiks plys do] (n de x pl 2). graphèmes:nombrede “boucles”,de “jambes”, etc.

Jeposeque la langueorale desESA est distinctede la langueécrite,

qu’elle a sa grammairepropre et qu’il faut l’étudier pour elle-même.Ce

travail particulier (grammairede la langue orale des ESA) n’a pas été

abordédansle cadrede cettethèse25. 26 ou “phonologie” selon les écoles

______________________

27 c’est-à-direque le changementde prononciationnentrainepas de changementde

signification
24 suivantles conventionslinguistiques,la prononciationdesphrasesest indiquée entre

crochets,avecl’Alphabet PhonétiqueInternational(API.).
28 Les notionsqui suiventde “graphème”et & “graphe’, les notations[“/et [“1 sonttirés

de l’ouvragecollectif Pourune théoriede la langueécrite sousla direction de Nina
25 on trouveradesindicationsdansBruston(1982) Caiach(t988),enparticulierlescontributionsdeJ-Ch.Pellat (t988) et J. Anis (1988).
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• l’équivalent (lu nest le “graphe”. lettre réaliséesur le papieravec tous
sesattributstypographiquesvariantd’un texte à l’autre. Exemples
(réalisationsdu graphème/”y”O:1”y”]; [“y”]; (“y”]; (“j!’]; [“y”].

En mathématiquestoutefois, les chosessont un peu plus compliquées,
ce qui m’a amenéà introduire la notion de “typème”.

11.4.2. Graphèmeset Typèmes

(Identifiant] P27
[Fonte] Times
[Corps] 10 points
[Décalagevertical] + 2 points
[Graisse] maigre
[Inclinaison] romain
[“Casse”] majuscule

Nous pouvonsconsidérerque chaque“graphe” (au sensgraphéma
tique du terme), qui est une classede “graphes”, est défini par un tableau
d’attributs typographiques.Les principaux attributs (qui intéressentles
ESA) sont les suivants:

(Identifianti P2”!
[Fonte] Times

[Corps] 12 points
[Décalagevertical] O point
[Graisse] maigre
(Inclinaison] romain

[“Casse”] majuscule

Pour les ESA, nous avons besoin d’un objet qui soit intermédiaire
entre le “graphe” et le graphème.En effet, l’opposition entre [“2’] et («a»]
est pertinente:elle distingueles exposants.Toutefoisce n’estpasau niveau
graphématiqueque cette oppositionest marquée:[“2”] et [“2”] sont deux
réalisationsdu mêmegraphème/“27. Cette oppositionapparaîtcertesau
niveautypographique,mais les seulstraits pertinents(la réductiondu corps
et le décalagevertical) sontalorsnoyésau seinde l’ensembledestraits, et en
outre n’apparaissentpas de manièrerelative (à savoirque le corpsde [“2”]

est immédiatementinférieur â celui de [“2”], quel que soit ce corps).

Je proposedonc de nommer“typème” l’ensembledes traits relatifs
permettantde marquerdes oppositionspertinentesau sein des ESA. (In
typème (noté par exemple\“2”3 est formé d’un graphèmeet d’attributs
distinctifs typématiques.

Prenonsun exemple: l’exposant «carré»,dont la réalisationtypo
graphiqueest dansce texte [“2”] correspondau typème:V2”\ formé du
graphèmeP2”! et desattributs typématiques:“décalagevertical égal à ÷1/3
du corps courant\Aréductionau corps immédiatementinférieur au corps
courant\ce qu’on peut reprendrepar un tableaude traits relatifs:

graphème /“2”!
décalagevertical\ +1/4 du corpscourant
\s’éduction\ corps immédiatementinférieur au corpscourant

La réalisationdu graphème/“2”/ est le «graphe»[“2”] (ici la fonte
couranteest “Times”, et le corps courantest de 12 points), les réalisations
des attributs typématiquesétant les attributs typographiques:[décalage
vertical vers le hautde 3 points]+[corps10 points].

[Identifiant]

[Fonte]

[Corps]

[Décalagevertical]

[Graisse]

[Inclinaison]

(ex: codeASCII; ici, le graphème)

(police de caractère)

(en points)

n points au-dessusde la ligne courante)

(maigre/gras)

(romai&ital ique)

(majuscule/minuscule)[“Casse”]

Exemple I: le graphe1”2”] est défini par le tableausuivant:

Exemple2: le graphe[“2”] (en exposant)estdéfini par le tableausuivant:
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Les traits typématiquesne dépendent donc pas des traits
typographiquestels que la Fonte ou l’inclinaison. Ils sont relatifs (aux at
tributs du texte courant).ce qui permetde les composeret de définir par

exemple (aux limitations typographiquesprès) l’exposant d’unexposant:

(“2 an”].

Remarquonsque, pour définir desexpressions tellesque les fractions,
il faut pouvoir parler des caractéristiquestypographiquesd’une sous-
expressiontoute entière (par exemple,le dénominateur d’unefraction) et
parmi celles-ci,définir l’encombrementvertical, l’encombrementhorizon
tal, les coordonnéesde son début et les coordonnéesde son milieu.
Typématiquementen effet, le milieu du dénominateura mêmeabscisseque
milieu du numérateur,tandisque l’ordonnéerelative de son milieu doit être
telle que son “sommet” doit se trouver n points-audessousde la barre de
fraction.

En résumé,transformerles ESAL en ESA revient à déterminerles
attributs typématiquesassociésaux sous-expressionsau sein des ESAL (et
réciproquement).

Ce qui précèdesert à justifier dans la suite dela thèsel’emploi de
l’expression“typématique”.Toutefois, il ne sera plusquestionpar la suite
du détail de la transformationdesESAL en ESA. Le lecteurqui souhairerait
connaîtreprécisémentla structure typématiquedesESA est invité à étudier
les éditeursde formuleset leurs noticesd’instructions29.

11.5. Procédureset métarègles

La modélisationdesprocédureset desheuristiquesassociéespose,elle
aussi,desproblèmesspécifiques.Cesquestions,difficiles, sont à l’origine de
nombreusesétudes,au carrefourde l’IA, de la psychologiecognitiveet dela
didactique.A cesétudescorrespondentdes réalisationslogicielles couvrant

un domaine plus ou moins étendu de l’algèbre élémentaire(PRESS.
NAIADE, APLUSIX...). Contrairementaux éditeurs de formules, ces
différentesrecherchesn’aboutissentpas à un modèleuniqueet définitif de
l’usagepar les élèvesdesprocédureset desheuristiques(telle n’est d’ailleurs
pas leur ambition). Il demeureque ce problèmeest distinct de celui de la
modélisation plausibledes ESA et de leurs transformations.Aussi ai-je
décidéde l’écarterdu champde cette thèse,et de renvoyer égalementle
lecteurau riche champdestravauxcitésci-dessus.

11.6. Structureset transformations

Suffirait-il alors de lier un calculateurformel (dont les procédureset
les stratégiesseraientplausibles) à un éditeur de formules pour que la
modélisationdu calcul algébriquesoit achevée,et cette thèsevidée de son
contenu?Bien entendula réponseest “non”, car à l’heure actuelle, aucun
calculateurformel ne transformede manière plausible des expressions
structuréeségalementde manièreplausible30.Dans une perspectived’EIAO.
si l’élève, actuellement,demandeà l’ordinateur quelles ont été ses
procédureset sastratégie,ce dernierpeut (danscertainscas) lui donnerune
réponsecompréhensibleparce que ses procédureset sa stratégie sont
plausibles.Si par contre il demandele détail des transformations(et pvs
seulementleur résultat), il n’obtiendrarien... ou bien des surprisesà voir
comment la machines’y prend effectivement.Au niveau de la recherche
didactique, la façon dont les transformationss’opèrentprécisément, reste
égalementdu domainede la “boite noire”. C’est fâcheux si l’on veut
interpréterles discoursdesenseignants,ou mêmebâtir un (dis)cours.

En conclusion, l’étude des logiciels qui traitent des symboles
mathématiquespermetd’évacuerde l’étude du systèmedes ESA les sous-
problèmesde la mise en forme d’une part,de la liste des transfor
mations nécessaires,des procédureset stratégiesde l’autre. Par
contraste,elle permetde se concentrersur le “noyau dur” de cetteétude,à

29 Celle d’EDtMATH parexemple 30 à l’exceptionpartielled’APLUStX
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III. L’APPROCHE CIIOMSKYENNE DE D. KIRSIINERsavoir l’élaborationd’une syntaxeplausiblecompatibleavec un mécanisme
1M «rasoir»d’Occamn’est naturellementpasunerègleplausiblede transformation,

arbitraire,ou une règle justifiée par son succèspratique:
elle dit que des unités de signesnon nécaçairesne
signifient rien.

WITIÏ3ENSTEIN, TractatusLogico-Philosophicus
(5.47321)

111.1. Introduction.

Nous venonsde vok que les approchesdu Calcul Formel ou de
l’E(I)AO ne répondaientpas au problèmeque nous souhaitonstraiter, en
raison du caractèreen général peu plausible de la représentationdes
expressionset de leur manipulations.Nous allons maintenantévoquerune
autreapproche,menéepar David Kirshner (Thèsede Ph. D.. 1987). Cette
approche,basée sur la notion linguistique de grammaire générative
transformationnelle,a pour mérite de traiter les expressionssousleur forme
courante, et de poser la question de la validité tant explicative que
descriptive du modèle développé. Nous montreronsd’abord, sur un
exemple,commentKirsliner modéliseles transformations.Nous indiquerons
ensuiteen quoi ce modèle répond à certainesde nos questions,puis ses
limitations.

Nous accordonsun chapitreentier à un exposédétaillé des travauxde
David Kirshner. Cela s’expliquepour deux raisons.D’une part, son travail
est à notre connaissanceabsolumentle seul qu ait un large domaine
communavec le nôtre, à savoir la syntaxedes expressionssymboliquesde
l’algèbre élémentaire.D’autre part, certainesdeshypothèsessur lesquelleil
est fondé (en particulier la distinction forme profonde/ forme superficielle)
ont été les nôtresdansun état antérieurde notre travail (les deux recherches
ont commencé à peu près en même temps, de manière totalement
indépendante).En exposantle modèle de Kirshner, nous présentons(par.
delà les petitesdifférencesde formalisme) les difficultés que nous avons
rencontréesen distinguant “surface” et4profondeur”. lesquellesnous ont
amenéà modifier nos hypothèses.Il est â noter que ces difficultés sont
égalementévoquéespar Kirshner dans sa thèse,et qu’il évoquesans le
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détailler ce que devrait pouvoir engendrerun modèle ultérieur pour matching” (Mounier 1988), sans lequel aucune transformationn’est

résoudrecesdifficultés. La syntaxedesESA que nousprésentonsici répond effectuable.Quantà la quatrièmeétape2,elle appelle,de manièrerécursive,

précisémentà ce type de spécifications.
de nouvellestransformations(effectuationd’une exponentiationarithmétique

et élévationau carréd’un carré).

111.2. Présentationde l’approche de Kirshner L’étape initiale d’identification qui seule nous intéresseici consiste

donc à reconnaitrela structurede l’écriture (cx3x2 est un produit») afin

111.21. Position du pblême: comment modéliser les de permettreson filtrage avec la “formule” de transformation:

______________

(AH)2 = A282trainformations?

Le mathématiciencompétentsait “développer” La difficulté provient de l’absencede marqueexplicite indiquantque

(3x2)2 l’exposant“2” ne s’applique”qu’àX etnonâ3x

en:
9x4. La solution retenuepar D. Kirshnerconsisteâ enchâsserles divers

Celasupposequ’il identifie élémentsde l’écriture dansautantde pairesde crochetsqu’il le faut (mais

3x2 pas plus) pour exprimerles priorités entreopérations,ce qui donne:

commeun produit (et non une puissance):pour cela, il doit connaitreles 3 [x 2]

règlesdites de priorité. C’est seulementaprèsavoir identifié le produit qu’il

peut appliquerla transfonnationusuellementnotée Par la mêmeoccasion,les opérationssont marquéespar dessymboles

(AB)2 = A2B2 explicites.Par exemple,la multiplication sera notéeM et l’exponentiation

Comment modéliserde façon simple un tel savoir-faire formel?
E ce qui donne:

Imaginonsque nousayonsà construireun logiciel de calcul formel muni de 3 M [x E 21

ce savoir-faire.
Noussommesdonc en présencede deux écrituresliéesentreelles:

Ce dernierpourraitêtredécomposécommesuit:
l’une (qualifiéede “forme de surface”):

1) Identifier 3x2 comme un produit.

2) Identifier l’écriture (3x2)2 avec (AB)2, et donc

3 avec A et X2 avec B, qui apparaîteffectivementdans les textesécrits,

3) RemplacerA par 3 et B par x2 dansA282.

4) Effectuer 32 en 9, et transformer(r2)2 en
• et l’autre (“forme profonde”):

Nous ne nousintéresseronspasdirectementaux étapes(2) et (3). Elles

correspondentau mécanismegénéral dit de “filtrage” ou “pattern
bien qu’il soit rarementexplicité

2 qui d’ailleursn’apparaîtjamaisséparémenten dehorsdesdiscoursà viséedidactique,ce
que fait remarquerKirshner.
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3MLxE2I est obtenuepar traductionde la forme profonde:
sur laquelleopèrentles transformations.

[[[2R[[N(xE2JJA3]1S5)D[4Myl«A fondamentaldistinction is made in the grarnmarbetweenihe abstract
underlyingstructureof a sentence(the deepfoi-m) and flic cooventionalform in 11J.2.2.A.Générationwhich algebraiclanguagecurrently happonslobeexpressed(the surfaceform). For
instance,the surfaceform, “3x2”, implicilly conveysoperationsof multiplication Les formes profondessont engendréespar les règlesde réécritureand exponenliation.as well as a parse for Die expression.fle deep ferra, suivantes:3 M f X E 2) , displaystheseoperationsand parseexplicitly, where “M” and “E”
representmultiplication ami exponenliationrespectivelyanti parenihesesindicate z —, [ZOZ] Opérateurbinairegroupingin the usualway.» (op. cit. p. 60)

O — A;S;M;D;E;R OpérationsterminalesAinsi l’identification desélémentsà transformerse fait sarisdifficulté
(Addition, Soustractionetc.)et on peur alors leur appliquerune formule du type:

Z - (NZJ Opposé[AMBIE2 +4 IAEf2IIMIBEr2I)

Z —, L Lettre
111,2.2.

L — a;b;c; ... x;y;z L.ettresterminales
Le modèle de Kirshner génère les écritures algébriquessous leur

z —, Q Chiffreforme profonde, puis les met en forme superficielle au moyen de
“traductions”.

Q —4 ,;O; 1;... ;7;8;9 Chiffres

Par exemple,l’expression:

T+3-s Les symbolesA, S. M, D, E et R correspondentrespectivementaux4v opérationsd’addition, de soustraction,de multiplication, de division,
d’exponentiation et d’extraction de racine. N représentel’opération
consistantà convertir un nombreen son opposé,que nous pourrionsappeler

— “opposition”». La dernièrerègle correspondà une grammaireparticuliète
Remarque:pour les besoinsde ta présentation,nons avonstiré la dichotomiesur

fac.e/profondeurd’une contrainteliée aux transformations.Toutefois,nousdevonsà la
vérité méthodologiquede signaler que cette idée répond à de nombreux autres
problêmes,tetsque la générationdesécrituresou les mécanismesde leur évatuation,et
trouve sonorigine dansI ‘oposition StructureProfonde/ Structurede Surfaceposéepar
CHOMSKY dansAspectsde la théoriesyntaxique(1971). Cesdifférentspointsdevue
serontpris en compte dans la discussionqui va suivre de la pertinencede cette
dichotomie.

. ,, ,,5 Avec nosnotationsde type SRL (Moreau 1975) exposeesau chapitre1V, les six“translations” premièresrèglesseprésententsousla formeuniquesuivante:
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desexpressionsconstantes,qui estévoquéesansêtre explicitéedansle travail LILZOZ]S5ID[4Myll

de Kirshner (y. plus bas). [IIZRZ]S5]D[4My11
[[[QRZIS5]DL4MyI]

Ainsi, l’expression: 1L12Rz1s51D14MY1

[[12R[INIxE2]]A3IIS5ID(4Myl
j[[2RLZOZ])S5IDI4MYII
11[2RIZAZ]7IS5IDL4My]]

qui est la forme profondede: II(2RIZAQIIS5IDI4My)]

______

[[(2R[ZA3]JS5ID[4Myll
Jx2+35 [[[2RNZ]A3]1S5ID[4MyJI

4y ([12R[[N[ZOZIIA3I]S5IDL4MYII

estgénéréecommesuit:
[I(2R1[N[ZEZI]A311S5]D[4My]1

z
1112R[IN[LEZIIA3IIS5IDI4MyII

IzOzi
[112R[(NIxEZIIA3]IS5ID[4Myll

(ZDZ]
I(12R[INIxEQI]A3IIS5IDI4My]J

jZDIZOZJ]
[([2R11N[xE2l]A3flS5]DI4MyII

LZD[ZMZII 111,2.2,11.Tradudflpn vers la farine de surface
IZDIZMZII
IZDL4MZII Le systèmedes traductionsde la forme profondevers la forme de

[ZD[4MLJ] surfaceest divisé en quatreétapes.

[ZDI4MY]1
IIZOZIDI4MyII

• La premièreconsisteà supprimerles pairesde parenthèsesredondantesà

(IZSZID[4Myll
causedescaiventionsusuellesde priorité:

[[ZSQ]D(4Myl] f[[2R1[NIxE2I]A3]]S5]D[4My]1 devient

[[ZS5ID[4Myll
[[2R[NxE2A3]]S5]D[4My]].

L’étapesuivantemet les symbolesd’opérationsousleur forme de
surface:

( (A

[2
x2+315}

[[2R(NxE2A3I]S5]DI4My]] devient: L
MI

[lZflfl
‘zjI

IRJI I
Z N )‘

marqueursspatiauxd’extension:
I E I I I • La troisièmeétapeefface les les parenthèsesrenduesredondantespar les

a (2Tix2+3151 24x2+35

[4y] ] devient[ 4y —

y I
z jQ
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• La dernièreétapeeffectuedes “ajustementsmineurs” tellesque la
suppressiondescrochetsextérieurset celle de-l’ordre “2” de la racine:

2[x2+T5

_______

L-- ] devient

Il1.2.2.C,Transformations

Dans les modèles de Kirshner, la transformation des écritures
algébriques se fait via une traduction en forme profonde, une
transformation des formes profondes, et une retraduction en formes
superficielles,selonle schémasuivant:

(3x2)2 > 9x4

[3x2]2

1
3xl2l]l2l

1
I3MxE(21]E[2]

I3MIxEI2I]]E12)—* 13E12))MIIxEI2])E1211—..,

‘t’

t

t
9MxE{4]

t
—, 9MIxEf4]

tel que:
<i4 ; ‘14; 1; R:>

• Le vocabulairenon-terminal‘V contient li catégories:
= I Z ; O ; N ; L ; Q; A ; S ; M ; D; E ; R I

• Le vocabulaireterminal ‘14 contient26 + 10 + 1 + 2 = 38 éléments:

Il y a une catégorieinitiale I:
z

• L’ensembleQdesrèglesde réécriturecontient 7 règles:
Z —* [ZOZ] etc.

Pour évaluer cette simplicité, nous nons permettonsd’anticiper
quelque peu et de comparerle modèle de Kirshner avec celui que nous
proposons(chapitre1V). Ce modèleest indéniablementplus simpleque le
nôtre car, pour engendrerles mèmesexpressions8,nousne recouronspas â
moins de 19 catégoriesnon-terminales,85 catégoriesterminales,et une
infinité rie règles(engendréesil est vrai par un schémafini)!

111.3. Une qualité de ce modèle: la simplicité

Ce modèle a pour premièrequalité d’être formellementsimple. Par
cet adjectif, nous voulons dire qu’il est un édifice théoriqueformé autour
d’un petit nombre d’objets de base.Pour s’en rendrecompte, il suffit de
reformulersa grammaireavec les notationsusuelles,commeon le va le voir
maintenant.

111.3.2. Transfertnations

La “simplicité” de la grammairede Kirshner s’étendà la description
du mécanismegénéralde transformation.Les expressionsétantentièrement
parenthésées,l’étape de filtrage est facile à décrire, et l’algorithme

111.3.1. Générationdes expressions

Dansle formalismeusuelde la théoriedesgrammaires6,nouspouvons
dire que la partie générativedu modèlede Kirshnerest un quadruplet:

6 y. p. ex. GR0SS& LENTIN (t967)

7 Le lecteurpourraégalementcomparerta grammairede Kirshneravecceltesdu système
PRESS(Bundy & Wetham t979), de l’anatyseursyntaxiquede Carmona& Didier
(1975), ou de REDUCE dansDavenportet aI, (1987). Dans l’ensemble,toutesces
grammairessontégalement“simptes” et du niveaude celle de Kirsimer. La construction
desexpressions(commedes“objets” au sensinformaliquedu terme)dansAPLUSIX
(Nicaud l987 estdàun peu plus complexe.

ainsi que quelquesautres,puisquenousdistinguonspar exempteentre les fractions
tettesque et tesrapportstels que Z/3, ce queKirshner ne fait pas.
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correspondantréduit à sa plus simple expression.La transformationqui

concernenotreexemple((3x 2)2) peut être notée9: (Xj[Y1—,[YJA1X]
fsanscontraintesur X ni sur Y
[A peut être A ou M

(i) [XMYIELZI t[XE(Z]]M(YELZII

L’intérêt de cetteformule (i), par rapportà la notationusuelle:

(ii) (XY)Z=XZYZ

est qu’il y a dans (î), au contrairede (ii), peu de contraintessur X, Y ou Z:

ce peuventêtre indifféremmentdes nombres,des lettresou desexpressions

entre crochets.La phaseinitiale d’identification du filtrage se limite donc à

la déterminationdessymbolesd’opération (ici M et E), et à un comptagede

crochetsouvrantset fermants.On peut mêmegagnerencoreen simplicité en

usantd’une règlede distribution généraliséelude type:

(iii) [XLY]V1ZJ E-a.[XV[Z]JA[YVIZ]]

en identifiant le couple d’opérateurs(û;V) avec l’un des couples: (A; M);

(A; D); (S; M); (M; E) etc.

En outre, il est aisé de dériver la plupart des règlesde transformation

directementdes énoncésdécrivant la structurede l’ensemble1k des Réels,

moyennantune simple ‘mise en forme”. Par exemple, de l’énoncé que

laddiLion estcommutativedanslR:

pourtonsréelsaerb.ai- b = h -i-a

on tire la règlede commutation”:

(X]÷[Y]—jYJ÷IX]

règle que l’on peut d’ailleurs généraliser:

sanscontraintesur X ni sur Y

111.3.3. Sémantipç

Enfin, pour déterminerla valeur numériqued’une expressionà partir

de sa forme profonde,il suffit par exemple(lorsqu’il n’y a pasde variable)

de convertiren nombresles écrituresnumériqueset d’effectuerau fur et â

mesureles opérationsen panantde cellesqui sont contenuesdansle plus de

parenthèses:
1[3E2]M21A2

J,
[9M21A2

‘I,
18A2

-L
20

Toutes les opérationsétant indiquéesavec leur ordre, l’algorithme

(récursif) d’évaluationest trés court”.

111,4. Quelquesinconvénientsdu modèle de lCirshner

111.4.1. Le modèle se liteaux seules expsionsalgébriques

Le domainecouvert par la grammairede Kirshner est notablement

moins étenduque celui que nousvoulonsétudier: n’y figurent en effet que

les expressionsalgébriques (sommes, produits, etc.) mais pas les

propositions(égalités, inégalités,systèmes).Cela restreintpar contrecoup

l’ensembledestransformationssusceptiblesd’être modélisées,puisqu’ensont

absentsles changementsde membre(l’un terme ou d’un facteur, et autres

9 la flèchedoublee-> note le fait que la transformationes-t symétrique,c’est-à-direqu’elle

peutêtreeffectuée“danslesdeuxsens”.

t “generalizeddistributivelaw” (Kirsirner 1987a,1990)

i d’autrestypesd’évaluationqui ne commencentpas par le nïveaule plus profond sont

égalementpossibles;ce n’était qu’un exemple.
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transformationsspécifiquesdes équations,et dont l’importance didactique cours des calculs diffèrent. En particulier, il est très rare qu’on ait à
est au moins aussigrandeque les développementsou les factorisations. “simplifier” des quotients.contrairementaux fractions.

II1.4.2.B. Faussesimplicité de certainesrègles de traduction111.4.2. La simplicitc du

JJIA,LJia_Ln41apfsde la traductionLes règles de génération,de traduction et de transformationsont
moins simplesqu’il n’y paraitde prime abord. Dans le modèle de Kirshner, la traduction (de forme profonde en

forme de surface)se fait en quatreétapes.111.4,2.A. Faussesimplicité de certainesr&les de enération

1) La premièreétaperie comportequ’unerègle de suppressiondeDans la grammairede K,rshner, une seule regle. associeen une
parenthèses,et l’attribution d’une hiérarchie(de là 3) à chacundesseptcatégorieinitiale (Q) et t I catégoriesterminales,génèreles écrituresde
symbolesd’opération(A; S: M; D; E; R et N)’2.Un commentaire,quinombresdecimaux:
joue le rôle d’une métarègle,évoque(sansl’expliciter) l’ordre dans

Q —> .. O, 1, 2, 3, 4. 5, 6. 7 3 9 lequel sonteffectuéesles suppressionsde parenthèses.

2) La secondeétapecomporteseptmisesen forme superficielledesLe caractereincompletde cetteregle est indique en note.
symboles(“profonds”) d’operation,du type:«1-lere again the fonnality of the grarumaris comprornised.The intended

reptacementsfor “Q” are decimal numbersfrom the given symbolsaccordingto o
a D b ‘—presumed‘gramniarof ariihrnctic”. ‘Ibis grarnrnarlis not suppliedhere.» b

Nous verrons au chapitre suivant qu’une telle “grammaire de 3) La troisièmeétapecomportesix règlesde suppressionde parenthèses
l’arithmétique” ne nécessiteen fait pasmoins de 4 catégoriesnon-terminales, renduesredondantespar les marqueursspatiauxde portée,du type:
14 catégoriesterminales,2 catégoriesinitiales, et 4 règlesde réécriture.

Par ailleurs, certainescatégoriesne figurent pas dansla grammaire:il
n’y est par exemplepas fait mention du signe “-t” à une place que l’on

4) Enfin, la quatrièmeet dernièreétapecomportecinq règlesde “mise enobservedans.
forme” relativementdisparates,telles que:x= +2.

De même, les “quotients” écrits en ligne, de type 2:3 ou 2/3 ne 1g-1 —4 (Jsont pas engendréspar la grammaire de Kirshner, et rien n’indique

commenton pourrait les différencierdes fractions telles quef (il n’y n 24

qu’une forme profonde [2D3J et une traductionde cette forme en fraction).
Or, si les quotientsa/b et les fractions‘ désignentbien les mêmesnombres
rationnels,les ensemblesde transformationsapplicablesà ces écrituresau

12 AetSontleniveauI, MetDleniveau2etEetRteniveau3.
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En résumé, ce modèle présentedix-neuf règles de traduction, le symbolede racinedoit grandir

répartiesen quatreétapes,ce qui n’est pasexcessifet peutdonc êtrequalifié

de relativement “simple”. Si toutefois nous regardonsun peu plus la barre de la fraction prioritaire (la plus enchâssée)doit

attentivement,nousconstatonsque cettesimplicité n’est obtenuequ’au prix —j— être plus courteque l’autre

de l’escamotaged’un certainnombrede difficultés. 2

III.4,2,B.b, Le cas de la quatrièmeétapede traduction ‘.Jx+4i etc.’4
le symbolede racinedoit grandiret la barres’allonger

Ainsi, D. Kirshner précise(p.77) que sa grammairene détaille pas la Pour traiter effectivementde ces diverses écritures, comme le

règle3qui gouvernela sélectiondu type de parenthèse(crochets,accolades montre l’étude des éditeursde formules, il faut bien d’autresrègles,assez

ou parenthèses)et permetd’obtenir par exemple: complexes,qui tiennentcomptede nombreusescaractéristiquestypématiques

3U1[(2x)2+1])) tellesque l’encombrementvertical et horizontal, la position par rapportà la

ligne couranteetc., ce qui rend le modèlemoins simple qu’il n’y paraîtà la

Cette règle n’est pas forcémenttrès “simple”. Si on l’explicite en seulelecturede la règle N° 17.

détail, on diminued’autantla simplicitéglobaledu modèle.
IIl,4,2.H.c. Le cas de la secondeétapt,k1ntilsi1Jqn.

Plus génant,une seule règle est censéegouvernerla mise en forme
Autre exemple plus flagrant encore de règle unique là où il en

typématiquedesexpressionsqui en “englobent” d’autres.Il s’agit de la règle
faudrait plusieurs,la notationparjuxtapositiondu produit:

ponantle n° 17:

17. I]—* L] 4. aMb —> ab

Cette règle rend comptede:
Ici par exemple,les parenthèsesdoivent être agrandiespour englober

l’espaceoccupépar l’expressionqu’elles enchâssent.Or cette règle, telle xy

qu’elle figure, sansdétail, dans le travail de Kirshner, ne saurait rendre

compte à elle seule des mises en forme typématiquesdes diverses ou &

expressionstellesque: x (1 -y)

non seulement les parenthèsesdoivent grandir, mais
encorel’exposantdoit être remonté mais non du fait que

3{1[(2x)2.i-1j} les parenthèseset les crochetsdoiventgrandir
23

‘3 il s’agit en fait d’une métarègle,car elle déterminelaquelle des trois règles (qui
transformentles crochetsrespectivementen parenthèses,en crochetset ert accolades)
doit êtremizie en rtmvre.

14 exempletiré de [BZ3] p. 67
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ne représentepas le produit de 2 par 3 . Nous verronsplus loin (chapitre
VII) que le traitementeffectif de celte questionépineusen’a rien de trivial.
Pour la résoudre(ainsi que d’autresproblèmes),nousavonsété nous-même
finalementconduit à renonceraux modèlesà forme profonde.Même si l’on
voulait garder une grammaireà forme profonde, la complexitédes faits
observés(y. en particulier le corpusen annexe)laissepeud’espoirde rendre
comptedesdonnéesen quelquesrègles.

111.4,2e.Faussesimplicité dc certainestransformations

Comme nous l’avons vu plus haut le mécanismegénéral de
transformationest décrit de manièrerelativementsimple. Par contre,on ne
retrouve pas cette simplicité au niveau du détail des transformations
particuHères.

III.4.2,C.a. Le systèmeti’est vas complet

Certainestransformationslaissentsansstructuredes expressions.Par
exemple,l’applicationdestransformationsd’effectuationà “3 A 2 “ donne;

I3A2JMx—li5lMx

or l’expressionfinale n’est pasengendréepar la grammaire.Il manquedonc
au moinsune règle de suppressiondescrochetsexcédentaires.

Plus généralement,je reproche à la grammaire de Kirshner
d’introduire desobjets “parasites”tels que les crochetsredondants,pour les
supprimerplus tard. C’est à cesentitésad hoc, effacéespeu de tempsaprès
avoit été créées,qui n’apparaissentjamaisdansles calculs effectifs, que je
souhaiteappliquer le “rasoir d’Occatn”, pour les faire disparaîtrede la
théoriemême-autantque possible.

Nous allons retrouver ce type d’entité évanescenteavec les
transformationsintermédiairescachéesque Kirshnerest obligé d’introduire
en raisonde la structure(trop) simple qu’il adonnéà sesexpressions.

IIl.4.2.C,b.

Soit à ordonnersuivant les puissancesdécroissantesdex le polynôme:

1-t-x3+3x2+x4

En structureprofonde,seulsdesbinômes(telsque IZAZ) ou ZSZ))
sont définis - c’est cela, entre autresqui rend la grammairesimple: il n’y a
pas (le catégoriesdistinctes pour les trinômes, les “quadrinômes”. les
“quintinômes” etc.

En effet, la grammairede Kirshner génère en forme profonde soit:
ZMZAZIsoiI: IZAZIAZ maispas:ZAZAZ

Il nous faut donc exprimerd’abord (par associativité)ce polynôme
sousforme de binômes(“parsing”)IS. Il y a cinq façonsde le faire:

[[1 +xJ+3x2]’i-x4

(1 + [x3+3x211-i’ r’

[1+x3J+[3x2+x4]

1+1[x3+3x2j+x4j

l+1x3+13x2+x4]]

Quel parenihésagechoisir? Certainsd’entre eux permettentd’aboutir
en moins d’étapesque d’autresà la forme ordonnéesouhaitée.Toutefois,

15 iI ne s’agit pasd’une forme profondeau sensque nous avonsdèfini plus haut, mais
d’une formeintermédiaire,correspondantà la 1’ étapede “traduction”, choisiepour la
commoditéde la démonstration.

Ceci illustre d’ailleursun problèmed’intelligibilité lié aux notationschoisiespar D.
Kirshner. Il n’est en effet pas aisé pour le lecteur de retrouver,derrière la forme
profonde:

le polynonie:
((1 Ax[E3]]A3M[xE2JIA[xE4I

I-i-x3+3x+x.
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une descriptiondu mécanismequi établirait un parenthésage“optimal”

(quand il existe) en fonction destransformationsà effectuerensuite,si elle
Pour ordonnerJ i-x3+3x+x4,il faut donc le parenthéseren:

est parfaitementconcevable(on en a un exemplelorsqu’on commencele ((1 ÷ x 3] + 3x2] + x 4, puis effectuerles transformationssuivantes:

calcul mental de 14 + 98 + 2 + 6 par l’effectuation de 98 + 2), a peu de
• “Commutation” (applicationde la commutativité):

chancesd’être simple. Il faut donc définir le parenthésagea priori et in

dépendammentdestransformationsà effectuer,sinon la grammairen’est pas [[1 + x 3 1 + 3x21+ x 4

simple.
.1

x4+([l+x3jt3x2]

Déterminonsquel doit être ce parenthésagedéfini a priori. Sachant

qu’en l’absenced’opérationprioritaire, l’évaluation d’une sommese fait • “Association” (applicationde la associativité):

usuellementde gaucheà droite, il paraît raisonnablede fixer arbitrairement
x4÷ li-x 3) -i-3x 2)

son parenthésagede façon à privilégier ce sensd’évaluation.Ceci donneà

une sommealgébriquetelle que: x+1l +1x3+3x2]]

a I+a2+a3+..+aflI+afl Commutation:

la structureprofonde“binaire” suivante:
x+Il +[x3÷3x2]]

‘L
x4+11x3+3x21+1]

coaespondantà un are”
Nousvoyonsdonc que la commutationde I et dex4, oØration banale

s’il en est, ne nécessiteici pas moins d’un parenthésagesuivi de trois

transformations,dont l’apparition telles quelles,sous la plume de l’élève,

dans une activité courantede calcul est d’ailleurs peu vraisemblable.En

Ayant donc déterminéun parenthésagea priori, la “représentation outre, il faut retraduirevers la surfacede la forme profondetransformée.

binaire” du polynômeà ordonnerest donc:
De plus, la “structure” binaire du résultatfinal:

111-i-x3)+3x2]÷x

Parailleurs, les règlesponantsur cesbinômessont l’associativité: /
(A) laA[bAcIl e [[aAb]Ac] x4+ [1x3+3x21+11

et la commutativité: viole de manière tout à fait arbitraire la conventionde parenthésagede

gaucheà droite, et imposedonc un ordre d’évaluationque rien ne justifie.

(C) la A b] —> lb A al Pour retrouverunestructureusuelleil faut encoredeux associations:
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‘j.
1x4+1x3+3x2]]+1

1.
[[x 4 + x fi ÷ 3x2] + 1

Ce qui précèdeillustre simplement le fait qu’une grammairesimple
n’est pas concise, en ce sens que les étapes sont nombreusespour
transformerles expressions.

Mais notre critique va au-delàde ce point. Nous prétendonsque cette
simplicité même, pour peu qu’on aille au fond des choses, n’est
qu’apparente.En effet, nousavonsnous-même“tàtonné” avantd’arriver à la
solution en trois coups” (commutation,associationet commutation)pour
ordonner le polynôme. D’autres solutions, moins économiques,sont
possibles.Pour réduire le nombre de “coups”, il faut donc rajouter des
règlesde niveau “méta”. et plus il y a de règles,moins la grammaireest
simple.

Supposonsque l’on n’exige pas de chaquecalcul qu’il s’effectueavec
un nombreminimum de transformations.On ne pourrait quand même pas
s’en remettre au hasardseul pour “piloter” celles-ci (c’est-à-dire pour
déterminerlesquelless’appliquent,et à quelséléments)car on courrait le
risquede “tourner en rond” en appliquantdestransformationsdont les effets
se neutralisent.Danstous les cas,desmétarèglessont donc nécessaires.

«Provingfinite terminationinvolvesdefining a function on expressionsand
showingthat it decreaseswhen the ailes are applied.Titis function is difficuit to
definewhentheset basno explicit inclusioncriteria Ici-iteria for including n particular
aile within the setsof mies]>’ (Bundy & Welham 1979)

Les règlesde transformation,qui forment une collection “simple”, ne
peuventdonc étre “opérationnalisées”au sein de calculsqu’à condition de
leur adjoindre les métarèglesqui les gouvernent.On y perd donc en
simplicité.

la simplicité apparentede la grammaire de D,
en renvoyantimpliciiement les difficultés dans les
les métarèglesde transformation.

Hl.4,3. Le modèle de Kirshner est touffu

Nous avons remarquéplus haut que la simplicité de ce modèle se
faisait au dépensde sa concision (dansle casde la permutationdestermes
d’un polynôme par exemple).Précisonsce que nous entendonspar ces
termes:

lIl.4.3.A. Vocabulaire; simplicité et concision descriptive

I1l,4.3.A.a, ,$iim.pjjcjij

Précisonsla notion de “simplicité” d’une théorie, Nous entendonsce
qualificatif dansun sensnon pasabsolumais relatif:

Une théorie A est plus simple qu’une théorie 13 si. pour décrire le
méme ensemble de faits, elle introduit moins d’objets théoriques
(“catégories”et “règles”).

Parmi les “objets” théoriques,nouscomptonsies notions de base, leurs
relations,voire les relationsentrerelationset ainsi de suite. Dansles théories(de type
linguistique) qui nous concernentici, les catégorie(telles que “Constante”ou
“ExpressionAlgébrique”) sont desobjetsdebase,les règlesde réécriture(notées
“:=“) et les transformations(notées“-4”) sontdesrelations.Les métarèglesponant
sur les réécritureset testransformationssontdesrelationsentrerelations.

La notion de simplicité est introduite parNoam Chomsky(1971 p. 64)
en tant que critère d’évaluationd’un grammaire:

«La mesurenumériqueévidenteque l’on peutappliquerà unegrammaireest
la longueur,définie sur la basedu nombredessymboles.»

En conclusion,
Kirshner est obtenue
règlesde traductionet
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Chomsky fait allusion plus loin aux nécessairesconventionsde il1.4.3.A.y, Un exemple: les systèmesde numêflmi

notationqu’il faut adopterpour que cette “mesure” ait un sens.Toutefoisil

peut être malaiséde meureeffectivementune telle définition en oeuvre’6. Nous pouvons pour mieux nous faire comprendre,établir une

analogieavecles systèmesde numération.

Nous nous sommesplutôt référé à la définition de la simplicité que

donnentGladkij & Mel’ôuk (1972) p. 17:
Pour décrire les nombresde un à quinze, la numérationunaireest, en

tant que “théorie”, trèssimple puisqu’elle ne requiertqu’un signe (h et une

«Dans les grammairesformelles toutes les affirmations se formulent relation (la concaténation).Parcontre, la descriptiondesnombresestlongue
exclusivementen tennesd’un petit nombrede “choses” (symboleset opérations)

nettementdéfinieset tout â fait élémentaires.Ceci rend les grammairesformelles
(quatorzes’écrit ///////////I///) et n’estdonc pasqualifiéede concise.

simplesdu point devue de leurstructurelogiqueet facilite l’étudede leurspropriétés La numération hexadécimalequant à elle n’est pas simple (elle
par les méthodesdéductives,(‘‘.1 lI ne faut pasprendreici le mot “simple” dansson

senshabituel,à savoir “clair”, “facilementconcevable’,Il s’agit de la simpLicité (= nécessiteles quinze signes 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F), mais la

propriétéd’èlre non composé,élémentaire)descomposants,et de la simplicité (= description d’un nombre donné (inférieur à quinze) est fort concise,

uniformité) de la procédurede réuniondescomposantsen un tout, pour ainsi dire puisqu’ellene nécessitequ’un seul signeà la fois,

d’une complexitélocale, Ce mémebut peutétre trèsgrandpar son volume,et très

complexepar son archilecture,et pour autantmal “concevable”,c’est-à-direab- 111.4.3.A,d, Un exempi rnjî,parmi les ESA; la catêgjj,ç

solumentpas “simple” au senslili&al du mol.» “différence”

IJI,4,3.A.b. Concis on_descri4jye Faut-il, en forme profonde, considérer la soustractioncomme

[ Nous dirons que A est descriptiveitientplus “concise” (ou: “moins’
“dérivée” de l’addition et de l’opération unaire consistant à prendre

Itouffue”) que B si, en général, la descriptiond’un fait F nécessilemoins1
l’opposé, ou est-il préférable de la considérercomme une opération

Jd’objetsde A qued’objetsde B. j élémentaire?

Dansle casde théoriesformalisées,la simplicité dépenddu nombrede
Dans le premiercas, la structureprofondede 3 - 2 est:

symbolesdifférents requis par les théories, tandis que la concision 131 + 1- [211

descriptivedépenddu nombre d’occurrencede ces symbolesdans les

descriptionsdesfaits,
et dansle secondelle est:

13]- 121

La théorie “additive” (qui n’admet pas la soustractionen forme

profonde) est plus simple que la théorie “soustractive”: elle possèdetin

objet de moins (la soustraction).

16 flagège(1976p.186)lenotedemanièreplaisante: ElLe est moins concise: la description de l’écriture 3-2 (par

exemple) met en jeu plus de signes (10 au lieu de 7). En outre celte
«Avec Chomsky, il faudrait commencerpar une analysephilologique, description met en jeu deux réécritures (réécriture de l’Expression en

Mounin, qui l’esquisse,trouvedansSiructuresSyntaxiques “120 occurences

du termedont 75 exploitables”(LinguistiqueXX’ p’ 219)»
somme, puis d’un des termes en son opposé) au lieu d’une seule (de
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l’Expressionen différence).On retrouvecette différencede concisiondans desphénomènesdelanguenaturelleassezcomplexes.C’estpourquoilesgrammaircsles indicateurssyntagmatiques(“arbres”) correspondants: fofmellesnecontribuentpasà élever le degréde clartédesdescriptionlinguistique
(..j».

Descriptionstructuralede [3] + [-[211:
III.4.3.B. Simplicité et Concision chez D. Kirshner

ExA

Dans le modèlede Kirshner, une seulerègle décrit le développement
d’un produit dont le second(acteurest une sommealgébrique:[ ExA] t f ExA J

j 221NN 31. a(bOzcO2...00d) -* abOtacO2...O0ad
Cst [ EzAJ (ou Oest + ou - )

I Une longue note en bas de pagepréciseque les points de suspension
Cst représentent‘une indication informelle de la possibilitéde distribution sur

un nombre indéterminéd’opérations”.
1 31 +1- f 2] J

Supposonsque cette distribution soit obtenuepar réitérationd’une
Descriptionstructuralede [3]-f 2]: distribution élémentaire:

ExA 31’,a(bOc) e abOac (où O est + ou -)

Ce choix privilégie la simplicité, mais au détriment de la concision
f ExA J - f ExA J descriptive.Soit en effet à développer:

I J (a+h-i-c)dCst Cst:

I Il va falloir passerpar les étapessuivantes’7:f 3 1 - f 2]

Le secondarbreest plus “concis” que le premier.

1lI.4.3.A.e. Généralisation

Ce phénomèned’oppositionentresimplicité et concision,très général,
est pointépar Gladkij & Mel’èuk (ibid.):

«Cettemêmeparticularité[la simplicité] a égalementpour effet derendreles
grammairesformellesextrêmementvolumineuses:si nousvoulonsque lesdifférents
typesde détails initiaux soientaussipeu nombreuxquepossible,et quecesdétails

__________________________

mêmessoientaussisimplesquepossible,il estnécessaired’accumuterun trêsgrand
nombrede cesdétails,ou plutôt d’exemplairesde cesdétailspour pouvoir décrire nousne faisonsfigurer que les étapesprincipales,en sautantun certain nombrede

“traductions”!
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binaryoperarions18 (3 expressesskepticismaboutihe expianatoryadequacyof the

(a + b + e) d f irsi alternative.If ilie secondhasanyexpianatoryvalidity. it stiil rernainto determine

4. thenatureof ihe correctformai device(asu psychoiogic&iheoryL».

la + b + cix d En réalité, le lecteur verra au chapitreVI qu’un mécanismerécursif

présenteégalementun certainnombred’inconvénients,mais qu’on peut tout

[ta + b] ÷ clx d de mêmeengendrerdesexpressionsnon-binaires(les sommesalgébriqueset

‘t’ les produits n-aires).Notre modèledes ESA réponddonc à la questiondu

dx [[a + bi + c] “mécanismeformel correct” souhaitépar Kirshner.

dxja+bl-s-dxc

J,
111.5. Conclusion

dx a + d x b + d xc En résumé,commentle modèlede Kirshner répond-il aux contraintes

que nousavonsassignéesaux modèlesdesESA au chapitreprécédent?

axd÷bxd+cxd

-L 111.5.1. I.e domainedes expressions

ad+bd t cd
Les expressionssont bien celles de l’algèbre élementaire:sommes,

Nous laissonsau lecteur le soin d’imaginer la concision (!) de la produits,etc. Toutefois, les propositionsalgébriques(équations,inéquations

descriptiondétailléedu développemenide: et systèmes)ne sont pasprisesen chargepar ce modèle.

(-2x3+4x2-x+3)(x2-2x+1) III.5.I.A. La forme des expressions

De tellesdescriptionsposentdesproblèmesde plausibilité, en ce sens Les expressionsne sont pas manipuléessous leur forme effective

qu’ellesne sont: usuelle,mais sousune forme “profonde” artificielle telle que:

• ni concises, 4M[xM(yE2]].

• ni uniques.puisqu’onpeut modifier l’ordre de certainestransformations, jfl.5.l.A.a. Plausibilité dia naêepnismedes transformations

• ni “réalistes”enfin, en ce sensque la plupartdesétapesn’apparaissent Etant touffu, le mécanismeproposéest peu plausible,en raison du

jamaisdansla pratiquecourantedu calcul. grand nombred’étapesintermédiaires“parasites” renduesnécessairespar la

simplicité de la gratnmaire.
Autre possibilite, la distribution peut etre obtenuepar un mecanisme

récursif. Ceci a la préférencede Kirshner qui est parfaitementconscientdu

problème, mais la nature formelle de ce mécanismerécursif “reste à

déterminer” (Thèsep. 86 note 2):

«More formally correctalternativeswould ht (...) to initiaie sottie sonof

fonnal recursivedeviceta achievethe requiredgeneraiity.fle discussionof
-

8 cf. Kirshner I 987b
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llI.5,l.A.b. Accessibilité

La partie réellementsimple de ce modèleest aiséitentaccessible:le
lecteur peut en percevoir l’organisation et la modifier selon ses besoins.
Inversement,les partiesfaussementsimplesrecèlentdesdifficultés ardues,

1JL5Lbç j g_jÇJ.rhnçt J y içt.S

Il ne faudrait pas voir dans ce qui pr&ède une condamnationsans
appel de ce modèle. Avant tout, celui-ci a le mérite d’exister, et David
Kirshnerest, notre étudemise à part, le seul qui ait dépasséles déclarations
d’intention sur la nécessitéd’étudier la syntaxede l’algèbre’9,et qui ait
réalisé un tel programme. Par ailleurs, les objectifs de sa recherche
diffèrent des nôtres. Il se place dansune perspectivepsycholinguistique,et
de ce point de vue les formes profondesdes expressionscontiennentdes
indicationssur la sémantiquedes formessuperficiellescorrespondantes.Les
inconvénientsde son modèle le sont relativementà nos objectifs plutôt
qu’aux siens.

Histcdquemenl,les deux recherchesont débutéde manièreindèpendante.J’ai
eu connaissancede sestravauxen 1987 (date de sespremièrespublications),soit
plusieursannéesaprèsavoir commencé,et nous avonseu l’occasion de discuter
longuementde nos modèlesrespectifs.Cetteconfrontationm’a permisdeclarifier un
grandnombrede points. les an,éesqui on! suivi ont vu s’accentuerla divergence
entre nos recherches,lui poursuivantson étudedesaspectspsycholinguistiqueset
moi améliorantle modèlesyntaxique,ainsi qu’on le verra dans les chapitresqui
suivent.

Nous venonsde voir dansce chapitre les solutionsapportéespar D.
Kfrshner aux problèmesde générationet de transformationsalgébriques,et
les critiques que nous faisons à ces solutions. Nous allons maintenant
montrer tes réponsesque nousy avonsapportées,et tout d’abord cellesqui
concernentla questionde la délimitation précisede l’objet d’étude (question
qui n’apparaîtpasdansle modèlede Kirshner).

‘ cf. Norman(1987)

70





IV. LA GÉNÉRATION DES ESAL

L’ordre logique de l’exposition voudrait qu’on présented’abord les
problèmesrencontréspour engendrerles ESAL, et ensuiteseulementla
grammairedes ESAL que la solution de ces problèmesnous a permis
d’établir. Or ces problèmes,qui concernentpar exemplela générationdes

DrUY IÏfl 4E’ n A nmit’. sommesalgébriquesou despuissances,n’ont de sensque dansle cadre(queLi iXIIIIVIL4E fliX I ILs, nousavonsposéa priori) d’une grammairegénérative.Présentercelle-ci en
dernier risquerait de rendre obscure la discussion des difficultés
rencontrées,saufà multiplier desnotesexplicativespartiellespour tenterde

LE MODELE THEORIQUEDU SYSTEME faire comprendrede quoi nousvoulonsparler.

DES ESA Nous avons donc préféré, au risque de paraître un peu abrupt,
présenterdèsce chapitreTV une premièreébauchede grammairegénérative
des ESAL, ou plus exactementdes ESAL, et affiner progressivementcette
grammaireau fur et à mesuredes chapitres.Avant de présentercette
première grammaire des ESAL, nous indiquerons nos conventions
d’écriture, et ferons quelques rappels sur la notion de grammaire
générative.

IV.l. Notion de partie générativeQ d’une syntaxe

Certainesde nos notationssont spécifiques,en raison du domaine
décrit. En effet, nousne pouvonsemployerpour notre grammaireque des
“métasymboles”qui ne soientpasdéjà dessymbolesalgébriques,faute de
quoi il y aurait risquede confusion.Cela exclut donc les symbolesde type
-r “)“ “t” ou “0”. Nous présentonsdonc d’abord ces notations
particulières,puis la définition de “grammaire générative”. Le lecteur
familier de la notion pourra donc passerdirectementà la lecture des
paragraphesIV. 2 et suivantsqui traitent de la grammairespécifiquedes
ESAL
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1V. 1.1. Conventionset notations

Pour décrire la grammairegénérativedes ESAL, nous utiliseronsla

notation dite “SRL”, telle qu’elle est décrite dansMoreau (1975). Cette

notationest relativementstandarden théoriedes langagesformels. Dans la

mesureoù elle estplus compacte,nousla préféronsà la notationde Backus

(dite UBNF. BackusNormalForm), plus utilisée dansl’écriture desrègles

deslangagesde programmation.

Nous emploieronstoutefois quelquesnotationsspécifiques.Certains

signesde SRL sont en effet des signesmathématiques.Or le risque de

confusionentresymboleset métasymboles.quasi-inexistantlorsqu’il s’agit

de décrire des languesnaturelles,est réel dès lors qu’on entreprendde

décrire des écrituresmathématiques.Il nous n donc fallu rechercherdes

métasymbolesqui ne puissentêtreconfondusaveclessymbolesalgébriques.

Inversement,nous avons tenu à limiter au maximum le nombre de

symbolesinusitésou difficiles à reproduire (cette contrainteétant plutôt

contradictoirepar rapport aux précédentes).Pratiquement,le seul signe

inhabituel est: «4». (la lettre cyrillique ‘4f”) pour désigner la suite (ou

“chaîne”) vide’. Parailleurs, nousavonstentéde distinguersoigneusement

par des caractéristiquestypographiques(graisse,inclinaison), les symboles

qui représententdesobjetsdifférents.

voici les principauxmétasymboles2que nousemploierons:

Concaténation: & (ou expriméepar juxtaposition)

Suitevide: 4
Règlesde réécriture: :=

Transformations: —, et <-s

Précisonspar ailleurs que le caractère““ (accent circonflexe)

désigneraici l’exponentiation.

Afin d’être plus clair, les métasymbolesprésenterontici les attributs

typographiquesdes caractèrescourants, tandis que les symbolesde la

grammaire(les élémentsdu vocabulaire)seront,suivant les cas,en romains

gras (les catégories)ou en italiquesmaigres(les élémentsterminaux).

Les ensemblesserontdésignéspar des lettrescapitales(E); parmi eux,

les partiesde la grammaireserontdésignéesen cursivesQE). Pour décrire

mathématiquementla structure de la grammaire,nous emploierons les

notationsmathématiquesusuelles.

Généralement:

• les élémentsd’un ensembleE serontdésignéespar:

• «x1»etc.,

• les suitesfinies d’élémentsde E serontdésignéespar:

«s», «s’», (<t», (<t’», «si» etc.

Ce symbolet rappellele caractèred’identité (1) de la suitevide pour la concaténation,et

la longueurnulle (O) decette suitevide.

2 Les diversauteursà partir desquelsnousavonstravaillé [Ruwet (1968), Chomsky&

Millet (1971) et Gladkij & Mel’cuk (1972)] utilisent par exemple“t’ ou ‘n’, pour

représenterla concaténation.“0’ ou “e’ pour reprêsenterla suite vide, ‘—+‘ ou

pour les rè&esde réécritureet les transformations.Cesmétasymbolesne conviennent

guère pour représenterdes ESAL, car ils font égalementpartie des symboles

matbàaUques(sauf“flj,

sauf les suitesparticulièresappartenantaux “paradigmes” Cv. plus bas),

notées:

«p» (<p’)) «p,» etc.

3 nousavonspréféré :=‘ à la notation “::=“ de SKI. où le second“:“ n’apporterien.

L’essentielestpournousquece métasymboleait un caractèreasymétrique,en liaison

avecla non-symétriede la règlede réécriture.
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Pour tout ensembleE, notons Et l’ensemble des suites finies typématiques),de telle manière que les notations SRL apparaissent
d’élémentsde E. relativementnaturellesaux yeux du mathématiciennon-spécialistesde la

théoriedeslangages.
Dans tout ce qui suit et contrairementà l’usagecourant,une suitefinie

C’est ainsi que,danscette1xésentation.unerèglede réécritures’écrit
s = (x1; x2’ - ) e E c:= P

f piseranotée: où P est1m paradigme,c’est-â-direun ensemble1... desuites,
[pj

Xi X2 X0
, De ce fait, l’écriture:

I rp1Par convention,on assimileraE’ à E.
c:= 1

[p.jAinsi, par la suite (en particulier pour la définition de la concaténation), apparaitranaturelle au mathématicien(moyennantla conventionde présenterlessuites (x) â un seulélément serontassimiléesaux élémentsx de E. verticalementun ensemble),plus naturelleen tous cas que lorsqu’elle lui est
présentéecommeunenotationde la disjonctiondesn règlesderéécrituredistinctes:• Par convention,on notera E0= (t), le symbole« » désignantla suite

vide.
c:= p2

• Les élémentss d’un ensembleEt serontdorénavantappeléssimplement
C:=“suites”.

Nous n’avons dans cette présentationnulle prétention à énoncer• Les élémentst de [t serontappelés“suites terminales” et notéesen
quelque résultat original que ce soit. Nous renvoyonsle lecteur quiitaliques,
voudraitapprofondirles notionsexposéesci-dessousaux ouvragesclassiques

• Enfin, nous noteronsPliE) l’ensemble(lespartiesfinies de E, Les de Gross& Lentin (1967) ou de Moreau (1975) ou à tout autreouvragepius
parties finies de suites [éléments de 1’F(Et)J,encore appelées récentexposantles fondementsdesthéoriesdeslangages.
“paradigmes”,serontnotéesentreaccoladesverticales:

IV.1 .2.A. Concaténation

I [Chi
I tEnt Chi} Isoit E un ensemble.

IOn définit sur Et l’opération dite de concaténation,notée parIV.l,2. Monoïdes [juxtaposition,telle que:
EtxEt E”Ce qui suit est bien connudu linguiste ou de celui qui est familier de

(ss’) c ss’la théoriedes langagesformels. Il s’agit d’une présentationsommairede la
‘ {xix2...xn,x’i .. .x’) (xixz...x0x’; ...x’)notion de partie génératived’une grammaire.

(Et, &) est un monoïde,c’est à dire un demi-groupe(& est uneNous avonstenu toutefoisà présenterles outils dont nousallonsnous
opérationassociative)possédantun élémentneutre:I.servir pour engendrerles ESAL (et partantles ESA, via destransformations
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LV.I.2.B. Concaténationgénéralisée équivautà:

Cst= Cst
IYJ,Z.J3..a. Définition CLi= Cst

Var= Cst

On définit sur 9Œ(E*) l’opérationsuivante,dite concaténationgénéralisée:
CL1= CLi

f n(E*)xn(E*) —, ?F(E*) Var= CLi

Î (P; P’) -* PP’ ={seE*/(peP3p’cP’)s=pp’}
CLJ= Var

J.VJAZ,RI.ÙA Notation: Var= Var
Exa= Var

-
Cst= En

Parabusde langage,et de façon coherenteavecl’assimilationde E! à CIJ= Exa

E, les notations«pP» et «Pp» désignerontles concaténationsgénéralisées:
{p}&*P et P&*{p}.

- l.es règlesd’interprétationd’une expressiontelle que la précédenteou
Pi Pu

De même,soientP = et P’ =
... f deux ensemblesfinis de suites celle-ci5:

P. P’,) f (ide) t J (ide)
rPl It(VAb)J t(VAb)

finies de E. Nousnousautorisewnsà noter 4o.f» l’ensemble f (Ide) t
IIJVAb)J Cst

P1 sontdoncles suivantes;

pop’ = • Deux symboles(simplesou composés)superposésau seind’une même
p paired’accoladesreprésententdeuxsous-ensemblesd’un mêmeensemble

w. fini de suitesfinies de E (sachantqu’unesuites est identifiée au singleton

{s}).

LVJ..Z.B.,.c. Liemple:
Lajuxtapositionde deux symboles(simplesou composés)sur une même

la notation4; horizontalesignifie leur concaténationgénéralisée.

Csti Csfl - - -

CLi — CLI [ On perçoit clairement le gain de place et la concision dans la

‘ajJ — ‘aj descriptionapportéepar une telle convention.

4 où le signe estun symbolemathématique(élémentietminal de la grammaire)et

________________________

non le métasyniboled’égaLitéentre les paradigmes.II devraitapparaitreen italiques.

malheureusementrien ne ressembleplus à un en italiquequ’un ‘=“ en romain! S comme nousLe verronsplusbaste symbole‘V sert à noterla bancdc fraction.
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IVJ..Z.B..d.

Voici le paradigmedu secondfacteur d’un “pseudo-monôme”(y. §
VIl.5.l)

iVJ.Z,U.. Remwquc.;

(ide)

(VAh)
ide
ON,
POM
Pul
kac
Cli
Var
V Ah

\ Cst

C’est l’interprétationd’ensemblesde suitesobtenuspar concaténation
généraliséequi rend préférablela notationverticaledesensemblesdéfinis en
extension.L’usage montre en effet qu’il est plus aisé d’interpréter le
paradigmesuivant, lorsqu’il est écrit verticalement:

[J (Ide) 1 j Ode)
JVVAb)J” VVAb)
1f Ode) 1
I.hVAWJ’ Cst

que s’il était noté linéairement(commec’est le casdansla notationBNF, et
c’est pourcelaquenousne l’avons pasretenue):

I {(Ide);(VAb))&*{\1&*{(Ide);(VAb)),{(hle);IVAb))&*{\Cst) I

Cette dernière notation est bien plus malaisée à déchiffrer. Le
problèmeest le mêmeque celui de la transcriptionlinéaire desexpressions
algébriques(sousforme d’ESAL). L’expression:

((a+2,)l(a-2j) (-(1/2j?)I(tj’a-I) ((1/2.?x3j))

n’est pasambigus,maiselle n’est pasvraimentlisible non plus.

IV.1.3. Réécriture

Nous allons maintenantdéfinir la notion de règle de réécriture,qui est
une relation dans PT(Et) et permet d’engendrer, par applications
successives(“dérivations”), les suites dites “terminales” que l’on veut
obtenir, par exemple:

Quo

(Soni)l(flif)
‘j,

(Ent+Var) I (Ent-Var)
‘j-.

(2+x)i(3-x)

A ces dérivationson fait correspondreun “arbre de dérivation” (ou
encore“arbre syntagmatique”):

Som DII

F1
(2 + s) / (3 - s)

Nous proposonsde faire découlerla notion de règle de réécriture
d’une notion plus générale,que nous appelleronsréécriture.Ce détour
nous permettrade justifier pleinementla présencede paradigmes(i. e. de
parties finies de suites finies), définis comme tels et non comme des
abréviationsde disjonctionsde choix, à droite du signe “:=“ dansles règles
de réécritures.
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IV.I.3.A. Définition

On considèredeuxensemblesfinis disjoints Cet Z et I unepartiede C.

Les élémentsde C sont appelés“catégories”; ils seront usuellementnotées

par desmots(le trois lettresen caractèresgras.

Ex: “Chi”; “Ent”; “Let” etc.

Lesélémentsde I sontappelés“catégoriesinitiales”.

Les élémentsde tsontappelés“élémentsterminaux”; ils seronten italiques.

Es: “x”, “‘,“+“ etc.

Nousnotonsdonc,pour desquestionsde tisibitité, “(ah” et “T”, ce qui est
noté usuellement‘V,1 et ‘14. En effet, nousavonsplusieurscatégoriesinitiales dans

notre grammaire: le écrituresd’entiers, les constanteslittérales (commex), les

expressionsalgébriqueset les propositionsalgébriques(comme l’égalité). Nous
mettrons alors en indice des sous-ensemblesC. t et OEla catégorie initiale

correspondante(ex.: T). Il estnetque l’écriture ‘t, seraitencoremoinslisible.

On appelleréécrituretoute injection q:
Jc —

q] le ‘4 P=q] (e)

telle que:
(VcCC) y(c)

(VccC) (Vc’eC) C’ q](c)

LesensemblesP= q] (e) sont appelésparadigmes6.

IV.I.3.B. Cc,inientaire

La définition signifie que:

• A toutecatégoriec correspondun paradigmeparticulier (Ç (e),

• (i) Aucun paradigmen’est vide,

• Aucun paradigmene contientunesuiteréduiteà unecatégorieseule.En

particulier, aucunparadigmene contient la suite vide + • même si un

paradigmepeutcontenirdesensemblesde suitesqui contiennent7.

La suite vide (t) nous servira essentiellementà exprimer de façon

synthétiquele caractèreoptionnelde la présencede certainescatégoriesà

l’intérieur d’un paradigme,Ainsi, la règle suivante:

(Pro
I Fra
JPul in

PrE:=’ Rac t EPa
Ivar
j, Cst

EPa

signifie-t-elleque la croix (>1 de multiplication est facultativeentre

Pro et EPa,entre Fra et EPa,entrePui et EPa,etc...

Chomsky (1971) et Ruwet (1967), notent les suites facultatives entre

parenthèses,parexemple:

SN — (Dét) N (P’).

Cettepossibilité nousest refuséesi nous voulonséviter de risquerde confondre

symboles(ici “t’”) et métasymboles(“(t

6 Pour t’ernploi de ce mot afin de désignerce qui est,grossomodo, le deuxièmemembre

desrèglesde réécritures,y. RUWET (1968) : « ... le rapportde choix exclusifqui existe

entreles termescomprisentretesmêmesaccoladescorrespondau type de rapportsdits

“paradigmatiques” dans la linguistique postsaussurienne.».Rappelonsque les

réécrituresnous serviront à définir ensuiteles règles de réécriturecommedes

couples(e, q] (c)) formésd’unecatégoriecetdu paradigmeq] (e) associé.La réécriture

est l’injection qui à toutecatégorieassociesonparadigmeunique.

Nous proposonsune définition des parties générativesqui convient au système

particulier desESA, et non une définition généraledes partiesgénérativespouvant

engendrerdeslangagesd’un typequelconque.Dansce derniercasen effet, il faudrait

longuementargumenterla pertinencede ta définition de la réécriture,parrapportau type

du tangagesusceptibled’êtreengendré.
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La présenced’une suite vide est un puissantfacteurde simplification • ni e:= Petc’:= P (deuxcatégoriesdistinctesne peuventavoir lede l’écriture des paradigmes,mais parfois au prix d’une certainedifficulté même paradigmeP de réécriture-ce qui ne veut pas dire que leursd’interprétation.Aussi, dans un certain nombre de cas, nous préférerons paradigmesne peuventavoir desélémentscommuns-)éviter l’usagedu 4’ et noter les parDdigmesde manièreplus redondantemais
plus lisible. C’est le caspar exemplede la règlede réécrituredesconstantes ni c.— C

(y. IV.2.3.CJS:
• ni c:= c

fEnt 1 • niEut. Ent
Cst:=lrnt rr .

.
n

Cela revient a dire que la grammaireque nousdecnvonsestdu type%Ent. Ent T Ent
“non raccourcissant”(Chomsky& Miller 1971).

que nouspourrionsécrire de manièreplus “simple” (en ce sensqu’il y aurait iv. I .4.C. Exemple de rè2le de réécrituremoinsde symboles)mais sansdoutemoins facile à comprendre:

Règlede réécriturede la somme(y. IV.4.8.):r t

Cst:= Ent
‘Et (lde)

Eut
{j- II (VAb) (ide)Ent

ide
(VAb)

IV.i.4. Règle de réécriture (in4pçqdantedu conte4ç PU?tI

prn”Som:= FraSoit (p une reecriture. Quo
FuIOn appelle règle de réécrituretout couple (c; qi (e)) avecc C. Rac

Rac
CiiIv.1.4.A. Notation Cst Varec:= qi (e) VAb

qi (c) est un paradigme,autrementdit un ensemblefini P de suites IV.I.4.D. Lecture
finies i de symbolesterminauxou rx5n terminaux.

-

On dit: “Som peut etre reecriten (ide) + (Quo) ... ou en Vab +
iv.l.4.B. Remarques: val?’.

De la définition desréécritures,il s’ensuitqu’on ne peutavoir:

8 ‘f” marquele surlignementde la “période’ d’une suitedécimalepériodiqueillimitée,
commedans”2,13
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IV.l.5. Partie génératived’une syntaxe
IV.2. Partie Générativedes constantes

Danscesconditions,nousdirons que noussommesen présencede la

partie générative d’une syntaxe. et nousnoterons:

1G = (C; ¶î y

Nous allons maintenantindiquer commentengendrerà l’aide de

partiesgénératives,les ESAL Cetteprésentationserapeucommentée,dans

la mesureoù les choix que nous avons faits ne posentpas de problème

sérieux: nous avons ici une application relativementélémentairedes

grammairesformelles. Là où il y a des points réellementdélicats, nous

renvoyonsaux chapitresultérieurs,dans lesquelsces points sont traitésen

détail.

La premièredifférenceentre les ESAL et les languesnaturellesque

nous avonsici en tout cinq catégoriesinitiales: les constantes(Cst). les

variables (Var), les expressionsalgébriques(Exa). les propositions

algébriques (Pra) et les systèmes(Syn). Les parties génératives

correspondantesforment un systèmehiérarchisé,chaquecatégorieinitiale

d’un niveau faisant partie des catégoriesnon-terminalesdes niveaux

suivants:les constanteset les variablessontdesconstituantsdesexpressions

algébriques,qui forment les membres des propositions algébriques,

lesquellessont les lignesdessystèmes9.

IV.2.1. Présentation

Les Constantessans signe (Cst)10 sont les écritures formées de

chiffres, et éventuellementd’une virgule, voire d’une barresituéeau-

dessusd’un certain nombrede chiffres situés le plus à droite de la

virgule. Cesécrituresdésignentdesnombresrationnelspositifs.

IV,2.2. Exempj

ESAL engendrée: ESA Correspondante:

02 02

1037 1037

7,28 7,28...

87,294117T64 87,29411764

o,L9 0,9

IV.2.3.C. Eléinents terminaux

9 En fait • nousavonschoisi cettestructurationencinq partiesgénérativespourla clartéde

la présentation,mais on pourrait tout aussibien considérerqu’it n’y a qu’une seule

catégorieinitiale (FSAL) et unerèglede réécriture:

t=(0; 1;2;3;4;5;6;7;8; 9; }

r
f Var

ESAL:=’ÇExa
Pra

lftYn

abrégéesdescalégoriesfont appelà trois lettresen caractèresgras.Ces

caractèressonten majusculess’ils sontà l’initiale d’un moi.

IVZ.3. Génération

IV.2.3.A. caté2orie initiale

I = { Cst ) (Constantesanssigne)

IV. 2 .3.B. catéeoriesnon-initiales

C - I = {Chi; Ent) (Chiffre; écrituredécimaled’Entier)
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(le symboleT note le surlignement des chiffres -regroupésen un Ent- qui voire:
le suivent)

10,2730...
iV.2.3.D. Rèlcs de réécriture

qui sont pourtant attestésdans de nombreux manuelsscolairesactuels:
Corrieu 3ème[C03]11 p.38, Clavier CM2 [CLAI p.70.

{
o- En toute rigueur,cesexpressionsprisesisolémentne peuventdésigner

aucunnombredéterminé.Toutefois, leur ambiguïtéest généralementlevée21
I - par le contexte car elles apparaissenttoujours suite à des calculs qui

Chi:=
4

, permettentde leur assignerune valeurbien précise.Dans iC03], l’écriture
6 I 10,2730... apparaîtcommele “quotient” de la fraction:7!
al 32,369)

IY.2.3.D..b.. É.criiure..ciêcinjal.tgfEnOer et désignedonc, dansce contexte, un nombre parfaitementdéterminé,à
3236

J Ent.z Chi } savoir le nombredécimal

De telles écrituressemblentpouvoir être interprétéessansproblème,1Y..2.3.Pc Constante
du moins dansl’esprit de leurs auteurs,sinon on peut supposerqu’ils ne les

t
le contexte,cela met en jeu desmécanismesbien plus sophistiquésqueceux

CEnt } emploieraientpas.Toutefois, lorsqu’il faut pour les évaluerfaire intervenir
Cst:= 1 Ent,fEnt

lEnt, Ent f Ent
(indpendantsdu contexte)qui régissentl’évaluation d’expressionsdu type
0, 9 . Aussi les renvoyons-nousà uneétudeultérieure.

1V.2.5, Espacestous les trois chiffres
Les écritures-3 ou +4 ne sont pasdesCst, car elles sont précédées

L’insertion d’espacementspour regrouperles chiffres par “paquets”d’un signe (“-“ ou “+ “L Nous venons plus tard qu’elles ressortissent
de trois commedans:respectivementà la catégorie des “Opposés” (Opp) et à celle des

“Identiques” (ide). C’est pourquoi nousparlonsici de constantesanssigne. 12 345 678

Nous n’intégreronspas à notre étude,dans un premier temps, des
écrituresdu type:

87294117646.,_,,

Il l’entréede référenceentrecrochetsrenvoit à la liste desmanuelsscolairescitéequi se
tmvveà la fin desréférencesNbligraphiques.
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n’est pas traitée ci-dessus.On peut traiter ce problème au niveau des

transformationsde mise en forme typématiqueESAL —, ESA. On peut
aussi le réglerau niveaudesESAL, niais de manièrerelativementlourde. II

faut alors faire, de manièrerécursive,des regroupementsde 3n chiffres que
l’on pourrait appelerdes “n-iliers” (par analogieavec le systèmemillion
billion-trillion etc.) séparéspar desblancs(notésici “_“):

Nu
{ Chi Chi Cl’i

Nil_Chi CM CMI

puis il resteà ajouterà gauchezéro, un oudeuxchiffres:

Nil
Ent Chi_Nil

Chi Chi_Nil

IV.3.2. Exemples:

Forme linéaireengendrée: ESA Correspondante:

X X

a a
R R

u’ u’
ail

ir X

# 12

IV.3.3. Génération

/Ç%%
1 2

ChICUCN

casdesregroupementsà droite tic la virgule (nous

TV11À rntpnrie initiale

IVJ.I. Présentation

Par variables (Var) nous entendonstoutes les lettres susceptibles
d’entrerdansdesécrituresalgébriques,indicéesou non, “primées” ou
non et pouvantréférer à des nombresréels. Les ConstantesLittérales

(Cli) désignentdesnombresréelsparticulierstels quez, ou e. 12 lettregrecque”’

Ent

NU

Exemple:12 345 678

I I
Il resteencoreà régler le
ne le traiteronspasici).

CM cM

1= { Var ) Variable

IVJ. 3.8. catégorie non-initiale

C- 1= 1 Gra J Graphème

IV.3.3C. Elémentsterminaux’et Rèelesde réécriture

Les problèmesparticuliersque posentles élémentsterminauxdansle casdes
variablessont traitésau chapitresuivant( V.2.).

IV.3. Variables et des ConstantesLittérales
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IV.4. Partie Générativedes ExpressionsAlgêbriques (ExA) (Opposé; Identique; Somme; Différence; Produit; Quotient; Fraction14;
Puissance;Racine;ValeurAbsolue)

IV.4,l. Présentation IV..4.3.C. Eléments terminaux

¶t={+;Cst;CLI;Var;U) ; + ;: ±; X;. ;I; .-;: r’ r’ ; «; [;J;/JI Les Expressionsalgébriquessont les écrituresconstruitesautourd’un
symboled’opération(“opérateur”),soit: IV.4.3.D. Préliminaire: une convention de notation des
i. les écrituresforméesà partir d’un opérateurunaire (“arité” 1): oaradigmes
‘cellesqui sontprécédéesd’un signe,et les valeursabsoluesI. les écritures issuesd’un opérateurbinaire (arité 2): sommes. La notation abrégéeci-dessouspermettra d’alléger notablement

l’écriture des paradigmes,en réunissanttous les symbolescatégorielsnais‘différences, produits, quotients, fractions, puissances,racines13.
entreparenthèses.IL’ordre de présentationcorrespondà celui, quand il existe, desI priorités entreopérateurs. 1 (ide) ‘I

I (Opp) J
I (POM)l

(tif) INous verronsau chapitreVile casdesexpressionsconstruitesautour r (ide) (Pro) I
(Quo) Ldesopérateursn-aires,à savoir les sommesalgébriqueset les produits au

ISVAb) J = (Fra)

IV.4.2. Remarque
j(Son) I

senslarge. (Put) I
(Rac) I
(est) tIV.4.3. Engdrement(gralités)
(CIV I
(Vai) jIV.4.3.A. catégorie initiale (VAb)

I = f ExA J ExpressionAlgébrique La mise entreparenthèses,au sein d’un paradigme,de l’ensembledes
symbolescatégorielsnous permettrade construire une grammaireplusIV.4.3.B. catéporiesnon-initiales concise,voire plus élégante.En effet, au sein du paradigmede touterèglede

C- 1= {Opp; ide; Som; Dif; Pro; Quo; Fra; Pui; Rac;vAl,) réécrituresfigurerontàla fois l’ensembledessymbolescatégorielsmis entre
parenthèses,représentéspar la liste:

(ide)13 par convention nous supposonsque le carré et le cube sont des cas particuliers
(V Ab)d’exponentiation(ici, par2et par3) et de mêmeque les racinescarréescomme‘U sont

descasparticuliersd’éradication,ici, d’ordre 2: On auraitpu faire le choix inverse et un certain nombre de symboles sans parenthêses,comme dans laet considérerles opérationsunaires“carré”, “cube” et “racine” mais ta rédactiondes réécrituredu quotient:
régiesderéécriture,pouréviter les ambiguités,eûtétéplus compliquéedansla mesure
où danscecas“2” et “3” ne peuventplus faire partiedu paradigmedesexposants...Le
mêmeproblèmeseposepour l’opérateurunaire“inverse” qu’il faut pouvoirdistinguer

14 Les fractionstellesque sontengendréessousformed’uneESAL “a”b”.de la fractionde numérateur“1”.
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(ld@) (ldc)

(VAb) (VAb)
Fra , Fra
Fui I I FuiQuo: flac J Rac
Cst Cst
Cli Cli
Var Var
VAb VAb

I(x+2)13 (x-i-2)l3

l(xx2)13 (xx2)13
Ix2I3 x2/3
ILZ2)I3 (2)/3

maispas:

jx+213 jx-i-213

qui estacceptablemais n’estpasun quotient.

Pour comprendrece mécanismede choix des parnthéses,étudions

plus en détail le paradigmedu dividende.Sousforme abrégée,ce paradigme

s’écrit:

(ide)

(VAL,)
Fra
Fui
Rac
Cst
Cli
ar
VAb

(Op&
(POM)
(Som)
(1Mo
(Pro)
(Quo)
(Fra)
(Put)
(flac)
(Cst)
(CIL)
(Var)
(VA b)
Fra
Pu
Rac
Cst
Cli
Var
VAb -

(td&
(Opp)
(POM)
(Som)
(biO)
(Pro)
(Quo)

Cela correspondau paradigmecompletsuivant:

Cela permetde noter, de façon simple que, au sein d’un quotient, le

dividendeou le diviseurdoit être mis entreparenthèsesobligatoirements’il

ressortità certainescatégories,et optionnellementdansd ‘autrescas.Comme

cela, la règle de réécrituredesquotientspermetd’engendrer

Dansce paradigme,les catégoriessuivantes

entreparenthèses:

apparaissentseulement

aussi,pour réécrirele dividendeest-onobligé de le mettreentreparenthèses
si c’est une de ces catégoriesqui est choisie.Par contre, toutes les autres
catégoriesapparaissentune fois entre parenthèseset une fois sans
parenthèses:
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(Ers,)
(Pui)
(flac)
(est)
(Cli)
(Var)
(V Ah)
Fra
Pui
Rac
Cst
CII
Var

VAL,

ce qui fait quepour réécrirele dividendeavecune de cescatégories,on a le
choix de la mettreentreparenthèsesou non. Notonsenfin quecetteméthode
nous permetde rendrecomptede certainesécrituresdont le parenthésage-
redondanten ce qui concerneles priorités - a une fonction didactique’5
1M051 p. 76:

(+ 136,50) + (236,75) = (+ 373,25)

Nous aurions pu obtenir le même résultat en introduisant une
catégorie“expressionmiseentreparenthèses”dont le paradigmeeût été:

Toutefois nous avons renoncéà catégoriserles expressionsmises
entre parenthèses,car cela introduirait une étapesupplémentairedans les
réécritures, consistant à réécrire la catégorie “Expression Entre
Parenthèses”(EEP) en une expressionchoisie dansle paradigme,et mise
précisémententreparenthèses:

Quo
j

EEP/EEP

(Som)/ (Liif)

(Ent÷Var) F (Ent-Var)
J.

(2+x)/(3-x)

Nous avons donc préféré adopterune descriptionplus concise (en
moins d’étapes),au prix d’une plus grandecomplexitéde la grammaire(en
alourdissantles paradigmes).La dérivationdu quotientest maintenantplus
courted’une étape:

Que
•1

(Soin) / (Dif)

(Enti-Var) / (Ent-Var)
J-

(2 n) / (3-x)

Notons que cette méthodede choix des parenthèsesest originale.
Habituellement,on fait apparaîtreles parenthèsescommedes auxiliaires
obligatoiresdessymbolesd’opérations,destinésà délimiter leurs opérandes
lorsqueceux-ci sont complexes.C’est ce que font les logicienspour définir

15 fonction d’ailleursdiscutabledansle casenvisagé(introductiondesnombresnégatifs).
Rappelonsque le but généralde ce travail est précisémentde nousfournir desoutils
pour Pétiidede tellespratiques.

ExpressionEntre Parenthèses:=

r ade)
(Opp)
(POM)
(Som)
(Dif)
(Pro)

i (Quo)
(Ers,)
(Fui)
(Rac)
(Cst)
(Cli)
(Var)

- (VAh)
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les expressionsbien formées’6,c’est égalementce qu’a fait D, Kirshner’7.

L’inconvénient d’une telle démarcheest de multiplier des parenthèses

inutiles, qu’il faut ensuiteeffacer.

Parexemple,si on définit la catégoriesomme(Som) commesuit:

Som:=(Ex&) + (ExA)

Som
1-

(Exa)+(Ex)
4-

(Cat) +(Cst)
4-

(2)+(3)

1-
2+3

la dérivationde2 + 3 est alors:

La dernièreétapecorrespondà l’effacementdesparenthèsesinutiles’8.

IV.4.4. Expression Algébrique

lV.4,4.A. Présentation

Les expressionsalgébriques(ExA) sontdes:

Catégorie Nom Exemples
I de Identique +4
Opp Opposé —b

rOM PlusOu Moins ±
Soin Somme ai-b
Dit Différence x-2
Pro Produit 2zw
Quo Quotient 1/2

Fra Fraction

Piil Puissance

Rac Racine Jb24ac
VAb Valeur Absolue

IV.4.4.B. Génération

16 en notationdite “infixée”, c.â,d. avecdes opérateurssitué entre les opérandes.Sous

forme “préfixée” les parenthèsessont inutiles - et un bon entrainernentest nécessaire

pour interpréterles écrituresmais il faut ensuiteinfixer les écritures,ce qui n’est pas

plus simplequede dépaxenthêserdesécrituresinfixéestrop parenthésées.

17 dont la règlede réécrituredebaseest:

Z := IZOZ]
où lescrochetssontobligatoires.

lB Dans le fonualismede Kirshner(1987ap. 68) celadonne:

Z -> IZOZI -> [ZAZI -> [2A3J ->2 + 3
aveceffacementdescrochetsinutiles à la dernièreétape(lescrochetsne sontpas situés

au mêmeendroitquedansnotreexemple,maisjouent le mémerôle).

ide
Olw
POM
Som
Dif

ExA:= Pro
Quo
Fra
Fui
Rac
VAb

IV.4.5. Identique

IV.4.5.A. Présentation

Les Expressionsidentiques(ide) sont les expressionsbien formées
précédéesd’un signe(÷) qui porte sur l’écriture toute entière.
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IV.4.5.B. Remarques IV.4.S.D. Génération

ESAL engendrée: ESA Correspondante:
la

-i-I’2

IV.4.6. Opposé

- (ide) -

r’Xi
Pro
Quo
Fra
Put
Rac
Cst
Cli
Vu

- VAb -

IV.4.6.A. Présentation

Les Opposés(Opp) sont les expressionsbien forméesprécédéesd’un
signeS-”qui porte sur l’écriture toute entière.

ESAL: ESA:
-(a-Q) -(a+2)
-2ab -2ab
-3x 2(x+J) -3x2(r+I)
-3”4

4
-3.-4 -3÷1

• (ldt)

(S Ah)
Pro
Quo
Fra
nil
Rac
Cg
CII
Vu

• VAl,

La “portée” du signe“+“est celle qui est définie usuellementpar les
règles de priorité: aussi‘+a+2” n’est-elle pas uneExpressionidentique,
puisquele signe “+“ initial ne porte pas sur “+ 2”; c’est une Somme.La
notion “portée” desopérateursest définie sansambiguïtédansles règlesde
grammaireet marquéepar les parenthèsesou les priorités.

Avec les expressionsidentiques,nous intégronsà notre domainedes
écrituressymboliquesredondancestelles que: “+ 3”, ou encore“+ O “. Elles
ne diffèrent pasen cela desécritures“trop” parenthéséesvuesplus haut, et
se justifient de la même façon, comme étapesintermédiairesde calcul,
comme issuesd’une volonté d’insister sur tel ou tel aspect:écrire “+ 3”
marquedavantagele caractèrepositif du nombre“3”,

b
X = +

s’opposeà:

b
X = -

1V45.C. ExemDIes

lde:= +

1V4.6.B. Exemples

1ï416.C.Génération

Opp:=
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IV.4.7, Expressionen Plus Ou Moins

IV.4.7.A. Présentation

Une Expressionen “Plus Ou Moins” (POM) est une expression bien
forméeprécédéed’un signe’± qui portesur toute l’expression.

IV.4.7.13. ExemDles

±3 ±3
±V’(b-4ac) ± g,g-4ac

IV.4.7.C. Remarques

Les écritures du type ± ‘Li ne désignentévidemmentaucun
nombre,mais font partiesd’expressionscomposéesqui, elles,désignentbien
quelquechose.Parexemplel’égalité:

x = -2± ‘Ji

équivautpardéfinition à la disjonctiond’égalités:

x=-2-4T ou x=-2+ JT

Nous retrouvonsici le même problèmeque pour les expressionsdu
type 0,33... qui ne désignentrien isolémentmais prennentdu sensau sein
d’une expressionqui les contient. Sans vouloir à tout prix établir des
comparaisonsforcées entre les langues naturelles et les écritures
symboliques,nous pouvonsnoterqu’en français,le syntagmecinq ou six ne
désigne pasun nombredéfini, maisprendsonsensau seind’une phrase telle
que:

La tigresse produi4commela lionne, cinq ou sixpetâs,20

IV.4.8. Somme

IV.4.8.A. Présentation

Les sommes(Som) sont les Exa construitesautour de l’opérateur
binaire2’ ‘4

IV.4.8.B. Remarque

Nousconsidéronsarbitrairementque

-1 +x

n’est pas une somme (on pourrait égalementconsidérerque c’est une
différence) et nous rangeonscette ExA dans la catégoriedes Sommes
Algébriquesde deux termes (SA2). Nos critèressont avant tout formels:
pour nouset conventionnellement,dansune sommeil n’y a qu’un seulsigne
‘4” (s’il y en a d’autres) ils sont entreparenthèses commedans(+3) +(-4)
qui est une somme).On pouvait faire un autrechoix sansproblème:le choix
est ici contingent.

19 apparupour la premièrefois chezOughtreden 1631 (Cajori 1928)

20 Buffon. 21 apparuà la fin du XVèrnes. (Cajori 1928)

IV.4.7.D. Génération

(ld&

(VXb)
Pro
Quo
FraPOM:= ±

Rac
Cst
Cli
Var
VAb
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IV.49. Différence

IV.4.9.A. Présentation

Les Différences(Dif) sont les Exa construitesautour de l’opérateur
binaire a-”.

IV.4.9.B. Remarque

De mêmeque pour la sommenousconsidéronsarbitrairementque

-3-4

IV 4. I &C.

Nousconsidéronsarbitrairementles écrituresdu type:

-2xx

commedesopposéset non des produits, afin de respecterla contraintede
partition desécrituresen catégoriesdistinctes.Le choix alternatif eût été
possible,mais au prix d’une plus grandelourdeurpour l’expressionde la
règlede réécriturequi engendreles sommes.

Forme linéaire engendrée: ESA Correspondante:
a-i-b a-i-h

1+(lWn

IV.4.8,D, Génération

Som:=’

Ode)

(VAb)
Pro
Quo
Fra
Pu
Rac
Cst
CI’
Var

- VAh

(ide)

(VAl,)
Pro
Quo
Fra÷ Fui
Rac
Cst
CII
Var
VA5

Ode) Ode)

(VAb) (VAb)
Pro Pro
Quo Quo
Fra FraPut= Pu1 Fui
Rac Rac
Cst Cst
CII Cli
Var Var

-VAl,- VAl,

IV.4.lO. Produit

PrésentationIV.4.1O.A.

Les Produits(Pro) sont les Exa construitesautourde l’opérateurn
aire X

IV.4.1O.B. Exemples:

nestpasunedifférence(ni + 3 - 4)

IV.4.9.C. Exemples:

3x4 3x4

a&
2xa 2>»
2x’/3 2x4T
‘/3x2 4Tx2

Forme linéaireengendrée: ESA Correspondante:
a-1 a-1

b2-4ac b2-4ac
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Iï4.IOJL). Génération

En raisondesdifficultés spécifiquesarduesposéespar la possibilité
d’exprimer le produit parjuxtaposition.cettecatégorieseraétudiéeen détail
au chapitreVII.

1YA111..Qt!pflei4

IV.4.II.A. Présentathm

tin quolient est une Exa écrit en ligne (contrairementà la fraction)
autourde l’opérateurbinaire “/“22, ou “:“23.

zi_ 3/2
wb ccb
3÷1 3÷1
2IQOx+4) 2?(1Ox÷4)

2/aft 2/a/x
2x/a 2x/a

Pour cela, il faudra ne pas faire apparaîtrePro ni Quo (sans
parenthèses)dans les paradigmesdu dividendeet du diviseur. Par contre,
dans le corptis que nous avons tiré de la Petite Encyclopédie des
MathématiquesIPEMI on a priorité de la barrede fraction sur le - P’.

22 inlitulé en anglais(d’aprèsle latin) “solidus” (Cajori ibid.)

23 Signalonsà la suitede H. Freudenthat11980,citant Cajori (ibid H quela notation«: »

nousvient de Leilmiiz, et que la notation«I » nousvient & De Morgan.

I12÷»3 If ÷1-
On fera pour cela apparaîtreFra (sans parenthèses)dans les

paradigmesdu dividendeet du diviseur.

IV.4.1 I M. Génération

(ide)

(VAb)
Fra
PutQuo:= Rac
Cst
Cli
Var

VAb

IV.4.12. Fraction

IV.4,12.A. Présentation

Une fraction est une ESA forméed’un coupled’expressionsdisposées
verticalementet séparéespar un trait horizontal: nous n’imposons
aucunerestrictionsur la catégoriedu numérateurou du dénominateur.
L’ESAL correspondantede la catégorieFra est formée autour de
l’opérateurbinaire V’ utilisé pour représenterde manière linéaire la
baffe de fraction.

IV.4.I2.B. Exeinoles:

a
a\b ï

I
(1\2)\3 4

p
tAC û-

2
2\(lOx+4) IOx÷4

141.11. Exemnles:

IV.4.1I.C. Remaroues

J

(ide)

VAb)
Fra
Put
Rac
Cst
CII
Var
VAb

La règle de réécriture devra ne pas engendrerles expressions
suivantes,qui sontambigués:
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1V4. I 2.C. Génération se transforme-t-elleen:

(ide) (ide)

3(VAb) (VAb)
Fui Fui

evFra:= Rac \ Rac
Cst Cst
Cli Cii 2\t’3+4)Var Var

VAb VAb
en:

IV.4.l3. Rcmqgesur le rôle des parenthèses,
2

3-i-4 -La barre de fraction indique la portéede l’opérateurfraction, ce qui
fait qu’il n’est en générai pas nécessairede mettre entre parenthèsesle En ce qui concernele produit nousavonsdécidéarbitrairementque la
numérateurou le dénominateur,Le méme phénomènese produit pour la fraction seraitprioritaire sur la multiplication, ce qui fait que l’ESAL:
baffe horizontaledu symbolede racine2.Les ESA étant par définition en
deux dimensions,il fallait indiquer d’une manièreou d’une autre la portée 2\3x4
de l’opérateur“V’. Initialement nous avions prévu de mettre entrecrochets se transformeen:le numérateuret le dénominateur(ce qui donnait par exemple[27s[3], le
rôle de ces crochets étant de d’indiquer la portée de \“ lors de la £_x4transformationtypématiqueen fraction à deux dimensions.Toutefois la
description en question n’était guère concise, puis qu’elle ajoutait des et:crochetsdestinésà disparaîtrelors du passageESAL—+ ESA.

- 2\(3x4)Nous avonsdonc appliquéle “rasoir d’Occam” aux crochetset décidé
que la portéeserait simplementindiquéepar les conventionsde priorité en en:
vigueurpour les quotients.Ainsi l’ESAL:

2
2\3+4 3x4

Ceci est intégré à la grammairepar le fait que le paradigmedes
produits contient la catégorieFra tandis que la catégoriePr n’apparaît

24 Cabri (op. cit.) signalele rôle historiquede Ja barrehorizontale(en anglais‘vinculum”) qu’entreparenthèsesdansle paradigmedes fractions.
comme délimitateur de portée, dont l’usage a précédéde deux siècle celui des
parenthèses(XVIè au lieu de XVIIIè), et dont il ne subsisteaujourd’hui (pour des
raisonsdecommoditétypographiquequi ont vu progressivementtomberen désuétude
les ESA en deuxdimensions,plus difficiles à composerpour les imprimeurs)queles
barresde fraction et de racine.Avec les éditeursde fonnulesmathématiques,on peut
s’attendreà un retournementdecettetendance.

106 107



Les systèmesd’EcrinsresSymboliquesen Algèbreélémentaire ChapitreIV: Li générationdesESAL

IV.4.14. Puissance

IV.4.14.A. Présentation

IV.4.15. Racine

IV.4. I SA. Présentation

Les Puissances(Pul) sont les Eza construitesautourde l’opérateur

binaire”

Les Racines(Rac) sont les Exa construitesautour de l’opérateur
binaire ““25

JV.4.14.B. Exernnles: IV.4. I 5.B. Exemnies:

x2 — x2
lOtlO*1O) 10 1O’°

(a\b)n

Ot-2) — Q-2

IV.4.14.C. Génération

En raison des difficultés spécifiquesposéepar la déterminationdes

exposants,cettecatégorieseraétudiéeendétail au chapitreV.

IV.4.14.D. Parenthèseset portée

En ce qui concernela portéede l’exponentiation (indiquéepar les

caractéristiquestypématiquesde décalageverticaleet de diminution relative

de corps) nous avons pris les mêmesconventionsque pour les fractionset

utilisé les règlesde priorité et les parenthèsespour les exprimer. Ainsi,

l’ESAL:

x2y

Forme linéaire engendrée: ESA Correspondante:
‘/(b2-4ac) %1b2.4ac
[a\,b]’4z r
[n]’/(a’b)

[2]VY4)

IV.4.15.C. Génération

De mêmeque les puissances,cettecatégorieseraétudiéeen détail au
prochainchapitre (V).

IV.4. 15.1). Parenthèseset Portée

Mêmes remarquesque pour les fractions et les puissances:V’3x
correspondà Tx tandisque V(3x) correspondà ‘IÏ. Par contre, on
verra que l’ordre de la racine doit absolumentêtre mis entre caractères

2
spectaux(crochets)fautede quoi on ne pourrait distinguer241 et ‘DZ

Précisonsque la barre horizontalecommemarqueurde portée de la
racine a été systématiséepar Descartesen 1637, alors qu’il utilisait
auparavantdespoints (cf. chapVIL) pour ce faire:

25 “enacdonderacinen-ième”

correspond-elleà I ‘ESA:

x2y.
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est utilisé avantcettedatepour noter “‘12
- 1” (Cajori, op.

cii.).

IV.4.16. Valeur Absolue

IV.4.l6.A. Présentation

La valeur absolueest un opérateurunaire, de niveau maximum de
point de vue, elle fonctionne comme une paire depriorité (de ce

parenthèses).

IV.4. 16.11. Exemnies:

/4/ /-4/
/x2/ /x2/

Toutefoisla dérivationd’une valeur
étapede plus, parexemple:

au lieu de:

VAb
1-

I ExA/

/ Som/

12 +x I

VAb

/ Som/

absolueprendraitdansce casune

IV.4.16.C. Génération

f (lde.)/

/(VAb)/
/ Ide)
f oppf
/POM/
f SOm)
)Dif)
/ Pro)
/ Quo?
f Fra/
/ Puif
fRac)
/ Cst/
/ Cli/
/Var/
f VAl,?

EV.4.16.D. Remaroue

Les Propositionsalgébriquessont formés d’expressionsalgébriques
séparéspar des “logogrammes”26de relation: “= -‘ “<“t “ etc.

La grammaireseraitplus simple si on écrivait:

VAb:= f ExA/

26 les logogrammensontl’équivalentdesgraphèmesen ce qui concernelessymboles(Anis
1988)

VAb:=

La grammaireseraitdonc moins concise.

IV.5. Partie Générativedes PropositionsAlgébriques

IV.5.1. Présentation

IV.5.2. Génération

IV.5.2.A. catéQorie initiale

I = PrA Propositionalgébrique
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IV.5.2.B. catégoriesnon-initiales

c- 1= { Ega; InC; EnC; InD; EnD; NEg } (Egalité; Inégalité

Croissante;EncadrementCroissant;InégalitéDécroissante;
EncadrementDécroissant;Non-Egalité)

IV.5.5. Inégalité croissante

IV.5.5.A. ExemDle

j2x-i-31-3x j2x+31-3x I
IV.5.2.C. Eléments terminaux

{+;Cst;CLi;Var;ExA;=;c;;>;;}

IV.5.3. Proposition algébrique

Ega
InC
EnC

PrA:= InD
EnD
N Eg

IV.5.4. kalité

IV.5.4.A. Exemples;

3x2-2x+1=0 13x2-2x+1=0
2+1=4 f 2+1=4

IV.5.4.B. Remarque

IV.5.5.B. Génération

fCstI Cst
ICLiI 1<1 Clii

InC:=lvarr 1i Var(
IExAI ExAJ

IV.56. Encadrementcroissant

IV.5.6.A. Exemole

[7<2<3 11<2<3 I
IV.5.6.B. Génération

[Csti ‘Csfl ‘Cst
‘CLII (<-j CLIIEnC:=lfl {} lVarUJ Var

IExAJ I.ExAJ lExAi

IV.5.7. Inégalité décroissante

égalité.
Une égalité peut être fausse,commedans l’exemple, ellereste une

IV.5.4.C. Génération

IV.5.7.A. Exemnles:

1’,x1 Ifr’ I
Cst çCsfl
CLII ICLIIEga:= Var f = 1 Var [
ExAJ [ExAJ

IV.5.7.B. Génération

Cst Cst
CLII (>1 CLIIInD:= vart bi varr
ExAJ ExPJ
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JV.5.8. Encadrcnientdécroissant
V. VARIABLES, PUISSANCES,RACINES.

IV.5.8.A. Exemules:

I( I\3 > 1\2 > Ri
jT>ï>T

V. I. Présentationdu problème
IV.5.8.B. Génération

Cst) Cst Cstl
CUl J>! Clii f>! CliiEnD:= varf kJ var( lJ van
ExAi ExAJ ExAJ

IV.5.9.__NElité

LV.5.9.A. Exemules

x2

2÷1=31 2+1=31

niais pas:5 + t = 6 53 + 3

Nousavonspréciséen introductionnotre objet d’étude,les ESA, dans
ses grandeslignes. Or des problèmesfins de délimitation du domainedes
ESA se sont poséslors de l’élaborationde leur syntaxe.Nous noussommes
en effet trouvé confrontéà un certainnombred’expressions,en particulier

1;—des puissances(p. ex. e-1 et des racines (p. ex. q
, qu’il était aussi

difficile d’accepterque de refuser. L’objet du présent chapitre est de
montrer ces problèmes et comment nous les avons résolus. Nous
présenteronsd’abord les difficultés dont la résolutioninflue sur le choix des
graphèmes,puis cellesqui influencentla générationdes puissanceset des
racines(de toutesfaçonsles difficultés sont liées).

IV.5.9.B. Remarouc
V.2. Graphèmes

Il n’y a pasde “Chaîne de Non-Egalités”dans la mesureoù la relation de
non-égalitén’est pastransitive.

IV.5.9.C. Génération

I ‘Cst rCst1I ._ICLiIICI.ll

I ‘1&rt
LExAJ IExAJ

IV,5.IO. Autres PrA

Nous n’étudieronspas dansce chapitre les systèmesde PrA car ce
sont desopérateursn-airesqui relèventdoncd’un mécanismeparticulierde
génération,commeles sommesalgébriqueset les produits en général.Ces
problèmesparticuliersserontl’objet du § VI.2.2.

Nous n’avons pas abordéau chapitreprécédentla questionde savoir
quelle était précisémentla liste des graphèmesqu’il fallait choisir pour
constituerles variablesprésentesdansles ESAL. Les graphèmesx , n , a
ou b figurent danscette liste (‘Tv,,), cela ne pose aucunproblème.Mais
qu’en est-il de graphèmestels quee . i

, • ou x ?

Pour résoudrecette questionnous allons faire un détour et partir du
problèmesuivant: peut-on,en pratique,éviter que la grammairene produise
des expressionsqui sortentdu domainede l’algèbre pour faire partie de
celui des fonctions (que nous appellerons“expressionsanalytiques”,telles
quesinx ouf(x) ), et si oui, comment?

Certainesexpressionsanalytiques,comme:
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If(x)dx

comportent des symboles spécifiques, ou plus exactement des

logogrammes’(ici /“J”/), c’est-à-diredes graphèmesparticuliersqui sont

les classesabstraitesdesréalisationsmatériellesdessymbolescorrespondants

(ici [“11)2. Le problèmede ne pasles engendrerest trivial: il suffit de ne

pasfaire figurer ti”, dans¶T’v.

Par contre, on ne peut pas résoudreaussi simplementle problème

posépardesexpressionsdu typee . Cetteexpression,eneffet, n’est attestée

dans aucun corpus strictementalgébrique.De fait, l’usage associecette

expressionà la fonction exponentielleréelle, qui n’encre pas dansle cadre

algébrique.Peut-ondonc exclureex des ESA ou, ce qui revient au même,

éviter que la grammairene l’engendre?

V .2.1. Exclure certainsgraphèmes?

La première solution qui vient à l’esprit consiste à exclure le

graphème‘e’ du paradigmedesVariables.On pourrait souhaiterégalement

en exclured’autresgraphèmestels que e , i . 4i ou g qui désignentdes

nombresparticuliers (resp. e • i .

= I
et z) dont la définition, à

l’exceptionde
,

sort du domainealgébrique.

Exclure cesgraphèmesse heurtetoutefois à un obstacle.Bien que les

nombrescorrespondantssoientdéfinis horsde l’algébre,cesgraphèmessont

susceptibles(sauf i ) d’un traitementstrictementalgébrique3.Cela ne les

distinguedoncpasdesautresgraphèmesplus “usuels”, tels quex , a ou n

qui peuventégalementreprésenterdans un calcul algébriquedes quantités

issuesde la géométrie(mesured’angleou d’aire), de l’analyseou d’ailleurs.

De fait, ces graphèmessont attestésdans des corpus d’algèbre, où ils

désignentsuivantle contexte:

• desnombresparticuliersextra-algébriques(e, z, etc.),

• desquantitésextra-algébriquesquelconques(2 : doublede la mesure4)
d’tm angle),

-

__

• des nombresparticuliersdefims en algebre (4)
= 2

• ou encoredesnombresquelconques,commedans[MO5] p. 86:

s=a-b-c+d+e-J

Il n’est donc pas possible d’exclure purementet simplementces

graphèmesdu paradigmedes Variables. Si l’on souhaiteéliminer quand

mêmeles expressionscomposéestelle queex. il faudra envisagerd’autres

solutions.

V .2.2, Variables et ConstantesLittêrales:

Pour construirenotre grammaireil est souhaitablede rendrecompte

de la distinction que nousvenonsde voir entre la possibilité,pour certains

graphèmes.de désignersoit un nombre réel donné soit un nombre réel

quelconquesuivant le contexte.Nous allons donc introduiredeux catégories

initiales, les ConstantesLittérales (CLi) d’une part, et les Variables(Var)

de l’autre.

CLi est une catégorieinitiale qui se réécrit en e
,

x ou tout

autre graphèmereprésentantun nombre réel défini par ailleurs (p. ex. C:

constanted’Euler). Pour notre grammairenous nouscontenteronsdes trois

premiers.

j Anis (1988)

2 en cela tes togogrammes,qui correspondentaux symbolescomme

s’opposentauxaiphagrammes. qui correspondentaux graphesalphabétiquestels

que [“ai ou 1”x”].

3 j’entends“algébrique”au sensde l’algèbreélémentairedesnombresréels.

4 on trouveun catalogueexhaustifdecesnombres“remarquables”dansLe Liommis

& Brelle (1983)
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IV.5.8. Encadrementdécroissant V. VARIAIILFS, PUISSANCES, RACINES.
IV.5.8.A. Exemples:

IllU > l\2 > RI jï>>r î
V.I. Présentationdii problème

IV.5.8.IJ. Génération

Cstl Cst Cstj
Clii 1>1 CLiI 1>1 CLIIEnD:= varf k1 VarÇ lJ var[
FxM ExAi ExAJ

IV.5.9. Nglité

IV.5.9.A. Exemples

14? x2
2+1=34 2+I=34

mais pas:5 + 1 = 6 t53 + 3

Nous avonspréciséen introductionnoire objet d’étude, les ESA, dans
sesgrandeslignes. Or des problèmesfins de délimitation dii domainedes
FSA se sont poséslors de lélaborationde leur syntaxe.Nous nous sommes
en effet trouvé confrontéà un certain nombred’expressions,en particulier

des puissances(p. ex. ex) et des racines (p. ex. 1x ), qu’il était aussi
difficile d’accepterque de refuser. L’objet du présentchapitre est de
montrer ces problèmes et comment nous les avons résolus. Nous
présenteronsd’abord les difficultés dont la résolutioninflue sur le choix des
graphèmes,puis cellesqui influencent la générationdespuissanceset des
racines(de toutesfaçonsles difficultés sont liées).

IV.5.9.B. Remarque

Il n’y a pas de “Chafne de Non-Egalités”dans la mesureoù la relation de
non-égalitén’est pastransitive.

IV.5.9.C. Génération

CLII ICLIINFg

{CsU

‘Csn

VartlVart
ExAJ [ExAJ

IV.5.IO. Autres N’A

Nous n’étudieronspas dansce chapitre les systèmesde N’A car ce
sont desopérateursn-airesqui relèventdoncd’un mécanismeparticulierde
génération,commeles sommesalgébriqueset les produitsen général.Ces
problèmesparticuliersserontl’objet du § V1.2.2.

V2. Graphèmes

Nous n’avons pas abordéau chapitreprécédentla questionde savoir
quelle était précisémentla liste des graphèmesqu’il fallait choisir pour
constituerles variablesprésentesdansles ESAL. Les graphèmesx ,n ,a
ou b figurent danscette liste (!(vaj, cela ne pose aucun problème.Mais
qu’enest-il de graphèmestelsquee .1 , 4’ ou ir 7

Pour résoudrecette questionnous allons faire un détour et partir du
problèmesuivant: peut-on,en pratique,éviter que la grammairene produise
des expressionsqui sortentdu domainede l’algèbre pour faire partie de
celui des fonctions (que nous appellerons“expressionsanalytiques”,telles
quesinx ouf(x) ), et si oui, comment?

Certainesexpressionsanalytiques,comme:
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fr (x) dx

comportent des symboles spécifiques, ou plus exactement des

logogrammes’(ici /t’/). c’est-à-diredes graphèmesparticuliersqui sont

les classesabstraitesdesréalisationsmatériellesdessymbolescorrespondants

(ici L”1”1)2. Le problèmede ne pas les engendrerest trivial: il suffit de ne

pas faire figurer /“{“/ dans7’v•

Par contre, on ne peut pas résoudreaussi simplementle problème

posépardesexpressionsdu type e-’ . Cetteexpression,en effet, n’est attestée

dans aucun corpus strictementalgébrique.De fait, l’usage associecette

expressionà la fonction exponentielleréelle, qui n’entre pasdansle cadre

algébrique.Peut-ondonc excluree des ESA ou, ce qui revient au même,

éviter que la grammairene J’engendre?

V .2.1. Exclure certainsgraphèmes?

La première solution qui vient à l’esprit consiste à exclure le

graphème‘e’ du paradigmedesVariables.On pourrait souhaiterégalement

en exclured’autresgraphèmestels que e , i , ou sr qui désignentdes

nombresparticuliers (resp. e , i
, 4

= ‘‘Wet Jt) dont la définition, à

l’exceptionde, sort du domainealgébrique.

Exclure cesgraphèmesse heurtetoutefoisà tin obstacle.Bien que les

nombrescorrespondantssoientdéfinis hors de l’algèbre,cesgraphèmessont

susceptibles(sauf i ) d’un traitementstrictementalgébrique3.Cela ne les

distinguedonc pasdesautresgraphèmesplus “usuels”, tels quex , a ou n

qui peuventégalementreprésenterdansun calcul algébriquedes quantités

issuesde la géométrie(mesured’angleou d’aire), de l’analyseou d’ailleurs.

De fait, ces graphèmessont attestésdans des corpus d’algèbre, où ils

désignentsuivantle contexte:

• desnombresparticuliersextra-algébriques(e, r, etc.),
• desquantitésextra-algébriquesquelconquesW : doublede la mesure

d’un angle),

• desnombresparticuliersdefinis en algebre(4 =

• ou encoredesnombresquelconques,commedans1M051 p. 86:

s=a-b-c+d+e-f

Il n’est donc pas possibled’exclure

graphèmesdu paradigmedes Variables. Si

mêmeles expressionscomposéestelle que e

solutions.

V.2.2. Variables et ConstantesLittérales:

Pour construirenotre grammaireil est souhaitablede rendrecompte

de la distinction que nous venonsde voir entre la possibilité,pour certains

graphèmes,de désignersoit un nombre réel donné soit un nombre réel

quelconquesuivant le contexte.Nous allonsdonc introduiredeux catégories

initiales, les ConstantesLittérales (CLI) d’une part, et les Variables(Var)

de l’autre.

CLI est une catégorieinitiale qui se réécrit en e
,

. X ou tout

autre graphèmereprésentantun nombre réel défini par ailleurs4(p. ex. C:

constanted’Euler). Pournotre grammairenous nouscontenteronsdes trois

premiers.

t Anis (1988)

2 en cela les togogrammes,qui correspondentaux symbolescomme [“-i-’].

s’opposentauxalphagrarnrnL’s. qui correspondentaux graphesalphabétiquestels

queE”a”l ou

j’entends“algébrique” au sensde l’algèbreélémentairedesnombresréels.

4 on trouveun catalogueexhaustifde cesnombres ‘remarquables”dansLe Lionnais

& Brette (1983)

purementet simplementces

l’on souhaiteéliminer quand

il faudra envisagerd’autres
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Les variables,ressortissantà la catégorieVar, désignentdes nombres V.2.4.8. catégorie non-initialeréels indécerminés.Ces variables sont formées de graphèmes, Cv, - ‘t’., = [Gra )éventuellementindicésou primés.

• Les graphèmessont pris dansles alphabets.majusculeet minuscule,latin v.2.4.c. Eléments terminaux
et grec6.

(l’va, = (“)cj/LL)v(ahcdefghijklmnopqrstuvwxyz)Li
• Les indicessont desécrituresdécimalesdEntiers(Ent). Ce ne sontpas (ABCJ3EFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ) u

des nombresà virgule (ce n’est pasattesté)ni surtoutdesvariables.Nous (afly&CqOLXÀM’4oxQaru#xiJiw) u (fl18AHEø’PQ)considéronsa priori qu’uneexpressiontelle que u n ne relèvepasde
l’algèbre maisde l’anlyse (où elle désigneunesuite). V.2.4.D. Rèelesde réécriture

V.2.3. Partie Génératricedes ConstantesLittérales V.2.4.D.a. Grapjjèrn
V.2.3.A. cpté2orie initiale

____________________________

Nous noteronsexceptionnellementle paradigmeen ligne pour gagner
‘CLi = (CLi J de la place.

V .2.3.8, Eléments terminaux Gra:= labcdeJgh(jklmnopqrstuvwxyzJ u
(ABCDEFGHÎJKLMNOPQRSTUVWXYZI uYCLt= (ex)
{aØyôeqOixApv.oxgarv#x!l’w)u
(rboAsnIfls2)V.2.3.C. Règle de réécriture

V.2.4.D.b. Variablete -I cu:=
Letix Let’ iLet” IV,2,4. Partie Génératricedes variables Var:={

Ent
Let 4. Ent

_______________________________

Let” .1. Ent J
V.2.4.A. catégrie initiale

I = (Ver) Variable

Le fait de distinguerConstantesLittérales et Variablesnécessitede
reprendrel’ensemblede la grammaire,et de rajouter, à chaqueparadigme
où figurait la catégorieVar, une nouvelle catégorieCLI. Pour ne pas

nous venonsaux § X.2 t. et X22.C.c, quelle signification préciseattribuer à
alourdir inutilement l’exposition nous effectueronscette modification dans

cettenotion de “nombre indéterminé”,en termesde “déiotation”. la récapitulationfinale de ce chapitre.

6 les empruntà d’autresalphabets,telsquel’aleph hébreuou le dia “n” cyrillique Revenonsune dernière fois sur les CLi et les Var: du fait que
(dit “peignede Dirac”) sont raresen mathématiques,et non attestésen algèbre certainsgraphèmesse trouvent à la fois dansles paradigmesde CLI et de
élémentaire. Var, la grammaireest ambigué, en ce sensqu’il n’est pas possiblede
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déterminer,hors contexte,si e est uneCLI ou une Var ou, ce qui revient

au nième, si e désigneprécisémentle nombree ou seulementun nombre

réel indéterminé.Cela dit, nousne connaissonspasde casoù le contextene

lève pasl’ambiguïté.

V.3. Puissances

V.3.l.A, Des contraintessur les réécritures7

Commentengendreren effet e n et pas e’? On aimerait pouvoir

imposerdes contraintessur la règle de réécrituredes puissances,de telle

manièrequecelle-ci s’exprimesousla forme suivante’0:

V.3.I. Les exposantslittéraux

Put;= Baie Exposant
â conditionque Exposantne seréécrivepasen

uneexpressionqui contienneune ou des

occurencesdu graphèmex

Reprenonsnotre problèmedes puissancesdu type: e’. Puisqu’onne

peutexcluree de tV.r, on pourrait essayerde contraindrela grammaire,au

niveau des tèglesde réécriture,à ne pouvoir engendrerdes puissancesdu

type: e’. Or nous allons voir maintenantqu’à partir du moment où l’on

accepte,d’une part7:

d’autre part8

a”XaP=aP

Une telle formulation n’a pasde sens,dansla mesureoù une catégorie

non-terminaletelle que “Exposant” ne contient rien du tout; tout au plus,

lors des réécrituresultérieures,pourra-t-ellese réécrireen une expression

qui contiendradesoccurencesdex. Mais les règlesde réécriture,telles que

les définit la théorie des langagesformels, ne sont pas “pilotées par l’aval”

de cette manière:il n’y a pasde mécanismequi permettede faire dépendre

une réécrituredes réécrituresultérieures.

Vjj ,B, une sous-catégorisation2

s=a-b-e+d-i-e-f

et enfin

x>(-7)

il devientextrêmementdifficile d’interdire

les expressionsqui précèdentde produire:

ex

à la grammairequi a engendré

Il y a une solution, qui consisteà “sous-catégoriser”les variables.

Pour cela, il faut:

1) déciderque “x” appartientâ la sous-catégoriedes“inconnues” et

“n,’ celle des “paramétres”

2) dupliquertoutesles catégoriesnon-terminalesen “paramétriques”

(necontenantpasd’inconnue,seulementdesconstantesou des
paramètres)et “non-paramétriques”(contenantdes inconnues),

3) dansle paradigmede la réécriturede la puissance,ne mettreen
exposantque descatégoriesparamétriques.

7 [M0519.fl2

Dansce cas la grammaireengendrerabien:

1M051 p. 86

1M051 p, 94 un peu â ta ma”ièred’une règledite “Dépendantedu Contexte”
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et:

et:

n -4 0

(a +h) 2

dont les exposantssont paramétriquesdans le sensconventionnelque nous
venonsde définir, et pas:

ni

e.’

22

dont les exposantssont non-paramétriques.

Toutefois cette solution est obtenue au prix d’une complexité
rhédibitoire. Non seulementle nombrede règlesde réécrituresdouble,maïs
encore le paradigmede chaquerègle de réécriturevoit sa taille doubler,
puisqu’il faut envisagerdeux cas (paramétriqueet non-paramétrique)là où
il n’y en avait qu’un. Bref, la taille globale de la grammaireest multipliée
par quatre’’!

En réalitéc’estseulementle nombrede signesde la grammairequi quadntple
(en gros). Or cettereprésenla:ionde la grammaireutilise desconventionsde type
SRL,de telle manièreque:

résume:

(al Ic
a:=lbs ld

ac
In

a:= ad
bd

Il Ceci esttié aux grammairesgénêtalives-transformationnellesChomskyennes.On ne
retrouveraitpasce problèmesaveclesgrammaires“catégorielles”.

En fait , si on considèrenon pas les signes,mais les réécrituresélémentaires,
parexempleici:

a: ac
a: bc
a:= ad
a:= bd

le nombrede cesréécrituresélémentairesfait bien plus quequadrupler,dèslors que
toutes les catégoriessont dédoublées,et que certainesrèglesde réécrituresfont
intervenirplusieursaccoladesverticales.

En outre, une telle sous-catégorisationest figée une fois pour toutes,
Or danstout manueln joue desrôlesdifférents (on le trouve dansdesbases
ou des exposants)d’une page à l’autre. On ne peut donc ni exclure les
graphèmestelsquee, ni empêcherla grammairede produiree’, sauf à la
soumettre à des contraintes,difficiles à mettre en oeuvre, de sous-
catégorisation.Pour toutesces raisons,nousavonsdécidéfinalementde ne
pas exclure les puissancestelles que e’, ni toutes les autres
expressionsà interprétationanalytique,des FSA. De toute façon, et
c’est ce qui importe,qu’elles aient une interprétationanalytiquen’empêche
pasqu’ellesaient égalementune interprétationpleinementalgébrique.

V,3.2. Les exposants“trop complexes”

Il n’y a pas que les exposantscontenantdes x qui posent des
problèmes.Dansle mêmeordred’idées,peut-onacccpter:

et refuser:

£

X2

a +2

q;;

Noussouhaiterionsen effet que la grammairen’engendrepasde telles
expressions,pour deux raisons:

cesexpressionsne sontattestéesnulle partdansaucundescorpusque
nousavonsconsultés,
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nousavonsdesdoutessur le caractèrestrictementalgébriquede ces
expressions(autrementdit, relevantde l’algèbreet non de l’analyse).

En effet, elles paraissentplus releverdu domainedes fonctions (â

plusieurs variables) que de celui de l’algèbre. Bien entendu,toutes les

expressionsalgébriquespeuvent être considéréescomme dénotantdes

fonctions (y. X.2.1J: c’est égalementle casde

X2.

Toutefois,on peut calculer la dénotationde cettedernièreexpression

en fonction de celle de x , par desmoyensstrictementalgébriques,c’est-à-

dire à l’aide d’opérationsarithmétiques (ici, la multiplication de la

dénotationde x , notée6(ï), parelle-m&ne),ce qui n’est pasle casde:

a +2

‘J;-.

Précisons ce dernier poini. Pour distinguer une expression

“spécifiquementalgébrique”tclle que:

a

d’une expressionau caractèrealgébriqueplus hypothétiquetelle que:

X

on peut remarquerque la premièreexpressionpeut être évaluéepar un
enchaînementd’opérationschoisiesparmi les septopérationsarithmétiques
élémentairesportant sur des nombresentiers, et pas la seconde,Ces sept
opérationsarithmétiquesélémentaires,pour lesquellesil existe,en principe,
un algorithmede calcul “à la main”, sont:

•l’ “opposition” (changementdesigned’uneexpression)
• 1’ addition
• la soustraction

la multiplication

• la division

• l’exponentiationpar un exposantentier

• l”éradication”’2d’ordre entier ‘

Il est tentantde généraliserce critère et de qualifier d’algébriquesles

seulesexpressionssusceptiblesd’être évaluéesà l’aide des opérations

arithmétiques.Ceci parait d’autant pLus naturel qu’un “opérateur”

algébrique (tel que “somme” “produit” ou “puissance”) représente

précisémentle résultatd’un certainnombred’opérationsalgébriques.

Malheureusement,traduire ce critère au niveau des règles de

réécriture,pour éviter d’engendrerdesexpressionscomme:

22
2

qui ne peut être évaluéepar des opérationsarithmétiques,conduit à des

embarrasinextricables,On pouffait croire qu’il suffit de décider que les

puissancesne peuventavoir une puissancecommeexposant,mais seulement

opérateurs“raisonnables”, par exemple des sommesou des produits.

Toutefois,si on admetdessommesen exposant,en pensantà desexpressions

sanssurprisecomme:

22+3

X

on engendreaussi:

2

I 2 nousintroduisonsce néotogismepourqualifier l’extraction de racine

danste casde l’éradicationd’ordre entier,les algorithmes,quandils ont étéétablis,

sont tombésen désuétude...Pour autant,s’il est envisageablede calcuter“a la

main” la valeurde ‘4T (indépendammentde touteconsidérationsur la pénibilité et

les risquesd’erreursassociésâ cette tâche), il n’en est pas demêmepour

saufà utitiserdesprocéduresd’encadrement.
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Commentl’éviier? Puisqu’onne peul pas (aire dépendrela réécriture

(le la puissancedes réécrituresultérieuresde sessous-expressions,il faudrait

là encore des sous-catégorisationsad lioc, particulièrementartificielles.

Donc on ne peut l’empêcherde manièresimple. En outre, supposonsque les
puissancesne puissentavoir une puissancecommeexposant.Dansce cas,on

exclut desESA:

222

qui est pourtant parfaitementévaluable. On pourrait décider alors de

n’exclure que les puissancesdont l’exposantest une puissancequi a elle-

mêmepour exposantune fraction (ou un rapport). Hélas, dans ce cas, on

évacue:

2/2

qui vaut pourtant8, et ainsi de suite:on n une régressionà l’infini.

En conclusion,on ne peut mettrea priori de limite à la complexitédes
exposants,et on doit donc considérercomme algébriquesdes expressions

qui ne peuventpasêtre évaluéespar les seulesopérationsarithmétiques.En
conséquence,pour évaluerles ESAL, nousdevonsimpérativementdisposer

égalementde l’opération d’exponentiationpar un réel quelconque(pas

forcémentrationnel).

Par contrecoup,cela nous fournit la proposition suivante,qui pose
l’équivalencedu caractèrealgébriquedesexpressionset de la possibilitéde
les évaluer (de calculer leur dénotation,au sensdu chap. X) à l’aide des
opérationsarithmétiquesau sensgénéralisé:

Proposition:

Soit E uneexpressionsymboliquemathématique.
E est une ESAL on peutcalculerla dénotationde E en n’utilisant
pasd’autresopérationsque l’opposition et les opérationsbinaires:
addition, soustraction,multiplication,division et exponentiation.

Cette proposition peut être démontrée par récurrence sur la
complexitédes ESAL. Cela ne peut être fait qu’une fois qu’une grammaire
complètedes ESAL aura été détaillée,et que la définition rigoureusede la
dénotationdesESAL auraété posée(cliap. X).

V.3.3. Généralisation:I’exponentiation

Toutes les difficultés qui précèdentconcernentl’exponentiation,et
plus précisémentl’exposantdespuissances.Commentcela se fait-il?

Nous pouvonsremarquera contrarioque, sansles puissances(et les
racines), le systèmedes ESA, réduit aux sommes(binaires), aux produits
(binaires),aux différenceset aux fractions serait élémentaireà décrire,et
une partie de cette thèseserait quasimentsansobjet. Nous allons montrer
brièvementen effet deux approches,celle desanneauxdespolynomeset un
point de vue “catégoricien”, qui modélisent fort bien les ESA,. sans
puissancesni racinesen général.

V.3.3.A. Les anneauxdc polynomes

Il est parfaitementévident que les anneauxde polynomessont un
cadrenaturelpour desexpressionsdu type:

a+I

(Tonnelle 1979). Toutefois, même en effectuant une extensiondans le
domainedes fractions rationnellesà plusieursvariables,ce qui permetde

ou:

s+2x +2
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décrire‘J, choit d’autrestypesd’extensionsvers les racinescarrées,on est

vite limité lorsqu’on veut décrire dans toute sa généralitél’ensembledes

expressionsalgébriques,qui contientdesécrituresdu type:

où “a “ et “b” sont desvariables,

-‘

____

En fait, les anneauxde polynomeset leurs diversesextensionsne sont
que des cas particuliersd’expressionsalgébriques,qui en tant que tels
sont susceptiblesd’être formellementdécritspardesgrammairesad hoc.

Cette descriptionnous paraitmêmeun des premierstravaux â faire en
prolongementde cette thèse,car elle permettrade mettre à l’épreuve le caractère
adaptablede la grammaire,surun exempledidactiquementintéressant.

Mais pour autantles polynomes,mêmegénéralisés,ne sont qu’un cas
très particulier d’expressionsalgébriqueset ne peuventrendrecomptedes
ESA dansleur généralité.

Y.3.3,I1. Anproclie en termes de catéeoi’ies

Nous citeronssansla détailler l’étude menéepar B. Charles(1985), à
savoir une approche,en termesrIe catégories,descalculsalgébriquesqu’on
peut opérersur les structuresclassiques.

«Lorsqu’on abordel’étude généraledes lois internes, le problèmele plus
naturelqui se poseestcelui de la descriptiondescalculsque l’on peut faire à partir
d’une Famille quelconqued’élémentsd’un ensemblemuni d’une loi quelconque.Le
cadreappropriépour cetteétudeest la catégorieL qui a pour objetsles ensembles
munis d’uneloi interneet pour morphismesde E dansF les applicalionsh de E dans
Ftellesqueh(xy)=h(x)h(y),..»(ibid.p.1)

«Lorsqu’onconsidèreunecatégorieCayantpourobjetsdesensemblesmunis
d’un systèmede lois, il n’estpastrop difficile de décrire les calculspossiblesfaisant
intervenirtoutesceslois.» (ibid. p. 6)

D’un point de vue analoguenous pouvons nous intéresseraux IR
algèbres. Ces structures sont intéressantescar l’existence de deux

multiplicationspermetde donnerune signification à la distinction entre les
écritures2 x et 2xx.

On a aussideuxnotationsmultiplicativesdanstesensemblesde polynomes.
maisdanscettethéorie2x n’est pasà proprementparlerun produit, contrairementà
2xx qui estleproduitdupolynomefocmet2parpolynomeformeix.

Certes,on a l’égalité:

2xx =

mais c’est l’égalité d’un produit et d’un polynome.et non pas de deux produits
différents.

Dans les IR-algèbresau contraire,les deux notationscorrespondentbien à
deuxproduits.

La premièreécriture (2x) peut étre interprétéecomme répondantà
la question‘<combieny a-t-il dex 7» et la seconde(2 xx) à «combiença fait
en tout?». Toutefois, les problèmesde notation spécifiquesdu produit par
juxtaposition (on ne peut juxtaposerdeux chiffres par exemple,y. chap.
VII) viennenten quelquesorte “brouiller” l’expressionde la distinction
entre les deux multiplications,dont l’une s’exprimeraitpar juxtapositionet
l’autre par une croix. Quoiqu’il en soit du produit, les IR-algèbresne
rendentpas mieux comptede l’exponentiationet de l’éradication que les
anneauxde polynomes.

En résumé,aucunestructure “usuelle” ne prend explicitementen
comptele triplet d’opérations(+ X; ) et les relationsqui lient ces opé
rations deux à deux. L’exponentiation et ses propriétés, et a fortiori
l’éradication et les siennes,sont des objets dérivésdansces structureset
abordésde façon marginale.

V,3.4. Règle générativecorrespondante

Nous n’avons donc pas de restriction en ce qui concerne les
expressionspouvant servir d’exposant à une puissance.La règle de
réécrituredespuissancesdoit seulementtenir comptedu degrésupérieurde
priorité de l’exponentiationpar rapport aux autresopérations,qui nécessite
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Notonsque les parenthèsesserventici de délimitateursaussibien pour
l’évaluation (en forçant les priorités d’opérations) que pour la mise en
forme typématique:q t2+3)+a est transforméena23-*a (les parenthèses
disparaissent),et aA2+a l’est ena2+a (la délimitation de l’exposantsuit les
mèmesrèglesde “priorité” que l’évaluation).

V.4. Racines

On retrouveexactementles mêmesdifficultés et nousy apportonsles mêmes
réponses.Nous n’avonsdonc pas non plus de restrictionsur les expressions
pouvant servir d’exposantà une racine: n’importe quelle expressionpeut
désignerl’ordre d’une racine,y compris

V.5.1.A. Imnossibilité

parcequ’il n’est pas possiblede limiter cet ordre à tel ou tel type particulier
d’expression. Contrairementaux puissances,l’ordre de la racine est
facultatif’4,d’où la présencede la suite vide dansle paradigmede l’ordre,
à gauchedu signede radical. L’ordre (non-vide) est toujoursmis entre des
délimitateursspéciaux(crochets),ce qui est noté parla suite verticale:

14 lorsqu’il n’y n pasd’ordre celacorrespondà uneracinecarrée,autrementdit à une
éradicationpar 2. puisquenousavonspris le choix arbitraire,pourne pasalourdir
les paradigmesen y faisantfigurer les racinesnièmeset la racinecarrée,de ne pas
considérercettedernièrecommeun opérateurunaire.

Ce n’est paspossibleparceque sinon nous avonsrégressionà l’infini,
du nièmetype quece que nousavonsvu plus haut. On peut interdire:

certes,mais commentinterdire

1
o

17
1-1

Si on refused’engendrerdesfractionsdu type

de parenthésertout ce qui n’est pasconstante,constantelittérale, variableou
valeurabsolue.

r (ide) ‘i r (Ide)

I(VAW
A

I(VAb)
t’ui:= ‘ Cst 2’ Cst

Cii Cii
I Var j Var
LVAbJ LVAb

s
JIde]

[VAUJ

Sinon, on aurait des ambiguïtéset l’on ne saurait dire si une
expression(sanscrochets)telle que3 ‘/2 doit être transforméeen 3 ‘Itou

3
en

r (Ide)

r • 1 I(VA6)
Rae :=‘( [Ide] Cst

1[VAb]i L VAb

V.5. Conséquences:

V.5. I. Généralisationà toutes les écritures“non définies”

Il n’est ni possibleni souhaitabled’éviter les ESA bien construites

mais dépourvuesde significationtellesquej ou
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commentéviter

1
E-E’

.1

1,1*’
2

et ainsi de suite? Le noeud du problème provient de ce que nous avons

décidéd’engendrerles expressionsà t’aide d’une grammairegénérative.Or

celle-ci ne tient pas compte de la valeur des expressionsquand elle les

engendre.Il n’est paspossible,dansle cadred’une telle grammaire,d’écrire

une règle de réécriturede type:

Fra:= Numé\ Déno à condition que la valeurde Déno soit non nulle

V,5,I,B. Aarammaticalitéet absencede sinificatjon

Ne pasengendrerdesESA dépourvuesde signification (quoiquebien

construites)n’est pas souhaitablenon plus, parce que, du point de vue

méthodologique,cela revient à confondre agramniaticalitéet absence
de signification. Or ce n’est pas la mêmechose.

«... la notion de “grammatical” ne peut êtreassimiléeà celle de “doué de sens”ou
“significatif’, dansquelquesens sémantiquequece soit. Les phrases(t) et (2) sont
égalementdépourvuesde signification15,mais n’importe quel locuteur anglais
reconnaitraque la premièreseuleestgrammaticale.

(1) Colorlessgreenideassleepfuriously.

(2) * Furiouslysleepideasgreencolurless

(Chomsky1969 p. 17)

15 c’est de moins en moinsvrai au fur et à mesurequ’on les cite. Quiconqueest un

peufamiliariséavec la linguistiquelesconnaitpar coeurmaintenant,et leur attribue
çr€cis.’meni unesignificationen rapportavecl’argumentairede Chomsky...

Les expressionstellesque00 étant bien construites,elles font partie

des ESA. En conséquence,la valeur d’une ESA estsoit un nombre (connu

ou inconnu),soit “Non Défini”. Il resteà montrer (au chap. Xl) commentle

“Non Défini” se propagedans une ESA, autrementdit comment il suffit

qu’une sous-expressionsoit non définie pour que l’expressionentière le soit

aussi, C’est le cas par exemple d’une égalité dont un des membres

contiendrait0°,

V,5.2. Ecritures ambiguês

Non seulementle systèmedes ESAL est ambigu à cause des

graphèmespartagéspar les Variables et les ConstantesLittérales, mais

encorecertainesESAL sont ambiguèslorsqu’on sort du cadre strict de

l’algèbre.

Les principes de délimitation choisis “laissent passer” en effet un

certain nombre d’expressionsqui, hors de l’algèbre élémentaire,ont une

dénotationparticulière.Cela poseraittoutefoisdes problèmesinextricables

si on voulait les exclure, pour un intérêt minime vu que ce genre

d’expressionn’est, en pratique,jamaisattestéen algèbre.

f (x)

1,45

d(2x +3)
dx

CetteESAL est interprétéecommele produit (bizarrement
mais correctementécrit), def parx

Le casoù i désignele nombrei c Œ ne relèvepasde l’”algèbre

élémentaire”,mais nous n’avonspas relevédansnos corpus
d’exemplesignificatif d’expressionoù le graphèmei jouerait le
rôle d’une variable.Toutefoiscela ne nous paraîtpas suffisant
pour l’exclure desESA.

pour excluredesESA cette fraction il faudraitpar exemple

introduire une catégoriedesproduitsdont le premierfacteur
est la variabled et le secondune sommene comprenantque la
variablex - ce qui ne peut êtreobtenueque par une sous-
catégorisationad hoc qui compliqueraittout-,
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ce syntagmeest ambigu,car il a deux interprétations
concurrentespossibles:dérivéede la fonction u (interprétation
analytique)ou secondevariabledansun problèmeoù intervient
déjà la variableu (interprétationalgébrique).Quoi qu’il en soit.
vu queu n (au moins) une interprétationstrictement
algébrique,nous l’intégronsau domainedesESAL. Ce n’est
pasle casdex,, , ni de (u y) ‘ ni de (u ) n Nousconsidérons
en effet cesexpressionscommedesnotationsseulement
analytiques,certessusceptiblesd ‘un traitementalgébrique’6,
mais ininterprétablessi on sort pasdu cadrestrict de l’algèbre.

sin (x) cetteexpression.jamaisattestéeen algèbreheureusement,est
bien formée (mais hautementimprobable)en tant que produit
dont les facteursseraients, i, n et (x)

V.5.3. Remarquedidactique

Il est à noterque l’exponentiation,en tant qu’opérationalgébrique,est

une sorte de “point aveugle” (ou, au moins, amblyope)de l’enseignement.

En effet, au niveau du collège,cette opérationest définie classiquement(en

généralisantles opérationsunairesd’élévation au carréet au cube), pour un

exposantentier, par réitérationde la multiplication. Ce n’est que bien plus

tard, en terminale, avec l’étude de la fonction exponentielle,qu’est

introduite l’exponentiationpar un nombrenon-entier...et encorepas dans

toutesles classes.Une enquêteantérieuret7(rapportéedansDrouhard 1986)

a montré en effet que seuls 10 étudiants non scientifiques sur 102

répondaientcorrectementà un QCM portantsur l’expression:

Pourtant,ce type de savoir-faireest considérécommeun prérequis

allant de soi par bon nombred’enseignantsdu supérieur...De fait, intrigué

par ce résultat, nous avons alors dépouillé (rapidement)28 manuelsdu

secondaire,et nousnoussommesaperçuque,dansles sérienon-scientifiques

A et B, deuxcollectionssur trois n’abordaientla notion d’exposantrationnel

à aucunmomententre la 3èmeet la terminaleincluses.Le programmedes

classesterminaleslittérairesétant, selon une tradition bien ancrée,obtenue

par réduction de celui des classesscientifiques, il se trouve que cette

réductionporte précisémententre autres,dansdeux manuelssur trois, sur

les propriétésde la fonction exponentielle,et en particulier sur la notion

d’exposantrationnel.

Il serait intéressant,dans une perspectivecurriculairelS, d’étudier

commentil se fait qu’il faille attendrel’étude desfonctionsexponentielles

pour aborderles exposantsrationnels,en mettantce délai en regardavec

l’absencede l’exponentiationdesstructuresclassiques”.En effet, d’un point

de vue conceptuel,les fonctions

x ‘-+ (n>2)

ne sont guèreplus difficiles à étudierque la fonction

x t)

laquelle est abordéebien avant la classeterminale.Elles sont même plus

simples,quandn est impair! Quantà la notation

elle n’est pas plus difficile à introduireque

pour ne pasparlerde

x-a,

16 dansla mesureoù on peutles additionner,les multiptier

menéeau sein de l’Equipe de Didactique des Mathématiquesde l’UER de

Didactique(UniversitéParis7) et du CREEM (CNAM).

1 telle que cellesque développentT. Assude,Y. Chevallard,A. Mercier et G. Nin

(IREM de Marseille)avec la notiond’écologiedesobjetsd’enseignement”

LI
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Autrement dit, le cadre théoriquedes fonctions exponentielles,qui
arrive “trop tard” pour l’algèbre. est égalementtrop puissant.On n’a pas
besoind’une théoriedespuissancesà exposantréels (et donc, en particulier,
irrationnels)pour définir les puissancesà exposantrationnels.

V.6. Conclusion

En étudiant des expressionsbien formées mais d’un caractère
algébriquedouteux, nous avons montré qu’il ne pouvait y avoir de res
triction sur les exposantsdes puissanceset les ordresdes racines,et par
contrecouppas de restriction non plus sur les graphèmesà choisir pour
former les variables.Il reste néanmoinsun autre problèmede limite du
domainedes ESA, celui desexpressionscompréhensiblesmais dont il est
difficile de déterminerla grammaticalité.En effet, dansce domainecomme
danscelui des languesnaturelles,une expressionpeut être compréhensible
sansêtre grammaticale.C’est le casdu “charabia”: «ça êtrecompréhensible
maisça pasêtre grammatical».Dansl’”idiolecte”’9de l’auteur, le produit:

f3

estcompréhensiblemaispasacceptable,fautede «X». Ce type de difficulté,
spécifiquedes produits, sera abordéau chapitre Vil. En attendant,nous
allons étudierune autrequestion,celle dessommeset desproduitsn-aires,

Quoi qu’il en soit, nous opéronsdans ce travail de modélisation
syntaxiqueun renversementde perspectivequant à la définition des ESA,
Etant donnéque nous ne pouvonspascaractériserles ESA par les nombres
qu’elles représentent,nous les définirons dorénavantcomme les écritures
engendréespar notre grammaire,ou si l’on préfère, la définition des ESA
correspondstrictementaux règlesde réécriturequi les engendrent.

que:

Commentengendrerune sommealgébriquede quatre termes telle

11+21+34+42‘1

Il y a trois solutions (au moins). La premiéreconsisteà générer(en
“forme profonde”) trois sommesde deux termesenchâsséesles unesdans
les autres:

//J1+211÷34]+42

puis à supprimer (en “forme de surface”) les crochetssurnuméraires.La
secondeconsiste à engetidrerdirectement(sans passerpar une forme
profonde) la somme algébriqueau moyen d’une règle de rèécrituredite
“récursive”, ce qui lui donneune structurede type:

Sommealgébrique

Somniealgébrique

trt
11 + 21 + 34 + 42

Enfin, la troisièmeconsisteà mettre dans la grammaireune infinité
de règles de réécrituresdifférentes, une pour engendrerles sommes
algébriquesde trois termes, une pour celles de quatre termes,une pour
cellesde cinq termesetc. La structurede notre exempledevient:

VI. SOMMES ALGEURIQUES

N
Eut

Sommealgébrique

19 c’est-â-direnotreusagepersonneldestiSA
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Sommealgébriquedc 4 ternies

Nous avons expliqué au chap. III les raisons qui font que nous
n’adoptons pas la première solution (forme profonde). Nous allons
maintenantprésenteren détail les deux autressolutions, qui concernent
égalementles produits de plus de deux facteurs (que nous traiteronsen
détail au chap.VII).

VI.J. La récursivité.

la première que par le fait que chaque occurrencede P y est
remplacée:

• ou bien par une variableseule,choisiedans { a b c d J,

• ou bien par P lui-même,suivi de “+“ et d’une variablede

{ abcd I.

La règle:

P:={}+{ I
est dite “récursive”car le symbole catégorielP apparaitsimultanémentà
gaucheet à droite! du métasymbole“:=“ de réécriture(Ruwet 1967 p. 48).
Ce même mécanismepermettraitaussi bien d’obtenir: +b+b+bi-b, +c+b+a
ou encore+b tout seul.

Voici la dérivation (c’est à dire la suite desexpressionsobtenues par
applicationssuccessivesde la règle de réécriture)qui aboutit à +a+b+c+d:

P:={h{ }
«P est réécrit “suite-vide” ou P,suivi de +, suivi de a ou b ou cou d ».

Toute suite de symbolesdans laquelle apparaîtle symbole P,
peut être remplacéepar une autresuite de symboles,qui ne diffère de la présencede Pdansl’expressionr’•te estoptionnelle,ce quemaquele symbole

.

Si ce n’étaitpasle cas,le processus récursifn’aurait pasde fin.

Ent

11 + 21 + 3-1 + 42

VI. 1 .1. Règles de réécriture récursives

Soit à générer,par des règlesde réécriture,une sommealgébriquedu
type +a+h+c+d. Il suffit pour ce faire d’une règle de réécriturerécursive:

qui se lit:

On peut la paraphraserde la manièresuivante:

P
J,

P÷d
‘I,
c
J,

P+b+c+d
4’

-i-a+b+c+d
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P
/

P
/

P

+ cj+b+e+d

On remarquerala ressemblanceentre ce type d’arbre et celui que
Kirshner assigne à la forme profondede a +b+e+d (chap. lii). La

différencerésideuniquementdansl’absencedescrochets“parasites”.

VI.l.2. Générationrécursive des SommesAlgébriques

Générer les SommesAlgébriques à l’aide de règles récursives

signifie qu’elles seront réécritesun certain nombre (fini) (le fois sous la
forme d’un symbolecatégorielSA1, (SommeAlgébriquede n termes)suivi
d’un terme choisi dans une liste convenable.Voici la règle de réécriture
récursivecorrespondante;

Nous avonsencadréle symbole catégorielSA)) qui figure dansun
paradigmeà droite du métasymbolede réécriture“:=“, car c’est lui qui rend
récursivela règle.

ChapitreVI: SommesAlgébriques

Notons que la catégorieSA figure également(de manière sous-

entendueau niveau des points de suspension,cf. chap. IV) dans les
paradigmes,parmi les symbolescatégorielsmis entre parenthèses.De
cette façon on peut engendrerune sommealgébriqueforméed’une variable
et d’une autresommemiseentre parenthèses,par exemple:

VI,I.3. Evaluation

a + (b + e)

A l’instar du type de structureemboîtée:

If o + b] t ej + d

que l’on avait en forme profonde,la récursivité à gauche desrègles de
réécrituredessommeset desproduitsprivilégie leur évaluationde gaucheà
droite.

Précisonstout d’abord ce que nous entendonspar “récursivité à gauche”.
Pour CH0MSKY & MILLER (1971) p. 24, «si A est un élément récursifà gauche,il
domine une arborescencequi contient A quetquepart sur la branchela plus à
gauche».GLAOKu & MEL’&JK (1972) p. 86 parlent, eux, de “développementà
droite” et commententainsi cette expression: «On entend ici par direction du
développement,la directiondanstaquellesont “rejetés” tessymbolesterminaux,par
exemple“C := fil” estun développementà droite.»

Le développementà droiledeGLAOKU & MEL’éuK est donc ta récursivitéà
gauchede CII0MSKY, ce qui n’éclaircit pasla discussion&..

Pourévaluerles sommesdéfiniesrécursivementcommeon vient de le
faire il suffit d’un algorithmerécursif du type:

Pour évaluer une somme:
&zaluer la somme formée par tous les termes sauj

le dernier

Les systèmesd’EcrituresSymboliquesen Algèbreélémentaire

L’indicateur syntagmatique(“arbre”) associéà +a+b-t-c+d est le

suivant

SA :=

-

(ide)

(VA b)
Prn
Quo
Pra

Pul
Rac
Cst
Cli
Var
VAb

+

+

(ide)

(VAb)
Pr
Quo
Fra
Pui
Rac
Cst
CII
Var
VAb

2 nousavons“traduit” leur exempteavecnpropresconventionsd’écriture (signe
catégoriesen graset symbolesterminauxen italiques).
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évaluer le dernier terme
additionner

fin de l’évaluation

Cet algorithmeest récursif3car il se rappellelui-même (à l’étape quenousavonssoulignée).Il se rappelleraainsi jusqu’à ce que le premiertermeà évaluerne soit qu’uneconstante:on seraalorsà gauchede l’expression.tasommela plus à gaucheseraévaluée,le résultaten seraadditionnéau termeimmédiatementà sa droite, et ainsi de suite jusqu’auterme le plus à droite.Autrementdit, l’évaluation ira bien de gaucheà droite.

Nous allons illustrer ce processusen [çrant les expressionsà
évaluer,et en notanten chiffres droits les valeursnumériquesdesconstantes(lesquellessont notéesen italiques ). Soit donc à évaluer5-i- 8 + 4 + 12

jS + 8 + 4 +

5 + 8 + 4 + 121

+4j+12

+4+12

+12l

L’algorithme d’évaluation ne diffère pas de celui qui opérait sur laforme profonde. Cela fait que les critiques qui s’appliquaientaux crochetsen matièred’évaluationsont toujours valablesici. En particulier, ce n’estpas parcequ’on évalueune sommede gaucheà droite par défautqu’il fautempêchertout autre ordre d’évaluation.Or, le sensde récursivitéétant icifixé (ici: à droite), il devient très difficile de concevoirune règle simple sil’on veut évaluerautrementque de gaucheà droite. En effet, pour évaluerde droite à gauchel’expression

25 + 1 + 99

(parceque les sommessontengendréespar une règle récursiveà gauche).

Parconséquent,on ne peut pasprogrammerun algorithmepour qu’ilévalue1 + 99 en tant que somme,comme il le fait pour la somme
totale (récursivité). En outre, dans le cadre de l’arithmétique usuelle àl’école, l’évaluationd’une sommetelle que:

11 + 21 + 34 + 42

se fait souventau moyend’un algorithme unique, celui de l’addition “encolonnes”qui porte simultanémentsur tous les termes,sansen privilégieraucun.Dansce cas, la décompositionde gaucheà droite en sommesde deuxtermes n’a aucune raison d’être. On a donc intérêt à rechercherdesreprésentationsstructurales(et donc des règles de réécriture) qui neprivilégient pas l’évaluation de gaucheà droite, ou si l’on préfère quidissocientles problèmesd’évaluationdesquestionsde structure.

cf. CARMONA & 1)101ER (1975)

25 + 1 + 99

on peut la décomposeren:

malheureusement

n’a pasunestructurede somme,les seulessommesétant ici

25 + J

et

29
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VI.1.4. Transrermation

Nous allons voir maintenant qu’il est égalementdifficile de

transformerde manièresimple les structuresengendréesrécursivement.

Toutefois, cet argumentreposesur l’idée que la meilleure caractérisation

des sous-expressions transformerest “fonctionnelle”, ce que nousallons

expliquerpréalablement,en anticipantainsi sur le chapitre VIIT pour les

besoinsde la discussion.Pourcomprendrece qui suit, il suffit de savoirque

la notion de “fonction syntaxique” recouvrecelle de “terme” dans le cas

d’une sommealgébrique.

Voici la définition de la fonction syntaxique“s est un terme de S”

pour une somme82 de deux termes,puis pour une sommeS0 (de plus de

deux termes)définie récursivement.

Vt,l.4,A. Terme d’une somme de deux termes

Lorsqu’il n’y a que deux termes, la définition d’un terme est la

suivante:

Soit S unesuite terminaleet T unesous-suitede S

Soit ci un noeudde l’arbre syntagmatiquede S

On dit alors que T est tin termedeS,et on note T t5, ssi il existe

un noeudt de l’arbre syntagmatiquede S tel que:

(i) T dérivede t

(ii) t est immédiatementdominéparu

(iii) u est étiquetéSomme

(iv) S dérivede o

Ia définition de “terme d’une somme”est nettementplus compliquée

lorsquela sommecomporteplus de deux termes.

Soit S unesuite terminaleet ‘1’ une sous-suitede S

Soient (Go; u1; ...; 0n•2 ) une suite de n-1 noeudsde l’arbre

‘syntagmatiquedeS

On dit alors que T est un termede S, et on note T = c, ssi il existe

un noeudt de l’arbre syntagmatiquede S tel que:

(i) T dérive de r

(ii) r n’est pasétiquetéSomme

(ii) t est immédiatementdominépar0n.?

(iii) V ie L 1; n-2] o est immédiatementdominépar

(iv) V i c 10; n-2] o estétiquetéSomme

(y) S dérivede o

Somme

L
T

S

VI.1.4.B. Terme d’une sommede plus de deux termes
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S

VI.I.4.C. Exemple d’un trinôme:

Sur cet exemple,on voit que 3x est un termede s 2 + 3x + I mais
pas3 (la définition plutôt compliquéequi précèdeest précisémentfaite pour
cela).

La définition de “terme de” est donc plus complexe lorsqu’une
somme,définie récursivement,comporteplusieurstermes.Cettecomplexité
s’accroitraitencoresi nousdéfinissionsla fonction syntaxique“i-ème terme
de”.

En résumé,les arbresdéfinis récursivementsont plutôt touffus. La
principale information qu’ils véhiculent,à savoir le fait qu’une sommede
plus de deux termesest formée d’une sommeet d’un terme n’est jamais
utilisée, si ce n’est dans le casparticulierde l’évaluation de gaucheà droite.
Enfin, pour la plupart despropriétésqui concernentles expressions,comme
les transformationsou les fonctionssyntaxiques,cette information constitue
une gênedont il faut s’affranchir. Il faut utiliser des mécanismesqui sont
autantde «principes“désarborescents”,qui rendentinaccessiblescertaines
précisions,tenuespour superfluesou mêmegénératricesde complications.>’
(Mimer, 1984). Tout ceci nousamèneà renonceraux définitions récursives.

V1.2. Un schémade règles de réécriture.

Somme

/
Puissance

Variab ‘f’Gfl3tanle

Notre objectif est de concevoir une structure générative non
récursive,qui apporteles informationsnécessairesà l’identification et à lu
transformationdes écritures,mais pas plus. Cela supposede renoncerà la
catégorie “Somme algébrique” en général, pour la remplacer par de
nouvellescatégoriesintitulées “Somme algébriquede 2 termes”, “Somme
algébriquede 3 termes”, ... “Somme algébriquede n termes”,etc. telles
que les différents termes soient alors dans le même rapport de fonction
syntaxique(au rangprès)avec la somme(de i termes)dansson ensemble.

•1
T

Somme Algébrique

Algébrique

N
ConstanteVariable

3 X

Produit

A
Constante
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Puissance

Va ri ah‘fonstanie

x- 2

4,
C‘o

Cela revient à remplacerune règle de réécritureunique pour toutes

les sommes algébriquesSA, par une infinité dc règles (formant un

“schéma”),chaquerègle engendrantune sommeparticulièreSA1à î termes.

Une telle structurepermetde définir les fonctionssyntaxiquesaussi

simplementpour une sommede n termesque pour une sommede 2 Termes.

Elle est en outre est plus plausiblesur le plan psychologique,car elle se

rapprochede la connaissancespontanéequ’ont les algébristescompétentsde

la structuredes objets qu’ils manipulent, telle qu’elle transparaîtdans le

vocabulairecourant. Celui-ci nomme les structures(ex; somme) et les

fonctions (ex: “terme de”) et ne marquepas de différencehiérarchique

entre les termes,qui seraitdue à une quelconquerécursivitéde la structure.

Tout au plus distingue-t-onles différents termesd’une sommepar leur

rang (1er terme, 2nd terme, .., dernierternie).

Concernantl’histoire de notre grammaire,il est intéressantde noter

que si nousn’avonspasexploitécettevoie plus tôt, c’est qu’elle supposede

fait l’existenced’une infinité virtuelle de règlesde réécriture(ce que nous

appelonsun “schémade règles”). Or ceci viole formellementun principe

qualifié de “fondamental” par Chomsky& Miller (1971 p. 17):

L’ensemble (fini) de règlesdécrïvantun langageparticulier constitue la

grammairede ce langage.(J Il existeun principe fondamental:unegrammaire

doit &re finie4,Si nous nous autorisonsà envisagerdes gramnuiresconstituées

d’ensemblesde règles non susceptiblesde spécification,nous supprimonsle

problèmeentierde la constructiondesgrammaires;nouspouvonsseulementadopter

un dictionnairede phrasesinfini. Mais un tel projetn’aurait aucunsens.

A vrai dire, cet argumcnt,du type “tout ou rien” (tant qu’à envisager

une infinité de règles,alors autant faire un dictionnairede phrasesinfini)

nous paraît faible. JI repose implicitement sur des considérationsde

simplicité. Certes,du strict point de vue du nombrede signesmis en jeu,

toutes les théoriesdénombrablesse valent! Mais cet argumentne tient pas

compte,entre autres,de ce que Granger(1979 p.196) appelle l’efficacité

productived’une théorie.De ce point de vue, les grammairesâ schémasde

règles sont loin d’équivaloir au “dictionnaire de phrasesinfini” qui n’a

aucune efficacité productive (elle engendre toutes les phrasesmais

n’explique rien).

Exemples:

Somme Algébrique dc 3 termes

Constante

Constante

3 X

Variable

Somme Algébrique de n termes

4) 4)
le, 2ème
terme terme

(n O-1ème
trgne

‘Li
n-iême
terme

4)

=
t

4)
C‘o

4) 4)

E

z
‘0

C
1
C
‘o

E
4,

C

z
‘0

4)
C‘o

4 c’est nousqui soulignons
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De toutesfaçons,dans les langages(Je programmation,et en premier Nous allons maintenantdonnerle schémade réécrituredes sommeslieu dans 51M, le langagede manipulationd’expressionsalgébriquesde algébriques.AI’I,US1X (Nicaud 1987), qui traite explicitementdesécrituresn-aires,ontrouve des règlesde réécrituredans lesquellesfigurent des métasymboles VI.2.1. Somme a1gébriquen termestels que (par exemple) les points de suspension,qui signifient qu’unparadigmepeut être répétédansune règle un nombreindéfini de fois. Nousconsidéronsa priori qu’unesommealgébriqueest formée:«les trois points successifs... indiquent la répétition un nombre de fois
• soit de deux termesprécédéschacund’un signe“t”, “-“ ou

quelconquede l’unité syntaxiquequi les précèdeimmédiatement.
Eremple

• soit de plusde deux termesséparéspar un signe“+ “, “-“ ou “f”, le
‘integer ::= digit -

premierternieétantprécédéd’un signeou non.
indique qu’un entier est formé d’une chainede digits de longueurquelconque.»(tvloreau 1975 p’ 67)

Pour alléger les écrituresnotons “T” le paradigmedu terme d’uneOr une telle répétitionéquivaut un schémade règlesde réécritureau somme:
sensstrict. La règle:

r (ide)

(VAb)(R) a:=bc...

t Pro iQ’”’
Fra

équivautde fait à la disjonction infinie desrèglessuivantes: j Pui I
Rac
Cst I

(RI) a:=bc
Cil
Var j

(R2) a:=bcc
VAb(Ri) a:=bccc

Alors le schémade réécrituredessommesalgébriquesest:
(itt) a:=bcccc
(R5) a:=bccccc

+_i f+ “I
etc.

tTlT Ifi t±i I
Cela veut dire qu’on disposed’algorithmespour engendreraussibien SAn :={{n

+
que pour analyser les expressionsappartenantà cette suite infinie. La

T {{- } Tdifficulté soulevéepar Chomsky et Miller est donc un faux probléme,à fi ±partir du moment où l’on se donne le métasymbole “ et soninterprétation.Sur le plan théoriquecela signifie seulementque les règlesde Précisonsque la notation:réécritureavec équivalentà desschémasde règles.Sur le plan pratique
+cela ne changerien pour engendrerou analyserles ESA: celles-ciétant de {{, } T }longueur finie, on peut déterminerleur catégorie(i.e. lds analyser)en untempsfini.
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signifie que c’est le termeT précédéde son signequi est répété,et non le

lermeT seulement,ce qui serait le cassi nousavionsnotéseulement:

[+
- f’r..
t-,- J

sansmettrece paradigmeentreaccolades.

VI. 2_fro ositionsjgriues

Mentionnons également un certain nombre de propositions

algébriquesde longueurindéfinie qui sont généréesde la mêmemanière.

Vl.2.2.A. Chaînede n éQalltês (n > 2)

y____

En effet une règle telle que

Cst) fCSt)
CLII 1<1 ICLII

CCn:= varf lJiVarf
ExAi IExM

produirait des suitesd’égalités,qui sont déjà engendréespar la règle qui

précèdecelle-ci, ce qui conduirait à une ambiguïté.On pourrait certes

considérerque les suites d’égalités sont un cas particulier de chaîne

croissante,mais on ne pourrait pas éviter qu’une règle qui produit des

chainesdécroissantes,du mêmetype queci-dessus,n’engendrede mèmedes

suitesd’égalité,d’où à nouveauambiguïté.

La solution la plus simple pour résoudrece problérneest de recourir

à des transformationsgénéralisées(chap. VIII) et à considérerce type de

propositioncommela conjonctiondespropositionsélémentaires:

CsLl Csr1 Cst
CLII CLiI CLI

CEn:= Varj Varf = ‘jar
ExAJ Exil ExA

2ab’4a:4<2ab-4a

V1.2.2.A.c. Remarque:

Il est assezdifficile d’engendrerde manièresimple et non ambiguè

dessuitesd’inégalitéset d’égalitéstellesque:

2ab-4a-4<2ab-4a=2a(b-2)

VI,2.2.C. Règles de réécrituredes PrA

(Ega
I CE»

InC
PrA :=‘j EnC

j In»
I En»
L N Eg

*a8)=(a)\V(8)=(a)\2(2) [T
‘18 -

1;-

?_tl=3+2=5=V25 ..

Génération

et

2ab-4a=2a(b-2)

La partiegénérativedesPrA devientalors:

VI,2.2.B, Caté2oriesnon initiales

C - I = { Ega;CEn; InC; EnC; InD; EnD; NEg I (Egalité;

Chaînede n Egalités;InégalitéCroissante;Encadrement

Croissant;InégalitéDécroissante;EncadrementDécroissant;

Non-Egalité)
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nombres (comme c’est d’ailleurs le cas pour l’addition effectuée “en
colonnes”).Il resteà définir cesadditions“algébriques”n-aires5.

téo rie initia I
1= Spi

na&ci»aw-a
T’= {Pra;g’;J I

VL2JÇJ Règjjjcritur

Syn:=(Pral..JPra)

Notonsque “(“est un symbole(celui desaccoladesdu système)tandisquel” et”)” sont desmétasymboles(délimitant les paradigmes).

Les sommes algébriquesengendréespar un schémade règlesexpriment le résultat d’additions portant simultanémentsur plusieurs

VI.2.4.A. Définition

Soit o une applicationde { 1; 2’ n I dans { -1; 1 1.
Par “Addition algébriquen-aire” (n>2) on entendune fonction:

ÇlRn

Il est clair que, par le jeu dessignes,pour n termesdonnésil y a 2°additionsalgébriquespossibles.Par ailleurs, la présenced’un “±“ au seind’une somme algébrique (elle-même au sein d’une Propositionalgébrique,p. ex:

-b± Jb24ac
=

correspondévidemmentà unedisjonctiond’additionsn-aires.

VL2.4.B. Symbole d’addition al2êbriquen-aire

Les opérations n-aires ne sont pas représentécs,en algèbreélémentaire,par un logogramme (“opérateur”) unique au sein d’uneexpression,mais par n ou n-1 logogrammesinsérésentre les opérandes
(“+“, “-“ou”±”).

Exemple: (les logogrammesinfixés ont étéencadrés):

On pouffait certesnous opposerle logogrammepréfixé:

5 cesdéfinitionssontà rapprocherde cellesdes“suitesd’opérations” (Gautier1984p. 2sqq.)

VI.2,3,A, Présentation

Les Syn sont les systèmesde n propositionsalgébriques.

Vl.2.3.Ll, Eernples:

jf2x -i-3y =4{2x+3y=4Jx-2y=I x-2y=1
IN4x2J < 5((4x *2.1) <5 J4x 21>0J4x2-J > O

VI.2.3.C. Génération

—4 R

C—)

Systèmede n (in)équations

Vl.2.4. Addition “n-aires”.
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i=J

VII. LES PRODUITS

mais ils n’apparaît pas au Collège lors de l’introduction à l’algèbre

élémentaire.Il estprésentéau plus tôt à la fin de la scolaritésecondaire,et

n’est réellementemployéquedansl’enseignementsupérieur.

Notonsà ce propos,bien que cela sortedu cadrestrict de notre étude,

que E n’est généralementprésentéque comme un outil et non un objet

d’enseignement(pour reprendreles termesde Douady 1984). Parexemple,

il n’y a pas dans [DIX] (cours de mathématiquesdu Premier Cycle

Universitaire)d’exposésynthétiquedespropriétésde:

Iiçn

qui est défini au début ( 2.1.4), puis ne réapparaîtque dans le chapitre

concernantles polynômes,notammentdans l’égalité (5.1.15) qui concerne

l’associativitéde la multiplication:

t#sn jtks

mentionnéetelle quelle,sansexplication,ce qui laissesupposerqu’elle va de

soi dans l’esprit de son auteur. On ne trouve nulle part d’exposé

systématiquedes propriétésde E, telle que la linéarité ou la relation de

Chaslespar exemple,qui devraienten toute rigueur être démontréespar

récurrence,Ceci permet d’interpréter les difficultés de maniementet

d’interprétationde cesopérateurschezles étudiants,qui avaientété étudiées

parJ, Grosselt,

«Ce rôle distinctif du morphèmezérot n’a rien

d’extraordinaire.Le grandlinguistesuisse,Saussure,avait

déjà constatéqu’il n’était pas toujours nécessairede

marquer‘matériellement”un conceptgrammatical,car “la

languesecontentede l’opposition entrequelquechoseet

zéro”.» (llajdû 1975)

V1I.I. Introduction

Du point de vue de l’encombrementtypographique,le point de

produit est certainementla plus petite unité significative. Ce sont pourtant

les relationssyntagmatiquesde cet objet minusculeavec les autreséléments

terminauxqui sont les plus malaiséesà décrire. Apparemmentle problème

est simple: le point (ou la croix2) est obligatoire entre deux entiers, pour

éviter de confondre par exemple 43 avec le produit de 4 par 3 . Nous

allonsmontrerque les règlesqui gouvernentl’absenceou la présencede ce

point sont plus complexesqu’il n’y paraît et nous allons en proposerune

modélisation.Nous montreronsalors que le point (ou la croix) ont trois

fonctionsdifférentesau seindesproduits,que nous illustrerons.

Nous ferons au passagedes remarquesd’ordre méthodologique

concernantl’emploi complémentairede donnéesempiriquesissuesd’un

j. e. la suitevide +

2 danstout ce qui suit nousparleronsindifféremmentdu point ou de la croix. Tout ce qui

estdit de l’un s’appliqueâ l’autre. NotonsavecCajori que la croix de saint-andré“X

apparaîtpour la premièrefois chezWiltiam Oughtreden 1631. Le point a été introduit

par O. W. Leibnitz en 1698,en mêmetempsque les deuxpoints “:“ pour la division.

dansle but d’éviter la confusionavec la lettre “x”. On retrouveplus fréquemmentla

croix dansl’aire anglo-saxonne,où elle évite la confusionavecle point décimal.
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VII. LES PRODUITS

mais ils n’apparaît pas au Collège lors de l’introduction â l’algèbre
élémentaire.Il est présentéau plus tôt â la fin de la scolaritésecondaire,et
n’est réellementemployéquedansl’enseignementsupérieur.

Notonsâ ce propos,bien que cela sortedu cadrestrict de notreélude,
que 2 n’est généralementprésentéque comme un outil et non un objet
d’enseignement(pour reprendreles termesde Douady 1984). Parexemple,
il n’y a pas dans (DIX] (cours de mathématiquesdu Premier Cycle
Universitaire)d’exposésynthétiquedespropriétésde:

Xx

qui est défini au début ( 21.4), puis ne réapparaitque dans le chapitre
concernantles polynômes,notammentdans l’égalité (5.1.15) qui concerne
l’associativitéde la multiplication:

Zcti(EPiïk)= Xaj(j3jîk)
itsn j+k=s itjtk=n

mentionnéetelle quelle, sansexplication,ce qui laissesupposerqu’elle va de
soi dans l’esprit de son auteur. On ne trouve nulle part d’exposé
systématiquedes propriétésde E, telle que la linéarité ou la relation de
Chaslespar exemple,qui devraienten toute rigueur étre démontréespar
récurrence.Ceci permet d’interpréter les difficultés de maniementet
d’interprétationde cesopérateurschezles étudiants,qui avaientétéétudiées
par 1. Grosselt.

«Ce rôle distinctif du morphème zérot n’a rien
d’extraordinaire.Le grandlinguistesuisse,Saussure,avait
déjà constatéqu’il n’était pas toujours nécessairede
marquer“matériellement”un conceptgrammatical,car “la
langue contentede l’opposition entrequelquechoseet
zéro”.» (tlajdti 1975)

VIII. Introduction

Du point de vue de l’encombrementtypographique,le point de
produit est certainementla plus petite unité significative. Ce sont pourtant
les relationssyntagmatiquesde cet objet minusculeavec les autreséléments
terminauxqui sont les plus malaiséesâ décrire. Apparemmentle problème
est simple: le point (ou la croix2) est obligatoire entre deux entiers,pour
éviter de confondre par exemple 43 avec le produit de 4 par 3 . Nous
allons montrerque les régiesqui gouvernentl’absenceou la présencede ce
point sont plus complexesqu’il n’y parait et nous allons en proposerune
modélisation.Nous montreronsalors que le point (ou la croix) ont trois
fonctionsdifférentesau seindesproduits,que nous illustrerons,

Nous ferons au passagedes remarquesd’ordre méthodologique
concernantl’emploi complémentairede donnéesempiriquesissuesd’un

i. e. la suitevide

2 danstout cequi suit nousparleronsindifféremmentdu point ou de la croix. Toul ce qui
estdit de t’un s’appliqueà l’autre. NotonsavecCajori que la croix de saint-andré“x”
apparaitpour la premièrefois chezWilliam Oughlreden 1631,Le pointaélé introduit
par G. W. Leibnilz en 1698,en mémetempsque les deux points “:“ pour la division,
dansle but d’éviter la confusionavec la lettre ‘x”. On retrouveplus fréquemmentla
croix dansl’aire anglo-saxomie,où elle évile la confusionavecle point décimal.
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VL2.3.Sygènjç

VI.2.3.A. Présentaflon

Les Syn sont les systèmes(le fl propositionsalgébriques.

VI.2.3.U. Exemples:

Jjx +3y =4
{2x+3y=4Jx-2y=J jlx-2y=l

IRl4x21 < 5
(‘/(4x2-l)<5J4x2-I>0Jj4x21>0

VI.2.3.C. Génération

y3Ç aé orie in it iale

1= Syn

YI,2±LC .b. EtIrnsp1tJsrjnimiii
q= {Pra;{;J)

flfl . e. Rè le d réé ritu re

I Syn:=(t’ra(JPra)..

Notonsque “(“est un symbole(celui des accoladesdu système)tandis
que “1” et “}“ sontdesmétasymboles(délimitant les paradigmes).

VI.2.4. Addition “n-aires”.

Les sommes algébriquesengendréespar un schémade règles
expriment le résultat d’additions portant simultanémentsur plusieurs

nombres (comme c’est d’ailleurs le cas pour l’addition effectuée “en

colonnes”).Il resteà définir cesadditions“algébriques”n-aires5.

VI.2.4.A. Définition

Soit auneapplicationde { 1; 2; ...; n } dans { -1; 1).

Par “Addition algébriquen-aire” (n>2) on entendunefonction:

lR° -, 1g{ (a ;a) ‘—*

U est clair que, par le jeu des signes,pour n termesdonnésil y a 2°

additionsalgébriquespossibles.Par ailleurs, la présenced’un “±“ au sein

d’une somme algébrique (elle-même au sein d’une Proposition

algébrique,p. ex:

-b± gb24ac
2a

correspondévidemmentà une disjonctiond’additionsn-aires.

VI.2.4.B. Symbole d’addition algébriouen-aire

Les opérations n-aires ne sont pas représentées,en algèbre
élémentaire,par un logogramme (“opérateur”) uniqueau sein d’une
expression,mais par n ou n-1 logogrammesinsérés entreles opérandes

“-“ou “±“).

Exemple: (les logogrammesinfixés ont étéencadrés):

LjbJ1b2

On pourrait certesnousopposerle logogrammepréfixé:

5 cesdéfinitionssontà rapprocherde cellesdes ‘suitesd’opérations” (Gautier1984p. 2
sqq.)

Systèmede n (in)équations
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corpuset de l’”lntuition du ScripteurILecieur”.eu l’occurrenceici celle de
l’auteur.

Commençonspar regarderla présentationdu produit dansdivers manuels
scolaires.

Si l’on regardece qu’ ils indiquent, on découvrequ’il n’y a pas
unanimité;

1824]’ p.15

Ecribnesabrêgéesdesproduits

a xh s’écrit en abrégé

r x S s’écrit en abrégé

4 X (r + 3) s’écrit en abrégé

(a+b)x(c+d) s’écricenabrégé

7 xx2 s’abrègeen

[DIA] pi?

II n’est pasnécessaired’écrire le signex devantune lettreou devantuneparesthésa

1M051 p. 30

Attention!

a xh peutêtrenotéa.b ou. plus simplement,o b

3 xa peutêtrenoté). o ou, plus simplement,3 o

3 termeconstruitpar anaiogieà avecI’ “intuition du Locuteur” de Chomsky

les référencesentre crochetsrenvoient aux manuelsdont la liste figure en fin de
bibliographie.

5 notons la présencedans la mêmeécriture et avec la même typographiedu point
multiplicatif et du point final français!

3x5 peutétre noté3.5 mais ne ç’eut pasêtrenoté35

(M061 p. 45

Lorsquetesfacteursd’un produitpsont représentéspardesletires,par exemplea et
b, il est souventcommodede noter6:

p = a’b, ou mênle:p= ai’.

Onécrit:6 X 5 = 30,ouencore:6.5= 30

Onéc’t:3 x a,ouencore:3’a,ouencoœ:3a.

On n’éc’t pas:65 pourdésignerle produitde6 par5.

[M14] p. 71

Le signeX ne s’écrit pasen général:

- entredeux leftres:x X y s’&ritxy

entreun nombre‘connu” et une lettre: -3Xx s’écrit -3x

- entreuneparenthèseet une lettre: (x ‘i-y) xz s’écrit (x +y) z

- entredeuxparenth&ses:(x+y)x(a-t’b) s’écrit

(‘‘i-y) (a+b)

- entreun nombre“connu” et uneparenthèse:3 X (x +y) s’écrit) (x ‘i-y)

Le livre du maîtrecorrespondantsignale(p.6) que:

Nous avonsredonnéles principaux cas d’écriture o,) le signeX est sous-
entendu.Leur lecturen’est pastoujourssimplepourcertainsélèves,Il n’estpasrare,
en effet, devoir se transfornier2(5-3) en2 i-5-3. tl faudraêtre vigilant.

6 Danscetteédition il y n unedifférencetypographiqueentrelespointsmathématiqueet
français(quenousavonsrenduepar «.» et e.»,maiselle estmoinsma9uée).

ah. (on écrit parfoisaussio. b

S,,et jamaisx 5.

3) C. J
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VII.2. Cas d’omission du point ou de la croix.

Dans la mesureoi une règle de réécrituredu produit comportetoutes

les catégoriesd’expressionsà titre de facteurs(parenthéséesou non suivant

leur degréde priorité) noussommesdonc obligé de nous poserla question

de la possibilitéde sous-entendrele signex avectoutesles combinaisonsde

catégoriesde facteurs.C’est là que les chosesse compliquent: il est en effet

très difficile de statuerde manièredéfinitive sur l’acceptabilitéde certaines

combinaisonstellesque:

al
b2

Nous avons mené une enquêteauprès d’informateurs présumés

compétents(desétudiantsde DEA de Didactiquedes Mathématiques).Elle

s’avèredécevantedansla mesureoù les uns jugent inacceptablece que les

autresestimentcorrect (y. plus bas).

Par ailleurs, les corpus que nous consultonss’avèrent muets ou

contradictoiresles uns avec les autres,et parfois mêmed’une ligne à l’autre

d’un mêmetexte, p. ex. [QU6] p. 69:

b2x
n2y

b2 ca
a2 M

Pour résoudreçes difficultés il nous a fallu prendre un certain

nombre de décisionsthéoriques,et tout d’abord renoncerà l’idée que les

ESA présententune structureunique.

Si l’on met à part les variationsd’usagechez un nième auteur,on

remarqued’abord que d’un auteurà l’autre, des usagesréguliersdiffèrent.

Les uns omettentpresquesystématiquementle point là où les autres le

marquenttoujours.

Dans la mesureoù il y a régularitéd’usages,notre situationest celle

d’un linguiste qui tenteraitd’établir la grammaired’une langueà partir de

donnéescollectéesauprèsd’informateursdont il découvreaprèscoupqu’ils

parlentdes dialectesdifférents.Nous devonsdonc affiner notre hypothèse

en posantque le systèmedes ESA est structurécomme une languequi

présentedes dialectes.

Comme ces dialectesne sont pas corrélés à une entité territoriale,

mais varient d’un individu à l’autre nous préféronsemployer le terme

d”idiolecte” (cf. Ducrot & Todorov 1972 p. 79), voire même plus

généralement,le terme (moins répandu) de “lecte” forgé par A.

Berrendonner).

«Jeretiensce terme,plutôt quecelui dedia-oud’idiolecte, pour éviter toute

mépriseet bien marquer,par l’absencede préfixe, que les variantesne font lobjet

d ‘aucun repérageparrapportâ quelquedonnéedecommunicationquecesoit, et que.

par conséquent,leur définition n’est nullementcorrélationniste.Les lectesqueje

poseraine serontassignésni à un individu, ni à unecatégorïesociale,ni â une aire

géographiciue.ni à un genre particulier de communicatiortIls serontétudiés“en

soi”, dansleurspursrapportsoppositifsà l’intérieur du système.>’(1983p. 20)

Nous pouvonsainsi considérerqu’il y a desusagesqui diffèrent selon

le “lecte” envisagé,et que notre tàcheest de construireune grammairequi

puisse rendre compte, par le choix approprié de “paramètres”, (le ces

différentsusages.Nous nous rapprochonsdu coup de ce que I3errendonner

(ibid.) qualifie de “grammairepolylectale”.C’est ce que nous qualifions de

grammaire“adaptable”.

En réalité, le mot “paramètre” n’est choisi que pour sa puissance

évocatrice,mais il présenteune connotationnumériquequi nous sembLe

hors d’atteinte. Une syntaxeadaptableest pour nous une syntaxedont la

structurede la partie génératricepeut être aisémentmodifiée afin de rendre

compte des donnéesd’observation ressortissantà chaque usage.Nous

pensonsque ce but ne peut être atteint que si les (méta)rêglesde

constructionde la grammairesont accessibles,d’où notre insistanceportée

sur la “clarté” et l’élucidation desdémarchesqui sont à l’origine de notre

travail. Mais qu’on ne s’y trompe pas: nous partageonsavec N. Chomsky

(1971) la conviction qu’il n’y a pas d’algorithme permettantd’associer
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la connaissanceintime et intuitive qu’a de cette langueet de sa structuree
celui qui la parle.

VEI.3.I. Les corpus et leurs limites

Pour régler le problèmedesexpressionsde grammaticalitédouteuse,
on peut chercherà constituerun corpuset voir si elles y figurent.

«La grammairedescriptived’une langues’établit à partir d’un ensemble
d’énoncésqu’on soumetà l’analyseet qui constituele corpus de la recherche»
(Duboiselai, 1973),

Toutefois il est plus difficile qu’il n’y parait de prime abord de
trouverun corpusqui soit simultanément:

• homogène(pour qu’il n’y ait pasd’incohérencesduesà desvariations
d’usagesentredifférentsauteurspar exemple),

• vaste(pourqu’il y ail de nombreusesvariantesdesmêmesstructures),

• diversifié (pour qu’on y trouve de nombreusesstructuresdifférents),

• et centrésur notre dom&ne (l’algèbre)

pour permettrede construireune grammairequi ail tin certain degré de
généralité.Un chapitre de manuel de collège par exemple (voire même
l’ensembledeschapitresd’algèbred’un manuel)est loin d’être assezvaste
pour notre dessein,

Si l’on considèreles expressionsemployéesà un niveau donné (par
exempleen fin de classede 4ème) on débordetrèsrapidementdu domainede
l’algèbre. Même en se limitant, dansles ouvrages,aux chapitresconcernant
l’algèbre8,on trouve par exempledes notationsensemblistes(avant les

8 ce qui posedesproblèmes,dansla mesureoù il n’est pasinterdit de penserque les
écrituressymboliquestiréesd’autresregistresquel’algèbre (la géométrie,lesvecteurs7 par rapportà l’étudede Cajori (1928)qui montraitunestricte localisationdesnotations, ...) influencentla perceptionqu’ont les élèvesdesécrituressymboliquesde l’algèbre,le “-q-” serépandactuellementaveclescalculettes, d’autantplusquaixi les structuresen sontproches(casdesvecteurs).

automatiquementâ des donnéesune grammaire. L’”adaptation” de la
grammairedevra être à chaquefois un travail d’invention original. Nous
souhaitonspouvoir le faciliter, mais certespas l’automatiser.

Retrouvantpar la mêmeoccasionune perspective“dialectale” au sens
géographiquedu terme, cette notion de grammaireadaptablenous permet
maintenantde rendrecomptede variationsd’usageentre aires culturelles,
tellesque le point décimal, le 3f ou l’usagepour désignerla division du
(Europeet Aniérique Latine) ou du “+“ (Grande-Bretagne,ex-dominions
britanniqueset USA) (y. Cajori)7.

La premièreréponseque nous apportonsaux variationsentredonnées
expérimentalesest donc de nouscontenterd’un informateurà la fois et de
nous astreindreà ne décrireque son lecte. Toutefoiscela ne règle pas tous
les problèmes,aussiallons-nouspréciserun point de méthode.

Vll,3. Intuition du Locuteur et Corpus.

Nous avons vu au chapitre1V le cas des expressionsgrammaticales
mais ambigusou non définies. Nous sommesmaintenantconfrontéà une
autre difficulté, celle des expressionscompréhensiblesmais dont il est
difficile de délermincr la grammaticalité(“charabia”), Dans notre idiolecte
par exemple,le produit:

J
2

estcompréhensiblemais pasacceptable,fautede «x». En principe, il y deux
manières d’aborder le problème de la grammaticalité de ce type
d’expressions:soit on regardesi elles sont attestéesdansun corpus,soit on
recourtà ce que Chomskyappellel”’intuition du locuteur”, et qui reposesur
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programmesde 1988) ou à leur place, après 1988. tout un fatras de

notations(symbolisationde calculssur calculette,nombresavec unités de

mesure)qui témoignentde la

pulsion empiriste(J, [qui] se traduit dansle restedu cursusdu collège,

par une pousséevigoureusedu numérique.par l’éparpillementet l’évanouissement

de l’apprentissagedes outils algébriques(...) c’est dans la seconderubrique

[“travaux numériques”]qu’il faut chercherles x et les y du langagealgébrique.Ceux

qu’on a bien voulu y laissersurvivrey vivent cachés;et leur rare présencesemble

n’êtrequele simpleeffet decetteextravagantegénérositéde l’empirismenaturaliste

qui, se mâtinantde baroque,est enclin à faire fleurir des étresqui lui sont et

apparemmentinutiles, et naturellementindifférents, (Y. Chevallard1989pp-43-44)

Inversementsi noustenionsde nouslimiter à certainsthèmesprésents

dans les livres (par exemple les écrituresconcernantla factorisationen

3ème),on obtient dansce casdes corpusextrêmementpauvres,dépourvus

par exemplede fractionsou (le radicaux.

«dans l’enseignementdu premier cycle, les expressionsalgébriques

incorporantle signe-f sont rarissimesen dehorsdu chapitreoù il est traité de ‘f -

préciséntent.»(Tonnelle1979p. 57).

En outre, ce sont en généralles expressionsles plus incertainespour

l’intuition du scripteur-lectetLrqui sont absentesdes corpus! Ces corpus

limités, issusd’un découpagepar niveaudesdomaines,sont donc largement

insuflisantspour fournir une basede travail à notre grammaireet régler

les cas litigieux9.Nous noussommesdonc tourné vers notre “intuition de

locuteur”.

Vll.3.2. L’intuition du locuteur et ses litnites

VII.i.2.A L&.notienA”intuition du locuteur” chez Chomskv

«Pour la grammairegénérative,l’intuition dessujetspartantsfournit des
donnéesdontunegrammairedoit rendrecompte(par exempte.tesjugementsque tes

sujetsdoivent porter sur la grammaticalitédesphrases.etc.)» N. Ruwet (1967) p

371,

Chomsky préconisele recourssystématiqueà cette “intuition”

en réactionaux limitations descorpus:

«une phrasegrammaticalen’est pas la mémechosequ’un énoncéobservé

dans un corpus. Rappelonsdeux raisonsqui imposentcette distinction, Tout

d’abord, ml corpus,aussi vastequ’il soit est toujours,par définition, fini. Or les

linguistesont en génératadmisqu’unegrammairedevaitêtrecapablede prédire,à

partir d’observationsen nombre nécessairementlimité, un nombre indéfini de

phrasesqui ne figurentpasdanscescorpus,et qui cependant,si cItesviennentà être

émises,serontconsidéréespar les sujetspartantscommefaisantpartiede la langue

(c’est-â-direcommegrammaticales).En d’autrestermes,unebonnegrammairedoit

étrecapablede “projeter le corpusfini et toujours plus ou moins accidenteldes

énoncésobservéssur l’ensembte(présuméinfini) des phrasesgrammaticales”

(Chomsky1969).

(...) Un corpuscomprendgénéralement,dansune très grandeproportion

parfois,et abstractionfaite mémedesvariationsstylistiqueset dialectales,toutes

sortesde choses- fautesd’inattention, lapsus,répétitions,hésitations,phrases

inachevées- dont tessujetsparlants,alorsmêmequ’ils les ont produites,sontprêtsà

admettret”'incorrection”. (...) Notonsqu’on ne changepasla naturedu probtèmeen

augmentantla taille du corpus(...) Quantà prétendrequ’il faut recourirseutementà

descorpusreprésentatifs,cela revient, encoreune fois, à commettreun cercle

vicieux. Car, au nom de quoi décidera-t-onqu’un corpusest représentatif,si ce n’est

au nom d’une certainehypothéserelative à ta structuregrammaticaleet à ta
grammaticalité?»(ibid. p- 37).

Nouspartageonsle point de vue de Chomskyselon lequel une étudede

la languene peut ignorer les donnéesde l’intuition de celui qui la possède,et

nous avonsdonc décidéde nous référer, en matièrede gramtnaticalitédes

ESA, à notre proprejugement.

Précisonsque, travaillant sur une langue écrite, nous parlerons

dorénavantde “Scripteur10Lecteur”au lieu de “kwuteur-Auditeur”.

Pour autant,cettecollectede donnéeest pleine d’enseignements,surtoutdansune

perspectivedidactique.Elle permetparexemplede débusquerl’introduction furtive de

notationsqui n’ont pasétéexplicitementintroduitesauparavant. 10 Catach(1988)
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Y IL). 2 .i_ _La ijojjoii fllaéhrjstç_çojnp&fçnt VII. 3.2.C. L’intuition du scrinteur-lecteurs’use si l’on s’en
La questionqui se posealors est de savoir qui, en algèbre,est réputé

“compétent” pour juger? Le systèmedes ESA n’est en effet la langue
maternellede personne(heureusement!).Nous sommesdonc dans le cas
(l’une “secondelangue”,apprisesur le tard par tous ceux qui la prariquent.

«A thomy problemwhich can arisein relation b inler-individuaterrorsis Die
idenlifying «f competentalgehraists.In Die natural tanguageparadigm.ail normal
aduitswithin a languagecornmunityare takcn to be fluent speakers.Titis is ciearly
not Die casefor algebraiclanguageC.).. Kirshner (1987ap- 35).

Ceci dit, on constatequ’à partir d’un certain niveau mathématique,il
y a intercompréhensionsur l’algèbre élémentaire,en ce sens que la
communicationentre les individus n’est pas entachéed’ambiguitêsou de
contresensqui résulteraientde différencesde codages(que les individus se
comprennentpleinementau niveau de la signification des énoncésest un
autre problème).

La questiondu niveaumathématiqueest tout de mêmeimportante:a.Gautier
(1984) a montrécommentdesécriturestellesque:

2+1 =3x4=12

pouvaientsubsisterassezlongtempschezdesélèvesaux performancespar ailleurs
satisfaisantes.

Pour nous, l’algébristecompétentest typiquementle proresseur(ou
n’importe quel mathématicienprofessionnel),mais ce peut être également
un élève, à condition qu’il ait dépassédepuis longtempset avec succèsle
niveaude l’algèbre élémentaire.Nous rejoignonsentièrementla position de
Kirshner qui parle de “fluent algebraist”:

«Thegrammaticalsentencesaredefinedsimply to be suchsentencesaswould
normallybe producedby personswho havefluent masteryof bite language.The terni
“algelxaist” will refer. throughout.to onewho 15 fluent in Die correctmanipulationof
algebraicsymbols.Students,teachers,scientists,mathematiciansorjust membersof
thegeneralpublic may bealgebraistsin titis sense.»lCirshner(1987ap. 31).

Néanmoins, le recours à l’intuition du scripteur-lecteurpour
déterminerla grammaticalitéd’une ESA est limitée par des phénomènes
d’”usure”. Pour revenir à notre exemple,le produit:

est-il grammatical?

I
F3

Initialementnousconsidérionsque cetteexpressionn’était pas,à notre
avis, acceptable.Après réflexion il nous a semblétoutefoisqu’elle pouvait
l’être, puisqu’elle n’était pas ambiguéet ne pouvait réellementprêter à
confusion.Toutefois, il restait la possibilitéqu’elle soit écrite en “charabia”
c’est-à-dire compréhensiblemais mal formée. Arrivé à ce point, notre
propre intuition du scripteur-lecteurne nousétait plus d’aucunsecours.

Pour nous faire une opinion, nous avons mené deux enquêteset
soumisce problèmeà un certain nombred’algébristesréputéscompétents
(des étudiantset desenseignantsdu DEA de didactiquedes mathématiques
de Paris 7). Les résultats(reportésen Annexe) sont décourageantsdans la
mesureoù cetteexpressionestjugée:

• choquantepar 40% des informateurs

• non-choquante(ou “correctementécrite”) par 60% d’entreeux

• compréhensiblepar 80% des informateurs

• non-compréhensiblepar 20% des informateurs

utilisée par 30% desinformateurs

• non-utiliséepar 50% des informateurs(20% de non-réponses)

Les pourcentagessont extrapolés à partir des réponsesde 2?
informateurs,et n’ont donc pas de sens à moins de S points près. Ces
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enquêtesavaient une valeur exploratoire et ne prétendentpas à une

quelconquefiabilité statistique. Il n’en demeurepas moins qu’elles

établissentclairement,sauf à considérerque les étudiantset les enseignants

de didactiquesont incompétentsen matière de maniementde l’algèbre

élémentaire,que l’acceptabilitédef3 est au moins douteuse,au contraire

du produit:

2

lequel est acceptéet compris par la totalité des vingt-et-unepersonnes

interrogées.

En pratique, les jugementsd’acceptabilité présententdonc une

variabilité inquiétanteavec le tempsou l’informateur. En outre, au fur et à

mesure que l’on travaille sur certainesexpressions,elles deviennent

familières,au point qu’on finit par les estimermoins inacceptablesqu’au

début! Là commeailleurs, l’observationinflue sur le phénomèneà observer.

Chomsky lui-mèmesignale les limites du recoursà l’intuition du locuteur

dansla remarqueparadoxalesuivante(1971 p. 38):

«Bien qu’il n’y ait aucunmoyend’éviter l’hypothèsede travail traditionnelle

qui fait de l’intuition linguistiquedu locuteur-audiieurl’étalon suprêmedéterminantla

correctionde Ioule grammaire,debute théorielinguistiqueou de tout testopératoire

que l’on propose,il faut soulignerune fois encorequecetteconnpissanceimplicite

peutfort bien n’être pasà la dispositionimmédiatede l’utilisateurde la langue.»

Cela laisse certes une place au recours à des procédures“non

immédiates”pour appréhendercette intuition; mais 1-lagège (1976 p’ 196)

montrebien qu’on ne disposeguèrede mécanismesfiables pour ce faire et

que les jugementsde grammaticalitéétablispar les linguistesgénérativistes

eux-mèmessontrelativementfluctuantsou discutables.

«désqu’il s’agit de phrasesun peuplus complexesque rite manhit Me bail,

les intuitions, d’un linguiste à l’autre, risquent de connaître des écarts

considérables.»

En résuménousdironsque les donnéesde l’uS sont tout à la fois peu

fiableset irremplaçables.Tout ceci fait qu’on est embarassési on veut

basersa grammairesur les seulesdonnéesde l’intuition du scripteur-lecteur,

Il est alors fort appréciablede pouvoir régler un certain nombre de cas

litigieux par le recourscomplémentaireaux donnéesd’un corpus.

Vul.3,2.D. Relativisation de ces limites

Il nous faut relativiser l’importance pratique de la plupart des

problèmesd’acceptabilité. Chacunede ces expressionsdouteuses,par

exemple:

1
X2

peut étre remplacéepar une expressionsynonymett qui ne posepas de

problèmed’acceptabilité,obtenueen insérantunecroix:

ou bien en commutantles facteurs:

1
X

1
2

C’est ce que fait le scripteurcompétentdans la productioncourante

(performance)des expressionsalgébriques:il tend à éviter les expressions

douteusesau profit (le leurs synonymespleinementacceptablesla.C’est en

particulier ce que font les informateurs de nos enquètes,à qui nous

demandions «ystématiquementquelles expressionssynonymes ils

employaientlorsqu’ils n’utilisaientpasl’expressiondouteuseproposée.

i. e. ayantunemémedénotation(cli. X)

12 Cf. la remarquede l-lagège(1976 p. 77):

Le traitementd’un énoncécommeQui n rencontréPierre?, où qui serait objet

(inacceptablepour Ruwet,compréhensiblemaisb’jmé dansmon français)»(c’est nous

qui soulignons).
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Ceci nous permetd’interpréterla rarclé desexpressionsqualifiéesde
‘douteuses”(d’aprèsnotre intuition du scripteur-lecteur)dans le corpusque
nous avons analysé (y. en annexe). Cette hypothèsene diminue pas
l’importance théorique des choix à (aire concernantl’acceptabilité des
expressionslitigieuses: la questiondoit nécessairementêtre tranchéedansun
sensou dans l’autre. Elle limite simplementles conséquencespratiques
(sur la performance)des choix théoriques(sur la compétence)que nous
aurons effectués, car ces choix ne concernentprécisémentque les
expressionsqui ont le moinsde chancesd’étre écritesou lues,

yjj3,conilémeiitaritédes ii rehes

VII.3.LA
scripteur-lecteur

La fausseonnosition entre cornus et intuition du

Après tout, si Chomskymontre qu’on ne peut se contenterdes seuls
corpus, il ne dit nulle part qu’on devrait se priver des donnéesqu’ils
fournissent.La possibilitéde faire appel à un corpusest mémeinscrite dans
la phrasesuivante:

«Bien évidemment, les données effectives de la performance
linguistique,en conjonction avecdesrenseignementsintrospectifs(donnéspar le
sujetparlantou par le linguisteayantapprisla langue),fournirontbeaucoupd’indices
pour déterminerla validité deshypothésesconcernantla structurelinguistiquesous
jacente.C’est là une position universellementadoptéedans la pratique,bien que
certainesdiscussionsméthodologiquessemblenttémoignerd’une répugnanceà
utiliser les observationsde la performancet 3 ou les renseignements
introspectifspour approcherla réalitésous-jacente.»(Chomsky1971 p’ 35)

La questionde savoir quel usageChomskylui-même fait desdonnées
de la performanceet sous quelle forme il les recueille reste évidemment
entière. Quoi qu’il en soit, notre propos n’est pas de nous livrer à un
commentairede texte pour savoir si le fondateur de la grammaire
générativeautoriseou non sesépigonesà utiliser les donnéesd’un corpus.

Nous voulonssimplementmettreen évidencequ’il n’y a pasd’incohérence
théoriqueà vouloir utiliser intuition du scripteur/lecteuret corpus.

VIL3,3.B. Le corpus auquel nous nous référons

J’ai eu la chancede trouver un cahierde brouillon qui m’avait servi,
quelquesannéesavant ce travail de thèse,à mettre au point des exercices
destinésaux élèvesdesclasses(4èmeet 3ème)où j’enseignais.Ce corpusest
relativementvaste(250 ESA de toutestailles et de tous typessur 35 pages),
diversifié (il couvre une année),centrésur l’algèbre (il n’y a que quelques
expressionsanalytiquesou ensemblistes,qui n’ont pasété prisesen compte)
et homogène(puisquej’en étais le seul auteur). En outre j’étais présumé
“compétent” en algèbreélémentaire(en tant qu’enseignantà titre officiel
dansun établissementpublic).

Par dessus tout, (remarqued’ordre personnel,mais qui est en
l’occurrence essentielle)je n’avais pas encore entamé d’études de
linguistique, et en particulier pas commencéà étudier la grammairedes
ESA, ce qui permet de poserque ce corpus est “naïf”, vierge de toute
influence perturbatriceliée à la pratiquede l’introspection linguistique,ce
qui n’est plus le casde mon intuition de scripteur-lecteuractuelle!

VIL3.3.C
donnéesdu cornus

Priorité de l’intuition du scrinteur-lecteursur les

En résumé, nous travaillons prioritairement avec l’intuition du
scripteur-lecteurparceque nous ne cherchonspas à établir la grammaire
particulièred’un usageparticulier (qui nous serait donné par un corpus)
mais une grammairegénéraleadaptableà divers usagesparticuliers. Pour
cela, l’intuition du scripteur-lecteurse révèleun instrumentd’une souplesse
incomparable.Nous avons recours au corpus comme une aide lorsque
l’intuition du scripteur-lecteurse révèle inopérante.

VII.4. Les trois fonctions du point (ou de la croix)

Revenonsmaintenantaux emploisdu point de multiplication.
t3 c’estnousquisoulignons
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La décompositionde fa structurelinguistiqueen lecteset le recours

aux donnéesissuesde corpusne résolventdonc pastous les probièmes,en

particulierà causede lhnitatiûnsdescorpuset du fait qu’il y a toujoursdes

casdouteuxsur lesquelsils sont muets.Par ailleurs, considérerque le point

est obligatoire dans certains cas et facultatif dans d’autres ne fait que

déplacerles difficultés sansles résoudrevraiment: facultatif ne veut pasdire

aléatoire,et on est en droit de se demandersi a xb est rigoureusement

synonymede ah , et sinon quelle est la différence’4.Après tout, s’il y a

d’autressymbolesqui apparaissentsousdifférentesformes’ (par exemple

“I”, “:“ et “÷“ pour la division ou “J”, “J” ou “J” pour les parenthèses),la

croix et le point sont bien les seulsqui peuventêtre remplacéspar la suite

vide (+), ce qui est quandmêmeassezparticulier.

Qu’est-ce qui peut bien justifier les variations d’usage dans les

exemplessuivants([PEM} p. 51) 7

12 u - 18 w = 2. 3. (2u - 3u)

2 (2is + 3v)

Ces questionsd’écrituresfacultativesne nous écartentpas de notre

sujet, qui est la déterminationde la grammaticalitéd’expressionsdouteuses

absentesdu corpus. Si ces expressionssont douteuses,c’est précisément

parce qu’il nous semble que dans certainescirconstancesle point est

nécessaire,et dansd’autresnon. Nous pouvonsréinterpréterceci en disant

que le point est facultatif dans ces produits litigieux, car quand il est

obligatoire (commeentre les constantes2 et 3) l’agrainmaticalitéde ces

produitssanspoint (ex: *23) ne fait pasde dout&6.

Au vu desdonnéesque nousavonsrecueillieset que nousexposerons

maintenant,nous proposonsl’hypothèsesuivante: l’occurrencedu point

facultatif est déterminépar trois fonctions possibles:désambiguïsation,

séparationet mise en relief de la multiplication interne.

VII.4.1. Premièrefonction du point: lever les ambiggjtés

VIJ.4.I.A. Premier cas: le secondfacteur est une cnnsfante

C’est le casd’un produit dont le secondfacteurest une constante(2)

ou commenceparuneconstante(2y, 213.

a) Si le premierfacteurest une constante(3) ou finit par une constante

(‘11) le point évite le risquede confusionavec la constructiondes nombres

entiersparjuxtaposition:

* 32
* 32y
* 323
*412
* 412y
* 4123

Dans les trois dernierscas, la barre horizontaleest censéeprévenir

l’ambiguïté. Toutefois, la longueur de cette barre n’est pas toujours

suffisammentdiscriminante.De fait n’avonsnoustrouvé aucuneoccurrence

de cestrois cas.

On trouve un bel exemplede cet usagedu point dans[lILI] p. 105:

14 est à remarquerque le recours des grammairesChomskyennesà des règles

“facultatives” soulèvede vives critiquesde la part de l-Iagège(t976p. 204 sqq.) aussi

bien quede Berrendonner(1983)

15 ou pours’exprimerplus rigoureusements’il y a d’autresparadigmesde symbolesqui

ne sontpasréduitsâ dessingletons

25+2.2441÷3.24+4.2341+5,23+62241÷52+4.2.41+3.2+1

16 “23” estgrammatical,maisen tantqueconstante(exprimantle nombre23) et pasen

tantqueproduit (exprimantle nombre6).
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b) Cas où le premierfacteurn’est pas (ou ne finit paspar) une constante,
et n’est pasmis entreparenthèsesx. -, (a÷h))

propre) qui sont autant de lectes engendréspar des variantes de la
grammaire.Au brouillon le point est facultatif, au propre il est obligatoire.

VIl.4,I.B. Second cas: “nombres fractionnaires”
* x2
* x2i’
* x23

* L2

*

* f23

Il n’y a pasdansce casde risquede confusionavec la concaténation
des constantes.L’interprétation que nous proposonsest le risque de
confusionà l’oral avec l’exponentiation.

c) Casoù le premierfacteurest mis entreparenthèses.

(ax+b,)2
(cu+N2y
(ax-i-b,)23

Il sembleque l’acceptabilité de ce produit juxtaposédépendeassez
fortement du contexte,voire de la situation d’écriture. Personnellement,
nous n’avonsjamaisécrit de tels produits lors de calculs au propre” (dans
descorrigéspolycopiéspar exemple)mais il nous est arrivé d’en employer
dansdescalculsau brouillon, alors qu’il n’y avait pasde risqued’ambiguïté
(il n’était questionque de produitset pas de carrésou de cubes).Cela ne
contredit pas notre hypothèse.Si le point a pour fonction de lever
l’ambiguïté,sa présencedépenddu risquede confusion,qui n’est pasdéfini
dansl’absolu maisdépenddu contexte.On ne s’imposepasla mêmerigueur
(i.e. le même niveau d’ambiguïté tolérée) au brouillon où l’on “se
comprend’et dansun texte destinéà d’autres.

Pour ce qui est de la générationdesexpressions,nousconsidérerons
que nous avons l’équivalent de “niveaux de langues” (au brouillon/au

L’autre ambiguïté à éviter est celle du “nombre fractionnaire” (A.
lIarlé 1984 p. 63) de type 3, encoreactuelle(lans le mondeanglo-saxonet
archaïque(“nombre brisé”) en Franco’7,dont la structureadditive est en
confit avec l’interprétationmultiplicative de la juxtaposition.

Les deux casque nousvenonsde voir alourdissentconsidérablement
le paradigmede la multiplication. En effet, commenousl’avons vu au chap.
V, on ne peut soumettrela règle de réécrituredu produit à une restriction
du type “sauf si le premier facteur est une constanteet le secondune
fraction dont le numérateuret le dénominateursont desconstantes”.Il faut
choisir soigneusementles paradigmesde façon que, lorsqueCst figure dans
le paradigmedu premier facteur, Cst\Cst ne figure pas dans celui du
second,etc.

VII,4.2. DeuxièmefionduoinJ!pnctua4jonSéparante

Considéronsles trois exemples(ad hoc) suivants:

ah. (b-d) = ah. c -ah. d

ah. (b - d) = abc-abd

ah. (e - d) = a .hc - a .bd

Ces trois égalités sont équivalentes,et même à première vue
structurellementidentiques(même arbre). Pourtantla troisièmeest moins
“naturelle” que les deux autres.Au-delà de sa dénotation,elle attire notre

17 citons à titre de curiosité l’écriture mixte “34” tracéepar un ouvrier du bâtiment
anonyme(maisrécent)suruneparoi provisoireen plâtre,ou encorete prix figurantsurles ticketsdu métrode Montréalen 1992isla forme:
“1.08 $“, cocrespondantà 6 ticketspour6,50$(voir photocopieen annexe).

7

7

7
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attentionsur le premier l’acteur a qui se trouve distinguépar rapport à b et termes,est en position prioritaire. Cela a pour conséquenceque le point qui

e qui se retrouventen quelquesorteau mêmeniveau, sépare2 a debjoue le rôle d’une paire de parenthèsesautourde 2 a.

Ce phénomènese retrouvedansles exemplesCiré de [PEM] p.S5: Nous tenonslà la clé de notre problème: lorsque le point n’est pas

obligatoire (commeentre deux chiffres) il a une fonction de parenthésage:

(3a)-’ = 3a.Ja.3a = 3.3.3.a. a. a =33a3=27a3 c’estcequ’onappellelaponctuationséparante.

cl de IQU6I p. 59: CitonsH. Freudenthal(1980 p. 910):

-

«Dansle passé,il y a eu desessaisnotationnelsde structurepar séparation.

2%J Stevin (1585) employait)( commeséparateur.Ou trouvedespointset descoIons

séparateurschezM. Rudolft (1525) (...) Mème chezL. Euler et J. L. lagrangeil

La forme de ce produit suggèreque le facteur2 est plus lié” à p qu’à: existede tellesnotations.»

______

En fait, Cajori (1928) a établi que le point (ou la virgule), utilisé

2’M comme séparateur,a précédé de deux siècles l’usage général des

parenthèses.Avant le XVlfIême siècle,celles-ciétaientplutôt employéespour

Pour rendrecompte de cette intuition, nous proposonsI hypothese noterles Incisesdansle discours.

suivante:
Il donneen exempleta valeurdu côté d’un polygônerégulier de 128

Dans un produit de trois facteurs, si les deux premiers côtésinscrit dansun cerclede rayon 1, établi en 1605 par le HollandaisC.

facteurssont juxtaposés,et séparésdu troisièmepar un point, p. Debuadius:

ex: 2+ ‘/. 2 + V.2 +‘/. 2 ÷ 1/2

2a.b
ce qui donneavecnos notationsactuelles:

alors les deux premiers facteurssont unis au sein d’une sous-

__________________________

structurequi est dominéepar la structurede produit. J

_______

Structurellementcela coespondà l’aorescencesuivante(“Pr2” est

le symbolede la catégorie“Produit de 2 facteurs”): - . . -

De meme,Leibnnzerrit en 1702:

Pr2 c-b, d-b,!

pour:

La sous-structuredont dérive 2 a se trouve en position d’opérande

(facteur) par rapport à la structure globale de produit, ou en d’autres
18 sansdouteH. Freudenthalveut-il parlerdesdeux-points
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Cet exempleest intéressantcar la virgule séparanteexprime ici une
multiplication. Cajori a remarquéque les ponctuationsséparantesavaient
connu un regain de faveur au XXÈmC siècle et cité Peanoqui écrivait en
1902:

pour:

ab.cd:e.fg .- hk.l

([(ah)(cd)][c (fg)]) [(h k) I],

remarquereprisepar Freudenthal(1980):

Des ponctuationsséparantesseraientplus économiqueset plus faciles à
embrasserd’un seul coup d’oeil. B. Russe!et AN. Whiteheadont employédune
manière presqueexclusive les ponctuationsséparantesdans leurs Principia
ltfathcnzatica.Au lieu de parenthèsesde force agrégeantegraduée,on écrirait des
séparateursde force graduée.Les ponctuationdesPrincipiaMathematicasontdes
groupesde points: tel groupesépared’autantplus fortementqu’il compteplus de
points.»

En algèbreélémentairenous n’avonsqu’uneseuleforce de séparation,
marquéepar le point ou la croix. Au-delà, il faut utiliser les parenthèses.
Nous avonsdonc un systèmemixte à basede ponctuationséparanteet de
parenthèses.

Dans la premièreégalité, le premier point du secondmembre est
rendunécessairepar la présencede deux chiffres. Le secondpoint semblea
priori inutile puisquela deuxièmeligne monlre que l’usage de l’auteur ne
requiert pas de point entre une constanteet une expressionmise entre
parenthèses.Or si on supprimece secondpoint on obtient:

12 u - 18 w = 2. 3 (2u - 3v)

expressionoù, selon notre hypothèse,les facteurs2 et 3 ont des places
hiérarchiquesdifférentes. Or ces deux facteurs sont égalementfacteurs
communsde

et de

12 u

18 y

l’auteur ne pouvait donc marquerce rôle identique qu’en rajoutant un
deuxièmeséparateurentre3 et

t’2u -3g)

de façon à éviter toutepriorité d’un produit sur l’autre.

L’exemple introductif nous parait révélateurde la féconditéde cette
hypothèsede la fonction séparantedu point:

12u - 78v =2.3. (2u -3g)

2 (2u + 3v)

Dans la première égalité, le premier point du secondmembreest
rendu nécessairepar la présencede deux chiffres. Le secondpoint semblea
priori inutile puisquela deuxièmeligne montre que l’usage de l’auteur ne

VJI.4.3. Troisième fonction (lu ppj emphasesur le produit

Là où le point (ou la croix) n’est requis ni en tant que ponctuation
séparanteni pour désambiguïserdesécritures,

..la questionestde rendrecomptedecettedoubleexpression,et de voir si
elle signifie emploi libre et arbitraireou au contrairesi elle refléteunedifférenceet
laquelle.»(Benveniste1966 p- 161m)

Nous émettons’l’hypothèseque la présencedu point attire l’attention
du lecteur,en raison mêmedu fait qu’il n’est pasobligatoire,sur le fait que

19 orfèvre en la matièrepuisqu’à l’origine d’une propositionde systèmed’écritures
mathématiquesintitulé “lincos” 20 au sujetde la phrasenominale
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l’expression a une structurede produit. Dans l’exemple suivant, tiré de

[PEMJ:

a = b. q, + r1

b = r,. q + r2

ra., = r,,.j q,, t r,,

r,,.., r,,.1 q,,

l’accent noussemblemis, dansles deux premièreségalités,sur le fait que le

premiertermedu deuxièmemembreest un produit. Dansles deuxdernières

égalitéscette mise en évidencedisparaît,peut-ètreau profit des questions

d’indice.

Nous avonsun indice en faveur de cette hypothèseavec le fait que,

dansles chapitresoù sont présentéesles propriétésde la multiplication, les

croix sont beaucoupILi5 fréquentesque dans les chapitresultérieurs. Un

exemptede présentationestdonnédansf PEMJ p. 45:

u x’b + e) = u xb + axe

Précisonsce que nous entendonspar “emphasemise sur le produit”.

Historiquement,la juxtapositionprécèdela croix ou le point (Freudenthal

1980 p. 910) à cause de l’analogie entre la inultiplication et la

“dénomination” (2 X 6 c’est deux sixaines). Sur le plan de la structure

liguistique, nous pouvons considérer qu’il y a deux opérations

multiplicativesqu’on pourrait qualifier respectivementd’externe:

2x

2xx,

l’opération externeprovenantde la “dénomination” d’origine historique

(exprimant tin dénombrementde quantités).Cela permet d’interpréter la

dissymétrieentre

* x2

autrementqu’en termesde confusionavec la lectureoraledespuissances.La

“multiplication” externe en effet, conçue comme dénombrementde

quantités,n’est évidemmentpascommutative,en ce qu’elle suit la structure

du françaisoù l’adjectif numéralcardinalprécèdel’objet dénombré(on dit

deux vacheset non *vachesdeux) (Duboiset al. 1973). contrairementà la

multiplication fintemew usuelledont les deux facteurssont de mêmenature.

Les algèbresà diviseurs sont un cadre mathématiqueconvenablepour

modélisercesdeuxmultiplications.

De la mème façon, cela permettraitd’interpréter le fait qu’on ne

puissejuxtaposerdes nombresentiers pour les multiplier. Il est en effet

difficile d’énumérerdes numéraux(j’ai deux “deux” et deux “trois” ) sans

qu’une marque(par écrit, les guillemets) ne vienne mettre les numérauxsur

des plans diïérents, celui du discours et celui du métadiscours.Par

exemple:

La phrase« deux et deuxfont quatre,trois et troisfont six» comporte

deux “deux” et deux “trois”

Didactiquement,un modèlequi assignedeux catégoriesdistinctesaux

opérateursmultiplicatifs ouvredes pistesde rechercheintéressantesquant à

la significationqu’attribuentles élèvesaux écrituresqu’ils manipulent.Au’

delà de la rituelle condamnationdes

«abusdidactiques(2a + 3a = 5a parceque 2 vaches+ 3 vaches= 5 vaches)»

(l-l. Freudenthatibid.)

on peut envisagerqu’il y a, aprèstout, une légitimité, tant historiqueque

structurelle,à dénombrerdansles faits les x comme des vaches,et qu’il

est plus productif de faire prendreconscienceaux élèvesdu domainedc

validité de ce type d’interprétationque de vouloir l’extirper.

et

2x

et d’interne
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Je ne prétendsnullementqu’il faudrait réhabiliter l’enseignementde la
multiplicaiion telle qu’on la présentaitjusquevers 1930 (au moins),en distinguant
multiplicateur “abstrait” et multiplicande“concert” (Ilarlé 1984 p.l 13). J’estime
simplementque tout didacticiendoit sanscesseveiller à exterminerle Bourbakiste
qui sommeilleen lui «le par sa formation)ur lequel le dénombrementdes ‘x “ n’a
rien 5 voir avec l’algèbre, s’il veut espérercomprendrequelquechose aux
représentationsquese (ait l’élève de l’algèbre.

En résumé,nous pouvonsconsidérerque la troisième fonction du
point consisteà marquerle fait que le produit est interne, ce qui apparaît
dans la différenceentre “2x” et “2.x”. II faut noter que les trois fonctions
s’appliquentau point multiplicatif dansun certain ordre. Le point a pour
fonction premièrede lever les ambiguïtés,quand il n’y en a pas il joue le
rôle d’une ponctuationséparante,et enfin quand il n’y a rien à agréger(par
exemplequand il n’y a quedeux facteurs) il marquele fait que l’opération
expriméeest la multiplication interneplutôt qu’externe.

V1I.5. La notion de pseudo-monônie(Môn)

Resteà donnerune formulation qui permettede traduire l’hypothèse
de la fonction séparantede la ponctuationen termesde règlesgénératives.
Pour ce faire, nousavonsrecouruà une analogienaturelleavec le domaine
des polynomes.Nous avons donc rajouté à notre modèle une nouvelle
catégorie,que nous avons baptisée“Pseudo-Monôme(de n facteurs)” et
notéeen abrégéMôn. La dénotation(y. chap.X) de celle nouvellecatégorie
est celle du produit (autrementdit une forme k-linéaire avec k n), mais
les facteursdu pseudo-monômesontjuxtaposés.Les paradignwsdesfacteurs
sont les mémesque pour le produit, hormis les limitation spécifiquesqui
interdisentpar exempleque23. 3f ou 42soientdesproduits.

Vii .5,1, Pseudo-Monômede n facteurs (n>l)

(ide)

(Pro)

(VAb)

Môn:

Rac
Cst
Cli
Var

V Ah

Dans le paradigmedu deuxièmefacteur, la lettre “F” représentele
paradigmedes fractionsdont le numérateuret le dénominateurne sont pas
simultanémentdesCst:

(Ide) (ide)
(‘Ah)

(VÀW

VAb VAl,

(ide)

(VAb)
Pul
Rite \Cst
Cli
Var
VAl,

tandisque la lettre “P” représentele paradigmedespuissancesdont la base
n’est pasune Cst (ni”F” ni “P” ne sont descatégories:ce sont simplement
desabréviationsde paradigmespour gagnerde la placeet de la lisibilité):

(ide)

(Pro)

F
P

Rac
Cli
Var
VAl,
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((ide) f (ide)

Pt
(vAbA

I V4r I I
‘-VAb

Vii.6.I. Définition fonctionnelle

y1l,5.I,A, Produit de n facteurs (n>l)
VI 1.6.1.A. Priorité d’un caté2orie

La catégoriePr0 a un paradigmebeaucoupplus simple que la

catégorieM6,,. En effet, tous les facteursétantséparéspar despoints, il n’y VII.6. I ,A.p. Définition

a pas d’ambiguïté à éviter et il suffit de marquerdans le paradigmeles

prioritéscommenousPavonsdéjà tait pour toutesles autrescatégories. Soientc et C deux catégories

Nous dirons que e est prioritaire sur C si:

V s, S e T* (suitesterminales)tellesque s dérive de e et S dérive

de C

sisestunopérandedeSalors(a(g.d) e s =g (S) d

ViI.6.l.A.b. Commentaire:

Une catégoriee est dite prioritaire sur C si toute sous-expressions

dérivantde e ne peut apparaîtredansl’expressionS dérivantde C qu’entre

parenthèses.

Le métasymbolecitégoriel Môn ite pseudo-monôinefigure dans le

paradigmedesfacteursde produits, tandis que la suite (Prit) -produit mis

entre parenthèses-figure dans le paradigme des facteurs de pseudo

monôme, ce qui permet d’assurerla priorité du pseudo-monômesur le

produit.

Il nousfaut donnerune acceptiongénératiséeà la notion de “priorité”

pour que la phraseprécédenteait un sens.La notion de priorité est en effet

dérivéeusuellementde la notion d’effectuation(une opérationprioritaire est

effectuéeen premier). Commeil n’est pasdit que cela soit le cas avec les

________________________

pseudo-monômes,nous devons redéfinir (en généralisant)la priorité en

termesstructuraux.

VII.6. Priorité généralisée

(Ide)

(V Ah)
Môn
Fra

Prn:’ Pui
Rac
Cst
Cli
Var
VAb

(ide)

(VA b)
Môn
Fra

ii Pui
lxi Rac

Cst
Cli
Var
VAb

C

s

s

Y1L6.I.A.c, Exemple

La catégorieProduit est prioritaire sur la catégorieSommedansla

mesureou toute sommedoit étremiseentreparenthèseslorsqu’elle est

facteurd’un produit.
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V’ .ApationauxPseudO-MonOnws

Des règlesde réécrituredesproduitset desPseudo-Monômes,nous
déduisonsque les Pseudo-Monômessont prioritairessur les Produits.

En effet, tout produit doit être mis entre parenthèseslorsqu’il est
facteurd’un pseudo-monôme.

2(xxfr)

VIL?. Etude systématiquedes produits selon le nombre et la
catégorisationde leurs facteurs

Pour chacunedesstructurespossiblesà deux et à trois facteursnous
faisonsfigurer les type d’expressioncorrespondantsselon que les facteurs
sont des constantesou desvariables.Cela permetd’étudier exhaustivement
les différents moyensde marquerla méme structure,ainsi que les expres
sions inacceptables(signaléespar une astérisque),c’est-à-dire soit non
attestées,soit attestéesmais pasen tant que produit.

VlI.71, Deux facteurs

( 2 jaxh Mô2 j ah

I/\2Xa

2a
ax2 ta2

L 2x3 * 23

Remarquonsque cela permet aussi d’attribuer une structure
multiplicative à l’expression(2)(3)2J.

Structureprioritaire à nuclie

Produits

(ab)xc
ahxc
(ab)x2
ahx2
(a2)xl,
a2xb

* (2a)xb
t 2axb

(2a)x3
2ax3
(a2)x3

t a2x3
* (32)xa
* 32xa
* (23)x4
t 23x4

VII,7.ZAb.

(axb)c (ab,)c
Mô2 (axb)2 Mô2 (ab)2

(ax2)b t (a2)b
(2xa)b

/ (2a)b
(ax2)3 ,t (a2)3
(2xa)3 (2a)3
(3x2)a t (32)a
(2x3)4 * (23)4

21 d’aprèsunesuggestionde D. Lacombe

1.7.2. Trois facteurs

V1I.7.2A.

VIL7.2,A.a.

Fr2
(axb)xc
(axb)x2
(ax2)xb
(2xa)xb
(ax2)x3
(2xa)x3
(2x3)xa
(2x3)x4

Pr2
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VI 7.7.2.B. Structuresans priorité

axbxc abc

axiix2 tvlô3 * ab2
a2b
2ab2xaxb

ax2xb

/H
*nx2>3

2xax3 * 2a3

2x3xa * 23a

2x3x4 * 234

VII.7.2.C. Structure nriorhairt à_dreite

Même choseque pour la structureprioritaire à gauche.

VII.8. Remarquesur les transformations

Certainesexpressionssansastérisqueayant même dénotationdans

chacunedessériesverticalesquenousavonsenvisagées,parexemple:

(2 x ai X b
(2 a) X b
(2 x ai b
(2 n) b
2a xb

il nous faut prévoir les transformationspermettantde passerdes unesaux

autres.

VlI.9. Remarquesur les indices spatiaux

Kirshner (dans un article de 1989) remarqueque les opérations

marquéespar la juxtapositionsont prioritaires sur celles marquéespar un

écartementhorizontal large. Cela ne concernetoutefoisque la multiplication

marquéepar juxtaposition,qui est effectivementprioritaire par rapportâ la

sommeet à la différence; dans son travail, Kirshner ne distinguepas les

produitsdespseudo-monômes.

«In visual ternis. hie (...) rule meansthai diagonaljuxlaposihionhashigher

precedencethanhorizontalor vertical juxtaposition,which havehigherprecedence

ihan wide spacing.»

Nous pouvonsdonc reprendresa remarque,qui va dans le sensde

notre hypothèsede la priorité des pseudo-monômessur les produits, en la

complétantcommesuit:

• L’opérationmarquéepar la juxtapositionest prioritaire (au sens

généralisé)sur cellesmarquéespar un symboleet un écartement

horizontal large (t, -. x).

• A écartementhorizontalégal, le produit (marquépar ‘x’) est

prioritaire sur la sommeet la différence.

Remarquonsque dans le cas d’expressionsdu type “-2x” la règle

précédenteva dansle sensdu choix que nous avionsretenua priori, à savoir

de considérerqu’il s’agit de l’opposé d’un pseudo-monônieet non d’un

pseudo-monômedont le premierfacteurest “-2’.

on,

/àn

lA
/cst

‘.

2 x

Nous avionsdonc implicitement attribué à Mô la priorité sur Opp.

Cela dit, le choix de la priorité de Pr sur Opp dans “-2 xx “ reste

toujours aussiarbitrairecar il n’y a pas ici rIe juxtaposition.

22 dansle casdespuissanceset desracines
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\‘lI.lO, Conclusion

Nous avonsenvisagéun certain nombrede phénomènesd’ajustement
fin, pour déterminerquels ESA sont grammaticauxet lesquelsne le sont
pas. Notre premièresourcede donnéesempiriquesest notre intuition de
Scripteur[Locuteur.Lorsqu’eueest mise en défaut nous nous référonsaux
donnéesd’un corpus.En ultime recours, lorsquece corpusest muet, nous
privilégions le choix qui simplifie la description,sansscrupuleexcessifétant
donnéque les expressionsdouteusessont précisémentcelles que l’usage
évite.

Ces expressionssont ici toutes des produits, et ce qui les rend
douteusesest la présenceou l’absenced’un logogrammemultiplicatif /“x”/
ou f”. “I. La plupart du tempstoutefois, la questionde la présenceou de
l’absencedu point est réglée par les trois fonctions qu’il est amené à
remplir: lever l’ambiguïté, agrégerdes facteursou marquerl’aspect interne
de la niultiplication.

Signalonsque ces “trois fonctionsdu point” sont issuesde la double
contrainteque nous nous sommesimposéeau départ.Nous voulons d’une
part faire desESA une descriptionassezprécisepour pouvoir les engendrer
par un mécanismegénératif. D’autre part, nous désirons modéliser
l’ensembledes ESA, telles qu’on les emploie,avec leurs caractéristiques,et
non pasun langageplus oumoins idéalisépour les besoinsde la cause.Pour
cela, nousne pouvonspasnouscontenterd’une réponsevagueà la question
“quand peut-onjuxtaposerles facteurs?“, car il faut bien mettre le point
multiplicatif à un endroit précis du paradigmedu produit. Il nous a donc
fallu regarderdansle détail commentsontconstruitsles produits.

«... il faudrait tempérer le penchant pour les
spéculationsà partir des“grandeslanguesmaternelles”par
une prise de conscienceque revêt pour la théorie
l’expérienced’affrontementavec le tout d’une tangue
inconnueà laquetleon estcontraintd’adaptersesconcepts,
et passeulementsesInstrumentsdescriptifs.»

Cl. llagège(1976) p. 54

La plupart des mécanismesde transformationproposéspar les
modèlesexistantsd’expressionssymboliquesnousparaissentdidactiquement
peu “plausibles” (cf. chap. 1f et 111), en ce sensqu’ils ne correspondentni
aux productionsécritesdes “algébristescompétents”,ni aux représentations
qu’ils s’en font, telles qu’elles apparaissentau travers du vocabulaire
employé. Le but du présentchapitre est de proposer un mécanisme
“plausible” de transformations.

Dansune secondepartie de ce chapitrenous préciseronsce que nous
entendonspar “transformationsgénéralisée”et en quoi il nons sembleplus
plausibled’utiliser cette notion pour décrireentre autresdes disjonctions
d’ESA (telles que “x=-I ou x=2”) que de les engendrerdirectementpar
descatégoriesad hoc.

Ainsi que nous l’avons indiqué au chap. 11 (“position du problème”),
nous n’irons pas au-delàde l’exposition des mécanismesde transformation
(simpleset généralisées)et nouslaisseronsdansl’ombre Ta déterminationde
cellesqu’utilisent effectivementles élèves.Cettequestionest en effet à elle
seule un thème complet de recherches,où l’approche en termes
d’”lntelligence Artificielle” se révèle particulièrementfructueuse.Nous
renvoyonsdonc le lecteur aux étudesdéjà citées sur le sujet (Bruillard,
Bundy & Welham,Joab,Nicaud, Vivet etc,l).

on en trouveuneprésentationexhaustivedansDelozanne(1992)
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VIIl.1. Transformatiottssingulières

Lorsque les écrituressymboliquessont entièrementparenthésées,ou

sont misessousn’importe quelle autre forme “canonique” (préfixée,post

f ixée, sousforme de liste, etc.), le mécanisme& transformationest simple.

il s’agit en général d’un filtrage (“pattern-matching”).Par contre, les

transformationselles-mèmesne sont pas concises.En effet, outre le

parenthésage-déparentitésage(et plus généralementla mise sous forme

canoniqueet la retraduction) les transformationsqui s’appliquent aux

expressionscanoniquessont minimales(“atomiques”) et il faut en combiner

plusieurspour aboutirau résultatsouhaité.Or tout cela n’apparaîtpasdans

la pratiqueordinairedescalculs (y. chap. III).

Quel mécanismeproposerpour avoir des transformationsconcises,

c’est-à-direpour éviter de décomposerplus ou moins arbitrairementles

calculs en une foule de transformationsatomiques?Lorsqu’on tente de

répondreâ cettequestionon s’aperçoitque le coeurdu problèmerésidedans

la déterminationdessous-expressionsâ transformer.

Supposonsquenoussouhaitionscommuter“x2” et “x (r ÷ 1) “dans:

x2+x(x ÷1)-1

“x Lx + J)” de manièreà ce que la transformationde commutationporte

bien sur elles et passur d’autres?Commentéviter par exemplequex2 ne

commuteavecx, ce qui donnerait:

x+x2(x+I).I?

Comment faire pour que ces sous-expressionssoient également

identifiéesdansles expressionssuivantes:

ou:

ou encore:

n+x2(x +1)-1

x +(x2(x ÷1))-)

(x-1) -t-x +x2(x i-1) - I?

Il nous a fallu de nombreux tâtonnementsavant de déterminer les

invariantsqui identifient les sous-expressionsà transformer,indépendam

ment desdifférencesde forme entre les expressions.Ces invariants,ce sont

les fonctions syntaxiques(“terme”, “facteur”, “membre” etc.) que ces

sous-expressionsremplissentau sein des expressions.L’objet du présent

chapitreest de construirede manièrerigoureusecette notion dans le cadre

desESA.

afin d’obtenir:

x (x ÷1) i-x2- I

et de pouvoir ainsi mettre en évidence la différence de deux carrés

“2 Comment identifier les deux sous-expressions“ï2” et

yjjLl.ljI’oriintjanjondeFonction Syntaxique

VIII, 1.1 .A. Les fonctions syntaxiqueschez Chomskv

Dans le modèle Chomskyenstandard,la fonction grammaticale

d’un sytagme déduit de la représentationsyntagmatique(le la phrasedont

il fait partie, et s’exprimeen termesde dominationde branchesdans l’arbre.

SelonRuwet(1967 p. 323), dans:

2 remarquonsque “1” n’g pasun carré (il ne ressortitpasà unecatégorieCarré).Dire

de“2i” qu’il est unediffêrencede deuxcarrésn’est pasunedescriptionsyntaxique,

mais bien une propriétéattachéeà cetteexpression,qui sert dansles transformations

qu’on peut lui appliquer.Ce type de propriétéest explicitementimplémentédans

API.USIX (Nicaud 1987).
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\
/\

mange Ni

P
—

SN 8V

le gâteau

cette configurationétantelle-mêmesimplementle sous-produitde la règle
syntagmatique3P:= SN SV.

De même, le SN objet (le gâteau) est défini comme le SN figurant
dansla configurationqui représentele syntagmeverbal et sescontituants:

sV

V SN

(O A:=X

A cetterègteestassociéetoutefonction grammaticale

(ii) IB.Al

où B estimecatégorieet où X=YB1, pourY, Z quelconques(éventuellementnuls).

Etant donnéun Indicateurde la séquenceterminaleW, nousdisonsque ta
sous-séquenceU de W est dansla relation grammaticaleI B, A 1 avec la sous-
séquenceV de W, si V estdominépar un noeudétiquetéA qui dominedirectement
YBZ, et si U est dominépar cette occurencede B. Ainsi Vtndicateur en question
contientta sous-configuration:

u
u

V

(..). En touscas,Ç...) il est clair que L’information concernantLes fonctions
grammaticalesde l’espèce (ci-dessus)peut être tirée directementdes règles de
réécriturede la base,sansqu’il soit besoinde les étendreou de les élaborerde
manièreadbot pour introduire la mentionspécifiquedesfonctionsgrammaticales.
Outre teur caractèreredondant,de tellesextensionsont te défautde ne pasexprimer
demanièreappropriéete caractèrerelationnelet ellessontde ce fait inutilessaufdans
tescaslesplussimples.

Voici la définition que fait Noam Chomsky (1971 p. 103 sqq.) de la
notion de fonction syntaxique:

règle:
Supposonsunesuitede rêgtesde réécriture(...), comprenantenparticulierla Les premièrestentativesd’écriture d’une partie génératricedes ESAL

nous ont posédesdifficultés car nous ne distinguionspas les notionsde
catégorieet de fonction syntaxique.

P
— --

SN 8V

A<’N

I I
le garçon

le S N sujet (le garçon ) est
immédiatementpar l’élément P,
configuration:

défini comme le SN qui est dominé
ou encorecomme le SN qui figure dansla

A

..

3 notéeavecnosconventions

avec les caté2ories

VIII.1. I .B. Les fonctions ne doivent nas être confondues
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{‘}T{}

s := {}T{}

V
EN
(SA)

T
.- MP

FR
pu

Danscette version, la sommealgébrique(SA) apparaîtcomme une

série de “termes” séparéspar des signes«e » ou <- », ce qui correspond

bien à une intuition raisonnable.

Toutefoisle fait de considérerles “tenues” ou les “facteurs” comme

autantde catégories(puisque les symbolescôrrespondantsapparaissentà

gauche des symboles “:=“ de réécriture) nie l’aspect essentiellement

relationnelde ces notions5.lin tel amalgameest dénoncépar N. Ruwet

(1967 p’ 322):

«CertainslinguistesC...) ont traitécesnotions (les fonctions)dansdestermes

qui, fondamentalement,reviennent â les confondrç avec des catégories

grammaticales.En bref, disonsque, si on traduit C...) leurs formulationsen termes

génératifs,on en arrive à introduiredesnotionstellesque «sujet»,«prédicat»,tic.,

directementpar des règles syntagmatiques,au nième titre que les nouonsde

«phrase»,de «syntagmenominal»ou de «nom».

Cetteformulationa un défautqui sauteaux yeux: elle oblitère le caractére

relationneldesnotionsde «sujet»,“prédicat». «objet».etc. En effet le fait d’être

4 notéesavecles conventionsactuellespour la facilité de lecture.

on retrouvecet amalgame,au moinsdansle choix destermes,dans la grammairedes

ExA de Carmona& Didier (1975) pp. 47-48.

Si l’on veut définir les fonctionssyntaxiquesâ partir desélémentsde

basede la formalisationdesgrammairesgénératives,â savoir les dérivations

entre suitesde symboles,on se heurte â la difficulté suivante:plusieurs

dérivations (qui ne diffèrent entre elles que par l’ordre des dérivations

directes)aboutissentà la mêmesuile terminale (Ruwet 1967 p. 123).

Pour évite- cette difficulté, on peut définir, comme le fait Chomsky.

les dérivationsen termesde dominanceentre noeudsd’un arbre. On pettt

aussi raisonneren termes de de dérivations d’occurences(ce qui est

équivalent mais plus lourd), Cela consiste,en gros, à remplacer«la sous-

expressions est dominée par un noeud étiqueté “Truc”» par «s a une

occurencedansune expressionqui dérived’une suite où se trouve “Truc”»

en précisantbien les conditionssur les dérivations.

Par exemple,voici les règlesde réécrilurede la SommeAlgébrique

(SA) dansune versionprécédentedu modèledesESA.

SommeAlgébrique: SA

Suitede somme:

Tenue: I

un” syntagmenominal est inhérentà la suite le garçon(ou le gâteau),commeest

inhérentà garçonou à gâteaud’être desnoms, C...) etc. Quandon dit que le garçon

estsujetde la phrasele garçonmangele gâteau,cependant,on dit tout autrechose;

en effet, le fait d’être sujel n’esl pas inhérentâ cetteexpression,et, dansd’autres

phrases,ettepourraittout aussibienétreobjetdirect, ou encorefaire partied’un objet

indirectou d’un circonstantiel,etc. La différenceentre les catégorieset lesfonctions

grammaticaLesestbien expriméequandon dit, en termestraditionnels,que le garçon

‘est un” syntagmenominai,maisqu’il est “le-sujet-de” de la phrasele garçonmange

le gâteau . C’est cette différencequi disparait dans la formulation où «sujet»,

«prédicat»,«objet», sont introduitspar desrèglesqui sont formellementdu même

type quecellesqui introduisentSN, 5V, V, Art, etc.»

Nous avonsdonc étéconduità distinguersoigneusementles notionsde

fonction et de catégorie,et à définir les fonctionssyntaxiquesdespartiesdes

expressionsalgébriques(telles “le-numérateur-de”ou “le-premier-membre-

de”) sur le modèledesfonctionssyntaxiquesdespartiesde la phrase.

VIII.1.2. Les fonctionsy ies au sein des ESAL

196
197



Les systèmesd TenturesSynholiquesen Algèbreélémentaire
ChapitreVIII Les transformations

Définition arborescente définition en termesde dérivation

/\

%

Conlexle_gauclie“Tmc” Contexte_droit

_______________ Clx terminal_gauche“s” Ctx._temiinal_droits

Nous allonsdéfinir (en termesd’arbres) la notion d’opérande,donner
un exempledans un cas particulier (Je signe d’un terme) puis donner la
définition de l’opérandeen terniesde réécritures.

VIII,I.2.A. opérateur

Nous généralisonsla notion de terme d’une sommedonnéeou de
facteurd’un produit donnéen parlant d’”opéranded’un opérateurdonné”.
Nous définissonssimplementici un opérateurcomme le couple formé par
un ESA et sa catégorie.“x+3” est une ESA, “Som” une catégorieet ((la
sommes +3” un opérateur(additif). II ne faut pas chercherde concept
profond derrière Je mot “opérateur” tel que nous l’employons icj6. Cette
expressionnouspermetsimplementde parlerd’”opéranded’un opérateur”:
ni l’expression“opéranded’une ESA” ni celle d’”opéranded’une catégorie”
ne conviennenten effet pour décrire ce qui généralisele “terme d’une
somme”.

VIll.1.2,U. opéranded’un opéra,çp

Soit T une suite terminaleet t une sous-suitede T

Soit o un noeudde l’arbre syntagmatiquede T

On dit alors que t est un opérande(ou “argument”) de T, et on note:

[LT, ssi il existeun noeudt de l’arbre syntagmatiquede T tel que:

(i) t dérivede ‘r

(ii) t est immédiatementdominépar o

(iii) T dérivede o

s

6 pour autant,la questionthéoriquede la relationentreopérationset opérateurs(an sens
usueldu terme)en algèbreélémentaireestloin d’êtreclose (cf. Desclés1981) maisnous
ne l’aborderonspasici.

Notons qu’en termesd’arbres il n’est pas très facile de définir la
notion de nième opéranded’un opérateur.Ceci justifie entreautresle recours
à desdéfinitions faisantappelaux réécritures.

H”
T
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VlILl.2.C. FxeinnIe iimitil’uii_tenue
suite” etc. Indiquons à titre d’exemple une définition non-formelle, en

termesde réécritures,de la notion de ièmeopéranded’un opérateur:

Soit S unesuite terminaleet T unesous-suitede S

Soit o un noeudde l’arbre syntagmatiquede S

Soit s un symboletenniiial de S choisi dansl’ensemble { ÷ - ±

On dit alorsque s est le signedu termeT, et on note s = s, ssi

il existeun noeud t de l’arbre syntagmatiquede S tel que:

s&t estunesous-suitede S

T dérivede y

t est immédiatementdominépar o

o est étiquetéSA0

S dérive de o

Les linguistesremarquerontque l’on peut dire, ‘tans le jargon chomskyen,

que le signes “C-commande”le termeT auquel il correspond.C’est d’ailleurs ici

l’unique relation de ‘t-commande”à laquellenousayonsaffaire.

VIII, 1.2._H, munitions en ternies de réécrhures

Soit T une suiteterminaleet t une sous-suitede T

Soit 0cc11(i;T) la nièmeoccurencede la sous-suitet dansT

Soientn un entieret i un entier inférieur ou égal à n.

On dit que0cc11(t;T) est le ième opérandede l’opérateurT

et on note: tïr=O!1 ssi:

il existeun symbolecatégorielC tel que:

(i) la catégoriesymboliséepar C est “n-aire”, autrementdit les

opérateursressortissantà cettecatégorieadmettentn opérandes.

(i) T dérive du symbolecatégorielC (l’opérateurT ressortit à

la catégorieC)

(ii) La jêrne occurencede la sous-suitet dansT dérive de la itmc

occurenced’un symbolecalégoriel dans la suite 8(C) qui dérive

directementdu symbolecatégorielC.

Montronsquea est le 2èmeterniede2 + û - b

La traductionen termesde réécrituresde la notion arborescentede

“domination” ne pose pas de problème,celle de noeud étiqueté” a pour

correspondantcelle de d’”occurenced’un symbolecatégorielau sein d’une

Il n’y a ici qu’uneseuleoccurencedu symboleterminalu.

Alors:

(i) SA3est ternaire (i.e. admettrois termes)

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(y)

ø SA2

(xi-J)
tA Exemple:

T I Posons:

s
T =2 + û - b

t=a
n=3
i=2
C = SA3 (SommeAlgébriquede trois termes)
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(ii) 2 + a - 1’ dérivede SA3

(iii) SA3 est directementréécrit en &(SA3) = Cst + Var- Var.

(iv) a dérivedu symbolecatégorielVar (Variable) qui est la deuxiême
occurenced’un symbolecatégoriel7au sein de ô(SA3).

En conséquencea est bien le 2êmetermede2 + a - h

VlJI.1.3. Fonctionsdans les ESAL

Nous allons voir maintenantla liste desfonctionsau sein desESAL,
catégoriepar catégorie.

VIII. 1.3.A. Fonctionsau sein des Constantes:

Catégorie fonction
Eut rang (deschiffres desentiers)
Cst partie entiêre,partie décimale

Yi[1.1.3.1J. Fonction au sein des Variables:

V1Ii.1.3.E. Fonction au sein des Systèmes:

Catégorie ( fonction
Sy ligne

Catégorie fonction
Var indice I
VIII. I. 3.C. Fonctions au sein des ExoressionsAlgébriques:

Catégorie J fonction
ide

opI’ 7
POM 7
Som terme

V1li.1 .4. Transformations rateurs n-aires

La ‘aractérisationdes éléments à déplacer par leur fonction
syntaxiquepermetune descriptionconcisedes transformationslorsqu’elles
portent sur des opérateursn-aires. Par exemple,une seule transformation
dite “commutationdu ième termeet du jème terme” rend comptede toutesles
commutationsau sein d’une sommealgébriquede n termes.Seulela valeur
numérique des indices î et j change. II n’est donc plus nécessairede
décomposercettetransformationen transformationsélémentaires.

Prenonsl’exemple de la commutation. La transformationpeut se
notercommesuit:

Commutationdesi-èmeset j-èmestermesd’une somme:

7 lessymbolesterminaux+ et - ne sontpasconsidéréscommedessymbolescatégoriels.
Soit L unesomme,n le nombrede sestermes

DII’ terme
SA ternie
Prn facteur (multiplicande,multiplicateur)
Mô facteur (multiplicandemultiplicateur)
Quo dividende,diviseur
Fra numérateur,dénominateur
Pui base(mantisse),exposant
Rac ordre, radicande
VAb 7

Viril .3.D. Fonction au sein des PronositinnsAlpéhrinues

Catégorie ( fonction
PrA (membre
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ex: E: 12±4 -6+8+3-45 +26 Ex: E’: 12-45 -6+8+3+4+26

Soit lkn
I I I I

E L
1’ r 11’ z’

Notonst le k-ièmetermeve E et dL le signede tk
s É1 si

Soient i et j tels que i j eti S i S n eti S j S n En clair, cela signifie tout simplementque les termesde rang i et j

sont intervertis,que les autressont inchangéset qu’un logogramrne+ peut

Ex: E: 12 + 4 - 6 + 8 + 3 - 45 ÷ 26 êlre omis en position initiale.

Exempledansle casparticulier: i = I

t -‘
Iv

s ?‘ di c’ 2: 12 ÷4 -6 .8 .3 -45 ÷26

I j II II
On appelletransforméede E par [P j1 touteexpressionE’ telle que: E E

+ t1 si t.

(j) E’ est unesommede n termes

t =t
2’: 3 +4 -6 +8 +12 -45+26

(ii) (V k; Iknetlcietkj) -
II’ II

= S k z’ 1r z’

E’ E t’ 11
+ t1 si

(tu) t =tj et si =si

la descriptionformaliséeque nous avonsdonnéede la transformation

L’ E ‘ I , ‘ - - -

(iv) t- = t. et s’i =
n est certespas simple. Toutefois, son aspectrebutantprovient plutot du

I
symbolismeemployé que des phénomènesdécrits.Tout dépendde cc que

l’on veut faire de cettedescription.Selon qu’on s’adresseâ un élève, que

(y) si i=I alors l’on veut programmerun ordinateurou qu’on veut vérifier les propriétés

r t’
formellesde la transformationon n’utilisera pasle mêmelangage.Danstous

si s’i = + alors di = + ou s’i = les cas, les notions importantessont cellesde jèmo termed’une sommeet de

signe d’un terme (et non la façon dont on les code) et le fait qu’elles

si di = + alors = +
permettentunedescriptionde la transformationqui ne dépendque dcs rangs

j eU.
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V 111.1.5. Combinaisonde transformations

L’usage (les fonctions syntaxiquespermetégalementde résoudreun
autreproblèmeépineux,celui descombinaisonsde transformations.Dans la
pratique courante du calcul en effet, les transformationsréellement
cf fectuécspeuventêtre décomposéesen une combinaisonde transformations
correspondantâ desopérationsmathématiquesélémentaires.Par exemple,le
développementde

en

peut s’interpréterainsi:

2(x-4)

2v-8

2ft - 4)
.3,

2(1 x - 4)

2x1 x - 2x4

2 x -8

Or nous souhaiterionsne pas avoir â introduire des transformations
intermédiaires“invisibles” (toujours le “rasoir d’Occam”). La caractérisa
tion, en termesde fonctionssyntaxiques,desélémentssur lesquelsportent la
transformation, permet précisémentd’éviter cette prolifération de
transformationshypothétiques.Dans le casqui précéde,il suffit par exemple
de préciser que le lême terme de la somme qui est le résultat de la
transformationsest:

un pseudomonômedont le premierfacteurest le facteurcommunet le
secondle jême termede la sommeinitiale si ce jême termede la somme
initiale est une variable,

• une constantedont la valeurnumériqueest le résultatde la
multiplication du facteurcommunet 1èmetermede la sommeinitiale si
ce ième termede la sommeinitiale estuneconstante5.

La descriptionde la transformationn’est pas vraiment simple9,mais
commed’habitudece que nous perdonsen simplicité, nous le gagnonsen
concisiondescriptivepuisqu’uneseuleétapesuffit pour rendrecomptedu
résultat.

Cettepossibilitéde modéliserpar une seuletransformationformelle â
caractérisationfonctionnelle, ce qu’on pourrait interpréter comme une
combinaisonde transformationsélémentaires,que nous avons illustrée â
l’aide d’un exemple, se retrouve pour l’ensemble des transformations
complexesusuelles.

Certes on peut envisagerqu’un élève invente des combinaisons
inédites de transformations,dont le modèle ne rend pas compte par une
transformationformelle unique. Si cette combinaisonest fortuite et ne
réapparaitpas,on peut au minimum cbnsidérerque sa descriptionnécessite
moins de transformationsformellesâ caractérisationfonctionnelles,qu’elle
n’en nécessiteraitsi on se limitait aux transformations formelles
correspondantâ des opérations mathématiquesélémentaires.Si la
combinaisonse répèterégulièrenwnt.on est alors dansle cas de figure où
les donnéesempiriquess’écartentde cellessur lesquellesreposele modéle
actuel, Il s’agit alors de modifier le modèle (lequel est prévu pour rendre

si le jènle termede la sommeinitiale estautrechosequ’uneconstanteou une variable
(par exempte“2ab”) la définition du résultatde la transformationest encoremoins
simple. Il estpossiblequece résultatsoit défini demanièrerécursive,c’est-à-direque
les opérandespartielssoienteux-mêmesles résultatsde transformations.Celane change
rien au fait que la transformationelle-mémesoit conciseen ce sensqu’elle n’a pas
besoind’êtredécomposéeen étapessuccessives.

° d’autantquenousavonspris en exempleunerèglededéveloppementréduiteà deuxcas
simples:les termesde la sommeà développersontdesconstantesou desvariables
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cette opération aussi aisée que possible) pour qu’il rende compte des

nouvellesdonnées.Dansce cas, il estparfaitementenvisageablede créerune

nouvelle transformationformelle à caractérisationfonctionnelle pour

rendrecomptede cette combinaisonrégulièrede transformations.

VIII. 1 Jesstèmedes transformations.

Ce qui précèdeest une illustration de la dernièrepropriétédu système

des transformationsque nous présentons:il est complet, mais n’est pas

minimal. Par “complet” nous entendonsqu’il est possible d’effectuer

formellement,par les transformationsque nous proposonsici, l’ensemble

descalculs’° algébriquesportantsur HZ. Ceci provientdu tait que l’ensemble

destransformationsenvisagéescontientcellesqui correspondentaux égalités

et équivalencesqui régissentla structurede corpsde HZ.

Par contre, le systèmede transformationsn’est pasminimal, en ceci

que plusieurscombinaisonsde transformationsdifférentespeuventaboutir à

la mêmeécriture. En particulier, le systèmeétantcomplet il comportedonc

les transformationsélémentairesqui, enchaînées,aboutissentau même

résultat que les transformationsnon-élémentairesà caractérisation

fonctionnelle.Parexemple,notre systèmepermetd’obtenir

aussibien directementà partir de

2x -8

2(x-4).

qu’indirectementvia les transformationsélémentaires:

2(x - 4)

2(1 x - 4,)

2x1 x - 2x4

2x -8

En conséquenceil y a plusieurs “chemins transformationnels”

aboutissantà la mémeécriture,ce qui fait qu’on ne peut parler de système

minimal (au sensoù le systèmedesaxiomesde HZ est minimal).

Rappelonstoutefois que le critère de minimalité du systèmen’a

d’intérêt que si l’on envisagede démontrerdespropriétés,ce qui n’est pas

notre cas. Au contraire, nous construisonsun modèle formel des calculs

algébriquequi s’approcheautantque possiblede la pratiqueeffective des

algébristes.Leur préoccupationn’est pas.usuellenient,d’utiliser le moinsde

règlespossible,mais de faire descalculs rapideset sûrs. La sécuritépasse

par la redondance,et dans certains cas l’existence de transformations

spécialisées(redondantes)permetde gagnerdu temps. On en trouve un

exempledans le systèmede calcul formel de l3undy & Welham (1975) qui à

côté des transformationsusuellespermettantde [ésoudre- entre autres- les

équationsdu premierdegréintroduisentla transformation:

b
ax+b=O

Cette dernière transformationest explicitement introduite en vue

d’accélérerles calculs.

V{II.I.7. Fonctions et donnéejypérnatiquesdetESA

nousparlonsbiend’effectuerles calculsfonnellement,c.àd. les manipulationsperlant

sur les ESA, sansconnecteurslogiquespar conséquent,et non pasles raisonnements

qui les accompagnent

L’usagedesfonctionspour définir les sous-expressionsà transformer

(autrementdit la définition fonctionnelle des transformations)permet en

outre d’opérerdirectementsur les ESA sanspasserpar les ESAL.
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Il suffit pour cela de déterminerles fonctions non pas au niveau de
l’arborescencedes ESAL, mais des marquestypématiquesdes ESA. Ex: le
radicandeest ce qui est en-dessousde la barredu radical. Lorsqu’il y a des
parenthèses,il suffit de compterles parenthèses.

Il se trouve que les attributs relatifs typématiquessont justement
définis par les fonctionsdes sous-expressionsauxquelsils s’appliquent.Le
typême relatif “exposant” s’appliqueà la sous-expressionqui fait fonction
d’exposant,et ainsi de suite... Ce qui est un bon indice de la féconditéde la
notion de fonction.

VI1I.2. Transformationsgénéralisées.

2xy=O —.x=Oouy=O

De nième,commentfaire deschangementde variablesen employant
la méthodedite des“noms auxiliaires” (Chevallard& Conne1984 p. 27)?

«Il est importantde soulignerG..) que Je recoursà des noms auxiliaires”,
traditionnellementintroduitspar les expressionsde type Posonsx = ..,Enposant
î = . - -, etc., est omniprésenten mathématiquesdanstous Je.sdomainesdu calcul.
L’initiation des élèvesà cette pratiqueessentielledoit donc étre vue commeun
momentnéce.ssaireet riche de potentialitésde leur socialisationmathématique».

Une première solution consiste à créér une catégorie “phrases
algébriques”dans laquelle on aurait les conjonctions,disjonctionsetc. de
propositionsalgébriques.Reprenonsl’exemple:

2xy = O -x = Oouy = O

II serait possible de le traiter par une transformation [T] qui
transformeune égalité en une écriture qu’on pourrait qualifier de phrase
algébrique(ici, unedisjonction).La descriptionde la transformation[T)
serait:

si

Mors:

• A est une égalité
• Le pranier metrede A est un pnxkiit
• (3ncN) (al ascntc1esfacteursdeAqu±ne

sont pas des ctnstantes,ni des opérateursdont les
oç&ardessont des oenstantes.)

• LesermetredeAestO.

• A [T] est une disjcncticnde n égalitésEj
• Vie [1; n]:
• Le praniermettede E est al
• ta saxxdnnrbrede Ej est O.

Nous avonsnéanmoinsdécidé de tic pas regrouperles expressions
construitesautour de connecteurslogiques (et, ou, si. ..alors,etc.), et â
fortiori de quantificateurs, en catégories,ceci pour des raisons
didactiques.Ce choix, qui interdit précisémentque des transformations
puissent transformerdes phrasesalgébriques,découle de l’hypothèse
suivante:

Que les “raisonnements”en questionsoient correctsou non, voire
qu’ils se situentdansun registre“juridique” (Lacombe1988) quandce n’est
pas “magique” (Baruk 1985) est un autre problème,qui est par ailleurs
d’une grandeimportancedidactique.Toujoursest-il que nousestimonsque
ces “raisonnements”,qui peuventêtre plus ou moins algorithmisés.ne sont
pas, dans le cadrescolaire,un calcul formel sur des propositionsou des
phrasesalgébriques.

En particulier, nous n’avons observénulle part, ni dans les manuels,
ni dans les cours, ni dans les cahiersd’élèves d’exemplesde calcul mixte
algébrique (sur les ESA) et logique (sur les conjonctions,disjonctions,

type:
La questionest: comment faire pour rendre compte de calculs du

L’attitude en principe “correcte” de l’élève en algèbre,consisteà faire
des calculs sur les nombressymboliséspar des lettres (autrementdit,
utiliser la puissancecréatricedes mécanismesformels), et simultanémentà
faire des raisonnements(non-formels)sur les propositionset les phrases
algébriquesconcernantcesnombres.
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ChapitreVIII Les transformations

implications ou équivalencesd’ESA)II. Un tel calcul est pourtant
à savoir en tant que catégorie,mais pour ce faire elle met en jeu la

parfaitementimaginable.En voici un exemplead hoc. notion de transformationgénéralisée”.A l’origine de cette notion, nous

Convention:les conjonctionssontnotéscommed’habitudepar dessystèmes nous sommesinspiré encorede Chomsky,qui opposeles transformations

bordésdune accolade,et nous représenteronsles disjonctionspar dessystèmes «singulières»(singularytransformations)et transformationsgénéralisées

bordésd’un grandcrochet“Ç”.
“qui convertissentun couplede phrasesen une phraseunique” (Chomskycité par

[x=1 Ruwet 1967 p. 208).
{2-x=x2 {x2÷x-2=O f(x-1)(x-i-2)=O x=-2

x>O = x>O I X>O Les transformationsgénéraliséessont une relation entre un n

uplet de propositions algébriques.En ce qui concerneles ESA, les

{x=1

__ __

[{x=l {x=1
transformations généraliséesne portent que sur des propositions

_

4
{x=-2 =
x>O

OU1 nO InO algébriques.Dansnotre exemple,nous avonsune transformationgénéralisée

xO Faux qui associeà la proposition (x +1) (x-2) =0 deux autrespropositions(ici.

des égalités) à savoir x+] =0 et x -2=0, De la mème façon, c’est une

Nous avions fait passeren 1987 un questionnaireà 57 étudiantsdu transformationgénéraliséequi permetde passerde

CNAMI2, auxquelsil était demandéentreautresde résoudre:

à
2-x =x2

Commeon pouvait s’y attendre,aucund’entre eux n’a fait de calcul

sur les propositionsévoquantde près ou de loin ce qui précède.Soit ils et à:
>0.

n’ont pas vu le problème,soit ils ont raisonnésur les conditionsde validité

des solutionset ont exprimé leur résultat dans tin langageplus ou moins C’est encore une transformationsgénéraliséequi permet la

naturel (<or x doit étre >0 donc...») En conséquence,la gratnmaireque substitutionet fait passerde:

nousproposonsne rend pascompted’expressionstellesque

ou x=-1
X

à:

<le la mémefaçonqu’elle rendcomptetIc: 9
X

(x+2,flx-1)
Nous prétendonsque, contrairementaux transformationssinguliéres,

l’identification des élémentsà transformer dans les transformations

généraliséesse fait par reconnaissancede structure (“filtrage”) et non de

fonction. Prenonsl’exemple de la solution de l’équation du seconddegré,

à l’exceptionde certainscalculssurleséea)itésdanslessys1èmesd’uations,quenous qui est typiquementune transformationgénéraliséecomplexe faisant

n’étudionspaspourévilerdecompliquerinu:ilemernnotremodèledescriptif, correspondreà un trinômeet à une inéquation (celle qui représentele signe

de) unedisjonctiond’égalités (les “solutions”). Il seraitgrotesqueen effet,

12 concernantcettepopulationvoir enannexe
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par exemple,de définir les solutionss’ et x’ d’une équationdu seconddegré
en termesde fonctions:

“Egalité dont le premiermembreest x’ et dont le secondmembreestunefraction.
Son numérateurestunesommealgébrique.

Le premiertermede celle sommeest le premier(acteurdu secondtermedu It-inome;
son signeest «-

Le secondtermedecettesommeest uTie racine;

son signeest

Le radicandede cetteracineest unesommealgébrique.
Le premiertermede cettesommeest le carrédu premierfacteurdu
premiertermedu trinome” etc.

En conséquence,les transformationsgénéraliséessontdécritespar des
“formules”, comme cela est fait courammenten mathématiques,qui
fonctionnentpar filtrage, par exemple

“ab=O z a=O ou h0”.

VI1I.3. Conclusion du chapitre

Comme nous l’avons indiqué dans le chapitre Il (position du
problème), nous n’avons pas l’intention d’aller ici au-delà d’une
déterminationgénéralede mécanismesplausiblespour les transformations.
Une étude détaillée et une modélisationrigoureusedes mécanismesen
question,qui devraients’appuyersur des travaux plus récentset mieux
adaptésqueceux que nousavonsutilisés ici, dépasseraientle cadrede cette
thèse.En outre, nous laisseronségalementouvertela questionde la liste des
transformationssouhaitablespour effectuer les calculs algébriques,en
arguantde l’existencede nombreuxtravauxsur ce sujet, en particulierdans
le cadrede l’intelligence Artificielle.

Nous préféronsmaintenantaborderla questiondes transformations
par une approcheplus spécifiquementdidactique,au traversd’une enquête
portantsur cellesqui sont effectivementmisesen oeuvreet reconnuespar les
élèves.C’est l’objet du chapitresuivant.
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IX. DEUX ENQUETES SUR LES ECRITURES ALGEBRIQUES

Peut-ondire: uneerreurn’a passeulementtille cause.

mais aussi un fondement?Ce qui veut dire à peu près:

J ‘erreurestsusceptiblede trouver sa placedansce quesait

correctementcelui qui setrompe.

TROISTEME PARTIE’ Ludwig Wiugenstein.De ta certitude,74.

DE LA SIGNIFICATION DES ESA La grammairedes ESA que nous venons d’élaborer est un outil

théorique: elle ne donne en soi aucune indication sur les difficultés

effectivement rencontréespar les élèves lorsqu’ils manipulent des

expressionsalgébriques.Parmi les questionsqui se posent, il y a le fait de

(EI”TQUETES ET savoir dansquelle mesureces difficultés sont liées à la complexitédes

expressionsmanipulées.Ainsi, la complexité structuraleest-elle la seule

ELEIVIENTS D’ANALYSE THEORIQUE) sourcede difficulté ou, ce qui est plus probable,la catégoriedesexpressions

joue-t-elleun rôle, et lequel?

Pour apporterun début de réponseà ces questionsj’ai choisi de

reprendreles résultatsd’une étudemenéeen 1984-1985par l’Equipe de

Recherchesur les Questionnementsen Mathématiquesi,dont je faisais

partie, sous la direction scientifique de Daniel Lacombe2et de Jérôme

Chastenetde Géry.

La partie expérimentalede cette étude a consistéen deux enquétes

sousforme de questionnairesmultivariantsdonnésà desélèvesde collége.

Il s’agissait:

t J. Chastenetde Géry , B. Dumont,S. Hocquenghem.D. Lacombe,Y. Paquelicret
G. Sol ainsi queCh. ToIla qui u fait passales questionnaires.

2 UER de DidactiquedesDisciplinesde l’Université Paris?
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• d’une part, de testerla capacitédesélèvesà reconnaîtrela structuredes
expressionscn leur demandantd’évaluerdesexpressionsnumériquesde
type:

2+3x5

• d’autre part d’avoir une idée destransformationsqu’ils jugent
acceptables,en leur demandantd’estimerla validité d’un certainnombre
d’égalitésde type:

(a,-b)xc=a+(hxe)

La premièreenquêtea été donnéedanstrois classesde Collège. La
seconde,qui lui faisait suite, avait pour objectif de confirmer (ou
d’infirmer) un certain nombrede faits troublantset d’améliorerla validité
des résultatsen supprimantcertainsbiais. C’est le cas par exempledes
questionsde type:

(a+b)2=(a)2+(N2

où un “excès” de parenthèsespar rapportaux expressionsusuellessemblait
dérouterles élèves.Ce secondquestionnairea été soumis à six classesde
Collègede la région Parisienne.

Le but de l’équipe de recherchen’était pas d’établir des résultats
quantitatifs fins mais de réaliserune étudequalitative exploratoire.Nous
avons donc choisi de mener des enquêteslégères, avec des petites
populations(permettantainsi un travail rapide de dépouillement)et une
analysestatistiqueminimale (pouvantêtre faite “à la main” ou sur “tableur”,
sansnécessiterde logiciels d’analysedes données),ce qui permettaitdes
aller-retoursrapideentre les hypothèseset les observations.

IX,1.1. Objectifs

IX.1. Première enquête

IX. 1.1 .A. ExDressionsnumériques

En 1985, nous ne formulions pas les objectifs de l’étude dans les
termesmis en placedans cettethèse.Toutefois (et ce &est évidemmentpas
dû au hasard)les idéessous-jacentessont assezproches.A l’époque, nous
partions d’une interrogationsoulevéepar la thèse de Claudine Gautier
(1984). Celle-ci proposait d’interpréterun certain nombre d’erreurs
commisespar les élèvesen algèbrepar des difficultés liées au fait que les
expressionsmanipulées(telles que “aO +cd) “) correspondentâ des suites
d’opérations, c’est-à-diredesfonctionsdu type:

(a,b,c,d)C) a (b + cd).

Nous voulions reprendrecette étudeavecd’autrestypesde questionnements
queceuxqueCl. Gautieravait proposésaux élèves.

En outre, notre hypothèseétait que ce n’est pas tant la suite
d’opérationselle-mêmequi gêne les élèvesque la manière dontl’ordre des
opérations est exprimée: explicitement(avec des parenthèses)ou
implicitement (par les conventionsde priorité). En termes actuels,cela
revient à dire que la difficulté d’interprétationdes ESA ne résidepas tant
dansleur complexitésyntaxique(dans la structurede leur arbre,ou encore
dansleur “forme profonde” au sensde Kirshner) que dansla manièredont
la grammaire intègre les règles de priorité (au niveau de la “forme de
surface”).Ceci rejoint les conclusionsd’une étudede Blandoet al. (1989):

«We found that a sma]t numberof errors,particularlyprecedence(orderof
operations)elvors,werecommoaacrossstudents.We alsonotedtint theseorderof
operationserrorswere maskedin problemsof if le form axb +c and were most
apparentwhen the format of the task was clianged(i.e. to a+bxc ) (...) these
studentsarefollowing themal-rule ‘executeoperationsfmm left to dght”...»
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De nombreusesétudes ont été menées sur la question de la IX. 1.1.8. Expressionslittérales
reconnaissancede la structuresyntaxiquedes ESA par les élèves,y compris

La secondepartiede l’enquêteportait sur les transformations.avec des techniquesinformatiquesassezpoussées,incluant par exemple la
représenlationen arbres (P. Thornpson1989) ou les “tuiles” de J. Larkin Un certain nombre d’étudesont par exemplemis en évidencedes
(1989) de type: erreursd’algèbredues â un usageerronéde la distributivité, en particulier

dansl’exemplearchi-classique:

(a÷b)2=a2-i-b2
Nous avonschoisi pour notre pari de demanderaux élèvesd’évaluer

(nous leur disions “calculer”) des ESA numériques.La valeur de la (y. p. ex. AhLakkis 1985, Kirshner 1990), ou encorede l’associativité(on

réponsenousrenseignaitainsi sur la structureperçue. en trouve un exempledansKieran 1989). Nous avons voulugénéraliserces
étudesen explorant les transformationsque les élèvesjugaient acceptables

Ce dispositif n’est vraiment fiable que lorsque l’élève donne la dansl’ensembleexhaustifdescasde type
réponsecorrecte3(par exemple“14” pour

aV (b&)
2+4x3”,

où “V” et “à” représententles symboles“+“, “-“ et “x “. En particulier,
ou bien un nombre correspondantà une structure incorrecteclairement nous avonsproposéau jugementdes élèvesdes énoncésque nous avons
identifiée,commela réponse“18” dansle casprécédent,correspondantà la qualifiésd’”auto-distributifs” tels que:
structure:

a+c’b+c)=c’a+b)+(a+e).
[2+4] x 3.

En outre, nous demandiopsde juger un certain nombre de
Un certain nombre de réponsesn’ont jamais pu être comprises,en développementserroqés(dérivésde faussesdistributionsou associations).

dépit de la sagacitéet des efforts d’imaginationdes membresde l’équipe, Nousavonsétudiéégalementles carrés,mais pasles fractions, ni les racines.
particulièrementâ causedeserreursde calcul arithmétiquesdu type:

IX.1.2. Population et variantes7x7=39.

Toutefois ceci n’est pas important par rapport à l’objectif de La première enquêteconcerne80 élèvesrépartisen deux classesde

l’enquête.
4èmeet une classede 9me• Chaqueélève travaillait sur une dessix variantes
notéesA, B, C, D. E et F. La difficulté et le type desquestionsétait a priori
comparablesd’une variante à l’autre, en ce que les différentesvariantesdes
questionsnumériquesdonnaientdes résultats(corrects) identiquesou peu
différents,du type:

3(7-2)
3 il peut arriverqu’un élèvetrouve uneréponsecerrerteà la suited’un enchainement et

heureuxd’erreursqui se compensent,maisc’est peu fr&uent

218 219



Les Sixièmesd ‘Ecriture Symboliqueen Algèbre élémentaire chapitreix. Deux enquêtessur les écrituresalgébriques

3(8-3).

Le nombred’élèvesayant passéchaquevarianteest trop faible pour

qu’on puisseétudierfinement l’influence de la présentationdes question5,ou

du niveau desélèves,â l’exception de la questionportantsur l’opposéd’un

carré (cf. infra). Ce n’était de toute façonpas l’objectif de l’étude. Le
caractère multivariantnous permettait d’abord d’éviter le phénomène

parasitede copiage,qui est une questiontriviale sur le plan théoriqueniais

aux conséquencespratiquebien réellesquantà la fiabilité des résultatsdes
questionnaireslorsqueceux-ci sont passésdansdesclasse“usuelles” et avec

desconditionsde travail normales(un seul surveillant, le maître lui-même,

les élèvessur des tablesrapprochéesetc.),

IX.l.3. Questionnaires

Chaque élève devait remplir un questionnairede deux pages
comprenant23 questions. On trouvera ci-dessous un exemple de
questionnaireafin d’avoir une idée desquestionsposées.Les septpremières
questionsportaientsur des expressionsnumériquessansparenthèses,et les
neuf suivantessurdesexpressionsavecparenthèses.Enfin, les septdernières
questions,sur la deuxièmepage,présentaientdeségalitésdont il fallait dire
si elles étaient“toujours vraies” (auquel cason répondait“V”) ou non
(réponse“N”). Nous indiqueronsl’ensembledes items proposésaux élèves
dansles paragraphes consacrésaux résultats.

Les élèvesdisposaientd’environ quaranteminutes pourremplir le
questionnaire.

1X.1.4, Texte d’un jestionnaire
A

NOM: CLASSE:

Eaiuez vos résultatsdons b colonne de droite

I Lalciiloz: résultat:

3+2x8
g2 2

8-i-22 3

2x32 4

8x2+4 5

7+3x11-12 s

8x11-9x7 7

Il Calculez Sons développer;

(2x3)2 8

(8÷4)2 9

(4)2 w

5x(9-3) ii —

13÷(4x3) 12

(2x3)x(1+5) ‘3

12+(4x2)]x[8x(9-8)J ‘4

9+(3x(8-(2x3)]) 15

(-3+7)+4

lii Pour chacunedes égalités suivontes.écrivez «V» si

elle est TOUJOURS LJRIIIE, «N» sinon.

réponse:

a+(b.c) = (a+b),(a+c) 17

(a÷b)xc = (axc)+(bxc) w
(axb),c ax(b ÷c) 19

(-a)2 = a 2 20

( a+b)2 = (a 2)÷(b 2) 21

(a,b)x(c÷d)= a.(b xc),d 22

a+(b-c) = (a÷b)-c 23
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IX. 1.5. Expressions numériques:résultatsglobaux

Nous allons tout d’abord présenterun tableaudes items numériques
(avec ou sansparenthèses)dans l’ordre de réussitedécroissante.Nous
détailleronsensuite les résultats pour chaque question ou groupe de
questions.

• La première colonnedu tableau(“item”) donnela classed’items en
donnantun exempled’item.

• La secondecolonnedonnele nombrede réponsescorrectes(“rép cor”).
• La troisièmecolonnedonnc le pourcentagede réponsescorrectes.
• La quatrièmecolonne (“err au”) donnele nombred”erreursattendues”,

qui sont saufexception cellesqu’on obtiendraiteneffectuantles
opérationsde gaucheà droite sans tenircompteni despriorités ni des
parenthèses.

• La cinquièmecolonnedonnele pourcentaged”erreursattendues”.
• La sixièmecolonne (“autres eu”) donnele nombred’erreursqui ne sont

pas les erreursattendues(par exemple,deserreursde calcul),
• La septième colonnedonnele pourcentaged’ autreserreurs.
• La dernièrecolonne (“total”) donnele nombred’élèvesayantpassé

l’épreuve (en général,80).

item rép cor % orr att % autres or % total

5x(9-3) 76 95% I 1% 3 4% 80

13-,-(4x3) 76 95% 0 0% 4 5% 80

(2x3)2 74 93% 2 3% 4 5% 80

8x2+4 73 91% 3 4% 4 5% 80

12.(4x2Hx(8x(9-8)] 72 90% 0 0% 8 10% 80

(-3+7).4 71 89% 0 0% 9 11% 80
(4)2 68 85% 8 10% 4 5% 80

2x32 66 83% 8 10% 6 8% 80

(2x3)x(1+5) 66 83% 0 0% 14 18% 80

9+(3x[8-(2x3)]) 65 81% 0 0% 15 19% 80

8÷22 64 80% 4 5% 12 15% 80

6x11-9x7 64 80% 4 5% 12 15% 80

(8+4)2 54 81% 0 0% 13 19% 67

3+2x8 50 63% 26 33% 4 5% 80

7+3x11-12 40 50% 17 21% 23 29% 80
92 20 25% 55 69% 5 6% 80

IX. 1.6. Expressionsnumériques:résultatsdétaillés

Les résultats détaillésne seront pas présentéspar ordre de réussite
mais selonune typologie des expressionsqui dépend(le leur structure.Nous
indiqueronsà chaquefois les enseignementsprincipaux que l’on peut en
retirer.
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lX.l.6.A. Opposéd’un carré

Itenis

Nous donnonslotit d’abord la liste (les items proposésaux élèves.

“Va” est la lettre correspondantà la variante et “Q” le numéro de la

question(à savoir le numérod’ordre dans le questionnaire).

.92 A 2

.82 B 2
72 C I

.62 D 5

.52 E 2

.42 F I

Résultats

-a’2

Ce résultatmassif (qui seraconfirmé par la secondeenquête,ainsi que

par une enquêteque nousavonsmenéeau CNAM) montre la difficulté qu’il

y a pour les élèvesà percevoirla structurede .82 qu’ils interprètentcomme

le carréd’un opposé(avecl’argumentvéhément:“mais un carréest toujours

positif!”).

lX.l.6.Ll. Sommes

iL.!Lii. Le pçjjçjermetstnimmtIgbdqsç

Items

________

Var. ciies.
(-2+6).2 B 16
(-2+6).3 C 16
(-2+7),2 E 16
(-2+7)+3 F 16
(-3.6).3 D 16
(-3.7)+4 A 16

69%

6%

• La zoneblanchedonnele taux moyende réussite(ici extrêmementbas,
25%),

• la zonenoire les “erreursattendues”,

Résultats

0%

(a+b).c

• et la zonegriséeles erreursautresque les erreursattendues,p. ex.:

.82=16.

4 Citonsuneanecdotepersonnelle:lorsquej’ai abordéla questionavecuneclassede
Secondequeje venaisde prendreen mains,un certainnombred’élèvesn’ont tout
simplementpasvoulu me croire et ont déclaréqu’ils demanderaientà d’autres
professeursplus anciensdansle lycée (ce qu’ils n’ont malheureusementpasfait).

25%

11%

89%
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Les conventionsde couleursont les mêmespour tous les graphiques:
les bonnesréponsesforment un secteurblanc, leserreurs attenduesun
secteurnoir et les autreserreursun secteurgris.

Cette expressionne pose évidemmentpas deproblèmede structure
aux élèves.Les seuleserreurs (erreursde calcul etc.) n’ont pas derapport
avec la structure. Il n’y a pas d’ “erreurs attendues”dans la mesureoù
l’ordre de priorité de gaucheà droite est renforcéepar les parenthèses.Le
résultatmontreen toutcasquedesparenthèsesredondantesne gênentpasles
élèvesdansle casnumérique.

6x2+6
6x3+2 Ç. _

7x2+5 §_ -

7x2+5 . -

8x2+3 Ç.
8x2+4 t

Résultats

Seulstrois élèvessur 80 violent à la fois la conventionde priorité et
l’usage de commencerpar la gauche.Nous allons pouvoir comparerce
résultatavec les sommesdont le secondterme (et non plus le premier) est
un produit.

2+2x8
3+2x7 2. _

3+2x8 t L
4+2x6 t t
4+2x7 2 t
5+2x6

.. ±

On passeà 26 élèves sur 80 qui ne respectentpas la priorité. Ce
résultatjoint au précédentsignifie qu’environun élève surtrois (de noire
population) n’appliquepasla priorité de la multiplication sur l’addition.

iXdaLjLsIj un produit prviig

Items

Le secondmembre est toujours un produit, mais celle fois-ci sa
priorité est explicitementindiquéepar les parenthèses.

l0+(4x4)
1O+(5x3)

-

11+(5x3) ç_
ll+(7x2)

- -L9_
13+(4x3) t
13+(6x2) 2.

Items

IX.l.6.B.c. Le secondterme est un produit

Items

IX.l.6,B,h. Le premier terme est un produit

Résultats
a+2*b

a*b+c

32%

4% 5%

83%

91%
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Lorsque la priorité est marquéepar les parenthèses,plus aucun
élève ne se trompe sur l’ordre (les opérationsà effectuer. Ceci

montre assezclairementque la présenceou non des parenthèsesjoue un
grand rôle (un rôle essentielpour le tiers desélèves)dans la détermination
de la structurede l’expression.Nous allonsconfirmerce résultatavec une
expressionstructurellementplus complexemais entièrementparenthésée.

6+(3x[9-(2x3)]) E 15
7+(3x(9-(3x2)J} F 14
8+(4x(8-(2x3)l) B 14
9+(2x[9-(3x2)J) C 15
9÷ (3x(8-(2x3)J) A 15
9.(3x(8-(3x2)J) D 14

Résultats

On voit donc bienque ce n’est pasla complexitésyntaxiquequi esten
jeu dansla difficulté de reconnaissancestructurelle,puisquel’arbre de cette

expressionest:

mêmesanstenir comptede la générationdesparenthèses!Pourtant,un tiers
desélèveséchouentà assignerunestructurecorrecteà:

3+2x8

Résultats

a+(b*c)

0% 5°”

95%

a÷(b*[c(d*e)j)

19%

0%

IX 1.6.8.e _Jtsçøn4ternwest un

Items

9 + ( 3 t [ 8 - (2 t 3 ) ])

qui està l’évidencepluscomplexequecelui de “ + 2x8

/4
3÷2*8
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et aucunà:

9* (3 x [8 - (2 x 3)]).

IX.l.6.R.p. le ecnnrI terme est un carré

Items

La syntaxedes règles de priorité est donc une plus grandecause

d’erreurque la complexitédesstructures.

Il s’agissait ici de voir L’influence d’une forme “tentante” visant à

rendre la soustraction(“11.9”) prioritaire sur l’addition, autrementdit de

déterminerla capacitédes élèvesà voir une structurelà où elle n’est pas,

pour faciliter leurs calculs, ce qui est une “erreur-relais” au sens de

Paquelier(1987).

6x11-9x7 E L
7x11-9x4

_ L
7x11-9x5 __ L
7x11-9x6 L L
8x11-9x6 L
8x11-9x7 E_ L

Résultats

5%

15%

a’11-9’b

Relativementpeu d’élèves(5%) ont été tentés.Les autreserreurssont
soit des erreursde calcul soit descalculsfaits de gaucheà droite.

On pourrait dire que l’élévation au carréest “plus prioritaire” que ne

l’est la multiplication par rapport à l’addition, dans la mesureoù 5% des

élèvesseulementeffectuentde gaucheà droite, contre33% dansle casdc la

multiplication.

IX.1 .6.C. Somme alEêbriquede trois termes

Items

4+6x12-11 C 6
5+5x10-11 E 6
5+5x11-12
6+4x11-10
6+4x12-11 D 7
7+3x11-12

Items

IX.I .6.B.f. Les deux termes sont des oroduits

8+22 Â r
fl32 r r
6+32 r
7÷32 r
6+42 — T—
7+22

Résultats

a+b2

15%

5%
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Résultats

29%

21%

a+b’c-d

Par rapportaux itemsde type:

50%

6x11-9x7

le “piège” est déplacéà la dernièreposition et il est encoreplus tentant: il
n’est pas très fatigant de multiplier par “12-li”. De ce fait les “erreurs
attendues”sont plus nombreusesici (21% au lieu de 5%). Par contre, nous
avonsremarquéque plusieursélèvesévitaientcelle eneuruniquementpour
ne pas avoir à produire de résultatnégatif entraînépar le facteur “11-12”
(cf. les stratégiesd’évitementdes négatifsmis en évidencepar Gallardo &
Rojano 1990). Nous avonsrepris cet exercicesansce biais dansla seconde
enquête.

IX.I,6.D. Produits

J X. 1.6.D.a. Le second facteur est une différence

Itenis

5x(7-l) C 10
Sx(8-2) B 11
5x(9-3) A 11
6x(6-1) F 8
Gx(7-2) E 9
6x(8-3) D 10

Résultats

a*(bc)

Notonsqu’un élève a tout de nièmeréussià ne pas respecterl’ordre
donné par les parenthèses.Cela nous conduit à relativiser nos résultats
antérieursconcernantla connaissancedes parenthèseset des règles de
priorité. Si le rôle structurantdesparenthèsesest mieux connuque celui des
priorités, cela ne signifie pas qu’il est parfaitementmaitrisé par tous les
élèves...

Nous avons un produit bien parenthésé,sanscomparaisonpossible
avecune expressionnon parenthéséedont un facteurserait unedifférence.

IX.I .6.D.b.

Items

Le aremier facteur est une somme

Nous avons là encore une expressioncomplexe et complètement
parenthésée.

1% 4%
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[ +(3x2)Jx[9x(5-4fl D 15
[1+(2x3)]x[7x(6-5)) E 14
[1+(3x3)Jx[7x(8-7)) C 14
L2.(3x2)lx[Sx(9-8)J F 15
[2+(4x2flx(Sx(9-8)j A 14
(4.(2x3)Jx(9x(7-6)l B 15

Noter qu’à la suite d’unecoquille typographiquele premiertermedu
premier facteurde la premièrevariantea disparu. Nousn’avonspascompté
dansles résultaisles itemscorrespondants.

Résultats

Il n’y a pas d’erreur de priorité dans cette expressionbien
parenthésée.

IX,1,6.D,c. Le secondfacteur est une somme

Nous avonsune structureidentiqueà la précédentedansles premières
branchesde l’arbre syntagmatique,mais moinscomplexedansla mesureoù
il y a un niveaud’emboîtementen moins:

(2x3)x(1+5) A 13
(2x3)x(2+4) E 13
(2x4)x(3.2) F 13
(2x4)x(4+1) B 13
(3x2)x(4+2) C 1 3J
(4x2)w(2.3) D 13

(a*b)*(c+d)

10%

17%

Résultat

0%

Pour ce qui est de la reconnaissancede la structure,la variation de la
complexité par rapportau casprécédentne changerien.

IX.l.6.D.d. Lin facteur est 1m carré

90%

Items

Il s’agissaitde voir la priorité du carrésur la multiplication.

2x22 r r
2x32 T
2x42 W
3x22 w r
3x32 w r
4x22
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Résultats

a*b$2

est-ellemieux perçue quela priorité du carrésur la multiplication:

axh2.

Il est intéressantde rapprocherces résultatsde ceux dessommesdont

un termeest un carré.

6+32 ï-
6+42
7,22 - g—
7,32

8+22 A 3

8,32 L
Dansce dernier casle nombred’erreursde priorité tombe à 5% alors

qu’il est de 10% avec le produit. Cela confirme notre hypothèsesde selon

laquelle la priorité du carré est plus “nette” que celle de la multiplication.
ET1 effet, de même queles élèvesperçoiventmieux la priorité du carrésur
l’addition:

a+b2

que la priorité de la multiplication sur l’addition:

a+bxc,

de mêmecettepriorité du carrésur l’addition

ci

(.4)2 A 10
(.5)2 B 9
(6)2 C 9
(.7)2 •5 -fi-—
(g)2 E B
(9)2 F 42

Cet item estle complémentde l’opposé d’un carré.le taux d’échecest
bien moindre, sansdoute parce qu’il n’y a pas l’influence de la notion de
“carré toujours positif”.

IX.16Rh. Carré d’une sommeet d’une tlirréreiire

Items et résultats

Nous allons indiquer les résultatsitem par item car les variations

entreitems sont plus importantesici qu’entreles autresquestions.

7%

10%

IX.I.6.E. Crrj

IX.l.6.E.a. Carré d’un onnosé

I tein s

Résultats

(-aY2

5%
10%
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Lecturedu tableau:

• La premièrecolonnedonne la variante

• La colonnesuivantedonnel’item correspondant

• Les deux colonnessuivantesindiquentles réponsescorrectes.La sous-

colonnede gaucheindique la valeurnumériquedu résultatcorrect (en
italiques),la sous-colonnede droite donnele nombred’élèvesayant
donnéla bonneréponse.

• Les deuxcolonnessuivantesindiquentles réponsescorrespondantà une
distributiondu carrésur la somme oula différence (“a2tb2”), La sous-
colonnede gaucheindique le résultatnumériquecorrespondantpour
chaquevariante(en italiques), la sous-colonnede droite donnele
nombred’élèvesayantdonnécetteréponse.

• Lesdeuxcolonnessuivantesconcernentles élèvesqui ont fait une
pseudo-associalion:(a±b)2—, a±(b2)—, a±b2.

• Les deuxcolonnessuivantes concernentles élèvesqui multiplié par 2 au
lieu d’éleverau carré,

• Les deuxsuivantesindiquent les autrestypesd’erreurset le nombre
d’élèvesles ayantfaites.

• La dernièrecolonne donnele nombretotal desélèves.

Var, Item (a±b)2 a2±b2 a±b2 (a±b)x 2 Autreserreurs Total
= nb. = nb. = nb. = nb. = tU,,

A (8.4)2 144 9 80 24 24 214 I 10
124,134,

c (7+5)2 144 2 74 I 32 24 I 148.164, 5 (4
169

B (13.11)2 4 lI 4 -108 4 147 t 14
D (12-1W2 4 t2 44 -89 4 24,244 2 14
F (I3t0)2 9 t) 69 I -87 6 t 15
E (9+3) 0

Total 54 2 0 2 3 61
Toial% 89% 3% 0% 3% 5% 100%

Il était prévu de proposersix items dont trois seraientdes carrés
d’une sommeet trois des carrésd’une différence.Par suite d’une erreurde
saisie typographiquela dernière sommea perdu son exposant.Tous les
élèvesont réponducorrectementque “(9+3)” valait 12. Cela confirme s’il
en était besoinque les parenthèsesredondantesne les génentpas, mais nous
n’avonsévidemmentpasintégréce résultatà notre étudedescarrés.

Il restait doncdeux carrésde sommeet trois carrésd’une différence.
Les principaux points remarquablessont les suivants.D’une part, aucun
élève n’a fait d’erreur consistantà ne pas tenir compte des parenthéses,
erreurque nousqualifionsplus basde pseudo-associativité,et qui consisteà
déplacerles parenthèsesdans un triplet d’opérandes,en remplaçant“aV
(b&)” par “(avb)Ac”.

Notonsquon ne pouvait décelerici d”erreur attendue”consistantâ
traiter les opérationsde gaucheà droite sanstenir compte des priorités
indiquéespar les parenthèsesou les conventions,dans la mesureou ce
traitementdonneprécisémentici le résultat correct,puisquel’exposant (qui
indique le carré que l’on effectue en dernier) est situé par convention à
droite de la base.L’ordre des parenthèsesest ici celui qui va usuellement
de gaucheà droite.

Par contre, deux élèves ont fait une erreur consistant à (mal)
développerle carré

en

(a+b)2

puis à effectuercettedernièreexpression.L’un a trouvé 74 pour

l’autre a répondu69 à

(7t5)2,

(13IO)2.
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li nous a parti intéressantd’étudier un peu plus systématiquementet

avec des effectifs supérieurscette erreur bien connue, aussi avons-nous

décidéde reposerla questiondansle secondquestionnaire.

Enfin, nous avons été légèrementsurpris de constaterqu’il y avait

quand rn*3me deux élèvesde collège pour calculer un carré en multipliant

par deux. Ceci méritait égalementuneétudeplus déiaillée.

X.l.6.E. Carré cl’uiLprpduit

Résultats
(a*b)*2

Les résultatssont ici meilleursque dansle casdu carréd’une somme.

L’ordre des opérationsindiqué par les parenthèsescoïncideégalementavec

l’ordre de gaucheà droite, et mêmesi l’éléve voulait développer(ah)2 en

a2b2le résultatseraitencorecorrect.

ChapitreIX. Deux enquêtessur le.ç écrituresalgébriques

IX.l.7. Expressionslittêrales: résultatsglobaux

Nous allons donnermaintenant les items littéraux dans (‘ordre de
réussitecroissante.

• La premièrecolonnedonnele nom de la propriétémise enjeu.
• La secondecolonnedonnel’égalité proposéeau candidattraduisantla

propriété.
• La troisièmecolonnerappellela réponsecorrecte(“V” ou “F”).

• La quatrièmecolonnedonne le nombrede réponsescorrectes.
• La cinquièmecolonnedonnele pourcentagecorrespondant.

Signalonsque nous avions répartis les items dans les différentes

variantesde telle manièrequ’un mêmeélèven’ait pas à juger deux égalités
contradictoires,par exemple:

et

(ab)c=(ab)(ac)

(ab)c=a(bc).

• Les deux dernièrescolonnesdonnentle nombreet le pourcentagede

réponsesfausses.

3% 5%

propriété énoncé $ rép cor rép inca

dist de. sur x à 9. a+(bxc) = (a-.b)x(a.ç) N 5 36% 9 64%

dist do x sur • à g. ax(bxc) = (axb)x(axc) N II 4 1 % 16 59%

disirt do 2 sur. (a.b)2 =
(2).g,2) N 21 54% 18 46%

disi de + sur x à d. (axb)+c = (a,c)x(b,c) N 16 55% 1 ....±2.!
asdo x sur, (a,b)xc a+(bxc) iL 12 41%

autodistde x à d. (axb)xc = (axc),(bxc) N 9 64% 5 36%

faux développement (a+b)x(c+d) = (axc),(bxc).(axd)+(axd) N 9 64% 5 36%

assocde - sur . a-(b.c) (a-bIte N !6 33

assocdo + sur- ai-(b-c) = (a+b)-c V 71% 29%

développt parliel (ai-b)x(c,d) = (axc)+(bxd) N 10 71% 4 29%

assocde - a-(b-c) — (a-b)-c N 72% 8 28%

assocdo + surx (axb)+c = ax(b+c) N 78% 5 22%

autodisido + à d. (a,b)+c = (atc)+(btc) N 1 I 79% 3 21%

assocdo2suropp ()2 (a2) N 79% —ï
aulodistdotag. a.(bc) = (a,b).(a,c) N 20 80% 5 20%

déplac!do parenth. (a.b)x(c..-d) = a.(bxc)+d N 20 87% 3 13%

dislrib do 2 sur x taxi,)2 = (a2)xib2) V 13 88% 1G 55%

dép4actdo paronth. (axb)+(cxd)= ax(b.c)xd N 36 88% 5

2suropp (a)2=a2 V 21 91% 2 9%

assocde 2 sur taxi,)2 ox(b2) N 25 2 7%

associativitédo x (axb)xc ax(bxfc) ! .2 iI! 1
associativitédo + (a.b)+c a+tb-.c) ! 1! .1
dist do x sur t à d. (a+b)xc (axe) (bxc) ! !! ...!.!! J. ..._..i.!
dist do x sur. g. axOne) = (axb)t(axc) V 14 lOOt( 0 0%

IX. 1.8. Epressionslittêrales:résuItafsdêtallJés
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Pour faciliter les comparaisonsnous exprimeronsles résultatsen
pourcentages.Le lecteur ne doit pas perdre de vue toutefois que les
populationsd’élèvesayant réponduà un item donnévarient (commeon peut
le voir dansle tableauprécédenten ajoutantpour chaqueitem le contenude
la quatrièmeà celui de la sixièmecase)entre 14 et 42. Une différencede
moins de 2% (pour 42 élèves)ou de moins de 7% (pour 14 élèves)n’a donc
aucunesignification. Nous rappelleronschaquefois que nécessairela taille
de la populationde référence.

IX. I .8.A. Sommeset Droduits

IX.1.8.A.a, ffVseudo-déve1opnemen(s”

Produit de deux sommes

(a+b)x(çi-d) =(‘axc)-’r(bxc) +(axj) +(axd) 0
Une coquille typographique (encore une!) a rendu faux ce

développement(“axd” au lieu de “bxd”). Cela a dû dérouterles élèves
puisqu’il n’y a eu que 64% de réussiteà cettequestion.On peut y voir un
effet d’une coutume5didactique asseznaturelle (à laquelle nous nous
sommesde fait conformés)qui veut que ce sur quoi on demandele jugement
de l’élève soit didactiquementlertinentpar rapport aux circonstances:âge,
niveau,sujet desdernièresleçons,etc. Ainsi le travail pour répondreà une
question est supposémettre en jeu les connaissancesqui sont “au
programme”.Cela apparaîtnettementà chaquefois qu’un sujet d’examen
présenteune bizarrerie: surveillantset élèvesse demandentaussitôts’il
s’agit d’une coquillequ’il suffit de rectifier, ou bien si cetteétrangetérésulte
d’une difficulté profonde,qu’on n’identifie pas immédiatement.On exclut
spontanémentl’hypothèseque l’auteur du questionnaireait sciemmentposé
unequestiontriviale.

Balacheff(1988)

On peut donc supposerque les élèvesont ici rectifiésd’eux-mèmesla
coquille, voire qu’ils ne l’ont mémepasremarquée,à l’instar de l’équipe de
recherche!Ayant enregistrécomme fausse la réponse“V”, (ce qui est
mathématiquementcorrect mais didactiquementambigu) les résultatssont
peu significatifs.

• (ai-b)x(c«I) =(axc)+(bxd)

Cetteégalitéfaussea été choisiepour son caractère“symétrique” qui
se voulait tentant.Elle n’a été reconnuecommefausseque par 71% des
élèves(10/14).

(a+b)x(c+d)=a+(bxc)td

Cette égalité fausse présente une disposition des parenthèses
inhabituelle dans le secondmembre, en ce sensqu’elle n’apparait dans
aucunedes identités usuellementenseignées.Nous la supposionsdonc n
priori moins tentante.Elle a été reconnuefausse par 87% des élèves
(20/23), ce qui confirme à posteriori l’importance de ce critère de “forme
usuelle”.

Somme de deux produits

(axb)+(cxd)=ax(b+c)xd

La mêmeanalysevaut pour celle égulité qui a été reconnuefaussepar
88% desélèves(36/41).
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Cesdeux identitésrecueillentle meilleur taux de réussitede l’enquête

(93%. soit 26/28). 11 s’est tout (le même trouvé deux élèvespour les juger

fausses.

• (axb)+c =ax(b+c)

78 % de réussite(18/23).

• (a+b)xc = a+(hxc)

Le taux de réussitetombeà 59% (17/29), ce qui signifie qu’il y n 12

élèvessur 29 pour estimervraie cetteégalité.Nous avonsune applicationdu

critère de forme usuelle,dans le sensopposédes pseudo-développements

que nousavonsvu plus haut.Les deux faussesassociativitésont en effet une

dispositionconnue(quandon ne regardeque les parenthèses)et il semble

bien quec’est ce qui a pousséplus du tiers desélèvesà validerceségalités.

• a-,-(b-c)=(a+b)-c

Cette identité n’est reconnueque par 71% des élèves (17/24). peut-

être par méfianceexcessivequi voudrait que seulesla multiplication ou

l’addition puissentfigurer dansdeségalitésde ce type.

par respectivement

Le taux de réussiteest de 79% (22/28) contre91% (21/23) pour:

(-a,)2

toutefois l’écart est peu significatif. Il va dans le sens du fait que,

globalement,les identitéssontmieux reconnuesque les égalitésfausses.

e (axb)2x(b2)

Le taux de réussiteest de 93% (25/27) contre88% (13/16) pour:

(axh)Z=(a2)x(b2)

toutefois l’écart n’est passignificatif ici (un élève sur 16 représente6%).

Cela dit, nous nous étionsdemandéssi le fait que les facteursdu produit

soient mis entre parenthèsespouvait désorienterles élèves. Cela nous n

amené à intégrer ce critère (parenthésageredondant)dans la seconde

enquête.

En résumé,seulesles identitésd’associativitéde la multiplicatioti ou

de l’addition sont bien reconnues.Le taux moyende réussitepour les autres

formulesn’est quede 70% (91/132).

IX,L8 .A. b.__kiciqgiçsiis

• (a-i-h)+c = a+(h+c)

• (axb)xc = ax(hxc) C
• a-(b-c)=(a-b)-c

•

Ces deux égalitéssont reconnuescommefausses

72% (21/29) et 67% (18/27) desélèves.

• (-a,)2=-(a2)
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IX, I .$.A.c, Distributions généralisées Auto4listributions

Distributions vraies

• (axh)xc = (axe,)x(bxc): 64% (9/14)

• ax(b+c)—_(axb)+(axc): 100% (14/14)

• ax(bxc) = (axb)x(axc): 41% (11/27)

• (a+b)xc=flsxc) +(bxc): 96% (22/23)

• (a+b)+c = (a-t-c)t(b-i-c): 79% (11/14)

• (axb)2=(a2)x(b2,): 88% (21/24)

Comme précédemmentles identitéssont bien reconnues,d’autantplus
• atc’b+c) = (ai-b) «a-i-c): 80% (20/25)

qu’elles sont desobjets d’enseignement explicites(en ce qu’elles illustrent
des propriétésfondamentalesdes opérationssur les nombresréels, ici la Les fluctuationdesrêsultats(dont il ne faut pasexagérer l’importance
distributivité), vu la faiblessedes effectifs) ne s’expliquantpas demanière claire,nous

avonsrepris ces items dansle deuxièmequestionnaireavec une population
Il est à noter toutefoisque dansles manuels,la propriété plus importanteet moins de variantes.Nous voulions en effet déterminersi

(axb)2=(a2)x(b2) les critèresde position (droite ou gauche)de l’opérandeâ distribueravaient
une influencesignificativesur les résultatsdesélèves.

est rarementprésentéepour ce qu’elle est, â savoir une distributivité â
- . . . , Autres distributions generaliseesfaussesdroite. Ceci est peut-etre lie au fait que I exponentiationn est pas

distributive â gauche(on ne peut alors pas parler de “distributivité” sans
préciserla direction). La mêmeraisonjoue peut-êtrepour:

ai-b a a . a+(bxc,I = (a-t-b)x(a-i-c,): 36% (5/14)

c c c
Ce tauxde réussiteest le plus basde toute l’enquête.

Toutefois, l’absencede présentationde la distributivité â droite de
I’exponentiationest peut-êtreégalementdde au fait que cetteopérationjoue
un rôle secondaireau sein desstructuresd’ensemblesde nombres(anneaux,
corps), comme nous l’avons vu au chapitreV, et que les propriétéstelles
que l’associativitéou la distributivité sont surtoutmisesen évidencedansle
courspour les lois “fondamentales”que sontl’addition et la multiplication.
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I observeren particulierquelle réponseâ cettequestion(littérale) fournissent

desélèvesqui donnent“34” commevaleurpour “(5+3)2”.

(axh)-i-c = (a-i-c)x(h+c): 55% cl6/29) IX.l.8.B. Carrés

Ici encore nous avons une différence selon qu’il s’agit d’une

distribution “à droite” ou “à gauche”,que nous essayeronsde mieux cerner

dansle prochainquestionnaire. . (,l2 = a2 91% (21/23)

Visiblement, la “fonne” Commeles autresidentité “classiques”celle-ci est bien reconnuepar

les élèves.
aV(bic) = (avb)MaVc)

apparaîtcommecaractéristiquede la distributivité, avec IX.2. Secondeenquête

pour 100%desélèves,maiségalement

La secondenquêtefaisait suite à la première. Celle-ci mettait en

pour 51% d’entre eux (21/43, les deux items étudiésici), évidenceun certainnombred’erreurstroublantesde la part desélèves,mais

les faibles effectifs d’élèves ayant répondu, pour chaque item, ne

permettaientpas de déterminer précisémentles facteurs susceptibles

d’influer sur cesréponses.Il a donc été décidéde reposerun certain nombre
pour 69% ri entreeux et ‘ ‘• ‘

de questionsa plus d eleves (six classesau lieu de trois) avec moins de

variantes(quatreau lieu de cinq).

pour 20%.
Nous avons voulu voir égalements’il y avait corrélation entre les

I
comportementsrelevésdans la premièreenquêteconcernantles expressions

numériques,p. ex.;

(ai-b)2=(a2)+(b2): 54% (21/39)
(S+.?)2 = 34,

Nous relevonsici un taux important d’élèves(54%) qui pensentque
-

..?
et ceuxconcernantles expressionsliiterales, p. ex.

I exposant(au moins 2 ) peut etre distnhuesur les termesde la somme.

C’est le cas étudiépar Kirshner pour la “Distributive GeneralizedLaw” (il (0+11)2 =a2-i-b2est Vrai.

n’envisage pas les autres cas que nous venons de voir). Nous allons

égalementreprendreplus en détail cette étude dansle questionnaire2, et Il s’agissaitenfin de reprendreles questionnairesdans lesquelsdes

coquilles typographiquesavaient rendu un certain nombre de données

inutilisables.
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IX.2.2. Population

Ce secondquestionnairese présentaiten quatrevariantesnotéesG, II,
I et J. Il a été soumisà 172 élèvesprovenantde six classesde 3èmeet d’une
classede 4èmede la région Parisienne.Chaquevariantea donc été soumiseà
43 élèves.

IX.2. 3. Expressions,littérales: résultatsglobaux

Nous indiquons d’abord les résultats concernantles expressions
littérales,par type de propriété.Le tableausuivantse lit commesuit:

La premièrecolonneindique de manièreabrégéela propriétémise en
jeu.

Cespropriétéssont l’autodistributivité du produit sur lui-mémeet de
la sommesurelle-mémoet les propriétésdescanésd’un opposé,d’une
sommeou d’un produit.

Les critèresdont on a voulu étudierl’influence étaientla présenceou
non de parenthèses“superflues” (dont nouspensionsa priori qu’elles
étaientun facteurd’échecpour les élèvesâ causede l’aspectinhabituel
pris par les égalitésproposées)et, pour l’autodistributivité, la position
de l’opérandeà gaucheou à droite de l’expression.

• La secondecolonnedonne l’énoncéproposéau candidat.

• La troisièmecolonnerappellela réponsecorrecte(“V” ou “F”).

• La quatrièmecolonnedonnele nombrede réponsescorrecteset la
cinquièmele pourcentagecorrespondant.

• Les deuxdernièrescolonnesdonnentle nombreet le pourcentagede
réponsesfausses.

propriété énoncé Fi r. corr. r. incor
autodist• à g avec () a÷(b÷c)4a.b)÷(a.c) N 19 61% 12 39%
autodistx à g avecO ax(bxc)(axb)x(axc) N 14 45 % 17 55%
autodist+ âdavec O (a+b)÷c=fr+c)÷(b-.c) N 26 84% ï
autodistx à d avec O (axb)xc=(axe)x(bxc) N 11 37% ii
autodist+ à g sanst) a.(b.c)=a+b+a.c N 24 80% 6
autodistx à g sans() axt’bxe)=axbxaxc N 15 4 5 % ii iI
autodist+ âd sans() (a.b)+c=a+c.b-.c N 26 84% 5
autodistx à d sansO (axWxcaxcxbxc N 14 4 5 % 17
dist 2 + édavecO (a÷b)2=(a2)#(b2) N 23 74% 8 26%

dist 2 + à d sansg (a.b)2a2.b2 N 20 67% 10 33%
W remarq avec O (a.b)2=(a2).(2ab)#(b2)V 28 90% 3
W remarq sans t) (a+b)2=a2+2ab÷b2 V 31 1 00 W O Wi
asse2sur-avecQ (-a)2=.(-a2) N 97 51%

prio2sur-sans() (-a)2=a2 V 25 41% 3659%

asse2 sur x avec t) (axb)2=ax(b2) N 31 1 0 0 % 0 0%

asso2 sur x sanst) (axb)2=axb2 N 29 94 % 2 6%

dist 2 x avec O (axb)2=(a2)x(b2) V 21 68% 10 32%

dist 2 x sanst) axb)2=a2xb2 V 22 7 3 % 2 27%

IX.2.4. Expressionslittérales: influence des critères.

IX.2.4.A. Influence des Darenthèsessuperflues

Lors de la précédenteenquêteil nous avait sembléque les élèves
étaient troublés lorsque l’expressionlittérale qui leur était proposée
contenait “trop” de parenthèses.Nous avons donc voulu vérifier cette
hypothèseen présentanttoutes les expressionsde la secondeenquêteen
versions “avec” et “sans” parenthèsessuperflues (chaquequestionnaire
mêlait des expressions“trop” parenthéséeset des expressionssans
parenthèses).Nous avonsensuitecomparéla réussitede tous les items avec
parenthèseset sansparenthèse.

Le dépouillementmontre que le premier taux (avec parenthèses)est
de 66% (204/308) tandis que le second (sans parenthèses)est de 67%
(206/308).Autrementdit, et ce résultatnous a relativementsurpris dans la
mesureou nous nousattendionsau contraire,notre hypothèseest totalement
infirmée par l’enquête: les parenthèsessurnumérairesne semblent
gêner en rien les élèves.
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IX.2.4.B. Position de l’opérandeâ auto-distribuer

Lorsque l’opérandeâ distribuerest à gauche(“aA(bc)”) la réussite

est meilleure (58%: 72/125) que quandil est à droite (‘iaAb)c”) (44%

54/123). En d’autres termes, les élèves sont plus tentés (à 66%)
d ‘autodistribuer

que

(atb)Ac

aA(bûc)

réussis(83%) que les carrés(l’un produit (70%). Plus généralement.les

expressionsdont un opérandeestunesomme,de type:

aA(b+c)

sont mieux réussies(80%) quecellesdont l’opérandeestun produit:

(52%) ou un opposé:

aàbxc)

aiX(b-c)

(à 42%). Ceci dit, la différencedes taux d’erreursn’est pas énorme,et le
problèmepour la didactiquede l’algèbre résidemoins danscettedifférence

que dans le taux moyen de 51%6 d’élèves qui acceptent une
autodistributivité.

Rappelons que nous avions trouvé 37% d’erreurs globales
d’autodistributioit dansla 1ère enquête(sur un effectif trois fois plus petit:

30/81).

Dansla premièreenquêtenousavionstrouvédestauxderéussiteà droite de
71% (20/28) et â gauchede 60% (31/52). Cela va dansle senscontraire,mais les
effectifs sontplus petits. Les écartssonttrop étroitspour les techniquesstatistiques
élémentairesque nousnous étionsdonnées.Si l’on souhaiteétablir de manièrefiable
cesécarts,il faut despopulationsplus élevéeset desoutils plus fins d’analysedes
données.

IX.2.4.C. Influence des catégoriesmises en jeu

L’influence des parenthèsessemble nul. La place des opérandesà
distribuer joue un rôle dans la réussite,mais sansque cela soit massif.
Finalement, le critère le plus pertinent est celui de la catégorie des
expressionsmisesen jeu. Par exemple,les carrésd’une sommesont mieux

72+54 -6 coaespondanta un tauxde 125+123 eleves

(41%). Cela signifie que la difficulté des élèvesn’est pas uniquementune

questionde structure,autrementdit de forme de l’arbre syntagmatique:

maisqu’elle dépendégalementdescatégoriesdesexpressionsmisesenjeu:

Opposé

En d’autrestermes,pour reprendrela façon dont nous formulions le
problèmeà l’époque,ce n’est pas la notion mêmede suite d’opérations,
ni le degréde complexitéde cessuitesqui posentdesproblèmesauxélèves.
Ce sont les propriétésde ces suites d’opérations, telles que la non-

-( x - 2)
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commutationdesopérateurs(le carréde la sommen’est pas la sommedes

carrés)qu’ils maîtrisentmal, propriétésliées û celles des opérationselles-

mêmes.

Dans notreterminologie actuellecela revient à dire que ce n’est ni la

complexiténi la structureabstraitedes ESA qui gêneles élèves,mais bien

les transformationsde ces ESA complexes(telles que la distribution du

carré sur la somme),transformationsqui ne peuvent êtreopéréesque sous

certainesconditions portant sur les catégoriesdes ESA et de leurs

opérandes.

IX.2.5. Expçions numériques

IX.2.5.A. Opposéd’un carré

Cette secondeenquête confirmel’erreur massiveapparuedans la

première enquête,qui n’est donc pasun artefact.Les items proposésétaient
“62”, “.72”, “.82” et “.92” (total: 122 élèves):

71%

8%
21%

Li -r2

•a2

U autres

Ce taux n’est pasle mêmepour tous les items:

62: 73% (22/30)

.72: 80% (24/30)

82: 58% (18/31)

.92: 74% (23/31)

Ces fluctuations se retrouvent-ellespour des populations plus

importantes?Pour le savoirj’ai rassemblédansun seul tableaules variations

de l’erreur attendue:

• pour les deuxenquêtesdont il estquestiondansce chapitre

• et pouruneautreenquêtequej’avais menéau CNAM auprèsd’adultes

en remiseà niveau mathématique(y. en annexe).

énoncé rép cor % err alt % aol eu % total
72 12 13% 72 80% 6 7% 90

o2 17 19% 64 70% 10 11% 91
.g2 25 32% 52 66% 2 3% 79

Il semblebien que l’erreur soit plusfréquentelorsquela baseest plus
petite. Ce résultatdemandeà être confirmé encore surdes populationsplus
importantes,et avec un domaineplus étendu pourla base.Nous ignoronsce
qui se passeraitavec une base “petite” (“1 “. “2” ou “3”) ou au contraire
supérieureà 10, ou encorenon-entière.Si ce phénomènede variation de
l’erreur n’est pas un artefact, il resteraencoreà l’interpréter. La question
est à l’heure actuelleouverte...

Une autre piste pour une étude ultérieure pourraitêtre de comparer
les carrésd’opposésavec des différencesdont le secondterme est une
somme,de type

100.82

Nous faisons en effet l’hypothèseque la priorité du carré sur la
différenceapparaitmieux que la priorité du carrésur surl’opposition.

En tout cas, l’argumentselon lequelpersonne n’évalueà 164 la différence
“100.82”7 est un desseulsqui fassemouche lorsqu’il s’agil de convaincredes
élèvesou desétudiantssceptiques.

ce qui resled’ailleurs à prouverlanl qu’on n’en aura pasfait l’étude
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Il faudrait égalementposer la questiond’évaluer des polynômesde 16+24÷68.

type:
41 élèves(24%) donnentpour

lOB-x2
(43)2

pour un certainnombre(le valeursde x.
un résultatqui équivautà

1X,2.5.H. Carré d’une somme
4232

Les items sont “(4+3)2”, “(3±4)2”, “(.5+3)2” et ‘t3+5)2”.
soit “25”. Que cela figure explicitementsur leur feuille de calcul ou

Les résultatssont assezhomogènesd’une variante à l’autre, aussi non, ils n’ont pascommencépareffectuer:
présenterons-nousles résultatsglobalement.Nous allons par contre étudier

4+3en détail les réponsesdesélèvesà cettequestions.

mais ont d’aborddéveloppé(mal) “(4-i-3)2”,
Sur une populationde 173 élèves:

4 élèves(2%) développent:• 98 (56%) donnentla réponsecorrecte.

(4+3)2
• Parmi ceux-ci, 26 élèves(15% du total) font figurer sur leur feuille un

développementdu type: sous forme d’une sommede deux carrésmais font deserreursde calcul de

(4+»2 = 42+24+32. type.

16+6=32.Certainsne réduisentd’ailleurs pas cette forme développée,qui leur
sembleune réponsesuffisante.

• 5 élèves(2%) développentde manièreplus ou moins baroque,p. ex:

Les 72 autre élèvesont donné leur résultat correct sans indiquer leur (4+3? = 4x32.
calcul, ce qui n’exclut pas qu’ils aient développésur un brouillon. En
conséquencenous pouvonsdire qu’il y a au moins 15% des Ièves • 21 élèvesenfin (12%) fournissentsansexplication une réponsefausse
qui ont développé que nous n’avons pas su analyser.Dans un certain nombre de cas

l’hypothèsede l’erreur de calcul 72=39 estplausible
(4+3)2

pour trouver 49.

nousavonspris le parti de considérerque l’élève avait dêveloppé“(a+b)2” en• 5 élèves(3%) développenten faisantdeserreursde calcul du type:
“a2+2ab+b2” et fait deserreursde calcul en instanciantsa formule, d’autantplus
que les erreursen question(de type “32”_. “6”) se retrouventailleurs dansnotre
enquête.Nousaurionspu égalementprendrele parti opposé;celane changerien à
ce qui nousintéresseici, à savoirle fait ou non de développeravantd’effectuer.
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La répartitiongraphiquedeserreursest la suivante:

2%

24%

(a.bY2

12%

41%

En bref, si nousrassemblonsles résultatscorrespondantaux différents
casde développement,correct ou non, avec erreurde calcul ou non, nous
aboutissonsau résultat assezétonnantque 47% des élèves (81/173) au
minimum développentle carré d’une somme pour l’évaluer.

Cettestratégie maladroiteest intéressante,car elle est assezrépandue9
et typique d’une perversion du raisonnementalgébrique. Pour une
expressionnumériquedonnéeen effet, à tout momentnous avonsdeux
typesde transformationspossibles:

1) Les transformationsd’effectuation qui remplacent les sous-
expressionsdont les opérandessont desCst, en Cst dont la valeur est le
résultatde l’opération représentée

2+3 —*5

Dans ce cas les parenthèseset les conventionsde priorité ont pour
fonction d’indiquer l’ordre des opérationsà effectuerpour évaluer une

ESA. Pour un couple de parenthèsesdonnées,ce qui est â l’intérieur doit
étre effectué avant ce qui est à l’extérieur. Ce type de transformation
d’effectuation est typique de la démarchearithmétiquetelle qu’elle est
enseignéetout au long du premierdegré.

2) Les autrestransformations,qui modifient la structurede l’expression
sanseffectuerles sous-expressionsen écrituresde nombres,de type:

243+4)—,2x3+2x4,

ce qui est une démarchetypiquementalgébrique,qui prend toutson sens
lorsqueles expressionssont littérales.Dans ce cas les parenthèsesont pour
fonctions d’indiquer la portée des symbolesd’opération, autrementdit
délimiter leurs opérandesau seind’une ESA.

Nous posonscommehypothèseque la stratégiegénéraled’évaluation
d’une expressioncomprend une métarègle qui rend prioritaires les
effectuationssur les autrestransformations.Cela revient â dire par exemple
qu’il ne sert â rien de développer

2xQ+4,)

pour en calculer la valeur. Des exceptionssont imaginablessuivant les
valeursmisesen jeu. Ainsi on a intérêt à développer:

en

98x102

(100-2)(100+2).

pour l’évaluer aisément.De même, si l’expression à évaluer n’est pas
purementnumérique,il y a intérêt à développer:

2a+3-2(a.4)

9 D’autresenquêtes(en particulier auprèsd’étudiantsdu CNAM) nousont montré
cettetendanceâ développeravantd’effectuer.

pour pouvoir l’évaluer,

Un peu moins de la moitié desélévesde notre enquêtene respectent
donc pascette (méta)règlequi semblepourtanL aller de soi pour les experts.

Li (a.bY2

•
idem taux

•
Û idem faux

S autresdécomp.

1111 autresnon déc.
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IX.2,5.C. Somme sans parenthèseavec “niège” . 13+(4x[6+(2x3)])

14+(3x[6+(2x3)J)

• 7+3x12-11

• 6+4x12-11

sjjjjj
(2‘3) 1)

• 5+5x12-11

• 4+6x12-il

IX.2.5.C.b. 1t_g&hwi

a+b*l21 1

16%

L’erreur attendueconsistantà effectuer

12-11

en premier, est faite par 31% des élèves (38/123), ce qui corrobore les

résultats de la première enquête (21%). Les autres erreurs sont
principalementdeserreursde calcul.

IX.2.5.D. Somme “cornnlexe” bien narenthésée:a+(bxIô+(2x3)1)

IX.2.5.D.a. Items

• 11+(6x[6+(2x3)])

• 12+(Sx[6-t-(2x3)])

Notre but, danscette étude, n’était pas d’établir des taux d’erreurs

valables dans l’absolu et pouvant être extrapolésà n’importe quelle
population d’élèves,maisd’observeravant tout desdifférencesquantitatives
franches. C’est pourquoi nos outils statistiquessont minimaux, et les
populations, restreintes.En tout état de cause,il ne sert à rien de se lancer
dans une enquêteambitieusemobilisant des centainesd’élèves et des
techniquessophistiquéesd’analyse statistiquesi l’on a pas uneidée précise
des phénomènesà observer,et pour cela une étude préalablecommecelle
que nous avons menée, alliée à une réflexion théorique solide, est
indispensable.Cela dit, la voie est maintenantouverteà une étude finedes
phénomènesici mis en évidence.

32% O a.b’12-11

• a+b

C autres

Li n (b’(6.(2’3fl)

• ((ab)’6+2)’3

autres

Cette enquêteconfirme pleinementla précédente:aucunélève (sur

124) ne viole les prioritésqui sont expriméespar les parenthèses.

IX.3. Conclusion

IX.3.l. Remarqueméthodoloque.
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IX.3.2, Expressions_çpgntnumériques

IX,3,2,A. Parenthèseset conventions

Dans les expressionspurementnumériqueson observe les points
suivants:

quandl’ordre de compositiondescalculsest indiquéexplicitementpar
desparenthèses,il n’y pasd’erreurautreque les erreursde calcul. En
d’autre termes,il n’y a pasd’erreur liée à l’ordre desopérationsà
effectuerpour évaluerl’expression.

Parcontre,quandl’ordre de compositiondescalculsest indiqué
implicitementpar desconventionsde priorité, il y u deserreurliée à
l’ordre desopérationsà effectuerpour évaluerl’expression.

En général, ces erreurs résultent de l’application de la règle
d’évaluation de gaucheà droite, sauf lorsqu’il y a des “pièges” (formes
tentantes).

lX,3.2,B. Carrés

Les carrés(et en particulier les carrésde somme)sont moins ressentis
commedes expressionsqu’il s’agit d’évaluerpar élévationau carré de la
valeur de la base, que comme des expressionsà transformerpar
applicationd’une quelconqueidentité remarquable.

TX,3.3.p_ressionslittérales

lX.3.3.A. Distributivité et Associativité généralisées;

L’aspect formel desexpressions,i.e. les “patteras”

aV(b&) = (avb)û(avc)

l’emportentsur les propriétésdesopérations X et A Nous sommesdonc
d’accordavecKirshnerconcernantla distributivité généralisée.

En fait nousallonsplus loin car il ne généralïsela distributivitéqu’aux seuls
casoù les degrésde priorité ne sontpasrespectés(p. ex. carréet somme)tandisque
nousenvisageonsla distribution de n’importe quel opérateuravec n’importe quel
opérateury comprislui-même.

Nous mettonségalementen évidencela possibilitéd’une associativité
généralisée10.Nous sommeségalementd’accord avec son interprétation
commequoi il ne s’agit pasd’une loi mathématique(ce que suggérerait
“théorèmeen acte” introduite par G. Vergnaud)ponantsur des nombres,
mais plutôt d’une loi formelle, portant sur des expressions(et donc
d’ordre linguistique).

IX. 3.3.B. Transformationset Effectuation

Prèsde la moitié des élèvesde l’enquête (47% pour le cané de la
somme) ne respectentpas la métarèglede priorité de l’effectuation sur les
autrestransformationslors de l’évaluation d’une expressionnumérique.Ils
se comportentainsi commesi les écrituresde nombresétaientdes lettres.
Les parenthèsesn’indiquent pas pour eux l’ordre desopérationsà effectuer
(quandc’est le cas il n’y a pasde problème)mais sont les délimitateursdes
portéesdessymbolesd’opérationqui serontà l’origine des transformations.
Tout se passecomme si seules les expressions(numériques)sans
parenthèsepouvaientêtre évaluées.Les transformationsmises en oeuvre
par les élèvessont en effet toutesdesdéveloppementsqui tendentà diminuer
le nombrede parenthèses.

Ceci est â mettreen relationavecla notionde “forme canonique”.La plupart
destâchesd’algébreélémenlairepeuvents’apparenterâ desmisesen “lnne forme’.
Cettenotion de forme canoniqueest un sujetd’étude(pour taquettela grammairedes
ESA quenousavonsdéveloppéeestparticulièrementappropriée)qui sort du cadrede
ce chapitre.Nousavonstoutefoisdesexemplesimmédiatsde formes“canoniques”.

et

aV(bûc) = (aVb)&

tO la distributivité et l’associativiiégénéraliséeappliquéesà aV(bAc) donnentdes
résultatsdifférents: (aVb)A(avc) et aV(bAc). Il serait intéressantd’étudier
commentl’élève réagità cettecontradiction.
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à savoir les polyirnmesordonnés(quand les expressionss’y prêtent,c’est-à-dire

qu’il n’y a ni fraction rationnelleni racine). Même lorsque la tâche consisteà

factoriser, les facteursdoivent étre des polynomesordonnés., idéal étant des

binéTnes.Plus précisément(ce qui montre bien encoreune fois qu’on ne peut

raisonnerici en termesd’objets mathématiquesmais qu’il faut le faire en termes

d’ESA) l’idéal est que les facteurssoientdessommesou desdifférences(mais pas

dessommesalgébriques)dont un termeest un produitduneécriturede nombrepar

une lettre et dont l’autre termeest une écriture de nombre(“2+3x”, “l-x”, “xi-3”

mais ni “-xi-1” ni ‘-1-x”).

13e la mêmefaçon, le but d’une résolutiond’équationest d’aboutir â une

forme canoniqued’èqualion telle que le premiermeTnbresoit ‘x’ et le secondune

ExA canoniquesansoccurrencede “x’.

De notre enquêteil ressortdonc que pour un certainnombred’élèves,

la tâche de mise sous forme canonique(i. e. sans parenthèses)apparaît

commeprioritaire par rapportà la tâched’effectuationou, ce qui revient au

même, que seules les expressionscanoniquessont susceptiblesd’être

évaluées.Ce qui est intéressantici, c’est qu’on a uneétapeintermédiairesur

le chemin qui conduit progressivementles élèvesà perdre le “sens” des

expressions(mêmesnumériques)qu’ils manipulenl. Alors que dans le

premierdegrétoute expression,mêmeparenthésée,a une valeur numérique

(c’est le but du calcul arithmétiqueque de découvrircette valeur), on voit

ici des élèvespour lesquellesles expressionsparenthéséesne peuventêtre

évaluéesdirectement:seulesles expressionsnon parenthéséesont une valeur

calculable.

Nous verrons au chapitre XII comment cette “dévalorisation” se

poursuit au niveau des fractions qui à leur tour n’apparaissentplus que

commedescouplesde nombres.

IX.3.4. niflcation des expressions?

Il nous resteâ voir plus précisémentce que nous etitendonspar “perte de

sens” ou “dévalorisation”desexpressions,ce que recouvrentles notionsde

valeur et d’évaluationd’une expressionnumériqueet surtout littérale. Ceci,

qui n’est autreque la sémantiquedesESA, est l’objet du chapitresuivant.

X. ÉLÉMENTS POUR UNE SÉMANTIQUE DES ESA

Le dieu, dont l’oracle est à Delphes,ne parle pas, ne
dissimulepas: ils indique.

HéracLite

Ce chapitre a pour objet de présenterles grandes lignes d’une

sémantiquedes ESA. Il ne s’agit pasune étudeexhaustivede la questionde

la signification en algèbre.Pourcela, il ne faudrait pas moins qu’une autre

thèse.Notre ambition est plus modeste.Nous voulons voir commentles

conceptsde “sens” et de “dénotation” développéspar G. Frege en 1892

peuvents’appliqueraux ESA.

Nous verronsque cette approche“Frégéenne”apporteun éclairage

nouveauà desquestionsanciennesqui concernentaussibien les FSA elles-

mêmes (dans ce chapitre) que la didactique de l’algèbre (au chapitre

suivant).

X. I - “Sinn” et “Bedeutung”

Je proposede partir de la distinction,établie par Gottlob Fregedans

un article publié en 18921, entre sens (Sinn) et dénotation(Iledeutung).

Prenonsl’exemple des expressions“Neil Armstrong” et “Le premier

hommesur la lune”, Cesdeux expressionsdésignentle même individu. Ce’

individu, personnephysique, est la dénotation(unique) de ces deux

expressions.La dénotationd’une expressionest donc son référentdansun

sa traduclionfrançaisefigure dansun recueilde textes,auquelnousferonsconstamment

référenceici, intitulé “&rits logiqueset philosophiques”et pamen 1971. La référence

figureen bibliographieà “Wrege, 1971)”.
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univers donné2.Par contre,cesdeux expressionsn’ont pas le mêmesens
(Sinn). La premièreinsistesur l’état-civil de la personne,la secondesur ce
qu’il a fait, Le sens(Sinn) est ici la manièredont le réfèrentest présenté,le
“point de vue” que l’on adoptepour le décrire.

«Le sensest le modede donationde la dénotation»(Frege,op. vit.)

l’adapter aux ESA. Ensuite, cette distinction est féconde, en ce qu’elle
permet, commeon le verra, de clarifier les questionsqui portent sur la
sémantiquedesESA.

X,2. Dénotation des ESA

X.l.l. Ouestionsde vocabulaire

La traductiondestermesallemands“Sinn” et “Redeutung”,quece soit
en anglaisou en français,a toujoursposédesproblèmes,et aucunesolution
ne fait l’unanimité, Je me tiendrai à la position adoptéepar le traducteurde
Frege Cap. cit.), ClaudeImbert, qui rend “Sinn” par “sens” et “Bedeutung”
par “dénotation”. D’autres choix pour ce dernier mot (“signification” ou
“référence” par exemple) sont possibles, mais je préfère utiliser
dénotation”car, appartenantà un vocabulairetechnique(celui de la logique
philosophique),il risque moins d’égarerle lecteurmathématicienvers des
acceptionsparasites.

Je réservepar ailleurs ici le mot “signification”, dont le champ
sémantiqueme parait pLus (loti que les autres,à tous les usagesoù je ne
spécifiepas si je fais référenceau sens (Sinn), à la dénotationou à autre
choseencore,

X.l.2. Actualité de Frçg

Il en est de la théorie de Frege comme du modèle standard
ChozasLyen,à savoir qu’elle représenteune étape de l’histoire de la
sémantique,critiquéepuis dépasséepar de nombreuxauteurs.Je la retiens
toutefois pour deux raisons.D’abord, l’opposition Sinnffledeutunga été
appliquéepar Fregeaux écrituressymboliquesmathématiques(dansl’article
intitulé “Fonction et concept”,op. vit.), ce qui n’est pas le casde bien des
théoriessémantiquesultérieures. Pour cela au moins, cela justifiait de

2 qui peut être l’univers physique(pour la planèteVénus) ou non (pour le personnage
mythologiqueUlysse).

X. 2.1. La dénotationdes écriturescomme fonction

Nous avons retenude la lecture de Frege3l’idée que l’on a intérêt
(d’un point de vue logique, mais aussididactique)à considérerla dénotation
d’une expressionnon pascommeun nombremais commeune fonction.

Ce point de vue diffère légérementde l’approcheusuelleoù l’on parle
plutôt de valeur numériqued’une expression,ce que l’on peut définir
commesuit.

En algèbreélémentaire,une assignationu est uneapplicationde
l’ensembledesvariablesIj’ar dans1H:

La valeurd’une expressionE pour uneassignationu, notée
vaI( E,estcelle que l’on obtienten remplaçantchaquevariable V
par son imageu( y) dansl’assignation.

Parexemple,soit u0 une assignationtelle que:
u0(a)=2etu0(b)=3.
Alors la valeurde2a+b pourcetteassignation,soit:
valu(2a+b),

estégaleà 7.

3 PourFrege,la dénotationde l’énoncé:

t4s
est la valeurdevérité “Vrai”, et celtede:

est (expriméeavec le vocabulaireactuel)une fonctiondeR dans(Vrai;Fauxl.
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La valeurval( E) d’une expressionest donc (quandelle est définie) Nous allons maintenantexposerde façon plus détaillée comment

tin nombreréel, qui n’est déterminéque dansla mesureoù l’assignationu construirerigoureusementla notion de dénotationdes ESA5.Nous venons

l’est également.Sinon,on dit qu’il s’agit d’un réel “indéterminé” de dire que la dénotationô était une fonction des assignationsvers les

valeurs. Nous allons maintenant,pour définir ô, “court-circuiter” les

Or Frege insiste plutôt sur un autre aspectdu mêmephénomène.Il assignationsen les identifiant à leurs images.Si noussupposonsen effet que

met en avantle lien fonctionnelô: les variables formentun ensembledénombrable:

ô
u ‘- val(E)

T’var = {a;h;c;..4z;a’;h’;..$z’;a“;..,‘,z”;ap zj;;...

entre l’assignationU et la valeur vaI(E). Cela revient à parler de la
(dénombrableà causedes indices qui peuventprendre n’importe quelle

fonction plutôt que de son image (la valeur). La fonction ô en question,qui
valeurentière),les imagesdesassignationssontdoncdes suitesde réels:

fait correspondreles assignationsaux valeurs, est précisément la (uj0N
dénotationd’une expression.

Pour appliquerce qui précèdeà la définition de ô, il faut encore
Ce changementde perspectiven un premier intérêt: il permet prendretrois points délicatsen considération.

d’attribuer une interprétationmathématiquenaturelle à l’énoncé d’ordre
épimathématique“la valeurde E est indéterminéesi l’assignationn ‘est • Certainesexpressions,par exemple:

pasdéterminée”.On passeen effet de la notion un peu vague de double

indéterminationà celle d’une relation fonctionnelle entre assignationet

valeur. Cela joue fortementen didactiquede l’algèbre,dansla mesureoù la

notion de “quantité (in)déterminée” est centrale dans la théorie des ou:

équations. Les notions d’inconnue, de paramètreou de solution en

découlent.

En outre, sur le plan didactique, savoir qu’une expressiona une n’ont pasde valeurnumériquedéfinie, bienqu’ellessoient

valeur numériqueest une chose, et savoir que cette valeur est une grammaticales(cf. V.5.). Nousne pouvonsdonc pasnouscontenterde

fonction de l’assignation, en d’autres termesdes valeurs prises par définir la valeurd’une expressioncommeun nombreréel.

variables,en est une autre.Nousverronsau chapitresuivant l’importancede H faudraétudieren outrecommentle non défini se “propage”: une
cetteconnaissance. égalitédont un membreest nondéfini est nondéfinie à sontour, etc.

Il faut tenircomptedu fait que l’ensembledesvariablesest

dénombrable,mais queseul un nombrefini (et petit!) de variablesont

cet adjectif (introduit par D. Lacombe,y. Rakotovoavy1983) signifie que “indéterminé”
ne renvoieIci à aucunobjetmathématique,mais fournitau lecteurune indicationsur la

5 Cette constructionest baséesur la notion usuellede fonction. Uneconstructioaen

manièredont il convientde modifier le textedanslequelil apparaît,de manièreà obtenir termesde “À-calcul” seraitégalementenvisageable,et peut-êtreplusprochede l’optique

une1xopositionmathématiquecorrecteet complète. - de Frege.
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uneoccurrencedansuneexpressiondonnée.Celaposed’ailleurs des • Enfin, il faut distinguerle casdesexpressions(En) dont la valeur,problèmesaux élèveslorsqu’on leur demandede résoudre“en t (resp. la dénotation),quandelle estdéfinie, est un nombre(resp.unel’équation “y=2”. fonction numérique),et celui desproposition(Pc-a) dont la valeur (resp.
la dénotation)est une valeurde vérité (resp.unefonction booléenne).Nous avonschoisi de définir les dénotations(d’expressionsnon-

indéfinies)commedesapplicationsde l’ensembledessuitesde nombres «a224»dénote le vrai tout comme «22,> dénote4» (Frege,fonclionetConcept)réels (u)N vers IR, ce qui n’est pas tout-à-fait immédiatet alourdit
quelquepeu l’exposé.

X2.2. Dénotation des ExA jprionsaliu}Nousaurionscertespu considérerles dénotationscommedes
X.2.2.A, Notationsapplicationsde l’ensembledessuitesfinies de réels(p. ex. (x; y)) vers

IR. Dansce cas,la définition de chaquedénotationauraitétéplus
-

NotonslR= lRu{ND)concise:

“ND” est un pseudo-nombrequi signifie “Non Défini”
.{R

- R
X ‘-4 X2

iiP représentel’ensembledessuitesd’élémentsde 1I
au lieu de:

X.2.2.B, flètlni(ipn.{ jgN > 1K

(un)nen c, u La dénotationd’une ExA E, notéeME ), est une applicationsde ]R!t dans
1K définie par récurrence.Nous allons donnerles principalesétapesde la

mais alors la définition généralede la dénotationaurail été moins définition, laissantau lecteurle soin de reconstituercellesqui vont de soi.
simple. En effet, la définition de la sommede deux fonctionsayantdes

x.2.2.c. Opérateursnullairesvariablesdifférentes,ce qui est nécessairequandon veut établir la
dénotationde “a+b” à partir de cellesde “a” et de “b”, est plus lourde Par conventionnousqualifions d’opérateursnullaires (ou “O-aires”),que celle de la sommede deux fonctionsde 1K dans1R6. c’est-à-dire d’opérateurssans argument, les écritures d’entiers et les

variables.Remarquonsenfin qu’on peut aisémentreformulertoutesnos
définitions,pour un ensemblefini (et non pasdénombrable)de X,L2C...a. Chiffresvariables7.

I. La dénotationdu chiffre O est la fonction constante:

r —‘6 De la mêmetan,si on coidèreque la daIionde la vadablex ela ftion 6(0
= { (un) oidentique: x ‘—) x, il en est alors de mêmepour la variabley . Toutes les variables

(toutesles lettres)ont alors la nièmedénotation(la fonction identique)et il devientalors
malaiséde définir de manièresimplela dénotationdex=y, voire de r-i-y.

7 il suffit de remplacerR R n où “n” désignele nombredevariables,
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j changea priori d’un énoncéde problèmeà l’autre.
La dénotationdu chiffre I est la fonctionconstante: La dénotationdesvariablesest donc définie à ifi prés.Cette bijection

6(1
= I (un),, M

C’ 1 X.2.2.D. Expressionsdéfinies et non dérmies
etc.

k Nolons nd la fonction constantesuivante:
EcrHurcs.d’entkrs

nd = —,

I• Soit X une écriture d’entier et C;C1; ...; C seschiffres. I 1(u€n C’ ND

la fonction nd, et qu’elle est définie si sadénotationn’est pas la

n I fonction nd.

Sadénotationest la fonction constante: I. Nous dirons qu’uneexpressionest non définiesi sadénotationest

6(X

= {

(u)n Ceci va nous n’ir pour la “propagation” de la valeur ND dans la
i=O dénotationd’uneexpression.

On peut ideniifier de manièrecanoniqueles fonctionsconstantesavec X.2.2.E. Opérateursunaires
leur image, que nous qualifieronsdésormaisde désignation”de I’ESA.
pour la distinguer de la dénotation. Dans le cas des ESA strictement I. La dénotationde l’identique d’un termeest la dénotationde ce
numériques,on n’a souventbesoinque de cettedésignation.La fonction de I terme:
dénotationn’est en effet indispensableque pour la sémantiquedes ESA I ôÇi-X) = 6(X)
littérales.Néanmoins,si une ESA numériqueest une sous-expressiond’une j
ESA littérale, alors il devient nécessairede considérersa dénotationau • La dénotationde l’opposé8d’un termedéfini est l’opposé9de la

même titreque le restede l’expression. dénotationde ce terme.
8(-X) = -8(X)

Les dénotationsdes écrituresdécimalesen générales(catégorieCst) I
ainsi quedesCLE sontdéfiniesde manièreidentique. e

La dénotationde l’opposéd’un termenon défini est non-définie.

X.22Ç.e. ribles Valeur absolue:60x1) = ôl(x)I si X estdéfini, nd sinon.

L’ensembledénombrableflkr desvariablespeut être mis en bijection X.2.2.F. Opérateursbinaires

avecl’ensembledesprojectionsde 11V’ sur f . Autrementdit, à chaque De manièregénérale,la dénotationd’une sommeest la sommedes
variablecorrespondune projection,sa dénotation. détotationde ses termes(et nd si un des termesest non défini), de même

I. La dénotationd’une variable VesI la projectionqui lui correspond

_________________

par la bijection if’:

f
8 ausenscatégoriel

ô(v ) =t(v)
= l(uj0€ C’ u1 9 ausensmathématique
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pour la soustraction,etc. Le casdes fractionsest légèrementplus délicat, car
une fraction est non définie si son dénominateurest nul (c’est-â-diresi la
dénotationdu dénominateurest6(0)).

Même chosepour les produitsde n facteurs,en remplaçantE parn.

X.2.3. Dénotation des PrA (Propositionsal2ébriclues)

6(R) = nd si ôrnR) <0 et 6(OR) estpair

• Soit X uneégalitéet M et sesdeux membres.

• alorssi les deux membressontdéfinis on a:

F {V.F,ND)

I (uj11
., f Vrai si ô (M) = ô (rvi)

I Fauxsinon

• si un desdeuxmembresest non-défini alors la
non-définie.

Mêmechosepour les autrespropositionsalgébriques.

(idem).

X,2.2.G. Opérateursn-aires

Sommes.A)ghriques

Soit X une sommealgébriquede n termes.

Soientt; t; . . -; t sestermes

Notonss l’applicationqui ausigne“-t” fait correspondrele nombre

1 et au signe“-“ fait correspondrele nombre-1.

si y ô(t’) nd alors6(X) =

si 3 i tel queô(1”) = ml alors ô(X)= nd

X.2.4. Définition récursive structurelle

On pourrait bien entendu ne pas vouloir caractériserles sous-
expressionspar leur fonctioct Dans ce cas, il faudrait, pour une règle de
réécrituredonnée,autantde règlesde calcul de la dénotationqu’il y a de
suitesdansle paradigmede cetterègle.

Par exemple,pour évaluerl’opposéd’une expression(Opp), dont le
paradigmecontient26 suites:

(Id e)

(VA5)
Môn
Pra
Quo

Opp:- Fra
Fui
Rac
Cil
cli
Var
VAb

10 oùB représentela baseet E l’exposantde la puissance.

où RR représentele radicandeet0Rl’crdre dola racine.
il ne faudraitpasmoinsqu’une liste de 26 règlesde calcul de la dénotation:

• Soit F une fraction.
SoientN” et Dsonnumérateuret son dénominateur.

ô(N)
si ô(NF) nd et 5(D”) nd et ô(Dt’) 6(0) alors ô(F)=

sinon8(F)=nd

On retrouveunedéfinition analoguepour les puissances’0:

6(P) = nd si 6(13”) = O et ô(E) <0

(condition suffisantemais pasnécessaire)et pour les racinestt:

6(X) =

propositionest
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• La dénotationde - (idc) est l’opposéde la dénnialionde Ide:

& (ldefl= - El(ldt) J r est respectueuse<=

(vx€ *r*) W s’appliqueàX=6(W(X))=ô(X)
• La dénotationde - (Opp) estl’opposéde la dénotationde Opp:

ô(- (Opp»r- MOpp) Ce qui peutse symboliserpar le schéma:

etc. X W(X)

• La dénotationde - (Vab) est l’opposéde la dénotationde Vab:

ô(’ (Vab))= - 6(Vab)

• La dénotationde - Môn est l’opposéde la dénotationde Môn: 8(X) = ô B(W (X))

6(- Mt.n)= - 6(Môn)
X.3. Sens (Si,,,.)

etc.

• La dénotationde - Vab est l’opposéde la dénotationde Vab:
«Quelestdonc le contenu,la dénotationde “22+2”?

ô(- Vab)= - ô(Vab) C’est la mêmequela dénotationde “18” ou de “36”.

Pour calculer la dénotation d’un pseudo-Monômede n facteurs
Let expressionssont différentes mais correspondent

(n> I ), dont le paradigmeest particulièrementimposant, nous avons
toujours la nième chose, bien qu’elle soit saisie
différemmentet sousdifférentsaspect&

calculé qu’il ne faudrait pas moins de 23x884’ règlesdistinctes (soit

17 973 488 régiespour 3 facteurs)!
OE’rege. Conceptet Fonction)

C’est pour cela qu’il est préférablede définir la dénotationà partir Nous allons abordercette question épineuseen nous approchant

des fonctionssyntaxiques(une règle de calcul de la dénotationpar règle de progressivementde la noticn de sens pardesdéfinitionssuccessives,d’abord

réécriture,le schémainfini de règlesde la Sommecomptantpour un, même trèsvagues,puis de plusen plusprécises.

chosepour le produit) au lieu de le faire à partir des structures(une règle

par élémentdu paradigmede chaquerègle de réécriture). X.3. I. Une première définition provisoire

Il est beaucoupplus difficile d’établir ce que peut être le sens(Sinn)
X.2.5. Critère de respectdes transformations

d’une ESA que sa dénotation.Je proposedonc une première définition

Dans le premier chapitre, consacréà la position du problème, la provisoire.Prenonsun exemple. D’aprèsce qui précède,les expressions

questionde la liste des transformationsa été volontairementécartéeen

raison du fait qu’elle a été étudiéepar ailleurs. Il restetoutefois â préciser
(î) (x-2y)2

et
ici que pour ajouter une transformationà cette liste, il faut s’assurer (ii) x2-4xy+4y2
auparavantqu’elle respecteles dénotationsdes expressionstransformées.

C’est ce qu’on peut appelerle “critère de respect”: ont la mêmedénotation,à savoir la fonction f:
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L’objet mathématiquedénotéest le même:c’est la fonction f, Pourtant, O)
ne nous apportepas les mêmesinformationsque (ii). Bien qu’elles aient la
même dénotation, il ne nous est pas indifférent, dans un calcul, de
considérerl’une plutôt que l’autre. Dans un cas, nous apprenonsque le
nombre inconnu considéréest obtenu en élevant au carré une certaine
quantité. Dans l’autre, ce nombre apparaîtcomme une sommede trois
termes. Certaines transformations (l’éradication par exempte) sont
productivesavec (i) et sans intérêt pour (ii). Nous proposonsdonc une
caractérisationbaséeindirectementsur ce qu’on peut “faire” avec les ESA,
i.e. sur les diversestransformationssusceptiblesde leur êtreappliquéespour
unedénotationdonnée.

La différencede sens(Sinn) entredeux ESA de mêmedénotationest
liée aux ensemblesde transformationsqui sont susceptiblesde leur être
appliquées.

Cette proposition pour définir (de manièredifférentielle) le sens
d’une ESA rejoint pleinementla remarquede Gilles-GastonGranger(1979
p. 58) concernantles langagessymboliques:

«L’information véhiculéepar de telssymbolismesn’estpasconstituéepar un
renvoi pur et simple à desobjetsqui transcendentles signes,mais à dessystèmes
d’opérationsapparemmentintérieuresau symbolisme»

X.3,2. Senset métaconnaissances

La déterminationdu sens (Sina) d’une ESA est une opérationplus
complexe que le calcul de sa dénotation. En particulier, déterminer
l’ensembledestransformationssusceptiblesde lui êtreappliquéesmet en jeu
desconnaissancesde niveau“méta” (en ce qu’ellesportentsur les ESA et sur
leur transformations).Dans une situation donnée, il y a en outre des
transformationsplus intéressantes,ou plus faciles à mettre en oeuvre,que
d’autres.Tout cela fait partiedescomposantesdu sens.

Ainsi nous proposonsl’énoncé (plus fort) suivant, qui introduit une
composantepragmatique,c’est-à-dire liée à la situation (cf. Kirshner
1987a):

Soient X et X’ deux ESA ayant mêmedénotation.La sélectionet la
hiérarchisation,au seindesensemblesdestransformationset procéduresqui
leur sont applicables,de cellesqui sont intéressantesen fonction de la tâche
à réaliser,fait partiede la différencede sensentreX et X’.

Le sens(Sinn) se situe donc au niveaudesmétarègles.Cela éclairela
remarquesuivantede Thorpe (1989 p’ 18):

«To havea meaning,anexpressionmust be ernbeddedin an equation»

Nous pensonstoutefois qu’il n’y u pas que tes tâchesde résolution
d’équationspour donnerdu sensaux ESA, mais que c’est vrai de toutesles
tâchestellesque factoriser,simplifier. etc.

Nous n’avons fait qu’approcherla notion de sens,en proposantune
caractérisationdifférentiellequi se situe dansla ligne de Frege,mais sansla
définir précisément.Toutefois l’intérêt de cettenotion par oppositionà celle
de dénotation,estqu’elle permetde montrerl’interdépendanceeniresyntaxe
et sémantique.Il y a bien entenduégalementdéjà un lien entre syntaxeet
sémantiqueau niveaude la dénotation,mais ce lien est plus “fruste” en ceci
nous avons une relation non injective entre les ESA et leur dénotation.A
une dénotationdonnéeen effet, par exemplela fonction:

(x,uh .,.) ‘4 X2

correspondentune infinité d’ESA:

X2
2 2

x’i-l-I

x’x

‘-‘ (x-2y)2

X2
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etc. X.4.I. Excntpk

lnversenwnt,deux ESA différenteset de mêmedénotationne peuvent

pasavoir le même“sens”, dansla mesureoù celui-ci est en rapportavec les

transformationsapplicables,qui diffèrent d’une ESA à l’autre.

Nous n’avonspasl’ambition ici de déterminerexhaustivementtous les

aspectsdu sens (“Sinn”) d’une ESA, mais simplementde montrer le lien

entre cette notion et la composantepragmatiquedu calcul algébrique,au

traversdu projetde celui qui effectuecescalculs.

X.4. Interprétation

Nous venonsde voir commentl’opposition sens (Sinn)/dénotation

établiepar Fregepouvait s’appliqueraux ESA. Il resteque cetteopposition

ne couvre pas l’ensemble des phénomènesde signification en algèbre

élémentaire.Nous allons voir brièvementdeux autres notions, celles

d’interprétationet celle de connotation.

J’appelle interprétationd’une ESA X dansun cadredonnétout objet

qui “correspond”â la dénotationde X dansce cadre.

Je prendsici le mot “cadre” dans l’acception que lui donneRégine

Douady (1984):

«Le jeu de cadrestraduit l’intention d’exploiter te fait que la plupartdes

conceptspeuvent intervenir dans divers domaines,divers cadresphysique,

géométrique,numérique,graphiqueou autres.Un conceptsetraduiten chacund’eux

en termesd’objets et relationsqu’on peut appelertes signifiés du conceptdansle

cadre.L.es signifiantsqui leur sontassociéspeuventégalementsymboliserd’autres

conceptsdansle cadredessignifiés.»

Nous introduisonsla dénotationdans la définition de l’interprétation

dansla mesureoù seulela dénotationestun objet mathématiqueet peutdonc

être mise en correspondanceavec d’autres objets mathématiquesdans

d’autrescadres.

Considéronsparexemplel’ESA:

4x-2

Parmi les cadresmathématiques,on peutconsidérer:

etc.

• le cadredesfonctionsde 1k dans1k où cette ESA a pour

interprétationla fonction:

x —, 4 x-2

• le cadregraphiqueoù elle a pour interprétationla droite d’équation

y=4x-2

• le cadregéométriqueoù elle n pour interprétationle nombrede côtés

d’un polynôme

• le cadrearithmétiqueoù elle a pour interprétationun multiple de 4

auquelon enlève2

I lors desmathématiques,il y a les cadresdessciencesmathématisées

(Physique,Chimie, Economie...).L’algèbre élémentaireapparaîtcommeun

outil de modélisationdesproblèmesqui se posentdanscesdifférentscadres

(Chevallard1990).

II faut encore considérerce qu’on pourrait qualifier de “cadres

artificiels” dans lesquelsprennentplace les problèmes“pseudo-concrets”.

Dansce type de cadre, “‘Ix-2” devientpar exempleun nombrede pommes,

un poids sur une balanceà doubleplateau,l’âge de ma grand-mèreou celui

du capitaine12.

12 La structure et les contraintesde ces cadres artificiels, les problèmesardus

d’interprétationet de modélisationqu’ils posentaux élèves,la tentation toujours

renouveléed’y avoir quandmêmerecours,y comprisavec les meilleuresintentions
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X.4 .2. Interprétation des transfo niations

Pourpeu que le cadreait une structuresuffisammentriche, un certain

nombrede transformationsy reçoiventégalementune interprétation.

Ainsi par exemple les transformationsmises en oeuvre lors de la

résolutionde systèmesd’équationscorrespondent-ellesà destransformations

du plan opérantsur les droitescorrespondantaux équations.Ces dernières
transformationsne sont d’ailleurs pas toujourstrès intuitives, en sorte que
leur pouvoir interprétatifest faible.

De même, le caractèrenon-respectueuxde certainestransformations
affectantdes égalités(par exemple,l’élévation au carrédesdeux membres

de l’égalité) peut-il être interprété(fonctionnellement)en termesde non

bijectivité de certainesfonctions (ici x ‘-3x2) et graphiquementen termes

de propriétéde graphes(ici y =x2).

X.4.3, Dénotation et interprétation

Notons que la dénotationest un cas particulierd’interprétation,dans

le cadretrés particulierdesfonctions

&IR —, )Ru{Vrat;Faux)

X.5, Connotation

Tout ce qui précèdese situe dans une perspectivelinguistique. Le

locuteuren tant que personneen est absent,en ceci que la dénotationet,

dansune moindremesure,le sens(Sinn) attachésà uneESA ne changentpas

d’un individu à l’autre. Un individu peut donner plus ou moins

d’interprétationsdifférentes,dans des cadresvariés, à une ESA (Robert

1982). lI n’empêcheque la naturede ces diversesinterprétationsne dépend
pasde la personnalitéde ceuxqui les ont à l’esprit. Associer:

4x -2

à une droite du plan, je ne suis pas le seul à le faire, et tous ceux qui le font
associentla mêmedroite à la mêmeexpression.Au contraire, la manière
dont je me représentecette droite est liée à de nombreux facteurs
personnels,en particulier (mais pas seulement)les différentesfacettesde
l’enseignementquej’ai reçu.

Plus généralement,tout individu perçoit et interprèteun ESA d’une
manièrespécifique,qui dépendde son expérience,et en particulier des
situationspar lesquellesil a abordécet ESA ou des ESA analogues.Je
qualifie de connotationcetteperceptionet cette interprétationsubjectives.

Danscette propositionde définition, je préfèreemployerle termede
“connotation”plutôt que celui de “représentation”qu’emploieFrege:

«Il n’y a pasd’obstacleà ce queplusieursindividus saisissentle mêmesens;
mais ils ne peuventavoir la mêmereprésentation,.,»(ibid. p’ 106)

Ce dernier termeest en effet fàcheusementpolysémique(systèmede
représentation,représentationsgraphiques, représentationsmentales,

représentationdesconnaissancesetc.), aussiai-je préféré “connotation” qui
ressortitau vocabulairt.spécialiséde la linguistique,pour éviter encoreune
fois les significationsparasites.

Le terme“connotation” estcertesutilisé dansdiversesacceptionsselon les
auteurs,maisqui ne sonten généralpas incompatiblesaveccelle qui nousoccupe.
Duboiset ai. (1974) notentdansleur dictionnairede linguistiqueque:

«On pourra,en premièreapproximation,définir la dénotationcommetout ce
qui, dans le sens d’un terme, est objet d’un consensusdans la communauté
linguistique. Ainsi rouge dénoteune couleur précise,définissableen termesde
longueurd’onde, pour ta communautéfrançaise.La connotationest alois ce que la
significationa de particulierà un individu ou à un groupedonnéà l’intérieur de ta
communauté;par exemple,la connotationpolitique de rougen’est pasidentiquepour
toutecottectvitéfrancophone.»

didactiquesdu monde,sont une mine d’effets perversà étudierpour le didacticien
(Adda 1987),
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La nécessitéd’une composantede la significationqui tiennecomptede

l’individu en tant qu’il est à la fois un sujet psychologiqueet un sujet

didactique. répond â l’impératif méthodologiqueprésentépar Léonardet

Sackur (1991) d’aborder les questionsdidactiquesd’un triple point de vue

mathématique,psychologiqueet didactiquestricto sensu.J’ajouterai à ce

proposque cette thèsetend à montrerqu’il est difficile d faire l’économie

d’un quatrièmepoint de vue, linguistique (au moins en ce qui concerne

l’algèbre).

L’importancedonnéeaux situationsdidactiquespar lesquelleselles ont

été abordées,pour la connoationdes ESA. est égalementà rapprocher

d’une hypothèsesur le rôle de cesmisesen situationdansla théorisationde

la démarchede “DiscussionAutour de Problèmes”(y. annexe).Nousavons

en effet été amenésà poser Phypothèseque les situationsd’enseignement

(tout particulièrementles situationsde “DAP”) n’ont pas forcémentvocation

à être oubliéesune fois “acquise” la notion qu’elles sontcenséesintroduire.

Au contraire, cette “histoire” fait partie intégrantede la signification de

cettenotion.

Cetteprisede position (qui estâ rapprocherde la notion de schème,et

qui s’opposeconceptuellementâ la notion d”‘abstraction”) vient donc

prendre naturellementplace dans la composantede connotationde la

signification.

X.6. Communicationsur la signification

Revenonssur le triplet SenslDénotatiotillnterprétation.Je mettrai le

casde la connotationde côté,dansla mesureoù il s’agit plutôt d’une prise

en comptedesaspectssubjectifet didactique,qui recoupeen partie le triplet

précèdent(on peut avoir une connotationde la dénotationqui provienne

d’une certainemiseen situation,etc.).

La premièreremarqueà faire est qu’on peut rapprocheren partie ce

triplet de la tripartition proposéepar Paquelier(1990) pour interpréter

certainsphénomènesde communicationmathématique:

• Intrigue (qui a trait au rituel, à ce qui se fait et ce qui ne sefait pas)

• Argument (qui a trait à la vérité desénoncésenjeu)

• Herméneutique(qui a trait à leur signification)

En effet, communiquersur le Sensd’une ESA ressortità l’ordre de

l’intrigue, dansla mesureoù ce qui esten jeu est ce qu’on peutet ce qu’on

doit faire de I’ESA, quelles sont les transformationsadéquatesou non,

intéressantesou non,

Communiquersur la Dénotationd’une ESA revient à menertin débat

de vérité (“Argument”), pour peu que I’ESA en question soit une

PropositionAlgébrique.Sinon, si l’ESA est une expression(ExA), elle fait

partie d’une proposition algébrique,ou au moins (l’une proposition en

LangueNaturelledont, in fine, la valeur de vérité, c’est à dire la dénotation

esten jeu.

Enfin, une communicationsur l’interprétationà donnerû une ESA est

évidemmentd’ordre herméneutique,si ce n’est que la communication

herméneutiquea pour objet tout ce qui fait signification, autrementdit

l”interprétation” dansun senslarge du mot et non restreintcommenous

l’avons adoptéjusqu’ici: la nuanceest tout de mêmeimportanteet empêche

qu’on puissedécalquerexactementnotre tripartition sur la sienne.Le sens

(Sinn) et la dénotationpeuventêtre aussi l’enjeu d’un débatherméneutique,

parexemple“Qu ‘est-cequeça veut dire, que n ‘estpasdéfini?”.

Nousvenonsdeprésenterune analysede la sémantiquedesESA dans

l’absolu, pour un scripteur-lecteurcompétentidéal, Nous allons voir dans

les deuxchapitresqui suiventce qu’il en est pour une populationbien réelle

de 1 500 élèvesde collège,dansle casparticulierdesfractions.
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Xl. UNE ENQUETE SUR LES FRACTIONS.
PREMIERE PARTIE:

PRÉSENTATION ET RÉSULTATS GLOBAUX.

«EtantdaméqueIon peutdemandern’importe quoi à
n’importe qui et quen’importequi a presquetoujoursassez
de bonnevoloulépour répondreau moinsnimportequoi à
n’importe quelle question, même la plus irréelle, le
questionneurqui, fautede théoriedu questionnaire,ne se
posepas la questionde la signification spécifiquede ses
questions,risquede trouvertrop aisémentune garantiedu
réalismede sesquestionsdans la réalité des réponses
qu’ellesreçoivent.»

Bourdieu, Chamboredon& Passeron,Le ,nétier dc
sociologue.

XI. 1, Présentation

Les deux enquêtesprésentéesau chap. IX portaientprincipalementsur
la dénotationdes ExA et sur un certain nombre de transformations
poséeshors contexte.Nousallonsmaintenantrelaterune enquêteportantsur
les transformations,correctesou incorrectes,que les élèvesappliquentà des
expressionsparticulières mettant en jeu des fractions numériques.
Autrementdit, nous allons observerde manièredétaillée le sensque les
élèvesattribuentaux écrituresmettanten jeu des fractions, en tant qu’il est
lié aux transformations,et aux métarèglesqui gouvernentleur usage.

Le présent chapitre est consacréà la présentationgénéralede
l’enquête et aux résultatsglobaux. Le chapitre XII exposerales résullats
détaillésquestionparquestion.Les conclusionssur les connaissancesqu’ont
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les élèves observésdu sens et de la désignation’ des écritures qu’ils
manipulentserontexposéespuis généraliséesdansle chap.XIII, qui est la
conclusiongénéralede la thèse.

Cesdeux chapitresreprennentles résulatsd’une recherchemenéede
19873 1990 â l’INRP2,en collaborationavec Yves Paquelier,au seind’une
équipedirigée par BernardDurnont3.

XLII. Qj4ççif du questionnaire

L’ensemblede cette rechercheINRP avait pour objectif principal la
conceptiond’un logiciel, FRACT-1, utilisant l’intelligence artificielle, de
diagnostic et de traitement des erreurs d’opérations sur les fractions
(Dumont 1989). Le “noyau” d’un tel logiciel est constituéd’un système
expertd’analysed’erreursde l’élève. Pour pouvoir fonctionner,ce système
expert doit étre muni d’une basede connaissancesportantsur les règles,
correctesou non, permettantde produire les résultatseffectivementproduits
par les élèvesdans le traitementdes opérationsportantsur les fractions.
L’objectif premierdu questionnaireque nousprésentonsici consistedonc â
établir unetelle basedeconnaissancesde règles,

Le “traitement” de l’erreur proposépar FRACT-I a peu de chances
d’avoir une réelle efficacité en profondeursi le diagnosticqu’il pose de
l’erreur n’a aucunrapport avec les représentationsque l’élève se fait de sa
tâche. L’enquête doit fournir une base de connaissancedes règles
(incorrectes) ayant un minimum de pertinence didactique. Cette
contrainte,(qui peut parfois aller â l’encontrede la concisioninformatique),
conditionnela validité du “traitement” ultérieurde l’erreur par le logiciel.

XI.l .2.__Poqiuiieenuuêtjpçjf[pç?

La plupartdesétudesdisponiblesen françaissur les fractionstraitent
de la signification des écritures fractionnaires,et de leur apprentissage.
Raressontcellesqui portentégalementsur les erreursde calcul elles-mêmes
(voir par exempleEballard et al. 1982 ou l’errin-Glorian 1992). Tout en
servantde basede départpour la recherche,elles ne font pas une étude
exhaustivede toutesles erreurspossibles,ce qui est une nécessitépour une
base de (fausses) règles. Nous disposons également de quelques
renseignementssur le sujet dans la littérature anglo-saxonne:voir par
exemple Fong Ho Keong (1986) ou Nwana & Coxhead (1988).
Malheureusementcesdonnéessont peu utiles pour le cas français,car elles
concernenten grandepartie les écrituresdu type 2

En 1984, uneenquêtefut menéepar l’Equipe de Recherchesur sur les
Questionnementsen Mathématiques4,dontje faisaispartie, sousla direction
de Daniel Lacombeet de JérômeChastenetde Géry, auprèsd’environ 3000
élèvesde collège,lycée et L.E.P. (voir Chastenetet al. 1985, Dumont 1989).
Une série de questionsconcernaitles sommeset les différencesdont au
moins un termeest une fraction, une autresériede questionsconcernaitles
produitsdont au moins un facteurest une fraction.

Ce questionnairea mis quantitativementen évidenceun certain
nombred’erreurs“classiques”de la part desélèves,en particulier:

• l’importancede l’erreur:

a e a-i-c
+j-) j4;j

Dans la mesureoû l’enquêteporte sur desexpressionsstrictementnumériques,nous
parleronsici de “désignation”plutôt quede “dénotation” (cf. clap- X).

2 Institut National de RecherchePédagogique,Département“TechnologiesNouvelleset
Enseignement”

3 Ch. Aubertin, J-F. Boudinot, E. lintillard, B. Dumont, B. Grugeon,Cl. Nobtet, Y.
Paquelier.C. Terlonet P. Wach.

• l’influence de la présenced’un “t” au nutnérateurqui modifie la règle
précédente,au profit de:

J. Chastenetde Géry (responsable)et S. llocquenghempour le CREEM (CNAM), B.
Dumont,D. Lacombe(responsable)et G. Sol pour l’UER de DidactiquedesDiscipl’mes
(UniversitéParis7).
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11 1

que l’on pourrait qualifier de “linéarité de l’inversion”.

l’importancede l’erreur

b ab
n X—-->

C OC

qui est une sortede “distributivité de la multiplication sur la division5”.

Cetteenquêtenousa fourni un grandnombrede règlessusceptiblesde
figurer dansla basede connaissances,mais ne pouvait à elle seuleremplir
l’objectif que nous nous étions assigné (constituerune base de règles
ordonnêespar la fréquenced’occurence). En effet, ce questionnaire
“balayait large” en proposantun grand nombred’items différents, afin de
recueillir le plus grand nombred’erreurssignificatives,mais n’établissaitde
variationsystématiqueque pour certains facteurs (afin d’en établir
quantitativementl’influence).

En outre cette enquêtemontrait qu’un grand nombred’élèvesfaisait
deserreursde simplification des fractions (avantde commencerles calculs,
ou bien pour mettre le réponsesous forme irréductible). Toutefois cette
questionde la simplification n’était, en tant que telle, abordéedansaucun
item.

produits dont il est question ici. Le dépouillementdes questionnaireset
l’analyse des résultatsa été fait en commun,en relation avec les autres
membresde l’équipe.

XI.I.3. Description du qMçp’onnaire.

Le questionnaireétait composéde dix questions(Qi â Ql0). Les cinq
premières(qui se trouvaient sur la premièrefeuille du questionnaire)ont
été passéespar 1 500 élèvesde la 6ème à la 3ème. Sur cette première
feuille, les quatrepremièresquestions(QI à Q4) concernaientuniquement
la simplification des fractions isolées,traitéespar Y. Paquelier.Il n’en sera
pasquestionici. La cinquiémequestionde la premièrefeuille (Q5) a donc
étéégalementpasséepar les 1 500 élèves.Les cinq dernièresquestions(Q6 à
Qt0, secondefeuille du questionnaire),qui sont l’objet du présentchapitre,
ont été passéespar les classesde quatrièmeet troisièmeuniquement(832
élèves).On trouveraen annexeunephotocopied’un questionnaire.

X1.1.3.A. Liste des 6 items; 05 à 010

Les élèves devaient donc répondre aux questionsQ5 à Ql0 qui
présentaientles typesd’ESA suivants:

54
j t.

57
j 1

45
9 - 12

3
5+j

3
17

1
x8

Il nous a donc fallu menerune nouvelle enquêtepour compléterla
première,laquelle nous a servi en quelquesortede pré-testpour déterminer
les questionspertinentesà poser. Au sein de l’équipe, Yves Paquelieret
moi-mêmeavonsété chargésde cette nouvelleenquête.Y. Paqueliers’est
occupéplus particulièrementde la partie concernantles simplifications de
fractions6, tandis quej’ai plutôt traité les transformationsde sommeset de

cf. chap. IX.

un rapportdoit paraïtresurce sujet à l’INRP.
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En faisant varier certainsparamètresdes questions(cf. infra) tious
avons construit dix variantes désignéespar les lettres A à J. La partie du
questionnairequi nous intéresseportesur 57 items répartisen six questions.
Il y a 6 questionset 10 variantes,ce qui devrait faire 60 items, mais un
certain nombred’items sont communsà deux variantes.

Le fait de créer ainsi des variantes,outre qu’il permet de rendre
presque négligeablele phénomènedu copiage,était surtout,pour nous, un
moyen d’observerl’influence de certainsparamètresdansles réponsesdes
élèves.Nous présenteronsplus loin les caractéristiquesa priori de chaque
item.

Xl.1.3.B. Consi2ne:

Pour chaquequestion il était exigé comme réponseune fraction
irréductible (“c’est-à-dire qu’on ne peut plus simplifier”, précisait la
consigne).

Lors de la toute premièreenquéteévoquéeplus haut, nous n’avions
pasdemandéaux élèvesle détail de leurs calculs, ceque nousavonsregretté
lors du dépouillement,dansla mesureoù il nousa souventété difficile voire
impossiblede reconstituerle cheminementdes élèves.Aussi, lors de cette
secondeenquête,on a demandé d’écrire“tous les calculs intermédiaires”et
d’utiliser le verso vierge de chaquefeuille comme “feuille de brouillon”.
Nous n’étions certes pas naïfs au point de penserque tous les élèves
détailleraientleurs calculs, ni mémeque, s’ils le faisaient,cela éluciderait
tous les problèmesd’interprétationque nous rencontrerions,mais selon le
vieux principe du “c’est toujours mieux que rien”, nous pensionsque les
informations ainsi recueillies, même partielles et parfois obscures,
apporteraientdesindicesnon négligeablespour l’analyse.Nous verronsplus
loin que tel fut bien le cas.

Xi.1.4. Description de la population.

Le questionnairea été passépar 1500 élèvesde collège, appartenantà
60 classesde 57 collègesrépartis, équitablemententre types decollèges
(urbain, rural...), dans toute la France. La répartition selon lesquatre
niveauxdu premiercycle estla suivante:

niveau nb élèves nb classes

6ème 265 11

5ème 403 16

4ème 514 20

3ème 318 13

total 1500 60

La passationa eu lieu enjuin 1988. Cettedateoffrait, comptetenudes
changementsde programmeen cours à cette époque,une conjoncture
intéressante:les élèvesde sixième (suivant Je nouveauprogramme)et de
quatrième(encoresousl’ancien programme)avaientsuivi, pour la première
fois cetteannée-là,un enseignementsur les fractions;et de même,les élèves
de cinquième (nouveauprogramme)et de troisième (ancien programme)
avaientderrièreeux, en juin 1988, deux annéesde “pratique” des fractions.
Nousreviendronssurce point lors de l’analyse.

La population se répartissaitselon les dix variantesde la manière
suivante:

6ème 5ème 4ème 3ème l’otal Totat
Variantes Q5 Q5 Q5àQ1O Q5àQIO Q5 Q6âQ1O

A 29 37 55 37 158 92

B 28 38 79 34 179 113

C 28 37 52 36 151 88

D 27 39 47 34 149 81

E 27 37 64 32 160 96

F 24 39 45 29 137 74

G 26 38 46 30 138 76

lI 27 36 42 28 135 70

I 24 36 41 29 130 70

J 24 67 43 29 163 72

Total ( 264 404 514 318 1500 j 832

Indiquons, pour terminercette présentation,qu’à chaque envoide
questionnairespour une classe étaitjoint un questionnairedestiné au
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professeurde mathématiquesde la classeet dont le but était de se faire une
idée aussipréciseque possiblede l’enseignementreçupar les élèvesayant
réponduau questionnaire.

X1.2.l. Deux points de vue

XI.2. Méthodologie

En raison de l’objectif exposédansla partie précédente,nous avons
été amenésà adopter deux points de vue complémentaireslors du
dépouillementet de l’analysedesréponsesdesélèves.

XI.2.l.A. L’exuertise Informatique

Etant donnéun résultatfourni par un élèveen réponseà une question
particulière,le logiciel doit êtrecapable(dansle plus grandnombrepossible
de cas) de retrouverun ou plusieurscheminementspermettantde produire
ce résultat.Faceà l’extrêmevariabilité desréponsesdesélèvesil faut, d’une
part éviter la multiplication de règles trop particulières,et d’autre part
orienter l’exploration du système expert en hiérarchisant (par
“pondération”)ces règlesseloncertainescaractéristiquesde l’exerciceet de
l’élève.

Le travail de codageobéit alors, entre autres,à un souci d’efficacité
informatique. L’analyse des résultats s’intéresserad’abord à l’aspect
quantitatif afin d’établir les fréquencesd’apparitionde certainesrègleset de
les corréler à certainsparamètres.L’heuristique d’exploration du système
expertseraalorsobtenueen convertissantcesstatistiquesen probabilités.

XI.2.I.B. Communication didactique

PermeÉtreau systèmeexpertde produire,à l’aide de règlesexplicites,
le mêmerésultatque l’élève n’est qu’uneétapedansl’élaborationdu logiciel.
Il s’agit égalementde faire en sorteque cetteproductionartificielle puisse
apparaitrecommeune explicitation plausiblede ce qu’a effectivementfait
l’élève (de manièreplus ou moins implicite).

Dans le travail de taxonomie de ce que nous appelleronsdes
transformations(voir plus bas), nous chercheronsdonc à éviter ces deux
excèsinversesde la seuleefficacité informatique ou de la modélisation
didactiqueprématurée.Choisir de décrire la réponsed’un élève à l’aide
d’une ou plusieurstransformations,ce serachoisir desrèglesde production,
informatiquementsimples et didactiquementplausibles,permettantde
produire le même cheminementsanspréjuger la signification didactique
d’un tel comportement.

Ce sera la tâchede l’analysequantitativemais surtoutqualitativedes
résultatsdu questionnaireque de risquer des interprétationsen terme de
conceptionsdesélèvesdansuneperspectivede travail surcesconceptions.

XI,2.2, Terminiqçje

Pour coder,classeret analyserl’ensembledesproductionsdesélèves,
nous avonsété amenésà définir un certain nombresde termes.Au lecteur
qui trouverait cet attirail linguistique pédant ou pesant nous voudrions
préciserque cette terminologie ne fut pas décidée a priori mais s’est
imposéeà nous pour, â la fois, repérerles phénomèneset communiquerâ
leur propos avec les autres membresde l’équipe. En effet, le fait de
travailler à plusieurssur cette enquêtea mis clairementen évidencela
nécessaireclarification du vocabulaire propre à toute entreprisede
communicationd’un travail de recherche.En définissantci-dessousles
principaux termes employés nous voudrions permettre au lecteur de
s’appropriercette terminologieà travers ce qui l’a justifiée et lui faciliter
ainsi l’accèsaux idéesqu’elle permetd’exprimer.

X1.2.2.A. Réponseet résultat

Pourchaqueitem de la copie d’un élève,nousdistinguonsla réponse
de l’élève, constituéepar l’ensemblede ce qu’il a écrit pour répondreà
l’item7,et le résultatqui désignela fraction terminalede la réponse.

En cesensunenon-réponseest uneréponse.
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XI.2.2.B. Comportements.Enchaînements.Transformations

Les différentes réponsesd’un élève à une même série d’items

(questions1 à 4 d’une part, questions5 à 10 d’autre part) constituentson

comportement.Mais dans un premier temps nousnous intéresseronsaux

réponsesindépendammentles unes des autres et nous avons décidé de

décrire ces réponsesà l’aide de la notion de transformationtelle

qu’elle est définie au chapitre VIII. Une transformationest donc

l’opération formelle qui, à partir de l’écriture

a

b’

suivant une certaineprocédurequi constitue la caractéristiquede cette

transformation.

Nous appelons “transformations”les étapesélémentaires parlesquelles

est passél’élève. Nous les identifionspar les tracesqui figurent sur la copie

de l’élève. Parexemple,de la réponse:

3 41
8’82

nous “abduisons”8qu’il y a eu deux transformations.L’élève a d’abord

transforméla somme en une fraction dont le numérateurest obtenu par

addition du numérateurdu premier terme, au second terme, puis il a

simplifié le résultat.Si les étapesintermédiairesn’apparaissentpas,comme

dans:

nousles reconstruisonsparanalogieavecdescopies similaires.

Les transformationssont donc “atomiques” en ce sensqu’on ne peut

les décomposer.Pour parlerde l’ensembledesmanipulationsque fait subir

l’élève à l’énoncé pour trouverson résultat,nousparlonsd’enchaînement

(sous-entendu,de transformations).

Un enchaînementpeut être éventuellement réduità une seule

transformation,commedans:

3 4
= T’

Nous nous référonsà la pratiquedes élèves(autrementdit à ce qui

apparaît dans leurscopies comme étantles transformationsles plus

élémentaires)pour savoir si tin calcul est unetransformationatomiqueou

non, et non bien entendu aux décompositionspossiblesen termes de

transformationsminimales correspondantaux lois du corps R . Nous

retrouvonsici la difficulté soulevéeau chap.VIII concernantla description

concisedestransformations.

Les transformationssont, avanttout, un outil de description et

d’analyse.Nousne prétendonsnullementqu’ellessontprésentes“dansla tête

de l’élève”9.C’est une des raisonspour lesquellesnous avonspréféré le

terme de “transformation” à celui de “règle” qui fait trop référenceaux

règlesréellementprésentesdansun moteurd’inférence.

Certesle choix que nous avonsfait de ces transformationsn’est pas

totalementarbitraire. Elles possèdent,de notre point de vue, une certaine

pertinencedidactique.Si elles constituentune “manière de parler”, nous

veillons à ce que cette manièrepuisseintervenir dans un dialogue avec

cette inférence n’estni une induction ni une déduction maisune abduction,qui
conjecturela caused’un fait isolé (U. Eco a rappeléquec’était le ‘raisonnement”de

Sherloclc1-lolmes).

9 Nousne prétendonspasnonp1us le contraire ! Cettequestion nousparaitplutôt hors
d’atteinte.

3 1

(par exemple),produit l’écriture

Q
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l’élève mais nous nous méfions de la tendancequ’il y a à réifier ce qui
n’était au débutqu’un instrumentde description.

Ceci étantposénousdistinguonsdivers typesde transformations.

• les “hapax”’3pour lesquellesun certain nombre d’indices nous
fournissentla procédure,mais auxquellesleur caractèreexceptionnelet
unique (et souventtortueux) confère un statut d’explication ad hoc,
statistiquementnon représentative,et informatiquementpeu productive.

XL2.2.C. Les divers types de transformations

Le premier critère est la conservationde la désignationentre
l’expression de départ et l’expression produite. Si la désignationest
respectéenous parleronsde transformationsconser’ante&°,si ce n’est pas
le casde transformationsincorrectes”.

Parmi ces dernièresnous appelonstransformationsinterprétables
celles pour lesquellesnous possédonsune descriptionprocéduralequi nous
paraîtprésenterune certainepertinencedidactique,en particulierd’aprèsles
explicationsd’élèves,p. ex:

549
3 +9 =ï.

Parmi les transformationsinterprétables,nousdistinguons

• les transformationsclassiques’2dont la descriptionest relativement
simpleet apparaissentau moinsen deuxexemplaires,p.ex:

15

en ce qu’elles “conservent”la dénotationdesexpressions.Nous ne menonspasdans
cettecatégoriele casdestransformationsqui la conservent“par hasard”,auflmentdit
qui ne sontconservanlesquepourcerlainesvaleursdesvariables,parcx,

=_j.L=i_ (Chevallard1990).65 6x5 30

Il nousn’avons pas voulu appeler“coirectes’ les transfonnationsconservantesparce
qu’ellespeuventésretout à faïl inappropriéesà la consigne,tout en étantjustessur le
plan de la valeurnumérique.

12 le moi “classique”està prendreici dansun sensdéfini parconvention.Celane signifie
paspar exempleque les erreurs“classiques”telles que nous venonsde les définir
apparaissentforcémentcommetelles (au sensimprécisusuel)aux yeux desenseignants.

Restentles transformationsque nous avonsqualifiéesmystêrieuses
dont nousne possédonsaucunedescriptionvraisemblable,fauted’indices sur
la copieet d’intuition didactiquede notre part. Une placeà part est faite aux
erreursde calculs (cf. infra) et aux erreursde transcription (élèves qui
écrivent “13” au lieu de “15” parceque leur “3” ressembleà un “5” par
exemple)

Du point de vue de l’expertise informatique en revanche, le
regroupementest un peu différent. Sont qualifiées de décelables,les
transformationsque le systèmeexpert est susceptiblede détecterà partir
d’un ensemble de règles relativement réduit. Les transformations
indécelablessont celles dont la rechercheinformatique nécessiteraittrop
de règles ad hoc (cas des “hapax”) ou enlraînerait une explosion
combinatoire dans l’arbre des possibilités (cas des transformations
mystérieuses).

Tout ceci peut serésumerdansle tableausuivant:

Didactique: Informatique:
Conservants

Classiques Décelables
Hapax

Incorrectes Interprétables Erreurs de Indécelables
calcul
Erreursde
transcription

Ininterprétables Mystérieuses

13 du grec lizZ (‘une seulefois”), termede liflguislique désignantune tonne,un mol ou
uneexpressiondonton ne connaitqu’un exempledansun corpusdéfini (Duboiset al.
1973).
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Xl.2.2.D. Types dc réponses

De même, le vocabulairedes transformationsva nous permettrede

déterminerdes sous-ensemblesde réponses,ceci afin de pouvoir ramener,

dans chaque cas, les donnéesquantitativesà la catégoriede réponses

pertinente.

• Nous qualifieronsd’adéquatesles réponsesirréductiblesobtenuespar

destransformationsconservantes.

• Nous qualifieronsd’inadéquatesles réponsesréductiblesobtenuespar

des transformationsconsen’antes:la seule “erreur” id consisteà ne pas

simplifier la fraction.

• Les autresréponsesserontqualifiéesd’incorrectes.

• Parmi les réponsesincorrectesnous nous intéresseronsparticulièrement

aux réponsesobtenues partiellement ou totalement à l’aide de

transformationsclassiques,que nous appellerons des réponses

classiques.

j Taxonomiedesréponses

Conservantes Adéquates
Inadéquates

Incorrectes Classiques
non-Classiques

X 1.3. Le Codagedes transformations

XI.3.1. Démarchede dépouillementet d’anJysedu

gçonriaire

Pour respecterle doubleobjectif, quantitatif (fréquencedes erreurs)

et qualitatif (pertinencede l’interprétationdidactique)de notre analyse,nous

avons procédé de la manière suivante pour dépouiller les 1500

questionnaires:

Nous avonsd’abord saisi’4, pour chaqueélève,le résultatfourni pour

chaqueitem et les renseignementsd’identification (variante, collège,

niveau.,.).Nous avonspu ainsi obtenir les différentstaux de réussiteet

de non-réponsepour chaqueitem.

Ensuite,pour chaqueréponseinadéquate(dont la liste nousétait fournie

par le dépouillementinformatique) nous avonsregardéla copie en détail

(y compris les éventuelscalculs au verso) et nous avons codé ces

réponses.

Nous avonsdonc, Y. Paquelieret moi-même,étudiéet codé 3 524

réponsesinadéquates“à la main”, travail “de fourmi” long et délicat,

mais indispensablepour guider nos interprétationset leur garantir un

minimum de pertinence.

Rappelons,pour fiTiir, que cette terminologie, si elle constitueun

préambulenécessaireà l’exposition, a cependantété forgée au cours de

l’analyseet prendradonc tout sonsenslors de l’étude détailléedesrésultats,

• Cestransformationsont été enregistrées,sousforme codée,dansla base

de donnée.

• Par dépouillementnous avons alors pu obtenir d’autres résultats

statistiques:fréquenced’apparition de telle transformation,naturedes

enchaînements....

SurtableurMicrœoft/Excel’tM
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• Ces résultatsquantitatifs ont mis en évidenceun certain nombre de

phénomènesque nous avons pu illustrer à l’aide de quelquesréponses

“représentatives”repéréeslors du codage,et étudieralors à nouveau.

Cet aller et retourcontinuelet dynamiqueentreles aspectsquantitatifs

et qualitatifsde l’enquêteconstituel’axe de notre détnarched’analyse.C’est

égalementle point de vue que nous adopteronspour la présentationdes

résultats.Avant cela, il nous faut dire quelquesmots du travail de codage

proprementdit.

XI.3.2. Cod4gçet interprétation

La “notion atomique”que nous avonsutilisée pour coder les réponses

inadéquatesest celle de transformation.Nous avonsdéjà dit qu’il s’agissait

d’un outil d’analyseet nond’une réalité “dans la tête de l’élève”. Nous avons

interprétéun texte (la réponsede l’élève) et non analyséun corpschmique.

Ce travail d’interprétation,que nous revendiquons,pose évidemmentun

certainnombrede problèmesparmi lesquelsles deux suivants.

Xl.3.2.A. Le choix des transfonnations

Nous avons,en ce domaine,appliquéla règle suivante:la décisionde

coder comme transformation spécifique une certaine procédureétait

soumiseà trois conditions:

(1) l’existencede réponsescomportantdes indices explicites en faveur

d’une telle interprétation.Parexemple,la copie “TChar/6/C6” présente

la réponsesuivante:

5 4 45

Nous avonscaractérisécette réponsede “produit en croix” dans la

mesureoù une croix dessinéeau crayon réunit les “extrêmes” et les

“moyens” (on la retrouveà l’item suivantC7).

(2) le caractèreplausible(c’est-à-direrelutivementpertinentet simple) de

cette interprétationpar rapport à notre expérienced’enseignementet à

l’analyse qui pouvait être menéeen termesde représentationde l’objet

fraction. Ainsi, l’exemple précédentdu “produit en croix” nous parait

d’autantplus plausiblequ’un tel transformationexistedansle cadredes

équations.

(3) le nombre relativementimportantde réponsespouvantêtre codéesà

l’aide de cette transformation. Car, si les conditions (1) et (2)

précédentesétaientremplies,nousnousautorisionsà coder,à l’aide de la

transformationrepérée,des réponsessans indices explicites mais que

cette transformationpermettaitde produire.

XI.3.2.B. Le découpaeedes enchaînements

La transformationest un objet construit. Ce qui nousest donné,c’est

la réponsede l’élève. C’est à partir de là que nous reconstruisonsun

enchaînementpossiblede transformations.Il n’est pas toujours facile de

décidersi tel passageentre deux écrituresdoit être interprétécomme une

seuletransformationou commela successionde plusieursd’entreelles.C’est

mêmeun problèmedidactiquecrucial, aussibien pour l’analysequepour les

projets d’informatisation du dialogue avec l’apprenant. Car s’il y a

succession,il s’agit de succession“formelle” et non “temporelle” (dans le

“temps de calcul” de l’élève) et il noussemblebien naïf d’espérerrésoudre

les difficultés d’interprétationen demandantà l’élève ses“étapesde calculs’.

A de rares exceptionprès, en effet, l’élève n’utilise pas explicitementdes

transformations,il produit un résultat. Le choix du découpaged’une

réponseest donc de la responsabilitéde celui qui analyseet non de celui

qui répond.

Pourdéterminercesdécoupages,nous avonsdécidé(le ne considérer

comme transformation “à part entière” d’un enchaînementque les

transformationsétant,par ailleurs, apparuesde manièreisolée.

Tout ce préambuleméthodologiquea pu paraître bien long et bien

abstrait au lecteur. Il nous a semblé indispensable,d’une part afin de

faciliter la lecture des analysesqui vont suivre et d’autre part (et plus

fondamentalement)parce que nous considérons les réflexions

méthodologiquesnéesd’un tel travail comme devant être transmisesau
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même titre que l’analysede l’enquêteelle-même;analyseque nous allons

maintenantprésenter.

XI.4. Description des items

var\” Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 QIO

s3
I

A l. x8

85 52 33 I
B j-j j+ .7 +3 5-4 6x

25 54 53 3
C 4 7+1 34

33 37 75 74 12
D

+ -i
sx4

7 33 86 1
E 3+ 7+ +5 74 8x

F 1 35 710 12 1 16
3_T 4j 5T 4j 5-j X

3 24 55 6 3 1
G

t-
3+ x5

.35 86 79 12 7 18H 4 27 -j6 X

5 4 10 7 7 5
I jj+ +5 3. 9x

5 2 13 13 14 15
--÷-

3+ s-4 kx
XI.4.2. Caraetérjjucsa pori des items

Ces items présententun certain nombrede caractéristiquesa priori

dont nousvoulions mesurerl’effet sur les réponsesdesélèves.

Dans tout ce qui suit, les items sont notéspar un nombre (numérode

la question)et une lettre (la variante),par ex. “SA”. Les questions,qui sont

dessuitesde dix items, sont notéespar la lettre “Q” suivi du numérode la

question(ex: “Q8”)

XI.4.2.A. La catégorie:

• Somme: (5A, 5C, 5E, 51, Q6, Q8)

• Différence: (511, 3D, 5F, 5G, 5H, 5J, Q?, Q9)

• Produit : (Ql0)

XI.4.2.B. La réductibilité des opérandesfractionnaires

L’opérandefractionnairede (511, 51. 611, 6H, 7E, 7J, 8F, 8G, 8H, 9D,

91) est réductible,dansles autresitems,non.

XJ,4.2.C.l.p catégoriedes opérandes:

• “type I”: deuxfractions (5A, 511, 5C, 3D, 511, 51, 5J, Q6

• “type II”: une fraction et un entier (5E, 5F, 5G, Q8, Q9.

X1,4.Z.C.a. Pourle.iype.I;

• Le fait que les dénominateursdesdeux fractions soient premiersentre

eux: (6C, 6J, 7A, 7D, 7G, 71, 7J)

• ou qu’ils aient un diviseurcommun: (5A, 5H, 5C, 3D, 5H, 51, 53, 6A,

6H, 6D, 6E, 6F, 6G, 6H, 61, 7A, 7B, 7C, 7D, 7E, 7F, 7H)

XL..4Z.C.h. Po.urjç.*ypc.ih

• Le fait que l’opérandeentiersoit “1” (5G, 8C, 8F, 8H, 9A, 9D, 9G) ou

non.

• Le fait que le numérateurile l’opérandefractionnairesoit l’entier “1”

(5F, 8H, 8C, 8E, 8F, 83, 9C, 9F, QI0) ou non.

• Le fait que le premier opérandesoit l’entier (5E. 5V, 5G, 8D, 8F, 8G,

83, 9A, 9H, 9C, 9E, 9F, 9G, lOB, IOC, bD, 10E, 101) ou la fraction.

L’enquêtecomportedonc, danssa partie consacréeaux opérations.57

items répartisen six questions(Q5 à Q10) que nousindiquonsici.

XI.4.J. Liste des ;tenjs

et Q?)

Q10)
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La question5, parcequ’elle était égalementsoumiseaux élèvesde 6èmeet
de 5ème,présenteen outre la caractéristiquesupplémentairesuivante:

Le fait qu’un au moinsdesdénominateurssoit une puissancede 10: (SB,

3D, 5E, 5F, 5G).

XI.5. Réussiteet non-réponse:

XI..1. —!L

Commenous l’avons déjà indiqué, cette question,contrairementaux
cinq suivantes,fut poséeà l’ensembledesélèvesayantpasséle questionnaire.
L’objectif était essentiellementde comparerles performancesdesélèvesde
6èmeet 5ème (ayant suivi le nouveauprogramme)d’une part et cellesdes
élèvesde 4èmeet 3èmed’autre part. Nous allons donc donnerles résultats
souscetteforme,

XL5.I.A. Résultats

Les taux tic réussiteet de non-réponseà la quesLion 5 (tous items
confondus)et selonles niveaux,sont les suivants:

niveaux—, 6ème 5ème 4eme 3ême

% de réponses adéquates 28 38 76 83
%denon-réponse 11 11 3 3

Les résultatssont donnésen pourcentages,sur la basede 1500élèves.

XI.5.l.13. Commentaires

Les résultatsprécédentsmettent en évidenceune coupuretrès nette
entre les deux premièresannéesde collègeet les deux suivantes.Nous ne
donnonspas les résultatspour chaquevarianteafin de ne pas alourdir la
rédaction, mais le phénomènese vérifie malgré les caractéristiques

desrésultatsitem par item.

Les taux de non-réponseconfirmentégalementl’observationci-dessus
mais ne suffisentpas à expliquerles différencesde réussite.Les élèvesde
6èmeet 5ème, s’ils s’abstiennentplus souventde répondreà la questionQ5,
font égalementun beaucoupplus grand nombred’erreursà cettequestion.

Pour des raisonsd’homogénéitéde la populationet desopérationsde
chaquequestion,nous n’étudieronspasdavantagecettequestionQ5 et nous
allons analysermaintenantl’ensembledescinq autresquestionsauxquelles
ont répondules 832élèvesde 4èmeet 3ème.

XI,5.2. suestions6 à 10

XI.5.2.A. Taux de réussite

Les résultats,pour chaqueitem, sont les suivants:

% Q6 Q7 Q8 Q9 Q1O Moyenne

A 87 54 82 82 62 73
B 82 76 82 85 68 79

C 66 74 77 78 77 74

D 65 53 69 58 67 62

E 84 57 84 73 76 75

F 82 45 74 82 61 69

G 82 70 64 83 68 73

H 54 79 74 77 76 72

t 73 59 87 67 77 73

J 58 28 79 81 69 63

Moyenne 75.160 78177(7! 72

Les taux de réussite indiquent que les variantes ne sont pas de
difficulté homogène(de 63% à 79%), contrairementà ce qui avait été prévu
au départ.L’item J7:

14 15
16 - 12
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par exemple,avec un taux de réussitede seulement28%, est apparucomme

exceptionnellementpeu réussi.Cela vient sansdoute, en grandepartie, du

fait que cet item cumule plusieurscaractéristiquesdont on va voir dans la

suite l’influence négative:opérationde soustractionavec résultatnégatif et

réductibilité d’un desopérandes(tous les nombresétantde plus supérieursà

10).

Le taux moyen de non-réponseest relativementfaible (3%) et à peu

près identiquepour chaquevariante(entre 2% et 4%).

Xl.5.2.U. htfluencc du niveau

Si l’on compareles pourcentagesde réussitepour les 514 élèvesde

4èmeet les 318élèvesde 3ème,on obtient le tableausuivant:

[ % question6 question? question8 question9 question10 Moyenne

4ème 75 58 75 74 65 69

3ème 75 6.4 83 82 80 77

Lesélèvesde 3èmeréussissentlégèrementmieux, en moyenne,queles

élèvesde 4ème.Mais on ne peut pasdire que l’écart soit significatif d’une

réelle différencede performanceen ce qui concerneles opérationssur les

fractions.Pour la questionla plus classique”(questionQ6: additiondedeux

fractions)on a mêmeun taux de réussiteidentique.

Ce serale seul casd’utilisation d’une transformationsignificativement

liée à une classeparticulièreet c’est pour cela que, par la suite, nous ne

distingueronsplus les résultatsdesélèvesde 4èmedeceuxde 3ème.

XI.5.2.C. Influence des cprpctéristirnjesdes items

XL5..2Ca...Xnfltsenie...d.e.fl.p.êration:Adslitiou.Snis.tra.c.tinn,

Mu.l.(ipli.a.tkun,

Si l’on regroupeles questionsselon l’opération y intervenant,on

obtient les pourcentagessuivants:

rADDTn0N

(Q6etQ8) (Q7etQ9) Q10

77 69 70

Il est clair que les sommessont mieux réussiesque les différences,ce

qui ne constituepas une surprisemais confirme nos prévisions.Dans la

questionQ10, il s’agissaitd’une multiplication bien particulièrede type:

1

et le résuitatne peut donc être tenu commereprésentatifde

desélèvesen ce qui concernecetteopérationen général.
la performance

En revanche,l’écart est assezimportant (15%) lorsqu’il s’agit du

produit d’un entier et d’une fraction (question10). Nous verrons,en effet,

que, dansce cas, 24% desélèvesde 4èmeutilisent la ‘distributivité de la

multiplication sur la division”

b ah
aX—--4

C «e

contre6% desélèvesde 3ème,ce qui parait lié à l’apprentissagesystématique

de la distributivité lors de l’introduction de l’algèbreen 4êiiie•

XL,i.2,C..h, Jnfiu.ence..d signe.du..rôsulLat

Reprenonsle tableaudespourcentagesde réussiteitem par item:
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et 73:

% QÔQ7Q€Q9QIO

A 87 54 82 82 62

B 82 76 82 85 68

C 66 74 77 78 77

D 65 53 69 58 67

E 84 57 84 73 76

F 82 45 74 82 61

G 82 70 64 83 68

11 54 79 74 77 76

I 73 59 87 67 77

J 5828 79 81 69

Pour Jesdeux iletns 7F:

7 10
5_ 3

14 15
lU 12

Le tableausuivant permetde comparerle taux de réussitedes items

dont Fun desopérandesest réductibleau taux de réussiteglobal et ceci pour

chaquequestion(le casne se présentepasdansla questionQlO) afin de ne

pasfaire intervenird’autresfacteurs:

% Q6 Q7 Q8 Q9

un opéranderéductible 72 45 71 62

réussiteglobale 75 60 78 77

Les items dont une opérandeest réductible sont donc, pour chaque

question,moinsbien réussisque tes autres.

Si l’élève ne simplifie pasl’opérande(ce qui est presquetoujours le cas)

et si il effectueune réductioncorrecteau nièmedénominateur,il obtient

une fraction réductible qu’il ne pensepas, la plupart du temps. à

simplifier. Sa réponseest alors inadéquateselon notre terminologieet

n’est donc pasprise en comptedans le taux de réussite,puisqu’il n’a

pasrespectéla consigne.

S’il simplifie l’opérandeou la fraction obtenueil risque de faire des

erreursde simplification.

le résultat correct est négatif. Or le taux de réussitemoyen de ces deux

items est de 37% contre 60% pour l’ensemblede la questionQ7, et ils

représententchacunJe plus faible taux de réussitede Ja varianteconsidérée.

Cela illustre avec évidencel’influence de ce facteur sur les réponsesdes

élèves.Nous verrons,dansl’étude des transformations,commentles élèves

utilisent un certain nombre de règles incorrectes pour “éviter” un

résultat négatif.

X.i4,2,Cs.UifIiwnc.t.(Ic..b.Éduçtibi1iié.tnn...Jespêrande.s

fradflonnaire.s

Exemple(ici, l’opéranderéductibleest le secondterme):

Danstous les cas, la moindre réussitedesitems à opéranderéductible

se justifie donc en tenuesd’erreursou d’absencede simplification.

A[.52.C.d..lnfluencedutyp.e..des.op&rand.es;...deuz.fractionsu

une..fraction..ct.wi..enticr.

Il s’agit donc de regrouperd’une part les questions6 et 8, d’autre pan

les questions7 et 9:

Type I Type Il

(Q6 et Q?) (Q8 et Q9)

68 78

Le type 11 (un des termes est un Ent) est mieux réussi en

pourcentages.Nous verrons,dansl’étude détailléedeserreurs,qu’il n’est en

fait pas très significatif de comparerles résultatsces deux types d’items,

86

310 311



Lcv s,ywtêmesd ‘EcrituresSymboliquesen Algèbre élémentaire ChapitreXI: fractions:présentationet résultatsglobaux.

dans la mesureoù les comportementsnus en jeu diffèrent notablement.Les
élèvesn’utilisent pas forcémentles mêmestransformationset ne font donc
pas te mêmetype d’eneurs

XL.52..C.e..1nfluen.c.e,.pourle..typeJ.du..fait..qne.ks
.dnominateur.s..soiciit.pr.eniiers..cntre...eux.

% Q6 Q7
dénorninaleursnon premiers 63 52

dénominalcurspremiers ‘77 65

Seules les questionsQ6 et Q7 présententcertains items avec des
dénominateurspremiersentre eux et d’autres non. Dans les deux cas la
réussiteest plus élevéequand les dénominateurssont premiersentreeux.

On retrouve le résultai des opérandesréductibles,La réduction au
même dénominateur(en prenant le produit des dénominateurscomme
dénominateur commun) donne une fraction réductible qui n’est
généralementpas simplifiée par les élèves,et n’est donc pas décomptée
parmi les réussites.

XE.5.2..C.S...infIuence...pq’r..Jcty.p.e,,.IL,...du..fait.que..fop.érarnj.ç
eiitier...sit...’1.

Le tableau shivant représentel’influence de l’entier «1” comme
opérandeentier:

Malgré le taux de réussite
intervient l’opérandeentier “I”, on
commeréellementdéterminante.

li est à noterque nousn’avonspas étudiédanscetteenquêteuneerreurqui

nousparaissaitréellementcaractéristiquelors de la toute premièreétude.Â savoir la

distributivitéde l’inversion sur la somme:

11 1
n + 5 =

Les autrescaractéristiquesn priori des items ne paraissentpas avoir
de réelle influence non plus sur les taux de réussite.Aussi, afin de nepas
alourdir la rédaction, nous ne donneronspas les différents tableaux
illustrant cescomparaisons.

XL.6. Les trois étapes

Pour éviter de confondredes transformationsd’un type différent,
nous avonsscindél’ensembledes transformationssuccessivespossiblesen
trois étapesque nousillustreronssur l’exemple (fictif) suivant:

Ex.

________________

10 5 2 2x2 5 4 5 9 3
+ g= jj+

La première étape est une simplification du premier terme. La
seconde,une procédured’addition de deux fractions (mise au dénominateur
commun et effectuation). La dernièreétapeest une simplification de la
fraction résultat.

Toutefois les calculsdesélèvesnesontpastoujoursaussilimpidesque
l’exemple ad boc qui précède:

lEx. (Châteauj21/119)15

‘5 Lesréponsesdesélèvessont identifiéespar im triplet:

identifianIjiu_coIlèg’num&o_de_copielnuméro,d’item.

Q8 Q9
opérandeentierégal à 1 75 74,5

Tau.x global 78 77

légèrementplus faible des items où
ne peut considérercettecaractéristique
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7 90 21 69 XT.6.2. secondeéttp

La secondeétapeest formée de l’enchainemenv6qui transformeFaut-il ici mettre la toute premièretransformationdans la première l’expression issue de l’étape 1 (somme, différence ou produit) en uneétapeou dansla seconde?Il nousa fallu trancheren adoptantdescritèresa fraction (Fra) ou uneécrituredécimalede nombres(Cst). La secondeétapepriori. Par convention;
modifie donc la catégoriede l’expression.

XI.6.3. troisième étape

La première étape est formée d’une transformation (ou d’un la troisième étape est formée d’une transformation (ou d’unenchaînement):
enchaînement),en général une simplification, ponant sur le résultat de
l’étape 2 lorsquecelui-ci est une fraction.i) qui ne modifie pas la catégoriede l’expression initiale. En d’autres

termes,si l’expressioninitiale esi unesomme(resp. unedifférenceou un La plupart du temps, nous n’avons rien codé dansles étapes1 et 3,produit), elle resteune somme(resp. une différenceou un produit). soit que les fractions (initiales ou finales) aient été irréductibles,soit que
l’élève n’ait pasvu qu’elles étaientréductibles.Dans un certainnombredeii) qui ne porte passimultanémentsur les deux opérandesde l’expression

- cas toutefois les élèvesont effectué une simplification, adéquateou non.initiale.
Dansce cason retrouvegrossomodo les erreursde simplification relevées

Cette convention repoussepar exemple en deuxième étape la aux questionsQi à Q4’7.
simplification en croix des facteursfractionnairesd’un produit.

Précisonsque nousn’avons rien codé non plus lorsque l’élève ne

p. ex. (Bio) simplifiait pasune fraction initiale réductible (étape 1) car ce résultaten lui
même nous intéressaitpeu par rapport à notre étude, qui est celle desX —) 3 X
transformationsde sommes,de différenceset de produits (étape2).

Peu importe d’ailleurs, car il semble (aux erreursde codageprès)
XL7. Les notions de réponseet de transformation“classiques”qu’aucunélèveayantsimplifié en croix (quandil y avait lieu de le faire, soit

dans6 items sur 10) n’ait fait ensuitela moindreerreur.

Le casle plus fréquent(commedansl’exemple fictif ci-dessus)est une La notion de “transformationclassique”a été définie plus haut comme
simplification d’un des opérandes.L’élève peut égalementtransformerun incorrecte, interprétableet décelable.Nous allons toutefois étendreici la
opérandeentier E en opérandefractionnaire (ce qui est correct) voire en notion de “réponseclassique”,en relation avecles butsde notre enquête.
opérandefractionnaire (ce qui l’est moinssi E 1).

La condition (ii) exclut les misesau dénominateurcommundu champ
de la premièreétape,comme dans l’exemple (ChâteauI2lIl-19).Une telle 16 éventuellementréduit à une seuleh-ansfoniiation
transformationporte en effet simultanémentsur les deux termesde la n Précisonsque le taux d’échecmoyen à cesquestions(relativementélémentaires)dedifférence,

simplification estde 36%.

314
315



Les sjwtémesd ‘FeriruresSymboliquesen Algèbre élémentaire ChapitreXI: fractions:présentationet résultatsglobaux.

Si nous reprenonsla définition précédente,une réponseclassiqueest

d’abord un enchaînementqui n’est pas formé. à l’étape 2, uniquementde

transformationsindécelables(hapax, transformationsmystérieuses,erreurs

(le calcul ou erreursde transcription).Toutefois, nous ne nous intéressons

ici qu’aux fréquencesrelativesd’apparition des transformationsportant

sur des opérationsde fractions, et non pas auxerreursde simplification.

Afin (le comparerdeschosescomparables.c’est-à-dfre des transformations

(à l’étape 2) à d’autrestransformations(à l’étape2), nousexcluonsen outre

de notre basede réponses(dites “classiques”),cellesoù lesélèvesont juste

fait une simplification incorrecteavant (étape1) ou inadéquateaprès(étape

3) l’effectuation adéquatede l’opération (étape2).

En résumé,nousne considéronspascommeréponsesclassiques:

Les simplifications incorrectesà l’étape I suiviesaux étapes2 et 3 de

transformations“cohérentes”,c’est-à-dire adéquatesà l’énoncé ainsi

modifié.

[ cori]renjJérentI

7 30 7 23 1l,5j
l0l010 10= J’
Le tableauci-dessousdonne, questionpar question, le nombre de

réponsesincorrecteset le nombre de réponsesclassiques,auquel nous

rapporteronsdésormaisles nombresde transformationsclassiquesrelevées.

Question: <p Qs fc»o Total

Réponsesincorrectes: 197 295 162 15° 213 1026

Réponsesclassiques: 97 t49 88 72 139 617

Xl.8. Quelquesindications sur les erreursnon-classiques.

Avant d’aborderl’étude deserreursclassiques,nous allons présenter
rapidementquelquesindicationsquantitativessur les erreursnon-classiques.

X1.8.I. Les simplifications incorrectesà l’étapLj1

Ex. (fl9)________________

71 7÷2 3 15312
- 10 = 12=

- 5 = 5 - 5 = 5

Les enchaînementsde transformationstoutesindécelablesà l’étape 2.

I guelconqtijjidécelaÏiIquelconque]

Ex. (119)

7 30 7 13
10 10= 10

Nous n’avons relevé que les simplifications incorrectes,autrement

dit non-conservantes.Ceci signifie que nous n’avons pas répertorié les

transformationsinadéquates,c’est-à-direles simplifications incomplètesou

carrémentomises,

Pour donner un ordre de grandeur, parmi les 162 réponses

incorrectesà la question Q8 on trouve 88 réponsesclassiqueset 10

simplifications incorrectesà l’étape 1 (6,2%). Précisonsque sur les dix

items de Q8. il n’y en a que trois dont un des termessoit réductible. Les

proportionssontdu mêmeordre dansles autresquestions.

Xl.8.2. Encliainementsindêcelablesâl’étape2

• l..es étapes1 et 2 adéquatessuiviesd’une simplificaon inadéquateà

l’étape 3.

jadéquatiadéqiiinadéquati

JEx. (119)

Précisons pour commencer que la grande majorité de ces

enchaînementsindécelablessont réduitsà une seuletransformation.
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XLS.2.A. Erreurs de calcul XI.8.2.C. Hapax
Les erreursde calcul, commeon l’a déjà dit plus haut, ne sont pasdes Il s’agit de transformationsinterprétablesmais n’arrivant qu’uneseuletransformationsautonomes mais des transformationsarithmétiques fois, de telle sorte qu’on ne peut y trouver une quelconquerégularitésous-incorrectesqui se surajoutentaux autres transformations(par ailleurs jacentequi aurait unechancede se reproduire.adéquatesou non).

Parmi les 197 réponsesincorrectesà la questionQ6 on trouve 2 hapaxA la question Q6 on trouve parmi les réponsesincorrectes42 (moins de 2%)23.
transformationscomportantune ou plusieurserreursde calcul (21,3%). Les

Xl.8.3. Les sim lifications inadé uates à l’êtapeerreursde calcul sont la premièrecaused’inexactitudeen Q6’8.la seconde
en Q7’9, la troisièmeen Q8 et Q92° et la quatrièmeen Q102’ (en moyenne

Parmi les 197 réponsesincorrectesà la questionQ6, on trouve 42sur les questionQ6 à Q1O: 13,6%).
simplifications inadéquatesà l’étape 3. La plupart du temps il s’agit
d’absencede simplification, ou de simplificationspartielles.La présenced’erreursde calcul dépendévidemmentdesnombresmis

en jeu dans l’énoncé. Pour une même question, le nombre d’erreursde Les simplifications inadéquatesà l’étape 3 sont la premièrecausecalculspeut varier selon l’item dansdesproportionsde 1 (ex. ISA]: +) à d’incorrection (questions Q5. Q624.Q?, Q9 et QIO) ou la seconde
13 13 (questionQ8) (en moyenne30,6%desréponsesincorrectes)25.8 (ex. (61]: g

Précisonsque dans la plupart des items, si l’on simplifie tous lesXI,8.2M. Transformationsmystérieuses termes réductiblesà la première étape, puis (lorsqu’il y a somme ou
différence) si l’on prend comme dénominateurcommun le PPMC des11 s’agit par définition de transformationsque nous n’avons pu dénominateurs(quand il est distinct du produit), il n’y plus rien à simplifierinterpréterde manièreplausible.
à la troisièmeétape26.

Pour dontwr un ordre de grandeur,parmi les réponsesincorrectesà Les erreursde simplification proprementdites soni du mémo type etla question Q6 on trouve 9 transformationsmystérieuses(en moyenne dansles mêmesproportionsque pour les questionsQi à Q4. On y retrouve4%)22

tS ex-quoavecles simplificationsinadéquatesà l’étape3
23 7 sur 295 pour Q7 (2%), 4 sur 162 pour Q8 (2%). 2 sur 159 pour Q9 (l%). 2 sur 213‘9 derrièreles simplificationsinadéquatesà l’étape3. pOur QlO (1%).

20 questionsdanslesquellesil n’y a plus quetrois nombresmis enjeu,au lieu de quatreen 24 ex-juoaveclesxeursdecalcul
Q6 etQ7: il yadonc“moinsdecalculs’ â faire.

25 69 sur 295pour Q7, 29 sur 162 pourQ8. 27 sur 159 pour Q9et52 sur 213 pour QlO.21 pourQ1O (avecdesénoncésdu type: 5 x ), les calculsarithmétiquesétaientnettement
26 la seuleexceplionest l’items SC + ). C’est d’ailleurs un desitemsde la question5plus faciles.

où les élèvesont fait le plus grandnombred’erreursde simplificalion - en majorilé des22 11 sur 295 pour Q7, 9 sur 162 pourQ8, 13 sur 159 pour Q9, 8 sur213 pour Q1O. simplificationabsentesoupartielles.
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en particulier des simplifications ‘hétérogènes”.euc1idiennes”etc.

Précisonsbrièvementce que signifient cesdernierstermes:

XI.8,3.A. Simplification hétéroeène(811)

II s’agit de la division du numérateuret du dénominateurpar deux

diviseursdifférents.

Ex (Gosc/9/2C)
30 10 1
40 = 20 = 2

L’élève effectue d’abord une SF1(3;2) puis une simplification

correctepar 10.

Ex (Sorb/4014G)
5x9-t-27 45+27 72 36 18 9 1

42 = 42 =42=42=42=42=42

Après avoir calculé Je numérateur,l’élève procèdeà trois SH(2;l)

successives,puis à une811(9:1).

Ex (Alex/9/2D)

= (72:4):3=6 (75:5):5=3

Malgré la disposition curieuse des calculs, on voit que l’élève

effectueici une81102;25).

Pourcentagedesimplificationsclassiquescontenantuneou plusieurs8H:

Moyenne% 6ème 5ème 4ème 3ème

32 21 33 43 41

On constatedonc que cettetransformation(non prévuedansl’analyse

a priori) est un phénomènequi est loin d’être négligeabled’autant qu’il

sembleêtre plus important lorsquele niveauaugmente.

Xl.8.3.B. Simplification euclidiennejSf2

Il s’agit de fa division du numérateuret du dénominateurpar un

même nombre, l’une de ces divisions (ou les deux) étant effectuée(s)

“euclidiennement”(sanstenir comptedu reste).

Ex (Asp/3/4A)
8x6+22 70 :10 L

105 = 105:10 =10

Après avoir calculé le numérateur,l’élève procèdeexplicitement

(présencede l’écriture “:10” à chaque“étage’ de la fraction) à ce

que nous appelonsune simplification euclidiennedu dénominateur

par 10 (105 = 10x10+5)

Ex (Asp122121)
63 31
42 = 21
La présencedesdivisionsau versode la feuille confinnequ’il s’agit

bien ici d’une SEN228. D’ailleurs Je même élève, pour l’item

précédent(11) a écrit:
75 37
45 22

Ce qui constitueune 8E2 (là aussi les divisions sont explicitesau

verso).

En ce qui concernele pourcentagede réponsesclassiquesdans

lesquellesinterviennentdesSE, on a les résultaissuivants:

27 Nousnotonspar SH(a;b) la division du numérateurparaet du dénominateurpar b

2S Nous notons SEN2” la simplification euclidiennedu numérateurpar 2 (de même

“SED2’ pour le dénominateuret “SE2’ lorsqu’il &agit desdeux)
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Moyenne% 6ème 5ème 4ème 3ème
16 29 14 5 0

A noterque, commepour les simplifications hétérogènes,le diviseur
2 est largementprivilégié: dans64%dessimplificationsclassiquescontenant
desSE on trouvedessimplification euclidiennepar 2.

Nous allons voir au chapitresuivant le détail des résultatsconcernant
les réponsesclassiques,exposéquestionparquestion.

XII. UNE ENQUETE SUR LES FRACTIONS.
DEUXIEME PARTIE:

LES RÉPONSESCLASSIQUES QUESTION PAR QUESTION.

Nous alonsdonnerdansce chapitrele détail desréponses“classiques”,
ainsi que quelquesindicationssur les enchaïnementset les comportements.
Les conclusion.de l’enquêtefigurent au chapitreXIII.

Les questionsQ6 à QUi s’opposententreelles relativementà certains
critèresdécisifs. Ainsi les questionsQ6 et QS sont-ellesdes sommes,les
questionsQ7 et Q9 des différences, la question QUi un produit Les
questionsQ6 et Q? sont de type I (deux fractions), les questionsQ8, Q9 et
QUi de type II (une fraction et un entier) etc. Les enchaînementsincorrects
relevésdiffèrent donc d’une questionà l’autre, mêmesi on peut faire des
rapprochementsentre certaines transformationsde même type d’une
questionà l’autre (cf. infra l’étude descomportements).Pour la commodité
de la présentation,nous présenteronsdonc les enchainementsclassiques
questionpar question’.

Certainestransformationsclassiquessont toutefois communesà
plusieursquestions.Ainsi un élèvepeut-il transformerun énoncéde type II
en énoncéde type I, en transformantpar exemplel’entier E en fraction:

E
1

Nous avonsenvisagéun moment de présenterces réponsesclassiquesselon une
taxonomiesystématique,indépendantede la question.Toutefoisune telle présentation.baséesur descritèresformelshiérarchisés,convieni sansdoutemieux à la constitutiond’une basededonnéesmulticritèresqu’à unelecturelinéaire, fût-ce par un lecteuraverti
et de bonnevolonté. Ce dernierest rapidementsubmergéde distinguossubtils entre
sous-classes,au point d’être totalementdésorienté.Voilà pourquoi nous avonsjugépréférablede présentertesréponsesclassiquesquestionpar question,ce qui estmoinssatisfaisantpour l’esprit et plus pour le lecteur!
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ce qui est la basemêmede l’enchainementadéquat.On retrouveradonc des

erreursspécifiquesdes énoncésdc type I dans les énoncésde type 11

(quoique en moins grand nombre). Nous introduirons ces erreurs

communesavec les questionsoù elles apparaissentde la manièrela plus

caractéristique,sansles reprendre(autrementque lors des récapitulations)

pour éviter les redondances.

Parailleurs nous n’aborderonspas la questionQ5 en tant que telle. En

effet cette question présenteune sorte (le “pot pourri” des items qui

apparaissentdansles questionsQ6 à Q9, modifiés afin d’être accessiblesaux

élèvesde 6ème et de 5ème. Ceci fait que les résultatsde la questionQ5
peuvent être déduits de ceux des autres questions,à quelquesécarts

atypiquesprès. Cesécartsrésultentsoit descaractéristiquestrès différentes

despopulationsde 6mc et 5ç’tio par rapportaux deux autresclasses,soit de la

modification des items dansle sensde la facilité, qui les rend difficiles à

compareravec les items non modifiés des autresquestions.C’est le cas de

l’item 51]:

85
10 10

évidemmentbeaucoupplus facile que les autres différencesde deux

XII.l. Les enchaînementsclassiquesde Q6.

Rappelonsque la questionQ6 proposeunesommede deuxfractions:

[Ni N2
[DI + D2

XII.1.I. Somme des numérateurssur somtne des dénominateurs

j2

Ex (Gay/7/60:
5497
12 + 9 = 21 = 3

Cette transformation est la plus répanduedes transformations

classiquesparmi les questionsfaisant intervenir une somme de deux

fractions (36% desQ6), avecdes taux quasi-identiquesen 4èmeet en 3èine3•

XII.l.2. Les CombinaisonsLinéaires Incorrectesde

Numérateurs:

[CLIN a43]]

On peut considérerque le numérateurde la sommede deux fractions,

obtenuepar la procédurestandard,est une sorte de “combinaisonlinéaire”

desnumérateursN1 et N2 desdeux termes.

En notantDC le dénominateurconlulun,on peut donc considérerque

DC

Le “coefficient” multiplicatif et du numérateurN1 estsuivant le cas:

le dénominateurde l’autre terme:

Di

si le dénominateurcommunchoisi est le produit desdénominateurs,ou

2 Nousnotonsconventionnellementtestransfonnationsentrecrochets.

3 par la suite, nous ne mentionneronsles classesque si les résultats diffèrent

sensiblement.

fractions.

N1 N2
la sommede et est transformeeen:
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[[CLIN D,jj

Ex (Robert/7/6A):
5 7 5x2 7x3 31
i=I;-ï

[ÏLiN D2,D2]I

Ex (Château/3/6A)
5 7 5x3 7x3 36

÷i=
[[CLIN D11

L’expériencecourantede tout enseignantde mathématiquesestquedenombreuxélèvesne choisissentpasconvenablementles coefficientsa et I•C’est cette impressionque nousavonsvoulu mettreen forme,d’une manière
susceptibled’être intégréedansun systèmeexpert: la (CLIN] est une somme
cx N ÷ f3 N2dont lescoefficientsne conviennentpas.

Il est clair qu’il n’y a pas une seule (CLIN], mais de nombreuses(CLIN a; (3]5 possibles,autantqued’erreurspossiblesur les coefficientscxet f3. Pour la clartéde l’exposé,supposonsque le dénominateurcommunDC
soit les produit desdénominateursD, et D2.On pourra alors avoir:

4 si PPMC(Dj , = DD alors
PPMC(D.D) Dj

D3

Nous notons les CLIN ICLIN a; t] où a et fI sont les coefficients multiplicatifsrespectifsdesdeux numérateurs.Pour désignerà quoi correspondenta et f3 nousadoptonsles notationss-uivajitespourdêsigiwrles opérandesdesdeux fractions:

± DC” représentele dénominateurwmmun

NousauronsdoncdesICUN Dl;02]. desICIJN D2:D2) dc.

Ex (Gay/27/6A)
5 7 5x2 7x2 24

+ = + =

Il faut toutefois égalementenvisagerd’autres cas de figure pourlesquelsles coefficientsa et f3 ne sont pas seulementintervertis.Dans uncertainnombrede cas,cescoefficientssont “oubliés”, ce qui, d’un point devue de simulation informatique, mais certainementpas didactique,revient à les rendreégauxâ 1.

(CLIN 1,l]1

Ex (6A)
5 7 5 7 12
j + I = j-;;ïj- +

Cette (CLIN] apparaîtcommeune reformulationde la transformation[Som/Pro], et c’est souscette rubrique qu’elle a été comptabilisée.Ce quiapparaîten fait plus fréquemment,ce sontdes [CLIN] danslesquellesun descoefficientsest oublié” tandisque l’autre est correct,ou interverti (CLINl.D,] etc.

Il arrive encorequ’un desnumérateursmultiplie l’autre:

• le quotient du dénominateur commun par le dénominateur
correspondantau numérateur:

PPÇflj;D)
Di

si les dénominateursne sont paspremiersentreeux.

• En toute rigueur mathématiquele secondcas englobe le premier4.
Dansla pratiquecourantetoutefois, les procédurescorrespondantaux deuxcasdéfinissentdifféremmentles coefficients.Ainsi, dansle premiercas, le
coefficientaqui multiplie N est bien défini commeD3,et non pascomme:

Wi;D)
Di
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Ex (6M:
5 7 5x3 5x7 50

En réalité, à peu près toutes les combinaisonssont envisageables.Un

coefficient peut égalementêtre le dénominateurcommun “DC” (y. ci-

dessous),ou un de sesmultiples, ou tout cc qu’on voudraqui ait un rapport

procheou lointain avecunequelconquedescomposantesde l’expression.

Ex (Rolland/23/6H):
8 6 8 2 24 42 66 22

+ = ÷ j = i +i- = = T

La notion de (CLINJ peut égalementêtre étendueaux casoù une des

(Jeux fractions “disparait” purementet simplement(cf. XII.2.8 et Xll.2.9.).

en considérant qu’on a, à ce moment, un coefficient égal à O.

Informatiquementcela permetd’étendrela combinatoiredes [CLIN] pour

rendrecompted’un encoreplus grand nombred’erreurs.Didactiquement.

la notation [CLIN 0, 3] ne signifie évidemmentpasqu’un élèveait multiplié

le premier numérateur par zéro poLir le (aire disparaître! Il s’agit

simplement(l’un comportement(l’oubli de la premièrefraction) qui par

commoditéà été rangéparmi JesCLIN.

L’ensemble des [CLIN] relevéeslors de l’enquête (toutes types

confondus)couvreà peu près la totalité de la combinatoiredescoefficients

possibles.Toutefois, dans une perspectiveinformatique, chacunede ces

[CLIN] particulièresapparaittrop rarementpour qu’on puisseen ordonner

les fréquencesde manière fiable, voire même qu’on puisse déceler la

moindre régularitédans le choix de telle [CLIN] plutôt que telle autre (à

l’exceptionde [CLIN 1,1] et [CLIN D2,D2]). Ce n’est qu’au niveauglobal,

lorsqu’onconsidèrel’emploi des [CLIN] sanschercherà savoirdesquellesil

s’agit, qu’on atteintdes taux étonnammentélevés(24% de Q6, 18% de Q7).

Pour la questionQ7 par exemple,il y a globalementplus de [CUNI quede

[Dif/Dif J.

Revenonssur les deux [CLIN] qui apparaissentle plus fréquemment

(environ 5 fois plus que les autres):

• la [CIJN 1,1] (“sanscoefficient”), (6% Q6, 3% Q7)

• la [CLIN D21D21(coefficient corrcct pour le premier numérateur,

incorrect pour le second) (6% Q6. 3% Q?). Cette dernière est une

“vraie” [CLIN], dont les coefficientsne sont ni I ni 0.

autres

CLIN [1,11

autresCLIN

Dans Q6, les 12 autres [CLIN] qui apparaissentsont tous différentes

(1% chacune,pourcentageidentiquepour Q?).

Xll.1.3. Somme des numérateurssur produit des dénominateurs

f [SoniJPro]1

Ex (GauI3/6B):
5 2 5+2 7
388x3=i

Cette transformation(9% de Q6) petit être considéréecomme une

varianteincorrectede la procêduœstandardd’addition de deux fractionsde

dénominateursdifférents.

CLIN [D2,D2J
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X1I.1.4. Produit sur Produit

ro1

Cette transformationserait conservante...si l’énoncéétait un produit
de fractions.Elle apparaitnéanmoinsdans5% de Q6.

Certainsélèvesfont preuved’un comportementsystématiquequi ne
laisseaucuneplace au doutepour identifier la transformation.

Ex (Barner/7/68)
5 2 10 5
3 + 8 24.2= 12

Remarque:d’autresélèvesaboutissentà un résultat identiqueaprès
bien desdétours:

Ex (Sorbon/1416E)
3 3 15 21 3x5 3xr 9
7 + 5 = 35 + 35 = 7 X 5 + 7 x 5 = 35

Xl1.l.5. Produit en Croix

[[Pro Croixil

{Tn certainnombrede sommeset de différencessont traitéescomme
les “produits en croix” qu’on observedans les équations.Ceci est donc â
rapprocherde Ja suppressiondesdénominateurslSup Dén], qui est un autre
comportementtypique des équations.Dans le casdes différences,on peut
égalementle rapprocherde la transformation[Opp— mv] (cf. XlI.3.Si.

Ex (TCliar/6/6C)
5 4 45

La copie en questionest particulièrementinstructive en ce qu’une
croix dessinéeau crayon réunit les “extrêmes” et les “moyens”, et qu’on
retrouvecettecroix à l’item suivant (7C).

Notonsqu’il y a deux [Pro Croixi correspondantrespectivementà:

(6% Q6, 3% de Q7) et à:

(1% Q6, 1% de Q7).

NI D2
N2DI

N2D I
Ni D2

XlI.l.6. Mise au Même Dénominateursuivie de Somme des
numérateurssur Somme des dénominateurs

iseDCI& [SorjSom]I6

Ex (GauI3/6A):
5 7 5x3 7x2 15 14 15+14 29
23 2x3 3x2 = 6 + 6 = 6+6 = 12

Il s’agit ici d’un enchainementclassique plutôt que d’une
transformation.Du fait qu’il apparaisseplusieurs fois il nous a paru
intéressantde le considérercomme un tout spécifiqueet non comme un
enchainementaléatoirede transformationsrépertoriéespar ailleurs.

Cet enchaînement,plus rareque la transformationprécédente(3% des
classiquesde Q6) consistedonc à mettre d’abord correctementles deux
fractions au dénominateurcommun avant d’appliquer la transformation
[Sonv’Soml.

6 Le métasymbole“&“ marque la successiondes transformationsau sein de
I’enchainernent.
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Ici chaquenumérateurest multiplié par le dénominateurde l’autre

terme,ce qui seraitparfaitementcorrectsi le dénominateurcommunétait le

produit desdénominateurset non leur PPMC!

Cette transformationpourrait être interprétéeen termesde limitation

tic la mémoirede travail (Léonard & Sackur1991) qui se traduirait par un

oubli du premierterme dans un calcul. Cette transformationsurvientdans

3% descasdc Q6. et dans 1% de ceuxde Q7.

Ex (Beaulieu/4/68)
5 2 30 6 1
3 + S = 24 + 24 = 4

Le mêmeélèvereprendcetteerreurdansl’item suivant.

2(11.1.8. Oubli du second terme

[!2ubli T2]

Cette transformation,qui s’expliquemoins bien que la précédente,se

traduit par un oubli du secondterme dans un calcul. Cette tiansformation
survientdans2% descasde Q6. et n’apparaîtpasdansQ7.

Ex (ChàteauJ27/6J):
13 13 195 78 195 39 13
6 + 15 = 90 + 90 = 90 = 18 = 6

XII. 1.9. Les CombinaisonsLinéaires Correctesde
par rapport aux Dénominateurs.

I[CLCN IDII

II peut encorearriver (2% de Q6. 3% de Q7) que la combinaison
linéaire des numérateurssoit “correcte”... mais ne correspondepas aux
dénominateurcommunchoisi.

Ex (Larfl2/7D)
7 5 7x12 5x9 39 13
912’ 9x4 H2x33612

XII.1.1O. Transformationde la somme en différence

[Esom—>Dif]

Une telle transformationsembleparfaitementgrotesque,et l’idée ne

nousen était jamaisvenueavantde menercetteenquête,maison en observe

quandmême2% parmi les transformationsclassiquesde Q6.

Ex (TChar/22/6J)
16 13 65 26 39 13
6 153O3O=30 = 10

XII.l.lI. Produit sur Somme

[Pro/Som]

Ex (Gay/5/ 6B)
5 2 10
38li

Transformationrare (2% Q6, absentede Q?).

XII.I.12.. Suppressiondes Dénominateurs

[Ï;;p Dén]

Les dénominateurssont “simplifiés”(0supprimés”),éventuellement

aprèsmise au dénominateurcommun,comme dans le cas d’une équation

dont les membres sont des fractions. Cette transformation est

(heureusement?)rare (1% Q6, 1% de Q7).

Ex (6M:
5 7 5x3 7x2 15 14
+= -+-j-=--+j-=l5+l4=29
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XI1.1.13. Récapitulation: XII.2.1. Erreuj!ine
Nous ne notonsdansles récapitulations
de 1% deserreursclassiques.

18%: lSorrvSom]
13%: [CLIN] au sensstrict7
5%: [SonijPro]
5%: IProfPro]
3%: [Pro Croix]
2%: [M M Déni & [SomjSom]
2%: [Oubli TU

que les transfonnationsformantplus

Les changementsde signe ne sont pas des transformationsà propre-
nient parler mais, comme les erreursde calcul, elles se superposentaux
transformations(adéquatesou non). On ne trouve pas moins de 30%
d’erreursclassiquesde Q7 comportantdes incohérencesau niveaudu signe
(oubli, distributionerronéesur les deux opérandesd’une fraction, etc.)

Ex (Robert/29/7J)
14 15 42 60 -18 9 3
16 12 = 48 48 = 48 = 24 = 8

autres
[CLIN]

I Sont!Pro]
jPro/Pro]

lPro Croix]
1M M DénI &[Pro Croix]

lOubliTi]
(Som/Som]

XII.2. Les enchaînementsclassiquesde Q7.

N1 N
D1 - D2)

X!I.2.2. Différence des numérateurssur différence des
dénominateurs

I IDfR3f1 I

Ex (TChar/21/7J)
14 15 2x7 3x5 7 5 2
IC 12 ?x8 3x4 — 8 4 — 42

Cette transformationest relativementrépandueparmi les questions
faisant intervenir une différence de deux fractions (10% de Q7). C’est
l’équivalent de [Sonijsom] dans Q6. Elle tend toutefois à être beaucoup
moins utilisée (10 % au lieu de 36%).

On pourrait interprétercettediminution d’emploi commeun indice en
faveurde la loi didactique(‘1) bien connuequi veut que l’élêve ait horreur
du négatif (ou nul) (cf. Mvoktance and acknowk’dgemenrof negative
,wmbersin die contextof linear equations”,Gallardo & Rojano 1990). En
effet, pour chacundes items de la question Q?, au moins une des deux
différences (différence des numérateurs,différence des dénominateurs)

ICI-JN] dont lescfficientsne sontni O ni 1.

[Sont!Soml
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donne un résultat négatif ou nul8. Ceci est à rapprocherdu nombre

important d’erreursde signe (cf. supra)aboutissantà rendre positives des

quantitésdésagréableTnentnégatives.

Xl1.2.3. Transformationde la différence en somme

8% des éléves (faisant une erreur classique) transforment les

différencesde Q7 en sommes,ce qui est encoreune autre façon de rentrer

dansle cadrerassurantdesquantitéspositives.

X 11.2.4. Transformationde la différence en

___

4% des élèves (faisant une erreur classique) transforment les

différencesde Q7 en produit.

Ex (TChar/14/7F)
7 10 70 35
5 - 3 = 15 = 5

La moitié de ceséléves(remordstardif?) font précéderce produit du

cadredes fractions et est une erreur assezrépandue(signaléedans Baruk

1973).

Ex (Gay/7/7C)
535493
3-4=3331

XI1.2.6. Différence des numérateurssur produit des

dénominateurs

jjpif/Ppjj

Ex (TChar/1217E)
86 2 2
7 - 9 = 7 X 3 2 = 63

Cette transformation,relativementpeu fréquente (3% dc Q?), est

l’équivalent pour les différencesde [Soni/Prol.

X11.2.7. Différence des numérateurssur_sommedes

dénominateurs

signe’

X11.25.Transformatij’ooséenjnverse

inv]1
3% desélèves(faisantuneerreurclassiquedansQ?) transformentune

différencede deux termesen une sommedu premier terme avec l’inverse

du second,ce qui permetencoreune fois de retourneraux nombrespositifs.

La transformationde l’opposé en inversedépassed’ailleurs largementle

Ex (Sellier!18/73)
14 15 I
16 12 = - 28

Cette transformationest peu fréquente(1% Q7). Il est à noter que

nous n’avons pas relevé d’occurrencesignificative d’une transformation

“symétrique” [SonVDif]

X11.2.8. Récapitulationt

8 Ceci pourraitservirde baseà unefutureexpérimentationsurcette“loi”, qui étudieraitla

corrélationentrel’usagede transformations(adéquatesou non) et le signedesquantités

misesenjeu (avecvariationsyslématique).
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30%: jErr Sign]
10%: [Dif/’Dif]
8%: 1 Dif—> Soin]
5%: [Somjpro]
4%: [Dif— Pro]
3%: fûpp—* mvi
3%: [Dif/SomJ
1%: [Dif/ProJ

)[Dif)[Dif/Pro}
“ 1ID 3cm]

10if->SomIfDif->Pro] [Som/ProJ

XL1.3. Les enchaînementsclassiquesde Q8.

N NL
+ ou + E

Les items de la questionQ8 sont formésd’expressionsde type II (undes opérandesest un Eut). Contrairementaux questionsQ6 et Q7, nousobserveronsdonc ic deux types d’enchaînements.Soit l’élève transformel’entier E en fraction (c’est d’ailleurs le point de départde l’enchaînementadéquat)soit il transformedirectementl’énoncé tel quel, et c’est le cas le
plus fréquentparmi les erreursclassiques.

XLI.3.I. 1er cas: transformationde l’entier E en fraction

Cet enchaînementest à l’origine de 32% des erreursclassiquesà laquestionQ8. Il y a quacretransformationspossiblesde l’entier E.

eDCJ:

36% destransformationsde l’entier E’° sont desmisesau dénominateurcommun(ce qui donne

25% des transformationsde l’entier E prennentpour dénominateur1.Cestransformationssontconservantes.

f FIE] I:
21% des transformationsde l’entier E prennentpour dénominateurElui-même.Cestransformationsne sontévidemmentpasconservantes:

Ex (suivi de tSom/Soml) (Ferry/5/8B)
1 134

+3= + =

18% des transformationsde l’entier E prennentpour dénominateurD,celui de la fraction, Cela donnele mêmerésultatqu’une [CLIN D2.1].

autres
[FaSiga)

9 transformationqui, d’aprèsla définition desétapes,ressortità la 2èmeétape.Les troisautresressortissentà la premièreétape

il y a 28 erreursclassiquesqui commencentpar une transformationde l’entier E Lespourcentagesse rapportentà cette base,et n’ont donc de sensqu’à 4 points près aumoins (1/28 3,57%)

saufsi £=l. Danscecas(2 réponsessoit 7%) la transfonnaiiona été misearbitrairementdansla catégorieprécédente.
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Après transformationde l’entier E en fraction, nous retrouvonsles à une procédureusuellede sommede deux fractions. Nous allons étudier

transformationsusuelles de la question Q6. Statistiquementles trois maintenantles élèvesqui transformentdirectementla sommed’une fraction

enchaînementsles plus fréquentssont:
et d’un entier en fraction. C’est le cas le plus fréquent: 68% deserreurs

classiquesde la questionQ8.

I) pour environ 40%, un enchaînementbâti autour de la transformation

[SonVSom]t2.
Sur 88 erreurs classiques,ii y a 60 transformationsdirectes de

l’énoncé.Les pourcentagesse rapportentdonc à cettedernièrebase,et n’ont

2) pour environ 30%, un enchaînementcohérent, c’est-à-dire adéquat de sensqu’à 2 pointsprès (1/60 1.67%).

relativementà l’énoncé modifié par une des transformationsincorrectes

à l’étape 1 ([F/E) ou [F/u]).
XIL3.2.A. Somme des numérateurssur le dénominateur

3) pour environ 10%, un enchainemenibâti autourd’une [CLIN].

ies quatre transformationsde E ne se combinentpas en n’importe Une transformationincorrectedomine ici largementles autres(76%

quelles proportions avec les trois enchaînementsci-dessus,nous les destransformationsdirectes):la transformationde E-*en fraction

reprendronsdans le tableau récapitulatif. En outre, nous n’avons bien

entendu pas codé comme erreur un enchaînement1ER] suivi d’une Ex (Vigna/2/8A):

transformation cohérente (puisque c’est adéquat). Par contre il est s

intéressantde noter que seul [E/D1 est effectivement suivi d’une
+ 2 = 2

=

transformationcohérente,et non [FIE]: Nous pouvonsproposerune interprétationde cette transformation,

Ex (Gay/21/SG)
qui part du fait qu’un certainnombred’élèves’ appliquent[SoiWsom] à la

6 — 3 9
questionQ6 et [Som/Dén] à la questionQ8. Plusieursélèvesont même le

+ 8 8 +8 8
comportementsystématique:

Inversement,avant [Sonilsom] nous n’avons pas relevé de [E/D], Q6: [Son-VSom]

seulement(FIE] ou (Mise Dc) ou [Fil]:
Q?: [Dif/Dif]

Q8: [SonilDén]

Ex (TChardin/21/8J)
Q9: [DiffDén]

1314
+ 2 = J +2 =3

Un tel comportementsuggèreune analogieprofondeentre fSonVSomJ

et [SonVDén] (idem avec les différences).On peut rendrecomptede cette

X1I.3.2. 2cme cas: transforinattondirecte de I enonce

Nous venons de voir le cas des élèves qui commencentpar

transformerle termeentieren une fraction pour pouvoir ensuitese ramener

-_

‘ 17 élèvesfont (SonvDén}à Q8 et {[Soni)SomJà Q6 ou (inclusil) (DiUIEq à Q7J,soit

12 le plus souventr&tuit.s à cetteseuletransforniatkrn.
28%des60 transformationsdirectes,soit encoreenviron409’o des44 [SonVDén].
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analogie en postulant deux règles formelles’4(sur lesquelles nous • 5 codes[FJD]&lCohérent].reviendronsen conclusion) [R] et [R’], portant sur la suite vide “t”, telles

On peutdoncen déduire:
que:

• que le nombre de réponsesissuesdirectementd’une transformation[RI a = [Soni/Dén] est compris entre 17 (19% des réponsesclassiques)et 44
+

(50%)LR’I
• quele nombrede réponsesissuesd’un enchaînement[FJD] & [Cohérent]Dansce casen effet, l’application successive(le [R], de [SonVSom]et est comprisentre5 (6%) et 27 (44-17) (31%).de [R’] aboutitau résultatde f SonVDén]:
XI1.3.213. Cas particuliersN E N E+N E+NE + —* + —> -jj ——

Les questionsQ8 et Q9 présententune caractéristiqueimportante,àsavoir le fait que le terme enlier E, ou le numérateurN de la fraction, estToutefois l’élève peut aboutir à ce résultat en ayant transformé égal à 1 danscertainsitems. Ce paramètreintroduit deux transformationsl’entier E en fraction à la première étape et fait ensuite une somme particulières.
cohérente.Nous avons donc deux interprétationsconcurrentespour un

XILLZJLa.Oubli..du terme tntkrquand- IL est Je chiffre - I
mêmerésultat.Commentcoder?

[jOubljflj• Si l’enchaînement(FJD] & [Cohérent]apparaîtnettementsur la copie, il
estcodécommetel.

Dans 3 items sur les 10 de la questionQ8, le terme entier est le
- chiffre “1”. 21 élèvesont donnéune réponseinadéquatepar transformation

• Si l’élève a fait [Sorn/Som]à la questionQ6 et DiffDïf] à la questionQ?,
directe à ces items, et parmi eux 8 (soit environ 40%) par oubli du terme

ce qui constituedes indices forts en faveurde ISomJDén].ou s’il n’y a
entier.d’indices ni dans un sens ni dans l’autre, cela a été codé par défaut

[Som/Dén].
I
lEx (TChar/6/SC):
13 3

L’interprétationdesstatistiquesglobalesdesréponsesclassiquesdevra
+ t =donc être modulée.Sur l’ensembledes88 réponsesclassiques,on relèveen

effet:
Cette transformation pouvait être codée de diverses manières

(lProIProI par exemple)correspondantà autantd’interprétationssur son
• 44 codes[Sonv’Dén], dont 17 correspondcntà une [SonilSomI en Q6 ou

une jDif/DifJ en Q7. origine. Dans certainscas en effet, l’enchaïnenicntest explicite, dans
lx Nd’autreson disposed’indices du type jj pour penserqu’il s’agit d’un

- produit. Toutefois,en l’absencede tout indice, commecette transformation
n’apparaitque quand E est Je chiffre 1, nous avons préféré lui affecter un

14 nousentendonspar là qu’elles portentsur ta forme desexpressions,et n’ont pasde codespécifique.significationsur le plan mathématique(celui des“dénc4ationsl.
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Le paramètre “E est le chiffre 1” modifie évidemment les

pourcentagesd’occurrencedes différentes transformations.Dans ce cas

[SomlDén] passede 76% â 60%.

L32,Ø.b,Oub1j4u.Nunjftatcur.quan&i1est.1t.çliitTreA

énl

Dans 3 items sur les 10 de la question Q8, le numérateurde fa

fraction est le chiffre “1”. 16 élèvesont donnéune réponseinadéquatepar

transformationdirecte à ces items, et parmi eux 5 (soit environ 30%) par

oubli du numérateur,c’est-à-direen passantde:

Ex (TChar/11/8E)
I 5

1

Cette transformation pouvait être codée de diverses manières

([Pro/Dén] par exemple),mais cescodesapparaissaienttrès peu en dehors

des cas où le numérateurest “1” ([ProfDén] n’apparaîtqu’une fois par

exemple).Nous avons donc préféré affecter un code spécifiqueâ cette

transformation.

Le paramètre“N est le chiffre 1” modifie égalementles pourcentages

d’occurrencedesdifférentestransformations.Dans ce cas [SomfDéni passe

de 76% à 70%.

2(11.3.3._Récapitulation

Les résultatsqui suiventsont ceuxdestransformationsqui ne sontpas

spécifiquesdes cas N=1 ou E=1. Ils sont rapportésà l’ensemb]edes 88

réponsesclassiques.Ne sont indiquées que les transformationsqui

apparaissentplus d’unefois.

50%: [SonilDén]
7%: (E/D1 & [Cohérent]

5%: [F/1l& [Sonv’Somj

5%: [Mise DC] & LsonvSomi

3%: [F/11 & [SonVSoml

3%: [CLIN]

3%: [Som—* Dif] & 1Er Signl

ChapitreXJI:J’ractions:réponsesclassiques.

[Som-> Dii &LErsign]
ICUNI

[EJE]&ISorrVSom]
[Mise DC] &jscrw’Scm]

fFJt1&(Sonorn?’4

[FJDJ &Ieohérentl

Xl1.4. Les enchaînementscIassquesdc Q9.

La questionQ9 se rapprochede la précédente(en ce qu’elle est de

type 11) et de la questionQ? (en tant qu’elle est une différence). Nous

retrouvonsdonc la classificationde la questionQ8: soit l’élève transforme

l’entier E en fraction, soit il transformedirectementl’énoncé.

Dans le premiercas,on retrouveles enchaînementsclassiquesd’une

différencede deux fractions (cf. Q7), et dans le secondsoit l’équivalentde

fSonVDén], à savoir [DiffDén], soit les mêmescasparticulierssi E=1 ou si

N= 1.

Nous ne détailleronsdonc pasles transformationsclassiquesde Q9, à

l’exceptionde la plus importante([Dif/Dén]) et d’une autre ([Dif - -Pro]),

transformationspécifiqueà cettequestion

E

[SonvDén]
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XII.4.l. Différence sur Dénominateur

én1

C’est l’équivalent de la transformation[Som/DénI, elle représente
38% deserreursclassiquesde Q9.

Ex (TChar/12/9E)
43 179=9 2x3

Danscet exemplenous avonsen autre une erreurde simplification à
la troisièmeétape.

XlI.4.2.1)ifférence

____________

Ex (TCharJll/9E):
4 28

7-9=-9

‘fout se passecommesi l’éléve avait remplacéla différencepar un
produit, et “conservé” le signemoins (4% de Q9). Cettetransformationest à
rapprocherde celle qui remplacel’opposépar l’inverse

Remarquonsenfin que nous n’avons relevé ni ICLINI ni [EntlDén]
dansQ9.

Ex (Château/24/90:
6 3 t 3 2 24 2 22

8 18 S 8 8

Noter ici la premièreétape3 — qui apparaîtfréquemmentdans les
énoncésde type Il.

Curieusementces simplifications en croix n’apparaissentici qu’aux
questionsQ8 et Q9. c’est-à-direassociéesauxénoncésde type II.

XIL4.4. RécaIation

Ne sont indiquéesqueles transformationsqui apparaissentplus d’une fois’5.

35%: f Dif/Dén]
12%: [ErSign}
10%: [Dif/Dif]
10%: lDif—* Prol
6%: IDif—> Son
6%: LE/D]& (Cohérenti
4%: [Opp— mv)
3%: IDif —s -Pro]

X11A13- Simpliticati_Croix

Croix)

De telles simplifications sont parfaitementconservantesau sein de
produits...mais pasde sommeou de différences,commedans3% de Q6, ou
2% de Q?. Il y a par définition deux Simplification en Croix possibles,
suivantla “diagonale” où setrouvent les opérandessimplifiables.

l les transfonnationsindiquéesci-dessousne forment pas une parlilion: les erreursde
signepeuventsecombineravec les (Dif—> Som]. ce qui est une façon de coderque les
différencesdeviennentdesopposésde sommes.
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jUif -Pro1
FOpp->Invl

lFJDl& [Coh&eni]

jUif ->Somj

[Dif->ProJ

aulres

191f/Dénl

Xl1.5. Les enchaînementsclassiquesde QIO

Ex

CIL 51. oporteinent ?sMllf

[[Mise Dci &1ProfDCifDCj}

Ce comportement“additif” consisteà mettre les deux fractions au

dénominateurcommun, puis à faire le produit des numérateursen

conservantle dénominateurcommun.

Ex (TChar/S/IOE)
1 40 1 40 5

5x =j-x
=—= r

c’est la transformationla plus fréquente(47% des erreursclassiquesde

Q 10).

On dispose parfois seulementd’un indice pour identifier cette

transformation,la présencedu “I” commefacteurdu numérateurcomme
dansl’exempleci-dessous:

Ex (Tchar/l/9A)
48x1 48 24 8

8= 6 ==ï=ï

Dansun certainnombrede cas (6%) on ne disposetoutefoisd’aucun

indice, et on aboutit au mêmerésultatque ci-dessussansque le calcul soit

explicité. Il nousparaitraisonnabled’amalgamercescasaux casprécédents,

ce qui donneun taux total de 49%.

XI1.5.2. Distribution formelle de l’entier sur la fraction

Ex (TChar/12/9E)
15 1

5 x =
= w

c’est la deuxièmetransformationla plus fréquente (20% de Q10).

Elle est plus répanduechezles élèvesde 4ème(24%) quechezceuxde 3ème

(6%). Cela fait un cassupplémentairede distributivité généralisée,à ajouter

à ceuxdesdeuxenquêtesexposéesau chap.IX.

Xl1.5.3. Autres enchaînements:

Nous donnons maintenant par ordre d’importance les autres

enchaînements.

8% desélèvestransformentle produit en somme,et la moitié de ceux-ci

utilisent ensuitela transformationfSom/Dén].

6% des élèvesaboutissent,par des voies souventnon explicitées,à un

résultatqui est l’inverse du produit dii termeentier par le dénominateur

de la fraction. Ceci peut résulterdu fait de remplacerd’abord le facteur

entierpar son inverse:

Ex (Goscy/23/1OJ)
111

x 9=x

[Uif/tiÇl [ErSignI
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Ce résultatpeut aussiprovenird’un [Pro Croixi:

Ex (Barjall/TOA)
1 181
x 8=x

4% desélèvesaboutissent,par des voies souventaussiobscures,à unrésultai qui est le produit du terme entier par le dénominateurde lafraction. Ce résultat peut provenir du fait de remplacerd’abord leI . Dfacteurfracitonnaire par son inverse

Ex (Barja/IOIIOE)
1 8 6 488x =yx

Ceci peut égalementrésulterd’un autre [Pro cmix] (nousn’en avonspasd’exempleexplicite).

• ftieDCJ& [Cohérent]1:

Enfin, 2% des réponsestémoignent d’un comportement“additif”consisteà mettre les deux fractionsau dénominateurcommun,suivi d’unproduit (cohérent) des deux fractions. Cet enchaînementtiré par lescheveuxestnéanmoinsconservant,

Exempled’un enchainement[Mise DC] & [Cohérent]suivi d’une erreurdecalcul dansla simplification:

Ex (Natio/4/IOC)
1 40 1 40 20 10 55x
8=8 8=64=32=12=6

Il est à remarquerque. vu nos règlesde codage,nous n’avons aucunmoyendirect de savoir combiende réponsescorrectesont été obtenuesparcet enchaînement..,

Nous ne donneronspas de tableaurécapitulatif, les transformationsayantété traitéesdansl’ordre de leur fréquence.

X1I.6. Comportementsréguliers

Lorsqu’on chercheà coder une réponsepour laquelle l’élève n’adonné aucun détail, on regardeles réponsesaux autresquestions,à larecherchede régularitéssusceptiblesde fournir un indice. Au fur et àmesuredesopérationsde codageon en vient à observerun grandnombredecesrégularités.Toutefoiscesdernièressont plus difficiles à identifier queles transformationsou les enchaînements,car on n’a passouventla chanced’observer ce qu’on pourrait appeler un comportementabsolumentsystématique,danslequel l’élève utiliserait la mémetransformation(ou destransformationsde mêmetype telles que [Som/Soml et [Dif/Difj) tout aulong des cinq questionsQ5 à Q9. Un des rares exemplesest la copieDesrousseauxl2où l’on observele comportementsystématiquesuivant:
Q5: [Sonv’Som]
Q6: lSonVSoml
Q7: [Dif/Difl
Q8: [Som/Dénl
Q9: [DiffDén]

La plupart des copies présententen fait un comportementqu’onpourrait qualifier de partiellementsystématique:sur es cinq questions,deux, trois ou quatreseulementont desréponsesde mémetype. A moins defaire une analysestatistiqueextrémementfine des corrélationsentre lesréponses,il est assezdifficile de rendre compte précisémentde cessystérnaticitéspartielles.Nous allons toutefoistenterde le faire, en prenantdeux approchescomplémentairesdu phénoméne:une approchequalitativequi donnera les types idéaux de régularités, et une approche plusquantitativequi montrerales modificationsque la prise en compteduneréponseà unequestionapportentà la répartitiondes fréquencesà une autrequestion.
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XILÔ.LsystéiiiaticitéeLtraiisfonnatioiisvariables lorsquece secondtermeest une fraction,et

Une des façonssystématiquesd’opérerconsisteà modifier l’énoncé

pour le rendre formellementcompatibleavec la ou les transformations
a+c

qu’on désirelui appliquer.
lorsquece termeestun entiere.

Ex. (Gayf7IC):
2 5 7

N!I6.2.A roche gualitatescum ortementsy4matigues.

5C:

5 4 9:3 3
Nous allons indiquer ici les neuf principaux typesde comportements

6C:
+ = ÏT1 =

systématiquesrelevés.

5354 93
7C: j4 j+ =11 X11.6.2.A. Premier type:

3 3 3
SC: + I = + I = Il s’agit du type que nousavonsévoquéplus haut;

9C: 34 =j+3 Q6: fSornomJ

10C 5x 5x1
6:2 3

Q7: (Dif/DifJ

= S 824 Q8: [SonlDén]
Q9: JDif/DénJ

A une exceptionprès en effet (l’item SC), l’élève ramènetoutesles

opérationsà desadditions. 2 copiesprésententla sériecomplète,4 copiesune série incomplètede

3. Nous ne faisonspasfigurer la question5 danscettetypologie,étantdonné

En soi, un tel comportement,consistantà modifier l’énoncé pour

pouvoir lui appliquer les transformationsconnues, est parfaitement
que les différentsitemsde cettequestiontessortissentà plusieurscatégories.

légitime.., quand les transformationsutilisées pour mettre sous forme X11.6.2.B. Second type:

adéquatel’énoncé sont conservantes!Sinon, l’usage de transformations

incorrectespour arriver à la forme souhaitéepeut étre qualifiéesd’”erreur- Ce comportementconsiste à tout ramener aux seules deux

relais” (Paquelier1987), dansune perspectivedu type “la fin justifie les transformations[SoinlsomJet [Dif/DifJ, notammenten transformantles

moyens”.
expressionsdu type II en expressionsdu type 1.

Inversement,on peutpenserque l’élève préfèreajusterles paramètres Q6: ISonvSoml

des transformationsafin qu’elless’appliquentaux énoncés.Il suffit en effet Q7: [DiffDif]

de considérerqu’au lieu de transformertoutesles expresionsen sommes, Q8: (SornSom}

l’élève disposed’une transformation“à géométrievariable” qui, pour
Q9: (DifiDifJ

additionner à un secondterme,donnerespectivement: 1 copieprésentela sériecomplète.3 copiesunesérie incomplètede 3.

a+c
b+d
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XII.6.2.C. Troisième type:

Ce comportementconsiste à tout ramener aux seules deuxtransformations[Sonilsoni] et [SonilDén], notammenten transformanttoutesles différencesen sommes.

Q6; [SonvSoin]
Q7; [SotSom]
Q8: [SonVDénl
Q9: [Som/Dénl

1 copieprésentela sériecomplète.1 copieune série incomplètede 3.

XII.6.2.D. Quatrième type;

Ce comportementconsisteâ tout ramenerà la seuletransformation
[Som/Som].

Q6: [Sont’Som]
Q7: [SonvSom]
Q9: (SonVSoni]

1 copie présentela sériede 3.

X11.6.2.E. Cinquième type:

Ce comportementconsisteà tout ramenerà la seule transformation[Som/Som]par une mise au dénominateurcommun.

Q6: [Mise DC] & [Sozn/Som]
Q7: (Mise DC] & (Som/Som]
Q8: (Mise DCI & lSonVSom]

I copie présentela sériede 3.

XIL6.2.F. Sixième tvpc

Ce comportementconsiste à tout rameneraux transformationsrespectives[SomJPro]et IDif/Pro].

Q6: [Som/Pro]
Q7: [Dif/Pro]
Q8: [SonVPro]
Q9: [Dif/Pro]

2 copiesprésententla sériede 4.

Xlt.6.Z.G. Septièmetype:

Ce comportementramènetout à [SomlPro].

Q6: (SonVPro]
Q7: (Som/Pro]

2 copiesprésententla sériede 2.

XII.6.2.H. Huitième type:

Ce comportementramènetout à [Pro Croix].

Q6: (Pro Croix)
Q7; [Pro Croix]
Q8: [Pro Croixi

2 copiesprésententla sériede 3, deux aulresune sériede 2.

XII.6.2.I. Neuvième type:

Ce comportementramènetout à une [CLIN].

Q6: [CLIN]
Q?; [CLIN]
Q8; [CLIN]

3 copiesprésententune sériede 2. Il est â remarquerque dunequestionàl’autre, l’élève reste“fidèle” au mèmetype de [CLIN] ([CLIN N1,N2] etc.).
Notonsenfin que nousn’avonspasde copiequi seraittotalementnonsystématique,qui ferait par exempleun [Som/Som} puis une [CLIN] puisune [Som—,Df] et enfin une [Mise DCJ&[Dif/ProJ.
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XJViApsistçjmitative

Dans l’étude destransformationsquestionpar questionnousavonspu

ranger dans un tableau récapitulatif les transformationspar fréquence

d’occurrence. Or nous pouvons établir de nouveauxtableaux, si nous

considéronsles fréquencesd’occurrencedes transformationsà une question

donnée, sachantque l’élève a donné une certaine réponseà une

autre question. Par exemple, nous pouvons établir le tableau des

fréquencesd’occurrencedes transformationsà la questionQ6 sachantque

l’élève a fait une rCLIN] à la questionQ8.

Traduit en termesde probabilités(ce qui était notre perspective,pour

établir une basede règlespondérées)cela revient à établir une probabilité

conditionnelled’occurrenced’une transformationà une question,sachant

qu’une transformationdonnéeest appanieà une aulre question.Cela a des

conséquencesbien pratiquespour le choix desrèglesà testerpar le système

expert:si l’élève a déjà fait une [CLINF6 auparavantà unequestionde type

Q8, et si la questioncouranteest de type Q6, le systèmea intérêt à essayer

d’abord l’hypothèseque l’élève a refait une [CLINJ, au lieu de l’essayeren

2èmechoix (après[Som/Som])commelorsqu’on ne sait rien.

Nous n’avons pasvoulu donnerl’ensembledes tableauxdonnantles

fréquencesd’occurrencesconditionnées,car la lectureen seraitfastidieuse.

Nous allons montrerseulement,dansle tableauci-dessous,commentil

faut reconsidérerl’ordre des transformationsclassiquesde Q6, en fonction

de quelquesréponsesdonnéesà Q8: [SomJSom],[SonVDén], (Som/Pro],

[Mise DCJ&[SonL/SomJet [CLINI:

[sornfProl L
(Pro croixl j,

(Som-) Prol ±
(Mise DCl& lsomlso.nl 6

jOubli Tfl 6

[Som-> Difl I

3 2

3 3

3 9

1 4

La secondecolonne (en gras) donne l’ordre usuel d’apparition des

transformationsde Q6, indépendammentdes réponsesà Q8. Le même

nombreest répétélorsqueles fréquencessontégales.Nous voyonsbien que,

d’une colonne à l’autre, l’ordre des occurrencesdiffère (parfois

notablement),autrementdit que les fréquencesd’apparition sont bien

conditionnéespar la réponseà Q8. Nous voyons égalementqur lorsque

t’élève a choisi tsom/som),(CLINI ou Esonilprol en Q6, cettetransformation

arrive en premièreoccurrenceen Q8.

Audelà de cesrésultatsquantitatifs, le dernierchapitreexposerales

conclusionsglobalesqu’on peut tirer quant au rapportqu’entretiennentles

élèves de cet enquêteavec le senset la désignation des fractions

numériques.

16 ou plus exactementsi le systèmea déjà diagnostiquéune fCLINJ à une question

précédente

Si la réponseà QS meten oeuvrel’enchainement

__________________

ISon,Soml j (cuNl I ISom/Prol I IMise Dcl&lsom)soml I (SonVD&il

Alors l’ordre desenehainementsdansQ6 devient:

l5onU5oiil
I 1 2 I 1

IcLIN1 2 2 I 2

_______

________

2 3 1

___

________

2 3 2

____________

________

2 3 2

____________

_______

2 3 2 3 9

2 3 2 3 9

lfto,Prol 8 2 3 2 3 4

llko/Soml 8 2 3 2 3 4

________

2 3 2 3 4

[Dir/Difl $ 2 3 2 3 4
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XIII. CONCLUSION

80. A la vérité de mesénoncéson vérifie la compréhension
quej’ ai decesénoncés.

81. C’est-à-dire:il y a desénoncéstels que. si je les fais
faux, on en vient à se demandersi je les comprend.

Ludwig Wittgenstein,De la certitude.

XIII.I. Des fractions qui ne désignentrien

Revenonsaux “règles” [R] et [R’] vues au chapitre précédent,qui
permetientde passerde la transformation[Som/Sorn] â [Som/Dén]. Quelle
est la différenceenLre [R] et [R’] d’une part:

[RI a -*

[R’] 4&a 4-) a

et les égalitésmathématiquessuivantesd’autrepart?

LEI a=

[E’I a+O= a

On pourrait analysercettedifférencecomme une confusionentre les
nombresOet 1. Nous pensonsâ la suite de Uaruk(t985),Lacombe (1988)
et Léonard & Sackur (1991) que le problème n’est pas là. Les élèves ne
confondentpas,dans le cas général,ces deux nombres.En particulier, la
réponse“î’ â la question

«7+1 =?»
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parait hautementimprobableà ce niveau. C’est que le pi-oblènte n’est pas

d’ordre mathématique(les élèvesne croient pas que 0=1), mais il se situe

bien plutôt au niveaudesdésignationsque les élèvesattribuentaux écritures

qu’ils manipulent,et en particulier à la suitevide “t”.

Nous pensonsqu’un certain nombrede comportementsd’élèves,en

particulier le non-respectdeségalitésdesvaleursnumériquesdes fractions,

peuventêtre interprétéspar l’hypothèsegénéralesuivante:

Pour cesélèves,une écriture fractionnairenumériquene désignepas

un nombre:c’est juste un coupled’écritures (qui, elles, désignentbien des

[pombres)t.

Tant qu’on supposequ’une fraction désigne,pour l’élève, un nombre

rationnel, les règles [RJ et [R’] ne peuvents’interpréterqu’en termesde

“confusion”: la suite vide “t” désignerait,selon le cas, le nombre O ou le

nombre 1, et les élèvesglisseraientde l’un à l’autre. Mais c’est encorealler

cherchertrop loin. En fait, “4” ne désignerien, tout simplement;ni 0, ni 1,

ni quelquenombrequece soit!

Ce qui précède ne saurait constiruer à lui seul un argument

irréfragableen faveurde l’hypothèseselonlaquelle,pour certainsélèves,les

fractions ne désignentpasdes nombres.Mais il y a un indice extrêmement

fort en faveur de cette interprétationdans le phénomène,amplement

observédanscetteenquêteet ailleurs, de l’indifférence étonnantemanifestée

par ces élèvespour le non-respectde l’égalité au coursdestransformations.

Ceci a été particulièrementmis en évidencepar Stella Baruk (1985 p. 17)

qui interrogeun élèvesur la production:

2
10 4-i-6 6

6
— 5 — 4+1 = I —

Commeelle lui faisait remarquerque la suite d’égalitésrevient à 2 =

6, l’élève lui répond“Et alors?”.

c’est ce queB. Duniont appelle“erreurde profondeurinfinie”.

Pourtant,cet élèvesait bien (on le voit dansla suitede l’entretien) que

le nombre2 n’est paségal au nombre6. La résolutionde cettecontradiction

réside selon nous dans le fait que pour lui, l’ESA ne désignepas le

nombre2, ni l’ESA f le notnhre6. En effet si les écrituressont privées

de désignation,on ne peut exiger de l’égalité qu’elle respectecette

désignation absente. En conséquence,l’égalité joue vis-à-vis des

transformationsun rôle identiqueà celui qui est bien connuen arithmétique,

â savoir le signedu résultatd’une opération.Cet usagedu signe“égal” n’est

ni symétriqueni transitif (Gautier 1984). Ici, le signe “égal” marque le

“résultat” de la transformation.Si on appliquait une transformation

différente,on obtiendraitun autrerésultat.De toutesfaçons,la questionde

la désignationn’est paspertinentepourJ’élève (d’où le “Et alors?”).

L’absencede désignationdes fractions entraîneà terme celle des

relations, et en particulier de l’égalité. L’exemple ci-dessusen est une

excellenteillustration. Pour qu’une égalité désigneune valeur de vérité,

encorefaut-il que ses membresdésignentdes nombres.Si ni ni ne

désignentdesnombres,l’égalité:

10 6
5=1

a peu de chancesde désignerune valeurde vérité (en l’occurrence,“Faux”).

Si on tente de faire sauvegarderà l’élève les contraintesformelles

portantsur l’égalité (telles que la réflexivité, la symétrieou la transitivité),

c’est la désignationdesécrituresdécimalesdes nombresmêmesqui risque

de devenirà son tour problématique.Dans

«“6=10”. et alon?’>,

ou bien l’égalité ne veut plus rien dire, ou bien ce sont les Oit “6” et JQfl

elles-mêmesqui ne désignentplus rien. Nous avons vu au chapitre IX

(Enquêtesur les écrituresalgébriques)commentles élèvesen viennentà

manipulerles écrituresde nombrescommesi c’était des lettres.
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La pertede désignationdépasselargementle cadredesfractions.Dans
un domaineproche,Léonard& Sackur(1981. 1983) ont mis en évidencele
fait que les élèvesperçoiventles Cst à virgule commecouplesd’écritures
d’entiers,et les règlesfaussesemployéespour les comparer.Là encore,c’est
le fait qu’uneCst à virgule désigneun nombre(décimal) qui est absent.

A la suite desenquêtesdu chap. IX, et notammentdu comportement
consistantà traiter les Cst commedesVar et à développerles expressions
avant de les effectuer,je proposed’élargir cette hypothèse.Le déficit de
désignationdes ESA numériquesn’est alors qu’un cas particulier d’un
déficit de dénotationdes ESA en généralde la part d’un certain nombre
d’élèves,qualifiésd”automachesformels”.

XIII.2.1. L”automathe formel”

XI11.2.1.A Dénotation

L’”automathe formel2” est un élève ne tient pas compte, lorsqu’il
manipuledesUSA, de leur dénotation.

Pour lui, la questionde la validation du résulLat ne se posepas en
termesde valetade vérité de l’écriture obtenue,mais d’abord et avant tout
en termesde conformité à desrègleset à desprocédures.La question(le la
vérité des identitésqui exprimentcesrèglesn’est d’ailleurs pasposée.«Mon
résultat est valide, parce que j’ai suivi la procédurecorrecte».Cela se
manifestepar desquestionsdu type: «Est-cequej’ai “Bon”?».

Précisons,pour éviter les contresens,le rôle que nous assignonsà la
dénotationlors du calcul. L’élève n’est pascensépassersontempsà calculer
la dénotationdesécrituresqu’il produit. Au contraire,

2 le néologisme“automathe”estempruntéà StellaBaruk (1985)

« il faut (...) éviter de se préoccuperdu sens3desgrandeursexpriméesà tel ou tel
momentde ta résotutionalgébrique» (Vergnaud,Certes& Favre-Artigue1987).

Que voulons-nousdire par “ne pas tenir comptede la dénotation”?Il
est indispensablede distinguerici divers niveaux (méta) de connaissances
concernantla dénotation:

savoirquetoute USA a unedénotation

savoirexprimerque toute ESA a une dénotation

savoircalculer la dénotationd’une USA

• et savoirquandil est intéressantde calculerla dénotationd’une ESA.

Le problèmede I’automatheformel n’est pas tant de ne pas savoir
calculer les dénotations,que de ne pas savoir qu’il peut le faire à tout
moment,et encoreplus d’ignorer quandil a intérét à le faire.

Cela se traduit au niveau de la vérification: l’automatheignore qu’il
vaut mieux commencervérifier la dénotationdu résultatavantde vérifier la
conformité du choix des règles par rapport à la procédure.En d’autres
termes,il ignore que pour vérifier, la dénotationest prioritaire sur le sens

La distinction qui précèdereposefondamentalementsur l’opposition

entre connaissanceset métaconnaissances.Ce qui caractérisel’automathe
n’est pas une lacunede connaissances,ou des connaissanceserronéessur la
dénotation,qui se traduiraientpar une incapacitépar exempleà calculerce
que désigneune ESA nurnerique:on a vu qu’il en était capablequandI’ESA
est bien parenthésée4.C’est plutôt une métaconnaissancelacunaire ou

3 je supposeque le mot esteinptoyéici dansl’acceptionnon spéciatiséeque je donneà
“signification”.

4 ta difficulté à évaluerta désignationtorsqu’il faut tenir comptedesrégtesde priorité est
un pmblèmedidactique,mais il ne concernepasspécifiquementl’élève qui secomporte
commeun “automathefmel”: un automaihepeutparfaitementconnaitreles règlesde
priorité et ignorer la désignation.Inversement,de nombreuxélèvesde notre enquête
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erronée(ne passavoir que les ESA dénotent,ou quand il faut calculercette

dénotation).

L’automatheformel petit ignorer tout à fait que les ESA ont une

dénotation. Il peut aussi le savoir hors contexte,mais être incapablede

rendre une telle connaissanceopérationnelle.Cette coupure entre la

ccnnassancede la dénotationet son usageapparaîtnettementdansl’exemple

suivant (Krygowska 1987):

« (J Ce qui a été pour moi frappant,c’est la ‘transformation”de

l’activité réellementexécutée,au coursde l’entretien (les substitutionsnuniériquc.s,

les calculsnumérique)en citation d’uneformuleverbalemagique,p.ex.:

= 2a-3b

si nouschoisissonso et b quelconques,nousobtiendronsl’égalité entreles

cô4ésgaucheet droit de cetteéquation,car ils sont égaux

Mais la proposition:

(V a,h€JR) JLj2 b-3a

est, selonta mèmeélève,fausse,carmalgréle fait que‘f’’_ b

“ce n’est pasvrai qu’a lieu l’égalité entre le côté gaucheet le côté droit de

l’équation,car4Y’ n’est paségal à 3 a, et si nous choisissonsdeux
nombresquelconqueset les substituonsdansla formule, nousn’obtiendrons

pasl’égalitédes côtésgaucheet droit”.

SensXIII. 2,1,11

En général, l’autoniatheformel n’est pas incohérent:il est a

cohérent5,en ce sensqu’il ignore que sesécrituresont â être cohérentesau

niveau de la dénotation.Cela ne l’empêchepasd’argumenterJe choix des

transformationseffectuées.Toutefoisla validité de sa réponsepassepour lui

par le respectd’une certaine procédure,c’est-à-direde méta-règlesde

choix, C’est le cas par exemplede cet élèvede 6ème (en cours particulier)

dont le casm’a été rapporté,qui a produit le calcul suivant:

Résoudre3+x+7=20
x =3+7=10
donc
x=Ï0+20=30
doncs = 30

et a justifié ainsi sa production:

«s ne peutpasétre mélangéavecdeschiffres, (il) faut trouvers d’abord,c’est le

prof qui l’a dit commeça!!»

De même,l’élève qui accepte:

et refuse:

J4a2.9b2= 2a-3b,

(Va,bE)R) gb23a2 = b-3a.

en vertu du fait queJ7’T n’est paségal à 3a, montre qu’il ne transforme

pas indifféremmentn’importe quoi en n’intporte quoi. Au minimum, il sait

distinguerdes transformationsacceptables(â ses yeux) de celles qu’il

n’acceptepas.Commele noteG. Vergaud(1990:

‘<L’automatisation n’empêchepas que le sujet conservele contrôle des
conditionssouslesquellestelle opérationestappropriéeou non »

Autrement dit, si on associe le choix parmi les transformations

syntaxiquesau “sens” (Sinn) de ces écritures(qui est alois au niveau des

métarègles),alois on peut dire que l’automatheformel “donne un sens”à ce

qu’il fait, un “sens” mais pasunedénotation.

L’automathene fait pas n’importe quoi; il a une certainerationalité
dansseschoix6.Malheureusement,cesdécisionssont viciéesâ la base,car

ce qui estspécifiquedu comportement“automathique”.Les deuxdifficultés sontdonc

disjointes.

5 l’expressionestdeY. Paquelier

6 Ce n’est pas le casde tous les élèves.Certains,quenousévoqueronsplus bas,n’ont
pascetterationalitéminimale,
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c’est la conservationde la dénotationqui est le critère ultimedu choix des

transformations,autrementdit du sens. Sansla dénotation,le sensse
réduit à une syntaxeà l’aveuglette.

X 111.2.1 - C .Tnriiliçme

Cette attention portéeau sens (Sinn) des expressions(au choix des

transformations)se manifested’ailleurs parl’emploi d’un discoursqualifié

de “juridique” par D. Lacombe(1988): «il faut trouverx d’abord», «p.n,.a

le...droit de développer...», (<on doit appliquer la règle ... » etc. Z.

Krygowska (1987) note d’ailleurs que les professeursont leur part de
responsabilitédanscediscoursjuridique:

« On chercheà éliminer cesdifficultés par un langageplus “opérationnel”où
certainesexpressions,comme“on peut”. “il faut”, et même“il est défendu”etc.
formentun langagede permissions, d’ordres,d’interdictionsqui diminuele nombre
desfautesles plus primitives, maisqui souvent approfonditle formalismedévié,car
il fortifie la dominationdesprocéduresau dépensde la consciencedesfaits. »

XI11.2.2. Symptomatolopie

On ne peut difficilement demanderà un élève,de but en blanc,s’il sait

que les écrituresont une dénotation,qu’il peut la calculerà tout moment,et
à quel moment il a intérêt à le faire (mêmeen expliquantce qu’on entend

par dénotation)... On ne peut détecter l’automathismeque de façon
indirecte,à certainssymptômes.Z. Krygowska (ibidem) en dresseune liste:

« Certaines erreursliées au langagede l’algèbre scolaireextériorisentune
déviation négativedu processusde l’apprentissagede la mathématique.J’appelle
celte déviation“formalismedévié”. Elle peut étre caractériséepar les phénomènes
observablessuivants:

A. la rupturedu symboleet de son senssémantique7;entreautres,une telle
ruptureconcernele symboled’égalité8;

B. les transformationsdes expressions algébriquesfaites selon certaines

formules fausses,inventéespar I ‘éléve parfois ad bec, mais souventappliquées
consciemmentetjustifiéespardesrèglesgénérales,faussesellesaussi;

C. desautomatismesfaux particulièrementforts, provoquéspar les stimulants
visuelsde l’écriture symboliqueet par les stimulants verbaux dulangagescolaire,
“autourdesformules”;

D. le (laxisme) concernantles conventionssyntaxiquesdans l’écriture,dansla
lectureet dansl’interprétationdu textesymbolique.»

Ceci dit, il n’y a pas de test crucial qui détermineraitsans l’ombre

d’un doutequi se comporteen automatheformel et qui ne le fait pas: il y a

au mieux des faisceauxd’indices. En outre, aucunélève réel ne coïncide

exactementavec ce portrait idéalisé que nous avons appelé “automathe

formel”. L’automatheformel est une catégoriede penséedidactique (qui

nous permet de mettre des mots sur desphénomènes),pas un portrait

psychologique.La notion didiçtique d’automatheformel relèvede l’analyse

a priori9,tandisque la questionde savoirdansquelle mesureun élèvedonné

a un comportementautomathiqueressortit à une analyse (clinique) a

posteriori,de naturetoute différente,autrementsubtile et complexe.

XIII.2.3. La réussitepiff4Qnk

Lorsque certaineserreurs se manifestent,on peut diagnostiquer

(commeon vient de le voir) que l’élève qui les produit a un comportement

d’automatheformel. Il raisonnealors uniquementen termesde règleset de

métarègles.Or a priori, cela n’est pas incompatibleavec le fait de Lé.t,tS.Si(

certains exercices.Les calculateursformelscalculentd’ailleurs parfaitement

juste tout en restant (par définition) au niveau formel. En conséquence,

lorsquedes erreursne.s.e.manife.swnt.pas,cela ne signifie nullement que

l’élève ne se comportepas en automatheformell Nous parleronsici de

“réussite paradoxale”en ce qu’elle n’est pas l’indice d’une réelle com

préhensiondesESA et de leurdénotation,

7 je parleraisdedénotation

la questionde l’égalitéesteffectivementliée fondamentalementà la dénotationcomme
on l’a vu avec les fractions,mais c’est engénéralun point assezdélicatque nous
n’aborderonspasici.

9 “a priori” en tant qu’ellen’est pasdépendantenlherii desfaits d’expérience,et non

pasen tant qu’elle seraitpréalableà cetteexpérience(y. Margolinas1992)
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On en trouve un exempledansun questionnairesoumisà descandidats

à un concours de recrutementd’instituteurs à Paris (Drouhard 1986,

Lacombe 1988). La tâche consistaità multiplier un polynôme du second

degrépar un polynômedu troisièmedegré,et les élèvesdevaientrépondre
en remplissantlescaseslaisséesen blanccommeci-dessous:

L + L x5 + L x4 + L + L z + Lx + L
Une caseétait prévu pour un éventuel coefficient de x6 pour les

erreursde type:

x2.x3 = X6

Or un bon nombred’étudiantsqui avaienttrouvé un résultat(correct)
de degré cinq n’ont pas rempli la case de“x6” par “O”, mais l’ont

simplementbarréeou laisséeen blanc; de mêmepour le coefficient de “x”

qui était “1”. Ces élèves ont donc une bonne réussite à la tâche

algorithmique formelle de multiplication de polynômes, et plus de

difficultés à opérationnaliserla désignationde “4,” en “O” ou en “1” suivant
le contextepour répondreà la consigne.Aurait-on demandéaux élèvesde
répondreen écrivant eux-mèmesle résultat,on n’aurait enregistréque les
réussiteset nousn’aurions rien su de leurdifficultés avec la désignationde

“4”.

La plupart des exercices donnésdans les livres ont un pouvoir
diagnostiquetrès faible, car lorsqu’ilssont réussiscela n’apporte(presque)
aucune informationsur l’élève. Ceci nous amèneà plaider en faveur de
l’emploi systématiquedes“questionsdiscriminantes”,dont l’énoncéqui suit
est un exempleclassique(Lacombeibid.):

Pour quelle(s)valeur(s)de t l’équation
x2-tx +2=0

discriminant, carle taux d’étudiantsaboutissantà une valeur correctede t
par la procédure ‘automathique”utilisant était infime.

Toutefois, la réussite paradoxalede l’automathe formel dépend

égalementdu niveaude complexitédesexercicesproposés(et passeulement

de leur caractèredéfavorisantles automathismesformels).

Xlll.Z.4. L’autornathe formel devant l’accroissementde la

comnjexit_ê

L’automathe formel en effet, contrairementau logiciel de calcul

formel, fait des erreursde calcul. Ceci ne lui est pas spécifique: toutle
mondeen fait, à commencerpar le mathématicien professionnel.Toutefois

ce derniersait détecteret corriger ses erreurs, autrementdit vérifierlo son
travail: c’est mêmeunedescaractéristiquesde sonexpertise.

L’automathe formel, lui, est certes capabled’utiliser un certain
nombre de techniquesde vérification, comme la double résolution

(consistantà recommencerle calcul et à comparerles résultats).‘l’outefois il
ne peut (par définition) employerles techniquespuissantesqui mettenten
oeuvre la dénotation,et qui permettentclans un grand nombrede cas, de
savoir à peu de frais si un résultatestcorrect (par exemple,remplacer,dans
l’équation initiale,x par la valeur trouvée). Dans le cas du trinôme
paramétréci-dessus,la double résolutionest onéreuse,dansla mesureou la
procédure‘automathique”elle-mêmeest extrêmentfastidieuse.

Or plus la complexitésyntaxiquedes ESAmanipuléesaugmente,et
plus le nombrede règleset de métarègles formelless’accroit, et avec lui le
risque d’erreurs. La performancede l’automathe formel doit donc
s’affaiblir, en termesde réussitesaux exercicesscolaires.Ceci permetde

admet-ellepour solutionx=2 7

Une solution “automathique” (calcul de A etc.) est évidemment
possible,maissa complexitéest sanscommunemesureaveccelle qui utilise

la dénotation(en remplaçantx par 2). A l’occasiond’une enquêtemenée

au CNAM, nous avons pu observerque cet exerciceétait effectivement

cf C. Margolinas(1989) p. 155:

« processusde vérification: la suite desactionsque mènel’élève (seul ou
aidé) quandiL chercheà s’assurerparuneactionde la validité d’un résultatet/ou
tente demodifier les actionsou raisonnementsqui l’ont conduit à proposer ce
résultat.
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élèveslorsqu’onpassepar exempledeséquationsaux inéquations.

XIII.2.5. La “survie” aux niveaux élevés de l’automatheformel

11 faut nuancertoutefois ce qui précède.Si l’automatheformel était

inéluctablementcondamnéà voir ses performancesdiminuer au fur et à

mesurede la complexification des domaines étudiés,il n’aurait aucune

chancede subsisterà un niveau élevéde scolarité.Or ce n’est pas le cas:

((L’étude deserreursfaitespar les élèvesde classesdites “universitaires” à
Cracovie, fréquentéespar des élèvesparticulièrementdouésen mathématique,
montre commentla rupture du symbolede son senssémantiqueconduit à des
malentendusfrappantsdansle contextemathématique plus raffinéque les éléments
primitifs de l’algèbre scolaire.L’analysede la naturedeserreursfaite à ce niveauest
beaucoupplus difficile quecelleconcernantles fautestypiquespour lesdébutantsen
algèbrescolaire.Mais (...) nousconstatonsdesphénomènesanaloguesà ceuxqui
ont étéobservéschezles élèvesplus faibles,c’est-à-direla dominationdes activités
concentréessur les procéduresplus que surles faits. »

Z. Krygowska, ibid.

De même,M. Legrand (1988) a insistésur lesproblèmesde “perte (le
signification” qui affectentles étudiantsau niveauDEUG, citant entreautres
un étudiant qui, au terme d’un long calcul, a donné commepériode de
rotationde la Lune autourde la Terre, 10-6s

Nous n’avons pas l’intention d’étudier ici l’insertion de l’automathe
formel au sein du cursusmathématique.Ce problèmeest lié à la question
complexede la sélectiondes élèves,de sesmodeset de ses fonctions,en
liaison avec les techniquesd’évaluation, En outre, des régressionssont
possibles,et pour diversesraisons.

«Certains(élèves),mêmedoués,se familiarisent facilementau début avec
l’arithmétiqueet avecl’algèbre, en conservantla consciencedu senssémantiquedu
langage symbolique. Mais comme la massede théorèmes,de conventions,
d’automatismesnécessairescroit vile, la mécanisationcommenceà précéderla

compréhension,et le calcul algébrique,précédemment correct,craque sousce
poids» (Krygowska 1987)

Un élève,expert dans un domaine,peut acquérirdes automathismes

ailleurs et ultérieurement(on ne nait pas automathe,on le devient). Nous

nousborneronsdonc à établir deux constatations.

D’une part, à tout niveau l’automathe est assuréde réussir un

minimum d’exercices.En effet, remplacertous les exercicesd’évaluation

par des questionsdiscriminantes(dont nous avons vu pourtant qu’elles

étaientles plus susceptiblesde discriminerles automathes)provoqueraitune

rupturede la coutume didactiqueen vigueurdansles classes.

J’ai eu personnellementl’occasionde percevoirde trèsfortes réticences,de la
part d’enseignants,au sujet des“questionsdiscriminantes”,en intervenanten
formationcontinuedesmaîtreslors de la mise enplacede l’opération d’évaluation
nationaleCE2 — 6ème. Tous les participants étaientconvenus qu’ilne s’agissait
nullementde pénaliserles élèves(en principe!), mais au contrairede les aideren
identifiant autantque possibleleurs difficultés. En outre, il était clair que des
questionsdiscrim’mantesdevaientétreposéesdansle cadred’un contrat (didactique)
expliciteprécisantle caractèreéventuellement“piégeant”des questions,et la conduite
à tenir en ce cas parles élèves,Pourautant,la suggestionrevenaitrégulièrementde
“modifier l’énoncé” de telle ou telle questionpour le rendre“moins difficile”, en
l’occurence pour éviter de disqualifier l’emploi des procéduresautomatiques
standard,..

Si toutefois les évaluationscomprennent,conformémentà la coutume,

suffisammentd’exercicespouvantétre réussispar l’automatheformel, celui-
ci franchira alors sans trop de dommagesles étapes de sa scolarité
algébrique.

Un des points forts de l’étude de Léonard& Sackur (1981,1983)sur
la comparaisondes décimaux,que nous avons citée plus haut,est que la
majorité des exercicesproposésaux élèves dansles manuelsne sont pas
discriminants, autrement dit qu’ils peuvent ètre réussis (de manière

t Dans ce casprécis il s’agit d’une rupture plutôt avec l’interprétationdes ècritures
qu’avecleur dénotation,
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paradoxale)en appliquant(les règles‘automathiques”incompatiblesavec la

désignationcortectedesCst â virgule’2.

D’autre part, l’automathe formel s’adapte. Sesconnaissancessont

essentiellementlocales,en ce sensqu’elles sont correctesdanscertaines

limites, et qu’il ignore ces limites (Léonard& Sackur, 1991), La cohérence

globale de l’ensemblede ses connaissancesn’est pas le premier de ses

soucis, il n’en a d’ailleurs guère les moyens.Ceci permetde comprendre

comment il peut “progresser” (dans le cursus) en dépit des difficultés

croissantes.A côté de l’accroissementde complexité formelle, sont

introduitsen effet tout au long du cursusde nouveauxoutils et de nouveaux

concepts,plus généraux,qui réduisentau contraire cettecomplexité: voir

par exemple la résolution des systèmesd’équations linéairespar les

déterminants.L’élève n’a plus qu’à réduire ces outils à de nouveaux

automathismcs,passer dans notreexempledes recettespour résoudreles

systèmeslinéaires par substitution et combinaison,aux recettespour les

résoudrepar les déterminants.

L’automathismeformel petit donc soit apparaîtretard, soit persister

longtemps.

XIII .2.6. Malentendu

Cette représentation“formelle” des ESA (en ce sensqu’elles ne sont

pour l’élève que des formes vides dépourvuesde dénotation) a pour

conséquenceimmédiatede transformerla plupart desefforts de remédiation
en malentendus(Adda 1987). Le maître (ou le logiciel, en tant qu’il est écrit
par un mathématicien)se situe au niveau mathématique.Son discours,oral
ou écrit, qui porte sur les objets mathématiques, s’exprimeau moyen
d’expressions(fractionnairespar exemple), (lui ne sont pour lui qu’un
moyen d’accéderà leur dénotation.L’élève, lui, ignore que ces écritures
dénotent,et croit en toute bonnefoi que son interlocuteurse situe également
au niveau formel. Il disposede trèspeu d’indices pour être détrompé.

12 notammentl’ordre lexicographiqeusur les Cstà virgule considérécommedescouples
d’entiers.

On peuttrouveruneanalogieentrecettesituationet la communicationentremi

daltonienpartiel (pour lequel rougeet brun sontdeuxnuancesd’une mêmecouleur

par exempte)et quelqu’un qui ne t’est pas. La plupart dcssituationsde la vie

courante n’offrentpasde contrastescoloréstels que l’un voit une différencelà où

l’autre ne la voit pas.Ce que L’un interprètecomme,unedifférencede couleur,l’autre

le voit commeunenuance- commeentrecarminet vermillon par exemple-.Il y a

(jonc malentenduen ce sensque les deux individus communiquentsansréaliser

qu’ils ne parlentpasde la même chose,Il faut une situationexpérimentalead hoe

(test de dépistage)ou un hasard(que la conversationsporte sur deux objets de

couleurdifférentesmais quele daltonienne distingue pas, mêmeen termesde

nuance)pourque le malentenduapparaisseaux deuxinterlocuteurs.

Le malentendureposeici sur le fait que l’élève ignore que les ESA

ont une dénotation,et que le maître ne sait pas que l’élève l’ignore. Le

terme “faux” désignepour le maître la valeur de vérité, et signifie pour

l’élève “incorrect”. Ce qui entretientle malentendu,c’est que toutcalcul

correct aboutit à un résultatvrai, et la plupart des calculs incorrectsà un

résultatfaux. Autrementdit, les situations discriminantespour l’un et pas

pour l’autresont rares.

Les chosesseraientpeut-êtreplus simples si le maitre s’en tenait

strictementâ la dénotation,Or pour lui, les ESA ont non seulementune

dénotationmais égalementun sens.Il ne se contentedonc pas d’évaluer
mécaniquement“vrai”, “faux” ou “non défini” le résultat de l’élève, il
évalueégalementla correctiondescalculs.Il lui est difficile d’écrire “vrai”
sans commentairesdans la marge d’uneégalité provenantd’un calcul
incorrectou sansrapportavec l’énoncé.Ce serait une rupturede la coutume
didactique.En outre, l’usaged’annotationsdu type«Bien>’ qui “écrasent”les
niveaux de la dénotationet du sens (Paquelier 1990), ajoute encoreà la
confusion.

On pourrait croire que ce type de situation (résultat vrai issu de
calculs incorrects) permet l’amorce d’une prise de consciencedu
malentendu.Malheureusement,il n’en est rien.L’élève n’est pasdéstabilisé,
parceque pourlui “résultat vrai” signifie résukatformellementcorrect,
i.e. correspondantà la forme attendue.Il n’y a pour lui rien de surprenantà
ce que destransformationsincorrectesse “conipensent”heureusementet
aboutissentà la forme correcte.C’est rare maispasexceptionnel.
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L’absencede dénotation rend donc très difficile le jugement de

correctionposé sur une transformationlitigieuse. Pour l’élève le débat est

perçucommeun échangedargumentsd’autorité:

«Vous me dites que

_5 ‘4+1

Je veux bien vouscroire, niais moij’ai uneautrerègle, quifait que

4+6 6
4+1 1 —6,

Vous at’ez raison, etje n ‘ai pastort.»

(variante véhémente:“moi, on m’a appris à faire commeça!”). [tors d’un

détoursur la notion de dénotationmême(autrementdit un métadiscourssur

les expressionsmathématiques),le discoursreste un dialoguede sourds...

On pourrait dire que ces élêvesn’ont pasacquisle principe du tiers exclus,

mais la difficulté est plus profonde(au sensde Dumont 1989). Pour eux, il

y n bien différence mais il n’y a pas contradiction. Pour qu’il y ait

contradiclion, il faudraitqu’il y ait dénotation.

XIII.2.7. Une profondeur plus qu’infinie

lieu, encadréede rouge etc. Ce comportementpathétiquedonne un peu

l’impressiond’assisterà un “Culte du Cargo” Mélanésien’3.

«Imaginez que vous vivez dans un monde où tout se passe â coup

d’invocations,d’évocations,de formules rituelles, que desécrituressurgissentdu

néant,qued’autrestombentdu ciel; que le grandmanie-toutdu sensde cesécritures

soit le maître,le magister.le magequi homologuerales miraclesou y contribuera...

Ne serez-vouspas tenté de dire comme tous les autres: “Sésameouvre-toi” ou

“abracadabra”,enfin je veux dire “par théorème”, “par définition” ou “par

Pythagore”?»S. Baruk (1985 p’ 192)

La rationaliténe porte mêmeplus sur les règlessyntaxiques(pour ces

élèvesles ESA n’ont ni dénotationni mêmesens)mais uniquementsur les

formes extérieures:le lexique ou la typographie,Il s’agit toujours d’un

malentendu,et qui prend toujourssa sourcedansla coutumedidactiquequi

veut que la production de l’élève lui sert à prouver qu’il est capablede

produire selon les consignes,et qui poussedonc l’élève à chercherà savoir

ce que le maitre veut qu’il produise.Toutefois le malentenduest ici à sens

unique: le maître n’est pas dupe. L’élève, par contre, croit que la

désapprobationdu maître provient d’une adéquation aux normes

lexicographiquesou typographiqueencoreinsuffisante(il n’a pascité le bon

théorêmeou la bonneformule au bon endroit). Leurs erreurssont donc plus

profondes encore que celles qualifiées par B. Dumont d’”infiniment

profondes”.

Nousavonsdii que l’automatheavait une activité qui n’est pasdénuée

de rationalité, même si l’absencede dénotation,qui est une erreur de

profondeurinfinie dans la classificalionde B. Durnont (1989), l’empêche

d’atteindrela rationalitéproprementmathématique.Cela dit, Lotis les élèves

en échecne sont pasdesautomathesformels, et certainsd’entre eux ne sont

mêmepasau niveaude l’autoinathisme.

Les uns, devantl’énoncé de l’exercice, restentpétrifiés et n’écrivent
rien, D’autre par contre remplissent la feuille d’écritures tout autant
dépourvues(le dénotationque de sensou d’interprétation,mais qui, vuesde
loin, ressemblentà s’y méprendreâ des textes mathématiques.Les

caractéristiquestypographiquesdemandéespar le professeursont souventce
qui est le mieux respecté:l’énoncéest en vert, la réponse,ou ce qui en tient

13 cultes prophétiquesdanslesquels,entre autres,desofficiants se livrent â <les danses
dansde vastesairesdégagéesau sein de la forét, sousde hautestoursen branchages,
pour hâterla venuedesmorts (par exemple)dansleurs magnifiquesvéhiculesaériens
chargésde marchandises,instaurantainsi uneèrenouvelled’abondanceet de béaiitudc.
Les ethnologuesont fini par réaliserque les tours reproduisaientles toursdecontràles,
les clairièresles pistesatterrissage,et les dansesla gestuelledestinéeâ guider les avions
dansles aéroportsaméricainsdecampagneinstallésdurant la secondeguerremondiale,
(Elïade 1963)
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Xlll.3. “Comprendre” les FSA

Etymologiquement,“comprendre’ c’est “prendre ensemble”.Je

propose (le revenir aux racines (lu mot en matière de didactique de

l’algèbre.

“Com-prendre” les ESA, c’est prendre en compte ensembleleur

[syntaxe, leur dénotation,leur senset leur interprétation.

L’adverbe “ensemble”est ambigu.Suivant l’acceptionqu’on choisira,
l’énoncéqui précèdepeut signifier aussibien que la compréhensiondesESA
est un processuscollectif (“ensemble” = “à plusieurs”),que l’idée que les
trois composantesne doivent pas être séparées.A vrai dire, nous adhérons
aux deux propositions. Toutefois, je me propose d’étudier plus
particulièrementles conséquencesdidactiquesde la seconde.

Je prétendsen effet que si l’une des composantesmanque,il n’y
ii pas compréhension.

En particulier, on ne peut pas parler (aux élèves,aux collègues)de la
signification desESA en faisant l’impassesur leur syntaxe,commesi celle-
ci allait de soi. Certainspoints importantsne peuventêtre mis â jour qu’à
l’occasiond’un travail détailléd’analysede cettesyntaxe,commedanscette
thèse: les trois fonctions du point multiplicatif, ou le rôle central des
fonction syntaxiques dans la description des ESA et de leurs
transformations.Sur le plan didactique,cette attentionportéeà la syntaxe
consisteà redonnersa légitimité propre au discourssur les signifiants.

J’estimeen effet, suite à l’analysedesESA faite danscettethèse,que
l’élève peut légitimementdire quelquechosecomme:

7epasse.v de / ‘autre côtédu signe ‘égal’ en changeantsonsigne“• 14

Il doit avoir le choix entre un tel énoncé(qui porte sur les signifiants,

ici les écritures)et un énoncéqui portesur tes signifiés (ici les nombres)tel

que:

“j ‘addùionnedepartet d’autrel’opposédu nombrex”

Ce secondénoncén’est ni plus, ni moins “correct”, que le premier.

Simplement,il porte sur les dénotationsau lieu de porter sur les ESA. Ce
qui estdangereux,c’est le glissementsanscontrôle ni précautiond’un plan
vers l’autre (l3auersfeld& Zawadowsky1981), mais pas le fait de setenir
dans le plan des ESA quand le lien qui l’unit aux objets mathématiques(la
dénotation) est par ailleurs bien assuré.En d’autres termes, parler de
“changerde membreun terme” n’est pas un abusde langageou je ne sais
quelle métaphorequ’il faudrait proscrire au profit d’une description
mathématiqueconvenable.II s’agit de la description légitime d’une
transfomation légitime entre ESA, correspondantà une opération
mathématiquenon moins légitime.

Jedois précisertoutefoisce quej’entendspar “redonnersa légitimité
au discourssur la syntaxe”pour éviter un contresenscomplet.Janrnisje n’ai
prétenduque l’enseignementde l’algèbre pourrait se limiter à celui des
transformationsformellesportantsur (les écrituresformelles.Jamaisje n’ai
mêmeenvisagéd’évacuerla sémanliqueau profit du syntaxique.Tout ce
chapitreest au contraire un plaidoyer en faveur de l’idée qu’au coeurdes
difficultés de nombreuxélèvesen algèbre, il y a une attitude “pseudo
formaliste”, consistantprécisémentà manierdes signesréduits à leur seule
forme, dansl’ignorancede leur sémantique.

Par contre,je prétendsque ce n’est pasaidcr l’élève à “comprendre”
les écrituresqu’il manipuleque d’exiger de lui qu’il revienneà tout bout de
champà cettesémantique.S’il est indispensable,au début,dejustifier par les

14 il y a certesambiguïtélexicalesur le mot “signe’, maisnousn’y pouvonsrien: elle est
inscritedansle langage.
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opérationssur les dénotations,les transformationsdes écritures,c’est au
contrairepar la suite un facteurde confusionque d”éeraser”les niveauxen
réduisanttout discourssur les signifiantsà un discourssus- les signifiés.

Le mot-clé, ici, est “systématique” (ou “continuel”). Les élèves
doivent certes pouvoir donner, à chaquefois qu’ils le désirent,une
dénotation,un sensou une interprétationaux écrituresqu’ils manipulent.
Mais ce recoursà la “signification” doit demeureroptionnel. L’algébriste
compétentcesseà certainsmomentsd’interprêtersescalculs,et c’est cette
“suspensiondu sémantique”(lui fait précisémentla force de l’algèbre (cf. la
notion de “calcul aveugle” chez Leibnitz). Interpréterchaquefois qu’on le
désire,n’est pas interprétertout le temps(cela ne doit pasêtre non plus ne
jamais le faire). Il faut donc que l’élève, certainesfois (mais pas toujours),
puissene pas interpréterles écritures,et donc les considérerd’un point de
vue purementsyntaxique.C’est cela quej’appelle tenir un discourslégitime
sur la syntaxe.

XIIL3.2. Contre les réductionnismes

Parceque j’ai voulu redonnersa légitimké au discourssur la syntaxe,
on m’a souvent attribué le projet de vouloir réduire l’enseignementde
l’algèbre à celui des règlesde transformation.Bien au contraire,je soutiens
qu’il n’y a d’enseignementou de remédiationréels en algèbreque s’il y a
intégrationharmonieusede la totalité descomposantes,à savoir la syntaxe,
la dénotation,le senset les interprétations.Mais une synihèseéquilibréede
cescomposantessupposequ’on les ait auparavantsoigneusementanalysées.

Le travail de Thèseque j’ai présentén’a d’autre ambition que de
contribuerà cetteanalyse.

En conclusion, je dirai que mon travail est caractérisépar la
méfiancevis-à-vis des stratégiesréductionnistesd’enseignementou de
remédiationen algèbre.

On ne peut baser l’ensemblede la sémantiquede l’algèbre sur les
seulesinterprétations,surtout lorsqu’il s’agit de situationspseudo-concrètes.
Auirement dit, en accord avec Booilï (1987) je prétendsqu’un recours
systématiqueà des interprétationsdesécritures(et de leurs transformations)
en termesde plateauxde balance(par exemple)est loin d”3tre suffisantpour
que les élèves“comprennent”ce qu’il font.

De même,on ne peul prétendrebàtir de logiciels d’EIAO en algèbre
autour des stratégiesde résolution des tâches,si on ne s’est pas assuré
auparavantavec un luxe de précautionsque les élèvesauquel le logiciel
s’adressesont prémuniscontre l’automathismeformel. Sinon, le plus grand
dangerest paradoxalementde voir les élèves réussir, et apprendredes
stratégiespour faire des calculs correctssur des écrituresqui sont à leurs
yeux, littéralenient,mathématiquementinsignifiantes.
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POSTFACE.

«... ils sont intimidéspar le jargon (...) de leurs liâtes,

mêmes’ils pensent(...) quetout celaestprobablementde

la pure foutaise,bien qu’ils n’en soientpastotalementsûrs

car ils ne le comprennentpastrèsbien.»

David Laige. Un toutpetit inonde (199]).

II m’a paru intéressantde les faire figurer en postface,â titre de

documentpermettantau lecteurde comprendrea posteriori certainschoix

ou parti-pris, quelquesréflexions sur la méthodologiede mon travail,

menéesparallèlementà l’élaborationthéoriquedu systèmedesESA.

Initialement, je pensaisque ce travail de thèse pourrait aboutir

rapidementâ des propositionspour l’enseignementde l’algèbre qu’on

pourrait évalueren comparantles résultatsde pré-testset de post-tests.Or

les séquencesd’enseignementd’algèbreque j’ai effectivementmenéesont

pris placedansle cadrede d’une expériencede “DAP” (“DiscussionsAutour

de Problèmes”l),(lui a soulevéde très nombreusesquestionsthéoriqueset

méthodologiques.Il n’était plus questiond’évaluer cet enseignementpar

comparaisonentre pré- et post-tests,parceque beaucouptrop de paramètres

étaient en jeu. Il a donc fallu repenseren profondeur la question de

l’évaluation, et par contrecoupcertains problèmes (le méthodologie

didactique (aussi bien pour les ESA que pour la DAP). Certainsconcepts

méthodologiquesavancés par P. Botirdieu, i.C. Passeronet i.e.
Chamboredon(1983, 1984) ainsi que par J.P. Pourtoiset l-i. Desmet(1988)

permettentune mise en perspectiveet une réorganisationthéoriquede ces

réflexions.

Les questionsde méthodologiesont complexes.J’ai choisi, pour la

clartéde la présentation,de les aborderpar l’interrogation suivante:

y. Annexe
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I ‘tÂtf(1CC Postface

Quefaut-il pourqu un teeWtit)’UtSxC évaluertin travail didactique?

Cela m’a conduit à aborder la questiondes critèresde rationalité et
(les coniraintesde présentationdes recherchesdidactiques.Il faut toutefois
rester modeste: il n’est absolument pas question ici de faire plus

qu’effleurer l’ensemble de l’épineuse question de la scientificité de la
didactiquedesmathématiques.

Le lecteur

Quel est ce “lecteur” virtuel, juge2(lu travail didactique?Ce n’est pas
le passant:cette thèsen’est pas un travail de vulgarisationpour un public qui
ignorerail tour (les résultats,desméthodeset desdébatsde la didactiquedes
mathématiques.Au contraire,danstout ce qui suit, je m’adresseà un lecteur
“idéal”, familier du domaine, de bonne foi, et soucieux de porter un
jugementrationnel,autantque faire se peut, sur ce qu’il lit,

2. Faits, choix théoriqueset signh’ication

En bon scientifique, le lecteur pourra penserd’abord à évaluer la
rechercheen fonction de sa cohérenceinterne (non-contradiction)et de
l’adéquationaux observations.

L’étude de la cohérencetout d’abord ne posepasde problèmeprofond
si cette recherchecomporteune part de modélisation,et si les modèlessont
simples.

J. Habermas,représentantde l’Ecole de Franefort,critique de façon très
radicale les positionsde K. Popper. La doctrine poppériermefonde le rejet ou
l’acceptationdesénoncésscientifiquessur la basedesseulsfaits observéset nonsur
la logique, c’est-à-dire,sur la théorie. Or, estime liabermas,les faits ne sont nas
indépendantsdesthéricsqui tesétudient:au contraire,ils sontconstruitsparelles3;
elles les déterminentvéritablement.Pour Ilabermas.la thèsede l’indépendancedes
falsificateurs (c’est-â-diredes faits qui ont proposéle rejet ou l’acceptationde
l’énoncé) par rapport aux hypothèses(théories)qu’ils sont destinésû mettre à
l’épreuven’est pas défendable.Sur cette base,il considèreque la méthodologie
poppériennedoit être modifiée. Flabermasopposeau togicisnie de Popperune
position praxéologique.I.a validité empiriquedespropositionsde baseseramesurée
u à leur valeur infort-nativepour le contrôlecl l’élargissementde l’action efficace»

(Ilabermascité par Nialherbe197&9. C’est-à-direqueJJ jsjQ._cHliquequantà la
validité des énoncédoit se faire cri sal de façpn rationnellç.Jrecherchç
rationnelledu sens)les critèresqui ont fondéccttedécjpj5et enexaminantlaper
tinenceinformativede cesénoncéspar rapportaux pratiquesdesacteurs.ilabermas
apporteunedimensionherméneutiqueà sa conception:« La compréhensionimplicite
(les règlesdu jeu qui guideTit la discussiondes chercheurslorsqu’ils décidentde
l’acceptation de propositionsde base renvoie à une dimension dans laquelle
l’élaboration rationnelle s’inscrit inévitablement dans une démarche
herméneutique» (ibidem).

D’emblée, Pourtois & Desmet posent donc les contraintes
fondamentalesà l’évaluation en scienceshumaines.D’une part, les faits ne
sont pas donnés mais «conquis, construits, constatés» (l3ourdieu,
Passeron& Chamboredon1983). D’autre part, la rationalité du jugement
passenon seulementpar l’analyse des énoncés,mais encore par celle des
décisionsthéoriquesqui sont à leur origine. Ce travail sur les décisions
qui fondent la théorie est un travail sur leur signification. car les objets
(par exemple ici les “calculs algébriques”)et les choix (ici celui de la
linguistique) sont signifiantspour le chercheur,ils prennentplace dansson
systèmede représentations.

Concernantle rapport aux faits, si le lecteur a lu Popper (1982), il
chercheraà savoir si la théoriequ’on lui présenteest falsifiable, C’est là que
les difficultés commencent(Pourtois& Desmet1988 p’ 45):

3 c’estnousqui soulignons

4 La philosophiedeKarl Popperet le psitivLmelogique. Paris, PIJF.

2 nousemploieronsici indifféremmentles termes‘jugement” et “évaluation” c’estnousqui soulignons
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Postface

La différence avec l’évaluation d’un travail en sciencesexactesest

réelle mais subtile, et mérite qu’on s’y attarde(Pourrois& Desmet1988 p.

15):

« ,,, les frontièreset les critèresde démarcationentreles sciencesde la nature

et les “sciencesde la société”deviennentlénus tant l’élaborationconceptuelledes

uneset desautresreflète un memechampépistémologique.A. Schùtz6différencie

sciencesnaturelleset sciencessocialesdansla mesureoù en sciencesnaturelles,les

faits, les données,les événementsne sont pas interprétésd’avance, Ils ne

contiennentpasen euxde six ucturedepertinenceou de signification.Parcontre,les

événementset les donnéesdu mondesocial présententunestructurepertinenteet une

sigruficationparticulièrepour les personnesqui y vivent. Cesévénementssont in

terp’étésd’avancepar les constructionscourantesde la réalitéde la vie quotidienne.

les considérerdéslors commedesdonnées“naturelles”entraînela nèelieence(lu

secteurdesconstructionsci rIes significationshumaines7.(j Néanmoins,ajoute

Schùtz. il ne faut pasen arriver à la conceptionque les sciencessocialessont ra

dicalementdifférentesdessciencesnaturelles.CertainesrégIesprocéduralesqui ont

trait à l’orguuisationconecteet rationnelLede la penséesontcommunesà toutesles

sciencesempiriques.

En Didactique,on ne peut donc se contenterde situer une recherche

par rapport atix résultatsthéoriquescommunémentadmis, mais on doit

prendrela peine d’interroger les choix et surtout leurs raisons,au besoin

en exhibant les obstacleset les échecs.Sinon, on court le risque d’y

introduiredes “prénolions” (ou notions“préconstruites”)incontrôlables:

Ces prénoLions, “représentationsschématiqueset sommaires”qui sont

‘forméesparlapratiqueet pourelle”, tiennentleur évidenceet leur “autoritô”, ainsi

que l’observeDurkheirn, desfonctionssocialesqu’ellesremplissent.

L’emprise des notions communesest si forte que toutes les techniques

d’objectivationdoiventétremisesen oeuvrepour accomplirunerupturequi est plus

souventprofesséequ’accomplie»(Buurdieu.Passeron& Chamboredon1983 p.

28).

Bourdieu,Passeron& Chanaboredonproposent,pour rompreavecces

prénotions,un travail d’ordre réflexif: le chercheurdoit alors prendresa

Le chercheurau quotidien, Paris,Méridiens Klincksieclç (1975)

c’est nousqui soulignons

recherchemêmecommeobjet d’étude.C’est ce qtte Bourdieu (1984 p. 18)

appelle“objectiver l’objectivation”:

« Je ne suis pas loin de penserque la venu principaledu travail scientifique

d’objectivationconsisteen ce qu’il permet. à condition, bien sûr, qu’on sacheen

analyserle produit, d’objectiver l’objectivation.En effet, pour le chercheursoucieux

de savoir ce qu’il fait, le code, L’instrument d’analyse,devientobjet d’analyse: te

produit objectivédu travail de codificationdevient,sousle regardréflexif, la trace

immédiatementlisible de l’opérationdeconstructionde l’objet, ta grille qui aérémise

enoeuvrepour construirele donné,le systèmeplus ou moinscohérentdescatégories

de perceptionqui ont produil l’objet de l’analysescientifique(. J

Pour en revenir à l’évaluation de la recherche, le travail

d’objectivation de l’objectivation doit être non seulementeffectué par le

chercheur,mais encore explicité à l’intention du lecteur. Dans le cas

contraire, ce dernier risque bien involontairementde (<réduire à leur sens

ordinaire les mots communsà la languesavanteet à la langue ordinaire»

(ibid. p. 13) et de faire rentrer par la fenétre de l’interprétationen termes

ordinaires,les prénorionsqui avaientété chasséespar la porte (par exemple)

du formalisme. La notion de “signification” d’une expressionalgébrique.

qui a été construiteau chap. X, est tin bon exemplede lerme hautement

signifiant pour Je lecteur, dont les multiples acceptions incontrôlées

(prénotions) risqttent de parasiterla lecture. On voit bien que, si l’on

n’explicite pas ce travail d’objeclivarion de l’objectivatioii, le critère

d’adéquationaux observalionsest inopérant.Cotnmentsavoir sinon si les

faits observésne sont pasdesartefactsliés à desprénotions’?

3. Travail sur les choix et scieiitilïcité

Tout ce qui précèdea fortementà voir avec la question(les critères(le

scientificité de la didactiquedes mathématiques,dans la mesureoû (en

principe!) l’étude mutuelle et le débat scientifique sont les mécanismes

institutionnels,au sein de la communauté,de validation (les travaux. Cela

nécessitedonc que ces travaux soient accessiblesaux lectettrs. Nous

retrouvonsles contraintesd’explicitation des choix et de leur signification

que nousvenonsde voir:
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«le chercheur(..) dnit rendrecoTapteepliciienienIde sa démarcheafin quechacunpuisseen mesurerles limites et en apprécierla scientificité» (Pourtois&Desn,et1988 p. 30).

La nécessité(l’expliciter sa démarchene tient pas seulementau risquetl’introdutre subrepticementdes prénotions.Elle vise égalementà réduire
les risques(le malentenduou d’incompréhension.qui sont autantd’obstaclesau débatscientifique.En effet, vu le lien entre les options (d’ordre méta
didactique)qui fondent la démarche,et l’histoire personnelledes individus,
la probabilitéque detix didacticienspartagentdesoptionsabsolumenttoutesidentiques est faible5.Il est donc dangereuxde se reposersur unecommunautéde penséesupposéepour laisserimplicites les options métadidactiques.On aboutit au mieux à un consensusillusoire (où chacunmet àla placede l’implicite de l’autre ce qui l’arrange), au pire à une absencedecommunication(où les uns ne comprennentpas les choix des autres).Lapossibilité d’un débat scientifique au sein d’une communautédidactiquepassedonc nécessairementpar l’explicitation de cesoptionsmétadidactiques.

4. Evaluation et appropriation

des décisions,revient à repersonnaliseret recontextualiser,au moins un
temps, le ntéta-discoursdidactique.C’est le parti retenu, pour leur Thèse,
par desauteursaussidiversque G. lirousseati(1986):

«Il est indispensableavantde discutercettethèsede présenterbriévenwntla
suite des expériencesqui ont étayé ma prnpre conviction C...) tl semblerapeuacadémiqued’extraire cette hisloire et ces réflexions persotutetlesdu lissu desnotions et conceptsqui ont traverséle champde la didactiquedepuisces trentedernïêresannées,”,

B. Duniont (1989):

<‘Pour aider le lecteurdanssa compréhensiond’un itinéraire de plus de dixannéesde rechercheen didactiquedes mathématiquesnous avons penséà luiindiquerquelquespointsde repèresurun curriculumvitaedont la linéarité,autrequetemorelle,n’est pasévidente.,,

ou C. Margolinas(1989):

«Cettethésepourrasemblersingulièreau lecteurpar bien desaspects.Un deces aspectsest son caractèreessentiellementthéorique, inusuel pour une thèsed’UniveTsilêde didactiquedesmathématiques.Pourcettejogjecroisbondedirequelquesmols de la eenèsedece travail9.,’,

parmi d’autrestrop nombreuxpour êtrecités.Lorsquele lecteurne disjsepas, implicitementou explicitement,(lesraisonset de la signification des choix du chercheur,il lui est difficile deliter quelque chose du discoursdidactique. 11 risque d’avoir du mal à“rentrer” dans la problématique,et de n’en percevoir clairement ni lestenantsni les aboutissants.Mérite s’il en stnt le fil, il estgénépour la relier àune problématiquequi le concerne.A plus forte raison, il lui est malaiséd’évaluer la recherchequ’il lit. Il peut difficilement, alors, émettre unjugementcritique profond sur ce travail.

La présentationd’un travail de recherchedoit donc avant tout lerendre “accessible”au lecteur. Expliciter les raisonset les significations

Pour rendrele modèledes ESA “accessible”dansle sensqui précède,
j’ai été conduit à privilégier la descriptiondes problèmesrencontréset dessolutions apportés, au détriment d’une présentation “lisse” etdécontextualiséede l’état final du modèle.

5. Repersonnalisationet recontextualisation

La nécessitéde repersonnaliseret de recontextualiserle discoursdidactiquecontredit le modèle usuel de la transmission(les connaissancesscientifiques(en sciencesdites “exacte?,voire “dures”), qui passepar la

8 it n’est que d’assisterà un débatde Didactiqueentrechercheurspour voir apparaitre(parfoisavecéclat) les différencesentreoptionsimpliciles! 9 c’estnousqui soulignons.
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dépersonnalisationet la décontextualisation.Dans une thèse de

mathématiques,cela n’intéressea priori pas le lecteur de connaîtreles

errementset les fourvoiementsde l’auteurlb. En didactiquepar contre,

décontextualiseret dépersonnaliserune théorie revient à l’installer dansun

lit de Procuste,en supprimantprécisémentce qui la rend intelligible et cri

ticable. Le didacticien,s’il souhaiteêtre accessible,se retrouvedonc dansla

position doublementinconfortablede devoir s’écarterdes canonsde la

présentation“scientifique” la plus respectable,et ce faisant,de s’exposersur

sesoptionsqui sontpar principe personnelles(ce qui ne signifie évidemment

pas qu’elles sont irrationnelles).Toutefois, il ne semblepas qu’il ait vrai

ment le choix.

Tout cela a joué dans la présentationde cette thèse: la présente

postfaceest un exempled’entorseaux canonsacadémiquesde rédaction

dépersonnalisée.

Remarquonsqu’il est question ici de “ru -personnaliser”et “n’ -

contextualiser”et non simplementde ‘personnaliser”et “contextualiser”.Il

est en effet difficile de faire la part de la rationalisationa posteriori dans

cette activité. Je ne suis moi-même pas du tout certain d’être parvenu à

donnerune imagefidèle desperspecdvesmétathéoriquesqui m’ont amenéà

faire mes choix il y a plusieursannéesde cela. En réalité, je suis presque

certain du contraire! La rédaction de cette thèse a été l’occasion d’un

exerciced’anamnèse,puis de recoptrucrion après-coupd’une métathéorie.

Quoi qu’il en soit, la fidélité d’une telle reconstitutionn’est pas si

importante. li en est d’elle commede la “genèsefictive” par laquelle on

introduit les conceptsmathématiques:peu importe qu’elle correspondeà la

vérité historiqueou non, pourvu qu’elle soit signifiantepour t’apprenant,et

qu’épistérnologiquementelle ne soit pasgrossièrementfausse.

De même,en didactique,polir que le lecteurpuisses’approprierune

recherche,il doit disposerd’un récit de démarche,aulrementdit d’une

métathéoriecontextualiséeet personnalisée,qui fasse sens pour lui. Or,

commepour la genésefictive d’ailleurs, l’exigence de “significativité” est

contradictoireaveccelle de fidélité. Le récit minutieuxet exhaustifde toutes

les hésitations, confusions, revirementset abandonsayant jalonné et

finalement déterminéles décisionsde recherchene serait pas seulement

décourageant,mais encoreet surtoutn’éclaireraitpasles choix finals,

Il a donc fallu arbitrer sanscesseentrecesdeux exigencescontradic

toires de fidélité et de significativité, et faire un travail de synthèsea

posteriori, forcémentréducteur,poLir donnerau lecteur les moyensd’une

lecturecritique.

10 sauf,peut-être,les historiensou tes épistémologues.En tous cascela n’est pascensé

intéresser,en général,les mathématiciens.
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