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Avant-Propos

AVANT-PROPOS

Les travaux que nous présentons pour 1'obtention du doctorat de
didactique des mathématiques portent sur deux domaines d’inégale
importance: les Expressions Symboliques de I’ Algébre élémentaire ("ESA”}
d’une part et les situations de Discussions Autour de Problémes (“DAP”) de
I"autre.

Le corps principal de la thése expose “les principales caractéristiques
de modéles structuraux, didactiquement plausibles, des systémes d’ESA”™ (ces
termes précis seront détaillés dans 'introduction). Ces travaux, qui n’ont pas
élé publiés (sinon sous la forme d’exposés de synthése), constituent
essentiellement ce que nous appelons une recherche “prodidactique”. 11 ne
s’agit pas d’une étude de didactique de 1’algébre au sens strict, qui serait plus
ou moins direciement applicable & ce qui se passe dans les classes, mais
plutdt d’une recherche fondamentale sur la structure des expressions
symboliques qu’emploient éléves et professeurs en algébre élémentaire
(ESA), destinée a servir d”outil aux études didactiques ultérieures.

Cette étude est structurée en trois grandes parties. lLa premiére
{chapitres T & III) expose le probléme, le délimite et le resitue par rapport
aux travaux existants. La seconde partie (chap. IV a VIII} présente nos
propositions, & savoir une grammaire du systéme des ESA. La troisiéme et
derniére partie (chap. IX & XIII) est Ia plus proche de la didactique, en ce
qu’'elle s’appuie sur des résultats d’enquétes auprés d’éléves pour aborder le
domaine de la signification des ESA.

En annexe figurent deux articles:

* “Recherche d'une démarche d’enseignement en mathématigues avec des
adultes”, réalisé en collaboration avec Y. Paquelier et paru en 1987 dans
la revue Education Permanente,

*  “Quelques développements récents des recherches sur la Discussion
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Autour de Problémes”, réalisé en collaboration avec Y. Paquelier, H.
Lymberopoulos et H. Nikolakarou et paru en 1988 dans les actes de la
douziéme conférence annuelle du Groupe International “Psychology of
Mathematics Education” i Veszprém (Hongrie).

Ces articles présentent une recherche d’ordre didactique (et non “pro-
"didactique), qui se situe dans un domaine tout A fait différent, celui de la
construction sociale des connaissances en mathématiques, dans le cadre de 1a
classe. Cette recherche a' é1é menée en collaboration avec Y. Paquelier, H.
Lymberopoulos et H. Nikolakarou.

Les deux recherches présentées se complétent plus qu’elles ne
s'opposent, La premiére est “pointue” et cherche & analyser en profondeur
un domaine réduit, celui des ESA. Cette recherche se situe en amont des
problémes d’enseignement, et vise 4 apporter des ouiils conceptuels au
didacticien (ou  'enseignant en tant qu’il porte un regard didactique sur sa
propre activité) qui souhaite travailler sur enseignement de 1’algébre.

C’est I'étude des Discussions Autour de Problémes, dans 1a deuxiéme
partie, qui fait le lien avec les situations d’enseignement réelles et le fameux
“terrain”. Il s’est agi pour nous de metire au point et de théoriser des
situations d’enseignement qui conviennent & des séances de travaux dirigés
(menées par nous-mémes) dans des amphithéitres -extrémement
hétérogénes- contenant parfois plus de cent étudiants! Situation
complémentaire de la premiére, laquelle est un bon exemple de recherche
“fondamentale”, plus loin des éléves et des classes, mais comme on le verra,
pas moins importante que 1’ autre.






I. INTRODUCTION.

La recherche a appris 4 trouver I'étonnant au sein du
familier.

H. Montagner!

PREMIERE PARTIE:

I.1. Position du prebléme et théses

PRESENT ATION DU PROBLEME Au tout début de ce travail il y a I'hypothése trés générale qu’en

algeébre, & coté de difficultés proprement conceptuelles, 1’apprenant est
également confronté i des difficultés d’ordre linguistique, liges a
la complexité du langage symbolique des mathématiques. En
: d’autres termes, la “transparence” du langage symbolique? est posée comme
illusoire, et un des objectifs de ce travail est précisément de lever cette
“illusion de transparence”3.

I’

Javais choisi initialement! d’étudier pour commencer les erreurs
“classiques”, dans le cadre de Palgébre élémentaire. Pour ce faire, il m’a

U'Attachement , Odile Jacob, 1988,

c’est-3-dire I'idée que les obstacles se situent su niveau des concepts algébriques (p,
ex. celui de variable) et non des expressions qui servent 4 les décrire (p. ex. la lettre
x), lesquelles “vont de soi”

‘3 . ¥ (Bourdien, Passeron & Chamboredon 1968, Bourdieu, 1984).

et dans le prolongement de travaux menés au sein de 1'Equipe de Didactique des
Mathématiques de I'UER de Didactique des Disciplines de I'Université Paris 7 et du
: CREEM (CNAM), sous la responsabilité conjointe de D. Lacombe et de L.
Chastenet de Géry (v, chap. IX)
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fallu meitre au point une syntaxe des expressions algébriques correctes, qui
devait servir de référence pour 1'étude des erreurs.

Ce faisant, j’effectuais un “pas de c6té” pour mieux aborder la
didactique de I’algébre, autrement dit je mettais entre parenthéses les
questions d’enseignement, pour mieux y revenir ensuite. J’ai pris
délibérément le parii de renverser la perspective usuelle, par rapport &
nombre d’études didactiques, qui consiste 4 partir de la situation d’enseigne-
ment. J’aurais pu me demander par exemple “qu’est-ce gue devrait étre une
situation (a-)didactique en algébre?” et construire ma recherche autour de
cetie problématique. J'ai préféré me poser d’abord la question “qu ‘est-ce
que l'algébre (en tant qu’elle est enseignée)?", puis préciser cette question en
“que sont les écritures symboliques de I'algébre ?” avant d’aborder les
questions plus proprement didactiques.

La recherche 4 alors suivi son propre développement, déterminée par
les contraintes propres a 1’objet d’étude. 11 a fallu définir précisément cet
objet, autrement dit déterminer ce que j’ai appelé les Expressions
Symboliques de 1I'Algébre Elémentaire (ESA) au sein de V'ensemble des
écritures mathématiques. J’ai posé comme hypothése que les ESA
pouvaient ¢&tre décrites par un modéle linguistique (une
grammaire). Vu les caractéristiques de ces ESA, tel modéle convient
mieux que tel autre: j’ai did choisir. Si on veut que les mécanismes décrits
correspondent 4 la représentation qu’en ont les “experts”, cela impose telle
et telle contraintes (“plausibilité™). Si on souhaite que le lecteur puisse
s’approprier les résultats de la recherche et adapter le modéle 3 ses besoins,
cela influe sur la présentation des recherches (“accessibilité” et
“adaptabilité”) etc. Je ne cacherai pas que ce travail de modélisation, qui
était en principe un préalable 4 1'étude des erreurs, a fini par m’intéresser
pour lui-méme. Cette modélisation des ESA peut étre qualifiée de recherche
didactique “fondamentale”, ou “pro-didactique” en tant qu’elle se situe en

5 du suffixe grec “ngo-"; en avant de

Chapitre I' Introduction

amont de la didactique de I’algébre proprement dite. Ensuite, ce modéle
théorique m’a permis de reprendre des questions spécifiquement
didactiques, liées a des expérimentations, qui sont exposées dans les quatre
derniers chapitres de cette thése.

C’est seulement maintenant, 4 la fin du processus, que je suis en
mesure d’énoncer clairement ce qui est spécifique de la didactique de
I"algébre et justifie, a posteriori, la décision initiale de faire ce pas de coté
qui m’éloignait pour un temps des situations d’enseignement. En didactique
de Palgébre comme partout ailleurs en didactique des mathématiques, la
question du sens est au cceur de la recherche. Cette question est une des
mieux partagées dans la communauté des didacticiens. Malheureusement, si
ce mot “sens” est employé par tous, au deld méme des querelles d’écoles,
c’est parce qu'il désigne des notions différentes et fort complexes.

De nombreux travaux de didactique des mathématiques on pour
objectif, implicite ou explicite, de permettre 4 I'é)éve de donner du “sens” i
des concepts qu'on veut lui faire acquérir. Citons par exemple la
présentation que fait M-J. Perrin-Glorian (1992) des recherches parmi
lesquelles son travail prend place:

«Un premier &lément important concernant 1’ apprentissage est la prise de sens
des concepts pour les éléves. Du travail de G. Brousseau on retiendra i ce sujet ce
qui concerne la contextualisation et la décontextualisation du savoir et ce qu'il appelle
la “dévolution du probléme”. C’est aussi le premier souci de R. Douady dans ce
qu’elle appelle la Dialectique Outil-Objet; fe jeu de cadres contribue aussi a favoriser
la prise de sens des concepts® par les éléves .. »

ou encore G. Vergnaud (1991):

«C’est & travers des situations et des problémes & résoudre qu'un concept
acquier du sens pour Penfant.»

6 ¢’est moi qui souligne
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Certes, en algébre, il y a des concepts qu'il s’agit d'enseigner: le
concept de variable, celui d’opération, celui de polyndme ou d’équation,
auxquels ce qui vient d’étre dit s'appligue naturellement. Tout le probléme
vient de ce qu’en algébre, certains objets d’enseignement ne sont
pas des concepts. L’écriture “ax +h" est une expression bien formée, et
comme telle, elle est signifiante. La question de savoir si I’éléve atiribye
effectivement une signification a cette écriture, et laquelle, est cruciale en
didactique de I'algébre. Mais ax +b n’est pas un concept?, au méme titre que
ceux de “multiplication” ou de “plan affine”. De méme, comme 1'a montré
Tonnelle (1979), la factorisation n’est pas non plus un concept
mathématique. On ne peut pas parler de “sens de la factorisation” de la
méme fagon que P'on parle de “sens de la division” ou de celui de
I'Intégrale de Riemann.

Si donc on ne peut réutiliser tels quels des outils théoriques
développés par ailleurs, il faut reprendre le probléme a la base, et
commencer par savoir de quoi ’on parle. Si les Ecritures Algébriques ne
sont pas des concepts alors de quoi s’agit-il, et qu’est-ce que leur
signification, dont on a observé qu’elle était essentielle pour les éléves?
Cette thése répond (au moins en partie} 4 ces deux questions. Etant donné
qu’elles ont centrales en didactique de I'algébres, il faut donc développer
une théorie spécifique pour en rendre compte. L’ambition de cette thése est
de poser les premiers lindaments d’une telle théorie de la didactique de
I'algébre,

7 il s"agit plutot d'un nom propre, dans la terminologie de Frege (1971)

8 ceci vaut partout (en mathématiques) ol 'on enseigne des langages et pas seulement

des concepts
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I.2. Le thé¢me de la recherche

T'ai toujours eu des difficultés pour expliquer en quelques mots ce que
je faisais exactement. Le probléme n’est pas de formuler I'intitulé de mon
travail; cela peut étre fait comme suit:

Mettre en évidence, de maniére “accessible”, les principales
caractéristiques de “modeéles structuraux”, didactiquement “plausibles”, des

“systémes” d’“Ecritures Symboliques en Algébre élémentaire”.

Toute la difficulté est de permettre 4 I'interlocuteur de comprendre de
quoi il s’agit et quels sont les enjeux. Pourtant, je ne suis pas dans la position
difficile du physicien qui développe un modéle hautement abstrajt de
particules ésotériques. Mon objet n’a rien d’exotique: ce sont les x et les y,
les sommes et les produits, les fractions et les équations que manipulent tous
les jours les éléves et leurs professeurs. Ce n’est pas I’objet qui est difficile 4
expliquer, c’est la méthode suivie, le point de vue adopié, et peut-étre avant
tout, les raisons de s’y intéresser. Les écritures symboliques de 1’algébre
élémentaire sont en effet, pour I'enseignant, des objets courants,
“transparents”. Quel peut donc étre Uintérét d’étudier de tels objets soi-
disant banals?

Répondre 4 cette question revient a exposer les choix qui sous-tendent
cette thése. Or ces choix ont évolué avec le temps. Afin de les replacer dans
leur contexte, cette évolution sera retracée dans ce chapitre d’introduction.
Pour la clarté de I'exposé, I'énoncé de I'objet de la recherche sera
réguliérement repris (en encadré), en mettant en valeur le ou les mots qui
sont plus spécialement explicités dans la suite.

J’ai choisi d’inclure de nombreux &léments concernant ma démarche
personnelle. 11 ne s’agit pas d’exhibitionnisme intellectue! ou de retour sur
soi complaisant, mais comme on le verra d’un moyen de rendre les choses
plus claires en les re-situant dans leur contexte.

“Méta”-Note:
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Le contexte en question ne se réduit pas 4 une évolution personnelie. Toute
recherche prend place et sens au sein d'un ensemble d’autres recherches, de méme
que le chercheur s'iniégre de diverses maniéres 3 une communauté de pairs.

Le champ de 1a Didactique des Mathématiques est,  I’heure actuelle, caracté-
risé par des clivages relativement profonds, qui prennent leur source, notamment,
dans des choix épistémologiques fondamentaux. Or il n'est pas nécessaire de faire de
ta sociclogie de la recherche en Didactique (ce n'est pas I'objet de cetie thése) pour
savoir que les références bibliographiques permettent de situer une &tude parmi les
couranis de pensée. En particulier, ne pas citer Tet ou Tel, ators qu'on évoque un
point qu’il a lui-méme éudié, est interprété comime une ignorance ou un refus.

Un tel &tat de faif géne considérablement la rédaction d’un chapitre
d’introduction dans lequel on cherche & préciser les hypothdses qui sont 4
'origine d’une recherche. De telles hypothéses ne naissent pas par génération
spontanée dans 1’esprit du chercheur, mais sont une sorte de cristallisation des
lectures qu'il a faites, des séminaires auxquels il a assisté, des débats auxquels il a
participé, des discussions qu’il a menées... Comment rendre, dans ces conditions, la
part qui revient i chacun?

Soit on décide de citer exhaustivement, pour chague mot-clé, ’ensemble des
autewrs par lesquels on a €8 susceptible d'ére influencé, et I'ensemble devient 4 1a
fois indigeste et finalement formel, soit on décide, comme ici, de demander au lecteur
une certaine connivence pour rendre, chaque fois que c'est clair, & César ce qui
revient & César, Par conire, il est évident que les sources seront indiquées chaque
fois que je ferai référence i un point particulier d'une étude.

Enfin, il n'y a que dans cette introduction, en raison de son caractére irés
général, que nous ne citons pas I'ensemnble des auteurs qui ont influencé & divers
titres la recherche. Partout ailleurs, les sources seront citées conformément 4 I'usage.

L.3. Un objet d’étude en évolution: les ESA,

Mettre en évidence, de maniére accessible, les principales
caractéristiques de modéles structuraux, didactiquement plausibles, des
systémes d’Ecritures Symboliques en Algébre &élémentaire (ESA).

Cette recherche porte donc sur les écritures symboliques de I'algébre
x2-1
2 <3

élémentaire (ESA) du type a(b+c}, x +3=-3, ou encore

Chapitre I! Introduction

La perspective initiale de la recherche était assez différente. L’objet
de ce premier paragraphe est de préciser cette perspective initiale, afin
d’éclairer le choix actuel d’étudier les ESA.

I1.3.1. Point de départ: un modéle d’erreurs en algébre

élémentaire

Initialement, la recherche avait pour objectif d’établir un modéle
unifiant des erreurs “classiques” d’algébre élémentaire. La perspective était
alors celle d”“améliorer” 1'enseignement de cette partie des mathématiques,
par une prise en compte positive de ces erreurs®. Cela suppose que les
errcurs ne sont pas le produit fortuit de inattention ou de la mauvaise
volonté, mais qu’elles ont leurs “raisons” (Krygowska 1987) que
I'enseignant {et le didacticien)} doivent impérativement connaitre.

Ces “erreurs classiques”, par ailleurs abondamment décrites dans la
littérature!d, sont du type:

(a+h)2 = a?+b2
ou:

1. 3
—_%(jﬁbl-x‘ < 3

® v, entre autres les actes XXVéme CIEAEM , Sherbrooke (1987).

10 v entre autres Eballard et al. (1982), Kieran (1984, 1985), Al-Lakkis (1985)
Aubrée (1985), Sleeman et al. (1989), Blando et al (1989), Avila et al. (1990), etc.

r
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Le modéle consiste a envisager les calculs comme des |transf0rmations
portant sur des l“expressions bien formées”|t!, <oumises i des

contraintes|12,

Les Lerreurs classiquesl sont alors des transformations opérées

en |vi0!ati0n| de ces contraintes.

[lNustrons les termes de cet énoncé par un exemple. Soit la régle
d’algébre (R) suivante:

c

(R): <7 S ac<e 51 6>0

LR
=

Cette régle porte sur des nombres réels (désignés par les lettres a, 6 et ¢).
Considérons maintenant I’écriture:

1- 3
(E}): _—5{- < o

Pour pouvoir parler des éléments qui composent cette écriture, il faut
distinguer leur fonction de leur forme (ce qu’ils sont). Ici, 7 -x, -2 et 3
ont pour fonction de désigner des nombres. Mais ce ne sont pas des
nombres en eux-mémes; ils sont formés d'un assemblage de chiffres (2, 3),
de lettres (x} et de symboles (-).

Le terme |expression bien formée_l désigne ces assemblages de
chiffres, de lettres et de symboles, qui représentent des nombres.

11 au sens des logiciens

12 Ma conception de la didactique de I’algébre a évolué enire-temps, mais pas, dans
son principe, la modélisation des calculs algébriques par des transformations. C’est
pourquoi elfe est présentée dans cette introduction, et ¢’est pourquoi j'utilise le
temps présent pour la décrire,

10
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Cette distinction entre forme et fonction renvoie a I"opposition
(traditionnelle en linguistique) signifiant/signifié!3, Elle est au fondement de
Ia notion de . Je pose en effet I'hypothése qu’a chaque régle
algébrique, portant sur les signifiés (nombres) correspond une
transformation, qui porte sur les signifiants (expressions bien formées).

Par exemple, & la régle (R) correspond une transformation [T] qui
assure qu’on peut remplacer une inégalité dont les deux membres sont des
fractions de méme dénominateur, par une inégalité dont les deux membres
sont les numérateurs de ces fractions, a condition que le nombre désigné par
le dénominateur soit positif. On peut représenter [T] comme suit:

[Tl %1“ I%—H N1 < N2 stval(D)>0

La formulation de [T] différe de celle de (R) en ceci que les lettres a, fet ¢
désignent dans (R} des nombres réels tandis que “N1”, “N2” et “D"
désignent dans [T] des expressions bien formées.

La condition “si val (D) >0 ” apparait alors comme une sur la
transformation [T]. La de cette contrainte permet alors
d’engendrer I’expression (E'):

(EY: 1-x < 3

Tout ceci donne donc un {modéle| unique pour de nombreuses [erreurs,

13 Je rappelle cette distinction uniquement parce que, dans le discours mathématique,
les deux niveaux sont constamment confondus, comme dans I'expression:
Dans tout ce qui suit, 4 bet cdésigneront des nombres réels positife
Comme le fait remarquer D. Lacombe, on ne trouve pas autour des letires a Set ¢
de guillemets qui marqueraient explicitement leur statut.

Le lecteur attentif remarquera que je n’use pas non plus de guillemets autour des
ESA. Par convention, je fais jouer ce rdle i 'attribut de caractéres italigues.

11
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dites (par définition) I“classiéues"l.

Rendre ce modéle opérationnel supposait d’établir un modéle des
transformations correctes, et done d’abord des expressions bien formées
elles-mémes. Toutefois, au fur et 4 mesure de "avancement de ce
programme, sont apparus des problémes relativement coriaces.

Par exemple, la question de la délimitation précise de 1'objet d’étude
{les expressions bien formées) s’est révélée épincuse, avec la découverte de
nombreux cas ambigus ou incertains. Ainsi, 1’écriture:

2 3

est-elle bien formée? Pour certains: oui; pour d’autres: non; pour d’autres
encore, cela dépend du contexte...

Il a donc fallu (re}construire 'objet méme de 'étude (chap. V.), dés
lors qualifié de Systéme des “Expressions Symboliques de 1’Algébre
élémentaire” (ESA).

Ce sont les écritures numériques aussi bien que littérales qui figurent
expliciternent dans les énoncés d’algébre élémentaire: sommes, produits,
fractions, puissances et racines, égalités, inégalités, systémes etc.

On n’y trouve ni écritures fonctionnelles (de type f(x}) ni connecteurs
logiques, ni expressions telles que “donc”, “or” etc. Ceci fait que le systéme
des ESA est un systéme formel trés incomplet (en particulier, on ne peut pas
y faire de déductions). Ainsi I'équivalence:

X{x-1)=0 & x=0 ou x-1=0

n’appartient-elle pas au systéme des ESA au sens strict (on peut toutefois les
modéliser autrement, ce qui est montré au chap. VIII),

12
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1.3.3. La modélisation des systémes d’Ecritures Symboliques,

Je pensais initialement qu’il serait facile d’adapter aux ESA les
mécanismes (grammaires) qui servent d engendrer et interpréter les
langages informatiques tels que le

Basic, le Pascal ou autres, ou mieux encore les langages de calcul formel
(chap. II}. On trouve en effet dans ces langages des écritures algébriques
trés proches de celles qui m’intéressent, du type:

x=rac((a*b"2}/2)

Or les écritures produites effectivement par les éléves et les professeurs,
teles que:

sont 4 Ia fois plus concises (en ce qu’elles contiennent moins de parenthéses)
et typographiquement plus complexes (en ce qu’elles le développent sur
deux dimensions)} que celles que traitent les machines, et les grammaires
formelles usuelles sont mal adaptées & leur traitement. Pour pouvoir en
rendre compte, et compte tenu d’autres caractéristiques des ESA, en
particulier les sommes algébriques (chap. VI) et les produits (chap. VII} il a
fallu redéfinir les mécanismes d’engendrement des grammaires eux-mémes.

1.3.4, Les modéles de transformations,

La description formalisée des transformations s’est, elle aussi, révélée
une source de problémes insoupgonnés, Les mécanismes de transformation

envisagés initialement ne convenant guére, il a fallu les modifier assez
radicalement (chap. VIII).

13
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I.3.5. Sémantique et Didactique

Suite & deux enquétes menées auprés d’éléves de collége (chap. IX) j'ai
été £t€ amené 4 me poser la question de la sémantique de ces ESA (chap. X).
Aprés confrontation avec les donnés d’une autre enquéte poriant cette fois-ci
sur les fraction numériques (chap. XI et XII) je propose un éclairage
nouveau pour les problémes didactiques spécifiques de I'algébre {chap.
X110).

I.4. Evolution de la méthodologie

Ce qui devait étre une étape préliminaire est donc progressivement
devenu le sujet central de I’étude, & savoir la structure (riche et complexe)
du systéme des ESA. Les erreurs sont progressivement devenues une
application, parmi d’autres, de la recherche (chapitres IX, XI et XII).
Parallélement, la méthode de travail et sa présentation ont évolué: elles font
Pobjet du présent paragraphe. La postface retracera I’évolution générale de
1a recherche en matiére de méthodologie.

1.4.1. Les hypothéses de travail

En ce qui concerne le modéle des erreurs, j’avais fait le choix de me
placer dans le cadre de la linguistique. Ce choix reposait sur deux
hypothéses emboitées:

Premiére Hypothése: Les ESA ont une structure, et les outils de

la linguistique sont bien adaptées pour décrire cette structure.

Je ne souhaite pas dire par 13 que I'algébre, voire les mathématiques, est un
langage. Un tel énoncé est d’ordre philosophique et sort de notre propos. Je fais
simplement I'hypothése qu’une expression algébrique telle que ax +b a une structure

14
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linguistique, tout comme la phrase fe petit chat est mort. Ce qui est commun entre les
deux, c’est le fait d"avoir une certaine structure (ce terme sera défini plus loin) qui
peut &ire décrite par a linguistique, ce n'est évidemment pas la structure particuliére
de I’expression ou de la phrasel4,

Seconde Ilypothése: La grammaire générative-trans-
formationnelle de Chomsky!5 est un formalisme adéquat pour décrire
la structure des ESA.

La premiére hypothése était initialement du domaine du pari.
L’existence méme de la construction théorique qui forme cette thése, i. e. le
fait que les ESA soient décrits précisément a l'aide d'un modéle de type
linguistique, valide maintenant cette hypothése,

La seconde hypothése (I'adéquation de la théorie Chomskyenne)
reposait sur 1’analogie suivante:

D’une part, pour décrire les langues naturelles, cette théorie apparait 3
I'heure actuelle trés rudimentaire. D'autre part, pour décrire certains langages
informatiques, la théorie (plus élémentaire) des régles de réécriture indépendantes du
contexte suffit. Or les ESA me semblaient se situer, pour la complexité, quelque part
enire les langages informatiques et les langues naturelles. ) avais done décidé de les
décrire par le modéle de Chomsky, situé lui-méme i mi-chemin entre les régles de
réécriture indépendantes du contexte et les modgles linguistiques plus sophistiqués.

14 En particulier, je ne cherche pas & montrer une quelconque analogie entre égalités et
phrases au contraire de P. E. Matthews (1988) par exemple.

15 Vu I’évolution incessante de la pensée de Chomsky, it importe d'en donner le
“millésime”, Dorénavant lorsque je parlerai de grammaire générative-trans-
formationnelle, je ferai référence & ia théorie présentée dans Aspecis de la théoric
syntaxigue en 1965 (rad. 1971 référencée en bibliographie). Les avatars ultérieurs
de cette théorie répondent A des questions que la description du systéme des ESA ne
pose pas, et ne répondent pas aux questions qu’il pose, aussi n'en ai-je pas tenu
compte.

15
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1.4.2, La méthode de travail

Pour la partie générative (la génération des expressions bien
formées) j’ai suivi 4 l1a letire, au début, les choix et les méthodes
Chomskyennes?s,

A vrai dire, ce formalisme n'est plus 4 1’heure actuelle spécifique de
Chomsky, ayant éié repris par de nombreux auteurs pour devenir ce qu’on appelle
maintenant la théorie des langages (formels)7,

J’ai €1é ensuite conduit 4 modifier ce formalisme, d’abord sur le plan des
notations, ensuite sur quelques points techniques!®, tout en restant dans ce
cadre général.

Pour les transformations, je suis également parti de 1a conception
Chomskyenne (avec Structure Profonde et Structure de Surface), que j’ai
ensuite €& conduit & abandonner!s,

Par exemple, les transformations doivent pouvoir porter sur divers
composants des écritures & transformer. Dans le cas d’une somme algébrique par
exemple, tous les couples de termes (avec leurs signes) doivent pouvoir commuter, It
n’est certes pas difficile de trouver des mécanismes usuels qui permettent cela, mais
ces mécanismes ont I'inconvénient majeur de fonctionner selon des mode qui n'ont
rien @ voir, ou alors de 1rés loin, avec ce que fait I'algébriste compétent (I'enseignant

tels qu’ils sont exposés dans ses livres, dans V'Introduction d la Grammaire
générative de Ruwel (1970) ou encore dans Bach (1973} ete.

17 v, p. ex. Moreau 1975.

18 Je caractére fini de la partie généralive en pariiculier
19 pour des raisons qui seront exposées au chapitre 11l consacrée 4 la critique du
travail de D. Kirshner (1987a). Celui-ci se silue en effet dans ce cadre
“Surface/profondeur”,
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par exemple) lorsqu'il calcule??. 11 a donc fallu proposer d’autres mécanismes,
qualifiés de plus “plausibles™?l.

La grammaire actuelle des ESA é&ant dépourvue de “Struciure
Profonde” elle est en fait, dans sa partie transformationnelle, beaucoup plus
proche des modéles de Z. S. Harris2,

N’ayant pas eu connaissance 4 I'époque d'ume autre théorie
linguistique qui aurait permis de maniére évidente de rendre compte de
I’ensemble des spécificités des ESA, j’ai préféré modifier “au coup par
coup” le modéle que j'avais commencé 4 développer. La méthode suivie a
donc été essentiellement pragmatique. En fonction d’un but visé, j'ai choisi
ici ou 13 ce qui convenait le mieux.

Il y a certes risque d’incohérence épistémologique 3 juxtaposer des
concepts issus de théories différentes, voire concurrentes®?. Toutefois ce

20 par exemple, de nombreux logiciels de caleul formel commencent par exprimer les
expressions, telles que
=rac((@¥*b"2)/2)]
sous une forme “polonaise” ou “de Cambridge” préfixée:
z=xrac/*a"b22

21 ¢e terme sera discuté plus loin.

22 . Notes du Cours de Syntaxe (1976). Toutefois, méme si j’ai é1é fortement
influencé par la conception de Harris des transformations, j& n'ai pas pour autant
cherché 3 en établir un modéle explicitement “Harrissien” (comme j'avais cherché
au début & bitir un modéle Chomskyen pour la partie générative). 1l est A noter que
Harris s’est intéressé (dans les Coflected Poapers on Transformational Grammar) i la
formalisation du langage algébrique.

23 tel que I’emploi de transformations de type “Harris” sur des expressions engendrées
par une partie génératrice de type “Chomsky”.
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danger concerne plus les théories de linguistique générale??, que les travaux
de linguistique appliquée (comme ici, oil les objets sont les ESA).
En fait, dans 1a mesure o1 cette thése a pour objet de “mettre en évidence les

principales caractéristiques des modéles des ESA”, et non un modéle des ESA
proprement dit, elle se situe & un niveay intermédiaire entre les théories

linguistiques générales (théories des théories, d’ordre méta-méta-linguistique, par -

exemple la grammaire générative-transformationnelle de Chomsky) et les théores
particuliéres (d’ordre méta-linguistique, par exemple la grammaire transformation-
nelle du Frangais de M. Gross, 1977).

En effet, d'une part, (comme on le verra chap. V) il 1’y a pas une
grammaire unique des ESA, mais des grammaires qui rendent comptent des
différents systémes d'ESA. Le modéle présenité est un discours -général- sur une
classe -particuliére- de théories (les modéles des ESA), et non pas la théorie
particuliére d'un systéme particulier.

D’autre part, si ce discours est d"ordre théorique (parce que de niveau
“méta-méta”), it ne revendique pas pour autant le statut de “théorie”, qui comporte
des exigences bien supérieures d’exhaustivité et de formalisation. A ce njveau
intermédiaire donc, il parait tout 2 fait tolérable d'importer des notions d'erigine
différentes, 4 condition de s'assurer de Ia cohérence du résultat. Seul le niveau
supérieur des théories linguistiques générales exige une plus grande homogénéitd
épistémologique.

1.4.3. Remarque sur le choix

Aprés coup, le choix du formalisme Chomskyen s’est avéré
relativement malheureux. Tout d’abord d’autres formalismes mieux
appropriés (grammaires catégorielles) avaient été déja développés pour
Iétude spécifique des expressions mathématiques (Lambek 1958, 1961) mais
je I'ai su plus tard. Ensuite, I’objet étudié s’est avéré plus complexe que

prévu. Les ESA présentent en effet des caractéristiques tout a fait
spécifiques, par exemple le fait que les transformations portent sur des écri-

24 dont les objets sont les systémes, plus ou moins formalisés, de représentations
métalinguistiques (v. Culioli & Desclés, 1982), et dont la théorie des grammaires
génératives-transformationnelles de Chomsky est un exemple
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tures de longueur et de complexité indéfinie. Le choix du formalisme
Chomskyen m’a pas empéché de percevoir ce genre de questions délicates, et
de les résoudre, en le dénaturant d’ailleurs progressivement, Ce choix a eu
pour inconvénient majeur de me faire perdre du temps.

1.4.4. Accessibilité du modéle des ESA

Mettre en évidence, de manidre accessible, les principales
caractéristiques de modéles structuraux, didactiquement plausibles, des

systémes d’Ecritures Symboliques en Algébre élémentaire.

J’ai souhaité que le lecteur ait accés a la maniére dont le modéle des
ESA a été élaboré.

Ceci est d’autant plus nécessaire qu’il n'y a pas un systéme unique
d’ESA, mais de nombreux systémes, peut-&tre méme autant que d’individus
{chap. V). Le lecteur doit pouvoir, 8’il le désire, construire le modéle de la
variante qui I'intéresse. Par exemple, il peut vouloir comparer les systémes
d’ESA employés par deux manuels différents sur un méme niveau, ou
encore comparer les systémes d’ESA, dans une méme collection, i deux
niveaux successifs,

En outre, les ESA ne représentent qu’une petite partie des écritures
symboliques mathématiques. Si le mod2le proposé n’est pas accessible, le
lecteur ne pourra pas aisément le transposer a d’autres domaines {telles que
les écritures symboliques de I'analyse par exemple).

Cette thése comprend donc une longue présentation des outils
permettant de construire un systéme tel que celui des ESA. Il énonce les
principaux problémes rencontrés, et les solutions apporiées (chapitres IT &
VIII).

Il est & noter qu’entre la description des ESA d’une part, et la
description des outils de cette description (la méta-description) d’autre part,
il y a une différence notable d’exhaustivité et de formalisation.
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Cela s’explique par deux raisons. D’une part, il est difficile, en
pratique, de développer simultanément, au méme point, une théorie et sa
métathéorie. D’autre part, la nature des objets différe d’un niveau a I'autre.
Les FSA sont en effei modélisables par une grammaire: c’est méme la
premiére hypothése. Par contre, I"élaboration d’une grammaire formelle des

ESA, si elle est soumise aux coniraintes théoriques portant sur les
grammaires, n’est pas réductible a des régles formelles, mais comporte une
part de “savoir-faire” et d'imagination créatrice?.

Cette thése niel en évidence les principales caractéristiques des
modéles structuraux des ESA, elle n’a pas I’ambition d’élaborer un méta-
modéle formalisé des ESA.

I.5. Les ESA: une élude prodidactique

Quelles relations entretient le modéle des ESA et la didactique de
1"algébre proprement dite? La réponse n’est pas simple, car ces relations ont
elles aussi évolué.

Javais placé a Parriére-plan de mes préoccupations la didactique de
I’algébre proprement dite: cela ne veut pas dire que je I'ai supprimée de ma
réflexion. Précisons son role et sa fonction, et pour commencer ce que
j'entends par ce terme (“perspective didactique”). La perspective didactique
se présente sous la forme d’applications envisagées a priori (répondant a la
question: “a quoi tout cela pourra-t-il bien servir?”), sans travail exhaustif
d’élaboration théorique et d’expérimentation2é, Il est pourtant essentiel de

25 ¢f. Chomsky (1971)

26 il ne s’agit donc en rien d’ingéniéries didactiques, mémes “en pensée”. J'ai cettes
mené un certain nombre de séquences d’algebre au sein de I'expérience de DAP (v.

...suite page suivante...
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préciser cette perspective, car elle permet de comprendre les raisons de
certains choix au sein du modéle des ESA.

"R

applications

Perspective
didactique

Méta- | choix > Modile

modéle A

Par exemple, la terminologie employée pour décrire les écritures et
leurs transformations (“terme”, “facteur”, “changement de membre”...) suit
au plus prés celle que I'usage a consacrée. Or la construction rigoureuse de
cetlte terminologie?” s'est faite, conformément 4 la décision méthodologique
du “pas de coté”, hors de tout contexte didactique, strictement a I'intérieur
du modéle linguistique. Il n'y a, a priori, aucune raison linguistique pour
que la terminologie construite en son sein recoupe les termes préconstruits
de 1'usage courant. S’il y a adéquation avec cet usage, cela ne vient pas du
modéle seul: chaque fois que le modéle laissait une liberté et qu’il
y avait donc un choix i faire, la décision a &té influencée, enire
auires, par la perspective didactique sous-jacente. Ainsi, c’est parce
que j’estimais nécessaire de redonner sa lgitimité au discours sur les signi-
fiants (voir chap. XIII), en situation d’enseignement, dans la classe, que jai
&1é amené A choisir, parmi les structures et les dénominations, celles qui
étaient les plus “plausibles” didactiquement, autrement dit & faire coincider
ma terminologie et le discours spontané des enseignants et des éléves sur les
écritures. On a donc bien une influence des perspectives didactiques sur la

annexe) mais je ne me suis pas alors donné les moyens d’en tirer autre chose que
des opinions quant 4 la validité des perspectives envisagées.

27 ¢'est-a-dire le fait de définir le mot “facteur” comme 1'“opérande”™ d’un certain
“opérateur” nommé “produit”, lui-méme défini comme une certaine “suite
terminale” engendrée par une “régle de réécriture” bien définie, laquelle etc.
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conception du modéle. Cette perspective influe les choix effectués au sein du
modéle.

Précisons que, pour aboutir, entre autres, i cette adéquation de Ia
terminologie avec 'usage, cela a pris beaucoup de temps et pas mal
d’efforts. A titre de boutade, on pourrait dire qu’une petite partie du temps
a été consacrée & batir le modgle, et une grosse partie a I’élaguer, le rendre
plausible et surtout compréhensible!

Une rapide postface présente une synthése des principales options
méthodologiques que nous nous sommes efforcés de suivre dans ce travail.

22

IL. POSITION DU PROBLEME

Les pratiques scientifiques ont partie lige avec
les processus sociaux d’objectivation et d’institution-
nalisation: on pense évidemment au rdle de Iécriture,
comme instrument de rupture avec I'immédiatets mimétique
de la pensée livrée a I'oral, ou au rdle de tous les
symbolismes formels, notamment logiques ou
mathématiques, qui poussent 3 leur accomplissement les
effets de I'objectivation par 1'écrit, en substituant &
Vintuition, fit-elle géométrique, “I'évidence aveugle” selon
le mot de Leibnitz, qui surgit des symboles mémes.

Pierre Bourdieu, Homo Academicus.

Ce chapitre a pour objet de poser précisément le probléme. Il ne s’agit
pas d’une approche historique ou méthodologique (ce qui a été fait en
introduction) mais de 1’élaboration d’un plan d'études par décomposition en
différents sous-problémes. Certains d’entre eux ayant déja été abordés dans
d’autres travaux, le chapitre se clora par une focalisation de la recherche sur
les questions qui n’ont pas été traitées ailleurs a I’heure actuelle.

I1.1. Plan d’étude général

I1.1.1, L’intitulé du probléme

Rappelons I’intitulé du probléme:

Mettre en évidence, de maniére accessible, les principales caractéris-
tiques de modéles structuraux, didactiquement vraisemblables, des systémes
d’Ecritures Symboliques en Alpébre élémentaire.

Pour rendre opérationnel cet intitulé, on peut le retraduire comme
suit dans le vocabulaire de 1'Intelligence Artificielle, ce qui donne;
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Elaborer les principales caractéristiques d’un systéme qui modélise les
pratiques effectives des “experts™ dans le domaine du calcul algébrique
élémentaire formel.

Le bul visé n’est pas la performance du systéme expert dans la
réalisation de tiches algébriques. La perspective de ce travail est didactique.
Ce modéle? de 1'expert doit nous permettre de mieux comprendre la
pratique de 1'algébriste compétent (“expert”), et éventuellement (avec de
nombreuses précautions pour éviter les extrapolations hatives} du débutant:

«La simulation peut viser & ne reproduire que les résultats observables, ou au
contraire chercher & copier la démarche qui est adoptée ou supposée telle par le sujet
humain. Dans le premier cas V'ordinateur programmé pour la simulation se présente
comme une boite noire: seules les entrées et les sorties sont perlinentes, les
représentations et les procédures internes n’ont aucune signification. Dans le second
cas, le programme se veut descriptif d’une aclivité cognitive.» (Desclés 1989).

Cela impose donc un ceriain nombre de contraintes.

11.1.2. Les conirgintes du sysiéme

+ Le domaine des expressions sera celui de 1'algébre élémentaire. En
feront partie les équations (d’un degré quelconque), les inéquations et les
systémes. En seront exclues les fonctions (telles que sin, log...} et les
écritures fonctionnelles en général, telles que f(x ) . Le seul aspect

1 par exemple, des professeuss; ce point sera rediscuté an chap. VIIL

2 Je mot “modéle” n’est évidemment pas pris ici dans le sens mathémalique de “théorie des
modéles”, mais dans son sens courant ;

«"Représentation simplifiée d'un processus, d’un systéme” {Dictionnaire Le
Robert )»

«alors que processus et systéme font partie du Réel, dans toute sa richesse et sa
complexité, et peuvent &tre plus ou moins bien isciés du reste du Réel, le modéle est
entidrement descriptible, cette description étant nécessaire et suffisante pour connaitre
{*état du modéle et son évolution (au moins en théorie).» Lliboutry L. (1987)
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fonctionnel est celui qui correspond implicitement aux opérations de
I'algébre: addition, soustraction ... exponentiation.

* Les expressions elles-mémes devront étre manipulées sous leur forme
effective usuelle, telles qu’on les trouve dans les manuels ou les cahiers,
ou 3 défaut, dans une forme intermédiaire la plus proche possible de la
forme usuelle. Autrement dit, le systéme devra engendrer et manipuler
des expressions du type 4x y 2, éventuellement 4x y ~ 2, mais pas
4*x*y 2 oudM[[xM[yE2]].

» Le mécanisme des transformations devra étre “plausible”, c’est-d-dire
utiliser autant que possible des régles que 1’expert peut reconnaitre
comme siennes, de préférence 4 d’autres régles plus performantes mais
éloignées de sa pratique. Cette contrainte, alliée a la précédente, exclut
par exemple de mettre d’abord les expressions sous forme préfixée (dite
“Polonaise™), ou les polynomes (par exemple 2x3-x2+1)} sous forme de
tableaux de couples “{coefficient; degré)” comme le font certzins
logiciels de calcul formel4.

» Par ailleurs, le systéme devra éire autant que possible “accessible”,
Cela suppose que sa présentation soit suffisamment intelligible pour que
le lecteur puisse en percevoir 'organisation et la modifier selon ses
besoins.

Dans 'introduction, la méthode de travail (a4 savoir le recours & une
grammaire générative) a été présentée, Il reste & voir comment aborder en
pratique le probléme, compte tenu de ce choix méthodologique et des
contraintes que nous venons de voir.

1F.1.3. Approche du probléme

Avant de songer & transformer les expressions (ESA), il faut les
engendrer. Comme cela a été dit en introduction, j’ai choisi de le faire par

3 etfou “de Cambridge”

4 ce qui donnerait dans notre exempte: “((2;3);(-1;2);(1;0))" (Davenport et al. 1987}
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une grammaire générative. Toutefois ces grammaires ne traitent que des
expressions “linéarisées”, c’est-d-dire dont tous les symboles se suivent, le
long d’une méme ligne, sans décrochement de position verticale ni
changement de taille, par ex:

4xfly2)13)

Cela exclut d’engendrer directement les expressions qui se développent dans
les deux dimensions de la feuille; les fractions, les puissances, les racines et
les systémes. L'engendrement des ESA doit donc se faire en deux &tapes:
d’abord I'engendrement d’expressions symboliques linéarisées (*ESAL") de

type:
AX((y"2)13)

au moyen d'une grammaire générative, puis la transformation de ces ESAL
en ESA telles que:

y?
4x3

par application des régles de la typographie mathématique.

Les contraintes mentionnées ci-dessus pour la manipulation des ESA
correspondent 4 des contraintes sur Pengendrement des ESAL par une
grammaire générative;

* Les ESAL devront couvrir le domaine des ESA, tout ce domaine et rien
que ce domaine (qu’il restera & déterminer précisément).

* Les ESAL devront différer le moins possible des ESA, autrement dit les
seules différences entre ESAL et ESA devront concerner les fractions,
les puissances, les racines et les systémes {qui s’écrivent en deux
dimensions),

* Les ESAL devront avoir une structure “plausible”. Celte structure est
liée a Ia grammaire générative qui les engendre; elle peut étre
représentée par un arbre. Par exemple, une structure arborescente
possible pour 2ax +4 est;
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Sormme

Produit

/N

2ax + 4

Il ne suffit pas en effet que la grammaire engendre exactement tous
les ESA {et rien qu’eux). I1 faut encore que la hiérarchie des sous-
expressions au sein de 'ESA (autrement dit, Ia structure) soit en accord
avec l'intuition qu’en ont les “algébristes compétents” (experts). Dans
cette optique, une grammaire qui engendrerait 2ax +4 par
juxtapositionde 2a etde x +4:

Expression

/\

Produit Somme

Zax + 4
ne serait pas acceptable,

Les ESAL étant ainsi engendrées, on abordera ensuite la question de
leur transformation. Il faudra successivement déterminer;

* un mécanisme (plausible} de transformation

* lalkiste des transformations nécessaires pour que le systéme puisse
effectivement résoudre les tiches élémentaires d’algébre

* lahiérarchie des types d’opérations qu’on peut effectuer sur les
expressions. Le plus bas niveau est la transformation, mais il y a des
niveaux supérieurs, en particulier les enchainements de transformations
{procédures)
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+ les méta-régles, régles portant sur les transformations, en particulier
celles qui gouvernent le choix des transformations en fonction de la
tache a effectuer (stratégies, heuristiques).

I1.1.4, Décomposition en différents sous- roblémes

En résumé, nous pouvons donc décomposer le travail 4 effectuer en
un certain nombre de sous-problémes

» Convertir les ESA (bidimensionnelles} en expressions symboliques
lindarisées (ESAL) pour pouvoir les traiter et les manipuler ensuite, et
inversement.

« Engendrer les ESAL de maniére a ce que leur siructure ét les
transformations qui s’y appliquent aient une certaine plausibilité.

«  Modéliser le calculs des ESAL, et pour cela:
« déterminer un mécanisme plausible pour les transformations.
»  é&fablir une liste cohérente des transformations nécessaires

« &tablir une liste des enchainements de transformations
(procédures)

+ établir une liste cobérente des régles de niveau méta (stratégies et
heuristiques).

Avant de commencer I’étude proprement dite du systéme des ESA, il
reste toutefois une derniére chose a faire: déterminer 1’état de I’art en la
matiére, pour savoir si le probléme n’a pas déja &€ traité, en totalité ou en
partie.

Il y a par exemple I'approche linguistique de D. Kirshner, qui
présente de nombreux points communs avec la mienne, et qui sera discutée
au chapitre suivant. Mais avant cela, il faut étudier un domaine qui présenie
de nombieuses parentés avec celui qui nous intéresse, celui du traitement des
symboles mathématique par ordinateur: les calculateurs symboliques et les
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éditeurs de formules. Cela permettra de resserrer encore le programme
d’étude.

I1.2. Calculateurs Symboliques et Editeurs de Formules.

11.2.1. __Lles calculateurs symboliques

Par “calculateurs symboliques”, j'entends les programmes qui
calculent non sur des nombres mais sur des symboles mathématiques, p. ex.
REDUCE, MACSYMA, MuMATH... (Davenport et al. (1987). Ces
logiciels, apparus dans les années 1960 pour servir d’outils scientifiques de
haut niveau (Mounier 1987), se situent aux confins de I'informatique
traditionnelle et de I'Intelligence Artificielle. On les trouve d ’heure
actuelle dans deux domaines principaux: la recherche dans des domaines
mathématisés (ex: physique des hautes énergies), la démonstration
automatique de théorémes (MUSCADET: Pastre 1984)}, et I'Enseignement
“Intelligemment” Assisté par Ordinateur (“EIAO"): CAMELIAS,
APLUSIX¢, NAIADE?. ..

Les mathématiciens professionnels ou les physiciens théoriciens
n’ayant guére besoin de I'aide de I'ordinateur pour effectuer des tiches
d’algébre élémentaire, les logiciels qu’ils utilisent professionnellement
portent avant tout sur du calcul symbolique de niveau plus élevé. Aussi nous
intéresserons-nous plutét au domaine de PEIAQ, car on y trouve des
logiciels d’enseignement de 1'algébre. Si I'on reprend la division des
systémes d’EIAC en trois modules (Chaillot 19848);

5 Vivet 1984
&  Nicaud 1987
7 Joab, Cauzinille-Marméche, Mathicu (1989)

8 ¢jté dans Mounier 1987
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* un module Expert, qui est expert dans le domaine de connaissances
concerné,

* un module Eléve qui traduit I'expertise dans le domaine pédagogique et
qui suit le comportement de ’apprenant,

* un module Tuteur qui est 'interface avec I'éléve et conseille celui-ci,

les calculateurs symboliques constituent les modules “Expert” des systémes
d’EIAQ d’algebre. Ce seront les seuls modules que nous retiendrons de ces
systémes.

11.2.2. Les Editeurs de Formules

De nombreux calculateurs symboliques (sauf Macsyma) négligent la
présentation des résultats. Ainsi, utilisateur de MuMath qui souhaite
inverser la matrice (qui s’écrit usuellement dans les deux dimensions du

plan):
6 )

doit-il entrer 'expression linéarisée sujvante:
PLI0V,2Y*222),[Y,2]1}~-1;
MuMath répond alors:

@ {[1H+2¥*Y"2*Z 2/ (2-2*Y 2%32) , -2Y*3~2/ (2~
2¥YN2XTN2) ], [~Y/ (2-2%Y"2%Z°2) , =1/ (2-2%Y*2%7%42) 1}

La facilité de calcul est appréciable, mais le résultat peu lisible.

A T'opposé de ces logiciels qui calculent bien mais présentent mal, on
trouve des logiciels qui ne calculent rien du tout mais qui sont dédiés & la
présentation des expressions mathématiques. Ces logiciels (les “éditeurs de
formules™} ont pour tiche de mettre sous leur forme mathématique usuelle
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des expressions entrées sous forme linéarisée (EDIMATH?, TEX10, module
d’entrée des Imagelogiciels!!), pour la composition de textes mathématiques,

Cette forme linéarisée est par ailleurs assez souvent différente de la
notation usuelle, parce qu’elle obéit 4 une logique plus typographique que
mathématique. Ainsi, les “formules” du texte que le lecteur a sous les yeux
en ce moment sont produites par 1’éditeur de formules intégré au traitement
de texte “Word5”12 que j’utilise. Cet éditeur {relativement sommaire, mais
suffisant ici} met en forme des expressions linéarisées, 3 la syntaxe toutefois
peu €vidente. J'ai par exemple saisi 1a matrice ci-dessus sous la forme:

BABOMOAML(  2yz2y  2))

11.2.3. Caractéristiques de ces logiciels.

Plutdt que de présenter un certain nombre de calculateurs
symboliques et d’éditeurs de formules en quelques lignes 3 chaque fois, ce
qui serait rapidement fastidieux, je vais les étudier selon un certain nombre
de critéres. Ces critéres proviennent de la liste des sous-problémes i
résoudre pour modéliser les ESA. Les résultats sont repris dans un tableau
récapitulatif sommaire!3.

Le tableau contient les critéres suivants:
1. Le nom!4 du logiciel

2. Le type de matériel requis (micro-ordinateurs, "mini” ou gros systémes)

7 INRIA et Laboratoire de Génie Informafique, Université Joseph Fourier, Grenoble.
18 D, Knuth

H v, CREEM, CNAM (Paris)

12 Microsoft™

13 Laliste que nous atlons proposer n'a rien d’exhaustif, En particulier on n'y mentionne
ni e logiciel DISSOLVE® ni MATHEMATICA®.

14 qui n'est pas un “critére” au sens usuel...
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3. le caractére unidimensionnel ou non des expressions produites par ce

logiciel.

On ne considére donc que les expressions produites et non les expressions saisies.
Dans tous tes logiciels existants en effet, les expressions sont soit saisies sous forme
unidimensionnelle, par une combinaison ordonnée de louches de clavier soit conslruiles
en deux dimensions & Iaide d'un éditeur graphique ad hoc.

Dans le cas des logicivls qui produisent des ESA (avec tous leurs attributs
{ypographiques dans le plan de I'gcran ou de la fenille), que ce soient des Calculateurs
Symboliques ou des Editeurs de Formules, une question importante est celle de I'image
sur I'deran de ce que I'utiliszieur est en train de taper. Dans Macsyma par exemple,
I'utilisateur entre des ESAL qui apparaissent comme tels & 1'écran, puis le logiciel les
reforme en ESA:

(c59) ec3: {a-1)*x-b*y-a*z=0
Time= 54 msec
(d59) - az - by + {a~1}x =0

Ce «qui différencie ces logiciels qui produisent des ESA, c'est la présence ou
non 4 1'écran des caraciéres intermédiaices servani & 1'encodage de expression et qui
sont absens de PESA finale. Dans les Imagelogiciels pour produire *x2":

il faut taper: E]

I’écran affiche alors: x * 2
puis demande confirmation. Aprés confirmation, ‘x ~ 2 ' s'efface et
I"éeran affiche: x 2

Cela permet en outre une construction “pas 4 pas” des écritures qui peuvent
8ire modifides i tout moment: I"ESAL {définitive ou intermédiaire) ne peut étre mise
sous forme d'ESA que lorsque sa syntaxe est correcte.

Par contre, avec le traitement de texte “*Word 57 j"utilise pour produire * x 2»
une combinaison de touches qui n’apparail pas a I'écran.

Tout ceci n’a pas grande importance sur l¢ plan informatique, mais joue un
r6le important pour Yergonomie des logiciels, laquelle n'est pas sans répercussion
sur leur usage didactique (mais ceci n’est pas notre propos).
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La plausibilité (au sens oi nous I"avons définie plus haut; nous pourrions
parler aussi “d’anthropomorphisme”) de 1a représentation interne des
ESAL manipulées par le logiciel. Nous livrerons ici & un évaluation
grossiére ce cette notion de plausibilité de la représentation interne. Elle
est en effet assez complexe, liée au fait qu’il y a des niveaux de
représentation emboités. A un certain niveau, un polynéme peut étre
représenté at des tableaux de couples {coefficient, degrés). Mais les
nombres correspondant aux coefficients et aux exposants ont eux-memes
une représentation interne, et ainsi de suite, jusqu’au niveau du langage-
machine (qui n’a aucune espéce de “plausibilité” didactique). Nous nous
contenterons donc de deux critéres, concernant la couche la plus
superficielle de représentation interne:

+ les ESAL y sont-elles préfixées ou infixées?

+ les sommes algébriques et les produits y sont-ils définis de
maniére récurrente a partir des sommes ou de produits
{“binaires”) de deux termes ou, de maniére plus plausible!s, de
maniére “n-aires”?

la plausibilité du mécanisme de transformation des ESAL (est-il basé sur
le filtrage1é des expressions avec des “formules de transformation”?).

I'existence d’une liste de transformations
1'existence d’une liste de procédures
I'existence d’une liste de métarégles

I'usage du logiciet {recherche, outil professionnel ou personnel, EAQ..)

16

v. & ce propos Kirshner 1987b: “The Myth about the Binary Representation in Algebra”

p. ex application de ta formule (ab)2 = a%b2 3 Fexpression {2x)? (Mounier 1989)
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| 2 3 4 5 i} 7 8 9
mate- | Forme Syntaxe | Plaus. liste liste lisle usage
nom -riel produile inleme ransfo, | transfo.  §procéd, métaR.
Mac Editeur préfixé ' personn.
EDIMATH formules n-aie
. Mac Ed, formules  {mixte personn.
Woeds simplifié___{n-aire
PC Editcur 7 profess.
TeX formules
PC ESAL: MuSimp | filtrage oul NON personn.
MuMATH 2Y%Z°2 prifing functions Eag!?
VAX |ESA: ? ? ? ? 7 recherche
MACSYMA [y, {a-1Hda® scientif.
minis | ESAL tolixé 1? ? 7 7 recherche
REDUCE | «gros” |2#y*z+x2  |binaire scientif.
a|PC ESAL infixé enseign.
Isans nom| A+BCYX_|binaire info.
? arbres ? EADIY
EXPRESSIONS
a0]? ESAL infixé oul Oul ? ? EAOQ
{sans nom) arbres
mini | syntaxe ? ? our out oui recherche
CAMELIA Lisp {plans) FIAQ
21 ESAL: préfixé Filtrage |OUI >30 procédures | recherche
PRESS Z¥g*r>=v*2  |binairc {Prolog} | 21axioms 1A
VENE  EESA Prifixé oul out out oul recherche
NAIADEZ {1350 n-aire nigles _ |procédur. | stratépies | EIAQ
P Mini {ESA sans SiM apparie-  }OUL oul QUlbes- | recherche
APLUSIX Mac fractions infixé ment de “paquets” | ristiques. | EIAQ
n-gire “termes”

18

19

20

2]

22

v. Kunkle & Burch (1984)

Programme de démonstration construit par le groupe “Récursivité” de I'IREM de

Marseille {Carmona & Didier 1975, Didier & Roussel 1976).

Thompson & Thempson (1987), Thompson (1989)

Programme exposé par Larkin (1989).

Bundy & Welham (1979)

Joab (1990)
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I1.3. Redéfinition du plan d’étude

De I'étude de ces différents logiciels et des recherches associées?3 il
ressort un certain nombre d’orientations pour la recherche. En particulier,
certains des sous-problémes ont été déja plus ou moins résolus pour élaborer
ces logiciels. Nous allons donc les aborder immédiatement,

1.4, Niveau Typématique

Les problémes de mise en forme typographique des ESA, ou si I'on
préfére de passage des ESAL aux ESA (et inversement) ont été bien étudiées
pour la réalisation des éditeurs de formules. Précisons toutefois un point de
vocabulaire, car le terme “mise en forme typographique” n’est pas ri-
goureux.

Cette précision provient de ce que nous étudions ici les ESA sous
forme écrite.

23 Je ne me suis pas livré 4 une &tude exhaustive de I’ensemble des logiciels traitant les
expressions symboliques qui existent. Toutefois les orientations qui se dégagent du
tableau, 4 savoir I'attention portée aux procédures et aux stratégies, avec des
transformations élémentaires performantes mais peu plausibles semblent suffiszmment
générales et en accord avec les centres d’intérét de Yinformatique et de I'lA {que ta
résolution de problémes intéresse plus que la plausibilité de 1a représentation des objets,
ce qui ressortit pluttt 4 la psychologie cognitive) pour que je n’aie pas voulu consacrer
plus de temps 3 un inventaire systématique des calculateurs formels,

Une exception notable 4 ce qui précéde est APLUSIX qui définit des opérateurs n-
aires et dont les transformations se veulent “plausibles” puisqu‘il "agit d’un logiciet
d’EIAO proposant 2 I'éléve des transformations poosibles ou détaillant celles qu’il
effectue,
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11.4.1, Oralisation des ESA

Toutefois 1a linguistique des langages oraux nous apporte un concept
fondamental, celui de la distinction entre sons (phonétique} et phonémes
Certes, on peut lire a haute voix des ESA, mais ce qu’on lira n'est pas (phonématique?):

une simple décalque de ce qui est écrit. ) '
Le phonéme est un segment phonique qui:
En particulier, pour I'expression des parenthésages, on prononce rarement

“ouvrez Ja parenthése / fermez la parenthése” (ce qui serail excessivement lourd et (@  aune fonction distinctive
pen intelligible). On tilise d'autres procédés. Ainsi: {b)  est impossible & décomposer en une succession de segments dont
afc+2 chacun posséde une telle fonction,

(¢)  n’est défini que par des caractéres qui, en lui, ont valeur distinctive

cera lu dans un contexte algébrique {oi a ne dénote pas une fonction): s tes phonol et *certinents™
...» que tes phenologues appellent “pertinents”.

[a fwa iks plys du) (a fois x plus 2)24, . .
ou Quelques exemples pour montrer combien les phonémes, en vertu de
[a falcteer dee iks plyS dﬂ] {a facteur de x plus 2) cette définition, se distmguent des sons (..-):
tandis que Le r francais se prononce, selon les régions (...}, soit roulé, soit
grasseyé. Mais les deux sons ne commutent pas®? (alors qu’ils commutent en
ax+2 arzbe). On dira donc, en vertu de (¢), qu'il 2’y a qu'un seul phonéme frangais
Jel. (Ducrot & Todorov, 1972 pp. 221-222)
est lu
[a iks plys do] o x plus 2) Cette distinction est également pertinente dans les langages écrits®. En
langue naturelle:
ce qui léve I'ambiguité quant au début de la parenthése. Au niveau de la parenthdse
fermante, I'ambiguité est plus ou moins bien levée par I'emploi de pauses dans la «Le graphéme alphabétique est une classe abstraite de réalisations matérielles
voix. ou graphes» (Anis 1988)
Nctons que dans un contexte fonctionnel (od @ dénate une fonclion) a {x + 2} » I'équivatent du phonéme est le le graphéme. Exemple: /*y"/. Ce
sexa lu: graphéme est défini par un tableau de traits qui le distinguent des autres
[2 dee iks plys dal {a de x plus 2). graphémes: nombre de “boucles”, de “jambes”, etc.

Je pose que la langue orale des ESA est distincte de la langue écrite,
qu'elle a sa grammaire propre et qu’il faut 1’étudier pour elle-méme. Ce
travail particulier (grammaire de la langue orale des ESA) n’a pas éié
abordé dans le cadre de cette thése?s.

26 oy “phonologie” selon les écoles

27 ¢est-A-dire que le changement de prenonciation n'entraine pas de changement de
signification
24 sujvant les conventions linguistiques, la prononciation des phrases est indiquée entre
crochets, avec I’ Alphabet Phonétique International (A.P.L). 28 Les notions qui suivent de “graphéme” et de “graphe”, les notations /*"/ et [} sont tirés
de Vouvrage collectif Pour une théorie de Ia langue écrite sous la direction de Nina
25 on trouvera des indications dans Bruston {1982) Catach (1988), en particulier les contributions de J-Ch. Pellat (1988) et J. Anis (1988).
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« i'équivalent du son est le “graphe”, lettre réalisée sur le papier avec tous
ses attributs typographiques variant d’un texte a I'autre. Exemples
(réalisations du grapheme /*y"/}: [*U”]; [*v"}; 'YL ) [y,

En mathématiques toutefois, les choses sont un peu plus compliquées,
ce qui m'a amené & introduire la notion de “typéme”.

11.4.2. Graphémes et Typémes

Nous pouvons considérer que chaque “graphe” (au sens graphéma-
tique du terme), qui est une classe de “graphes”, est défini par un tableau
d’attributs typographiques. Les principaux attributs (qui intéressent les
ESA} sont les suivants:

[Identifiant] (ex: code ASCII; ici, le graphéme)
[Fonte] {(police de caractére)

[Corps] {en points)

[Décalage vertical] |{ n points au-dessus de la ligne courante)
[Graisse] (maigre/gras)

[Inclinaison] (romain/italique)

["Casse”] (majuscule/minuscule)

Exemple 1: le graphe [“2”] est défini par le tableau suivant:

[ldentifiant] 27
[Fonte] Times
[Corps] 12 points
[Décalage vertical]l {0 point
[Graisse] maigre
[Inclinaison] romain
[“Casse”] majuscule

Exemple 2: le graphe [“2”] (en exposant) est défini par le tableau suivant:
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Identifiant] /2"
Fonte} Times
[Corps] 10 points
[Décalage vertical] |+ 2 points
[Graisse] maigre
Inclinaison] romain
“Casse”] majuscule

Pour les ESA, nous avons besoin d’un objet qui soit intermédiaire
entre le “graphe” et le graphéme. En effet, ’opposition entre [“27] et [“27]
est pertinente: elle distingue les exposants. Toutefois ce n’est pas au niveau
graphématique que cette opposition est marquée: [“2”] et [“2”] sont deux
réalisations du méme graphéme /“2"/. Cette opposition apparait certes au
niveau typographique, mais les seuls traits pertinents (la réduction du corps
et le décalage vertical) sont alors noyés au sein de I'ensemble des traits, et en
outre n’apparaissent pas de maniére relative (i savoir que le corps de [“2”]
est immédiatement inférieur a celui de [“2”], quel que soit ce corps).

Je propose donc de nommer “typéme” 1’ensemble des traits relatifs
permettant de marquer des oppositions pertinentes au sein des ESA. Un
typéme (noté par exemple \*2"\) est formé d'un graphéme et d’attributs
distinctifs typématicques.

Prenons un exemple: I'exposant «carré», dont la réalisation typo-
graphique est dans ce texte [“27] correspond au typéme\“2™\, formé du
graphéme /“2”/ et des attributs typématiques: \décalage vertical égal 4 +1/3
du corps courant\réduction au corps immédiatement inférieur au corps
courant\, ce qu’on peut reprendre par un tableau de traits relatifs:

graphéme 27
\décalage vertical\ | +1/4 du corps courant
Nréduction\ corps immédiatement inférieur au corps courant

La réalisation du graphéme /“27/ est le «graphe» [“2”] (ici la fonte
courante est “Times”, et le corps courant est de 12 points), les réalisations
des attributs typématiques étant les attributs typographiques: [décalage
vertical vers le haut de 3 points]+[corps 10 points],
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Les traits typématiques ne dépendent donc pas des traits
typographiques tels que la Fonte ou 'Inclinaison. Ils sont relatifs (aux at-
tributs du texte courant), ce qui permet de les composer et de définir par
exemple (aux limitations typographiques prés) I'exposant d’un exposant:
[2°7],

Remarquons que, pour définir des expressions telles que les fractions,
il faut pouvoir parler des caractéristiques typographiques d’une sous-
expression toute entiére (par exemple, le dénominateur d’une fraction) et
parmi celles-ci, définir I’encombrement vertical, 1'encombrement horizon-
tal, les coordonnées de son début et les coordonnées de son milieu.
Typématiquement en effer, le milieu du dénominateur a méme abscisse que
milieu du numérateur, tandis que I’ordonnée relative de son milieu doit étre
telle que son “sommet” doit se trouver n points-au dessous de la barre de
fraction.

En résumé, transformer les ESAL en ESA revient a déterminer les
attributs typématiques associés aux sous-expressions au sein des ESAL (et
réciproquement).

Ce qui précéde sert a justifier dans la suite de la thése I’emploi de
Pexpression “typématique”. Toutefois, il ne sera plus question par la suite
du détail de Ia transformation des ESAL en ESA. Le lecteur qui souhairerait
connaitre précisément la struciure typématique des ESA est invité & étudier
les éditeurs de formules et leurs notices d’instructions?®,

IL.5. Procédures et métarégles

La modélisation des procédures et des heuristiques associ¢es pose, elle
aussi, des problémes spécifiques. Ces questions, difficiles, sont 4 1’origine de
nombreuses éudes, au carrefour de I'IA, de la psychologie cognitive et de la
didactigue. A ces éludes correspondent des réalisations logicielles couvrant

29 Celle 'EDIMATH par exemple
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un domaine plus ou moins étendu de I'algébre élémentaire (PRESS,
NAIADE, APLUSIX...). Contrairement aux éditeurs de formules, ces
différentes recherches n'aboutissent pas & un modale unique et définitif de
Pusage par les éléves des procédures et des heuristiques (telle n’est d”ailleurs
pas leur ambition}. Il demeure que ce probléme est distinct de celui de la
modélisation plausible des ESA et de leurs transformations. Aussi ai-je
décidé de I'écarter du champ de cette thése, et de renvoyer également le
lecteur au riche champ des travaux cités ci-dessus.

I1.6. Structures et transformations

Suffirait-il alors de lier un calculateur formel {dont les procédures et
les stratégies seraient plausibles} 3 un éditeur de formules pour que la
modélisation du calcul algébrique soit achevée, et cette thése vidée de son
contenu? Bien entendu la réponse est “non”, car d I'heure actuelle, aucun
calculateur formel ne transforme de maniére plausible des expressions
structurées également de maniére plausible®, Dans une perspective d'EIAQ,
si I'éléve, actuellement, demande & I'ordinateur quelles ont été ses
procédures et sa stratégie, ce dernier peut {dans certains cas) lui donner une
réponse compréhensible parce que ses procédures et sa stratégie sont
plausibles. Si par contre il demande le détail des transformations (et pes
seulement leur résulat), il n’obtiendra rien... ou bien des surprises a voir
comment ta machine s’y prend effectivement. Au niveau de la recherche
didactique, la fagon dont les transformations s’opérent précisément, reste
également du domaine de la “boite noire”. C’est ficheux si ’on veut
interpréter les discours des enseignants, ou méme batir un (dis}cours.

En conclusion, I'étude des logiciels qui traitent des symboles
mathématiques permel d’évacuer de I’étude du systéme des ESA les sous-
problémes de la mise en forme d'une part, de la liste des transfor-
mations nécessaires, des procédures et stratégies de 'autre. Par
contraste, elle permet de se concentrer sur le “noyau dur” de cette éude, &

30 i Pexception partielte d' APLUSIX
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savoir i'élaboration d'une syntaxe plausible compatible avec un mécanisme
plausible de transformation.,

42

Ii. L’APPROCHE CHOMSKYENNE DE D. KIRSHNER

Le «rasoir» d’Occam n'est naturellement pas une régle
arbitraire, ou une régle justifiée par son succés pratique:
elle dit que des unités de signes non nécessaires ne
signifient rien.

WITTGENSTEIN, Tractatus Logico-Philasophicus
(5.47321)

IIl.1. Introduction.

Nous venons de voir que les approches du Calcul Formel ou de
PE(DAO ne répondaient pas au probléme que nous souhaitons traiter, en
raison du caractére en général peu plausible de la représentation des
expressions et de leur manipulations. Nous allons maintenant évoquer une
autre approche, menée par David Kirshner (Thése de Ph, D., 1987). Cette
approche, basée sur la notion linguistique de grammaire générative-
transformationnelle, a pour mérite de traiter les expressions sous leur forme
courante, et de poser la question de la validité tant explicative que
descriptive du modéle développé. Nous montrerons d’abord, sur un
exemple, comment Kirshner modélise les transformations. Nous indiquerons
ensuite en quoi ce modéle répond i certaines de nos questions, puis ses
limitations.

Nous accordons un chapitre entier & un exposé détaillé des travaux de
David Kirshner. Cela s’explique pour deux raisons. D’une part, son travail
est & notre connaissance absolument le seul qui ait un large domaine
commun avec le notre, & savoir la syntaxe des expressions symboliques de
I"algébre élémentaire. 1)’autre part, certaines des hypothises sur lesquelle il
est fondé (en particulier la distinction forme profonde / forme superficielle)
ont été les ndtres dans un état antérieur de notre travail (les deux recherches
ont commencé i peu prés en méme temps, de maniére totalement
indépendante). En exposant le modéle de Kirshner, nous présentons (par-
dela les petites différences de formalisme) les difficultés que nous avons
rencontrées en distinguant “surface” et “profondeur”, lesquelles nous ont
amené 3 modifier nos hypothéses. I! est & noter que ces difficultés sont
également évoquées par Kirshner dans sa thése, et qu’il évoque sans le
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détailler ce que devrait pouvoir engendrer -un modéle ultérieur pour
résoudre ces difficuliés. La syntaxe des ESA que nous présentons ici répond
précisément a ce type de spécifications.

I11.2, Présentation de ’approche de Kirshner

111.2.1.  Position du

transformations?

robléme: comment modéliser les

Le mathématicien compétent sait “développer”
{3x2)2
en:
9x 4.
Cela suppose qu’il identifie
3x2
comme un produit (et non une puissance): pour cela, il doit connaitre les
régles dites de priorité. C’est seulement aprés avoir identifié le produit qu'il
peut appliquer la transformation usuellement notée
(AB)2 = A2B2.

Comment modéliser de fagon simple un tel savoir-faire formel?
Imaginons que nous ayons 4 construire un logiciel de calcul formel muni de
ce savoir-faire.

Ce dernier pourrait étre décomposé comme suit:

1) Identifier 3x2 comme un produit.

2) Identifier l7écriture (3x2)2 avec (AB)2, et donc
3 avec A et xZ avec B.

3) Remplacer A par 3 et B par xZ dans A2B2.

4) Effectuer 32 en 9, et transformer (x2)2 en x4.

Nous ne nous intéresserons pas directement aux étapes (2) et (3). Elles
correspondent au mécanisme général dit de “filtrage” ou “pattern-

Chapitre Il L’approche chomskyenne de D. Kirshner

matching”! (Mounier 1988), sans lequel aucune transformation n’est
effectuable. Quant d 1a quatriéme étape?, elle appelle, de maniére récursive,
de nouvelles transformations (effectuation d’une exponentiation arithmeétique
et élévation au carré d'un carré).

L’étape initiale d’identification qui seule nous intéresse ici consiste
donc i reconnaitre la structure de I’écriture («3x? est un produit») afin
de permettre son filtrage avec la “formule” de transformation:

(AB)2 = AZ2B?2

La difficulté provient de I'absence de marque explicite indiquant que
I'exposant “2 ” ne s'“applique” qu'ax et nond 3x .

La solution retenue par D. Kirshner consiste 4 enchasser les divers
éléments de 1’écriture dans autant de paires de crochets qu’il le faut (mais
pas plus) pour exprimer les priorités entre opérations, ce qui donne:

3f{x2]

Par la méme occasion, les opérations sont marquées par des symboles
explicites. Par exemple, la multiplication sera notée M et I'exponentiation
E ce qui donne:

3JM[xE2]
Nous sommes donc en présence de deux écritures liées entre elles:
« I'une (qualifiée de “forme de surface”):

Ix?
qui apparait effectivement dans les textes écrits,

+ et I'autre (“*forme profonde”):

1 bien qu’il soit rarement explicité

qui d'ailleurs n"apparait jamais séparément en dehors des discours & visée didaclique, ce
que fait remarquer Kirshner .
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IMIXE?]
sur laquelle opérent les transformations?.

«A fundamental distinction is made in the grammar between the abstract
underlying structure of a sentence (the deep form) and the conventional form in
whtich algebraic language currently happens to be expressed (the surface form). For
instance, the surface form, “3x2", implicitly conveys operations of multiplication
and exponentiation, as well as a parse for the expression. The deep form,
3M{xE2], displays these operations and parse explicitly, where “M” and “E”
represent multiplication and exponentiation respectively and parentheses indicate
grouping in the usual way,» (op. cit. p. 60)

Ainsi Uidentification des éléments 3 transformer se fait sans difficulté
et on peut alors leur appliquer une formule du type:

[AMBIE2 « [AE[2]IM[BE[2]]

111.2.2. _Bréve présentation de la syniaxe de Kirshner

Le modéle de Kirshner génére les écritures algébriques sous leur
forme profonde, puis les met en forme superficielle au moyen de
“traductions™.

Par exemple, I'expression:

V-x2+3-5
9y

Remarque: pour les besoins de la présentation, nous avons tiré la dichotomie sur-
face/profondeur d'une contrainte liée aux transformations. Toutefois, nous devons a la
vérité méthodologique de signaler que cette idée répond a de nombreux autres
problémes, tels que la génération des écritures ou les mécanismes de Jeur évaluation, et
trouve son origine dans 1"oposition Structure Profonde / Structure de Surface posée par
CHOMSKY dans Aspects de la théorie syntaxigue (1971). Ces différents points de vue

seront pris en compte dans la discussion qui va suivre de la pertinence de cette
dichotormnie.

4 “translations”
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est obtenue par traduction de la forme profonde:
[II2RIIN[xE2]11A3]1S5]D[4My]
I11.2.2. A, Génération

Les formes profondes sont engendrées par les régles de réécriture
suivantes:

Z —17207] Opérateur binaire

O - ASMDER Opérations terminales

(Addition, Soustraction etc.)
— [NZ} Opposé
- L Lettre
Lettres terminales

~>abie; ... xy;z

- Q Chiffre

O N & N N

= ,;0;1;...;7:8:9 Chiffres

Les symboles A, §, M, D, E et R correspondent respectivement aux
opérations d’addition, de soustraction, e multiplication, de division,
d’exponentiation et d’extraction de racine. N représente I'opération
consistant & convertit un nombre en son opposé, que nous pourrions appeler
“opposition”)>. La derniére régle correspond 4 une grammaire particuliére

Avec nos notations de type “SRL" (Moreau 1975) exposées au chapitre [V, fes six
premiéres régles se présentent sous Ja forme unique suivante:
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des expressions constantes, qui est évoquée sans étre explicitée dans le travail {[1Zz0Z]S5]1D{4aMyl]
de Kirshner (v. plus bas). [({{ZRZ]S5]ID[4My]]
[[[QRZ]S5]D[4Myl]

Ainsi, 'expression: [[[2RZ]S5]D{4My]]

[{{2R{Z0OZ]]S5]D[4My]]

[[[2R[IN[xE2]]JA3]1]IS5]D{4My] ({[ZRIZAZIIS5ID[4My1]

qui est la forme profonde de: [[I2RIZAQ]IS5]D{4My]]
[[[2R[ZA3]]S5]D{4My]]
V-xZ+3-5 {{{2R{[NZ]A3]]S5]D{4My]]
*y {L[2R[[N[20Z]]A31IS5]D[4My]]
est générée comme Suit: [[[2RIIN[ZEZ]]A3]ISSID[4My]]
7 [[[2RI{N[LEZ]JA3]]S5]D{4My]]
(202 ([{2RI{N[XEZ]]A3}IS5]D[4My]]
(ZD7] {{{2R[INIXEQIIA3]IS5ID[4My]]
[ZD[ZOZH {{[2R[[N[xEZ]]A3]]SS]D[4MY]]
(2D{ZMZ]] 11.2.2.B duction vers la form urfac
(2D[ZMZ]]
{ZD{4MZ]] Le systéme des traductions de la forme profonde vers la forme de
[ZD{4ML]] surface est divisé en quatre étapes.
[(2D{4My}] . oo . . .
[[ZOZ]ID[4My]] « La premiére consiste & supprimer les paires de parenthéses redondantes a
[([ZSZID[4Myl) cause des coaventions usuelles de priorité:
[[ZSQID[4My]] {[[2RIIN{xE2]]A3]]S5]D[4My]] devient
[[ZS5]D{4Myl] [[2R[NXE2A3]]SS]D[4MY]]
= L'étape suivante met les symboles d’opération sous leur forme de
surface:
2
[ 4 ] {[2RINxE2A 3]]S5]1D[4My]] devient: | [V 1 '[’;2;]3 1-5] 1.
M
Z
{ 11; 7] + La troisiéme étape efface les les parenthéses rendues redondantes par les
S NR . mazrqueurs spatiaux d’extension:
a (I T-x231-5] ) NxEe3ss
[4y1 evient [ 4y ]
y
<
Ly
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* La derni¢re étape effectue des “ajustements mineurs” telles que la
suppression des crochets extérieurs et celle de.’ordre “2” de 1a racine:

V-x2+3-5 Vx%¥3-5
T4 Ay

1 devient

111,2,2,C, Transformations

Dans les modéles de Kirshner, !a transformation des écritures
algébriques se fait via une traduction en forme profonde, une
transformation des formes profondes, et une retraduction en formes
superficielles, selon Je schéma suivant:

(3X2)2 i > 9x4
ri\

[3x2]2

4 T
[3x[2F]12] . 0xl4]

l T
[3l\fxE[2]]E[2] 9M)§TE[4]

BMIxE{2]]IE[2]- (BE[R]IIMIIXE[2]IE[2]]->... - IM[xE[4]]
I11.3. Une qualité de ce modéle: la simplicité

Ce modéle a pour premiére qualité d’étre formellement simple, Par
cet adjectif, nous voulons dire qu’il est un édifice théorique formé autour
d’un petit nombre d’objets de base. Pour s’en rendre compte, il suffit de
reformuler sa grammaire avec les notations usuelles, comme on le va le voir
maintenant,

111.3.1.  Génération_des expressions

Dans le formalisme usuel de 1a théorie des grammaires®, nous pouvons
dire que la partie générative du modéle de Kirshner est un quadruplet:

6 v.p. ex. Gross & LEnTIN {1967)
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<V, VI R>
tel que:

* Le vocabulaire non-terminal ¥, contient 11 catégories:
Yo={Z;0;N;L;Q;A;S;M;D;E;R}

* l.e vocabulaire terminal v, contient 26 + 10+ 1 + 2 = 38 éléments:
Vi={a:b; . ix;y;2;0;1525..:95 51018

* Iy a une catégorie initiale I
z

* L’ensemble R des régles de réécriture contient 7 régles:
Z > [ZOZ] elc.

Pour évaluer cette simplicité, nous nous permettons d'anticiper
quelque peu et de comparer le modéle de Kirshner avec celui que nous
proposons (chapitre TV)7. Ce modéle est indéniablement plus simple que le
ndtre car, pour engendrer les mémes expressionss, nous ne recourons pas i
moins de 19 catégories non-terminales, 85 catégories terminales, et une
infinité de régles (engendrées il est vrai par un schéma fini)!

I11.3.2. Transformations

La “simplicité¢” de la grammaire de Kirshner s’étend 4 la description
du mécanisme général de transformation. Les expressions étant entiérement
parenthésées, I’étape de filtrage est facile a décrire, et I’algorithme

Le lecteur pourra également comparer la grammaire de Kirshner avec celles du systéme
PRESS {(Bundy & Welham 1979), de I"analyseur syniaxique de Carmona & Didier
(1975}, ou de REDUCE dans Davenport et al, {1987), Dans Fensemble, toutes ces
grammatres sont également “simples” et du niveau de celle de Kirshner. La construction
des expressions (comme des “objets” au sens informatique du terme} dans APLUSIX
(Nicaud 1987) est d&ja un pen plus complexe.

ainsi que quelques autres, puisque nous distinguons par exemple enire les fractions
telles que % el les rapports tels que 2/3, ce que Kirshner ne fait pas.
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correspondant réduit 4 sa plus simple expression. La transformation qui
concerne notre exemple ((3x2) 2} peut &ire notée’:

() [XMYIE[Z] & [XE[Z]IMIYEIZ]]
L’intérét de cette formule (i), par rapport a la notation usuelle:
(i) (XY)Z=X?2YZ

est qu'il y a dans (i), au contraire de (i), peu de contraintes sur X, Y ou Z:
ce peuvent étre indifféremment des nombres, des lettres ou des expressions
entre crochets. La phase initiale d’identification du filtrage se limite donc a
la détermination des symboles d’opération (ici M et E), et & un comptage de
crochets ouvrants et fermants. On peut méme gagner encore en simplicité en
usant d'une régle de distribution généralisée!! de type:

(i) {XAYIVIZ] & (XVI{Z]]A[YVIZ]]

en identifiant le couple d’opérateurs (A;V) avec I'un des couples: (A; M);
(A; D); (S; M); (M; E) etc.

En outre, il est aisé de dériver la plupart des régles de transformation
directement des énoncés décrivant la struciure de I'ensemble IR des Réels,
moyennant une simple “mise en forme”. Par exemple, de I'énoncé que
I’'addition est commutative dans IR:

pourtousréelsacth a+b=b+a
on tire la régle de “commutation”:
[X}+[Y]—>[Y]+[X] sans contrainte sur X ni sur Y

régle que I’on peut d’ailleurs généraliser:

9 lafléche double ¢ note le fait que la transformation est symétrique, ¢’est-d-dire qu’elle
peut étre effectuée “dans les deux sens”.

10 “generalized distributive law” (Kirshmer 19873, 1990)
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H i i Y
[X]A[Y]={Y]A[X] [z’ms contrainte sur X ni sur

peut étre A ou M
I11.3.3. Sémantique

Enfin, pour déterminer la valeur numérique d’une expression & partir
de sa forme profonde, il suffit par exemple (lorsqu’il n’y a pas de variable)
de convertir en nombres les écritures numériques et d'effectuer au fur et 3
mesure les opérations en partant de celles qui sont contenues dans le plus de
parenthéses:

[{3E2]$M2]A2

[9M2]A2
\)
18A2
\)
20
Toules les opérations étant indiquées avec leur ordre, 1'algorithme

{récursif} d’évaluation est trés courtl!,

111.4. Quelques inconvénients du modéle de Kirshner

111.4.1.  Le modéle se limite aux seules expressions algébriques

Le domaine couvert par la grammaire de Kirshner est notablement
moins étendu que celui que nous voulons étudier: n'y figurent en effet que
les expressions algébriques (sommes, produits, etc.) mais pas les
propositions (égalités, inégalités, systémes). Cela restreint par contrecoup
’ensemble des transformations susceptibles d’éire modélisées, puisqu’en sont
absents les changements de membre d’un terme ou d'un facteur, et autres

H d'autres types d’évaluation qui ne commencent pas par le siveau le plus profond sont
également possibles; ce n’était qu’un exemple.
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transformations spécifiques des équations, et dont 1"importance didactique
st au moins aussi grande que les développements ou les factorisations.

[1.4.2. 1a simplicit¢ du modéle n’est qu’apparente

Les régles de génération, de traduction et de transformation sont
moins simples qu’il n’y parait de prime abord.

111.4,2,A, Fausse simplicité_de certaines régles_de génération

Dans la grammaire de Kirshner, une seule régle, associée i une
catégorie initiale (Q) et 11 catégories terminales, génére les écritures de
nombres décimaux:

Q- .,0,1,2,3,4,56,7,8,9

Le caractére incomplet de cette régle est indiqué en note:

«Here again the formality of the grammar is compromised. The intended
replacements for “(Q” are decimal numbers from the given symbols according to a
presumed “grammar of acithmetic”. This grammar is not supplied here.»

Nous verrons au chapitre suivant qu’une telle “grammaire de
I"arithmétique” ne nécessite en fait pas moins de 4 catégories non-terminales,
14 catégories terminales, 2 catégories initiales, et 4 régles de rééeriture.

Par ailleurs, certaines catégories ne figurent pas dans la grammaire: il
n'y est par exemple pas fait mention du signe “+” & une place que 1'on
observe dans:
x=+2,

De méme, les “quotients” écrits en ligne, de type 2:3 ou 2/3 ne
sont pas engendrés par la grammaire de Kirshner, et rien n'indique

comment on pourrait les différencier des fractions telles que 3 (itn'y a

qu’une forme profonde [2D3] et une traduction de cette forme en fraction).
. . N . .
Or, si les quotients a/b et les fractions 7 désignent bien les mémes nombres

rationnels, les ensembles de transformations applicables A ces écritures au
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cours des calculs différent. En particulier, il est trés rare qu’on ait a
“simplifier” des quotients, contrairement aux (ractions.

111.4,2.B. Fausse simplicité _de certaines régles de traduction

i11.4.2.8.a, &5 _&tapes de la traduction

Dans le modéle de Kirshner, la traduction (de forme profonde en
forme de surface) se fait en quatre étapes.

1) La premiére étape ne comporte qu’une régle de suppression de
parenthéses, et I'attribution d’une hiérarchie (de 1 & 3) a chacun des sept
symboles d’opération (A; S; M; D; E; R et N)12. Un commentaire, qui
joue le rdle d’une métarégle, évoque (sans I'expliciter) 1'ordre dans
lequel sont effectuées les suppressions de parenthéses.

2) La seconde étape comporte sept mises en forme superficielle des
symboles (“profonds”) d’opération, du type:
a
aDb — b
3) La troisiéme étape comporte six régles de suppression de parenthéses
rendues redondantes par les marqueurs spatiaux de portée, du type:

{al

b

o=

4) Enfin, la quatriéme et derniére étape comporte cinq régles de “misc en
forme” relativement disparates, telles que:

B )

Vi o

12 AetSontleniveau 1, Met D le niveau 2 et E et R le niveau 3.
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En résumé, ce modéle présente dix-neuf régles de traduction,
réparties en quatre étapes, ce qui n’est pas excessif et peut donc étre qualifié
de relativement “simple”. Si toutefois nous regardons un peu plus
attentivement, nous constatons que celte simplicité n’est obtenue qu’au prix
de ’escamotage d’un certain nombre de difficultés.

111.4.2.B.b. Le cas de la_quatriéme étape de traduction

Ainsi, D. Kirshner précise (p.77) que sa grammaire ne détaille pas la
régle! qui gouverne la sélection du type de parenthése {crochets, accolades
ou parentlidses) et permet d’obtenir par exemple:

3{(1-{(2x)2+1])}

Cette régle n’est pas forcément trés “simple”. Si on I'explicite en
détail, on diminue d’autant la simplicité globale du modéle.

Plus génant, une seule régle est censée gouverner la mise en forme
typématique des expressions qui en “englobent” d’autres. Il s’agit de la régle
portant le n° 17:

17. [%] - [%)

Ici par exemple, les parenthéses doivent étre agrandies pour englober
I’espace occupé par 1’expression qu’elles enchissent. Or cetie régle, telle
qu'elle figure, sans détail, dans le travail de Kirshner, ne saurait rendre
compte 4 elle seule des mises en forme typématiques des diverses
expressions telles que:

(1 3)2 non seulement les parenthéses doivent grandir, mais
+

b encore ’exposant doit étre remonté

3{1-[(2x)2+1]}} les parenthéses et les crochets doivent grandir

13 il s'agit en fait d’une métarégle, car elle détermine laquelle des irois régles (qui

transforment les crochets respectivement en parenthéses, en crochels et en accolades)
doit étre mise en auvre.
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le symbole de racine doit grandir

| b

1a barre de la fraction prioritaire (la plus enchassée) doit
étre plus courte que 1'autre

’x+ VX ete.1d le symbole de racine doit grandir et la barre s’allonger

Pour traiter effectivement de ces diverses écritures, comme le
montre P’étude des éditeurs de formules, il faut bien d’autres régles, assez
complexes, qui tiennent compte de nombreuses caractéristiques typématiques
telles que I'encombrement vertical et horizontal, la position par rapport a la
ligne courante etc., ce qui rend le modéle moins simple qu’il n’y parait 4 la
seule lecture de la régle N° 17,

115.4.2.B.c. ___Le cas de la seconde étape de traduction,

Autre exemple plus flagrant encore de régle unique 13 oun il en
faudrait plusieurs, la notation par juxtaposition du produit:

4. aMb — ab

Cette régle rend compie de:

Xy
ou de
x(1-y)
mais non du fait que
23

14 exemple tiré de [BZ3] p. 67
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ne représente pas le produit de 2 par 3 . Nous verrons plus loin (chapitre
VII) que le traitement effectif de cette question épineuse n'a rien de trivial.
Pour la résoudre (ainsi que d’autres problémes), nous avons été nous-méme
finalement conduit & renoncer aux modéles A forme profonde. Méme si I’on
voulait garder une grammaire a4 forme profonde, 1a complexité des faits
observés (v. en particulier le corpus en annexe) laisse peu d’espoir de rendre
compte des données en quelques régles.

111.4.2,.C, Fausse_simplicité de certaines transformations

Comme nous 1'avons vu plus haut le mécanisme général de
transformation est décrit de maniére relativement simple. Par contre, on ne
retrouve pas cette simplicité au niveau du détail des transformations
particuliéres.

I1.4.2.C.a. Le systéme n’est pas complet

Certaines transformations laissent sans structure des expressions. Par
exemple, I'application des transformations d’effectuation a “3 A 2 ” donne:

[3A2]Mx—[51Mx

or I'expression finale n’est pas engendrée par la grammaire. 1 manque donc
au moins une régle de suppression des crochets excédentaires.

Plus généralement, je reproche i la grammaire de Kirshner
d’introduire des objets “parasites” tels que les crochets redondants, pour les
supprimer plus tard. C’est 4 ces entités ad hoe, effacées peu de temps aprés
avoit éé créées, qui n’apparaissent jamais dans les calculs effectifs, que je
souhaite appliquer le “rasoir d’Occam”, pour les faire disparaitre de la
théorie méme -autant que possible.

Nous allons retrouver ce type d’entité évanescente avec les
transformations intermédiaires cachées que Kirshner est obligé d’introduire
en raison de la structure (trop) simple qu’il a donné a ses expressions,
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Ii1,4.2.C.b. Un_exemple

Soit a ordonner suivant les puissances décroissantes de x le polyndme:
T+x?+3x2 x4

En structure profonde, seuls des binémes ( tels que [ZAZ] ou [Z8Z])
sont définis - c’est cela, entre autres qui rend la grammaire simple: il n'y a
pas de catégories distinctes pour les trindmes, les “quadrindémes”, les
“quintinbmes” etc.

En effet, la grammaire de Kirshner génére en forme profonde soit:
ZAIZAZ]soit: LZAZIAZ mais pas: ZAZAZ

I nous faut donc exprimer d’abord (par associativité) ce polynéme
sous forme de bindmes (“parsing”}15. Il y a cinq facons de le faire:

[[1+x3]+3x2]4-x4
{1+1x3+3x2]]+ x4
[14+x3]+ [3x2+x4]
B [x3+3x2]+x7]
F+[x34[3x24x4]]

Quel parenthésage choisir? Certains d’entre eux permetient d’aboutir
en moins d’étapes que d’autres & la forme ordonnée souhaitée. Toutefois,

13 il ne sagit pas d'une forme profonde au sens que nous avons défini plus haut, mais

d’une forme intermédiaire, correspondant i la 1% &tape de “traduction”, choisie pour la
commdité de la démonstration,

Ceci iltustre d’aitleurs un probléme d’intelligibilité lié aux notations choisies par D.
Kirshner. Il n'est en effet pas aisé pour le lecteur de retrouver, derriére la forme
profonde:

{{1Ax[E3]]A3MIxEZ2]]A[xE4]
le polynome:
T+x3 4302 459,
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une description du mécanisme qui établirait un parenthésage “optimal”
(quand il existe) en fonction des transformations A effectuer ensuite, si elle
est parfaitement concevable (on en a un exemple lorsqu’on commence le
calcul mental de 14 + 98 + 2 + 6 par Ieffectuation de 98 + 2}, a peu de
chances d’étre simple. 11 faut donc définir le parenthésage a priori et in-
dépendamment des transformations a effectuer, sinon la grammaire n’est pas
simple.

Déterminons quel doit étre ce parenthésage défini a priori. Sachant
qu’en 1'absence d’opération prioritaire, "évaluation d’une somme se fait
usuellement de gauche A droite, il parait raisonnable de fixer arbitrairement
son parenthésage de fagon & privilégier ce sens d’évaluation. Ceci donne a
" une somme algébrique telle que:

ayt+azragzt...dap.1ta,
Ia structure profonde “binaire” suivante:
{[...[{ai+az]+a3]+ . J+aaal+a,

correspondant & un “arbre” de type:

Ayant donc déterminé un parenthésage a priori, la “représentation
binaire” du polyndme i ordonner est donc:

[114+x3]+3x2]+x4
Par ailleurs, les régles portant sur ces bindmes sont 1'associativité:
(A} [aA[bAc]] & [{aAblAc]
et la commurativité:

(C) {aAbl —» {bAa]
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Pour ordonner I +x3 +3x2+x+, il faut donc le parenthéser en:
[{1+x3]+3x2])+x4, puis effectuer les transformations suivantes:

« “Commutation” (application de la commutativité):

{[1+x3]+3x2]+x4

x4+ {[1+x31+3x2]
» “Association” (application de la associativité):

x4+ [[1+x3]+3x2])
1

x4+ [1+[x3+3x2]]
«  Commutation:

x++[14]x3+3x2]]
l

x4+ {{x3+3x2]1+1]

Nous voyons donc que la commutation de I et de x¥, opération banale
s'il en est, ne nécessite ici pas moins d’un parenthésage suivi de trois
transformations, dont Papparition telles quelles, sous la plume de I'éléve,
dans une activité courante de calcul est d’ailleurs peu vraisemblable. En
outre, il faut retraduire vers la surface de la forme profonde transformée.

De plus, la “structure” binaire du résulat final:

RN

x4+ [[x3+3x2]+1]

viole de maniére tout d fait arbitraire la convention de parenihésage de
gauche & droite, et impose donc un ordre d’évaluation que rien ne justifie.
Pour retrouver une structure usuelle il faut encore deux associaiions:
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x4+ [[x3+3x2)+1]
l

{x1+[x3+3x211+1
l

[[x9+x3}+3x2)+1

Ce qui précéde illustre simplement le fait qu'une grammaire simple
n'est pas concise, en ce sens que les étapes sont nombreuses pour
transformer les expressions.

111.4.2.C.c, L’ absence de métarégles

Mais notre critique va au-deld de ce point. Nous prétendons que cette
simplicitt méme, pour peu qu'on aille au fond des choses, n’est
qu’apparente. En effet, nous avons nous-méme “titonné” avant d'arriver a la
solution “en trois coups” (commutation, association et commutation) pour
ordonner le polyndme. D’autres solutions, moins économiques, sont
possibles. Pour réduire le nombre de “coups”, il faut donc rajouter des
régles de niveau “méta”, et plus il y a de régles, meins la grammaire est
stmple.

Supposons que I'on n’exige pas de chaque calcul qu’il s’effectue avec
un nombre minimum de transformations. On ne pourrait quand méme pas
s’en remettre au hasard seul pour “piloter” celles-ci {c’est-a-dire pour
déterminer lesquelles s’appliquent, et & quels &léments) car on courrait le
risque de “tourner en rond” en appliquant des transformations dont les effets
se neutralisent. Dans tous les cas, des métarégles sont donc nécessaires.

«Proving finite termination involves defining a function on expressions and
showing that it decreases when the rules are applied. This function is difficult to
define when the set has no explicit inclusion criteria [criteria for including a particular
rule within the scts of rules]» (Bundy & Welham 1979)

Les régles de transformation, qui forment une collection “simple”, ne
peuvent donc étre “opérationnalisées” au sein de caleuls qu’a condition de
leur adjoindre les métarégles qui les gouvernent. On y perd donc en
simplicité.
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En conclusion, la simplicité apparente de la grammaire de D.
Kirshner est obtenue en renvoyant implicitement les difficultés dans les
régles de traduction et les métarégles de transformation.

I11.4.3. L.e modéle de Kirshner est touffu

Nous avons remarqué plus haut que la simplicité de ce modéle se
faisait au dépens de sa concision (dans le cas de la permutation des termes
d’un polyndme par exemple). Précisons ce que nous entendons par ces
termes:

111.4.3.A, Vocabulaire: simplicité et concision deseriptiv
II1.4.3.A.a. __Simplicité

Précisons la notion de “simplicité” d’une théorie. Nous entendons ce
qualificatif dans un sens non pas absolu mais relatif:

Une théorie A est plus simple qu’une théorie B si, pour décrire le
méme ensemble de faits, elle introduit moins d’objets théoriques
(“catégories” et “régles”}. '

Parmi les “objets” théoriques, nous comptons les notions de base, leurs
relations, voire les relations entre relations et ainsi de suite. Dans les théories {de type
linguistique} qui nous concernent ici, les catégorie (telles que “Constante” ou
“Expression Algébrique”) sont des objets de base, les régles de réécriture (notées
“1=") et les transformations {notées “~»") sont des relations. Les métarégles portant
sur Jes réécritures et les transformations sont des relations entre relations.

La notion de simplicité est introduite par Noam Chomsky (1971 p. 64)
en tant que critére d’évaluation d’un grammaire :

«I.a mesure numérique &vidente que I"on peut appliquer a une grammaire est
Ia longueur, définie sur la base du nombre des symboles.»
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Chomsky fait allusion plus loin aux nécessaires conventions de
notation qu’il faut adopter pour que cetie “mesure” ait un sens. Toutefois il
peut &tre malaisé de mettre effectivement une telle définition en euvrels,

Nous nous sommes plutdt référé & la définition de la simplicité que
donnent Gladkij & Mel'¢uk (1972) p. 17:

«Dans les grammaires formelles toutes les affirmations se formulent
exclusivement en termes d’un petit nombre de “choses” (symboles et opérations}
neftement définies et tout 4 fait élémentaires. Ceci rend les grammaires formelles trés
simples du point de vue de leur structure logique et facilite I’étude de leurs propriétés
par les méthodes déductives. (...} 11 ne faut pas prendre ict le mot “simple” dans son
sens habituel, & savoir "clait®, “facilement concevable”. Tl s’agit de la simplicité =
propriété d’dtre non composé, élémentaire) des composants, et de la simplicité (=
uniformité) de la procédure de réunion des composants en un out, pour ainsi dire
d’une complexité locale. Ce méme tout peut &tre trés grand par son volume, et trés
complexe par son architecture, el pour autant mal “concevable”, ¢’est-a-dire ab-
solument pas “simple” au sens linéral du mot»

IML4.3.A.b. Concision _descripiive

Nous dirons que A est descriptivement plus “concise” (ou: “moins
touffue”) que B si, en général, la description d’un fait F nécessite moins

d’objets de A que d’objets de B.

Dans le cas de théories formalisées, ia simplicité dépend du nombre de
symboles différents requis par les théories, tandis que Ia concision
descriptive dépend du nombre d’occurrence de ces symboles dans les
descriptions des faits.

i6  Hagége (1976 p. 186} Je note de maniére plaisante:

«Avec Chomsky, i1 faudrait commencer par une analyse philologique.
Mounin, qui I'esquisse, trouve dans Structures Syntaxiques 120 occurences
du terme dont 75 exploitables” (Linguistique XX¢ p. 219).»
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I.4.3.A.¢. Un_exemple; les systémes de numération

Nous pouvons pour mieux nous faire comprendre, établir une
analogie avec les systémes de numération.

Pour décrire les nombres de un a quinze, la numération unaire est, en
tant que “théorie”, trés simple puisqu’elle ne requiert qu’un signe {/) et une
relation (Ia concaténation). Par contre, la description des nombres est longue
(quatorze s"écrit [f///II) et n’est donc pas qualifiée de concise.

La numération hexadécimale quant a elle n’est pas simple (elle
nécessite les quinze signes 0 I 2345678 9ABCDEF), mais 1a
description d’un nombre donné (inférieur a quinze) est fort concise,
puisqu’elle ne nécessite qu’un seul signe 2 la fois.

111.4.3.A.d. Un_exemple pris_parmi les ESA; la catégorie
“difféerence”

Faut-il, en forme profonde, considérer la soustraction comme
“dérivée” de I’addition et de I'opération unaire consistant & prendre
P'opposé, ou est-il préférable de la considérer comme une opération

élémentaire ?
Dans le premier cas, la structure profonde de 3 - 2 est:
[31+[-[21]
et dans le second elle est:
[31-[2]

La théorie “additive” (qui n’admet pas ia sousiraction en forme
profonde) est plus simple que la théorie “soustractive™ elle possede un
objet de moins (la soustraction).

Elle est moins concise: la description de I'écriture 3-2 (par
exemple} met en jeu plus de signes (10 au lieu de 7). En outre cette
description met en jeu deux réécritures (réécriture de I'Expression en
somme, puis d’un des termes en son opposé} au lieu d'une seule (de
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'Expression en différence). On retrouve cette différence de concision dans
les indicateurs syntagmatiques (“arbres”) correspondants:

Description structuralede [ 3] + - [ 2 ]]:

ExA

?

[ ExA ] + f CExA J;
Loost EE:I.E’I‘M. |
SN A R
' R
{3 7 +f-1 27 ]

Description structurale de f 3 /- f2 ]

ExA

)

e ™
o @ F
F ]

Sy

.y T mmm e ey
E

}

R e

(%)

o
‘

~

Le second arbre est plus “concis” que le premier.

I11.4.3.A.e, Généralisation

Ce phénoméne d’opposition entre simplicité et concision, trés général,
est pointé par Gladkij & Mel’¢uk (ibid.):

«Cette méme particularité [la simplicité] a également pour effet de rendre les
grammaires formelles extrémement volumineuses: si nous voulons que Jes différents
types de détails initiaux soient aussi peu nombreux que possible, et que ces détails
mémes soient aussi simples que possible, il est nécessaire d’ accumuler un trés grand
nombre de ces détails, ou plutdt d’exemplaires de ces détails pour pouvoir décrire
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des phénoménes de langue naturelle assez complexes. C'est pourquoi les grammaires
formelles ne contribuent pas 4 élever le degré de claré des description linguistique
(...}

imblicite neisi tesh

Dans le modéle de Kirshner, une seule régle décrit le développement
d’un produit dont le second facteur est une somme algebrique:

31, a(b0;¢0;...0,d) & abOjacO,...0,ad
{ot Qjest "+’'ou‘-")

Une longue note en bas de page précise que les points de suspension
représentent “une indication informelle de la possibilité de distribution sur
un nombre indéterminé d’opérations”.

Supposons que cette distribution soit obtenue par réitération d’une
distribution élémentaire:

31'.a(bOc) ¢« abOac (o0 O est + ou -)

Ce choix privilégie la simplicité, mais au détriment de la concision
descriptive. Soit en effet 4 développer:

{fa+h+c)d

11 va falloir passer par Jes étapes suivantesi?:

7 nous ne faisons figurer que les étapes principales, en sautant un certain nombre de
“traductions”!
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(a+b+c)d
l

[a+b+ec]xd

f[la+bl+elxd
{
dxffa+bl+c]
!
dxla+bl+dxc
d
dxa+dxb+dXxc
1
axd+bxd+exd
{
ad+bd+cd

Nous laissons au lecteur le soin d’imaginer la concision (!} de la
description détaillée du développement de:

(-2x3+4x2-x+3)(x2-2x +1)

De telles descriptions posent des problémes de plausibilité, en ce sens
qu’elles ne sont:

* ni concises,
s ni uniques, puisqu’on peut modifier "ordre de certaines transformations,

+ ni “réalistes” enfin, en ce sens que la plupart des élapes n’apparaissent
jamais dans la pratique courante du calcul.

Autre possibilité, la distribution peut &tre oblenue par un mécanisme
récursif. Ceci a l1a préférence de Kirshner qui est parfaitement conscient du
probléme, mais la nature formelle de ce mécanisme récursif “reste a
déterminer” (Thése p. 86 note 2):

«More formally correct allernatives would be (...) to initiate some sort of
formal recursive device to achieve the required generality. The discussion of non-
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binary operations 18 (...} expresses skepticism about the explanatory adequacy of the
first alternative. If the second has any explanatory validity, it still remain to determine
the nature of the correct formal device (as a psychological theory).» .

En réalité, le lecteur verra au chapitre VI qu’un mécanisme récursif
présente également un certain nombre d’inconvénients, mais qu’on peut tout
de méme engendrer des expressions non-binaires (les sommes algébriques et
les produits n-aires). Notre modéle des ESA répond donc & la question du
“mécanisme formel correct” souhaité par Kirshner.

IIL.5. Conclusion

En résumé, comment le modéle de Kirshner répond-il aux contraintes
que nous avons assignées aux modéles des ESA au chapitre précédent?

1 in ression

Les expressions sont bien celles de I'algebre élémentaire: sommes,
produits, etc. Toutefois, les propositions algébriqués (&quations, inéquations
et systémes) ne sont pas prises en charge par ce modéle.

I rm X i

Les expressions ne sont pas manipulées sous leur forme effective
usuelle, mais sous une forme “profonde” artificielle telle que:

AM[xM[yE2]].
5. 1.A.a, Plausibilité du _mécanisme_des_transformations

Etant touffu, le mécanisme proposé est peu plausible, en raison du
grand nombre d’étapes intermédiaires “parasites” rendues nécessaires par la
simplicité de la grammaire.

18 ¢f, Kirshner 1987b
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111.5.1.A.b. Accessibilité

La partie réellement simple de ce modéle est aiséinent accessible; le
lecteur peut en percevoir 1'organisation et la modifier selon ses besoins.
Inversement, les parties faussement simples recélent des difficultés ardues.

111.5.1,A.¢. Modéle de Kirshner et syntaxe des ESA.

Il ne faudrait pas voir dans ce qui précéde une condamnation sans
appel de ce modéle. Avant tout, celui-ci a le mérite d’exister, et David
Kirshner est, notre étude mise a part, le seul qui ait dépassé les déclarations
d’intention sur la nécessité d'étudier la syntaxe de Palgébrel?, et qui ait
réalisé un tel programme. Par ailleurs, les objectifs de sa recherche
différent des ndtres. Il se place dans une perspective psycholinguistique, et
de ce point de vue les formes profondes des expressions contiennent des
indications sur la sémantique des formes superficielles correspondantes. Les
inconvénients de son modéle le sont relativement i nos objectifs plutot
qu’aux siens.

Historiguement, les deux recherches ont débuté de manidre indépendante. J'ai
eu connaissance de ses travaux en 1987 (date de ses premiéres publications}, soit
plusieurs années aprés avoir commencé, et nous avons eu 1"occasion de discuter
longuement de nos modéles respectifs, Cette confrontation m'a permis de clarifier un
grand nombre de points. Les années qui ont Suivi ont vu s’accentuer la divergence
entre nos recherches, lui poursuivant son étude des aspects psycholinguistiques et

moi améliorant le modéle syntaxique, ainsi qu'on le verra dans les chapitres qui
suivent.

Nous venons de voir dans ce chapitre les solutions apportées par D,
Kirshner aux problémes de génération et de transformations algébriques, et
les critiques que nous faisons & ces solutions. Nous allons maintenant
montrer les réponses que nous y avons apportées, et tout d’abord celles qui
concernent la question de la délimitation précise de P’objet d’étude (question
qui n'apparait pas dans le modéle de Kirshner).

19 ¢f, Norman (1987)
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DEUXIEME PARTIE:

LE MODELE THEORIQUE DU SYSTEME
DES ESA

[V. LA GENERATION DES ESAL

L’ordre logique de I'exposition voudrait qu'on présente d’abord Jes
problémes rencontrés pour engendrer les ESAL, et ensuite seulement fa
grammaire des ESAL que la solution de ces problémes nous a permis
d’établir. Or ces problémes, qui concernent par exemple la génération des
sommes algébriques ou des puissances, n’ont de sens que dans le cadre (que
nous avons posé a priori) d'une grammaire générative. Présenter celle-ci en
dernier risquerait de rendre obscure la discussion des difficultés
rencontrées, sauf 3 multiplier des notes explicatives partielles pour tenter de
faire comprendre de quoi nous voulons parler.

Nous avons donc préféré, au risque de paraitre un peu abrupt,
présenter dés ce chapitre 1V une premiére ébauche de grammaire générative
des ESAL, ou plus exactement des ESAL, et affiner progressivement cette
grammaire au fur et 4 mesure des chapitres. Avant de présenier cetle
premiére grammaire des ESAL, nous indiquerons nos conventions
d’écriture, et ferons quelques rappels sur la notion de grammaire
générative,

1V.1. Notion de partie généralive G d’une syntaxe

Certaines de nos notations sont spécifiques, en raison du domaine
décrit. En effet, nous ne pouvons employer pour notre grammaire que des
“métasymboles” qui ne soient pas déja des symboles algébriques, faute de
quoi il y aurait risque de confusion. Cela exclut donc les symboles de type
“(*, %), “+” ou “@”". Nous présentons donc d’abord ces notations
particuliéres, puis la définition de “grammaire générative”. Le lecteur
familier de la notion pourra donc passer directement 4 !a lecture des
paragraphes IV. 2 et suivants qui traitent de la grammaire spécifique des
ESAL.
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IV.1.1. Conventions et notations

Pour décrire la grammaire générative des ESAL, nous utiliserons la
notation dite “SRL”, telle qu’elle est décrite dans Moreau (1975). Cette
notation est relativement standard en théorie des langages formels. Dans la
mesure oi elle est plus compacte, nous la préférons i la notation de Backus
(dite “BNF”, Backus Normal Form }, plus utilisée dans I’écriture des régles
des langages de programmation.

Nous emploierons toutefois quelques notations spécifiques. Certains
signes de SRL sont en effet des signes mathématiques. Or le risque de
confusion entre symboles et métasymboles, quasi-inexistant lorsqu’il s’agit
de décrire des langues naturelles, est réel dés lors qu'on entreprend de
décrire des é&critures mathématiques. 11 nous a donc fallu rechercher des
métasymboles qui ne puissent étre confondus avec les symboles algébriques.

Inversement, nous avons tenu A limiter au maximum le nombre de
symboles inusités ou difficiles 4 reproduire (cette contrainte étant plutot
contradictoire par rapport aux précédentes). Pratiquement, le seul signe
inhabituel est: «$», (la lettre cyrillique “f”) pour désigner la suite (ou
“chaine”) videl. Par ailleurs, nous avons tenté de distinguer soigneusement
par des caractéristiques typographiques (graisse, inclinaison), les symboles
qui représentent des objets différents.

voici les principaux métasymboles? que nous emploierons:

1 Cesymbole ¢ rappelle e caractére d'identité (1) de la suite vide pour 1a concaténation, et
Ia longueur nulie (0) de cette suite vide.

2 Les divers auteurs i partir desquels nous avons travaillé [Ruwet (1968), Chomsky &
Miller (1971} et Gladkij & Mel'cuk (1972)] utilisent par exemple “+” ou " ” pour
représenter la concaténation, “@” ou “e” pour représenter la suite vide, “— " ou “="
pour les régles de réécriture et les transformations. Ces métasymboles ne conviennent
guére pour représenter des ESAL, car ils font également partie des symboles
mathématiques {sauf “").

Chapitre IV: La génération des ESAL

Concaténation: &  (ou exprimée par juxtaposition)
Suite vide: ¢

Régles de réécriture 3: =

Transformations: - e ©

Frsl)

Précisons par ailleurs que le caractére (accent circonflexe)

désignera ici I’exponentiation.

Afin d’étre plus clair, les métasymboles présenteront ici les attributs
typographiques des caractéres courants, tandis que les symboles de la
grammaire (les éléments du vocabulaire) seront, suivant les cas, en romains
gras (les catégories) ou en italiques maigres (les éléments terminaux ).

Les ensembles seront désignés par des lettres capitales (E); parmi eux,
les parties de la grammaire seront désignées en cursives (). Pour décrire
mathématiquement la structure de la grammaire, nous emploierons les
notations mathématiques usuelles.

Généralement:

* les éléments d’un ensemble E seront désignées par:
«x» , «X'», «X» elc.,

« les suites finies d’&léments de E seront désignée, par:
«8», «§"», «D», «t'», «g;» eic. ,

sauf les suites particuliéres appartenant aux “paradigmes” (v. plus bas),
notées:

«p» , «p’» , «py» etc.

3 nous avons préféré “:=" i la notation “::=" de SRL oi le second “;” n'apporte rien.
L’essentiel est pour nous gue ce métasymbole ait un caractére asymétrique, en laison
avec la non-symétrie de la régle de réécriture.
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Pour tout ensemble E, notons E* I'ensemble des suites finies
d’éléments de E.

* Dans tout ce qui suit et contrairement i I’'usage courant, une suite finie
$=(X;; X3 ...; X ) € E¥
sera notée:
X1 X2 ... Xp -
* Par convention, on assimilera E! A E.

* Ainsi, par 1a suite (en particulier pour 1a définition de la concaténation),
les suites (x) a un seul élément seront assimilées aux éléments x de E.

* Par convention, on notera E%= {4}, le symbole « & » désignant la suite
vide.

* Les éléments s d’un ensemble E* seront dorénavant appelés simplement
“suites”

* Les éléments t de T* seront appelés “suites terminales” et notées en
italiques.

* Enfin, nous noterons PF(E) Pensemble des parties finies de E. Les
parties finies de suites [éléments de PF(E*)], encore appelées
“paradigmes”, seront notées entre accolades verticales:

Chi }
nt Chi

1V.1.2., Monoides

Ce qui suit est bien connu du linguiste ou de celui qui est familier de
la théorie des langages formels. 11 s’agit d’une présentation sommaite de la
notion de partie générative d’une grammaire.

Nous avons tenu toutefois 4 présenter les outils dont nous allons nous
servir pour engendrer les ESAL (et partant les ESA, via des transformations
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typématiques), de telle maniére que les notations SRL apparaissent

relativement naturelles aux yeux du mathématicien non-spécialistes de la
théorie des langages.

C’est ainsi que, dans cette présentation, une régle de réécriture 5 &crit:
c=P

Pr
o P est un paradigme, c’est-d-dire un ensemble { - 1 de suites,

Pa

De ce fait, 'écriture:

7

apparaitra naturelle au mathématicien {(moyennant la convention de présenter
verticalement un ensemble), plus naturelle en tous cas que lorsqu'etle lui est
présentée comme une notation de la disfonction des n régles de réécriture distinctes:

e=p
e=p;

c:=p,

Nous n’avons dans cette préseniation nulle prétention a énoncer
quelque résultat original que ce soit. Nous renvoyons le lecteur qui
voudrait approfondir les notions exposées ci-dessous aux ouvrages classiques
de Gross & Lentin (1967) ou de Moreau (1975) ou 4 tout autre ouvrage plus
récent exposant les fondements des théories des langages.

1.2 énati
Soit E un ensemble.

On définit sur E* 'opération dite de concaténation, notée par
juxtaposition, telle que:

E* x E* -y E¥
&: (s;8") > g5
(X1X2... %0, X*1... X ) “r  (X1X2...XpX'1..X" )

(E*, &) est un monoide, c’est & dire un demi-groupe (& est une
opération associative} possédant un élément neutre: $.
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[V.L2.B. C énation_ généralisé
1V.1.2.B.a...... DPéfinition

On définit sur PF(E*) I'opération suivante, dite concaténation généralisée:

&*: {‘P‘F(E*)X?T(E*) > PFE¥)
: (P;P’) = PP ={seE*/(IpeP Ip’eP’) s=pp’}

IV.L2ZB.ha.. ... Notation;

Par abus de langage, et de fagon cohérente avec 1'assimilation de El &
E, les notations «pP» et «Pp» désigneront les concaténations généralisées:
{p}&*P et P&*{p}.

P P
De méme, soient P = {} et P’ = { J deux ensembles finis de suites

P P

finies de E. Nous nous autoriseronis 4 noter «{g.}» I’ensemble
P
vLi pl
P P = ¥ .
Y P

Pu

Cst Cst
CLi| _|CLi
Var[ = | Var
Ex Ex

4 ol le signe “=" est un symbole mathématique {élément terminal de la grammaire) et

IV L2.B.e... . Exemple:

Ia notation4:

non le métasymbole d’égalité entre les paradigmes. 1l devrait apparaitre en italiques,

"

malheureusement rien ne ressemble plus 3 un “=" en italique qu'un “=” en romain!
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équivaut i:

r Cst= Cst)
CLi= Cst
Var= Cst
Exa= Cst
Cst= CLi
CLi= CLi
Var= CLi
d Exa= CLi L
Cst= Var
CLi= Yar
Var= Var
Exa= Var
Cst= Exa
ClLi= Exa
Yar= Exa
“Exa= Exa“

Les régles d'interprétation d’une expression telle que la précédente ou
celle-cid:
{1de) {Ide)
[{(XAQI))) h { (VAb) }
d
{vam}rose
sont donc les suivantes:

» Deux symboles (simples ou composés) superposés au sein d’une méme
paire d’accolades représentent deux sous-ensembles d’un méme ensemble
fini de suites finies de E (sachant qu’une suite s est identifiée au singleton

{sh.

« Lajuxtaposition de deux symboles (simples ou composés) sur une méme
horizontale signifie leur concaténation généralisée.

On pergoit clairement le gain de place et la concision dans la
description apportée par une telle convention.

5 comme nous le verrons plus bas le symbole "\” sert 4 noter 1a barre de fraction.
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I1V.1.2.B.d. .. Exemple:

Voici le paradigme du second facteur d’un “pseudo-mondme” (v. §
VIL5.1)

r r (lde) N ™y
 (Ide}
fVYAb}
{VAb) Ide
Pui Opp
4 Rac ¢\ 4§ POM ;
Cst Pui
Cli Rac
Var Cli
4 L VAb- Var -
\ VAD
 (Tde) 7
(VAb)
RP:; "\ Cst
Chi
Vi
LU vap J J

IV.1.2,B.¢. . Remarque:

C’est I'interprétation d'ensembles de suites obtenus par concaténation
généralisée qui rend préférable la notation verticale des ensembles définis en
extension. L'usage montre en effet qu’il est plus aisé d’interpréter le
paradigme suivant, lorsqu’il est écrit verticalement:

[ {Ide) }\ { {Ide) }

(VADb) {VADb)
(1de)

que s’il était noté linéairement (comme c'est le cas dans la notation BNF, et
c’est pour cela que nous ne 'avons pas retenue):

{{(1de);(VAb) ) &*\}&*{{1de);(VAD)},{(1de);(VAD) } &*{\Cst} }

Cette derniére notation est bien plus malaisée a déchiffrer. Le
probléme est le méme que celui de !a transcription linéaire des expressions
algébriques (sous forme d’'ESAL). L expression:
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(fa+2)a-2) ((1I2WN-((a-1)"((112)x 3))}
n’est pas ambigué, mais elle n’est pas vraiment lisible non plus,

1V.1,3. Réécriture

Nous allons maintenant définir la notion de régle de réécriture, qui est
une relation dans PTF(E*) et permet d’engendrer, par applications
successives (“dérivations”), les suites dites “terminales” que "on veut
obtenir, par exemple:

Quo
4
{ Som) / ( Dif)

d
(Ent+Var)/(Ent-Var)
4
(2+x)if{3-x)

A ces dérivations on fait correspondre un “arbre de dérivation” {(ou
encore “arbre syntagmatique™):

Quo

Som Dif

En{ Va Ent Yar

(2 +x)71(¢3-1x)

Nous proposons de faire découler la notion de régle de réécriture
d’une notion plus générale, que nous appellerons réécriture. Ce détour
nous permettra de justifier pleinement la présence de paradigmes (i. e. de
parties finies de suites finies), définis comme tels et non comme des
abréviations de disjonctions de choix, a droite du signe “:=" dans les régles
de réécritures.
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ll[]a ! Dr[' age

On considére deux casembles finis disjoints Cet 7; et I une partie de C.

Les éléments de C sont appelés “catégories”; ils seront usuellement notées
par des mots de trois lettres en caractéres gras.

Ex: “Chi”; “Ent”; “Let” etc.

Les éléments de I sont appelés “catégories initiales”.

1.es éléments de 7'sont appelés “&léments terminaux”; ils seront en italiques.
LEx: “x”, “(", “+” etc.

Nous notons done, pour des questions de lisibilite, “(C-H” et "7, ce qui est
noté usuellement V, et ¥, . En effet, nous avons plusieurs catégories initiales dans
nofre grammaire: le écritures d'entiers, les constantes littérales (comme z), les
expressions algébriques et les propositions algébriques (comme 1'égalité). Nous
mettrons alors en indice des sous-ensembles ¢, fet 7la catégorie initiale
correspondante (ex.; 7 gxa)- 1! est net que P'écriture Y serait encore moins lisible.

On appele réécriture toute injection @ :
) {C = PF{CUN¥)
b: c “ P=g (¢)

telle que:
(Vee ) @ (c) 20
(Vee O) (Ve'e O e’ ¢

Les ensembles P=( (c) sont appelés paradigmest.

6 Pour l'emploi de ce mot afin de désigner ce qui est, grosso modo, le deuxiéme membre
des régles de réécritures, v. RUWET (1968) : « ... le rapport de choix exclusif qui existe
entre les termes compris entre les mémes accolades correspond au type de rapports dits
"paradigmatiques” dans la linguistique postsaussurienne.». Rappelons que les
réécritures nous serviront a définir ensuite les régles de rééeriture comme des
couples (¢,  {c)) formés d'une catégorie ¢ et du paradigme ¢ {c) associé. La réécriture
cst Pinjection qui & toute calégorie associe son paradigmie unique.
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La définition signifie que:
o A toute catégorie ¢ correspond un paradigme particulier ¢ (c),
» (i) Aucun paradigme n’est vide.

+  Aucun paradigme ne contient une suite réduite d une catégorie seule. En
particulier, aucun paradigme ne contient la suite vide ¢, méme si un
paradigme peut contenir des ensembles de suites qui contiennent $7-

La suite vide ($#) nous servira essentiellement a exprimer de fagon
synthétique le caractére optionnel de la présence de certaines catégories a
I'intérieur d'un paradigme. Ainsi, la régle suivante:

Pro

Fra

Pui &
PrE:=+4 Rac {

Var | X
Cst
EPa

} EPa

signifie-t-elle que 1a croix (x) de multiplication est facultative entre
Pro et EPa, entre Fra et EPa, entre Pui et EPa, etc...

Chomsky (1971) et Ruwet (1967), notent les suites faculiatives entre
parenthéses, par exemple:

SN — (Den N ().
Cette possibilité nous est refusée si nous voulons éviter de risquer de confondre
symboles (ici “(*) et métasymboles (*(*).

7 Nous proposons une définition des parties génératives qui convient au systéme

particulier des ESA, et non une définition générale des parties génératives pouvant
engendrer des langages d'un type quelconque. Dans ce dernier cas en effet, il faudrait
longuement argumenter la pertinence de la définition de la rééeriture, par rapport au type
du langage susceptible d'éire engendré.
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La présence d'une suite vide est un puissant facteur de simplification
de I'écriture des paradigmes, mais parfois au prix d’une certaine difficulté
d'interprétation. Aussi, dans un certain nombre de cas, nous préférerons
éviter ['usage du ¢ et noter les paradigmes de maniére plus redondante mais

plus lisible. C’est le cas par exemple de la régle de réécriture des constantes
(v. IV.2.3.C)8:

Ent
Ent, Ent

Cst:= Ent,[ Ent
Ent, Ent [ Ent

que nous pourrions écrire de maniére plus “simple” (en ce sens qu'il y aurait
moins de symboles) mais sans doute moins facile 4 comprendre:

$
fEnt

L ]
, Ent [/_Ent}

1V.1.4. Régle de réeécriture (indépendante du contexte)

Cst:= Ent

Soit (9 une réécriture.
On appelle régle de réécriture tout couple (c; ¢ (c)) avec c € C.

1V.1.4.A, Notation
l c=Q (c)

@ (c} est un paradigme, autrement dit un ensemble fini P de suites
finies pj de symboles terminaux ou non terminaux.

1V.1.4.B. Remarques:

De la définition des réécritures, il s’ensuit qu’on ne peut avoir:

8 “/* marque le suclignement de la “période” d’une suite décimale périodique illimitée,
commedans “2,1 3
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* nj c=Pete:=P (deux catégories distinctes ne peuvent avoir le
méme paradigme P de réécriture -ce qui ne veut pas dire que leurs
paradigmes ne peuvent avoir des éléments communs-)

¥’

* ni c=c
* ni =
L c:=4¢

Cela revient 4 dire que la grammaire que nous décrivons est du type
“non raccourcissant” (Chomsky & Miller 1971).

- Y .

Régle de réécriture de la somme (v. 1V.4.8):

{Ide) -

Vaw | (199
e (VAb)

POt Man
Man Prn

Som-c 4 Prn g J %uo
om;= Quo + Pl:: r
e || e
Rac Cst
Cst Chi
ai | Ly
Yar
“ VAb -

IV.1.4.D, Lectyre

On dit: * Som peut &tre réécrit en (Ide) + (Que) ... ou en Vab +
Vab”.
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I1V.1.5. Partie générative d’une_syntaxe

Dans ces conditions, nous dirons que nous sommes en présence de la
partie générative G d’une syntaxe , et nous noterons:

g=(cTo )

Nous allons maintenant indiquer comment engendrer 4 1’aide de
parties génératives, les ESAL. Cette présentation sera peu commentée, dans
la mesure oi les choix que nous avons faits ne posent pas de probleéme
sérieux: nous avons ici une application relativement élémentaire des
grammaires formelles. La ou il y a des points réellement délicats, nous
renvoyons aux chapitres ultérieurs, dans lesquels ces points sont traités en
détail.

La premiére différence entre les ESAL et les langues naturelles que
nous avons ici en tout c¢ing catégories initiales: les constantes (Cst}, les
variables (Var), les expressions algébriques (Exa), les propositions
algébriques (Pra) et les systtmes (Syn). Les parties génératives
correspondantes forment un systéme hiérarchisé, chaque catégorie initiale
d’un niveau faisant partie des catégories non-terminales des niveaux
suivants; les constantes et les variables sont des constituants des expressions
algébriques, qui forment les membres des propositions algébriques,
lesquelles sont les lignes des systémes?.

9  Enfait, nous avons choisi cette structuration en cing parties génératives pour la clarté de
la présentation, mais on pourrait tout aussi bien considérer qu'il n'y a qu'une seule
catégorie initiale (ESAL) et une régle de réécriture:

Cst
Yar
ESAL =1 Exa ;.
Pra
Syn
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Iv.2. Partie Générative des constantes

1V.2.1. Présentation

Les Constantes sans signe (Cst)10 sont les écritures formées de
chiffres, et éventuellement d’une virgule, voire d'une barre située au-
dessus d’un certain nombre de chiffres situés le plus 3 droite de la
virgule. Ces écritures désignent des nombres rationnels positifs.

1V.2.2. Exemples

ESAL engendrée: ESA Correspondante;
02 02

1037 1037

7,28 7,28...
87,294117[64 87, 294117 64
0,09 0 9

1V.2.3. Génération

V.2.3 éoorie_initial

I= { Cst } (Constante sans signe)
1V.2.3.B L initial

C - I= {Chi; Ent} (Chiffre; écriture décimale d’Entier)

- El8 .
T={0:1;2,3,4:,5,6,7,8,9:[}

10 Les notations abrégées des catégories font appe! A trois leftres en caractéres gras. Ces
caraciéres sont en majuscules s'ils sont & I'initiale d"un mot.
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(le symbole [ note le surlignement des chiffres -regroupés en un Ent- qui
le suivent)

1V.2.3.D.a..... Chiffre

Bl
v

Chi:=J

VBN L L ~D

\,

4

1V.2.3.0.b.__Ecriture_décimale.d’Entier

Chi
I Ent= 1Ent Chi }

1V.2.3.D.¢...... Constante

Ent
Ent, Ent

Cst:={ Ent, [ Ent
Ent, Ent fEnt

1V.2.4. Remarques

Les écritures -3 ou +4 ne sont pas des Cst, car elles sont précédées
d’un signe (*-” ou “+ ”). Nous verrons plus tard qu’elles ressortissent

respectivement & la catégorie des “Opposés” (Opp) et 4 celle des
“Identiques” (Ide). C’est pourquoi nous parlons ici de constante sans signe.

Nous n'intégrerons pas & notre étude, dans un premier temps, des
écritures du type:

87,29411 764{49\_/
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voire:
10,273 0...

qui sont pourtant attestés dans de nombreux manuels scolaires actuels:
Corrieu 3éme [CO3]M p.38, Clavier CM2 [CLA] p.70.

En toute rigueur, ces expressions prises isolément ne peuvent désigner
aucun nombre déterminé. Toutefois, leur ambiguité est généralement levée
par le contexte car elles apparaissent toujours suite & des calculs qui
permetient de leur assigner une valeur bien précise. Dans [CO3], Véeriture
10,273 0... apparait comme le “quotient” de la fraction:

32,36
315

et désigne donc, dans ce contexte, un nombre parfaitement déterming, a

savoir le nombre décimal 315 -

De telles &critures semblent pouvoir étre interprétées sans probiéme,
du moins dans 1’esprit de leurs auteurs, sinon on peut supposer qu’ils ne les
emploieraient pas. Toutefois, lorsqu’il faut pour les évaluer faire intervenir
le contexte, cela met en jeu des mécanismes bien plus sophistiqués que ceux
(indépendants du contexte) qui régissent 1’évaluation d’expressions du type:
0. 9 . Aussi les renvoyons-nous a une étude ultérieure.

1V.2.5. Espaces tous les trois chiffres

L’insertion d’espacements pour regrouper les chiffres par “paquets”
de trois comme dans:

12 345678

11 Pentrée de référence entre crochets renvoit A la liste des manuels scolaires cités qui se
trouve A la fin des références bibligraphiques,
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n’est pas traitée ci-dessus. On peut traiter ce probléme au niveau des
transformations de mise en forme typématique ESAL — ESA. On peut
aussi le régler au niveau des ESAL, mais de maniére relativement lourde. 11
faut alors faire, de maniére récursive, des regroupements de 3In chiffres que
I'on pourrait appeler des “n-iliers” (par analogie avec le systéme million-
billion-trillion etc.) séparés par des blancs (notés ici “_"):

. Chi Chi Chi
| Nit = { Nil_Chi Chi Chi

puis il reste a ajouter 4 gauche zéro, un ou deux chiffres:
Nil
Ent ::{ Chi_Nil}
Chi Chi_Nil

Exemple: 12 345 678

Chi Chi Chi Chi Chl Chi Chi Chi

R

1 2 3 4 5 6 7 8

1l reste encore A régler le cas des regroupements i droite de la virgule (nous
ne le traiterons pas ici).

1V.3. Variables et des Constantes Littérales

I1V.3.1. Présentation

Par variables (Var) nous entendons toutes les letires susceptibles
d’entrer dans des écritures algébriques, indicées ou non, “primées” ou

non et pouvant référer 4 des nombres réels. Les Constantes Littérales
(CLi) désignent des nombres réels particuliers tels que n, § ou e.
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[V.3.2. FExemples:

Forme linéaire engendrée: ESA Correspondante:
X X

a a

B B

u' u

a Jr I ay

I x

¢ g 12

1V.3.3. Génération

1V.3.3.2 soorie_initial
I= { Var } Variable

[V.3.3.B - initial
C-I={Gra} Graphéme

]][ 3 a C EI. I . . B‘ ] I Py oI

Les problémes particuliers que posent les éléments terminaux dans le cas des
variables sont traités au chapitre suivant (§ V.2.),

12 letire grecque “¢"”
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V.4, Partie Générative des Expressions Algébriques (ExA)

I1V.4.1. Présentation

Les Expressions algébriques sont les écritures construites autour d’un
symbole d’opération (“opérateur”), soit:

. les écritures formées A partir d’un opérateur unaire (“arité” 1):
celles qui sont précédées d’un signe, et les valeurs absolues
. les écritures issues d’un opérateur binaire (arité 2): sommes,

différences, produits, quotients, fractions, puissances, racines!3,
L'ordre de présentation correspond a celui, quand il existe, des
priorités entre opérateurs.

1V.4.2. Remarque

Nous verrons au chapitre VI le cas des expressions construites autour
des opérateurs n-aires, 4 savoir les sommes algébriques et les produits au
sens large.

1V.4.3. Engendrement ggénéra]itésg

- - T w9

I= { ExA } Expression Algébrique

- . s,

C- I'= {Opp; Ide; Som; Dif; Pro; Quo; Fra; Pui; Rac; VAb)

13 par convention nous supposons que le carré et le cube sont des cas particuliers
d"exponentiation ici, par 2 et par 3) et de méme que les racines carrées comme V3 sont
des cas particuliers d’éradication, ici, d'ordre 2: i[T On avurait pu faire le choix inverse
et considérer les opérations unaires “carré”, “cube” et “racine” mais Ia rédaction des
regles de réécriture, pour éviter les ambiguités, eiit 818 plus compliquée dans la mesure
oli dans ce cas “2" et "3 ne peuvent plus faire partie du paradigme des exposants... Le
méme probléme se pose pour I'opérateur unaire “inverse” qu’il faut pouvoir distinguer
de 1a fraction de numérateur *1”,
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(Opposé; Identique; Somme; Différence; Produit; Quotient: Fraction14;
Puissance; Racine; Valeur Absolue)

1Y.4.3.C. Flé .

T={$:Cst;CLL;Var;(}) ; +;-; ¥ x;. e YinGLEn

paradigmes
La notation abrégée ci-dessous permettra d’alléger notablement

Iécriture des paradigmes, en réunissant tous les symboles catégoriels mis
entre parenthéses.
r~ (gde)) 5
PP,
(POM}
{Som)
(Difﬁ
(Pro,
{ e }=< (Quo)
(vApy )~ | (Fra)

-~

La mise entre parenthéses, au sein d"un paradigme, de I’ensemble des
symboles catégoriels nous permettra de construire une grammaire plus
concise, voire plus élégante. En effet, au sein du paradigme de toute régle de
réécritures figureront 4 la fois 'ensemble des symboles catégoriels mis entre
parenthéses, représentés par la liste:

(Ide)

(VAb)
et un certain nombre de symboles sans parenthéses, comme dans la
réécriture du quotient:

4 Les fractions teiles que + sont engendrées sous forme d'une ESAL “a\b”.
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" (1de)  (1de) )
(VAb) (VAb)
Fra / Fra
Pui Pui
Quo=Y Rac g {+ }< Rac ;-
Cst : Cst
Cli CH
Var Var
~ VAb - “ VAb ~

Cela permet de noter, de fagon simple que, au sein d’un quotient, le
dividende ou le diviseur doit &tre mis entre parenthéses obligatoirement g’il
ressortit 4 certaines catégories, et optionnellement dans d’autres cas. Comme
cela, 1a régle de réécriture des quotients permet d’engendrer:

(x+2)13 (x+2)13
fxx2)!3 (xx2)13
x"213 x2/3
(x"2)/3 (x2)13
mais pas:
(x+2/3 [x+2/3 I

qui est acceptable mais n’est pas un quotient.

Pour comprendre ce mécanisme de choix des paranthéses, étudions
plus en détail le paradigme du dividende. Sous forme abrégée, ce paradigme
s’écrit:

r (Ide)
(VAL)
Fra

Pui
A Rae
Cst
Cli

Var
“~ VAb ~
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Cela correspond au paradigme complet suivant:

Cli
Yar
“- VAbh -

Dans ce paradigme, les catégories suivantes apparaissent seulement
entre parenthéses:
(1de)
(Opp)
(POMN)
(Som)
(Dif)
{(Pro)
(Quo)

aussi, pour réécrire le dividende est-on obligé de le metire entre parenthéses
si c’est une de ces catégories qui est choisie. Par contre, toutes les autres
catégories apparaissent une fois entre parenthéses et une fois sans
parenthéses:
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(Fra)
(Pui)
Rag)
(Cst}
{Ct)
{Var)
(VAb)
Fra
Pui
Race
Cst
Cli
Var
YAb

ce qui fait que pour réécrire le dividende avec une de ces catégories, on a le
choix de Ia mettre entre parenthéses ou non. Notons enfin que cette méthode
nous permet de rendre compte de certaines écritures dont le parenthésage -

redondant en ce qui concerne les priorités - a une fonction didactique!5
[IMO5] p. 76:

(+136,50) + (236,75 ) = (+ 373.25)

Nous aurions pu obtenir le méme résultat en introduisant une
catégorie “expression mise entre parenthéses” dont le paradigme et été:

r (Ide)
{Opp)
(POM)

Expression Entre Parenthéses:= 4 (Fra) -

15 fonction d’ailleurs discutable dans le cas envisagé (introduction des nombres népatifs).

Rappelons que le but général de ce travail est précisément de nous fournir des outils
pour I'étude de telles pratiques.
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Toutefois nous avons renoncé 4 catégoriser les expressions mises
entre parenthéses, car cela introduirait une étape supplémentaire dans les
réécritures, consistant 4 réécrire la catégorie “Expression Entre

Parenthéses” (EEP) en une expression choisie dans le paradigme, et mise
précisément entre parenthéses:

Quo
4
EEP/ EEP

l
{Som) / { Dif)

4
{ Ent+Var) / { Ent-Var)

3
(24+x}i(3-x)

Nous avons donc préféré adopter une description plus concise (en
moins d’étapes}, au prix d’une plus grande complexité de la grammaire (en
alourdissant les paradigmes). La dérivation du quotient est maintenant plus
courte d’une étape:

Quo
Al
{Som) / ( Dif)

l
(Ent+Var) / ( Ent-Var)
A
(2+x)i(3-x)

Notons que cette méthode de choix des parenthéses est originale.
Habituellement, on fait apparaitre les parenthéses comme des auxiliaires
obligatoires des symboles d’opérations, destinés 4 délimiter leurs opérandes
lorsque ceux-ci sont complexes. C’est ce que font les logiciens pour définir
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les expressions bien forméesls, ¢’est également ce qu'a fait D. Kirshner!?. 1V.4.4. Expression Algébrique
L’inconvénient d'une telle démarche est de multiplier des parenthéses
inutiles, qu'il faut ensuite effacer.

1V.4.4.A. Présentati

Par exemple, si on définit la catégorie somme (Som) comme suit: Les expressions algébriques (ExA) sont des:

Catégorie | Nom Exemples
Som:=(E E T
I om:= (ExA) + (ExA) Ide Identique +4
la dérivation de 2 + 3 est alors: Opp Opposé -b
POM Plus Ou Moins |+ V5
Som S({ m Somme a+b
i Dif Différence x-2
(Exa) + ( Exa) Pro Produit 2uyv
1 Quo Quotient 112
. 1
(Cst) I(Cm Fra Fraction b
(2)+(3) Pui Puissance a2
1 Rac Racine Vh2-4ac
2+3 VAb Valeur Absolue |/-x/
La derniére étape correspond a I'effacement des parenthéses inutilesi8. . [V.4.4.B. Générati
r Ide 7
Opp
POM
Som
Dif
ExA:=% Pro ¢
Quo |
16 en notation dite “infixée”, c.a.d. avec des opérateurs situé entre les opérandes. Sous Fra
o aps s R _— N . . Pui
forme “préfixée” les parenthéses sont inutiles - et un bon entrainement est nécessaire Rac
pour interpréter les &critures mais il faut ensuite infixer les écritures, ce qui n'est pas ~ VAb~

lus simpl de dé théser des écritures infixé hésées. s
plus simple que de déparenthéser des écri infixées trop parenthésées 1V.4.5. Identique

17 dont 1a régle de réécriture de base est:
Z = (ZOZ] 1V.4.5.A. Présentation
ol les crochets sont obligatoires.
Les Expressions identiques (Ide} sont les expressions bien formées

18 Dans le formatisme de Kirshner (1987a p. 68) cela donne : précédées d’un signe (+ ) qui porte sur I"écriture toute entiére.

Z->[202) > [ZAZ) > [2A3] > 2+ 3
avec effacement des crochets inutiles 4 Ia derniére étape {les crochets ne sont pas situés

au méme endroit que dans notre exemple, mais jouent le méme role).
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La “portée” du signe “+"est celle qui est définie usuellement par les (" (Tde) )
regles de priorité: aussi “+a+2” n’est-elle pas une Expression identique, (VAb)
puisque le signe “+ " initial ne porte pas sur “+ 27; c’est une Somme. La Pro
. “ P » g f s N Quo
notion “portée” des opérateurs est définie sans ambiguité dans les régles de J Fra \
grammaire et marquée par les parenthéses ou les priorités. Tde:= + gﬂi
ac
. . . . - . Cst
Avec les expressions identiques, nous intégrons a notre domaine des C?i
écritures symboliques redondantes telles que: “+ 3", ou encore “+ 0. Elles g ‘)’;L )
ne différent pas en cela des écritures “trop” parenthésées vues plus haut, et
se justifient de la méme fagon, comme étapes intermédiaires de calcul, 1V.4.6.  Opposé
comme jssues d'une volonté d’insister sur tel ou tel aspect: écrire “+ 3”
marque davantage le caractére positif du nombre “3, IV.4.6.A. Présentation
X=+ 3 Les Opposés (Opp) sont les expressions bien formées précédées 'un
signe “- 7 qui porte sur I'écriture toute entiére.
s’oppose a:
1V.4.6,B, Exemples
L2
X = - 21
ESAL: ESA:
4 mpl -{a+2) -(a+2)
. -2ab -2ab
ESAL engendrée: ESA Correspondante; 320+ 1) -3+ 1)
a2 +a I 3
! 4
+I\2 + 5 p
34 -3+4
1V.4 ¢nérati
([ {1de) 7
(VAD)
Pro
Quo
Fra
Opp:=-9 pui [
Rae
Cst
Cli
Var
. VAb -
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1V.4.7.  Expression en Plus Ou Moeins
[V.4.7.A, Pré .

Une Expression en “Plus Ou Moins” (POM) est une expression bien
formée précédée d’un signe!®+ qui porte sur toute I’expression.

1Y.4,7.B, Exemples

+3 +3
+V(p2-4ac) +b2-4ac
IV.4.7.C, Remarques

Les écritures du type + V3 ne désignent évidemment aucun
nombre, mais font parties d’expressions composées qui, elles, désignent bien
quelque chose. Par exemple 1’égalité:

x=243
équivaut par définition a la disjonction d’égaliiés:
x=-2-N3 ou x=-2+3

Nous retrouvons ici le méme probléme que pour les expressions du
type 0,33... qui ne désignent rien isolément mais prennent du sens au sein
d’une expression qui les contient. Sans vouloir @ tout prix établir des
comparaisons forcées entre les langues naturelles et les écritures
symboliques, nous pouvons noter qu’en frangais, le syntagme cing ou six ne
désigne pas un nombre défini, mais prend son sens au sein d'une phrase telle
que:

La tigresse produit, comme la lionne, cing ou six petits .20

19 apparu pour Ia premitre fois chez Oughired en 1631 (Cajori 1928)

20 Buffon.
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]]: I z ﬂ G- - Il

( Ide) )

{VAb}

Pro

Quo
Fra

POM:= :t< Pui o
Rac
Cst
Chi
Var

~ YAb -

IV.4.8. Somme
LV.4.8.A, Pré (ati

Les sommes (Som) sont les Exa construites autour de I’opérateur
binaire2l “+",

1V.4,8.B, Remarque

Nous considérons arbitrairement que
-f+x

n’est pas une somme (on pourrait également considérer que c’est une
différence) et nous rangeons cette ExA dans la catégorie des Sommes
Algébriques de deux termes (SA;z). Nos critéres sont avant tout formels:
pour nous et conveniionnellement, dans une somme il n'y a qu’un seul signe
“+” {s’il y en a d’autres) ils sont entre parenthéses comme dans {+3) +(-4)
qui est une somme). On pouvait faire un autre choix sans probléme: le choix
est ici contingent.

21 apparu i la fin du XVémes. (Cajori 1928)
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1V.4.8.C, Exemples
Forme linéaire engendrée; ESA Correspondante;
a+b a+h
1+(Iwn)’n I+ (_I_T
n

1V.4.8.D. Générati

" (de  (Ide)
(VAb) (VAD)
Pro Pro
Quo Queo
Fra Fra
Som=Y pui {*) Pui [

Rac Rac
Cst Cst
Cli Ch
Var Var

~ YVAb - ~ VAb -

1V.4.9. Différence

LV,4,9 A, Présentation

Les Différences (Dif) sont les Exa construites autour de |’opérateur

binaire “-”.

1V.4,.9.B. Remarque
De méme que pour la somme nous considérons arbitrairement que
-3-4
n’est pas une différence (ni + 3-4).
4 les;

Forme linéaire engendrée: ESA Correspondante:

a-1 a-1

b"2-4ac b2-4ac
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 {Tde)  (Ide)
(VAb) (VAb)
Pro Pro
Que Quo
. Fra Fra
Dif=Y pui (") pui [
Rac Rac
Cst Cst
CH Chi
Var Var
Lvab/  Lvap/

1V.4.10. Produit

[V.4.10.2 Présentati

Les Produits (Pro) sont les Exa construites autour de 1’opérateur n-

aire “x”,
1V,4.10.B. = Exemples;
Ix4 34
ax2 ax?
2a 2xa
2xV3 2xVJ3
Va2 V3 x2
1V.4.10.C. Remarques

Nous considérons arbitrairement les écritures du type:
-2Xx

comme des opposés et non des produits, afin de respecter la contrainte de
partition des écritures en catégories distinctes. Le choix alternatif efit &té
possible, mais au prix d’une plus grande lourdeur pour I’expression de Ia
régle de réécriture qui engendre les sommes.
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LY. 4.10.1 Généradi

En raison des difficuliés spécifiques ardues posées par la possibilité
d’exprimer le produit par juxtaposition, cetfe catégorie sera étudiée en détail
au chapitre VIL

I1V.4.11. Quolient
1V.4.11.4 Prs .

Un quotient est une Exa écrit en ligne {contrairement 3 la fraction)
autour de I'opérateur binaire “/"22, “+7 ou “:"23,

Chapitre IV: La génération des ESAL

nN2+3

L.z
273

On fera pour cela apparaitre Fra (sans parenthéses) dans les

paradigmes du dividende et du diviseur.

IV.4.11.D Génécati

r (Ide) " ( (Tde)
(VAb) (VAb)
Fra Fra
Pui Pui
Q"°:=4 Rac ?{_ ]‘4 Rac [
Cst : Cst
CH Cli
Var Var
~ VAbh - ~ YAb ~

IV.4,11.8,. Exemples:
32 312
ah ah
3-+4 3+
21(10x+) 2i(10x+4)

IY.4.11.C, Remarques

La régle de réécriture devra ne pas engendrer les expressions
suivantes, qui sont ambigués:

2lalx

2laix

2xla

2xla

I1V.4.12. Fraction

12 é

Une fraction est une ESA formée d’un couple d’expressions disposées
verticalement et séparées par un trait horizontal: nous n’imposons
aucune reswuiction sur la catégorie du numérateur ou du dénominateur.
L’ESAL correspondante de la catégorie Fra est formée autour de

I'opérateur binaire “\” utilisé pour représenter de maniére linéaire la
barre de fraction.

Pour cela, il faudra ne pas faire apparaitre Pre ni Quo (sans
parenthéses) dans les paradigmes du dividende et du diviseur. Par contre,
dans le corpus que nous avons tiré de la Petite Encyclopédie des
Mathématiques [PEM] on a priorité de la barre de fraction sur le “ /.

22 imitulé en anglais {(d’aprés le latin) “solidus” (Cajori ibid.)

23 Signalons d 1a suite de H. Freudenthal [1980, citant Cajori {ibid.)} que la notation « : »
nous vient de Leibnitz, et que 1a nolation «/ » nous vient de De Morgan,
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a
ab b

Ea
(1\2\3 %

[/]
e 7

2

2\10x+4) 10x+4
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V. 4.12.C Générati

(1de) (1de)
(VAb) (VADb)
Pui Pui
Fra:= Rac 1 Rac
Cst Cst
CH Cii
Yar Yar
VAb YAb

1V.4.13. Remarque sur le réle des parenthéses,

La barre de fraction indique la portée de 'opérateur fraction, ce qui
fait qu’il n’est en général pas nécessaire de mettre entre parenthéses le
numérateur ou le dénominateur. Le méme phénoméne se produit pour la
barre horizontale du symbole de racine?*. Les ESA étant par définition en
deux dimensions, il fallait indiquer d’une maniére ou d’une autre la portée
de Popérateur “\”. Initialement nous avions prévu de mettre entre crochets
le numérateur et le dénominateur (ce qui donnait par exemple [2A/[3], le
role de ces crochets étant de d'indiquer la portée de “\” lors de la
transformation typématique en fraction i deux dimensions. Toutefois la
description en question n’était guére concise, puis qu'elle ajoutait des
crochets destinés 4 disparaitre lors du passage ESAL—> ESA.

Nous avons donc appliqué le “rasoir d’Occam” aux crochets et décidé
que la portée serait simplement indiquée par les conventions de priotité en
vigueur pour les quotients. Ainsi I'ESAL:

N3+4

24 Cajori (op. cit.} signale le rdle historique de la barre horizontale (en anglais “vinculum”)
comme délimitateur de portée, dont 'usage a précédé de deux sidcle celui des
parenthéses (XVI® au lieu de XVIII®), et dont il ne subsiste aujourd’hui (pour des
raisons de commodité typographique qui ont vu progressivement tomber en désuétude
les ESA en deux dimensions, plus difficiles 4 composer pour les imprimeurs) que les
barres de fraction et de racine. Avec les éditeurs de formules mathématiques, on peut
s'attendre & un retournement de cette tendance.
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se transforme-t-elle en:

ji +4
et:
2\(3+4)
en:
_2_
34

En ce qui concerne Ie produit nous avons décidé arbitrairement que ia
fraction serait prioritaire sur la multiplication, ce qui fait que PESAL:

N3Ix4
se transforme en:
3 X 4
et:
2A(3x4)
en:
_2
3x4

Ceci est intégré 4 la grammaire par le fait que le paradigme des
produits contient la catégorie Fra tandis que la catégorie Pr, n’apparait
qu’entre parenthéses dans le paradigme des fractions.
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IV.4.14. Puissance
1V.4.14.A Présentati

Les Puissances (Pui) sont les Exa construites autour de 1'opérateur

binaire “**.
1Y.4.14. B,  Exemptles:
x"2 xe
107(10°10) 100"
fa\b)'n (bi)n
0°(-2) g-2
[V.4.14.C Générati

En raison des difficultés spécifiques posée par la détermination des
exposants, cette catégorie sera étudiée en détail au chapitre V.

[V.4.14.1 Parenthé .

En ce qui concerne la portée de I'exponentiation (indiquée par les
caractéristiques typématiques de décalage verticale et de diminution relative
de corps} nous avons pris les mémes conventions que pour les fractions et
utilisé les régles de priorité et les parenthéses pour les exprimer. Ainsi,
P'ESAL:

x 2y
correspond-elle 4 I'ESA:

x2y,
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1V.4.15. Racine

1V.4,15.4 Pré .

Les Racines (Rac) sont les Exa construites autour de 1’opérateur
binaire “v”"25,

IV.4.15.B.  Exemples:
Forme linéaire engendrée: ESA Correspondante:
V(b *2-4ac) b 2-dac
[a\b]h L
n_
miviab) "
\l b
21V(<) 2— 5

IV.4.15.C, Génération

De méme que les puissances, cefte catégorie sera étudiée en détail au
prochain chapitre (V).

1V.4.15.D P hi Porté

Mémes remarques que pour les fractions et les puissances: V3x
correspond 4 V3 x tandis que V(3x) correspond & V3x . Par contre, on
verra que l'ordre de la racine doit absolument étre mis entre caractéres

2
spéciaux (crochets) faute de quoi on ne pourrait distinguer 2¥3 et V3 .

Précisons que la barre horizontale comme marqueur de portée de la
racine a été systématisée par Descartes en 1637, alors qu’il utilisait
auparavant des points {(cf. chap VII) pour ce faire:

25 “extraction de racine n-iéme”
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“V.2-v2." est utilisé avant cette date pour noter “Y2 - Y2 (Cajori, op.

cit.).

1V.4.16. Valeur Absolue

4,1 ré i

La valeur absolue est un opérateur unaire, de niveau maximum de
priorit¢ (de ce point de vue, elle fonctionne comme une paire de
parenthéses),

4,16.F Ex I

2] 7]
f2f 2/

(/ (Tde} [

[ (VAb}
/ 1def

VAb:= 4 [Prof »

La grammaire serait plus simple si on écrivait:

| VAb:= ] ExAf
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Toutefois la dérivation d’une valeur absolue prendrait dans ce cas une
élape de plus, par exemple:
VAb
l
/ ExA/
3
/ Som/
l
[2+x]
au lieu de:
VAb
l
/ Som/
i)

[2+x/

La grammaire serait donc moins concise.

Iv.5. Partie Générative des Propositions Algébriques

IV.5.1. Présentation

Les Propositions algébriques sont formés d’expressions algébriques
séparés par des “logogrammes”26 de relation: “= ", “<”, “ >” etc.

1V.5.2, Génération

I= PrA Proposition algébrique

26 les logogrammes sont I'équivalent des graphémes en ce qui concerne les symboles (Anis
1988)
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» 4 [ Y ]

Cc-I= { Ega; InC; EnC; InD; EnD; NEg } (Egalité; Inégalité
Croissante; Encadrement Croissant; Inégalité Décroissante;
Encadrement Décroissant; Non-Egalité)

[V.5.2.C. Elé .
= {4; Cst; CLi; Var; ExA; =;<;<;>;2; #}

1V.5.3.  Proposition algébrique

Ega
InC

EnC
PrA:= inD

EnD
NEg
I1V.5.4, Egalité

1V.5.4.A, Exemples;

Jx"2-2x+1=0 - 2e+I=0
241=4 24l=q

1V.5>.4.8, Remarque

Une égalité peut étre fausse, comme dans 1'exemple, elle reste une
égalité.

IV.5.4.C. Génération

Cst Cst
Fpa:= CLi CLi
B2:=1 yvar Var

Ex Ex
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1V.5.5. Inégalité croissante.
1V.5.5.A, Exemple

[ 2x+3 <1-3x 12x+3 <1-3x

1V.5.5.5. Générati

Cst Cst
InC:= {Var { } lv:;]
I1V.5.6. Encadrement croissant

LV.5.6.A, Exemple

[1<2<3 [1<2<3

| e fil} s S0 [

1V.5.7. Inégalité décroissante

1V.5.7.B. Générati

Cst Cst
|- fii} o i)
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I1V.5.8. Encadrement décroissant

IV.5.8.A, Exemples:

I I 1
N3 > 12 > I} ?‘)é*)]_‘
Cst ng Cst
CLi > CL > CLi
E“D:={\r'ar {2} {Var {2} {Vax}
Ex Ex Ex
1V.5.9. Non-Egalité
1V.5.9.A, Exemples
X#2 x22
241=324 2+1=324

maispas: S+ I =625%23+ 3

1V,5.9.B, Remarque

Il 'y a pas de “Chaine de Non-Egalités” dans Ia mesure ot Ia relation de
non-égalité n’est pas transitive.

I enérati

Cst Cst
_JCLi CLi
Ex Ex

I1V.5,10. Autres PrA

Nous n’étudierons pas dans ce chapitre les systémes de PrA car ce
sont des opérateurs n-aires qui relévent donc d’un mécanisme particulier de
génération, comme les sommes algébriques et les produits en général. Ces
problémes particuliers seront 'objet du § VI.2.2.
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V. VARIABLES, PUISSANCES, RACINES.

V.1. Présentation du probléme

Nous avons précisé en introduction notre objet d'étude, les ESA, dans
ses grandes lignes, Or des problémes fins de délimitation du domaine des
ESA se sont posés lors de I'élaboration de leur syntaxe. Nous nous sommes
en effet trouvé confronté & un certain nombre d’expressions, en particulier

des puissances (p. ex. ex) et des racines (p. ex. \{;\E— ), qu’il était aussi
difficile d’accepter que de refuser. L’objet du présent chapitre est de
montrer ces problémes et comment nous les avons résolus. Nous
présenterons d’abord les difficultés dont la résolution influe sur le choix des
graphémes, puis celles qui influencent la génération des puissances et des
racines (de toutes fagons les difficultés sont liges).

V.2, Graphémes

Nous n’avons pas abordé au chapitre précédent la question de savoir
quelle était précisément la liste des graphémes qu’il fallait choisir pour
constituer les variables présentes dans les ESAL. Les graphémesx ,n ,a
ou b figurent dans cette liste (7" var), cela ne pose aucun probtéme. Mais
qu’en est-il de graphémes tels que e ,J , ¢ oux?

Pour résoudre cette question nous allons faire un détour et partir du
probléme suivant: peut-on, en pratique, éviter que la grammaire ne produise
des expressions qui sortent du domaine de I'algébre pour faire partie de
celui des fonctions (que nous appellerons “expressions analytiques”, telles
quesinx ouf(x)}), et si oui, comment?

Certaines expressions analytiques, comme:
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b
[f(x)d:c

comportent des symboles spécifiques, ou plus exactement des
logogrammes! (ici /")), ¢’est-a-dire des graphémes particuliers qui sont
les classes abstraites des réalisations matérielles des symboles correspondants
(ici [“/"])2. Le probléme de ne pas les engendrer est trivial: il suffit de ne
pas faire figurer /171 dans Tvar.

Par contre, on ne peut pas résoudre aussi simplement le probléme
posé par des expressions du type e* . Cette expression, en effet, n’est attestée
dans aucun corpus strictement algébrique. De fait, Pusage associe cette
expression a la fonction exponentielle réelle, qui n’entre pas dans le cadre
algébrique. Peut-on donc exclure e* des ESA ou, ce qui revient au méme,
éviter que la grammaire ne 'engendre?

v.2.1. Exclure certains graphémes ?

La premiére solution qui vient 4 I'esprit consiste 4 exclure le
graphéme ‘e ' du paradigme des Variables. On pourrait souhaiter également
en exclure d’autres graphémes telsquee ,i , ¢ ou qui désignent des

A . 1+45 g s N

nombres particuliers {resp. e , 1, ¢="5 €t n) dont la définition, a
’exception de ¢, sort du domaine algébrique.

Exclure ces graphémes se heurte toutefois & un obstacle. Bien que les

nombres correspondants soient définis hors de I'algebre, ces graphémes sont

susceptibles (sauf i ) d’un traitement strictement algébrique’. Cela ne les
distingue donc pas des autres graphémes plus “usuels”, tels que x ,a oun,

1 Anis (1988)

en cela les logogrammes, qui correspondent aux symboles comme [“+"],
s'opposent aux alphagrammes , qui correspondent aux graphes alphabétiques tels
que [“ﬂ"] ou [“x“]‘

3 j'entends “algébrique” au sens de I'algébee élémentaire des nombres réels.
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qui peuvent également représenter dans un calcul algébrique des quantités
issues de 1a géométrie (mesure d’angle ou d’aire), de 1'analyse ou d’ailleurs.
De fait, ces graphémes sont attestés dans des corpus d’algébre, ou ils
désignent suivant le contexte:

« des nombres particuliers exira-algébriques {e, x, etc.},
+ des quantités extra-algébriques quelconques (2 § : double de la mesure ¢

d’un angle),
« des nombres particuliers définis en algdbre (¢ = 1 +2\,_5«;'

+ ou encore des nombres quelconques, comme dans [MO5] p. 86:
s=a-b-c+d+ve-f

Il n’est donc pas possible d’exclure purement et simplement ces
graphémes du paradigme des Variables. Si I'on souhaiie é&liminer quand
méme les expressions composées telle que e, il faudra envisager d’autres
solutions.

v.2.2. Variables et Constantes Littérales:

Pour construire notre grammaire il est souhaitable de rendre compte
de la distinction que nous venons de voir entre la possibilit, pour certains
graphémes, de désigner soit un nombre réel donné soit un nombre réel
quelconque suivant le contexte. Nous allons donc introduire deux catégones
initiales, les Constantes Littérales (CLi) d’une part, et les Variables (Var)
de I'autre.

CLi est une catégorie initiale qui se réécritene , ¢ ,  ou tout
autre graphéme représentant un nombre réel défini par ailleurs? {p. ex. C:
constante d’Euler). Pour notre grammaire nous nous contenterons des trois
premiers.

4 on trouve un catalogue exhaustif de ces nombres “remarquables” dans Le Lionnais

& Brette (1983)
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1V.5.8. Encadrement décroissant

1V.5.8.A, Exemples;

N3 > I\2 > I\7 §~>§]—>I—1—
1V.5.8.B. Générati
Cst Cst Cst
CLi > CLi > CLi
E"D:z{\fa:' {z} {le- {z} {Vai}
Ex Ex Ex
1V.5.9. Non-Egalité
1Y.5.9. A, Exemples
x2 X222
2+1=324 2+1=3+4

maispas:5+1=6=25234+3
1 .B m

I n’y a pas de “Chaine de Non-Egalités” dans la mesure oii la relation de
non-égalité n’est pas transitive,

L 3

neragl

Csti Cst
_iCL CLi
ExA Ex

IV.5.10. Autres PrA

Nous n’étudierons pas dans ce chapitre les systémes de PrA car ce
sont des opérateurs n-aires qui relévent donc d’un mécanisme particulier de
génération, comme les sommes algébriques et les produits en général. Ces
problémes particuliers seront 1’objet du § VI.2.2,
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V. VARIABLES, PUISSANCES, RACINES.

V.1, Présentation du probléme

Nous avons précisé en introduction notre objet d’étude, les ESA, dans
ses grandes lignes. Or des problémes fins de délimitation du domaine des
ESA se sont posés lors de 1'élaboration de leur syntaxe. Nous nous sommes
en effet trouvé confronté A un certain nombre d’expressions, en particulier

des puissances (p. ex. ex) et des racines (p. ex. \G\/x_ ), qu’il était aussi
difficile d’accepter que de refuser. 1’objet du présent chapitre est de
monirer ces problémes et comment nous les avons résolus. Nous
présenterons d'abord les difficultés dont la résolution influe sur le choix des
graphémes, puis celles qui influencent la génération des puissances et des
racines (de toutes fagons les difficultés sont liées).

V.2. Graphémes

Nous n’avons pas abordé au chapitre précédent la question de savoir
quelle était précisément la liste des graphémes qu’il fallait choisir pour
constituer les variables présentes dans les ESAL. Les graphémesx ,n ,a
ou b figurent dans cette liste (Z'var), cela ne pose aucun probléme, Mais
qu’en est-il de graphémes tels quee ,i , ¢ oux ?

Pour résoudre cette question nous allons faire un détour et partir du
probléme suivant: peut-on, en pratique, éviter que la grammaire ne produise
des expressions qui sortent du domaine de 1’algébre pour faire partie de
celui des fonctions (que nous appellerons “expressions analytiques”, telles
quesinx ouf(x)), et si oui, comment?

Certaines expressions analytiques, comme:
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b
Jf(x) dx

comportent des symboles spécifiques, ou plus exactement des
logogrammes! (ici /D, c’est-a-dire des graphémes particuliers qui sont
los classes abstraites des réalisations matérielles des symboles correspondants
(ici [“]"))2. Le probléme de ne pas les engendrer est trivial: il suffit de ne
pas faire figurer /4171 dans Ty

Par contre, on ne peut pas résoudre aussi simplement le probléme
posé par des expressions du type e* . Cetre expression, en effet, n’est attestée
dans aucun corpus strictement algébrique. De fait, I'usage associe cette
expression a la fonction exponentielle réelle, qui n’entre pas dans le cadre
algébrique. Peut-on donc exclure ¥ des ESA ou, ce qui revient au méme,
éviter que la grammaire ne I'engendre?

V.2.1. Exclure certains graphémes ?

La premiére solution qui vient & D'esprit consiste 4 exclure le
graphéme ‘e’ du paradigme des Variables. On pourrait souhaiter également
en exclure d’autres graphémes tels que e ,{ , ¢ ou m qui désignent des

nombres particuliers (resp. e , i, ¢ =1—'t2\l—5— et ) dont la définition, A

’exception de ¢, sort du domaine algébrique.

Exclure ces graphémes se heurte toutefois a un obstacle. Bien que les
nombres correspondants soient définis hors de 1'algebre, ces graphémes sont
susceptibles (sauf / ) d’un traitement strictement algébrique3. Cela ne les
distingue donc pas des autres graphémes plus “usuels”, telsque x , a oun,

1  Anis (1988)

en cela les logogrammes, qui correspondent aux symboles comme [“+"],
s'opposent aux afphagrammes , qui correspondent aux graphes alphabétiques tels
que [“i:l”] ou {"X"].

3 jentends “algébrique” au sens de |'algébre élémentaire des nombres réels.
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qui peuvent également représenter dans un calcul algébrique des quantités
issues de la géométrie (mesure d’angle ou d’aire), de 1’analyse ou d’ailleurs.
De fait, ces graphémes sont attestés dans des corpus d’algebre, ou ils
désignent suivant le contexte:

« des nombres particuliers extra-algébriques (e, =, etc.),
« des quantités extra-algébriques quelconques (2 ¢ : double de la mesure ¢

d’un angle),
- - p ﬂ—--—-———l'
« des nombres particuliers définis en algébre (¢ = +2\l5_.

+ ou encore des nombres quelconques, comme dans [MO3] p. 86:
s=a-b-crd+e-f

Il n’est donc pas possible d’exclure purement et simplement ces
graphémes du paradigme des Variables. Si I'on souhaite éliminer quand
méme les expressions composées telle que e ¥, il faudra envisager d’autres
solutions.

v.2.2. Variables et Constantes Littérales:

Pour construire notre grammaire il est souhaitable de rendre compte
de Ia distinction que nous venons de voir entre la possibilité, pour certains
graphémes, de désigner soit un nombre réel donné soit un nombre réel
quelconque suivant le contexte. Nous allons donc introduire deux catégories
initiales, les Constantes Littérales (CLi) d’une part, et les Variables (Var)
de I'autre,

CLi est une catégorie initiale qui se réécritene , ¢ , T ou tout
autre graphdme représentant un nombre réel défini par ailleurs? (p. ex. C:
constante d’Euler). Pour notre grammaire nous nous contenterons des trois
premiers.

4 on trouve un catalogue exhaustif de ces nombres “remarquables” dans Le Lionnais

& Brette (1983)
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Les variables, ressortissant i 1a catégorie Var, désignent des nombres V.2.4.B. catéporie non-initiale
réels indéterminéss. Ces variables sont formées de graphémes, Cvar I var = {Gra } Graphéme
éventuellement indicés ou primés.
*  Les graphémes sont pris dans les alphabets, majuscule et minuscule, Iatin Y.2.4.C, FEléments terminaux
et grec®. Tvar = {""JA U fabedefghijkimnopgrsiuvwxypz} U
* Les indices sont des écritures décimales d’Entiers (Ent). Ce ne sont pas {ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ} U
des nombres & virgule (ce n’est pas attesté) ni surtout des variables. Nous {aBydeinOixipvEonp orvgy Yo} U (TABAEIIZPW 0}
considérons a priori qu'une expression telle que & n ne reléve pas de
Palgébre mais de I’anlyse (oi elle désigne une suite), V.2.4.D. Régles de réécriture
v.2.3. Partie Génératrice des Constantes Littérales V.2.4.D.a. Graphéme
y égorie initi Nous noterons exceptionnellement le paradigme en ligne pour gagner
Teri= (CLi ) de la place.
Y.2.3.B, Eléments terminau Gra:= {abedefghijkimnopgrstuvwiyz}u
{ABCDEFGHIIKLMNOPQRSTUVWXYZ) U
Tewi={egpa) lapydetn@ixipvEorgorvdy Ppw} U
{CABASTIZOYR)
V.2 Régl réécritur
e V.2.4.D.b, Yariable
CLi:= [ ¢ } Let
x Let’
Let”
V.2.4. Partie Génératrice des variables Var:=1 Let | Ent
Let’ | Ent
V.2.4.A, catégorie initiale Let” | Ent
Tye = { Var } Variable

Le fait de distinguer Constantes Littérales et Variables nécessite de
reprendre 'ensemble de la grammaire, et de rajouter, 3 chaque paradigme
ou figurait la catégorie Var, une nouvelle catégorie CLi. Pour ne pas
alourdir inutilement I’exposition nous effectuerons cette modification dans
la récapitulation finale de ce chapitre,

nous verrons gux § X.2.1. et X.2.2.C.c. quelle signification précise attribuer 3
cefte notion de “nombre indéterminé”, en termes de “dénotation”,

5 les emprunt 4 d'autres alphabets, tels que 1'aleph hébreu ou Ie cha “m” cyrillique . Revenorls une derniére fois Su.r les CLi et les. Var: du fa.l t que
(dit “peigne de Dirac”) sont rares en mathématiques, et non attestés en algébre certains graphemf.es se trouve-nt & la fois dans les !).arac’ingmes de C]:‘l et de
élémentaire. Var, la grammaire est ambigué, en ce sens qu'il n’est pas possible de
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déterminer, hors contexte, si ¢ est une CLi ou une Var ou, ce qui revient
au méme, si ¢ désigne précisément le nombre ¢ ou seulement un nombre
réel indéterminé. Cela dit, nous ne connaissons pas de cas ou le contexte ne
I&ve pas I’ambiguité.

V.3. Puissances

V.3.1.  Les exposants littéranx

Reprenons notre probléme des puissances du type: e*. Puisqu’on ne
peut exclure e de 7'y, On pourrait essayer de contraindre la grammaire, au
niveau «es 1égles de rééeriture, & ne pouvoir engendrer des puissances du
type: ex. Or nous allons voir maintenant qu’a partir du moment o 'on
accepte, d’une parn”;

anXaP=qn+p
d’autre part®

s=a-b-c+dref
et enfin®

x>{-7)

il devient extrémement difficile d’interdire 3 la grammaire qui a engendré
les expressions qui précédent de produire:

ex
7 [MOS) p. 112
8 [MO5)p. 86
o [MO5]p. 94
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ntrainte r les réécrifures ?
Comment engendrer en effet ¢ et pas e *? On aimerait pouvoir
imposer des contraintes sur la régle de réécriture des puissances, de telle
maniére que celle-ci s’exprime sous la forme suivante!?:

4 condition que Exposant ne se réécrive pas en
Pul:= Base * Exposant une expression qui contienne une ou des

occurences du graphéme x

Une telle formulation n’a pas de sens, dans la mesure ot une catégorie
non-terminale telle que “Exposant” ne contient rien du tout; tout au plus,
lors des réécritures ultérieures, pourra-t-elle se réécrire en une expression
qui contiendra des occurences de x . Mais les régles de réécriture, telles que
les définit la théorie des langages formels, ne sont pas “piloiées par I"aval”
de cette maniére: il n’y a pas de mécanisme qui permette de faire dépendre
une réécriture des rééeritures ultérieures.

\'4 B, Un -catéporisation 7
11 y a une solution, qui consiste 4 “sous-catégoriser” les variables.
Pour cela, il faut:

1) décider que “x ” appartient A la sous-catégorie des “inconnues” et
“n " 3 celle des “paramétres”

2} dupliquer toutes les catégories non-terminales en “paraméiriques”
{ne contenant pas d'inconnue, seulement des conslanies ou des
paramétres) et “non-paramétriques” {contenant des inconnues).

3) dans le paradigme de la réécriture de la puissance, ne mettre en
exposant que des catégories paramétriques.

Dans ce cas la grammaire engendrera bien:

ei’l

10y peu 4 la maniére d'une régle dite “Dépendante du Contexte”
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et:

xnh+m

et
(a+h)?

dont les exposants sont paramétriques dans le sens conventionnel que nous
venons de définir, et pas:
el
ni:
2¥
dont les exposants sont non-paramétriques.

Toutefois cette solution est obtenue au prix d’une complexité
rhédibitoire. Non seulement le nombre de régles de réécritures double, mais
encore le paradigme de chaque régle de réécriture voit sa taille doubler,
puisqu’il faut envisager deux cas (paramétrique et non-paramétrique) 14 on

il n'y en avait qu’un. Bref, Ia taille globale de la grammaire est multipliée
par quatrell!

En réalité ¢’est seulement le nombre de signes de la grammaire qui quadruple
(en gros). Or cette représentation de la grammaire utilise des conventions de type
SRL., de telle maniére que:

| {2} {5}

résume:

ac
be

bd

Koot Ay %

11 Ceci est lié aux grammaires génératives-transformationnelles Chomskyennes, On ne

retrouverail pas ce problémes avec les grammaires “catégorielles”.
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En fait , si on considére non pas les signes, mais les réécritures é1émentaires,
par exemple ici:

a:=ac

ar=be

a=ad

a:=bd
le nombre de ces réécritures élémentaires fait bien plus que quadrupler, dés ltors que

toutes les catégories sont dédoublées, et que certaines régles de rééeritures foni
intervenir plusieurs accolades verticales.

En outre, une telle sous-catégorisation est figée une fois pour toutes.
Or dans tout manuel 1 joue des rbles différents (on le trouve dans des bases
ou des exposants} d’une page a 1'autre. On ne peut donc ni exclure les
graphémes tels que e, ni empécher la grammaire de produire e+, sauf 4 la
soumettre a4 des contraintes, difficiles 4 mettre en ceuvre, de sous-
catégorisation. Pour toutes ces raisons, nous avons décidé finalement de ne
pas exclure les puissances telles que ¢*, ni toutes les autres
expressions a interprétation analytique, des ESA. De toute facon, et
c’est ce qui importe, qu’elles aient une interprétation analytique n’empéche
pas qu’elles aient également une interprétation pleinement algébrique.

V.3.2, Les exposants “trop complexes”

Il n’y a pas que les exposanis contenant des x qui posenti des
problémes. Dans le méme ordre d’idées, peut-on accepter:

x2

et refuser:

Nous souhaiterions en effet que la grammaire n'engendre pas de telles
expressions, pour deux raisons:

* ces expressions ne sont attestées nulle part dans aucun des corpus que
nous avons consultés,
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. nous avons des doutes sur le caractére strictement algébrique de ces
expressions (autrement dit, relevant de I’algébre et non de I’analyse).

En effet, elles paraissent plus relever du domaine des fonctions (4
plusieurs variables) que de celui de I’algébre. Bien entendu, toutes les
expressions algébriques peuvent étre considérées comme dénotant des
fonctions (v. X.2.1.): c’est également le cas de

x?

Toutefois, on peut calculer la dénotation de cette derniére expression
en fonciion de celle de x , par des moyens strictement algébriques, ¢’est-a-
dire a 1'aide d’opérations arithmétiques f{ici, la multiplication de la
dénotation de x , notée d{r ), par elle-méme}, ce qui n’est pas le cas de:

a+

4:1— .

L]

X

Précisons ce dernier point. Pour distinguer une expression
“spécifiquement algébrique” tclle que:

atb,

d'une expression au caractére algébrique plus hypothétique telle que:

a+2

x Va

on peut remarquer que la premiére expression peut étre évaluée par un
enchainement d’opérations choisies parmi les sept opérations arithmétiques
élémentaires portant sur des nombres entiers, et pas la seconde. Ces sept
opérations arithmétiques élémentaires, pour lesquelles il existe, en principe,
un algorithme de calcul “a la main”, sont:

* 1’ “opposition” (changement de signe d’une expression)
* I’ addition

* la soustraction

* la multiplication

« la division
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« I'exponentiation par un exposant entier
+ I’“éradication”!2 d’ordre entier 13

11 est tentant de généraliser ce critére et de qualifier d’algébriques les
seules expressions susceptibles d’étre évaluées i Paide des opérations
arithmétiques. Ceci parait d'autant plus naturel qu’un “opérateur”
algébrique (tel que “somme”, “produit” ou “puissance”) représente
précisément le résultat d’un certain nombre d’opérations algébriques.

Malheureusement, traduire ce critére au niveau des régles de
réécriture, pour éviter d’engendrer des expressions comme:
s
22"
qui ne peut éire évaluée par des opérations arithmétiques, conduit & des
embarras inextricables, On pourrait croire qu’il suffit de décider que les
puissances ne peuvent avoir une puissance comme exposant, mais seulement
opérateurs “raisonnables”, par exemple des sommes ou des produits.

Toutefois, si on adinet des sommes en exposant, en pensant 3 des expressions
sans surprise comme:

22+3'

on engendre aussi:

2“1@

nous introduisons ce néologisme pour qualifier I'extraction de racine

dans le cas de Péradication d’ordre entier, les algorithmes, quand ils ont été &tablis,
sont tombés en désuétude... Pour autant, s'il est envisageable de calculer “a la

main” la valeur de V5 (indépendamment de toute considération sur la pénibilité et

les risques d’erreurs associés 4 cette tiche), il n'en est pas de méme pour V5,
sauf & utiliser des procédures d’encadrement.
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Comment 1"éviter? Puisqu'on ne peut pas faire dépendre la réécriture
de la puissance des réécritures ultérieures de ses sous-expressions, il faudrait
1a encore des sous-catégorisations ad hoc, particuli¢rement artificielles.
Donc on ne peut 'empécher de maniére simple. En outre, supposons que les
puissances ne puissent avoir une puissance comme exposant. Dans ce cas, on
exclut des ESA:

222

qui est pourtant parfaitement évaluable. On pourrait décider alors de
n'exclure que lfes puissances dont 1'exposant est une puissance qui a elle-
méme pour exposant une fraction (ou un rapport). Hélas, dans ce cas, on
évacue!

23 212

qui vaut pourtant 8, et ainsi de suite: on a une régression & I’infini.

En conclusion, on ne peut mettre a priori de limite 4 la complexité des
exposants, et on doit donc considérer comme algébriques des expressions
qui ne peuvent pas étre évaluées par les seules opérations arithmétiques. En
conséquence, pour évaluer les ESAL, nous devons impérativement disposer
également de 1'opération d’exponentiation par un réel quelconque {pas
forcément rationnel).

Par contrecoup, cela nous fournit la proposition suivante, qui pose
1’équivalence du caractére algébrique des expressions et de la possibilité de
les évaluer (de calculer leur dénotation, au sens du chap. X) 3 I'aide des
opérations arithmétiques au sens généralisé:
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Soit E une expression symbolique mathématique.

E est une ESAL <> on peut calculer la dénotation de E en n’utilisant
pas d’autres opérations que 1"opposition et les opérations binaires:
addition, soustraction, multiplication, division et exponentiation.

Cette proposition peut étre démontrée par récurrence sur la
complexité des ESAL. Cela ne peut &tre fait qu'une fois qu’une grammaire
compléte des ESAL aura été détaillée, et que la définition rigoureuse de la
dénotation des ESAL aura é1té posée {chap. X).

v.3.3. Généralisation: 1'exponentiation

Toutes les difficultés qui précédent concernent 1’exponentiation, et
plus précisément 1’exposant des puissances. Comment cela se fait-il?

Nous pouvons remarquer a contrario que, sans les puissances (et les
racines), le systéme des ESA, réduit aux sommes (binaires), aux produits
(binaires), aux différences et aux fractions serait élémentaire & décrire, et
une partie de cette thése serait quasiment sans objet. Nous allons montrer
briévement en effet deux approches, celle des anneaux des polynomes et un
point de vue “catégoricien”, qui modélisent fort bien les ESA... sans
puissances ni racines en général.,

nn lynom

11 est parfaitement évident que les anneaux de polynomes sont un
cadre nature] pour des expressions du type:

a+l1
ou:
x2+2x+2

{Tonnelle 1979). Toutefois, méme en effectuant une extension dans le
domaine des fractions rationnelles a plusieurs variables, ce qui permet de
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. a+h s . . .
décrire bl etfou d'autres types d’extensions vers les racines carrées, on est

vite limité lorsqu’on veat décrire dans toute sa généralité I'ensemble des
expressions algébriques, qui contient des écritures du type:

ot “a” et “b” sont des variables,

En fait, les anneaux de polynomes et leurs diverses extensions ne sont
que des cas particuliers d’expressions algébriques, qui en tant que tels
sont susceptibles d’étre formellement décrits par des grammaires ad hoe.

Cette description nous parait méme un des premiers travaux a faire en
prolongement de cette thése, car elle permetira de mettre 4 I'épreuve le caractére
adapiable de la grammaire, sur un exemple didactiquement iméressant.

Mais pour autant les polynomes, méme généralisés, ne sont qu'un cas
trés particulier d’expressions algébriques et ne peuvent rendre compte des
ESA dans leur généralité.

V.3.3.8, Approche en termes de calégories

Nous citerons sans la détailler I'étude menée par B. Charles (1985), a
savoir une approche, en termes de catégories, des calculs algébriques qu’on
peut opérer sur les structures classiques.

«Lorsqu’on aborde 1'étude générale des lois internes, le probléme le plus
naturel qui se pose est celui de 1a description des calculs que I'on peut faire a partir
d’une famille quelconque d'éléments d’un ensemble muni d’une loi quelconque. Le
cadre approprié pour cette étude est 1a catégorie £ qui a pour objets les ensembles
munis d’une loi inteme et pour morphismes de E dans F les applications h de E dans
Fiellessque h {xy)=h{x)h (y)..» (ibid. p. 1)

«Lorsqu’on considére une catégorie Cayant pour objets des ensembles munis
d'un systéme de luis, il n’est pas trop difficile de décrire les caleuls possibles faisant
intervenir toutes ces lois.» (ibid. p. 6)

D’un point de vue analogue nous pouvons nous intéresser aux IR-
algebres. Ces structures sont intéressantes car I'existence de deux
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multiplications permet de donner une signification a la distinction entre les
écritures 2x et 2 Xx .

On a aussi deux notations multiplicatives dans les ensembles de polynomes,
mais dans cette théorie 2x n’est pas & proprement parler un produit, contrairement a
2 xx qui est le produit du polynome formel 2 par potynome formel x .

Certes, on a I'égalité:
2xx = 2x

mais ¢'est 1'égalité d’un produit et d’un polynome, et non pas de deux produits
différents.

Dans les IR-algébres au contraire, les deux notations correspondent bien &

deux produits.

La premiére écriture (2x ) peut étre interprétée comme répondant a
la question «combien y a-t-il de x ?» et la seconde (2 xx } & «combien ca fait
en tout?». Toutefois, les problémes de notation spécifiques du produit par
juxtaposition (on ne peut juxtaposer deux chiffres par exemple, v. chap.
VID viennent en quelque sorte “brouiller” I'expression de la distinction
entre les deux multiplications, dont 'une s’exprimerait par juxtaposition et
I'autre par une croix. Quoiqu’il en soit du produit, les R-algébres ne
rendent pas mieux compte de 1’exponentiation et de 1"éradication que les
anneaux de polynomes.

En résumé, aucune structure “usuelle” ne prend explicitement en
compie le triplet d’opérations {+;X; *} et les relations qui lient ces opé-
rations deux & deux. L'exponentiation et ses propriétés, et a fortiori
I’éradication et les siennes, sont des objets dérivés dans ces struciures et
abordés de fagon marginale.

V.3.4. Reégle générative correspondante

Nous n’avons donc pas de restriction en ce qui concerne les
expressions pouvam servir d’exposant i une puissance. La régle de
rcéeriture des puissances doit seulement tenir compte du degre supéricur de
priorité de I'exponentiation par rapport aux autres opérations, qui nécessite
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de parenthéser tout ce qui n’est pas constante, constante littérale, variable ou
valeur absolue.

{ Ide) { 1de}

(YA} ~ { VAD)

Pui:= Cst Cst
CHl Cli

Var Var

VYAb VAb

Notons que les parenthéses servent ict de délimitateurs aussi bien pour
I’évaluation (en forgant les priorités d’opérations) que pour la mise en
forme typématique: @ “(2+3)+a est transformé en a?+7+a (les parenthéses
disparaissent), et a"2+a l'est en a?+a (la délimitation de 1'exposant suit les
mémes régles de “priorité” que 1'évaluation).

V.4. Racines

On retrouve exactement les mémes difficultés et nous y apportons les mémes
réponses. Nous n'avons donc pas non plus de restriction sur les expressions
pouvant servir d’exposant i une racine: n'importe quelle expression peut
désigner I’ordre d’une racine, y compris

Y
'S
parce qu’il n’est pas possible de limiter cet ordre i tel ou tel type particulier
d’expression. Contrairement aux puissances, 'ordre de la racine est
faculiatif!4, d’ou la présence de la suite vide ¢ dans le paradigme de I’ordre,
a gauche du signe de radical. L’ordre (non-vide) est toujours mis entre des
délimitateurs spéciaux (crochets), ce qui est noté par la suite verticale:

14 lorsqu’il n'y a pas d’ordre cela correspond a une racine carrée, autrement dit 3 une
éradication par 2, puisque nous avons pris le choix arbitraire, pour ne pas alourdir
les paradigmes en y faisant figurer les racines ni¢mes et 1a racine carrée, de ne pas
considérer cette derniére comme un opérateur unaire,
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¢
[ Ide/
[ VAbJ
Sinon, on aurait des ambiguités et 'on ne saurait dire si une
expression (sans crochets) telle que 3 V2 doit étre transformée en 3 Y2 ou

3
en @‘

(Ide)
(VAb)
+ Cst

[ VAb) o

VAb

V.5. Conséquences:

V.5.1. Généralisation a toutes les écritures “non définies”

- Il n’est ni possible ni souhaitable d’éviter les ESA bien construites

1
mais dépourvues de signification telles que pou 09

Ce n’est pas possible parce que sinon nous avons régression a Iinfini,
du méme type que ce que nous avons vu plus haut. On peut interdire:

1

0

certes, mais comment interdire
= ?
I-1

Si on refuse d’engendrer des fractions du type

131




Les systemes d’Ecritures Symboliques en Algébre élémentaire

comment éviter

et ainsi de suite? Le noeud du probléme provient de ce que nous avons
décidé d’engendrer les expressions 4 P'aide d’une grammaire générative. Or
celle-ci ne tient pas compte de la valeur des expressions quand elle les
engendre. Il n"est pas possible, dans le cadre d’une telle grammaire, d’écrire
une régle de réécriture de type:

I Fra:= Numé\Déno |e‘1 condition que la valeur de Déno soit non nulle

1.B. Agrammaticalité nce _de_significatio

Ne pas engendrer des ESA dépourvues de signification (quoique bien
consiruites) n’est pas souhaitable non plus, parce que, du point de vue
méthodologique, cela revient 4 confondre agrammaticalité et absence
de signification. Or ce n’est pas la méme chose.

«... la notion de "grammatical” ne peut &tre assimilée a celle de “doué de sens” ou
“significatif”, dans quelque sens sémantique que ce soit. Les phrases (1) et (2) sont
également dépourvues de signification1d, mais n'importe quel locuteur anglais
reconnaitra que la premiére seule est grammaticale.

{1}  Colorless green ideas sleep furiously.
{2)  *Turiously sleep ideas green colorless

{Chomsky 1969 p. 17)

15 c'est de moins en moins vrai au fur et & mesure qu'on les cite, Quiconque est un
peu familiarisé avec la linguistique les connait par ceeur maintenant, et leur atiribue
précisément une signification en rapport avec I'argumentaire de Chomsky...
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Les expressions telles que 0 ¢ étant bien construites, elles font partie
des ESA. En conséquence, la valeur d’une ESA est soit un nombre (connu
ou inconnu), soit “Non Défini”. Il reste & montrer {au chap. XI) comment le
“Non Défini” se propage dans une ESA, autrement dit comment il suffit
qu’une sous-expression soit non définie pour que I'expression entiére le soit
aussi. C’est le cas par exemple d’une égalité dont un des membres
contiendrait 09,

V.5.2. Ecritures ambigués

Non seulement le systéme des ESAL est ambigu A cause des
graphémes partagés par les Variables et les Constantes Littérales, mais
encore certaines ESAL sont ambigués lorsqu’on sort du cadre sirict de
Ialgébre.

Les principes de délimitation choisis “laissent passer” en effet un
cerfain nombre d’expressions qui, hors de I'algébre élémentaire, ont une
dénotation particuliére. Cela poserait toutefois des problémes inexiricables
si on voulait les exclure, pour un intérét minime vu que ce genre
d’expression n'est, en pratique, jamais attesté en algebre.

f(x) Cette ESAL est interprétée comme le produit (bizarrement
mais correctement écrit), de f/ par x

1. N3 Coae . X R
iy Le cas o0 { désigne le nombre i € € ne reléve pas de 1"“algébre
¢élémentaire”, mais nous n’avons pas relevé dans nos corpus
d’exemple significatif d’expression ou le graphéme { jouerait le
réle d'une variable. Toutefois cela ne nous parait pas suffisant
pour 'exclure des ESA.

d(2x +3) .. .

T dx pour exclure des ESA cete fraction il faudrait par exemple
introduire une catégorie des produits dont le premier facteur
est la variable d et le second une somme ne comprenant que la
variable x - ce qui ne peut éire obtenue que par une sous-

catégorisation ad hoc qui compliguerait tout-.
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u ce syntagme est ambigu, car il a deux interprétations
concurrentes possibles: dérivée de la fonction u# (interprétation
analytique) ou seconde variable dans un probléme ot intervient
déja la variable u (interprétation algébrique). Quoi qu'il en soit,
vu quer * a (au moins) une interprétation strictement
algébrique, nous I'intégrons au domaine des ESAL. Ce n’est
paslecasdex, ,nide(uv)’ nide(u #/ n . Nous considérons
en effel ces expressions comme des notations seulement
analytiques, certes susceptibles d’un traitement algébrique!s,
mais ininterprétables si on sort pas du cadre strict de I’algébre.

sin{x) cette expression, jamais attestée en algébre heureusement, est
bien formée (mais hautement improbable) en tant que produit
dont les facteurs seraient s , i, 7 et (x).

V.5.3. Remarque didactique

It est & noter que I’exponentiation, en tant qu’opération algébrique, est
une sorte de “point aveugle” (ou, au moins, amblyope) de I'enseignement.
En effet, au niveau du collége, celte opération est définie classiquement (en
généralisant les opérations unaires d’élévation au carré et au cube), pour un
exposant entier, par réitération de la multiplication. Ce n’est que bien plus
tard, en terminale, avec P'étude de la fonction exponentielle, qu’est
introduite I'exponentiation par un nombre non-entier... et encore pas dans
toutes les classes. Une enquéte antérieure!? (rapporiée dans Drouhard 1986)
a montré en effet cue seuls 10 &tudiants non scientifiques sur 102
répondajent correctement & un QCM portant sur Pexpression:

Y W

Pourtant, ce type de savoir-faire est considéré comme un prérequis
allant de soi par bon nombre d'enseignants du supérieur... De fait, intrigué
par ce résultat, nous avons alors dépouillé (rapidement) 28 manuels du

16 dans la mesure ol on peut les additionner, les multiplier ...

17 menée au sein de I'Equipe de Didactique des Mathématiques de I'UER de
Didactique {Université Paris 7) et du CREEM (CNAM),
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secondaire, et nous nous sommes apercu que, dans les série non-scientifiques
A et B, deux collections sur trois n'abordaient la notion d’exposant rationnel
A aucun moment entre la 3 éme et la terminale incluses. Le programme des
classes terminales litiéraires étant, selon une tradition bien ancrée, obtenpue
par réduction de celui des classes scientifiques, il se trouve que cette
réduction porte précisément entre autres, dans deux manuels sur trois, sur
les propriétés de la fonction exponentielle, et en particulier sur la notion
d’exposant rationnel.

Il serait intéressant, dans une perspective curriculaire!®, d’étudier
comment il se fait qu’il faille attendre I'étude des fonctions exponentielles
pour aborder les exposants rationnels, en mettant ce délai en regard avec
I’absence de I'exponentiation des structures “classiques”. En effet, d’un point
de vue conceptuel, les fonctions

n
x ey ¥x (n>2)
ne sont guére plus difficiles A étudier que la fonction
x <3 Vx ,

laquelle est abordée bien avant la classe terminale. Elles sont méme plus
simples, quand n est impair! Quant 4 la notation

x b
elle n’est pas plus difficile 4 introduire que

x-a,
pour ne pas parler de

x01

18 telle que celles que développent T. Assude, Y. Chevallard, A. Mercier et G. Nin
{IREM de Marseille) avec la notion d'“écologie des objets d’enseignement”
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Autrement dit, le cadre théorique des fonctions exponentielles, qui
arrive “trop tard” pour I'algébre, est également trop puissant. On n’a pas
besoin d’une théorie des puissances 4 exposant réels {(et done, en particulier,
irrationnels) pour définir les puissances 4 exposant rationnels.

V.6. Conclusion

En étudiant des expressions bien formées mais d’un caractére
algébrique douteux, nous avons montré qu’il ne pouvait y avoir de res-
triction sur les exposants des puissances et les ordres des racines, et par
contrecoup pas de restriction non plus sur les graphémes A choisir pour
former les variables. 1l reste néaninoins un autre probléme de limite du
domaine des ESA, celui des expressions compréhensibles mais dont il est
difficile de déterminer la grammaticalité. En effet, dans ce domaine comme
dans celui des langues naturelles, une expression peut &tre compréhensible
sans étre grammaticale. C’est le cas du “charabia”: «ga étre compréhensible

mais ¢a pas étre grammatical». Dans 1"“idiolecte™1? de I'auteur, le produit:
1
> 3

est compréhensible mais pas acceptable, faute de «x». Ce type de difficults,
spécifique des produits, sera abordé au chapitre VII. En attendant, nous
allons étudier une autre question, celle des sommes et des produits n-aires.

Quoi qu'il en soit, nous opérons dans ce travail de modélisation
syntaxique un renversement de perspective quant  la définition des ESA.
Etant donné que nous ne pouvons pas caractériser les ESA par les nombres
qu’elles représentent, nous les définirons dorénavant comme les écritures
engendrées par notre grammaire, ou si I'on préfére, la définition des ESA
correspond sirictement aux régles de réécriture qui les engendrent.

19 c’est-a-dire notre usage personnet des ESA
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Comment engendrer une somme algébrique de quatre termes telle
que:

21434442 7

Il y a trois solutions {au moins}). La premiére consisie & générer (en
“forme profonde”) trois sommes de deux termes enchissées les unes dans
les autres:

[11421]+34 [+ 42

puis & supprimer (en “forme de surface”) les crochets surnuméraires. La
seconde consiste A engendrer directement {(sans passer par une forme
profonde) la somme algébrique au moyen d’une régle de réécriture dite
“récursive”, ce qui lui donne une structure de type:

Somme algébrique

I\

Semme algébrique Ent

Somme algébrique Ent
En/l}n
] I
m + 21 + 34 + 42

Enfin, la troisiéme consiste 4 meitre dans la grammaire une infinité
de régles de rééeritures différentes, une pour engendrer les sommes
algébriques de trois termes, une pour celles de quatre termes, une pour
celles de cing termes etc. La structure de notre exemple devient;
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Somme algébrique de 4 termes

Ent Ent Ent Ent

o+ 2+ 3+ 42

Nous avons expliqué au chap. II les raisons qui font que nous
n’adoptons pas la premiére solution (forme profonde). Nous allons
maintenant présenter en défail les deux autres solutions, qui concernent
également les produits de plus de deux facteurs (que nous traiterons en
détail au chap. VII), )

VIL.1. La récursivité,

VI.1.1. Régles de rééeriture récursives

Soit & générer, par des régles de réécriture, une somme algébrique du
type +a+h-+c+d | Il suffit pour ce faire d'une régle de réécriture récursive:

a

_[#], 18
P“[P}+ c
d

qui se lit:
«P est réécrit “suite-vide” ou P, suivide +, suivide aou b ouc ou d ».
On peut la paraphraser de la maniére suivante:

Toute suite de symboles dans laquelle apparait le symbole P,
peut €ire remplacée par une autre suite de symboles, qui ne différe de
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la premiére que par le fait que chaque occurrence de P y est
remplacée:

« ou bien par une variable seule, choisie dans {a b cd },

* ou bien par P lui-méme, suivi de “-+” et d'une variable de
fabecdl.

La régle:

a
]# b
P._[P]+ e
d

est dite “récursive” car le symbole catégoriel P apparait simultanément &
gauche et & droite! du métasymbole “:=" de réécriture (Ruwet 1967 p. 48}.
Ce méme mécanisme permettrait aussi bien d’obtenir: +b+b+b+b, +c+bta
ou encore +b tout seul,

Voici la dérivation (c’est 4 dire la suite des expressions obtenues par
applications successives de la régle de réécriture) qui aboutit & +a+b +¢+d:

P
4
P+d
d
P+c+d
d
P+b+c+d
i

+at+b+c+d

1 1a présence de P dans I'expression rééerite est optionnelle, ce que marque le symbole .
Si ce n'était pas le cas, le processus récursif n’aurait pas de fin.
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L’indicateur syntagmatique (“arbre”) associé d +a+b+c+d est le
suivant :

+a+b+c+d

On remarquera la ressemblance enire ce type d’arbre et celui que
Kirshner assigne 3 la forme profonde de g +b+c+d (chap, III). La
différence réside uniquement dans I’absence des crochets “parasites”.

VI.1.2. Génération récursive des Sommes Algébriques

Générer les Sommes Algébriques a4 1'aide de régles récursives
signifie qu’elles seront réécrites un certain nombre (fini) de fois sous la
forme d’un symbole catégoriel SA,, (Somme Algébrique de n termes) suivi
d’un terme choisi dans une liste convenable. Voici la régle de réécriture
récursive correspondante;

' o h
> 4 (199
s e —y
{VAb)
(‘I{'Ab) Pr,
o Quo
¥ Quo + Fra
SAp =19 +tJ Fa | 1Y Pei
Pui * Rac
+ Rac Cst
Cst Cli
Cli Var
Var “ VAb -
\ - VAb - J

Nous avons encadré le symbole catégoriel SA, qui figure dans un
paradigme a droite du métasymbole de réécriture “:=", car ¢’est lui qui rend
récursive la régle.
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Notons que la catégorie SA, figure également (de maniére sous-
entendue au niveau des points de suspension, cf. chap. IV) dans les
paradigmes, parmi les symboles catégoriels mis enire parenthéses. De
cette facon on peut engendrer une somme algébrique formée d’une variable
et d’une autre somme mise entre parenthéses, par exemple:

-a+{b+c).

VI.1.3. Evaluation

A Uinstar du type de structure emboitée:
[fa+b]l+c]+d

que I’on avait en forme profonde, la récursivité 4 gauche des régles de
rééeriture des sommes et des produits privilégie leur évaluation de gauche a
droite.

Précisons tout d’abord ce que nous entendons par “récursivité i gauche”.
Pour CHOMSKY & MILLER (1971) p. 24, «si A est un élément récursif A gauche, il
domine une arborescence qui contient A quelque part sur la branche la plus a
gauche». GLADKD & MEeL'CUk (1972) p. 86 parlent, eux, de “développement i
droite” et commentent ainsi cette expression : «On entend ici par direction du
dévetoppement, la direction dans laquelle sont “rejetés” les symboles terminaux, par
exemple “C = Dd” est un développement i droite.»

Le développement 4 droite de GLADKD & MEL'CUK est donc la récursivité a
gauche de CHOMSKY, ce qui n'éclaircit pas fa discussion2..,

Pour évaluer les sommes définies récursivement comme on vient de le
faire il suffit d’un algorithme récursif du type:

Pour évaluer une somme:
évaluer la somme formée par tous les termes gauf
le dernier

2 nous avons “traduit” leur exemple avec nos propres conventions d'écriture (signe ;="

catégories en gras et symboles terminaux en italiques).
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évaluer le dernier terme
additionner
fin de 1‘évaluation

Cet algorithme est récursif? car il se rappelle lui-méme (3 I'étape que
nous avons soulignée). It se rappellera ainsi jusqu’a ce que le premier terme
a évaluer ne soit qu’une constante: on sera alors & gauche de I'expression. La
somme la plus & gauche sera évalude, le résultat en sera additionné au terme
immédiaternent 3 sa droite, et ainst de suite jusqu’au terme le plus i droite.
Autrement dit, I'évaluation ira bien de gauche i droite.

Nous alions illustrer ce processus en [encadrant les expressions a

évaluer, et en notant en chiffres droits les valeurs numériques des constantes -

(lesquelles sont notées en italiques ). Soit donc 4 évaluer 5+ § + 4 + 12 -

l5+8+4+12|

Gasves ]
+4 + 12
+# + 12

Csedl 2]
17+12|

29

L’algorithme d’évaluation ne différe pas de celui qui opérait sur Ia
forme profonde. Cela fait que les critiques qui s’appliquaient aux crochets
en matiére d'évaluation sont toujours valables ici. En particulier, ce n'est
pas parce qu'on évalue une somme de gauche 2 droite par défaut qu’il faut
empécher tout autre ordre d’évaluation. Or, le sens de récursivité étant ici
fixé (ici: 4 droite), il devient trés difficile de concevoir une régle simple si

'on veut évaluer autrement que de gauche i droite. En effet, pour évaluer
de droite 4 gauche |'expression :

3 of. CARMONA & DiDier (1975)
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25+ 1+ 99

on peut la décomposer en :

25+ [1595]]

malheureusement

n’a pas une structure de somme, les seules sommes étant ici

25 + 1

et

25 +1+ 99
{parce que les sommes sont engendrées par une régle récursive a gauche).

Par conséquent, on ne peut pas programmer un algorithme pour qu’il
évalue / + 99 en tant que somme, comme il le fait pour la somme
totale (récursivit€). En outre, dans le cadre de 'arithmétique usuelle 3
V’école, I'évaluation d’une somme telle que:

1F+ 21+ 344 42

se fait souvent au moyen d’un algorithme unique, celui de 1’addition “en
colonnes” qui porte simultanément sur tous les termes, sans en privilégier
aucun. Dans ce cas, la décomposition de gauche & droite en sommes de deux
termes n'a aucune raison d’étre. On a donc intérét A rechercher des
représentations structurales (et donc des régles de réécriture) qui ne
privilégient pas I’évaluation de gauche 4 droite, ou si ’on préfére qui
dissocient les problémes d’évaluation des questions de structure,
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g)Somme
VIi.1.4, Transformation

Nous allons voir maintenant qu’il est également difficile de
transformer de maniére simple les structures engendrées récursivement.

Toutefois, cet argument repose sur 1'idée que la meilleure caractérisation g
des sous-expressions & transformer est “fonctionnelle”, ce que nous allons

expliquer préalablement, en anticipant ainsi sur le chapitre VIII pour les : O O

besoins de 1a discussion. Pour comprendre ce qui suit, il suffit de savoir que I l

la notion de “fonction syntaxique™ recouvre celle de “terme” dans le cas

d’une somme algébrique. I o l *

Voici la définition de la fonction syntaxique “s est un terme de S”
pour une somme Sz de deux termes, puis pour une somme Sp (de plus de 5
deux termes) définie récursivement.

VI.1.4.A, Terme d’une somme de deux termes

La définition de “terme d’une somme” est nettement plus compliquée

e s T , lorsaue la somme comporte plus de deux termes. :
Lorsqu'il n'y a que deux termes, la définition d’un terme est la 4 porte plus d ¢ 3

suivante:

Soit S une suite terminale et T une sous-suite de S

Soit S une suite terminale et T une sous-suite de S Soient (0g; O1; -.-; Gn2 ) une suite de n-1 neeuds de I’arbre

Soit ¢ un nceud de 'arbre syntagmatique de S syatagmatique de S

On dit alors que T est un terme de S, et on note T = 18, ssi il existe

On dit alors que T est un terme de S, et on note T = 18, ssi il existe un nceud < de Iarbre syntagmatique de S tel que:

un nceud 1 de 'arbre syntagmatique de S tel que:

(1) T dérive de T
i) T dérive de ©

N o (i) 1 n’est pas étiqueté Somme
(i) 1t est immédiatement dominé par ¢

_ (ii) 1 est immeédiatement dominé par d,.;
(i) o est éliquete Somme

' N (i} Vie [1;n-2] o est immédiatement dominé par 0,
(iv) Sdérivedea

iv) Vie [0;n2] o est étiqueté Somme

{v) S dérive de op
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an-2
S¢m

7

T

Somme

Puissance

Varlable | Constante

xaAa 2

Somme Algébrique

P

Algébrique

Prodult

Constante Variable

+.
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3 x +

Constante
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Sur cet exemple, on voit que 3 x est un terme de x 2 + 3x + / mais
pas 3 (la définition plutdt compliquée qui précéde est précisément faite pour
cela).

La définition de “terme de” est donc plus complexe lorsqu’une
somme, définie récursivement, comporte plusieurs termes. Cette complexité

s’accroitrait encore si nous définissions la fonction syntaxique “i-éme terme
de”,

En résumé, les arbres définis récursivement sont plutét touffus, La
principale information qu’ils véhiculent,  savoir le fait qu’une somme de
plus de deux termes est formée d’une somme et d'un terme n’est jamais
utilisée, si ce n'est dans le cas particulier de I'évaluation de gauche & droite,
Enfin, pour la plupart des propriétés qui concernent les expressions, comme
les transformations ou les fonctions syntaxiques, cette information constitue
une géne dont il faut s’affranchir. I faut utiliser des mécanismes qui sont
autant de «principes “désarborescents”, qui rendent inaccessibles certaines
précisions, tenues pour superflues ou méme génératrices de complications.»
(Milner, 1984). Tout ceci nous améne & renoncer aux définitions récursives,

VI.2, Un schéma de régles de réécriture.

Notre objectif est de concevoir une structure générative non
récursive, qui apporte les informations nécessaires a I'identification et 3 Ia
transformation des écritures, mais pas plus. Cela suppose de renoncer 3 la
catégorie “Somme algébrique” en général, pour la remplacer par de
nouvelles catégories intitulées “Somme algébrique de 2 termes”, “Somme
algébrique de 3 termes”, ... “Somme algébrique de n termes”, etc. telles
que les différents termes soient alors dans le méme rapport de fonction
syntaxique (au rang prés) avec la somme (de i termes) dans son ensemble.
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Exemples:

Somme Algébrique de 3 termes

e

Vd
Puissance Produit Constante

N\

Variable | Constante | Conslants Vartable

|11 |

xA 2 + 3 x + 1

Somme Algébrique de n lermes

N/l
A

ler
terme

a ‘s .
{n-1}-itme ¥ n-iéme
terme 3 lerme & terme

X
&
8
®

T

signe du ler terme
signe du 2éme terme

signe du {n-1)-iéme
signe du n-iéme t

Cela revient 4 remplacer une régle de réécriture unique pour toutes
les sommes algébriques SA, par une infinité de régles (formant un
“schéma”™), chaque régle engendrant une somme particuliére SA; a i termes.
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Une telle structure permet de définir les fonctions syntaxiques aussi
simplement pour une somme de n termes que pour une somme de 2 termes.
Elle est en outre est plus plausible sur le plan psychologique, car elle se
rapproche de la connaissance spontanée qu’ont les algébristes compétents de
la structure des objets qu’ils manipulent, telle qu’elle transparait dans le
vocabulaire courant. Celui-ci nomme les structures {ex: somme) et les
fonctions {ex: “terme de”) et ne marque pas de différence hiérarchique
entre les termes, qui serait due & une quelconque récursivité de la structure.
Tout au plus distingue-t-on les différents termes d’une somme par leur
rang (ler terme, 20d terme, ..., dernier terme).

Concernant 'histoire de notre grammaire, il est intéressant de noter
que si nous n’avons pas exploité cette voie plus (dt, ¢’est qu’elle suppose de
fait I'existence d’une infinité virtuelle de régles de réécriture {ce que nous
appelons un “schéma de régles”). Or ceci viole formellement un principe
qualifié de “fondamental” par Chomsky & Miller (1971 p. 17):

L’ensemble (fini} de régles décrivant un langage particulier constitue la
grammaire de ce langage. (...) Il existe un principe fondamental: usie grammaire
doit étre finiet. Si nous nous autorisons & envisager des grammaires constituées
d’ensembles de régles non susceptibles de spécification, nous supprimons le
probléme entier de la construction des grammaires; nous pouvons seulement adopler
un dictionnaire de phrases infini. Mais un tel projet n’aurait aucun sens.

A vrai dire, cet argument, du type “tout ou rien” (tant qu'd envisager
une infinité de régles, alors autant faire un dictionnaire de phrases infini}
nous parait faible. Il repose implicitement sur des considérations de
simplicité. Certes, du strict point de vue du nombre de signes mis en jeu,
toutes les théories dénombrables se valent! Mais cet argument ne tient pas
compte, entre autres, de ce que Granger (1979 p.196) appelle 'efficacité
productive d’une théorie. De ce point de vue, les grammaires d schémas de
régles sont loin d’équivaloir au “dictionnaire de phrases infini” qui n’a
aucune efficacité productive (elle engendre toutes les phrases mais
n’explique rien).

4 ¢'est nous qui soulignons
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De toutes fagons, dans les langages de programmation, et en premier
lieu dans SIM, le langage de manipulation d’expressions algébriques de
APLUSIX (Nicaud 1987), qui traite explicitement des écritures n-aires, on
trouve des régles de réécriture dans lesquelles figurent des métasymboles
tels que {par exemple) les points de suspension, qui signifient qu’un
paradigme peut étre répété dans une régle un nombre indéfini de fois.

«les trois points successifs .., indiquent la répétition un nombre de fois
quelcongue de I"unité syntaxique qui les précéde immédiatement,

Exvemple

“integer = digit ..."
indique qu'un entier est formé d'une chaine de digits de longueur quelconque.»
(Moreau 1975 p. 67)

Or une telle répétition équivaut 4 un schéma de régles de réécriture au
sens strict, La régle:

I (RN ar=bec..

équivaut de fait  la disjonction infinie des régles suivantes:

R1) a=be

(R2) a:=bee
(R3} a:=bcee
(Rg}) a:=bccee
(R5) a:=beccce
etc.

Cela veut dire qu’on dispose d’algorithmes pour engendrer aussi bien
que pour analyser les expressions appartenant a cette suite infinie. La
difficulté soulevée par Chomsky et Miller est donc un faux probléme, 3
partir du moment ot I'on se donne le métasymbole “...” et son
interprétation. Sur le plan théorique cela signifie seulement que les régles de
rééeriture avec “,,." équivalent i des schémas de régles. Sur le plan pratique
cela ne change rien pour engendrer ou analyser les ESA: celles-ci étant de

longueur finie, on peut déterminer leur catégorie (i.e. les analyser) en un
temps fini.
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Nous allons maintenant donner le schéma de réécriture des sommes
algébriques.

VI.2.1. Somme algébrique de n termes

Nous considérons a priori qu’une somme algébrique est formée:

* soit de deux termes précédés chacun d’un signe “4”, “-" ou “+”

* soit de plus de deux termes séparés par un signe “+”, “." py “+ 7 Je
premier terme étant précédé d’un signe ou non,

Pour alléger les écritures notons “T” le paradigme du terme d’une
somme:

[ (1de) 7
( VAb)
Pra

4 Quo

~ Fra
T= Pu} f-
Rac
Cst
CH

Var
“ VAL -

Alors le schéma de rééeriture des sommes algébriques est:

|

+

+

SAn = )
+

+*
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signifie que c’est le terme T précédé de son signe qui est répété, et non le
terme T seulement, ce qui serait le cas si nous avions noté seulement:

+
- T
+
sans mettre ce paradigme entre accolades.

VI1.2.2. Propositions algébrigues

Mentionnons également un certain nombre de propositions
algébriques de longueur indéfinie qui sont générées de la méme maniére.

ol

VI1,2.2.A.a. Exemples:

Via\8) =V @& =Vwve | [a
8

Ya_ _~a
Jg§ T 2 N2
2+1=3+42=5=v25 2+1=3+2=5=y23

Vi.2.2,A.b, Geénératien

Cst Cst Cst
“=1Var[ = } Yar = JVarl|
Ex Ex ExA

VI.2.2.A.c. Remarque:

Il est assez difficile d’engendrer de maniére simple et non ambigug
des suites d’inégalités et d’égalités telles que:

2ab-da-4<2ab-4a=2a(b-2)
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En effet une régle telle que

Cst < gst

CLi Li
CCII = {VI;] {{-E } {va;]} e

Ex - Ex

produirait des suites d’égalités, qui sont déja engendrées par la régle qui
précéde celle-ci, ce qui conduirait 4 une ambiguité. On pourrait certes
considérer que les suites d’égalités sont un cas particulier de chaine
croissante, mais on ne pourrait pas éviter qu'une régle qui produit des
chaines décroissantes, du méme type que ci-dessus, n’engendre de méme des

suites d"égalité, d’ol & nouveau ambiguité.

La solution la plus simple pour résoudre ce probleme est de recourir
4 des transformations généralisées (chap. VIII) et a considérer ce type de
proposition comme la conjonction des propositions élémentaires:

2ab-4a-4<2ab-4a

et
2ab-4a=2a(b-2)
La partie générative des PrA devient alors:
Vi2.2.B égori n_initial

C-1= { Ega; CEn; InC; EnC; InD; EnD; NEg } (Egalité;
Chaine de n Egalités; Inégalité Croissante; Encadrement
Croissant; Inégalité Décroissante; Encadrement Décroissant;
Non-Egalité)

VI.2.2.C, Réples de_réécriture des PrA

Ega
CEn
InC
PrA ;=7 EnC
InD
EnD
NEg
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VL.2.3. Systémes

VI1.2.3.A, Présentation

, Les Syn sont les systémes de n propositions algébriques.

vL2.3.8, Exemples:

{2.\' +3y =4
(2x +3y=4 dx-2y=yp X -2y=]
VX271 < 5
(Y(4x°2-1)<5 a4y "2-12>0 { 4i2-1 >
YL2.3.C. Générati
V1.2.3.C.a, Catégorie initiale
I= Syn Systéme de n (in)équations

VI1.2,1.C.b, Elénl,_c_g“t_s__t_g_r_'r_n__i_r_l_g_lgg(_
= {Pra;{;}

VI1.2.3.C.c. Régle de_réécriture

l Syn:={Pra{JPra} ..

Notons que “("est un symbole (celui des accolades du systéme) tandis
que “{" et “}” sont des métasymboles (délimitant les paradigmes).

VI.2.4. Addition “n-aires”,

Les sommes algébriques engendrées par un schéma de régles
expriment le résultat d’additions portant simultanément sur plusieurs
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nombres (comme c’est d'ailleurs le cas pour ['addition effectuée “en
colonnes”). Tl reste 4 définir ces additions “algébriques™ n-airess,

V1.2, 4.A. Définition

Soit o une application de { L2 ..;n)dans{-1:1).
Par “Addition algébrique n-aire” (n>2) on entend une fonction:
Re - R

(.20 < Yola

i=1

Il est clair que, par le jeu des signes, pour n termes donnés il yazd
additions algébriques possibles. Par ailleurs, la présence d’un “#£” ay sein
d’une somme algébrique (elle-méme au sein d’'une Propesition
algébrique, p. ex:

v - -b+ bZ_4ac
- 2a

correspond évidemment & une disjonction d’additions n-aires,
o g o

Les opérations n-aires ne sont pas représentécs, en algébre
élémentaire, par un logogramme (“opérateur”) unique au sein d’une
expression, mais par n ou n-| logogrammes insérés entre les opérandes
(47, “-" ou “47).

Exemple: (les logogrammes infixés ont été encadrés):
Elb Vb2 4 a ¢

On pourrait certes nous opposer le logogramme préfixé:

5 ces définitions sont 3 rapprocher de celles des “suites d'opérations” (Gautier 1984 p-2
5qq.}
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H

)

=1

mais ils n'apparaii pas au Collége fors de I'introduction a 1'algébre
&lémentaire. Tl est présenté au plus 1Ot a la fin de la scolarité secondaire, et
n'est réellement employé que dans 1'enseignement supérieur.

Notons a ce propos, bien que cela sorte du cadre strict de notre étude,
que T n’est généralement présenté que comme un outil et non un objet
d’enseignement {pour reprendre les termes de Douady 1984). Par exemple,
il n’y a pas dans [DIX] (cours de mathématiques du Premier Cycle
Universitaire} d’exposé synthétique des propriéiés de:

2xi

12i<n

qui est défini au début (§ 2.1.4), puis ne réapparait que dans le chapitre
concernant les polyndmes, notamment dans Pégalité (5.1.15) qui concerne
1’ associativité de la multiplication:

z o (z Bi 'Yk) = Z a5y
i+5=0 jrk=s i+jtk=n

mentionnée telle quelle, sans explication, ce qui laisse supposer qu’elle va de
soi dans Pesprit de son auteur. On ne trouve nulle part d’exposé
systématique des propriéiés de ¥, telle que la linéarité ou la relation de
Chasles par exemple, qui devraient en toute rigueur &tre démontrées par
récurrence. Ceci permet d'interpréter les difficultés de maniement et
d’interprétation de ces opérateurs chez les étudiants, qui avajent été étudiées
par J. GrosselT.
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«Ce role distinctif du morphéme zérol n’a rien
d'extraordinaire. Le grand linguiste suisse, Saussure, avait
déja constaté qu'il n’était pas toujours nécessaire de
marquer “matériellement” un concept grammatical, car “la
langue se contente de I'opposition entre quelque chose et
zéro”.» (Hajda 1975)

VI, Introduction

Du point de vue de 1’encombrement typographique, le point de
produit est certainement la plus petite unité significative. Ce sont pourtant
les relations syntagmatiques de cet objet minuscule avec les autres éléments
terminaux qui sont les plus malaisées a décrire. Apparemment le probléme
est simple: le point {ou la croix?) est obligatoire entre deux entiers, pour
aviter de confondre par exemple 43 avec le produit de 4 par 3. Nous
allons montrer que les régles qui gouvemnent I'absence ou la présence de ce
point sont plus complexes qu'il 0’y parait et nous allons en proposer une
modélisation. Nous montrerons alors que le point {ou la croix) ont trois
fonctions différentes au sein des produits, que nous illusirerons.

Nous ferons au passage des remarques d’ordre méthodologique
concernant 1’emploi complémentaire de données empiriques issues d’un

1 j. e lasuite vide ¢

2 dans tout ce qui suit nous parlerons indifféremment du point ou de la croix. Tout ce qui
est dit de 1'un s’applique & I"autre. Notons avec Cajori que la croix de saint-andré “x "
apparail pour la premiére fois chez William Oughtred en 1631, Le point a && introduit
par G. W, Leibnitz en 1698, en méme temps queé les deux points *:” pour 1a division,
dans Je but d’éviter la confusion avec la lettre “x”. On retrouve plus fréquemment la
croix dans Vaire anglo-saxonne, ot elle évite la confusion avec le point décimal.

157




Les systémes d’Ecritures Symboliques en Algébre élémentaire

i=l

mais ils n’apparait pas au Collége lors de VPintroduction i Palgébre
élémentaire. Il est présenté au plus t6t 4 la fin de Ia scolarité secondaire, et
n’est réellement employé que dans ’enseignement supérieur.

Notons & ce propos, bien que cela sorte du cadre strict de notre étude,
que X nest généralement présenté que comme un outil et non un objet
d’enseignement (pour reprendre les termes de Douady 1984). Par exemple,
il 0’y a pas dans |[DIX] (cours de mathématiques du Premier Cycle
Universitaire} d’exposé synthétique des propriétés de:

2

sisn

qui est défini au début (§ 2.1.4), puis ne réapparait que dans le chapitre
concernant les polyndmes, notamment dans 1'égalité (5.1.15) qui concerne
I’associativité de la multiplication:

2 A ( ) Bi?k) = 2 ailBin
i+s=n jtk=s i+j+k=n

mentionnée telle quelle, sans explication, ce qui laisse supposer qu’elle va de
soi dans DIesprit de son auteur. On ne trouve nulle part d’exposé
systématique des propriétés de X, telle que la linéarité ou la relation de
Chasles par exemple, qui devraient en toute rigueur &ire démontrées par
récurrence. Ceci permet d’interpréter les difficultés de maniement et

d’interprétation de ces opérateurs chez les étudiants, qui avaient été éudiées
par J. Grosselt.
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«Ce rdle distinctif du morphéme zéro! n'a rien
d'extraordinaire. Le grand linguiste suisse, Saussure, avait
déja constaté qu'il n’était pas toujours nécessaire de
marquer “matérietlement” un concept grammatical, car “la
langue se contente de 1'opposition entre quelque chose et
zE&ro”.» {Hajda 1975)

VII.1. Introduction

Du point de vue de Vencombrement typographique, le point de
produit est certainement Ia plus petite unité significative. Ce sont pourtant
les relations syntagmatiques de cet objet minuscule avec les autres éléments
terminaux qui sont les plus malaisées & décrire. Apparemment le probléme
est simple: le point {ou la croix?) est obligatoire entre deux entiers, pour
éviter de confondre par exemple 43 avec le produit de 4 par 3. Nous
allons montrer que les régles qui gouvernent I’absence ou la présence de ce
point sont plus complexes qu'il n'y parait et nous allons en proposer une
modélisation. Nous montrerons alors que le point (ou la croix) ont trois
fonctions différentes au sein des produits, que nous illustrerons.

Nous ferons au passage des remarques d’ordre méthodologique
concernant 1'emploi complémentaire de données empiriques issues d’un

1 i e la suite vide ¢

dans tout ce qui suit nous parlerons indifféremment du point ou de la croix. Tout ce qui
est dit de I'un s"applique a I'autre. Notons avec Cajori que ia croix de saint-andré “x
apparait pour la premiére fois chez William Oughtred en 1631, Le point a i€ introduit
par G. W. Leibnitz en 1698, en méme temps que les deux points “:” pour fa division,
dans le but d"éviter la confusion avec ta letire “x”. On retrouve plus fréquemment la
croix dans I'aire anglo-saxonne, o elle évite la confusion avec le point décimal.
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VI1.2.}. Systémes

VI.2.3. A, Présentation

| Les Syn sont les systémes de n propositions algébriques.

VI1.2.3.B, Exemples:

{2)5 +3y =4
{2x+3y=4 Jx-2y=] x-2y=1
N4x2-1 < &
{V(4x°2-1)<5 14x72-1>0 {“2-1 > ¢
VL.2.3.C. Générati
Y1.2.3.C.a. Catégorie_initiale
I=  Syn Systéme de n (in)équations

v9L.2.3.C.b, Eléments terminaux
7= {Pra;{; 2}

vViI.2.3.C.c. Régle de réécriture

I Syn:={Pra{ . iPra} ..

Notons que “{"est un symbole (celui des accolades du systéme) tandis
que “{” et “}” sont des métasymboles (délimitant les paradigmes).

VI.2.4., Addition “n-aires”.

Les sommes algébriques engendrées par un schéma de régles
expriment le résultat d’additions portant simultanément sur plusieurs
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nombres (comme c¢’est d’ailleurs le cas pour I'addition effectuée “en
colonnes”). Tl reste & définir ces additions “algébriques” n-airesS.

Soit ¢ une applicationde { 1;2; ...;n } dans { -1; 1 }.
Par “Addition algébrique n-aire” (n>2) on entend une fonction:
Rn - R

(a..;a0) 2ol

i=1

11 est clair que, par le jen des signes, pour n termes donnés il y a 2n
additions algébriques possibles. Par ailleurs, la présence d’un “£” au sein
d’une somme algébrique (elle-méme au sein d'une Proposition
algébrique, p. ex:

b+ b2 dac
= 2a

correspond évidemment & une disjonction d’additions n-aires.
VL.2.4.B. Symbole_d’additi Jpébri Ly

Les opérations n-aires ne sont pas représentées, en algebre
€lémentaire, par un logogramme (“opérateur”) unique au sein d’une
expression, mais par n ou n-1 logogrammes insérés entre les opérandes
(Ll+!! H_” OU H+”)

r —_— .

Exemple: (les logogrammes infixés ont été encadrés):
ez ]V 2= dac

On pourrait certes nous opposer le logogramme préfixé:

5 ces définitions sont 4 rapprocher de celles des “suites d'opérations” (Gautier 1984 p. 2
sqq.)
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corpus et de 1"“Intuition du Scripteur/Lecteur”3, en 'occurrence ici celle de
"auteur,

Commengons par regarder la présentation du produit dans divers manuels
scolaires.

Si I'on regarde ce qu’ ils indiquent, on découvre qu’'il n'y a pas
unanimité:

[B24]4 p.15
Ecritures abrégées des produits
axh s'écrit en abrégé abr . (on écrit parfois aussia. b. )5
rx5 s'écrit en abrégé 5x, etjamais x 5.
dxfx+ 3 s'écrit en abrégé S+

fa+b) x(c+d) §'écrit en abrége fa+b)fc+di.)

7xxd s'abrége en 7 x2
[DLA] p.17

H n’est pas nécessaire d'écrire le signe x devant une lettre ou devant une parenthése.
IMO5] p. 30

Attention !

a X b peut &tre notéa. & ou, plus simplement, a b .

3 xa peut étre noté 7. a ou, plus simplement, Ja.

terme construit par analogie 4 avec I" “intuition du Locuteur” de Chomsky

les références entre crochets renvoient aux manuels dont la liste figure en fin de
bibliographie,

notons la présence dans 1a méme écriture et avec la méme typographie du point
multiplicatif et du point final frangais !
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J x5 peut étre noté 3. 5 mais ne peut pas étre noté 3 5 1

[MOS6] p. 45

Lorsque les facteurs d’un produit p sont représentés par des lotires, par exemple a et
b, il est souvent commode de noter®;

P =adb, ouméme: p = ab.

Onécrit6 x 5 = 30,ouencore:6+5 = 30

Onécrit: 3 X a,ouencore: 3+a,ouencore: 7a.

Onn’écritpas: 6 5 pour désigner le produit de 6 par5.

[MI4] p. 71

Le signe X ne s'écrit pas en général:

- entre deux lettres: x Xy s'éeritxy

- entre un nombre “connu” et une lettre: - 3 X x s'éerit - I x

- entre une parenthése et une lettre: (x +y ) xz s'écrit (x +y )z

- entre deux parenthdses: (x +y ) x(a+b) s'écrit
(x+p) (a+h)

- entre un nombre “conms” et une parenthése: 3 x (x + ) s'écrit 3 (x +y)

Le livre du maitre correspondant signale (p.6) que:

Nous avons redonné les principaux cas d'écriture og le signe x est sous-
entendu. Leur lecture n’est pas toujours simple pour certains éléves. Il n'est pas rare
en effet, de voir se transformer 2 (5 - 3) en2 +5 - 3 . 1l faudra éire vigilant.

.

6 Dans cette édition il ¥ a une différence typographique entre les points mathématique et

frangais (que nous avons rendue par «.» et «s», mais elle est moins manquée).
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VIL.2. Cas d’omission du peint ou de la croix.

Dans la mesure o une régle de réécriture du produit comporte toutes
les catégories d'expressions a titre de facteurs (parenthésées ou non suivant
leur degré de priorité) nous sommes donc obligé de nous poser la question
de la possibilité de sous-entendre le signe X avec toutes les combinaisons de
catégories de facteurs. C'est 13 que les choses se compliquent: it est en effet
teds difficile de statuer de maniére définitive sur 1’acceptabilité de certaines
combinaisons telles que:

L
2

=R

Nous avons mené une enguéte auprés d’informateurs présumés
compétents (des étudianis de DEA de Didactique des Mathématiques}. Elle
s’avére décevante dans la mesure o les uns jugent inacceptable ce que les
autres esiiment correct (v. plus bas).

Par ailleurs, les corpus que nous consultons s’avérent muets ou
contradictoires les uns avec les autres, et parfois méme d’une ligne a I'autre
d’un méme texte, p. ex. [QU6] p. 69:

#Ex
aly
B ca
“aZ p?
Pour résoudre ces difficultés il nous a fallu prendre un certain

nombre de décisions théoriques, et tout d’abord renoncer a I’idée que les
ESA présentent une structure unique,

Si I'on met a part les variations d’usage chez un méme auteur, on
remarque d’abord que d’un auteur & V'autre, des usages réguliers différent.
Les uns ometient presque systématiquement le poini 1 ou les auires le
marquent toujours.
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Dans la mesure oi il y a régularité d’usages, notre situation est celie
d’un linguiste qui tenterait d’établir la grammaire d’une langue a partir de
données collectées auprés d’informateurs dont il découvre aprés coup qu’ils
parlent des dialectes différents. Nous devons donc affiner notre hypothése
en posant que le systéme des ESA est structuré comme une langue qui
présente des dialectes.

Comme ces dialectes ne sont pas corrélés a une entité territoriale,
mais varient d’un individu & 1'autre nous préférons employer le terme
d’“idiolecte” (cf. Ducrot & Todorov 1972 p. 79), voire méme plus
généralement, le terme (moins répandu) de “lecte” forgé par A.
Berrendonner}.

«Je retiens ce terme, plutdt que celui de dia- ou d’idiolecte, pour éviter touie
méprise et bien marquer, par I’absence de préfixe, que les variantes ne foni I'objet
d’aucun repérage par rapport i quelque donnée de communication que ce 50it, et que,
par conséquent, leur définition n’est nullement corrélationniste. Les lectes que je
poserai ne seront assignés ni & un individu, ni  une catégorie sociale, ni & une aire
géographiaue, ni 4 un genre particulier de communication. Ils seront étudiés “en
soi”, dans leurs purs rapports oppositifs a I'intérieur du systéme.» {1983 p. 20

Nous pouvons ainsi considérer qu'il y a des usages qui différent seion
le “lecte” envisagé, et que notre tiche est de construire une grammaire qui
puisse rendre compte, par le choix approprié de “paramétres”, de ces
différents usages. Nous nous rapprochons du coup de ce que Berrendonner
(ibid.) qualifie de “grammaire polylectale”. Cest ce que nous qualifions de
grammaire “adaptable”.

En réalité, le mot “paramétre” n’est choisi que pour $a puissance
évocatrice, mais il présente une connotation numérique qui nous semble
hors d’atteinte. Une syntaxe adaptable est pour nous une syntaxe dont la
structure de la partie génératrice peut &ire aisément modifiée afin de rendre
compte des données d’observation ressortissant & chaque usage. Nous
pensons que ce but ne peut &tre auteint que si les (métajrégles de
construction de la grammaire sont accessibles, d’oil notre insistance portée
sur la *clarté” et ’élucidation des démarches qui sont & I'origine de notre
travail. Mais qu’on ne s’y trompe pas: nous partageons avec N. Chomsky
(1971) 1a conviction qu’il n'y a pas d’algorithme permettant d’associer
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automatiquement 4 des données une grammaire. L’“adaptation” de la
grammaire devra étre a chaque fois un travail d'invention original. Nous
souhaitons pouvoir le Taciliter, mais certes pas 'automatiser.

Retrouvant par la méme occasion une perspective “dialectale” au sens
géographique du terme, cette notion de grammaire adaptable nous permet
maintenant de rendre compte de variations d’usage entre aires culturelles,
telles que le point décimal, le 3 j’* ou Vusage pour désigner la division du “:”
(Europe et Amérique Latine) ou du “+” (Grande-Bretagne, ex-dominions
britanniques et USA) (v. Cajori)?.

La premiére réponse que nous apportons aux variations entre données
expérimentales est donc de nous contenter d’un informateur i Ia fois et de
nous astreindre & ne décrire que son lecte. Toutefois cela ne régle pas tous
les problémes, aussi atlons-nous préciser un point de méthode.

VIL.3. Intuition du Locuteur et Corpus.

Nous avons vu au chapitre IV le cas des expressions grammaticales
mais ambigués ou non définies. Nous sommes maintenant confronté i une
autre difficulté, celle des expressions compréhensibles mais dont il est
difficile de déterminer la grammaticalité (“charabia™). Dans notre idiolecte
par exemple, le produit:

1
5—3

est compréhensible mais pas acceptable, faute de «x». En principe, il y deux
maniéres d’aborder le probiéme de la grammaticalité de ce type
d’expressions: soit on regarde si elles sont attestées dans un corpus, soit on
recourt 4 ce que Chomsky appelle I"“intuition du locuteur”, et qui repose sur

7 par rapport & I"étude de Cajori (1928) qui montrait une stricte localisation des notations,

ww,

le “+” se répand actuellement avec les calculettes.
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la connaissance intime et intuitive qu’a de cette langue et de sa structuree
celui qui [a parle.

VII.3.1. Les corpus et leurs Emites

Pour régler le probléme des expressions de grammaticalité douteuse,
on peut chercher @ constituer un corpus et voir si elles y figurent,

«La grammaire descriptive d’une langue s'établit 4 partir d’un ensemble
d'énoncés qu'on soumet 3 1"analyse et qui constitue le corpus de la recherche.»
(Dubois et at. 1973).

Toutefois il est plus difficile qu’il n'y parait de prime abord de
trouver un corpus qui soit simultanément:

* bomogéne (pour qu’il n’y ait pas d’incohérences dues a des variations
d’usages entre différents auteurs par exemple),

* vaste (pour qu'il y ait de nombreuses variantes des mémes structures},
* diversifié {pour qu’on y trouve de nombreuses structures différents),
*+ et centré sur notre domaine (I'algébre)

pour permettre de construire une grammaire qui ait un certain degré de
généralité. Un chapitre de manuel de collége par exemple (voire méme
Fensemble des chapitres d’algébre d’un manuel) est loin d’étre assez vaste
pour notre dessein,

St I'on considére les expressions employées 4 un niveau donné (par
exemple en fin de classe de 4¢me) on déborde trés rapidement du domaine de
I"algébre. Méme en se limitant, dans les ouvrages, aux chapitres concernant
I'algébres, on trouve par exemple des notations ensemblistes {(avant les

ce qui pose des problémes, dans la mesure od il n’est pas interdit de penser que les
écritures symboliques tirées d'autres registres que I'algébre (la géométrie, les vecteurs
...} influencent la perception qu’ont les éléves des écritures symboliques de I'algébre,
d’autant ptus quand les structures en sont proches (cas des vecteurs),
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programmes de 1988) ou a leur place, aprés 1988, tout un fatras de
notations {symbolisation de calculs sur calculette, nombres avec unités de
mesure} qui témoignent de la

... pulsion empiriste (...), [quil se traduit dans le reste du cursus du collége,
par une poussée vigoureuse du numerique, par 1'éparpillement et 1'évanouissement
de I'apprentissage des outils algébriques (...) c’est dans la seconde rubrique
|“travaux numériques”] qu’il faut chercher Jes x el les y du langage algébrique. Ceux
qu'on a bien voulu y laisser survivre y vivent cachés; et leur rare présence semble
n’étre que le simple effet de cetie extravagante générosiné de I'empirisme naturaliste
qui, se mitinant de baroque, est enclin 3 faire fleurir des étres qui lui sont et
apparemment inutiles, et naturellement indifférents. (Y. Chevallard 1989 pp. 43-44)

Inversement si nous tentons de nous limiter & certains thémes présents
dans les livres {par exemple les écritures concernant la factorisation en
32me), on obtient dans ce cas des corpus extrémement pauvres, dépourvus
par exemple de fractions ou de radicaux.

«dans V'enseignement du premier cycle, les expressions algébriques
incorporant le signe ¥ sont rarissimes en dehors du chapitre o il est traiié de v -
précisément.» (Tonnelle 1979 p. 57).

En outre, ce sont en général les expressions les plus incertaines pour
Pintnition du scripteur-lecteur qui sont absentes des corpus! Ces corpus
limités, issus d’un découpage par niveau des domaines, sont donc largement
insuffisants pour fournir une base de travail 4 noire grammaire et régler
les cas litigieux®. Nous nous sommes donc tourné vers notre “intuition de
locuteur”.

VI11.3.2, L’intuition du locuteur et ses limites

Yit.3.2. A, La notion_d*intuition du lecuteur” chez Cho

«Pour la grammaire générative, I'intuition des sujeis parlants fournit des
données dont une grammaire doit rendre compte (par exemple, les jugemenits que les

Pour autant, cette collecte de donnée est pleine d’enscignements, suriout dans une

perspective didactique. Elle permet par exemple de débusquer I'introduction furtive de
notations qui n’ont pas été explicitement introduites auparavant,

164

Chapitre VIl : Les Produits

sujets doivent porter sur la grammaticalité des phrases, etc.)» N. Ruwet (1967) p.
3n,

Chomsky préconise le recours systématique & cette “intuition”
en réaction aux limitations des corpus:

«une phrase grammaticale n'est pas la méme chose qu'un énoncé observe
dans un corpus. Rappelons deux raisons qui imposent cette distinction. Tout
d’abord, un corpus, aussi vaste qu'il soit est toujours, par définition, fini. Or les
linguistes ont en général admis qu'une grammaire devait étre capable de prédire, a
partir d'observations en nombre nécessairement limité, un nombre indéfini de
phrases qui ne figurent pas dans ces corpus, et qui cependant, si elles viennent i éire
émises, seront considérées par les sujets parlants comme faisant partie de la langue
{c’est-a-dire comme grammaticales). En d’autres termes, une bonne grammaire doit
&tre capable de “projeter le corpus fini el toujours plus ou moins accidentel des
énoncés observés sur I'ensemble (présumé infini) des phrases grammaticales”
{Chomsky 1969).

{...) Un corpus comprend généralement, dans une trés grande proportion
parfois, et abstraction faile méme des variations stylistiques et dialectales, toutes
sortes de choses - fautes d’inattention, lapsus, répétitions, hésitations, phrases
inachevées - dont les sujets parlants, alors méme qu’ils les ont produites, sont préis a
admettre 1”"incorrection”. (...) Notons qu’on ne change pas la nature du probléme en
augmentant 1a taille du corpus (...) Quant a prétendre qu'il faut recourir seulement 4
des corpus représentatifs , cela revient, encore une fois, & commetire un cercle
vicieux. Car, au nom de quoi décidera-t-on qu'un corpus est représentatif, si ce n'est
au nom d&'une certaine hypothése relative 4 la structure grammaticale et i ka
grammaticalité?» (ibid. p. 37).

Nous partageons le point de vue de Chomsky selon lequel une étude de
la langue pe peut ignorer les données de I'intuition de celui qui 1a possede, et
nous avons donc décidé de nous référer, en matiére de grammaticalité des
ESA, i notre propre jugement.

Précisons que, travaillant sur une langue écrite, nous parlerons
dorénavant de “Scripteur’d-Lecteur” au lieu de “Locuteur-Auditeur”.

10 Catach (1988)
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Yil,3.2.B, La notion ¢’algébri compéten

La question qui se pose alors est de savoir qui, en algébre, est réputé
“compétent” pour juger? Le systéme des ESA n’est en effet ]a langue
maternelle de personne (heureusement!). Nous sommes donc dans le cas
d’une “seconde langue”, apprise sur le tard par tous ceux qui la pratiquent.

«A thomy problem which can arise in relation to inter-individual errors is the
identifying of competent algebraists. In the natural language paradigm, all normal
adults within a language community are taken to be fluent speakers. This is clearly
not the case for algebraic language (...}» Kirshner (1987a p. 35).

Ceci dit, on constate qu’a partir d’un certain niveau mathématique, il
y a intercompréhension sur ’algébre élémentaire, en ce sens que la
communication entre les individus n’est pas entachée d’ambiguités ou de
contresens qui résulteraient de différences de codages {que les individus se
comprennent pleinement au niveau de la signification des énoncés est un
autre probléme),

La question du niveau mathématique est tout de méme importante: Cl. Gautier
(1984) 2 monteé comment des écritures telles que: '

24+ =3x4=12

pouvaient subsister assez longlemps chez des élaves aux performances par ailleurs
satisfaisantes,

Pour nous, 1'algébriste compétent est typiquement le professcur (ou
n’importe quel mathématicien professionnel), mais ce peut étre également
un éléve,  condition qu’il ait dépassé depuis longtemps et avec succés le
niveau de I’algébre &élémentaire. Nous rejoignons entiérement la position de
Kirshner qui parle de “fluent algebraist™

«The grammatical senfences are defined simply to be such sentences as would
normally be produced by persons who have fluent mastery of the language. The term
“algebraist” will refer, throughout, 1o one who is fluent in the correct manipulation of
algebraic symbols. Students, teachers, scientists, mathematicians or just members of
the general public may be algebraists in this sense.» Kirshner (1987a p- 31).
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Néanmoins, le recours a Vintuition du scripteur-lecteur pour
déterminer la grammaticalité d’une ESA est limitée par des phénoménes
d’“usure”. Pour revenir & notre exemple, le produit:

I

5"".3‘

est-il grammatical 7

Initialement nous considérions que cette expression n’était pas, i notre
avis, acceptable., Aprés réflexion il nous a semblé toutefois qu’elle pouvait
I’étre, puisqu’elle n'était pas ambigué et ne pouvait réellement préter 3
confusion. Toutefois, il restait la possibilité qu’elle soit écrite en “charabia”
c’est-d-dire compréhensible mais mal formée. Armrivé & ce point, notre
propre intuition du scripteur-lecteur ne nous était plus d’aucun secours.

Pour nous faire une opinion, nous avons mené deux enquétes et
soumis ce probléme 4 un certain nombre d’algébristes réputés compétents
(des étudiants et des enseignants du DEA de didactique des mathématiques
de Paris 7). Les résultats {reportés en Annexe) sont décourageants dans la
mesure ot cette expression est jugée:

* choquante par 40% des informateurs

* non-choquante (ou “correctement écrite”) par 60% d’entre eux
* compréhensible par 80% des informateurs

* non-compréhensible par 20% des informateurs

* utilisée par 30% des informateurs

* non-utilisée par 50% des informateurs (20% de non-réponses}

~

Les pourcentages sont extrapolés i partir des réponses de 21
informateurs, et n’ont donc pas de sens 4 moins de 5 points prés. Ces
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enquétes avaient une valeur exploratoire et ne prétendent pas 4 une
quelconque fiabilité statistique. 11 n’en demeure pas moins qu’elles
tablissent clairement, sauf & considérer que les étudiants et les enseignants
de didactique sont incompétents en matiére de maniement de 1'algébre

ciez 1 L . .
&lémentaire, que I'acceptabilité de 5~ 3 est au moins douteuse, au contraire
du produit:

L2*c

7
lequel est accepté et compris par la totalité des vingt-ef-une personnes
interrogées.

En pratique, les jugements d’acceptabilité présentent donc une
variabilité inquiétante avec le temps ou I'informateur. En outre, au fur et a
mesure que l'on travaille sur certaines expressions, elles deviennent
familiéres, au point qu’on finit par les estimer moins inacceptables qu’au
début! La comme ailleurs, I"’observation influe sur le phénoméne 3 observer.
Chomsky lui-méme signale les limites du recours & I'intuition du locuteur
dans la remarque paradoxale suivante (1971 p. 38):

«Bien qu'il 0"y ait aucun moyen d'éviter I'hypothése de travail traditionnelle
qui fait de Vintuition linguistique du locuteur-auditeur 1'étalon supréme déterminant la
correction dz toute grammaire, de foute théorie linguistique ou de tout lest opératoire
que I’on propose, if faul souligner une fois encore que cetie conngissance implicite
peut fort bien n*&tre pas 4 la disposition imimédiate de Putilisateur de la langue,»

Cela laisse certes une place au recours 4 des procédures “non-
immédiates” pour appréhender cette intuition; mais Hagége (1976 p. 196}
montre bien qu’on ne dispose guére de mécanismes fiables pour ce faire et
que les jugements de grammaticalité établis par les linguistes générativistes
eux-mémes sont relativement fluctuants ou discutables.

«dés qu’il 8"agit de phrases un peu plus complexes que the man hit the ball,

les intuitions, d'un linguiste 3 Pautre, risquent de connaitre des é&carts
considérables.»

En résumé nous dirons que les données de I'ILS sont tout a la fois peu
fiables et irremplagables. Tout ceci fait qu’on est embarassé si on veut
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baser sa grammaire sur les seules données de I'intuition du scripteur-lecteur.
1l est alors fort appréciable de pouvoir régler un certain nombre de cas
litigieux par le recours complémentaire aux données d’un corpus.

11.3.2 Relativisation d limi
Il nous faut relativiser ’importance pratique de la plupart des

problémes d’acceptabilité. Chacune de ces expressions douteuses, par
exemple:

ya
X2

peut étre remplacée par une expression synonyme!! qui ne pose pas de
probléme d’acceptabilité, obtenue en insérant une Croix:

L
r X2
ou bien en commutant les facteurs:
1
2 X

C’est ce que fait le scripteur compétent dans la production courante
(performance)} des expressions algébriques: il tend & éviter les expressions
douteuses au profit de leurs synonymes pleinement acceptables!2. C'est en
particulier ce que font les informateurs de nos enquétes, & qui nous
demandions systématiquement quelles expressions synonymes ils
employaient lorsqu’ils n’utilisaient pas expression douteuse proposée.

11§ e. ayant une méme dénotation (ch. X)
12 Cf. la remarque de Hagége(1976 p. 77):

Le trailement d’un énoncé comme Qui a rencontré Plerre 7, ol qui serait objet
{inacceptable pour Ruwet, compréhensible mais évité dans mon frangais)» {c’est nous
qui soulignons).
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Ceci nous permet d’interpréter la rareté des expressions qualifiées de
“douteuses” (d'aprés notre intuition du scripteur-lecteur) dans le corpus que
nous avons analysé (v. en annexe). Cette hypothése ne diminue pas
Pimportance théorique des choix 4 faire concernant I"acceptabilité des
expressions litigieuses: la question doit nécessairement étre tranchée dans un
sens ou dans I'autre. Elle limite simplement les conséquences pratiques
(sur la performance) des choix théoriques (sur la compétence) que nous
aurons effectués, car ces choix ne concernent précisément que les
expressions qui ont le moins de chances d’étre écrites ou lues.

VI1.3.3, Complémentarité des approches

VII.3.3.A. La fausse epposition entre cerpus et intuition du
scripteur-lecteur

Aprés tout, si Chomsky montre qu’on ne peut se contenter des seuls
corpus, il ne dit nulle part qu’on devrail se priver des données qu’ils
fournissent. La possibilité de faire appel 4 un corpus est méme inscrite dans
la phrase suivante;

«Bien évidemment, les données effectives de Ja performance
* linguistique, en conjonction avec des renseignements introspectifs (donnés par le
sujet parlant ou par le linguiste ayant appris la langue), fourniront beaucoup d'indices
pour déterminer la validité des hypothéses concernant la structure linguistique sous-
jacente. C’est {4 une position universellernent adoptée dans la pratique, bien que
certaines discussions méthodologiques semblent témoigner d’une répugnance i
utiliser les observations de la performancel ou les renseignements
introspectifs pour approcher Ia réalité sous-jacente.» {Chomsky 1971 p. 35)

La question de savoir quel usage Chomsky lui-méme fait des données
de la performance et sous quelle forme il les recueille reste évidemment
entiére. Quoi qu’il en soit, notre propos n’est pas de nous livrer 3 un
commentaire de texte pour savoir si le fondateur de la grammaire
générative autorise ou non ses épigones a utiliser les données d’un corpus.

13 c’est nous qui soulignons
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Nous voulons simplement mettre en évidence qu'il n’y a pas d’incohérence
théorique & vouloir utiliser intuition du scripteur/lecteur et corpus.

VIl.3.3.B. Le corpus auquel nous neus référong

J’ai eu la chance de trouver un cahier de brouillon qui m'avait servi,
quelques années avant ce travail de thése, 3 mettre au point des exercices
destinés aux éléves des classes (42me et 3éme) ot j’enseignais. Ce corpus est
relativement vaste (250 ESA de toutes tailles et de tous types sur 35 pages),
diversifié (il couvre une année), centré sur I'algébre (il n’y a que quelques
expressions analytiques ou ensemblistes, qui n’ont pas été prises en compte)
et homogéne {puisque j'en étais le seul auteur). En outre ’étais présumé
“compétent” en algébre élémentaire (en tant qu’enseignant a titre officiel
dans un établissement public).

Par dessus tout, (remarque d’ordre persomnel, mais qui est en
I'occurrence essentielle) je n’avais pas encore entamé d’études de
linguistique, et en particulier pas commencé a étudier la grammaire des
ESA, ce qui permet de poser que ce corpus est “naif”, vierge de toute
influence perturbatrice liée 4 la pratique de I'introspection linguistique, ce
qui n’est plus le cas de mon intuition de scripteur-lecteur actuelle!

VIil.}.3.C. Priorité_de Vintuition du scripteur-lecteur sue les
nné u_Corpu

En résumé, nous travaillons prioritairement avec Vintuition du
scripteur-lecteur parce que nous ne cherchons pas i établir la grammaire
particuliére d’un usage particulier (qui nous serait donné par un corpus)
mais une grammaire générale adaptable i divers usages particuliers. Pour
cela, I'intuition du scripteur-lecteur se révéle un instrument d’une souplesse
incomparable. Nous avons recours au corpus comme une aide lorsque
Iintuition du scripteur-lecteur se révéle inopérante.

VIL.4. Les trois fonctions du point (ou de la croix)

Revenons maintenant aux emplois du point de mutdtiplication.
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La décomposition de la structure linguistique en lectes et le recours
aux données issues de corpus ne résolvent donc pas tous les problemes, en
particulier 3 cause de limitations des corpus et du fait qu’il y a toujours des
cas douteux sur lesquels ils sont muets. Par ailleurs, considérer que le point
est obligatoire dans certains cas et facultatif dans d’autres ne fait que
déplacer les difficuliés sans les résoudre vraiment: facultatif ne veut pas dire
aléatoire, et on est en droit de se demander si @ X b est rigoureusement
synonyme de ab , et sinon quelle est la différence!®. Aprés tout, 8’1l y a
d’autres symboles qui apparaissent sous différentes formes'> (par exemple
“pm w7 e 4+ pour la division ou %)”, “J” ou “}” pour les parenthéses), la
croix et le point sont bien les seuls qui peuvent étre remplacés par la suite
vide (¢), ce qui est quand méme assez particulier.

Qu’est-ce qui peut bien justifier les variations d’usage dans les
exemples suivanis ((PEM] p. 51)7?

12u-18v=2 3 Cu-3u
2 Cu+ 3v)

Ces questions d*écritures facultatives ne nous écartent pas de notre
sujet, qui est la détermination de la grammaticalité d’expressions douteuses
absentes du corpus. Si ces expressions sont douteuses, ¢’est précisément
parce qu’il nous semble que dans certaines circonstances le point est
nécessaire, et dans d’autres non. Nous pouvons réinterpréter ceci en disant
que le point est facultatif dans ces produits litigieux, car quand il est

14 1| est & remarquer que le recours des grammaires Chomskyennes & des régles

“facultatives” souléve de vives critiques de la part de Hagége(1976 p. 204 sqq.) aussi
bien que de Berrendonner (1983)
15 ou pour s"exprimer plus rigoureusement 5'il y a d’autres paradigmes de symboles qui
ne sont pas réduits & des singletons
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obligatoire (comme entre les constantes 2 et 3) I'agrammaticalité de ces
produits sans point {ex: ¥23) ne fait pas de doute's.

Au vu des données que nous avons recueillies et que nous exposerons
maintenant, nous proposons 1’hypothése suivante: I'occurrence du point
facultatif est déterminé par trois fonctions possibles: désambiguisation,
séparation et mise en relief de la multiplication interne.

VIL.4.1. Premiére fonction du point: lever les ambiguités

VIiL.4.1.A, Premier cas; le second facteur est une constante

C’est le eas d’un produit dont le second facteur est une constante 2}
ou commence par une constante (Zy, 29).

a) St le premier facteur est une constante (3} ou finit par une constante
(¥3) le point évite le risque de confusion avec la construction des nombres
entiers par juxtaposition:

32
32y
323
32
32y
V323

Dans les trois derniers cas, la barre horizontale est censée prévenir
’ambiguité. Toutefois, la longueur de cetie barre n'est pas toujours
suffisamment discriminante, De fait n’avons nous trouvé aucune occurrence
de ces trois cas.

* % ¥ ¥ ¥ ¥

On trouve un bel exemple de cet usage du point dans [1IL1] p. 105:

254224\ 243.2444. 22 +5.2346. 222 5. 224 4.2 N2 +3.2 41

18 “#23" est grammatical, mais en tant que constante (exprimant le nombre 23) et pas en
tant que produit {exprimant le nombyre 6).
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b} Cas o le premier facteur n’est pas (ou ne finit pas par) une constante,

, . . 1
€l n'est pas mis entre parenthéses | x, T (ax+h)

x2
x2y
x23

I n’y a pas dans ce cas de risque de confusion avec Ia concaténation
des constantes. L’interprétation que nous proposons est le risque de
confusion & 1’oral avec I’exponentiation.

c)  Cas od le premier facteur est mis entre parenthéses,

? fox+h)2
(ax+h)2y
{x+hj23

Il semble que I'acceptabifité de ce produit juxtaposé dépende assez
fortement du contexte, voire de la situation d’écriture. Personnellement,
nous n'avons jamais écrit de tels produits lors de caleuls “au propre” {dans
des corrigés polycopiés par exemple) mais il nous est arrivé d’en employer
dans des calculs au brouillon, alors qu’il n’y avait pas de risque d’ambiguité
(il n’était question que de produits et pas de carrés ou de cubes). Cela ne
contredit pas notre hypothése. Si le point a pour fonction de lever
Pambiguité, sa présence dépend du risque de confusion, qui n’est pas défini
dans I’absolu mais dépend du contexte. On ne s'impose pas la méme rigueur
(i.e. le méme niveau d’ambiguité tolérée} au brouillon oa I’on “se
comprend” et dans un texte destiné & d’autres.

Pour ce qui est de la génération des expressions, nous considérerons
que nous avons 1'équivalent de “niveaux de langues” (au brouillon/au
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propre) qui sont autant de lectes engendrés par des variantes de la
grammaire. Au brouitlon le point est facultatif, au propre il est obligatoire.

Vii.4.1,B. Second cas: “nombres fractionnaires”

L’autre ambiguité & éviter est celle du “nombre fractionnaire™ (A.

Harlé 1984 p. 63} de type 3§—, encore actuelle dans le monde anglo-saxon et

archaique (“nombre brisé”) en France!?, dont Ia structure additive est en
confit avec I'interprétation multiplicative de la juxtaposition.

Les deux cas que nous venons de voir alourdissent considérablement
le paradigme de la multiplication. En effet, comme nous I'avons vu au chap.
V, on ne peut soumettre la régle de réécriture du produit & une restriction
du type “sauf si le premier facteur est une constante et le second une
fraction dont le numérateur et le dénominateur sont des constantes™. Il faut
choisir soigneusement les paradigmes de fagon que, lorsque Cst figure dans
le paradigme du premier facteur, Cst\Cst ne figure pas dans celui du
second, etc,

ViI.4.2. Peuxiéme fonction du point: ponctuation Séparante
it S AN _CU_pomnt; ponctuation Séparante

Considérons les trois exemples (ad hoc) suivants:
ab. (c-d)=ab.c-ab.d
ab . (c-d) =abc - abd
ab.(c-d)=a.bc-a.bd

Ces trois égalités sont équivalentes, et méme a premiére vue
structurellement identiques (méme arbre). Pourtant la troisiéme est moins
“naturelle” que fes deux autres. Au-deli de sa dénotation, elle attire notre

17 citons 4 titre de curiosité 1'écriture mixte “3,5" tracée par un ouvrier du bitiment

anonyme (mais récent) sur une paroi provisoire en plitre, ou encore le prix figurant sur
les tickets du métro de Montréal en 1992 sous ta forme:
“1.08 5 $”, correspondant a 6 tickets pour 6,50 $ {voir photocopie en annexe).
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attention sur le premier facteur a qui se trouve distingué par rapport a b et
¢ qui se refrouvent en quelque sorte au méme niveau,

Ce phénoméne se retrouve dans les exemples tiré de [PEM] p.55:
(3a)3=3u.3a.3a=3.3.3.a.a.a=33a’ =27 al

et de [QU6] p. 59:

L 2

2\J2px P
La forme de ce produit suggére que le facteur 2 est plus “lié” & p qu’a:
i
2N2pxy

Pour rendre compte de cette intuition, nous proposons I"hypothése
suivante:

Dans un produit de trois facteurs, si les deux premiers
facteurs sont juxtaposés, et séparés du troisiéme par un point, p.
ex:

2a.b

alors les deux premiers facteurs sont unis au sein d'une sous-
structure qui est dominée par la structure de produit.

Structurellement cela correspond A Parborescence suivante (“Pr2” est
le symbole de la catégorie “Produit de 2 facteurs”):

Pr2

Pr

AN

La sous-structure dont dérive 2 a se trouve en position d’opérande
{facteur) par rapport & la structure globale de produit, ou en d’autres
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termes, est en position prioritaire. Cela a pour conséquence que le point qui
sépare 2 a deb joue le rble d'une paire de parenthéses autour de 2a.

Nous tenons 1a la clé de notre probléme: lorsque le point n’est pas
obligatoire (comme entre deux chiffres) il a une fonction de parenthésage:
c’est ce qu’on appelle la ponciuation séparante.

Citons H. Freudenthal (1980 p. 910):

«Dans le passé, il y a eu des essais notationnels de structure par séparation.
Stevin (1585) employait }{ comme séparateur. On trouve des points et des colons!t®
séparateurs chez M. Rudolft (1525 (...) Méme chez L. Euler et J. L. Lagrange il
existe de telles notations.»

En fait, Cajori (1928) a établi que le point (ou la virgule), utilisé
comme séparateur, a précédé de deux sidcles 1'usage général des
parenthéses. Avant le XVI1I1¢me siecle, celles-ci étaient plutdt employées pour
rioter les incises dans le discours.

Il donne en exemple la valeur du coté d’un polygdne régulier de 128
cotés inscrit dans un cercle de rayon 1, é1abli en 1605 par le Hollandais C.
Debuadius:

\/.2-\/.2+\/.2+\/.2+\/.2+1/2

ce qui donne avec nos notations actuelles:

N\

De méme, Leibnitz écrit en 1702:

c-b, d-b,!

pour:

18 gans doute H. Freudenthal veut-il parler des deux-points
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Cet exemple est intéressant car la virgule séparante exprime ici une
multiplication. Cajori a remarqué que les ponctuations séparantes avaient
connu un regain de faveur au XXéme sigcle et cité Peano qui écrivait en
1902:

ab.cd: e fg .- hk.l

pour:

{[tab) (cd)]le(fg) ]} [(RE)1],

remarque reprise par Freudenthal'? (1980):

Des penctuations séparantes seraient plus €conomiques et plus faciles a
embrasser d’un seu! coup d’eeil. B. Russel et A.N. Whitehead ont employé d'une
maniére presque exclusive les ponctuations séparantes dans leurs Principia
Mathematica. Au lieu de parenthases de force agrégeante graduée, on écrirait des
séparateurs de force graduée. Les ponctuation des Principia Mathematica sont des

groupes de points: tel groupe sépare d'autant plus fortement qu’il compte plus de
points.»

En algébre élémentaire nous n’avons qu’une seule force de séparation,
marquée par le point ou la croix. Au-deld, il faut utiliser les parenthéses,
Nous avons donc un systéme mixte 3 base de ponctuation séparante et de
parenthéses. -

L’exemple introductif nous parait révélateur de la fécondité de cette
hypothése de Ia fonction séparante du point;

R2u-18v=2.3.(2u-3v)
22 + 3v)

Dans la premiére égalité, le premier point du second membre est
rendu nécessaire par la présence de deux chiffres. Le second point semble a
priori inutile puisque la deuxiéme ligne montre que I'usage de I’auteur ne

19 orfévre en la matidre puisqu’a I'origine d’une proposition de systéme d’écritures
mathématiques intitlé “lincos”
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Dans la premiére égalité, le premier point du second membre est
rendu nécessaire par la présence de deux chiffres. Le second point semble a
priori inutile puisque la deuxiéme ligne montre que 'usage de I'auteur ne
requiert pas de point entre une constante et une expression mise entre
parenthéses. Or si on supprime ce second point on obtient:

12u-18v=2.30u-3v

expression ou, selon notre hypothése, les facteurs 2 et 3 ont des places
hiérarchiques différentes. Or ces deux facteurs sont également facteurs
communs de

12 u
et de
18 v,

'auteur ne pouvait donc marquer ce role identique qu’en rajoutant un
deuxiéme séparateur entre 3 et

Cu - 3v)

de fagon & éviter toute priorité d'un produit sur I"autre.

VIiI.4.3. Troisiéme fonction du point: emphase sur le produit

La od le point {ou la croix} n'est requis ni en tant que ponctuation
séparante ni pour désambiguiser des écritures,

«...Ja question est de rendre compte de cette double expression, et de voir si
elle signifie emploi libre et arbitraire ou au contraire si elle refléte une différence et
laquelle.» {Benveniste 1966 p. 16120)

Nous émettons 1"hypothése que la présence du point attire 1attention
du lecteur, en raison méme du fait qu'il n’est pas obligatoire, sur le fait que

20 au sujet de Ia phrase nominale
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Pexpression a une structure de produit. Dans 'exemple suivant, tiré de
[PEM]:

a=hb.q +r;
bzr;.q2+r2
Fp2="rng gnt 1y

ry.2-Tn-tdn

I"accent nous semble mis, dans les deux premiéres égalités, sur le fait que le
premier terme du deuxiéme membre est un produit. Dans les deux derniéres
égalités cette mise en évidence disparait, peut-étre au profit des questions
d’indice.

Nous avons un indice en faveur de cette hypothése avec le fait que,
dans les chapitres ot sont présentées les propriéiés de la muliiplication, les
croix sont beaucoup plus fréquentes que dans les chapitres ultérieurs. Un
exemple de présentation est donné dans [PEM] p. 45:

axb+c)=axb+axc

Précisons ce que nous entendons par “emphase mise sur le produit”.
Historiquement, la juxtaposition précéde la croix ou le point (Freudenthal
1980 p. 910) a cause de l'analogie entre la multiplication et la
“dénomination” (2 X 6 c’est deux sixaines). Sur le plan de la structure
liguistique, nous pouvons considérer qu'il y a deux opérations
multiplicatives qu’on pourrait qualifier respectivement d’externe:

2x
et d’interne
2xx,

I'opération externe provenant de 1a “dénomination” d’origine historique
{exprimant un dénombrement de quantités). Cela permet d’interpréter la
dissymétrie entre

80
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2x
et
* x2

autrement qu’en termes de confusion avec la lecture orale des puissances. La
“multiplication” externe en effet, congue comme déenombrement de
quantités, n'est évidemment pas commutative, en ce qu’elle suit la structure
du francais oti 'adjectif numéral cardinal précéde 'objet dénombré (on dit
dewx vaches et non *vaches deux ) (Dubois et al. 1973), contrairement 4 la
multiplication “interne” usuelle dont les deux facteurs sont de méme nature.
Les algébres & diviseurs sont un cadre mathématique convenable pour
modéliser ces deux multiplications.

De la méme facon, cela permettrait d'interpréter le fait qu'on ne
puisse juxtaposer des nombres entiers pour les multiplier. Il est en effet
difficile d’énumérer des numéraux (f'ai deux “deux” et deux “trois” ) sans
qu’une marque (par écrit, les guillemets) ne vienne melize les numéraux sur
des plans différents, celui du discours et celui du méladiscours. Par
exemple:

La phrase « deux et deux font quatre, lrois et trois font six» comporie
deux “deux” et dewx “trois”

Didactiquement, un modéle qui assigne deux catégories distincies aux
opérateurs multiplicatifs ouvre des pistes de recherche intéressantes quant i
1a signification qu’attribuent les éléves aux écritures qu'ils manipulent. Au-
deli de la rituelle condamnation des

«abus didactiques (2a + 3a = 5a parce que 2 vaches + 3 vaches = 5 vaches)»
(H. Freudenthal ibid.)

on peut envisager qu'il y a, aprés tout, une 1égitimité, tant historique que
structurelle, 3 dénombrer dans les faits les x comme des vaches, et qu’il
est plus productif de faire prendre conscience aux éléves du domaine de
validité de ce type d’interprétation que de vouloir I'extirper.
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Je ne prétends nullement qu’il faudrait réhabiliter V'enseignement de Ia
multiplication tetle qu'on la présentait jusque vers 1930 (au moins), en distinguant
multiplicateur “abstait” et multiplicande “concert” (Harlé 1984 p-113). J’estime
simplement que tout didacticien doit sans cesse veiller & exterminer le Bourbakiste
qui sommeille en lui {de par sa formation} pour lequel le dénombrement des “x " n'a
rien & voir avec V'algeébre, s'il veut espérer comprendre quelque chose aux
représentations que se fait |"éléve de "algébre.

En résumé, nous pouvons considérer que la troisiéme fonction du
point consiste 4 marquer le fait que le produit est interne, ce qui apparait
dans la différence entre “2x” et “2.x™. 1l faut noter que les trois fonctions
s"appliquent au point multiplicatif dans un certain ordre. Le point a pour
fonction premiére de lever les ambiguités, quand il R’y en a pas il joue Je
role d'une ponctuation séparante, et enfin quand il n'y a rien a agréger {par
exemple quand il n'y a que deux facteurs) il marque Ie fait que 1'opération
exprimée est la multiplication interne plutt qu’externe,

VIL.5. La notion de pseudo-mondme (Mon)

Reste & donner une formulation qui permette de traduire I’hypothése
de la fonction séparante de la ponctuation en termes de regles généralives.
Pour ce faire, nous avons recouru a une analogie naturelle avec le domaine
des polynomes. Nous avons donc rajouté & notre modéle une nouvelle
catégorie, que nous avons baptisée “Pseudo-Mondme (de n facteurs)” et
notée en abrégé Ma,. La dénotation (v. chap. X) de cette nouvelle catégorie
est celle du produit {autrement dit une forme k-linéaire avec k < n), mais
les facteurs du pseudo-mondme sont juxtaposés. Les paradigmes des facteurs
sont les mémes que pour le produit, hormis les limitation spécifiques qui
interdisent par exemple que 23, 3% ou 424 soient des produits.
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iz, p o-Mond n_facteurs (n>1
{ Ide) ((1de)
( Pro) (f".l.'l})
V b R
Mon: = Pui g f
Rac
Cst Ra'c
Cli Cli
Var
RRRASY

Dans le paradigme du deuxiéme facteur, la lettre “E” représente le
paradigme des fractions dont le numérateur et le dénominateur ne sont pas
simultanément des Cst:

( {lde) A (lde)
(YADIL | (v
i Pui
Rac ¢\ Rae
Cst Cli
Cli
v ) LV
F= 3 VAb ;
{ Ide)
{ VAb)
Pui
Rac F\Cst
Cli
Var
L L vAb .

tandis que la lettre “P” représente le paradigme des puissances dont la base
n’est pas une Cst (ni “F” ni “P” ne sont des catégories; ce sont simplement
des abréviations de paradigmes pour gagner de Ia place et de la lisibilité):
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(1de) { 1de)
(\:'-:‘&b) . f VAb}
P= Cli Cst
i «
vi Cli
ar Var
VAD VAb

YILS5.1.A, Produit_de n_facteurs {n>1)

La catégorie Pr, a un paradigme beaucoup plus simple que la
catégorie Md,. En effet, tous les facteurs étant séparés par des points, il n’y
a pas d’ambiguité 4 éviter et il suffit de marquer dans le paradigme les
priorités comme nous 'avons déja fait pour toutes les autres catégories,

((1de)) [ [ (1de) )]

( VAb) (VAb)
Man Mon
Fra Fra

Prn:y  Pui L*} L] 1 Pui : L’

Rac Rac
Cst Cst
Cli Cli
Var Var

L VAb - . L. VAb

Le métasymbole catégoriel Mon de pseudo-mondine figure dans le
paradigme des facteurs de produits, tandis que la suite { Prn) -produit mis
entre parenthéses- figure dans le paradigme des facteurs de pseudo-
mondme, ce qui permet d’assurer la priorité du pseudo-mondme sur le
sroduit.

11 nous faut donner une acception généralisée  la notion de “priorit€”
pour que la phrase précédente ait un sens. La notion de priorité est en effet
dérivée usuellement de la notion d’effectuation (une opération prioritaire est
effectuée en premier). Comme il n'est pas dit que cela soit le cas avec les
pseudo-mondmes, nous devons redéfinir (en généralisant) la priorité en
termes Structuraux,
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VIL.6. Priorité généralisée

VIL.6.1. Définition fonctionnelle

V1.6, 1.A, Priorité d’un catégorie

VIL6.1.A.a. _ Définition

Soient ¢ et C deux catégories
Nous dirons que ¢ est prioritaire sur C si:

Vs, S e T* (suites terminales) telles que s dérive de ¢ et S dérive
de C

si s est un opérande de S alors (3 (g.d) € 7 *¥)2 s5=g(S)d

VIL.6.1.A.b. _ Commentaire:

Une catégorie ¢ est dite prioritaire sur C si toute sous-expression s
dérivant de ¢ ne peut apparaitre dans l'expression S dérivant de C qu’entre
parenthéses.

C

g (L—1) d
1)

)

11.6.1 E

La catégorie Produit est prioritaire sur la catégorie Somme dans la
mesure ou toute somme doit &tre mise entre parenthéses lorsqu’elle est
facteur d’un produit.
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VIi.6.2. Application aux Pseuds-Monimes VII.7.2. Trois facteurs
Des régles de réécriture des produits et des Pseudo-Mondmes, nous VIL.7.2.A, ructure priorifaire 3 gauche
deduisons que les Pseudo-Mondmes sont prioritaires sur les Produits.

YI1.7.2.A.a. __Produils

En effet, tout produit doit étre mis entre parenthéses lorsqu’il est

facteur d’un pseudo-monéme. (axb) xc (ab) xc
Pr2 (axb) x2 Pr2 ab xc
! Pr (ax2) xb M (ab) x2
2 (x X 5 ) (2xa) xbh abx2
fax2)x3 (a2) xb
(2xa) x3 a2 xb
VIIL.7. Etude systématique des produits selon le nombre et la (2x3) xa * (2a)xb
catégorisation de leurs facteurs (2x3) x4 * 2axh
(2a)x3
2ax3
Pour chacune des structures posstbles 3 deux et & trois facteurs nous (a2)x3
faisons figurer les type d’expression correspondants selon que les facteurs * a2x3
sont des constantes ou des variables. Cela permet d’étudier exhaustivement * (32)xa
les différents moyens de marquer la méme structure, ainsi que les expres- *  32%g
sions inacceptables (signalées par une astérisque), c'est-d-dire soit non * (23) x4
attestées, soit atiestées mais pas en tant que produit. * 23xd
VIL.7.1. Deux facteurs VIL.7.2.A.b. _ Pseudo-monomes
- (axb)c {ab)c
PO o | Moz) e M2 | (axp)2 M&2 (ab)2
/\axz /\* a2 Pr (ax2)b Md * (a2)b
2x3 * 23 (2xalb (2a)b
(ax2)3 / * (a2)3
Remarquons que cela permet aussi d’attribuer une structure (2xa) 3 2a)3
multiplicative a Iexpression (2)(3)21. (3x2)a * (32)a
(2x3)4 * (23)4
21 d’aprés une suggestion de D. Lacombe
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vil,7.2.B, Structure_sans priorité

axbh xc abe
Pr3 axbx2 Mol % gh2
ax2xb * a2b
2xaxh Zab
ax2x3 * a23
2xax3 * 2a3
2x3xa ¥ 23a
2x3x4 * 234

VILL7.2.C, Structure prioritaire 4 droite

Méme chose que pour la structure prioritaire & gauche.

VIL.8. Remarque sur les transformations

Certaines expressions sans astérisque ayant méme dénotation dans
chacune des séries verticales que nous avons envisagées, par exemple: -

(2 xa)l xb
(2a)xh
(2 xab
(2a)b
2axhb

i nous faut prévoir les transformations permettant de passer des unes aux
autres.

VIL9. Remarque sur les indices spatiaux

Zirshner (dans un article de 1989) remarque que les opératlions
marquées par la juxtaposition sont prioritaires sur celles nmarquées par un
écartement horizontal large. Cela ne concerne toutefois que la multiplication
marquée par juxtaposition, qui est effectivement prioritaire par rapport 4 la
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somme et a la différence; dans son travail, Kirshner ne distingue pas les
produits des pseudo-mondmes.

«In visual terms, the (...) rule means that diagonal juxtaposition?? has higher
precedence than horizontal or vertical juxtaposition, which have higher precedence
than wide spacing.»

Nous pouvons donc reprendre sa remarque, qui va dans le sens de
notre hypothése de la priorité des pseudo-mondmes sur les produits, en la
complétant comme suit:

J L’opération marquée par la juxtaposition est prioritaire (au sens
généralisé) sur celles marquées par un symbole et un écartement
horizontal large {+, -, X).

. A écartement horizontal égal, le produit (marqué par "X") est
prioritaire sur la somme et la différence.

Remarquons que dans le cas d'expressions du type "-2x" la régle
précédente va dans le sens du choix que nous avions retenu a priori, @ savoir
de considérer qu'il s'agit de l'opposé d'un pseudo-mondéme et non d'un
pseudo-mondme dont le premier facteur est "2,

Opp

Man

AN

Cst Yar
| 1

2 X

Nous avions donc implicitement attribué & Ma, la priorité sur Opp.
Cela dit, le choix de la priorité de Pr, sur Opp dans _2xx" reste
toujours aussi arbitraire car il n'y a pas ici de juxtaposition.

22 dans le cas des puissances el des racines
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VIL.1¢. Conclusion

Nous avons envisagé un certain nombre de phénomeénes d’'ajustement
fin, pour déterminer quels ESA sont grammaticaux et lesquels ne le sont
pas. Notre premiére source de données empiriques est notre intuition de
Scripteur/Locuteur. Lorsqu’elle est mise en défaut nous nous référons aux
données d’un corpus. En ultime recours, lorsque ce corpus est muet, nous
privilégions le choix qui simplific la description, sans scrupule excessif étant
donné que les expressions douteuses sont précisément celles que I'usage
évite,

Ces expressions sont ici toutes des produits, et ce qui les rend
douteuses est la présence ou ’absence d’un logogramme multiplicatif /“x "/
ou /% "/. La plupart du temps toutefois, la question de la présence ou de
I'absence du point est réglée par les trois fonctions qu’il est amené i
remplir: lever I'ambiguité, agréger des facteurs ou marquer I’aspect interne
de la multiplication,

Signalons que ces “trois fonctions du point” sont issues de la double
contrainte que nous nous sommes imposée au départ. Nous voulons d’une
part faire des ESA une description assez précise pour pouvoir les engendrer
par un mécanisme génératif. D’autre part, nous désirons modéliser
I"ensemble des ESA, telles qu’on les emploie, avec leurs caractéristiques, et
non pas un langage plus ou moins idéalisé pour les besoins de la cause. Pour
cela, nous ne pouvons pas nous contenter d’une réponse vague a la question
“quand peut-on juxtaposer les facteurs ?”, car il faut bien mettre le point
multiplicatif & un endroit précis du paradigme du produit. 1 nous a donc
fallu regarder dans le détail comment sont construits les produits.
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«... il faudrait tempérer le penchant pour les
spéculations & partir des “grandes langues maternelles” par
une prise de conscience que revét pour la théorie
I'expérience d'affrontement avec le tout d’une langue
inconnue 3 laquelle on est contraint d’adapter ses concepts,
et pas seulement ses instruments descriptifs.»

Cl. Hagége (1976) p. 54

La plupart des mécanismes de transformation proposés par les
modéles existants d'expressions symboliques nous paraissent didactiquement
peu “plausibles” (cf. chap. II et IID, en ce sens qu’ils ne correspondent ni
aux productions écrites des “algébristes compétents”, ni aux représentations
qu’ils s’en font, telles qu’elles apparaissent au travers du vocabulaire
employé. Le but du présent chapitre est de proposer un mécanisme
“plausible” de transformations.

Dans une seconde partie de ce chapitre nous préciserons ce que nous
entendons par “transformations généralisée” et en quoi il nous semble plus
plausible d'utiliser cette notion pour décrire entre autres des disjonctions
d’ESA (telles que “x=-7 ou x=2") que de les engendrer directement par
des catégories ad hoc.

Ainsi que nous I’avons indiqué au chap. Il (“position du probléme™),
nous n’irons pas au-dela de 1'exposition des mécanismes de transformation
(simples et généralisées) et nous laisserons dans 'ombre la détermination de
celles qu’utilisent effectivement les éléves. Ceite question est en effet A elle
seule un théme complet de recherches, og I’approche en termes
d’“Intelligence Artificielle” se révéle particuliérement fructueuse. Nous
renvoyons donc le lecteur aux études déja citées sur le sujet {Bruillard,
Bundy & Welham, Joab, Nicaud, Vivet etc.1).

! onen trouve une présentation exhaustive dans Delozanne {1992
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VIII.1. Transformations singuliéres

Lotsque les écritures symboliques sont eniiérement parenthésées, ou
sont mises sous n’importe quelle autre forme “canonique” (préfixée, post-
fixée, sous forme de liste, ete.), le mécanisme de transformation est simple,
il s’agit en général d’un filtrage (“patiern-matching”). Par contre, les
transformations elles-mémes ne sont pas concises. En effet, outre le
parenthésage-déparenthésage {et plus généralement la mise sous forme
canonique et la retraduction) les transformations qui s’appliquent aux
expressions canoniques sont minimales (*atomiques”) et il faut en combiner
plusieurs pour aboutir au résuliat souhaité. Or tout cela n’apparait pas dans
la pratique ordinaire des calculs (v. chap. n.

Quel mécanisme proposer pour avoir des transformations concises,
c’est-d-dire pour éviter de décomposer plus ou moins arbitrairement les
calculs en une foule de transformations atomiques? Lorsqu’on tente de

répondre & cette question on s’apercoit que le coeur du probléme réside dans
la détermination des sous-expressions a transformer.

Supposons que nous souhaitions commuter “x27et“x (x +1)7 dans:
xZ2+x(x+1)-1
afin d’obtenir:
x(x+1)+x2-1

et de pouvoir ainsi mettre en évidence la différence de deux carrés
«y2_7"2, Comment identifier les deux sous-expressions “x 27 et

remarquons que “1” n"est pas un carré (il ne ressortit pas 4 une catégorie Carré). Dire
de “x2- 17 qu'il est une dilférence de deux carrés n'est pas une description syntaxique,

mais bien une propriéié aitachée a eetle expression, qui serl dans les transformations
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“y (x +1)” de maniére 4 ce que la transformation de commutation porte
bien sur elles et pas sur d’autres? Comment éviter par exemple que x2 ne
commute avec X , ce qui donnerait: '

x4x2(x+1)-17

Comment faire pour que ces sous-expressions soient également
identifiées dans les expressions suivantes:

+x+x2(x+1)-1
ou: |
x+(x2fx+i))-1
ou encore:
(x-1)+x+x2(x+1)-17

11 nous a fallu de nombreux titonnements avant de déterminer les
invartants qui identifient les sous-expressions a transformer, indépendam-
ment des différences de forme entre les expressions. Ces invariants, ce sont
les fonctions syntaxiques (“terme”, “facteur”, “membre” etc.) que ces
sous-expressions remplissent au sein des expressions. L'objet du présent

chapitre est de construire de maniére rigoureuse cette notion dans le cadre
des ESA.

VIIL1.1, A Dorigine de la notion de_Fonction Syntaxique

VIEIL 1.1. A, Les fonctions syntaxiques chez Chomsky

Dans le modéle Chomskyen standard, la fonction grammaticale
d'un sytagme e déduit de la représentation syntagmatique de la phrase dont
il fait partie, et s'exprime en termes de domination de branches dans l'arbre.
Selon Ruwet (1967 p. 323), dans:

qu'on peut lui appliquer. Ce type de propriété est explicitement implémenté dans
APLUSIX {Nicaud 1987).
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/-'\I‘I/L \V\SN
A

fe gargon mange | I

le géteau

le SN sujet (fe garcon ) est défini comme le SN qui est dominé
immeédiatement par I'élément P, ou encore comme le SN qui figure dans la
configuration:

" P"""--..
SN Y

cette configuration étant elle-méme simplement le sous-produit de la régle
syntagmatique3 P:= SN SV,

De méme, le SN objet (le gdtean ) est défini comme le SN figurant
dans la configuration qui représente le syntagme verbal et ses contituants:

AN\

Voici la définition que fait Noam Chomsky (1971 p. 103 5qq.) de 1a
notion de fonction syntaxique:

Supposons une suite de régles de rééeriture (...), com prenant en particulier la
régle:

3

notée avec nos conventions
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6] A=X
A cette rigle est associée toute fonction grammaticale
i 1B,A1]
oii B est une catégorie et ot X=YBZ, pour Y, Z quelconques (éventuellement nuls).

Etant donné un Indicateur de !a séquence terminale W, nous disons que la
sous-séquence U/ de W est dans la relation grammaticale 1 B, A ] avec la sous-
séquence V de W, si V est dominé par un noeud étiqueté A qui domine directement
YBZ, et si U est dominé par cette occurence de B. Ainsi Pndicateur en question
contient la sous-configuration:

T~

Y B

L

u
(). En tous cas, (...) il est clair que l'information concernant les fonctions
grammaticales de I'espéce (ci-dessus) peut étre tirée directement des régles de
réécriture de la base, sans qu'il soit besoin de les étendre ou de les élaborer de
maniére ad hoe pour introduire Ia mention spécifique des fonctions grammaticales,
Outre leur caractére redondant, de telles extensions ont le défaut de ne pas exprimer

de maniére appropriée le caractére relationnel et elles sont de ce fait inutiles sauf dans
les cas les plus simples,

VIIL1.1.B, Les fonctions ne_doeivent pas étre confondues

avec_les é i

v

Les premiéres tentatives d'écriture d'une partie génératrice des ESAL
nous ont posé des difficultés car nous ne distinguions pas les notions de
catégorie et de fonction syntaxique.
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Par exemple, voici les régles de réécriture de la Somme Algébrique
(SA) dans une version précédenie du modéle des ESA.

U
(el

v
EN
(84)
MP
FR
PU

Somme Algébrique: SA

Suite de somme: S

Terme: T

i

Dans cette version, la somme algébrique (SA} apparait comme une
série de “termes” séparés par des signes «+ » Ou «- », C€ qui correspond
bien & une intuition raisonnable.

Toutefois le fail de considérer les “termes” ou les “facteurs” comme
autant de catégories (puisque les symboles correspondants apparaissent 4
gauche des symboles “:i=" de rééeriture) nie 1’aspect essentiellement
relationnel de ces notionss. Un tel amalgame est dénoncé par N. Ruwet
(1967 p. 322):

«Certains linguistes (...) ont traité ces notions {les fonctions) dans des termes
qui, fondementalement, reviennent & les confondre avec des calégories
grammaticales. En bref, disons que, si on tracduit {...) leurs formulations en termes
génératifs, on en arrive A introduire des notions telles que «sujet», «prédicat», etc.,
directement par des régles syntagmatigues, au méme titre que les notions de
«phrase», de «syntagme nominal» ou de «nom». {..)

Cetie formulation a un défaut qui saute aux yeux: elle oblitére le caractére
relationnel des notions de «sujet», «prédicats, «objet», elc. En effet le fait d™éire

notées avec les conventions actuelles pour la facilité de lecture.

5 on retrouve cet amalgame, au moins dans Ie choix des termes, dans la grammaire des
ExA de Carmona & Didier {(1975) pp. 47-48.
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un" syntagme nominal est inhérent a Ia suite Je gargon (ou le giteau ), comme est
inhérent a gargon ou & gateau d'étre des noms, {...) etc. Quand on dit que le gargon
est sujet de 1a phrase le gargon mange le géteau, cependant, on dit tout autre chose;
en effet, le fait d'élre sujet n'est pas inhérent & cette expression, et, dans d'autres
phrases, elle pourrait tout aussi bien &ire objet direct, ou encore faire partie d'un objet
indirect ou d'un circonstantiel, etc. La différence entre les catégories et les fonctions
grammaticales est bien exprimée quand on dit, en termes traditionnels, que le gargon
"est un" syntagme nominal, mais qu'il est "le-sujet-de” de la phrase le gar¢on mange
le giteau . C'est cette différence qui disparait dans ta formulation o «sujet»,
«prédicat», «objet», sont iniroduits par des régles qui sont formellemens du méme
type que celles qui introduisem SN, 8V, V, An, e1c.»

Nous avons donc é1& conduit a distinguer soigneusement les notions de
fonction et de catégorie, et & définir les fonctions syntaxiques des parties des
expressions algébriques (telles “le-numérateur-de” ou “le-premier-membre-
de”) sur le modéle des fonctions syntaxiques des parties de la phrase.

VIII.1.2. Les fonctions syntaxigues au sein des ESAL

Si I’on veut définir les fonctions syntaxiques i partir des €léments de
base de la formalisation des grammaires génératives, a savoir les dérivations
entre suites de symboles, on se heurte & la difficulté suivante: plusieurs
dérivations {qui ne différent entre elles que par 'ordre des dérivations
directes) aboutissent a la méme suite terminale (Ruwet 1967 p. 123).

Pour éviter cette difficultd, on peut définir, comme le fait Chomsky.
les dérivations en termes de dominance entre neeuds d’un arbre. On peut
aussi raisonner en termes de de dérivations d’occurences (ce qui est
équivalent mais plus lourd). Cela consiste, en gros, 4 remplacer «la sous-
expression s est dominée par un noeud étiqueté “Truc™» par «s a une
occurence dans une expression qui dérive d’une suite ol se trouve “Truc”»
en précisant bien les conditions sur les dérivations.
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définition en termes de dérivation

C
1

Truc ...
d
Contexte_gauche “Truc” Contexte_droit

1

l | IO | Ctx._terminal_gauche “s” Ctx._terminal_droit
s

Nous allons définir (en termes d’arbres) la notion d’opérande, donner
un exemple dans un cas particulier (le signe d’un terme) puis donner la
définition de I'opérande en termes de réécritures.

YILL2.A._ opérateur

Nous généralisons la notion de terme d’une somme donnée ou de
facteur d’un produit donné en parlant d’“opérande d’un opérateur donné”.
Nous définissons simplement ici un opérateur comme le couple formé par
un ESA et sa catégorie. “x+3” est une ESA, “Som” une catégorie et «la
somme ¥ +3 " un opérateur (additif). 11 ne faut pas chercher de concept
profond derriére le mot “opérateur” tel que nous I'employons icié. Cette
expression nous permet simplement de parler d’“opérande d’un opérateur™:
ni I'expression “opérande d’une ESA” ni celle d’“opérande d’une catégorie”

ne conviennent en effet pour décrire ce qui généralise le “terme d’une
somme”,

6

pour autant, la question théorique de la relation entre opérations et opérateurs (au sens
usuel du terme) en algdbre 8lémentaire est loin d'atre close (cf. Desclés 1981) mais nous
ne I'aborderons pas ici.
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VIiii.1.2.B3, opérande d’un_opérateur

Soit T une suite terminale et t une sous-suite de T

Soit o un nceud de 1'arbre syntagmatique de T

On dit alors que t est un opérande (ou “argument”) de T, et on note:
, ssi il existe un nceud t de P'arbre syntagmatique de T tel que:
(i) t dérive de 1

{ii) v est immédiatement dominé par ¢

(iii) T dérivede o

O ) Somme

BRI

T

S

Notons qu’en termes d’arbres il n'est pas teés facile de définir la
notion de ni®me opérande d’un opérateur. Ceci justifie entre autres Ie recours
d des définitions faisant appel aux réécritures.
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VIILL2.C, Exemple; signe d’un terme

Soit S une suite terminale et T une sous-suite de S
Soit ¢ un neeud de 1'arbre syntagmatique de S
Soit s un symbole terminal de S choisi dans I'ensemble { + - £}

On dit alors que s cst le signe du terme T, et on note s = sT, ss
il existe un nceud 1 de I'arbre syntagmatique de S tel que:

(i) s&t est une sous-suite de S

(it) Tdérivedet

(iii} T est immédiatement dominé par ¢
(iv) o est étiqueté SA,

(vi Sdérivedeo

o SA2

-2 - {x+3)
SR N O |
S T

5

Les linguistes remarqueront que Fon peut dire, dans le jargon chomskyen,
que le signe s “C-commande” le terme T auguel il correspond. C'est d’ailleurs ici
1'unique relation de “C-commande” 4 laquelle nous ayons affaire,

1,1.2.D Deéfiniti n s de réécritur

La traduction en termes de réécritures de la notion arborescente de
“domination” ne pose pas de probléme, celle de “neeud €riqueié” a pour
correspondant celle de d”occurence d’un symbole catégoriel au sein d’une
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suite” etc. Indiquons a tire d’exemple une définition non-formeile, en
termes de réécritures, de la notion de i¢me opérande d’un opérateur:

Soit T une suite terminale et t une sous-suite de T
Soit Oce, (;T) la nitme occurence de 1a sous-suite t dans T
Soient n un entier et i un entier inférieur ou égal a n.

On dit que Occ, (;T) est le i#me opérande de Popérateur T

et on note: [Oce, (T) = O;r ssi:

il existe un symbole catégoriel C tel que:

i) la catégorie symbolisée par C est “n-aire”, autrement dit les
opérateurs ressortissant a celie catégorie admettent n opérandes.

(i} T dérive du symbole catégoriel C (I'opérateur T ressortit a
la catégorie C)

(i)} La jéme occurence de la sous-suite t dans T dérive de la jeme
occurence d'un symbole catégoriel dans la suite 8{(C) qui dérive
directement du symbole catégoriel C.

Exemple:
Montrons que a est le 22meterme de 2 + a - b .
Posons:

T=2+a-b

t=a

n=3

i=2

C =SA; (Somune Algébrique de trois termes)

11 n’y a ici qu’une seule occurence du symbole terminal 2.

Alors:

(i} SA; est ternaire (i.e. admet trois termes)
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(i) 2+ a- b dérive de SA;
(iii) SAj est directement réécrit en 5(SA;) = Cst + Var- Var.

{iv} a dérive du symbole catégoriel Var (Variable) qui est la deuxiéme
occurence d'un symbole catégoriel” au sein de 5(SAj).

En conséquence a est bien le 2émeterme de 2 + a - b .

VIII. 1.3, Fonctions dans les ESAL

Nous allons voir maintenant la liste des fonctions au sein des ESAL,
catégorie par catégorie.

VITL1.3.A, Fonctions au_sein des Constantes;

Catégorie fonction

Ent rang {des chiffres des entiers)

Cst partie entiére, partie décimale
ViiLl1.3.n, Fonction au_sein des Variables:
Catégorie fonction

Var indice

VIiILt,3i.C, Fonctions au_sein_des Expressions Algébriques:

Catégorie fonction
Ide ?

Opp ?

POM ?

Sem terme

7 les symboles terminaux + ef - ne sont pas considérés comme des symboles catégoriels,
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Dif terme
SA, terme
Pr, facteur {multiplicande, multiplicateur)
Ma, facteur (multiplicande multiplicateur)
Quo dividende, diviseur
Fra numérateur, dénominateur
Pui base {mantisse), exposant
Rac ordre, radicande
VAbDb ?
II i i I itions Algébri
Catégorie fonction
PrA membre
Catégorie fonction
Sya ligne

VIlI.1.4. Transformations d’opérateurs n-aires

La caractérisation des éléments a déplacer par leur fonction
syntaxique permet une description concise des transformations lorsqu’elles
portent sur des opérateurs n-aires. Par exemple, une seule transformation
dite “commutation du i®me terme et du jme terme” rend compte de toutes les
commutations au sein d’une somme algébrique de n termes. Seule 1a valeur
numérique des indices i et j change. 1l n’est donc plus nécessaire de
décomposer cette transformation en transformations élémentaires.

Prenons I’exemple de la commutation. La transformation peut se
noter comime suit:

Commutation des i-émes et j-émes termes d’une somme:

Soit % une somme, n le nombre de ses termes
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ex: % 2 + 4 -6 +8 +3 - 45

Soitl €£k<n

E p>
Notons tf le k-iéme terme de %, et & le signe de I -
Soient i etjtelsqueizjetl Sisnetl <Sjsn
4‘

&3 £ 3
st

Ex: 2 2+

-6 +8 +3 45+ 26

+ 26

On appelle transformée de Z par [P ;j} toute expression 2’ telle que:

(i) T’ est une somme de n termes
b
= [k
(i) VW klsksnetkzietk#]))
‘2
=5k
ey 22 &
(iit) L=t et si =s8i
)
) b5 ¥ %
v =t e gi =g
(v} sii=1 alors
. lz 12' IE-
51 5=+ alorss! =+ous! =49
. lz lr
si sl=4 alors 5i =+
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Ex: ¥ 12 - 45 6 +8 +3 + 4+26

r ' T t

i [?: s L

En clair, cela signifie tout simplement que les termes de rang i et j
sont intervertis, que les auires sont inchangés et qu’un logogramme + peut
aire omis en position initiale.

Exemple dans le cas particulier: i = 1

12 +4 -6 +8 +3 -45 +26

Nl

& X
4’ tl 5) [j
):’:|3| +4 -6 -l+1|2 -45 + 26
3 i s"r =
1 P

1a description formalisée que nous avons donnée de la transformation
n’est certes pas simple. Toutefois, son aspect rebutant provient plutét du
symbolisme employé que des phénoménes décrits. Tout dépend de ce que
I'on veut faire de cette description. Selon qu’on s’adresse 4 un éléve, que
I’on veut programmer un ordinateur ou qu’on veut vérifier les propriétés
formelles de la transformation on n’utilisera pas le méme langage. Dans tous
les cas, les notions importantes sont celles de itme terme d’une somme et de
signe d’un terme (et non la fagon dont on les code) et le fait qu'elles
permettent une description de la transformation qui ne dépend que des rangs
iet].
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Vil 1.5. Combinaison_de transformations

L’usage des fonctions syntaxiques permet également de résoudre un
autre probléme épineux, celui des combinaisons de transformations. Dans la
pratique courante du calcul en effet, les transformations réellement
effectuées peuvent étre décomposées en une combinaison de transformations
correspondant a des opérations mathématiques élémentaires. Par exemple, le
développement de

2(x-4)
en
2x-8

peut s’interpréter ainsi:
20 - 4)
4
201 x - 4)
1
2XI x - 2x4
)
2x-8

Or nous souhaiterions ne pas avoir 4 introduire des transformations
intermédiaires “invisibles” (toujours le “rasoir d’Occam”). La caractérisa-
tion, en termes de fonctions syntaxiques, des éléments sur lesquels portent la
transformation, permet précisément d'éviter cette prolifération de
transformations hypothétiques. Dans le cas qui précéde, il suffit par exemple
de préciser que le itme terme de la somme qui est le résultat de la
transformations est:

*  un pseudomondme dont le premier facteur est le facteur commun et le
second le ime terme de 1a somme initiale si ce ime terme de la somme
initiale est une variable,

206

Chapitre VIII Les transformations

* une constante dont la valeur numérique est le résultat de la
multiplication du facteur commun et M€ terme de la somme mitiale si
ce iéme terme de la somme initiale est une constantes,

La description de la transformation n’est pas vraiment simple®, mais
comme d’habitude ce que nous perdons en simplicité, nous le gagnons en
concision descriptive puisqu’une seule étape suffit pour rendre compte du
résultat.

Cette possibilité de modéliser par une seule transformation formelle &
caraciérisation fonctionnelle, ce qu'on pourrait interpréter comme une
combinaison de transformations élémentaires, que nous avons illustrée a
'aide d’un exemple, se retrouve pour I'ensemble des transformations
complexes usuelles.

Certes on peut envisager qu'un éléve invente des combinaisons
inédites de transformations, dont le modéle ne rend pas compte par une
transformation formelle unique. Si cette combinaison est fortuite et ne
réapparait pas, on peut au minimum considérer que sa description nécessite
moins de transformations formelles i caractérisation fonctionnelles, qu’elle
n'en nécessiterait si on se limitait aux transformations formelles
correspondant 3 des opérations mathématiques élémentaires. Si la
combinaison se répéte régulidrement, on est alors dans Je cas de figure on
les données empiriques s'écartent de celles sur lesquelles repose le modéle
actuel. 11 s’agit alors de modifier le modéle (lequel est prévu pour rendre

8 sile itme terme de la somme initiale est autre chose qu’une constante ou une variable
{par exemple “2ab™) la définition du résultat de 1 transformation est encore moins
simple. Il est possible que ce résultat soit défini de maniére récursive, ¢'est-d-dire que
les opérandes partiels soient eux-mémes les résultats de transformations. Cela ne change
rien au fait que Ia transformation elle-méme soit concise en ce sens qu'elle n’a pas
besoin d’&tre décomposée en étapes successives,

?  d’autant que nous avons Pris en exemple une rdgle de développement réduite 3 deux cas
simples: les termes de Ia somme 3 développer sont des constantes ou des variables
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cette opération aussi aisée que possible) pour qu'il rende compte des
nouvelles données. Dans ce cas, il est parfaitement envisageable de créér une
nouvelle transformation formetle a caractérisation fonctionnelle pour
rendre compte de cette combinaison réguliére de transformations.

VIIE.1.6, Le systéme des transformations.

Ce qui précéde est une illustration de la derniére propriété du systéme
des transformations que nous présentons: il est com plet, mais n’est pas
minimal. Par “complet” nous entendons qu’il est possible d’effectuer
formellement, par les transformations que nous proposons ici, 'ensemble
des calculs!® algébriques portant sur R. Ceci provient du fait que I’ensemble
des transformations envisagées contient celles qui correspondent aux égalités
et équivalences qui régissent la structure de corps de IR.

Par conire, le systéme de transformations n’est pas minimal, en ceci
que plusieurs combinaisons de iransformations différentes peuvent aboutir a
la méme écriture. En particulier, le systéme étant complet il comporte donc
les transformations élémentaires qui, enchainées, aboutissent au méme
résultat que les transformations non-élémentaires & caractérisation
fonctionnelle. Par exemple, notre systéme permet d’obtenir

2x-8
aussi bien directement 4 partir de

2(x - ),

10 pous parions bien d’effectuer les calculs formellement, c.d.d. les manipulations portant

sur les ESA, sans connecteurs logiques par conséquent, et non pas les raisonnements
qui les accompagnent

Chapitre VIII Les transformations

qu’indirectement via les transformations élémentaires:
20 -4)
1
2(Ix-4)
L
2x1x - 2x4
L
2x-8

En conséquence il y a plusieurs “chemins transformationnels”
aboutissant a la méme écriture, ce qui fait qu’on ne peut parler de systéme
minimal (au sens ot le systéme des axiomes de IR est minimal).

Rappelons toutefois que le critere de minimalité du systéme n'a
d’intérét que si I’on envisage de démontrer des propriétés, ce qui n’est pas
notre cas. Au contraire, nous construisons un modéle formel des calculs
algébrique qui s’approche autant que possible de la pratique effective des
algébristes. Leur préoccupation n’est pas, usuellement, d'utiliser le moins de
régles possible, mais de faire des calculs rapides et siirs. La sécurite passe
par la redondance, et dans certains cas I’existence de transformations
spécialisées (redondantes) permet de gagner du temps. On en trouve un
exemple dans le systéme de calcul formel de Bundy & Welham (1975} qui a
coté des transformations usuelles permetiant de résoudre - entre autres - les
équaticns du premier degré introduisent la transformation:

b
ax+b=0 —DXx=-g

Cette derniére transformation est explicitement introduite en vue
d’accélérer les calculs.

VIil.1.7. Fonctions et données typématiques de PESA

L’usage des fonctions pour définir les sous-expressions a transformer
(autrement dit 1a définition fonctionnelle des transformations) permet en
outre d’opérer directement sur les ESA sans passer par les ESAL.
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11 suffit pour cela de déterminer les fonctions non pas au niveau de
I"arborescence des ESAL, mais des marques typématiques des ESA. Ex: le
radicande est ce qui est en-dessous de la barre du radical. Lorsqu’il v a des
parentheses, il suffit de compter les parenthéses.

Il se trouve que les attributs relatifs typématiques sont justement
definis par les fonctions des sous-expressions auxquels ils sappliquent, Le
typéme relatif “exposant” s’applique A la sous-expression qui fait fonction
d’exposant, et ainsi de suite... Ce qui est un bon indice de la fécondité de la
notion de fonction.

VIHIL.2.  Transformations généralisées.

La question est: comment faire pour rendre compte de calculs du
type:

2xy=0 s5x=0o0uy=0

De méme, comment faire des changement de variables en employant
la méthode dite des “noms auxiliaires” (Chevallard & Conne 1984 p. 27)?

«Il est important de souligner (...) que le recours 3 des “noms auxiliaires”,
traditionnellement introduits par les expressions de type Posons x = ..., En posant
I=..., elc., est omniprésent en mathématiques dans tous les domaines du calcul.
L'initiation des éléves & cette pratique essentielle doit done étre vue comme un
moment nécessaire et riche de potentialités de leur socialisation mathématique».

Une premiére solution consiste a créér une catégorie “phrases

algébriques” dans laquelle on aurait les conjonctions, disjonctions etc. de -

propositions algébriques. Reprenons 1’exemple:

2xy=0->x=0ouy=0

Il serait possible de le traiter par une transformation [T] qui
transforme une égalité en une écriture qu’on pourrait qualifier de phrase
algébrique (ici, une disjonction). La description de la transformation [T]
serait:
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{T1: A 5 A [T
Si
* A est une égalitéd
* le premier membre de A est un produit
* (3InelN (a1, .., an sont des facteurs de A qui. ne
sont pas des constantes, ni des opérateurs dont les
cpérandes sont des constantes.)
* Ie secornd menbre de A est 0.

* A {T] est une disjonction de n égalités Ej
* Yie [1; nl:

* le premier membre de Fj est aj

* Te secord membre de Ej est 0.

Nous avons néanmoins décidé de ne pas regrouper les expressions
construites autour de connecteurs logiques let, ou, si...alors, etc.), et i
fortiori de quantificateurs, en catégories, ceci pour des raisons
didactiques. Ce choix, qui interdit précisément que des transformatjons
puissent transformer des phrases algébriques, découle de I'hypothése
suivante:

L aititude en principe “correcte” de 1'éléve en algébre, consiste  faire
des calculs sur les nombres symbolisés par des lettres (autrement dit,
utiliser la puissance créatrice des mécanismes formels), et simultanément 4
faire des raisonnements (non-formels) sur les propositions et les phrases
algébriques concernant ces nombres.

Que les “raisonnements” en question soient corrects ou non, voire
qu’ils se situent dans un registre “juridique” (Lacombe 1988) quand ce n’est
pas “magique” (Baruk 1983) est un autre probléme, qui est par ailleurs
d’une grande importance didactique. Toujours est-il que nous estimons que
ces “raisonnements”, qui peuvent étre plus ou moins algorithmisés, ne sont
pas, dans le cadre scolaire, un calcul formel sur des propositions ou des
phrases algébriques.

En particulier, nous n'avons observé nulle part, ni dans les manuels,
ni dans les cours, ni dans les cahiers d'éléves d'exemples de calcul mixte
algébrique (sur les ESA) et logique (sur les conjonctions, disjonctions,
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implications ou équivalences d'ESA)1. Un tel caleul est pourtant
patfaitement imaginable. En voici un exemple ad hoc.
Convention: les conjonctions sont notés comme d'habitude par des systémes

bordés d'une accolade, et nous représenterons les disjonctions par des systémes
bordés d'un grand crochet “”.

I IR g Fll
x>
x=1 .
< ou [XZ(_)Z & ou {;;g) @{:i:é o x=1
{ x>0 Faux

Nous avions fait passer en 1987 un questionnaire a 57 étudiants du
CNAM!2, auxquels il éiait demandé entre autres de résoudre:

x =v6-x.

Comme on pouvait 5y attendre, aucun d’entre eux n’a fait de caleul
sur les propositions évoquant de prés ou de loin ce qui précéde. Soit ils
n’ont pas vu le probléme, soit ils ont raisonné sur les conditions de validité
des solutions et onl exprimé leur résultat dans un langage plus ou moins
naturel («or x doit étre >0 donc...»). En conséquence, la grammaire que
nous proposons ne rend pas compic d’expressions telles que

x=2 ou x=-1
de la méme fagon qu’elie rend compte de:

x+2)(x-1)

11 i I'exception de certains calculs sur les ggalités dans les systémes d'équations, que nous
n’étudions pas pour éviter de compliquer inutilement notre modéle descriptif,

12 goncernant cetie population voir en annexe
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i savoir en tant que catégorie, mais pour ce faire elle met en jeu la
notion de “transformation généralisée”. A I'origine de cette notion, nous
nous sommes inspiré encore de Chomsky, qui oppose les transformations
“singuliéres” (singulary transformations) et transformations généralisées

“qui convertissent un couple de phrases en une phrase unique” (Chomsky cité par
Ruwet 1967 p. 208).

Les transformations généralisées sont une relation entre un n-
uplet de propositions algébriques. En ce qui concerne les ESA, les
transformations généralisées ne portent que Sur des propositions
algébriques. Dans notre exemple, nous avons une transformation généralisée
qui associe & la proposition (x+1)(x-2)=0 deux autres propositions {ici,
des égalités) & savoir x +1=0 et x -2=(. De la méme fagon, c’est une
transformation généralisée qui permet de passer de

N2x =x

2-x=x?
et
x>0,

C’est encore une iransformations généralisée qui permet la
substitution et fait passer de:

2

b
X =7 et b=3

A
r =y

Nous prétendons que, contrairement aux transformations singuliéres,
I’identification des &lémenis A transformer dans les transformations
généralisées se fait par reconnaissance de structure (*filtrage™) et non de
fonction. Prenons ’exemple de la solution de 1'équation du second degre,
qui est typiquement une transformation généralisée complexe faisant
correspondre & un trindme et 4 une inéquation {celle qui représente le signe
de A) une disjonction d*égalités (les “solutions”). Il serait grotesque en effet,

213



Les systémes d’Ecritures Symboligues en Algébre élémentaire

par exemple, de définir les solutions X et x” d'une équation du second degré
en termes de fonctions:

“Egalité dont le premier membre est x' et dont le second membre est une fraction.
Son numérateur est une somme algébrique.
Le premier terme de cette somme est le premier facteur du second terme du trinome:
501 signe est «- »,
Le second terme de cette somme est une racine;
son signe est «- ».
Le radicande de cette racine est une somme algébrique.
Le premier terme de cette somme est le carré du premier facteur du
premier terme du trinome” etc,

En conséquence, les transformations généralisées sont décrites par des
“formules”, comme cela est fait couramment en mathématiques, qui
fonctionnent par filtrage, par exemple

“ab=0 < a=0 ou bh=0",

VHL3. Conclusion du chapitre

Comme nous I'avons indiqué dans le chapitre II {position du
probléme), nous n'avons pas I'intention d’aller ici au-deld d’une
détermination générale de mécanismes plausibles pour les transformations.
Une étude détaillée et une modélisation rigoureuse des mécanismes en
question, qui devrajent s’appuyer sur des travaux plus récents et mieux
adaptés que ceux que nous avons utilisés ici, dépasseraient le cadre de cette
thése. En outre, nous laisserons également ouverte la question de la liste des
transformations souhaitables pour effectuer les calculs algébriques, en
arguant de I'existence de nombreux travaux sur ce sujet, en particulier dans
le cadre de I'Intelligence Artificielle.

Nous préférons maintenant aborder la question des transformations
par une approche plus spécifiquement didactique, au travers d’une enquéte
portant sur celles qui sont effectivement mises en ceuvre et reconnues par les
éléves. C’est "objet du chapitre suivant.
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TROISIEME PARTIE:
DE LA SIGNIFICATION DES ESA

(ENQUETES ET
ELEMENTS D’ANALYSE THEORIQUE)

IX. DEUX ENQUETES SUR LES ECRITURES ALGEBRIQUES

Peut-on dire: une errenr n'a pas seulement une cause,
mais aussi un fondement? Ce qui veut dire 4 peu prés:
Ierreur est susceptible de trouver sa place dans ce que sait
correctement celui qui se trompe.

. Ludwig Wittgenstein, De la certitude, 74.

La grammaire des ESA que nous venons d’élaborer est un oultil
théorique: elle ne donne en soi aucune indication sur les difficultés
effectivement rencontrées par les éléves lorsqu'ils manipulent des
expressions algébriques. Parmi les questions qui se posent, il y a le fait de
savoir dans quelle mesure ces difficultés sont liées 4 la complexité des
expressions manipulées. Ainsi, la complexité structurale est-eile la seule
source de difficulté ou, ce qui est plus probable, Ia catégorie des expressions
joue-t-elle un rdle, et lequel?

Pour apporter un début de réponse a ces questions j'ai choisi de
reprendre les résultats d'une étude menée en 1984-1985 par 1'Equipe de
Recherche sur les Questionnements en Mathématiques?, dont je faisais
partie, sous la direction scientifique de Daniel Lacombe? et de Jérdme
Chastenet de Géry.

La partie expérimentale de cette étude a consisié en deux enquéles
sous forme de questionnaires multivariants donnés 4 des €léves de collége.

1 sagissait:

1 J. Chastenet de Géry , B. Dumont, S. Hocquenghem, D. Lacombe, Y. Paquelicr et
G. Sol ainsi que Ch. Tolla qui a fait passer les questionnaires.

2 UER de Didactique des Disciplines de |"Université Paris 7
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* d’une part, de tester ia capacité des éléves a reconnaitre la structure des
expressions en leur demandant d'évaluer des expressions numériques de

type:
2+3x5

» d’autre part d’avoir une idée des transformations qu'ils jugent
acceptables, en leur demandant d’estimer la validité d’un certain nombre
d’égalités de type:

(a+h) xc=a+(bxc)

La premiére enquéte a été donnée dans trois classes de Collége. La
seconde, qui lui faisait suite, avait pour objectf de confirmer (ou
d’infirmer) un certain nombre de faits troublants et d’améliorer la validité
des résultats en supprimant certains biais. C'est le cas par exemple des
questions de type:

{a+h)? =fa)2+(h)2

ol un “exceés” de parenthéses par rapport aux expressions usuelles semblait
dérouter les €léves. Ce second questionnaire a été soumis 4 six classes de
Collége de la région Parisienne.

Le but de V’équipe de recherche n’était pas d’établir des résultats
quantitatifs fins mais de réaliser une étude qualitative exploratoire. Nous
avons done cheisi de mener des enquétes légéres, avec des petites
populations (permettant ainsi un travail rapide de dépouillement) et une
analyse statistique minimale (pouvant étre faite “4 ta main” ou sur “tableur”,
sans nécessiter de logiciels d’analyse des données), ce qui permettait des
aller-retours rapide entre les hypothéses et les observations.
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IX.1. Premiére enquéte

1X.1.1.  Objectifs

IX,1,1.A. Expressions numériques

En 1985, nous ne formulions pas les obiectifs de 1’étude dans les
terines mis en place dans cette thése. Toutefois (et ce n'est évidemment pas
dii au hasard) les idées sous-jacentes sont assez proches. A I'époque, nous
partions d'une interrogation soulevée par la thése de Claudine Gautier
(1984). Celle-ci proposait d'interpréter un certain nombre d’erreurs
commises par les éléves en algébre par des difficultés li€es au fait que les
expressions manipulées (telles que “afb+cd) *) correspondent A des suites
d’opérations, c’est-a-dire des fonclions du type:

(a,bcd) <> a(b+cd).

Nous voutions reprendre cetie étude avec d’autres types de questionnements
que ceux que Cl. Gautier avait proposés aux éléves.

En ouire, notre hypothése était que ce n’est pas tant la suite
d’opérations elle-méme qui géne les éléves que la maniére dont 'ordre des
opérations est exprimée: explicitement (avec des parenthéses) ou
implicitement (par les conventions de priorité). En termes actuels, cela
revient & dire que la difficulté d’interprétation des ESA ne réside pas tant
dans leur complexité syntaxique (dans la structure de leur arbre, ou encore
dans leur “forme profonde” au sens de Kirshner) que dans 1a maniére dont
la grammaire intégre les régles de priorité (au niveau de la “forme de
surface”). Ceci rejoint les conclusions d’une étude de Blando et al. (1989):

«We found that a small number of errors, particularly precedence (order of
operations) errors, were common across students, We also noted that these order of
operations errors were masked in problems of the form axb+¢ and were most
apparent when the format of the task was changed (i.e, to a+bxc ) (...) these
students are following the mal-rule “execute operations from left to right”,,.»
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De nombreuses études ont été menées sur la question de la
reconnaissance de la structure syntaxique des ESA par les éléves, y compris
avec des techniques informatiques assez poussées, incluant par exemple la
représentation en arbres (P. Thompson 1989) ou les “tuiles” de J. Larkin
(1989) de type:

(2 -{ B < (2] = + o

Nous avons choisi pour notre part de demander aux éléves d’évaluer
{nous leur disions “calculer”) des ESA numériques. La valeur de la
réponse nous renseignait ainsi sur Ja structure pergue.

Ce dispositif n’est vraiment fiable que lorsque 1'éléve donne la
réponse correcte’ (par exemple “I4” pour

“24+4x37,

ou hien un nombre correspondant d une structure incorrecte clairement
identifiée, comme la réponse “I8” dans le cas précédent, correspondant i la
structure:

{2+4]x 3.

Un certain nombre de réponses n’ont jamais pu étre comprises, en
dépit de la sagacité et des efforts d’imagination des membres de 1’équipe,
particuliérement & cause des erreurs de calcul arithmétiques du type:

7x7=39.

Toutefois ceci n’est pas important par rapport i I'objectif de
I’enquéte.

3 il peut aniver qu'un éléve trouve une réponse correcte 3 la suite d’un enchainement

heureux d'erveurs qui se compensent, mais ¢’est peu fréquent
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1X.1.1.B, Expressions littérales

La seconde partie de ’enquéte portait sur les transformations.

Un certain nombre d’études ont par exemple mis en évidence des
erreurs d’algébre dues & un usage erroné de la distributivité, en particulier
dans 'exemple archi-classique:

(a+b)2=a2+b2

(v. p. ex. Al-Lakkis 1985, Kirshner 1990), cu encore de I'associativité (on
en trouve un exemple dans Kieran 1989). Nous avons voulu généraliser ces
études en explorant les transformations que les éléves jugaient acceptables
dans I'ensemble exhausitif des cas de type

aV(bAc)

ol “V” et “A” représentent les symboles “+”, “-" et “x”. En particulier,
nous avons proposé au jugement des éléves des énoncés que nous avons
qualifiés d'“auto-distributifs” tels que:

a+(h+c)=(a+b) +{a+c).

En outre, nous demandions de juger un certain nombre de
développements erronés (dérivés de fausses distributions ou associations).
Nous avons étudié également les carrés, mais pas les fractions, ni les racines.

1X.1.2. Population et variantes

La premiére enquéte concerne B0 éiéves répartis en deux classes de
4eme et une classe de 58me. Chaque éléve travaillait sur une des six variantes
notées A, B, C, D, E et F. La difficulté et le type des questions était a priori
comparables d’une variante 3 I’autre, en ce que les différentes variantes des
questions numériques donnaient des résultats (corrects) identiques ou peu
différents, du type:

3(7-2)
et
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3(8-3).

I.e nombre d’éléves ayant passé chaque variante est trop faible pour
qu’on puisse étudier finement I'influence de la présentation des questions, ou
du niveau des éléves, d I'exception de la question portant sur 1'opposé d'un
carré (cf. infra). Ce n’était de toute fagon pas D'objectif de I'étude. Le
caractére multivariant nous permettait d’abord d’éviter le phénoméne
parasite de copiage, qui est une question triviale sur le plan théorique mais
aux conséguences pratique bien réelles quant a la fiabilité des résultats des
questionnaires lorsque ceux-ci sont passés dans des classe< “usuelles” et avec
des conditions de travail normales (un scul surveillant, le maitre lui-méme,
les €léves sur des tables rapprochées etc.).

1X.1.3. Questicnnaires

Chaque éléve devait remplir un questionnaire de deux pages
comprenant 23 questions. On trouvera ci-dessous un exemple de
questionnaire afin d’avoir une idée des questions posées. Les sepl premiéres
questions portaient sur des expressions numériques sans parenthéses, et les
neuf suivantes sur des expressions avec parenthéses. Enfin, les sept derniéres
questions, sur la deuxiéme page, présentaient des égalités dont il fallait dire
si elles étaient “toujours vraies” (auquel cas on répondait “V™) ou non
(réponse “N”). Nous indiquerons I'ensemble des items proposés aux éléves
dans les paragraphes consacrés aux résultats.

Les €léves disposaient d’environ quarante minutes pour remplir le
questionnaire,
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1X.1.4. Texte d’'un questionnaire

A
BM:; CLASSE: /
Ecrivez ves rasultats dons la colonne de draoite .
I _Calculez: réesuitat:
3+2x 8 1
-92 2
§+2°2 3
2x32 4
8x2+4 5
7+3x11-12 5
6x i11-9x7 7
11 Calculez sans développer:
(2x3)2 8
(8+4)2 9
(-4)°2 10
5x{(9-3) 11
13 + (4x3) 12
(2x3)x(1+5) 13
[2+(4%x2)Ix[8x(9-8)1] 14
94+(3x[8-(2x3)1) 15
(-3+7)+4 16

111 Pour chacune des égalités supivantes, écrivez «V» si
elle est TOUJOURS DRAIE, «N» sinon.

réeponse:
a+(b.c) = {(a+b).(a+c) 17
{a+b)xc = (axe¢)+{bxc) 18
{axb).c = ax(b +c) 19
(-a)2 - a? 29
{ a+b)2 = {(a?)+(b? 21
{a.b)x(c+d)= a.(bxe).d 22
a+(b-¢) = (a+b)-c 23
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1X.1.5. Expressions numérigues: résultats globaux

Nous allons tout d’abord présenter un tableau des items numériques
{avec ou sans parenthéses) dans ’ordre de réussite décroissante. Nous
détaillerons ensuite les résultats pour chaque question ou groupe de
questions.

* La premiére colonne du tableau ("item”) donne la classe d’items en
donnant un exemple d’item.

+ La seconde colonne donne le nombre de réponses correctes (“rép cor™).

* La troisiéme colonne donne le pourcentage de réponses correctes.

* La quatriéme colonne (“er att”) donne le nombre d’“erreurs attendues”,
qui sont sauf exception celles qu’on obtiendrait en effectuant leg
opérations de gauche a droite sans tenir compte ni des priorités ni des
parenthéses.

+ La cinquieme colonne donne le pourcentage d’“erreurs attendues”.

+ La sixiéme colonne (“autres en™) donne le nombre d’erreurs qui ne sont
pas les erreurs attendues (par exemple, des erreurs de calcul).

» La septiéme colonne donne le pourcentage d” aulres erreurs.

* La derniére colonne (“total”) donne le nombre d'éléves ayant passé
I'épreuve {en général, 80).
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% de réussite & chacun des ilems numériques, toutes variantes confondues.

item rép cor | % err att | % autres er | % total
5x{(9-3) 76|95% 1l 1% 3] 4% =80
13+{4x3) 76]95% o] 0% 4] s%| 8o
{2x3)2 74]93% 2] 3% 4] 5%] 80
8x2+4 73[(91% 31 4% 41 5%| a0
[2+{4x2)]x{8x{9-8)1 72[90% 0] 0% 81 10%| a0
(-3+7)+4 71[89% 0] 0% 9] 11%]| 8o
{-42 68l85% 8l10% 4| 5%| 80
2x32 66{83% 8|10% 6| 8%| 8o
(2x3)x(1+5} 66(83% 0| 0% 141 18%| 80
9+{3x[B8-(2x3)]) 65[81% 0| 0% 15] 19%| 80
8422 64)|80% 4| &% 12F 15%| 80
6x11-9x7 64(80% 41 5% i2] 15%] 80
(8+4)2 54|81% 0} 0% 13| 19%] 67
3+2x8 50[63% 26}33% 4] 5%| =80
743x11-12 40|50% 17]121% 23] 29%| 80
-2 2D0|25% 55169% 5] 6%] 8o

1X.1.6. _Expressions numériques: résultats détaillés

Les résultats détailiés ne seront pas présentés par ordre de réussite
mais selon une typologie des expressions qui dépend de leur siructure. Nous
indiquerons 4 chaque fois les enseignements principaux que 1’on peut en
retirer.
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IX.1.6.A osé d'un carré
Items

Nous donnons tout d’abord la liste des items proposés aux éléves.
“Va” est la lettre correspondant 4 la variante et “Q” le numéro de la
P
question (i savoir le numéro d’ordre dans le questionnaire}.

-g2

.g2

.72

.52

.52

Rt R Rl Ree] Bod P oo
=l nf{ wlmolra{o

.42

Résultats

659%

= La zone blanche donne le taux moyen de réussite (ici extrémement bas,
25%),

+ la zone noire les “erreurs attendues”,
-82=464
* et la zone grisée les erreurs autres gue les erreurs attendues, p. ex.:

-82=-16.
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Ce résultat massif (qui sera confirmé par la seconde enquéte, ainsi que
par une enquéte que nous avons menée au CNAM) montre la difficulté qu’il
y a pour les éléves & percevoir la structure de -82 qu’ils interprétent comme
le carré d’un opposé (avec I'argument véhément: “mais un carré est toujours
positif!”)4,

1 B mme

1X.1.6.B.a, Le premier terme esi _une_somme_algébrique

Items
Var. | Ques.

{(-2+6)+2 B i6
(-2+6)+ 3 C 16
(-2+47)+2 E 16
(-2+7)+3 F 16
(-3+6)+3 D 16
{-3+7)+4 A 16
Résultats

{-a+h)sc

4 Citons une anecdote persormelie: lorsque j'ai abordé la question avec une classe de

Seconde que je venais de prendre en mains, un certain nombre d'éléves n'ont tout
simplement pas voulu me croire et ont déclaré qu'ils demanderaient & d’autres
professeurs plus anciens dans Je lycée (ce qu'ils n’ont matheureusement pas fait).
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Les conventions de couleur sont les mémes pour tous les graphiques:
les bonnes réponses forment un secteur blanc, les erreurs attendues un
secteur noir et les autres erreurs un secieur gris.

Cette expression ne pose évidemment pas de probléme de structure
aux éléves. Les seules erreurs (erreurs de calcul etc.) n’ont pas de rapport
avec la structure. Il n’y a pas d” “erreurs aitendues” dans Ia mesure od
Pordre de priorité de gauche 2 droite est renforcée par les parenthéses. Le
résultat montre en tout ¢as que des parenthéses redondantes ne génent pas les
éléves dans le cas numérique.

IX.1.6,.B.b, Le premier terme est un produit
Items
6x2+6 FIl3
6x3+2 Cl5
7x2+5 B3
I*x2+5 E15
Bx2+3 D1
8x2+.4 Als
Résultats
a‘bsc
4% 9%

9%

Seuls trois éléves sur 80 violent i la fois la convention de priorité et
I'usage de commencer par la gauche. Nous allons pouvoir comparer ce
résultat avec les sommes dont le second terme (et non plus le premier} est
un produit,
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1X.1.6.B.c. Le second terme est un, produit

Items

2+2x8 B4
S+2x7 D2
3+2x8 Al
4+2x6 F |4
442x7 Cl4
5+2x6 E |4
Résultats

a+2*b

32%

63%

On passe & 26 éléves sur 80 qui ne respectent pas la priorité. Ce
résultat joint au précédent signifie qu'environ un éléve sur trois {de notre
population) n’applique pas la priorité de la multiplication sur I’addition.

1X.1.6,B.d. Ie second terme est un produit parenthésé

Items

Le second membre est toujours un produit, mais cette fois-ci sa
priorité est explicitement indiquée par les parenthéses.

10+(4x4) Fl10
10+(5x3) B{10
11+(5x3) Cl12
114(7x2) El10
13+(4x3) Al12
13+({6x2) R E]
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Résuliats

95%

Lorsque la priorité est marquée par les parenthéses, plus aucun
¢léve ne se trompe sur ordre des opérations i effectuer. Ceci
montre assez clairement que la présence ou non des parenthéses joue un
grand réle (un role essentiel pour le tiers des éléves) dans la détermination
de la structure de 'expression. Nous allons confirmer ce résultat avec une
expression structurellement plus complexe mais entiérement parenthésée.

1X.1.6.B.e. Le_second terme est un_produit “complexe”
parenthése

Items

6+ (3x[9-(2x3)]} E {15

7+(3x[9-{3x2)1} F {14

8+(4x[8-{2x3) 1) B |14

9+(2x[8-{3x2)1) C |15

9+ (3Ix[8-{2x3)]}) A |15

94+ {3x[8-{3x2)]) D14
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Résultats

as{b*c-{d*e)])

19%

0%

81%

On voit donc bien que ce n’est pas la complexité syntaxique qui est en
jeu dans la difficulté de reconnaissance structurelle, puisque I'arbre de cette
expression est:

\

9+(3*[8-Q2%3)1)

qui est 4 I’évidence plus complexe que celuide “3+2Xx8":

3+2%*%8

méme sans tenir compte de la génération des parenthéses! Pourtant, un tiers
des éléves échouent A assigner une structure correcte 3:

3+2%8
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et aucun i:

9+ (3x[8-(2x3})]).

La syntaxe des régles de priorité est donc une plus grande cause
d’etreur que 1a complexité des structures,

1X.1.6.8.1, Les deux termes_sont des produits
Items

I s'agissait ici de voir Uinfluence d’une forme “tentante” visant a
rendre la soustraction (“77-97) prioritaire sur 1’addition, autrement dit de
déterminer la capacité des éléves 4 voir une structure 1a on elle n’est pas,
pour faciliter leurs calculs, ce qui est une “erreur-relais” au sens de
Paquelier (1987).

6x11-9x7

7x11-9x4

7x11-9x85

7x11-9x6

8x11-9x6

il 00l el Pl 33
|| ~|@| N~

8x11-9x7

Résultats

a*11-9b

Relativement peu d’éléves (5%) ont été tentés. Les autres erreurs sont
soit des erreurs de calcul soit des calculs faits de gauche a droite.
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1X.1.6.B.g. Le second terme est un_carré

[tems

8+22

g+32

6432

7+32

G+42

mpm| Qo | T >
b)) —=|w

7+22

Résultats

a+h"2

On pourrait dire que F’élévation au carré est “plus prioritaire” que ne
I’est la muitiplication par rapport 4 1’addition, dans la mesure ot 5% des
éléves seulement effectuent de gauche & droite, contre 33% dans le cas de la
multiplication.

IX.1.6.C. S toghri | .

Items

4+6x12-11

5+6x10-11

5+6x11-12

6+4x11-10

6+4x12-11

> TOm|G

[+ ] IEET RN R ] S or] Ror]

7T+3x11-12
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Résultats
a+b*c-d
29%
50%
21%
Par rapport aux items de type:
6x11-9x7

le “piege” est déplacé  la derniére position et il est encore plus tentant: il
n'est pas trés fatigant de multiplier par “72-11". De ce fait les “erreurs
attendues” sont plus nombreuses ici (21% au lieu de 5%). Par contre, nous
avons remarqué que plusieurs éléves évitaient cette erreur uniquement pour
ne pas avoir & produire de résultat négatif entrainé par le facteur “7/-12"
(cf. les stratégies d'évitement des négatifs mis en évidence par Gallardo &
Rojano 1990). Nous avons repris cet exercice sans ce biais dans la seconde
enquéte,

1X.1.6.D, Produijfs

1X.1.6,D.a. L.e second facteur est une différence

Nous avons un produit bien parenthésé, sans comparaison possible
avec une expression non parenthésée dont un facteur serait une différence.
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Items
Ex(7-1) Cito
5x(8-2) Bii1
5x(9-3) Al11
6x{6-1) Fl8
Gx{7-2) E}9
6x(8-3) pl10
Résultats
a*(b-c)
19 4%

95%

Notons qu’un éléve a tout de méme réussi 4 ne pas respecter I'ordre
donné par les parenthéses. Cela nous conduit & relativiser nos résultats
antérieurs concernant la connaissance des parenthéses et des régles de
priorité. Si le role structurant des parenthéses est mieux connu que celui des
priorités, cela ne signifie pas qu'il est parfaitement maitrisé par tous les
éléves...

1X.1.6.D.b. Le premier facteur est une somme

Items

Nous avons 13 encore une expression complexe et complétement
parenthésée.
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[ +{(3x2)Ix[9x{5-4)1 D |15
[1+(2x3)1x[7x(6-5)] E [14
1+ (3x3)Ix[7x(8-7)] c [14
24{3x2) 1x[B=(9-8}] F [15
[2+{4x2}]1x[Bx{(9-8)] A 14
[4+(2x3)Ix[9%(7-6)] B |15

Noter qu’a la suite d’une coquille typographique le premier terme du
premier facteur de la premiére variante a disparu. Nous n’avons pas compté
dans les résultats les items correspondants.

Résultats

fa+(b*c)I*[d*(e-N]

10%
0% oz

90%

Il n'y a pas d’erreur de priorité dans cette expression bien
parenthésée.

1X.1.6.D.¢c. Le second facteur est une somme

Nous avons une structure identique a la précédente dans lfes premidres
branches de ’arbre syntagmatique, mais moins complexe dans la mesure ot
il y a un niveau d’emhoitement en moins:

(Z2x3)x(1+5) A |13
(2x3)¥x {2+ 4} E |13
(2x4)x{3+2) F i3
(2x4)x{4+1) B |13
(3x2)x{4+2) [ EE
(dx2)=x(2+3) D113
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Résultat

(a*by*(c+d)

17%

0%

83%

Pour ce qui est de la reconnaissance de la structure, la variation de la
complexité par rapport au cas précédent ne change rien.

1X.1.6D.d. _ Un facteur est un carré

Items

Il s’agissait de voir la priorité du carré sur la multiplication.

2452 Fl2
5x32 A4
2542 D|4
3x22 B |5
3x32 E |1
4x22 cl2
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Résuftats

a‘h"2

10%

83%

1 est intéressant de rapprocher ces résultats de ceux des sommes dont
un terme est un carré.

6+32 C3
6+42 E |3
74+22 F 15
7432 D |3
8+22 A3
$+32 B |1

Dans ce dernier cas le nombre d’erreurs de priorité tombe a 5% alors
qu’il est de 10% avec le produit. Cela confirme notre hypothéses de selon
laquelle la priorité du carré est plus “nette” que celle de la multiplication.
En effet, de méme que les éléves pergoivent mieux fa priorité du carré sur
P addition:

a+h?
que la priorité de la multiplication sur I'addition:
a+bxc,
de méme cette priorité du carré sur ’addition:

a+b?
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est-elle mieux percue que la priorité du carré sur la multiplication:
axhe,

1X.1.6.E, Carrés
1X.1.6.E.a. Carré d’un_opposé

Items
(-4)2 A |10
(-5)2 B |9
{-8)2 C |9
(-7)2 D 11
(-8)2 E |8
{(-9)2 F |12
Résultats
(a2
5%

10%

85%

Cet item est le complément de I'opposé d'un carré. le taux d’échec est
bien moindre, sans doute parce qu’il n'y a pas I’influence de la notion de
“camré toujours positif”.

IX.1.6.E.b.  Carré d'ung somme ot d’une difference
Items et résultats

Nous allons indiquer les résultats item par item car les variations
entre items sont plus importantes ici qu’entre les autres questions.
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Lecture du tableau;
+ La premiére colonne donne la variante
* La colonne suivante donne Fitem correspondant

* Les deux colonnes suivantes indiquent les réponses correctes. La sous-
colonne de gauche indique la valeur numérique du résultat correct {en
italiques), la sous-colonne de droite donne e nombre d’éléves ayant
donné la bonne réponse,

* Les deux colonnes suivantes indiquent les réponses correspondant & une
distribution du carré sur la somme ou la différence (*a2:12"). La sous-
colonne de gauche indique le résultat numérique comespondant pour
chaque variante {en itafigues), la sous-colonne de droite donne le
nombre d’éléves ayant donné cette réponse.

* Les deux colonnes suivantes concernent les éléves qui ont fait une
pseudo-association: {atb)2 — at(b?)-> ath?,

* Les deux colonnes suivantes concernent les éléves qui multiplié par 2 au
lieu d’élever au carré,

* Les deux suivantes indiquent les autres types d’erreurs et le nombre
d’éléves les ayant faites.

» La derniére colonne donne le nombre total des éléves.

Var. |Ttem (atb)2 aihe atb2 {atb)x 2 | Aulres erveurs | Total
= jnb. [= [nb. |= nb. |= [nb.}= nb,
A {B+4)2 144 9|80 24 24 244 1 10
124,134,
c (7+5)2 144 7| 74 1|32 24 1 53.164, 5 14
B (131132 4 13] 108 F 147 1 14
D (121032 4 124 88 4 24,244 2 14
F {13-10)2 9 13|69 1]-47 6 1 15
E 9+3) 0
Total 54 2 0 2 3 61
Total % 8% % 0% 3% ) 100%
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11 était prévu de proposer six items dont trois seraient des carrés
d’une somme et trois des carrés d'une différence. Par suite d’une erreur de
saisie typographique la derniére somme a perdu son exposant. Tous les
€léves ont répondu correctement que “{9+3)” valait 12. Cela confirme s'it
en était besoin que les parenthéses redondantes ne les génent pas, mais nous
n'avons évidemment pas intégré ce résultat  notre étude des carrés.

I1 restait donc deux carrés de somme et trois carrés d’une différence.
Les principaux points remarquables sont les suivants. D’une part, aucun
éléve n’a fait d’erreur consistant & ne pas tenir compte des parenthéses,
erreur gue nous qualifions pius bas de pseudo-associativité, et qui consiste 4
déplacer les parenthéses dans un triplet d’opérandes, en remplagant “aV
{bAc)” par “(aVb)Ac™.

Notons qu'on ne pouvait déceler ici d""erreur attendue™ consistant &
traiter les opérations de gauche d droite sans tenir compte des priorités
indiquées par les parenthéses ou les conventions, dans la mesure ou ce
traitement donne précisément ici le résultat correct, puisque 1'exposant (qui
indique le carré que 'on effectue en dernier) est situé par convention a
droite de la base. L'ordre des parenthéses est ici celui qui va usuellement
de gauche a droite.

Par contre, deux éléves ont fait une erreur consistant a (mal)
développer le carré

(a+h)?

en
a’+bh2,

puis & effectuer cette dernitre expression. L’un a trouvé 74 pour
(7+5)2,

I’autre a répondu 62 i

(13-10)2.
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Tl nous a paru intéressant d’étudier un peu plus systématiquement et
avec des effectifs supérieurs cette erreur bien connue, aussi avons-nous
décidé de reposer la question dans le second questionnaire.

Enfin, nous avons été légérement surpris de constater qu’il y avait
quand méme deux éléves de collége pour calculer un carré en multipliant
par deux. Ceci méritait également une étude plus détailiée.

1X.1.6.E.c. Carré_d’un_produit
Résultats
(a*b) 2
3% 5%

92%

Les résultats sont ici meilleurs que dans le cas du carré d’une somme.
1.'ordre des opérations indiqué par les parenthéses coincide également avec
F'ordre de gauche i droite, et méme si 1'éléve voulait développer (ab)2 en
a?b? le résultat serait encore correct.

I1X.1.7. Expressions littérales: résultats globaux

Nous allons donner maintenant les items littéraux dans I’ordre de
réussite croissante.
¢ La premiére colonne donne le nom de la propriété mise en jeu.
* La seconde colonne donne I'égalité proposée au candidat traduisant la
propriété,
* La troisiéme colonne rappetie la réponse correcte (“V” ou “F").
* La quatriéme colonne donne le nombre de réponses correctes.
» La cinquiéme colonne donne le pourcentage correspondant.
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+ Les deux derniéres colonnes donnent le nombre et le pourcentage de
réponses fausses.

propridté &noncée s | rép cor rép inco

dist do + surx a g a+{bxc} = {a+b)x(a+c) Nl 65) 36%) 9| 64%
dist de x sur + 4 g. ax(bxe} = {axb)x(axc) Nl11] 41%]16] 59%
distrib_de 2 surs (a+0)2 = @2)+(b?) NiZi| 54%|18] 46%
dist de + sur x a d. {axb)+t = {a+ckx{b+c) N|16] 55%|13] 456%
assoc de x sur+ (a+h)xc = a+lbxc) N|17] 598%]12] 41%
autodist de x & d. (axb)xc = {axc)+i{bxc) NI 9] 64%] 5] 36%
faux développement | (a+b)x{c+d) = {axc)s(bxgl+(axd)+laxd) |Nj 9| 64%| 5] 36%
assoc de - sur + a-{b+c) = {a-blsc Nli8} 67%| 9] 33%
assoc de + sur - a+b-c) = (a+b)-c VI17] 71%| 7] 29%
développl partiel (a+b}x{c+d) = (axc)+(bxd) N]10] 71%] 4] 29%
assoc de - a-(h-c} = {a-bl-c Nj21}] 72%] 8] 28%
a5s0C de + sur x (axb)+¢ = ax{b+c} NjtB} 78%] 6] 22%
autodist do + & d. {a+b)+c = {a+c)+{b+c) N] i1 9% 3] 21%
assoc do 2 sur opp {-a)2 « -(a?) Nj22] 79%) B] 21%
autodist de + 4 g. a+(b+c) = (a+b)+{a+c) N|20] 80%] 5] 20%
déplact de parenth, {a+bix(c+d) = as{bxc)+d Nj20| 87%| 3] 13%
distrib de 2 sur x (axb)2 = (a2 (b?) vi13] 88%{16] 55%
déplact de parenth. {axhb}s (exd) = ax{b+clxd Nj36} 88%] 6 12%
2 Sur opp (_3)2 = 32 vizi 91% 2 2%
assoc da 2 sur x {axb)2 = ax{b?) nNl26] 93%| 2] 7%
associativité de x {axb)xc = ax{bx+c) V]13] 93%]| 1 7%
associativité de + fa+blre = a+{bec) V13 93%} 1 7%
dist de x sur + 3 d. {a+b¥xc = (axe)+(bxc) viz2| 96%| 1 4%
distde x sur+ ag. axib+c) = (axb}s(axc) Vit4] 1009 © 0%

IX.1.8.

Expressions litiérales: résultals détaillés

Signalons que nous avions répartis les itemns dans les différentes
variantes de telle maniére qu'un méme éléve n’ait pas a juger deux égalités
contradictoires, par exemple:

et

(ab)e=(ab)(ac)

{ab)c=afbc).
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Pour faciliter les comparaisons nous exprimerons les résuliats en
pourcentages. Le lecteur ne doir pas perdre de vue toutefois que les
populations d’éléves ayant répondu 4 un item donné varient {comme on peut
le voir dans le tableau précédent en ajoutant pour chaque item le contenu de
la quatriéme & celui de la sixiéme case) entre 14 et 42. Une différence de
moins de 2% (pour 42 &léves) ou de moins de 7% (pour 14 éléves) n’a donc
aucune signification. Nous rappellerons chaque fois que nécessaire la taille
de la population de référence.

IX.1 pmm roduits

1X.1.8.A.a, “Pseudo-développements™

Produit de deux sommes

D {a+b) x(c+d) =(axc) +(bxc) +{axd) +(axd)

Une coquille typographique (encore une!) a rendu faux ce
développement (“axd” au lieu de *bxd™). Cela a dii dérouter les élaves
puisqu’il n'y a eu que 64% de réussite A cette question. On peut y voir un
effet d'une coutumes didactique assez naturelle (i laquelle nous nous
sommes de fait conformés} qui veut que ce sur quoi on demande le jugement
de I'éléve soit didactiquement pertinent par rapport aux circonstances: age,
niveau, sujet des dernidres legons, etc. Ainsi le travail pour répondre a une
question est supposé metire en jeu les connaissances qui sont “au
programme”. Cela apparait nettement & chaque fois qu’un sujet d’examen
présente une bizarrerie: surveillants et éléves se demandent aussitdt s'il
s’agit d’une coquille qu'il suffit de rectifier, ou bien si cette étrangeté résulte
d’une difficulté profonde, qu’on n’identifie pas immédiatement. On exclut
spontanément I’hypothése que 1'auteur du questionnaire ait sciemment posé
une question triviale.

5 Balacheff (1988)
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On peut donc supposer que les éléves ont ici rectifiés d’eux-mémes la
coquille, voire qu’ils ne I'ont méme pas remarquée, & I'instar de 1’équipe de
recherche! Ayant enregistré comme fausse la réponse “V”*, (ce qui est
mathématiquement correct mais didactiquement ambigu) les résultats sont
peu significatifs.

. {a+b) x{c+d) =(axc) +{bxd)

Cette égalité fausse a é1¢ choisie pour son caractére “symétrique” qui
se voulait tentant. Elle n’a été reconnue comme fausse que par 71% des
éleves (10/14),

. {a+b)} x(c+d)=a+(bxc) +d

Cette égalité fausse présente une disposition des parenthéses
inhabituelle dans le second membre, en ce sens qu’elle n’apparait dans
aucune des identités usuellement enseignées. Nous la supposions donc a
priori moins tentante. Elle a &té reconnue fausse par 87% des éléves
(20/23), ce qui confirme & posteriori I'importance de ce critére de “forme
usuelle”,

Somme de deux produits

. (axb}+(cxd) =ax(b+c) xd

La méme analyse vaut pour cette égalité qui a éé reconnue fausse par
88% des éléves (36/41).
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1X.1.8.A.b. Associations généralisées
. (a+bh)+c = a+(b+c)
. (axh) xc = ax(hxc) @

Ces deux identités recueillent te meilleur taux de réussite de I’enquéte
(93%, soit 26/28). Tl s’est tout de méme trouvé deux éléves pour les juger
fausses.

. (axb)+c = ax(b+c)

78 % de réussite (18/23).

o (v

. {a+b)xc = a+(bxc)

Le taux de réussite tombe a 59% (17/29), ce qui signifie qu'ily a 12
&léves sur 29 pour estimer vraie cette égalité. Nous avons une application du
critére de forme usuelle, dans le sens opposé des pseudo-développements
que nous avons vu plus haut. Les deux fausses associativités ont en effet une
disposition connue {quand on ne regarde que les parenthéses} et il semble
bien que c’est ce qui a poussé plus du tiers des éléves a valider ces égalités.

»

. a+(b-c) =(a+b)-¢

Cette identité n’est reconnue que par 71% des éléves (17/24), peut-
étre par méfiance excessive qui voudrait que seules la multiplication ou
I'addition puissent figurer dans des égalités de ce type.

244

. a-(b-c)=fa-b)-c

Chapitre IX. Deux enquétes sur les écritures algébriques

o

. a-(b+c)=fa-b}+c

Ces deux égalités sont reconnues comme fausses par respectivement
72% (21/29) et 67% (18/27) des éléves.

(y

’ (-a)2=-(a)
Le taux de réussite est de 79% (22/28) contre 91% (21/23) pour:
(-a)2=a?

toutefois 1’écart est peu significatif. 11 va dans le sens du fait que,
globalerent, les identités sont mieux reconnues que Jes égalités fausses.

S

. {axh)?=ax(b2)
Le taux de réussite est de 939 (25/27) contre 88% (13/16) pour:
{axh)2=(a2) x(b2)

toutefois 1’écart n’est pas significatif ici (un éléve sur 16 représente 6%).
Cela dit, nous nous étions demandés si le fait que les facteurs du produit
soient mis entre parenthéses pouvait désorienter les éléves. Cela nous a

amené A intégrer ce critére (parenthésage redondant) dans la seconde
enquéte.

En résumé, seules les identités d’associativité de la multiplication ou
de ’addition sont bien reconnues. Le taux moyen de réussite pour les autres
formules n’est que de 70% (91/132).
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IX.1.8.A.¢c, Distributions généralisées

Distributions vraies
. ax(b+c) =faxh) +(axc); 100% (L4/14)
. {a+b}xc=fuxc) v(bxc): 96% (22/23})

. (axb)2=(a2) x(b2). 88% (21/24)

Comme précédemment les identités sont bien reconnues, d’autant plus
qu’elles sont des objets d’enseignement explicites (en ce qu’elles illustrent
des propriétés fondamentales des opérations sur les nombres réels, ici la
distributivité).

Il est & noter toutefois que dans les manuels, la propriéé
(axb)2=(a2)x(b?)

est rarement présentée pour ce qu’elle est, 4 savoir une distributivité a
droite. Ceci est peut-étre lié au fait que ’exponentiation n’est pas
distributive 4 gauche (on ne peut alors pas parler de “distributivité” sans
préciser la direction). La méme raison joue peut-éire pour:
atb _a a
¢ “cte

Toutefois, 1’absence de présentation de la distributivité i droite de
Pexponentiation est peut-&tre égatement die au fait que cette opération joue
un réle secondaire au sein des structures d’ensembles de nombres (anneaux,
corps}, comme nous 1'avons vu au chapitre V, et que les propriéiés telles

que ’associativité ou la distributivilé sont surtout mises en évidence dans le
cours pour les lois “fondamentales™ que sont I’addition et 1a multiplication.
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Autodistributions

(axh)xc = (axcix(bxc): 64% (9/14)

. ax(hxc) = faxb) xtaxc): 41% (11/27)

. {a+h)+c = {a+c)+(b+c):  79% (11/14)

. a+fb+c) = (a+b) +(avec): 80% (20/25)

Les fluctuation des résultats {dont il ne faut pas exagérer Pimportance
vu la faiblesse des effectifs) ne s’expliquant pas de maniére claire, nous
avons repris ces items dans le deuxiéme questionnaire avec une population
plus importante et moins de variantes. Nous voulions en effet déterminer si
les critéres de position {droite ou gauche) de P'opérande a distribuer avaient
une influence significative sur les résultats des éléves.

Autres distributions généralisées fausses

. a+(bxcl = (a+b) x(a+c): 36% (5/14)

Ce taux de réussite est le plus bas de toute 'enquéte.
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» (axh)+c = (a+c)x(b+c):  55% {16/29)

Ici encore nous avons une différence selon qu'il s’agit d’une
distribution “a droite” ou “d gauche”, que nous essayerons de mieux cerner
dans le prochain questionnaire.

Visiblement, la “forme”
aV(bAc) = (aVb)A(aVc)
apparait comme caractéristique de la distributivité, avec
(Via) = ("X ", “+")
pour 100% des €léves, mais également
(V;4) = (“+7, “x ")
pour 51% d’entre eux (21/43, les deux items étudiés ici),
(V:A) = ("x ", “x”)
pour 69% d’entre eux et
(V:4) = (“+7, *+")

pour 20%.

. (a+b)2 = (a?)+(b?): 54% (21/39)

Nous relevons ici un taux important d’éléves (54%) qui pensent que
I’exposant (au moins “27) peut étre distribué sur les termes de la somme.
C’est le cas étudié par Kirshner pour la “Distributive Generalized Law” (il
n’envisage pas les autres cas que nous venons de voir). Nous allons
également reprendre plus en détail cette étude dans le questionnaire 2, et
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observer en particulier quelle réponse  cette question (littérale) fournissent
des éiéves qui donnent “34” comme valeur pour “(5+3)2".

[X,1.8.8 rré

. (-a)2 = a2 % (21/23)

Comme les aulres identité “classiques” celle-ci est bien reconnue par
les éléves.

1X.2. Seconde enquéte

1X.2.1. Objectifs

La second enquéte faisait suite 4 la premiére. Celle-ci mettait en
&vidence un certain nombre d’erreurs troublantes de la part des éléves, mais
les faibles effectifs d'éléves ayant répondu, pour chaque item, ne
permettaient pas de déterminer précisément les facteurs susceptibles
d’influer sur ces réponses. 1l a donc été décidé de reposer un certain nombre
de questions a plus d’éléves (six classes au lieu de trois) avec moins de
variantes (quatre au Heu de cing).

Nous avons voulu voir également s’il y avait corrélation entre les
comportements relevés dans la premiére enquéte concernant les expressions
numériques, p. ex.;

(5+43)2 = 34,
et ceux concernant les expressions lilérales, p. ex.
(a+h)? = a?+b? est Vrai.

1l s’agissait enfin de reprendre les questionnaires dans lesquels des
coquilles typographiques avaient rendu un certain nombre de données
inutilisables.
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1X.2.2. Population

Ce second questionnaire se présentait en quatre variantes notées G, 1,
TetJ. Il a é& soumnis i 172 éléves provenant de six classes de 3éme et d’une
classe de 4&me de 1a région Parisienne. Chaque variante a donc é1é soumise a
43 éléves.

IX.2.3,  Expressions littérales: résultats globaux

Nous indiquons d’abord les résultats concernant les expressions
littérales, par type de propriété. Le tableau suivant se lit comme suit:

* La premiére colonne indique de maniére abrégée la propriété mise en
jeu.

Ces propriétés sont I'autodistributivité du produit sur lui-méme et de
la somme sur elle-méme et les propriétés des carrés d’un opposé, d’une
somme ou d’un produit.

Les critéres doni on a voulu étudier 'influence étaient la présence ou
non de parenthéses “superflues” (dont nous pensions a priori qu’elles
étaient un facteur d’échec pour les éléves 4 cause de V'aspect inhabituel
pris par les égalités proposées) et, pour ’autodistributivité, la position
de I'opérande & gauche ou a droite de I’expression.

* La seconde colonne donne 1’énoncé proposé au candidat.
* La troisiéme colonne rappetle la réponse correcte (“V™ ou “F”).

* La quatriéme colonne donne le nombre de réponses correctes et la
cinquiéme le pourcentage correspondant,

* Les deux derniéres colonnes donnent le nombre et le pourcentage de
réponses fausses.
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propriélé &noncé Rijr. corr. r. incor
autodist + & g avec () a+(b+c)={a+b)+(a+c) Nj 19] 61%] 12] 39%
autodist x A g avec () ax(bxc)={axb)x{axc) N| 14] 45%]1 17| 55%
autodist + a4 d avec () (a+b}+c=(a+c)+(b+c) N|] 26| 84% 5| 16%
autodist x & d avec {) (axb)xc={(axc)x{bxg) Nl 11] 37%]| 12| 63%
autodist + & g sans (} a+(b+ci=a+br+a+c N| 24] 80%| B} 20%
autodist x & g sans () ax(bxc)=axbxaxc N{ 15| 45%| 18] 55%
autodist + & d sans () (a+b)+c=a+c+b+c N] 26| 84% 5] 16%
autodist x & d sans () (axb)xc=axcxbxec NI 14] 45%]| 17| 55%
dist 2 +adavec( | (a+b)2=(a2)+(b?) N| 23] 74%| 8 26%
dist 2 +adsans () {a+b)2=al+bl N[ 20} 67%] 10] 33%
id remarg avec {) (a+b)2—(aZ}siZab)+(be) {V]| 28] 90%| 3} 10%
id remarg sans (} {a+bj2=a+2ab+ b2 V] 3171009 © 0%
ass0 2 sur - avec () (-2)2=(-a%) N| 81} 51%] 30] 49%
pric 2 sur - sans {} (-a}=a2 V| 250 41%| 36] 59%
asso 2 sur x avec () {axb)2=ax(b?) N{ 31]100%]| 0] 0%
asso 2 sur x sans () (axb)2 =axp2 Nt 29| 94%] 2§ 6%
dist 2 x avec {) (axb)2=(al)x{b2) VI 21| 68%¢§ 10] 32%
dist 2 x sans () (axb)2 ~a2xb? V] 22| 73%] 8] 27%

1X.2.4. Expressions littérales: influence des critéres.
I1X.2.4.A, Influence des parenthéses superflues

Lors de la précédente enquéte il nous avait semblé que les éléves
étaient troublés lorsque D'expression littérale qui leur était proposée
conienait “irop” de parentheses. Nous avons donc voulu vérifier cette
hypothése en présentant toutes les expressions de la seconde enquéte en
versions “avec” et “sans” parenthéses superflues (chague questionnaire
mélait des expressions “irop” parenthésées et des expressions sans
parenthéses). Nous avons ensuite comparé Ia réussite de tous les items avec
parenthéses et sans parenthése.

Le dépouillement montre que le premier taux (avec parenthéses) est
de 66% (204/308) tandis que le second (sans parenthéses) est de 67%
(206/308). Autrement dit, et ce résultat nous a relativement surpris dans la
mesure ou nous nous attendions au contraire, notre hypothése est totalement
infirmée par I’enquéte: les parenthéses surnuméraires ne semblent
géner en rien les éléves.
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[X.2.4.1, Pesitign_de 'opérande & auto-distribuer

Lorsque "opérande & distribuer est 4 gauche ("aA(bAc)”) la réussite
est meilleure (58%: 72/125) que quand i est & droite (“(aAb)Ac™} {44% :
54/123). En d’autres termes, les éléves sont plus tentés {4 66%)
d’autodistribuer

(aAb)Ac
que
aA(bAc)

(4 42%). Ceci dit, la différence des taux d’erreurs n'est pas énorme, et le
probléme pour la didactique de I'algébre réside moins dans cette différence
gue dans le taux moyen de 51956 d’éléves qui acceptent une
autodistributivité.

Rappelons que nous avions trouvé 37% d’erreurs globales
d’autodistribution dans la 1ére enquéte (sur un effectif trois fois plus petit:
30/81).

Dans 1a premiére enquéte nous avions trouvé des taux de réussite 4 droite de
71% (20/28) et & gauche de 607 {31/52). Ceta va dans le sens contraire, mais les
effectifs sont plus petits. Les écarts sont trop élroits pour les techniques statistigues
élémentaires que nous nous étions données. Si 1'on souhaite établir de maniére fiable
ces écarts, il faut des populations plus élevées et des outils plus fins ¢’ analyse des
données.

2.4 In éggries mi i

1.’influence des parenthéses semble nul. La place des opérandes i
distribuer joue un role dans [a réussite, mais sans que cela soit massif.
Finalement, le critére fe plus pertinent est celui de la catégorie des
expressions mises en jeu, Par exemple, les carrés d'une somme sont mieux

6 comespondant & un taux de %:—]5% laves

252

Chapitre IX. Deux enquétes sur lcs écritures algébrigues
réussis (83%) que les camés d’un produit (7092). Plus généralement, les
expressions dont un opérande est une somme, de type:
aA(b+c)

sont mieux réussies (809} que celles dont 1’opérande est un produit:
aA (bxc)

(52%) ou un opposé:
aA(b-c)

{41%). Cela signifie que la difficulté des éléves n’est pas uniquement une
question de structure, autrement dit de forme de I'arbre syntagmatique:

mais qu’elle dépend également des catégories des expressions mises en jeu:

Oppose

- x - 2)

En d’autres termes, pour reprendre la fagon dont nous formulions le
probléme & I'époque, ce n’est pas la notion méme de suite d’opérations,
ni le degré de complexité de ces suites qui posent des problémes aux éléves.
Ce sont les propriétés de ces suites d’opérations, telles que la non-
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commutation des opérateurs (le carré de la somme n’est pas la somme des
carrés) qu’ils maitrisent mal, propriétés liées a ceiles des opérations elles-
mémes.

Dans notre terminologie actuelle cela revient & dire que ce n’est ni la
complexité ni la structure abstraite des ESA qui géne les éléves, mais bien
les transformations de ces ESA complexes (telles que la distribution du
carré sur la somme), transformations qui ne peuvent &ire opérées que sous
certaines conditions portant sur les catégories des ESA et de leurs
opérandes.

1X.2.5. Expressions numériques
[X.2.5.A, Opposé d’un carré

Cette seconde enquéte confirme 1'erreur massive apparue dans la
premiére enquéte, qui n’est donc pas un artefact. Les items proposés étaient
“.gI, 7N 827 et - 927 (total: 122 Eléves):

-a"2

8%

21%
{1 a2

M2

] autres

%

Ce taux n’est pas le méme pour tous les items:
-62 73% (22/30)
72 80% (24/30)
-82: 58% (18/31)
-92: 74% (23/31)
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Ces fluctuations se retrouvent-elles pour des populations plus
importantes? Pour le savoir j’ai rassemblé dans un seul tableau les variations
de l'erreur attendue:

* pour les deux enquétes dont il est question dans ce chapitre

* et pour une autre enquéte que j'avais mené au CNAM auprés d’adultes
en remise & niveau mathématique (v. en annexe).

&nonce rép cori{ % err att | % aut arr | % total

.72 12 13% 72 80% 6 7% 90
-g2 17 19% 64 70% 10 1% 91
.92 25| 32% 52| 66% 2 3% 79

1l semble bien que I’erreur soit plus fréquente lorsque la base est plus
petite. Ce résultat demande & étre confirmé encore sur des populations plus
importantes, et avec un domaine plus étendu pour la base. Nous ignorons ce
qui se passerait avec une base “petite” (*17, “2” ou “3”) ou au contraire
supérieure & 10, ou encore non-entiére. Si ce phénoméne de variation de
Ierreur n’est pas un artefact, il restera encore & 'interpréier. La question
est 4 1'heure actuelle ouverte...

Une autre piste pour une éilude uliérieure pourrail éire de comparer
les carrés d’opposés avec des différences dont le second terme est une
somme, de type

100-82.
Nous faisons en effet |"hypothése que la priorité du carré sur la
différence apparait mieux que la priorité du carré sur sur I'opposition.

En tout cas, I'argument selon lequel personne n'évalue 4 164 la différence
“100-82"7 est un des seuls qui fasse mouche lorsqu’il s'agit de convaincre des
€léves ou des étudiants sceptiques.

7 ce quireste d"ailleurs 3 prouver tant qu’on n’en aura pas fait I"étude
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I faudrait également poser la question d'évaluer des polynémes de
type:
100-x2
pour un certain nombre de valeurs de x.
[X.2.53.18, Carré d'une somme

Les items sont “(4+3)2", “(3+4)2”, "(5+3)2" et “(3+5)27.

Les résultats sont assez homogénes d'une variante 4 'autre, aussi
présenterons-nous les résultats globalement. Nous allons par contre éiudier
en détail les réponses des €)aves i cette questions.

Sur une population de 173 éléves:
* 98 (56%) donnent Ia réponse correcte.

*  Parmi ceux-ci, 26 éléves (15% du total) font figurer sur leur feuille un
développement du type:

(4+3)2 = 42424432,

Certains ne réduisent d’ailleurs pas cette forme développée, qui teur
semble une réponse suffisante.

Les 72 autre éléves ont donné leur résultat correct sans indiquer leur
caleul, ce qui n'exclut pas qu'ils aient développé sur un brouillon. En

conséquence nous pouvons dire qu’il y a au moins 15% des éléves
qui ont développé

(4+3)2
pour trouver 49.

* 5 éléves (3%) développent en faisant des erreurs de calcul du type:
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16+24+68.
« 41 éléves (2490) donnent pour
(4+3)2
un résultat qui équivaut a:
42432

soit “25". Que cela figure explicitement sur leur feuille de calcul ou
non, ils n’ont pas commencé par effectuer:

4+3
mais ont d’abord développé (mal) “(4+3)2".
+ 4 Eleves (2%) développent:
{4+3)2

sous forme d’une somme de deux carrés mais font des erreurs de calcul de
type:

16+6=32.
* 5 éléves (29%) développent de maniére plus ou moins barogue, p. ex:
(4+3)2 = 4x32,

» 21 éléves enfin (12%) fournissent sans explication une réponse fausse
que nous n’avons pas su analyser. Dans un certain nombre de cas
I'hypothése de 'erreur de caicul 72=39 est plausible

8 nous avons pris le parti de considérer que I'éladve avait développé “(a+b)2" en

“a2+2ab+b2” et fait des erreurs de calcul en instanciant sa formule, d”autant plus
que Jes erreurs en question (de type “32"— “6”) se retrouvent ailleurs dans notre
enquéte. Nous aurions pu également prendre le parti opposé; cela ne change rien a
ce qui nous intéresse ici, & savoir le fait ou non de développer avant d'effectuer.,
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La répartition graphique des erreurs est la suivante:

L] a2
(asb)*2 B a-2.2ab.b2
EB idem faux
41% - PU-JEN]

B3 idem taux

B autres décomp.

Ml autres non déc.

En bref, si nous rassemblons les résultats correspondant aux différents
cas de développement, correct ou non, avec erreur de calcul ou non, nous
aboutissons au résultat assez &tonnant que 47% des éléves (81/173) au
minimum développent le carré d’une somme pour I’évaluer.

Cette stratégie maladroite est intéressante, car elle est assez répandue?
et typique d’une perversion du raisonnement algébrique. Pour une
expression numérique donnée en effet, i tout moment nous avons deux
types de transformations possibles:

1)  Les transformations d’effectuation qui remplacent les sous-
expressions dont les opérandes sont des Cst, en Cst dont la valeur est le
résultat de 1’opération représentée

2+3 =5

Dans ce cas les parenthéses et les conventions de priorité ont pour
fonction d’indiquer I'ordre des opérations & effectuer pour évaluer une

9 D'autres enquétes {en particulier auprés d’émdiants du CNAM) nous ont montré

cette tendance & développer avant d’effectuer.

258

Chapitre IX. Deux enquétes sur les écritures algébrigues

ESA. Pour un couple de parenthéses données, ce qui est & 'intérieur doit
étre effectué avant ce qui est a 1'extérieur, Ce type de transformation
d’effectuation est typique de la démarche arithmétique telle qu’elle est
enseignée tout au fong du premier degré.

2}  Les autres transformations, qui modifient la structure de ’expression
sans effectuer les sous-expressions en écritures de nombres, de type:

2x(3+4) 52x3+2x4,

ce qui est une démarche typiquement algébrique, qui prend tout son sens
lorsque les expressions sont littérales. Dans ce cas les parenthéses ont pour
fonctions d’indiquer la portée des symboles d’opération, autrement dit
délimiter leurs opérandes au sein d’une ESA.

Nous posons comme hypothése que la siratégie générale d’évaluation
d’une expression comprend une métarégle qui rend prioritaires les
effectuations sur les autres transformations. Cela revient d dire par exemple
qu’il ne sert & rien de développer

2x(3+4)

pour en calculer la valeur. Des exceptions sont imaginables suivant les
valeurs mises en jeu. Ainst on a intérét A développer:

28x102
en
(100-2)(100+2),

pour I’évaluer aisément. De méme, si 1'expression 4 évaluer n’est pas
purement pumérique, il y a intérét & développer:

2a+3-2(a-4)
pour pouvoir 1'évaluer.

Un peu moins de la moitié des éléves de notre enquéte ne respectent
donc pas cette (méta)régle qui semble pourtant aller de soi pour les experts.
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»

I1X,2 mme sans parenthése avec “picge

1X.2,5.C.a. Items

« 743x12-11
s H+4dxI12-11
» S45xi2-11
o J46x12-11

1X.2.5.C.b. Résultats globaux

asb*12-11
300, 7% [ asb*12-11
. a+bh
@ autres
31%

L. erreur attendue consistant a effectuer
12-11

en premier, est faite par 31% des €léves (38/123), ce qui corrcbore les
résultats de la premiére enquéte (21%). Les autres erreurs sont
principalement des erreurs de calcul.

1X.2.5.D mme “complexe” bien parenthésée: X 2%

1X.2.5.D.a. Items

o H1+(6x[6+(2x3)])

o 12+(5x[6+(2x3}))

260

Chapitre IX. Deux enquétes sur les écritures algébriques

o [34(4x[64(2x3)))
o I4+(IxIE+(2x3)])

1X.2.5.D.b. Résultals

a+{b*{6+(2*3)P

16%
0%

[ 2. 84243

MW ((a+b)'642)"3

B3 autves

84%

Cette enquéte confirme pleinement la précédente: aucun éléve (sur
124) ne viole les priorités qui sont exprimées par les parenthéses.

IX.3. Conclusion

1X.3.1. Remargue méthodologique,

Notre but, dans cette étude, n’était pas d’établir des taux d’erreurs
valables dans I’absolu et pouvant étre extrapolés & n’importe quelle
population d’éléves, mais d’observer avant tout des différences quantitatives
franches. C'est pourquoi nos outils statistiques sont minimaux, et les
populations, restreintes. En tout état de cause, il ne sert a rien de se lancer
dans une enquéte ambiticuse mobilisant des centaines d’éléves et des
techniques sophistiquées d’analyse statistique si I’on a pas une idée précise
des phénoménes i observer, et pour cela une étude préalable comme celle
que nous avons menée, alliée & une réflexion théorique solide, est
indispensable. Cela dit, 1a voie est maintenant ouverte 3 une étude fine des

phénomeénes ici mis en évidence.
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1X.3.2.  Expressions purement numériques

1X.3.2. A, Parcnthés conventien

Dans les expressions purement numériques on observe les points
suivants;

* quand I"ordre de composition des calculs est indiqué explicitement par
des parenthéses, il n'y pas d’erreur autre que les erreurs de calcul. En
d’autre termes, il n’y a pas d’erreur liée 4 'ordre des opérations a
effectuer pour évaluer 1'expression.

* Par contre, quand 1'ordre de composition des calculs est indiqué
implicitement par des conventions de priorité, il y a des erreur liée &
Vordre des opérations 4 effectuer pour évaluer Fexpression.

En général, ces erreurs résultent de I’application de la régle
d’évaluation de gauche i droite, sauf lorsqu’il y a des “piéges” (formes
tentantes),

1X.3.2.B, Carrés

Les carrés (et en particulier les carrés de somme) sont moins ressentis
comme des expressions qu’il s’agit d'évaluer par élévation au carré de la
valeur de la base, que comme des expressions a transformer par
application d’une quelconque identité remarquable.

IX.}.3. Expressions littérales

3.A. D

L’aspect formel des expressions, i.e. les “patterns”
aV(bAc} = (aVb)A(aVc)
et

aV(bAc) = (aVblAc
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I"'emportent sur les propriétés des opérations +, X et *. Nous sommes donc
daccord avec Kirshner concernant la distributivité généralisée.

En fait nous allons plus loin car it ne généralise la distributivité qu’aux seuls
cas oi les degrés de priorité ne sont pas respectés (p. ex. carré et somme) tandis que
nous envisageons la distribution de n'importe quel opérateur avec n'importe quel
opérateur y compris lui-méme.

Nous meitons également en évidence la possibilité d’une associativité
généralisée!®. Nous sommes également d’accord avec son interprétation
comme quoi il ne s’agit pas d’une loi mathématique (ce que suggérerait
“théoréme en acte” introduite par G. Vergnaud) portant sur des nombres,
mais plutdt d'une loi fermelle, portant sur des expressions (et donc
d’ordre linguistique).

. »

Prés de la moitié des éléves de I'enquéte (47% pour le carcé de la
somme) ne respectent pas la métarégle de priorité de I"effectuation sur les
autres transformations lors de I'évaluation d’une expression numérique. Ils
se comportent ainsi comme si les écritures de nombres étaient des lettres.
Les parenthéses n’indiquent pas pour eux 1’ordre des opérations 3 effectuer
(quand c’est le cas il n'y a pas de probléme) mais sont les délimitateurs des
portées des symboles d’opération qui seront a Porigine des transformations.
Tout se passe comme si seules les expressions (numériques) sans
parenthése pouvaient étre évaluées. Les transformations mises en ceuvre
par les éleves sont en effet toutes des développements qui tendent a diminuer
le nombre de parenthéses,

Ceci est & mettre en relation avec 1a notion de “forme canonique”, La plupart
des tiches d’algébre élémentaire peuvent s*apparenter i des mises en “bonne forme”.
Ceite notion de forme canonique est un sujet d'étude (pour laquelle fa grammaire des
ESA que nous avons développée est particuliérement appropriée) qui sort du cadre de
ce chapitre. Nous avons toutefois des exemples immeédiats de formes “canoniques”,

10 1a distributivilé et 1'associativité généralisée appliquées & aV{bAc) donnent des

résultats différents: (aVb)A(aVe) et aV(bAc). 1 serait intéressant d’étudier
comment ['éléve réagit A cette contradiction.
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a savoir les polynomes ordonnés {quand les expressions s’y prétent, ¢’est-i-dire
qu'il n'y a ni fraction rationnelle i racine). Méme lorsque la tiche consiste 3
factoriser, les factours doivent &re des polynomes ordonnés, 'idéal étant des
bindmes. Plus précisément (ce qui montre bien encore une fois qu’on ne peut
raisonner ici en termes d'objets mathématiques mais qu'it faut le faire en termes
d’ESA) I'idéal est que les facteurs soient des sommes ou des différences {mais pas
des sommes algébriques) dont un ferme est un produit d'une écriture de nombre par
une lettre et dont 1'autre terme est une écriture de nombre (“243x7, “1-x", “x+3”
mais ni “-x+1" ni *-1-x").

De 12 méme fagon, le but d'une résolution d'équation est d’aboulir i une

forme canonique d'équation telle que le premier membre soit “x” et le second une

ExA canonique sans occurrence de “x”.

De notre enquéte il ressort donc que pour un certain nombre d’éléves,
la tiche de mise sous forme canonique (i. e. sans parenthéses) apparait
comme prioritaire par rapport  la tiche d’effectuation ou, ce qui revient au
méme, que seules les expressions canoniques sont susceptibles d’étre
évaluées. Ce qui est intéressant ici, c’est qu'on a une étape intermédiaire sur
te chemin qui conduit progressivement les éléves & perdre le “sens” des
expressions (mémes numériques) qu’ils manipulent. Alors que dans le
premier degré toute expression, méme parenthésée, a une valeur numérique
(c'est le but du calcu! arithmétique que de découvrir cette valeur}, on voit
ici des éléves pour lesquelles les expressions parenthésées ne peuvent étre
évaluées directement: seules les expressions non parenthésées ont une valeur
calculable.

Nous verrons au chapitre XII comment cette “dévalorisation” se
poursuit au niveau des fractions qui 4 leur tour n’apparaissent plus que
comme des couples de nombres.

1X.3.4. Signification_des expressions?

Il nous reste & voir plus précisément ce que nous entendons par “perte de
sens” ou “dévalorisation” des expressions, ce que recouvrent les notions de
valeur et d’évaluation d’une expression numérique et surtout litiérale. Ceci,
qui n’est autre que la sémantique des ESA, est I’objet du chapitre suivant.
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Le dieu, dont 1'oracle est & Delphes, ne parle pas, ne
dissimule pas: ils indique.

Héraclite

Ce chapitre a pour objet de présenter les grandes lignes d’'une
sémantique des ESA. Tl ne s’agit pas une étude exhaustive de la question de
la signification en algébre. Pour cela, il ne faudrait pas moins qu’une autre
thése. Notre ambition est plus modeste. Nous voulons voir comment les
concepts de “sens” et de “dénotation” développés par G. Frege en 1892
peuvent s’ appliquer aux ESA,

Nous verrons que cette approche “Frégéenne” apporte un éclairage
nouveau 3 des questions anciennes qui concernent aussi bien les ESA elles-
mémes (dans ce chapitre) que la didactique de I’algébre (au chapitre
suivant).

X.1. “Sinn” et “Bedeutung”

Je propose de partir de la distinction, établie par Goitlob Frege dans
un article publié en 18921, entre sens (Sinn} et dénotation (Bedeutung).
Prenons 1'exemple des expressions “Neil Armstrong” et “Le premier
homme sur la lune”, Ces deux expressions désignent le méme individu. Cet
individu, personne plysique, est la dénotation {(unique) de ces deux
expressions. La dénotation d’une expression est donc son référent dans un

1 sa traduction frangaise figure dans un recueil de textes, auquel nous ferons constamment

référence ici, intitulé “Ecrits logiques et philosophiques” et paru en 1971, La référence
figure en bibliographie & *(Frege, 1971)".
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univers donné?. Par contre, ces deux expressions n’ont pas le méme sens
(Sinn}. La premiére insiste sur 1’état-civil de la personne, la seconde sur ce
qu’il a fait. Le sens (Sinn) est ici la maniére dont le référent est présenté, le
“point de vue” que I'on adopte pour le décrire.

«Le sens est le mode de donation de ta dénotation» (Frege, op. cit.)

X.1.1, Questions de vocabulaire

La traduction des termes allemands “Sinn” et “Bedeutung”, que ce soit
en anglais ou en frangais, a toujours posé des problémes, et aucune solution
ne fait I'unanimité. Je me tiendrai 4 la position adoptée par Ie traducteur de
Frege (op. cit.), Claude Imbert, qui rend “Sinn” par “sens” et “Bedeutung”
par “dénotation”. D’autres choix pour ce dernier mot (“signification” ou
“référence” par exemple) sont possibles, mais je préfére utiliser
“dénotation” car, appartenant a un vocabulaire technique (celui de la logique
philosophique}, il risque moins d’égarer le lecteur mathématicien vers des
acceptions parasites.

Je réserve par ailleurs ici le mot “signification”, dont le champ
sémantique me parait plus flou que les autres, a tous les usages ol je ne
spécifie pas si je fais référence au sens (Sinn), a la dénotation ou a autre
chose encore.

X.1.2. Actualité de Frege?

Il en est de la théorie de Frege comme dun modéle standard
Chomskyen, & savoir qu'elle représente une étape de Phistoire de la
sémantique, critiquée puis dépassée par de nombreux auteurs. Je la retiens
toutefois pour deux raisons. D’abord, I’opposition Sinn/Bedeutung a été
appliquée par Frege aux écritures symboliques mathématiques (dans I’article
intitulé “Fonction et concept”, op. cit.), ce qui n’est pas le cas de bien des

théories sémantiques ultérieures. Pour cela au moins, cela justifiait de

2 qui peut ére 'univers physique {pour la planéte Vénus) ou non (pour le personnage

mythologique Ulysse).

266

Chapitre X. Eléments pour une sémantique des ESA.

I'adapter aux ESA. Ensuite, cette distinction est féconde, en ce qu’elle
permet, comme on le verra, de clarifier les questions qui portent sur la
sémantique des ESA,

X.2, Dénotation des ESA

X.2.1, La dénotation des écritures comme fonction

Nous avons retenu de la lecture de Frege3 I'idée que 1’on a intérét
{d”un point de vue logique, mais aussi didactique) 4 considérer la dénotation
d’une expression non pas comme un nombre mais comme une fonction.

Ce point de vue différe légérement de I’approche usuelle oi 1’on parle
plut6t de valeur numérique d’une expression, ce que I'on peut définir
comme suit.

En algébre élémentaire, une assignation U est une application de
I'ensemble des variables Ty, dans IR ;

ueR T,

La valeur d’une expression E pour une assignation U, notée
val,(E), est celle que I’on obtient en remplagant chaque variable v
par son image u{v) dans I’assignation.

Par exemple, soit Ug une assignation telle que:
Ugla)=2 et ug(h)=3.
Alors la valeur de 2a+b pour cette assignation, soit:
valy (2a+b),
est égale d 7.

3 Pour Frege, la dénotation de 1'énoncé:

Va Yo (a+bP = o2 +2ab+ b2
est la valeur de vérité “Vrai”, et celte de:
@=

est (exprimée avec le vocabulaire actuel} une fonction de R dans {Vrai;Faux}.
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La valeur vail,( E) d’une expression est donc (quand elle est définie)
un nombre réel, qui n’est déterminé que dans la mesure ol I’assignation U
I’est également. Sinon, on dit qu'il s’agit d’un réel “indéterminé”.

Or Frege insiste plutdt sur un autre aspect du méme phénoméne. 11
met en avant le lien fonctionnel &:

5
uval,(p

entre 1'assignation U et la valeur val,(E). Cela revient a parler de la
fonction plutdt que de son image (la valeur). La fonction & en question, qui
fait correspondre les assignations aux valeurs, est précisément la
dénotation d’une expression.

Ce changement de perspective a un premier intérét: il permet
d’attribuer une interprétation mathématique naturelle a4 I’énoncé d’ordre
épimathématique* “la valeur de £ est indéterminée si I'assignation n’est
pas déterminée”. On passe en effet de la notion un peu vague de double
indétermination 4 celle d’une relation fonctionnelle entre assignation et
valeur. Cela joue fortement en didactique de I’algébre, dans la mesure ot la
notion de “quantité (in)déterminée” est centrale dans la théorie des
équations. Les notions d’inconnue, de paramétre ou de solution en
découlent.

En outre, sur le plan didactique, savoir qu'une expression a une
valeur numérique est une chose, et savoir que cette valeur est une
fonction de I'assignation, en d’autres termes des valeurs prises par
variables, en est une autre. Nous verrons au chapitre suivant I'importance de
cette connaissance.

cet adjectif (introduit par D. Lacombe, v, Rakotovoavy 1983) signifie que “indéterminég”
ne renvoie ici 4 aucun objet mathématique, mais fournit au lecteur une indication sur la
maniére dont il convient de modifier le texte dans lequel il apparait, de manidre & obtenir
une proposition mathématique correcte et compléte.
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Nous allons maintenant exposer de fagon plus détaillée comment
construire rigoureusement la notion de dénotation des ESA5. Nous venons
de dire que la dénotation & était une fonction des assignations vers les
valeurs. Nous aflons maintenant, pour définir &, “court-circuiter” les
assignations en les identifiant 4 leurs images. Si nous supposons en effet que
les variables forment un ensemble dénombrable:

Tvnr A@BCs 2300 0 250 230 2 e R 3 3@ 1)

(dénombrable i cause des indices qui peuvent prendre n’importe quelle
valeur entiére), les images des assignations sont donc des suites de réels:

(u,,),,E neER N

Pour appliquer ce qui précéde & la définition de 0, il faut encore
prendre trois points délicats en considération.

« Certaines expressions, par exemple:

I

0
ou:
vz

n'ont pas de valeur numérique définie, bien qu’elles soient
grammaticales {cf. V.5.). Nous ne pouvons donc pas nous contenter de
définir la valeur d’une expression comme un nombre réel.

11 faudra étudier en outre comment le non défini se “propage”™: une
égalité dont un membre est non défini est non définie & son four, efe.

« [ faut tenir compte du fait que I"ensemble des variables est
dénombrable, mais que seul un nombre fini (et petit!) de variables ont

5  Cette construction est basée sur la notion usuelle de fonction. Une construction en
termes de “A-calcul” serait également envisageable, et peut-étre plus proche de I'optique
de Frege.
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une occurrence dans une expression donnée. Cela pose d’ailleurs des
problémes aux éléves lorsqu’on leur demande de résoudre “en x”
Péquation “p=2",

Nous avons choisi de définir les dénotations (d’expressions non-
indéfinies) comme des applications de Pensemble des suites de nombres
réels (un)mE w vers R, ce qui n’est pas tout-a-fait immédiat et alourdit

quelque peu I'exposé,

Nous aurions certes pu considérer les dénotations comme des
applications de 1’ensemble des suites finies de réels (p. ex. (x; y)) vers
R. Dans ce cas, la définition de chaque dénotation aurait été plus
concise:

JBR = R
6&)‘{:( o x2

au lieu de:

R N - R
2
(un)ne N = Uiy

&(x): {

mais alors la définition générale de la dénotation aurait été moins
simple. En effet, la définition de la somme de deux fonctions ayant des
variables différentes, ce qui est nécessaire quand on veut établir la

dénotation de “a+5"” a partir de celles de “a” et de “b”, est plus lourde
que celle de la somme de deux fonctions de R N dans RS,

Remarquons enfin qu’on peut aisément reformuler toutes nos
définitions, pour un ensemble fini (et non pas dénombrabie) de
variables?,

6 De la méme facon, si on considére que la dénotation de la variable x est la fonction
identique: x “> x, il en est alors de méme pour la variable > . Toutes les variables
{toutes les lettres) ont alors la méme dénoctation (la fonction identique) et il devient alors

malaisé de définir de maniére simple la dénotation de x=y, voire de x+y.

N

7 il suffit de remplacer R N par R N oii “n désigne le nombre de variables,
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*  Enfin, il faut distinguer le cas des expressions (Exa) dont Ia valeur,
{resp. la dénotation), quand elle est définie, est un nombre (resp.une
fonction numérique), et celui des proposition (Pra) dont la valeur (resp.
la dénotation) est une valeur de vérité {resp.une fonction booléenne),

««22=4n dénote le vrai tout comme «22» dénote 4» {Frege, fonction et
Concept)

X.2.2. Dénotation des ExA (Expressions algébriques)
X.2.2.A i

NotonsR= R u {ND}

“ND” est un pseudo-nombre qui signifie “Non Défini”

RN représente I’ensemble des suites d’éléments de K .
X228 ériniti

La dénotation d'une ExA E, notée 3(E ), est une applications de RN dans
R définie par récurrence. Nous allons donner les principales étapes de la
définition, laissant au lecteur le soin de reconstituer celles qui vont de soi.

Par convention nous qualifions d’opérateurs nullaires {ou “D-atres™),

c’est-d-dire d’opérateurs sans argument, les écritures d’entiers et les
variables.

X.2.2.Coa,...... Chiffres

* La dénotation du chiffre ¢ est 1a fonction constante:

- K¢ - g
30 )= {(uﬂ)nEN S 0
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+ La dénotation du chiffre / est la fonction constante:

B o R

&7 )=
(u“)ne N = 1

clc.

X.2.2.C.he . Ecritures. d’entiers

. .. » . X X X R
* Soit X une écriture d’entier et C,; C, ; ...; Cy ses chiffres.
Sa dénotation est la fonction constante:

RN 5 R

n

o(X ) =
(tn)oen < Zwici‘
i=0

On peut identifier de maniére canonique les fonctions constantes avec
leur image, que nous qualifierons désormais de “désignation” de I'ESA,
pour la distinguer de la dénotation. Dans le cas des ESA strictement
numériques, on n’a souvent besoin que de cette désignation. La fonction de
dénotation n’est en effet indispensable que pour la sémantique des ESA
littérales. Néanmoins, si une ESA numérique est une sous-expression d’une
ESA littérale, alors il devient nécessaire de considérer sa dénotation au
méme titre que le reste de I'expression.

Les dénotations des écritures décimales en générales {catégorie Cst)
ainsi que des CLi sont définies de maniére identique.

X.2.2.C.c...... . Yariables

L’ensemble dénombrable 7+,, des variables peut étre mis en bijection

P avec I'ensemble des projections de RN sur R . Autrement dit, a chaque
variable correspond une projection, sa dénotation.

* La dénotation d’une variable Vest la projection qui lui correspond
par la bijection 1

LY o~

N
6(V ) =¢(V) - {(ur]nl)zneN : W
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La dénotation des variables est donc définie 3 ¢ prés. Cetfe bijection
change a priori d'un énoncé de probléme i I'autre.

- - [} - -

* Notons nd la fonction constante suivante:

=N - N
(un)neN = ND

* Nous dirons qu’une expression est non définie si sa dénotation est
la fonction nd, et qu'elle est définie si sa dénotation n’est pas la
fonction nd.

Ceci va nous servir pour la “propagation” de la valeur ND dans la
dénotation d’une expression.

X.2.2.E. Opéraf .

* La dénotation de I"identique d'un terme est la dénotation de ce
terme:
8(+X) = 8(X)

* La dénotation de 1'opposé® d’un terme défini est I'opposé? de la
dénotation de ce terme.
3(-X) = -5(X)

* La dénotation de I’opposé d’un terme non défini est non-définie.

* Valeur absolue: 8(1X1) = 8H(X) si X est défini, nd sinon.

X.2.2.F. Opérat binai

De maniére générale, la dénotation d'une somme est la somme des
détotation de ses termes (et nd si un des termes est non défini}, de méme

8  ausens catégoriel

?  ausens mathématique
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pour la soustraction, etc. Le cas des fractions est 1égérement plus délicat, car

une fraction est non définie si son dénominateur est nul (c’est-d-dire si la
dénotation du dénominateur est 5(0)).

+ Soit F une fraction.

Soient NF et DF son numérateur et son dénominateur,
F
si &(NF):2nd et 8(DF)= nd et S(DF) 8(0) alors §(F)= ?‘5%}%

sinon §(F}=nd
On retrouve une définition analogue pour les puissances!V:
5(P} = nd si 8(BF) =0 et S(EF) < 0
{condition suffisante mais pas nécessaire) et pour les racines!!:
&(R) = nd si 8(RR) < 0 et 5(OR) est pair
(idem).
X.2.2.G. Opgé o
Sommes.. Algébriques

* Soit X une somme algébrique de n termes,
Soient t;(; t}g; Iﬁ ses termes
Notons $ Vapplication qui au signe “+” fait correspondre e nombre
1 et au signe “-” fait correspondre te nombre -1.

siv 18(£) % ndalors 8(X) = Xs(sti‘)a(t?‘)
i=0
st 31 tel que 6(1?) = nd alors 6(X)= nd

10 o BP représente la base et EF I'exposant de la puissance.

11 i RR représente le radicande et OR 1'ocdre de la racine,
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Méme chose pour les produits de n facteurs, en remplagant X par I1.

X.2.3. Dénotation des PrA (Propositions algébriques)

. Soit X une égalité et M’f et M;‘ ses deux membres,
. alors si les deux membres sont définis on a:
RN > {V,F, ND}
5(X) = - Xy _ X
( ) (un)nEN Vrai s1 S(Ml) -—6(M2)
Faux sinon
. si un des deux membres est non-défini alors la proposition est
non-définie.

Méme chose pour les autres propositions algébriques.

X.2.4, Définition récursive structurelle

On pourrait bien entendu ne pas vouloir caractériser les sous-
expressions par leur fonction. Dans ce cas, il faudrait, pour une régle de
réécriture donnée, autant de régles de calcul de la dénotation qu’il y a de
suites dans le paradigme de cette régle.

Par exemple, pour évaluer I'opposé d’une expression (Opp), dont le
paradigme contient 26 suites:

r {1de)
( VAb)
Mon
Prn
Quo
Opp = - < Fra ¢

Pui
Rac
Cst
Ch
Var
~ VAb -~

il ne faudrait pas moins qu’une liste de 26 régles de calcul de la dénotation:
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. La dénotation de - ( Ide) est 1'opposé de la dénotation de 1de:
5(- (def)=- 5{lde)
. La dénotation de - { Opp/ est 'opposé de la dénotation de Opp:
8(- ( Opp))=- d(Opp)
eic.
* La dénotation de - { Vab) est 'opposé de la dénotation de Vab:
&{(- ( Vab))= - &(Vab)
. La dénotation de - Man est 'opposé de la dénotation de Mdn:
8(- Mon)=- (Mdn)
elc.
. La dénotation de - Vab est I'opposé de la dénotation de Vab:
&(- Vab)= - 6(Vab)
Pour calculer la dénotation d’un pseudo-Monéme de n facteurs
(n>1), dont le paradigme est particuliérement imposant, nous avons

calculé qu'il ne faudrait pas moins de 23 %884 ™! régles distinctes (soit
17 973 488 régles pour 3 facteurs)!

C’est pour cela qu’il est préférable de définir la dénotation a partir
des fonctions syntaxiques (une régle de calcul de la dénotation par régle de
réécriture, le schéma infini de régles de 1a Somme comptant pour un, meéme
chose pour le produit) au lieu de le faire & partir des structures (une régle
par élément du paradigme de chaque régle de réécriture).

X.2.5. Critére de respect des transformations

Dans le premier chapitre, consacré d la position du probléme, la
question de la liste des transformations a été volontairement écartée en
raison du fait qu’elle a été &tudiée par ailleurs. If reste toutefois a préciser
ici que pour ajouter une transformation 4 cette liste, il faut s’assurer
auparavant qu’etle respecte les dénotations des expressions transformées.

C’est ce qu’on peut appeler le “critére de respect™
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T est respectucuse <
(VXe a%) T sapplique d X = 8(T (X))=5(X)

Ce qui peut se symboliser par le schéma:
x I
sl 15
6(X) = & B(T (X))

X.3. Sens (Sinn)

«Quel est donc le contenu, la dénotation de “2:23+2"7
C’est la méme que la dénotation de “18" ou de “3-6.

Les expressions sont différentes mais correspondent
toujours 4 la méme chose, bien qu'elle soit saisie
différemment et sous différents aspects.

(Frege, Concept et Fonction}

Nous allons aborder cette question épineuse en nous approchant
progressivement de la noticn de sens par des définitions successives, d’abord
trés vagues, puis de plus en plus précises.

X.3.1. Une premiére définition previsoire

11 est beaucoup plus difficile d’établir ce que peut étre le sens (Sinn)
d’une ESA que sa dénotation. Je propose donc une premiére définition
provisoire. Prenons un exemple. D'aprés ce qui précéde, les expressions

) (x-2p)2
et

(i) x2-dxy+4y2

ont 1a méme dénotation, 4 savoir la fonction f;
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f:{ RN - R
(x,¥,u,up,...,up,,...) 9 (x-2y)2

I.’objet mathématique dénoté est le méme: c’est la fonction f. Pourtant, (i)
ne nous apporte pas les mémes informations que (ii). Bien qu’elles aient la
méme dénotation, il ne nous est pas indifférent, dans un calcul, de
considérer I'une plut6t que ’autre. Dans un cas, nous apprencns que le
nombre inconnu considéré est obienu en élevant au carré une certaine
quantité. Dans 1'autre, ce nombre apparait comme une somme de trois
termes. Certaines transformations (1’éradication par exemple) sont
productives avec (i) et sans intérét pour (ii). Nous proposons don¢ une
caractérisation basée indirectement sur ce qu’on peut “faire” avec les ESA,
i.e. sur les diverses transformations susceptibles de leur étre appliquées pour
une dénotation donnée,

Chapitre X. Eléments pour une sémantique des ESA.

Ainsi nous proposons 1"énoncé (plus fort) suivant, qui introduit une
composante pragmatique, c¢’est-d-dire liée 4 la situation (cf. Kirshner
1987a):

Soient X et X' deux ESA ayant méme dénotation. La sélection et la
hiérarchisation, au sein des ensembles des transformations et procédures qui
leur sont applicables, de celles qui sont intéressantes en fonction de la tache

a réaliser, fait partie de la différence de sens entre X et X’.

La différence de sens (Sinn) entre deux ESA de méme dénotation est
li¢e aux ensembles de transformations qui sont susceptibles de leur étre
appliquées.

Cette proposition pour définir {(de maniére différentielle) le sens
d’une ESA rejoint pleinement la remarque de Gilles-Gaston Granger (1979
p- 58) concernant les langages symboliques:

«L'information véhiculée par de tels symbolismes n'est pas constituée par un
renvoi pur et simple & des objets qui transcendent les signes, mais 4 des systémes
d’opérations apparemment intérieures ay symbolisme»

X.3.2, Sens et métaconnaissances
Derses.  HENS E1 Melaconnalssances

La détermination du sens (Sinn) d’une ESA est une opération plus
complexe que le calcul de sa dénotation. En particulier, déterminer
I'ensemble des transformations susceptibles de lui étre appliquées met en jeu
des connaissances de niveau “méta” (en ce qu’elles portent sur les ESA et sur
leur transformations). Dans une situation donnée, il y a en outre des
transformations plus intéressantes, ou plus faciles 3 mettre en oeuvre, que
d’autres. Tout cela fait partie des composanies du sens.
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Le sens {Sinn) se situe donc au niveau des métardgles. Cela éclaire la
remarque suivante de Thorpe (1989 p. 18):

«To have 2 meaning, an expression must be embedded in an equation»

Nous pensons toutefois qu’il n’y a pas que les tiches de résolution
d’équations pour donner du sens aux ESA, mais que c’est vrai de toutes les
taches telles que factoriser, simplifier, etc.

Nous n’avons fait qu’approcher la notion de sens, en proposant une
caraciérisation différentielle qui se situe dans la ligne de Frege, mais sans la
définir précisément. Toutefois I'intérét de cette notion par opposition a celle
de dénotation, est qu’elle permet de montrer I'interdépendance entre syntaxe
et sémantique. Il y a bien entendu également déja un lien entre syntaxe et
sémantique au niveau de la dénotation, mais ce lien est plus “fruste” en ceci
nous avons une relation non injective entre les ESA et leur dénotation. A
une dénotation donnée en effet, par exemple la fonction:

(x,u;,...) = x2

correspondent une infinité d'ESA:
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eic.

Inversement, deux ESA différentes et de méme dénotation ne peuvent
pas avoir le méme “sens”, dans la mesure ot celui-ci est en rapport avec les
transformations applicables, qui différent d'une ESA a I'autre.

Nous n’avons pas I’ambition ici de déterminer exhaustivement tous les
aspects du sens ("Sinn”) d'une ESA, mais simplement de montrer le lien
entre cette notion et la composante pragmatique du calcul algébrique, au
travers du projet de celui qui effectue ces calculs.

X.4. Interprétation

Nous venons de voir comment 1'opposition sens (Sinn}/dénotation
établic par Frege pouvait s’appliquer aux ESA. 1 reste que cette opposition
ne couvre pas I’ensemble des phénoménes de signification en algébre
élémentaire. Nous alfons voir briévement deux autres notions, celies
d’interprétation et celle de connotation.

Chapitre X. Etéments pour une sémantique des £SA.

X.4.1. Exemples

J appelle interprétation d’une ESA X dans un cadre donné tout objet
qui “correspond” & la dénotation de X dans ce cadre.

Je prends ici le mot “cadre” dans 1'acception que lui donne Régine
Douady (1984):

«Le jeu de cadres traduit I'intention d’exploiter le fait que la plupart des
concepls peuvent interveni¢ dans divers domaines, divers cadres physique,
géométrique, numérique, graphique ou autres. Lin concept se traduit en chacun d'eux
en termes d'objets et relations qu'on peut appeler les signifiés du concept dans le
cadre. Les signifiants qui leur sont associés peuvent également symboliser d’autres
concepls dans le cadre des signifiés.»

Nous introduisons ta dénotation dans la définition de I'interprétation
dans 1a mesure ot seule la dénotation est un objet mathématique et peut donc
étre mise en correspondance avec d’autres objets mathématiques dans
d’autres cadres.
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Considérons par exemple I'ESA:
4x-2
Parmi les cadres mathématiques, on peut considérer:

« le cadre des fonctions de R dans R oii cette ESA a pour
interprétation la fonction:

x—4x-2
* le cadre graphique ot elle a pour interprétation la droite d"équation
y=4x-2

« le cadre géométrique oii elle a pour interprétation le nombre de cotés
d’un polynome

» le cadre arithmétique o elle a pour interprétation un multiple de 4
auquel on enléve 2

efc.

Hors des mathématiques, il y a les cadres des sciences mathématisées
(Physique, Chimie, Economie...}. I’algébre élémentaire apparait comme un
outil de modélisation des problémes qui se posent dans ces différents cadres
(Chevallard 1990).

Il faut encore considérer ce qu’on pourrait qualifier de “cadres
artificiels” dans lesquels prennent place les problémes “pseudo-concrets”.
Dans ce type de cadre, “dx-2” devient par exemple un nombre de pommes,
un poids sur une balance 4 double plateau, I'dge de ma grand-mére ou celui
du capitainel2,

12 La siructure et les contraintes de ces cadres artificiels, les problémes ardus
&’interprétation et de modélisation qu'ils posent aux éléves, 1a tentation toujours
renouvelée d'y avoir quand méme recours, y compris avec les meilleures intentions
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X.4.2, Interprétation_des transformations

Pour peu que le cadre ait une structure suffisamment riche, un certain
nombre de transformations y recoivent également une interprétation.

Ainsi par exemple les transformations mises en ceuvre lors de la
résolution de systémes d’équations correspondent-elles & des transformations
du plan opérant sur les droites correspondant aux équations. Ces derniéres
transformations ne sont d’ailleurs pas toujours trés intuitives, en sorte que
leur pouvoir interprétatif est faible.

De méme, le caractére non-respectueux de certaines transformations
affectant des égalités (par exemple, I'élévation au carré des deux membres
de I’égalité) peut-il étre interprété (fonctionnellement) en termes de non-
bijectivité de certaines fonctions (ici x +3x2) et graphiquement en termes
de propriété de graphes {ici y=x7%).

X.4.3. Dénotation et interprétation

Notons que la dénotation est un cas particulier d’interprétation, dans
le cadre irés particulier des fonctions :

5; ]ﬁN — R U {Vrai;Faux)

X.5. Connoiatlion

Tout ce qui précdde se situe dans une perspective linguistique. Le
locuteur en tant que personne en est absent, en ceci que la dénotation e,
dans une moindre mesure, le sens (Sinn) attachés & une ESA ne changent pas
d'un individa 3 1autre, Un individu peut donner plus ou moins

"

d’interprétations différentes, dans des cadres variés, & une ESA (Robert

didactiques du monde, sont une mine d’effets pervers & étudier pour le didacticien
(Adda 1987).
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1982). II n’empéche que 1a nature de ces diverses interprétations ne dépend
pas de la personnalité de ceux qui les ont & P'esprit. Associer:

4x-2

a une droite du plan, je ne suis pas le seul 4 le faire, et tous ceux qui le font
associent 1a méme droite 4 la méme expression. Au contraire, la maniére
dont je me représente cette droite est liée & de nombreux facteurs
personnels, en particulier (mais pas seulement) les différentes faceltes de
I'enseignement que j'ai regu.

Plus généralement, tout individu pergoit ei interpréte un ESA d’une
maniére spécifique, qui dépend de son expérience, et en particulier des
situations par lesquelles il a abordé cet ESA ou des ESA analogues. Je
qualifie de connetation cetie perception et cette interprétation subjectives.

Dans cette proposition de définition, je préfére employer le terme de
“connotation” plutdt que celui de “représentation” qu’emploie Frege:

«Jl n'y a pas d'obstacle i ce que plusieurs individus saisissent le méme sens;
mais ils ne peuvent avoir la méme représentation. .. » {ibid. p. 106)

Ce dernier terme est en effet ficheusement polysémique (systéme de
représentation, représentations graphiques, représentations mentales,
représentation des connaissances etc.), aussi ai-je préféré “connotation” qui
ressortit au vocabulaire spécialisé de la linguistique, pour éviter encore une
fois les significations parasites.

Le terme “connotation” est certes utilisé dans diverses acceplions selon les
auteurs, mais qui ne sont en général pas incompatibles avec celle qui nous occupe.
Dubois et al. {1974) notent dans leur dictionnaire de linguistique que:

«On pourra, en premiére approximation, définir 1a dénotation comme tout ce
qui, dans le sens d’un terme, est objet d'un consensus dans la communauté
linguistique. Ainsi rouge dénote une couleur précise, définissable en termes de
longueur d’onde, pour la communauté frangaise, La connotation est alors ce que la
signification a de particulier 4 un individu ou 3 un groupe donné a I’intérieur de la
communauté; par exemple, la connotation politique de rouge n’est pas identique pour
toute collectvité francophone.»
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La nécessité ’une composante de Ia signification qui tienne compte de
J'individe en tant qu'il est a la fois un sujet psychologique et un sujet
didactique, répond & I'impératif méthodologique présenté par Léonard et
Sackur (1991) d’aborder les questions didactiques d’un triple point de vue
mathématique, psychologique et didactique stricto sensu. Jajouterai & ce
propos que ceite thése tend & monirer qu’il est difficile d- faire 1’économie
d’un quatriéme point de vue, linguistique (au moins en ce qui concerne
I'atgébre).

L’importance donnée aux situations didactiques par lesquelles elles ont
été abordées, pour la connotation des ESA. est également & rapprocher
d’une hypothése sur fe role de ces mises en situation dans la théorisation de
la démarche de “Discussion Autour de Problémes” (v. annexe). Nous avons
en effet ét6 amenés & poser 1'hypothése que les situations d’enseignement
(tout particuliérement les situations de “DAP”) n’ont pas forcément vocation
i étre oubliées une fois “acquise” fa notion qu’elles sont censées introduire.
Au contraire, cette “histoire” fait partie intégrante de la signification de
cette notion.

Cette prise de position (qui est a rapprocher de la notion de schéme, et
qui s’oppose conceptuellement & la notion d’“abstraction”) vient done
prendre naturellement place dans la composante de connotation de la
signification.

X.6. Communication sur la signification

Revenons sur le triplet Sens/Dénotation/Interprétation. Je mettrai le
cas de la connotation de c6té, dans la mesure o4 il s’agit plutdt d’une prise
en compte des aspects subjectif et didactique, qui recoupe en partie le triplet
précédent (on peut avoir une connotation de la dénotation qui provienne
d’une certaine mise en situation, etc.}.

La premiére remarque 4 faire est qu’on peut rapprocher en partie ce
triplet de la tripartition proposée par Paquelier (1990) pour interpréter
certains phénoménes de communication mathématique:
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o Intrigue {qui a trait au rituel, & ce qui se fait et ce qui ne se fait pas)

Argument (qui a trait a la vérité des énoncés en jeu)
+ Herméneutique {qui a trait i leur signification)

En effet, communiquer sur le Sens d’une ESA ressortit 4 1'ordre de
I'intrigue, dans la mesure ol ce qui €st en jeu est ce qu’on peut et ce qu’on
doit faire de 'ESA, quelles sont les transformations adéquates ou non,
intéressantes ou non.

Communiquer sur la Dénotation d’une ESA revient & mener un débat
de vérité (“Argument”}, pour peu que I'ESA en question soit une
Proposition Algébrique. Sinon, si I'ESA est une expression (ExA), elle fait
partie d’une proposition algébrique, ou au moins (’une proposition en
Langue Naturelle dont, in fine, la valeur de vérité, c’est a dire la dénotation
est en jeu.

Enfin, une communication sur Pinterprétation d donner & une ESA est
évidemment d’ordre herméneutique, si ce n’est que la communication
herméneutique a pour objet tout ce qui fait signification, autrement dit
I’“interprétation” dans un sens large du mot et non restreint comme nous
1’avons adopté jusqu’ici; la nuance est tout de méme importante et empéche
qu’on puisse décalquer exactement notre tripartition sur la sienne. Le sens
(Sinn) et la dénotation peuvent étre aussi 'enjeu d’un débat herméneutique,
par exemple “Qu’est-ce que ga veut dire, que V-2 n’est pas défini?”.

Nous venons deprésenter une analyse de la sémantique des ESA dans
1’absolu, pour un scripteur-lecteur compétent idéal. Nous allons voir dans
fes deux chapitres qui suivent ce qu'il en est pour une population bien réelle
de 1 500 éléves de collége, dans le cas particulier des fractions.
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XI. UNE ENQUETE SUR LES FRACTIONS.
PREMIERE PARTIE:
PRESENTATION ET RESULTATS GLOBAUX.

«Etant donné que 1"on peut demander n’importe quoi 3
n'importe qui et que n’importe qui a presque toujours assez
de bonne volonté pour répondre au moins n’importe quoi 3
n’importe quelle question, méme la plus ircéelle, le
questionneur qui, faute de théorie du questionnaire, ne se
pose pas la question de la signification spécifique de ses
questions, risque de trouver trop aisément une garantie du
réalisme de ses questions dans la réalité des réponses
qu'elles regoivent.»

Bourdieu, Chamboredon & Passeron, Le métier de
Sociologue.

XI.1. Présentation

Les deux enquétes présentées au chap. 1X portaient principalement sur
la dénctation des ExA et sur un certain nombre de transformations
posées hors contexte. Nous allons maintenant relater une enquéte portant sur
les transformations, correctes ou incorrectes, que les éléves appliquent  des
expressions particuliéres mettant en jeu des fractions numériques.
Autrement dit, nous allons observer de maniére détaillée le sens que les
éléves attribuent aux écritures mettant en jeu des fractions, en tant qu'il est
lié aux transformations, et aux métarégles qui gouvernent leur usage.

Le présent chapitre est consacré d la présentation générale de
I'enquéte et aux résultats globaux. Le chapitre XII exposera les résultats
deraillés question par question. Les conclusions sur les connaissances qu’ont
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les éléves observés du sens et de la désignation! des écritures qu'’ils
manipulent seront exposées puis généralisées dans le chap. X1, qui est la
conclusion générale de la thése,

Ces deux chapitres reprennent les résulats d’une recherche menée de
1987 4 1990 4 I'INRFPZ, en collaboration avec Yves Paquelier, au sein d’une
tquipe dirigée par Bernard Dumont?.

XI1.1.1. Objectif du_questionnaire

L’ensemble de cette recherche INRP avait pour objectif principal la
conception d'un logiciel, FRACT-1, utilisant I"intelligence artificielle, de
diagnostic et de traitement des erreurs d’opérations sur les fractions
{Dumont 1989). Le “noyau” d’un tel logiciel est constitué d’un systéme
expert d’analyse d’erreurs de 1'éléve. Pour pouvoir fonctionner, ce systéme
expert doit étre muni d’une base de connaissances portant sur les régles,
correcies ou non, permettant de produire les résultats effectivement produits
par les éléves dans le traitement des opérations portant sur les fractions.
L'objectif premier du questionnaire que nous présentons ici consiste donc &
€tablir une telle base de connaissances de régles.

Le “traitement” de I'erreur proposé par FRACT-1 a peu de chances
d’avoir une réelle efficacité en profondeur si le diagnostic qu'il pose de
Ferreur n’a aucun rapport avec les représentations que 1'éléve se fait de sa
tdche. L’enquéte doit fournic une base de connaissance des régles
{(incorrectes) ayant un minimum de pertinence didactique, Cette
contrainte, {qui peut parfois aller 4 1'encontre de la concision informatique),
conditionne a validité du “traitement” ultérieur de Ierreur par le logiciel.

! Dans Ia mesure oil {"enquéte porie sur des expressions strictement numériques, nous
parlerons ici de “désignation” plutét que de “dénotation” (cf. chap. X).

2 Institut National de Recherche Pédagogique, Département “Technologies Nouvelles et
Enseignement”

3 Ch. Aubentin, J-F. Boudinot, E. Bruillard, B. Dumont, B. Grugeon, Cl. Noblet, Y.
Paquelier, C. Terlon et P. Wach.
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XL.1.2. Pourquoi une enquéte spécifique?

La plupart des études disponibles en frangais sur les fractions traitent
de la signification des écritures fractionnaires, et de leur apprentissage.
Rares sont celles qui portent également sur les erreurs de calcul elles-mémes
{voir par exemple Eballard et al. 1982 ou Perrin-Glorian 1992). Tout en
servant de base de départ pour la recherche, elles ne font pas une étude
exhaustive de toutes les erreurs possibles, ce qui est une nécessité pour une
base de (fausses) régles. Nous disposons également de quelques
renseignements sur le sujet dans la littérature anglo-saxonne: voir par
exemple Fong Ho Keong (1986) ou Nwana & Coxhead (1988).
Matheureusement ces données sont peu utiles pour le cas francais, car elles
concement en grande partie les écritures du type 2 % .

En 1984, une enquéte fut menée par I’Equipe de Recherche sur sur les
Questionnements en Mathématiques?, dont je faisais partie, sous la direction
de Daniel Lacombe et de Jéréme Chastenet de Géry, auprés d’environ 3000
€léves de collége, lycée et L.E.P. (voir Chastenet et al. 1985, Dumont 1989).
Une série de questions concernait les sommes et les différences dont au
moins un terme est une fraction, une autre série de questions concernait les
produits dont au moins un facteur est une fraction,

Ce questionnaire a mis quantitativement en évidence un certain
nombre d’erreurs “classiques” de la part des éléves, en particulier:

* I'importance de I’erreus:

1)

+c
+d

+5

o R
2
o

* Tl'influence de la présence d’un “1” au numérateur qui modifie la régle
précédente, au profit de:

4 ). Chastenet de Géry (responsable) et S. Hocquenghem pour le CREEM (CNAM), B.
Dumont, D. Lacombe (responsable) et G. So! pour I'UER de Didactique des Disciplines
(Université Paris7). '
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1
a+b

Lo

1. 1
2t

o

que I'on pourrait qualifier de “linéarité de I'inversion”.
* I'importance de I'erreur

K2, e
ac ac '’

qui est une sorte de “distributivité de la multiplication sur la divisions”.

Cette enquéie nous a fourni un grand nombre de régles susceptibles de
figurer dans la base de connaissances, mais ne pouvait i elle seule remplir
"objectif que nous nous étions assigné (constituer une base de régles
ordonnées par la fréquence d’occurence). En effet, ce questionnaire
“balayait large” en proposant un grand nombre d’items différents, afin de
recueillir le plus grand nombre d’erreurs significatives, maijs n’établissait de
variation systématique que pour certains facteurs (afin d’en établir
quantitativement I'influence).

En outre cette enquéte montrait qu’un grand nombre d’éléves faisait
des erreurs de simplification des fractions (avant de commencer les calculs,
ou bien pour mettre le réponse sous forme irréductible). Toutefois cette
question de la simplification n’éfait, en tant que telle, abordée dans aucun
item.

11 nous a donc fallu mener une nouvelle enquéte pour compléter la
premiére, laquelle nous a servi en quelque sorte de pré-test pour déterminer
les questions pertinentes 4 poser. Au sein de 1'équipe, Yves Paquelier et
moi-méme avons éié chargés de cette nouvelle enquéte. Y. Paquelier s’est
occupé plus particuliérement de la partie concernant les simplifications de
fractions®, tandis que j’ai plutdt traité les transformations de sommes et de

5 ¢f. chap. IX.

¢ unrapport doit paraitre sur ce sujet a I'INRP.
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produits dont il est question ici. Le dépouillement des questionnaires et
'analyse des résultats a été fait en commun, en relation avec les autres
membres de ’équipe.

XI.1.3. Description du guestionnaire,

Le questionnaire était composé de dix questions {Q1 4 Q10). Les cing
premiéres (qui se trouvaient sur la premiére feuille du questionnaire) ont
&té passées par 1 500 éléves de la 6éme i la 3éme. Sur cette premiére
feuille, les quatre premiéres questions (Q1 a4 Q4) concernaient uniquement
la simplification des fractions isolées, traitées par Y. Paquelier. Il n’en sera
pas question ici. La cinquiéme question de la premiére feuille (Q5) a donc
€1é également passée par les 1 500 éléves. Les cinq derniéres questions (Q6 a
Q10, seconde feuille du questionnaire), qui sont ’objet du présent chapitre,
ont €té passées par les classes de quatridme et troisieme uniquement (832
éléves). On trouvera en annexe une photocopie d’un questionnaire,

Les éléves devaient donc répondre aux questions Q5 a Q10 qui
présentaient les types d’ESA suivants:

5 4
3%
5 7
2*t3
4 5
912

3
5+§

3
1-3
éxé’
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En faisant varier certains paramétres des questions (cf. infra) nous
avons construit dix variantes désignées par les lettres A & J. La partie du
questionnaire qui nous intéresse porte sur 57 items répartis en six questions.
Il y a 6 questions et 10 variantes, ce qui devrait faire 60 items, mais un
certain nombre d’items sont communs d deux variantes.

Le fait de créer ainsi des variantes, outre qu’il permet de rendre
presque négligeable le phénoméne du copiage, était surtout, pour nous, un
moyen d’observer 'influence de certains paramétres dans les réponses des
éléves. Nous présenterons plus loin les caractéristiques a priori de chaque
item,

XL1.3.B. Consigne:

Pour chaque question il était exigé comme réponse une fraction
irréductible (“c’est-a-dire qu’on ne peut plus simplifier”, précisait la
consigne).

Lors de la toute premiére enquéte évoquée plus haut, nous n’avions
pas demandé aux éléves le détail de leurs calculs, ce que nous avons regretté
lors du dépouillement, dans la mesure oit il nous a souvent été difficile voire
impossible de reconstituer le cheminement des éléves. Aussi, fors de cette
seconde enquéte, on a demandé d’écrire “tous les calculs intermédiaires” et
d’utiliser le verso vierge de chaque feuille comme “feuille de brouillon”.
Nous n’étions certes pas naifs au point de penser que tous les éléves
détailleraient leurs calculs, ni méme que, s’ils le faisaient, cela éluciderait
tous les problémes d’interprétation que nous rencontrerions, mais selon le
vieux principe du “c’est toujours mieux que rien”, nous pensions que les
informations ainsi recueillies, méme partielles et parfois obscures,
apporteraient des indices non négligeables pour I'analyse. Nous verrons plus
loin que tel fut bien le cas.

Xi.1.4. Description de la_population,

Le questionnaire a été passé par 1500 éléves de collége, appartenant &
60 classes de 57 colléges répartis, équitablement entre types de colléges
{urbain, rural...), dans toute la France. La répartition selon les quatre
niveaux du premier cycle est la suivante:
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niveau nb éléves nb classes
6éme 265 11
Séme 403 16
4dme 514 20
Jéme 318 13
total 1500 60

La passation a eu lieu en juin 1988. Cette date offrait, compte tenu des
changements de programme en cours & cette époque, une conjoncture
intéressante: les éléves de sixiéme (suivant le nouveau programme) et de
quatriéme (encore sous 1’ancien programme) avaient suivi, pour la premiére
fois cette année-l3, un enseignement sur les fractions; et de méme, les éléves
de cinquiéme {(nouveau programme) et de troisiéme (ancien programme)
avaient derriére eux, en juin 1988, deux années de “pratique” des fractions.

Nous reviendrons sur ce point lors de I'analyse.

La population se répartissait selon les dix variantes de la maniére
suivante:

Gme | Seme | deme Jeme Total "Total
Variantes | Q5 Q5 1053010/ Q5aQ10fl 05 | osanuo

A 29 37 55 37 158 92

B 28 38 79 34 179 113
C 28 37 52 36 151 88
D 27 39 47 34 149 81
E 27 37 64 32 160 96
F 24 39 45 29 137 74
G 26 38 46 30 138 76
H 27 36 42 28 135 70
i 24 36 41 29 130 70
J 24 67 43 29 163 72

Total 264 | 404 514 318 1500 832

Indiquons, pour terminer cette présentation, qu’d chaque envoi de
questionnaires pour une classe était joint un questionnaire destiné au
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professeur de mathématiques de la classe et dont le but était de se faire une
idée aussi précise que possible de Penseignement requ par les éléves ayant

répondu au questionnaire.

XL2. Méthodologie

XI.2.1. Deux points de vue

En raison de I’objectif exposé dans la partie précédente, nous avons

¢té amenés 4 adopter deux points de vue complémentaires lors du
dépouillement et de 'analyse des réponses des éléves.

Etant donné un résultat fourni par un éléve en réponse i une question
particuliére, le logiciel doit étre capable (dans le plus grand nombre possible
de cas) de retrouver un ou plusieurs cheminements permettandt de produire
ce résultat. Face 3 I'extréme variabilité des réponses des éléves il faut, d’une
part éviter la multiplication de régles trop particuliéres, et d’autre part
orienter I’exploration du systéme expert en hiérarchisant (par
“pondération”) ces régles selon certaines caractéristiques de I'exercice et de
I'éléve,

Le travail de codage obéit alors, entre autres, 4 un souci d’efficacité
informatique. L’analyse des résultats s’intéressera d’abord a I"aspect
quantitarif afin d*éablir les fréquences d*apparition de certaines régles et de
les corréler & certains paramétres, L'heuristique d’exploration du systéme
expert sera alors obtenue en convertissant ces statistiques en probabilités.

Permetire au systéme expert de produire, a I'aide de régles explicites,
le méme résultat que 1'éléve n’est qu’une étape dans 1’élaboration du logiciel.
11 s’agit également de faire en sorte que cette production artificielle puisse
apparaitre comme une explicitation plausible de ce qu’a effectivement fait
I'éléve (de maniére plus ou moins implicite).
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Dans le travail de taxonomie de ce que nous appellerons des
transformations (voir plus bas), nous chercherons donc a éviter ces deux
excés inverses de la seule efficacité informatique ou de 1a modélisation
didactique prématurée. Choisir de décrire la réponse d’un éléve a 1’aide
d’une ou plusieurs transformations, ce sera choisir des régles de production,
informatiquement simples et didactiquement plausibles, permettant de
produire le méme cheminement sans préjuger la signification didactique
d’un tel comportement.

Ce sera la tiche de 1’analyse quantitative mais surtout qualitative des
résultats du questionnaire que de risquer des interprétations en terme de
conceptions des éléves dans une perspective de travail sur ces conceptions,

XI.2.2, Terminologie

Pour coder, classer et analyser I’ensemble des productions des éléves,
nous avons €té amenés & définir un certain nombres de termes. Au lecteur
qui trouverait cet attirail linguistique pédant ou pesant nous voudrions
préciser que cette terminologie ne fut pas décidée a priori mais s’est
imposée & nous pour, a la fois, repérer les phénoménes et communiquer a
leur propos avec les autres membres de I'équipe. En effet, le fait de
travailler & plusieurs sur cette enquéte a mis clairement en évidence la
nécessaire clarification du vocabulaire propre A toute entreprise de
communication d’un travail de recherche. En définissant ci-dessous les
principaux termes employés nous voudrions permettre au lecteur de
s’approprier cette terminologie a travers ce qui I'a justifiée et lui faciliter
ainst I'accés aux idées qu’elle permet d'exprimer.

Pour chaque item de la copie d’un éléve, nous distinguons la réponse

de I'¢léve, constituée par ’ensemble de ce qu'il a écrit pour répondre 3
item?, et le résultat qui désigne Ia fraction terminale de la réponse.

7 En ce sens une non-réponse est une réponse.
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XL2.2.B. C Enchai Transt .

Les différentes réponses d'un éléve i une méme série d’items
{questions 1 & 4 d’une part, questions 5 & 10 dautre part} constituent son
comportement. Mais dans un premier temps nous nous intéresserons aux
réponses indépendamment les unes des autres et nous avons décidé de
décrire ces réponses a I'aide de la notion de transformation telle
qu'elle est définie au chapitre VIII. Une transformation est donc
I'opération formelle qui, 4 partir de 1'écriture

a

—+C
b

(par exemple), produit Vécriture

suivant une certaine procédure qui constitue la caractéristique de cette
transformation.

Nous appelons “transformations” les étapes élémentaires par lesqueltes
est passé I'éléve, Nous les identifions par les traces qui figurent sur la copie
de I'éléve. Par exemple, de 1a réponse:

E
gti=g =2

nous “abduisons”® qu'il y a eu deux transformations. L’éléve a d’abord
transformé la somme en une fraction dont le numérateur est obtenu par
addition du numérateur du premier terme, au second terme, puis il a
simplifié le résultat. Si les étapes intermédiaires n’apparaissent pas, comme
dans:

8 cefte inférence n’est ni une induction ni une déduction mais une abduction, qui
conjecture a cause d’un fait isolé (U. Eco a rappelé que c’était le “raisonnement” de
Sherlock Holmes).
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3 .1
gHi=3

nous les reconstruisons par analogie avec des copies similaires.

Les transformations sont donc “atomiques” en ce sens qu’on ne peut
les décomposer. Pour parler de 1’ensemble des manipulations que fait subir
Iéléve & I'énoncé pour trouver son résultat, nous parlons d’enchainement
(sous-entendu, de transformations).

Un enchainement peut étre éventuellement réduit & une seule
transformation, comme dans:

4

§“+1=7 .

7

Nous nous référons d la pratique des éléves (autrement dit 4 ce qui
apparait dans leurs copies comme étant les transformations les plus
élémentaires) pour savoir si un calcul est une transformation atomique ou
non, et non bien entendu aux décompositions possibles en termes de

‘transformations minimales correspondant aux lois du corps R. Nous

retrouvons ici la difficulté soulevée au chap. VIII concernant la description
concise des transformations.

Les transformations sont, avant tout, un ouiil de description et
d’analyse. Nous ne prétendons nullement qu’elles sont présentes “dans Ia téte
de I’éléve™. C’est une des raisons pour lesquelles nous avons préféré le
terme de “transformation” i celui de “régle” qui fait trop référence aux
régles réellement présentes dans un moteur d'inférence.

Certes le choix que nous avons fait de ces transformations n’est pas
totalement arbitraire. Elles possédent, de notre point de vue, une certaine
pertinence didactique. Si elles constituent une “maniére de parler”, nous
veillons 4 ce que cette maniére puisse intervenir dans un dialogue avec

% Nous ne prétendons pas non plus le contraire ! Cette question nous parait plutét hors
d'atteinte.
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I’éléve mais nous nous méfions de la tendance qu’'il y a & réifier ce qui
n'était au début qu’un instrument de description.

Ceci étant posé nous distinguons divers types de transformations.

XL2.2.C. Les di le transformati

Le premier critére est 1a conservation de la désignation entre
Pexpression de départ et 1’expression produite. Si la désignation est
respectée nous parlerons de fransformations conservantes'9, si ce n'est pas
le cas de transformations incorrectes!l,

Parmi ces derniéres nous appelons transformations interprétables
celles pour lesquelles nous possédons une description procédurale qui nous
parait présenter une certaine pertinence didactique, en particulier d’aprés les
explications d’éléves, p. ex:

5 4 9
3% =12

Parmi les transformations interprétables, nous distinguons

* les transformations classiques!2 dont la description est relativement
simple et apparaissent au moins en deux exemplaires, p.ex:

I 5
IXe =

10 en ce qu'elles “conservent” la dénatation des expressions. Nous ne mettons pas dans
cette catégorie le cas des transformations qui la conservent “par hasard”, autrement dit

qui ne sont conservantes que pour certaines valeurs des variables, par ex.
&4-_ 1 (Chevallard 1990).
6x 5 30

a4

65~

! nous n’avons pas voulu appeler “correctes” les wransformations conservantes parce
qu'elles peuvent &tre tout  fait inappropriées i 1a consigne, tout en étant justes sur le
plan de la valeur numérique.

12 Je mot “classique” est 4 prendre ici dans un sens défini par convention, Cela ne signifie
pas par exemple que les erreurs “classiques” telles que nous venons de les définir
apparaissent forcément comme telles (au sens imprécis usuel) aux yeux des enseignants.
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* les "hapax”13 pour lesquelles un certain nombre d’indices nous
fournissent la procédure, mais auxquelles leur caractére exceptionnel et
unique (et souvent tortueux} confére un statut d’explication ad hoc,
statistiquement non représentative, et informatiquement peu productive.

Restent les transformations que nous avons qualifiées mystérieuses
dont nous ne possédons aucune description vraisemblable, faute d’indices sur
la copie et d’intuition didactique de notre part. Une place a part est faite aux
erreurs de calculs (cf. infra) et aux erreurs de transcription (éléves qui
écrivent “13” au lieu de “15™ parce que leur “3” ressemble i un “5” par
exemple)

Du point de vue de I'experiise informatique en revanche, Je
regroupement est un peu différent. Sont qualifiées de décelables, les
transformations que le systéme expert est susceptible de détecter i partir
d’un ensemble de régles relativement réduit. Les transformations
indécelables sont celles dont 1a recherche informatique nécessiterait trop
de régles ad hoc (cas des “hapax”) ou entrainerait une explosion
combinatoire dans I’arbre des possibilités (cas des transformations
mystérieuses).

Tout ceci peut se résumer dans le tableau suivant:

Didactique: Informatique:
Conservani_s

Classiques Décelables
Hapax
Incorrectes Interprétables Erreurs de Indécelables
calcul
Erreurs de
transcription
Ininterprétables | Mystérieuses

13 du grec &inak (“une seule fois™), ferme de linguistique désignant une forme, un mot ou

une expression dont on ne connait qu’un exemple dans un corpus défini (Dubois et al.
1973).
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X1.2.2.D. Types dc réponses

De méme, le vocabulaire des transformations va nous permeftre de
déterminer des sous-ensembles de réponses, ceci afin de pouvoir ramener,
dans chaque cas, les données quantitatives a la catégorie de réponses
pertinente.

+ Nous qualifierons d’adéquates les réponses irréductibles obtenues par
des transformations conservantes.

» Nous qualifierons d’inadéquates les réponses réductibles obtenues par
des transformations conservantes: la seule “erreur” ici consiste & ne pas
simplifier la fraction.

« Les autres réponses seront qualifiées d’incorrectes.

« Parmi les réponses incorrectes nous nous intéresserons particuliérement
aux réponses obtenues partiellement ou totalement & I’aide de
transformations classiques, que nous appellerons des réponses
classiques.

TFaxonomie des réponses

Conservantes Adéquates
Inadéguates

Incorrectes Classiques
non-Classigues

Rappelons, pour finir, que cette terminologie, si elle constitue un
préambule nécessaire d I'exposition, a cependant été forgée au cours de
Ianalyse et prendra donc tout son sens lors de I'étude détaillée des résultats,

300

Chapitre XI: fractions: présentation et résultats globaux.

XI.3. Le Codage des transformations

X1.3.1. Démarche de dépouillement el _d’analyse du

_gucstionnaire

Pour respecter le double objectif, quantitatif (fréquence des erreurs)
et qualitatif {pertinence de I'interprétation didactique) de notre analyse, nous
avons procédé de la maniére suivante pour dépouiller les 1500
questionnaires:

+ Nous avons d’abord saisil4, pour chaque éléve, le résultat fourni pour
chaque item et les renseignements d’identification (variante, collége,
niveau...). Nous avons pu ainsi obtenir les différents taux de réussite et
de non-réponse pour chaque item.

+ Ensuite, pour chaque réponse inadéquate (dont la liste nous &tait fournie
par le dépouillement informatique) nous avons regardé la copie en détail
(y compris les éventuels calculs au verso} et pous avons codé ces
réponses.

Nous avons donc, Y. Paquelier et moi-méme, studié et codé 3 524
réponses inadéquates “a fa main”, travail “de fourmi” long et délicat,
mais indispensable pour guider nos interprétations et leur garantir un
minimum de pertinence.

+ Ces transformations ont é1é enregistrées, sous forme codée, dans 1a base
de donnée.

» Par dépouillement nous avons alors pu obtenir d’autres résultats
statistiques: fréquence d’apparition de telle transformation, nature des
enchainements....

14 Sur tableur Microsoft/Excel™
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o Ces résultats quantitatifs ont mis en évidence un certain nombre de
phénoménes que nous avons pu illustrer 4 I’aide de quelques réponses
“représentatives” repérées lors du codage, et étudier alors & nouveau.

Cet aller et retour continuel et dynamique entre les aspects quantitatifs
et qualitatifs de I’enquéte constitue 1'axe de notre démarche d’analyse. C’est
également le point de vue que nous adopterons pour la présentation des
résultats. Avant cela, il nous faut dire quelques mots du travail de codage
proprement dit,

XI1.3.2, Codapge et interprétalion

La “notion atomique” que nous avons utilisée pour coder les réponses
inadéquates est celle de transformation. Nous avons déja dit qu'il s’agissait
d’un outil d’analyse et non d’une réalité “dans la téte de 1'éléve”. Nous avons
interprété un texte (la réponse de 1’éléve) et non analysé un corps chimique.
Ce travail d’interprétation, que nous revendiquons, pose évidemment un
certain nombre de problémes parmi lesquels les deux suivants,

XL3.2.A. Le choix de [ .

Nous avons, en ce domaine, appliqué la régle suivante: la décision de
coder comme transformation spécifique une certaine procédure était
soumise & trois conditions:

(1) Pexistence de réponses comportant des indices explicites en faveur
d’une telle interprétation. Par exemple, la copie “TChar/6/C6” présente
la réponse suivanie:

Nous avons caractérisé cette réponse de “produit en croix” dans la
mesure o une croix dessinée au crayon réunit les “exirémes” et fes
“moyens” (on la retrouve a 1'item suivant C7).

(2)  le caractére plausible {c’est-d-dire relativement pertinent et simple) de
cette interprétalion par rapport i notre expérience d’enscignement et 3
I’analyse qui pouvait éire menée en termes de représentation de I’objet
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fraction. Ainsi, I"exemple précédent du “produit en croix” nous parait
d’autant plus plausible qu’un tel transformation existe dans le cadre des
équations.

(3) le nombre relativement important de réponses pouvant étre codées i
I'aide de cette transformation. Car, si les conditions {1} et (2)
précédentes étaient remplies, nous nous autorisions & coder, a Iaide de Ia
transformation repérée, des réponses sans indices explicites mais que
celte transformation permettait de produire. '

XL3.2.B. Le dé ; hai

La transformation est un objet construit. Ce qui nous est donng, c’est
la réponse de 1'éléve. C’est & partir de 12 que nous reconstruisons un
enchainement possible de transformations. 1l n’est pas toujours facile de
décider si tel passage entre deux écritures doil étre interprété comme une
seule transformation ou comme la succession de plusieurs d’entre elles. C’est
méme un probléme didactique crucial, aussi bien pour I’analyse que pour les
projets d’informatisation du dialogue avec 1'apprenant. Car s’il y a
succession, il s’agit de succession “formelle” et non “temporelle” (dans le
“temps de calcul” de I’éléve) et il nous semble bien naif d’espérer résoudre
les difficultés d”interprétation en demandant a I'éléve ses “étapes de calculs™.
A de rares exception prés, en effet, 'éléve n'utilise pas explicitement des
transformations, il produit un résultat. Le choix du découpage d’une
réponse est donc de la responsabilité de celui qui analyse et non de celui
qui répond.

Pour déterminer ces découpages, nous avons décidé de ne considérer
comme transformation “a part entiére” d'un enchainement que les
transformations étant, par ailleurs, apparues de maniére isolée.

Tout ce préambule méthodologique a pu parailre bien long et bien
abstrait au lecteur. Il nous a semblé indispensable, d’une part afin de
faciliter la lecture des analyses qui vont suivre et d’autre part {et plus
fondamentalement) parce que nous considérons les réflexions
méthodologiques nées d’un tel travail comme devant éire transmises au
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méme titre que I'analyse de I'enquéte elle-méme; analyse que nous altons
maintenant présenter.

XI.4. Description des items

L.'enquéte comporte donc, dans sa partie consacrée aux opérations, 57
items répartis en six questions (Q5 a Q10) que nous indiquons ici.

X1.4.1. Liste decs items

vareest] g5 Q6 Q7 Q8 Q9 Q10
N EEAECAEE AR RERRT
ESARCARENETN EENRE
e i e [ o [
e n (38 | 05 [ 3 [ 3 | o
o | [ ST R e | b
o [ ih e g b
s e | b
T e | e | o

X1.4.2. Caractéristiques a priori des items

Ces items présentent un certain nombre de caractéristiques a priori
dont nous voulions mesurer "effet sur les réponses des éléves,

Dans tout ce qui suit, les items sont notés par un nombre (numéro de
la question} et une lettre (la variante}, par ex. “8A”. Les questions, qui sont
des suites de dix items, sont notées par la lettre “Q” suivi du numéro de la

question (ex: “Q8”)
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XLA2.AL L (éoarie:
*  Somme: (5A, 5C, 5E, 51, Q6, Q8)

« Différence: (5B, 5D, 5F, 5G, 5H, 55, Q7, Q%)
s  Produit : (Q10)

- [T LT = F .
.

L’opérande fractionnaire de (5B, 51, 6B, 6H, 7E, 7J, 8F, 8G, 8H, 9D,
91) est réductible, dans les autres items, non.

« “type I": deux fractions (5A, 5B, 5C, 5D, 5H, 31, 5J, Q6 et Q7
» “type II": une fraction et un entier (5E, 5F, 5G, Q8, Q9, Q10)
X1.4.2.C.a.......Pour le type L

* Le fait que les dénominateurs des deux fractions soient premiers entre
eux: (6C, 6J, 7A, 7D, 7G, 71, 71)

* ou qu’ils aient un diviseur commun: (54, 5B, 5C, 5D, 5H, 51, 5J, 6A,
6B, 6D, 6E, 6F, 6G, 6H, 61, 7A, 7B, 7C, 7D, 7E, 7F, TH)

X1.4.2.C.ho_.... Pour le type 1

+ Le fait que 'opérande entier soit “1” (5G, 8C, 8F, 8H, 9A, 9D, 9G) ou
non.

» Le fait que le numérateur de 1"opérande fractionnaire soit I'entier *1”
(5F, 8B, 8C, 8L, 8F, 8, 9C, 9F, Q10) ou non.

» Le fait que le premier opérande soit 'enticr (5E, 5F, 5G, 8D, 8F, 8G,
81, 9A, 9B, 9C, 9E, 9F, 9G, 10B, 10C, 10D, 10E, 101) ou la fraction.
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La question 5, parce qu’elle était également soumise aux éléves de 6éme et
de 5&éme, présente en outre la caractéristique supplémentaire suivante;

¢ Le fait qu'un au moins des dénominateurs soit une puissance de 10: (5B,
5D, 5E, 5F, 5G).

XI.5. Réussite et non-réponse:

XI1.5.1. question 5

Comme nous 1'avons déja indiqué, cette question, contrairement aux
cing suivantes, fut posée 4 1’ensemble des éléves ayant passé le questionnaire.
L’objectif était essentiellement de comparer les performances des éléves de
6éme et 5éme (ayant suivi le nouveau programme) d'une part et celles des
éléves de 4éme et 38me d’autre part. Nous allons donc donner les résultats
sous cetie forme.

Les taux de réussite et de non-réponse 3 la question 5 (tous items
confondus) et selon les niveaux, sont les suivanis:

niveaux — géme 5éme 4éme Jéme
% de réponses adéquates 28 38 76 83
%6 de non-réponse 11 11 3 3

Les résuliats sont donnés en pourcentages, sur Ja base de 1500 é&léves.
Les résultats précédents mettent en évidence une coupure trés nelte
entre les deux premiéres années de collége et les deux suivantes. Nous ne

donnons pas les résultats pour chaque variante afin de ne pas alourdir la
rédaction, mais le phénoméne se vérifie malgré les caractéristiques
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différentes des variantes. Nous verrons cet effet plus en détail dans ’exposé
des résultats item par item.

Les taux de non-réponse confirment également 1’observation ci-dessus
mais ne suffisent pas A expliquer les différences de réussite. Les éléves de
6eme et 5éme, 5’ils s’abstiennent plus souvent de répondre a la question Q5,
font également un beaucoup plus grand nombre d’erreurs 2 cette question.

Pour des raisons d’homogénéité de la population et des opérations de
chaque question, nous n’étudierons pas davantage cette question Q5 et nous
atlons analyser maintenant I’ensemble des cinq autres questions auxquelles
ont répondu les 832 éléves de 4éme et 3éme.

XI1.5.2., questions 6 4 10

XL3.2.A. T e _réussi

Les résultats, pour chaque item, sont les suivants:

% 106|708l o010 [ Moyenne
A |s87]s4ls2]s2]e2] 73
B |s2l7sfs2]|ss|es ] 79
c 66174 |77 ]| 77 ] 74
D Jes{s3leo]|ss]| 67 &2
E f[sai{s7i{sal7| %} 75
F o |s2|as|74[82161] 69
G |s2f70|e4]|83]6s] 73
H |sa|7o|7al72| ] 72
I 73|50 (8767 | 72 0 73
J sglzs|79081] 60 63
Moyenne ] 75 |60 [ 78771 70 | 72

Les taux de réussite indiquent que les variantes ne sont pas de
difficulté homogene (de 63% a 79%), contrairement 3 ce qui avait é1& prévu
au départ. L’item J7;
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par exemple, avec un taux de réussite de seulement 28%, est apparu comme
exceptionnellement peu réussi. Cela vient sans doute, en grande partie, du
fait que cet item cumule plusieurs caractéristiques dont on va voir dans la
suite 1'influence négative: opération de soustraction avec résuitat négatif et
réductibilité d’un des opérandes (tous les nombres étant de plus supérieurs 3
10).

Le taux moyen de non-réponse est relativement faible (3%) et & peu
prés identique pour chaque varante {entre 2% et 4%).

X1.5.2.B. infl lu_ni

Si Pon compare les pourcentages de réussite pour les 514 éléves de
4ome et les 318 éléves de 3eme, on obtient e tableau suivant:

% | question 6| question 7| question 8} question 9| question 10 § Meyenne
déme 75 58 75 74 65 69
éme 75 64 83 82 80 77

Les éléves de 3éme réussissent 1égérement mieux, en moyenne, que les
éléves de 4éme. Mais on ne peut pas dire que 1’écart soit significatif d’une
réelle différence de performance en ce qui concerne les opérations sur les
fractions. Pour la question la plus “classique” (question Q6: addition de deux
fractions) on a méme un taux de réussite identique.

En revanche, ’écart est assez important (15%) lorsqu’il s’agit du
produit d’un entier et d’une fraction (question 10). Nous verrons, en effet,
que, dans ce cas, 24% des éléves de 4éme utilisent la “distributivité de Ja
multiplication sur la division”

b ab
ax, o —-
c ac
contre 6% des éléves de 32me, ce qui parait Jié 4 I"apprentissage systématique
de la distributivité lors de 'introduction de 1"algébre en 42me,

308

Chapitre XI: fractions: préscntation el résultats globaux.

Ce sera le seul cas d’utilisation d’une transformation significativement
liée 3 une classe particuliére et ¢'est pour cela que, par la suite, nous ne
distinguerons plus les résultats des éléves de 4éme de ceux de 3éme.

XL5.2.C. Iofl I Gristi les. |

X1.5.2.C.a. Influence _de ’opération;.. Addition, Soustraction,
Multiplication,

Si I'on regroupe les questions selon I’opération y intervenant, on
obtient les pourcentages suivants:

ADDIFION | SOUSTRACTION | MUTIPLICATION
{Q6etQB) Q71 Q9 Q10
77 69 70

Il est clair que les sommes sont mieux réussies que les différences, ce
qui ne constitue pas une surprise mais confirme nos prévisions. Dans la
question Q10, il s’agissait d’une multiplication bien particuliére de type:

1
6 %7

et le résultat ne peut donc élre tenu comme représentatif de Ia performance
des éléves en ce qui concerne cette opération en général.

X1.3.2.Cbe... Influence du.signe. du_résullat

Reprenons le tableau des pourcentages de réussite item par ifem:
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% 06| Q7 Q8|9 1QN0
A |87}54}1821{82] 62
B j82{76|82|85] 68
C |66 |74 |77 1781 77
D {65}53169]58] 67
E |84 (57184173176
F |82]a5[ 741821 61
G 182}70 164 [83] 68
H J54179 74771 76
I |73 |59 |87 1671 77
J 1584283879181 65

Pour les deux items 7F:

10
"3

[ TN

et7]:

4 15
16712

le résultat correct est négatif. Or le taux de réussite moyen de ces deux
items est de 37% contre 60% pour I'ensemble de la question Q7, et ils
représentent chacun le plus faible taux de réussite de la variante considérée.
Cela illustre avec évidence 1'influence de ce facteur sur les réponses des
élaves. Nous verrons, dans 1’étude des transformations, comment les éléves
utilisent un certain nombre de régles incorrectes pour “&viter” un
résultat négatif,

X1.5.2.C.c. Influence de a. réductibilite. d’un. des. opérandes
fraciionnaires

Exemple (ici, I'opérande réductible est le second terme):

~Jico
+
O
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Le tableau suivant permet de comparer le taux de réussite des items
dont 1’un des opérandes est réductible au taux de réussite global et ceci pour
chaque question (le cas ne se présente pas dans la question Q10) afin de ne
pas faire intervenir d’autres facteurs:

% Q | Q7 | O8 Q@
un opérande réductible 72 45 71 62
réussite globale 75 60 78 77

Les items dont une opérande est réductible sont donc, pour chaque
question, moins bien réussis que les autres.

+  SiI'éléve ne simplifie pas 1'opérande {(ce qui est presque toujours le cas)
et si il effectue une réduction correcte au méme dénominateur, il obtient
une fraction réductible qu’il ne pense pas, la plupart du temps, &
simplifier. Sa réponse est alors inadéquate selon notre terminologie et
n’est donc pas prise en compte dans le taux de réussite, puisqu’il n'a
pas respecté la consigne.

« S'il simplifie I"opérande ou la fraction obtenue il risque de faire des
erreurs de simplification.

Dans tous les cas, la moindre réussite des items & opérande réductible
se justifie donc en termes d’erreurs ou d’absence de simplification.

X1.5.2.C.d. Influence. du_type. des. opérandes: deux.fractions. ou
une._fraction et san_entier,

Il s’agit donc de regrouper d’une part les questions 6 et 8, d’autre part
les questions 7 et 9:

Typel Typell
Q6 et Q7) (QB et Q9)
68 78

Le type I (un des termes est un Ent) est mieux réussi en
pourcentages. Nous verrons, dans 'étude détailiée des erreurs, qu'il n’est en
fait pas trés significatif de comparer les résultats ces deux types d'iems,
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dans la mesure od les comportements mis en jeu différent notablement. Les
¢léves n'utilisent pas forcément les mémes transformations et ne font donc
pas le méme type d’erreurs.

XL2.2.Coe Influence, pour le type L. du _fait_que les
dénominateurs. sofent_premiers_enire_eux.

% Q6 @
deénominaleurs non premiers 63 52
dénominateurs premiers 77 65

Seules les questions Q6 et Q7 présentent certains items avec des
dénominateurs premiers entre eux et d’autres non. Dans les deux cas la
réussite est plus élevée quand les dénominateurs sont premiers entre cux.

On retrouve le résultat des opérandes réductibles. La réduction au
méme dénominateur (en prenant le produit des dénominateurs comme
dénominateur commun) donne une fraction réductible qui n’est
généralement pas simplifiée par les éléves, et n'est donc pas décomptée
parmi les réussites.

XL3.2.CA. Influence, pour_le_type 11, du_fait.que Uopérande
entier. seit “1”.

Le tableau suivant représente I'influence de 'entier “1” comme
opérande entier:

% o8 324
opérande entier égal 3 1 75 74,5
Taux global 78 77

Malgré Je taux de réussite légérement plus faible des items ou
intervient I'opérande entier “1”, on ne peut considérer cette caractéristique
comme réellement déterminante.
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H est & noter que nous n'avons pas étudié dans cette enquéte une erreur qui
nous paraissait réellement caractéristique lors de Ja toule premiére étude, 3 savoir la
distributivité de I'inversion sur fa somme:

+

R
a+b

£ f s
T

Les autres caractéristiques a priori des items ne paraissent pas avoir
de réelle influence non plus sur les taux de réussite. Aussi, afin de ne pas
alourdir la rédaction, nous ne donnerons pas les différents tableaux
illustrant ces comparaisons.

X1.6. Les trois étapes

Pour éviter de confondre des transformations d’un type différent,
nous avons scindé enseruble des transformations successives possibles en
trois étapes que nous illustrerons sur 'exemple (fictil) suivant:

Ex.

105 2 5[ 22 5 4 5 9[
5637632 66" 6 oll™

[ Rt

La premiére étape est une simplification du premier terme. La
seconde, une procédure d’addition de deux fractions {mise au dénominateur
commun et effectuation). La derniére étape est une simplification de la
fraction résultat.

Toutefois les calculs des éléves ne sont pas toujours aussi limpides que
Pexemple ad hoc qui précéde:

{Ex. (Chateau/21/110)15

15 Les réponses des éléves sont identifites par un triplet;

identifiant_du_collége/ numéro_de_copie/numéro_d’item.
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10730730730

Faut-il ici mettre ia toute premiére transformation dans la premiére
étape ou dans la seconde? 11 nous a fallu trancher en adoptant des critéres a
priori. Par convention:

X1.6.1.  premicre étape

. La premiére étape est formée d’une transformation (ou d’un
enchainement):

i} qui ne modifie pas la catégorie de ’expression initiale. En d’autres
termes, si I’expression initiale est une somme (resp. une différence ou un
produit), elle reste une somme (resp. une différence ou un produit).

ii) qui ne porte pas simultanément sur les deux opérandes de 1'expression
initiale.
Cette convention repousse par exemple en deuxiéme étape la
simplification en croix des facteurs fractionnaires d’un produit.

p. ex. (B10)
Hx—y 3l
g 9y

Peu importe d'ailleurs, car il semble (aux erreurs de codage prés)
qu’aucun éléve ayant simplifié en croix (quand il y avait lieu de le faire, soit
dans 6 items sur 10) n’ait fait ensuite la moindre erreur,

Le cas le plus fréquent {comme dans P'exemple fictif ci-dessus) est une
simplification d’un des opérandes. L’éléve peut également transformer un
opérande entier E en opérande fractionnairefl—z(ce qui est correct) voire en

opérande fractionnaireg (ce qui I’est moins si E# 1),

La condition (ii} exclut les mises au dénominateur commun du champ
de la premiére étape, comme dans I'exemple (Chateau/21/H9). Une telle
transformation porte en effet simultanément sur les deux termes de la
différence.
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X1.6.2. seconde etape

La seconde étape est formée de 1’enchainement!s qui transforme
I'expression issue de I"étape 1 (somme, différence ou produit) en une
fraction {Fra) ou une écriture décimale de nombres {Cst). La seconde étape
modifie donc la catégorie de "expression.

XI1.6.3. _ troisiéme étape

la troisiéme &tape est formée d’une transformation {ou d'un
enchainement), en général une simplification, portant sur le résultat de
I'étape 2 forsque celui-ci est une fraction,

La plupart du temps, nous n’avons rien codé dans les étapes 1 et 3,
soit que les fractions (initiales ou finales) aient &té irréductibles, soit que
P'éléve n’ait pas vu qu’elles étaient réductibles. Dans un certain nombre de
cas toutefois les éléves ont effectué une simplification, adéquate ou non.
Dans ce cas on retrouve grosso modo les emreurs de simplification relevées
aux questions Q1 a Q417.

Précisons que nous n’avons rien codé non plus lorsque 1'éléve ne
simplifiait pas une fraction initiale réductible (étape 1) car ce résultat en tui
méme nous intéressait peu par rapport 3 notre étude, qui est celle des
transformations de sommes, de différences et de produits (étape 2).

XL7. Les notions de réponse et de transformation “classiques”

La notion de “transformation classique” a été définie plus haut comme
incorrecte, interprétable et décelable. Nous allons toutefois étendre ici fa
notion de “réponse classique”, en relation avec les buts de notre enquéte.

16 &ventuellement réduit & une seule ransformation

17 Précisons que le taux d'échec moyen 2 ces questions {refativement élémentaires) de
simplification est de 36%.
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Si nous reprenons la définition précédente, une réponse classigue est
d’abord un enchainement qui n’est pas formé, i I'étape 2, uniquement de
transformations indécelables (hapax, transformations mystérieuses, erreurs
de calcul ou erreurs de transcription). Toutefois, nous ne nous intéressons
ici qu’aux fréquences relatives d’apparition des transformations portant
sur des opérations de fractions, et non pas aux erreurs de simplification.
Afin de comparer des choses comparables, ¢’est-d-dire des transformations
(a I"étape 2) a d’avtres transformations (3 1'étape 2), nous excluons en outre
de notre base de réponses (dites “classiques”), celles oi les éléves ont juste
fait une simplification incorrecte avant (étape 1) ou inadéquate aprés (étape
3) I'effectuation adéquate de I’opération (étape 2).

En résumé, nous ne considérons pas comime réponses classiques:

» Les simplifications incorrectes i I'étape 1 suivies aux étapes 2 et 3 de
transformations “cohérentes”, ¢’est-d-dire adéquates & I’énoncé ainsi
modifié.

in correct][cohérent]l?ohérent

Ex. (H9)
7 [ EE . 3153 12
3-10°1 -10:2=3 5|5 55 -

* Les enchainements de transformations toutes indécelables a V'étape 2.

|quelconqueI[indécelable”que]conquel

Ex. (H9)

L2 [0 7
T107 (10 T 107 1

» Les étapes 1 et 2 adéquates suivies d’une simplificaiion inadéquate a
I'étape 3.

ladéquat”adéquat” inadéquat|

|Ex. (H9)
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d

L7307
10T 10710 7|10

Le tableau ci-dessous donne, question par question, le nombre de
réponses incorrectes et le nombre de réponses classiques, auquel nous
rapporterons désormais les nombres de transformations classiques relevées.

Question: Q6 | Q7 1 08 | Q9 | Q10 | Total
Réponses incorrectes: | 197 | 295 | 162 | 150 1 213 | 1026
Réponses classiques: 97 | 149 | 88 | 72 1139 | 617

X1.8. Quelques indications sur les erreurs non-classiques.

Avant d’aborder 1'étude des erreurs classiques, nous allons présenter
rapidement quelques indications quantitatives sur les erreurs non-classiques.

X1.8.1. Les_simplifications_incorrectes & 1'étape 1.

Nous n’avons relevé que Jes simplifications incorrectes, autrement
dit non-conservantes. Ceci signifie que nous n’avons pas répertorié les
transformations inadéquates, ¢’est-d-dire les simplifications incomplétes ou
carrément omises.

Pour donner un ordre de grandeur, parmi les 162 réponses
incorrectes 4 la question Q8 on trouve 88 réponses classiques et 10
simplifications incorrectes a 1'étape 1 (6,2%). Précisons que sur les dix
items de Q8, il n’y en a que trois dont un des termes soit réductible. Les
proportions sont du méme ordre dans les autres questions.

X1.8.2. Enchainements indécelables 4 Pétape 2

Précisons pour commencer que la grande majorité de ces
enchainements indécelables sont réduits 3 une seule transformation.
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XL8.2.A. Erreurs de calcyl

Les erreurs de calcul, comme on I'a déja dit plus haut, ne sont pas des
transformations autonomes mais des transformations arithmétiques
incorrectes qui se surajoutent aux autres transformations (par ailleurs
adéquates oy non).

A la question Q6 on trouve parmi les réponses incorrectes 42
transformations comportant une ou plusieurs erreurs de calcul (21,3%). Les
erreurs de caleul sont la premiére cause d'inexactitude en Q6'8, Ia seconde
en Q71%, 1a troisiéme en Q8 et Q920 et la quatriéme en Q102! (en moyenne
sur les question Q6 a Q10: 13,6%}).

La présence d’erreurs de calcul dépend évidemment des nombres mis
en jeu dans 1’énoncé. Pour une méme question, le nombre d’erreurs de

calculs peut varier selon 1’item dans des proportions de 1 (ex, [6A]: g + %) a
13 13
8 (ex. [65): 6 *15-
I B, Transformatign (@ri

Il s’agit par définition de transformations que nous n’avons pu
interpréter de maniére plausible.

Pour donner un ordre de grandeur, parmi les réponses incorrectes a
la question Q6 on trouve 9 transformations mysiérieuses (en moyenne
4922,

18 ex-wquo avec les simplifications inadéquates Vétape 3
19 derriére les simplifications inadéquates & ' étape 3.

20 questions dans lesquelles il n'y a plus que trois nombres mis en jeu, au lieu de quatre en
Q6 et Q7: il y a donc “moins de calculs”  faire.

21 pour Q10 {avec des énoncés du type: 5 x %). les caleuls arithmétiques étaient nettement

plus faciles.

2211 sur 295 pour Q7, 9 sur 162 pour (8, 13 sur 159 pour Q9, 8 sur 213 pour Q10.
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XL3.2.C, Hapax

Il s”agit de transformations interprétables mais n’arrivant qu’une seute
fois, de telle sorte qu’on ne peut Yy trouver une quelconque régularité sous-
jacente qui aurait une chance de se reproduire.

Parmi les 197 réponses incorrectes 4 la question Q6 on trouve 2 hapax
{moins de 295)%3,

XI.8.3, Les simplifications inadéquates i I'étape 3.

Parmi les 197 réponses incorrectes 4 la question Q6, on trouve 42
simplifications inadéquates i I’étape 3. La plupart du temps il s’agit
d’absence de simplification, ou de simplifications partielles.

Les simplifications inadéquates & 1’étape 3 sont Ja premiére cause
d’incorrection (questions Q5, Q624, Q7, Q9 et Q10) ou la seconde
(question Q8) (en moyenne 30,6% des réponses incorrectes)?s,

Précisons que dans la plupart des items, si 1'on simplifie tous les
termes réductibles & la premiére étape, puis {lorsqu'il y a somme ou
différence} si I'on prend comme dénominateur commun le PPMC des
dénominateurs (quand il est distinct du produit), il n’y plus rien & simplifier
a la troisiéme étape?,

Les erreurs de simplification proprement dites sont du méme type et
dans les mémes proportions que pour les questions QI a Q4. On y retrouve

237 sur 295 pour Q7 {29%), 4 sur 162 pour Q8 (2%), 2 sur 159 pour Q9 (1%), 2 sur 213
pour Q10 {19).

24 ex-wquo avec les erreurs de calcul
25 69 sur 295 pour Q7, 29 sur 162 pour Q8, 27 sur 159 pour Q% et 52 sur 213 pour Q10.

26 la seule exception est iterns 5C (% + 55). C’est d'ailleurs un des items de la question 5

ol les &léves ont fait le plus grand nombre d’erreurs de simplification - en majorité des
simplification absentes ou partielles .
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en particulier des simplifications “hétérogénes”, “euclidiennes” etc.
Précisons hridvement ce que signifient ces derniers termes:

» F Yy »

I s'agit de la division du numérateur et du dénominateur par deux
diviseurs différents,

Ex (Gosc/9/20)
30_10_1

L'éleve effectue d'abord une SH(3;2)27 puis une simplification
correcte par 10.

Ex (Sorb/40/4G)
5%x9+27 45427 72 36 _18 9 1

o C T4 TmTaoTeTaeTae
Aprés avoir caleulé Je numérateur, I'éléve procede a trois SH(Z;1)
successives, puis 4 une SH9:1).

Ex (Alex/9/2D)

22 _ 92 4):3= o523 2
e = (72:4:3=6 (75:5:5=3 3

Malgré la disposition curieuse des calculs, on voit que l'éléve
effectue ici une SH{12; 25).

Pourcentage de simplifications classiques contenant une ou plusieurs SH:

Moyenne % Géme Séme 4éme 3éme
32 21 33 43 41

On constate donc que cette transformation (non prévue dans l'analyse
a priori) est un phénoméne qui est loin d'étre négligeable d’autant qu’il
semble étre plus important lorsque le niveau augmente.

27 Nous notons par SH{a;b) la division du numérateur par a et du dénominateur par b
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X1.8,3.B. Simplification_euclidienne (SE)

Il s'agit de la division du numérateur et du dénominateur par un
méme nombre, l'une de ces divisions (ou les deux) étant effectuée(s)
"euclidiennement” (sans tenir compte du reste).

Ex (Asp/3/4A)
§x6+22 70 10 7

105 ~105:10 10
Aprés avoir calculé le numérateur, t'éléve procéde explicitement
(présence de l'écriture ":10" 4 chaque “étage" de la fraction) 4 ce
que nous appelons une simplification euclidienne du dénominateur

par 10 (105 = 10x10+5)

Ex {Asp/22/21)

63 _ 31

42 — 21

La présence des divisions au verso de la feuille confirme qu'il s'agit
bien ici d'une SEN228. Diailleurs Je miéme éléve, pour l'item
précédent (1D) a écrit:

75 _ 37

45 22

Ce qui constitue upe SE2 (13 aussi les divisions sont explicites au
verso).

En ce qui concerne le pourcentage de réponses classiques dans
lesquelles interviennent des SE, on a les résultats suivamis;

28 Nous notons "SEN2" la simplification euclidienne du numérateur par 2 {de méme
"SED2" pour le dénominateur et "SE2" lorsqu'il g'agit des deux)
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Moyenne % 6éme 5éme 42me Jeme
16 29 14 3 0

A noter que, comme pour les simplifications hétérogénes, le diviseur
2 est largement privilégié: dans 64% des simplifications classiques contenant
des SE on trouve des simplification euclidienne par 2,

Nous allons voir au chapitre suivant le détail des résultats concernant
les réponses classiques, exposé question par question.
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XII. UNE ENQUETE SUR LFES FRACTIONS.
. DEUXIEME PARTIE:
LES REPONSES CLASSIQUES QUESTION PAR QUESTION.

Nous alons donner dans ce chapitre le détail des réponses “classiques”,
ainsi que quelques indications sur les enchainements et les comportements.
Les conclusions de F'enquéte figurent au chapitre XTi1.

Les questions Q6 4 Q10 s’opposent entre elles relativement A certains
critéres décisifs. Ainsi les questions Q6 et Q8 sont-elles des sommes, les
questions Q7 et Q9 des différences, la question Q10 un produit. Les
questions Q6 et Q7 sont de type I (deux fractions), les questions (8, Q9 et
Q10 de type I (une fraction et un entier) etc. Les enchainements incorrects
relevés différent donc d’une question d 1’autre, méme si on peut faire des
rapprochements entre certaines transformations de méme type d'une
question A Fautre (cf. infra I’étude des comportements}. Pour la commodiié
de la présentation, nous présenterons donc les enchainements classiques
question par question!.

Certaines transformations classiques sont toutefois communes i
plusieurs questions. Ainsi un éléve peut-il transformer un énoncé de type II
en énoncé de type I, en transformant par exemple entier E en fraction:

E

1

Nous avons envisagé un moment de présenter ces réponses classiques selon une
taxonomie systématique, indépendante de la question. Toutefois une telle présentation,
basée sur des critéres formels hiérarchisés, convient sans doute mieux & la constitution
d'une base de données multicritéres qu’a une lecture linéaire, fit-ce par un lecteur averti
et de bonne volonté. Ce dernier est rapidement submergé de distinguos subtils entre
sous-classes, au point d’étre totalement désorients, Voili pourquoi nous avons jugé
préférable de présenter les réponses classiques question par question, ce qui est moins
satisfaisant pour I"esprit et plus pour le lecteur!
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ce qui est la base méme de 1’enchainement adéquat. On retrouvera donc des
erreurs spécifiques des énoncés de type I dans les énoncés de type 1I
(quoique en moins grand nombre). Nous introduirons ces erreurs
communes avec les questions ol elles apparaissent de la maniére la plus
caractéristique, sans les reprendre (autrement que lors des récapitulations)
pour éviter les redondances.

Par ailleurs nous n'aborderons pas la question Q5 en tant que telle. En
effet cette question présente une sorte de “pot pourri” des items qui
apparaissent dans les questions Q6 a Q9, modifiés afin d’étre accessibles aux
éleves de 68me et de 5éme. Ceci fait que les résultats de la question Q5
peuvent étre déduits de ceux des autres questions, a quelques écarts
atypiques prés. Ces écarts résultent soit des caractéristiques trés différentes
des populations de 6¢me et 5¢me par rapport aux deux autres classes, soit de la
modification des items dans le sens de la {acilité, qui les rend difficiles a
comparer avec les items non modifiés des autres questions. C’est le cas de
I'item 5B:

8 5

10710
évidemment beaucoup plus facile que les autres différences de deux

fractions.

XII.1. Les enchainements classiques de 6.

Rappelons que la question Q6 propose une somme de deux fractions:

Ny Na
D1+Dz
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X11.1.1. Somme_des numérateurs sur_somme des dénominateurs

[SomySom]{2
Ex (Gay/7/6C):
5.4 9 7
12t9=2173

Cette transformation est la plus répandue des transformations
classiques parmi les questions faisant intervenir une somme de deux
fractions (36% des Q6), avec des taux quasi-identiques en 4¢me et en 3&me3,

XII.1.2, Les Combinaisons Linéaires Incorrecies de
Numérateurs:

[CLIN a,Bl

On peut considérer que le numérateur de la somme de deux fractions,
obtenue par la procédure standard, est une sorte de “combinaison linéaire”
des numérateurs N et N3 des deux termes.

En notant DC le dénominateur cominun, on peut donc considérer que

N1 N: i
la somme de ) et == est transformée en:
1 Do

GN1+|§N2
DC .

Le “coefficient” multiplicatif ¢ du numérateur N; est suivant le cas:
« e dénominateur de 1'autre terme:

Dj
si le dénominateur commun choisi est le produit des dénominateurs, ou

2 Nous notons conventionnellement les transformations entre crochets.

3 par la suite, nous ne mentionnerons les classes que si les résultats différent
sensiblement,
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* le quotient du dénominateur commun par le dénominateur
correspondant au numérateur;
PPMC(Di;Dj)
Di -
st les dénominateurs ne sont pas premiers entre eux.

En toute rigueur mathématique le second cas englobe le premierd,
Dans la pratique courante toutefois, les procédures correspondant aux deux
cas définissent différemment les coefficients. Ainsi, dans le premier cas, le
coefficient o; qui multiplie N; est bien défini comme Dy, et non pas comme:

PPMC (Di;Dj)
Di :

L’expérience courante de tout enseignant de mathématiques est que de
nombreux éléves ne choisissent pas convenablement les coefficients o et B.
C’est cette impression que nous avons vouly mettre en forme, d’une maniére
susceptible d’étre intégrée dans un systéme expert: la [CLIN] est une somme
a Ny + B N2 dont les coefficients ne conviennent pas.

Il est clair qu'il n’y a pas une seule [CLIN], mais de nombreuses
[CLIN «; B]5 possibles, autant que d'erreurs possible sur les coefficients o
et f3. Pour la clarté de Pexposé, supposons que le dénominateur commun DC
s0it les produit des dénominateurs Dy et D;. On pourra alors avoir:

FPMC (D;,Dy)  DiD;
4 siPPMC(D;, Dj) = DiD; alors ”““I(Tl_ﬂ = =Dj
3 Nous notons les CLIN : [CLIN a; Bl ok o et (3 sont les coefficients multiplicatifs
respectifs des deux numérateurs. Pour désigner & quoi comrespondent ¢ et B nous
adoptons les notations suivantes pour désigner les opérandes des deux Fractions:

_gll t %22 1 "DC” représente le dénominateur commun

Nous aurons done des {CLIN D1 iD2), des [CLIN D2;D2] ete.
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Ex (Robert/7/6A):
5 7 5x2 7x3 3
2¥3%3%2 t3x3=%

Ex (Chiteau/3/6A)
5 7_5x3 7x3 36

2¥3%2x3 *2x3 7

Ex (Gay/27/6A)
5 7 5x2 7x2 24

273%3x2 Y3x2 "¢
11 faut toutefois également envisager d'autres cas de figure pour
lesquels les coefficients a et B ne sont pas seulement intervertis. Dans un
certain nombre de cas, ces coefficients sont “oubliés”, ce qui, d’un point de
vue de simulation informatique, mais certainement pas didactique,
revient a les rendre égaux a 1.

[CLIN 1,1]
Ex (6A)
5,7.5 7 12
2v3%3x2 *Ix2°%§

Cette [CLIN] apparait comme une reformulation de la transformation
[Som/Pro], et c’est sous cette rubrique qu’elle a été comptabilisée. Ce qui
apparait en fait plus fréquemment, ce sont des [CLIN] dans lesquelles un des
coefficients est “oublié” tandis que I'autre est correct, ou interverti [CLIN
I,Dll etc.

1 arrive encore qu’un des numérateurs multiplie 1'autre:
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Ex (6A):
5 7 _5x3  5x7 50
273 2x3 *3x2% 6

En réalité, a peu prés toutes les combinaisons sont cnvisageables. Un
coefficient peut également étre le dénominateur commun “DC” (v. ci-
dessous), ou un de ses maltiples, ou tout ce qu’on voudra qui ait un rapport
proche ou lointain avec une quelconque des composantes de I'expression.

[CLIN D,DC]
Ex (Rolland/23/6H):
8 6_8 2 24 42 66_22
zte=7%v3 12172177

La notion de [CLIN] peut également &tre étendue aux cas ot une des
deux fractions “disparait” purement et simplement (cf. XI1.2.8 et XI1.2.9.},
en considérant qu’on a, 4 ce moment, un coefficient égal a 0.
informatiquement cela permet d’étendre la combinatoire des {CLIN] pour
rendre compte d’un encore plus grand nombre d’erreurs. Didactiquement,
la notation [CLIN 0, B] ne signifie évidemment pas qu’un éléve ait multiplié
le premier numérateur par zéro pout le faire disparaitre! 11 s’agit
simplement d’un comportement (I"oubli de la premiére fraction) qui par
commodité & été rangé parmi les CLIN.

L'ensemble des [CLIN] relevées lors de I’enquéte (toutes types
confondus) couvre 3 peu prés la totalité de 1a combinatoire des coefficients
possibles. Toutefois, dans une perspective informatique, chacune de ces
[CLIN] particulidres apparait trop rarement pour qu’on puisse en ordonner
les fréquences de maniére fiable, voire méme qu’on puisse déceler la
moindre régularité dans Ie choix de telle {CLIN] plutdt que telle autre (&
I’exception de [CLIN 1,1] et [CLIN D, D). Ce n’est qu'au niveau global,
lorsqu’on considére 1'emploi des [CLIN] sans chercher a savoir desquelles il
§"agit, qu’on atteint des taux étonnamment élevés (24% de Q6, 18% de Q7).

328

Chapitre XII: fractions: réponses classiques.

Pour la question Q7 par exemple, il y a globalement plus de [CLIN] que de
[Dif/Dif].

Revenons sur les deux [CLIN] qui apparaissent le plus fréquemment
{environ 5 fois plus que les autres):

» 1la [CLIN 1,1] (“sans coefficient™), (6% QO6, 370 Q7)

¢ la [CLIN Dj,D3] {(coefficient correct pour le premier numérateur,
incorrect pour le second) (6% Q6. 3% Q7). Ceite dernidre est une
“yraie” [CLIN], dont les coefficients ne sont ni 1 ni 0.

CLIN [$,1]

CLIN [D2,D2]

autres CLIN

Dans Q6, les 12 autres [CLIN] qui apparaissent sont tous différentes
(1% chacune, pourcentage identique pour Q7).

XI1.1.3. Somume des numérateurs sur produit des dénominateurs

[Som/Pro]

Ex (Gau/3/6B):

Cette transformation (9% de Q6) peut étre considérée comme une
variante incorrecte de la procédure standard d'addition de deux fractions de
dénominateurs différents.
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XI11.1.4, Produit sur Produit

[Pro/Pro]

Cette transformation serait conservante... si I’énoncé était un produit
de fractions. Elle apparait néanmoins dans 5% de Q6.

Certains éléves font preuve d’un comportement systématique qui ne
laisse aucune place au doute pour identifier la transformation.

Ex (Barnet/7/ 6B)
9,2 10, 3
378524° 712

Remarque: d’autres éléves aboutissent & un résultat identique aprés
bien des détours:

Ex (Sorbon/14/ 6E)
3.3 .15 21 3x-5 3x7 9
7V5535 Y 5 7 st x 57135

XII.1.5. Produit en Croix

[Pro Croix]

Un certain nombre de sommes et de différences sont traitées comme
les “produits en croix” qu’on observe dans les équations. Ceci est donc a
rapprocher de la suppression des dépominateurs [Sup Dén], qui est un autre
comportement typique des équations. Dans le cas des différences, on peut
également le rapprocher de la transformation [Opp— Inv] (cf. XI1.3.5.).

Ex (TChar/6/6C)
5 .4 45
1279718
La copie en question est particuliérement instructive en ce qu’une
croix dessinée au crayon réunit les “extrémes” et les “moyens”, et qu’on
retrouve cette croix a I'item suivant (7C).
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Notons qu’il y a deux [Pro Croix] correspondant respectivement a:

NiD2
N2Dp

(6% Q6, 3% de Q7) et &:

N2Dj
NiD2

(1% Q6, 1% de Q7).

XIL1.6, Mise au Méme Dénominateur suivie de Somme des

numérateurs sur Somme des dénominateurs
Dbt altdls SUr oomme des denominateurs

[[Mise DC] & [Som/Som]je

Ex {Gau/3/6A):
2 7 _5x3 7x2 15 14 15414 29
2735 2x3Y3I%276 Y6 T 616 S 12

Ii s’agit ici d’un enchainement classique plutdt que d’une
transformation. Du fait qu’il apparaisse plusieurs fois il nous a paru
intéressant de le considérer comme un tout spécifique et non comme un
enchainement aléatoire de transformations répertoriées par ailleurs.

Cet enchainement, plus rare que la transformation précédente (3% des
classiques de (6) consiste donc 4 metire d’abord correctement les deux
fractions au dénominateur commun avant d’appliquer la transformation
[SonySom].

¢ Le métasymbole “&"” marque la succession des fransformations au sein de
I'enchainement.
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XIL1.7. Qubli du premier_terme
{{Oubli T1]]

Cette transformation pourrait étre interprétée en termes de limitation

de la mémoire de travail (Léonard & Sackur 1991) qui se traduirait par un

oubli du premier terme dans un calcul. Cette transformation survient dans
3% des cas de Q0, et dans 19 de ceux de Q7.

Ex (Beautieuw/4/6B)
52 30 6 _1

3*gT24*v2472
Le méme éléve reprend cette erreur dans ['item suivant.

X11.1.8. Oubli du second terme

[[Oubli T2]}

Cette transformation, qui s'explique moins bien que la précédente, se
traduit par un oubli du second terme dans un calcul. Cette transformation
survient dans 2% des cas de Q6, et n’apparait pas dans Q7.

Ex (Chateaw/27/6]):
13,13_195 78 195 _39 13

6+v15=90 *90= 90 187 6
XII1.1.9. Les Combinaisons Lin¢aires Correctes de
Numérateurs, Incohérentes par rapport aux Dénominateurs.

[CLCN ID]

II peut encore arriver (2% de 6, 3% de 7} que la combinaison
linéaire des numeérateurs soit “correcte”... mais ne corresponde pas aux
dénominateur commun choisi.

Ex (Lar/12/7D)
7 5 7x12 5x9 39 13

9 12 9x4 "12x336 12
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Ici chaque numérateur est mulliplié par le dénominateur de 1'autre
terme, ce qui serait parfaitement correct si Je dénominateur commun était le
produit des dénominateurs et non leur PPMCI

X11.1.10. Transformation_de la somme en diflérence

[Som— Dif}

Une telle transformation semble parfaitement grotesque, et I'idée ne
nous en était jamais venue avant de mener cette enquéte, mais on en observe
quand méme 2% parmi les transformations classiques de Q6.

Ex (TChar/22/61)
16 13 65 26 39 13

6 "15=30%30 730 = 10
XIL.1.11. Produit sur Somme

[Pro/Som]

Transformation rare (2% Q6, absente de Q7).

XIL.1.12. Suppression _des Dénominateurs

[Sup Dén]

Les dénominateurs sont “simplifiés” (“supprimés”™), éventuellement
aprés mise au dénominateur commun, comme dans le cas d’une équation
dont les membres sont des fractions. Cette transformation est
(heureusement?) rare (1% Q6, 1% de Q7).

Ex {6A):
g+§= g:; +§x2 =1—5-+%= 15 + 14= 29
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XIL1.13. Récapitulation:

Nous ne notons dans les récapitulations que les transformations formant plus
de 1% des erreurs classiques.

18%: [Som/Som]

13%: [CLIN] au sens strict?
5%: [Som/Pro)

5%: [Pro/Pro)

3%: [Pro Croix]

2%: [M M Dén] & [Som/Som]
2%: [Oubli T1]

[Som/Som]

autres

‘ (MM Dén) &[Pro Croix]
{Oubli T1)
{Som/Som]

XI.2. Les enchainements classiques de Q7.

7 [CLIN] dont les coefficients ne sont ni 0 nj 1.
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XIL.2.1. Erreurs de Signe

[Err Sign]

Les changements de signe ne sont pas des transformations 3 propre-
ment parler mais, comme les erreurs de caleul, elles se superposent aux
transformations (adéquates ou non). On ne trouve pas moins de 30%
d’erreurs classiques de Q7 comportant des incohérences au niveau du signe
{oubli, distribution erronée sur les deux opérandes d’une fraction, etc.)

Ex (Robert/29/71)
14 15 42 60_-18_ 9 3
16712748748~ 48 2478

XI1.2.2. Différence des numérateurs sur différence des

dénominateurs

[Dif/Dif]

Ex (TChar/21/7])
14 15 2x7 3x5

2_
16 127 2x8 " 3x4 4=

DO [

_7.3_
=53 =

Cette transformation est relativement répandue parmi les questions
faisant intervenir une différence de deux fractions (10% de Q7). Clest
Péquivalent de [Som/Som] dans Q6. Elle tend toutefois d étre beaucoup
moins utilisée (10 % au lieu de 36%).

On pourrait interpréter cetie diminution d’emploi comme un indice en
faveur de la loi didactique (?) bien connue qui veut que I'éléve ait horreur
du négatif (ou nul} (cf. “Avoidance and acknowledgement of negative
numbers in the context of linear equations”, Gallardo & Rojano 1990). En
effet, pour chacun des items de Ia question Q7, au moins une des deux
différences (différence des numérateurs, différence des dénominateurs)
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donne un résultat négatif ou nul®. Ceci est & rapprocher du nombre
important d’erreurs de signe (cf. supra) aboutissant rendre positives des
(uantités désagréablement négatives.

XI1.2,3. Transformation de la différence cn somme

[ [Dif— Som]

8% des é&léves (faisant une erreur classique} transforment les
différences de Q7 en sommes, ce qui est encore une autre fagon de rentrer
dans le cadre rassurant des quantités positives.

XI1.2.4. Transformation de la différence en produit

[Dif—> Pro]

4% des éléves (faisant une erreur classique) transforment les
différences de Q7 en produit.

Ex (TChar/14/7F)
7 10_70 _35

57371575
La moitié de ces éléves (remords tardif?) font précéder ce produit du
signe *-'.

X11.2.5. Transformation_de l’oﬁposé en_inverse

[Opp— Inv]

3% des éléves (faisant une erreur classique dans Q7) transforment une
différence de deux termes en une somme du premier terme avec Iinverse
du second, ce qui permet encore une fois de retourner aux nombres positifs,
La transformation de 1'opposé en inverse dépasse d’ailleurs largement le

8 Ceci pourrait servir de base 4 une future expérimentation sur cette “loi”, qui étudierait la
corrélation entre 1'usage de transformations (adéquates ou non) et le signe des quantités
mises en jeu (avec variation sysiématique).

336

Chapitre XII: fractions: réponses classiques.

cadre des fractions et est une erreur assez répandue (signalée dans Baruk
1973).

Ex (Gay/7/7C)
53 5 4.9 3

X11.2.6. Différence des pumérateurs sur produit des
dénominateurs

[Dif/Pro]
Ex (TChar/12/7E)
8 6 _2 _2
7707 7x32763

Cette transformation, relativement peu fréquente (3% de Q7), ost
I"équivalent pour les différences de [Som/Pro).

XI1.2.7. Difféerence des numérateurs sur _somme des
dénominateurs

[Dif/Som])
Ex {Sellier/18/71)
1415 1
167127 " 28

Cette transformation est peu fréquente (1% Q7). Il est & noter que
nous n'avons pas relevé d’occurrence significative d'une transformation
“symétrique” [Som/Dif]

XIL.2.8. Récapitulation:
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30%: [Err Sign]
10%: [Dif/Dif)
8%: [Dif— Som]
5%: [Som/Pro)
4%: [Dif—» Pro]
3%: [Opp— Inv]
3%: [Dif/Som]
1%: [Dif/Pro)

[Err Sign)

Dif/Dif
[Dif/Pro) (it

-{
Dif/S T
R
{Dif->Pro] [Som/Pro]

XIL3. Les enchainements classiques de Q8.

. N| [N
TN

Les items de la question Q8 sont formés d’expressions de type II (un
des opérandes est un Ent). Contrairement aux questions Q6 et Q7, nous
observerons donc ici deux types d’enchainements. Soit Péléve transforme
I'entier E en fraction (c’est d*ailleurs le point de départ de Penchainement
adéquat) soit il transforme directement 1’énoncé tel quel, et c’est le cas le
plus fréquent parmi les erreurs classiques,

ou
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XI1.3.1. ler cas: transformation de I'entier E en fraction

Cet enchainement est i Porigine de 32% des erreurs classiques a la
question Q8. 1l y a quatre transformations possibles de I’entier E.

* :

36% des transformations de Fentier E! sont des mises au dénominateur

commun (ce qui donne ED ).

b
R [

25% des transformations de I’entier E prennent pour dénominateur 1.
Ces transformations sont conservantes.

+ [[E/E]:

21% des transformations de 1’entier E prennent pour dénominateur E
lui-méme. Ces transformations ne sont évidemment pas conservantes!!:

Ex (suivi de [Som/Som]) (Ferry/5/8B)

1,1, 34
2 =2+3;
« |[ED]|:

18% des transformations de I'entier E prennent pour dénominateur D,
celui de la fraction, Cela donne le méme résuliat qu'une [CLIN D2,1].

9 transformation qui, d’aprés la définition des €tapes, ressortit i la 2éme étape. Les trois
autres ressortissent & la premidre élape

1% il y a 28 erreurs classiques qui commencent par une transformation de I'entier E. Leg
pourcentages se rapportent i ceite base, et n'ont donc de sens Gu’a 4 poinis prés au
moins (1/28 = 3,57)

1 sauf si E=1. Dans ce cas (2 répanses soit 795) la transformation a 616 mise arbitrairement
dans la catégorie précédente,
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Aprés transformation de I'entier E en fraction, nous retrouvons les
iransformations usuelles de la question Q6. Statistiquement les trois
enchainements les plus fréguents sont:

1} pour environ 40%, un enchainement biti autour de la transformation
[SomySomjt2.

2) pour environ 30%, un enchainement cohérent, c’est-a-dire adéquat
relativement a I’énoncé modifié par une des transformations incorrectes

i I'étape 1 ([E/E] ou [E/D]).
3) pour environ 169, un enchainement bat autour d’une [CLIN].

Les quatre transformations de E ne se combinent pas en n'importe
quelles proportions avec les trois enchainements ci-dessus, nous les
reprendrons dans le tableau récapitulatif. En outre, nous n’avons bien
entendu pas codé comme erreur un enchainement [Ef1] suivi d’une
ransformation cohérente (puisque ¢’est adéquat). Par contre il est
intéressant de noter que seul [E/D] est effectivement suivi d'une
transformation cohérente, et nion [E/E]:

Ex (Gay/21/8G)
,,6.3,609
t8~8%878

Inversement, avant [Som/Som] nous n’avons pas relevé de [E/MD],
seulement [F/E] ou [Mise DC] ou [E/1]:

Ex (TChardin/21/8])
1 31 4

342714273

XI1.3.2. 2&me cas: transformation_directe de I'énoncé

Nous venons de voir le cas des éléves qui commencent par
transformer le terme entier en une fraction pour pouvoir ensuite se ramener

12l plus souvent réduits @ cefte seule transformation.
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a une procédure usuelle de somme de deux fractions. Nous allons étudier
maintenant les éléves qui transforment directement la somme d’une fraction
et d’un entier en fraction. C’est le cas le plus fréquent: 68% des erreurs
classiques de la question Q8.

Sur 88 erreurs classiques, il y a 60 transformations directes de
I’énoncé. Les pourcentages se rapportent donc a cefte derniére base, et n'ont
de sens qu’a 2 points prés (1/60 = 1,67%).

[Som/Dén]

Une transformation incorrecte domine ici largement les autres (76%

des transformations directes): la transformation de r-:+'[~‘: en fraction E_%N.‘

Ex (Vigna/2/8A):

3_8_
5+2- 5 =4

Nous pouvons proposer une interprétation de cette transformation,
qui part du fait qu’un certain nombre d’éléves!3 appliquent [Som/Som] 4 la
question Q6 et [SomyDén] i la question Q8. Plusieurs éléves ont méme le
comportement systématique:

Q6.  [Som/Som]
Q7: [Dif/Dif]
Q8: [Som/Dén]

Q9: [DiffDén]

Un tel comportement suggére une analogie profonde entre [Som/Som]
et [Som/Dén] (idem avec les différences). On peut rendre compte de cette

13 17 alaves font [Som/Dén) a Q8 et {[Som/Som] 4 Q6 ou (inclusif) [Dif/Dif] 4 Q7}, scit
28% des 60 transformations directes, soit encore environ 40% des 44 [SomyDén),
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analogie en postulant deux régles formelles'¢ (sur lesquelles nous
reviendrons en conclusion) [R] et [R'], portant sur la suite vide “$”, telles
que:

[R] a=f:;

R d+a=a

Dans ce cas en effet, I'application successive de [R], de [Som/Som] et
de [R’T aboutit au résultat de [Som/Dén]:
E N EN E+N E+N
*D2 $tp™ D> D
Toutefois 1’éléve peut aboutir & ce résultat en ayant transformé
'entier E en fraction % 4 la premiére étape et fait ensuite une somme

cohérente. Nous avons donc deux interprétations concurrentes pour un
méme résultat. Comment coder?

* Sil'enchainement [E/D] & [Cobérent] apparait nettement sur la copie, il
est codé comme tel.

*  SilPéléve a fait [Som/Som] 4 Ia question Q6 et [Dif/Dif] 4 la question (7,
ce qui constitue des indices forts en faveur de [Som/Dén], ou s’il n’y a
@’indices ni dans un sens ni dans 'autre, cela a ét& codé par défaut

[Som/Dén].

L interprétation des statistiques globales des réponses classiques devra
donc étre modulée. Sur ’ensemble des 88 réponses classiques, on reléve en
effer:

* 44 codes [Som/Dén], dont 17 correspondent & une [Som/Som] en Q6 ou
une [Dif/Dif] en Q7.

14 nous entendons par 13 qu’elles portent sur la forme des expressions, et n’ont pas de
signification sur le plan mathématique (celui des “dénotations™),
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* 5 codes [E/D]&[Cohérent].
On peut donc en déduire:

* que le nombre de réponses issues directement d’une transformation
[SomyDén] est compris entre 17 (19% des réponses classiques) et 44
(50%)

* que le nombre de réponses issues d’un enchainement [E/D] & [Cohérent]
est compris entre 5 (6%) et 27 (44-17) (31%).

) . .

Les questions Q8 et Q9 présentent une caractéristique importante, a
savoir le fait que le terme entier E, ou le numérateur N de la fraction, est
égal 4 1 dans certains items. Ce paramétre introduit deux transformations
particuliéres.

XI,I..3A2.B,.aA..Qub]j_.du..tem.le.,.cn.ti.er..qu.and...il..est..l.e_.cl.liﬂ:‘tte...l
[Oubli E=1]

Dans 3 items sur les 10 de Ia question Q8, le terme entier est le
chiffre “1”, 21 é&léves ont donné une réponse inadéquate par transformation
directe & ces items, et parmi eux 8 (soit environ 40%) par oubli du terme
entier,

Ex (TChar/6/8C):
3 3
7+1=7

Cette transformation pouvait étre codée de diverses maniéres
(IPro/Pro] par exemple) correspondant d autant d’interprétations sur son
origine. Dans certains cas en effet, I’enchainement est explicite, dans

. . T IXN vy et e s
d’autres on dispose d’indices du type 13 Pour penser qu’il s’agit d’un

produit. Toutefois, en "absence de tout indice, comme cette transformation
n’apparait que quand E est le chiffre 1, nous avons préféré lui affecter un
code spécifique.
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Le paramétre “E est le chiffre 17 modiflie évidemment les
pourcentages d'occurrence des différentes transformations. Dans ce cas
[Som/Dén] passe de 76% a 60%. '

XII.3,!2.}1.b‘..0u.bliudu__Num_éra.tcur..,qn.:_andﬂil...e.s_t..le...chif[m...l
[Ent/Dén]

Dans 3 items sur les 10 de !a question Q8, le numérateur de la
fraction est le chiffre “1”. 16 éléves ont donné une réponse inadéquate par
transformation directe i ces items, et parmi eux 5 (soit environ 30%) par

oubli du numérateur, ¢'est-d-dire en passant de:

1
E+p

o=

Ex (TChar/11/8E):

Cette transformation pouvait étre codée de diverses maniéres
([Pro/Dén] par exemple), mais ces codes apparaissaient trés peu en dehors
des cas ot le numérateur est *1” ([Pro/Dén] n’apparait qu’une fois par
cxemple). Nous avons donc préféré affecter un code spécifique a cette
transformation.

Le paramétre “N est le chiffre 17 modifie également les pourcentages
d"occurrence des différentes transformations. Dans ce cas [Som/Dén] passe
de 76% & 70%.

X15.3.3. Récapitulation

Les résultats qui suivent sont ceux des transformations qui ne sont pas
spécifiques des cas N=1 ou E=1. lis sont rapportés a I’ensemble des 88
réponses classiques. Ne sont indiquées que les transformations qui

apparaissent plus d’une fois.
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50%: [Som/Dén]

7%: [E/D] & [Cohérent]

5%: [E/11& [Som/Som]

5%: [Mise DC] & [Som/Som]

3%: [E/E] & [Som/Som]

3%: [CLIN]

3%: [Som— Dif] & [Er Sign}

[Som-> Dif} &[Er Sign) {{/[{HIILL

[Som/Dén]

[E/E] & [Som/Som]
[Mise DC)] &[Som/Som]

[E/D] &[cohérent] .

XII1.4. Les enchainements classiques de Q9.

N
E-Dou

gz

- E

La question Q9 se rapproche de la précédente (en ce qu’elle est de
type 1) et de la question Q7 {en tant qu’elle est une différence). Nous
retrouvons donc 1a classification de la question Q8: soit I'éléve transforme
I’entier E en fraction, soit il transforme directement I’&noncé.

Dans le premier cas, on retrouve les enchainements classiques d’une
différence de deux fractions (cf. Q7), et dans le second soit I'équivalent de
[Som/Dén), & savoir [Dif/Dén], soit les mémes cas particuliers si E=1 ou si
N=l.

Nous ne détaillerons donc pas les transformations classiques de Q9, &
P’exception de Ja plus importante ([Dif/Dén]) et d'une autre ([Dif — -Pro}),
transformation spécifique a cette question '
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XI1.4.1. Différence sur Dénominateur
Lol STETERCE SUr Denominateur
[Dif/Dén)

C’est I'équivalent de la transformation [Som/Dén], elle représente
38% des erreurs classiques de Q9.

Ex (TChar/12/9F)

4 3 _1_
799 73%3

Dans cet exemple nous avons en outre une erreur de simplification &
la troisiéme étape.

XI11.4.2, Différcnce — Opposé_du Produit

[Dif — -Pro]

Ex (TChar/11/9F):
;. 4_ 28
9779
Tout se passe comme si I’éléve avait remplacé la différence par un
produit, et “conservé” fe signe moins (4% de Q9). Cette transformation est 3

rapprocher de celle qui remplace "opposé par I'inverse

Remarquons enfin que nous n’avons relevé ni fCLIN] ni [Ent/Dén)
dans Q9.

X11.4.3. Simplification en Croix
[Sim Croix]

De telles simplifications sont parfaitement conservantes au sein de
produits... mais pas de somme ou de différences, comme dans 3% de Q6, ou
2% de Q7. 11 y a par définition deux Simplification en Croix possibles,
suivant la “diagonale” ou se trouvent les opérandes simplifiables.
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Ex (Chateau/24/91):
3 6 3
h 1

6 2
3-g=537-5 =

=§'-

A"

22
8

2
8=
Noter ici la premiére étape 3 — % qui apparait fréquemment dans les

énoncés de type II.

Curieusement ces simplifications en croix n’apparaissent ici qu’aux
questions Q8 et Q9, c’est-a-dire associées aux énoncés de type II.

XII.4.4. Récapitulation

Ne sont indiquées que les transformations qui apparaissent plus d’une fois!s,

38%: [Dif/Dén]

12%: [Er Sign]

10%: [Dif/Dif]

10%: [Dif— Pro)

6%: [Dif— Som]

6%: [E/D)& [Cohérent]

4%: [Opp— Inv]

3%: [Dif — -Pro]

15 les transformations indiquées ci-dessous ne forment Pas une partition: les erreurs de
signe peuvent se combiner avec les [Dif-> Som), ce qui est une fagon de coder que les
différences deviennent des opposés de sommes.
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autres

[Dif-3Pro])
[Opp->Tnv]

[E/D]&[Cohérent]

[Dif->Som]

{Dif->Pro]

[Dif/Dif] [Er Sign]

XIL.5. Les enchainements classiques de Q10

ol

1
E x niou

XIL.5.1. Comportement additif

[IMise DC] & [Pro/DC]]

Ce comportement “additil” consiste a mettre les deux fractions au
dénominateur commun, puis & faire le produit des numérateurs en
conservant le dénominateur commun,

Ex {TChar/8/10E)
I 40 1 40 5

X883 X878 "1

C’est la transformation la plus fréquente (47% des erreurs classiques de
Q10).

On dispose parfois seulement d’un indice pour identifier cette
transformation, la présence du “1” comme facteur du numérateur comme
dans I’exemple ci-dessous:
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Ex (T'Char/1/9A)
1 v 48x1 48 24 8

Dans un certain nombre de cas {6%) on ne dispose toutefois d’aucun
indice, et on aboutit au méme résultat que ci-dessus sans que le calcul soit
explicité. I1 nous parait raisonnable d’amalgamer ces cas aux cas précédents,
ce qui donne un taux total de 49%.

XIL5.2. Distribution formelle de I'entier sur la fraction

Ex (TChar/12/9E)
5 1_5 1
87408

C’est la deuxiéme transformation la plus fréquente (20% de QL0).
Elle est plus répandue chez les éléves de 4éme (24%) que chez ceux de 3éme
(69%). Cela fait un cas supplémentaire de distributivité généralisée, 4 ajouter
i ceux des deux enquétes exposées au chap. IX.

XI1.5.3. Autres enchainements:

Nous donnons maintenant par ordre d'importance les autres
enchainements.

+ 8% des éléves transforment le produit e somme, et la moitié de ceux-ci
utilisent ensuite la transformation [SonyDén).

+ |li/ED]}:

6% des éléves aboutissent, par des voies souvent non cxplicitées, & un
résultat qui est 1'inverse du produit du terme entier par le dénominateur
de la fraction. Ceci peut résulter du fait de remplacer d’abord le facteur
entier par son inverse:

Ex (Goscy/23/107)
1 gty i1
6% 7569754
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Ce résultat peut aussi provenir d’un [Pro Croix]:

Ex (Barja/1/10A)
1og 1 8 1
6% %=X 118

‘

4% des éléves aboutissent, par des voies souvent aussi obscures, 3 un
résultat qui est le produit du terme entier par le dénominateur de la
fraction. Ce résuliat peuat provenir du fait de remplacer d’abord le
facteur fractionnaire % par son inverse IT):

Ex (Barja/10/10F)
gy 1 8 6_48
617171
Ceci peut également résulter d'un autre [Pro croix] (nous n’en avons pas
d’exemple explicite).

[[Mise DCT & [Coherentl]:

Enfin, 2% des réponses témoignent d’un comportement “additif”
consiste 4 mettre les deux fractions au dénominateur commun, suivi d’un
produit (cohérent) des deux fractions. Cet enchaimement tiré par les
cheveux est néanmoins conservant.

Exemple d’un enchainement [Mise DC] & [Cohérent) suivi d’une erreur
de calcul dans la simplification:

Ix (Natio/4/10C)

L 40 1 _40 20 10
PX 878 X8 54327 12"
Il est & remarquer que, vu nos regles de codage, nous n’avons aucun
moyen direct de savoir combien de réponses correctes ont été obtenues

par cet enchainement...
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Nous ne donnerons pas de tableau récapitulatif, jes transformations
ayant été traitées dans 1'ordre de leur fréquence.

XIL6. Comportements réguliers

Lorsqu'on cherche & coder une réponse pour laquelle I'éléve n’a
donné aucun détail, on regarde les réponses aux autres questions, i la
recherche de régularités susceptibles de fournir un indice. Ay fur et &
mesure des opérations de codage on en vient 4 observer un grand nombre de
ces régularités. Toutefois ces derniéres sont plus difficiles a identifier que
les transformations oy les enchainements, car on n’a Pas souvent la chance
d’observer ce qu’on pourrait appeler un comportement absolument
systématique, dans lequel I’éldve utiliserait la méme transformation (ou des
transformations de méme type telles que [Som/Som] et [Dif/Dif]) tout au
long des cinq questions Q5 4 Q9. Un des rares exemples est la copie
Desrousseaux/2 ot I’on observe le comporterment systématique suivant:

Q5:  [Som/Som]
Q6:  [Som/Som]
Q7:  [Dif/Dif]
Q8:  [SonyDeén)
Q9:  [Dif/Dén)

La plupart des copies présentent en fait un comportement qu’on
pourrait qualifier de partiellement systématique: sur les cing questions,
deux, trois ou quatre sculement ont des réponses de méme type. A moins de
faire une analyse Statistique extrémement fine des corrélations entre les
réponses, il est assez difficile de rendre compte précisément de ces
systématicités partielles. Nous allons toutefois tenter de le faire, en prenant
deux approches complémentaires du phénoméne: une approche qualitative
qui donnera les types idéaux de régularités, et une approche plus
quantitative qui montrera les modifications que Ia prise en compte d'une
téponse & une question apportent A la répartition des fréquences a une autre
question.
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XIL6.1. Systér 1aticité g_t__traus_fgrmations variables

Une des fagons systématiques d’opérer consiste 4 modifier I'énoncé
pour le rendre formellement compatible avec la ou les transformations
qu’on désire lui appliquer.

Ex. (Gay/7/C):

5C: %+%=%

8C: %+1=%+1 =%

9C: 33 =343 -
10C: SX% =5X% =%%=“i’

A une exception prés en effet {I'item 8C), 1'éléve raméne toutes les
opérations a des additions.

En soi, un tel comporicment, consistant a modifier I’énoncé pour
pouvoir Jui appliquer les transformations connues, est parfaitement
légitime... quand les transformations utilisées pour mettre SOus forme
adéquate 1I’énoncé sont conservantes! Sinon, 1'usage de transformations
incorrectes pour arriver 4 la forme souhaitée peut étre qualifiées d’“erreur-
relais” (Paquelier 1987), dans une perspective du type “la fin justifie les
moyens”.

Inversement, on peut penser que 1'éléve préfere ajuster les parametres
des transformarions afin qu'elles s’appliquent aux énoncés. I1 suffit en effet
de considérer qu’au lieu de transformer toutes les expresions en Sommes,
I’¢léve dispose d’une transformation “a géométrie variable” qui, pour

- a .
additionner ¢/ i un second terme, donae respectivement:

atc
b+d
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.c
Jorsque ce second terme est une fraction 4, et

atce
b
lorsque ce terme est un entier .

XI11.6.2. Approche gualitative des comportements systématiques.

Nous allons indiquer ici les neuf principaux types de comportements
systématiques relevés,

X1L.6.2.A. Premicr iypes

It s’agit du type que nous avons &voqué plus haut;

Q6: [Som/Som]
Q7: [Dif/Dif]
Q8:  [SomyDén]

Q9: [Dif/Dén]

2 copies présentent la série compléte, 4 copies une série incompléte de
3. Nous ne faisons pas figurer la question 5 dans cette typologie, étant donné
que les différents items de cette question ressortissent a plusieurs catégories.

XIL6.2.B. Second_fype:

Ce comportement conmsiste d toul ramener aux seules deux
wransformations [Som/Som) et [Dif/Dif], notamment en transformant les
expressions du type IT en expressions du type L

Q6:  [Som/Som]
Q7: [Dif/Dif]
Q8: [Som/Som]

Q9: [Dif/Dif]

1 copie présente la série compléte, 3 copies une série incompléte de 3.
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XIL6.2.C. Troisia .

Ce comportement consiste i tout ramener aux seules deux
transformations [SonySom] et [Som/Dén), notamment en transformant toutes
les différences en sommes.

Qé:  [Som/Som)
Q7 ISom/Som]
Q8:  [Som/Dén)
Q% [Som/Dén]

| copie présente la série compléte, 1 copie une série incompléte de 3.

XIL6.2.D. Quatritme (ype;

Ce comportement consiste 3 tout ramener i la seule transformation

[Som/Som].

Q6:  [Som/Som]
Q7:  [Som/Som]
Q9:  [SomySom]

1 copie présente 1a série de 3.

XIL6.2.E, Cinquitme type;

Ce comportement consiste i tout ramener & la seule transformation
[Som/Som] par une mise au dénominateur commun.

Q6:  [Mise DCT & [SomySom]
Q7:  [Mise DC] & [Som/Som)
Q8:  [Mise DC] & [Som/Som)

I copie présente la série de 3.

XUL6.2.F. Sixic :

Ce comportement consiste 4 tout ramener aux transformations
respectives [Som/Pro] et [Dif/Pro].
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Q6:  [Som/Pro)
Q7: [Dif/Pro]
Q8:  [Som/Pro]

Q9:  [Dif/Pro]
2 copies présentent Ia série de 4.
Ce comportement raméne tout 3 [Som/Pro].

Q6:  [Som/Pro]
Q7:  [Som/Pro]

2 copies présentent la série de 2.
Ce comportement raméne tout 3 [Pro Croix].

Q6:  [Pro Croix]
Q7:  [Pro Croix]
Q8:  [Pro Croix]

2 copies présentent la série de 3, deux autres une série de 2,

Ce comportement raméne tout 3 une [CLIN].

Q6: [CLIN]
Q7: [CLIN]
Q8: [CLIN]

3 copies présentent une série de 2. Il est & remarquer que d’une question i
Pautre, I'éléve reste “fidéle” au méme type de [CLIN] ([CLIN NIN2] etc.).

Notons enfin que nous n’avons pas de copie qui serait totalement non-
systématique, qui ferait par exemple un [Som/Som] puis une [CLIN) puis
une fSom—» Dif] et enfin une [Mise DC]&[Dif/Pro).
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XIL6.3. Approche quantitative

Dans I'étude des transformations guestion par guestion nous avons pu
ranger dans un tableau récapitulatif les transformations par fréquence
d’occurrence. Or nous pouvons établir de nouveaux tableaux, si nous
considérons les fréquences d’occurrence des transformations d une question
donnée, sachant que I'éléve a donné une certaine réponse A une
autre question. Par excmple, nous pouvons établir le tableau des
fréquences d'occurrence des transformations a la question Q6 sachant que
1"éléve a fait une [CLIN] & Ia question Q8.

Traduit en termes de probabilités {ce qui était notre perspective, pour
&tablir une base de régles pondérées) cela revient d établir une probabilité
conditionnelle d’occurrence d’une transformation a une question, sachant
gu'une transformation donnée est apparue i une autre question. Cela a des
conséquences bien pratiques pour le choix des régles 3 tester par le systéme
expert: si U'éléve a déja fait une [CLIN]' auparavant 3 une question de type
(8, et si la question courante est de type Q6, le systéme a intérét a essayer
d*abord 1'hypothése que I'éléve a refait une [CLIN], au lieu de I'essayer en
2éme choix {aprés [Som/Som]) comme lorsqu’on ne sait rien.

Nous n’avons pas voulu donner I'ensembie des tableaux donnant les
fréquences d’occurrences conditionnées, car la lecture en serait fastidieuse.

Nous altons montrer seulement, dans le tableau ci-dessous, comment il
faut reconsidérer I"ordre des transformations classiques de Q6, en fonction

de quelques réponses données 3 Q8: [Som/Som], [Som/Dén), [Som/Pro],
[Mise DC]& [Som/Som)] et [CLIN]:

16 ou plus exactement si le systéme a déja diagnostiqué une [CLIN] 2 une question

précédente

356

Chapitre XIl: fractions: réponses classigues.

Si la réponse 4 Q8 met en oeuvre I'enchainement:
{Som/Som] l [CLIN] l [Som/Pro] | |Mise DC]&]Som/Som] I 1SormyDén]
Alors I'ordre des enchainements dans Q6 devient:
[SomySom} 1 1 1 2 1 1
[cLm] 2 2 1 2 3 2
[Som/Pro} 3 2 3 1 3 3
[Pro Croix] 4 2 3 2 3 9
[Som— Pro} 4 2 3 2 1 4
{Mise DC]& [SomySom] § 6 2 3 2 3 9
{Oubti T1] 6 2 3 2 3 9
{Pro/Pro] 8 2 3 2 3 4
[Pro/Som} 8 2 3 2 3 4
[Som—» Dif] § 2 3 2 3 4
DIt} 8 2 3 2 3 4

La seconde colonne (en gras) donne 1'ordre usuel d’apparition des
transformations de Q6, indépendamment des réponses a Q8. Le méme
nombre est répété lorsque les fréquences sont égales. Nous voyons bien que,
d’une colonne a 1'autre, 1'ordre des occurrences différe (parfois
notablement), autrement dit que les fréquences d’apparition sont bien
conditionnées par la réponse 4 Q8. Nous vayons également qur lorsque
I'éléve a choisi [som/som), [CLIN] ou [som/pro] en Q6, ceite transformation
arrive en premiére occurrence en Q8.

Au-dela de ces résultats quantitatifs, le dernier chapitre exposera les
conclusions globales qu’on peut tirer quani au rapport qu’entretiennent les
cléves de cet enquéte avec le sens et la désignation des fractions
numériques.
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80. A la vériré de mes énoncés on vérifie la compréhension
que j’ai de ces énoncés.

BL. Cest-d-dire: il y a des énoncés tels que, si je les fais
faux, on en vient i se demander si je tes comprend.

Ludwig Wittgenstein, De la certitude.

XIIL.1.  Des fractions qui ne désignent rien

Revenons aux “régles” [R] et IR’} vues au chapitre précédent, qui
permettent de passer de la transformation [Som/Som] a [Som/Dén]. Queile
est la différence entre [R] et [R'] d’une part:

Rl a o %
[R'] ¢&a & a

et les égalités mathématiques suivantes d’autre part?

[E] a=

e | 225

[E]l a+0=a

On pourrait analyser cette différence comme une confusion entre les
nombres 0 et 1. Nous pensons a la suite de Baruk (1985), Lacombe (1988)
et Léonard & Sackur (1991) que le probléme n'est pas 1a. Les éléves ne
confondent pas, dans le cas général, ces deux nembres. Fn particulier, la

réponse “7” 4 la question

«7+1=?»
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parait hautement improbable 3 ce niveau. C'est que le probleme n'est pas
d"ordre mathématique (les éléves ne croient pas que 0=1), mais il se situe
bien plutdt au niveau des désignations que les éleves attribuent aux écritures
qu'ils manipulent, et en particulier  la suite vide “$”.

Nous pensons qu'un certain nombre de comportements d'éléves, en
particulier le non-respect des égalités des valeurs numériques des fractions,
peuvent étre interprétés par I’hypothése générale suivante:

Pour ces éléves, une écriture fractionnaire numérique ne désigne pas
un nombre; c’est juste un couple d’écritures (qui, elles, désignent bien des
nombres)!.

Tant qu'on suppose qu’une fraction désigne, pour I'éléve, un nombre
rationnel, les régles [R] et [R’] ne peuvent s’interpréter qu’en termes de
“confusion™: 1a suite vide “$ " désignerait, selon le cas, le nombre 0 ou le
nombre 1, et les &léves glisseraient de 1'un 4 I'autre. Mais c’est encore aller
chercher trop loin. En fait, “4” ne désigne rien, tout simplement; mO, nil,
ni quelque nombre que ce soit!

Ce qui précéde ne saurait constituer d lui seul un argument
irréfragable en faveur de I’hypothése selon laquelle, pour certains éléves, les
fractions ne désignent pas des nombres. Mais il y a un indice extrémement
fort en faveur de cette interprétation dans le phénoméne, amplement
observé dans cette enquéte et ailleurs, de Iindifférence étonnante manifestée
par ces éléves pour le non-respect de ’égalité au cours des transformations.
Ceci a ét& particuliérement mis en évidence par Stella Baruk (1985 p. 17)
qui interroge un &l&ve sur la production:

Comme elle lui faisait remarquer que la suite d’égalités revient 4 2 =
6, V'éléve lui répond “Et alors?”.

1 ¢est ce que B. Dumont appelle “erreur de profondeur infinie”,
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Pourtant, cet éléve sait bien (on le voit dans Ja suite de I’entretien) que
le nombre 2 n’est pas égal au nombre 6. La résolution de cette contradiction

réside selon nous dans le fait que pour lui, 'ESA gg ne désigne pas le

. & . . . .
nombre 2, ni 'ESA 1 le nomhbre 6. En effet, si les écrsiures sont privees

de désignation, on ne peut exiger de 1’égalité qu ‘elle respecte cette
désignation absente. En conséquence, !’¢galité joue vis-a-vis des
transformations un role identique  celui qui est bien connu en arithmétique,
4 savoir le signe du résultat d'une opération. Cet usage du signe “égal” n'est
ni symétrique ni transitif (Gautier 1984). Ici, le signe “égal” marque le

“résultat” de la transformation. Si on appliguait une transformation
différente, on obtiendrait un autre résultat. De toutes facons, la question de
la désignation n’est pas pertinente pour 1"éléve (d’ou le “Et alors?”).

L’absence de désignation des fractions entraine i terme celle des
relations, et en particulier de I'égalité. L’exemple ci-dessus en est une

excellente illustration. Pour qu’une égalité désigne une valeur de vérité,

. . . 10 L6
encore faut-il que ses membres désignent des nombres. Si ni 7= ni 7 ne

désignent des nombres, 1’égalité:

a peu de chances de désigner une valeur de vérité (en I'occurrence, “Faux").

Si on tente de faire sauvegarder A I'éléve les contraintes formelles
portant sur P’égalité (telles que la réflexivité, la symétrie ou la transitivité),
c’est la désignation des écritures décimales des nombres mémes qui risque
de devenir 3 son tour problématique. Dans

«“6=107" etalors?»,

ou bien I’égalité ne veut plus rien dire, ou bien ce sont les Cst 67 et “10”
elles-mémes qui ne désignent plus rien. Nous avons vu au chapitre IX
(Enquéte sur les écritures algébriques) comment les éléves en viennent a
manipuler les écritures de nombres comme si ¢’était des lettres.
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XHL.2. Des ESA qui ne dénotent rien

La pente de désignation dépasse largement le cadre des fractions. Dans
un domaine proche, Léonard & Sackur (1981, 1983) ont mis en évidence le
fait que les €léves pergoivent les Cst a virgule comme couples d’écritures
d’entiers, et les régles fausses employées pour les comparer. LA encore, ¢’est
le fait qu’une Cst a virgule désigne un nombre (décimal) qui est absent,

A la suite des enquétes du chap. IX, et notamment du comportement
consistant a traiter les Cst comme des Var et a développer les expressions
avant de les effectuer, je propose d’élargir cette hypothése. Le déficit de
désignation des ESA numériques n’est alors qu’un cas particulier d’un
déficit de dénotation des ESA en général de la part d’un certain nombre
d’éléves, qualifiés d’“automathes formels™,

XIII.2.1. L’*automathe formel”

XIILZ.1.A Dé .

Chapitre XHIT Conclusion

« il faut (...} éviter de se préoccuper du sens3 des grandeurs exprimées 3 tel ou tel
mornent de la résolution algébrique » (Vergnaud, Cortes & Favre-Artigue 1987).

Que voulons-nous dire par “ne pas tenir compte de la dénotation”? 1l
est indispensable de distinguer ici divers niveaux (méta) de connaissances
concernant ta dénotation:

* savoir que toute ESA a une dénotation
*  savoir exprimer que toute ESA a une dénotation
* savoir caleuler la dénotation d’une ESA

* et savoir quand il est intéressant de calculer la dénotation d’une ESA.

Le probléme de I’automathe formel n’est pas tant de ne pas savoir
calculer les dénotations, que de ne pas savoir qu’il peut le faire a tout
moment, et encore plus d’'ignorer quand il a intérét 4 le faire.

L’*automathe formel?” est un éléve ne tient pas compie, lorsqu’il
manipule des ESA, de leur dénotation,

Pour lui, 1a question de la validation du résultat ne se pose pas en
termes de valeur de vérité de 1’écriture obtenue, mais d’abord et avant tout
en termes de conformité & des régles et & des procédures. La question de la
vérité des identités qui expriment ces régles n’est d’ailleurs pas posée. «Mon
résuliat est valide, parce que jai suivi la procédure correcte». Cela se
manifeste par des questions du type: «Est-ce que j’ai “Bon”?».

Précisons, pour éviter les contresens, le rdle que nous assignons A la
dénotation lors du calcul. L’éléve n’est pas censé passer son temps a calculer
la dénotation des écritures qu'il produit. Au contraire,

2 le néologisme “automathe” est emprunté i Stefla Baruk (1985)
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Cela se traduit au niveau de la vérification: I'automathe ignore qu’il
vaut mieax commencer vérifier la dénotation du résuliat avant de vérifier la
conformité du choix des régles par rapport & la procédure. En d’autres
termes, il ignore que pour vérifier, la dénotation est prioritaire sur le sens .

La distinction qui précede repose fondamentalement sur 1’opposition
enire connaissances et métaconnaissances. Ce qui caractérise Iautomathe
n’est pas une lacune de connaissances, ou des connaissances erronées sur la
dénotation, qui se traduiraient par une incapacité par exemple a calculer ce
que désigne une ESA numérique: on a vu qu’il en élait capable quand 'ESA
est bien parenthéséet. C’est plutdt une métaconnpissance lacunaire ou

Je suppose que le mot est employé ici dans 1"acception non spécialisée que je donne a
“signification”.

la difficuli¢ 4 évatuer 1a désignation lorsqu’il faut tenir compte des régles de priorité est
un probléme didactique, mais il ne concerne pas spécifiquement I'éléve qui se comporte
comme un “automathe formel”: un automathe peut parfailement connaitre les régles de
priorité et ignorer la désignation. Inversement, de nombreux éléves de notre enquéte
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erronée (ne pas savoir que les ESA dénotent, ou quand il faut calculer cette
dénotation).

L'automathe formel peut ignorer tout & fait que les ESA ont une
dénotation. Il peut aussi le savoir hors contexte, mais étre incapable de
rendre une telle connaissance opérationnelle. Cette coupure entre la
connaissance de la dénotation et son usage apparait nettement dans I'exemple
suivant (Krygowska 1987):

« {...) Ce qui a &1é pour moi frappant, c’est la “transformation” de

1" activité réellement exécutée, au cours de Ientretien (les substitutions numérigues,
les calculs numérique) en citation d'une formule verbale magique, p. ex.:

“J4aZ-982 = 2a-3b,

si nous choisissons 2 eth quelconques, nous obtiendrons I'égalité entre les
cdtés gauche et droit de cette équation, car ils sont égaux "

Mais la proposition:
(V a,be R) NVb2-3a2 = b-3a,

est, sclon la méme €léve, fausse, car malgré le fait que Vb7 =b,

“ce n'est pas vrai qu’a lieu I'égalité entre le c61é gauche et le cOté droit de

t"équation, car VJa n’est pas égal & 3 a, et si nous choisissons deux
nombres quelconques et les substitwons dans la formule, nous n’obtiendrons
pas |’égalité des cotés gauche et droit”. »

XI111,2,1.8, Scens

En général, ’automathe formel n’est pas incohérent: il est a-
cohérent5, en ce sens qu’il ignore que ses écritures ont  étre cohérentes au
niveau de la dénotation. Cela ne ’empéche pas d'argumenter le choix des
transformations effectuées. Toutefois la validité de sa réponse passe pour Jui
par le respect d'une certaine procédure, c’est-d-dire de méta-régles de

ce qui est spécifique du comportement “automathique”. Les deux difficultés sont donc
disjointes.

3 I'expression est de Y. Paquelier
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choix. C’est le cas par exemple de cet éléve de 6éme {en cours particulier)
dont le cas m’a été rapporté, qui a produit le calcul suivant:

Résoudre 3 +x +7=20
x=34+7=10
donc
x =10+20 =30
doncx = 30
et a justifié ainsi sa production:
«x ne peut pas étre mélangé avec des chiffres, (il) faut trouver x d’abord, c’est le
prof qui I’a dit comme gall»
De méme, I'éléve qui accepte:

N4aZz 9b% = 2a-3b,

et refuse:
(Va beR) Jb2-3a2 = b-3a,

en vertu du fait que Y3a2 n’est pas égal 4 3@, montre qu'il ne transforme
pas indifféremment n’importe quoi en n'importe quei. Au minimum, il sait
distinguer des transformations acceptables (& ses yeux) de celles qu’il
n'accepte pas. Comme le note G. Vergaud (1991):

« L'automatisation n'empéche pas que le sujet conserve le contrdle des
conditions sous lesquelles telle opération est appropriée ou non »

Autrement dit, si on associe lc choix parmi les transformations
syntaxiques au “sens” {Sinn) de ces écritures (qui est alors au niveau des
métarégles), alors on peut dire que ’automathe formel “donne un sens™ 4 ce
qu’il fait, un “sens” mais pas une dénotation.

L.’automathe ne fait pas n'importe quoi; il a une certaine rationalité
dans ses choix6, Malheureusement, ces décisions sont viciées a la base, car

6  Ce n'est pas le cas de tous les éléves. Certains, que nous évoguerons plus bas, n’ont
pas cette rationalité minimate.
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c’est la conservation de la dénotation qui est le critére ultime du choix des
transformations, autrement dit du sens. Sans la dénotation, le sens se
réduit & une syntaxe a Paveuglette.

X1L2.1.C Juridi

Cette attention portée au sens (Sinn) des expressions (au choix des
transformations) se manifeste d’ailleurs par {’emploi d'un discours qualifié
de “juridique” par D. Lacombe (1988): « il faut trouver x d’abord », «on.a
le_droit de développer...», «on goit appliquer la régle ...» etc. Z.
Krygowska (1987) note d'ailleurs que les professeurs ont leur part de
responsabilité dans ce discours juridique:

« On cherche 3 éliminer ces difficultés par un langage plus “opérationne!” ou

noow

certaines expressions, comme “on peut”, “il faut”, et méme “il est défendu” etc.
forment un langage de permissions, d’ordres, d'interdictions qui diminue le nombre
des fautes les plus primitives, mais qui souvent approfondit le formalisme dévig, car
il fortifie la domination des procédures au dépens de la conscience des faiis, »

XI111.2.2, Symptematologie

On ne peut difficilement demander & un éléve, de but en blanc, s’il sait
que les écritures ont une dénotation, qu’il peut la calculer & tout moment, et
a quel moment il a intérét A le faire {méme en expliquant ce qu’on entend
par dénotation)... On ne peut détecter 'automathisme que de fagon
indirecte, A certains sympidmes. Z. Krygowska (ibidem) en dresse une liste:

« Certaines erreurs liées au langage de 1'algébre scolaire extériorisent une
déviation négative du processus de Papprentissage de la mathématique. J'appelle
cette déviation “formalisme dévié”. Elle peut étre caractérisée par les phénoménes
observables suivants;

Al la rupture du symbole et de son sens sémantique?; enlce autres, une telle
rupture concerne le symbole d’égalité8;

7 je parlerais de dénotation

8 la question de I'égalité est effectivement liée fondamentalement a la dénotation comme
on I'a vu avec les fractions, mais ¢’est en général un point assez délicat que nous
n’abordercns pas ici.
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B.  les transformations des expressions algébriques failes selon certaines
formules fausses, inventées par I'éléve parfois ad hoc, mais souvent appliquées
consciemment et justifides par des régles générales, fausses elles aussi;

C. des automatismes faux particuliérement forts, provogués par les stimulants
visuels de 1"écriture symbolique et par les stimulants verbaux du langage scolaire,
“autour des formules™;

D. le (laxisme) concernant les conventions syntaxiques dans I'écriture, dans la
lecture et dans 1'interprétation du texte symbolique. »

Ceci dit, il n’y a pas de test crucial qui déterminerait sans F'ombre
d’un doute qui se comporte en automathe formel et qui ne le fait pas: il y a
au mieux des faisceaux d'indices. En outre, aucun éléve réel ne coincide
exactement avec ce portrait idéalisé que nous avons appelé “automathe
formel”. L’automathe formel est une catégorie de pensée didactique (qui
nous permet de mettre des mots sur des phénoménes), pas un portrait
psychologique. La notion didactique d’automathe formel reléve de I’analyse
a priori%, tandis que la question de savoir dans quelle mesure un €léve donné
a un comportement automathique ressortit 4 une analyse (clinique) a
posteriori, de nature toute différente, autrement subtile et complexe.

XII11.2.3. La réussite paradoxale

Lorsque certaines erreurs se manifestent, on peut diagnostiquer
{comme on vient de le voir) que 1’éléve qui les produit a un comportement
d’automathe formel. 11 raisonne alors uniquement en termes de régles et de
métarégles. Or a priori, cela n’est pas incompatible avec le fait de réussic
cerlains exercices. Les calculateurs formels calculent d’ailleurs parfaitement
juste tout en restant (par définition) au niveau formel. En conséquence,
lorsque des erreurs ne. se.manifestent_pas, cela ne signifie nullement que
I’éléve ne se comporte pas en automathe formel! Nous parlerons ici de
“réussile paradoxale™ en ce qu’elle n’est pas l'indice d'unc réelle com-
préhension des ESA et de leur dénotation,

®  “apriori” en tant qu'elle n’est pos dépendante gn théore des faits d'expérience, et non
pas en tant qu'elle serait préalable 2 cetie expérience (v. Margolinas 1992)
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On en trouve un exemple dans un questionnaire soumis & des candidats
& un concours de recrutement d'instituteurs & Paris (Drouhard 1986,
Lacombe 1988). La tache consistait 3 multiplier un polyndme du second
degré par un polyndéme du troisiéme degré, et les éléves devaient répondre
en remplissant les cases laissées en blanc comme ci-dessous:

Dx6+Dx5+Dx4+Dx3+l:|x2+Dx+[}

Une case était prévu pour un éventuel coefficient de x6 pour les
erreurs de type:

x2.x3 = x¢

Or un bon nombre d'étudiants qui avaient trouvé un résultat (correct)
de degré cing n’ont pas rempli la case de “x6” par “0”, mais 'ont
simplement barrée ou laissée en blanc; de méme pour le coefficient de “x”
qui était “1”. Ces éléves ont donc une bonne réussite a la tiche
algorithmique formelle de multiplication de polyndémes, et plus de
difficultés & opérationnaliser la désignation de “$” en “0” ou en “1” suivant
le contexte pour répondre a la consigne. Aurait-on demandé aux éléves de
répondre en écrivant eux-mémes le résultat, on n’aurait enregistré que les
réussites et nous n'aurions rien su de leur difficultés avec la désignation de
.

La plupart des exercices donnés dans les livres ont un pouvoir
diagnostique trés faible, car lorsqu’ils sont réussis cela n"apporte (presque)
aucune information sur I'éléve. Ceci nous améne & plaider en faveur de
Pemplot systématique des “questions discriminantes”, dont 1'énoncé qui suit
est un exemple classique (Lacombe ibid.):

Pour quelle(s) valeur(s} de ¢ 1’équation
x2-tx +2=0
admet-elle pour solutionx =2 7

Une solution “automathique” (calcul de A etc.) est évidemment
possible, mais sa complexité est sans commune mesure avec celle qui utilise
la dénotation (en remplagant x par 2}, A Poccasion d’une enquéte menée
au CNAM, nous avons pu observer que cet exercice était effectivement

368

Chapitre XIII Conclusion

discriminant, car le taux d’étudiants aboutissant i une valeur correcte de ¢
par la procédure “automathique” utifisant A était infime.

Toutefois, la réussite paradoxale de 1'automathe formel dépend
également du niveau de complexité des exercices proposés (et pas seulement
de leur caractére défavorisant les automathismes formels).

X111.2.4. L’automathe formel devant 'accroissement de Ia
complexité

L automathe formel en effet, conirairement au logiciel de calcul
formel, fait des errveurs de calcul. Ceci ne lui esl pas spécifique: tout le
monde en fait, & commencer par le mathématicien professioanel. Toutefois
ce dernier sait délecter et corriger ses erreurs, autrement dit vérifier!® son
travail: ¢’'est méme une des caractéristiques de son expertise.

L’autemathe formel, lui, est ceries capable d’utiliser un certain
nombre de techniques de vérification, comme Ia double résolution
(consistant 3 recommencer le calcul et & comparer les résultats). Toutefois il
ne peut (par définition) employer les technigues puissantes qui mettent en
cuvre la dénotation, et qui permeftent dans un grand nombre de cas, de
savoir & peu de frais si un résuitat est correct (par exemple, remplacer, dans
I’équation initiale, x par la valeur trouvée). Dans le cas du trinbme
paramétré ci-dessus, la double résolution est onéreuse, dans la mesure ou la
procédure “automathique” elle-mé&me est extrément fastidieuse.

Or plus fa complexité syntaxique des ESA manipulées augmente, et
plus le nombre de régles et de mérarégles formelles s’accroit, et avec lui le
risque d’erreurs. La performance de P’automathe formel doit done
s’affaiblir, en termes de réussites aux exercices scolaires. Ceci permet de

18 of C. Margolinas {1989) p. 155:

« processus de vérification: 1a suite des actions que méne I'éléve (seul ou
2idé) quand il cherche & s’ assurer par une action de la validité d’un résultat etfou
tente de modifier les actions ou raisonnements qui I'ont conduit & proposer ce
résultat. »
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comprendre les chutes brutales d’efficacité qu’on observe chez certaing
éléves lorsqu’on passe par exemple des équations aux inéquations.

XIIL2.5, La “survie” aux niveaux élevés de 'automathe formel

11 faut nuancer toutefois ce qui précéde. Si 1'automathe formel érait
inéluctablement condamné a voir ses performances diminuer au fur et a
mesure de la complexification des domaines étudiés, il n’aurait aucune
chance de subsister 4 un niveau élevé de scolarité. Or ce n’est pas le cas:

« L'&tude des erveurs faites par les éléves de classes dites “universitaires” a

Cracovie, fréquentées par des €léves particuliérement doués en mathématique,
montre comment la rupture du symbole de son sens sémantique conduit & des
malentendus frappants dans le contexte mathématique plus raffiné que les éléments
primitifs de 1'algébre scolaire. L analyse de la nature des erreurs faite & ce niveau est
beaucoup plus difficite que celle concernant les fautes typiques pour les débutants en
algébre scolaire. Mais {...) nous constatons des phénomeénes analogues a ceux qui
ont été observés chez les éléves plus Faibles, ¢'est-a-dire la domination des activités
concentrées sur les procédures plus que sur les faits. »

Z. Krygowska, ibid. -

De méme, M. Legrand (1988} a insisté sur les problémes de “perte de
signification” qui affectent les &tudiants au niveau DEUG, citant enire autres
un étudiant qui, au terme d'un long calcul, a donné comme période de
rotation de la Lune autour de la Terre, 10 -6511,

Nous n’avons pas Vintention d’étudier ici ’insertion de I’automathe
formel au sein du cursus mathématique. Ce prabléme est lié 4 la question
complexe de la sélection des éléves, de ses modes et de ses fonctions, en
liaison avec les techniques d’évaluation. En outre, des régressions sont
possibles, et pour diverses raisons.

«Certains {&léves), méme doués, se familiarisent facilement au début avec
I'arithmeétique et avec I'algébre, en conservant la conscience du sens sémantigue du
langage symbolique. Mais comme la masse de théorémes, de conventions,
d’auntomatismes nécessaires croit vite, la mécanisation commence 3 précéder la

11 Dans ce cas précis il s'agit d'une rupture piuldt avec I'interprétation des écritures

qu’avec leur dénotation.
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compréhension, et le calcul algébrique, précédemment correct, craque sous ce
poids.» (Krygowska 1987}

Un éléve, expert dans un domaine, peut acquérir des automathismes
ailleurs et ultérieurement {on ne nait pas automathe, on le devient}. Nous
nous bomerons donc a établir deux constatations.

D’une part, & tout niveau l'automaihe est assuré de réussir un
minimum d’exercices. En effet, remplacer tous les exercices d’évaluation
par des questions discriminantes (dont nous avons vu pourtant qu'elles
étaient les plus susceptibles de discriminer les automathes) provoquerait une
rupture de la coutume didactique en vigueur dans les classes.

J'ai eu personnellement 1"occasion de percevoir de trés fortes réticences, de la
part «’enseignants, au sujet des “questions discriminanies”, en intervenant en
formation continue des maitres lors de la mise en place de 1'opération d’évaluation
nationale CE2 - 68™e, Tous les participants étaient convenus qu’il ne s'agissait
nullement de pénaliser les éléves (en principe!}, mais au contraire de les aider en
identifiant autant que possible leurs difficultés. En outre, il était clair que des
questions discriminantes devaient étre posées dans le cadre d’un conurat {didactiue)
explicite précisant le caractére éventuellement “piégeant” des questions, et la conduite
4 tenir en ce cas par les éléves. Pour autant, la suggestion revenait réguliérement de
“modifier "gnoncé” de telle ou telle question pour le readre “moins difficile”, en
I'occurence pour éviter de disqualifier Femploi des procédures automatiques
standard. ..

Si toutefois les évaluations comprennent, conformément d la coutume,
suffisamment d’exercices pouvant &tre réussis par 1'automathe formel, celui-
ci franchira alors sans trop de dommages les étapes de sa scolarité
algébrique.

Un des points forts de I'étude de Léonard & Sackur (1981,1983) sur
la comparaison des décimaux, que nous avons citée plus haut, est que 1a
majorité des exercices proposés aux éléves dans les manuels ne sont pas
discriminants, autrement dit qu’ils peuvent &tre réussis (de maniére
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paradoxale) en appliquant des régles “automathiques™ incompatibies avec la
désignation correcte des Cst & virgule!2,

D’autre part, I'automathe formel s'adapte. Ses connaissances sont
essentiellement locales, en ce sens qu'elles sont correctes dans certaines
limites, et qu’il ignore ces limites (Léonard & Sackur, 1991). La cohérence
globale de 'ensemble de ses connaissances n’est pas le premier de ses
soucis, it nen a d’ailleurs guére les moyens. Ceci permet de comprendre
comment il peut “progresser” (dans le cursus} en dépit des difficultés
croissamtes. A coté de I'accroissement de complexité formelle, sont
introduits en effet tout au Jong du cursus de nouveaux outils et de nouveaux
concepts, plus généraux, qui réduisent au contraire cette complexité: voir
par exemple fa résolution des systémes d’équations linéaires par les
déterminants. L’éléve n'a plus qu'd réduire ces outils & de nouveaux
automathismes, passer dans notre exemple des recettes pour résoudre les
systémes linéaires par substitution et combinaison, aux recettes pour les
résoudre par les déterminants.

L.’automathisme formel peut donc soit apparaitre tard, soit persister
longtemps.

XIiHL.2,6, Malentendu

Cette représentation “formelle” des ESA (en ce sens qu'elles ne sont
pour 1'éléve que des formes vides dépourvues de dénotation) a pour
conséquence immédiate de transformer la plupart des efforts de remédiation
en malentendus (Adda 1987). Le maitre {ou le logiciel, en tant qu’il est écrit
par un mathématicien) se situe au niveau mathématique. Son discours, oral
ou écrit, qui porte sur les objets mathématiques, s’exprime au moyen
d’expressions (fractionnaires par exemple), qui ne sont pour lui qu’un
moyen d’accéder 4 leur dénotation. L’éléve, lui, ignore que ces écritures
dénotent, et croit en toute bonne foi que son interlocuteur se situe également
au niveau formel. 1i dispose de trés peu d’indices pour étre détrompé,

12 notamment I'ordre texicographigeu sur les Cst & virgule considéré comme des couples
d’entiers.
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On peut trouver une analogie entre cette situation et la communication enire un
daltenien partie! {pour lequel rouge et brun sont deux nuances d'une méme couleur
par exemple) et quelqu’un qui ne 1'est pas. La plupact dus situations de Ia vie
courante n'offrent pas de contrastes colorés tels que 'un voit une différence I v
I"autre ne la voit pas. Ce que I'un interpréte comme une différence de couleur, I'autre
te voit comme une nuance - comme entre carmin et vermillon par exemple-. Il y a
donc malentendu en ce sens que les deux individus communiquent sans réaliser
qu'ils ne parlent pas de la méme chose. If faut une situation expérimentale ad hoc
(lest de dépistage) ou un hasard (que la conversations porte sur deux objets de
couleur différentes mais que le daltonien ne distingue pas, méme en termes de
nuance) pour que le malentendn apparaisse aux deux irnterfocuteurs.

Le malentendu repose ici sur le fait que I’éléve ignore que les ESA
ont une dénotation, et que le maitre ne sait pas que I'éléve 'ignore. Le
terme “faux” désigne pour le maitre la valeur de vérité, et signifie pour
I’éléve “incorrect”. Ce qui entretient le maleniendu, ¢’est que tout calcul
correct aboutit 4 un résultat vrai, et la plupart des calculs incorrects 4 un
résultat faux, Autrement dit, les situations discriminantes pour 1’un et pas
pour 1’autre sont rares.

Les choses seraient peui-étre plus simples si le maitre s’en tenait
strictement 3 la dénotation. Or pour lui, ies ESA ont non seulement une
dénotation mais également un sens, Il ne se contente donc pas d’évaluer
mécaniquement “vrai”, “faux” ou “non défini” le résultat de J’éléve, il
évalue également la comrection des calculs. Il lui est difficile d'écrire “vrai”
sans commentaires dans la marge d’une égalité provenant d'un calcul
incorrect ou sans rapport avec I'énoncé. Ce serait une rupture de la couturne
didactique. En outre, |'usage d’annotations du type «Bien» qui “écrasent” les
niveaux de la dénotation et du sens (Paquelier 1990), ajoute encore  la
confusion.

On pourrait croire que ce type de situation (résultat vrai issu de
calculs incorrects) permet 1'amorce d’une prise de conscience du
malentendu. Malheureusement, il n’en est rien. L'éléve n’est pas déstabilisé,
parce que pour lui “résultat vrai” signifie résultat formellement correct,
i.e, correspondant a la forme attendue. Il n’y a pour lui rien de surprenant i
ce que des transformations incorrectes se “compensent” heureusement et
aboutissent i la forme correcte. C’est rare mais pas exceptionuel,
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L’absence de dénotation rend donc trés difficile le jugemenr de
correction posé sur une transformation litigieuse. Pour 1’éléve le débat est
percu comme un échange d’arguments d’autorité:

«Vous me dites que

N

+

2= "

“iI

_4
=4

Iy

Je veux bien vous croire, mais moi j'afi une autre régle, qui fait qite

4+6 _6 _
4+1 71 =6.

Vous avez raison, et je a'ai pas tort.»

(variante véhémente: “moi, on m’a appris & faire comme ¢a!”). Hors d’un
détour sur la notion de dénotation méme (autrement dit un métadiscours sur
les expressions mathématigues), le discours reste un dialogue de sourds, ..
On pourrait dire que ces éléves n'ont pas acquis le principe du tiers exclus,
mais la difficulté est plus profonde (au sens de Dumont 1989). Pour eux, il
y a bien différence mais il n’y a pas contradiction. Pour qu'il y ait
contradiction, il faudrait qu’il y ait dénotation.

XII1.2.7. Une profondeur plus gu’infinie

Nous avons dit que I'automathe avait une activité qui n’est pas dénuée
de rationalité, méme si I’absence de dénotation, qui est une erreur de
profondeur infinie dans la classification de B. Dumont (1989), I'empéche
d’atteindre la rationalité proprement mathématique. Cela dit, tous les éléves
en échec ne sont pas des automathes formels, et certains d’entre eux ne sont
méme pas au niveau de I’automathisme.

Les uns, devant I’énoncé de I'exercice, restent pétrifiés et n’cerivent
rien, D’autre par contre remplissent la feuille d’écritures tout autant
dépourvues de dénotation que de sens ou d’interprétation, mais qui, vues de
loin, ressemblent 4 s’y méprendre a des textes mathématiques. Les
caractéristiques typographiques demandées par le professeur sont souvent ce
qui est le mieux respecté: 1'énoncé est en vert, la réponse, ou ce qui en tient
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lieu, encadrée de rouge etc. Ce comportement pathétique donne un peu
I’'impression d’assister & un “Culte du Cargo” Mélanésien!s,

«Imaginez que vous vivez dans un monde ou tout se passe & coup
d'invocations, d'évocations, de formules rituelles, que des écritures surgissent du
néant, que d'autres tombent du ciel; que le grand manie-tout du sens de ces écritures
soit le maitre, le agister, le mage qui homeloguera les miracles ou y contribuera. ..
Ne serez-vous pas tenté de dire comme tous les autres: “Sésame ouvre-toi” ou

“abracadabra”, enfin je veux dire “par théoréme”, “par définition” ou “par
Pythagore”?» S. Baruk (1985 p. 192)

La rationalité ne porte méme plus sur les régles syntaxiques (pour ces
éleves les ESA n'ont ni dénotation ni méme sens) mais uniquement sur les
formes extérieures: le lexique ou la typographie. 1l s’agit toujours d’un
malentendu, et qui prend toujours sa source dans la coutume didactique qui
veut que la production de I'éléve lui sert & prouver qu'il est capable de
produire selon les consignes, et qui pousse donc 1’éléve & chercher d savoir
ce que le maitre veut qu’il produise. Toutefois le malentendu est ici 4 sens
unique: le maitre n’est pas dupe. L'€iéve, par contre, croit que la
désapprobation du maitre provient d’une adéquation aux normes
lexicographiques ou typographique encore insuffisante (il n’a pas cité Ie bon
théoréme ou la bonne formule au bon endroit). Leurs erreurs sont donc plus
profondes encore que celles qualifiées par B. Dumont d’"infiniment
profondes”.

13 cultes prophétiques dans lesquels, entre autres, des officianis se liveent 3 des danses
dans de vastes aires dégagées au sein de la forét, sous de hautes tours en branchages,
pour hater la venue des moris {par exemple} dans leurs magnifiques véhicules aériens
chargés de marchandises, instaurant ainsi une ére nouvelle d’abondance et de béatitude.
Les ethnologues ont fini par réaliser que les tours reproduisaient les tours de contréles,
les clairiéres les pistes atlerrissage, et les danses la gestuelle destinée & guider les avions
dans les aéroports américains de campagne installés durant |a seconde guerre mondiale.
(Eliade 1963)

375




Les systémes d Ecritures Symboligues en Algébre élémentaire.

XIil.3. “Comprendre” les ESA

Etymologiquement, “comprendre” c’est “prendre ensemble”. Je
propose de revenir aux racines du mot en maticre de didactique de
I"algébre.

“Com-prendre™ les ESA, ¢’est prendre en compte ensemble leur
syntaxe, leur dénotation, leur sens et leur interprétation.

L’adverbe “ensemble” est ambigu. Suivant I’acception qu’on choisira,
I'énoncé qui précéde peut signifier aussi bien que fa compréhension des ESA
est un processus collectif {(“ensemble” = “4 plusieurs™), que 1'idée que les
trois composantes ne doivent pas étre séparées, A vrai dire, nous adhérons
aux deux propositions. Toutefois, je me propose d’étudier plus
particuliérement les conséquences didactiques de la seconde.

Je prétends en effet que si I'une des composantes manque, il n'y
a pas compréhension.

XIL1.3.1. Légitimite de la syntaxe

En particulier, on ne peut pas parler (aux éléves, aux collégues) de la
signification des ESA en faisant 1'impasse sur leur syntaxe, comme si celle-
ci allait de soi, Certains points importants ne peuvent &tre mis & jour qu’a
Poccasion d’un travail détaillé d’analyse de cette syntaxe, comme dans cette
theése: les trois fonctions du point multiplicatif, ou le rdle central des
fonction syntaxiques dans la description des ESA et de leurs
transformations. Sur le plan didactique, cette attention portée i la syntaxe
consiste a redonner sa légitimité propre au discours sur les signifiants,

J'estime en effet, suite 3 P'analyse des ESA faite dans cette thése, que
I'éléve peut légitimement dire quelque chose comme:
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“je passe X de Uautre c616 du signe “égal’ en changeant son signe”. 13

11 doit avoir le choix entre un tel énoncé (gui porte sur les signifiants,
ici les écritures} et un énoncé qui porte sur les signifiés (ici les nombres) tel
que:

“j ‘additionne de part et d’autre 'opposé du nombre x”

Ce second €noncé n'est ni plus, ni moins “correct”, que le premier.
Simplement, il porte sur les dénotations au lieu de porter sur les ESA. Ce
qui est dangereux, c’est le glissement sans contrdle ni précaution d’un plan
vers I'autre (Bauersfeld & Zawadowsky 1981), mais pas le fait de se tenir
dans le plan des ESA quand le lien qui P'unit aux objets mathématiques (la
dénotation) est par ailleurs bien assuré. En d’autres termes, parler de
“changer de membre un terme” n’est pas un abus de langage ou je ne sais
quelle métaphore qu’il faudrait proscrire au profit d’une description
mathématique convenable. Il s'agit de la description légitime d’une
transfomation légitime entre ESA, correspondant a4 une opération
mathématique non moins légitime.

Je dois préciser toutefois ce que j'entendds par “redonner sa légitimité
au discours sur la syntaxe™ pour &viter un contresens complet. Jamais je n'ai
prétendu que I'enseignement de 1'algébre pourrait se limiter 3 celui des
transformations formelles portant sur des écritures formelles. Jamais je n’ai
méme envisagé d’évacuer la sémantique au profit du syntaxique. Tout ce
chapitre est au contraire un plaidoyer en faveur de I'idée qu’au coeur des
difficuliés de nombreux éléves en algébre, il y a une attitude “pseudo-
formalisie”, consistant précisément & manier des signes réduits a leur seule
forme, dans I'ignorance de lfeur sémantique.

Par contre, je prétends que ce n'est pas aider I'éléve a “comprendre”
les écritures qu’il manipule que d’exiger de lui qu’il revienne & tout bout de
champ 3 cette sémantique. S'il est indispensable, au début, de justifier par les

14 il y a certes ambiguité lexicale sur le mot “signe”, mais nous n'y pouvons rien: elle est
inscrite dans le langage.
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opérations sur les dénotations, les transformations des écritures, c’est au
contraire par la suite un facteur de confusion que d*“écraser” les niveaux en
réduisant tout discours sur les signifiants 4 un discours sur les signifiés.

Le mot-clé, ici, est “systématique” (ou “continuel”). Les éléves
doivent certes pouvoir donner, a chaque fois qu’ils le désirent, une
dénotation, un sens ou une interprétation aux écritures qu'ils manipulent.
Mais ce recours 4 la “signification” doit demeurer optionnel. L algébriste
compétent cesse d cerfains moments d’interpréter ses calculs, et ¢’est cette
“suspension du sémantique” qui fait précisément la force de Palgébre (cf. la
notion de “calcul aveugle” chez Leibnitz). Interpréter chaque fois qu’on le
désire, n’est pas interpréter tout le temps (cela ne doit pas étre non plus ne
jamais le faire). Il faut done que I’éléve, certaines fois (mais pas toujours),
puisse ne pas interpréter les écritures, et donc les considérer d’un point de
vue purement syntaxique. C’est cela que j’appelle tenir un discours légitime
sur la syntaxe.

XIII.3.2, Contre les réductionnismes

En conclusion, je dirai que mon travail est caractérisé par la
méfiance vis-a-vis des stratégies réductionnistes d’enseignement ou de
remédiation en algébre,

On ne peut baser ’ensemble de la sémantique de 1'algébre sur les
seules interprétations, surtout lorsqu’il s'agit de situations pseudo-concrétes.
Autrement dit, en accond avec Booth (1987) Jje prétends qu’un recours
systématique & des interprétations des écritures (et de leurs transformations)
en termes de plateaux de balance {par exeriple) est loin d’étre suffisant pour
que les Eléves “comprennent” ce qu’il font.

De méme, on ne peut prétendre batir de logiciels d’EIAO en algébre
autour des stratégies de résolution des taches, si on ne s’est pas assuré
auparavant avec un luxe de précautions que les éléves auquel le logiciel
s’adresse sont prémunis contre I’automathisme formel. Sinon, le plus grand
danger est paradoxalement de voir les éléves réussir, et apprendre des
stratégies pour faire des calculs corrects sur des écritures qui sont & leurs
yeux, littéralement, mathématiquement insignifiantes.
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Parce que j’ai voulu redonner sa 1égitimité au discours sur la syntaxe,
on m’a souvent attribué le projet de vouloir réduire Penseignement de
Valgébre a celui des régles de transformation. Bien au contraire, Je soutiens
qu’il n’y a d’enseignement ou de remédiation réels en algébre que s'il y a
intégration harmonieuse de la totalité des composantes, 4 savoir la syntaxe,
la dénotation, le sens et les interprétations. Mais une synthése équilibrée de
Ces composantes suppose qu’on les ait auparavant soigneusement analysées,

Le travail de Thése que jai présenté n’a d’autre ambition que de
contribuer i cette analyse.
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«... ils sont intimidés par le jargon {...) de leurs hotes,
méme s'ils pensent (...) que tout cela est probablement de
la pure foutaise, bien qu'ils n’en soient pas totalement sirs
car ils ne le comprennent pas trés bien.»

David Lodge, Un tout petit monde (1991).

Il m’a paru intéressant de les faire figurer en postface, a titre de
document permettant au lecteur de comprendre a posteriori certains choix
ou parli-pris, quelques réflexions sur la méthodologie de mon travail,
menées parallélement & I’&laboration théorique du systéme des ESA.

Initialement, je pensais que ce travail de thése pourrait aboutir
rapidement & des propositions pour Penseignement de V'algébre qu’on
pourrait évaluer en comparant les résultats de pré-tests et de post-tesis. Or
les séquences d’enseignement d’algébre que j’ai effectivement menées ont
pris place dans le cadre de d’une expérience de “DAP” (“Discussions Autour
de Problémes™), qui a soulevé de trés nombreuses questions théoriques et
méthodologiques. I n’érait plus question d’évaluer cet enseignement par
comparaison entre pré- et posi-tests, parce que beaucoup trop de parametres
étaient en jeu. Il a donc fallu repenser en profondeur la question de
I’évaluation, et par contrecoup certains problémes de méthodologie
didactique (aussi bien pour les ESA que pour la DAP). Certains concepts
méthodologiques avancés par P. Bourdieu, J.C. Passeron et J.C.
Chamboredon (1983, 1984) ainsi que par J.P. Pourtois et . Desmet (1988)
permetlent une mise en perspective et une réorganisation théorique de ces
reflexions.

Les questions de méthodologie sont complexes. J’ai choisi, pour la
clarté de la présentation, de les aborder par l'interrogation suivante:

1y, Annexe
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Que faut-it pour qu'un lecteur puisse évaluer un travadl didactique?

Cela m’a conduit & aborder la question des critéres de rationalité et
des contraintes de présentation des recherches didactiques. Il faut toutefois
rester modeste: il n’est absolument pas question ici de faire plus
qu'¢fficurer T'ensemble de I’épineuse question de la scientificité de la
didactique des mathématiques.

1. Le lecteur

Quel est ce “lecteur” virtuel, juge? du travail didactique? Ce n’est pas
le passant; cette thése n'est pas un travail de vulgarisation pour un public qui
ignorerait tout des résultats, des méthodes et des débats de la didactique des
mathématiques. Au contraire, dans tout ce qui suit, je m’adresse 3 un lecteur
“idéal”, familier du domaine, de bonne foi, et soucieux de porter un
jugement rationnel, autant que faire se peut, sur ce qu’il lit.

2. Faits, cheix théoriques et signification

En bon scientifique, le lecteur pourra penser d’abord i évaluer la
recherche en fonction de sa cohérence interne (non-contradiction) et de
1"adéquation aux observations,

L’étude de Ia cohérence tout d’abord ne pose pas de probléme profond

si cette recherche comporte une part de modélisation, et si les modéles sont
simples.

Concernant fe rapport aux faits, si le lecteur a lu Popper (1982), il
cherchera & savoir si la théorie qu’on lui présente est falsifiable. C’est 14 que
les difficultés commencent (Pourtois & Desmet 1988 p. 45):

2 nous emploierons ici indifféremment les termes “jugement” et “évaluation”
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J. Habermas, représentant de 1'Ecole de Francfort, critique de fagon trés
radicale les positions de K. Popper. La doctrine poppérienne fonde le rejet ou
1"acceptation des énoncés scientifiques sur la base des seuls faits observés et non sur
la logique, c’est-d-dire, sur la théorie, Or, estime [labermas, les faits ne sont pas
indépendants des théories qui les étudient; ay contraire, ils sont construits par elles?;
elles les déterminent véritablement. Pour Habermas, la thése de I'indépendance des
falsificateurs (c'est-4-dire des faits qui ont proposé le rojet ou accepiation de
I'énoncé) par rapport aux hypothéses (théories) qu’ils sont destinés i metire 4
I"épreuve n'est pas défendable. Sur cette base, il considére que la méthodologie
poppérienne doit &re modifiée. Habermas oppose au logicisme de Popper une
position praxéologique. La validité empirique des propositions de base sera mesurée
« & leur valeur informative pour e controle et U'élargissement de Iaction efficace »
(Habermas cité par Maltherbe 19767). C'est-i-dire que la décision critigue quant 3 1a
rationnelle du sens} les critéres qui ont fondé ceile décigion’ et en examinant la per-
tinence informative de ces énoncés par rapport aux pratiques des acteurs. Habermas
apporte une dimension herméneutique a sa concepiion: « La compréhension implicite
des régles du jeu qui guident 1a discussion des chercheurs lorsqu'ils décident de
Pacceptation de propositions de base renvoie a une dimension dans laquelle
I’élaboration rationnelle s'inscrit inévitablement dans une démarche
herméneutique » {ibidem ).

D’emblée, Pourtois & Desmet posent donc les contraintes
fondamentales & I'évaluation en sciences humaines. D’une part, les faits ne
sont pas donnés mais «conquis, construits, constatés» (Bourdieu,
Passeron & Chamboredon 1983). I>’autre part, la rationalité du jugement
passe non seulement par 'analyse des énoncés, mais encore par celle des
décisions théoriques qui sont a leur origine. Ce travail sur les décisions
qui fondent la théorie est un travail sur leur signification, car les objets
(par exemple ici les “calculs algébriques”) et les choix (ici celui de la
linguistique) sont signifiants pour le chercheur, ils prennent place dans son
systéme de représentations.

3 c’est nous qui soulignons

4 La philosophie de Kar! Popper et le positivisme logique, Paris, PUF.

3 ¢"est nous qui soulignons
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La différence avec I’évaluation d’un travail en sciences exactes est
réelle mais subtile, et mérite qu’on s’y attarde {(Pourtois & Desmet 1988 p.
15);

« ... les frontiéres et les critéres de démarcation entre Jes sciences de la nature
et les “sciences de la sociéré” deviennent tenus tant 1'élaboration conceptuelle des
unes et des autres refléte un méme champ épistémologique. A. Schiizb différencie
sciences naturelles et sciences sociates dans fa mesure o en sciences naturelles, les
fairs, les données, les évémements ne sont pas interprétés d’avance. Ils ne
contiennent pas en eux de structure de pertinence ou de signification. Par contre, les
svénements et les données du monde social présentent une structure pertinente et une
signification particuliére pour les personnes qui y vivent. Ces &vénements sont in-
terprétés d’avance par les constructions courantes de la réalité de la vie quotidienne.
Les considérer dés lors comme des données “naturelles” entraine la négligence du
secteur des construetions et des significations humaines”. (...} Néanmoins, ajoute
Schiitz, il ne faut pas en arriver 4 la conception que les sciences sociales sont ra-
dicalement différentes des sciences naturelles. Certaines régles procédurales qui ont
trait & |"organisation correcie et rationnelle de 1a pensée sont communes i toutes les
sciences empiriques.

En Didactique, on ne peut donc se contenter de situer une recherche
par rapport aux résultais théoriques communément admis, mais on doit
prendre la peine d’interroger les choix et surtout leurs raisons, au besoin
en exhibant les obstacles et les échecs. Sinon, on court le risque d’y
introduire des “prénotions” {ou notions “préconsiruites™) incontrélables:

« Ces prénotions, “représentations schématiques et sommaires” qui sont
“formées par la pratique et pour elle”, tiennent leur &vidence et leur “autoritd”, ainsi
que 1'observe Durkheim, des fonctions sociales qu'elles remplissent.

L’emprise des notions communes est si forte que toutes les techniques
&’ objectivation doivent étre mises en ceuvre pour accomplir une rupture qui est plus
souvent professée qu'accomplie» (Bourdieu, Passeron & Chamboredon 1983 p.
28).

Bourdieu, Passeron & Chamboredon proposent, pour fompte avec ces
prénotions, un travail d'ordre réflexif: le chercheur doit alors prendre sa

6 Lo cherchenr au quotidien, Paris, Méridiens Klincksieck (1975)

7 ¢’est nous qui soulignons
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recherche méme comme objet d'étude. C'est ce que Bourdieu (1984 p. 18)
appelle “objectiver Pobjectivation™:

« Je ne suis pas loin de penser que 1a vertu principale du travail scientifique
d'objectivation consiste en ce qu'il permet, 4 condition, bien sir, qu'on sache en
analyser le produit, d'objectiver I'objectivation. En effet, pour le chercheur soucieux
de savoir ce qu'il fait, le code, Uinstrument d’analyse, devient objet d’analyse: le
produit objectivé du travail de codification devient, sous le regard réflexif, Ja trace
immédiatement lisible de 1'opération de construction de P'objet, 1a grille qui a £1é mise
en ceuvie pour construire le dornné, le systéme plus ou moins cohérent des catégories
de perception qui ont produit I’objet de I'analyse scientifiquel...) ».

Pour en revenir a 1'évaluation de la recherche, le travail
d’objectivation de I’objectivation doit étre non seulement effectué par Ie
chercheur, mais encore explicité 2 1"intention du lecteur. Dans le cas
contraire, ce dernier risque bien involontairement de « réduire a leur sens
ordinaire les mots communs & la langue savante et i la langue ordinaire »
(ibid. p. 13) et de faire rentrer par la fenétre de I'interprétation en termes
ordinaires, les prénotions qui avaient é1é chassées par la porte (par exemple)
du formalisme. La notion de “signification” d'une expression algébrique,
qui a été construite au chap. X, est un bon exemple de lerme hautement
signifiant pour le lecteur, dont les multiples acceptions incontrolécs
{(prénotions) risquent de parasiter la lecture. On voit bien que, si l'on
n’explicite pas ce travail d’objectivation de I’objectivation, le critere
d’adéquation aux observations est inopérant. Comment savoir sinon si les
faits observés ne sont pas des artefacts liés a des prénotions?

3. ‘Travail sur les choix et scientificité

Tout ce qui précéde a foriement & voir avee la question des critéres de
scientificité de la didactique des mathématiques, dans la mesure oi {en
principe!) 1"étude mutuelle et le débat scientifique sont les mécanismes
institutionnels, au sein de la communauté, de validation des travaux. Cela
nécessite donc que ces travaux soient accessibles aux lecteurs., Nous
retrouvons les contraintes d’explicitation des choix et de feur signification
que nous venons de voir:
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«le chercheur (...} doit rendre compte explicitement de sa démarche afin que
chacun puisse en mesurer les limites et en appreécier la scientificité» (Pourtois &
Desmet 1988 p. 30),

La nécessité d'expliciter sa démarche ne tient pas seulement au risque
d"introduire subrepticement des prénotions, Elle vise également a réduire
les risques de malentendu ou d’incompréhension, qui sont autant d'obstacles
au débat scientifique. En effet, vu le lien entre les options (d’ordre méta-
didactique) qui fondent la démarche, et I'histoire personnelle des individus,
la probabilité que deux didacticiens partagent des options absolument toutes
identiques est faible®. Il est donc dangereux de se reposer sur une
communauté de pensée supposée pour laisser implicites les options méta-
didactiques. On aboutit au mieux i un consensus illusoire (o0 chacun met i
la place de I'implicite de 1'autre ce qui I"arrange), au pire 4 une absence de
communication {ot les uns ne comprennent pas les choix des autres). La
possibilité d'un débat scientifique au sein d'une communauté didactique
passe donc nécessairement par I'explicitation de ces options métadidactiques.

4.  Evaluation et appropriation

Lorsque te lecteur ne dispose pas, implicitement ou explicitement, des
raisons et de la signification des choix du chercheur, il lui est difficile de
tirer quelque chose du discours didactique. 1I risque d’avoir du mal i
“rentrer” dans la probiématique, et de n’en percevoir clairement ni lesg
tenants ni les aboutissants, Méme s°il en suit Je fil, it est géné pour la relier 3
une problématique qui le concerne. A plus forte raison, il lui est malaisé
d’évaluer la recherche qu’it lit. I peut difficilement, alors, émettre un
jugement eritique profond sur ce travail,

La présentation d'un travail de recherche doit donc avant tout [e
rendre “accessible” au lecteur. Expliciter les raisons et les significations

—_——
8 H n’est que d’assister 3 un débat de Didactique entre chercheurs pour voir apparaitre
(parfois avec éclat) les différences entre options implicites!
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des décisions, revient & repersonnaliser et recontextualiser, au moins un
temps, le méta-discours didactique. C’est le parti retenu, pour leur Thése,
par des auteurs aussi divers que G. Brousseau {(1986):

«Il est indispensable avant de discuter cefte thése de présenter brigvement la
suite des expériences qui ont élayé ma propre conviction (...) Il semblera pet
académique d'exiraire cette hisioire et ces réfiexions personnelles du tissu des
notions et concepts qui ont travoersé e champ de la didactique depuis ces trente
derniéres années.»,

B. Dumont (1989):

«Pour aider le lecteur dans sa compréhension d'un itinéraire de plus de dix
années de recherche en didactique des mathématiques nous avons pensé 2 luj
indiquer quelques points de repére sur un curricutum vitae dont Ia linéarité, autre que
temporelle, n’est pas évidente.»

ou C. Margolinas (1989):

«Cetie thése pourra sembler singuliére au lecteur par bien des aspects. Un de
ces aspects est son caractére essentiellement théorique, inusuel pour une thése
d'Université de didactique des mathématiques. Pour cette raison, je erois bon de dire

quelques mots de Ja genése de ce travail%.»,

parmi d’autres trop nombreux pour étre cités,

Pour rendre le modéle des ESA “accessible” dans le sens qui précéde,
j'ai été conduit a privilégier la description des problémes rencontrés et des
solutions apportés, au détriment d’une présentation “lisse™ et
décontextualisée de I'état final du modéle.

3.  Repersonnalisation ot recontextualisation

La nécessité de repersonnaliser et de recontextualiser le discours
didactique contredit le modéle usuel de la transinission des connaissances
scientifiques (en sciences dites “exactes”, voire “dures”), qui passe par la

9 c’estnous qui soulignons.
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dépersonnalisation et la décontextualisation. Dans une thése de
mathématiques, cela n'intéresse a priori pas le lecteur de connaitre les
errements et les fourvoiements de 1'auteur!?. En didactique par conire,
décontextualiser et dépersonnaliser une théorie revient & l'installer dans un
lit de Procuste, en supprimant précisément ce qui la rend intelligible et cri-
ticable, Le didacticien, s'il souhaite étre accessible, se retrouve donc dans la
position doublement inconfortable de devoir s’écarter des canons de la
présentation “scientifique” la plus respectable, et ce faisant, de §’exposer sur
ses options qui sont par principe personnelles (ce qui ne signifie évidemment
pas qu’elles sont irrationnelles). Toutefois, il ne semble pas qu’il ait vrai-
ment le choix.

Tout cela a joué dans la présentation de cette thése: la présente
postface est un exemple d’entorse aux canons académiques de rédaction
dépersonnalisée,

Remarquons qu’il est question ici de “re -personnaliser” et “re -
contextualiser” et non simplement de “personnaliser” et “contextualiser”. 11
est en effet difficile de faire ta part de !a rationalisation a posteriori dans
cette activité. Je ne suis moi-méme pas du tout certain d’étre parvenu i
donner une image fidéle des perspectives métathéoriques qui m’ont amené
faire mes choix il y a plusicurs années de cela. En réalité, je suis presque
certain du contraire! La rédaction de celte thése a été V'occasion d’un
exercice d’anamnése, puis de recorstruction aprés-coup d’une mérathéorie.

Quoi qu'il en soit, la fidélité d'une telle reconstitution n’est pas si
importante. I1 en est d’elle comme de la “genése fictive” par laquelle on
introduit les concepts mathématiques: peu importe qu’elle corresponde a la
vérité historique ou non, pourvu qu’elle soit signifiante pour I'apprenant, et
qu’épistémologiquement elle ne soit pas grossiérement fausse.

De méme, en didactique, pour que le lecteur puisse s'approprier une
recherche, il doit disposer d’un récit de démarche, autrement dit d’une

10 gauf, peut-éire, les historiens ou les épistémologues. En lous cas cela n'est pas censé
inléresser, en général, les mathématiciens,
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métathéorie contextualisée et personnalisée, qui fasse sens pour lui. Or,
comme pour la genése fictive d’ailleurs, I'exigence de “significativite” est
contradictoire avec celle de fidélité. Le récit minutieux et exhaustif de toutes
les hésitations, confusions, revirements et abandons ayant jalonné et
finalement déterminé les décisions de recherche ne serait pas seulement
décourageant, mais encore et surtout n’éclairerait pas les choix finals.

It a donc fallu arbitrer sans cesse entre ces deux exigences contradic-
toires de fidélité et de significativité, et faire un travail de synthése a
posteriori, forcément réducteur, pour donner au lecteur les moyens d’une
lecture critique.
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