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Résumé

Résumé

Dans cette these, on s’intéresse a certaines propriétés additives des entiers n’ayant pas
de grand facteurs premiers. Un entier est dit y-friable si tous ses facteurs premiers sont
inférieurs a y. Leur étude est de plus en plus délicate & mesure que y est petit par rapport
a la taille des entiers impliqués. On s’intéresse tout d’abord au comptage des solutions a
I’équation a + b = c¢ en entiers y-friables a, b et ¢. On étudie ensuite la valeur moyenne de
certaines fonctions arithmétiques sur les entiers friables translatés, de la forme n — 1 ou n
est y-friable.

La méthode du cercle permet de ramener la premiere question a 1’étude de sommes de
caracteres de Dirichlet tordus par une exponentielle sur les entiers friables, qui sont ensuite
évaluées en utilisant des outils classiques d’analyse harmonique, et en faisant intervenir la
méthode du col. Les premier et deuxieme chapitres étudient la situation respectivement
avec et sans 'hypotheése de Riemann généralisée.

Les troisiéme et quatriéme chapitres sont consacrés a la seconde question, qui se ramene
a I’étude de la répartition des entiers friables en moyenne dans les progressions arithmé-
tiques. Cela met en jeu des sommes de caracteres de Dirichlet sur les entiers friables, ainsi
que le grand crible. Dans le dernier chapitre, la méthode de dispersion est employée pour
étudier le cas particulier du nombre moyen de diviseurs des entiers friables translatés.

Mots-clefs

Entier sans grand facteur premier, méthode du cercle, méthode du col, sommes d’ex-
ponentielles, sommes de caractéres, équirépartition dans les progressions arithmétiques,
grand crible, méthode de dispersion, sommes de Kloosterman.
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Introduction

L’objet de cette these est ’étude de certaines propriétés de type additif des entiers
n’ayant pas de grand facteur premier. Ces entiers sont définis par une condition multipli-
cative : I’étude de leur interaction sous I’addition est une source de problemes intéressants
et délicats. Les entiers friables interviennent en cryptographie, par exemple dans ’algo-
rithme de factorisation p — 1 de Pollard, ou dans le probléme du logarithme discret. Ils
sont également utiles dans d’autres situations en théorie analytique des nombres, comme
le suggere le résultat récent de Zhang concernant les écarts bornés entre nombres premiers.
On présente dans cette introduction les aspects qualitatifs des résultats obtenus.

Etant donnés z,y € R tels que 2 < z < y, on note S(z,y) 'ensemble des entiers
inférieurs ou égaux a x dont tous les facteurs premiers sont inférieurs ou égaux a y,
et W(x,y) le nombre de ces entiers. Ainsi ¥(z,z) = |z, tandis que |z| — VU(z,z/2)
est égal au nombre de nombres premiers entre x/2 et x. L’étude asymptotique de la
quantité ¥(z,y) en fonction de x et y souléeve des questions intéressantes et fait l'objet
d’une littérature abondante. Le comportement de ¥(z,y) et les méthodes appropriés pour
I’étudier varient selon la taille de y par rapport a . On rappelle les principaux résultats
connus actuellement.

Lorsque y est proche de x, on peut utiliser le fait que la quantité ¥(x/p, p) compte le
nombre d’entiers dont le plus grand facteur premier est égal & p. On obtient ainsi I’ équation
de Buchstab : lorsque y < z,

U(z,y) =V(z,2) — > U(z/p,p).

y<p<z

Dickman [Dic30] obtient que pour tout u > 1 fixé, W(z,z'/*) ~ zp(u) pour un cer-
tain p(u) €]0,1] qui définit une fonction de u, appelée fonction de Dickman, déterminée
par les conditions

p(u) =1, siu € |0,1],

up' (u) + p(u—1) =0 si u > 1.

En gardant la notation v = (logx)/logy, le meilleur résultat obtenu par des techniques
analogues est du a Hildebrand : pour tout € > 0, on a

Wary) = opw){1+ 0.( BN expl(loglop s} <y <2). (1)
La condition d’uniformité en y est liée a la localisation des zéros de la fonction ¢ de Rie-
mann : Hildebrand montre que si ’hypothése de Riemann est vraie, alors 'estimation ((1)
a lieu lorsque (log )2 < y pour tout ¢ > 0 fixé; mais également que la réciproque est
vraie.

Le terme d’erreur dans est optimal pour le terme principal p(u) ; il est parfois utile
de travailler avec une approximation plus précise, quitte a avoir un terme principal moins
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explicite. Saias, se basant sur des travaux de De Bruijn, montre qu’en définissant A(x,y)
par la formule
z [ p(u—v)d(ly"]/yY) siz &N,

Alx,y) =
(@9) {A(az +0,y) sinon

on a l'estimation plus précise

U(2,y) = Az, y){1 + O=(exp{—(logy)** 1}  (exp{(loglogz)**T*} <y < ).

Sans une hypothese forte sur les zéros de la fonction (, les méthodes menant aux
résultats ci-dessus ne fournissent pas d’estimation de ¥(z,y) lorsque y = (log )" pour k €
12, 00| fixé, par exemple. Hildebrand et Tenenbaum établissent une formule qui a ’avantage
d’étre un équivalent sous des conditions trés générales en x et y, concédant a cela un terme
principal qui dépend de fagon plus implicite de z et y. Le point-selle a(x,y) est défini
comme l'unique solution réelle positive a 1’équation

1
Z O?gpl = log x. (2)
p<y? T

En définissant pour tout u > 1 le réel £ = £(u) comme étant la solution de (e¢ —1)/¢ = u,
le théoreme des nombres premiers permet d’estimer le membre de gauche de et d’en

déduire 11
ogx .
(1 - a(z,y)logy = &(u) +O( - + % + exp{—(logy)*/*~¢})

lorsque y > log x. On définit également pour $Res > 0 les fonctions

Com =T baloy) = Y 0B

S __ 2"
p<y p<y (p 1>

La fonction s — ((s,y) est la série de Dirichlet associée a la fonction caractéristique
des entiers y-friables, tandis que s — @o(s,y) est la dérivée seconde de s — log((s,y).
Hildebrand et Tenenbaum obtiennent le résultat suivant : lorsque 2 <y <z, on a

Ur,y) = —LEI {1 o(1 4 1BY)) 3

Qy 27T¢2 (Oé, y)

Un grand intérét de cette formule est qu’elle fournit un équivalent dés que y, u — oo. Par
ailleurs, la dépendance en x est facile a appréhender dans la mesure ou on controle les
variations de « : on a par exemple ¥(z,y) = () lorsque z,y — oc.

La philosophie qui sous-tend la théorie multiplicative des nombres est que les structures
multiplicative et additive des entiers sont dans une certaine mesure indépendantes. Il est
donc naturel de s’intéresser a la stabilité de ’ensemble des entiers friables par ’addition,
ou par translation d’une quantité fixe. La premiere partie de cette theése est consacrée a
I’étude de la quantité :

N(z,y) = card {(a,b,c) € S(z,y)* | a +b=c}

suivant des travaux de Lagarias—Soundararajan [LS11] et La Breteéche-Granville [dIBG12].
La seconde partie est consacrée a ’étude de la quantité

Ti(x,y):= > fln—1)
neS(z,y)
n>1
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pour certaines fonctions f : N — C, en se fondant sur des travaux de Basquin [Bas10],
Harper [Harl2a] et Fouvry—Tenenbaum [FT90, [FT96]. Le cas f(n) = 7(n) la fonction
nombre de diviseurs premiers sera l'objet d’un traitement particulier.

Les méthodes que 'on utilise dans ce travail reposent sur la précision avec laquelle on
sait répondre aux deux questions suivantes :

— étant donné un entier d < x, que peut-on dire de ¥(z/d,y) par rapport & ¥(z,y)?

— étant donné deux entiers a et ¢ premiers entre eux, que peut-on dire du nombre

d’entiers dans S(x,y) qui sont congrus a a modulo ¢, par rapport a ¥(z,y)?

On présente quelques heuristiques pour expliquer les réponses attendues. Dans le pro-
longement des travaux de Hildebrand et Tenebaum [HT86], La Breteche et Tenenbaum
obtiennent dans |[dIBT05bl théoréme 2.4] une réponse tres satisfaisante en pratique a la
premiere question : dans une large mesure, lorsque d n’est pas trop grand, on a

U(z/d,y) = d @D (z,y). (4)

Ceci s’interprete par le fait que dans le terme principal du membre de droite de , le
terme prépondérant est z®. La deuxieme question est plus délicate. On note pour a,q
entiers et (a,q) = 1,

U(z,y;a,q) :=card {n € S(z,y) | n =a (mod q)},

Ug(z,y) :=card {n € S(z,y) | (n,q) =1}.

La formule d’inversion de Mébius et 'heuristique (4)) suggérent

\IIQ(xay) ~ H (1 —p_a)\Il(x,y)
d|
P*(Cgéy

lorsque ¢ n’a pas trop de facteurs premiers. Sachant cela, ’heuristique naturelle pour ¥(x, y; a, q)
est

1
\leay;avq ~——V z,Y),

lorsque ¢ n’est pas trop grand.
L’étude de N(x,y) est abordée par Lagarias—Soundararajan |[LS11] et La Breteche-
Granville [dIBG12]. Le point de départ est la méthode du cercle :

1
N(z,y) 2/0 E(z,y;9)*E(z,y; —9)dv

ou 'on a posé
E(x,y;9) := Z e2mind,
nes(z,y)
Heuristiquement, si on écrit ¥ = a/q + n avec n petit, et ¢ = gggqq; ou gq est le plus grand
diviseur y-friable de g, on s’attend a ce que

? 1(q1)q5

1 )
E(r,y:9) % W(x,y) [Ta-ph [ emttartar

plao 0

et en injectant cette approximation dans la méthode du cercle, on obtient I’heuristique

? T 3
N(z,y) ~ M(z,y) == Go(aay)61(a)\p(:;y)
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avec

_ o3
So(a,y) = H (1 + _%2(;&)_1 — 1)) H (1 — (p—ll)Q)’

p<y p (p P>y

1 1-tq
61(0&) = /0 /0 Oég(tth(tl + tQ))a_ldthtl.

En faisant formellement la substitution v = 1, ce qui correspond au cas y = z, le terme
heuristique est ~ 12 /2 comme attendu. Si ’on modifie la définition de N (z, y) pour imposer
que les composantes a, b, ¢ soient premieres entre elles :

N*(z,y) := card {(a,b,¢) € S(x,y)* | a +b = ¢, pged(a,b,c) =1}

?
alors I'heuristique devient N*(z,y) ~ M*(z,y) := ((3a — 1,y) ' M(x,y). Lagarias et
Soundararajan [LS11], motivés par 1'obtention de la relation N*(z,y) — oo pour des
valeurs de y aussi petites que possibles, considérent la quantité suivante :

Nepe)= Y o(D)e(D)e(9),
T

ou ® : Ry — C est une fonction a support compact. On définit de méme la quan-
tité N*(x,y; @), ou la somme est restreinte aux a, b, ¢ premiers entre eux. En définissant

/ / Btrtg(ty + 1)) 1O (t) (L) P(t + to)dt dts,
les heuristiques précédentes suggerent
?
N(.CC, Y; (I)> ~ M(.’L‘, Y; q)) = 60(0{, y)Gl(aa @)\Il(x, y)3/$7

N*(z,y; ®) ~ M*(z,y; ®) == (3o — 1) "' M (z,y; ®).

Lagarias et Soundararajan |[LS12] montrent que si 'hypothese de Riemann généralisée
est vraie, c’est-a-dire que pour tout caractére x de Dirichlet on a

L(s,x) = 0= Re(s) <0 ou Re(s) =1/2,

alors lorsque (logz)®t® < y < exp{(logz)'/?>~¢} et pour toute fonction ® : Ry — C a
support compact inclus dans R, on a

Niz,:®) = Mz, {1+ O(PEEL) ] Niay) = (14 o()M(w.)

N* (2, @) = M* (2, y; @) {1 + O((10g2)1/4) b N (@ y) = (14 o(1) M (2, y),

Dans le premier chapitre on précise ces résultats.

Théoreme 0.1. Supposons l’hypothése de Riemann généralisée. Lorsque ® : Ry — C est
une fonction a support compact inclus dans R, et lorsque (log r)¥te <y <z, ona

Nie,yi®) = My {14 0(L)) Nwy) ~ M) (r,y - o0),

N*(z,y; ®) = M*(w,y;@){l —|—O<%)}, N*(z,y) ~ M*(x,y) (z,y — c0.)
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Il est a noter que I’hypothese sur ® ne permet pas d’approcher trivialement la fonction
indicatrice de l'intervalle [0, 1] par le haut.

La méthode employée est une variante de la méthode du col, a la facon de Hildebrand
et Tenenbaum [HT8G]. Le point essentiel est I'estimation des sommes

Uo(z,y;,m) = >, x(n)e™®(n/x) (5)
Pt (n)<y

ol Y est un caractere de Dirichlet. La formule de Perron, qui est un avatar de la transfor-
mation de Fourier, fournit pour tout x > 0

1 K~+i00 .
Wo(w, 95 x,m) = %/ - L(s,x;9)2°@o(nz, 5)ds (6)
avec
Lis,x) = > xmn==J[A-x@p )" Do) s) ::/0 TN (¢)dt.

Pt (n)<y P<y

L’argument de Lagarias et Soundararajan, basé sur la méthode du col, consiste a
déformer le contour dans l'intégrale du membre de droite de @ de fagon a tenir compte
des comportements spécifiques de chacun des termes de 'intégrant. C’est 1a qu’intervient
I’hypothése de Riemann généralisée. La contribution principale vient du cas ou x est
principal et |nz| est petit en un certain sens. Les améliorations apportées dans cette these
a leur argument consistent en un choix plus adéquat du contour, qui permet I’extention du
domaine pour les grandes valeurs de y, ainsi qu’en une étude plus précise de la contribution
principale afin de parvenir au terme d’erreur O(1/u), typique de la méthode du col. Enfin,
I’étude plus générale des sommes

N(A,B,C,y; @) := Y q’(%)@(%)q}(é)
P

permet, par un argument basé sur la relation
N(l’,y) = Z N($/2k17x/2k27x/2k37y; 1]1/2,1})7
k‘l,kQ,ngO

d’obtenir une estimation asymptotique de N (z,y) : la fonction 1y1/2,1) peut étre approchée
par le haut par une fonction lisse dont le support est compact et ne contient pas 0.
Le premier chapitre a donné lieu a la publication [Dral3].

La Breteche et Granville obtiennent dans [dIBG12], sans supposer ’hypothése de Rie-
mann généralisée, I'estimation

N(z,y) = M(z,y){1+ O(log(u+1)/logy)},  (exp{(logz)***} <y <=.)

Cela est établi a ’aide des majorations de sommes friables d’exponentielles de La Bre-
teche [dIB98]. Dans le deuxieme chapitre, en adaptant la méthode de Lagarias et Sounda-
rarajan ainsi que les calculs du premier chapitre, on obtient une extension du domaine de
validité de cette estimation :

Théoréme 0.2. II existe ¢ > 0 telle que lorsque exp{c(logz)'/?loglogz} <y < z, on ait

N(z,y) = M(z,y){1+ 0(%)}'
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Par rapport aux calculs du premier chapitre, le fait que ’on ne suppose plus 'hypo-
these de Riemann généralisée se répercute sur la qualité des termes d’erreur venant de
I’estimation des sommes analogues de . Dans ce contexte, la méthode de Lagarias et
Soundararajan permet d’estimer E(z,y;v) lorsque ¥ = a/q + 1, et q et |n|z ne sont pas
trop grands : il apparalt une condition de la forme

max {q, |n|z} < exp{cy/logx}

pour un certain ¢ > 0. La contribution des ¢ qui ne vérifiant pas ceci, les “arcs mineurs”,
est majorée par un autre argument, basé sur la propriété de bonne factorisation des entiers
friables [E'T91], théoréme 13].

L’hypothese de Riemann généralisée est remplacée par les résultats connus sur la lo-
calisation des zéros des fonctions L de Dirichlet. Cette approche emprunte aux calculs
de Soundararajan [Sou08] et Harper [Harl12b, [Harl2a]. Les éventuels caractéres y dits
“de Siegel”, dont la fonction L associée aurait un zéro S proche de 1, sont 'objet d’un
traitement particulier fondé sur la proximité entre les propriétés analytiques de L(s, x)
et de la fonction ((s +1 — 3)~!. Lorsque y est suffisamment petit, leur contribution est
majorée sans qu’il soit nécessaire de faire intervenir des minorations de 1 — 3. En effet, par
le simple fait qu'un entier y-friable a typiquement d’autant plus de facteur premiers que y
est petit, des compensations apparaissent dans la somme } S(zy) x(n) quand bien méme
on aurait x(p) = —1 pour une proportion anormalement grande de nombres premiers p.

Le travail du deuxiéme chapitre a été soumis pour publication.

La deuxieme partie de cette thése concerne les sommes

Ti(z,y)= Y, fln—1).
nes(z,y)
n>1

Loiperdinger et Shparlinski font dans [LS10] une étude concentrée sur le cas f(n) = ¢(n)

la fonction indicatrice d’Euler. Leurs résultats sont précisés par Basquin [Bas10], qui étend
le choix de f a la classe des fonctions multiplicatives vérifiant la condition

An) = _u(d)f(n/d) < n™’ (7)

dn

pour un certain 5 > 0. La fonction A est liée au comportement en moyenne de f puisque
sous cette condition, la limite limy ;o0 = > on<z f(n) existe et vaut 3 - A(q)/q. Basquin
montre que lorsque f est multiplicative et que A vérifie la condition @, alors on a

Ty(e.y) = () 2D 0B e (toglog )/} < y < )
>1 q ogyY

La constante implicite dépend de 3, € et de la constante implicite dans . On remarque
que dans le domaine en (z,y) ou cette relation est énoncée, on a a ~ 1.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie ce probléme dans I'optique d’obtenir une estima-
tion pour Tt (x,y) qui soit valide pour des valeurs de y aussi petites que possible. Le point
de départ est la relation valable pour 2 <y <z

Tr(z,y) = Y Ma){¥(z,y;1,9) — 1}.
q=>1
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L’heuristique attendue pour cette quantité est

Ty(z,y) = Y aOLTIC I VU(z,y) Ma) (I—p7).

q<z q<z plg

Cette approche nécessite de savoir montrer une majoration du type

> NI 1.0~ (o) ol )] = o) S ALY, 3)

q<z q<z q

La situation est similaire & celle du théoréeme de Bombieri-Vinogradov. Précisant des résul-
tats de Wolke [Wol73|, Granville [Gra93a] et Fouvry—Tenenbaum [ET96], Harper [Har12a]
montre que 'on a

> nax, U (2, y;a,q) — 0(q) " We(z,y)| = o(¥(z,y)) 9)
=Q

lorsque (logz)¢ <y < z et Q < /U(z,y)/(logx)® = z*/>+°(1) pour un certain ¢ > 0. Cela
permet de traiter les termes ¢ < /¥ (z,y)/(logz)® dans le membre de gauche de (§). On
peut alors espérer controler la contribution des grandes valeurs de ¢ au membre de gauche
de grace a des hypothéses sur A. Dans le troisieme chapitre, on montre le résultat
suivant.

Théoréme 0.3. Lorsque la série 3~ IMq)|/q"? converge pour un certain 3 > 0 et
lorsque X\ est soit multiplicative, soit bornée, alors il existe ¢ = c(f3) > 0 tel que

Tyay) = Way) Y 2D Ag) ITa-)+0(u, )mm{w,;})

= e(a) vl logy "
Py

lorsque (logx)¢ <y < x.

On précise également une étude de Fouvry et Tenenbaum [FT96] sur le nombre de
facteurs premiers des entiers friables translatés. Cela revient a l'estimation de T't(z,y)
pour la fonction multiplicative f(n) = e et 9 € R. Cette fonction ne vérifiant pas
les hypotheses précédentes, une analyse plus précise est nécessaire. Fouvry et Tenenbaum
montrent que pour tout A > 0 fixé, on a

w(n —1) —loglogx <l = 1 / e_vz/2dv+0(logloglogx)
Vloglog x V2r J-oo Vloglog x

lorsque t € R et exp{logz/(logz)?} < y < x. Cette relation pour y = = est le théo-
reme d’Erdoés-Kac. Dans la derniere section du troisieme chapitre, on montre que cette
estimation a en fait lieu lorsque (logz)¢ <y < z pour un certain ¢ > 0.

card {n € S(x,y),n>1 ’

Dans le dernier chapitre on s’intéresse au cas f(n) = 7(n) la fonction nombre de
diviseurs. On a dans ce cas A(n) = 1, la fonction f n’a pas de valeur moyenne finie sur les
entiers et il est donc nécessaire d’adapter ’approche précédente. La méthode de I’hyperbole
de Dirichlet permet de se ramener a ’étude de la quantité

> (@, y51.9) — p(a) " ol )
<z
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ainsi que d’une autre quantité analogue. L’évaluation de type Bombieri—Vinogradov qui
conduit a @]) ne fournit rien de non trivial lorsque Q = /2. Mais on peut espérer ti-
rer parti du fait que 'on ne somme plus les maximums des termes d’erreurs dans les
progressions arithmétiques modulo g. Cela est du ressort de la méthode de “dispersion”
de Linnik, étudiée dans divers contextes par Fouvry [Fou82, [Fou84, [Fou85], Fouvry—
Iwaniec [FI80, [FI83] et Bombieri—Friedlander—Iwaniec [BFI86, BFI’T7, BFI89]. Comme
application de ces travaux, on peut citer la majoration du nombre de nombres premiers
jumeaux de Chen [Che78] (¢f. [HSE10] pour le meilleur résultat publié actuellement), ou
la preuve récente de Zhang [Zhal3] de I'infinitude d’écarts bornés entre nombres premiers
consécutifs, basée sur les méthodes de Goldston—Pintz—Yildirim [GPY09]. Fouvry et Te-
nenbaum obtiennent dans [FT96] pour tout a € N \ {0} Iestimation

> “I’(w,y;a,q)—%(x’y)\<< -

A
ey (a) (log z)
(g.0)=1

lorsque y < z¢ pour un certain ¢ > 0 et tous €,A > 0 fixés. Le membre de droite
est o(¥(x,y)logz) dans un domaine de la forme

log z loglog log x
exp { (1 + o(1)) }<

loglog x
pour un certain n = n(A) > 0.

Dans le dernier chapitre, en adaptant les calculs de Fouvry—Iwaniec [FI83] et de
Bombieri-Friedlander—Iwaniec [BFI86l theorem 4], il est montré que pour tous € > 0
et a € N \ {0} fixés, 'estimation

Y
> "I’(ﬂc,y; a,q) — M‘ e U(w,y){e0w/logw)? 4=
q<x3/5—¢ v(q)

(g:0)=1

est valable lorsque (logz)¢ <y < z1/¢, pour deux réels ¢, d > 0 pouvant dépendre de ¢. 11
en résulte, concernant la somme Tr(z,y), le résultat suivant :

Théoreme 0.4. Il existe ¢ > 0 telle que l'on ait

nes% y)T(n —1) = l;[ (1- p;__I;l)\Il(x,y) log {1+ O(min{w’ %})}
n>17

lorsque (logz)¢ <y < x.

La méthode de dispersion est basée sur la détection de la congruence n = a (mod q)
par la formule de Poisson. Sous certains conditions de régularité sur la fonction f : R — C,

on a 1 b
> Smy=2 3 F(L ) (10)
n=a (mod q) q heZ q

ou f(w) := 'Y (t)e~?™wdt désigne la transformée de Fourier de f. On ne peut espérer
approcher trivialement la fonction indicatrice des entiers friables par une fonction régu-
liere pour laquelle la formule de Poisson ci-dessus fournit de bons résultats. Il est donc
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adéquat d’approcher en premier lieu la fonction indicatrice des friables par des produits
de convolution, c’est-a-dire de se ramener a ’étude de quantités de la forme

1
Z ’ Z amﬁn_@( Z amﬁn’ (11)

Q<q<2Q mn=a (mod q) mn,q)=1
(g,0)=1

les suites (o) et (Bn) étant a supports respectifs dans |M,2M] et |N,2N], pour deux
réels M, N > 1 avec MN = x. Cela est possible lorsque y est suffisamment petit, par
exemple y < x'/¢. On applique ensuite 'inégalité de Cauchy-Schwarz afin de remplacer o,
par un poids lisse : ce faisant, on gagne en flexibilité tout en conservant une partie de
I'information arithmétique sur la suite de départ. La quantité est

2, 1/2
1/2 1
< (@Y lanP) { DI ICIYI D SR > ﬁn}
m Q(<q)§2§2 m mn=a (mod q) vl (mn,q)=1
g,a)=

pour une fonction f de classe C* & support compact inclus dans [1/2,3] et majorant
la fonction indicatrice de lintervalle [1,2]. La congruence m = an~' (mod q) est alors
détectée efficacement grace a la formule de Poisson .

Cependant, I'erreur commise lors de 1'utilisation de I'inégalité de Cauchy—Schwarz est
de l'ordre d’une petite puissance de x lorsque y = (log )¢ : il est donc essentiel de pouvoir

montrer une majoration du type

2

1
> D fm/M) > Bn_ﬁ > Ba| <K MN?Q'z7"
C%<q)§2Q m mn=a (mod q) Iy (mn,q)=1
q,a)=1

pour un certain n > 0 fixé. La méthode de dispersion fournit une telle majoration a la
condition d’avoir

1

Bn— —F—

Q<§§:2Q 8)<213<q1 ’ n=b (Zrnod Q) ©(q)
q)=

> an < N2Q 1z (12)

(n,q)=1

ol le membre de gauche représente la contribution du terme principal h = 0 dans la formule
de Poisson . Une telle majoration nécessite des hypotheses tres fortes sur la répartition
de la suite (,,) dans les progression arithmétiques de petits modules. L’approche consistant
a détecter dans la congruence n = a (mod ¢q) a l'aide de caractéres de Dirichlet est
entravée par la contribution des caractéres de conducteur < z?7. Mais leur contribution a
I’objet initial est bien majorée : cela résulte d'un calcul de Harper [Har12a). On peut
donc se ramener a 1’étude de 'objet suivant

S| Y abem XY anfutmni)

Q<q<2Q mn=a (mod q) <q) X (mod ¢q) (mn,q)=1
(q.0)=1 cond(x) <z*"

qui est l'analogue de , ou la contribution des caracteres de petits conducteurs est
retirée. La méthode de dispersion permet alors de montrer que cela est O(z'~"), ce qui
est acceptable dans un domaine de la forme (logz)¢ < y.
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La plus grande partie du travail consiste a montrer que la contribution des termes
découlant de I’application de la formule et correspondant a h # 0 sont bien controlés.
Cela fait intervenir des sommes de Kloosterman, de la forme

K(a,b;q) = Z exp {2mi(an + bn) /q}
0<n<q
(n,q)=1

ou m est un inverse de n modulo g. Ces sommes sont majorées, soit individuellement
par la majoration de Weil [Wei4§|, soit en moyenne grace aux résultats de Deshouillers—
Iwaniec [DI83].



Notations

On adopte la notation de Vinogradov : on écrira f < g s’il existe C' > 0 absolue telle
que |f] < Cg. Pour préciser s’il y a lieu la dépendance de C' en divers parameétres comme ¢,
A, ils seront notés en indice comme dans <. ou < 4.

Dans toute la suite N désignera I’ensemble des entiers strictement positifs. Sauf men-
tion contraire, la lettre p désignera un nombre premier.






Premiere partie

Sommes friables d’entiers friables






Chapitre 1

Sur les solutions friables de
I’équation a + b = c

1.1 Introduction

La conjecture abc formulée en 1985 par Masser et Oesterlé (voir par exemple [Oes88])
relie la taille des solutions a I’équation

a+b=c (1.1)
avec leur radical R(a,b,c) = [,|qp de la fagon suivante.

Conjecture 1.1. Pour tout ¢ > 0, il n'existe qu’un nombre fini de solutions (a,b,c)
avec pged(|al, 0], |c|]) =1 a U’équation (L.1)) sous la condition

R(|al, [b], |e]) < max(al, [b], |¢[)!~*.

On peut approcher le probleme en comptant les solutions de suivant la taille
de leurs facteurs premiers. C’est 'objet d’un travail de Lagarias et Soundararajan [LS12]
LS11]. On note respectivement Pt (n) et P~(n) le plus grand et le plus petit facteur
premier de n (avec les conventions P (1) =1 et P~ (1) = c0), ainsi que

S(z,y)={neN|1<n<zet P (n) <y}

V(z,y) = |S(z,y)]

_logx

~ logy

H(u) := exp(u/log*(u+1)) pour u > 1.

U= Uy :

On note a = a = a(x,y) (le point-selle) 'unique solution positive de

1
Z Og(_pi =logx

(0%
p<y p

La ou a et u sont notés sans indice, il est convenu que la valeur du premier parameétre
est . La valeur du second parametre, elle, est toujours y. Lorsque x et y tendent vers
I'infini tout en vérifiant (logz)? <y <z, on a

1—an~ (logu)/logy.
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On étudie le comportement asymptotique du nombre de solutions & 1’équation (1.1)) qui
sont y-friables et de taille inférieure a x

N(z,y) := Z 1
a,b,cGS(m,y)
a+b=c

ainsi que du nombre de ces solutions qui sont primitives, c’est-a-dire avec a composantes
premieres entre elles
N*(z,y) == E 1.

ab,ceS(z,y)
(a,b,c)=1
a+b=c
Le comportement asymptotique de N(z,y) a été étudié par de la Bretéche et Granville
dans [dIBG12] pour les grandes valeurs de y.

Théoréme 1.1 ([dIBGI12|, théoreme 1.1). Soit ¢ > 0. Lorsque = et y vérifient
exp((loga)®/**) <y <

on a uniformément

N('%?J) -

;W (1+O€ (log(u—kl))).

logy

Dans le cadre de I’étude de la conjecture abc cependant, il apparait intéressant d’obtenir
des résultats valables lorsque y est de 'ordre d’une puissance de log . On travaille pour
cela avec des sommes modifiées, ot la condition a,b, ¢ < x est lissée. Etant donnée une
fonction test ® : R™ — C & support compact, on étudie le comportement du nombre de

solutions pondérées
b
N(w,y: @)= > @ (“) o () o (C>
x x x
P (abe)<y
a+b=c

ainsi que la quantité associée pour les solutions primitives

a b c
N*(z,y;®):= > @ () P () P ()
x x x
P (abc)<y
(a,b,c)=1
a+b=c
La fonction @ est autant que possible utilisée comme une approximation de 1oy}, la
fonction indicatrice de l'intervalle |0, 1].
De méme que dans [LS12], on se place dans la situation ou I’hypothése de Riemann
est vraie dans la version généralisée suivante.

Conjecture 1.2. (Hypothése de Riemann généralisée) Les zéros non triviauz de la fonc-
tion ( de Riemann ainsi que ceux de toutes les fonctions L de Dirichlet ont pour partie
réelle 1/2.

Si2/3 < a<1etsi®est de classe C*° par morceaux, & support compact dans R,
alors on définit

&0(®,a) == o? /0 h /0 T B(1) () B (1) + o) (bt (ty + 1)) Lt d
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p-1  (p—p"\’
G (a) = 1+ ( ) .
(@) 1}( p(pPet-1) \p—-1
On note également &%(a,y) := & (a)((3a —1,y) 7! et &i(a) := &1(a)((Ba — 1)1, avec
la notation, pour tout s € C de partie réelle strictement positive,

o)=Y e =T[-p)"

PT(n)<y P<y

Remarquons que Sy(P,a) et S1(«) sont des fonctions continues de «, on a donc en

particulier
1

logu
So(1y0,1), )G () = 5T O <10gy>

Théoréme 1.2 ([LS12], théorémes 2.1 et 2.2). Soite > 0 et ® une fonction de classe C** d
support compact inclus dans |0, 00[. Si ’hypothése de Riemann généralisée est vraie, alors
pour tous x et y vérifiant

2 < (loga)*** < y < exp((log )3 %)

on a

v xz, 3 loglo
N(z,y; @) = Go(, a)Gl(a)(xy) {1 +Oc0 <i>g§y>}

3
N (o 359) = € (®,0)81(0.0) "= {14 0 (G ) -

Les termes principaux des estimations des Théorémes [I.2] et [I.1] sont donc compatibles
en vertu de la remarque précédente ; mais leurs intervalles de validités ne se rejoignent pas.
En premier lieu, on présente ici une modification de I’argument de Lagarias et Soundara-
rajan qui permet d’une part de combler cet intervalle non résolu, d’autre part d’améliorer
le terme d’erreur. Définissons pour tout k£ > 1 et ¢y > 0 les domaines

D(k) = {(a:,y) cR?|2< (logz)F <y < x} (1.2)

D*(k, c) := D) N {(2,y) € R? | (logy) H (u) ™0 < 1} (1.3)
Notre résultat est le suivant.

Théoreme 1.3. Il existe une constante absolue cg > 0 telle que pour tous € > 0 et ® de
classe C* a support compact inclus dans )0, 00(, si ’hypothése de Riemann généralisée est
vraie, alors pour tout (x,y) dans le domaine D*(8 + ¢,¢q) on a

NG,y ®) = 8y(@, 0810 "0 1 0.4 (1)] (1.4)
NG ®) = 8y(@,)&i(an) " 1y 00 (1)) (15)

On s’attend, mais ce ne sera pas étudié ici, & ce que la technique de La Breteche et
Granville [dIBG12] puisse étre utilisée pour obtenir une estimation de N(z,y; ®) valable
sous les hypothéses du théoréme Cela impliquerait que les estimations (|1.4]) et (|1.5))
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soient valables dans D(8+¢) tout entier. On note que, sous les hypothéses du Théoréme
lorsque x et y tendent vers l'infini,

1

. +o(l)<a<l
Les termes d’erreurs du Théoreme|1.3|sont de méme nature que le terme d’erreur identique
obtenu par Hildebrand et Tenenbaum [HTS86] dans l'estimation de ¥(z,y) par la méthode
du col.

L’hypothese sur ® est contraignante en cela qu’elle ne permet pas de prendre des
majorants de la fonction 1jg ;) par le haut. On a en revanche comme corollaire direct les
minorations asymptotiques suivantes.

Théoréme 1.4 ([LS12], corollaire des théorémes 2.1 et 2.2). Soit € > 0. Si [’hypothése de
Riemann est vraie, lorsque x et y tendent vers l'infini en vérifiant

(log )8+ < y < exp((log x)%_a), on a
)3
N(.0) > S(Lo, )1 () "0 11 0, (1))
U(z,y)*

N*(z,y) = So(1)0,1), )& () {1+o0:(1)}.
On présente un raisonnement qui permet de parvenir aux égalités asymptotiques.

Théoréme 1.5. Soit e > 0. Si ’hypothése de Riemann est vraie, lorsque (z,y) € D(8+¢)
et x ety tendent vers l'infini on a

U(z,y)
N(a.9) = S(Lo, )1 (@) "2 114 0, (1)) (1.6
. o Uz, 3
N*(2,9) = So(l . 0083 0) " 1 40 (1)) (1.7
En particulier, lorsque logy/ loglogx — 0o, on a
U(z,y)* . V(z,y)°

Deux éléments ont permis d’améliorer les résultats de Lagarias et Soundararajan :
un changement dans le choix d’un contour, et 'utilisation de résultats tres précis de La
Breteche et Tenenbaum [dIBT05b] sur le rapport ¥(z/d,y)/V(z,y).

Remerciements. L’auteur souhaite adresser ses meilleurs remerciements a son directeur
de these, Régis de la Breteche, pour sa grande disponibilité et ses nombreux conseils durant
la rédaction de cet article, ainsi qu’a Andrew Granville pour sa relecture et ses remarques.

1.2 Rappel de quelques résultats sur les entiers friables

Dans leur article [HT86], Hildebrand et Tenenbaum ont utilisé la méthode du col afin
d’étudier ¥(z,y), en tirant avantage de l'identité

o+1i00
Vo) =5 [ e (1.8

21T Jo—ico
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valable pour tout ¢ > 0. Il apparait en effet que si l'on choisit 0 = «(z,y) alors la
contribution principale a 'intégrale entiere vient de la partie du contour autour de «,
c’est-a-dire les valeurs de s ayant une petite partie imaginaire.

On note s — ¢5(s,y) la dérivée seconde de la fonction s — log((s,y). Le résultat
principal de Hildebrand et Tenenbaum est contenu dans les deux lemmes suivants.

Lemme 1.1 ([HT86], lemme 10). Soit ¢ > 0. Il existe ¢c; > 0 tel que lorsque (z,y) € D(1)
on ait

V(r,y) = % /aaj::gyy (5 y)%sds + O- (xaC(oz;y) (H(u)_c1 + exp {—(log y)3/2_5})> .

Lemme 1.2 ([HT86], lemme 11). Lorsque (z,y) € D(1) on a

xs
((S;y);

um

1 a+i/logy s 1 a+i/logy
/ s;y)—ds = —
S 2im a—i/logy

ds| (1 10 (i))
(o)

On dispose par ailleurs du résultat élémentaire suivant.

a—i/logy

Lemme 1.3. Lorsque x >y > 2, on a

loglog(u + 2)) }
1 = 1+0(——————=) ;.
Cela permet d’écrire dans le méme domaine
U(z,y) = zotolb), (1.9)

On reprend dans la section suivante une partie de la preuve de Hildebrand et Tenen-
baum, on cite donc quelques résultats précis concernant I’estimation de 'intégrale .
On se place sur la droite Res = a et on note T, = u*1/3/log y. Les points de partie
imaginaire supérieure a T contribuent de facon négligeable. Quant aux autres, un déve-
loppement limité permet d’estimer leur contribution. Le lemme suivant permet de traiter
le cas des points de partie imaginaire 7 vérifiant 1/logy < |7| < y.

Lemme 1.4 ([HT86], lemme 8). Lorsque 1/logy < |7| <y, il existe co > 0 tel que pour
tout (z,y) € D(1) on ait

2

((a+im;y) < ((asy) exp <—C2(1_Z§2+72> :

Pour les points de partie imaginaire vérifiant Ty < |7| < 1/logy on utilise la majoration
suivante, énoncée dans la démonstration du lemme 11 de [HT86].

Lemme 1.5 ([HT86], démonstration du lemme 11). Pour tout (z,y) € D(1) et 0 = o, on

a
\\
ds < 2z.y)
u

s
S

/ C(s,y)
To<|7|<1/logy

Enfin, le lemme suivant est une reformulation du lemme 4 de [HTS86].
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Lemme 1.6 ([HT86], lemme 4). On note o}, (2 < k < 4) la valeur de la dérivée k-iéme
de la fonction s — log((s,y) en s = a. Pour (x,y) € D(1) et s = a + it avec |7| < Ty on

a
2 7.3

log (s.9) = logC(ay) — irlog s — Loy — i3+ O(r'ay)
De plus les quantités o), vérifient o, =< u(logy)*.

On note que o9 = o, y).

Concernant le comportement local de ¥(z,y), on cite le résultat suivant, dit a La
Breteche et Tenenbaum [dIBT05b].

Lemme 1.7 ([dIBT05b], Théoreme 2.4). Il existe deux constantes absolues by et by et une
fonction b = b(z,y;d) satisfaisant by < b < by telles que pour tout (z,y) € D(1) et d € N
avec 1 < d < x on ait uniformément

v <zy> = {1 +0 (i)} (1 _ f;)bu ‘I’(;;y)

ot on a posé t = (logd)/logy.

Remarquons que cela implique sous les mémes hypotheses la majoration
U(z/d,y) < V(z,y)/d".

On dispose avec ceci de tous les outils nécessaires pour préciser le résultat de Lagarias et
Soundararajan.

1.3 Solutions générales pondérées

Dans ce qui suit, ® : R4 — C désigne une fonction de classe C*° a support compact
inclus dans |0, co[. L’objet d’étude dans cette partie est la quantité suivante.

N(A,B,C,y; @)= > @ (j) d (g) iy (é)
P (abe)<y
a+b=c

On a donc en particulier N (z,y; ®) = N(z,z, z,y; D).

1.3.1 Rappel des lemmes de Lagarias et Soundararajan [L.S12]

Dans un premier temps, on rappelle les principales étapes du raisonnement de Laga-
rias et Soundararajan. Leur méthode se base sur la méthode du cercle. On note e(x) =

exp(2imx) et on pose
n
Eg(z,y;0) := Z e(nd)® ($)
Pt (n)<y

On peut alors écrire

1
N(A,B,C,y; ®) =/ Eg(A,y;0)Eg(B,y;9)Eg(C,y; —0)do. (1.10)
0
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Le but est de trouver des estimations de Eg(x,y;1) qui se comportent bien lorsqu’on les
reporte dans l'intégrale.

Le comportement de Eg(z, y; 1) est fortement 1ié aux approximations rationnelles de ¥ :
ainsi, si ¥ = a/q + [ on peut écrire (cf. la démonstration de la proposition 6.1 de [LS12])

1

Bolwyit)= Y~ ¥ @ ( S elmds)x(m)e (md))
dg Y\ (mod g/0) PH(m)<y !
PH(d)<y
(1.11)
ou 7(x) est la somme de Gauss 3=y, (mod ¢/4) X(0)e( 7/ d) La proposition 6.1 de [LS12] montre

que la contribution des caracteéres non principaux & Fg(x,y;¥) est négligeable. La version
qu’on énonce ici se place sous des hypothéses plus générales, mais se montre de maniere
identique : c’est pourquoi nous n’en donnons pas la preuve.

Proposition 1.1 ([LS12], proposition 6.1). Soit € > 0 et ® une fonction de classe C* a
support compact inclus dans ]0,00[. Si l’hypothése de Riemann généralisée est vraie, alors
lorsque les réels x, y, R et ¥ vérifient 2 <y < x < R et € [0,1] avec ¥ = a/q+ [ oi
(a,q) =1, ¢ < R"? et |B] <1/(¢R"?), on a

Eq(,y;9) = Mg(z,y;q, 8) + O-.0(zR™1/4H9)

ot Mg(x,y;q,B) est défini par

. o ula/(g,m) n
Male,4:0,8) = Prmy<y @(q/(q,n)) e(nf)® <x>

Cette proposition ne donne pas une bonne majoration pour des y trop petits : par
exemple lorsque y < (log x)*7¢, la majoration triviale

E@(%Z/ﬁ) <L \I/(.Zb,y) = xOc—l—o(l) < x3/4—a/2

est plus forte.
Le point important dans la démonstration de cette proposition est d’avoir une majo-
ration efficace de la somme d’exponentielles

oz, 05 x:.7) = >, e(m)x(n)@(:)
Pt(n)<y

lorsque x est un caractere de Dirichlet et v € R. On a pour tout o > 0,

1 o+100 .
Uo(z,y5x:7) = / L(s, x;y)2°®o (72, 8)ds

2Z7T o—ioco

ou l’on a noté

L(s,x;v) = >, x(mn =[]0 -x@pr )"

Pt (n)<y p<y
= / d(t)e(At)t*Ldt.

Afin de majorer ¥y, il nous suffit d’avoir de bonnes majorations de L(s, ;) et ®o(), s)
puis de les reporter dans l'intégrale. Les majorations dont on dispose sont les suivantes.
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Proposition 1.2 ([LS12], proposition 5.1). Soit € > 0. Si l’hypothése de Riemann gé-
néralisée est vraie, alors pour tout caractére x modulo q et tout s € C avec s = 0 + iT
et 1/24+¢ <o <3/2, la ot l'une quelconque des deux conditions suivantes est vérifiée :
— x est non principal,
~ x est principal et T > y1 77,
on a
L(s,x;y) <e (q|7])°.

Proposition 1.3 (|[LS12], lemmes 3.3 et 3.5). Soit k > 0 et ¢ une fonction de classe C*
a support compact inclus dans ]0,00[. Pour tous A € R et s € C que l'on écrit o + it

avec o > 1/4 on a
v 1 A k 1 L
|<1>0<Avs>|<<k,¢mm<( EDYS (L) )

De plus, soite >0 et § > 0. Lorsque A € R, on a

/ "i’O()\;S)‘(l + |7—‘)6d7' Cpoe (1 + ’)\’)1/2-‘1-5—&-5.

Il reste alors a traiter le terme principal Mg (z, y; q, 3). On se ramene au cas P*(q) <y
en écrivant q = qoq; avec PT(qy) <y et P~ (qq) > y. Il vient

Mg (z,y;9,0) = ZEZi;Mcp(w,y;qo,ﬂ).

Définissons

_ . p®—1
My (x50, 8) = aqy* T] (1 - o
plag

)@0(52,0) ().

L’estimation de Mg (z,y; qq, 5) est Pobjet de la proposition suivante de Lagarias et Soun-
dararajan. De méme que la Proposition [I.I} nous I’énongons sous des hypothéses plus
générales, mais la démonstration reste identique.

Proposition 1.4 ([LS12|, proposition 6.3). Soient 6 > 0, ¢ > 0 et ® une fonction de
classe C*° a support compact inclus dans |0, 00[. Si l’hypothése de Riemann généralisée est
vraie, alors lorsque les réels x,y, R, qy et B vérifient

2 < (logz)>** <y <z <R, g€ S(RV%y) et B €[-1/(qR"?),1/(qoR"?)]

on a
~ siz=Ret|3] >R alors

| My (5 g0, B)| <es.0 24 5q,

~ 50 |B| < ROY et si de plus y < exp((logm)1/2*€)7

- —Oc-‘rE\I/(x y)
My (2, y; 40, 8) = Mo(,y; 90, B)+0= 5.0 (x"* g5 RV*)+0 % ) :
»(2, Y5 0, B) o(7,Y; 90, B)+ 0 5.0(x o )00 (1+|8]x)%(logy)

Le reste du raisonnement consiste alors a reporter ces estimations dans I'intégrale (({1.10]).

On s’intéresse au deuxieéme cas de la Proposition [1.4] car c¢’est lui qui dicte le terme
d’erreur et la limite supérieure en y : (logy)H (u)"° < 1 du domaine de validité du
Théoréme L3l



1.3. SOLUTIONS GENERALES PONDEREES 33

1.3.2 Estimation de M

On démontre ici la proposition suivante, qui est une version plus précise de la propo-
sition 6.3 de [LS12].

Proposition 1.5. [l existe une constante cy > 0 telle que si l’hypothése de Riemann
généralisée est vraie, pour tout § > 0 et toute fonction ® de classe C*° a support compact
inclus dans |0, 00[, lorsque les réels x,y, R, qy et B vérifient

(.f,y) € D*(1700)7 € S R; qo € S(R1/27y) et ﬁ € [_RailvRail]

on ait

—~ - Oé-‘r(s\Il
Mg (2,930, 8) = Mo (2,93 60, 8) + Os e (g5 *R7/*+7) 4+ 050 (W) - (1.12)

Démonstration. Soit cq un réel vérifiant 0 < ¢q < min(cy/2,c9/8), ol ¢; et ¢y sont les
constantes des lemmes [I.T] et [T.4] On choisit z, y, R, g et S comme dans I’énoncé. On part
de I'identité suivante valable pour tout ¢ > 0, obtenue en appliquant une transformation

de Mellin,
1 o+1i00 .
My (x,y:q0,8) = z— C(s39,q0)x° Po(Bx, 5)ds (1.13)

2T Jo—ico
avec la notation
Z H(QO/(QO7 ))nfs.

C(s59,90) = i ©(q0/(q0,m)

On remarque que 'on a

S

C(si,90) = 55" [ ] <1 - Z:ll)C(S;y)-

plag

On suit la méthode du col afin d’estimer l'intégrale qui apparait dans . Posons
s = o + i7. L’abscisse d’intégration est déplacée en o = « pour les 7 petits. Pour les plus
grandes valeurs de 7, on se déplace progressivement vers la droite o = 1/2 ou le facteur
x® a moins d’importance, en tirant avantage de 'hypothese de Riemann.

Soit € > 0. On integre sur le contour ui?:lcj ol

~ C; est la demi-droite |1/2 + ¢ — 00, 1/2 + & — iy!/?7¢],

— Cy est le chemin {1 — (log(—7))/logy +ir,T € [—y'/?~¢, —yl_o‘}},

— Cy est le segment [a — iy' = o —i/logy],

— Cy est le segment [a —i/logy, a + i/ logyl,

— Cs est le segment [a + i/ logy, a + iy ~?],

—o y1/2—a]

— Cg est le chemin {1 — (log7)/logy +it, 7 € [y! ,
— C7 est la demi-droite |1/2 + ¢ — 00, 1/2 + & — iy!/?7¢],

chacun de ces chemins étant parcouru par parties imaginaires croissantes. Les chemins C;

et Cg—; (1 < j < 3) étant conjugués, on se contentera de traiter les chemin C; & C;. On

note également

1 .
I .= % /Cj C(s:9,q0)x°Po(Bx, 5)ds

en remarquant que I; = Ig_; (1 < j <3).
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Cr
1/2— 4+
Yy c Ce
ylfoc +
Cs
1/logy T
0 1/2+¢ «
Cy
~1/logy" t
Cs
—ylme T Cy
_y1/2—e +
Gy

Sur le segment C;, les Lemmes [I.2] et [L.3] fournissent,

—1/24¢

C(s:9) <e q 7° et 2° < /e,

De plus,
/| |>yl/2— ’(i)0(6$7 1/2 +€+T)|7-5 <<s,<1> (1 + ‘,B|$)1/2+2€,
TI>Y

Donc quitte a prendre € < §/(2 4 49),

I <59 xqal/ZR_1/2+5.

Sur le segment Cg, on intégre suivant ¢. On a

1 a 1y otiyl—7 % oy Y
ls =9 ((o+iy" 75 y,q0)2" T Do (B, 0 +iy' ) (i(logy)y' 7 — 1)do.
1T J1/2+€

On a les majorations

O’+§/2|<.

C(s59,q0) <5 9 (5;9)] <5 g7 HoyP1=)

l—0o

vy
1+ ]z

i(logy)y' ™7 — 1 < (logy)y'~°.

En reportant dans I'intégrale, on obtient pour une certaine constante c3 > 0,

0 ey

qplogy / 0.0, (2+6)(1-0)

Iy <5 ——— x do
6 0 T 1 Blz Jryase Yo =Y

xa q6a+6

logx 1+ |B|x
2°C(azy) ¢o ™ logy
Valogy 1+ Bz va
2C(oy) ¢p°*° (_03 )
< Vulogy T+ 8l CP\T2Y)

do(Bz,5) <g

(24+0)(1—a)

(logy)y

)2+6

(ulogu exp(—csu)

2
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La contribution du chemin Cq est donc largement un terme d’erreur acceptable.

La contribution du segment Cs s’écrit

1 ylfoz L
I, = — Cla+iT5y, qo)x* T ®o(Bz, a + i7)dT.
20T J1/logy

On utilise le Lemme On dispose pour 7 € [1/logy,y'~%] de la majoration

7_2
[C(s;9)| < C(asy) exp <—02U(1_a)2+72>

1
< ((a;y) exp <_C2“((1 —a)logy)? + 1>

< C(asy) H(u)~2/2,

On a donc

11—«

Y v

Iy <5 e Clasp) H ()™ 225> [° (g(Bo, -+ i) ldr
1/(logy)

(1=a)

2

- - Y

<5 2C(ayy)H(u)~ 2 2grot0 L
50 2%C(a; y) H (u) ™2 “qq 1518l

L’intégrale sur dq est évalude grace au Lemme en distinguant suivant |3|z < y'~® ou
|Blz > y'~“. Finalement, en utilisant '~ ~ ulogu et d’aprés 'hypothése ¢, < ¢5/8, on
obtient

m +1/2logu + 2log(ulogu) +loglogy>

2% (o q_c’””s
Iy <50 Clasy) qp p<—

Vilogy 1+ |Blz

2((oqy) q"°

Vulogy 1+ |Blx

Ainsi I5 est de 'ordre du terme d’erreur annoncé.

H(u)~c2/8,

Sur le segment Cy4, la quantité a estimer est

1 1l/logy ‘ irx _
I, = Py / ” Cla+it;y, qo)x* " @o(Bx, a + iT)dT.
—1/logy

On sépare l'intégrale en deux, selon la position de |7| par rapport & Ty = 1/(u!/3logy).
D’apres le Lemme [1.5] on a

1 o qaa+5
o S5 Y, T @ xT,S dS<< 7-/ s; xs dS
2im To§|r|g1/1ogyg( Y, q0)x°® (P, s)ds <50 T+ e Togﬂgl/logle( y)z’|
qO—OH—(S
<V T Y) T AN
( )(1+|5lm)u

Pour I'autre partie de I'intégrale, le Lemme fournit le développement de Taylor suivant,

valable pour |7| < Ty,

s xac<a; y) 6—7'20'2/2 (1 7
e

X T .
¢(s; y)? = — za - 2503 + O(Tﬁog + 7%+ 7404)> .
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Pour traiter le facteur restant dans I'intégrale, on note

S 1\
P 1 )@0(51‘,8).

)= 0 T (1 -

plag

En remarquant que pour tout k € N, 'application t — (logt)*®(t) est également C* de
méme support que @, on déduit

. 1
<I>0(,Ba:, a) <<<p W

~

09
@(ﬁ% a) g

92d,

W(&U,S)

1+ 8l

1

sub 1+ |8z

[71<Ty

<

ce qui entraine

IFO)]+[£/(0)[+ sup |f"(7)] <50 45T/ (1 + |Bz).
ITI<Tp

On a donc pour |7| < T,

qfoz+5
1) = 50+ 107+ Og (272 77).

Ainsi lorsque 1’on multiplie ce développement limité avec celui de ((s;y)z®/s, on obtient

Gl ) o, ) = LB st

—a+d
X (f(()) + T+ ,u7'3 + Os5.0 ((7’2 + J§T6 + 047‘4)71(1_?_ |ﬁ$>>

ol les coefficients A et p dépendent au plus de z, ¥y, gy et §. En intégrant cette expression
pour |7| < T}, on obtient

1 s (a3 y) / 2092
— 859, qo)2°P(Bx, s)ds = ———~f(0 e T 224
50 mgToC( Y, )z ® (P, 5) 5re (0 .
C(azy) g’ / 12052 2, 2.6 4
e 220 +o37° + oy ) dr
2 1+ ‘,3|$ I71<Ty 5,2 <T 3 4 )

Le premier terme du membre de droite vaut

(s y) ( <1)>
——=(1+0(—-)].
1(0) an/2m0og * U
Quant au deuxieme, la majoration [g I7F exp(—1205/2)dT <}, 05
qu’il est

(k+1)/2 permet d’écrire

<5,0

P a; —a+d e’ o —a+d
C( y) (051 +U§U;3 +04052) dp < C( y)qo
NS 1+ [Ble  auyaa(l + |Ble)
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en utilisant "approximation o, =< u(logy)* (2 < k < 4) énoncée au Lemme
On obtient donc

o Pt -1 z*((osy) g “ 2% (0 y)
la = o li@ zr4>¢“m””awm@'“%@<wﬂmgwu+wu>'

On utilise maintenant les Lemmes [I.] et [[.2] en vérifiant que les termes d’erreurs sont
acceptables. Quitte & se restreindre a £ < 3/2 et d’apres 'hypothése ¢y < ¢1/2, ou ¢; est
la constante du Lemme [I.1] on a

exp((log y)**~%) > uy/ulogy

H(w) > uy/uH (u)1? > uy/ulogy.

11 vient

Iy = gy ® H (1 _ i 1)@0(553,&)\11(&0,34) + Os.0 (

Uz, y)qoo‘”)
-1 :
plag p

(1+|Blz)u

En combinant les estimations obtenues pour I; (1 < j < 7), on obtient la formule
voulue.

O

1.3.3 Estimation de N(A, B,C,y; D)

On applique & présent la méthode du cercle comme dans [LS12] en utilisant I’estimation
de la proposition Pour toutes les valeurs de A, B, C' telles que 2/3 < ay,ap,ac < 1,
on définit les quantités suivantes

60 = 60((1), A, B, C, y)

o0 o0 as—1,ap—1 A B aC—l
= OéAOdBOéC/O /0 @(tﬁ@(tg)‘b()qtl + )\th)tlA tQB (Ctl + Ctz) dtldtg

(1.14)

(p—1)(p—p*4)(p—p*B)(p —p“0)>

61 - Gl(Aa Ba 07 y) = H <1 + p(paAJraBﬁ*aCfl - 1)(p _ 1)3

p

Théoréme 1.6. Il existe une constante absolue coy > 0 telle que pour tout € > 0 et ® une
fonction de classe C* a support compact inclus dans |0, 00, il existe un réel n = n(e) >0
qui tend vers 0 avec € tel que pour tous (A,y), (B,y) et (C,y) dans le domaine D*(4+n, cg)
avec C* < A< B<C on ait

V(A y)V(B,y)¥(C,y)
C
V(A y)¥(B,y)¥(C,y)
UAC

N(AaBaCJJ,(I)) = 6061

(1.15)

+om( L OB/ MAwW@wO

Avant de prouver ce théoréme, on montre qu’il implique I'estimation ((1.4]).
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Démonstration de la premiére assertion du Théoréme[1.5 Soit ¢ > 0. Le Théoréme [1.6

dans le cas A = B = C assure 'existence d’une constante absolue ¢y > 0 et d’un réel n =

n(e) tel que pour tout (z,y) € D*(4 + n,cy), on ait

U(z,y)° U(z,y)°
ux

N(z,y; ) = S(P; )& () + 0.0 ( + x3/4+€‘1'($,y)> :

On choisit € < 1/48 et tel que 4+n(g) < 8. On vérifie alors que pour (z,y) € D(8+384¢, ¢y),
on a

U(z,y)*
3/4 ;
ce qui implique 'estimation ([1.4]) en vertu de u <. x°. O

Démonstration du Théoréme[L.d. Ce qui suit reprend en grande partie la démonstration
du théoreme 2.1 de [LS12]. Soit ¢q la constante absolue donnée par la Proposition On
se place dans les hypotheses de ’énoncé. On suppose que C <4 B : dans le cas contraire,
le membre de gauche et le terme principal du membre de droite de sont tous les
deux nuls. On désigne par = une quantité générique telle que (z,y) € D*(4,¢p), c’est-a-dire
qui puisse jouer le role de A, B et C. Enfin, on note que 'hypothése C¢ < A < B < C
implique oy = apg + 0:(1) = ac + 0-(1) lorsque A, B et C tendent vers I'infini.

On définit les arcs majeurs comme dans [LS12]. Soit § > 0. Pour tout ¢ < C'/*
et a premier avec ¢ avec 0 < a < ¢, on définit M(a,q) pour ¢ > 1 comme ’ensemble des
¥ € [0,1] tels que |9 —a/q| < CO~1, et pour ¢ = 1 comme I’ensemble [0, C*~uU[1-C~1, 1].
Un réel de intervalle [0, 1] appartient & au plus un tel ensemble. On note 9t la réunion
de tous les M(a,q) pour ¢ > 1let 0 <a<gq,(a,q) =1, et m=[0,1] \ M.

Ainsi qu’il est montré dans la preuve du théoreme 2.1 de [LS12], on a Eq(C, y; V) <c.0
C3/4%¢ pour tout ¥ € m. On a donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ E¢(A,y;0)Eg(B,y;9)Ee(C,y; —9)dd
m

1
Lo d 03/4+€/<3 |Eg (A, y;9)||Eg(B, y; —0)|dd

< ¥4 [W(A,y)0(B,y).

On examine maintenant les arcs majeurs. En utilisant trois fois la Proposition [I.I} on
obtient pour 9 € M(a,q) avec ¢ < CY* et ¥ = a/q + B,

Eo(A,y;9)Eg(B,y;9)Ee(C,y; =) = Mg(A,y;q, 8) Mg (B, y; q, 8)Me(C,y; 4, =)
+ 0.0 (BS/4+E/2’E®(A7yﬂ9)HE<I>(07 y; 9)| + A2 My (B, y; q, B)|| Eo (C y; 9) |+

CHHR My (B, y; . 8)||Ma(A, yia. B)]) - (117)
Avant d’intégrer ceci pour |3] < €9~ et sommer pour ¢ < C'/4, on montre la majoration
suivante

C(S—l
1 =10,y C.o) = | o M gia0, )PAB <eo g og ) W) (118)
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ou P*(qg) < y. Par définition de Mg (x,y;qq, ) on a

1 n\?% 5

Pt(n)<y ¥ ( @)

1 1 n m
+2£Re< >y @()@()h(m—n))
Prmsy el ¢ () ¢ (o) N2/ \®

ot h(r) = (e(rC?~1) — e(=rC%~1))/r. On a pour tout r > 1, h(r) < CO~1/(1 4+ rCo~1).
On note I; et I3 les deux sommes de cette estimation. On a

I, <C° IZ(T/) > @(nd/x)?

dlqp Pt (n")<y
1
6—1 6—1 —a
E 7\11 C v .
<<<I> C . ((Jo/d)2 (CU,y) < 0 (:L‘a y)

On note en effet que si le support de ® est inclus dans [0, K]

Yo d(nd/x) <o V(Kz/d,y) <g U(z,y)/d".
Pt(n)<y

On écrit I, en divisant la somme en deux selon la taille de m — n par rapport & C1=9 :

REw )
) ( >n+1<m§1+01 J 90(( - )) o
Pt (m)<y

1 n 1 m 1
ORI c e O
P(n)<y ¥ (@g?n)) “ n})>+n(+()fiy5 v (( qom ) vomen

L<c™t Ny
Prn)<y ¥ ((qo n)

On note I et I22 les sommes qui apparaissent au membre de droite. On a d’une part

s mq’(Z)Zmi/dﬁ“ 2 f(nid>

Pt(n)<y ¥ (q0.n) d|qq njirl <m< n+(2‘11_

SO

Pt(n)<y P \Tqo.n) d|

<eqp YD (1"0)(1) (”)

Pt(n)<y ¥

!
< q0—1+s/4z 1 o (nd)

e P/ d) L 0

-1 4
< dp el \Il(xv y) Z da@(QO/d)
dlgg

—-1- a+5/3

<e qq U(z,y)
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et d’autre part, si le support de ® est inclus dans [0, K],

1 n 1 1
12’2 <o Z 7610(1) (x) Z 40 m-—n

Pt(n)<y ¥ ((qo,n)) n+C10<m<Ka ¥ ((qo m))

1 n 1 1
< X (m)q)(x)z anld) 2w
Ptm)<y ? \Taom) dla ntO = i< Ke
La somme en m’ peut étre majorée par
/Iif dt Lopemndt 1)
ogw
n+6:11_‘571 dt —n d cl-d_¢4 t *q d &

en vertu de d < gy < CY* = o(C'~%) pour § assez petit. Il vient

1 n 1
Lo <4 logx Z (qo)(p () Z W

Ptm)<y ¥ \Tag:m)

< qp " M ogz) Y 1)(I> (n>

q
Py (G

—1- a+s/3(

<e qp log x)¥(x,y).

On a donc, en tenant compte de gy < C/4,

—1- Gf+€/3(

I <0 9 log z)¥(z,y).

A propos du terme en ¢, on note qu’en sommant sur ¢ < C'/* on a

()0 1 a+e/3 < ( Z (P(qo)q_l a+£/3>( Z (p(ql)fl) <. 05/3
q0€S

Al (C1/4, ) g <C1/4

(1.19)
ol on écrit de maniére unique q = qoq; avec P (qy) <y et P~ (q;) > y. La somme sur ¢
est traitée par une sommation d’Abel, grace a l'estimation ([1.9)).
On integre maintenant les termes d’erreur de sur les arcs majeurs. On a un
premier terme

oo BT /m |Ea(A,y;9) || Bo (C,y 0)]d0 < B3/ 0(A,)W(C,y).

En utilisant |Mg (B, y; ¢, 8)||Eg(C, y;9)| < |My(B,y; 4, B)* + | Es(C,y;9)|?, on voit que
le deuxieéme terme d’erreur de ([1.17]) donne apres intégration un terme

0176
oAt o [ et

q<Cl/4

Les majorations ([1.18]) et (1.19) montrent que ceci est

e AT {W(C,y) + (log B)U(B,y)C/*}.
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Le dernier terme d’erreur de (|1.17) devient aprés sommation et intégration un terme
d’erreur

6—1

C

4

e CHHE2 Y igq‘ﬁ / o Mo (4,500, 8)|Mo(B, y: g0, B)|B
q§01/4 -

et une inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les calculs faits précédemment montrent que
celui-ci est

<<6,¢’ 03/4+6 \/\P(Av y)\IJ(Ba y) .

Les hypotheses A < C et B =g C que l'on a faites montrent que chacun de ces trois
termes d’erreur est

<o 03/4“\/‘1’(14,?4)‘1’(3,1/)

et on en déduit
/m Eg(A,y;9)Eg(B,y;9)Eg(C, y; —0)dv

= > w(Q)/

q§01/4 _Cé—l

Céfl
Mg (A,y;q, 8)Ms (B, y; ¢, B)Ms(C,y; ¢, —B)dB (1.20)

+0:0 <C3/4+25\/\11(A, y)¥(B, y)) :

On applique le Lemme [I.5] avec R = C, pour successivement © = A, z = B et x = C.
On reporte les estimations ainsi obtenues pour Mg (A, y;q, 3), Mg (B, y; q, 8) et Mg (C,y;q, )
dans . Une étude détaillée des termes d’erreur permet d’écrire, compte tenu de B =<4
Cetay=ac+o(l),

Mg (A, y;q,8)Mg(B,y;q,8) Mg(C,y;q,—1)
_ M) My (A, y; 40, B) Mo (B, y; g0, B) Mo (C, y; 4o, )

o(q1)?
1 qO—aA—oeB—ac—&—35\I;(A,y)\I/(B,y)\I/(C’ 3/))
o(q1)®  ua(1+[814)(1+|8B)(1 +|5]C) (1.21)

1 3/2 S PPN
+06,<I>( W{qo/ AC 1/2+45 + \IJ(A, y)qo ¢ 036

+057<1> (

—-1/2—2«c 26 ~—
+ WA, y)U(C,y)g, PTOTE oY),

On suppose (C,y) € D(4 + n,cy) pour un certain n > 0 qui garantisse ac — 3/4 > 30.
On peut vérifier que le choix n = 976 est valable dés que § < 1/24 pour x et y assez
grands. On reporte l'estimation ((1.21]) dans 'estimation (1.20)). On considéere tout d’abord

le deuxiéme terme d’erreur. Apres intégration et sommation, on obtient un terme

Koo ACT L W(A,y) OV LW (A, )W (CLy) O,

On vérifie alors que ceci est <. ¢ C3/4+e /U (A, y)¥(B,y) quitte & prendre § assez petit
en fonction de e.
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On considere ensuite le premier terme d’erreur de (1.21)). Apres intégration et somma-
tion, on obtient un terme

- /C“ ds (A, y)¥(B,y)¥(C,y)
9,®
_es-1 (14+[B1A)(1 +|8|1B)(1 + [B]C) Uy
©(qo) 1
x Z OéA‘FOLB‘FOleS(; Z SO(Q )2'
qeS(CV/4,y) o g1 <CV4)qp T
P~ (q1)>y

La somme en ¢ est trivialement bornée. Etant donnée notre hypothese o — 3/4 > 34, la
somme en ¢y est majorée par

—ag—apg—ac+35
Z plgo)gy AP <« L
qo=>1

Enfin, 'intégrale se majore comme suit :

/051 dﬂ <<1/CJ df - l
o (LA BIA)AHBB)A+BIO) T Clo (1+290+EBe(1+e T C

la derniére majoration étant valable en vertu de B/C >4 1. Le premier terme d’erreur
de (1.21)) devient donc lorsqu’on le reporte dans ([1.20]) un terme

V(A y)¥(B,y)¥(C,y)
<5,0 UAC .

On reporte maintenant le terme principal de (1.21)) dans l’estimation (1.20). Une in-

version de Fourier fournit

Ccoé-1 . 5 )
/05—1 Do(BA, ax)®o(BB; ap)Po(-HC, ac)dB

1 e 5 )
N C/Ca B0 (EA/C,a)Po(EB/C, ap)Po(—E, ac)dé
= é/oo &)0(514/0, OdA)(i)o(fB/C’ aB)(i)O(_gaaC)dg—FOq)(C_l_é)
— %60(®7A73707y) + O@(C*l*ﬁ)

uant a la somme en ¢, on vérifie que 'hypotheése a — 3/4 > 36 implique
C

1 1
yrateptac=2]ogy <u
On a alors
>y M) owsne qp(y 2Dy (o roly (o]
€S ) 0 <CV g Pl ggrFesTec L p—1 P— 1

P~ (q1)>y

. ) mla) apapoc (1_190“‘—1) (1_]3&3—1) <1_pac—1)
= 2 axtaptac 1 1 1
Pt(qp)<y @121 Pla) 90 plag p b
P~ (q1)>y

+ 0y (Cl/4(2+5—aA—aB—ac))

)
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ou ’hypothese ac — 3/4 > 36 implique que 'exposant dans le terme d’erreur est < —1/16.

La somme en ¢ vérifie
1
o= ela) ylogy
P (q1)>y

et pour la somme en ¢y on a

P paA_l paB_l pac_l
S e (- ) () (1

P*(a0)<y pldo P P p-1
=11 (14 g (51) (5 21) (521))
sy L ppratestecTt -1\ p—1 p—1 p—1
1
= Gl(AaBaC’ y) + O <yaA+aB+a02 logy)

On utilise 6¢(®; A, B,C,y) < 1 et 61(A, B,C,y) < 1 et on choisit ¢ suffisamment petit,
en fonction de ¢, afin d’obtenir

| B4, yi0) B (B.y: 0) Eo (C.y: ~0)a0

V(A y)¥(B,y)¥(C,y)
C

=606,

+Ow<O“ﬁ¢wAw@wwaW&wWRwWWw»

UAC
et donc
V(A y)¥(B,y)¥(C,y)

C

+ 0.0 (€U UBY) +

N(A7B7Ca Y; (I)) = 6061

W(AJDW(BJDWGIy)>
’LLAC

ce qui achéve la démonstration du théoreme.

O

1.4 Solutions primitives pondérées et solutions non pondé-
rées

1.4.1 Etude des solutions primitives pondérées

On montre dans cette partie la deuxieme assertion du Théoreme Soit ¢y > 0 la
constante absolue donnée par le Théoréeme Soit € > 0 et (z,y) € D(8+ ¢,¢). Une
inversion de Mobius fournit

. x
Ny = 5 u@N (fue).
PH(d)<y
On pose Dy = 2% avec
l+e—-a
2a0 — 1

de sorte que Dy ** < W(z,y)z~'7%/2. Dans le domaine D(8 + ¢,¢y), on a o — 2/3 > 1
donc pour e suffisamment petit les inégalités 0 < dp < 1, 1 <« dg et 1 < 1 — §y sont
valables. Lorsque d > Dy, on utilise la majoration triviale

502

N(z/d,y; ®) < V(Kz/d,y)? <g d2*U(z,y)>



44 CHAPITRE 1. SUR LES SOLUTIONS FRIABLES DE L'EQUATION a +b=c

ou K est tel que le support de ® est inclus dans ]0, K]. On a donc

> u(d <7y7<1>) <o W(z,y)? > 4

P+ <y D0<d§KI
d>D0
3
U(z,y)

2 l-2a
< W(y) Dy < —

qui est bien inclus dans le terme d’erreur de (1.5). Lorsque d < Dy, on a log(x/d) > logz

ce qui implique que x/d est dans le domaine D(8 + ¢, ¢g) quitte a prendre ¢y suffisamment
petit. On peut donc utiliser ’estimation ((1.4)) et écrire

T 3
Vo) = X oo I (o ()]

P+( y /d u$/d
d<DD
U(x,y)?

On note que u,/q < u pour d < Dy, ainsi que ;- d'—3* <« 1. On a donc

* \II € d7 3 \I] Z, 3
N*(z,y:®) = > w(d)So(P, y/q) Sy (e as/d)(x//dy) + Oc0 <(uxy)> .
P"" (d)<y
d<Dg

Soit Dy = u'/3*=2) ’inégalité a — 2/3 > 1 fournit

1
dYodr < = (1.22)

d>Dy u

et ainsi
N U(z/d,y)? U(z,y)?
Ny = 3 ald)So(@,ap0)81(ana) L 10, <( y) ) .
x/d
Pt (d)<y
d<Dj

Il est montré dans [HT86] (équation 6.6) que 1'on a

logd

az/d —aK m

Dans le domaine D(8 + ¢, ¢g) et lorsque d < D,

logd lo 1
g < gu <

u(logy)® " u(logy)® u

On vérifie d’une part par convergence dominée que (06,/0a)(®, ) < 1, d’autre part en
considérant la dérivée logarithmique que & () < 1. On a donc

logd >

(I) = (p
So(®, az/a) = Sof ’O‘)JFO(u(logy)2

S1(00/0) = S1(0) + 0 (20 ).
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Il vient

N*(z,y;®) = So(P, )& () > p(d)
PH(d)<y
d<D]

‘If(wx//déy)?’ 0.0 (‘I’(z;y)g’) '

On a ensuite ¢t = (logd)/logy < (logu)/logy < 1. L’estimation du Lemme [B| fournit
donc ) Uz, d)
x x
v(Zy)=11 - :
(@)= 1+0()) =&

N*(z,y; ®) = GO(Q),Q)GI(Q)M Z p(d) + 0.0 (W>

d3a—1 ur
Pt (d)<y
d<D;

_ 60((1)704)61(04) l:[](g;’y)s \Ij(xay)s
 ((Ba—1,y) x +O£’¢< uz >

en vertu encore une fois de ((1.22]). Ceci montre ’estimation (|1.5)) et achéve la démonstration
du Théoréme

et ainsi

1.4.2 Etude des solutions non pondérées

On montre dans cette section I'estimation . L’estimation s’ensuit par une mé-
thode identique a celle de la section précédente, simplifiée par le fait qu’on ne se préoccupe
plus de la taille du terme d’erreur. Lorsque (x,y) vérifie les hypotheses du théoréme
on a (logu)/logy < 1/u ainsi que o = 1 4+ O((logu)/logy) ce qui implique

So(1)0,1), )G () = % + 0 GZEZ)
et 'estimation découle donc du théoreme
On suppose donc que (z,y) ne vérifie pas les hypotheéses du théoreme pour par
exemple € = 1/6, en particulier, pour tout ¢y fixé on a (logy)H (u)~“ < 1 pour x et y
assez grands. Il s’agit d’établir la borne supérieure de I’estimation , puisque la borne
inférieure est montrée dans [LS12].
Soit € > 0. On part de I'expression

N(z,y)= > N(@27",22772, 22758 y: 1)y 5 1))
keNS
k1>ks
ko>ks

ot on a noté k = (kq, ko, k3).

Soit Ky tel que que 250 = 2%, avec §y = 1/a — 1 + ¢, de sorte que 27°Ko =
o(¥(z,y)r~1). Alors par une majoration triviale et I'utilisation du Lemme [B|on a

Z N(x2ik1 ’ 1.27]{27 x2ik37y; 1]1/2,1]) < N($27K07 T,T,Y; 1]0,1])

keN3
max(kq,ko)>Kq

] 3
< 270w (z,)% = 0 (“;y) ) .
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On a donc
T U(z,y)*
N = k1 ko k3 - Z\mY)
(l’,y) Z N(.CE? y T2 , 2 » Ys 1]1/2,1]) +o T
keN3
Ko=>ky2>k3
Ko>kg2k3

On fixe 6 > 0 et on choisit une fonction ® de classe C* vérifiant 1j;/51) < @ <
1)(1-5)/2,144)- On a

] 3
Nizy) < ) N(w?"fl,m2"“2,x2—’f3,y;<1>)+o<M)

X
keN3
Ko=>k12k3
Kg>ko>ks3

On note pour simplifier A := 227%1, B := z27%2, C' := 227%3. On peut appliquer le
Théoreme Soient ¢g > 0 la constante absolue et n = n(g) > 0 le réel donnés par le
théoréme, et supposons (z,y) € D(4+n). On a alors a—1/2 > 1 donc (log A)/(log C) > 1
pour tous les indices kq, k3 vérifiant k1 < K et k3 > 0. On vérifie ensuite que quitte a
diminuer la constante absolue ¢q dans la définition de D(4+n), on a (A,y), (B,y), (C,y) €
D(4 + n) lorsque 0 < kq, ko, ks < K| : pour ces valeurs des indices, 1'estimation est
donc valable. En remarquant de plus que

S O¥ U (A, ) U(B,y) < /(2 y)
keN3

on en déduit

V(A y)¥(B,y)¥(C,y)

N(l‘,y) < Z 61(AaBuc7y)60((I);A’B’va)

5 C
keN
Ky>k1>k3
Ko=kg>k3
U(z,y)3
+0up (#9750 (1)) + o ( ( my) > |

On choisit ¢ < 1/48 et tel que 4 + n(e) < 8. On suppose (x,y) € D(8 + 384¢), et on a
alors de la méme facon que dans la formule (1.16)),

2 (2, y) =0 <w> :

x

On pose K; = |logy/log2| de sorte que 251 < y. Pour les valeurs des indices sur
lesquelles on somme, on a

61(A7 B7 Ca y)60(q)a Aa Ba Ca y) < L
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La contribution des indices vérifiant max(kq, ky) > K7 est donc

U (227F1 o)W (227F2, )T (22753
< Z (.T >y) (x — 7y) (ZE 7y)
x2~F3

keN3
ko>kg
k1>K1

3
< \I/(x,y) Z 2—aAk1—Och‘2+(1—acr)k3
€T

keN?
ko>ks
k1>Kq
3 3
< U(z,y) g—aky Z o(1-2a)k3 _ <\I/(x,y) ) .
T kg0 T

Ainsi

N(.I',y) < Z 61(A,B,C',y)60(‘1>;A,B,C,y)

keN3
K1 >k >k3
K1 >ko>ks

+ 0c,® <\I/(a;y)3> .

En utilisant la définition (1.14)) on écrit

So(P; A, B,C,y) = ajagac20Ak120Bk29(0c—1ks

1 «

/ / ) v12k1 v22k2)CI>((vl + ’1)2)2k3> HAT 2B l(Ul + vg)o‘c_ldvlva

ot 'on a effectué les changements de variables t; <— v12*1 et ty < v5,2¥2. Pour les valeurs
que parcourent les indices kq, ki et k3 on a

max(|ay —al,|lag — al,|ac — a|) < 1/(log x).

En particulier on a
Gl(AaBaC’ y) ~ 61(0[).

Quant & la double intégrale, son intégrande est & support compact inclus dans [0, 1 + ]2,
et pour vy,v9 < 1+0d on a

aAlafl

vg BT (v 4 09) 0T ~ (0109 (vy 4 09))

On a donc

N(ﬂj y) <& (Oé)()és Z 2aAk12aBk22(aC—1)k3\P(Aa y)\II(B)y)\IJ(C) y)

5 C
keN
K>k >k3
K1 >kog>ksg

x [T R )@, ((0) + 12)29) (v (o +0) duydy
0 0

+0:0 (q}(i’;y)s> )
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Le Lemme [B] avec I'inégalité K| < logy fournit uniformément lorsque 0 < ki, ko, k3 < K
les équivalents
V(A y) ~2704RU (2, y)

U(B,y) ~ 27 BR20(z, y)
U(C,y) ~27°CR3W (2, y)
de sorte que

U 3
Oé3 (IE, y)
X

x [ [ 22 )80:22)0((0 +2)2'5) (rea(en +02))" dogdo,
0 0

keNS
K1 >k >k3
K| >ky>k3

+ 0c.® <\I/(wa;y)3> .

Soit v € R. De la majoration ® < 1j1_s)/2,144 on déduit, quitte a supposer § < 1/2,

N(z,y) < 61()

> @(2¥) < 1y.(0) + 115(0)
k>0

ol on a noté Iy = Ug>o](1 — 6)27%, (1 +6)27%]. Alors, en étendant la somme sur chaque
indice a N, on a

ST [T B2 @2 B((0r + 02)2'5) (nreaen +2) " duydy
kens 70 70

1 1—t2 )
< / / (tito(ty + ) " dtqdiy
0o Jo
1 L 1,1 X
+0 </1 /0 (tita(ty +12))* " dtydty —l—/o /0 L5ty +ta) (tita(ty +£2))* dtldt2> .
5

Par convergence dominée, le terme d’erreur tend vers 0 avec . On dispose donc d’une
fonction f(9) qui tend vers 0 telle que

N(z,y) < (1+ f(6))60(1]0’1}7a)61(a)7 + 0,0

U(z,y)? U(z,y)?
x
ce qui implique bien la majoration
U(z,y)° U(z,y)*
N(z,y) < Go(1)0,1), O‘)GI(O‘)T toeo | —

Cela montre la premiere assertion du Théoréeme [1.5] compte tenu de

So(Ly0,1), )& () > 1.



Chapitre 2

Sommes friables d’exponentielles
et applications

2.1 Introduction

Soit P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 1, avec la convention P(1) = 1.
Un entier n > 1 est dit y-friable si P(n) < y. On note

S(x,y) ={n<z|P(n) <y}

I’ensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a . Le cardinal ¥(x, y) de cet ensemble
a fait I'objet d’abondantes études, les techniques variant suivant le domaine en x et y
auquel on s’intéresse (cf. les articles de survol de Hildebrand & Tenenbaum [HT93] et
Granville [Gra08] qui exposent de fagon exhaustive les travaux antérieurs). Le probléme
qui nous intéresse est I’étude des sommes d’exponentielles tronquées sur les friables

E(z,y;0) = Y e(nd)

neS(z,y)

oi1 I'on note e(t) := e?. Le comportement de E(z,y; V) differe selon le degré de proximité
de ¥ avec un rationnel de petit dénominateur. Pour tout entier Q > 3 et tout réel ¢, il
existe au moins un rationnel a/q avec
1

<.

qQ
On note ¢(¥, Q) le plus petit des dénominateurs g pour lesquels une fraction a/q vérifie
cela; dans ce cas a = a(¥, Q)) est unique. Lorsque ¥ est irrationnel, on a

(aaq)zla qng ’19_3

lim ¢, Q) = oo.
Q—o0
Une question intéressante est de déterminer dans quelle mesure la relation

E(z,y;9) = o(¥(z,y)) (2.1)

est valable lorsque = et y tendent vers l'infini, avec 9 irrationnel. Fouvry et Tenen-
baum [ET91, théoréme 10] montrent que la relation (2.1) a lieu pour tout & > 0 et ¢
irrationnel fixés lorsque x et y tendent vers l'infini en vérifiant

gd(logloglogz)/loglogz ) .
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La Breteche [dIB98| corollaires 4 et 5] montre la validité de (2.1)) pour tout ¢ irrationnel
fixé lorsque x et y tendent vers 'infini en vérifiant

exp{c(log z log log ZL')2/3} <y<uzx

pour une certaine constante ¢ > 0. L’argument présenté ici permet d’étendre encore le
domaine de validité de (2.1). On définit le domaine

exp{c(logz)?loglogz} <y <z (2.2)

Théoréme 2.1. I existe une constante ¢ > 0 telle que la relation (2.1) soit valable pour
tout ¥ irrationnel fizé lorsque x et y tendent vers l'infini en restant dans le domaine De.

Le Théoréme [2.1] découle d’une estimation asymptotique plus précise de la quan-
tité E(x,y;v); afin de I’"énoncer, on définit

u:= (logz)/logy

H(u) := exp{bg;(;:_w} (u>1)

()= > n=[Q-p)""  (o>0)
P(n)<y p<y

En remarquant que 13 ;(n) < (x/n)? pour tout o > 0, on obtient la majoration de
Rankin |[Ran38|,
U(z,y) <2°Cloy) (2<y<wzo0>0).

Le membre de droite est minimal lorsque 0 = a = a(z,y), la solution a

1

E o8P =logz.
pr—1

P<y

Pour z et y suffisamment grands, on a 0 < o < 1, et plus précisément lorsque 2 <y < x,

log(1 1 log log(1
oz, y) = 8L+ v/ los ) {1 Lo ( og log( +y)>}7 (2.3)
logy logy
voir par exemple [HT86, theorem 2]. On a par ailleurs (¢f. [HT86), lemma 2]),
a=1+0O(log(u+1)/logy). (2.4)

La majoration de Rankin fournit en fait une majoration de bonne qualité de ¥(x,y) :
elle n’est qu’a un facteur O(log x) de 'ordre de grandeur exact, obtenu par Hildebrand et
Tenenbaum par la méthode du col (¢f. [HT86, theorems 1, 2], formule (2.21)) infra). Dans
ce contexte, le réel a joue le réle du point-selle.

De Bruijn [dB51] puis Saias [Sai89] ont obtenu une estimation de ¥(x,y) tres précise
pour les grandes valeurs de y. On définit

z [ plu—v)d([y"]/y") stz € RAN

Alx,y) =
(@9) {A(x +0,y) sizeN

ou u — p(u) est la fonction de Dickman, I'unique solution continue sur |0, oo de I’équation
différentielle aux différences up’(u) + p(u—1) = 0 (u > 1) satisfaisant p(u) =1 (u € [0, 1]).
Pour tout € > 0, dans le domaine (H.) défini par

3 < exp{(loglog :):)5/3+5} <y<zx (H.)
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on a

V(z,y) = Az, y){1 + 0-(V )} (2.5)

ou l'on a posé pour tout € > 0,

Y- = exp{(logy)*/°~*} (2.6)
On pose également, de méme que dans [dIBG12],

A(t,y) n 1

At,y) = " og g

| oot/ togy = )15 /4").
On a 'égalité entre mesures
dA(t,y) = A\(t,y)dt — td({t}/t). (2.7)

Par ailleurs, la quantité \(¢,y) —y{t/y}/(tlogy) est dérivable par rapport a ¢ pour tout ¢ >
y. On note X (t,y) cette dérivée.

On reprend les notations de La Bretéche et Granville [dIBG12] pour la région sans
zéro des fonctions L de Dirichlet, et du zéro exceptionnel. Il existe une constante b > 0
telle que pour tout @ > 2 et T' > 2, la fonction s — L(s, x) n’admette pas de zéro dans la
région

. b

{S—U+ZT€C|021—IOg(QT) et]7‘|§T} (2.8)
pour tous les caractéres xy de modules g avec 1 < ¢ < @ sauf éventuellement pour des
caracteres tous associés a un méme caractere primitif x; de module noté ¢,. Si ce caractere
existe, il est quadratique et le zéro exceptionnel, noté 3, est unique, simple et réel ; si pour
une méme valeur de @) et deux valeurs distinctes de 7', un tel caractere existe, alors il
s’agit du méme et on dira que ce caractere est (J-exceptionnel, tout en notant que pour
des valeurs de T suffisamment grandes en fonction de @), un tel caractere n’existe pas. Le
« caractere de module 1 » désigne ici le caractere trivial, et la fonction L associée est la
fonction s — ((s). On note x, le caracteére de module ¢;7 associé a x1, et on pose ¢ — v(q)
la fonction indicatrice des entiers multiples de ¢; si § existe, et la fonction nulle sinon. On
garde dans toute la suite la notation s = o + 7.

On désigne par <i>0()\, s) la fonction définie pour o > 0 par

do(A, 5) = /0 L)Lt (2.9)

En développant en série entiére le terme e(At) on obtient ®g(X, s) = 32,50(2im\)™/((n +
s)n!), et cela permet de prolonger s — Pg(X,s) en une fonction méromorphe sur C, qui
possede un pole simple en s = 0 de résidu 1, et lorsque A # 0, un pdle simple en s = —n
pour tout entier n > 1, de résidu (2iw\)"™/nl.

Enfin on note respectivement w(n) et 7(n) le nombre de facteurs premiers et le nombre
de diviseurs d’un entier n > 1, et on pose

= exp v/ logz,

Ty = Ty(x,y) = min{y, L}, Ty = Ty(x,y) := min{y"/1leler £}, (2.10)
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Théoréme 2.2. Il existe des constantes ¢ et ¢y positives et une fonction W(x,y;q,n)
telles que pour tout (z,y) dans le domaine

(log z)1 <y < exp{(logz)/(loglog z)*}, (2.11)
pour tout ¥ € R avec ¥ = a/q+n ot (a,q) =1, ¢ < Ty? et |n| < Ty?/x on ait

Q l1-a .
4TI o )W) + v a(@W (. 3:0.1)
plg
(2.12)
o <2w<q>q1—aw<x7y> (log 9)*(log(2 + [nla))* w,y))
P T+ o) u 732

E(z,y;9) =

ot X1 est I’éventuel caractére T;Q—exceptz'onnel, et avec, dans le cas v(q) # 0,

240/ /g7 (q/q0) "W (z,y) 29009 Jgi(q/q) W (2, y)

W Z,Y54,7 < c C
( ) < D o) PH () Q)T

(2.13)

Si de plus on a (x,y) € (He), ¢ < Ve et In| < Ve/(qx) pour un certain € > 0, alors

E(z,y;9) = V(z,y;q,m) +v(@)x1 (@)W (z,y;9,m)

2 DW(z,y)  U(z,y) (2.14)
+OE< ©(q)e Ty? )

ot l'on a posé

V(z,yiq,m) = w > e(nn)A (Zy) : (2.15)

klq n<z

Remarque 2.1. Les conditions sur g et 7 dans 'estimation (2.12]) sont moins restrictives
que celles de ([2.14), mais son terme d’erreur est moins bon.

Les estimations du Théoreme [2.2] ne sont valables que lorsque 9 est proche d’un ra-
tionnel a petit dénominateur, ce qui correspond aux arcs majeurs dans la terminologie de
la méthode du cercle. Les valeurs complémentaires de ¥ sont traitées a ’aide du résultat
suivant, déduit de [dIB98| corollaire 3].

Lemme A ([dIB98], corollaire 3). Lorsque les réels ¥, x, R vérifient x, R > 2 et q(9, [x/R]) >
R, on a
E(z,y;9) < z(logz)*{1/R"* +1/L}.

Démonstration du Théoréme[21l Soient c; et ¢y les constantes données par le Théoréme[2.2)]
et supposons y!/1gloglogz > £ de sorte que T} = T = £. On pose ¢ = q(V, [x/L2]) et 6 =
a/q -+ avec 1 < 1/(g[x/£2]); on a nlz < £°2. Lorsque y > exp{(log z)/(loglog )"},
les résultats de La Breteche [dIB98, théoréeme 2] s’appliquent, on suppose donc sans perte
de généralité que y < exp{(log)/(loglogz)*}. Lorsque ¢ > L2, d’aprés le Lemme [A| on
a E(z,y;9) < x/L pour une constante c3 > 0. Pour exp{cy/logzloglogz} < y avec ¢
suffisamment grande, cela est o(¥(xz,y)). Enfin, lorsque ¢ < £, l'estimation est
valable et tous les termes du membre de droite sont o(V(z,y)) quand ¢ — oo et © — oo,
en remarquant que ®o(nz, a) < 1. O
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La démonstration que 1’on propose du Théoréme utilise une majoration du type
H(u)"°(logz) <5 1

pour tout & > 0 fixé, qui n’est pas valable lorsque ¥y est trop proche de z. Ceci explique la
borne supérieure en y du domaine .

Le domaine en z et y dans lequel on peut majorer non trivialement E(z,y;?) pour 9
irrationnel a une influence directe sur le domaine de validité de certains résultats qui sont
liés aux sommes d’exponentielles. On en cite deux ; le premier est une généralisation d’un
théoreme de Daboussi [Dab75].

Théoréme 2.3. I existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction'Y : [2,00[— R
croissante avec (Y (x),x) € D, toute fonction f : N — C multiplicative satisfaisant pour
tous x ety avec Y (x) <y <z,

> If)P < Kp¥(z,y)

nes(z,y)

pour un certain réel Ky > 0 dépendant au plus de f, et tout ¥ irrationnel, lorsque x ety
tendent vers linfini avec Y (x) <y < z, on ait

S Fn)e(nd) = 0g(K 2 W(x,y)),

nes(z,y)

Cela est une extension de [dIBT05al théoréme 1.5]. Suivant Dupain, Hall et Tenen-
baum [DHT82], on peut se poser la question de savoir pour quelle classe de fonctions
multiplicatives f et quelles suites d’ensembles finis d’entiers (Ey)ny>1 la relation

> fm)e(nd) =o X 1f())

TLGEN nEEN

est valable pour tout 9 irrationnel fixé lorsque N — oo. Le Théoréme aborde le cas
particulier Eyy = S(N,yy) avec Y(N) <yy < N.

La deuxiéme application que l'on considére concerne le probléeme du comptage des
solutions friables a 1’équation a + b = c. Posons

N(z,y) := card {(a,b,c) € S(x,y)> | a + b= c}. (2.16)

Lagarias et Soundararajan étudient cette quantité dans [LS11]. Leur travail, précisé par
lauteur [Dral3], implique en particulier qu’en supposant I’hypothése de Riemann généra-
lisée aux fonctions L de Dirichlet, on a

U(z,y)?

(2.17)

lorsque (loglogz)/logy — 0. Dans [dIBG12], La Bretéche et Granville obtiennent in-
conditionnellement, & partir des estimations de E(z,y;?¥) démontrées dans [dIB9§|, que
la relation est valable, pour tout € > 0 fixé, lorsque = et y tendent vers l'infini
avec exp{(logz)?/3*t} < y < x. Les estimations de E(z,y;¥) présentées ici permettent
d’étendre le domaine de validité de cette estimation.

Théoréme 2.4. [l existe ¢ > 0 tel que lorsque (z,y) € D¢, on ait

N(m,y)—W{l—%O(bgﬁ;ng—;l))}. (2.18)
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Remarque 2.2. Le terme d’erreur dans 'estimation (2.18)) est attendu comme optimal.
On peut, a la fagon de Saias [Sai89], obtenir un développement du membre de gauche selon
les puissances de (logy) .

Dans [dIBGI12], les auteurs étudient la densité sur les friables d’une suite générale
satisfaisant des hypotheses de crible. Cette application n’est pas développée ici mais le
Théoréme permet d’étendre leur résultat a tout (z,y) € D, pour un certain ¢ > 0.

Remerciements. L’auteur adresse ses vifs remerciements son directeur de these Régis
de la Bretéche pour sa grande patience et ses nombreux conseils, & Adam Harper pour des
remarques qui ont aidé a améliorer ce manuscrit.

2.2 Estimation de E(x,y;v)

2.2.1 Méthode du col

Soit & étudier la fonction sommatoire sur les entiers friables d’une suite de nombres
complexes de modules < 1
A(ZE, y) = Z an

neS(z,y)

lorsque = ¢ N, prolongée par A(z,y) := A(z—0,y)+az/2 lorsque x est un entier y-friable.
La série de Dirichlet associée

> apn” (2.19)

P(n)<y
converge absolument lorsque o > 0. En appliquant la formule de Perron, on écrit

K4+100
Az,y) = QL F(s,y)a® 9
1T Jk—ioco S
ou k > 0 est fixé. La méthode du col consiste & modifier le chemin d’intégration pour
faire en sorte que la contribution principale a I'intégrale entiere vienne d’une petite partie
du chemin d’intégration, suffisamment petite pour pouvoir ’estimer par une formule de
Taylor. Dans le cas a, = 1, ou il s’agit essentiellement d’estimer ¥(x,y), on intégre sur
la droite 0 = «. Le point « est le minimum de la fonction o — x7((0,y) et sa dérivée
seconde en ce point est non nulle, le point 7 = 0 est donc un maximum local de la
fonction 7 — |29 (a + iT, y)|. On définit

p“(logp

oy = 03(z,9) (pa

p<y

qui est la valeur en « de la dérivée seconde de la fonction s — log ((s,y). Lorsque 2 < y < z,
on a d’apres [HT86, theorem 2],

log 1 1
=1 1 —— <1 . 2.2
o3(x,y) =logx 0gy< + = ){ +O(log(1—|—u)+logy>} (2.20)
Le résultat principal de [HT86] est I’estimation, uniforme pour 2 <y < z,
2 ¢( y) { (1 1Ogy)}
v =——=<14+0|- . 2.21
@) = T 101+ (221)
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Par rapport aux précédents résultats sur ¥(z,y), cette estimation a ’avantage, au prix
d’un terme principal moins explicite, d’étre valide sans aucune contrainte sur = et y.
L’estimation ([2.20) implique en particulier que pour tout (z,y) avec 2 <y < x, on a

C(ayy)x® < (logz)¥(x,y). (2.22)

Un autre intérét de la méthode du col est qu’elle permet une étude uniforme du rap-
port U(z/d,y)/¥(x,y), ce qui est utile dans beaucoup d’applications. Cette question ainsi
que d’autres problémes associés sont étudiés en détail dans [dIBTO5b].

Lemme B ([dIBT05b], théoreme 2.4). Il existe deux constantes positives by et by et une
fonction b = b(x,y;d) satisfaisant by < b < by telles que pourlogx <y <z etl<d<cx
on ait uniformément

v <zy> = {1 +0 (i)} (1 _ f;)bu ‘I’(;;y)

ot l'on a posé t = (logd)/logy.

Cela implique sous les mémes hypotheses la majoration
V(z/d,y) < ¥(z,y)/d*, (2.23)

celle-ci étant valable pour tout d > 1.

2.2.2 Somme sur les caracteres, formule de Perron

Pour tout caractére de Dirichlet x de module ¢, on définit la somme de Gauss 7(x) :=
26 (mod q) X(D)e(b/q). On a pour tous x et y avec x > y > 2,9 € R et (a,q) € Z x N avec
U= a/q+n,

E(z,y;0) = a)T(x e(md m). 2.24
(,y;0) (dzl)q: ‘P(Q/d)x(m%q/d))(( ) (X)meé‘(za::/d,y) (mdn)x(m) (2:24)
P(d)<y

1

Une fagon d’étudier E(x,y;d) est donc d’obtenir des estimations uniformes de la somme

oz, 05x,7) = Y, e(ny)x(n). (2.25)
nes(z,y)

On rappelle que i)o()\, s) et F(s,y) sont définis respectivement en (2.9) et (2.19)).

Lemme 2.1. Soit (an)p>1 une suite de nombres complezes telle que l'abscisse de conver-
gence absolue de la série Zp(n)gy apn~* soit strictement inférieure 4 1/2. Lorsque x,y > 2,
neR, T>2 kell/2,1], c €]0,1/2] et M > 0, et lorsque les inégalités suivantes sont
satisfaites :

Y lanln™ < Ml(ky) et Y lanl < M¥(z,y)/T,
P(n)<y P(n)<y
In—z|<z/vVT

on a uniformément

~

1 k+iT

> ane(nn) = 5= [ Fls.y)a®do(n, s)ds
2w Jy—iT

nesS(z,y) (2.26)

+0 (M(logT)(l + \77:6|)W) .



56 CHAPITRE 2. SOMMES FRIABLES D’EXPONENTIELLES ET APPLICATIONS

Remarque 2.3. En particulier, si 'on suppose que la suite (ay) est bornée, un théoréme
de Hildebrand sur le nombre des friables dans les petits intervalles [Hil85, theorem 4]
ainsi que la majoration assurent que les hypotheses sur (an)n>1 sont satisfaites
pour M absolu et ¢ = a(z,y)/2. Lorsque (logz)X <y < x pour un certain K > 1 fixé, on
aa(r,y) >k 1.

Le Lemme [2.T] découle du lemme suivant, qui est une généralisation d’un lemme clas-
sique de Perron (cf. [Ten07, lemme 11.2.2]).

Lemme 2.2. Pour tous réels x,k,T et X avec x >0, k € [1/2,1] et T > 2, on a

1 k+iT
1 of(z)e(Mz) — / 2 d(), 5)ds

207 Jg—iT

(logT)(1 + |)\|)x"‘.

< + T'|log x|

On énonce pour cela un lemme qui fournit des informations sur la taille de dy.
Lemme 2.3. Pour tous s € C et A € R avec 0 > 1/2, on a

5]

i 1 14|\
bors) < min {2, Eliogz+ pyygae 4y, HEECL

5]

Démonstration. On a trivialement ®o(\, s) < 1/0. On a d'une part lorsque [A| > 1,

/01 e(M)E~Ldt = [e(m — 1t51I —(s—1) /01 e —1isay,

2im A 2im A
. L I R e D
< AP+ s 1\( — )

ki

< S log(2+ (AN (A7 + A7)

o
en séparant l'intégrale selon la position de ¢ par rapport a 1/|\|, et d’autre part, pour
tout A,

1 s11 1 1 1
| etnetar = [e()\t)t] - < [ eimyetnrar < L+ Mo
0 slo  SJo |s]
Le résultat suit en notant que |s|log(2 + |A])/|A|7 > 1 pour |A| < 1. O

Démonstration du lemme[2.4 Le cas A = 0 étant démontré dans [Ten07, lemme I1.2.2], on
suppose A # 0. On rappelle que la fonction s — <i>0(>\7 s) est prolongeable en une fonction
méromorphe sur C ayant pour tout n > 0 un pole simple en s = —n, de résidu (2i7\)"/n!.
On suppose = < 1. Pour tout réel k > 0, en intégrant sur le rectangle de cétés

K+ k+il, k£iT

on obtient grace aux majorations du Lemme [2.3]

AT L+ [ADzm(1—a%) T+ [A)z"™ (14 [A])z”
/ :CS<I>0()\,3)d3<<(+||)x( zt)  TA+ AP (A + Az (2.27)

—iT T'|log x| kE+k T log x|

en faisant tendre k£ vers 'infini.
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Pour z > 1, d’aprés la définition de ®o(), s), on a

[ - L WTﬁéo(A, s)ds = % /0 1 < / ' (m)“&) e(\t) (t?ﬁdt

- um

—iT -T
Tloge
- 1/ e MO (AT Jz)e™/ T duy
™ J—00 w

ayant posé zt = e®/T. Une intégration par parties permet d’écrire I = I; + I, — I3 avec

1 Tlogz 1 —
I, := —/ ﬂe(Aew/T/m)e”w/wa,

™ J—00 w
1 — cos(T log x)
Iy = Az
2 7T logx ez,
1 (Tlogz 1 — cosw [2im\ K
— w/T | v w/T kw/T
I3 - /_Oo ” ( o + T) e(Ae"" Jx)e dw.

Des estimations élémentaires fournissent

e(A/x) [>* 1—cosw
Il:e(A/m)_ﬂ"/Tlg wa

1 [Tlogz | — cosw
- w/T kw/T
= b= (e(re"/T /z)e e(A/z)) dw
1 x” logT |)\\)>
e(M) + <1+Tlogx+T(1+(logx)2)+ T < %))
T (log z)z"
2 + (T'log x)?’
logT I\l (logT) (1 + |A])z"
I 1+ — 1 T1 .
3K T ( + x)+ Tlogx 1,00[(T'log )
Ainsi, lorsque = > 1, on a
T (log T)(1 + [A)a"
A z) — ®y(A, s)ds| = 2.2
cv/a) = [ a ol ds| = 0 (LELEAI) (225)
et lorsque z =1, on a
K+l loe T (1 by
/ Bo(r, 5)ds < 1+ L8 )(T D 14 (2.29)
rk—1T

Lorsque T'|logz| > 1 Pestimation voulue découle de (2.27) et [2.28). Sie VT < z <
1T
e/’ ona

1 K+iT . o T & T .
/ ' Pg(\, s)ds = 2—/ Do(\, Kk +iT)dr + 2—/ (' = 1)®o(\, k + i7)dT
K T™J-T

% —iT T™J-T
< (14 A"
grace a la majoration (2.29) et au Lemme Cela implique
1 kT .
1 oof(®)e(N/2) — 5= ¥ Py(A, s)ds| < (1 4+ |A|)z"
’ 2im J—ir

ce qui fournit I'estimation voulue pour T'|logz| < 1. O
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Remarque 2.4. Un traitement plus fin de I; permet d’obtenir dans le cas x = 1,

by 1 k+iT
62) - 7/ $o(\, s)ds

; <K
201 J_iT

(log T)(1 + [A])
T

mais cela ne sera pas utilisé ici.

Démonstration du lemme[21. Une application du Lemme avec = remplacé par z/n
et A par nx permet d’écrire sous les hypotheses de 1’énoncé,

1 k+iT .
> ane(nn) = ﬂ/ ~ F(s,y)x*@o(nz, s)ds
nes(z,y) it

|an|n™"
O | logT)(1 " '
+ (( og T')(1 + |nz|)x P%:SyHT\log(x/n)!

De méme que dans [FT91, preuve du théoréeme 4], on sépare la somme dans le terme
d’erreur selon la taille de |log(n/z)|. Les entiers n €]z — 2/v/T, 2 + x/+/T| contribuent
d’une quantité
< (log T)(1 + |n]) > |an]
P(n)<y
z—z/VT<n<z4z/VT

qui est de 'ordre du terme d’erreur annoncé grace aux hypothéses sur (ay) ainsi que la
majoration ¥(z,y) < 27¢(k,y). La contribution des entiers n €|z — z/vVT,z 4 /T | est

x:‘i

Z lan|n™"
VT ,

(n)<y

< (logT)(1 + |nz|)

qui est a nouveau de 'ordre du terme d’erreur annoncé. O

On montre enfin le résultat suivant, qui assure que dans le cadre des Propositions[2.10
et [2:13] infra, les hypothéses du Lemme [2.T] sont vérifiées avec k = a.

Lemme 2.4. Soient ¢ > 1 un entier y-friable, et q; un diviseur de q. Soit x1 un carac-
tere primitif modulo ¢, et pour tout r > 1, x, le caractére modulo ¢ r associé a x1. On
note r1 := q/q; et on pose pour tout n > 1,

70w ((rfm) X1 (dﬁn)) Xels (<7”1n7">)

o(q)p ((T%)

anp :=

Alors lorsque k € [1/2,1], 2 <y <z et 2 <T <z, on a uniformément

B owla/a) /g 1—x
> Jann" <<ﬁ<q> C(K,y),

Plmy<y vl@)  \a
ow(a/q1) l—a
S el < i )\/ﬁ <q> z(ffy/g)
P(n)<y Pq q1

[n—z|<z/VT



2.2. ESTIMATION DE E(z,y; 1) 59

Démonstration. On a, en écrivant (n,r1) = ri/d et n = mry/d,

e _ NI (47" p2(d)d" -
o = 2o () AD

dlrq <y

(d,q1)=1 (mq1d) 1
q q " —K pn_l
- () e TT0 - TT (1457

vl A4 play pla/a1 p
Pty
11—k
€ V() )

Par ailleurs, avec les mémes notations, on a

O VR DI

Plmy<y pla) 4o ¢

P(m)<y
In—a|<z/VT (diq1)=1 |mry /d—z|<z /T
(m,q1d)=1
2
d
< v u(d) (U(@d(1+1/VT)/ri,y) = C(wd(1 = 1/VT)/r1,y))
pla) g eld)
(dvq]_):l
d
<2 ‘ﬁ 3 “ ) U(xd/(rVT), y)
(P dlrq
(dQ1)

d’apres [HiI85, theorem 4]. La majoration (2.23) a lieu avec d remplacé par v/Tr/d et

N Yo anl < vatie.y) (q>_ p*(d)d”

Plm)<y e(a)T*/? \q e
|2 -1<1/VT (dygq1)=1
\Ij , —Q (e
I (4 7 (122
P g1 41 pla/a p
play
l—a
\F\I](‘T y) (q) ow(a/ar)
(T \a
qui est bien la majoration voulue. O

2.2.3 Estimation de L(s, x;y) dans la bande critique
Une application du Lemme [2.1] fournit lorsque z ¢ N

1 K+1i00

o2, 45 X,7) = L(s,x;y)#* (v, s)ds (2.30)

% K—100
ou l’intégrale converge en valeur principale. Le lemme suivant, repris pour l’essentiel
de [Harl2al Lemma 1], fournit un controle sur les variations de L(s, x;y). La qualité de
cette estimation est étroitement liée & notre connaissance d’une région sans zéro pour L(s, ).

Dans cette section et les suivantes, ¢; et ¢y désignent toujours des constantes absolues
positives, ¢; étant choisie typiquement grande et ¢y typiquement petite.
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Lemme 2.5. 1] existe des constantes ci,co > 0 telles que lorsque x est un caractére
primitif de module ¢ > 1, € €]0,1/2], H > 4 et lorsque la fonction L(s,x) n’a pas de zéro
dans la région

{s€Clo€|0,e]U[l—e,1]|,7€[-H,H|}, (2.31)

alors pour tout y > (¢H)1 et tout s € C avec o € [0,1] et |7| < H/2, on ait

S A()x(n) _ (yl“"C?E Ly log?(qyH)

1—o G-l log(¢H) + i) - (2.32)

n<y

Si x est réel et si L(s,x) a dans la région (2.31) un unique zéro (3, qui est réel, alors

A(n)x(n) yims —1 yl=o—e2  yl=log?(qyH) 1
) log(gH) + - | .
<y ns B—s +0 1—-0 + (1—0)H +log(qH) + € (2.33)

Enfin, si la fonction ¢ n’a pas de zéro dans la région (2.31)), alors

Z A(n) B ylfs -1 N 0 ylfa'chE N ylfo 10g2(yH)
ns 1—s

1
= +logH + —
1 a VH og 5) ) (2.34)

n<y

Démonstration. L’estimation découle d'un cas particulier de [Harl2a, Lemma 1].
L’estimation est a rapprocher de [HT86, Lemma 8|. Les cas complémentaires n’ap-
portent pas de difficulté essentielle. Par souci de complétude on en reprend ici la dé-
monstration, qui suit celle de Harper [Harl2a, Lemma 1]. Afin d’unifier les calculs dans
les différents cas, on se donne y un caracteére primitif de module ¢ > 1 qui peut étre le
caractere trivial, et suivant les cas :

— lorsque x = 1, on note 0(y) := —1 et By := 1,

— sinon, si L(s, x) ne s’annule pas dans la région (2.31)), on pose 6(x) := 0,

— enfin, si x est réel et si L(s, x) s’annule une seule fois dans la région en s =/,

on pose 0(x) :=1 et By := f.

La quantité Sy n’interviendra pas dans les calculs lorsque 6(x) = 0. On note

Ss(y) == > A(n)x(n)n™".

n<y

La majoration triviale Ss(y) < y'~7/(1 — o) montre que I'on peut supposer ¢ > 1/logy.
D’autre part, sans perte de généralité on suppose que s n’est pas un zéro de L(s, x) et est
différent de 0.
On note F(s,x) := L(s,x)(s — Bx) %™ et on rappelle les faits suivants, énoncés
dans [Dav00, chapitres 15 et 16] :
— F est une fonction entiére de s dont les seuls zéros sont d’une part les zéros triviaux,
qui sont des entiers négatifs ou nuls, et les zéros non triviaux, de parties réelles
dans [0, 1],
— le nombre de zéros p = 5+ iy de F avec B € [0,1] et |y| < T vaut

T log <qT) — % + O(log(qT)),

T 2

Enfin, si x est non trivial et x(—1) = 1, on pose a(x) = 1, et a(x) = 0 dans tous les
autres cas. Ainsi, a(x) = 1 si et seulement si L(0, x) = 0. Une formule de Perron [Ten07,
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Corollaire I1.2.4] ainsi que des estimations classiques concernant la densité verticale des
zéros de L(s, x) (voir par exemple [Dav00, chapitres 17 et 19]) fournissent

B ypfs yBX*s -1 yfs 5/
Ss(y) = zp: i L) e e O e A GRY.
|3m(p) 7| <H/2 (2.35)
1—01 2 H
+o<y—0+y olg;(qy ))

ou p dans la premiére somme désigne un zéro non trivial de F'(s, x).
On suppose dans un premier temps 1 — o < /2. Alors

Bx—s _ 1 B—o / 10 1002 (guH
) ) ) og \qy
Ss(y) +9(x)75 — < > P ‘F(s,x)‘ +1+ H( ), (2.36)
X p=Btiy P
lvI<H

!/

F

N
(F) e imo0l.
En dérivant une formule explicite pour L'/L(s, x) (voir par exemple [Dav00, chapitre 12,
formule (17)]), on obtient

F/
(5, ) < ]Fu fedim x>\ e max

(?)l (k +i7, %) Z — (f@—l—zrl—m)Q (2.37)

p /<a+z7-—p) mEZmiﬂ
L(m,x)=0

ou, dans la premiére somme, p désigne un zéro non trivial de L(s,x), sauf éventuel-
lement fy. On a k > 1, la seconde somme est donc O(1). Dans la premiére somme
sur p = 6 + 177

— la contribution de ceux vérifiant |y| > H est

1 log(qH)
< > ES T
p

Iv[>H

grice par exemple & [Dav00l formules (1) des chapitre 15 et 16],

— la contribution de ceux vérifiant |y| < H et |[7—v| > 1 est O(log(¢H)) grace a [Dav00),
formules (3) des chapitres 15 et 16],

— la contribution de ceux vérifiant |7 — | < 1 est

1 1 1 log(qH)
< <1y S AN
- zp: N+e4ir—p|2 ~ ¢ e( Zp: 1+€—i—i7—p> 2T,

ly—7|<1 [y—7I<1

en suivant les mémes calculs que Harper [Har12bl démonstration du lemma 3] et en
notant que dans le cas 0(x) #0,on a 1/(1+¢e+ir — By) < 1/e.
On obtient donc F'/F (s, x) < e ' +log(¢H). Il reste & majorer la somme sur p du membre
de droite de . On utilise pour cela la majoration suivante, qui découle de [Hux74,
formule (1.1)] et [Jut77, formule (1.8)],

card {p=B+iveC| [ JI Llex)=08>1-0<H}< (qH)? (238)

r<qx’ (mod r)
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pour une certaine constante c3 > 0, uniformément pour ¢ € [0,1/2]. On a ainsi

Yoo yl/2—o [1/(2¢)] yl—o—ke
2 AT 2 TeheA” 2.
p=p+iy p=B+iy k=1 p=B+iry
v|<H B<1/2,|v|<H ke<1—-p<(k+1)e
I<H
1—0—coe

< "> log?(qH) + 2 —

pour une certaine constante ¢y > 0, quitte a supposer ¢; > c3. Cela fournit la majoration
annoncée dans le cas 1 — o < /2.
Dans le cas 1 — o > /2, on a par une intégration par parties

Y
Ss (y) = Ss(\/ﬂ) + S’iﬂ'(y)y_a - Sif(\/y)y_J/Q +o /\/ﬂ Si‘r(t)t_a_ldt' (239)

Soit ¢ € [/7,y]; on a t > (qH)°1/2. 1l est nécessaire de distinguer le cas 6(y) = 1 car
alors F'(1 — By, x) = 0. On note donc

1oy = {1 S% 900 =

0 sinon.

On suppose également sans perte de généralité que T # 0. Il découle de la formule ([2.35))
avec s et y remplacés respectivement par i7 et t que

s T it
- (t - -
VA t=Px—ir tlog?(qtH)
< (x) —(iT,x) — 1p= 1+
p%wm—zﬂ | ir F 1= By —ir H
p#1—PBx
lvI<H

(2.40)
ou dans la somme sur p la condition p # 1— [y n’est a prendre en compte que lorsque 6(x) =
1. D’apres [MVO06l, formules (10.27), (12.9) et Theorem 11.4], on a

t—iT F/ tl—ﬁx—iT
_Z( 1, —
Oé(X) ir F (7'7_7 X) 0=1 1— BX —ir
r i P i — 1 T —1
< |—-1-ir,X)— ————— 1loj——m— — |+ 0( H
< |p(1-imX) i 5 T T A +a(x)————| + O(log(¢H))

< log(qyH) + Vtlogt.

Enfin, pour tout p = 8 + 7y zéro non trivial de F(s, x), sauf éventuellement 1 — 3y, on
a [ > e, ainsi

B8 £1/4 £1/2 [1/(2¢)]
S ootas ¥ ot X > oo
p=p+iy p—rr p:/3+i75 T p=p+iy 7T k=1 p=L+iy
p#1=Bx [vI<H II<H <H
|v|<H B<1/4 1/4<p<1/2 ke<l—-p<(k+1)e

H)3\¢
< Vtlog(qH) +t <(qt)) < tlees
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en supposant ¢; > 2c¢3 et quitte a réduire la valeur de ¢y, et ot 'on a de nouveau utilisé des
résultats classiques sur la densité des zéros de L(s, x) [Dav00, formules (1) des chapitres 15
et 16]. On a donc

S N tlog?(qyH)
(1) + 0 ) ————— < tiT2f 1] H)+ —————=
et ainsi, en reportant dans (2.39),
Bx—s _ 1
Y
Ss(y) +0(x)————
(y) +6(x) 5
(Bx=s)/2 _ 1 (1-0)/2 1—0—cge 1-0 1oe2 H
y Y y —o/2 y 7 log™(qyH)
0 1 H
< P Bx — s l-0o 1—0—628+y og(ayH) + (1-0)H

Dans le membre de droite, le premier terme est dominé par le deuxieme. En utilisant
I'inégalité 1—o > £/2 et en observant que y(lf")/Q/(l—a) > log y, on obtient la majoration
annoncée. O

Remarque 2.5. Ainsi qu'il est observé dans la remarque qui suit le lemme 2 de [Har12al,
dans la démonstration qui précede, la majoration en conjonction avec ’hypo-
thése y > (¢H )1, remplace avantageusement les résultats classiques sur la densité verticale
des zéros des fonctions L [Dav00, chapitres 17 et 19]. L’utilisation de ceux-ci induirait un
facteur supplémentaire log2(qu ) dans le premier terme d’erreur de chacune des estima-
tions ([2.32)), (2.33)) et (2.34)) et rendrait celles-ci triviales lorsque e = O((loglog qyH )/ logy).
Des valeurs permises pour ¢ dépendent le choix des parametres ¢ et T' dans les Proposi-
tions 2.6} et [2.13] infra, qui influent sur le domaine de validité en @ ainsi que la qualité
des termes d’erreur.

Lemme 2.6. Il existe des constantes cq,cy > 0 positives, co pouvant étre fixée arbitraire-
ment petite, telles que pour tous réels x,y, T supérieurs a 4, € > 0 et tout entier ¢ > 2,
sous les conditions :

~ (logz)1 <y <,

—qT <y,

—elogy > 1/cy,

- T >y1*(log x)?,
et pour tout caractére x de module q tel que la fonction L(s,x) ne s’annule pas pour o >
1—¢ et|r| < 2T, la majoration

L(o +i7, x5 y)
Lo’ + i1, x; )

< al7'=9)/2

soit valable lorsque (o,0",|7]) € [a — cae,a)?* x [0, T] et o < o’.

En particulier, cette majoration est valable avec € = b/log QT pour tout Q) > 2 véri-
fiant QT < y°2, lorsque x est un caractere de module ¢ < @ qui n’est pas Q-exceptionnel.
De plus, elle est également valable lorsque x est Q-exceptionnel et ['une des deux conditions
sutvantes est vérifiée :

7| > max{1,y" "} ou  B<1—/c/logQT.

D’autre part, sous les conditions :
- (logz)1 <y <,
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— ye1(oaT) =2 (logloa T) ™ (g )2 < T < g2,
la majoration

C(U +T, y) < x(a—a)/?

Cla+1it,y)

est valable lorsque (0, |7]) € [a — cy(log T)~2/3(loglog T) =3, o] x [y*~<,T].

Démonstration. Afin d’unifier les calculs dans les différents cas, on se donne un caractere Y,
qui est soit non principal et de module ¢ > 2, soit le caractére trivial auquel cas 1'on
pose ¢ := 1, et on note suivant les cas :

— six =1, 0n pose By =1, 0’ = a et e = b(logT)~?/3(loglog T) /3,

— si x est un caractere Q-exceptionnel, on pose By := f et € = b/log QT.
Ainsi L(s, x) est une fonction qui n’a pas de zéro ni de pole pour 0 > 1 — ¢ et |7| < 2T,
sauf éventuellement en s = By. Dans le cas x = 1, ceci découle de la région sans zéro
de Vinogradov-Korobov [MV06, formule (6.24)] quitte a réduire la valeur de b. Quitte a
choisir ¢; suffisamment grande et ¢y suffisamment petite on a ¢/ > ¢ > 1/2. On note x*
le caractere primitif associé a x et ¢* son module; on a pour tout s € C,

L(s,x;y) = (1 = x*(p)p~*)L(s, X*; v).
plg

Lorsque ¢ = 1 et x = 1, le produit sur p est vide, et dans les autres cas, sa dérivée
logarithmique par rapport a s est < Zp‘q(log p)/(1—p~ 7)) <« log ¢ lorsque Re(s) > 1/2.
On a donc dans tous les cas

L(o +i7,X;y) /"’ v,
_— = — e *. d O 1
L(O-/ +7/T7 X, y) eXp - L (KJ‘FZT,X 7y) I<;+ ( )

avec, pour tout s € [0, 0’|,

v AMY () Al)x*(n)
P(n)<y n<y

Le Lemme [2.5] s’applique avec H = 2T'. Lorsque x est non exceptionnel, le Lemme [2.5
fournit

A(n)x*(n) _ y'rs° | y' " log?(gyT)
A 1 T
nzgy e S T1 o, * (1-r)T +log(qT)
yl—a—C35/2
< ﬁ + log(qT)

pour une certaine constante c3 > 0, quitte a supposer ¢; suffisamment grande et ¢y suffi-
samment petite. Si x est exceptionnel ou x =1, on a

A(n)x* (n) yl—a—035/2 yﬂx—n—zﬁ' -1
. 1 T z
Z nreT < 1 -« +log(aT) + Bx — k —iT

n<y

Lorsque |7| > 4%~ le dernier terme du membre de droite est borné, tandis que lorsque
est Q-exceptionnel et f < 1 — ,/cy/log QT ce terme est O(ylf"*\/@db/(l —K)).



2.2. ESTIMATION DE E(z,y; 1) 65

Ainsi dans tous les cas, quitte a réduire la valeur de ¢y, on a

Al (n 1—a—,/co¢e/b
> (nﬁﬁ() <Y T + log(QT)

n<y

e~ v@2elogy/b | 710%0(35)) log x sixy#1

< ~1/6
<e—02 (logy)*/3/(loglog )/ +1°1g(§§§>)1ogg; Sy=1

grace a [Ten(7, formule (II1.5.74)]. Quitte & supposer ¢; suffisamment grande et ¢y suffi-
samment petite, on en déduit

Aln)x* 1
L < 2E o)
Pmy<y "
done Lo +i7,x:y)/L(0' + it, x;y) = O(2 =972, O

Le lemme suivant traite de la situation ou le zéro exceptionnel existe. La démonstration
est analogue a celle de [Ten90, lemme 1].

Lemme 2.7. Il existe des constantes ci,co strictement positives telles que pour tous
réels Q,T supérieurs a 2 et x et y assez grands avec :

- (logz)1 <y <uz,

_ QT < ycg/(loglog logx)’

— T > ye1/108@Q@T) (Jog 2)2,
si le zéro exceptionnel B existe et vérifie 1 — 3 < \/c3/log QT, alors pour tout T avec |T| <
T/2 on ait

L{a+it+ 8 — 1, x11y) < (o, y) H(uw) ™.

Démonstration. Quitte a choisir ¢; suffisamment grande, on suppose o > 2/3. Alors on a

L(a+it + 8 —1,x139) = ((a,y) exp {Zlog (1 — Xll(p_);__ﬁ—a—i7> }

p<y
1—-p—it

— (o, y) exp {_ > 1L —x1(p)p

o
p<y p

+ O(l)}

le logarithme étant pris en détermination principale. La somme sur p vérifie la minoration

3 1 — xa1(p)p' 7 cos(r log p) > 0(1) + — 3 A(m)(1 = x(n)n' " cos(rlogn))

<y p* logy n<y ne

Le Lemme [2.5| appliqué deux fois avec e = b/log QT, H = 2T et s € {or,aa+ 5 — 1} fournit
pour une certaine constante c3 > 0

A(n)  y'= ylmemess ylmelog?(QyT)
; ne _1—a+0 1—a (1-a)T +10g(QT)
n<y
A)xa(n) gyt yrrofree 2 Blog(QyT)
n;yno“*‘”‘*‘ﬁ_l_ 1—a—i7’+0 2—a—p + 2—a-p)T +10g(QT) | .
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Quitte a choisir ¢; suffisament grande, dans les termes d’erreur, le deuxiéme terme est
dominé par le premier. On a

11—« l—a—it log z
Re { Y + Y } > &

l—a 1l—-a-—ir (log(u +1))?

grice aux calculs de Hildebrand et Tenenbaum [HT86, Lemma 8. D’autre part, quitte
a supposer ¢y suffisament petite, on a 1 — 3 < ¢3¢/2, or y~3e/2 < (log log a:)_c3b/(2c2)
et log(QT) < logz/(ulogloglogx), ainsi pour un certain 6 > 0 et x et y assez grands,
quitte & choisir ¢y suffisamment petite on obtient

Ll +im+ 8 — 1, x159) < (o, y) exp {6(10g(uu~|—1))2}

qui est la majoration annoncée. O

2.2.4 Caracteéres non principaux, non exceptionnels

On s’intéresse au cas des caractéres non principaux et non associés a I’éventuel caractere
exceptionnel xi. Soit x un tel caractére, de module ¢g. On rappelle que ¥4(z,y; x, ) est la

fonction définie par (2.25)).

Proposition 2.6. Il existe des constantes c1 et co strictement positives telles que pour
tous réels x,y,v,€ et T avec 4 <T < y°2 et € > 0, lorsque q et un entier avec 2 < q < y°2
et x un caractére de module q, non principal et tel que la fonction L(s,x) ne s’annule pas
dans la région

{seClo>1—¢|r|<T}

et lorsque 2 < (logz)1 <y < z, et z € [¢*/3,z] on ait
Vo (2,95 x,7) < 2%, y) (1 +[7]z) ((log T)z ™2 + T72)..

En particulier, pour tout @ avec 2 < Q < y°2, ceci est valable pour touts les carac-
teres de module inférieurs 4 QQ qui sont non principauz et non Q-exceptionnels, avec € =
b/log QT'. De plus la méme majoration est valable lorsque x est Q-exceptionnel mais [ <

1—/c3/logQT.
Remarque 2.7. Lorsque v = 0, ce résultat est un cas particulier de [Har12al theorem 3].

Démonstration. La condition sur (z,y) assure que les hypotheéses du Lemme sont
vérifiées pour la suite a, = e(ny)x(n) avec M absolu. On a de plus a > 1/2 quitte a
supposer ¢ assez grande. Le choix k = a(x,y) fournit pour une certaine constante c3 > 0

1

a+iT .
= % / L(s, x;y)2°®o(vz, s)ds + O(2*C(a, y) (1 + |v[2)T~3).

a—iT

l:[10(2:7 Y; X77>

On modifie le contour pour intégrer sur la ligne brisée passant par les points
a—1iT, a—cie—1iT, a—cpe+iT, a+iT

ou ¢4 est une constante absolue choisie plus petite que la constante ¢, du Lemme
Soit I; la contribution des deux segments horizontaux et I, la contribution du segment
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vertical. Les Lemmes et s’appliquent ici dans tous les cas envisagés dans 1’énoncé.
On a ainsi

T z

1+ vl2)
T )

I < ZO‘C(oz,y)(l—s_Mz)/oq6 <ﬁ> dk

< 2%(a,y)
vE\
I, < 2%Ca,y)(1+[y|z)(logT) <Z
< 2%Cla, y) (1 + |y]2) (log T) 4%/,
On obtient la majoration annoncée en regroupant ces deux estimations. ]

Dans la somme du membre de droite de ([2.24]), 1a contribution des caractéres principaux
s’écrit, apres interversion des sommes,

Vewan= 2 gy ™

oy ™) p(r)xa(r) o (Ma -
Wewsan = Gy 2 ol meg(gﬁq,y)< 1) v

On rappelle que T7 est défini en (2.10)).

Proposition 2.8. Il existe deux constantes positives ¢y et cy telles que pour tous réels x,
y et 9 et tous entiers q¢,Q > 1, lorsque (logz)l <y <z, q<y?2, Q<T{? etd=a/q+n
avec (a,q) =1, on ait

E(z,y;9) = V(x,y;¢,m) + v(g)x1 (@)W (z,y;9,7)

+0 (U(z,y)(1 + nlz) (™2 + Q~2)) (2.41)

ot x1 désigne le caractére primitif QQ-exceptionnel.

Démonstration. La preuve que 'on propose ici reprend la structure des calculs de la sec-
tion 3.3 de [Harl2al. Les caractéres de modules inférieurs & @) sont traités grace a la
Proposition 2.6 Pour les caractéres de modules supérieurs, lorsque la fonction L a ses zé-
ros de petite partie réelle, la Proposition [2.6] permet encore de conclure. Cela ne concerne
pas tous les caracteres de modules supérieurs a (), mais la majoration de Huxley et Ju-
tila permet de dire que les caracteéres restants sont en proportion suffisament peu
nombreux pour que leur contribution, méme majorée trivialement, soit bien controlée.

Soient ¢} et ¢, les constantes de la Proposition On suppose ¢; > ¢} et ¢g < ¢ 11
s’agit de majorer

1

d2|q: wla/d), (m%d: q/d)X(a)T(X)‘I’O(x/ d, y; x,nd) (2.42)
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ol la somme Y porte sur les caractéres non principaux et non Q-exceptionnels. Lorsqu’un
tel caractere est lui-méme de module ¢/d < @, la Proposition s’applique avec z = x/d
et y=mnd, T =T et e =b/log QT et fournit

Wo(z/d, y; x,1d) < 2°C(e, y)d (1 + [nfz) (373 + L7 + (log )M/ 223/ 5 Q)

pour une certaine constante c3 > 0. On sépare la somme sur d dans (2.42) selon si g/d < Q
ou pas. La contribution des d|q avec d > ¢/Q est certainement

< W(x,y)(logz)(1+ [nfz) (y=3 + L7 + (log z)M 22—/ 12 @) ™ \/i(g/r) ™™
rlg, r<Q

< U(z,y)(1+[nlz) (=2 + L72)

en majorant trivialement la somme sur r par O(min{g, Q}3/ 2), quitte a réduire la valeur
de ¢y et augmenter la valeur de ¢; afin d’avoir a > 2/3 et pour absorber le facteur log .
La derniére inégalité fait usage de 'hypothese Q) < T; f 2, quitte & supposer ¢y < 1.

Il reste a majorer la contribution & I’expression des d|q avec d < ¢/@Q, autrement
dit des caractéres de modules r|g avec @ < r < y°2. Soit x un tel caractére et ¢} la
constante apparaissant en exposant dans la formule . On pose c3 = 2/c, et ¢y =
1/(10(cg + 1)c4). Quitte & diminuer la valeur de ¢y, on a 7% < yc/Q. Lorsque L(s, x) ne
s’annule pas pour 0 > 1 —c¢4 et |7| < 7%, on a pour (logz)°l <y < z et d|q la majoration

Wo(w/d, y; X, nd) < ©(z,y)(1+ |nlz) (2”24 + (log 2)r~2).
La contribution de tous ces caractéres & la somme [2.42] est donc
< U(z,y)(1+ |nlz)(z2 + (log2)Q~'/?).

Pour tout r > 2, notons N, le nombre de caractéres de module r tel que la fonction L(s X)
s’annule au moins une fois pour ¢ > 1 — ¢4 et |7| < r%. La majoration ) four-
nit 3, 5 N, < RY19, Pour un tel caractere, on a 7(X)/¢(r) < r~/3. La majorat1on
triviale |¥(z/d,y; x,nd)| < ¥(z,y) montre que la contribution de tous ces caractéres a la

somme ([2.42)) est

N,
<U(zy) Y g < V(z,y)(Q 0 +y 2/
Q<r<y2
ce qui fournit la conclusion souhaitée.
O

Remarque 2.9. Il est possible de montrer que cette estimation est valable pour ¢ < x2
cf. [Har12a, Lemma 2]. Cela n’a cependant pas d’utilité pour les applications que 1’'on
envisage ici.

2.2.5 Caracteres principaux par la méthode du col

On note pour tout s = o + iT avec o > 0 et tout entier ¢ qui est y-friable
1-s

(s ulg/(n,q)) s _ 4 1) (s
= S ) @ LTl

Pour o < 1, le facteur devant ((s,y) est < 29(@g¢' =7 /p(¢). On montre une premiére
estimation de V(x, y; ¢, n) par la méthode du col. Par rapport a celle de la Propositionm
qui sera montrée dans la section suivante, elle a I'avantage d’étre valide sous des conditions
moins restrictives sur ¢ et n, au détriment du terme d’erreur.
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Proposition 2.10. Il existe des constantes c¢i et co positives telles que pour tout (x,y)
avec (logx)°l < y < exp{(logz)/(loglogz)*}, tout entier ¢ € S(z'/*,y) et tout n € R
vérifiant |n|z < x4, on ait

qulia
¢(q)

H (1 — po‘_1>¢v>0(17x,a)‘ll(m,y)

plg

2“(‘1)(11 ¥ (z,y) (logq)*log(2 + |n|z)?
(A + o) u

Lo <2w(q 1 a‘lf :L‘ y)

Vi(z,y;q,m) =

+0

(1 + |77|I) (?/762 + 6762(10g1)3/5(10glog:v)—l/5>

(2.43)

Remarque 2.11. En particulier, lorsque |n|z < min{yc2/2,eCQ(logx)a/s(loglog:")il/S/Q}, on
a

22(@) g~ (z, y)(log q)2(log(2 + [nlz))*

©(q)(1 + |n]z)~ (2.44)

Vi(z,y;q,m) <

Démonstration de la Proposition[2.10. Soit T un réel supérieur & 4. La série de Diri-
chlet ((s,q;y) est absolument convergente pour o > 0, donc les Lemmes (avec ¢ = 1)
et s’appliquent et fournissent

v

1 a+iT
Vi(z,y;q,m) = —/ . (8, ¢;y)x o (nz, 5)ds
_— 2.45
Lo 2w(q)q1_°‘\11(at,y) (1+ |n|x)logzlogT ( )

©(q) Te/?

On note ¢ := ¢3(log T)~2/3(loglog T') /3 pour un certain réel ¢5 > 0 fixé plus petit que
la constante cy du Lemmei et on choisit T' = min{yc2,e(log’”)g/5(loglogm ) )Y, Alors
les hypotheses du Lemme sont satisfaites quitte a choisir ¢; assez grande et ¢y assez
petite. D’autre part, quitte a augmenter la valeur de ¢; et diminuer celle de ¢y, on suppose
que a — cye > 1/2. On intégre suivant le chemin U!_,C;, ot

1. Cy est le segment [a — iT, v — e — T,

2. Cy est le segment [a — ¢ — iT, o — & — iyl =o+e],

l—a+e -«

3. C3 est le chemin reliant le point o — ¢ — iy en suivant la

courbe 7 =y 77,

au point o — 1y

4. Cy est le segment [ — iy~ a + iyt~

i

l—« l—a+e

5. Cs est le chemin reliant le point « + iy en suivant la
courbe 7 = —y=7,

au point a — € + 1y

6. Cg est le segment [ — & + iyl =% a — e +iT],

7. C; est le segment (o — e + T, a+ T .
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Cr
T+
Ce
l—a+e +
Y Cs
yl—a +
0 a—¢& o
Cy
—ylat Cs
7y1—oz+e -+
Co
T T
G
Pour j € {1,---,7} on note I; la contribution du chemin C; :
L= 1) = 5 [ cls.q e @l 5)d
=1;(n) == — S, q;y)x x, s)ds.
J g\ 2 Jo. y 43 Y o\nz,

J

La contribution du segment C; est, grace aux Lemmes et

o gula)gl-o 1+ [l 22@Wg! U (z,y) (1 + [nz) log x
I <</ ———((a,y)x’ do <« ’ .
" Jace  0(q) (@) T ©(q) T

Sur le segment Cg on a |7| > y' 7. Le Lemme est donc encore applicable et on a

ow(q) ql—a—i—a
(q)

Sur le segment Cs, le traitement est analogue. On a

2¢@ g =W (x, y) (14 |n|z)log T log z

a—e/2
272 (o, y) (1 + |n]z) log T < () pe

Iy <

QW(Q) “ — . 1—0o F - 1—0o o,l—0c
I; < 7/ q" (o + iy 7, y)Po(nz, o + iy’ 7)|(log y)a7y' 7 do.
%O(C.I) a—¢

Pour tout x € [0, ], on a pour un certain 6 > 0
o=k +iy" =T y) < C(a, y)H (u) ™

bo(nz, a — k +iy' ~OT) < y' T log(2 + |nlx) /(1 + |nla)* "

ou la premiere inégalité est conséquence du Lemme et de [HTS86l lemma 8]. Ainsi on
obtient

w(q) ,1—a .« 2(1-a) e 2 H
L P i ((a, y)(log )(log y)y / <y (J(1+!nlfﬂ)> e
0

©(q)(1 + [nlz)*H (u)® x
2@ gl =Y (z, y)

S U+ o) (@) H ()2
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otl l'on a utilisé 'inégalité (log z)(log y)y>1~*) <« H(u)%/? qui découle de nos hypotheses
sur (z,y).

Sur le segment Cy, le traitement est identique a celui des segments Cs3, C4 et C5 dans la
preuve de la proposition 3.5 de [Dral3|]. On reprend ici les étapes principales. La contri-

bution des s vérifiant 1/logy < |7| < y' =% est
2w(q)q1—axa yl—«o . QW(Q)ql_a\ll(x y)
L — / (o + i) Po(nz, o+ i7)|dT < :
v(@)  Jij10ay p(q) (1 + [nx)>H (u)?/2

ou 'on a utilisé les Lemmes et [AHTS6, lemma 8]. On pose Ty := u~/3(logy)~!. La
contribution a I des s vérifiant Ty < |7] < 1/logy est

<

QW(Q) -] 2 1/logy 2w(q) l—ayy 1 92

q'~*log( Han\ﬂ:)/ o+ in)[a%dr < 2 (z,y) Og(a + [nlz)
p(q)(1 + |nfx) To p(q)(1+ [nz)*u

ou 'on a utilisé les calculs de la démontration du Lemma 11 de [HT86] pour évaluer

I'intégrale. Lorsque |7] < T, et quitte a changer la valeur de ¢; afin d’avoir a > 1/2, on a

pour s = « + i1 'estimation

log(2 + [AD*

TG (ke€{0,1,2}.)

1
/ e(At)(logt)Ft5~1dt <,
0

Cela se montre par en intégrant par partie de fagon similaire aux calculs du Lemme [2.3]
Ainsi,

Sql_s _ os—1\ & r.8) = aql—a _ a—1) & . o
=) E(l ") o0z, 5) e E(l 1) do(nz, )
- 2@ g~ (log ¢)?(log(2 + |nlz))* 7_2)
A +O< 2@ (1 + i)

ol le coefficient A dépend au plus de z,y, g et n et vérifie

220 g'=1og g(log(2 + |n|x))?
(@) (1 + [n|x)~

Le reste des calculs sont identiques a ceux de [Dral3, proposition 3.5] : en reportant ce
développement dans 'intégrale puis en développant le terme complémentaire x°((s,y)/s
de la méme fagon que dans [HT86), lemma 11], on obtient finalement

et e (2504 (log ) (os+ frla))
L= 2w [T (1 =97 ) ot ) ’y)+0<w(Q)(1+|n|w)a u )

AL

plg

Pour j € {1,2,3} on a I;(n) = Is—;(—n) et on se raméne aux calculs précédents. L’esti-
mation voulue suit en regroupant toutes les contributions puisque 1’on a toujours ¢ log z >
logT'.

O]

2.2.6 Caracteres principaux par la transformée de Laplace

Une autre fagon d’évaluer V' (z, y; ¢, n) consiste a utiliser une estimation de De Bruijn [dB51]
précisée par Saias [Sai89] et utilisée dans [dIBG12]. On rappelle la définition (2.6]).
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Proposition 2.12. Pour tout € > 0 fizé, lorsque (x,y) € (He) avec y < \J/x, et ¢ € N
etn€ R avec ¢ < Ve et |n| < V:/x, on a

~ 2‘*’(‘1)\1} x,
Vi(z,y;q,m) = V(z,y;q,1m) + Oc <(y)> :

©(q)Ve

Démonstration. Cette proposition généralise des calculs faits dans |[dIBG12) théoréme 4.2].
La différence vient du fait que l'on calcule uniquement la contribution des caractéres
principaux, pour lesquels on dispose de la région sans zéro de ( de Vinogradov-Korobov,
plus étendue que la région de Siegel-Walfisz pour les fonctions L. Notons @ := /). Les
mémes calculs que [dIBG12, lemme 3.2] montrent que

Viz,y;q,m Z ila/k)k Z e(mkn)

PP C Ry

wu(q/k)k 2w(q)q/(x’y)>
_% () /Q (tn)d{ql(t/k’y)}jLOE( 2(q)Vae

oil I'on a utilisé I'estimation (2.23)) et le fait que Y2*~! >>. ). sous notre hypothese
sur (z,y). L’estimation (2.5)) fournit, en intégrant par parties,

[ ettma{uwe/kn)y = [ etmpaiate/k,)}
Q Q

_ /Q " e(tn)A{O((t/k, )V}

U(z/ky)  V(z/ky)
V.2 R

Notant Vg(z,y) := 3>y, #(a/k)k/p(q)A(z/k,y), on en déduit

zste)
o)V )

< (14 |n|z)

Vi(z,y;q,m) = /(; e(tn)dVy(t,y) + Os (

En utilisant , on réécrit cela sous la forme

wa/k)k | el {1y 20U, y)
V(,y54,m) ; @) {/Q/k e(ktn)A(t, ) dt+/ e (et td ( p )}+o< SO )

En intégrant par parties, on a d’une part

uq/k {thy _ 2°@Wqy.  22@W(x,y)
2 (q) /Q/k e(ktn )td( )< o) O ey

et d’autre part, en utilisant fg e(vn)dv = E(t, t;n) + O(1),

| etktact )t = E(p Zikm)A(Toy) = [ Btk g)dt+ O (yu+ B(@Q/k.y)
Q/k kE k Q/k

Les hypotheses faites sur = et y assurent que yu), < ¥(z,y) et Y221 > YV, le terme
d’erreur est donc O(¥(z,y)/(kYs.)). On a de plus la majoration

U(t,y)log(u+ 1)

N(t

(y<t<uz). (2.46)
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qui se déduit par différentiation de [dIBG12) formule (2.2)] en utilisant par exemple ’es-
timation [dIB99) formule (30)]. Cela implique

Q/k
E(t, s km)N (1, y)dt < W)Y, 1, ) loga + oL Y2 )
1 T/ Ye)a

en séparant l'intégrale en z/). /4. Les hypotheses sur x et y impliquent alors que chacun
de ces termes est < ¥(z,y)/(kYs.). On a enfin

z/k
Ba/k, x/k; kn)Mz [k, y) — / B(t, t; kn)N (¢, y)dt

= y {z/(ky)} {n/y}
_n;x/ke(knn))\(n,y)ﬂLlogyy<nz<x/k< z/k n > (2.47)
= Y e(knn)A(n,y) + O(yu).

n<z/k

De méme que précédemment, le terme d’erreur est O(V(x,y)/(kYs.)). On obtient donc

w(q/k)k 22DV (z,y)
V(z,y;q,m) kzm: @) n;x/k e(knn)A(n,y) + O < PR )

W 2w(q)\11($7y)>
=V(z,y;q, )
(@ gi0m) + ( (@) Vac

qui est l'estimation voulue, € pouvant étre pris arbitrairement petit.

2.2.7 Caracteres exceptionnels

Soit Q) un entier supérieur a 2. On se place dans le cas de I'existence du zéro de Siegel.
Soit ¢ < @ avec v(q) =1 et P(q) <y. On définit

LW (s,q;y) :== ) Z ulr 90( ) <Q1 ) L(s,xr;y)

“’(‘h rl(a/a1) 1
1—s
= (= —x1(P)p* 1) Lis, x1;)-
q1 SO(C]> p|q/q1
play

Pour o < 1, le facteur devant L(s, x1;y) est < (q/q1)17”2w(q/ql)\/ﬁ/gp(q).

Proposition 2.13. [l existe des constantes c¢i et cy positives telles que pour tout (x,y)
avec (logx)°l < y < exp{(logz)/(loglogz)*}, tout Q < yc2/logloglogs 4oyt caractére x
de module ¢ < Q, qui est Q-exceptionnel, et tout n € R vérifiant |njz < 24 la quan-
tité W(x,y;q,m) soit un grand O de

9 ¥ (z,y) g\ 1
©(q) ((11) ((1 ) P B H ) | (1 + |nfx)R(z,y, Q))

(2.48)
ot R(z,y, Q) = y~c2/loglogloge 4 p=cy 4 (log 1)3/2p 2/ 108 Q,
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Remarque 2.14. La contrainte sur () n’est pas limitante dans les applications que 'on
envisage. L’approche adoptée dans [Sou08, Lemma 5.2], permet d’obtenir une majoration
moins forte mais qui est valable lorsque @ est de I'ordre d’une petite puissance de y. Cela
n’est pas étudié ici.

Démonstration. On pose T' := min{yc2/10gloglogz £l of ¢ = ¢3/log QT, ¢y étant choisie
suffisamment petite pour que les hypotheéses du Lemme [2.7] vis-a-vis de T et @Q soient
vérifiées, et cg étant choisie plus petite que la constante ¢y du Lemme Lorsque 8 <
1 — /c3/log QT la Proposition s’applique et on obtient, de la méme facon qu’a la
Proposition |2.8

W(z,y;q,m) =

7(x1) 3 H (‘11%) X (q%

o) i e (35)
—a 9

<L ¥(z,y)(1+|nlz) (y*cz L2 4 (logx)B/Qx—cz/logQ) Vau (q Z pe(r)

% r(q/q1) w(r)

QW(Q/ql)\/(H g\l

<<() w(z,y)(1 + |y|z)R
©(q) ¢

) \IIO (J?/’l“, Y5 Xq/(qyr)s 7“"7)

qui est de l'ordre de la majoration annoncée. On suppose maintenant 1 — 3 < ,/cy/log QT.
De méme qu’a la Proposition [2.10] par les Lemmes [2.4] et on a

1 a+iT' .
W ian = 5= [ LW(s.qu)a"do(na, s)ds

20T Jo—iT

2‘“(‘7/‘11)\/(71 g\ log zlogT
+0 | ——— () U(z,y)—————
( ©(q) a S T

On déforme le contour pour suivre le chemin u{zlc; , ol

1.
2.

. C} est le chemin reliant le point a + 8 —1—¢e — iy

Ci est le segment [a —iT, oo+ 3 — 1 — ¢ —iT),

Ch est le segment [a+ 3 —1—e—iT,a+ 3 —1—e — iyt o+,

l—a+e «

au point a + 8 — 1 — iy~
suivant la courbe 7 = ny_U,

4. C est le segment [a+ B — 1 — iy~ a+ B —1+iy' ™),
5. Cf est le chemin reliant le point a + 3 — 1 + iy' = au point a4 — 1 — g +iyl—ote
suivant la courbe 7 = —yf~7,
6. Cg est le segment [+ 3 —1—c+iy' T a+ 8 —1—¢e+4T),
7. C’ est le segment [a + 5 — 1 —¢e+iT,a +iT).
Pour j € {1,---,7}, on note I} la contribution du chemin C; :
D=L = [ LW(s qya*d d
5 =15(n) : (s, ¢ y)x*Po(nz, s)ds.

=5 |
um 7
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De la méme facon que dans la démonstration de la Proposition [2.10] on a

. /a 2w(q/q1)\/ﬁ ( q )1—0 Clo, )z @927 (1 + |n|z)

' < VA S do
atpr=  ola)  \q T

2wla/an) gy ( q )1‘a U(z,y)(1 + |n|z)logx

o) \a T

<

Sur le segment Cj, on a encore |7| > y?=?, d’ott par le Lemme

T ow(a/q1) 2—a—f+e (B-1)/2—¢/2 .
I < / Va <qQ) ((a,y) 2 (L + [nlz) o
y 1

mate p(q) T
220a/a) Jqr /g ' U(z,y)(1 + |n|z) log zlog T
L ———F— | — e/4
(q) @ x

quitte a supposer ¢y petite, afin d’avoir ¢/q; < z/4,
Sur le chemin Cf, les Lemme et permettent d’écrire pour un certain 6 > 0,

\L(c +i7,x1;y)| < |L(ac+ B — 1 +i7, xq;y)|x(@TF~170)/2
< (o, y)a @ TA1=) 2 () 0

En remarquant que €logq < 1, on obtient

a1 204D gy g\ (log y)y*"~) log(2 + ||)
T < / R 2 () C a,y $(a+5_1+0)/2H U -6 do
5 e o\ @Y (u) A+ oo
- 20.)((]/(11)\/% <q)1—cx \I/(m,y)
©(q) 0 (14 |n|z)o+Bf=1at=A H (u)d/2

oil 'on a utilisé ’hypothese logy < (log z)/(loglog z)* sous la forme (logz)H (u)™" <y 1
pour tout n > 0.
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Sur C) les calculs sont similaires : par le Lemme on a

y' = gw(q/q1) 2—a—p . los(2
he [1EVA (YT g (LET SR Ll
0 1

©(q) (1 + |n|z)a+r-t
- owla/a)var (q)l—a (z,y)
©(q) a (14 |n|a)otB=1a1=0 H (u)5/?

ce qui est de 'ordre de grandeur souhaité.

Pour j € {1, 2,3}, le caractere y; étant réel, la méme remarque qu’a la démonstration
de la Proposition est valable : on a I3(n) = Ig_,;(—n) et les majorations qui concernent
Ig_; s’appliquent.

En regroupant les différentes contributions et en observant que

1 1  logzxlogT

quitte a réduire la valeur de ¢y, on obtient la majoration annoncée.

2.2.8 Démonstration du Théoréme 2.2

On pose Q = [T52], en observant que log z/ log Q > log £ lorsque ¢, < 1. Quitte & sup-
poser ¢; suffisamment grande et ¢y suffisamment petite, x, y et Q) vérifient les hypotheses

des Propositions [2.8] et Le terme d’erreur provenant de l'estimation (2.41)) est
< (1 nfa) W, y) (y~e3/ ERELET 4 £703) < W(a,y)Ty 2

pour une certaine constante c3. Le terme d’erreur provenant de I'estimation (2.43)) est

< 22@Wg! =V (2, y) <(10gq)2(10g(2+|77|1f))3 k) (yC3+eCg(log1)3/5(10g10gx)_1/5>>

©(q) (1 + [n]x)*u
2°@g' =W (z, y) (log )*(log(2 + [n]z))® | ¥(z,y)
< @A+ ey u T

Enfin, la quantité R intervenant dans ([2.48)) est < T2_02. Ceci implique 'estimation (2.12)).
Si on suppose de plus que (z,y) € (H:), ¢ < V- et |n|z < Y:/q pour un certain € > 0,
alors en évaluant V' (x,y; q,n) par la Proposition plutot que on obtient ’estima-

tion (2.14)).

2.3 En norme L?

On s’intéresse ici a 'obtention d’une majoration pour le deuxiéme moment de V' (z, y; ¢, n)
et W(x,y;q,m). Lorsque 2 <y <z, on a

1
| 1By )P = v(a,y).
0

Le lemme qui suit est une majoration de méme ordre de grandeur pour les normes L? sur
les arcs majeurs de V (z,y; q,n) et W(z,y;q,n), qui sont les termes principaux apparaissant

dans 'estimation (2.41]).



2.3. EN NORME L2 7

Proposition 2.15. Lorsque 2 <y <z, Q@ >2et R<x, ona

1/(a@) 2 l1—a 5
S o / V(3 0, n)2dn < R™(log 2)*¥(x, y)
q<R

1/(a@) 2 G e 5
> w(q)V((J)/ (W (,y;q,m)]*dn < s R (log )’ W(z, y)
<R -1/(¢@Q) ©(q1)

On note que ¢q;/¢(q1) < loglogg;.

Démonstration. Soit q avec v(q) = 1. On note pour simplifier r; := ¢/g;. On a

W(z,y;q,n) = Z ur ( ) > e (m:ln) Xr(m)

q rlry meS(xr/ri,y)
r r
K (%) X1 7}

_T<X1) ( = o(mr’
= ol > &y (mr'n)

r'|ry meS(z/r'y)

- (‘h) Z Z 7“1) -

neS(x,y) r'|(r1,n) 90(7

Notons temporairement w,.(n) := u(ry/r")x1(r1/7") X,y (n/7")/¢(r1/7"). La présence du
terme en X, ;v annule w,(n) sauf si (n/r’,q/r’) = 1 soit 7' = (¢,n). En particulier,
lorsque 7’ < (rq,n) on a w,/(n) =0 et on obtient

Weyiam = X S oty ().

(p(Q1) neS(z,y)
On a donc
1/(¢Q)
1=Y @ [ W san) dy
7 e
q1lq
. 2m(m—n)
7'()(1)2 2 2 s ( qQ )
= 2 90((])< Z —SW(ry,n) (n) + TN Wrn) (n)w(rl,m) (m) :
SD(CH) qS‘R nesS(z,y) QQ n,mesS(z,y) ﬂ-(m n)
q119 m#n

On a sin(2r(m — n)/(qQ))/(r(m —n)) < 1/(gQ + |m — n|). La majoration w,.(n) <
1/¢(ry/r") fournit donc

I <

1 1 1 1
ORI | C R e m R T
fI1q

Le premier terme dans la parenthese intérieure est

1 7(r1)
Z 2 gD S e

d‘rl n< /< n+QQ ()0
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Le second terme est

# # a 1 0o 1 (7’1)
WP m'd—ngzso(n/d)LqQ Lid—nt < Q8T Es-

dlry n+qQ m'< d|rq

z
d

En utilisant (2.23)), on obtient donc, en utilisant ¥ (z/d,y) < r%fa\If(:U, y)/d (d<r),

I < (loga) 229” ”ZZ

q<R 90 dlry neS(z,y) Tl/d)
aila d|n
q v(q )
< (log x) Z
w(qn TlSR/ql s0(7"1)

On a ¢(q1m) < q1o(r1), la somme en r; est donc < R'™%q;(log R)* < R'=%¢, (log z)*, et
on obtient

I< R (log 2)° ¥ (x,y)

90((11)

On remarque que 'on n’a fait aucune hypothese spécifique a x, et ¢; pour mener
ce calcul. Le cas q; = 1, x» étant alors le caractere principal de module r, méne a la
majoration

1/(qQ) 9 1 5
S e@ [ Vg dy < R(loga) ¥z y)
q<R 1/(aQ)

2.4 Application a un théoréme de Daboussi

Démonstration du Théoréme[2.3. On suit la démonstration de [dIBT05al, théoréeme 1.5].
Le lecteur peut s’y référer pour les détails. On ne reprend ici que les étapes intermédiaires.
Soit ¢ la constante donnée par le Théoreme et Y : [2,00[— R une fonction croissante
telle que pour tout x > 2, on ait (x,Y (x)) € De. Soit ¥ un irrationnel et f : N — C une
fonction multiplicative, on suppose

Yo P < Kp¥(zy) (Y(z) <y<a)
nesS(z,y)

pour un certain réel Ky > 0 dépendant au plus de f. On suppose Y (z) <y < x; en parti-
culier a > 3/4 pour z et y assez grands. On note E¢(x,y;V) 1= 32, c5(sy) f(n)e(nd). Les
calculs faits dans [dIBT05al formule (8.6)], qui découlent d’une forme duale de 'inégalité
de Turdan-Kubilius [dIBT05a, théoréme 1.2], montrent que pour tout z > 2,

By(a,y: S Y i )f(m)e(mpﬂ)+0<m>
- e "

ou 'on a noté

p<z pe p<z P
[f(p)|<2 If(p)|<2
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On a également, d’apres [Dab75l, lemma 1], pour un certain réel zqg = zo(f) > 2 et tout z >
20,

1
L(z)> > =>loglogz
p<z
|f(p)|<2

grace a 'hypothese faite sur f. Toujours d’apres les calculs faits dans [dIBT05a], par une
inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

o> f(p)f(m)e(mp?)

p<z meS(z/p,y)

|f(p)|<2
1/2 (2.49)
< \/Kf‘l’(fc,y)< o Uy + D> IE(x/p,y;(pQ)ﬂ)!> :
<z <q<z
<2 FLA@I<2

Le Théoréeme dans le cas y < exp{(logz)/(loglogz)*}, et par exemple [dIBT05a)
théoreme 1.5] dans le cas contraire impliquent que chaque terme de la seconde somme
du membre de droite est o0y, (¥ (x/p,y)) lorsque x et y tendent vers I'infini en véri-
fiant Y (z) < y < z. Le nombre de termes est borné par une fonction de z, par 'estima-

tion (2.23)), le membre de gauche de (2.49)) est donc < /K ¥ (x,y)(v/L(z) 4+ 0s,:(1)) pour

tout z > zg fixé, ainsi

Ey(z,y;9) 1
lim sup <
— \I/ l’ L
vz, VET@y) )
et le résultat voulu suit en falsant tendre z vers l'infini. O

2.5 Application aux sommes friables d’entiers friables

On rappelle que N(z,y) a été défini en (2.16)).

Démonstration du Théoréme[2.] On a pour tous z et y avec 2 <y < z,
1
N(z,y) :/ E(z,y;0)*E(z, y; —9)dd.
0

Soit ¢ > 0 et (z,y) € D.. Lorsque y > exp{(log z)/(loglog z)*}, le résultat de La Bretéche

et Granville [dIBG12, théoréme 1.1] est valable, on suppose donc y < exp{(log x)/(loglog x)*}.
On note Q := [z/L°2], R := [L2], et on suppose ¢ suffisamment grande et ¢y suffisamment
petite pour que les hypotheéses des Propositions et soient vérifiées pour x, y

et R (dans le role de Q). Lorsque 9 vérifie ¢(9, Q) > R, on a d’apres le Lemme

E(z,y;9) < zL3 < U(x,y)L /2

pour une certaine constante c3 > 0, quitte a supposer ¢ > 2/c3. La contribution des v
vérifiant ¢(¢, Q) > R est donc

U(z,y)? _ ¥(z,y)°

2 )

/ |E(x,y;9)|*dy = s/ < NV

quitte a supposer ¢ > 4/c3. Lorsque ¢ = ¢(9,Q) < R, on écrit 9 = a/q + n avec |n| <

1/(¢Q). On remarque que ¢(—9, Q) = ¢(9, Q). La Propositionassure lexistence de ¢g >
0 telle que

E(x,y;9) = V(z,y;4,n) + v()x1 (@)W (z,y;¢,n) + O(¥(z,y)L™4).

603/2
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Gréace a la Proposition [2.15] on a

1/(qQ)
Ty Z [ Wi ysam) + v@a@W (v o) dy
q<R( a= 1 1/(q@Q)
- v(x,y)*
— 2 3 2 g\ — ’
@) ((loglogm) (logz)°¥(z,y) L ) O ( Ve

quitte & supposer ¢ > 2/c,. En notant que l'on a xi(a)? = 1 lorsque (a,q) = 1, et
que Y- (g q)=1 x1(a) = 0, on obtient pour un certain réel c5 > 0

N(z,y) = NV(z,y) + NW(z,y) + O < (‘Zf;) )

avec
1/(¢Q)

=Y (g / V(,y;4,1)°V (2, y; ¢, —n)dn
= 1/(4Q)

/(a@)
NW () = 3 vla)ola) / 1

(2V (@, y.0.m) W (@, g 0.0) P + V (2,50, )W (2,950, m)%) .
q<R —1/(aQ)

En appliquant les estimations (2.44) et (2.48) et en remarquant que (1 + |n|z)'=* = O(1)
et ¢!~ = O(1), on obtient aprés intégration par rapport & 7 et sommation sur ¢, pour un
certain cg > 0,

NW(z,y) <

8@ (z, )3 1 1 U(z,y) logu
- —— —_— 2.
e (H (2?28 © ECG) < T Zlogy (250)

On fixe un réel € > 0 tel que 1/Y,, < (logu)/logy. Grace a la majoration (2.44)), on
obtient

YVe/(qz) 9
> sO(Q)/y p )V(w,y; 4,1V (,y; ¢, —n)dn
g<Y: —Ye/(a
+o< > BB W) (16 gtz n\x>>3dn>
3. (q)? 0 (1 + [n|a)?
+O<Z O og) W) [ (2t ) )
= ©(q)? Ve/(gz) (L4 [n|z)?

Les termes d’erreur sont < W (z,y)3/(zY,.). La Proposition fournit alors, pour ¢ < Vs
et !?7\37 < ys/(qx)a

- - gw(Q)q;(x y)?
Vx7 y 4, 2V$7 4, — :Vx7 y 4, 2V$7 4, — +O ’
(@, y;4,m)°V(z,y59,—m) = V(z,y;4,m)°V (2,959, —n) P+ 1)

on obtient donc
Ve/(qx) _

~ T 3
Ty) =) <P<Q)/ Vi, y;4,0)°V (2, y; ¢, — )dn+0< (2,y) )

q<Ve —Ye/(q2) y?s

On fait maintenant appel aux estimations suivantes, qui sont respectivement la for-
mule (4.22) et le lemme 5.1 de [dIBG12].
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Lemme 2.8. Soit ¢ > 0. Lorsque (x,y) € (H:), on a
V2 u(log u)2# Dz, y)

V(x,y;q,m) <e SO (¢ < Ve, #0), (2.51)
n 1/(2k) ,

72)\ (k7 y) /—1/(2k) e((n B n)n)dn

kln

A(n'/k, y) ky/(logy)

) (n' € N,k < Y.),
(2.52)

=177 "+ O
k 0] () + 6(min{|gc—n’|—i—l,\n’—k}H—l,n’}

Démonstration. D’apres les calculs de la Proposition et en particulier 'estimation ([2.47]),
on a pour tout diviseur k de q,

’ / U (z, y))
EnA(n,y) = E(z/k,x/k; kn)\(z/k,y) — tt k)N (¢ dt+0(
3 clrkwNny) = Bk /A ) L gy B0 RN 23) o
2—2a
klnlz

En reportant cette majoration dans (2.15]), on obtient I’estimation (2.51]).
En ce qui concerne l'estimation (2.52)), on peut suivre la méme preuve que celle

de [dIBG12 lemme 5.1], en remarquant que les seules estimations utilisées sont A\(¢,y) <
1 (t,y > 2) ainsi que ([2.46)), toutes deux valables sous nos hypotheses. O

L’estimation (2.51)) fournit

1/(2kg) e
= > o / Vi(x,y;4,m)°V (z,y; 9, —m)dn
q<Ve 1/(2]‘33)

8°Wg? W(z,y)*  W(z,y)?
+0 | Y5 (ulogu)? ’ + 4 .
( e : q%;g p@? = Ve

Sous nos hypothéses sur x et y, on a u = yg’(” et « =1+ 0(1) lorsque z et y tendent vers
I'infini, le terme d’erreur est donc O(¥(x,y)3/(xVs.)). En développant le terme V (z, y; ¢, —1),
on écrit

NV(z,y) = > nv(z,y;q) + R(z,y) + O <W> (2.53)

q<Ve l'yga

ou 'on a posé, de méme que dans [dIBG12],

s = 5 o)) ) e, 2 (o) (o) A (79)

k17k2,k3€N nl,RQEN
kil nytng<z
kiln;
et la majoration ([2.52)) fournit
Y 1 2( 4 q 2
e <5255 s 5 () () (2o
logy =5, ¢, i, \ki ks ks
n 1 1 1
= () () R e S e
ni<a 2 |z —ny —ny| + Ing +ny — k3| + ny + ng
TL2<5E

kiln;
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En majorant trivialement A(n;/k;,y) par O(1), puis la somme sur (nq,n,) par O(zlogx),
on obtient

v
R(z,y) < zyu)® < M (2.54)
xst
Lorsque gy < n <z, on a A(n/k,y) < (kz/n)'=%p(u). Par ailleurs,

1 T rx 1.30(71

Z (nlng(nl + ng))a_l < W/ / (tth(tl + tg))a_ldthtl < ke .
qy<n;<z 1h2J0 Jo 1R2

kilng

En utilisant qyz < ¥(z,y)?/z, on obtient nv(z,y; q) < 8@ g3 (z, y)3/(p(¢)%z). La
série de terme général nv(zx,y; q) est donc convergente et on a

NV(z,y) = va(x,y; q)+ 0O (@(x,y)?’) )

a>1 Yoo
En utilisant la notation de [dIBG12, lemme 5.5], on écrit

va(‘ray; Q) = Z g(kl’k2vk3)s(k17k27k3) (255)
q=>1 (k‘l,k‘g,kg)ENS

ou 'on a posé

Sk kpks) = > A (Ziy) A (ij) A ("1,;;”2,@ (2.56)

(n1,n9)EN?
kiln;
n1+no<zw

et ou g(kq, ko, k3) vérifie

g(ky, ko, kg)
2o Rk 2

(kq,k,k3)EN? (kq,k,k3)EN?

|g(ky, ko, k3)| (kykoks) 1/

1.
ks <

D’aprés ce qui précede, on a S(ki, ko, k3) < (kikoks)! =W (x, )3/ (k1koz). 1l en découle
que dans la somme du membre de droite de , la contribution des triplets (kq, ko, k3)
avec kikoks > (logy)® est O(¥(z,y)%/(zlogy)). Etant donné un triplet (ky, ko, k3) véri-
fiant k;koks < (logy)®, dans le membre de droite de :
— la contribution des (n;,ny) vérifiant n; < kyy ou ny < koy est O((logy)’yx), ce qui
est largement O(¥(z,y)3/(xlogy)),
— la contribution des (nq,ny) vérifiant kyy < ny < koz/(logy)® et nq > kyy est

ke koks) ' =W (z, y)? o=
< ( 172 3) - ( ) Z (nan(nl—f—nQ)) !
x
k1y<ni <z
kgySNQ%klzl’/(logy)G
o (kakohy) = W(z,y)* _ U(a,y)®
kikox(log y)2* ki kyx logy

puisque o = 1 + o(1) lorsque = et y tendent vers 'infini,
— la contribution des (nq,ny) vérifiant k;y < ny < k;z/(logy)® et ny > kyy se majore
de facon identique,
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— lorsque n/k > x/(logy)®, on a

Vi) = () o ()} o oo (B}

La contribution des (n;,ny) vérifiant n,/k; > x/(logy)® vaut donc

\1’(:;;:1/)3 {1 L0 ((logU) Ei(ylflkzk:))))}

ou I'on a utilisé la majoration 3, /g )6 <m<q/k 108(x/m) < z(logk)/k.
En regroupant les résultats, on obtient

> nv(z,yiq) = W{Nr@ (logu>}

a>1 logy

et 'estimation ([2.18)) en découle en reportant cela avec (2.54) dans (2.53)).






Deuxieme partie

Entiers friables translatés






Chapitre 3

Propriétés multiplicatives des
entiers friables translatés

3.1 Introduction

Un entier n est dit y-friable si son plus grand facteur premier P(n) est inférieur ou égal
a y, avec la convention P(1) = 1. On note S(z,y) ’ensemble des entiers inférieurs & x qui
sont y-friables, et ¥(z,y) := card S(x,y). Il est intéressant d’étudier dans quelle mesure les
propriétés multiplicatives des entiers friables translatés, de la forme n—1 ot P(n) < y, sont
similaires en moyenne a celles des entiers normaux, c’est-a-dire pris dans leur globalité.
On pose S*(z,y) := S(z,y) ~ {1}. Dans ce travail, on présente deux résultats concernant
la répartition des entiers friables translatés, qui améliorent des estimations antérieures en
faisant usage d’un article récent de Harper [Harl2al.

On étudie d’abord le probleme du calcul de la valeur moyenne de fonctions arith-
métiques sur les friables translatés. Cette question est abordée par Fouvry et Tenen-
baum [FT90] pour le cas de la fonction 7(n) = > djn 1, et récemment par Loiperdinger
et Shparlinski [LS10] dans le cas de la fonction indicatrice d’Euler ¢(n), puis par Bas-
quin [BasI0] qui améliore leurs résultats. A toute fonction f : N — C on associe la
fonction A\ définie par

An) = (f*p)(n) = f(d)p (Z)

d|n

ol u désigne la fonction de Mobius, ainsi que la quantité définie pour 2 < y < z par :

1
Ry(z,y) == > fln—-1).
\IJ(LU7 y) TLES*(IL‘,y)
On définit le domaine
2 < exp{(log, z)”**} <y < (H.)

ol log, « désigne le k-ieme itéré du logarithme évalué en x. Basquin [Basl0] obtient le
résultat suivant.

Théoréme A. Pour toute fonction f : N — C multiplicative vérifiant pour deux réels
positifs B, et tout n € N Uinégalité |\(n)| < Bn™?, on a Uestimation

log(u + 1))

o (2,) € Ho), (31)

Ry(z.9) = Ry(e.2) + O
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Sous I’hypothese sur f de cet énoncé, le terme principal du membre de droite de (3.1))
converge lorsque x — oo vers la valeur moyenne de f, qui s’exprime en fonction de A grace
a la relation Q)

. o q
Jim Ry(z,x) = Z Y
q>1
On établit ici une estimation de méme nature que (3.1f), valable pour des fonctions f plus
générales et dans un plus grand domaine en (x,y). On note u := (logz)/logy et a =
a(z,y) Punique solution réelle positive a I’équation

logp
logz = Z o
p<y

et on pose pour tout 3 € [0, 1]
90(8) =[x =p7"). (3.2)
plg
Onaac0,1] et 1—a~Ilog(u+1)/logy lorsque x,y — oo avec (logz)? <y < z.

Théoreme 3.1. Supposons que f : N — C soit une fonction telle que pour certains
réels B, > 0 on ait

> 09 <, (3.3)
q=1
et telle que [’une des deux conditions suivantes soit vérifiée :
- A(n) < B pour tout n € N et un certain B > 0 fizé,
— f est multiplicative, A ’étant alors également.

Alors il existe ¢ > 0 dépendant au plus de [ telle que lorsque 2 < (logz)¢ <y <z, on ait

A(g)gq(e) ( (1 log(u+1) )
Re(x,y) = ———+0 minq —, ——= ¢ | . 34
) = =00 08 (o oey (3.4)
En particulier, on a dans le méme domaine
B log(u+1)
Ry(w,y) = Ry(z,2) + O<W)' (3.5)

Remarque 3.1. Lorsque f est multiplicative, le terme principal du membre de droite
de (3.4) peut s’écrire comme un produit eulérien :

s A0mo) (1ot 5 ) )
P v>1

= e

Lorsque o — 1, autrement dit lorsque le terme d’erreur de tend vers 0, le compor-
tement de Ry(x,y) est comparable a celui de R¢(x,x). Cela differe du cas ot av s’éloigne
de 1, ou les éveénements “étre y-friable” et “étre divisible par p” sur les entiers inférieurs
a r ne peuvent plus heuristiquement étre considérés comme indépendants lorsque p < y.

Une autre question concernant les friables translatés et étudiée par Fouvry et Tenen-
baum [F'T96] est leur nombre de facteurs premiers distincts. Posant pour tout t € R
et 2<y<uw,

¢ —1)—
(1) ::/ e_”2/2dv/\/27r et  U(x,y;t):= card {n € S*(x,y) ’ win = 1) — logy @ < t},

Vd1og,

ils obtiennent 'estimation suivante.
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Théoréme B. Soit A un réel positif. Lorsque t € R et exp{(logz)/(log, 2)} <y < =,

Y@yt _ g 10 (105539“’ ) . (3.7)

U (z,y) Vlog, @

Dans le cas y = x ceci découle du théoreme d’Erdés-Kac (cf. [Ten07, théoreme I11.4.15]).
On montre ici que cette estimation est valable dans un plus large domaine en (z,y).

Théoréme 3.2. Il existe un réel ¢ > 0 telle que Uestimation (3.7)) soit valable uniformé-
ment lorsque t € R et 2 < (logz)¢ <y < x.

Remerciements. L’auteur est tres reconnaissant a directeur de these Régis de la Bre-
teche pour ses remarques et conseils durant la rédaction de ce papier, ainsi qu’a Gérald
Tenenbaum pour sa relecture et ses encouragements.

3.2 Bombieri-Vinogradov pour les entiers friables
On définit pour tous entiers a, q et tous réels z,y avec 2 <y < x
U(x,y;a,q) = card {n € S(z,y) | n = a (mod q)},

Uy(z,y) := card {n € S(x,y) | (n,q) =1},

et on note
_logx

u
= H(u) := — 7.
“ logy (u) = exp {log(u +2) }
Dans I’étude des entiers friables, la question du domaine en (x,y) dans lequel les résultats

que I'on énonce sont valables est importante. Hildebrand [Hil84] a montré que I’hypothése
de Riemann est équivalente a l’assertion que pour tout € > 0, on a

U(z,y) ~e zp(u) (z — oo, (logz)*te <y < x)

ou p est la fonction de Dickman, solution continue sur R de I’équation up’(u)+p(u—1) =0
avec la condition initiale p(u) = 1 pour u € [0, 1]. Dans [Hil86], Hildebrand montre que
cette assertion est vraie lorsque x,y — oo avec (x,y) € (H.) pour tout € > 0 fixé. L'ex-
posant 5/3 dans la définition de (H.) est lié & 'exposant 2/3 apparaissant dans la région
sans zéro de ¢ de Vinogradov-Korobov. Les travaux de Hildebrand et Tenenbaum [HT86]
et La Breteche et Tenenbaum [dIBT05b], qui font usage de la méthode du col, élucident en
partie le comportement de Wq(z,y), notamment par le biais de résultats locaux : on peut
établir un lien entre les valeurs de Uq(z,y) a celle de ¥(z,y) méme dans des domaines
ol aucune approximation réguliere de ¥(x,y) n’est connue. On a plus précisément les
deux résultats suivants, qui sont respectivement un cas particulier du théoreme 2.1 et un
corollaire de la formule (4.1) de [dIBTO5Db].

Lemme C. (i) Lorsque (z,y) € R? et m € N avec 2 < (logz)? <y <z, P(m) <y
et w(m) < /Yy, on a

W (2.9) = W g)am(e) {1+ 0 (222 (39
ot, ayant posé vm = log(w(m) + 2)log(u + 1)/logy, Em = Em(x,y) vérifie

B < (logu) ' { exp(2ym) — 1} (3.9)
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(i) Soit e > 0. Lorsque m € N avec w(m) < \/y et P(m) <y, on a

2¢0m) Jog(u + 1)

Ainsi, pour de petits modules m et lorsque « est loin de 1, les entiers de S(z,y) ne
sont pas bien répartis dans toutes les classes modulo m puisqu’une proportion inférieure
a p(m)/m se trouve dans les classes inversibles. Cependant, on sait suite a des travaux
de Soundararajan [Sou08| précisés par Harper [Har12b] qu’il y a équirépartition dans une
large mesure a l'intérieur des classes inversibles : pour tout € > 0, la relation

\IJ‘I(x7 y)

V(r,y5a,q) ~e ———
( ) ©(q)

U (2, y) = ¥(z, y){“pfnm) + Oe( ((z,y) € (H:)). (3.10)

est valable lorsque (a,q) = 1, logz/logq — 00, y > yo(e) et ¢ < y*Ve~¢. Comme I'indique
Soundararajan [Sou08], il semble difficile d’améliorer 1’exposant 4,/e. On peut cependant
espérer obtenir des résultats si 'on considére I’erreur moyenne de la répartition de S(z,y)
dans les différentes classes modulo g pour ¢ < @ avec @ de ’ordre d’une puissance de x. Les
Théoremes [3.1] et [3:2] découlent plus précisément de bonnes estimations pour la quantité

O e S 1oy Yel@y)

Fouvry et Tenenbaum [FT96] donnent un panorama des résultats antérieurs et obtiennent
pour tous réels positifs ¢, A fixés la majoration

Az, y; Va exp{—(logz)'/*}) < W(z,y)H(u) (logz) ™ (exp{(logz)***} <y <)

pour un certain 6 = d(e, A). Harper [Harl2a], améliorant leur résultat, obtient pour
tout Q < /¥(z,y), A > 0 et pour deux constantes absolues ¢, d > 0 la majoration

Az, y; Q) <4 U(a,y){y *+H ()’ (logz) " }+Qy/¥(z,y)(logz)*  ((logz)° <y < ).

C’est cette majoration qui est & I'ceuvre dans les Théoremes [3.1] et [3:2]
La proposition qui suit est une version pondérée de [Harl2al, theorem 1].

Proposition 3.2. Soit 9 > 0. Il existe deux constantes ¢,d > 0 pouvant dépendre de
telles que lorsque 2 < (logz)* <y <z et 1 < Q < \/V(z,y), pour toute fonction X\ : N —
R vérifiant pour un certain B > 0 les conditions suivantes :

(i) A(mn) < A(m)A(n)  ((m,n) € N?),
(ii) Y. An) < z(log2)? (22 2),
(iii) A\(n) <n'=?  (n>1),
on ait
\IIQ(xvy)'

2, Al0) ©(q)

9<Q (a.0)=1
= Op (U(z,){HwW) ™ +y~°}) + 0(Q\/¥(x,y)(log 2)"/? max A(q) ).
q<Q
De plus, il existe n = n(¥) > 0 tel que lorsque Q < x", le membre de gauche de (3.11)) soit
Op (W(z, ) {Hu)™ +y7°}).

Autrement dit, le deuziéeme terme d’erreur de (3.11)) n’est d prendre en compte que lorsque Q >
x.

U(x,y;a,q) —
(3.11)
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Démonstration. Le résultat énoncé dans [Harl2al theorem 1] correspond au cas particu-
lier A = 1. Le cas général se montre de fagon identique, c’est pourquoi on se contente ici
d’indiquer les modifications a apporter a la preuve de [Harl2al, theorem 1]

Le membre de gauche de est majoré par

> Y oy s
r<Q x* (mod r)q<Q ¥ q) x (mod q)
x* prlmltlf x induit par x*

(3.12)

Pour tout n > 0 fixé, les calculs de Harper (voir la proposition 2 et le paragraphe 4.4
de [Harl2a]) montrent que la contribution des r > z" a la premiére somme de (3.12) est

O ((log )2\ () {Q + 22 (log :c)z} max /\(q))

/AS

en majorant trivialement A(gq).
La contribution des r» < z" est majorée comme suit :

q
r<ax* (mod 1) q<Q P\ x (mod ¢) _|nes(ay)
x* primitif x induit par x*

< VY(z,y) (H(u) 2 +y ?).

Cela est l’analogue de la formule (3.1) de [Harl2a] et se montre de fagon similaire. I
convient de changer la définition de G, en remplacant la condition PRe(s) > 299/300
par Re(s) > 1 —9/300. Lors la majoration de la contribution des caracteres dans G,, on
pose

e := min{9¥/300, (10logr)/log y}

en vérifiant que ce choix de € vérifie encore la condition 40 loglog(qyH)/logy < €, quitte a
augmenter la valeur de ¢ (appellée K dans la notation de [Harl2al) et & diminuer celle de 7
en fonction de 9. Le reste des calculs sont valables avec le poids A(q) grace aux propriétés
suivantes, qui découlent des hypotheses sur A :

— lorsque g = rs, on a A(q)/¢(q) < A(r)A(s)/(@(r)e(s)),

—ona Yo As)/p(s) < (log Q)P ainsi que 3,5 5 A(r)/1* < (log R)P /R,
— étant donné R > 2, on a
> Zﬁ Alr) < 10%2793(1%102)(5/2)(19/300) < R0,

R<r<2R x* (mod r) (,0(7“) .

ou la somme Zﬁ porte sur les caracteres primitifs xy* modulo r tels que la série de
Dirichlet associée L(s,x*) ait au moins un zéro p =  + iy avec § > 1 — /300
et |y| < 00

— on a enfin pour tout r € N,

(@ Am) o piaA)
q;ﬁ W 2 i EQ/ Jint >m§QZ/(Td) om) < BTG

Les facteurs additionnels provenant de ces modifications sont tous O((logx)) pour un
certain réel c3 = c3(B) > 0, et cela est absorbé dans le terme d’erreur quitte a diviser
par 2 la valeur de ¢.

O
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3.3 Valeur moyenne de certaines fonctions arithmétiques

On démontre dans cette section le Théoreme On se place dans un cadre qui re-
groupe les deux hypotheses possibles sur f : on suppose qu’il existe une fonction XN —
R telle que l'on ait

- Vn e N, |A(n )|<B)\( ),

~ W(m,n) € N2, A(mn) < A(m)A(n),

- Vz >2 Zn<z ( ) < Bz(logz)B

— Xn) < Bn!~b.
Lorsque A(n) < B (resp. A multiplicative), le choix A = 1 (resp. A = |A|) est admissible.
On rappelle que 'on dispose en plus de la majoration .
Soit ¢ > 2 un réel. On suppose (logz)¢ < y. On part de I'expression

Ry(x,y) = ZA WO (z,y;1,q) — 1}
q>1
obtenue en intervertissant les sommes apres avoir utilisé la relation f(n) =32, A(g). La

présence de —1 dans le sommant tient compte du fait que dans la définition de Ry(x,y), on
ne somme pas sur I’entier 1; cela implique que le sommant est nul pour ¢ > z.Posons @ :=
[(z(log )% /¥ (x,y))/P]. On a ¥(z,y) = zt°() lorsque 2 — oo, donc Q = x(1=®)/F+o(l),
On a

Zx\ WY (x,y;1,q) — 1}<<:CZ| <Ba:Q7f3<B ny.
>Q >Q

On applique la Proposition avec le poids by pour ¢ = (3. Si 7 est le réel positif donné par
cette proposition, quitte a supposer ¢ suffisasamment grand en fonction de 5, on a Q) < z".
Par ailleurs - < [A(¢q)| < BQ, on obtient donc

, 1 U(x,y)
é)\(Q) {\P(‘T?ya L,q) — M‘I’Q(iﬂay)} <p logz
Ainsi,
\Il T 1
oSN () o

L’hypothese sur A implique

puisque 1/¢0(q) < ¢ "+t#/2. Lorsque ¢ est supposé assez grand en fonction de 3, les
conditions de l’estimation (3.8)) du Lemme sont vérifiées avec m = ¢ pour tout ¢ < u?/?,
et on a uniformément

o(z,y) = gq(a)¥(z,y) {1 +0 <M)}

u

ou Eq vérifie (3.9). Lorsque ¢ — oo, on a ¥q = o((logq)/logy) et log(u + 2)/(logy) < 1,
donc Eq = ¢°Y | ainsi
Aq)|Eq(1+ E
3 IAN@)|Eq(1 + Eq) <psl
o(q)

q<u®/?
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donc

B = 3 M0mE o (1)

A0

A 1
A0 u
ce qui montre I'estimation ((3.4]).
Supposons d’abord y < exp{,/logzlog, z}, de sorte que 1/u < log(u + 1)/logy. On
a SUPgea,1] 199(B)] < logg, ainsi gq(a) = gq(1) + O((log g)(1 — a)) et

A 1
Ry(w,y) =) M), Ops(l—a)+Opg ()
q U
q=>1
ce qui fournit (3.5 grdce par exemple & [Ten07, formule II1.5.74].
Il reste & montrer ’estimation E[) lorsque y > exp{+/log x log, x}. On reprend I'étude
précédente a partir de la formule (3.13)). Pour tout ¢ € N, on note

a =[] "

p”lq
Py

le plus grand diviseur y-friable de ¢. On a Vq(z,y) = Yoy (z,y) et w(gy) < logz < /Y,
I'estimation (3.10) du Lemme |C| fournit donc

_ § Pl a) 1 22\ () log(u + 1)
Ryey) = q% wela) OB(logrc " q%; ple)  logy )

On a 2“(q)q/¢(q) <5 ¢°, Phypothese (3.3)) sur A montre que le terme d’erreur est Op 5(log(u+
1)/logy). Par ailleurs, on remarque que

3 elay)Aa) _ ZM +O( > M)

<0 ay(q) =1 9 q>min{Q,y} #(a)

et le terme d’erreur est Op g(y~%/2 + Q79/%) = Op s(log(u + 1)/logy) par construction

de Q. Cela montre 'estimation (3.5)) lorsque y > exp{./logzlog, z} et complete la dé-
monstration du Théoréme B.11

3.4 Théoréme d’Erdos-Kac sur les friables translatés

On démontre dans cette section le Théoréme [3:2l On reprend la preuve de Fouvry
et Tenenbaum [FT96], avec deux changements notables : le choix du parameétre Y et
l'utilisation de la majoration infra. Lorsque y > exp{logz/(log, )%}, le corol-
laire 5 de [ET96] s’applique, on peut donc supposer y < exp{logz/(log, z)?}. En par-
ticulier H(u)™% <4 1/logz. La Proposition appliquée avec ¥ = 1/2 et A\(n) = 7(n)?
our(n) =34, 1 ('hypothese (i) étant satisfaite avec B = 7) fournit, pour un réel positif §
et quitte a augmenter la valeur de ¢, 'estimation

S ) gm0z 000) = P20 < oy (H() 4y )+ ¥ 0@ g )
q<Q =

(3.14)
uniformément lorsque 2 < (logz)¢ <y <z et Q < /¥(x,y). Il sera fait usage du résultat
suivant, qui est issu de [Lan89, Lemmal].
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Lemme D. Pour toutn € N on a

)< Y 7>

dn,d<n'/3
On pose Y := exp{(logz)/(logy )} et pour tout n € N, w(n,Y) =3, <y 1. Pour
tout k € R, on a
card {n € S*(z,y) |[w(n —1) —w(n - 1Y) >k} <277 Z gw(n—l)—w(n-1Y)
nesS*(z,y)
Or on a grace au Lemme
2w(n71)7w(n71,Y) < Z 1< Z T(d)3

dln—1 dn—1,d<z'/3
P (d)>Y P=(d)>Y

ou P~(d) désigne le plus petit facteur premier de l'entier d > 1 (avec P~ (1) = o0). Une
interversion de sommation fournit

card {n € S*(z,y) |[w(n—1) —wn—-1,Y) >k} < 277 Z 7(d)3W(z,y;1,d). (3.15)
d<z1/3
P=(d)>Y

Quitte & augmenter la valeur de ¢ pour avoir z3/* < W(z,y)/(logx)3, la formule (3.14)
avec Q = /2 et les calculs de [FT96] (formule précédant la formule (7.6)) montrent que

le membre de droite de (3.15]) est

d)*U
<oy TR | ogrp(a,y)) < 27 10g, 270 ()
d<zl/3 gO(d)
P=(d)>Y

Le choix k = ¢;logs x pour ¢; > 0 fixé suffisamment grand en fonction de c assure que

cela est < ¥(z,y)/+/log, x.

On pose £ :=log, Y = log, x + O(logs x) et
U*(x,y;t) == card {n € S*(z,y) | w(n — 1,Y) <€+ /).
On a

log,
U(z,y;t) = card {n € S*(z,y) |w(n —1,Y) <log, x + t\/log, z} + O( 3 @(x,y))

Viogy &
¥(w.y))

logs =

Vd1og,

pour un certain réel ¢ vérifiant £ =t + O((1 + |t|) logy x//log, 7). On a

®(f) = () + O(logy z//log, ),

il suffit donc de montrer l'estimation (3.7) avec ¥(z,y;t) remplacé par U*(z,y;t). De
méme que dans [ET96], on fait appel a I'inégalité de Berry-Esseen sous la forme énoncée
dans [Ten07, théoreme I1.7.16] :

(2, y;t) ‘ / d19
— <<—+ ; 3.17
S S(ay) Ryl (3:17)

= U*(z,y;t ) + O<
(3.16)
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avec

oy 1 iﬂ(w(nm@/\/é) 922
R(z,y;0) := (llf(x,y) nesg:(%y)e e

en remarquant que R(z,y; —9) = R(z,y; ). On fixe ¥ € [0, /¢].
Suivant les calculs de [ET96], formule (7.10)], on obtient

1 1/2
R(x,y; 9 <<192+19< wn-1Y —§2> . 3.18
(2, 5) 2 L0 (318)
On a
Yo wn—1Y)=> ¥(z,y1,p)+0(Y/logY),
neS*(z,y) p<Y
Yo wn—1Y)’ =Y Uz, Lp)+ Y. Ulx,yilpg) + O(Y?/log?Y).
nesS*(z,y) p<Y p,q<Y

P#q

Quitte & augmenter la valeur de ¢, pour x assez grand ona Y < /¥(x,y), ainsi d’apres [Har12al,
theorem 1] on a

> w ) = Y I o, y) = 0(r.y) + O, y)
<Y p<y P

ot 'on a utilisé ¥p(z,y) = ¥(z,y){1+O0(1/p*+1/u)} pour tout p <Y, grace a [dIBTO5D),
théoreme 2.1] si p < y, I'égalité étant triviale sinon. De méme,

> U(wyilpg) = E2U(x,y) + O(EU(2,y)).

On a donc en développant,

Y. Wn-1Y)-€*=0(¥(z,y)

nes* (z,y)
et en reportant cela dans (3.18]), on obtient
R(z,y;9) < 9 + 92 (3.19)

On montre ensuite une estimation plus précise que la précédente pour les valeurs de v
loin de 0. Pour tout m € N, on a e« (mY) — Y dm,p(a)<y fo(d) avec

fo(d) := MQ(d)(eiﬁ/\/g _ 1)w(d) _ O(MZ(d)efCQw(d))

pour un certain ¢, > 0, puisque 9//€ < 1 < 7/3. Lorsque p%(d) = 1, on a d < P(d)*@ .
on a donc pour tout m € N

S fold) < e BB B (i) < emaloma )™ N r ()’ (3.20)
d|m,P(d/)§Y djm,d<m?1/3
d>zl/3
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pour un certain c3 > 0, ou 'on a utilisé le Lemme Une interversion de sommation
fournit

> ST fold) < em3los2) N r(d)3W (2, y;1, d)
neS*(z,y) din—1,P(d)<Y d<z1/3
d>xz1/3 B

c 8 v
< e—c3(logy ) H (1 + f)q/(x,y) < 7(x,y).
D log
p<z

D’autre part, étant donné que fy(d) < 1, le théoréme 1 de [Har12a] (ou la Proposition [3.2]
pour A = 1) fournit, quitte & augmenter la valeur de c,

> fold) {‘P(a?,y;l,d) — \Dd(x’y)} < Y@y

ot o(d) log =
Ainsi on a
. 1\
S IV S ey +0 (SED)
log
neS*(z,y) d§x1/3,P(d)§Y

= > Jo(d)Walz.y) <\Il(;n,y)) | (3.21)

»(d) log =

d<z1/3 P(d)<Y
La contribution & la derniére somme des d vérifiant w(d) > /y est majorée par
O(e™2V¥(log 2)¥(x,y)) = O(¥(z,y)/ log z).

Lorsque w(d) < /y, en notant m = m(d) le plus grand diviseur y-friable de d, 'estima-
tion (3.8)) du Lemme |C| fournit

U4) = Un(o.9) = (@) W) {140 (E=LEED) L )

_ w(d
avec B, =0 ((10g u) "y, exp{Q'ym}) =0 (k)fg;gi)
et ot gm () est défini en (3.2). On a en effet v, < log(w(m) + 2)/4 quitte & supposer ¢
suffisament grand. On reporte 'estimation (3.22)) dans (3.21)) : le terme d’erreur induit est
dominé par
logY  W(x,y)

)\ = .
<) logz  (log, x)¢

U(z,y) |fo(d)|w(d)?
ulogy P(%:SY o(d)

On a donc
S IINE gy Y W L0 (\f@ay))
nGS*(I,y) dSiIJl/S,P(d)SY 90( ) Ong

RO
by Y DDl < 15;”) .

d<z'/3,P(d)<Y w(d) *

S

Par ailleurs on a

d < d¥(z,Y 1
Z |ft9(d)| <</ (Zv ) < (logy)ef(logx)/GlogY < l )
d>x1/3,P(d)§Y (70( ) 21/3 z ogx




3.4. THEOREME D’ERDOS-KAC SUR LES FRIABLES TRANSLATES 97

On obtient donc

3 oitw(n—1Y)/\/E _ U(ey) T Jo(d)gm(a) (@) L0 (\Il(x,y)) '

nES* (2,9) pley P log, @

Quitte a supposer c assez grand on a ), p~ 17 < 1, et les calculs de [FT96] (en particulier
ceux menant a la formule (7.16)) montrent que le terme principal du membre de droite
vaut

U(z,y) exp{(e”/VE - 1)¢+0(W/\/E)}
@) VETR OO0+ 9%)/ B} si0 <9 <Y
O(W(z,y)e=*4?) = O(W(w, ) /€) sigl/s <9< E

pour un certain ¢4 > 0, on a donc, en notant que log, x ~ &,

eﬂ92/2(19+193)/\/€+ 1/§ siOSﬁSflm
1/¢ si ¢l/6 <9 <€

En regroupant les estimations (3.19)) et (3.23)) on obtient

R(z,y;9) < { (3.23)

si0 <9< 1/€
(0 +0%)/VE+1/¢ sil/e <9< \E

En injectant dans (3.17)), cela fournit finalement

9
R(z,y;9) < {6_02/2

U*(x,y;t) 1
Ve -P(t)| < N3

Cela démontre le Théoréme grace a l'estimation ([3.16]).

sup
teR







Chapitre 4

Théoremes de type
Fouvry—Iwaniec pour les entiers
friables

4.1 Introduction

Un entier n est dit y-friable si son plus grand facteur premier P(n) est inférieur ou
égal & y, avec la convention P(1) = 1. L’ensemble des entiers inférieurs ou égaux a = qui
sont y-friables est noté S(x,y), et on pose ¥(z,y) = card S(z,y). L’étude de S(z,y) fait
I’'objet d’abondantes études, les outils variant selon la taille de y par rapport a x : on réfere
le lecteur aux articles de survol [HT93]. On s’intéresse ici a la répartition de S(z,y) dans
les progressions arithmétiques. On définit

U(z,y;a,q) = card {n € S(z,y) | n =a (mod q)},

Uq(z,y) := card {n € S(z,y) | (n,q) = 1}.

Harper [Har12b], précisant un résultat de Soundararajan [Sou08], montre que pour tout ¢ >
0 fixé, lorsque (a,q) =1,

\I"Q(‘T7 y)
©(q)

Soundararajan conjecture que cette estimation a lieu pour tout A > 0 fixé lorsque ¢ < y.
Comme il est noté dans [Gra93b] et [Sou0§|, établir cette estimation pour un A > 4,/e
aurait des conséquences intéressantes sur le probléme du plus petit résidu non quadratique
modulo p, au sujet duquel on réféere le lecteur aux travaux de Burgess [Bur57].

La situation présente des similarités avec la suite des entiers premiers : s’il est délicat

U(z,y;a,q) ~ (logz/logq — 00,q < y*Ve7s 4y > yo(e)). (4.1)

de majorer le terme
B(r,y:0.q) i= U(a,yia,q) — ——Vy(z,y)
xr,y;a,q) = r,ysa,q) — ——~ xr,y
wlq) *

uniformément dans un large domaine en x, y et ¢, on peut espérer obtenir des résul-
tats en moyenne, du méme type que le résultat de Bombieri—Vinogradov, c’est-a-dire des
majorations de la somme

> max |B(z,y;a,q)|-
9<Q (a.0)=1



100 CHAPITRE 4. THEOREMES TYPE FOUVRY-IWANIEC POUR LES ENTIERS FRIABLES

Dans la plupart des applications, et plus particulierement celles liées aux techniques de
crible, ce sont ces objets qui interviennent. La question de 'uniformité en () est cruciale.
On définit les quantités suivantes, qui interviennent fréquemment dans 1’étude des
entiers friables : 1
u = 12?;, H(u) := exp{u/(log(u + 1))?}.
Harper [Har12a], précisant des résultats de Fouvry—Tenenbaum [FT96], Granville [Gra93al]
et Wolke [Wol73], montre qu’il existe ¢,d > 0 tels que pour tout A > 0, lorsque (logz)¢ <

y<zet@</Y(x,y),on ait
3 max |B(z,y;a,q)| <4 ¥(z, ) {H(u) " (logz)™ +y7°} + Q/¥(x,y)(log z)"/>.

q<Q (a.0)=

(4.2)
La constante implicite est effective si A < 1. Dans les applications, il est important que le
majorant soit o(¥(z,y)), et le résultat de Harper assure cela dés que Q = o(/¥(z, y)(log z)~7/?).
De méme que dans la situation du théoréme de Bombieri—Vinogradov, il serait tres inté-
ressant d’avoir un majorant qui soit o(¥(z,y)) lorsque @ est de l'ordre de /z.

Dans le contexte des nombres premiers et du théoreme de Bombieri—Vinogradov, de tels
résultats peuvent étre obtenus si ’on fixe ’entier a dont on détecte la classe de congruence.
Cela trouve son origine dans des travaux de Fouvry—Iwaniec et Fouvry [FI80) [Fou82) [Fou84|
et est étudié par Bombieri-Friedlander—Iwaniec dans une série d’articles [BFI86l [BFIST,
BFI&9]. Il est par exemple montré dans [BFI87, main theorem| que pour tout a # 0
et A >0, il existe B = B(A) tel que l'on ait

lix loglog z)?
DR PP S L L 1L £
< /o leg ) v(q) (log )

(g,a)=1

ou 7(x; a, q) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs & x et congrus a a modulo g.
On pourra consulter l'article de Fiorilli [Fiol2] pour plus de références et des résultats
récents a ce sujet.

Fouvry et Tenenbaum [FT96], théorémes 2 et 3] montrent par des méthodes similaires
le résultat suivant.

Théoréme A. Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que lorsque a € Z\ {0} et 1 <y < af,
pour tout A >0, on ait

> |E(x,yia.q)| <4
quS/S—E
(g,a)=1

x
Z |E(x7y;a7Q)‘ <a M NA (|CL| SJZ‘)
g<ab/11—¢ (log 1‘)
(g,0)=1
Il est intéressant dans ce résultat que g est autorisé a prendre des valeurs de ’ordre
de \/z. En revanche, le majorant n’est O(¥(z,y)) que dans un domaine du type

@ (Ja| < 29, (4.3)

1 loglog1
og x log log ogz:}éy

exp { (n+o(1)) = 22

lorsque z — oo et pour un certain n = n(A), ce qui restreint l'uniformité en x et y dans
les applications. On montre ici le résultat suivant.

1. Cela découle par exemple de la proposition 11.8.30 de [Ten07]
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Théoreme 4.1. Pour tout € > 0 fixé, il existe ¢,6 > 0 pouvant dépendre de ¢ tels que

lorsque (logx)® <y < x'/¢, pour tout A >0, on ait
> 1B ysa,q) <4 Uz y){H () (loga) A+’ (lal <2%),  (44)
q§z3/575
(g,a)=1

> E(mysa,q)| <4 Uz y){Hw) (logz) ™ +y°}  (la| <z'7F),  (4.5)
<gb/11-¢
q(q,a)=1

ot la constante implicite est effective si A < 1.

Les majorants dans et sont toujours o(¥(zx,y)) lorsque z,y — oo et A > 0
dans leur domaine de validité. Par rapport aux précédents exemples de suites ayant un
exposant de répartition supérieur a 1/2 pour une classe de congruence fixée, la suite
d’entiers S(z, (log x)°) est particuliérement peu dense puisque ¥ (z, (log z)¢) = 2!~ 1/cte()
lorsque  — oo (voir la formule infra).

Ce résultat permet par exemple d’estimer la somme

T(x,y):= Z T(n —1).
nes(z,y)
n>1

Ce probleme peut étre vu comme un analogue friable du probléme des diviseurs de Titch-
marsh (cf. le corollary 1 de [BFIS6| et le corollaire 2 de [Fou85]). Il est étudié par Fouvry

et Tenenbaum dans [FT90], qui obtiennent en particulier le résultat suivant. Dans toute
la suite, on désigne par log, x la k-iéme itérée du logarithme évalué en z.

Théoréme B. Soit n > 0. Lorsque x et y sont suffisamment grands et vérifient l’inéga-
lité exp{nlogxlogsx/logyz} <y <z, ona

T(z,y) =¥(x,y) loga:{l + O(W) }

L’énoncé de notre résultat fait intervenir une notation de [HT86]. Lorsque 2 <y < z,
on définit implicitement le point-selle a(x,y) € [0, 1] par 'équation

1
E o8P _ log x.
pr—1
Py

Lorsque z,y — oo avec (logz)? <y < z,ona l—a ~ log(u+1)/logy, et lorsque z,y — oo,
on a

U(z,y) = zoFol), (4.6)

Théoréme 4.2. [l existe ¢ > 0 tel que lorsque (logz)® <y <z, on ait

T(z,y) =C(a)¥(x,y) log:z:{l%—O(min{i,bgl(;;—;U})} (4.7)

avec
a —1

C(a) ::];[(1_%).
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Remarque 4.1. Le terme d’erreur O(1/u) est typique de 'utilisation de la méthode du
col dans I’étude des entiers friables. On a C(«) < 1, ainsi que

C(a):1+o(bgl(:gzl)),

et pour tout ¢ > 0, on a 1/u > log(u + 1)/logy lorsque logy > /log x log, .
La constante implicite dans I'estimation (4.7]) obtenue par la méthode proposée ici est

effective lorsque H (u)? > logy/log(u + 1), ce qui est réalisé par exemple lorsque logy <
log 2/ (log, z(log x)?).

La dépendance du terme principal en « est due a un biais dans la répartition des entiers
friables dans les progressions arithmétiques, biais d’autant plus important que « (donc ¥)
est petit. Par exemple, un entier y-friable choisi au hasard entre 1 et x est pair avec une
probabilité 27 4 o(1) lorsque x — oo, cf. le Lemme infra.

De méme que dans [FT90], la preuve que l'on présente ici permet 'obtention d’un
développement de T'(z,y) selon les puissances négatives de logy. On définit le domaine

3 < exp{(log, 2)°/*} <y < w. (11.)
Pour tout & > 0 fixé, il existe des fonctions (u — o;(u))i>0, définies sur [1,00] par la
formule (1.12) de [ET90] (en particulier og(u) = p(u)), telles qu’en posant pour tout z > 1,
k
C(z) = U]+m1n{1 (k+1—j)logz/z},7+ 1] U[k+1,00],

on ait pour (z,y) € (He) et u € C((logy)/2) l'estimation

T(z,y) = :clogx{ zk: 7;(u) - + Og,k(wl)(w) }

— (logy)J (log y)*+1

Remerciements. L’auteur tient a exprimer sa plus profonde reconnaissance a son direc-
teur Régis de la Breteche et a Etienne Fouvry pour leurs conseils, leurs encouragements
et leurs relectures durant la rédaction de ce travail.

4.2 Lemmes

4.2.1 Entiers friables

Dans [Hil86], Hildebrand étudie la fonction ¥(x, y) en itérant une équation fonctionelle.
On définit la fonction de Dickman p(u) pour tout u > 0 par

§u) +uplu—1)=0, (u>1)

avec la condition initiale p(u) = 1 pour u € [0,1]. On prolonge p a R par p(u) = 0
pour u < 0. Lorsque (z,y) € (H¢), on a

W(a,y) = ap(u){1 + oa(logl(:g;;l)) 3 (4.8)

Le terme d’erreur est optimal pour le terme principal zp(u). Saias [Sai89] montre que 1'on
peut préciser cette estimation au prix d’un terme principal faisant intervenir la fonction p
de fagon plus fine. On définit pour 2 <y < z,

Az, y) = {xfotoo plu—v)d(|y*]/y") sizgZ
7A@ +0y) sinon,
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ainsi que Le(y) := exp{(logy)®/°~¢}. Lorsque (z,y) € H., on a

U(z,y) = Az, y){1+ O(L(y) 1)}

Le domaine de validité de ’estimation a un lien direct avec le terme d’erreur dans
le théoreme des nombres premiers. Ainsi, la forme du domaine (H;) est liée a la région
sans zéro de Vinogradov-Korobov [Ten07, formule (I1.3.64)] tandis que Hildebrand [Hil84]
montre que la validité de ’estimation

U(z,y) =2p(w)O:(y°),  ((logz)**® <y)

pour tout € > 0 est équivalente a I’hypothese de Riemann.

Si 'on concede de travailler avec un terme principal dépendant moins explicitement
de x et y, il est possible d’obtenir une estimation valable dans un domaine beaucoup plus
étendu. On pose pour s € C,Res > 0,

p*(logp)?

C(S,y) = H(l _pis)ilv ¢2(S7y) = (ps _ 1)2 :

p<y p<y

Alors Hildebrand et Tenenbaum [HT86l theorem 1] montrent que lorsque 2 < y < x, on a

U(z,y) = M(1+0(3+1‘)gy)). (4.9)

- ay2néy(ay) vy

La quantité ¢q(cv,y) vérifie lorsque 2 < y < x l'estimation (cf. [HT86), theorem 2|)

Po(a,y) = (1 + lo?gJa:) log:z:logy(l +O(log(ul+ 1) + lo;y))

La démonstration de Hildebrand et Tenenbaum de I’estimation emploie la méthode
du col. Celle-ci offre la possibilité d’obtenir des résultats “locaux”, permettant par exemple
I'évaluation du rapport ¥(z/d,y)/¥(x,y) dans des domaines en z,y et d ou aucune ap-
proximation lisse de W(z, y) n’est connue voire possible. Cela est étudié par La Breteche et
Tenenbaum dans [dIBT05b]. Afin de citer leurs résultats on introduit quelques notations
supplémentaires. On définit pour tout m € N, gp(a) := Hp|m(1 — p~%) et, par analogie
avec la fonction A(x,y),

+o0o
Aoy i=o [ plu—v)dRn(y")
avec Ry (t) :=t1 2 on<t (nm)=1 L —@(m)/m. Le résultat suivant découle des théoreme 2.4,
2.1 et de la formule (4.1) de [dIBT05b].

Lemme 4.1. (i) Lorsque2<y<zet1l<d<wz, ona

\P(%,y) < dia\I/(:):,y).

(ii) Lorsque (logz)? <y <z, Pt(m) <y et w(im) < VY, on a

En(1+ Em))}

u

Uin(2,y) = g (@) ¥ (2, y){1+ O
ot, en notant v, := log(w(m) + 1)log(u + 1)/ logy, la quantité E,, vérifie

Em < (log(u + 1))~ { exp(2ym) — 1}
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(iii) Lorsque (v,y) € He, x >3 et PT(m) <y, ona

V(z,y)
U (z,y) = Am(z,y) + O ———Z— ).
(o) = Anle) +0(7 0500
Remarque 4.2. La Bretéche et Tenenbaum [dIBT05b), formule (2.22)] montrent en fait
une estimation pour le rapport ¥(x/d,y)/V(z,y) pour un large domaine en les para-
metres z,y,d. On ne fera usage ici que de la majoration énoncée au point (i).

4.2.2 Méthode de dispersion

On reprend dans ce travail la méthode adoptée dans [FI83], [BFI86], basée sur un calcul
de “dispersion” d’apres Linnik, et qui correspond & un calcul de variance empirique. La
méthode peut étre résumée de la fagon suivante :

(i) on approche la fonction 1;¢ S(xz,y) Par des convolutions de la forme >, amfBny,

(ii) par l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on se raméne au cas ou a,, = f(m) est une
fonction lisse,

(iii) on détecte la congruence mnf = a (mod r) par une formule sommatoire de Poisson,
ce qui fait intervenir des sommes de Kloosterman,

(iv) on majore ces sommes, soit individuellement par la majoration de Weil [Weid§|, soit
en moyenne grace a des résultats de Deshouillers et Iwaniec [DIS3].

Dans tout ce qui suit, on note e(z) = 7%,
La transformée de Fourier d’une fonction f : R — C intégrable est définie pour
tout n € R par
. [e'e)
Fon = [ f©e(emac.
—00
Dans ce qui suit, les fonctions dont on considérera la transformée de Fourier seront tou-
jours C*° a support compact. On dispose dans ce cas de la formule d’inversion

1O = [ Fae-enn

Enfin, lorsque f est C> & support dans [—M, M] avec |f)| < M7 pour tout j > 0,
alors pour tout n € R et j > 0, on a |f(n)| <; M1~In~9. En particulier, on a

! 3 ‘f(%)‘«l (r € N).

" hez\{0}

Le lemme suivant est une formule sommatoire de Poisson effective, telle que formulée
dans [BFI86, lemma 2.

Lemme 4.2. Soit M > 1 et f : Ry — C une fonction C* da support compact inclus
dans [—4M,4M], telle que U (r) <j M~ lorsque z € Ry et j > 0. Alors pour tous q,a €
N,e>0etH>q¢""*M~t, ona

S sm=y X F(%)el-ab/g) + 07

m=a (mod q) q |h|<H

1

Concernant la majoration de sommes de Kloosterman, on dispose du résultat suivant,
qui découle de la majoration de Weil [WeidS]. La version énoncée ici est essentiellement le
lemme 4 de [Fou82].
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Lemme 4.3. Lorsque k,b,c,{ € N et D> 1, on a

Z e (bi) < log(D + 1)4/(b, &) (c)c'/? + (b’cc)D7 (4.10)

d<D
(d,e)=1
d d (b,c)log(¢+1)
e|b- log(D + 1)/ (b, e)7(c)c/? + 222 T/ p)owtk) (411
> SO(d)<c)<<(g<+>\/<,><> e )220 (a1)
(d,ck)=1
d=0 (mod ¢)

Le résultat suivant, démontré dans [DI83] theorem 12], intervient de fagon cruciale. Il
s’agit d’'une majoration en moyenne de sommes de Kloosterman. Sa démonstration repose
sur la théorie des formes automorphes, et des informations sur le spectre du Laplacien
agissant sur les formes automorphes sur le quotient du demi-plan de Poincaré par les
sous-groupes de congruence, I'\H (on référe le lecteur au chapitre 16 de [[K04] pour
plus d’explications & ces sujets). La version que l'on énonce ici correspond au lemma 1

de [BETS6).

Lemme 4.4. Soite > 0 et gy : Ry x Ry — C une fonction a support compact. Pour tous
réels positifs C, D, N, R, S et toute suite de nombres complexes (Bn,r,s)(n7T’S)€N3, on a

XY Y B XY a(G Dye(n)

R<r<2R S<s<25 1<n<N C<e<2C D<d<2D ¢
(rd,sc)=1
1/2
< (CDNRS)*{CS(RS + N)(C + DR) + C>DS\/(RS + N)R + D2NRS—1}1/2{ 3 an,l,,nP} .

n,l,r
La constante implicite dépend au plus de gy et €.

Selberg conjecture que le Laplacien agissant sur I'\H n’a aucune valeur propre infé-
rieure & 1/4 (cf. [Sar95] pour plus d’explications & ce sujet). Si cette conjecture est vraie,
on peut ignorer le terme C2DS\/(RS + N)R dans la majoration du Lemme Cela n’a
aucune incidence sur le résultat du Théoréme Par ailleurs, la majoration du Lemme [4.4]
ne dépend pas directement du réel x tel qu’il soit connu que le spectre du Laplacien est
inclus dans [k, co[. Deshouillers et Iwaniec utilisent a la place des résultats de densité sur
le spectre du Laplacien [DI83| theorem 6].

On fera également usage d’une inégalité de grand crible, sous la forme classique suivante
(cf. le theorem 7.13 de [IK04]).

Lemme 4.5. Pour tous entiers Q,M,N > 1 et toute suite (an)M<n<m+nN de nombres
complezes, on a

2
Yo X Y e sV @)
q<Q x (mod q) M<n<M+N M<n<M+N
X primitif

4.3 Démonstration du Théoréme

Dans toute la suite, pour tous r € N, k (mod r) et € > 0, on note

we(kyr) = Z x(k) (4.12)
X primitif
cond(x)<x*
cond(x)|r
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ou la somme est sur 'ensemble des caracteres primitifs de Dirichlet de conducteur infé-
rieur & z° et divisant r. En particulier, cela inclut toujours le caractere trivial x = 1,
correspondant au module 1.

Théoréme 4.3. Pour tout ¢ > 0 suffisament petit, lorsque a € Z \ {0}, et lorsque (am),
(Bn), (Ap) sont trois suites de nombres complexes de modules inférieurs ou égauz a 1,
de supports respectifs dans les entiers de |M,2M]|, |N,2N], |L,2L], avec x :== MNL, il
existe 6 = d(g) > 0 tel que lorsque 'un quelconque des deux ensembles de conditions
sur M, N, L, R suivants est vérifié :

la| < a?, z® <N, NL < z2/3-5¢ L <az¢M, (4.13)
M<R<z°NL, N2L3 < 2'"¢R, NO°L? < 2272, NAL3 < g%7¢, V7
ou
‘a‘ < .731767 NL < x2/3*5€7 ny
M<R<z<NL,  N3LA<g2<  NOSL5<gieR-2 (4.14)

on ait la majoration

1
Z Z Z Z amﬁ”)‘@ TN Z Z Z amﬁn)\éwa (mn[ﬁ; T')

R<r<2R|l m n ¢ o(r) m on 7

(r,a)=1 mnl=a (mod r) (mnt,r)=1

< xt70 (4.15)

Ce théoreme est & rapprocher du theorem 4 de [BFI86] et du théoreme 2 de [Fou82],
qui énoncent que la majoration

1
2| XX amBad = 5> 3 ) ambad| Keaa/(loga)t  (4.16)
R<r<2R m o n g o(r) mon
(ra)=1 mnt=a (mod r) (mnt,r)=1

est valable sous les conditions du Théoréme et sous I’hypothese supplémentaire que (3y,)
est bien répartie dans les progressions arithmétiques de petits modules?. Le gain dans la
majoration par rapport a provient du fait que ’on considére uniquement
la contribution des caracteres de conducteurs > z°. Cela est la principale nouveauté de
ce travail par rapport a [BFI86] et [Fou82|]. Une telle réduction est admissible pour 'ap-
plication aux entiers friables car il est démontré dans [Harl2a] que la contribution des
caracteres de conducteurs inférieurs a £ au membre de gauche de est bien controlée
pour un certain € > 0 absolu, cf. en particulier la formule (3.1) de [Har12al.

Les conditions limitantes pour la taille de R dans le systeme sont heuristiquement

R<z°NL, N2L3 < z'7°R, NAL3 < 2272,

Elles impliquent en effet R < x3/578¢/5 ot D’égalité est atteinte pour N = x!/5+4e/5

L = 22/5=7/5 N = £2/5+3¢/5 De méme, les conditions limitantes pour la taille de R dans

le systeme (4.14)) sont
R< a2 °NL, N3L* < 227, NOLS < g4*R72,

elles impliquent R < 20/117¢ et I’égalité est atteinte pour N = g2/Mte [ = gA/lle

M = %" Cela est & Porigine des exposants 3/5 et 6/11 dans le Théoréme

2. Dans [BFI&0], les auteurs font d’autres hypotheses simplificatrices, nommément (A,) et (Aj). Les
auteurs mentionnent (p.220) que ces hypotheses ne sont pas cruciales, ce que les calculs du présent travail
mettent en évidence.
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On remarque que, contrairement & [Fou82 théoreme 2| et [BFI86, theorem 4], on ne
fait pas d’hypothese sur la bonne répartition modulo r des suites étudiées. Une hypothese
comme 'hypothése (Ay) de [BFI86] ne serait pas pertinente dans notre étude puisque 1’'on
considere uniquement la contribution des caracteres de grands conducteurs.

La démonstration proposée suit dans une large mesure celles de [Fou82), théoréme 2]
et [BEI86, theorem 4], On s’inspire des calculs réalisés dans [FI83) section 3] afin de ne
pas recourir a certaines hypothéses contraignantes, comme ’hypothese (A,) de [BFISG].

On note (uy) la suite définie pour tout k& € N par u; = >, , BaA,. Cette suite
est a support dans les entiers de |K,4K] avec K := NL, et vérifie |u,| < 7(k) ainsi
que >, |ug| < K. On note également

X = X := {x primitif | cond(x) < z°}.

On a |X| ~ 2%¢/(2¢(2)?) lorsque = — oo, cf. [IK04, formule (3.7)].

4.3.1 Calcul de dispersion

On désigne par A(M, N, L, R) le membre de gauche de (4.15). On a par I'inégalité de
Cauchy—Schwarz

2

A(M,N,L,R*<MR Y >

R<r<2R M<m<2M
(ra)=1 (m,r)=1

2w~ oy

k=am (mod r)

upwe (mka; r)

Etant donnée une fonction C* &, : R, — R, & support compact inclus dans [1/2,3] et
majorant la fonction indicatrice de 'intervalle [1,2], on pose f(m) := ®q(m/M). Alors le
membre de droite de I'expression précédente est majoré par

2

1
— upws(mka; r)
elr) (k,%::l -

R<r<2R (m,r)=1
(ra)=1

= MR(S, — 2Re Sy + S3)

2. wk—

k=am (mod r)

(4.17)

avec

S = Z Z f(m)

R<r<2R (m,r)=1

> w

k=am (mod r)

)

(r,a)=1
1
Syi= Y o Yoofm) DY ukwe(mk@; )iy,
R<r§2RS0 " (m,r)=1 (k1,m)=1
(ra)=1 ko=am (mod r)

2

Z upwe (mka; r)

(k,r)=1

On évalue successivement S3, Sy puis Sj.
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4.3.2 Estimation de S;

On a
Sg= ). ()2 DY xaxala) DD xalkDur x(k2)ur, Y. f(m)xixz(m).
R<r<2R P X1,X2€X k1,ko (m,r)=1
(ra)=1 cond(x1)|r (kqkg,r)=1
cond(x2)|r

Le Lemme permet d’évaluer la somme en m. Notant H := 2*RM ~!, pour tous x1, X2 €
X avec cond(x1)|r et cond(x2)|r, on a

> flm)xaxa(m) = f(0) Y xixa(b i > ( ) > xaxabe( fh)+0(1)~

(m,r)=1 o<b<r 0<|h|<H 0<b<r
(b,r)=1 (b,r)=

La somme sur b est une somme de Gauss, pour laquelle on dispose des lemmes 3.1 et 3.2
de [IK04]. Par ailleurs le module de ;X3 est un diviseur de 7 qui est inférieur a 22¢. On

obtient donc
‘ Z X1X2(b ( bh)’ < cond(x1Xz2) 1/2 Z d.

(0b<rl3<qi d|(h,r)

Ainsi, en utilisant la majoration || f |lec < M, on a

Dy i)y wmme() < Exa v ()| <o)

0<|h|<H 0<b<r dlr |h|<H/d

S3 = f( ) X3+ R3 (4.18)

avec

X3 := Z Z

R<r<2R o<b<r
(ra)=1  (byr)=1

2
Ry < z%|x)? Z T(r>2< Z |uk|> < 2% K?*(log R)R™!
}?<r)§2R (T) (k,r)=1
r.a)=1

Chacun des deux systémes de conditions (#.13) et (@.14) implique K < x?/3, quitte &
supposer ¢ suffisamment petit on obtient Ry = O(x!*KR™1).

4.3.3 Estimation de S,
On a

1
Z Z ") f(m) ZZ X(klma)uklqu-
XEX R<r<2R P (m,r)=1 (k1,m)=1

(ra)=1 ko=am (mod r)

cond(x)|r



4.3. DEMONSTRATION DU THEOREME |ﬂ| 109

Pour des indices x, 7, m, k1, ko de cette somme, on a x(kyma) = x(kq)x(k2), ainsi

1
xex h r<r<er PV e nod 1)
(r,ak1kg)=1
cond(x)|r

D’apres le Lemme en posant H = 2°RM "', la somme sur m vaut
1 ~rh _
> fm)=— X F(5)e(-ahky/r) + O-(1/r).
m=akg (mod ) |h|<H
En isolant la contribution du terme d’indice h = 0 et en reportant cela dans Sy, on obtient :
Sy = f(0)Xy + Ry + O(|X|K*R ™)

avec
1

Xy = Z _ ZZ Ukl%we(klg;r)7

R<r<2R TSO(T) (k1,m)=1

(ra)=1 (kg,r)=1
1 ~rhy [—ahky
R, —ZZX (k1) uklzx (Ko )up, Z o) Z f(;)e( . 2).
XEX kq R<r<2R 1<|h|<H
(r,ak1kg)=1
cond(x)|r

Les entiers kq et r étant premiers entre eux, on a 1’égalité

k’g T 1

2=t d1

T k‘Q kQT‘ (mo )

On a donc
_9 r ~/h T ah
XEX kp,kg 1<|h|<H | R<r<2R

(r,akqkg)=1
cond(x)|r

On effectue une intégration par parties afin d’éliminer le terme f(h/r)e(—ah/(rks)). Le

membre de droite de (4.19)) s’écrit
Z ’ 91(2,7)g2(z, 7")’

zeZ R<r<2R
ou on a posé
Z = {(X,k17k2,h) | x € X, R<r <2R,(r,akiky) =1,1 < |h| < H,cond(x)|r}

et pour tout z = (x, k1, ko, h) € Z,

g1(z,r) == f(%e( - ﬂ) go(2,7) i = (pr e(ahz).

r
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Posant Gy(2,&) := Y g <¢ 92(2,7"), une intégration par parties fournit

DY glzrgzzr!—Z\/% £)dG(=,€)|

2€Z R<r<2R
< sup 191(2,€)| x Y [Ga(2,2R)]

rEcon 2€2
+ R sup ,€) sup Go(z §
22 35 ¢ 01> R<§<2Rz€2‘
R<E<2R

Pour tout £ €|R,2R] et z = (x, k1, ko, h) € Z, la majoration (4.11)) fournit
Gao(z,€) < 2°{(ah, ko) *ky/® + (ah, ky) Rk; 'Y},
on obtient donc, en utilisant I'inégalité -, 4 (a,b) < A7(b) valable pour tousb € N, A > 1,

> Go(2,8)| < 2°| X|HK? + 2| X | HKR.
zZEZ

Par ailleurs, |g1(2,€)| < M et 0g,/0¢(2,&) < HM?R~2. Ainsi, sous les hypothéses (4.13)
ou ([@14), on a Ry < 2% {K°?R™' + K} < 2! *KR™!, ce qui fournit

Sy = f(0) Xy + O(z'*KR™). (4.20)

4.3.4 Estimation de S;

En séparant les sommants de Sy selon la valeur de (kq, k), on a

=Y X X Sm XY wmg =) 80

v>1 R<r<2R (m,r)=1 k1=am (mod r) v21
(rav)=1 ko=am (mod r)
(k1:k)=v

avec pour tout v > 1,

Swy= Y > flm) D> upTk,

R<r<2R (m,r)=1 k1=am (mod r)
(r,av)=1 ko=am (mod r)
(k1.kg)=v

Soit n > 0. La contribution des indices v > " est majorée par

Sswe YOS fom z( > )\uk\)

2

v>z" R<r<2R (m,r)=1 v>x" k=am (mod r
(r,a)=1 (v,r)=1 vlk
Klo K T(v
Roell s o o 2 M
R<r<2R (m,r)=1 v>x" k=am (mod r)
(r,a)=1 (v,r)=1 vk
Z f(m)r(mk — a|) + K log K7(|a|)®
mk;éa

< :L‘l_”/QKR_l
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quitte a supposer n < 5e. On fixe a présent un entier v < z, et on écrit de fagon
unique k; = vdy k] avec dy|[v™ (c’est-a-dire p|d; = p|v) et (k7,v) = 1, ainsi que ky = vk),.
La contribution & S(v) des indices k; pour lesquels d; > x" est

S OY Y dm YY g

dy1 >z R<r<2R (m,r)=1 dik{=ky=avm (mod r)
dy v (rav)=1 (dq K k) =(k7 dp)=1
<233 X fm) > >, 1
dy>z" R<r<2R (m,r)=1 K/(vdy)<k{<2K/(vdy) K/v<ky<2K/v
dyv>® (r,av)=1 K{=avdym (mod r) kh=dqk{ (mod r)
< KRt NN f(m) > 7(|vdik{m — a]) + K7 (|a|)’
dy>xn m K/(vdy)<k{<2K/(vdy)
dy v vdlk’l’m;éa
< "MPKRTY N drt + Ka”
d1>a"
dq|v>

< xlfn/4KR71

la derniére majoration étant uniforme pour v < z. On se retreint donc dorénavant aux
indices dy < z". On note pour tout dy|v™> :

S(dy;v) = Z Z f(m) ZZ Uky Uk -
R<r<2R (m,r)=1 k1=kg=am (mod r)
(r,av)=1 (k1,k9)=v,vd] |k
(k1/(vdy),v)=1

En appliquant le Lemme [£.2] & la somme sur m, on obtient

~

S(dy;v) = f(0)X1(dy;v) + R(dy;v) + T(dy;v)

avec, en notant encore H := x"RM 1,

1
Xi(d;v) = >, = > Uk Uy
R<r<2R " k1=kg (mod r)
(r,(w):l (kl,T)Zl,(kl,kQ):’U
vdy |ky,(ky/(vdy)v)=1

1 ~rh —haky
R(dy;v) = Z - ZZ Uky Uy Z f(;)e(%)v
R<r<2R k1=kg (mod r) 1<|h|<H
(rav)=1 (k1,m)=1,(k1 ,k9)=v
vdy ky,(k1/(vdy),0)=1

1
T(dlﬂ)) < Z - ZZ ’uklqu .
R<r<2R’ ky=ky (mod )
(Tvv):]- (kl,T):l,(kl,kQ):U
vdq|ky,(ky/(vdy),0)=1
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On a de plus, quitte a supposer n < ¢ (de sorte que K > "),
> Ty(dysv) < 2" KPR+ K,

v>1dq|v™
YD Xildpo) < BTNy D0 D0 urg| Y fuky (ke — Kal)
v<z" dy>x" v<z" dy>z" vdq|kq vlkg
dy [v>® dy v ko#ky

¢ K2R_1Qj_77/2
SN Xi(dysv) < K2R\ 4 Ka'l2,
v>a" dy [v>°
Au final, on a
S =X+ > S R(dy;v) + 0@ KR

v<z" d <z"
dq|v>

avec

DI VN D S

R<r<2R 0<b<7" k=b (mod r)
(ra)=1 (byr)=
Il reste & étudier le terme
> D R(dyv)
v<z" dy <z
dq|v™

La suite (u, ), est une combinaison linéaire de 7(v) produits de convolutions de suites de
type (Byn')ns et (Aye)p pour différents entiers n divisant v. Afin de clarifier les notations,
on démontre la proposition suivante.

Proposition 4.3. Soit ¢ > 0 fizé suffisamment petit. Lorsque a € Z\ {0} et v,dy,dy € N,
pour tous réels M, K, N, L, R,E supérieurs a 1, toutes suites (uy), (Bn), (A;) de supports
respectifs dans les entiers de |K,4K], |N,2N], |L,2L], vérifiant pour tous k,n, ¥,

] < 7(K),  max{|al, [N} <1,
(k,vd1d2> >1=u, =0, (nﬁ, ’Udl) >1= ,BnAg =0,

et toute fonction lisse &y : Ry — Ry d support compact inclus dans [1/2,3], en po-
sant f(m) := ®g(m/M), la majoration suivante :

Yo YYY wha Y f( )e (W) < (MKENL)'MKNLR™'€"!

R<r<2R " dik=donf (mod r) 1<|h|<H
(ravdydg)=1 (dq k,done)=1
(4.21)

est valable sous ['un quelconque des deux ensembles de conditions suivants :

lavd,dy| < (KNL)?, NL <dyK, H<RY“WeM~!

K<LN2., RK<NM, M<R<K, NL<KM, R<MNLE™,

K < M1/2N1/2R1/2(€_1, K1/4N1/2 < M1/2L1/4g_1, K1/2 < M1/2L1/45_1,
(4.22)

ou

{ lvdidy| < (KNL)®,  |a|R® < vdid3M{K + NL}, H <R M, (4.23)

M<R<K, K<MNY2e-1 NY2[V/*< pMR-1/2g-1
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Dans cette proposition K et NL jouent un réle semblable mais ne sont pas nécessai-
rement égaux. Dans le systeme (4.22)), les conditions

NL <dyK, K<NL? NL<KM, R<M?NLE™!

sont imposées afin d’améliorer la présentation des calculs et sont faciles a satisfaire en
pratique : lorsque K = N L, les trois premieres sont triviales et la derniere découle de R <
K si £ < M?, ce qui sera vérifié dans les applications.

Démonstration de la Proposition[{.3 On note v := vd;ds et
Ve = Y Bk (4.24)
nl=k
L’objet d’étude est
1 ~rh vky
R<r<2R " diky=dgky (mod r) 1<|h|<H

(rav)=1 (dlkl,d2k2)=1

La suite v est a support dans |NL,4NL]. On rappelle que K et N L ne sont pas nécessai-
rement égaux.
Les entiers r, v, k; étant deux a deux premiers entre eux, on a la congruence

vk k") + v(doky — dyky)vdgky Y 4 rkyrkr ™) = 1 (mod rvky)
(ot @9 désigne un inverse de a modulo q). Ainsi, avec t := (doky — dyk;)/7, on a

PR L B L
r 1 v vkyr

(mod 1). (4.25)

Le dernier terme est < Rf|a|{vKM}~1. On a donc

I/dgk)Q %

1 ~h
R= Y 1YY X A()e(an
R<r<2R " djk=dgks (mod r) \<h<H 1 v
(rav)=1 (dqk1,doke)=1

+ O(|la|(RENLY*K{vM}™1).

On note R’ le premier terme du membre de droite et pour tout entier w avec 0 < w < v
et (w,v) = 1, on note

I/dng wikl
=1t —
Blw) =172 4
1 ~rh
Rw:= > = X3 wyw Y J(5)elahd(w)),
R<r<2R dyk1=dgoky (mod r) 1<|h|<H
(ra)=1 (dqk1,dgke)=1

r=w (mod v)

Les conditions sur r sont :
R <r <2R, (rya) =1, r=w (mod v), dky = dyko (mod 1),
elles deviennent vis-a-vis de t = (doky — dqky) /7 :

_ daky — by _

R ~ ; ~ QR, d2]€2 — dlkl = wt (mod l/t), (koJQ — dlkla at) =1.
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On détecte la troisieme grace a la relation

Z ILL(O') = 1(d2k27d1k1,at):t

ola
Ut|d2k2—d1 k‘l

Pour un indice o de cette somme, on a (o,v) = 1. Ainsi, pour un certain o|a, on a

R=| > Rw)
O<w<v
(w,v)=1
SIS SRS 3 SR i 2 (dkffdk)e(ahqs(w))|
0<w<v t£0 (dqkq,dgky)=1 202 MM <y 22 T
(w,v)=1 R<(dokg—dk1)/t<2R
doko—diki=wt (mod vt)
0't|d2k2—d1k1
. t = ht _w)
<lof| X5 XS wtegp gy 3 TG T )eenen )
0<w<y 10 (dy Ky ,doko)=1 202 M < 22 M
(wp)= R<(dgkg—dyk1)/t<2R

doko—d1k1=wot (mod vot)

On a ot|dyky — dikq et (diky,doky) = 1, donc (kg, ot) = 1. On utilise ensuite les relations :

Layjdy ey +wot
“dalily tuot Z X(kQ)X((dlkl + ’LUO't)/dQ) = 1d2k25d1k’1+wat (mod vot)
(P(Udlo't) X (mod wvdyot)

1/2
/_1/2 e((daky — dik1)9)F(9)dV = 1p<(dghy—dyky)/t<2R

ou F(9) := Y ,ez reai<ore(ad) < min{TR, |9~} pour |[9| < 1/2, et avec la nota-
tion T := max{d; K,dsNL}/R. On a donc

1

ZZZZW

0<w<v 1<|t|<T (dy kq,doko)=1
(’LU V)_l d2|d1k1+wat

/
<N @R oo gy [ (ks — dik) )P0

X (mod vdyot)

IR < |af®

t ht

X i
IS%:SH dyky — dyiky <d2k2 —dik

)e(ah¢(wa(”)))|.

Par ailleurs, en utilisant la définition de f puis la formule d’inversion de Fourier, on a
t N ht 3MR™!
it (e ! ,ﬁ) [ [ Fnengdats - du)e(ehiands
En injectant la définition et en renommant k; en k, on obtient

1/2 r3MR™! oo ~
RI<laf S5 3 Jul Z YD /1/2/0 /_OOIF(ﬁ)tf(nt)lw

O<w<v k (£,k)= 1<t|<T
(w,v)=1

x )

X (mod vdqyot)

ST Bax(n)e(ahd(wi™) + dontd + Eh — nEdant) |dndedy.
(n,k)=11<|h|<H
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On effectue les changements de variables n < /0,9 < 9/¢ :

3MR~ nt
R!| < |a|€/ / /Oomax{2|"9| L}<£<2L’€ ( )‘ 1<S|t|<T‘£ (6 >‘

L<t<2L
Z Z Z Z A~ on (vd ot)

O<w<v k (k)=11<|t|<T
(w,v)=1

X

X (mod vdqot)

> Y Bax(n)e(aht vdant | on ‘”:’k + dynd) + Eh — nédyn )| dnd&dy.

(n,k)=11<|h|<H k

On rappelle que par les hypotheses faites sur u, 5, A, les sommations sont restreintes aux
indices k,n,? tels que (k,v) = (nf,vd;) = 1. On permute les sommations sur w et k et

on effectue le changement de variables w <+ wk™ o, Par ailleurs les deux sup sont res-
pectivement O(min{|9|~!, TRL™}) et O(min{MTL™!,|n|~, LM~t|n|=2}). Finalement,
pour des entiers o, w et des réels 1, £, ¥ dépendant au plus de v, dy, dy et a et vérifiant o|a,
(w,v) =1, et ayant posé

B(n,h) = B,ﬁ(ah% + dond + Eh — nfdgn),

on obtient

IR < (lalTR)FYMR™ Y > > wphd

k (£k)=11<|t|<T

> B(H,h)x(n)e@htydzne)‘ (4.26)

(n,k)=11<|h|<H

1

X Godol) 2

X (mod vdyot)
< (|a|KTR¥vMR™ Y KLT}/?*B'/?

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, avec
1

b= ¥ cten. X3 h(g)x

1<it|<T ¥ (mod vdyot) (k,v)=

XZ(I)O(

Z Z B(n, h)x ( yd;n€)| .

(n,k)=11<|h|<H

Ici &y : Ry — R, dénote une fonction lisse majorée par la fonction indicatrice de I'in-
tervalle [1/2, 3] et majorant la fonction indicatrice de l'intervalle [1,2]. En développant le
carré et en évaluant la somme sur y, on obtient

B— ZZZ%( Jo () YTy B(n,h)We(at(n’h—nh’)Vd2Zn/€).

1<\t|<T 1<|h|,|W |<H (nn wdyotk)=1
(k)= n=n' (mod vdyot)
(Z,k):l

On pose pour tous entiers e, q :

O R SRR 3 ol )
n,n’ 1<|t|<Ttle 1<|h],|W |[<H
nn'=¢n=n' (mod vdyot) n'h—nh'=e/t

(nn' vdyot)=1
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On a Beg = 0 si e et g ne vérifient pas |e| <4HNT et N? < ¢ < 4N?. Par ailleurs,

5= 35 Ba S5 o) )0 1)

(k,vgl)=1
On sépare la contribution des termes avec e =0 :
B =B(e=0)+ B(e #0)

avec

Ble=0) < KLY > |BuBul > 2.2 L

I<PHST  1<[hL|R |<H
n=n’ (mod t) nh/=n'h
La contribution des termes de la somme avec n = n' est O(KNLHT). Le reste contribue
KLY 18> Y. IBylr(In=n']) > 7(n'h/n) < (HN)*KLNH.
n

dln (n',n)=4 1<|h|<H
n/é|h

On a donc B(e = 0) < (HN)*KLNHT'. Le Lemme s’applique a la somme B(e # 0)

avec
C+ K, D« L N« 4a|HNT, R+ 4vdyN?, S+« 1

et permet d’écrire

Be #0) < (|lajvKLNR)*{ K (vdyN? + |a| HNT)(K + vdy LN?)

+ K*Ly/(vdyN? + [a| HNT)N? + ,/dzya‘LQHTNg}l/z{ Sy ’B€7q|2}1/2'

e#0 4

Afin d’estimer le dernier crochet, on sépare la contribution des termes avec n = n’ : on
écrit
| Beg| < Bi(le], q) + Ba(lel, q)

avec
|Bn|?card {(t,h, )1 < |h|,|W| < H,1<|t| <T |tn(h—h')=¢e} siq=n?
Bl(e)Q) = .
0 sinon,
By(e.q):= D> IBuBwl 3. X)L
nn'=q 1<t<T,tle 1<|h|,|W|<H
n#n’ n=n' (mod t) n’h—nh'=e/t
On a

> > |Bi(ne n?)?
<Yt Y {Scad (1< LW < H | h—H =/}

0<e’<2HT tle’
< (HT)*H®NT.
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En ce qui concerne Bsy(e, q), on a

&)< > BByl D, Y. 1< T(e)(1+%) > (00)|BuB-

nn/:q IStST 1S|h|,|h/|SH TLTL/:(]
n#n’ tle  n'h—nh'=e/t
On a donc
ZZBQ€Q ) < (HNT)*(H+N)N"'Y S Z 1, 1")| Bn B | Ba(e, q)
e 9 nn/=q
< (HNT)*2(H + NYH NS S (n4,19)|Bni Bra| Y. |BrgBral7(Ing — na)
ny ny ngng=ning
n3#ng
< (HNT)e(H + N)H2N71 ZZZ(nl,n2)|ﬁnlﬁn2,ﬁn3,Bn4|.
nina=ngng

On note que

Z Z Z(”l, N9)|Bny Bra Bns Bry| < N?(log N)®.

ning=ngny

En regroupant les estimations et grace aux hypotheses , on obtient
R < |a|(KNLR)*KM ™' + (KNLR)&MR*{KZLR*1}1/2{K2NLM*1
+{KN'L + K2N2L + KN3L2M 1}/ 2RNM’1}1/ !
En utilisant M < R< K, NL< KM et K < NM, on obtient
R(KNL) ™% « KM~! 4 M1/2K5/4N1/2L3/4R—3/2{K3/4L1/4 L RY2N & R1/2K1/4N1/2}.
Sous les conditions (4.22), le membre de droite est O(MKNLE™).

On majore dans un second temps la quantité R en utilisant le Lemme [£.3] On re-
prend 1’étude précédente sans majorer trivialement la contribution du terme —ah/(vkqr)
provenant de ’équation (4.25)), et en utilisant 1’égalité modulo 1

vdyln k 1
= — d1).
k vignt * vdgntk (med D)

On obtient pour un certain o|a et trois réels £, n, ¥ dépendant au plus de v, dy, dy 'inégalité

IR'| < (|la|]TR) VMR Y Z Z Udat) ST Ju]

1<|t|<T k X (mod vdqyot)

CLhtk aht
(n%::1ﬁn>((n)e< " vdynt + - Aotk + nédynt + dgn&?)’

x D

1<|h|<H

L’inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

1/2

IR'| < (Ja|TR)*vMRY{KLHT}"*D}/*
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ou

p= ¥ Y Y

K<k<4K L<Z<2L 1<[t|<T
(kvdg)=1 (Lk)=

DIEENDD

X (mod wvdyot) 1<|h|<H

© vdlat)

2

aht% aht
(n%::1 BnX(n)e< B vdonl + vdynlk + nédont + dgﬂf’ﬂ)

En développant le carré, il vient

Do > X))

1<|h|<H N<n<2N 1<|t|<T, L<t<2L | K<k<2K
N<n/<2N n=n' (mod vdyot) (k,vdgnn'f)=1

ahtk  n—n' aht(n’ —n)
Z e( + ) .
vdyln,n'| (n,n’) vdonn'lk

(4.27)
On élimine le second terme dans 'exponentielle en intégrant par parties. On écrit le
membre de droite de cette égalité sous la forme :

Z ‘ Z gl(zak)92(27k)‘
2€Z2 K<k<2K

ol Z est lensemble des quintuplets d’entiers (h,n,n’,¢,t) correspondant & des indices
dans la somme du membre de droite de (4.27), et les fonctions g; et gy sont définies
lorsque z = (h,n,n,{,t) € Z par

ahtk  n—n' aht(n’ —n)
k) := k) =el—————).
912, k) e(ud2€[n,n’] (n,n’)>’ 9a(2: k) e( vdonn'lk )

En notant Ga(z, k) = >k <y 9(2, k"), le membre de droite de (4.27)) vaut

> ‘/2K (2,€)dG (2, 5)’ sup 192(2, )| x > |G1(2, K))|

z€EZ K<E<2K z€EZ
09
+ K sup ( 5)‘ sup Z |G1(z,€)|.
ez 1O K<€<2K [ =%
K<E<2K
On a donc ol HT
a
D 14— D(K'
0 < (1 SR RNE) 52, P

ou on a noté

ahtk n—n'
b= Y OYY Y Y| w e )
1<|h|<H N<n<2N  1<[|<T  L<I<2L| K<k<K’ (VdQE[”’n] (n,n ))
N<n/<2N p=pn’ (mod vdjat) (k,vdonn'0)=1

On remarque que |a|HT < vdy KN L par hypothese.
La contribution des indices n,n’ avec n = n’ est O(HTKNL). La majoration
fournit
D(K') < HTKNL + Dy + (KNL)*vdyD,

,aht(n —n')/(n,n'))
ln,n'] ’

=Kk >y IY ¥ ¥

1<|h|<H N<n/<n<2N 1<[t|<T L<(<2L
n=n' (mod vdjot)
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/

1/2 n—mn'\1/2
D2 = Z Z Z Z Z (ﬁ[n, n/]) / (f[n, n,}, ahtm) .
I<|h|<H 1<|t|<T  N<n/<n<2N L<(<2L J
n=n' (mod vdyot)

Soit n > 0. Dans Dy, on sépare les sommants suivant la valeur de d = (n,n’) et on évalue
les sommes sur h puis sur £. On obtient

Dy < (RKNL|a|)"KHN™? Y " d ) >N (dnn/,at(n —n')).
d<2N 1<|t|<T N/d<n'<n<2N/d
(n,n/)=1

dn=dn’ (mod vdjot)

Dans cette somme, on a (nn/,n —n') = 1. Le terme général de la derniére somme est donc
inférieur a d(nn’, at). En séparant de nouveau suivant la valeur de § = (¢,d), on obtient

Dy < (RKNL|a])"KHN™2Y 6> > & Y 3 (nn', atd).
6<T  d<2N/§ 1<|t|<T/6 N/(d§)<n’<n<2N/(ds)
(t,d)=1 (n,n/)=1

dn=dn’ (mod vdjot)

La condition de congruence sur n,n’ implique t|d(n—n') donc tjn—n'. Puisque (n,n’) =1,
on a (t,nn') = 1, ainsi en évaluant la somme sur ¢ on a

2
D, < (RE*NLa)’KHN 2362 3 @ Y (n,08)) < (RK*N?(a]*)"KHN.
5<T  d<2N/§  n<2N/(ds)

Dans D,, on procede de méme. En séparant les sommants suivant la valeur de d = (n,n’)
et en évaluant les sommes sur h et £, on obtient

D, < (RENLIa)"HNLY? 32 a2 50 357 (dnnat(n—n)"
d<2N 1<|t|<T N/d<n'<n<2N/d
(n,n/)=1

dn=dn’ (mod vdjot)

En séparant suivant la valeur de § = (¢, d), on obtient

Dy < (RKNL|a|)"HNL*? Z 571/2 Z d-1/? Z ZZ (dnn',at(n—n'))l/Q.
o<T d<2N/§ 1<[t|<T/8 N/ (d8)<n/ <n<2N/(db)
(t,d)=1 (n,n')=1

dn=dn’ (mod vdjot)
Le terme général de la derniere somme est inférieur a
d1/2(nn',at(n o n/))1/2 _ d1/2(nn',at)1/2 _ dl/Q(nn',a)l/Q,
ainsi on a

2
Dy < (RK’NL|a"HNLY? Y 5712 3" (3" (n,0)'?)" < (RK*N’L|a]?)"HL*N®.
o<T d<2N/§ n<2N/(d6)

Avec = £/2 on obtient Dy < (RKNL|a|)*HTKNL + (KR|a|)vdyHL>?N? et
finalement
IR| < (RENL|a|)*{TKLN'? 4+ T2 K2 N3/2[5/4}.

Cela est O(MKNL)'*MKNLR '£71) sous les conditions (4.23). O
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On rappelle que 'on a pour tout n > 0 suffisamment petit

S =f0)X1+ Y Y R(dy;v) + 0@ AKR™)

v<z" dy <z
dy|v®>®
ol o
1 - ~/h 2
Ridpo)= 3 0 Y wgmy Y F(F)e(—an).
R<r<2R k1=kg (mod r) 1<|h|<H

(rav)=1 (k1,m)=1,(k1,k9)=v
vdy [k, (k1 /(vdy),w)=1

Pour tous v, k1, ko avec (ky1,ky) = v et (ko/v,v) = dy, en notant ks = vdokl), on a

= D D Bawer= Do D DL Basgr s
5152 vn/l = d2k” (5152 v 63(54 d2 n''e = k’2’
(¢,67)=1 (04:61)=1 (7,6, 63)=1

On obtient donc

Yoo Rdo)=>" Y > D> Y R(vdy,dy,61,03) (4.28)

v<z" dq <z" v<zx" dq <z" d2|’u 5152 v 6354 do
dy |v> dy v (04,61)=1
avec
_ . h vd K
R(U;dl,d27(51753) = Z ZZZ uk"ﬁn”A@” Z f(;)e( —ah , ),
R<r<2R d{k"=don"¢" (mod r) 1<|h|<H
(rav)=1 (dlk” dgn”e”)
Uprr = L )1 Upay ks B = L2 v/do)=185169n7 Ao = 107 61830/ dg)=1A6554"-

Pour chaque choix d’indices dans la somme (4.28)), on applique la Proposition avec v/dy
dans le role de v. On obtient pour un certain 1’ > 0 la majoration

R(’U, dl) dQ, (51, (53) < I‘lianRil
lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

lavd,| < 2", 2" < R", 3L < M,
M<R< Kz 2" 22 <min{M,N}, 22"R< M?K,
xZOn’N1/2L < M1/2R1/2, xZOn’N3/4 < M1/2, xZOn’N1/2L1/4 < M1/2,

ou
ludy| <z, a] <z 2" < R,
_ / / / -1
M<R< Kz 20" 30" NY2L < M, 230 NY2LU/4 < MR

Cela implique S; — f(0)X; < (2142177 4 z2=1/Y)K R=1. Lorsque 1/ est pris suffisamment
petit en fonction de ¢, et 1 en fonction de 7/, ces conditions sont satisfaites grace aux

hypotheses (4.13) ou (4.14)), respectivement, et on obtient pour un certain > 0

S = f(0)X; +O(z' K R™Y). (4.29)
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4.3.5 Contribution des termes principaux

On remarque que

2
1

X1 —2Re Xy + X3 = Z Z Z up — —— Z uws (kb r)
R<r<2R 0<b<7’ k=b (mod r) @(r) (k,r)=1
(ra)=1  (br)=1
1 1

<= — ugx (k
R R<;2R e ) p%:mtlf ’ (k; * '
cond(x)>:r

cond(x)|r
Des calculs similaires & [Harl2al Section 4] fournissent

1
Xl —2%2X2+X3 § -

R Z upx (k)

°<s<2R x (mod s) r<2R (‘0 (k,r/s)=1
1

Xprlmltlf s|r
<z > X > Z!Zukx |

2°<s<2Ry (mod s)r<2R p(r dr/s dk

X primitif s|r
(log R)? < 7(d) N

< gy X (K)

d§<;2 So(d) ze<zs;2R 80(5) X (nzm:d s) ’ zk’: " ‘

R
X primitif

‘ 2

1

(log R)? 7(d) /°° s 2dt
= u /
R d%]j?. @(d) z° x8<s§§1{2R,t} 90(3) X (r%):d s) ‘ Z wx ‘ t2
X primitif

<

(log R)? 7(d) K K
R cgw(d)(dxe ")

d
< K*R'47¢/?,
On a donc 'existence d’un réel positif § tel que
81 — 2%Re 82 + 83 < ZCl_dKR_l.

En réinjectant cela dans (4.17)), on obtient bien A(M, N, L, R) < z179/2,

4.3.6 Fin de la démonstration du Théoréme

Lorsque y n’est pas trop proche de z, la fonction caractéristique de I'ensemble S(z,y)
est facilement approchée par une combinaison linéaire de convolutions. Cette propriété de
factorisation découle du lemme suivant, cf. [FT96, lemme 3.2].

Lemme 4.6. Etant donné y > 2, Ny, Ny > 1, il existe pour tout n > yN;N, tel
que Pt (n) <y une unique factorisation n = ngniny telle que

Ny < ng < NoP ™ (ng), Pt (ny) <,

Ny <ny < NP~ (ny), PT(ny) < P (ny),
P*(ng) < P~ (my).
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Proposition 4.4. Soit ¢ > 0. Il existe des réels ¢,6 > 0 tels que lorsque a € Z \ {0}
et z,y € R avec (logx)® <y < x/°, on ait

1
S Y - Y weamn)| <t (o <2, (4.30)
r<g3/5—4e r<n<2x ('O(T) r<n<2x
(r,a)=1 Pt(n)<y Pt (n)<y
n=a (mod r) (n,r)=1
1
3 ] S — Y w(nm 7’)‘ <z (la <2, (4.31)
r<g6/11—5¢ r<n<2zx SD(T) r<n<2zr
“(ra)=1 Pt(n)<y P*(n)<y
n=a (mod r) (n,r)=1

On rappelle que we(k;r) est défini par (4.12)).

Démonstration. On montre dans un premier temps Iestimation (4.30)). Soit € > 0 et ¢ >
1/e. On suppose (logz)¢ <y < z'/¢ et on définit

E(?’L; a, T) = EE(n; a, ’I”) =1p=q (mod 7) — 1/‘70(7")1(71,7"):1(‘}8(”6; 7").
Pour tout R € R avec z%/9 <R< x3/5_45, on pose
MO — .’E1/2+2£R_1/6, LO — xl/Z_ER_1/2, NO = J}_ERZ/S.

On a yMyNy < z, donc d’aprés le Lemme [4.6]

Z ‘ Z E(n;a,r)‘: Z ‘ Z Z Z E(mnﬁ;a,r)‘.

R<r<2R z<n<2zx R<r<2R Lo<€<LoP~(£) Mo<m<MyP~(m) r<mnl<2x
(ra)=1  P*(n)<y (ra)=1 PH(0)<y P(m)<pP—(¢) PT(n)<P~(m)

Pour tous L, M, N tels que
My <M <yMy/2,  Loy<L<yLo/2, y ’No<N<N,

on considere la somme

A*(M,N,L,R) := Z Z Z Z E(mnt;a,r)x

R<r<2R L</¢<2L M<m<2M N<n<2N
(ra)=1 (<LyP~(¢) m<MyP~(m)
PH(O)<y

X 1x<mn€§21 1p+(n)§p7 (m) 1P+(m)§P* 0|

On a

[logy/log2| [logy/log2] |2logy/ log2]

S| Y Bmaen|< Y 3 S A (M2, Ng27F, L2, R).

R<r<2R z<n<2z i=0 =0 k=0
(ra)=1 Pt(n)<y

On remarque que pour tout ¥ € R\ {0} et T>1on a

11 et 9] + 9]

- 4.32
2mi Jir<jy<r t (4.52)
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En effet, le membre de gauche vaut

1 oo sin (V)
— dt
2 + /0 mt

et on a les inégalités
‘/1/T sin(Vt) d ’ < \19| ‘/OO sin(9 d ‘ < | cos(9T)| /°° |cos(19t)]dt < 2 .
7|9 T vl 7|9 T
Dans l'expression définissant A*(M, N, L, R), on applique I'estimation (4.32) avec T' = x?
quatre fois, pour les parametres
v € {log(|2z] + 1/2) — log(mnt), log(mnt) —log(|x] + 1/2),
P~(m) +1/2 — P*(n), P=(0) +1/2 — Pt (m)}.

On vérifie que pour chaque tel ¥, on a max{|J|, [9| !} < y?x. On obtient donc

A*(M,N,L,R) = Z ’ Z Z Z T(m,n,ﬂ,x)E(mnE;a,r)’
R<r<2R L<(<2L M<m<2M N<n<2N
(ra)=1 ¢<LyP~(£) m<MyP~(m)

P+(f)<y
logaz
+Oo(FE Y Y mm)Emia,n))
R<r<2Rn<2z
(r,a)=1
(4.33)
avec, en notant 7 := [—xQ, —z7 2| U [272, 22,

T, .2) = (5 + /I(szj F1/2)(mnt) LY (5 4 o [ty (] + 1727

211 t 2w J1
1 1 - ; +oovadEy /1 1 - ; T dt
L (P~ (m)+1/2)it ,.—PT(n)it ="\ ( = L (P~ (£)+1/2)it ,.—PT(m)it =
(2+2m/e ¢ t)(2+2m'/ze ¢ t)’

et ou 73(n) désigne le nombre de représentations de n en produits de 3 entiers. On a pour
tout n > 0

Yo Y mm)EMmsa,r)| <R+ Y m3(n)7(In—al) + (log R)z* > m(n) < it

R<r<2Rn<2z n<2x n<2x

(ra)=1 n#a

On développe le terme T'(m,n,{, x). Dans le but de simplifier la forme de I’expression
obtenue, on note K :=imw/(8logx) de sorte que

1 1 Kdt

2 2miJr ot
On obtient

15
T(ma na& .’B) = Z /// K% a ])6 ])A ]) dtldthtgdt4
=0 74

titotsty

pour certains nombres complexes am , Bn , g ),'yé 9 de modules 1, pouvant dependre
des ty, et certains entiers positifs ou nuls e;. En injectant cela dans I’expression , on
obtient

dt, dtydtsdt
A*(M,N,L,R) <<Z//// Upy oot MNLR)W+;E6€’ avec
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Us,.. ts(M,N,L,R) :== Y ] 3 > S ol BYAY E(mnt;a T)]

R<r<2R L<t<2L M<m<2M N<n<2N
(ra)=1 (<LyP~ () m<MyP~(m)
PH(0)<y

Par construction de My, Ny, Lg, les conditions (4.13]) sont satisfaites vis-a-visde M, N, L, R,
il existe donc § > 0 tel que pour tout j € {0,...,15} et (t1,...,t,) € Z*, on ait

U,..1,(M,N,L,R) < 2"

On obtient A*(M, N, L, R) < (logz)*z'~9, puis

Z ’ Z E(n;a,r)‘ < (logy)®(log z)*z! .
R<r<2R z<n<l2zx
(ra)=1 P*(n)<y

En sommant pour R = z3/57%277 j € {1,...,[(1/10 — 3¢)logx/log 2| + 1}, on obtient

Z ’ Z E(n;a,r)‘ < (logy)g(logm)5x1_5 < 210/2,
pl/2—ecp<g3/5-4e  z<n<2zx
(ra)=1 PH(n)<y

I1 découle par ailleurs de la proposition 2 de [Harl2a] que

Z ’ Z E(n;a,r)‘ < 1792
r<gl/2—e x<n<2zx
(ra)=1 PT(n)<y

quitte & diminer la valeur de § et augmenter celle de ¢. Ceci prouve la Proposition [4.4]
L’estimation (4.31)) se montre par une méthode similaire, pour les choix des parameétres
suivants :

334/9 <R< 336/11_56, MO — IE1/3+2€R2/97 LO = R2/3SU_€, NO — $2/3_€R_8/9.

O]

Démonstration du Théoréme[].1]. Soit € > 0 et ¢, § les réels donnés par la Proposition

On suppose (log z)¢ < y < x/¢, et dans un premier temps |a| < 20. Avec I := |3elogz/log 2],
on a
Z ‘ Z E(n;a,r ‘SZ Z ‘ Z E(n;a,r)‘—k Z ‘ Z E(n;a,r)‘.
r<g3/5=6c neS(z,y) 1=0 p<g3/5-6c 2=~ lan<g2~" r<g3/5-6c  n<g2—1
(ra)=1 ( a)=1 Pt (n)<y (ra)=1  P*(n)<y

On vérifie que 'on a 23/5=0¢ < (£271)3/5-4 ce qui assure que l'estimation (£.30) de la

Proposition [£.4] s’applique & chaque sommant de la somme sur i. Par ailleurs,

Z ‘ Z E(nar)’<<x3/5 be 1 Z (Jn — a]) + 2% (log R) Z 1< zte/2,

r<g3/5-6c  p<x21 n<z2~1 n<z2~1
(ra)=1 PT(n)<y n#a

On obtient donc pour deux réels strictement positifs ¢, d, lorsque (logz)¢ <y < zi/e,

Z ’ Z E(n;a, 7‘)’ < (logz)z' ™0 + 21 75/2 « 217972 (4.34)
r<g3/5-6s neS(z,y)
(ra)=1
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quitte a réduire la valeur de 4. En écrivant

E(z,y;a,q9) = ) E(n;a,Q)Jr(p(lq) > > x(n)x(a),

neS(z,y) neS(z,y)  x primitif
(n,g)=1 (n,q)=1 1<cond(x)<z*®
cond(x)|q

on obtient I'inégalité suivante, ou la variable ¢ joue le réle de la variable r de la majora-

tion (4.34)),

> |E@yagl< Y | Y Emeg|+ Y 1)\ > > x(n)x(@)|

q§x3/5765 qu3/5765 nes(z,y) q§x3/576s <p(q neS(z,y)  x primitif
(q.0)=1 (g.0)=1 (g.0)=1 (n,g)=1 1<cond(x)<a*
cond(x)lq
1
< X | X Emagl+ ¥ o0 > X x|
q<z3/5-6c neS(z,y) q<ax3/5-6¢ vl X (mod q) neS(z,y)
(g,0)=1 (g,0)=1 X7X0

cond(x)<z*

Les calculs faits dans la section 3.3 de [Harl2al] (cf. en particulier la formule (3.1), et le
fait qu’elle est valable pour @ < z) impliquent

1
> s XX x| < v {#@ ogn) +y
g<a3/5-62 P\ 5 (mod ) neS(ay)
(g,a)=1 X#X0

cond(x)<z*

pour tout A > 0 (la constante étant effective si A < 1), quitte & diminuer la valeur de &
et augmenter celle de ¢. L'inégalité z'7%/2 « \I/(x,y)y_‘V 4 permet de conclure : on a
lorsque (logz)¢ <y < z'/¢,

> By 0,q) <a U, y){H(uw) " (log )™ +y /4.
q§$3/5765

(g,a)=1

Lorsque |a| < 2'7¢, on montre par une méthode identique, mais en utilisant 1’estima-

tion (4.31]) de la Proposition que

> B yia,q) <4 \Il(m,y){ﬂ(u)%(log@% +y75/4}'

q<x6/11_7€
(g,a)=1
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4.4 Applications au probléeme des diviseurs de Titchmarsh
des entiers friables

Pour énoncer le résultat de cette section, on reprend quelques notations de [F'T90]. On
définit

B 1 logp
Ao-—l;[(Hp@_l))v - Zl+p 1)’
B . p ) e p*logp
o) =TT (1 Hp(p_l))v A >-—pzn<p—1>[1+p<p—1>1’
Aoz (4.35)
M, (t) = 24, My(t) OZg —1/;M0(U)d“

+o0
Ti(wy) i=a /0 pu—0)dM(y) (i€ {0,1)

Proposition 4.5. (i) Il existe un réel ¢ > 0 tel que lorsque (log x)¢ < exp{./log xlog, x},
on ait

T(xz,y) = Cla)¥(z,y) logx{l + O(%)} (4.36)

(ii) Pour la méme constante c, il existe 6 > 0 tel que pour tous € > 0,A > 0 fizés,
lorsque (z,y) est dans le domaine (H.) ety < 2'/¢, on ait

T(x,y) = Ty(x,y) log 2+Ty (z,y)+O0e,a (¥ (z,y){ H(u) °(log )~ +exp{—(log y23/5‘;}}),
437

ot la constante implicite est effective si A < 1/3.

Démonstration que la Proposition[4.5 implique le Théoréme[4.3 Soit c le réel donné par
la Proposition u Lorsque y > x'/¢, le théoreme 1 de [FT90] s’applique et entraine la
validité de . ) dans ce domaine.

Lorsque exp{y/logzlog,z} <y < z'/¢, le théoreme 2 de [FT90] fournit

log(u + 1

Or (logz)™' 4+ y =% <« log(u+ 1)/ logy, I'estimation (&.7) découle donc immédiatement du
point (ii) de la Proposition

Lorsque (logz)¢ < y < exp{,/logzlog, z}, on a 1/u < log(u + 1)/logy, le point (i)
de la Proposition implique donc la validité de Pestimation (4.7)). O

Démonstration de la Proposition[{.5. On a pour tout z > 1 et m € N,

=>1+ ) L

rlm rlm
r<z r<m/z
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On a donc pour 2 < y < x, en intervertissant les sommations,

T(x,y):= Z T(n—l):z Z 1+ Z Z 1

nes(z,y) r<zneS(z,y)n>1 r<(z—1)/z rz<n<z
n>1 n=1 (mod r) Pt(n)<y
n=1 (mod r)
= U,y Lr)+ Y {U(z,y; L) — U(rz,y; L)} + O(2)
r<z r<z/z

On choisit z = /x. Le Théoréme assure 'existence de 9, ¢ > 0 tels que pour tout A > 0,

S (¥ 1) = S| < ) {H ) loga) 4 +y77)
r<vz

uniformément lorsque (log )¢ < y < /¢, ce que 'on suppose dorénavant. On pose
A =14 H(u)"?(logz) ™2 +y=0/% et J:= |logvz/logA| +1,
ainsi que
v, = v,
L S TV R L S 'S B (VRS N e K
N #(r) =0 EA=I~l<r < EA #(r)

On encadre R comme suit :

J—-1
—J \IJT(T\/'Ea y)
R<Ry =2, > WAl - =S
J=0 aA=I~l<p< Sz AT

J—1
R=>R-:= Z Z \I/(IEAijiljy;ljr)_M_

i=0 ZA—I-l<r< JTAT #(r)
On a d’une part
: U, (A y) | Un(zATy) — U, (r/z,
RA<Y Y |eaiyng- Ay ATy - YivEy)
20 JaA—i-i s JFA (r) ()

Pour tout j € {0,...,J — 1}, on a \/zA~7 < (zA~7)Y/2, donc grace au Théoréme et
au point (i) du Lemme

J—1 . —j

Z Z ‘\I’($AJ7y;17T)—W‘

7=0 JTA—I 1 <r<JTA ®
J—1

< 3 ATz, y) {H (u) P (logz) ™ + 40} < (a, y){H(u) " (logx) =2 + y =9/},
7=0

D’apres [Hil85, theorem 4], on a
V(2 A7 y) = Up(rv/a,y) < W(@AT ) = U(rya,y) < U (Va(VeA™ —r).y).
Le point (i) du Lemme 4.1} montre que cela est

O((A — 1)*A~%(z, y)) = O(U(x, y) A= {H(u) =/ (log ) ~%/2 4 y=%/2}),
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a/2

ainsi, en utilisant 3, o ~7%/p(r) < 2%/, on a

— v, (xA’j, y) —
Z 2 (r)

J=0 zA—I"l<r</zATI

PRI W, ) () o) A4y,

et finalement Ry < U(z,y){H(u)%/3(logx)~4/3 + y=9/3} quitte & augmenter la valeur
de c. Le terme R_ se majore de fagon identique. On a donc

T(z,y) = Z Q\Pr(x,y);(f)’r(r\/i, v + O(U (2, y){H (u)">(ogz) =43 + y79/3).
r<x

~ (4.38)
On note T'(x,y) le terme principal du membre de droite.

On suppose dans un premier temps (log z)¢ < y < exp{,/log xlog, z}. Pour r < z, on
w(r) < /¥ quitte a supposer ¢ > 2. On note

= H pV_
p¥||r
P<y
Le point (ii) du Lemme fournit pour tout r,

E. (1 —l—ETy))}

u

U (2,9) = U, (@) = gr, () ¥ (z, y){1+O(

ou F,, vérifie

exp {4 log(w(m) + 2) igé:} - w(m)

En(1+ E,
m(1 4 En) < (logu)? (logu)?

quitte & supposer c¢ suffisamment grand. On a alors

E. (1+E, 1 ] ]
2 y(w(r) y) logu )2 Z w logu )? Z Z o(r) < O(gliguo)%x
r<yz r</z r<\/5/p

et cela est O(log z) grice a notre hypothese sur y. Par ailleurs, le point (i) du Lemme
et une intégration par parties fournissent

3 \IW < W(a,y)z=? Y SOT;) <¥(z,y).
<z r<ve

Ainsi,

T(z,y) =2V(z,y) Y gg(%) + O(¥(x,y) logy).
r<vT

Une analyse classique, similaire par exemple a la démonstration du Lemme 3.1 de [E'T90],
fournit uniformément pour (logz)? <y <«

—

(@) —r !
Y Sy s (- ) T (1 =) e v+ 0)

r<z ¥ p<y P>y P

= C(a)log vz + O(1)
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On a donc T(z,y) = C(a)¥(z,y)logz + O(¥(z,y)logy) et en injectant cela dans (4.38))
on obtient I'estimation (4.36)).

On suppose maintenant (z,y) € (H:). Le point (iii) du Lemme [4.1| fournit

U, (2,y) = Uy, (2,9) = Ay, (2,9) + O((2,y) exp{—(log y)*/*~/*}(gr, () "),

on a donc en supposant ¢ suffisamment petit,

T(z,y)= 32 2Am($,y>s0_(7/})ry(rﬁjy) + O(¥(z,y) exp{—(logy)*/*~7}).
r<va

En utilisant la définition de Ay, (x,y), on obtient

f(l’, y) = /OO p(u — U)dW(yv’ x, y) + O(\I’(LIZ, y) eXp{—(log y)3/5—€})

—0o0

avec

1 1 1
Witz,y) == — 2 — .
( ’ y) t nzﬁ:t{ rﬁz\:/f 90(7“) n\/:ftgr<\/5 (p(T)}
(ry,n)=1 (ry,n)=1

On a (ry,n) = 1< (r,ny) = 1, de sorte que le lemme 3.1 de [ET90] fournit pour ¢t < z

W(t;z,y) - Zg (ny) {logx+ 2h(ny) + 24, — log (%)} +O(a /3,

n<t

ou les quantités g(n), h(n), Ay et A; sont définies par (4.35)).
Pour tout z € C avec |z| < 1, on pose f.(n) := g(n)exp{zh(n)} qui est une fonction
entiere de z. Pour tout n € N, on a

2lo lo
i ‘<H( 1+p( 1))eXp((p—1)]E1+ng()p—1)])<<;1:£<1+pr)_o(logn)'

pln

Soient Fy(s) et F,(s) les séries de Dirichlet associées respectivement aux fonctions mul-
tiplicatives n — f.(ny) et n — f.(n). Elles sont absolument convergentes pour Re(s) > 1.
Avec k := 1+ 1/logx, une formule effective de Perron (par exemple [Ten07, corol-
laire I1.2.4]) fournit pour ¢t < z,

1 rtia? tsds
S alm) = 5 / Fey(s) " +O(1)
—~ 270 J i S
A e L oq)
= T oni i s ’

On vérifie que 'on a

Fy(s) = ) T (1+0(20 + )

P>y p

Le théoreme des nombres premiers fournit donc

Foy(s) = Fa(s){1+ O(y; i)}
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et on obtient pour 1 <t < x I'estimation

Zfz(ny) _ Zfz(n) + O(E /x22 Z ‘fz(n)| - i7—|7‘ + 1).

n<t n<t YyJz n>1

Lorsque t < y, les deux termes principaux sont égaux : le terme d’erreur est donc O(t(log z)3 /y).
De méme que dans [ET90], le cas z = 0 fournit directement

og T &
= Zg (ny) Zg(n) + o((“gy)) (t <), (4.39)

tandis que les formules de Cauchy

SCHUCHESTY S ALHI-ND WIDUGEFY S WA

n<t =10 <t n<t

fournissent

ogx 3
fzg (ny)h Zg (7(1 i ) ) (<o), (4.40)

n<t n<t

Enfin, par une intégration par parties a partir de la formule (4.39), on a

ogxr 4
fZg ny log Zg )log (— +O(M) (t<a). (4.41)

n<t n<t Y

Les formules (4.39)), (4.40) et (4.41) fournissent pour ¢t < z

W{(t;x,y) Zg {loga: +2h(n) +2A; —log (%)} + Oz 3 4 (logz)*y ™)

n<t
= My(t)logx + My (t) + O(afl/?’jLE + (log x)4y’1),

de sorte que ’on obtient
T(xa y) = To(x, y) 10gCL' + Tl(x, y) + O(\I](IE, y) eXP{*(log y)3/5—5})

puisque /3¢ 4 (logz)*y~! < exp{—(logy)?/°~¢}. En injectant cela dans (4.38)), on
obtient le point (ii) de la Proposition O
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