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Spécialité : Mathématiques Appliquées
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Ester, Federico, Gaëlle, Jean-Matthieu, Jérémie, Julien, Lukas, Marc, Mehdi-Pierre, Meryam,
Morgane, Pierre-Jean, Pierre-Olivier, Romain, Stéphane, Vincent, Pierre-Antoine, sans oublier
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Résumé

Dans cette thèse on étudie le couplage de modèles à dimensions spatiales hétérogènes, avec
une application en hydraulique fluviale. On commence par donner un cadre mathématique
général à cette problématique. Ensuite, on étudie un cas académique de couplage 1-D/2-D dans
le cadre elliptique. On définit les opérateurs de restriction et d’extension nécessaires à l’analyse
en se basant sur la dérivation du modèle 1-D à partir du modèle 2-D. Après cela, on met en
œuvre un algorithme de couplage de type Schwarz avec des conditions de type Robin. On montre
alors la convergence de cet algorithme, plus particulièrement sa convergence optimale en utili-
sant l’opérateur absorbant exact 1-D. On termine cette partie en établissant une majoration de
l’erreur entre la solution couplée et la solution globale de référence en fonction du rapport d’as-
pect du domaine d’étude et de la position de l’interface de couplage. Ces résultats sont illustrés
numériquement.
Dans la deuxième partie, on généralise cette analyse mathématique au cas du couplage des
systèmes linéaires de Saint-Venant 2-D et de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D. En faisant l’hy-
pothèse d’une friction nulle au fond, on montre que la convergence de l’algorithme de couplage
est équivalente à celle de l’algorithme usuel de décomposition de domaine du Système de Saint-
Venant. On calcule une approximation des opérateurs absorbants exacts du système de Saint-
Venant, ce qui nécessite de faire des hypothèses restrictives. Comme alternative, on propose
un algorithme avec des conditions de type Robin, dont on montre la convergence. Enfin, on
présente une première étude d’un cas test réel de couplage des systèmes de Saint-Venant 1-D et
Navier-Stokes 3-D en utilisant les codes numériques Mascaret 1-D et Telemac 3-D développés
par EDF R&D.





Abstract

In this work, we study some dimensionally heterogeneous coupling problems. First we study
a 1-D/2-D ellipictic coupling problem. We show how to define the restriction and extension
operators, required to our analysis, using the derivation of the 1-D model from the 2-D model.
Then we focus on the design of a Schwarz-like iterative coupling method. We discuss the choice
of boundary conditions at coupling interfaces. We prove the convergence of such algorithms and
give some theoretical results related to the choice of the location of the coupling interface, and
to the control of the difference between a global 2-D reference solution and the 2-D coupled one.
These theoretical results are illustrated numerically.
In the second part, we extend this study to the coupling problem between the 2-D Saint-Venant
and 3-D hydrostatic Navier-Stokes linearized systems. Under the assumption of a null bottom
friction, we prove that the convergence of the algorithm is equivalent to the convergence of the
domain decomposition algorithm for the Saint-Venant system. We focus then on the study of a
coupling algorithm with Robin condition, which appears to be less restrictive than the one using
approximate absorbing operators. Finally we will present some first numerical results of a test
case coupling a 3-D Navier-Stokes system with a 1-D shallow water code using EDF R&D tools
Mascaret 1-D and Telemac 3-D.
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5.3 Dérivation des équations de Saint-Venant 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.3.1 Mise sous forme adimensionnelle des équations . . . . . . . . . . . . . . . 74
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8.2.2 Équations de transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
8.2.3 L’algorithme de Schwarz est bien défini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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Introduction

Dans le cadre de la modélisation de phénomènes hydrodynamiques, il est fréquent que
l’hétérogénéité physique et spatiale de l’écoulement conduise à coupler plusieurs modèles plutôt
que d’utiliser un seul système d’équations sur tout le domaine d’étude. On remplace alors le
modèle le plus général (souvent complexe) par des modèles plus simples quand la physique
le permet. Les domaines mathématiques sur lesquels on définit les différents modèles peuvent
appartenir à des espaces de même dimension (par exemple lorsque l’on couple un modèle de
Saint-Venant 2-D avec un modèle de Navier-Stokes 2-D). Dans ce cas, il s’agit d’un couplage
de physique hétérogène et de dimension homogène. Mais, dans certains cas, on peut être amené
à coupler deux modèles de dimensions spatiales m et n différentes (en général, m = n + 1 ou
m = n + 2) : on parle alors d’un couplage ≪ multi-dimensionnel ≫ , ou couplage à ≪ dimension
spatiale hétérogène ≫. Un tel couplage présente l’avantage de réduire le coût numérique des si-
mulations par rapport au coût que représenterait l’utilisation du modèle global de référence

m-D sur tout le domaine du calcul, tout en prenant en compte la complexité physique adéquate
en chaque zone de l’écoulement.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre l’Institut National de Recherche
en Informatique et en Automatique (INRIA) et le Laboratoire National d’Hydraulique et En-
vironnement (LNHE) qui fait partie de la division R&D d’EDF. En effet, dans le cadre de la
simulation des écoulements fluviaux chez EDF, on cherche à diminuer les coûts des calculs tout
en gardant une bonne qualité de modélisation. Pour ce faire, on est amené à coupler des modèles
n’ayant pas les mêmes lois physiques et/ou possédant des dimensions spatiales différentes.
Les objectifs de cette thèse consistent donc à donner un cadre mathématique pour le couplage
multi-dimensionnel au travers de modèles simplifiés, puis à développer des méthodes de cou-
plage se basant sur les méthodes de Schwarz (utilisées habituellement dans le cadre de la
décomposition de domaine et du couplage de physique hétérogène et de dimension homogène).
Ces méthodes ont été utilisées pour la première fois en couplage multi-dimensionnel dans [11]
et [33] où des algorithmes itératifs heuristiques ont été proposés afin de coupler des systèmes
non-linéaires modélisant respectivement la circulation sanguine et les écoulements fluviaux. Dans
le contexte du couplage multi-dimensionnel, on cite également la méthode MAPD (method of
asymptotic partial decomposition of domain [35]) et les travaux ultérieurs de l’auteur basés sur
des développements asymptotiques qui nécessitent une réécriture des codes avec un caractère
intrusif.
Dans le cadre de ce travail, les algorithmes de Schwarz utilisés comme méthode de couplage ont
l’avantage d’être très peu intrusifs dans les codes, ce qui facilitera leur utilisation ultérieure par
les ingénieurs EDF. Tout au long de cette thèse, et comme c’est le cas pour les algorithmes usuels
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de décomposition de domaine et de couplage à dimension spatiale homogène, on travaillera sur
l’élaboration d’algorithmes à convergence optimale en se basant sur la théorie des opérateurs

absorbants exacts. Ces opérateurs ont souvent des expressions non exploitables en pratique.
À cette difficulté s’en rajoutera une autre due au changement de dimension. En général, on
dispose dans le modèle de plus petite dimension n-D d’une quantité moyennée, qu’on doit en
quelque sorte répartir spatialement selon la (ou les) dimension(s) manquante(s) afin de la trans-
mettre au modèle m-D. On doit donc choisir un opérateur de répartition ou d’extension
des quantités venant du modèle n-D, mais aussi un opérateur de restriction ou projection

pour les quantités passant du modèle m-D au modèle n-D. Ce dernier est en général plus facile à
définir. Le choix du premier, quant à lui, sera guidé tout au long de cette thèse par la façon dont
on dérive le modèle n-D à partir du modèle global de référence m-D. En effet, les modèles n-D
qu’on étudiera dans ce manuscrit sont obtenus à partir des modèles m-D d’une façon analogue
à la dérivation du système de Saint-Venant 1-D à partir des équations de Navier-Stokes 2-D (en
x− z) faite dans [17].
Enfin, une dernière difficulté liée au changement de dimension réside dans la définition de la no-
tion de couplage entre le modèle n-D et le modèle m-D : cette notion est donnée en général sous
forme moyennée. Ceci conduit à une solution couplée qui n’est pas définie d’une façon unique et
qui dépend du choix des opérateurs d’interfaces. On s’intéressera donc à la comparaison de la
solution couplée avec la solution globale de référence m-D et on mettra en évidence l’importance
du choix de la position des interfaces du couplage et son influence sur la qualité de la solution
couplée.

La thèse se divise en deux parties :

Partie I

Dans cette première partie, on va commencer par donner un cadre mathématique général au
couplage multi-dimensionnel. On va introduire la notion de solution de référence, la définition
de la notion de couplage et la définition des opérateurs de restriction et d’extension évoqués
ci-dessus. Ensuite, on généralisera les algorithmes de Schwarz dans le cadre du couplage à di-
mension spatiale hétérogène et on abordera le problème d’optimisation de la convergence en
utilisant les opérateurs absorbants exacts.
Afin de cerner les différentes difficultés liées au changement de dimension indiquées ci-dessus, on
va étudier dans cette partie un problème académique de couplage elliptique 1-D/2-D qui pourra
être généralisé à des dimensions supérieures. Le modèle 1-D sera dérivé à partir du modèle 2-D
par moyenne verticale et en effectuant des approximations analogues à celles faites dans [17]
pour obtenir le système de Saint-Venant 1-D à partir des équations de Navier-Stokes 2-D.
Dans le chapitre 3, on étudiera un algorithme de couplage 1-D/2-D de type Schwarz avec des
conditions de type Robin. On montrera sa convergence et plus particulièrement sa convergence
optimale en utilisant l’opérateur absorbant exact 1-D (pour lequel on disposera dans ce cas d’une
expression exacte). Ce même type de problème a été étudié dans [3] et [24] en adoptant des ap-
proches variationnelle et algébrique. La nouveauté par rapport à ces travaux est la comparaison
de la solution couplée et de la solution de référence en exploitant l’analyse asymptotique faite
dans le chapitre 2.
On terminera cette partie en illustrant dans le chapitre 4 les différents résultats théoriques
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démontrés dans le chapitre 3.

Partie II

Dans cette deuxième partie, on généralisera l’analyse mathématique du couplage 1-D/2-D dans
le cadre elliptique au cas du couplage entre les équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D à
surface libre et le système de Saint-Venant 2-D. La démarche suivie est identique à celle adoptée
dans la première partie.
Dans le cadre de la modélisation des écoulements fluviaux, les équations de Navier-Stokes hy-
drostatiques constituent une bonne alternative aux équations de Navier-Stokes. En faisant l’hy-
pothèse dans ces dernières que la pression est hydrostatique, l’équation de la composante verticale
de vitesse est alors remplacée par une équation en pression. Toutefois l’analyse mathématique de
ce système reste difficile et, comme c’est le cas avec les équations de Navier-Stokes, on dispose de
peu de résultats mathématiques quant au caractère bien posé de ces équations à surface libre. En
revanche, pour les équations de Navier-Stokes hydrostatiques à toit rigide, on trouve beaucoup
de travaux sur ces équations à partir des années 90. On renvoie le lecteur par exemple vers [36]
pour plus de détails.
Il faut aussi noter qu’au-delà des simplifications qu’apportent les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques, leur couplage avec le système Saint-Venant 2-D constitue une étape importante
pour une modélisation plus réaliste qui consisterait à faire un couplage entre trois modèles :
système de Saint-Venant 2-D, équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D et équations de
Navier-Stokes 3-D. Un tel couplage permettrait de prendre en compte les zones où la pression
n’est pas hydrostatique.
Pour mettre en œuvre un algorithme de couplage entre les équations de Navier-Stokes hydrosta-
tiques 3D et le système de Saint-Venant 2-D, on adoptera l’idée principale développée dans la
première partie qui consiste à exploiter l’extension de l’opérateur absorbant 2-D et/ou la restric-
tion de l’opérateur absorbant 3-D. Ceci ramène à la démarche usuelle consistant à linéariser
les modèles afin de donner des expressions exactes ou approchées de ces opérateurs. Cette
linéarisation facilite l’analyse mathématique des modèles, mais on reste confronté au problème
habituel qui consiste à trouver des expressions utilisables de ces opérateurs absorbants. Cette
difficulté sera mise en évidence dans le chapitre 7.
Dans le chapitre 6 on commencera par définir les opérateurs de restriction et d’extension en
se basant sur l’analyse asymptotique faite dans le chapitre 5. En effectuant l’hypothèse que le
frottement est nul au fond du domaine, on démontrera que la convergence d’un algorithme de
couplage entre les systèmes linéaires Saint-Venant 2-D et Navier-Stokes hydrostatiques 3-D est
équivalente à la convergence de l’algorithme de décomposition de domaine usuel du système de
Saint-Venant.
Ceci nous ramènera donc à l’étude de l’algorithme de décomposition de domaine usuel du système
de Saint-Venant 2-D. Le calcul des opérateurs absorbants exacts et approchés du système Saint-
Venant sans terme d’advection a été étudié dans [32]. Dans le chapitre 5, on linéarisera les
équations autour d’un profil de vitesse non nul, ce qui conduira à reconsidérer le terme d’ad-
vection. Le calcul des opérateurs absorbants dans le chapitre 7 sera basé sur les travaux de
[32], [1] et [19]. Afin d’avoir des expressions exploitables de ces opérateurs, on effectuera comme
dans [19] des hypothèses restrictives. Pour cette raison, on proposera et on étudiera dans le
chapitre 8 un algorithme de couplage et un algorithme de décomposition de domaine pour le

3



système Saint-Venant en utilisant des conditions aux limites de type Robin généralisées. L’op-
timisation de la convergence de cet algorithme en fonction du paramètre de Robin sera aussi
abordée à la fin de ce chapitre.
Enfin, et en s’inspirant des travaux de l’équipe MOX du Politecnico di Milano (voir [33]), le
dernier chapitre de cette thèse sera consacré à une première étude numérique d’un cas simple de
couplage entre le système de Saint-Venant 1-D et des équations de Navier-Stokes hydrostatiques
3-D en utilisant les codes Mascaret 1-D et Telemac 3-D, tous deux développés par EDF R&D.
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Première partie

Couplage multi-dimensionnel : cadre
mathématique et application à un

problème modèle elliptique
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Chapitre 1

Présentation du problème et
généralisation des algorithmes de
Schwarz dans le cadre du couplage
multi-dimensionnel

L’objectif de ce premier chapitre est de présenter la problématique du couplage multi-
dimensionnel dans un cadre général abstrait. On décrira ensuite brièvement les méthodes de
décomposition de domaine ainsi que les méthodes de couplage équi-dimensionnel basées sur
des algorithmes itératifs de type Schwarz. Une généralisation de ces algorithmes sera présentée
dans le cadre du couplage multi-dimensionnel. On donnera aussi la définition des opérateurs de
restriction et d’extension. Enfin, on montrera comment exploiter la théorie des opérateurs absor-
bants exacts pour optimiser la convergence des algorithmes de Schwarz à dimensions spatiales
hétérogènes.

1.1 Couplage multi-dimensionnel

1.1.1 Présentation du problème et définitions

On s’intéresse à un problème de couplage entre deux modèles de dimensions spatiales différentes.
On considère ici le cas 1-D/2-D qui pourra se généraliser à des dimensions supérieures n-D et
m-D, où m > n. Les systèmes d’équations sont de la forme :

{
L1u1 = f1 dans Ω1 × [0, T ]
B1u1 = g1 sur ∂Ω1 × [0, T ]

(1.1)

et
{

L2u2 = f2 dans Ω2 × [0, T ]
B2u2 = g2 sur ∂Ω2 × [0, T ]

(1.2)

où Ω1 ⊂ R et Ω2 ⊂ R
2 sont deux ouverts bornés. Les opérateurs L1 et L2 peuvent être linéaires

ou non-linéaires. Cependant, et afin de développer des algorithmes de couplage optimaux, on
supposera dans la section 1.3 qu’ils sont linéaires.
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Par endroits dans ce chapitre, on se référera à un cas classique où le modèle L1 en dimension n est
obtenu par intégration selon m−n directions du modèle L2 en dimension m. C’est par exemple
le cas du couplage entre les équations de Saint-Venant 2-D et les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D que l’on étudiera dans le chapitre 6.

Notion de recouvrement

Comme pour tout problème de couplage, l’existence ou non d’un recouvrement entre les
domaines Ω1 et Ω2 est un aspect important. Toutefois, les dimensions des deux domaines étant
différentes, cette notion doit être redéfinie. Dans la suite, le recouvrement sera défini en fonction
des n coordonnées communes entre les deux domaines. Dans le cas 1-D/2-D la coordonnée
commune est x. En considérant par souci de simplicité que Ω2 est connexe, on notera alors
]a2, b2[ la projection de Ω2 sur l’axe des x. On a alors trois cas de figure (voir figures 1.1, 1.2 et
1.3) :

• recouvrement total : ]a2, b2[ ⊂ Ω1 =]a1, b1[
• sans recouvrement : ]a2, b2[ ∩ Ω1 = {a2}, {b2}, ou {a2, b2}
• recouvrement partiel : les autres cas

ΓB

Ω2

ΓT

Ω1

a1 b1a2 b2

ΓRΓL

Figure 1.1 – Exemple d’un cas de recouvrement total entre domaines 1-D et 2-D.

Ω2

a1 a2 b1

ΓR

ΓB

ΓT

ΓL

Figure 1.2 – Exemple d’un cas de recouvrement partiel entre domaines 1-D et 2-D.
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Γ

Ω1

a1 b1

ΓT

ΓR

ΓB

Ω2

Figure 1.3 – Exemple d’un cas sans recouvrement entre domaines 1-D et 2-D.

Dans le cadre du couplage de modèles de même dimension, le recouvrement (partiel ou total)
n’a de sens que si les deux modèles sont identiques (c’est le cadre classique de la décomposition
de domaine) ou compatibles dans la zone de recouvrement. En revanche, pour deux systèmes
d’équations différents, le recouvrement n’a plus de sens (car on aurait sinon une zone où deux
physiques différentes cohabiteraient), ou alors seulement pour un couplage en un sens plus
≪ faible ≫ d’interaction one-way (voir §1.1.2). Cette remarque s’étend au cas de modèles de
dimensions différentes : le recouvrement (partiel ou total) n’a de sens que si les deux solutions
sont exactement compatibles sur la zone de recouvrement. Si ce n’est pas le cas, seule une
interaction one-way est envisageable.

Notion de solution de référence

Une autre notion importante est celle de ≪ solution de référence ≫ , permettant de quanti-
fier l’intérêt du couplage. On adoptera dans ce manuscrit le point de vue suivant : on dispose
d’un modèle ≪ complexe ≫ (ici le modèle 2-D) sur un domaine global qu’on notera Ω. Pour des
raisons de complexité numérique et physique, on préfère garder ce modèle uniquement dans un
sous-domaine 2-D plus restreint, que l’on note Ω2, et le remplacer par ailleurs par un modèle
1-D. La solution du modèle global 2-D défini dans Ω est alors la solution ≪ idéale ≫ de référence,
à laquelle on comparera la solution simplifiée obtenue par couplage.

1.1.2 Problème modèle dans le cas d’interaction one-way

Comme discuté précédemment, un recouvrement n’a de sens que si les deux modèles sont
exactement compatibles dans le domaine de recouvrement. Ceci est le cas par exemple quand la
solution du système 1-D est la moyenne verticale de la solution du système 2-D.
On peut en plus avoir, dans ce cas, une relation du type :

u2(x, z, t) = u1(x, t)f(z) (1.3)

où H est la longueur caractéristique verticale, avec
1

H

∫ H

0
f(z)dz = 1, de façon à avoir u1(x, t) =

ū2(x, t), ū2 étant la moyenne verticale de u2.
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Dans ce cas, le recouvrement des domaines 1-D/2-D a un sens. Mais le fait de disposer d’une
relation de type (1.3) rend inutile la résolution des deux systèmes car u2 est obtenue de façon
explicite à partir de u1.

Exemple de deux modèles exactement compatibles

Pour illustrer ce cas de figure, on considère les deux systèmes suivants :

• Le modèle 1-D est :




−∂2u1
∂x2

= 0 dans Ω1 =]a1, b1[

u1(a1) = αa1 + β et u1(b1) = α b1 + β

(1.4)

où α et β sont deux constantes réelles.

• Le modèle 2-D est :




−∆u2(x, z) = −(αx+ β)f ′′(z) dans Ω2 =]a2, b2[×[0, H]

∂u2
∂n

(x,H) = 0 sur ΓT

∂u2
∂n

(x, 0) = 0 sur ΓB

u2(a2, z) = u1(a2)f(z) sur ΓL et u2(b2, z) = u1(b2)f(z) sur ΓR

(1.5)

où f est une fonction suffisamment régulière telle que f ′(0) = f ′(H) = 0 et en ayant

toujours
1

H

∫ H

0
f(z)dz = 1.

Les domaines Ω1 et Ω2 sont présentés dans la figure 1.1.

La solution de (1.4) est u1(x) = αx + β. Et grâce par exemple au théorème de Lax-Milgram,
on peut montrer que le système (1.5) admet une unique solution. Cette dernière est donnée par
u2(x, z) = (αx+ β)f(z).
On est donc dans le premier cas de figure indiqué ci-dessus où un recouvrement total a un sens.
En revanche un couplage est inutile car on a une relation analytique entre la solution 1-D et la
solution 2-D. La connaissance de la solution 1-D permet de déduire immédiatement la solution
2-D par la relation (1.3).

Dans le cas où les modèles ne sont pas exactement compatibles, un recouvrement n’a plus de
sens. On ne pourra pas obtenir des solutions 1-D et 2-D compatibles sur la zone de recouvrement.
On peut par contre toujours réaliser une interaction one-way dans laquelle on résout le modèle
1-D sur Ω1, et on fournit ensuite cette solution au modèle 2-D à travers les conditions aux limites
sur ΓR et ΓL. Se pose toutefois la question du sens ≪ physique ≫ des solutions obtenues. Il est

10



donc plus cohérent dans ce cas de coupler les deux modèles sans zone de recouvrement. Dans la
prochaine section, on présentera les algorithmes de décomposition de domaines et de couplage
de type Schwarz.

1.2 Algorithme de décomposition de domaine et de couplage de
type Schwarz

Les méthodes de Schwarz ont été introduites initialement par H.A Schwarz au 19ème siècle afin
de montrer l’existence de fonctions harmoniques sur un domaine de forme irrégulière (voir [41]).
L’idée consistait à décomposer ce domaine en une union de sous-domaines de géométrie simple
tels qu’un disque ou un rectangle, et à mettre en place une procédure itérative d’interaction
entre les sous-domaines. Cet algorithme a été remis au goût du jour dans les années 1980, avec
l’avènement des calculateurs parallèles (voir [13] pour un aperçu historique), afin de répartir le
coût de calcul d’une résolution d’équation sur les différents processeurs disponibles.

1.2.1 Algorithme de Schwarz originel

On va commencer tout d’abord par présenter l’algorithme de Schwarz originel.
Soit Ω un domaine de R

n qu’on décompose en deux sous-domaines Ω1 et Ω2. Comme on l’a
déjà indiqué dans la section 1.1, on peut distinguer deux cas de figure selon que les domaines se
recouvrent ou pas (voir figures 1.4(a) et 1.4(b)).
On cherche à résoudre : {

Lu = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

où L désigne un opérateur linéaire elliptique.
L’algorithme de Schwarz classique consiste à résoudre à chaque itération k ≥ 0 les systèmes
suivants :




Luk+1
1 = f dans Ω1

uk+1
1 = 0 sur ∂Ωext

1

uk+1
1 = uk2 sur Γ12 = ∂Ω1 ∩ Ω2

puis





Luk+1
2 = f dans Ω2

uk+1
2 = 0 sur ∂Ωext

2

uk+1
2 = uk+1

1 sur Γ21 = ∂Ω2 ∩ Ω1

où ∂Ωext
1 = ∂Ω1 ∩ ∂Ω, ∂Ωext

2 = ∂Ω2 ∩ ∂Ω et où u02 est donné.
Pour L = ∆ et sous hypothèse de recouvrement des deux sous-domaines, Schwarz a prouvé que
la suite (uk1, u

k
2) convergeait vers (u|Ω1

, u|Ω2
) quand k tendait vers l’infini.

L’algorithme originel décrit ci-dessus est dit ≪ multiplicatif ≫. Il existe aussi une version dite
≪ additive ≫ naturellement parallélisable proposée par P.L Lions dans [26], qui consiste à rem-
placer la condition uk+1

2 = uk+1
1 sur Γ21 par uk+1

2 = uk1.
L’utilisation de conditions de type Dirichlet-Dirichlet à l’interface présente plusieurs inconvénients.
D’une part pour converger, la méthode de Schwarz nécessite un recouvrement entre les sous-
domaines, ce qui génère un temps de calcul supplémentaire. D’autre part, on aura souvent besoin
de beaucoup d’itérations avant convergence.
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Ω2Ω1

Γ21 Γ12

∂Ωext
1 ∂Ωext

2

(a) Cas de domaines qui se recouvrent.

Ω2

Γ

Ω1
∂Ωext

2∂Ωext
1

(b) Cas de domaines qui ne se recouvrent pas.

Figure 1.4 – Décomposition de domaines dans le cas équidimensionnel.

1.2.2 Généralisation de l’algorithme de Schwarz

L’algorithme de Schwarz peut se généraliser en remplaçant les conditions de type Dirichlet
sur les interfaces Γ12 et Γ21 par :

B1u
k+1
1 = B1u

k
2 sur Γ12 et B2u

k+1
2 = B2u

k+1
1 sur Γ21

où B1, B2 sont des opérateurs d’interface.
Les premiers travaux en ce sens furent sans doute ceux de P.L. Lions dans [27] qui a proposé de
remplacer la condition de Dirichlet sur l’interface par une condition de type Robin. L’algorithme
de Schwarz peut alors converger même dans le cas de deux sous-domaines qui ne se recouvrent
pas.
Pour étudier la convergence de ces algorithmes, on définit souvent l’erreur à l’itération k par
eki = uki − u|Ωi

, i = 1, 2. Les erreurs vérifient, dans le cas d’équations linéaires, les systèmes
suivants :





Lek+1
1 = 0 dans Ω1

ek+1
1 = 0 sur ∂Ωext

1

B1e
k+1
1 = B1e

k
2 sur Γ12

et





Lek+1
2 = 0 dans Ω2

ek+1
2 = 0 sur ∂Ωext

2

B2e
k+1
2 = B2e

k+1
1 sur Γ21

(1.6)

Si B1 et B2 permettent d’avoir un problème bien posé, il suffit ensuite de montrer que ces erreurs
tendent vers 0 quand k tend vers l’infini.

Une autre manière d’établir la convergence de ces algorithmes consiste à étudier les différences
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entre deux itérations successives. Elles vérifient ici les mêmes systèmes (1.6), et de montrer
qu’elles sont par exemple majorées par des suites géométriques de raison strictement inférieure
à 1 (voir chapitre 3). Enfin il suffit de montrer que les limites obtenues sont exactement les
restrictions de u sur les différents sous-domaines (voir [27]).

Remarque : en l’absence de recouvrement et en choisissant B1 = B2 = Id, ou même plus
généralement B1 = B2, l’algorithme de couplage présenté ci-dessus ne converge pas. Ceci est dû
au fait que les valeurs à l’interface ne changent pas d’une itération à l’autre. On a par exemple
dans le cas Dirichlet-Dirichlet un+1

1 = un2 = un1 .

Le choix des opérateurs est donc très important pour assurer la convergence des algorithmes de
Schwarz vers la restriction de la solution globale sur chaque sous-domaine. Il est aussi crucial pour
permettre d’avoir une vitesse de convergence ≪ rapide ≫. Dans [27], P.L. Lions a fait remarquer
que la constante de Robin influence la vitesse de convergence et qu’elle pourrait être remplacée
par d’autres opérateurs.

Pour avoir une convergence optimale, il faut choisir idéalement B1, B2 tels que B1e
1
2 = 0 et/ou

B2e
1
1 = 0 et tels que les deux systèmes soient bien posés. On aura alors dans le cas linéaire

e21 = e22 = 0 car ces erreurs seront solutions de systèmes homogènes. On assurera donc dans
ce cas une convergence en deux itérations. Ces conditions à l’interface s’appellent conditions

aux limites absorbantes exactes ou conditions transparentes. On trouve une littérature
abondante concernant ces conditions (voir par exemple [16], [23]).
Dans le cas d’un opérateur L linéaire elliptique ou parabolique, il est établi que les opérateurs
absorbants exacts sont donnés par :

Bopt
i =

∂

∂ni
+DtN c

i , i = 1, 2 (1.7)

où ni (i = 1, 2) désigne la normale sortante à Ωi et où l’opérateur DtN c
i , appelé opérateur

Dirichlet-to-Neumann, est défini par :

Pour u0 : Γi 7−→ R, DtN c
i (u0) ≡

∂

∂nc
i

(v)|Γi

où nc
i est la normale sortante à Ωc

i = Ω \ Ωi et où v est solution de :




Lv = 0 dans Ωc
i

v = 0 sur ∂Ωc
i \ Γi

v = u0 sur Γi.

On peut en général obtenir une expression analytique des opérateurs transparents par trans-
formée de Fourier. Ces opérateurs sont toutefois généralement non locaux en espace (et en
temps dans le cas instationnaire). On est donc amené à faire des approximations pour pouvoir
les implémenter numériquement (voir par exemple [15], [16] et [23]). On parle alors deméthodes

optimisées (ou à relaxation d’onde dans le cas des équations d’évolution).

1.2.3 Algorithmes de Schwarz dans le cadre de couplage de modèles

Les algorithmes de Schwarz se généralisent naturellement au cadre du couplage de modèles,
voir par exemple [32]. Dans ce cas, comme indiqué précédemment, un recouvrement n’a plus de
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sens si les modèles ne sont pas parfaitement compatibles dans la zone de recouvrement. On doit
donc résoudre un problème de la forme :

{
L1u1 = f1 dans Ω1

Bext
1 u1 = g1 sur ∂Ωext

1
et

{
L2u2 = f2 dans Ω2

Bext
2 u2 = g2 sur ∂Ωext

2

avec L1 6= L2. La difficulté réside dans ce cas dans la définition de la notion de couplage et donc
dans l’écriture des conditions sur l’interface commune Γ.
On suppose par exemple que l’on veut que u1 et u2 vérifient les conditions suivantes (imposées
par la physique) sur Γ :

{
C1u1 = C2u2

C ′
2u2 = C ′

1u1

(1.8a)

(1.8b)

Pour résoudre ce problème, on propose l’algorithme de type Schwarz (version multiplicative)
suivant :
Initialisation : u02 donné
À l’étape k (k ≥ 1), résoudre :





L1u
k+1
1 = f1 dans Ω1

Bext
1 uk+1

1 = g1 sur ∂Ωext
1

B1u
k+1
1 = B2u

k
2 sur Γ

puis





L2u
k+1
2 = f2 dans Ω2

Bext
2 uk+1

2 = g2 sur ∂Ωext
2

B′
2u

k+1
2 = B′

1u
k+1
1 sur Γ.

Les opérateurs B1, B2, B
′
1 et B′

2 doivent permettre à convergence de vérifier sur l’interface Γ les
contraintes (1.8a) et (1.8b) imposées sur u1 et u2.
L’écriture des relations vérifiées par les erreurs est plus délicate ici que dans le cas de la
décomposition de domaine. En effet, on n’a plus forcément B1e

k+1
1 = B2e

k
2 sur Γ, mais :

B1e
k+1
1 = B2e

k
2 − (B1u1 −B2u2)

car rien n’assure a priori que B1u1 = B2u2 (sauf par exemple si B1 est une combinaison linéaire
de C1 et C ′

1 et B2 est la même combinaison linéaire de C2 et C ′
2).

Aux erreurs de l’algorithme de Schwarz s’ajoutent donc des erreurs dues aux opérateurs d’inter-
face.

1.3 Généralisation dans le cadre de couplage
multi-dimensionnel

Dans ce paragraphe, on propose de généraliser les algorithmes de décomposition de domaine
et de couplage de type Schwarz dans le cadre du couplage multi-dimensionnel. Là encore, un
recouvrement n’a pas de sens sauf si les modèles sont exactement compatibles dans la zone de
recouvrement. On présente comme dans le reste du chapitre le cas du couplage 1-D/2-D.
On considère les deux systèmes suivants :
{

L1u1(x) = f1(x) pour x ∈ Ω1 ⊂ R

Bext
1 u1(x) = g1(x) pour x ∈ ∂Ωext

1
et

{
L2u2(x, z) = f2(x, z) pour (x, z) ∈ Ω2 ⊂ R

2

Bext
2 u2(x, z) = g2(x, z) pour (x, z) ∈ ∂Ωext

2

(1.9)
On suppose dans la suite que L1 et L2 sont linéaires.
On cherche à coupler ces deux systèmes à travers des interfaces de type γ = {x = L0} pour le
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modèle 1-D et Γ = {(L0, z), b(L0) ≤ z ≤ h(L0)} pour le modèle 2-D (et plus généralement γ
pour le modèle n-D et Γ pour le modèle m-D).
Comme c’est le cas dans le cadre équi-dimensionnel, la difficulté réside dans l’écriture des condi-
tions sur les interfaces γ et Γ. À cela s’ajoute la question de la répartition (ou relèvement) de
l’information venant du modèle 1-D sur l’interface Γ, et celle de la restriction (ou projection)
des quantités venant du modèle 2-D au point γ.

1.3.1 Définition de la notion de couplage

Idéalement on suppose que u1 et u2 vérifient les conditions physiques suivantes sur les inter-
faces : {

C1u1(L0) = C2 (Ru2) (L0)

C ′
2u2(L0, z) = C ′

1 (Eu1) (L0, z) pour (L0, z) ∈ Γ

(1.10a)

(1.10b)

où R et E désignent respectivement l’opérateur restriction (ou projection) sur γ et extension ou
( relèvement) sur Γ.
Plus généralement on peut définir ces opérateurs de la façon suivante (voir [3]) :

R : ΛmD −→ ΛnD

(u2) |Γ 7−→ (Ru2) |γ

où ΛnD et ΛmD désignent respectivement les espaces de fonctions traces sur γ pour les fonctions
n-D et sur Γ pour les fonctions m-D.
Cela signifie que pour tout (x, z) ∈ Γ où x ∈ γ ⊂ R

n et pour toute fonction u2 dépendant de la
variable m-D (x, z), on a (Ru2) est fonction de x.
Et

E : ΛnD −→ ΛmD

(u1) |γ 7−→ (Eu1) |Γ

C’est à dire pour tout x ∈ γ et pour tout u1 fonction de x, on a (Eu1) est fonction de la variable
m-D (x, z) ∈ Γ.
Comme indiqué dans [3], l’opérateur E est injectif mais pas surjectif, et inversement R est
surjectif mais pas injectif.

Malheureusement, comme on va le voir dans les chapitres 2 et 6, on ne dispose pas souvent de
conditions de type (1.10) mais plutôt de conditions de type :

{
C1u1(L0) = C2 (Ru2) (L0)

C ′
2u1(L0) = C ′

1 (Ru2) (L0)

(1.11a)

(1.11b)

Ce type de conditions (1.11) ne permet pas d’avoir un problème bien posé. On n’a pas en effet
l’unicité du problème couplé (1.9) sous ces conditions de couplage.

Le choix des opérateurs d’interfaces en {x = L0} et sur Γ doit permettre de satisfaire les trois
critères suivants :
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(i) avoir un problème couplé bien posé, et plus particulièrement des modèles 1-D et 2-D bien
posés

(ii) satisfaire les conditions physiques de type (1.11)
(iii) contrôler l’erreur de modélisation entre la solution couplée et la solution de référence,

à savoir la solution 2-D globale. En effet comme on le verra dans les chapitres 2 et 5,
le modèle 1-D (ou n-D) est souvent obtenu à partir du modèle 2-D (m-D) en effectuant
une réduction (moyenne verticale dans le cadre de ce manuscrit) et en effectuant quelques
approximations. De ce fait, on ne s’attend pas à avoir la partie 2-D de la solution couplée
parfaitement égale à la restriction de la solution globale sur le domaine considéré.

1.3.2 Algorithme de Schwarz

Maintenant, une fois les conditions de transmission (1.11) définies et les opérateurs R et
E précisés, on peut proposer l’algorithme de couplage de type Schwarz (version multiplicative)
suivant :
Initialisation : u02 donné
À l’étape k (k ≥ 1), résoudre :





L1u
k+1
1 = f1 dans Ω1

Bext
1 uk+1

1 = g1 sur ∂Ωext
1

B1u
k+1
1 = B2

(
Ruk2

)
sur γ

puis





L2u
k+1
2 = f2 dans Ω2

Bext
2 uk+1

2 = g2 sur ∂Ωext
2

B′
2u

k+1
2 = B′

1

(
Euk+1

1

)
sur Γ

Les opérateurs B1, B2, B
′
1 et B′

2 doivent être choisis de façon à satisfaire les critères (i), (ii) et
(iii) évoqués ci-dessus et de manière à assurer la convergence de l’algorithme.

1.3.3 Convergence de l’algorithme de Schwarz

Afin d’étudier la convergence de l’algorithme proposé ci-dessus, on peut par exemple com-
mencer par étudier la différence entre deux itérations successives et montrer ensuite que les
suites (u1)k≥0 et (u2)k≥0 sont convergentes dans des espaces adéquats.

Analyse de la convergence

On note dans ce cas ek+1
1 = uk+1

1 − uk1 et ek+1
2 = uk+1

2 − uk2. Ces deux fonctions vérifient les
systèmes suivants :





L1e
k+1
1 = 0 dans Ω1

Bext
1 ek+1

1 = 0 sur ∂Ωext
1

B1e
k+1
1 = B2

(
Rek2

)
sur γ

puis





L2e
k+1
2 = 0 dans Ω2

Bext
2 ek+1

2 = 0 sur ∂Ωext
2

B′
2e

k+1
2 = B′

1

(
Eek+1

1

)
sur Γ

À convergence, on doit donc s’assurer que les conditions de transmission (1.11) sont bien vérifiées.

Remarque : si on dispose d’une solution de référence u, alors l’erreur entre la partie 2-D de la
solution couplée (à convergence) et cette solution vérifie sur Γ :

B′
2 (u2 − u) = B′

1 (Eu1 − u) +B′
1u−B′

2u
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Ensuite le lien entre u1 et u2 est obtenu à travers les conditions de transmission (1.11).
À l’erreur due au choix des opérateurs B′

i, s’ajoute donc une erreur due au choix des opérateurs
R et E .

Utilisation des opérateurs absorbants

Comme dans le cadre de la décomposition de domaine ou du couplage de modèles de même
dimension spatiale, on peut aussi utiliser ici les opérateurs absorbants exacts (ou approchés) afin
d’optimiser la convergence de l’algorithme. En effet, si on note B1D,opt

1 l’opérateur absorbant du

modèle 1-D et B2D,opt
2 l’opérateur absorbant du modèle 2-D (calculés tous les deux dans le cadre

de la décomposition de domaines classique), alors on peut définir l’opérateur Bopt
2 permettant

une convergence optimale de l’algorithme de couplage de la façon suivante :

Définition 1.1. Pour tout u2 fonction à deux variables de l’espace on définit l’opérateur 1-D
Bopt

2 tel que : (
Bopt

2 ◦ R
)
(u2) =

(
R ◦B2D,opt

2

)
(u2)

Cela signifie que si l’expression de l’opérateur B2D,opt
2 ne contient pas de terme en dérivées

de z, alors Bopt
2 est la restriction de B2D,opt

2 à l’ensemble des fonctions 1-D en espace.

De même on définit B
′opt
1 de la façon suivante :

Définition 1.2. Pour tout u1 fonction dépendant d’une variable de l’espace on définit l’opérateur

2-D B
′opt
1 tel que : (

B
′opt
1 ◦ E

)
(u1) =

(
E ◦B1D,opt

1

)
(u1)

Dans ce cas on peut énoncer le résultat suivant :

Lemme 1.1. si on choisit les opérateurs d’interface dans l’algorithme de couplage tels que

B2 = Bopt
2 ou/et B′

1 = B
′opt
1 alors l’algorithme converge en deux itérations.

Démonstration

Les fonctions ek+1
1 = uk+1

1 − uk1 ou/et ek+1
2 = uk+1

2 − uk2 vérifient sur les interfaces {x = L0} et
Γ les conditions suivantes :

B1e
k+1
1 = B2

(
Rek2

)
= Bopt

2

(
Rek2

)
= R

(
B2D,opt

2 ek2

)
= 0

ou/et

B′
2e

k+1
2 = B′

1

(
Eek+1

2

)
= B

′opt
1

(
Eek+1

2

)
== E

(
B1D,opt

1 ek+1
1

)
= 0

Dans ce cas, et à condition d’avoir un problème bien posé, ek+1
1 ou/et ek+1

2 vérifient des systèmes
homogènes avec des conditions aux limites nulles, donc elles sont nulles. Il suffit ensuite, de
montrer par exemple que les suites (uk1)k≥0 et (u

k
2)k≥0 sont de Cauchy pour déduire la convergence

en deux itérations de l’algorithme (voir chapitre 3).
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Convergence, mais vers quelle solution ?

Une fois que la convergence de l’algorithme est assurée tout en vérifiant les critères (i) et
(ii), les questions qui restent à résoudre sont : vers quelle solution l’algorithme converge-t-il, et
quelle est l’erreur commise entre la solution couplée et la solution globale de référence ?
On étudiera ces questions dans le cadre d’un problème modèle elliptique dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Description d’un problème modèle
couplé

On va considérer dans ce chapitre un cas académique de modèles elliptiques. On va présenter
un modèle 2-D et montrer comment dériver, sous certaines conditions, un système d’équations
1-D à partir de ce modèle. On verra qu’il y a une analogie avec la dérivation des équations de
Saint-Venant à partir des équations de Navier-Stokes.

2.1 Définition des modèles à coupler

2.1.1 Définition du modèle 2-D

On considère le système d’équations suivant :




−∆u(x, z) = F (x, z) dans Ω

α
∂u

∂n
(x, z) + κu(x, z) = g(x, z) sur ∂Ω

(2.1)

où Ω est un ouvert de R
2. Les constantes positives α et κ permettent des conditions aux limites

de type Dirichlet, Neumann ou Robin.
Pour reprendre la terminologie des équations de Saint-Venant, on suppose que Ω contient une
partie ≪ peu profonde ≫ Ω1D (un domaine de R2 est dit peu profond si l’une des deux grandeurs
caractéristiques verticale ou horizontale est négligeable devant l’autre). On propose par la suite
de remplacer dans Ω1D le modèle 2-D par un modèle réduit 1-D. Ceci nous amène donc à cou-
pler un modèle 1-D avec un modèle 2-D. Avant de montrer comment on dérive le système 1-D
à partir du système 2-D (2.1), on va commencer par donner les définitions suivantes :

Définition 2.1. Une solution u de (2.1) est dite à effet 2-D négligeables si sa dépendance par

rapport à la variable horizontale z est faible. Cela signifie par exemple que ‖∂u
∂z

‖∞ est petite

devant 1.

Définition 2.2. On désigne par Ω1D le sous-domaine de Ω où les effets 2-D sont négligeables
(voir figure 2.1). Son complémentaire dans Ω sera noté Ω2D.
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Remarque : La définition de Ω1D dépend principalement du ratio entre la longueur caractéristique
horizontale et la hauteur caractéristique verticale, mais aussi du terme de forçage, des conditions
aux limites, etc., qui permettent de justifier ou non que les effets 2-D sont négligeables.

ΓT

Ω2D
Ω1D

x = L1

ΓL
ΓR

ΓB

Figure 2.1 – Domaine de calcul Ω, incluant une zone (x ≥ L1) où les effets 2-D ne sont pas
négligeables et une zone peu profonde (x < L1) où on va dériver un modèle 1-D.

On suppose qu’il existe b et h, fonctions de x, et L1 tels que :

Ω1D = {(x, z)/0 < x < L1, b(x) < z < h(x)} et Ω2D = Ω ∩ {x > L1}

On considère dans la suite le système (2.1) avec le choix suivant de conditions aux limites :





−∆u(x, z) = F (x, z) dans Ω

∂u

∂nT
(x, z) = 0 sur ΓT

∂u

∂nB
(x, z) + κu(x, z) = 0 sur ΓB

u(x, z) = γ1(x, z) sur ΓL

u(x, z) = γ2(x, z) sur ΓR

(2.2a)

(2.2b)

(2.2c)

(2.2d)

(2.2e)

où nT =
1√

1 + |∂xh|2
(−∂xh, 1)

t et nB =
1√

1 + |∂xb|2
(−∂xb, 1)

t sont les normales sortantes au

domaine Ω.
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2.1.2 Dérivation du modèle 1-D

Afin de dériver le modèle 1-D dans Ω1D, on introduit les variables et les quantités sans
dimension suivantes :

ε =
H

L1
x̃ =

x

L1
, z̃ =

z

H

ũ(x̃, z̃) =
u(x, z)

U
, F̃ (x̃, z̃) = F (x, z)

L2
1

U
, h̃(x̃) =

h(x)

H
, b̃(x̃) =

b(x)

H
et κ̃ = κL1

où L1 (respectivement H) désigne la longueur (respectivement la hauteur) caractéristique de
Ω1D et U est un ordre de grandeur caractéristique de u. Le paramètre ε sera supposé très petit
dans la suite : ε ≪ 1.
La mise sous forme adimensionnelle de l’équation (2.2a) donne :

−∂2ũ

∂x̃2
− 1

ε2
∂2ũ

∂z̃2
= F̃ dans Ω̃1D (2.3)

où Ω̃1D =
{
(x̃, z̃)/0 < x̃ < 1, b̃(x̃) < z̃ < h̃(x̃)

}
.

Ensuite, la mise sous forme adimensionnelle des conditions aux limites donne :
• en z̃ = h̃ :

−ε2
∂ũ

∂x̃

∂h̃

∂x̃
+

∂ũ

∂z̃
= 0 (2.4)

• en z̃ = b̃ :

−ε2
∂ũ

∂x̃

∂b̃

∂x̃
+

∂ũ

∂z̃
+ εκ̃ũ

√√√√1 + ε2

∣∣∣∣∣
∂b̃

∂x̃

∣∣∣∣∣

2

= 0 (2.5)

• sur Γ̃L = [b̃(0), h̃(0)] :

ũ =
γ1
U

Hypothèses : on va dans la suite faire les hypothèses suivantes :

F̃ = O(1),
∂2ũ

∂x̃2
= O(1)

∂h̃

∂x̃
= O(1),

∂b̃

∂x̃
= O(1), et κ̃ = O(ε) (2.6)

Combinés avec le fait que ε ≪ 1, ceci donne des conditions suffisantes pour justifier des effets
2-D négligeables.
En effet, à partir de l’équation (2.3) on déduit que :

∂2ũ

∂z̃2
= O(ε2) (2.7)

Ensuite, les conditions (2.4) et (2.5) impliquent que
∂ũ

∂z̃
= O(ε2) en z̃ = h̃ et en z̃ = b̃. En

intégrant (2.7) par exemple sur (z̃, 1), on obtient alors :

∂ũ

∂z̃
= O(ε2) (2.8)

Comme ε ≪ 1, ceci signifie que ũ dépend ≪ peu ≫ de z.
Enfin, en réintégrant entre 0 et z̃, on obtient :

ũ(x̃, z̃) = ũ(x̃, 0) +O(ε2)
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En multipliant par U et en revenant aux variables dimensionnelles, on obtient :

u(x, z) = u(x, 0) +O(ε2), ∀ (x, z) ∈ Ω1D (2.9)

On va maintenant introduire l’opérateur de moyenne verticale. Pour toute fonction f dépendant
de z, on note :

f =
1

H

∫ H

0
f(z)dz et f(x) =

1

H

∫ H

0
f(x, z)dz

En moyennant sur la verticale la relation (2.9), on a :

ū(x) = u(x, 0) +O(ε2), ∀x ∈ [0, L]

D’où
u(x, z) = ū(x) +O(ε2), ∀ (x, z) ∈ Ω1D (2.10)

En moyennant sur la verticale l’équation (2.3) et compte-tenu de la condition de Robin sur
Γ1
B = ΓB ∩ ∂Ω1D, on trouve :

−∂2ū

∂x2
(x) +

κ

H
u(x, 0) = F̄ (x), où F̄ (x) =

1

H

∫ H

0
F (x, z)dz

D’où pour tout x ∈ [0, L1] et compte-tenu de la relation (2.10), on a :

−∂2u1
∂x2

+
κ

H
u1 = F̄ (2.11)

Cette équation va remplacer l’équation (2.2a) dans Ω1D.

Remarques :

• Le nombre sans dimension κ̃ n’est d’autre que le nombre de Biot. Faire l’hypothèse que
κ̃ = O(ε) dans le cas où ε ≪ 1 revient à supposer que ce nombre est petit. La dérivation
du modèle 1-D dans ce cas est classique dans la littérature de physique thermique, en
particulier dans la dérivation des modèles d’ailettes (voir par exemple [6]).
Dans le cadre de ce chapitre, on se placera uniquement dans le contexte physique où le
nombre de Biot est très petit (et donc κ est petit). Les cas où le coefficient κ est grand
ou infini ne seront donc pas traités.

• Pour une autre analyse mathématique du problème, voir [35].
• Cette dérivation peut se généraliser pour des dimensions supérieures. Si on part d’un
modèle n-D, on peut obtenir le modèle (n− 1)-D suivant :





−∆hu1 +
κ

H
u1 = F̄

+ Conditions aux limites

2.2 Choix de la position des interfaces γ et Γ

Dans la pratique il est difficile de connaitre la valeur optimale de L1, délimitant la frontière
entre un comportement 1-D et un comportement 2-D. En général, on est capable de définir une
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valeur L2 telle que (Ω ∩ {x ≥ L2}) ⊂ Ω2D. En d’autres termes L2 ≥ L1 et donc on est dans
la zone où les effets 2-D ne sont pas négligeables. L’objectif est donc de choisir la position de
l’interface de façon à gagner en coût de calcul par rapport à la résolution du système 2-D dans
le domaine entier et de garder une bonne qualité de modélisation.
Dans la suite on va choisir la position de l’interface Γ en x = L0 sans connaissance a priori de
L1, à part le fait que L0 < L2. On définit ensuite Ω1 = Ω ∩ {x < L0} et Ω2 = Ω ∩ {x > L0}.
On remplace dans Ω1 le système 2-D par le système réduit 1-D. On obtient donc les modèles
suivants :

Modèle 1-D :





−∂2u1
∂x2

+
κ

H
u1 = F1 dans (0, L0)

u1(0) = γ1

(2.12)

et

Modèle 2-D :





−∆u2 = F2 dans Ω2

∂u2
∂n

= 0 sur Γ2
T = ΓT ∩ ∂Ω2

∂u2
∂n

+ κu2 = 0 sur Γ2
B = ΓB ∩ ∂Ω2

u2 = γ2 sur ΓR

(2.13)

où F1 = F |Ω1
et F2 = F|Ω2

.

On cherche à coupler ces deux systèmes à travers l’interface Γ placée en x = L0. On distingue
alors deux cas de figures possibles :

• Un cas favorable où L0 < L1 : dans ce cas les effets 2-D sont négligeables en x = L0 et on
peut utiliser la relation (2.10), ce qui signifie que u est très proche de sa moyenne.

• Un cas défavorable correspondant à L0 > L1 : dans ce cas on ne peut justifier le rempla-
cement du modèle 2-D par le modèle 1-D au voisinage de x = L0.

2.3 Conditions de transmission

Maintenant que les systèmes (2.12) et (2.13) sont posés, on va définir la notion de couplage à
travers les interfaces. Comme on l’a indiqué dans le chapitre 1, la solution de référence permettant
de quantifier l’intérêt du couplage est la solution globale 2-D. Pour définir la notion de couplage,
on va donc regarder les quantités naturellement transmises à travers l’interface Γ par la solution
de référence.
Cette solution globale u de (2.1) vérifie les conditions suivantes sur l’interface Γ :

⌈u⌉Γ = 0 et

⌈
∂u

∂n

⌉

Γ

= 0
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où ⌈.⌉Γ désigne le saut à travers Γ.
Comme le système (2.12) est obtenu en moyennant (2.1) selon z, on va donc définir le problème
couplé comme suit :

Définition 2.3. On cherche à résoudre les systèmes (2.12) et (2.13) tels qu’ on ait à l’interface
γ = {x = L0} les conditions aux limites suivantes :





u1(L0) =
1

H

∫ H

0
u2(L0, z)dz

∂u1
∂x

(L0) =
1

H

∫ H

0

∂u2
∂x

(L0, z)dz

(2.14a)

(2.14b)

En revanche, ces conditions ne permettent pas d’avoir l’unicité de la solution du modèle
couplé. En particulier, elles ne permettent pas d’avoir un modèle 2-D bien posé.

En résumé

On a montré dans ce chapitre comment dériver le modèle 1-D à partir du modèle 2-D. Le
problème couplé est alors défini par (2.12), (2.13), (2.14a) et (2.14b). Dans le chapitre suivant, on
va donner la définition des opérateurs de restriction et d’extension et on va résoudre ce problème
en mettant en œuvre un algorithme de couplage de type Schwarz. On choisira comme conditions
aux limites des conditions de type Robin qui permettent de vérifier les critères (i), (ii) et (iii)
définis dans la section 1.3.1, page 16.
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Chapitre 3

Algorithme de couplage
multi-dimensionnel de type Schwarz

Dans ce chapitre, afin de résoudre le problème couplé défini par (2.12), (2.13), (2.14a) et
(2.14b), on va mettre en œuvre un algorithme de couplage multi-dimensionnel avec des conditions
de type Robin. On montrera sa convergence ainsi que sa convergence optimale en utilisant
l’opérateur absorbant exact 1-D. La solution couplée ainsi obtenue sera comparée à la solution
globale de référence. Plus particulièrement on va montrer une majoration de l’erreur entre ces
deux solutions en fonction du rapport d’aspect ε et de la position de l’interface de couplage.
Enfin, on généralisera ces résultats au couplage 2-D/3-D.

3.1 Algorithme de couplage de type Schwarz pour le cas test
1-D/2-D

Tout d’abord on rappelle que le problème couplé est défini par les systèmes :

Modèle 1-D :





−∂2u1
∂x2

+
κ

H
u1 = F1 dans (0, L0)

u1(0) = γ1

(3.1)

et

Modèle 2-D :





−∆u2 = F2 dans Ω2

∂u2
∂n

= 0 sur Γ2
T = ΓT ∩ ∂Ω2

∂u2
∂n

+ κu2 = 0 sur Γ2
B = ΓB ∩ ∂Ω2

u2 = γ2 sur ΓR

(3.2)
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Ces deux modèles doivent vérifier sur les interfaces Γ et γ les conditions suivantes :





u1(L0) =
1

H

∫ H

0
u2(L0, z)dz

∂u1
∂x

(L0) =
1

H

∫ H

0

∂u2
∂x

(L0, z)dz

(3.3a)

(3.3b)

Ce même problème a été étudié dans [3] et [24] en utilisant des approches variationnelles et
algébriques. Pour rendre le problème bien posé, les auteurs ont choisi dans ces deux articles les
conditions aux limites suivantes :





u1(L0) =
1

H

∫ H

0
u2(L0, z)dz pour le modèle 1-D

∂u2
∂x

(L0, z) =
∂u1
∂x

(L0) 0 < z < H pour le modèle 2-D

(3.4a)

(3.4b)

ou bien 



∂u1
∂x

(L0) =
1

H

∫ H

0

∂u2
∂x

(L0, z)dz pour le modèle 1-D

u2(L0, z) = u1(L0) 0 < z < H pour le modèle 2-D

(3.5a)

(3.5b)

Ceci est un choix parmi d’autres qui permet de satisfaire les conditions de transmission (3.3).
Dans [3], on propose une formulation faible du problème couplé comme étant la somme des
formulations des problèmes n-D et m-D pour n = 1, 2 et m = 1, 2, 3. Ensuite, en introduisant un
paramètre α ∈ {0, 1} permettant de choisir les conditions (3.4) ou les conditions (3.5), on résout
le problème en utilisant une formulation variationnelle augmentée. Dans [24], on s’intéresse au
problème de couplage sous forme discrétisé en appliquant une méthode itérative de type Gauss-
Seidel. Puis, on utilise une méthode GMRES ou de Krylov pour passer d’une itération à l’autre.
On propose ici une approche itérative de type Schwarz qui a l’avantage d’être peu intrusive dans
les codes de calcul (même si dans ce chapitre on ne s’intéresse qu’à un cas simple). Ces méthodes
itératives ont été utilisées pour la première fois dans le cadre du couplage multi-dimensionnel
dans [11] et [33]. La nouveauté par rapport à [3] et [24] est la comparaison de la solution de
couplage obtenue à convergence de l’algorithme de Schwarz avec la solution globale de référence.

3.1.1 Algorithme de couplage avec condition de type Robin one-sided

Pour coupler les systèmes (3.1) et (3.2), on peut mettre en place l’algorithme de Schwarz
défini dans l’encadré 3.1 ci-après.
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Initialisation : u02 donné.
À l’étape k (k ≥ 0), résoudre :





−∂2uk+1
1

∂x2
+

κ

H
uk+1
1 = F1 dans Ω1

uk+1
1 (0) = γ̄1

B1(u
k+1
1 )(L0) = B1(Ruk2)(L0)

puis résoudre





−∆uk+1
2 = F2 dans Ω2

∂uk+1
2

∂n
= 0 sur Γ2

T

∂uk+1
2

∂n
+ κuk+1

2 = 0 sur Γ2
B

uk+1
2 = γ2 sur ΓR

B2(u
k+1
2 )(L0, z) = B2(Euk+1

1 )(L0, z) sur Γ

Algorithme 3.1: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel

L’étape suivante consiste alors à définir les opérateurs R, E , B1 et B2 de façon à satisfaire
les contraintes physiques (3.3a) et (3.3b) et à s’assurer de la convergence de l’algorithme.

Définition des opérateurs R et E

La définition dans le cas général des opérateurs R et E a été donnée dans le chapitre 1.
Dans le cadre du couplage des modèles (3.1) et (3.2), on va définir l’opérateur R comme étant
l’opérateur de moyenne verticale, de façon cohérente avec la dérivation du modèle 1-D à partir
du modèle 2-D :

R : Λ2D −→ Λ1D

(u2)|Γ 7−→ 1

H

∫

Γ
(u2)|Γ dz

c’est à dire (R(u2)) (L0) =
1

H

∫

Γ
u2(L0, z) dz.

Au vu de la relation (2.10), on propose de définir l’opérateur E de la façon suivante :

E : Λ1D −→ Λ2D

(u1)|γ 7−→ (u1)|Γ

C’est-à-dire pour tout z ∈ (0, H), on a (E(u1)) (L0, z) = u1(L0). Ceci signifie que l’on impose
uniformément selon z la quantité u1(L0).
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Choix des opérateurs B1 et B2

Pour assurer la convergence dans le cadre de la décomposition de domaines classique de
l’équation de Laplace, P.L Lions a proposé dans [27] d’utiliser des conditions aux limites de type
Robin. On va dans la suite utiliser ce type d’opérateur. On définit les opérateurs B1 et B2 pour
λ > 0 donné, par :

B1 =
∂

∂n1
+ λId (3.6)

et

B2 =
∂

∂n2
+ λId (3.7)

où n1 et n2 désignent respectivement la normale sortante au domaine 1-D et la normale sortante
au domaine 2-D.
On note que l’opérateur B1 est un opérateur 1-D et que B2 est un opérateur 2-D. On note aussi
que ces opérateurs permettent d’avoir des problèmes 1-D et 2-D bien posés à chaque itération
de l’algorithme défini ci-dessus. Ces conditions sont dites one-sided car on utilise la même valeur
de λ pour B1 et B2.
Dans la suite on va étudier la convergence de l’algorithme (3.1) en utilisant les conditions (3.6)
et (3.7).

Convergence de l’algorithme

En utilisant les opérateurs R, E , B1 et B2 définis ci-dessus, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1. Pour tout λ > 0, la suite (uk1, u
k
2) définie par l’algorithme de Schwarz 3.1

converge dans H1(Ω1) × H1(Ω2) vers (uλ1 , u
λ
2) qui vérifie les contraintes physiques de couplage

(3.3a) et (3.3b).

Démonstration :

On définit les différences entre deux itérations successives par :

ek+1
1 (x) = uk+1

1 (x)− uk1(x), ∀x ∈ Ω1

et
ek+1
2 (x, z) = uk+1

2 (x, z)− uk2(x, z), ∀(x, z) ∈ Ω2

Dans la suite de la démonstration, afin d’alléger l’écriture, on omettra les variables x et z sauf
pour les termes définis sur les interfaces de couplage.
Les erreurs ek+1

1 et ek+1
2 sont alors solutions des systèmes suivants :





−∂2ek+1
1

∂x2
+

κ

H
ek+1
1 = 0 dans Ω1

ek+1
1 (0) = 0

∂ek+1
1

∂x
(L0) + λek+1

1 (L0) =
∂ēk2
∂x

(L0) + λēk2(L0)

(3.8)
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et 



−∆ek+1
2 = 0 dans Ω2

∂ek+1
2

∂n
= 0 sur Γ2

T

∂ek+1
2

∂n
+ κek+1

2 = 0 sur Γ2
B

ek+1
2 = 0 sur ΓR

−∂ek+1
2

∂x
(L0, z) + λek+1

2 (L0, z) = −∂ek+1
1

∂x
(L0) + λek+1

1 (L0) sur Γ

(3.9a)

(3.9b)

(3.9c)

(3.9d)

(3.9e)

La solution du système (3.8) est donnée par :

ek+1
1 (x) = αk+1 sinh(ax), ∀x ∈ [0, L0] (3.10)

où a =

√
κ

H
et αk+1 ∈ R.

En moyennant selon z la condition aux limites (3.9e) sur le bord Γ et compte-tenu de la condition
au point x = L0 vérifiée par l’erreur 1-D, on a :





−∂ēk+1
2

∂x
(L0) + λēk+1

2 (L0) = −∂ek+1
1

∂x
(L0) + λek+1

1 (L0)

∂ēk+1
2

∂x
(L0) + λēk+1

2 (L0) =
∂ek+2

1

∂x
(L0) + λek+2

1 (L0)

d’où :

ēk+1
2 (L0) =

1

2λ

(
∂(ek+2

1 − ek+1
1 )

∂x
+ λek+2

1 + λek+1
1

)
(L0)

=
1

2λ
(aαk+2 cosh(aL0)− aαk+1 cosh(aL0) + λαk+2 sinh(aL0) + λαk+1 sinh(aL0))

=
1

2λ
(Aαk+2 +Bαk+1) (3.11)

où A = a cosh(aL0) + λ sinh(aL0) et B = −a cosh(aL0) + λ sinh(aL0).
De même on a :

∂ēk+1
2

∂x
(L0) =

1

2
(Aαk+2 −Bαk+1) (3.12)

Maintenant, en multipliant la première équation du système (3.9) par ek+1
2 et en intégrant par

parties, on a :

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdz −

∫

∂Ω2

∂ek+1
2

∂n
ek+1
2 dσ = 0

En utilisant les conditions aux limites sur ΓT et ΓR, on obtient :

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdz +

∫

Γ2
B

κ|ek+1
2 |2dx = −

∫

Γ

∂ek+1
2

∂x
(L0, z)e

k+1
2 (L0, z)dz (3.13)
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On remplace ensuite
∂ek+1

2

∂x
(L0, z) par sa valeur déduite de la condition de Robin (3.9e) sur Γ.

On a dans ce cas (on omet dx et dz pour plus de clarté) :

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2 +

∫

Γ2
B

κ|ek+1
2 |2 =

∫

Γ

(
−∂ek+1

1

∂x
(L0) + λek+1

1 (L0)− λek+1
2 (L0, z)

)
ek+1
2 (L0, z)

=

(
−∂ek+1

1

∂x
+ λek+1

1

)
(L0)

∫ H

0
ek+1
2 (L0, z)

−λ

∫ H

0
|ek+1

2 |2(L0, z)

= Bαk+1Hēk+1
2 (L0)− λ

∫ H

0
|ek+1

2 |2(L0, z) (3.14)

=
Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 +Bαk+1)− λ

∫ H

0
|ek+1

2 |2(L0, z) (3.15)

Maintenant, on remplace ek+1
2 (L0, z) dans (3.13) en utilisant la condition de Robin (3.9e ) sur

Γ :

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdz +

∫

Γ2
B

κ|ek+1
2 |2dx = −

∫

Γ

1

λ

(
−∂ek+1

1

∂x
(L0) + λek+1

1 (L0)

)
∂ek+1

2

∂x
(L0, z)dz

−
∫

Γ

1

λ

∣∣∣∣∣
∂ek+1

2

∂x
(L0, z)

∣∣∣∣∣

2

dz

= − 1

λ

(
−∂ek+1

1

∂x
+ λek+1

1

)
(L0)

∫ H

0

∂ek+1
2

∂x
(L0, z)dz

− 1

λ

∫ H

0

∣∣∣∣∣
∂ek+1

2

∂x
(L0, z)

∣∣∣∣∣

2

dz

= −Bαk+1H

λ

∂ēk+1
2

∂x
(L0)−

1

λ

∫ H

0

∣∣∣∣∣
∂ek+1

2

∂x
(L0, z)

∣∣∣∣∣

2

dz

= −Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 −Bαk+1)−

1

λ

∫ H

0

∣∣∣∣∣
∂ek+1

2

∂x
(L0, z)

∣∣∣∣∣

2

En utilisant l’hypothèse λ > 0, on déduit des deux relations qu’on vient d’établir que :

Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 +Bαk+1) ≥ 0

et

−Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 −Bαk+1) ≥ 0

d’où :
A2α2

k+2 −B2α2
k+1 ≤ 0.
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A partir de cette inégalité, on obtient :

α2
k+2

α2
k+1

≤ B2

A2
=

∣∣∣∣
−a cosh(aL0) + λ sinh(aL0)

a cosh(aL0) + λ sinh(aL0)

∣∣∣∣
2

< 1 (3.16)

et donc ∣∣∣∣
αk+2

αk+1

∣∣∣∣ ≤ α < 1

La suite (αk)k≥0 tend donc vers zéro.

On observe maintenant que pour tout k ≥ 0 et pour tout n ≥ 0, on a :

uk+n
1 − uk1 =

n−1∑

p=0

ek+p+1
1

et

∂
(
uk+n
1 − uk1

)

∂x
=

n−1∑

p=0

∂ek+p+1
1

∂x

En utilisant la relation (3.10) et le fait que la suite (|αk|)k≥0 est majorée par une suite géométrique

(de raison < 1), on peut montrer que (uk1)k≥0 et (
∂uk1
∂x

)k≥0 sont des suites de Cauchy dans L2(Ω1).

De la même façon, on remarque que pour tout k ≥ 0 et pour tout n ≥ 0, on a :

∇(uk+n
2 − uk2) =

n−1∑

p=0

∇ek+p+1
2

En utilisant (3.15), on déduit que :

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdz ≤ Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 +Bαk+1)

On en déduit donc que (∇uk2)k≥0 est une suite de Cauchy dans L2(Ω2). En utilisant ensuite
l’inégalité de Poincaré (Ω2 est borné ici dans au moins une direction), on montre aussi que
(uk2)k≥0 est une suite de Cauchy dans L2(Ω2). Ce qui implique que (uk2)k≥0 est une suite de
Cauchy dans H1(Ω2).

Pour conclure, on a montré que la suite (uk1, u
k
2) converge dans H

1(Ω1)×H1(Ω2). À convergence,
la limite (uλ1 , u

λ
2) vérifie B1u

λ
1 = B1u

λ
2 et B2u

λ
2 = B2(Euλ1). En effectuant ensuite la moyenne

verticale sur Γ, on obtient deux combinaisons linéaires indépendantes des contraintes physiques
(3.3a) et (3.3b), qui sont donc bien satisfaites. �
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Remarques :

• La convergence de l’algorithme de couplage est valable pour tout λ > 0, mais on peut
remarquer que pour λ = a coth(aL0), on a convergence exacte en deux itérations. En effet,
dans ce cas on a :

−∂ek+1
1

∂x
+ λek+1

1 = 0 ∀k ≥ 0,

et donc :

B2e
k+1
2 = −∂ek+1

2

∂x
+ λek+1

2 = 0 ∀k ≥ 0,

ce qui implique que ek+1
2 = 0, pour k ≥ 0 car solution d’une équation homogène avec des

conditions aux limites homogènes.

L’opérateur
∂

∂n1
+ a coth(aL0)Id correspond à l’opérateur absorbant exact du modèle 1-D

(voir par exemple [23]).
On note dans la suite λopt cette valeur de λ.

• À la différence du cas mono-dimensionnel, pour chaque λ il y a convergence vers une
solution (uλ1 , u

λ
2) a priori différente, qui dépend donc de λ.

Par exemple, si on note (u
λopt

1 , u
λopt

2 ) les limites obtenues à convergence de l’algorithme

pour λopt = a coth(aL0) et (u
λ
1 , u

λ
2) correspondant à λ 6= λopt, on a alors u

λopt

1 −uλ1 solution
de :





−∂2(u
λopt

1 − uλ1)

∂x2
+

κ

H
(u

λopt

1 − uλ1) = 0 dans Ω1

(u
λopt

1 − uλ1)(0) = 0

∂(u
λopt

1 − uλ1)

∂x
+ λoptu

λopt

1 − λuλ1 =
∂(ū

λopt

2 − ūλ2)

∂x
+ λoptū

λopt

2 − λūλ2

(3.17)

et u
λopt

2 − uλ2 vérifie le système :





−∆(u
λopt

2 − uλ2) = 0 dans Ω2

∂(u
λopt

2 − uλ2)

∂n
= 0 sur Γ2

T

∂(u
λopt

2 − uλ2)

∂n
+ κ(u

λopt

2 − uλ2) = 0 sur Γ2
B

u
λopt

2 − uλ2 = 0 sur ΓR

−∂(u
λopt

2 − uλ2)

∂x
+ λoptu

λopt

2 − λuλ2 = −∂(u
λopt

1 − uλ1)

∂x
+ λoptu

λopt

1 − λuλ1 sur Γ

(3.18)

D’après le système (3.17) on peut déduire que (u
λopt

1 − uλ1)(x) = α sinh(ax), ∀x ∈ Ω1, où α
désigne un réel.
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Ensuite, en reprenant la condition sur l’interface Γ, on a :

−∂(u
λopt

2 − uλ2)

∂x
(L0, z) + (λoptu

λopt

2 − λuλ2)(L0, z) =

(
−∂(u

λopt

1 − uλ1)

∂x
+ λoptu

λopt

1

)
(L0)

−λuλ1(L0)

= −αa cosh(aL0)− λuλ1(L0)

+λopt

(
α sinh(aL0) + uλ1(L0)

)

= (λopt − λ)uλ1(L0)

D’où :

−∂(u
λopt

2 − uλ2)

∂x
(L0, z) + λopt(u

λopt

2 − uλ2)(L0, z) = (λopt − λ)(uλ1(L0)− uλ2(L0, z))

On peut donc déduire que uλ2 = u
λopt

2 est solution du système (3.18) si et seulement si
uλ2(L0, z) = uλ1(L0), ∀z ∈ [0, H]. Mais rien a priori n’assure cette condition. Ceci est en
concordance avec le caractère mal posé du problème couplé.
Afin de simplifier, on notera par la suite (u1, u2) la limite de l’algorithme de Schwarz au
lieu de (uλ1 , u

λ
2).

• On peut noter que remplacer l’opérateur 2-D par tout autre opérateur elliptique mènerait à
une démonstration de convergence identique. Il serait simplement nécessaire que le modèle
2-D soit bien posé avec l’ensemble des conditions limites imposées.

• La convergence de l’algorithme est assurée quelle que soit la position de l’interface de cou-
plage.

• La suite (uk2) ne converge pas forcément vers u|Ω2
, ceci étant dû au choix de l’opérateur E

uniforme en z. On fera dans le paragraphe 3.1.2 la comparaison de la solution de la partie
2-D du modèle de couplage avec la restriction de la solution globale u sur Ω2.

• On peut aussi exploiter les opérateurs absorbants dans l’autre sens, c’est à dire du modèle 2-
D vers le modèle 1-D. Il suffit dans ce cas de moyenner verticalement l’opérateur absorbant
2-D et de le passer au modèle 1-D. En revanche, il est plus délicat dans le cas d’un modèle
de dimension supérieure de disposer de l’expression exacte de l’opérateur absorbant.

3.1.2 Comparaison de la solution du modèle couplé avec la solution de réfé-
rence

On vient d’établir la convergence de l’algorithme de couplage de type Schwarz avec des
conditions de type Robin one-sided. La solution obtenue est une solution du modèle couplé et
on a vu en plus qu’elle dépend du choix de λ. On ne s’attend donc pas à avoir une solution 2-D
dans Ω2 qui soit la restriction de la solution globale mono-domaine sur ce sous-domaine. Le but
de ce paragraphe est d’établir l’expression de l’erreur, selon une certaine norme à définir, entre
la solution de la partie 2-D du modèle couplé et la solution de référence dans Ω2, et de quantifier
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cette erreur en fonction de ε.
On a le résultat suivant :

Proposition 3.2. Pour λ > 0 fixé quelconque, on note (u1, u2) la limite de l’algorithme 3.1. Si
L0 < L1 (c’est à dire si le choix de la position de l’interface est valide) alors il existe M > 0
dépendant de λ et u tel que :

‖u|Ω2
− u2‖2H1(Ω2)

≤ M(λ, u)(1 + δ2)ε2

où δ =
L1

L1 − L0
varie avec la position de l’interface et où ε =

h

L1
est fixé et supposé petit.

Démonstration

La fonction u− u2 vérifie le système suivant :





−∆(u− u2) = 0 dans Ω2

∂(u− u2)

∂n
= 0 sur Γ2

T

∂(u− u2)

∂n
+ κ(u− u2) = 0 sur Γ2

B

u− u2 = 0 sur ΓR

En multipliant la première équation de ce système par u− u2 et en utilisant les conditions aux
limites sur Γ2

T ∪ Γ2
B ∪ ΓR, on obtient :

∫

Ω2

|∇ (u− u2) |2dxdz +
∫

Γ2
B

κ|u− u2|2dx−
∫

Γ

∂(u− u2)

∂n
(u− u2) dz = 0 (3.19)

En utilisant la condition −∂u2
∂x

+ λu2 = −∂u1
∂x

+ λu1 sur l’interface Γ satisfaite par la limite u2,

on obtient (on omet le dz pour plus de lisibilité) :
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∫

Γ

∂(u− u2)

∂n
(u− u2) (L0, z) = −

∫ H

0

∂(u− u2)

∂x
(u− u2) (L0, z)

= −
∫ H

0

∂u

∂x
(u− u2) (L0, z)

−
∫ H

0

(
−∂u1

∂x
(L0) + λu1(L0)− λu2(L0, z)

)
(u− u2) (L0, z)

= −
∫ H

0

∂u

∂x
(u− u2) (L0, z)

−
∫ H

0

(
−∂u1

∂x
(L0) + λu1(L0)− λu(L0, z)

)
(u− u2) (L0, z)

−λ

∫ H

0
(u− u2)

2 (L0, z)

=

∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(u− u2) (L0, z)

−
∫ H

0

(
−∂u1

∂x
+ λu1

)
(L0) (u− u2) (L0, z)

−λ

∫ H

0
(u− u2)

2 (L0, z) (3.20)

On va maintenant examiner un par un les différents termes.

• Le premier terme de (3.20) s’écrit :
∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(u− u2) (L0, z)dz =

∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(L0, z) (u(L0, z)− ū(L0)) dz

+

∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(L0, z) (ū− u1) (L0)dz

+

∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(L0, z) (u1(L0)− u2(L0, z)) dz

D’après les relations (2.9) et (2.10), on a :

u(L0, z) = ū(L0) +O(ε2), ∀z ∈ [0, H]

Ensuite, on a :

u(L0, z) = O(1) et
∂u

∂x
(L0, z) = O(1) (3.21)

En effet, si on suppose qu’il existe z ∈ [0, H] et α > 0 et β > 0 tels que :

u(L0, z) = O(
1

εα
) et/ou

∂u

∂x
(L0, z) = O(

1

εβ
)

cela signifie d’après la relation (2.5), que :

∂ũ

∂z̃
(L0, 0) = O(ε2−α)
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ce qui est en contradiction avec la relation (2.8) établie dans le chapitre 2.
On peut déduire que :

∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(L0, z) (u(L0, z)− ū(L0)) dz = O(ε2) (3.22)

De la même façon, si on suppose que L0 < L1 et grâce aux hypothèses (2.6) appliquées mainte-
nant à u2, on peut effectuer une analyse asymptotique similaire à celle faite dans le chapitre 2
dans Ω2 ∩ {L0 ≤ x ≤ L1}. On obtient dans ce cas :

u2(L0, z) = ū2(L0) +O(δ2ε2)

= u1(L0) +O(δ2ε2), ∀z ∈ [0, H] (3.23)

et donc : ∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(L0, z) (u1(L0)− u2(L0, z)) dz = O(δ2ε2) (3.24)

Enfin :
∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(L0, z) (ū− u1) (L0)dz = H

(
−∂ū

∂x
+ λū

)
(ū− u1) (L0) (3.25)

• Grâce à la relation u1(L0) = u2(L0), le deuxième terme de (3.20) s’écrit :

−
∫ H

0

(
−∂u1

∂x
+ λu1

)
(L0) (u− u2) (L0, z)dz = −H

(
−∂u1

∂x
+ λu1

)
(ū− u1) (L0)

= −H

(
−∂(u1 − ū)

∂x
+ λ(u1 − ū)

)
(ū− u1) (L0)

−H

(
−∂ū

∂x
+ λū

)
(ū− u1) (L0) (3.26)

Ensuite, on va reformuler le terme de droite. Les fonctions u1 et ū vérifient respectivement les
équations :

−∂2u1
∂x2

(x) + a2u1(x) = F1(x), ∀x ∈ [0, L0]

et

−∂2ū

∂x2
(x) + a2u(x, 0) = F1(x), ∀x ∈ [0, L0]

u1 − ū vérifie donc l’équation suivante :

−∂2(u1 − ū)

∂x2
(x) + a2(u1 − ū) = a2(ū(x)− u(x, 0)), ∀x ∈ [0, L0]

En multipliant cette équation par u1 − ū, en intégrant sur [0, L0], en faisant une intégration par
parties et en utilisant le fait que u1(0) = ū(0), on obtient :

∫ L0

0

(
∂(u1 − ū)

∂x

)2

(x)dx+ a2
∫ L0

0
(u1 − ū)2 (x)dx− ∂(u1 − ū)

∂x
(L0)(u1 − ū)(L0) =

∫ L0

0
a2(ū(x)− u(x, 0))(u1(x)− ū)dx
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D’où :

−∂(u1 − ū)

∂x
(u1 − ū)(L0) =

∫ L0

0
a2(ū(x)− u(x, 0))(u1(x)− ū)dx−A1(u1 − ū, u1 − ū)

où A1(u1 − ū, u1 − ū) =

∫ L0

0

(
∂(u1 − ū)

∂x

)2

(x)dx+ a2
∫ L0

0
(u1 − ū)2 (x)dx.

Et donc (3.26) devient :

−
∫ H

0

(
−∂u1

∂x
+ λu1

)
(L0) (u− u2) (L0, z)dz = −H

(
−∂(u1 − ū)

∂x
+ λ(u1 − ū)

)
(ū− u1) (L0)

−H

(
−∂ū

∂x
+ λū

)
(L0) (ū− u1) (L0)

=

(
−H

∂(u1 − ū)

∂x
(u1 − ū) + λH (ū− u1)

2

)
(L0)

−H

(
−∂ū

∂x
+ λū

)
(ū− u1) (L0)

= H

∫ L0

0
a2(ū(x)− u(x, 0))(u1(x)− ū)dx

−HA1(u1 − ū, u1 − ū) + λH (ū− u1)
2 (L0)

−H

(
−∂ū

∂x
+ λū

)
(ū− u1) (L0) (3.27)

• Pour récapituler, l’équation (3.20) devient :

∫

Γ

∂(u− u2)

∂n
(u− u2) (L0, z)dz =

∫ H

0

(
−∂u

∂x
+ λu

)
(u− u2) (L0, z)dz

−
∫ H

0

(
−∂u1

∂x
+ λu1

)
(L0) (u− u2) (L0, z)dz

−λ

∫ H

0
(u− u2)

2 (L0, z)dz

= O(ε2) +O(δ2ε2) +H

∫ L0

0
a2(ū(x)− u(x, 0))(u1(x)− ū)dx

−HA(u1 − ū, u1 − ū) + λH (ū− u1)
2 (L0)

−λ

∫ H

0
(u− u2)

2 dz

(le terme (3.25) se simplifiant avec (3.27)).
Ensuite :

∫ L0

0
a2(ū(x)− u(x, 0))(u1(x)− ū)dx ≤ a2

2

∫ L0

0
(ū(x)− u(x, 0))2dx+

a2

2

∫ L0

0
(u1(x)− ū(x))2dx

37



D’où

∫

Γ

∂(u− u2)

∂n
(u− u2) dz ≤ O(ε2) +O(δ2ε2) +H

a2

2

∫ L0

0
(ū(x)− u(x, 0))2dx

−HA1(u1 − ū, u1 − ū) +H
a2

2

∫ L0

0
(u1(x)− ū(x))2dx

+λH (ū− u1)
2 (L0)− λ

∫ H

0
(u− u2)

2 dz

Ensuite il suffit de remarquer que :

−A1(u1 − ū, u1 − ū) +
a2

2

∫ L0

0
(u1(x)− ū(x))2dx ≤ 0

et que :

λH (ū− u1)
2 (L0)− λ

∫ H

0
(u− u2)

2 dz = λH

(
1

H

∫ H

0
(u− u2)dz

)2

−λ

∫ H

0
(u− u2)

2 dz

= λ
1

H

(∫ H

0
(u− u2)dz

)2

− λ

∫ H

0
(u− u2)

2 dz

≤ λ
1

H

(∫ H

0
1

)(∫ H

0
(u− u2)

2

)
− λ

∫ H

0
(u− u2)

2

≤ 0

Donc en revenant à la relation (3.19) et en utilisant le fait que ū(x) = u(x, 0)+O(ε2), on obtient :

∫

Ω2

|∇ (u− u2) |2dxdz +
∫

Γ2
B

κ|u− u2|2dx ≤ C(λ, u)(1 + δ2)ε2

où C(λ, u) est une constante positive qui, étant données les relations (3.21), (3.22) et (3.24),
dépend de λ et de u. D’où :

∫

Ω2

|∇ (u− u2) |2dxdz ≤ C(λ, u)(1 + δ2)ε2

Ensuite, comme u−u2 = 0 sur ΓR, on peut utiliser l’inégalité de Poincaré qui permet de conclure
qu’il existe M > 0 dépendant de λ, u et du domaine Ω2 tel que :

‖u|Ω2
− u2‖2H1(Ω2)

≤ M(λ, u)(1 + δ2)ε2

�

Remarques :

• Cette majoration de l’erreur permet de donner une idée du comportement de celle-ci quand
ε devient très petit.
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• Cette proposition n’est plus valable si l’interface est positionnée dans une zone où les effets

2-D ne sont pas négligeables. En effet, rien ne garantit alors que
∂2ũ

∂x̃2
= O(1).

• La dépendance de M en λ est continue.

• De même, on peut majorer
∥∥∥uλ1

2 − uλ2

2

∥∥∥
2

H1(Ω2)
par M(λ1, λ2, u)(1 + δ2)ε2 pour tous λ1 et

λ2 strictement positifs.

3.2 Extension au cas 2-D/3-D

La démarche précédente est assez générique et peut être étendue en dimension supérieure.
On va donc étudier le cas d’un couplage de modèles 2-D/3-D dans cette section.

3.2.1 Modèles à coupler dans le cas de domaines semi-infinis

Les sous-domaines sont ici Ω2 ⊂ R
2 et Ω3 ⊂ R

3. Pour des raisons de simplicité dans le calcul
de l’opérateur absorbant 2-D, on choisit Ω2 semi-infini : Ω2 = R

− ×R. Le domaine Ω3 est lui de
la forme Ω3 = Ω+ × (0, H) où Ω+ désigne l’ouvert de R

2 défini par R+ × R.
Les systèmes que l’on considère sont :

Modèle 2-D :





−∆u2 +
κ

H
u2 = F2 dans Ω2

‖u2‖L2(Ω2) → 0 quand |x|, |y| → +∞
(3.28)

et

Modèle 3-D :





−∆u3 = F3 dans Ω3

∂u3
∂n

= 0 sur {z = H}

∂u3
∂n

+ κu3 = 0 sur {z = 0}

‖u3‖L2(Ω3) → 0 quand |x|, |y| → +∞

(3.29)

De même que dans le cas 1-D/2-D, ces deux modèles doivent vérifier sur l’interface γ posi-
tionnée en x = 0 les conditions physiques suivantes :





u2(0, y) =
1

H

∫ H

0
u3(0, y, z)dz

∂u2
∂x

(0, y) =
1

H

∫ H

0

∂u3
∂x

(0, y, z)dz

(3.30a)

(3.30b)

3.2.2 Convergence de l’algorithme de couplage avec des conditions de type
Robin

Pour coupler les modèles (3.28) et (3.29), on propose un algorithme itératif similaire à l’al-
gorithme (3.1). A l’itération k les conditions aux limites sur les interfaces γ et Γ s’écrivent :
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∂uk+1
2

∂x
(0, y) + λuk+1

2 (0, y) =
∂ūk3
∂x

(0, y) + λūk3(0, y) ∀y ∈ R (3.31)

et

−∂uk+1
3

∂x
(0, y, z) + λuk+1

3 (0, y, z) = −∂uk+1
2

∂x
(0, y) + λuk+1

2 (0, y) ∀(y, z) ∈ R× (0, H) (3.32)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.3. Pour tout λ > 0, si u03 ∈ H1(Ω3) alors l’algorithme de Schwarz défini par
(uk2, u

k
3) et muni des conditions aux limites (3.31) et (3.32) converge dans H1(Ω2)×H1(Ω3) vers

(uλ2 , u
λ
3) vérifiant les contraintes physiques de couplage (3.30a) et (3.30b).

Démonstration :

Pour montrer la convergence de l’algorithme, on va considérer les différences entre deux itérés
successifs définies par :

ek+1
2 (x, y) = uk+1

2 (x, y)− uk2(x, y) dans Ω2

et
ek+1
3 (x, y, z) = uk+1

3 (x, y, z)− uk3(x, y, z) dans Ω3

Les transformées de Fourier en y de ces deux fonctions vérifient les systèmes suivants :





−∂2êk+1
2

∂x2
+
(
η2 +

κ

H

)
êk+1
2 = 0 pour x ≤ 0, η ∈ R

∂êk+1
2

∂x
(0, η) + λêk+1

2 (0, η) =
∂ ˆ̄ek+1

2

∂x
(0, η) + λˆ̄ek+1

3 (0, η) pour η ∈ R

(3.33)

et




−∆x,z ê
k+1
3 + η2êk+1

3 = 0 pour x ≥ 0, z ∈ (0, H) et η ∈ R

∂êk+1
3

∂n
= 0 pour x ≥ 0, z = H et η ∈ R

∂êk+1
3

∂n
+ κêk+1

3 = 0 pour x ≥ 0, z = 0 et η ∈ R

−∂êk+1
3

∂x
(0, η, z) + λêk+1

3 (0, η, z) = −∂êk+1
2

∂x
(0, η) + λêk+1

2 (0, η) pour z ∈ (0, H) et η ∈ R

(3.34)

où ∆x,z désigne l’opérateur
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
.

En cherchant une solution de (3.33) qui décroit à l’infini, êk+1
2 s’écrit :

êk+1
2 (x, η) = αk+1 exp

(
x

√
η2 +

κ

H

)
(3.35)
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Maintenant le reste de la démonstration de la convergence de l’algorithme est similaire au cas
1-D/2-D. En effet on a :





−∂ ¯̂ek+1
3

∂x
(0, η) + λ¯̂ek+1

3 (0, η) = −∂êk+1
2

∂x
(0, η) + λêk+1

2 (0, η)

∂ ¯̂ek+1
3

∂x
(0, η) + λ¯̂ek+1

3 (0, η) =
∂êk+2

2

∂x
(0, η) + λêk+2

2 (0, η)

d’où :

¯̂ek+1
3 (0, η) =

1

2λ

((
λ+

√
η2 +

κ

H

)
αk+2 +

(
λ−

√
η2 +

κ

H

)
αk+1

)

=
1

2λ
(Aαk+2 +Bαk+1)

et

∂ ¯̂ek+1
3

∂x
(0, k) =

1

2

((
λ+

√
η2 +

κ

H

)
αk+2 −

(
λ−

√
η2 +

κ

H

)
αk+1

)

=
1

2
(Aαk+2 −Bαk+1)

Ensuite comme dans le cas 1-D/2-D, on peut montrer que d’un côté on a :
∫

R+×R×(0,H)
|∇x,z ê

k+1
3 |2 +

∫

R+×R×(0,H)
η2|êk+1

3 |2 +

∫

R+×R

κ|êk+1
3 |2 = −λ

∫

R

|êk+1
3 |2(0, η)

+
Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 +Bαk+1) (3.36)

D’un autre côté on a :

∫

R+×R×(0,H)
|∇x,z ê

k+1
3 |2 +

∫

R+×R×(0,H)
η2|êk+1

3 |2 +

∫

R+×R

κ|êk+1
3 |2 = − 1

λ

∫

R

∣∣∣∣∣
∂êk+1

3

∂x

∣∣∣∣∣

2

(0, η)

− Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 −Bαk+1)

On en déduit que :
A2α2

k+2 −B2α2
k+1 ≤ 0

D’où :

α2
k+2

α2
k+1

≤
∣∣∣∣∣
λ−

√
η2 + κ

H

λ+
√
η2 + κ

H

∣∣∣∣∣

2

< 1 (3.37)

La suite (αk)k≥0 tend donc vers zéro.

Comme dans le cas 1-D/2-D, ∀k ≥ 0 et ∀n ≥ 0 on a :

(1 + η2)
1

2 (ûk+n
2 (x, η)− ûk2(x, η)) = (1 + η2)

1

2

n−1∑

p=0

êk+p+1
2

= (1 + η2)
1

2 exp

(
x

√
η2 +

κ

H

) n−1∑

p=0

αk+p+1
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On en déduit donc que :

∫

R

(1 + η2)|ûk+n
2 (x, η)− ûk2(x, η)|2dη ≤

∣∣∣∣∣∣

n−1∑

p=0

αk+p+1

∣∣∣∣∣∣

2 ∫

R

(1 + η2) exp

(
2x

√
η2 +

κ

H

)
dη

Ensuite, il suffit de voir que la fonction η 7→ (1+η2)
1

2 exp
(
x
√

η2 + κ
H

)
appartient à L2(R) et que

la suite (αk)k≥0 est majorée par une suite géométrique dont le module de la raison est inférieur

strictement à 1 pour déduire que la suite
(
(1 + η2)

1

2 ûk2(x, η)
)
k≥0

est une suite de Cauchy dans

L2(R). D’où (uk2)k≥0 est une suite de Cauchy dans H1(Ω2).
De même pour tout k ≥ 0 pour tout n ≥ 0, on a :

∇(uk+n
3 − uk3) =

n−1∑

p=0

∇ek+p+1
3

A partir de de (3.36), on déduit que :
∫

R+×R×(0,H)
|∇x,z ê

k+1
3 |2 +

∫

R+×R×(0,H)
η2|êk+1

3 |2 ≤ Bαk+1H

2λ
(Aαk+2 +Bαk+1)

Ensuite, en utilisant l’égalité de Parseval et le fait que la suite (αk)k≥0 est majorée par une suite
géométrique dont le module de la raison est strictement inférieur à 1, on montre que la suite
(∇uk3)k≥0 est de Cauchy dans L2(Ω3). Enfin, on finit la démonstration en utilisant le fait que
Ω3 est borné dans la direction z ; l’inégalité de Poincaré implique que (uk3)k≥0 est une suite de
Cauchy dans L2(Ω3). Donc (uk3)k≥0 est une suite de Cauchy dans H1(Ω3). �

3.2.3 Convergence de l’algorithme de couplage dans le cas de domaines bornés

On a choisi dans le paragraphe précédent des modèles 2-D et 3-D définis sur des domaines
Ω2 et Ω3 semi-infinis. La convergence de l’algorithme de couplage a été prouvée en utilisant la
transformée de Fourier, ce qui permet grâce à la relation (3.37) d’optimiser le taux de conver-
gence de cet algorithme (on en donnera plus de détails dans §3.2.4).
Cependant, on peut considérer un problème de couplage dans des domaines bornés inclus res-
pectivement dans R2 et R3 de la forme Ω2 = (−L1, 0)× (0, Ly) et Ω3 = (0, L2)× (0, Ly)× (0, H).
On définit dans ce cas le problème couplé par :

modèle 2-D :





−∆u2 +
κ

H
u2 = F2 dans Ω2

u2 = ud2 sur ∂Ω2 \ γ
(3.38)

et

modèle 3-D :





−∆u3 = F3 dans Ω3

∂u3
∂n

= 0 sur {z = H}

∂u3
∂n

+ κu3 = 0 sur {z = 0}

u3 = ud3 sur ∂Ω3 \ Γ3
T ∪ Γ3

B ∪ Γ

(3.39)
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où Γ3
B = ΓB ∩ ∂Ω3 = {z = 0} ∩ {x > 0} et Γ3

T = ΓT ∩ ∂Ω3 = {z = H} ∩ {x > 0} .
Ces deux modèles doivent vérifier sur l’interface γ positionnée en x = 0 les conditions physiques
suivantes : 




u2(0, y) =
1

H

∫ H

0
u3(0, y, z)dz ∀y ∈ (0, Ly)

∂u2
∂x

(0, y) =
1

H

∫ H

0

∂u3
∂x

(0, y, z)dz ∀y ∈ (0, Ly)

(3.40a)

(3.40b)

En mettant en œuvre un algorithme de Schwarz avec des conditions de type Robin à chaque
itération k :

∂uk+1
2

∂x
(0, y) + λuk+1

2 (0, y) =
∂ūk3
∂x

(0, y) + λūk3(0, y) ∀y ∈ (0, Ly) (3.41)

et

−∂uk+1
3

∂x
(0, y, z)+λuk+1

3 (0, y, z) = −∂uk+1
2

∂x
(0, y)+λuk+1

2 (0, y) ∀(y, z) ∈ (0, Ly)×(0, H) (3.42)

on a le résultat suivant :

Proposition 3.4. Pour tout λ > 0, si u03 ∈ H1(Ω3), alors l’algorithme de Schwarz défini par
(uk2, u

k
3) solutions de (3.38) et (3.39) et muni des conditions aux limites (3.41) et (3.42) converge

dans H1(Ω2) × H1(Ω3) vers (uλ2 , u
λ
3) vérifiant les contraintes physiques de couplage (3.40a) et

(3.40b).

Démonstration :

La convergence de l’algorithme de couplage avec les conditions (3.41) et (3.42) se montre en
remarquant que pour toute fonction u on a :

2λu = (
∂u

∂x
+ λu) + (−∂u

∂x
+ λu)

= B−(u) + B+(u) (3.43)

et

2
∂u

∂x
= B−(u)− B+(u) (3.44)

On définit pour tout k ≥ 0 ek+1
3 = uk+1

3 − uk3 et ek+1
2 = uk+1

2 − uk2. En utilisant les conditions de
Robin sur les interfaces Γ et γ et les relations (3.43) et (3.44), on obtient :

∫

Ω3

|∇ek+1
3 |2dxdydz +

∫

Γ3
B

κ|ek+1
3 |2dxdy =

H

4λ

∫

γ

B2
+(e

k+1
2 )(0, y)dy

− 1

4λ

∫

Γ
B2
−(e

k+1
3 )(0, y, z)dydz (3.45)

et
∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdy + κ

H

∫

Ω2

|ek+1
2 |2dx =

1

4λ

∫

γ

(
B2
−(e

k
3)− B2

+(e
k+1
2 )

)
(0, y)dy

(3.46)
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En multipliant (3.46) par H et en l’additionnant à (3.45), on a :
∫

Ω3

|∇ek+1
3 |2dxdydz +

∫

Γ3
B

κ|ek+1
3 |2dxdy +H

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdy + κ

∫

Ω2

|ek+1
2 |2dxdy (3.47)

=
H

4λ

∫

γ

B2
−(e

k
3)(0, y)dy −

1

4λ

∫

Γ
B2
−(e

k+1
3 )(0, y, z)dydz (3.48)

Ensuite, on a :

H2

∫

γ

B2
−(ē

k
3)(0, y)dy =

∫

γ

(∫ H

0
B−(e

k
3)dz

)2

(0, y)dy

Grâce à l’inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient :
∫

γ

B2
−(ē

k
3)(0, y)dy ≤ 1

H

∫

Γ
B2
−(e

k
3)(0, y, z)dydz

La relation (3.47) implique donc que :
∫

Ω3

|∇ek+1
3 |2dxdydz +

∫

Γ3
B

κ|ek+1
3 |2dxdy +H

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdy + κ

∫

Ω2

|ek+1
2 |2dxdy

≤ 1

4λ

∫

Γ

(
B2
−(e

k
3)− B2

−(e
k+1
3 )

)
(0, y, z)dydz

En sommant k entre 0 et N pour N ≥ 1, on en déduit que :

N∑

k=0

∫

Ω3

|∇ek+1
3 |2dxdydz ≤ 1

4λ

∫

Γ
B2
−(e

0
3)(0, y, z)dydz

et

H
N∑

k=0

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdy ≤ 1

4λ

∫

Γ
B2
−(e

0
3)(0, y, z)dydz

Cela signifie que les séries
∑

k≥0

∫

Ω3

|∇ek+1
3 |2dxdydz et

∑

k≥0

∫

Ω2

|∇ek+1
2 |2dxdy convergent.

Enfin, on rappelle que pour tous k ≥ 0 et n ≥ 0 on a :

∇(uk+n
3 − uk3) =

k+n∑

p=k+1

∇ep3

et

∇(uk+n
2 − uk2) =

k+n∑

p=k+1

∇ep2

Ceci est suffisant pour montrer que les suites (∇uk3)k≥0 et (∇uk2)k≥0 sont des suites de Cauchy
respectivement dans L2(Ω3) et L

2(Ω2). On en déduit grâce à l’inégalité de Poincaré la conver-
gence des suites (uk3)k≥0 et (uk2)k≥0 dans respectivement H1(Ω3) et H

1(Ω2).

On obtient ainsi la convergence de l’algorithme de couplage dans le cas 2-D/3-D pour des do-
maines quelconques. Cependant, dans le cas de domaines semi-infinis en utlisant la transformée
de Fourier, on peut comme on va le voir dans la prochaine section, avec moins de difficultés
trouver une majoration du taux de convergence. Ceci permet de l’optimiser.
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3.2.4 Sur l’optimisation du taux de convergence

Afin d’optimiser la convergence de cet algorithme de couplage dans le cas 2-D/3-D, on va
exploiter, comme dans le cas 1-D/2-D, et comme on l’a indiqué dans le chapitre 1, l’opérateur
absorbant exact 2-D et/ou l’opérateur absorbant exact 3-D. Ce dernier étant compliqué à calculer
et à approcher, on va donc se concentrer sur le calcul et l’approximation de l’opérateur 2-D.
Le cas de la décomposition de domaine pour les modèles 2-D de type :

(α−∆)(u) = f dans Ω = R
2, α > 0 (3.49)

où u décrôıt à l’infini a été étudié dans [13].
Pour résoudre ce problème, on divise le domaine Ω en deux sous-domaines : Ω1 = R

− × R et
Ω2 = R

+ × R et on propose l’algorithme de décomposition de domaine suivant :




(α−∆)uk+1
1 = f1 dans Ω1

(
∂

∂x
+ S1)u

k+1
1 (0, .) = (

∂

∂x
+ S1)u

k
2(0, .)

puis




(α−∆)uk+1
2 = f2 dans Ω2

(
∂

∂x
+ S2)u

k+1
2 (0, .) = (

∂

∂x
+ S2)u

k+1
1 (0, .)

où Si, i = 1, 2 désigne l’opérateur Dirichlet-to-Neumann associé à l’équation (3.49) dans Ωi.
Si on désigne par σi(k) le symbole de Si pour i = 1, 2 dans l’espace de Fourier, il a été établi dans
[13] que le taux de convergence de l’algorithme (le rapport entre deux itérations successives) est
donné par

ρ = ρ(η, α, σ1, σ2) =

∣∣∣∣∣
σ1(η)−

√
η2 + α

σ1(η) +
√
η2 + α

.
σ2(η)−

√
η2 + α

σ2(η) +
√
η2 + α

∣∣∣∣∣

Pour une convergence optimale de l’algorithme (convergence en deux itérations), il est alors
judicieux de choisir σ1 et σ2 de la façon suivante :

σ1(η) =
√

η2 + α2 et σ2(η) = −
√
η2 + α2

En revanche, la transformée de Fourier inverse de ces deux symboles conduit à des opérateurs
non locaux en espace.
Il a été alors proposé dans [13] d’approcher σ1 et σ2 par des polynômes de degré 2 de la forme :

σ1(η) = p1 + q1η
2 et σ2(η) = p1 + q1η

2

Dans ce cas, les opérateurs Si pour i = 1, 2 font intervenir les dérivées en y. Les paramètres p1,
q1, p2 et q2 sont choisis de façon à minimiser la quantité :

ρ = ρ(η, α, p1, q1, p2, q2) =

∣∣∣∣∣
p1 + q1η

2 −
√

η2 + α

p1 + q1η2 +
√
η2 + α

.
p2 + q2η

2 −
√
η2 + α

p2 + q2η2 +
√
η2 + α

∣∣∣∣∣

Il faut noter que les termes d’ordre 1 disparaissent grâce à des arguments de parité des opérateurs.
Dans le cadre du couplage des modèles (3.28) et (3.29), le calcul du symbole de l’opérateur ab-
sorbant 3-D est plus compliqué que celui du modèle 2-D et nécessite le calcul de la transformée
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de Fourier en y et en z, ce qui aboutit à un symbole σ3(η, w) dépendant des deux paramètres
de Fourier η et w. Mais comme on l’a déjà indiqué, l’utilisation de l’opérateur absorbant 2-D
suffit pour assurer la convergence optimisée de l’algorithme de couplage entre les modèles (3.28)
et (3.29).
A l’itération k, on peut donc proposer les conditions aux limites sur les interfaces γ et Γ sui-
vantes :

∂uk+1
2

∂x
(0, y) + S2u

k+1
2 (0, y) =

∂ūk3
∂x

(0, y) + S2ū
k
3(0, y) ∀y ∈ R (3.50)

et

−∂uk+1
3

∂x
(0, y, z) + S2u

k+1
3 (0, y, z) = −∂uk+1

2

∂x
(0, y) + S2u

k+1
2 (0, y) ∀(y, z) ∈ R× (0, H) (3.51)

où S2 désigne l’opérateur Dirichlet-to-Neumann du modèle 2-D. Son symbole dans l’espace de
Fourier est donné par :

σ2 =

√
η2 +

κ

H

On peut alors approcher cet opérateur à l’ordre 0 par p et à l’ordre 2 comme dans [13] par
p+ q2η.
Dans le cas où p > 0 et q > 0, on peut montrer que le taux de convergence défini par :

ρ =

∣∣∣∣
αk+1

αk

∣∣∣∣

où αk est défini par (3.35), vérifie :

ρ ≤
∣∣∣∣∣
p+ qη2 −

√
η2 + κ

H

p+ qη2 +
√
η2 + κ

H

∣∣∣∣∣

Il suffit alors de chercher p et q strictement positifs qui minimisent la quantité :

max
η

∣∣∣∣∣
p+ qη2 −

√
η2 + κ

H

p+ qη2 +
√
η2 + κ

H

∣∣∣∣∣

D’un point de vue pratique et avec un modèle numérique, η balaie l’ensemble des fréquences

≪ visibles ≫ sur la grille de calcul, à savoir
[

π
Ly

, π
∆y

]
où Ly désigne la taille du domaine de calcul

selon la direction y et ∆y le pas de maille dans cette direction (voir [13]).

En résumé

Pour résoudre le cas académique du couplage 1-D/2-D, on a mis en œuvre dans ce chapitre
un algorithme de Schwarz avec des conditions de type Robin. On a montré que cet algorithme
de couplage multi-dimensionnel converge pour tout paramètre de Robin strictement positif. En
particulier, on a obtenu une convergence optimale en deux itérations quand λ = λopt pour
lequel l’opérateur de Robin est égal à l’opérateur absorbant exact 1-D. Ensuite, grâce à l’analyse
asymptotique, on a pu contrôler l’erreur entre la partie 2-D de la solution couplée et la restriction
de la solution globale de référence sur le domaine 2-D et mettre en évidence l’importance du
choix de la position de l’interface de couplage. Ces résultats ont été étendus au cas 2-D/3-D.
Dans le chapitre suivant, on va tester numériquement ces différents résultats.

46



Chapitre 4

Résultats numériques

On s’intéresse dans ce chapitre à la mise en œuvre numérique de la méthode de couplage
des modèles (3.1) et (3.2) étudiée dans le chapitre 3. Dans la première partie de ce chapitre,
on commence par présenter les deux cas tests que l’on va étudier. Ensuite, on s’intéresse à la
convergence de l’algorithme de Schwarz 3.1 dans les deux cas. Puis on va illustrer les résultats
théoriques concernant la comparaison de la partie 2-D de la solution couplée avec la restriction
de la solution de référence sur Ω2. Ceci permettra de mettre en évidence l’influence du choix de
la position de l’interface du couplage sur l’erreur commise. On verra notamment que les résultats
numériques sont en cohérence avec le choix ≪ intuitif ≫ de l’interface de couplage qui consiste
à mettre cette interface dans une zone où les effets 2-D sont négligeables. Enfin on finira par
mettre en œuvre un algorithme permettant d’améliorer le choix de la position de l’interface de
couplage.
Tous les calculs numériques de cette section ont été effectués avec le logiciel Freefem++ [20] en
utilisant une discrétisation en éléments finis P2.

4.1 Description des cas tests

Comme on l’a indiqué dans le chapitre 2, on considère le modèle (3.1) que l’on va remplacer
localement par le modèle (2.11). On suppose que les effets 2-D sont non négligeables à partir de
x ≥ L2, et on considère les deux situations suivantes :

• Un domaine rectangulaire (voir figure 4.1(a)) avec un rapport d’aspect ε =
H

L
très petit

mais avec un terme de forçage dans la partie droite du domaine induisant des effets 2-D
non négligeables. Dans ce cas, la définition de L2 est seulement basée sur le support du
terme de forçage.

• Un domaine en forme d’entonnoir (voir figure 4.1(b)) contenant une partie fine. Dans ce
cas on soupçonne les effets 2-D d’être non-négligeables dans la partie large du domaine.
La définition de L2 dépend dans ce cas de la géométrie du domaine.

Dans les deux cas, on choisit L0 < L2 et on résout le système couplé suivant en utilisant
l’algorithme de couplage 3.1 avec des conditions sur les interfaces de type Robin :

Modèle 1-D :





−∂2u1
∂x2

+
κ

H
u1 = F1 dans (0, L0)

u1(0) = γ1

(4.1)
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x⋆

L

ΓT

ΓRH ΓL Ω

ΓB

(a) Domaine rectangulaire.

 

 

 

l +H

ΓL

ΓT

ΓB

Ω2

H

L0

L2

ΓR

Γ

(b) Domaine en forme d’entonnoir.

Figure 4.1 – Domaines d’étude pour les deux cas tests.

et

Modèle 2-D :





−∆u2 = F2 dans Ω2

∂u2
∂n

= 0 sur Γ2
T = ΓT ∩ ∂Ω2

∂u2
∂n

+ κu2 = 0 sur Γ2
B = ΓB ∩ ∂Ω2

u2 = γ2 sur ΓR

(4.2)

où F1 = F |Ω1
et F2 = F|Ω2

. Les contraintes physiques sont :





u1(L0) =
1

H

∫ H

0
u2(L0, z)dz

∂u1
∂x

(L0) =
1

H

∫ H

0

∂u2
∂x

(L0, z)dz

(4.3a)

(4.3b)

et sont implémentées lors du couplage par l’algorithme de Schwarz au travers des conditions de
Robin :





∂uk+1
1

∂x
(L0) + λuk+1

1 (L0) =
∂ūk2
∂x

(L0) + λūk2(L0) sur Γ

−∂uk+1
2

∂x
(L0, z) + λuk+1

2 (L0, z) = −∂uk+1
1

∂x
(L0) + λuk+1

1 (L0) sur Γ

(4.4a)

(4.4b)

4.1.1 Cas test ♯1

Le premier cas test consiste à considérer la solution du modèle 2-D (4.2) dans un domaine
rectangulaire Ω = [0, H]× [0, L] supposé peu profond : H ≪ L. On considère un terme de forçage
de la forme :

F (x, z) = m exp
[
−(x− x⋆)2

]
sin

2πz

H
où x⋆ < L
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Figure 4.2 – Solution globale 2-D de référence pour L = 20, x∗ = 19, H = 0.5 et κ = 0.001.

Un exemple de la solution globale de référence est représentée sur la figure 4.2.

On note ici que les effets 2-D sont principalement dus à la forme particulière du terme de forçage
et sont donc localisés autour de x⋆.
L’interface de couplage est positionnée en x = L0 < x⋆ (voir figure 4.3). On suppose a priori
que dans la partie Ω1 = (0, L0) × (0, H) les effets 2-D sont négligeables et donc on remplace le
modèle 2-D par le modèle 1-D.

x⋆

L

ΓT

ΓRH ΓL Ω

ΓB

(a) Domaine global 2-D.

ΓB
0

Ω1

ΓT

L0

Γ ΓRΩ2

x⋆

(b) Domaines du couplage 1D/2D

Figure 4.3 – Cas test ♯1

4.1.2 Cas test ♯2

Le second cas test consiste à considérer un domaine en forme d’entonnoir. Le second membre
est une fonction constante égale à 1 et les effets 2-D sont principalement dus à la géométrie du
domaine.
Un exemple de la solution globale de référence est représentée dans la figure 4.4
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Figure 4.4 – Solution globale 2-D de référence pour L = 2, H = 0.05, l = 3 et κ = 0.001

Le modèle couplé sera ensuite résolu en coupant le domaine global en deux parties. L’interface
est positionnée dans ce cas en x = L0, 0 < L0 < L2 (voir figure 4.5).

 

 

 

l +H

ΓL

ΓT

ΓB

Ω2

H

L0

L2

ΓR

Γ

(a) Domaine global 2-D.

 

 

 

ΓR

ΓT

ΓB

Ω2
Ω1 Γ

(b) Domaines du couplage 1D/2D

Figure 4.5 – Cas test ♯2 : domaine en forme d’entonnoir
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4.2 Convergence de l’algorithme de Schwarz

Dans cette section, on va illustrer numériquement les résultats théoriques concernant la
convergence de l’algorithme de Schwarz donnés dans le chapitre 3. En particulier, on mettra en
évidence la convergence optimale de l’algorithme pour la valeur λ = λopt. Sur les figures 4.6 et
4.7, on représente la norme L∞ et la norme L2 de la différence entre deux itérations successives
en fonction du nombre d’itérations et pour différentes positions de l’interface pour les deux cas
tests.

On constate alors les différents points suivants :
• Comme démontré dans le chapitre 3, la convergence est obtenue en deux itérations pour
la valeur λopt.

• Le fait que l’algorithme converge est indépendant de la position de l’interface. Cela signifie
que si l’on place l’interface dans la zone 1-D ou dans la zone 2-D, la convergence est toujours
assurée.

• La vitesse de convergence dépend par contre de la position de l’interface. À λ fixé la vitesse
est d’autant plus rapide que L0 est grand, ce qui est cohérent avec la majoration (3.16).

• Ce qui change selon le positionnement de l’interface dans la zone 1-D ou dans la zone 2-D,
est la ≪ qualité ≫ de la solution couplée obtenue à convergence. On va dans le paragraphe
suivant comparer la partie 2-D de la solution couplée avec la solution de référence pour
estimer cette ≪ qualité ≫.
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(a) L0 = 10 (b) L0 = 10

(c) L0 = 16 (d) L0 = 16

(e) L0 = 19 (f) L0 = 19

Figure 4.6 – Convergence de l’algorithme de Schwarz pour le cas test ♯ 1, pour L = 20, H = 0.5,
κ = 0.001, λ = λopt, 1, 5, 10, 20 (du plus rapide au plus lent) et pour différentes valeurs de L0. À
gauche : log10(‖uk+1

2 − uk2‖∞). À droite : log10(‖uk+1
2 − uk2‖2).
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(a) L0 = 1 (b) L0 = 1

(c) L0 = 1.5 (d) L0 = 1.5

(e) L0 = 2.5 (f) L0 = 2.5

Figure 4.7 – Convergence de l’algorithme de Schwarz pour le cas test ♯ 2, pour L2 = 2,H = 0.01,
κ = 0.001, l = 3, λ = λopt, 1, 5, 10, 20 (du plus rapide au plus lent) et pour différentes valeurs de
L0. À gauche : log10(‖uk+1

2 − uk2‖∞). À droite : log10(‖uk+1
2 − uk2‖2).
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4.3 Comparaison de la solution couplée avec la solution de référence

Pour tester la fiabilité de l’algorithme de couplage proposé dans le chapitre 3, on va dans
cette section comparer numériquement la solution obtenue par couplage avec la solution de
référence globale dans les deux cas tests décrits ci-dessus. Cette comparaison sera effectuée selon

la position de l’interface en x = L0 et selon le rapport d’aspect ε =
H

L
.

À la différence des cas classiques de décomposition de domaine, la solution couplée à convergence
n’est pas égale à la restriction de la solution globale sur le domaine considéré, ceci étant dû à la
réduction du modèle 2-D.

Sur les figures 4.8 et 4.9, on représente l’erreur en norme H1 entre la solution couplée et la
solution de référence en fonction de ε. La position de l’interface est dans ce cas fixée. On a
choisi ici trois valeurs différentes de L0 et on a testé pour deux valeurs de κ, une petite et une
relativement grande. On a indiqué aussi en rouge sur ces figures la pente théorique correspondant
au terme de droite dans l’inégalité ‖u|Ω2

− u2‖2H1(Ω2)
≤ M(λ, u)(1 + δ2)ε2 de la proposition 3.2

du chapitre 3.
• Pour la plus petite valeur de κ, les résultats suivent assez bien la pente théorique (voir
figures 4.8(a), 4.9(a), 4.9(c) et 4.9(e)). L’erreur augmente logiquement avec L0 et ne suit
plus la pente théorique car on est entré dans la zone 2-D (voir figures 4.8(c) et 4.8(e)).

• En revanche pour la plus grande valeur de κ la courbe d’erreur ne suit plus la pente
théorique. Ceci est cohérent avec le fait qu’on avait supposé κ̃ petit dans le chapitre 2
pour établir que les effets 2-D sont négligeables (voir figures 4.8(b), 4.8(d), 4.9(b), 4.9(d)
et 4.9(f)).

Sur les figures 4.10 et 4.11, on représente la norme H1 de la différence entre la solution couplée
et la solution de référence comme fonction de la position de l’interface pour les deux cas tests.
Dans ce cas, le rapport d’aspect ε est fixe.

• Dans presque tous les cas, les résultats numériques suivent bien la pente théorique (sauf
pour la figure 4.10(f) où κ et ε sont grands).

• On observe en particulier un changement brusque de la pente de la courbe de façon
cohérente avec celui de la courbe de la pente théorique. En effet, à partir d’un certaine
valeur de L0, l’erreur crôıt rapidement (théoriquement δ → ∞ dans l’estimation de la
proposition 3.2). Ceci peut donc donner une indication sur la valeur inconnue L1 de la
position optimale de l’interface. Dans la prochaine section, on va mettre en œuvre un al-
gorithme simple pour l’estimation de cette valeur L1, position optimale de l’interface.

Enfin sur les figures (4.12(a) ) et (4.12(b) ), on représente l’erreur en norme H1 en fonction de
λ pour L0 et ε fixés. On remarque que pour les deux cas tests l’erreur en norme L2 varie peu
en fonction de λ. En revanche, l’erreur en norme H1 varie d’une façon significative avec λ. Cela
signifie que pour les grandes valeurs de λ, on pénalise le raccord de la moyenne verticale du flux.
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(a) L0 = 10 (b) L0 = 10

(c) L0 = 16 (d) L0 = 16

(e) L0 = 19 (f) L0 = 19

Figure 4.8 – Erreur en norme H1 entre la solution couplée u2 et la solution de référence u dans
le domaine Ω2 en fonction de ε en échelle logarithmique pour le cas test ♯1, pour L = 20 et
différentes valeurs de L0. À gauche : κ = 0.0001 À droite : κ = 0.1. En rouge la pente théorique.
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(a) L0 = 1 (b) L0 = 1

(c) L0 = 1.5 (d) L0 = 1.5

(e) L0 = 2 (f) L0 = 2

Figure 4.9 – Idem figure 4.8 pour le cas test ♯2 et L2 = 2.
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(a) h = 0.005 (b) h = 0.005

(c) h = 0.01 (d) h = 0.01

(e) h = 0.1 (f) h = 0.1

Figure 4.10 – Logarithme de l’erreur en norme H1 entre la solution couplée u2 et la solution de
référence u dans le domaine Ω2 en fonction de L0 pour le cas test ♯1, pour L = 20 et différentes
valeurs de h. À gauche : κ = 0.001. À droite : κ = 0.1.
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(a) h = 0.0005 (b) h = 0.0005

(c) h = 0.001 (d) h = 0.001

(e) h = 0.01 (f) h = 0.01

Figure 4.11 – Idem figure 4.10 pour le cas test ♯2 et pour L2 = 2.
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(a) Erreur H1 (b) Erreur H1

(c) Erreur L2 (d) Erreur L2

Figure 4.12 – Logarithme de l’erreur entre la solution couplée u2 et la solution de référence u
dans le domaine Ω2 en fonction de λ pour les deux cas tests. À gauche : cas test ♯1 pour L = 20
κ = 0.001, L0 = 14 et h = 0.01. À droite : cas test ♯2 pour L2 = 2 κ = 0.001, l = 3, L0 = 1 et
h = 0.001.

4.4 Choix de la position de l’interface de couplage Γ

Jusqu’à présent, la position de l’interface est fixée d’une façon empirique sans garantie qu’on
soit dans la zone 1-D. Pour déterminer une position proche de la position optimale x = L1 (voir
chapitre 2 pour la définition de L1), on va proposer un algorithme. Pour cela, on suppose que
l’on connait une valeur initiale L0

1 telle que pour x ≤ L0
1 les effets 2-D sont négligeables et L2

telle que pour x ≥ L2 les effets 2-D sont importants. On peut alors mettre en œuvre l’algorithme
suivant :
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Pour ∆L0
1 et ε′ donnés très petits :

Initialisation : L0
1 donné.

Tant que ‖u2 − u2‖2 ≤ ε′ faire
exécuter l’algorithme de Schwarz :

Initialisation : u02 donné.
À l’étape k (k ≥ 0), résoudre :

{
L1D(u

k+1
2 ) = F1 dans Ω0

1 = (0, L0
1)

B1(u
k+1
1 )(L0

1) = B1(Ruk2)(L
0
1)

puis résoudre

{
L2D(u

k+1
2 ) = F2 dans Ω0

2 = (L0
1, L)× (0, h)

B2(u
k+1
2 )(L0

1, z) = B2(Euk+1
1 )(L0

1, z) sur Γ

Fin

L0
1 = L0

1 +∆L0
1

Fin

Algorithme 4.1: Algorithme de recherche de la position idéale de l’interface de couplage Γ

L’opérateur L1D désigne l’ensemble des équations (3.1) et l’opérateur L2D l’ensemble des
équations (3.2).

Remarques :

• Sur les figures 4.13 et 4.14, on a représenté ‖u2−u2‖2,Γ en fonction de la position courante
L0
1 de l’interface pour chaque pas de l’algorithme défini ci-dessus. On a comparé ce résultat

à ‖u− u‖2,Γ en fonction de L0 pour L0 ∈ [0, L2] (en rouge sur les figures 4.13 et 4.14). On
remarque que les résultats obtenus sont très bons dans le sens où on suit bien la courbe
théorique et que l’écart entre les deux courbes est minime.

• le choix de ε′ est crucial pour la recherche d’une position de l’interface Γ proche de la
position idéale située en x = L1. Trop petit, l’algorithme risque de converger rapidement
sans atteindre une valeur approximative de L1. Trop grand, on risque de passer dans la
région où les effets 2-D sont non négligeables. Pour certaines valeurs de ε′ (voir figures
4.13(a), 4.13(c), 4.13(b) et 4.13(d)), la courbe de l’erreur ‖u2 − u2‖2 en fonction de L0

présente un changement brusque de pente, comme c’est le cas pour ‖u − u‖2 en fonction
de L0. Pour des valeurs de ε′ très petites, l’algorithme peut s’arrêter avant d’atteindre ce
seuil à partir duquel on a rupture de pente (voir figures 4.13(f), 4.14(e) et 4.14(f)). On a
donc intérêt à choisir ε′ de façon à observer ce changement de pente et de façon à ce que
l’algorithme s’arrête juste après le changement de pente de l’erreur.

• Cet algorithme de recherche n’a d’intérêt pratique que s’il est peu coûteux en temps de
calcul par rapport au coût de la simulation du modèle global de référence. Il faut donc
avoir une position initiale L0

1 très proche de la valeur optimale L1.
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(a) ε
′ = 10−6 (b) ε

′ = 10−6

(c) ε
′ = 10−8 (d) ε

′ = 10−8

(e) ε
′ = 10−12 (f) ε

′ = 10−10

Figure 4.13 – Erreur en norme L2 entre la solution couplée u2 et sa moyenne verticale (en bleu)
sur Γ en fonction de L0 pour le cas test ♯1 et pour κ = 0.001. En rouge : idem pour la solution
de référence 2-D. À gauche : erreur pour h = 0.01. À droite : erreur pour h = 0.1.

61



(a) ε
′ = 10−6 (b) ε

′ = 10−4

(c) ε
′ = 10−8 (d) ε

′ = 10−6

(e) ε
′ = 2 ∗ 10−9 (f) ε

′ = 10−7

Figure 4.14 – Erreur en norme L2 entre la solution couplée u2 et sa moyenne verticale (en bleu)
sur Γ en fonction de L0 pour le cas test ♯2 et pour κ = 0.001. En rouge : idem pour la solution
de référence 2-D. À gauche : erreur pour h = 0.001. À droite : erreur pour h = 0.01.
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Conclusion

Dans ce chapitre, on a illustré numériquement les différents résultats théoriques du chapitre 3.
Plus précisément, on a montré numériquement la convergence de l’algorithme de couplage 3.1
pour tout λ > 0 et plus particulièrement la convergence optimale pour λ = λopt. Ensuite, on a
étudié numériquement l’erreur en norme H1 entre la solution couplée et la solution globale sur le
domaine Ω. Les résultats obtenus sont ainsi en adéquation avec la majoration de la proposition
3.2 du chapitre 3. Enfin, on a mis en œuvre un algorithme permettant d’améliorer la recherche
de la position optimale de l’interface de couplage.

Dans la deuxième partie de cette thèse, on généralisera certains de ces résultats dans le cadre
du couplage des équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéaires 3D et du système de Saint-
Venant linéaire 2D avec viscosité. On verra plus particulièrement que la convergence optimale
de l’algorithme de couplage est plus délicate à obtenir que dans le cas idéalisé qu’on vient de
traiter. Ceci est dû au fait que les opérateurs absorbants dans ce cas sont non locaux en temps
et en espace.
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Deuxième partie

Application au couplage des
systèmes linéaires de Saint-Venant

2-D et de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D
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Chapitre 5

Définition des modèles à coupler

Dans ce chapitre, on va rappeler brièvement comment obtenir les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D à partir des équations de Navier-Stokes 3-D. Les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques ont l’avantage d’être plus simples à étudier que le système de Navier-Stokes, et
leur utilisation est justifiée dans le cas où on a une pression hydrostatique. Ensuite, on présentera
de la même façon comment dériver le système de Saint-Venant 2-D à partir des équations de
Navier-Stokes hydrostatiques dans le cas non-linéaire et dans le cas linéaire. En effet, afin de
mettre en œuvre dans la suite des algorithmes efficaces de type Schwarz et d’utiliser les techniques
usuelles de calcul des opérateurs absorbants, on est amené à travailler avec des modèles linéaires.

5.1 Équations de Navier-Stokes

Le mouvement d’un fluide dans un domaine de R
3 que l’on notera Ωt (voir figure 5.1) est

régi par les équations de Navier-Stokes. Ce système est composé de l’équation de conservation
de la masse et de l’équation de conservation de la quantité de mouvement.

Figure 5.1 – Exemple de domaine Ωt
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5.1.1 Équation de conservation de la masse

On désigne par ρ(X, t) la densité d’un fluide à un instant donné t et en une position X de
l’espace. On appelle masse du fluide contenue dans Ωt la quantité m(t) =

∫
Ωt

ρ(X, t) dX. Cette
masse étant constante au cours du temps, cela se traduit par :

Dm(t)

Dt
= 0

où
D

Dt
désigne la dérivée particulaire (voir par exemple [5] pour la définition).

Ceci implique :
D

Dt

(∫

Ωt

ρ(X, t)dx

)
= 0

En utilisant le théorème de transport (voir [5, chapitre 1]), on obtient :

∫

Ωt

(
∂ρ

∂t
+ div(ρU)

)
dX = 0

où U désigne la vitesse du fluide. Ceci étant vrai pour tout t et pour tout domaine Ωt, on en
déduit l’équation de la conservation de la masse, appelée aussi équation de continuité :

∂ρ

∂t
+ div(ρU) = 0 (5.1)

5.1.2 Équation de conservation de la quantité de mouvement

On suppose que le fluide de densité ρ se déplace à la vitesse U. La quantité de mouvement
contenue dans un volume Ωt est donnée par :

∫

Ωt

ρUdX

Selon le théorème fondamental de la dynamique, la variation de la quantité de mouvement d’un
fluide est égale à la somme des forces extérieures exercées sur ce fluide. On distingue deux types
de forces extérieures :

− Les forces volumiques : ∫

Ωt

ρfdX

où f désigne la densité volumique de force comme l’accélération de pesanteur, la force de
Coriolis, etc.

− Les forces de surface : ∫

∂Ωt

τ(s)ds

où τ désigne les contraintes surfaciques.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors :

D

Dt

(∫

Ωt

ρUdX

)
=

∫

Ωt

ρfdX +

∫

∂Ωt

τ(s)ds
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et en utilisant le théorème de transport, on obtient :
∫

Ωt

(
∂ρU

∂t
+ div(ρU⊗U)

)
dX =

∫

Ωt

ρfdX +

∫

∂Ωt

τ(s)ds

où ⊗ désigne le produit tensoriel (voir par exemple [5] pour la définition).
Ensuite, d’après le théorème de Cauchy (voir [5, chapitre 1]) le tenseur de contraintes τ s’écrit
sous la forme τ = σ.n, où n est la normale sortante à Ωt.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement se réécrit :

∫

Ωt

(
∂ρU

∂t
+ div(ρU⊗U)

)
dX =

∫

Ωt

ρfdX +

∫

Ωt

div(σ)dX

On en déduit que :
∂ρU

∂t
+ div(ρU⊗U) = ρf + div(σ)

On suppose dans la suite que le fluide est newtonien. Dans ce cas, le tenseur σ s’écrit :

σ = 2µD(U) + (λdiv(U)− p)Id

où p désigne la pression, D(U) =
1

2

(
∇U+∇UT

)
désigne le tenseur des vitesses de déformation

et µ et λ deux constantes. Le coefficient µ est appelé viscosité dynamique et k =
2

3
µ+λ est appelé

viscosité en volume. Comme indiqué dans [5, chapitre 1], la viscosité en volume est souvent très
faible. Dans ce cas, le tenseur des contraintes s’écrit :

σ = 2µD(U)− (p+
2

3
µ div(U))Id

Le système formé par l’équation de continuité et l’équation de conservation de la quantité de
mouvement est complété en général par l’équation de la conservation de l’énergie totale. Toute-
fois, on va s’intéresser dans la suite au cas d’un fluide incompressible, ce qui rend cette équation
de conservation de l’énergie inutile.

5.1.3 Fluide incompressible

La densité d’un fluide dépend de la température et de la pression. On dit qu’un écoulement

est incompressible si
∂ρ

∂p
= 0. Si on considère un écoulement homogène en espace, isotherme et

incompressible, on a alors une densité constante. L’équation de continuité devient donc :

div(U) = 0

et le tenseur des contraintes s’écrit :

σ = 2µD(U)− p Id

D’où la forme ≪ classique ≫ des équations de Navier-Stokes :




div(U) = 0

∂tU+ divU⊗U = div(σ) + f
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Si on note U = (U, V,W ), les équations de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes s’écrivent :





∂tU + U∂xU + V ∂yU +W∂zU − µ∆U + ∂xp = f1

∂tV + U∂xV + V ∂yV +W∂zV − µ∆V + ∂yp = f2

∂tW + U∂xW + V ∂yW +W∂zW − µ∆W + ∂zp = f3

∂xU + ∂yV + ∂zW = 0

(5.2a)

(5.2b)

(5.2c)

(5.2d)

Remarque : on a divisé ici les équations d’origine par ρ. Le terme µ désigne maintenant, par
abus de notation, la viscosité cinématique qui est égale à la viscosité dynamique divisée par la
densité ρ.

5.2 Équations de Navier-Stokes hydrostatiques

La difficultés de l’analyse mathématique des équations de Navier-Stokes, ainsi que les calculs
coûteux qu’elles engendrent, ont amené les physciens à développer des modèles plus simples. Les
équations de Navier-Stokes hydrostatiques, ou équations primitives dans le langage océanogra-
phique, constituent dans le cadre des modèles d’océans à grande échelle une bonne alternative
aux équations de Navier-Stokes d’un point de vue numérique.
On va rappeler brièvement dans le paragraphe suivant comment dériver les équations de Navier-
Stokes hydrostatiques à partir des équations de Navier-Stokes.

5.2.1 Dérivation des équations de Navier-Stokes hydrostatiques

On considère le système de Navier-Stokes (5.2) et on suppose que le domaine Ωt est peu
profond. Cela signifie que la hauteur caractéristique Hc est très petite devant la longueur ca-
ractéristique Lc. On considère par la suite que les forces extérieures f1 et f2 sont nulles et que
f3 = −g.
Dans la suite, on va mettre le système (5.2) sous forme adimensionnelle. On définit pour cela

le petit paramètre ε =
Hc

Lc
(appelé rapport d’aspect). On introduit ensuite les variables et les

paramètres sans dimension suivants :

(x, y) = Lc(x̃, ỹ), z = Hcz̃, t =
Lc

Uc
t̃, Uh = UcŨh, W = εUcW̃ , p = U2

c p̃, ζ = Hcζ̃

et

ν =
1

Re
=

µ

LcUc
, F r =

Uc√
gHc

(5.3)

où Uc désigne une vitesse caractéristique, et Re et Fr désignent respectivement le nombre de
Reynolds et le nombre de Froude.
Dans la suite, afin d’alléger les écritures, on omettra le signe tilde ˜ dans les équations sans
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dimension. La mise sous forme adimensionnelle du système (5.2) donne :





∂tU + U∂xU + V ∂yU +W∂zU − ν∆hU − ν

ε2
∂2
zU + ∂xp = 0

∂tV + U∂xV + V ∂yV +W∂zV − ν∆hV − ν

ε2
∂2
zV + ∂yp = 0

∂tW + U∂xX + V ∂yW +W∂zW − ν∆hW − ν

ε2
∂2
zW +

1

ε2
∂zp = − 1

ε2Fr2

∂xU + ∂yV + ∂zW = 0

(5.4a)

(5.4b)

(5.4c)

(5.4d)

où l’opérateur ∆h désigne la restriction du laplacien pour les variables horizontales.
On fera aussi dans la suite l’hypothèse suivante :

ν = ν0ε, où, ν0 = O(1) (5.5)

L’approximation hydrostatique consiste alors à multiplier la troisième équation (5.4c) par ε2 et
prendre ensuite ε = 0. Ce qui donne, en revenant aux variables dimensionnelles, le système des
équations de Navier-Stokes hydrostatiques :





∂tU + U∂xU + V ∂yU +W∂zU − ν∆U + ∂xp = 0

∂tV + U∂xV + V ∂yV +W∂zV − µ∆V + ∂yp = 0

∂zp = −g

∂xU + ∂yV + ∂zW = 0

(5.6a)

(5.6b)

(5.6c)

(5.6d)

On trouve une littérature abondante à propos de ces équations (voir par exemple [36] pour le
cas visqueux et [40] pour le cas non visqueux ainsi que les articles cités dans ces deux articles).

Remarque : dans la littérature, afin de dériver les équations de Navier-Stokes hydrostatiques
ou les équations primitives, on considère souvent deux viscosités différentes : une viscosité ho-
rizontale µh et une viscosité verticale µv très petite devant µh (voir par exemple [2]). On les
appelle dans ce cas viscosités turbulentes. Ceci peut en effet être justifié dans le cadre de la
modélisation océanique car la rotation domine et la force de Coriolis diminue le mouvement
vertical.
D’un point de vue numérique, elle sont introduites pour paramétrer l’effet de dissipation de
l’énergie à l’échelle de la maille. Là encore, on a besoin de considérer deux viscosités différentes
avec µv ≪ µh.
On suppose donc que µv = ε2µh. Ceci a pour conséquence de simplifier le terme en ε2 devant
∂2
zW dans la troisième équation (5.4c) du système (5.4). L’équation hydrostatique est donc

obtenue en prenant ε = 0 sans avoir à faire l’hypothèse supplémentaire (5.5).
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5.2.2 Forme traditionnelle des équations de Navier-Stokes hydrostatiques

On réécrit Le système des équations de Navier-Stokes hydrostatiques à surface libre sous la
forme suivante :





∂tUh +U.∇Uh − µ∆Uh +
1

ρ
∇hp = 0

divhUh + ∂zW = 0

∂zp = −ρg

(5.7)

pour (x, y, z, t) ∈ Ωt × R
+ = ω × [−b(x, y), ζ(x, y, t)]× R

+, où ω ⊂ R
2 (voir figure 5.1) et où les

inconnues sont la vitesse U = (Uh,W ) = (U, V,W ) et la pression p. Le coefficient de viscosité
cinématique µ est supposé constant. Les opérateurs ∇h et divh désignent respectivement les
restrictions aux variables horizontales du gradient et de la divergence. On note par la suite
Ω = ω × [−b(x, y), ζ(x, y, t)] qui est donc un sous-domaine de R

3.

On considère les conditions initiales suivantes :

Uh(., 0) = Uini dans Ω0 et ζ(., 0) = ζini dans ω

Le système (5.7) est complété par des conditions aux limites qu’on précisera dans le paragraphe
suivant.

Remarque : dans le cadre de l’étude des océans, les équations (5.7) sont complétées par des
équations sur les traceurs. De même la force de Coriolis est considérée. Ici, dans le cadre de
la modélisation fluviale on a négligé le terme de Coriolis. En effet, le rapport entre les forces
d’inertie et la force de Coriolis est très grand devant 1 (ce rapport est caractérisé par le nombre
de Rossby défini comme le rapport entre la période de rotation de la terre et l’échelle de temps
caractéristique de l’écoulement).

5.2.3 Conditions aux limites

Le système (5.7) est muni des conditions aux limites suivantes :

Au fond ΓB d’équation z = −b(x, y) :

• Condition de non pénétration (imperméabilité) :

Uh(x, y,−b, t).∇b+W (x, y,−b, t) = 0 (5.8)

• Condition de type Navier

(σn.τ 1) τ 1 + (σn.τ 2) τ 2 = k (U.τ 1) τ 1 + k (U.τ 2) τ 2 (5.9)

où k est le coefficient de frottement, σ = −pI+µ
(
∇U+∇Ut

)
le tenseur des contraintes,

τ 1 et τ 2 les vecteurs tangents au fond et n la normale sortante au fond.
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Dans le cas d’un fond plat (b est une constante), ces deux conditions se réduisent respectivement
à :

• Condition d’imperméabilité : W (x, y,−b, t) = 0
• Condition de type Robin : µ∂nUh + kUh = 0

À la surface libre ΓT d’équation z = ζ(x, y, t) :

• Condition cinématique

∂tζ +Uh.∇hζ −W = 0 (5.10)

Cette condition signifie que les particules de la surface libre restent ≪ collées ≫ à cette
surface au cours du temps. Dans le cas d’un toit rigide, c’est à dire si ζ ne varie pas, cette
condition implique W = 0.

• Continuité des contraintes à la surface

σ.n = −pan (5.11)

où pa est la pression atmosphérique et n la normale sortante à la surface libre. On négligera
par la suite les variations de pa, ce qui nous permet de prendre par la suite σ.n = 0 (la
pression étant définie à une constante près).

Sur les bords latéraux :

• Condition de type Dirichlet

Uh = Ud sur ∂Ωt \ (ΓB ∪ ΓT )× R
+ et ζ = ζd sur ∂ω × R

+

5.2.4 Élimination du terme de pression

Le système (5.7), muni des différentes conditions aux limites indiquées ci-dessus, peut être
écrit sous la forme équivalente suivante qui permet d’éliminer le terme de pression :





∂tUh +U.∇Uh − µ∆Uh + g∇hζ = 0 dans Ωt × R
+

divhUh + ∂zW = 0 dans Ωt × R
+

∂tζ + divh

(∫ ζ

−b

Uhdz

)
= 0 dans ω × R

+

(5.12)

avec les conditions aux limites




(σn.τ 1) τ 1 + (σn.τ 2) τ 2 = k (U.τ 1) τ 1 + k (U.τ 2) τ 2 sur ΓB

Uh.∇b+W = 0 sur ΓB

σ.n = 0 sur ΓT

Uh = Ud sur ∂Ωt \ (ΓB ∪ ΓT )× R
+

ζ = ζd sur ∂ω × R
+

(5.13)
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et les conditions initiales

U(., 0) = Uini dans Ω0 et ζ(., 0) = ζini dans ω (5.14)

Pour montrer que ce système d’équations (5.12) est équivalent au système (5.7), il suffit d’écrire
la pression en fonction de ζ et d’utiliser l’équation de continuité et la condition cinématique à
la surface libre (5.10) (voir la thèse d’A. Decoene [10]).

5.3 Dérivation des équations de Saint-Venant 2D

Dans ce qui suit on va rappeler brièvement la dérivation des équations de Saint-Venant 2D
à partir des équations de Navier-Stokes hydrostatiques en se basant sur les travaux de J.-F.
Gerbeau et B. Perthame [17] et de C. Lucas [28].

5.3.1 Mise sous forme adimensionnelle des équations

Pour dériver les équations de Saint-Venant, l’hypothèse principale (qu’on a déjà considérée
pour dériver le système des équations de Navier-Stokes hydrostatiques) consiste à supposer que
le domaine Ωt est peu profond. Une seconde hypothèse faite dans [17] consiste à considérer une
pression hydrostatique. Cette hypothèse est nécessaire dans leur cas car ils dérivent le système de
Saint-Venant à partir des équations de Navier-Stokes sous sa forme générale. Dans ce chapitre,
elle est déjà intégrée dans les équations de départ.

Dans la suite, on met le système (5.12) sous forme adimensionnelle de façon analogue au para-
graphe 5.2.1. ce qui donne pour l’équation du moment :

∂tUh + (Uh.∇h)Uh +W∂zUh − ν∆hUh −
ν

ε2
∂2
zUh +

1

Fr2
∇hζ = 0 (5.15)

Cette équation s’écrit aussi grâce à l’équation de continuité :

∂tUh+divh(Uh⊗Uh)+∂z(UhW )−2νdivh(DhUh)−
ν

ε2
∂2
zUh−ν∇h∂zW+

1

Fr2
∇hζ = 0 (5.16)

où

DhUh =
1

2




2∂xU ∂yU + ∂xV

∂yU + ∂xV 2∂yV




L’équation de continuité et l’équation en surface libre s’écrivent :

divhUh + ∂zW = 0 (5.17)

et

∂tζ + divh

(∫ ζ

−b

Uhdz

)
= 0 (5.18)
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Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent (voir [28] et [30]) :
• À la surface libre : la continuité du tenseur des contraintes :





−2∂xU∂xζ − (∂yU + ∂xV ) ∂yζ +
1

ε2
∂zU + ∂xW = 0

−2∂yV ∂yζ − (∂yU + ∂xV ) ∂xζ +
1

ε2
∂zV + ∂yW = 0

−2∂zW + ∂zU∂xζ + ε2∂xW∂xζ + ∂zV ∂yζ + ε2∂yW∂yζ = 0

(5.19)

• Au fond :
⋄ Condition d’imperméabilité :

Uh(x, y,−b, t).∇b+W (x, y,−b, t) = 0

⋄ Pour un vecteur u = (u1, u2)
t on note u⊥ = (−u2, u1)

t. Les deux premières lignes de la
condition de Navier s’écrivent alors :

2εν

[(
Dh(Uh)∇hb.∇⊥

h b+
1

2
(∇hW +

1

ε2
∂zUh).∇⊥

h b

)
(1 + |∇hb|2)∇⊥

h b

+

(
DhUh∇hb.∇hb+

1

2
(∇hW +

1

ε2
∂zUh).∇hb

−1

2
|∇hb|2

(
∂xb(∂zU + ε2∂xW ) + ∂yb(∂zV + ε2∂yW ) + 2∂zW

))
∇hb

]

= KUh|∇hb|2
(
1 + ε2|∇hb|2

) 3

2

où K =
k

Uc
. On verra plus loin que la troisième ligne n’apporte pas d’information supplémen-

taire.
Dans [17] et [28], afin de dériver les équations de Saint-Venant à partir des équations de Navier-
Stokes, les auteurs ont remarqué qu’il faut aller à l’ordre 2 en ε pour que les termes de viscosité
apparaissent. Il en sera de même ici. Dans ce qui suit, on ne gardera que les termes d’ordre
inférieur ou égal à 2 en ε dans les conditions aux limites, ce qui donne :

• Continuité du tenseur des contraintes en surface :

∂zUh = ε2 (2Dh(Uh)∇hζ −∇hW ) (5.20)

• En utilisant que pour tout vecteur u on a (u.∇⊥
h b)∇⊥

h b+ (u.∇hb)∇hb = |∇hb|2u, les deux
premières équations de la condition de Navier au fond s’écrivent :

2ενDh(Uh)∇hb+ εν

(
∇hW +

1

ε2
∂zUh

)
= KUh + 2εν∂zW∇hb+ εν(∂zUh.∇hb)∇hb

(5.21)
La troisième équation, qu’on n’a pas écrite ici, redonne à l’ordre 2 en ε la condition
d’imperméabilité.
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5.3.2 Équation des moments intégrée

Une première étape pour obtenir le système de Saint-Venant consiste à intégrer sur la hauteur
d’eau l’équation des moments, l’équation de continuité et l’équation en surface libre. L’équation
en surface libre (5.18) est indépendante de z et donc elle reste inchangée en moyennant verti-
calement. En intégrant l’équation de continuité (5.17), on retrouve l’équation en surface libre.
Enfin l’intégration de l’équation des moments (5.16) implique le résultat suivant :

Lemme 5.1. L’équation des moments intégrée donne :

∂

∂t

(∫ ζ

−b

Uhdz

)
+ divh

(∫ ζ

−b

Uh ⊗Uhdz

)
+

1

Fr2
H∇hζ = 2νdivh

(∫ ζ

−b

Dh(Uh)dz

)

−K

ε
Uh|z=−b − ν (−∂zUh.∇hb+ 2∂zW )∇hb

où H(x, y, t) = ζ(x, y, t) + b(x, y) pour (x, y, t) ∈ ω × R
+

Démonstration

En intégrant l’équation des moments (5.16) entre −b et ζ, on obtient :
∫ ζ

−b

∂tUh +

∫ ζ

−b

divh(Uh ⊗Uh) +

∫ ζ

−b

∂z(UhW )− 2ν

∫ ζ

−b

divh(DhUh)−
ν

ε2

∫ ζ

−b

∂2
zUh

−ν

∫ ζ

−b

∇h∂zW +
1

Fr2

∫ ζ

−b

∇hζ = 0

En utilisant les formules de Leibniz, cette relation devient :

∂

∂t

(∫ ζ

−b

Uhdz

)
− ∂tζUh|z=ζ + divh

(∫ ζ

−b

Uh ⊗Uhdz

)
− ((Uh.∇hζ)Uh)z=ζ

− ((Uh.∇hb)Uh)z=−b + (WUh) |z=ζ − (WUh) |z=−b +
1

Fr2
H∇hζ = 2νdivh

(∫ ζ

−b

Dh(Uh)dz

)

−2νDh(Uh)∇hζ − 2νDh(Uh)∇hb+
ν

ε2
(∂zUh|z=ζ − ∂zUh|z=−b) + ν (∇hW |z=ζ −∇hW |z=−b)

Les termes ∂tζUh|z=ζ + ((Uh.∇hζ)Uh)z=ζ − (WUh) |z=ζ et ((Uh.∇hb)Uh)z=−b + (WUh) |z=−b

sont nuls grâce aux conditions cinématiques au fond et à la surface libre (5.8) et (5.10).
La continuité du tenseur des contraintes à la surface (5.20) implique :

−2νDh(Uh)∇hζ +
ν

ε2
∂zUh|z=ζ + ν∇hW |z=ζ = 0

et la condition de Navier au fond (5.21) donne :

−2νDh(Uh)∇hb−
ν

ε2
∂zUh|z=−b − ν∇hW |z=−b = −K

ε
Uh|z=−b − ν (−∂zUh.∇hb+ 2∂zW )∇hb

L’équation des moments intégrée devient alors :

∂

∂t

(∫ ζ

−b

Uhdz

)
+ divh

(∫ ζ

−b

Uh ⊗Uhdz

)
+

1

Fr2
H∇hζ = 2νdivh

(∫ ζ

−b

Dh(Uh)dz

)

−K

ε
Uh|z=−b − ν (−∂zUh.∇hb+ 2∂zW )∇hb

�
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5.3.3 Équations de Saint-Venant à l’ordre 1

Lemme 5.2. En variables dimensionnelles, le système de Saint-Venant à l’ordre 1 s’écrit :




∂tH + divh(Hu) = 0 dans ω × R
+

∂t(Hu) + divh (Hu⊗ u) + gH∇hζ = −ku dans ω × R
+

(5.22)

Démonstration

Tout d’abord on va faire, comme dans [17] et [28], les hypothèses supplémentaires suivantes :

ν = εν0 et K =
k

Uc
= εK0, où ν0 et K0 sont O(1)

L’équation (5.15) et les conditions (5.20) et (5.21) impliquent :

∂2
zUh = O(ε), ∂zUh|z=ζ = O(ε) et ∂zUh|z=−b = O(ε)

ce qui signifie qu’au premier ordre, on a :

Uh(x, y, z, t) = Uh(x, y, t) +O(ε)

et
(Uh ⊗Uh)(x, y, z, t) = (Uh ⊗Uh)(x, y, t) +O(ε)

Au premier ordre l’équation (5.22) devient :

∂t
(
HUh

)
+ divh

(
HUh ⊗Uh

)
+

1

Fr2
H∇hζ = −K0Uh

L’équation en surface libre donne quant à elle :

∂tζ + divh(HUh) = 0

En variables dimensionnelles on obtient alors le système de Saint-Venant du premier ordre
suivant :





∂tH + divh(Hu) = 0

∂t(Hu) + divh (Hu⊗ u) + gH∇hζ = −ku

�

On remarque donc, comme c’est le cas dans [17] et [28], que les termes de viscosité n’apparaissent
pas à l’ordre 1. Il faudra donc pousser l’analyse asymptotique jusqu’à l’ordre 2.

5.3.4 Équations de Saint-Venant à l’ordre 2

Lemme 5.3. Le système de Saint-Venant à l’ordre 2 s’écrit :





∂tH + divh(Hu) = 0 dans ω × R
+

∂t(Hu) + divh (Hu⊗ u) + gH∇hζ = − k

1 + kH
3µ

u+ 2µ divh (HDh(u)) dans ω × R
+
(5.23)
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Démonstration

D’après l’équation (5.15), on a

ν

ε2
∂2
zUh = ∂tUh + divh(Uh ⊗Uh) + ∂z(UhW )− 2ν divh(DhUh))− ν∇h∂zW +

1

Fr2
∇hζ

= ∂tUh + divh(Uh ⊗ Ūh) +
1

Fr2
∇hζ +O(ε)

= −K0

H
Uh(x, y,−b, t) +O(ε)

En intégrant entre −b et z et en utilisant la condition de Navier qui donne au premier ordre la

relation
ν0
ε
∂zUH |z=−b = K0Uh|z=−b +O(ε), on obtient :

ν0
ε
∂zUh = K0Uh|z=−b

(
1− z + b

H

)
+O(ε) (5.24)

Ensuite, en réintégrant une deuxième fois, on a :

Uh(x, y, z, t) = Uh(x, y,−b, t)

(
1 + ε

K0

ν0

∫ z

−b

(
1− s+ b

H

)
ds

)
+O(ε2)

= Uh(x, y,−b, t)

(
1 + ε

K0

ν0
(z + b)

(
1− z + b

2H

))
+O(ε2) (5.25)

D’où

Uh = Uh(x, y,−b, t)

(
1 +

K0H ε

3ν0

)
+O(ε2) (5.26)

Puis, on a :

U2
h(x, y, z, t) = U2

h(x, y,−b, t)

(
1 + 2ε

K0

ν0
(z + b)

(
1− z + b

2H

))
+O(ε2)

et donc d’après (5.26), on a :

U2
h = U2

h(x, y,−b, t)

(
1 +

2K0Hε

3ν0

)
+O(ε2)

= U
2
h

(
1 +

2K0Hε

3ν0

)(
1− 2K0Hε

3ν0

)
+O(ε2)

= U
2
h +O(ε2)

De même on peut montrer que :

Uh ⊗Uh = Uh ⊗Uh +O(ε2)

En ne gardant que les termes d’ordre 2 en ε dans l’équation (5.22), on obtient :

∂t
(
HUh

)
+ divh

(
HUh ⊗Uh

)
+

1

Fr2
H∇hζ = 2νdivh

(
HDh(Uh)

)

− K0

1 + K0Hε
3ν0

Uh − 2ν∂zW∇hb
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Pour négliger le terme 2ν∂zW∇hb, il est nécessaire de faire une hypothèse sur ∇hb, à savoir
∇hb = O(ε). Cette hypothèse parait en tout état de cause assez raisonnable pour des fonds
faiblement variables.

En revenant aux variables dimensionnelles, le système Saint-Venant à l’ordre 2 est alors :





∂tH + divh(Hu) = 0

∂t(Hu) + divh (Hu⊗ u) + gH∇hζ = − k

1 + kH
3µ

u+ 2µdivh (HDh(u))

�

5.4 Modèles linéarisés

Dans la perspective de mettre en œuvre un algorithme de couplage efficace de type Schwarz,
on va dans la suite linéariser le système des équations de Navier-Stokes hydrostatiques (5.12) et
en déduire le système de Saint-Venant linéarisé. Cela permettra d’utiliser les techniques usuelles
pour développer les opérateurs absorbants conduisant à une convergence rapide de l’algorithme
de couplage.

5.4.1 Équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées

Dans la suite on fait l’hypothèse qu’on est en présence d’un fond plat b(x, y) = h dans ω,
où h est maintenant une constante. Ensuite, on linéarise le système (5.12) autour de la vitesse
constante (U0, w0) = (u0, v0, 0) et autour de ζ0 = 0.
Les composantes du vecteur vitesse et ζ s’écrivent alors :

U = u0 + Ũ , V = v0 + Ṽ , W = W̃ et ζ = ζ̃
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Lemme 5.4. Le système (5.12) linéarisé autour du profil (u0, v0, 0, 0) s’écrit :





∂tUh +U0.∇hUh − µ∆Uh + g∇hζ = 0 dans Ω× R
+ = ω × [−h, 0]× R

+

∂tζ + h divh(Uh) +U0.∇hζ = 0

divhUh + ∂zW = 0

µ∂zUh = 0 en z = 0

−µ∂zUh + kUh = 0 en z = −h

W (x, y,−h, t) = 0

Uh = Ud sur ∂Ω \ (ΓB ∪ ΓT )

ζ = ζd sur ∂ω

Uh(., 0) = Uini dans Ω et ζ(., 0) = ζini dans ω

(5.27)

Démonstration

En utilisant le fait que la vitesse horizontale U0 = (u0, v0) est une constante et que w0 = 0,
l’équation des moments s’écrit :

∂tŨh +U0.∇Ũh + Ũh.∇Ũh − µ∆Ũh + g∇hζ̃ = 0

Ensuite, on néglige le terme non-linéaire Ũh.∇Ũh. En omettant le signe tilde ˜ on obtient
l’équation des moments linéarisée :

∂tUh +U0.∇hUh − µ∆Uh + g∇hζ = 0

L’équation de continuité donne :
divhŨh + ∂zW̃ = 0

L’équation en surface libre donne :

∂tζ + divh

(∫ ζ

−h

Uhdz

)
= 0

et

div

(∫ ζ

−h

Uhdz

)
= div

(∫ 0

−h

(U0 + Ũh) +

∫ ζ

0
(U0 + Ũh)dz

)

= h div(Ũh) +U0.∇hζ + div(

∫ ζ

0
Ũh)

En négligeant le terme div(
∫ ζ

0 Ũh) et en omettant ˜ , on obtient :

∂tζ + hdiv(Uh) +U0.∇hζ = 0
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Enfin, les conditions de continuité du tenseur de contraintes à la surface, la condition d’im-
perméabilité et la condition de Navier au fond deviennent :

∂zUh = 0 en z = 0

W (x, y,−h, t) = 0

et
−µ∂zUh + kUh = 0 en z = −h

Le système linéarisé (5.27) est défini dans le domaine fixe ω × [−h, 0]× R
+ = Ω× R

+.
Dans la suite, comme le terme W disparait de l’équation des moments, on désignera par les
équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéaires le système :





∂tUh +U0.∇hUh − µ∆Uh + g∇hζ = 0 dans Ω× R
+ = ω × [−h, 0]× R

+

∂tζ + h divh(Uh) +U0.∇hζ = 0

µ∂zUh = 0 en z = 0

−µ∂zUh + kUh = 0 en z = −h

Uh = Ud sur ∂Ω \ (ΓB ∪ ΓT )

ζ = ζd sur ∂ω

Uh(., 0) = Uini dans Ω , et ζ(., 0) = ζini dans ω

(5.28)

en gardant à l’esprit que W s’obtient à partir de :





divhUh + ∂zW = 0

W (x, y,−h, t) = 0
(5.29)

5.4.2 Dérivation des équations de Saint-Venant linéaires à partir des équations
de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées

Comme dans le cas non-linéaire, on suppose que le domaine Ω est peu profond. On définit

donc le petit paramètre ε =
h

Lc
, où Lc désigne la longueur horizontale caractéristique. La hauteur

caractéristique est égale dans le cas linéaire à h.
On introduit ensuite les variables et les paramètres sans dimension suivants :

(x, y) = Lc(x̃, ỹ), z = hz̃, t =
Lc

Uc
t̃, Uh = UcŨh, ζ = hζ̃

et

ν =
1

Re
=

µ

LcUc
, F r =

Uc√
gh
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Le système (5.28) s’écrit en variables adimensionnelles :




∂tUh +U0.∇hUh − ν∆hUh −
ν

ε2
∂2
zUh +

1

Fr2
∇hζ = 0 dans ω̃ × [−1, 0]× R

+

∂tζ + divh(Uh) +U0.∇hζ = 0

ν∂zUh = 0 en z = 0

−ν

ε
∂zUh +KUh = 0 en z = −1

Uh(., 0) = Uini dans ω̃ × [−1, 0] , et ζ(., 0) = ζini dans ω̃

(5.30)

Équation des moments intégrée

Comme dans le cas non-linéaire, on commence par intégrer l’équation des moments. Dans le
cas linéaire on obtient :

Lemme 5.5. L’équation des moments intégrée s’écrit :

∂tUh + (U0.∇h)Uh − ν∆hUh +
K

ε
Uh|z=−1 +

1

Fr2
∇hζ = 0 (5.31)

Démonstration

Il suffit d’intégrer entre −1 et 0 et d’utiliser la condition aux limites au fond. �

Système de Saint-Venant linéaire à l’ordre 1

Lemme 5.6. Le système de Saint-Venant linéaire à l’ordre 1 s’écrit en variables dimension-
nelles :





∂tζ + hdivh(u) +U0.∇hζ = 0

∂tu+ (U0.∇h)u+ g∇hζ = −k

h
u

(5.32)

Démonstration

On suppose qu’on a ν = εν0 et que K = εK0. D’après le système (5.30), on déduit que :

∂zUh = O(ε), et ∂zUh|z=−1 = O(ε)

D’où

Uh(x, y, z, t) = Uh(x, y,−1, t) +O(ε)

= Uh(x, y, t) +O(ε)

En ne gardant que les termes d’ordre 1 dans l’équation des moments intégrée (5.31) et dans
l’équation de continuité, on obtient le système suivant :





∂tζ + divh(Uh) +U0.∇hζ = 0

∂tUh + (U0.∇h)Uh +
1

Fr2
∇hζ = −K0Uh
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Il suffit ensuite de revenir aux variables dimensionnelles. �

Système de Saint-Venant linéaire d’ordre 2

Lemme 5.7. Le système de Saint-Venant linéaire à l’ordre 2 s’écrit en variables dimension-
nelles :





∂tζ + hdivh(u) +U0.∇hζ = 0

∂tu+ (U0.∇h)u+ g∇hζ = − k

h+ kh2

3µ

u+ µ∆hu
(5.33)

Démonstration

D’après la première équation du système (5.30), on a :

ν0
ε
∂2
zUh = ∂tUh +U0.∇Uh − µ∆hUh +

1

Fr2
∇hζ

= ∂tUh +U0.∇Uh +
1

Fr2
∇hζ +O(ε)

= −K0Uh|z=−1 +O(ε)

En intégrant entre z et 0 on obtient :

∂zUh = −K0ε

ν0
zUh|z=−1 +O(ε2)

Ensuite, en intégrant à nouveau, entre −1 et z cette fois-ci, on a

Uh = Uh|z=−1

(
1− K0ε

2ν0
(z2 − 1)

)
+O(ε2) (5.34)

On en déduit la relation d’ordre 2 suivante :

Uh = Uh|z=−1

(
1 +

K0ε

3ν0

)
+O(ε2) (5.35)

À partir de l’équation (5.31), on obtient à l’ordre 2 :

∂tUh + (U0.∇h)Uh − ν∆hUh +
K0

1 + K0ε
3ν0

Uh +
1

Fr2
∇hζ = 0

Enfin il suffit de revenir aux variables dimensionnelles. �

5.4.3 Linéarisation du système de Saint-Venant 2-D

Si on linéarise directement le système (5.23) de Saint-Venant non linéaire autour de la vitesse
constante U0 = (u0, v0) et autour de ζ0 = 0 (dans ce cas on a H = h+ ζ où ζ est très petit), on
obtient le système (5.36) ci-dessous. Celui-ci est différent du système (5.33), ce qui signifie que
les opérations linéarisation et moyenne verticale ne commutent pas.
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Lemme 5.8. Le système de Saint-Venant linéarisé s’écrit :





∂tζ + hdivh(u) +U0.∇hζ = 0

∂t(hu) + (hU0.∇h)u+
g

2
h∇hζ = −αu+ 2µdiv (hDh(u))− αU0 + βU0ζ

(5.36)

où α =
k

1 + kh
3µ

et β =
k2

3µ(1 + kh
3µ )

2
.

Démonstration

Compte-tenu du fait que l’équation du fond ne dépend pas du temps, la première équation s’écrit
aussi :

∂tζ + divh(Hu) = 0

Elle se linéarise donc de la même manière que celle du système des équations primitives.
Ensuite, on a :

∂t(Hu) + divh (Hu⊗ u) +
g

2
H∇hζ = ∂t(h+ ζ)(U0 + ũ) + divh ((h+ ζ)(U0 + ũ)⊗ (U0 + ũ))

g

2
(h+ ζ)∇hζ

En ne gardant que les termes linéaires, on obtient :

∂tũ+ (hU0.∇h)ũ+
g

2
h∇hζ

Le terme 2µ divh (HDh(u)) se linéarise en 2µ divh (hDh(ũ)).
Enfin, le terme de trâınée s’écrit :

k

1 + kH
3µ

u =
k

1 + k(h+ζ)
3µ

(U0 + ũ)

=
k

(1 + kh
3µ )(1 + ζ k

3µ(1+ kh
3µ

)
)
(U0 + ũ)

=
k

1 + kh
3µ

(U0 + ũ)

(
1− ζ

k

3µ(1 + kh
3µ )

+O(ζ2)

)

En ne gardant que les termes linéaires, on obtient :

k

1 + kh
3µ

ũ+
k

1 + kh
3µ

U0 −
k2U0

3µ(1 + kh
3µ )

2
ζ

En omettant le signe ˜ on obtient le système (5.36). �
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En résumé

On a rappelé dans ce chapitre comment dériver le système de Saint-Venant 2-D à partir des
équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D dans le cas linéaire et dans le cas non-linéaire.
Dans la suite on utilisera le système de Saint-Venant (5.33) obtenu à partir du système d’équations
de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées pour être cohérent avec la partie 1. On fera l’analyse
mathématique de ce système sans terme de frottement dans le chapitre 8.
Dans le chapitre suivant, on va commencer par donner la définition du problème couplé im-
pliquant les systèmes (5.33) et (5.28) en précisant les opérateurs de restriction et d’extension.
Ensuite, on va présenter un algorithme général de couplage et on montrera que sous certaines
hypothèses, la convergence de cet algorithme est équivalente à la convergence de l’algorithme
usuel de décomposition de domaine du système de Saint-Venant.
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Chapitre 6

Algorithme de couplage

Afin d’alléger les coûts de calcul, on va reprendre l’idée développée dans la partie 1, à savoir
remplacer localement le système des équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéaires 3-D
par le système de Saint-Venant 2-D et résoudre un problème couplé entre ces deux modèles. On
commencera par donner la définition de la notion de couplage en précisant les conditions de trans-
mission physiques. Ensuite, on présentera un algorithme de couplage sous une forme générale en
indiquant le choix des opérateurs de restriction et d’extension. Enfin, grâce à l’hypothèse que la
friction est nulle au fond, on va montrer que la convergence de cet algorithme est équivalente à
celle de l’algorithme usuel de décomposition de domaine du système de Saint-Venant.

6.1 Définition du problème couplé

6.1.1 Les modèles à coupler

Dans ce qui suit, on divise le domaine Ω = ω × [−h, 0] en deux sous-domaines :

Ω− = ω− × [−h, 0] et Ω+ = ω+ × [−h, 0]

On note dans ce cas Γ l’interface entre Ω− et Ω+ et on suppose qu’elle est positionnée en x = 0.
On note γ l’interface entre ω− et ω+. On propose ensuite de remplacer dans le domaine Ω− les
équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées par le système de Saint-Venant (5.33). Ce
dernier est donc posé dans le domaine ω−.
On considère alors les deux modèles :





∂tu+ (U0.∇h)u+ g∇hζ − µ∆hu = 0 dans ω− × R
+

∂tζ + h divh(u) +U0.∇hζ = 0 dans ω− × R
+

(u, ζ) =
(
U

d
−, ζ

d
−

)
sur ∂ω−

ext × R
+

u(., 0) = U
ini
− dans ω− et ζ(., 0) = ζini− dans ω−

(6.1a)

(6.1b)

(6.1c)

(6.1d)
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et 



∂tUh + (U0.∇h)Uh − µ∆Uh + g∇hζ = 0 dans Ω+ × R
+

∂tζ + h divh(Uh) +U0.∇hζ = 0 dans ω+ × R
+

µ∂zUh = 0 en z = 0

µ∂zUh = 0 en z = −h

Uh = Ud
+ sur (∂Ω+

ext \ ΓB ∪ ΓT )× R
+

ζ = ζd+ sur ∂ω+
ext × R

+

Uh(., 0) = Uini
+ dans Ω+ et ζ(., 0) = ζini+ dans ω+

(6.2a)

(6.2b)

(6.2c)

(6.2d)

(6.2e)

(6.2f)

(6.2g)

qu’on cherche à coupler à travers les interfaces γ et Γ = γ× [−h, 0]. Les frontières ∂ω−
ext et ∂Ω

+
ext

désignent respectivement ∂ω− \ γ et Ω+ \ Γ.
On rappelle ici que Uh = (U, V ) désigne le vecteur vitesse horizontale en dimension 3 d’espace :

Uh : Ω+ ⊂ R
3 −→ R

2

(x, y, z) 7−→ (U, V )

tandis que u désigne le vecteur vitesse horizontale en dimension 2 d’espace :

u : ω− ⊂ R
2 −→ R

2

(x, y) 7−→ (u, v)

La solution du système (6.2) est dans ce cas notée (Uh, ζ) et celle de (6.1) est notée (u, ζ), où
ζ désigne dans les deux cas (par abus de notation) la surface libre.
On a linéarisé dans le chapitre précédent le système des équations de Navier-Stokes hydrosta-
tiques autour de la vitesse (U0, 0) = (u0, v0, 0), ce qui a conduit à la disparition des termes en W
dans l’équation des moments. Toutefois la vitesse verticale peut toujours s’obtenir en résolvant
l’équation de continuité munie de la condition d’imperméabilité au fond, voir (5.29).

Remarques :

• Dans ce chapitre on considère qu’il n’y a pas frottement au fond, ce qui simplifie les
équations mais n’enlève pas pour autant les difficultés du calcul des opérateurs absorbants
exacts des deux systèmes ci-dessus (voir chapitre 7).

• Il s’agit ici d’une formulation sans forçage extérieur ni terme source, ce qui se traduit par
des seconds membres nuls dans (6.2). Ajouter de tels termes ne changerait pas la nature
du problème mathématique qu’on étudie ici.
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Ces deux modèles seront couplés à travers des conditions à l’interface, dont la forme générale
est :

B− (u, ζ−) = B− (R(Uh, ζ+)) sur γ × R
+ (6.3)

B+ (Uh, ζ+) = B+ (E(u, ζ−)) sur Γ× R
+ (6.4)

où les opérateurs R et E sont respectivement l’opérateur de restriction (ou de projection) sur
γ et l’opérateur d’extension (ou de relèvement) sur Γ qui restent à définir, et où les opérateurs
aux limites B− et B+ restent à déterminer.

6.1.2 Conditions de transmission physiques

Comme on l’a vu dans les chapitres 2 et 3, un outil important pour le choix des conditions
aux limites est la détermination des conditions de transmission physiques associées aux modèles,
c’est-à-dire les quantités naturellement transmises par ces équations.

Lemme 6.1. Les conditions de transmission pour le système des équations de Navier-Stokes
hydrostatiques (5.28) à travers l’interface Γ traduisent la continuité des deux quantités suivantes :

(
µ∂xUh − u0Uh − g

(
ζ
0

)
, u0ζ + hU

)
(6.5)

Démonstration

Soit V ∈ D(Ω,R2). En effectuant son produit scalaire dans L2(Ω) avec l’équation (6.2a), on a

∫

Ω
∂tUh.V +

∫

Ω
(U0.∇h)Uh.V − µ

∫

Ω
∆Uh.V + g

∫

Ω
∇hζ.V = 0 (6.6)

En utilisant les formules de Green et de Stokes et le fait que V est à support compact, on trouve :

∫

Ω
∂tUh.V−

∫

Ω
(U0.∇h)V.Uh+µ

∫

Ω
∇hUh : ∇hV+µ

∫

Ω
∂zUh.∂zV− g

∫

Ω
ζ divhV = 0 (6.7)

où : désigne le produit contracté (voir [5] pour la définition).
D’un autre côté, en utilisant le fait que Ω = Ω− ∪ Ω+, l’équation (6.6) devient :

∫

Ω+

∂tUh.V +

∫

Ω+

(U0.∇h)Uh.V − µ

∫

Ω+

∆Uh.V + g

∫

Ω+

∇hζ.V

+

∫

Ω−

∂tUh.V +

∫

Ω−

(U0.∇h)Uh.V − µ

∫

Ω−

∆Uh.V + g

∫

Ω−

∇hζ.V = 0
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Ensuite, en intégrant par parties sur chaque sous-domaine, on trouve :
∫

Ω+

∂tU
+
h .V −

∫

Ω+

(U0.∇h)V.U+
h +

∫

Γ
u0(U

+
h .V)n+

1 +

∫

Γ
v0(U

+
h .V)n+

2 + µ

∫

Ω+

∇hU
+
h : ∇hV

+µ

∫

Ω+

∂zU
+
h .∂zV − µ

∫

Γ
∂n+U+

h .V − g

∫

Ω+

ζ divhV + g

∫

Γ
ζ

(
n+
1

n+
2

)
.V

+

∫

Ω−

∂tU
−
h .V −

∫

Ω−

(U0.∇h)V.U−
h +

∫

Γ
u0(U

−
h .V)n−

1 +

∫

Γ
v0(U

−
h .V)n−

2 + µ

∫

Ω−

∇hU
−
h : ∇hV

+µ

∫

Ω−

∂zU
−
h .∂zV − µ

∫

Γ
∂n−U−

h .V − g

∫

Ω−

ζ divhV + g

∫

Γ
ζ

(
n−
1

n−
2

)
.V

= 0

où U+
h et U−

h désignent les valeurs de Uh de part et d’autre de l’interface.
Les vecteurs n+ = (n+

1 , n
+
2 , n

+
3 )

t et n− = (n−
1 , n

−
2 , n

−
3 )

t sont respectivement les normales sor-
tantes à Ω+ et Ω− (n+ = −n− sur Γ).
En regroupant les différents termes, on a :
∫

Ω
∂tUh.V −

∫

Ω
(U0.∇h)V.Uh + µ

∫

Ω
∇hUh : ∇hV + µ

∫

Ω
∂zUh.∂zV − g

∫

Ω
ζ divhV

+

∫

Γ
u0(U

+
h .V)n+

1 +

∫

Γ
v0(U

+
h .V)n+

2 − µ

∫

Γ
∂n+U+

h .V + gζ+

∫

Γ

(
n+
1

n+
2

)
.V

+

∫

Γ
u0(U

−
h .V)n−

1 +

∫

Γ
v0(U

−
h .V)n−

2 − µ

∫

Γ
∂n−U−

h .V + gζ−

∫

Γ

(
n−
1

n−
2

)
.V = 0

En utilisant (6.7), on obtient ∀V ∈ D(Ω,R2) :
∫

Γ
(u0U

+
h n

+
1 + v0U

+
h n

+
2 ).V − µ

∫

Γ
∂n+U+

h .V + gζ+

∫

Γ

(
n+
1

n+
2

)
.V

+

∫

Γ
(u0U

−
h n

−
1 + v0U

−
h n

−
2 ).V − µ

∫

Γ
∂n−U−

h .V + gζ−

∫

Γ

(
n−
1

n−
2

)
.V = 0

On a donc sur l’interface Γ :

−µ∂n+U+
h+(u0U

+
h n

+
1 +v0U

+
h n

+
2 )+gζ+

(
n+
1

n+
2

)
= µ∂n−U−

h−(u0U
−
h n

−
1 +v0U

−
h n

−
2 )−gζ−

(
n−
1

n−
2

)

En plaçant l’interface Γ en x = 0 on a n+ =




−1
0
0


 et n− =




1
0
0


, d’où la continuité à

travers l’interface Γ du terme :

µ∂xUh − u0Uh − g

(
ζ
0

)
(6.8)

ce qui constitue la première condition de transmission.

De la même manière, en effectuant le produit scalaire de (6.2b) par χ dans D(ω), on a :
∫

ω

∂tζ χ+ h

∫

ω

div(Uh)χ+

∫

ω

U0.∇hζ χ = 0 (6.9)
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En effectuant des intégrations par parties dans ω, on trouve :

∫

ω

∂tζ χ− h

∫

ω

Uh.∇hχ−
∫

ω

u0ζ ∂xχ−
∫

ω

v0ζ ∂yχ = 0 (6.10)

Par ailleurs (6.10) s’écrit :

∫

ω+

∂tζ χ+ h

∫

ω+

div(Uh)χ+

∫

ω+

U0.∇hζ χ+

∫

ω−

∂tζ χ+ h

∫

ω−

div(Uh)χ+

∫

ω−

U0.∇hζ χ = 0

(6.11)
En intégrant par parties dans chaque sous-domaine, on trouve :

∫

ω+

∂tζ+χ− h

∫

ω+

U
+
h .∇hχ+ h

∫

γ

U
+
h .n

+χ−
∫

ω+

u0ζ+∂xχ−
∫

ω+

v0ζ+∂yχ+

∫

γ

U0.n
+ζ+χ

+

∫

ω−

∂tζ−χ− h

∫

ω−

U
−
h .∇hχ+ h

∫

γ

U
−
h .n

−χ−
∫

ω−

u0ζ−∂xχ−
∫

ω−

v0ζ−∂yχ+

∫

γ

U0.n
−ζ−χ = 0

où n+ = (n+
1 , n

+
2 ) et n− = (n−

1 , n
−
2 ) désignent respectivement les normales sortantes à ω+ et

ω−.
En utilisant (6.10), on en déduit que :

h

∫

γ

U
+
h .n

+χ+

∫

γ

U0.n
+ζ+χ+ h

∫

γ

U
−
h .n

−χ+

∫

γ

U0.n
−ζ−χ = 0

On a alors sur l’interface γ :

(hU
+
h + ζ+U0).n

+ = −(hU
−
h + ζ−U0).n

−

En considérant une interface γ placée en x = 0, on a la continuité de la quantité :

u0ζ + hU

�

Lemme 6.2. De même, les conditions physiques de transmission pour le système de Saint-
Venant à travers l’interface γ × R

+ sont la continuité des deux quantités :

(
µ∂xu− u0u− g

(
ζ
0

)
, u0ζ + hu

)
(6.12)

Démonstration

Identique à celle du lemme précédent. �

Remarque : les conditions de transmissions (6.5) et (6.12) sont très proches, ce qui est cohérent
avec le fait que les équations de Saint-Venant 2D ont été obtenues par moyenne verticale des
équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D.
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6.1.3 Définition du problème couplé

Ayant obtenu les conditions de transmission pour le modèle 2-D et le modèle 3-D, il est
donc raisonnable de choisir comme conditions de transmission physiques pour le modèle couplé
la moyenne verticale des conditions de transmission du système des équations de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D à travers l’interface de couplage γ. On va donc définir la notion de couplage
entre les deux modèles comme suit :

Définition 6.1. On appelle problème couplé, le probème défini par les systèmes (6.1) et (6.2),
tel qu’à l’interface γ on ait :

µ∂xu− u0u− g

(
ζ−
0

)
= µ∂xUh − u0Uh − g

(
ζ+
0

)
(6.13)

et

u0ζ− + hu = u0ζ+ + hU (6.14)

6.2 Algorithme de couplage

6.2.1 Algorithme de Schwarz

Le problème couplé étant défini, on peut maintenant mettre en œuvre un algorithme de
couplage de type Schwarz pour en trouver une solution. Cet algorithme est défini par :

Initialisation : U0
h et ζ0+ donnés

À l’étape k (k ≥ 0), résoudre :





LSV L

(
uk+1, ζk+1

−

)
= 0 dans ω− × R

+

Bext
−

(
uk+1, ζk+1

−

)
= Gext

− sur ∂ω−
ext × R

+

B−

(
uk+1, ζk+1

−

)
= B−

(
R(Uk

h, ζ
k
+)
)

sur γ × R
+

uk+1(., 0) = U
ini
− dans ω− et ζk+1

− (., 0) = ζini− dans ω−

puis





LNSHL

(
Uk+1

h , ζk+1
+

)
= 0 dans (Ω+ × R

+)× (ω+ × R
+)

Bext
+

(
Uk+1

h , ζk+1
+

)
= Gext

+ sur ∂Ω+
ext × R

+

B+

(
Uk+1

h , ζk+1
+

)
= B+

(
E(uk+1, ζk+1

− )
)

sur Γ× R
+

Uk+1
h (., 0) = Uini

+ dans Ω+ et ζk+1
+ (., 0) = ζini+ dans ω+

Algorithme 6.1: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel

Dans ces équations, LSV L désigne les équations (6.1a) et (6.1b) et LNSHL les équations (6.2a)
et (6.2b). Les frontières extérieures sont ∂ω−

ext = ∂ω− \ γ, ∂Ω+
ext = ∂Ω+ \ Γ et les opérateurs
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Bext
− et Bext

+ correspondent aux conditions aux limites sur ces bords (Gext
− et Gext

+ prennent donc
les valeurs 0 ou (U

,
dζ

d
−) et (U

d
+, ζ

d
+) selon que l’on ait des conditions de type Neumann ou des

conditions de type Dirichlet).
Les opérateurs aux limites B− et B+ restent à définir de façon à satisfaire à convergence les
conditions de transmission physiques (6.13) et (6.14). Leur choix ainsi que celui des opérateurs
R et E est crucial afin de rendre la convergence de l’algorithme de couplage possible, et même
optimale.

6.2.2 Définition des opérateurs R et E
Comme dans le chapitre 1, on définit les opérateurs R et E de la façon suivante :

R : Λ3D × R
+ −→ Λ2D × R

+

(U)|Γ×R+ 7−→ (RU)|γ×R+

et

E : Λ2D × R
+ −→ Λ3D × R

+

(u)|γ×R+ 7−→ (Eu)|Γ×R+

où Λ2D et Λ3D désignent respectivement les espaces de fonctions traces sur γ pour les fonctions
à variables 2-D en espace et sur Γ pour les fonctions à variables 3-D en espace.
On définit ici l’opérateur R comme étant l’opérateur de moyenne verticale, de façon cohérente
avec la dérivation des équations de Saint-Venant à partir des équations de Navier-Stokes hydro-
statiques :

R : Λ3D × R
+ −→ Λ2D × R

+

(Uh)|Γ×R+ 7−→ 1

h

∫

Γ
(Uh)|Γ×R+ dz

c’est à dire R (Uh) (0, y, t) =
1

h

∫

Γ
Uh(0, y, z, t) dz.

Au vu des relations (5.34) et (5.35) et du fait qu’ici on n’a pas de frottement au fond, on propose
de définir l’opérateur E de la façon suivante :

E : Λ2D × R
+ −→ Λ3D × R

+

(u)|γ×R+ 7−→ (u)|Γ×R+

c’est à dire E (u) (0, y, z, t) = u(0, y, t).
Cela signifie que l’on impose uniformément sur Γ les quantités venant du modèle 2-D. Cette
répartition serait nécessairement non uniforme en z si on avait un terme de frottement au fond
et/ou un terme de forçage en surface.

Remarque : on a précisé la valeur des opérateurs R et E pour Uh et u. Cette définition peut
être étendue pour la surface libre ζ (qui dépend de deux variables d’espace que ce soit pour le
modèle 2-D ou pour le modèle 3-D). Dans ce cas, on a tout simplement R(ζ) = ζ et E(ζ) = ζ.

93



6.2.3 Choix des opérateurs B− et B+

Comme on l’a indiqué ci-dessus, le choix des opérateurs B− et B+ doit permettre de satisfaire
à convergence les conditions de transmission physiques (6.13) et (6.14). Un autre critère du choix
de ces opérateurs est la vitesse de convergence de l’algorithme 6.1. En effet, les méthodes de
relaxation d’ondes ou les méthodes de couplage équidimensionnel utilisent l’opérateur Dirichlet-
to-Neumann pour définir les opérateurs absorbants exacts (voir chapitre 1 et [1]). Ceci permet
d’avoir une convergence optimale, c’est-à-dire en deux itérations. On s’intéressera dans le cha-
pitre 7 au calcul de ces opérateurs absorbants que l’on notera Bopt

− et Bopt
+ .

Par ailleurs, dans la prochaine section on etablira que la convergence de l’algorithme de couplage
6.1 dépend essentiellement de la convergence de l’algorithme usuel 2-D/2-D de décomposition
de domaine des équations de Saint-Venant. C’est ce qui guidera le choix des opérateurs B− et
B+.

6.2.4 Convergence de l’algorithme de couplage

Décomposition en modes verticaux

Pour étudier la convergence de l’algorithme de couplage 6.1, on commence par décomposer
le système des équations (6.2) en modes verticaux. Cela revient à calculer les modes propres de
l’opérateur −∂2

z dans [−h, 0] avec des conditions de type Neumann homogènes (voir [4], [39] et
[1]). On va résout donc le système suivant :





∂2
zw + λw = 0

∂zw = 0 en z = 0
∂zw = 0 en z = −h

(6.15)

On trouve alors la base orthonormée :

wn(z) := αn cos
(nπz

h

)
, et λn =

(nπ
h

)2
, où α0 = 1 et αn =

√
2, n > 0

Maintenant on cherche Uh sous la forme :

Uh(x, y, z, t) =

∞∑

n=0

Un
h(x, y, t)wn(z) = Uh +

∞∑

n=1

Un
h(x, y, t)wn(z)

oùUh =
1

h

∫ 0

−h

Uhdz (attention ici à ne pas confondre les exposants avec les indices des itérations

de Schwarz).
On injecte cette expression dans (6.2). Ensuite, en multipliant par wn, en intégrant entre −h et
0 en utilisant le fait que la base (wn)n≥0 est orthonormée et par linéarité, on trouve :

• Pour n = 0 (appelé vitesse barotrope, couplée avec la hauteur d’eau ) :




∂tUh + (U0.∇h)Uh + g∇hζ − µ∆hUh = 0 dans ω+ × R
+

∂tζ + h divh(Uh) +U0.∇hζ = 0 dans ω+ × R
+

(
Uh, ζ

)
=

(
U

d
+, ζ

d
+

)
sur ∂ω+

ext × R
+

(
Uh(., 0), ζ(., 0)

)
=

(
U

ini
+ , ζini+

)
dans ω+

(6.16)
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Ce système d’équations n’est autre que celui des équations de Saint-Venant 2-D défini dans
le domaine ω+.

• Pour n ≥ 1 :

∂tU
n
h + (U0.∇h)U

n
h − µ∆hU

n
h +

µ(nπ)2

h2
Un

h = 0 dans ω+ × R
+ (6.17)

La vitesse Uh −Uh (appelée vitesse barocline) vérifie donc le système suivant :





∂
(
Uh −Uh

)

∂t
+ (U0.∇h)

(
Uh −Uh

)
− µ∆

(
Uh −Uh

)
= 0 dans Ω+ × R

+

Bext
+

(
Uh −Uh

)
= Gext

+ −G
ext
+ sur ∂Ω+

ext × R
+

(
Uh −Uh

)
(., 0) = Uini

+ −U
ini
+ dans Ω+

(6.18)

Reformulation de l’algorithme de Schwarz

L’algorithme 6.1 peut alors se réécrire de la façon suivante en utilisant les opérateurs R et
E définis ci-dessus :

Initialisation : (Uh)
0 et ζ0+ donnés

À l’étape k (k ≥ 0), résoudre :





LSV L

(
uk+1, ζk+1

−

)
= 0 dans ω− × R

+

Bext
−

(
uk+1, ζk+1

−

)
= Gext

− sur ∂ω−
ext × R

+

B−

(
uk+1, ζk+1

−

)
= B−

(
U

k
h, ζ

k
+

)
sur γ × R

+

uk+1(., 0) = U
ini
− dans ω− et ζk+1

− (., 0) = ζini− dans ω−

puis





LSV L

(
U

k+1
h , ζk+1

+

)
= 0 dans (ω+ × R

+)
2

Bext
+

(
U

k+1
h , ζk+1

+

)
= G

ext
+ sur ∂ω+

ext × R
+

B0
+

(
U

k+1
h , ζk+1

+

)
= B0

+

(
uk+1, ζk+1

−

)
sur γ × R

+

U
k+1
h (., 0) = U

ini
+ dans ω+ et ζk+1

+ (., 0) = ζini+ dans ω+

et 



LCD

(
(Uh −Uh)

k+1
)

= 0 dans Ω+ × R
+

Bext
+

(
(Uh −Uh)

k+1
)

= Gext
+ −G

ext
+ sur ∂Ω+

ext × R
+

B′
+

(
(Uh −Uh)

k+1
)

= 0 sur Γ× R
+

(
Uh −Uh

)k+1
(., 0) = Uini

+ −U
ini
+ dans Ω+

Algorithme 6.2: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel
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où l’opérateur B0
+ est la restriction de l’opérateur B+ pour les fonctions à deux variables de

l’espace, B′
+ est obtenu à partir de B+ en annulant tous les termes qui dépendent de ζ+ et enfin

LCD désigne l’opérateur ∂t + (U0.∇h)− µ∆.

Convergence de l’algorithme

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Lemme 6.3. L’algorithme de couplage 6.1 converge si et seulement si l’algorithme de décom-
position de domaine pour le système de Saint-Venant 2-D défini par :
u0
+ et ζ0+ donnés





LSV L

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
= 0 dans ω−

t

Bext
−

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
= Gext

− sur ω−
t,ext

B−

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
= B−

(
uk
+, ζ

k
+

)
sur γt(

uk+1
− , ζk+1

−

)
(., 0) =

(
U

ini
− , ζini−

)
dans ω−

puis 



LSV L

(
U

k+1
h , ζk+1

+

)
= 0 dans ω+

t

Bext
+

(
U

k+1
h , ζk+1

+

)
= G

ext
+ sur ∂ω+

t,ext

B0
+

(
U

k+1
h , ζk+1

+

)
= B0

+

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
sur γt(

U
k+1
h , ζk+1

+

)
(., 0) =

(
U

ini
+ , ζini+

)
dans ω+

(où ω−
t = ω− × R

+, ω+
t = ω+ × R

+, γt = γ × R
+, ∂ω−

ext = ∂ω−
ext × R

+ et ∂ω+
ext = ∂ω+

ext × R
+)

converge, et la vitesse barocline Uh −Uh est solution du système :





∂U

∂t
+ (U0.∇h)U− µ∆U = 0 dans Ω+ × R

+

Bext
+ (U) = Gext

+ −G
ext
+ sur ∂Ω+

ext × R
+

B′
+ (U) = 0 sur Γ× R

+

U(., 0) = Uini
+ −U

ini
+ dans Ω+

Démonstration

Ce lemme est une conséquence directe de l’algorithme 6.2. �

Remarque : ce résultat ne sera plus valable si on considère un terme de frottement au fond
ou si les modèles sont non linéaires. En effet les modes propres de l’opérateur −∂2

z ne pourront
plus être découplés.
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En résumé

On a montré dans ce chapitre que si l’on considère une friction nulle au fond, la convergence
de l’algorithme de couplage 6.1 est équivalente à celle de l’algorithme de décomposition de
domaine du système de Saint-Venant. Dans le chapitre 7, afin d’optimiser la convergence de
ces algorithmes, on s’intéressera au calcul des opérateurs absorbants pour le système de Saint-
Venant. On donnera aussi l’expression des opérateurs absorbants pour les modes baroclines. On
verra, comme c’est le cas souvent, que pour avoir des expressions utilisables de ces opérateurs,
il faudrait certaines hypothèses restrictives.
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Chapitre 7

Conditions absorbantes exactes pour
les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques linéaires et pour le
système de Saint-Venant linéaire

Dans ce chapitre, afin d’optimiser la convergence de l’algorithme de couplage 6.1, on s’in-
téressera au calcul des opérateurs absorbants exacts et approchés du système de Saint-Venant.
On donnera aussi ceux des modes baroclines, même si dans le cas d’une friction nulle au fond,
ces derniers n’interviennent pas dans la convergence de l’algorithme de couplage.
L’étude des opérateurs absorbants exacts des équations de Navier-Stokes hydrostatiques et des
équations de Saint-Venant dans le cadre classique de la décomposition de domaine a été effectuée
dans [1], [32] et [19]. Dans [1], E. Audusse, P. Dreyfuss et B. Merlet se sont intéressés au système
des équations primitives des océans. Ces équations contiennent un terme supplémentaire par
rapport aux équations de Navier-Stokes hydrostatiques qu’on considère ici, à savoir le terme
de Coriolis dû à la rotation de la Terre. Le calcul des opérateurs absorbants aboutit, comme
c’est souvent le cas, à des opérateurs non locaux en espace et en temps. Les auteurs de [1] ont
effectué une approximation de ces opérateurs en supposant qu’on ait un nombre de Rossby très
petit. Dans [32], V. Martin s’est intéressée au cas des équations de Saint-Venant avec viscosité
linéarisées autour d’une vitesse nulle. L’approximation est effectuée en supposant que la viscosité
est très petite. Dans cette thèse, on considère un cadre plus général dans le sens où on linéarise
autour d’une vitesse non nulle.
Enfin dans [19], L. Halpern fait l’étude des conditions aux limites transparentes dans le cadre
général des équations incomplètement paraboliques. A la fin de cet article, on trouve une appli-
cation pour les équations de Navier-Stokes 2-D et les équations de Saint-Venant 2-D. Pour ce
dernier système, elle donne une approximation en fonction des fréquences de l’opérateur absor-
bant dans le domaine ω− = R

−×R selon que l’on est dans un régime subsonique ou transsonique,
et selon qu’on est en présence d’un flux entrant ou sortant.
Dans la suite de ce chapitre, pour le calcul des opérateurs absorbants des équations de Navier-
Stokes hydrostatiques 3-D et des équations de Saint-Venant 2-D, on adoptera une démarche
similaire à celles utilisées dans les articles cités ci-dessus. Concernant les équations de Navier-
Stokes hydrostatiques, l’approximation de l’opérateur absorbant sera faite en supposant que le
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rapport d’aspect ε défini dans le chapitre 5, ainsi que l’inverse du nombre de Reynolds, sont
très petits. Comme on l’a vu dans le chapitre 6, seul le calcul de l’opérateur absorbant du mode
barotrope, c’est-à-dire celui de Saint-Venant 2-D, suffit pour la convergence de l’algorithme de
couplage. Pour l’obtenir, on se positionnera donc dans le cadre classique de la décomposition de
domaine des équations de Saint-Venant. Après quelques hypothèses pour simplifier les expres-
sions de ces opérateurs, on retrouvera en particulier pour le domaine ω− l’approximation faite
dans [19].

7.1 Définition des opérateurs absorbants exacts Bopt
− et Bopt

+

Comme on l’a indiqué dans les chapitres 1 et 6, et afin d’avoir une convergence optimale de
l’algorithme de couplage 6.1, un choix judicieux consisterait à exploiter les opérateurs absorbants
exacts du système de Saint Venant-2D et du système des équations de Navier-Stokes 3-D. Par
analogie avec les méthodes traditionnelles de relaxations d’ondes ou les méthodes de couplage
équidimensionnel, on va utiliser l’opérateur Dirichlet-to-Neumann pour définir ces opérateurs
absorbants exacts (voir chapitre 1).

Hypothèse : comme dans [1], on suppose ici u0 > 0. En négligeant le terme visqueux, la partie
hyperbolique de l’équation est dominante. Pour avoir un problème bien posé, on a alors besoin
d’imposer des conditions aux limites pour Uh et pour ζ à l’entrée du domaine Ω+ (voir par
exemple [4]). En revanche, à l’entrée du domaine ω− seule une condition aux limites en u suffit.
Le cas u0 < 0 se traite de façon similaire et les résultats correspondants seront donnés au fur et
à mesure de l’avancée de ce chapitre.

Pour définir l’opérateur absorbant exact BNSHL,opt
− pour les équations de Navier-Stokes hydro-

statiques, on s’appuie sur la quantité transmise (6.5).
En adoptant les mêmes notations que dans [1], l’opérateur Dirichlet-to-Neumann permettant de
définir BNSHL,opt

− est défini de la façon suivante (voir [1], [38] par exemple) :

Définition 7.1. Soit (Ub
h, ζ

b) donné et (Uh, ζ) solution de :





LNSHL (Uh, ζ) = 0 dans Ω+ × R
+

Uh(., 0) = Uini
+ dans Ω+ et ζ(., 0) = ζini+ dans ω+

Bext
+ (Uh, ζ) = 0 sur ∂Ω+

ext

(Uh, ζ) = (Ub
h, ζ

b) sur Γ

où LNSHL désigne l’ensemble des équations (6.2a) et (6.2b) et l’opérateur Bext
+ correspond aux

conditions aux limites (6.2c) et (6.2d).
L’opérateur Dirichlet-to-Neumann est alors :

SUh
− : (Γ× R

+)× (γ × R
+) −→ R

2

(Ub
h, ζ

b) 7−→
(
µ∂xUh − u0Uh − g

(
ζ
0

))
|Γ×R+
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L’opérateur BNSHL,opt
− est dans ce cas défini par :

BNSHL,opt
− (Uh, ζ) =

(
µ∂xUh − u0Uh − g

(
ζ
0

)
− SUh

− (Uh, ζ)

)

Maintenant, on peut définir l’opérateur Bopt
− comme dans le chapitre 1 de façon à avoir :

Bopt
− ◦ R = R ◦ BNSHL,opt

−

De la même façon, on va définir l’opérateur 3-D Bopt
+ à partir de l’opérateur absorbant exact 2-D

du système (6.1) que l’on notera BSV L,opt
+ .

En s’appuyant sur la quantité transmise (6.12), les opérateurs Dirichlet-to-Neumann Su
+ et Sζ

+

sont définis par :

Définition 7.2. Soit (ub, ζb) donné et (u, ζ) solution de :





LSV L (u, ζ) = 0 dans ω− × R
+

u(., 0) = U
ini
− et ζ(., 0) = ζini− dans ω−

(u, ζ) = (0, 0) sur ∂ω−
ext × R

+

(u, ζ) = (ub, ζb) sur γ

où LSV L désigne l’ensemble des équations (6.1a) et (6.1b).
L’opérateur Dirichlet-to-Neumann est alors :

(
Su

+,Sζ
+

)
: (γ × R

+)2 −→ R
2

(ub, ζb) 7−→
(
−µ∂xu+ u0u+ g

(
ζ
0

)
, u0ζ + hu

)
|γ×R+

L’expression de l’opérateur absorbant 2-D est donnée dans ce cas par :

BSV L,opt
+ (u, ζ) =

(
−µ∂xu+ u0u+ g

(
ζ
0

)
− Su

+(u, ζ), u0ζ + hu− Sζ
+(u, ζ)

)

Ainsi, au vu de la définition de l’opérateur E , on peut définir l’opérateur Bopt
+ comme étant

l’extension canonique de l’opérateur BSV L,opt
+ à des fonctions dépendant de trois variables en

espace.
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7.2 Transformée de Laplace des modèles

Afin de calculer les opérateurs absorbants exacts des équations de Navier-Stokes hydrosta-
tiques et du système de Saint-Venant, on va calculer dans ce qui suit la transformée de Laplace
en temps et la transformée de Fourier par rapport à la variable y du système adimensionnel
correspondant au système des équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéariséees (6.2) avec
des conditions initiales nulles (en effet les opérateurs absorbants sont calculés sur les systèmes
vérifiés par les erreurs). La mise sous forme adimensionnelle du système (6.2) permettra plus
tard l’approximation des opérateurs absorbants obtenus. Enfin, de la décomposition en modes
verticaux du système, on déduira la transformée de Laplace-Fourier du système de Saint-Venant.
On suppose dans la suite que Ω = R2 × [−h, 0], ω = R2, ω− = R− ×R et ω+ = R+ ×R.

La transformée de Laplace-Fourier du système adimensionnel correspondant à (6.2) donne




[
s+ u0∂x + iηv0 − ν∂2

x + νη2 − ν

ε2
∂2
z

]
Ûh +

1

Fr2




∂x

iη


 ζ̂ = 0

[s+ u0∂x + iηv0] ζ̂ + ∂xÛ + iηV̂ = 0

(7.1)

où η ∈ R est la variable de Fourier, et s = σ + iτ ∈ C avec σ > 0 la variable de Laplace. On

rappelle que Fr =
Uc√
gh

est le nombre de Froude et que ν est l’inverse du nombre de Reynolds,

voir (5.3).
Pour calculer les conditions absorbantes exactes sur l’interface, on décompose la vitesse selon
des modes verticaux comme au paragraphe 6.2.4. Cela revient à calculer les modes propres de
l’opérateur −∂2

z avec des conditions de type Neumann homogènes, cette fois-ci dans [−1, 0]. Ceci
donne comme vecteurs et valeurs propres :

wn(z) := αn cos(nπz), et λn = (nπ)2, où α0 = 1 et αn =
√
2, n > 0

Comme dans le chapitre 6, on cherche Ûh sous la forme :

Ûh(x, η, z, s) =
∞∑

n=0

Ûn
h(x, η, s)wn(z) = Ûh(x, η, s) +

∞∑

n=1

Ûn
h(x, η, s)wn(z)

On a alors :
• Pour n = 0 (la partie barotrope) :





−ν∂2
xÛh + u0∂xÛh +

{
s+ iηv0 + νη2

}
Ûh +

1

Fr2




∂xζ̂

iηζ̂


 = 0

u0∂xζ̂ + (s+ iηv0)ζ̂ + ∂xÛ + iηV̂ = 0

(7.2)

• Pour n ≥ 1 (correspondant à la vitesse barocline Ûh − Ûh ) :

− ν∂2
xÛ

n
h + u0∂xÛ

n
h +

{
s+ iηv0 + νη2 +

ν(nπ)2

ε2

}
Ûn

h = 0 (7.3)
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De même la transformée de Laplace-Fourier du système adimensionnel correspondant au système
de Saint-Venant linéarisé (6.1) dans le domaine ω− × R

+ est donnée par :





−ν∂2
xû+ u0∂xû+

{
s+ iηv0 + νη2

}
û+

1

Fr2




∂xζ̂

iηζ̂


 = 0

u0∂xζ̂ + (s+ iηv0)ζ̂ + ∂xû+ iηv̂ = 0

(7.4)

Elle est donc bien identique au système (7.2) du mode barotrope.

7.3 Conditions absorbantes exactes pour le mode barotrope et
pour le système de Saint-Venant

Comme dans [32] et [19], on cherche à obtenir la solution du système (7.4) sous la forme
X̂(x) = (û(x), ζ̂(x))t = Φeλx. Ceci implique la résolution du système linéaire :

M(λ)Φ = 0 (7.5)

où

M(λ) =




P (λ) 0
λ

Fr2

0 P (λ)
iη

Fr2

λ iη u0λ+ s+ iηv0




avec P (λ) = −νλ2 + u0λ+ s+ νη2 + iηv0.

7.3.1 Étude des éléments propres

Il existe une solution non nulle de (7.5) si et seulement si λ annule le déterminant de M(λ).
Ce dernier est un polynôme de degré 5, mais peut se factoriser par P (λ) :

det(M(λ)) = P (λ)Q(λ)

où Q(λ) = −u0νλ
3 +

(
u20 − (s+ iηv0)ν − 1

Fr2

)
λ2 +

(
2(s+ iηv0)u0 + νη2u0

)
λ+

η2

Fr2
+ (s+ iηv0)(s+ iηv0 + νη2)

Racines du polynôme P

Les racines du polynôme P sont :

λ0
1 =

u0 +
√
u20 + 4ν0ε(s+ εν0η2 + iηv0)

2ν0ε
et λ0

2 =
u0 −

√
u20 + 4ν0ε(s+ εν0η2 + iηv0)

2ν0ε
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où ν = ν0ε.
La partie réelle de λ0

1 est positive et celle de λ
0
2 est négative (on rappelle qu’on a supposé u0 > 0).

Remarque : si Z est un nombre complexe, on désigne par convention
√
Z la racine carrée de

Z à partie réelle positive.

Pour ces deux racines, le noyau de la matrice M(λ0
j ), pour j = 1, 2 est engendré par le vecteur :

Φ0
j =




iη
−λ0

j

0


 j = 1, 2

Racines du polynôme Q

Le polynôme Q ne possède pas de racines évidentes. Pour trouver ses racines, on dispose
de plusieurs méthodes : Cardan, Hudde, etc., permettant de les écrire analytiquement. Pour
des raisons de simplicité, on adopte ici une méthode proposée pour le prix Fermat junior 2005,
permettant de calculer les racines d’un polynôme de degré 3 [37].
On normalise le polynôme Q en le divisant par son terme de plus haut degré pour obtenir :

Q = − Q

u0ν
= λ3 + 3aλ2 + 3bλ+ c

où 



a = − 1

3u0ν0ε

(
u20 −

1

Fr2
− (s+ iηv0)ν0ε

)

b = − 1

3u0ν0ε

(
2(s+ iηv0)u0 + u0η

2ν0ε
)

c = − 1

u0ν0ε

(
η2

Fr2
+ (s+ iηv0)

2 + η2(s+ iηv0)ν0ε

)

Dans la suite, on écrit ces coefficients sous la forme :





a =
1

ε
(a1 + a2ε), où a1 =

1
Fr2

− u20
3u0ν0

et a2 =
(s+ iηv0)

3u0

b =
1

ε
(b1 + b2ε), où b1 = −2(s+ iηv0)

3ν0
et b2 = −η2

3

c =
1

ε
(c1 + c2ε), où c1 = −

η2

Fr2
+ (s+ iηv0)

2

u0ν0
et c2 = −η2(s+ iηv0)

u0

(7.6)

Pour chercher les racines du polynôme Q, on écrit ce dernier sous la forme :

Q(λ) = (λ− α)3 + t(λ− β)3
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où α et β sont racines du polynôme (a2 − b)x2 + (ab− c)x+ (b2 − ac).
Leurs expressions sont données par :

α = −ab− c+
√
−3a2b2 − 6abc+ c2 + 4a3c+ 4b3

2(a2 − b)

et

β =
−ab+ c+

√
−3a2b2 − 6abc+ c2 + 4a3c+ 4b3

2(a2 − b)

et donc :

t = −a+ α

a+ β

=
−2a3 + 3ab− c+

√
−3a2b2 − 6abc+ c2 + 4a3c+ 4b3

2a3 − 3ab+ c+
√
−3a2b2 − 6abc+ c2 + 4a3c+ 4b3

Les racines du polynôme Q (et donc de Q) s’écrivent alors en fonction des racines cubiques de
t que l’on note tj pour 3 ≤ j ≤ 5 :

λ0
j = β +

α− β

1 + tj

Le noyau de la matrice M(λ0
j ) pour 3 ≤ j ≤ 5 est engendré par le vecteur :

Φ0
j =




λ0
j

Fr2

iη

Fr2

−P (λ0
j )




pour 3 ≤ j ≤ 5

Remarque : dans la suite, et pour alléger les notations, on va omettre l’exposant des racines
λ0
j pour 1 ≤ j ≤ 5.

7.3.2 Calcul des opérateurs ŜUh
− et Ŝu

+

Dans le domaine ω+, on cherche des solutions du système linéaire pour le mode barotrope
(7.2) qui décroissent à l’infini ; on ne garde donc que les racines des polynômes P et Q à parties
réelles négatives. De même, dans ω−, pour le système (7.4), on ne garde donc que les racines à
parties réelles positives.

Concernant les racines du polynôme P , λ1 est à partie réelle positive et λ2 est à partie réelle
négative.
Pour déterminer les signes des parties réelles des racines du polynôme Q, les choses sont plus
compliquées. Grâce au lemme 1.2 de [19], on a le résultat suivant :

Lemme 7.1. On suppose que ℜ(s) > 0. Comme u0 > 0 alors det(M) = PQ admet deux racines
à parties réelles positives et trois racines à parties réelles négatives.
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Comme on sait déjà que P admet une racine à partie réelle positive et une racine à partie
réelle négative, on peut déduire que Q admet une racine à partie réelle positive et deux racines
à parties réelles négatives.
On note dans ce cas λ3 et λ4 les racines à parties réelles négatives et λ5 la racine à partie réelle
positive.
Les racines que l’on garde dans le domaine ω+ sont donc λ2, λ3 et λ4, et celles qu’on considère
dans ω− sont λ1 et λ5.
Une solution du système (7.4) dans ω+ s’écrit comme combinaison linéaire de ces trois modes :

X̂+(x) = Φ− exp(xΛ−)α− (7.7)

où

Φ− =




iη
λ3

Fr2
λ4

Fr2

−λ2
iη

Fr2
iη

Fr2

0 −P (λ3) −P (λ4)




, Λ− =




λ2 0 0

0 λ3 0

0 0 λ4




et α− =




α2

α3

α4




Avant de donner l’expression de ŜUh
− , on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 7.2. La matrice Φ− est inversible.

Démonstration : on peut montrer que les colonnes de Φ− forment une famille libre. �

D’après (7.7), on a :

∂xX̂+(x) = Φ−Λ− exp(xΛ−).α−

= Φ−Λ− [Φ−]
−1 X̂+(x)

L’opérateur absorbant du mode barotrope dans le domaine ω− s’écrit :

ŜUh
− = ν

[
Φ−Λ− [Φ−]

−1
]
2,3

−
(

u0 0
1

Fr2
0 u0 0

)

ce qui donne :



(iu0η
2 + isλ2 − ηλ2v0)(−u0 + νλ3 + νλ4)

D

N2

D

iu0η
2 + isλ2 − ηλ2v0

DFr2

ν(−η2ν + νλ2λ3 + νλ2λ4 − νλ3λ4 − u0λ2 − s− iηv0)ηλ2

D

N5

D

νη(η2 − λ2)

DFr2




où




D = iνη2(λ2 − λ3 − λ4) + iνλ2λ3λ4 + iu0η
2 + isλ2 − ηλ2v0

N2 = −νη(−νη2(λ2 − λ3 − λ4)− νλ2λ3λ4 + u0λ3λ4 − svλ2 + sλ3 + sλ4

−iηλ2v0 + iηv0λ3 + iηv0λ4)

N5 = −(iν2η4 − iν2η2λ2
2 + iν2η2λ3λ4 − iν2λ2

2λ3λ4 + iνη2u0(λ2 − λ3 − λ4) + iνu0λ2λ3λ4

+iνη2s+ iη2u20 − iνsλ2
2 + isu0λ2 − νη3v0 + νηv0λ

2
2 − ηλ2u0v0)
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De la même façon, une solution du système (7.4) dans ω− s’écrit comme combinaison linéaire
des deux modes λ1 et λ5 :

X̂−(x) = Φ+ exp(xΛ+)α+ (7.8)

où

Φ+ =




iη
λ5

Fr2

−λ1
iη

Fr2

0 −P (λ5)




, Λ+ =




λ1 0

0 λ5


 et α+ =




α1

α5




On a donc :

∂xû−(x) = [Φ+]2,2 Λ+ exp(xΛ+)α+

= [Φ+]2,2 Λ+ [Φ+]
−1
2,2 û−(x)

L’opérateur absorbant Ŝuh
+ dans ω+ s’écrit donc :

Ŝuh
+ =




νλ1(λ
2
5 − η2)

η2 − λ1λ5
+ u0

iνηλ5(λ5 − λ1)

η2 − λ1λ5

1

Fr2

iνηλ1(λ5 − λ1)

η2 − λ1λ5

νλ5(λ
2
1 − η2)

η2 − λ1λ5
+ u0 0




Remarque : cas u0 < 0
Le polynôme Q admet dans ce cas deux racines à parties réelles positives et une racine à partie
réelle négative. On note λ3 et λ4 les racines à parties réelles positives et λ5 la racine à partie
réelle négative.
Dans ce cas, les racines que l’on conserve dans ω+ sont λ2 et λ5. Celles que l’on garde dans ω−

sont λ1, λ3 et λ4.

On en déduit l’expression suivante de l’opérateur ŜUh
− :

ŜUh
− =




νλ2(η
2 − λ2

5)

η2 − λ2λ5
− u0

iνηλ5(λ2 − λ5)

η2 − λ2λ5
− 1

Fr2

iνηλ2(λ2 − λ5)

η2 − λ2λ5

νλ5(η
2 − λ2

2)

η2 − λ2λ5
− u0 0




Quant à Ŝu
+, il a la même expression analytique que celle de −ŜUh

− vue dans le paragraphe
précédent en remplaçant λ2 par λ1.

Dans les deux cas étudiés, les deux opérateurs que l’on obtient sont non locaux en temps et en
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espace. Ils sont donc inutilisables en pratique. Dans la suite on va proposer d’approcher ŜUh
− et

Ŝu
+ par des expressions plus simples conduisant à des opérateurs locaux. Pour cela on va effectuer

un développement de Taylor selon ε et en η afin d’avoir des polynômes en s et en iη.

7.3.3 Expressions approchées des opérateurs ŜUh
− et Ŝu

+

Développement asymptotique en ε

Dans un premier temps, on effectue un développement asymptotique en ε, afin de trouver

des expressions approchées des opérateurs ŜUh
− et Ŝu

+.
Pour des raisons de simplicité on s’arrête à l’ordre 1, ce qui donne :

λ1 =
u0
ν0ε

+
s+ iηv0

u0
+O(ε)

λ2 = −s+ iηv0
u0

+O(ε)

λ3 = −a1
ε

+
b1 − 3a1a2

a1
+O(ε)

λ4 = −3b1 +
√
9b21 − 12a1c1
6a1

+O(ε)

λ5 =
−3b1 +

√
9b21 − 12a1c1
6a1

+O(ε)

où a1 =
1

Fr2
− u20

3u0ν0
, a2 =

(s+ iηv0)

3u0
, b1 = −2(s+ iηv0)

3ν0
et c1 = −

η2

Fr2
+ (s+ iηv0)

2

u0ν0
, cf (7.6).

La racine λ1 a une partie réelle positive et dans la suite on fait l’hypothèse suivante :

Hypothèse : dans la suite on suppose que a1 =
1

3u0ν0

(
1

Fr2
− u20

)
est positif, ce qui revient

à
1

Fr2
> u20. Cela correspond à un régime fluvial.

Remarque : u0 est ici une variable sans dimension. En effet, on a u0 = ũ0UC (on a omis le
signe˜pour plus de clarté).

Ceci implique que λ2 et λ3 ont des parties réelles négatives et que λ5 est à partie réelle positive.
Il reste donc à déterminer le signe de la partie réelle de λ4.

Lemme 7.3. La partie réelle de λ4 est négative.

Démonstration

Tout d’abord on réécrit c1 de la façon suivante :

c1 = −
η2

Fr2
+ (s+ iηv0)

2

u0ν0

= − η2

Fr2u0ν0
− 9ν0

4u0
b21
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On peut donc réécrire le développement asymptotique de λ4 de la façon suivante :

λ4 = −3b1 +
√
δb21 + γ

6a1
+O(ε)

où δ = 9(1 +
3a1ν0
u0

) et γ =
12a1η

2

u0ν0Fr2
. Tous les deux sont des réels positifs.

On note C = δb21 + γ, b1,1 = ℜ(b1) et b1,2 = ℑ(b1). On a donc ℜ(C) = δ(b21,1 − b21,2) + γ et
ℑ(C) = 2δb1,1b1,2.
Ensuite, on a :

[
ℜ(

√
C)
]2

= δ(b21,1 − b21,2) + γ +
√

(δ(b21,2 − b21,2) + γ)2 + 4δ2b21,1b
2
1,2

= δ(b21,1 − b21,2) + γ +
√

δ2b41,1 + δ2b41,2 + γ2 − 2δ2b21,1b
2
1,2 + 2δγb21,1 − 2δγb21,2 + 4δ2b21,1b

2
1,2

= δ(b21,1 − b21,2) + γ +
√
(−δb21,2 + γ)2 + δ2b41,1 + 2δγb21,1 + 2δ2b21,1b

2
1,2

On en déduit que

[
ℜ(

√
C)
]2

− δb21,1 = −δb21,2 + γ +
√

(−δb21,2 + γ)2 + δ2b41,1 + 2δγb21,1 + 2δ2b21,1b
2
1,2

≥ −δb21,2 + γ + | − δB2
1,2 + γ|

≥ 0

D’où, en utilisant le fait que δ ≥ 9 (car a1 ≥ 0) :

[
ℜ(

√
C)
]2

≥ δb21,1 ≥ 9b21,1

et donc :
|ℜ(

√
C)| ≥ 3|b1,1|

Par convention
√
C désigne la racine carrée à partie réelle positive, et comme la partie réelle de

b1 est négative, on en déduit que :

ℜ(
√
C) + 3b1,1 ≥ 0

D’où

ℜ(−3b1 +
√
δb21 + γ

6a1
) ≤ 0

�

Ceci implique que les racines que l’on garde dans Ω+ sont λ2, λ3 et λ4. Celles que l’on garde
dans Ω− sont λ1 et λ5. On est donc dans le premier cas de figure décrit ci-dessus.

On en déduit donc les développements asymptotiques suivants :
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• À l’ordre 1 en ε, l’opérateur ŜUh
− s’écrit :

ŜUh
− =




iη2u2
0−is2+2ηv0s+iη2v20

isα0−ηv0α0−iu0η2
−ηsu0+iη2u0v0−u2

0ηα0

isα0−ηv0α0−iu0η2
(iη2u2

0−is2+2ηv0s+iη2v20)u0

isα0−ηv0α0−iu0η2

0 −u0 0


+O(ε)

où

α0 =
√

−η2u20Fr2 + η2 + s2Fr2 + 2isηv0Fr2 − η2v20Fr2

et
• À l’ordre 1 en ε, l’opérateur Ŝu

+ s’écrit :

Ŝu

+ =




u0 0
1

Fr2

0 u0 0


+O(ε)

La transformée de Fourier-Laplace inverse de l’approximation de Ŝu
+ est un opérateur local.

Par contre celle de l’approximation de SUh
− est encore non locale en temps et en espace. Un

développement en ε est donc insuffisant. De ce fait, on va par la suite effectuer un développement
asymptotique en ε et en η à l’ordre 1.

Développement asymptotique en ε et en η

Un développement asymptotique de l’opérateur ŜUh
− en ε et en η donne :

ŜUh
− =




− 1

Fr
0 − u0

Fr

0 −u0 0


+O(ε, η)

7.3.4 Expression des opérateurs en variables dimensionnelles

En revenant dans les espaces réels, les développements précédents donnent les approximations
suivantes (en variables adimensionnelles) des opérateurs BSV L,opt

− et BSV L,opt
+ :

BSV L,opt
− (u, ζ) =




ν∂xu− (u0 −
1

Fr
)u− (

1

Fr2
− u0

Fr
)ζ

ν∂xv


+O(ε, η) (7.9)

et

BSV L,opt
+ (Uh, ζ) =




−ν∂xU

−ν∂xV

u0ζ + U


+O(ε, η) (7.10)
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En variables dimensionnelles cela donne :

BSV L,opt
− (u, ζ) =




µ∂xu− (u0 − c)u− (c2 − cu0)
ζ

h

µ∂xv


+O(ε, η) (7.11)

et

BSV L,opt
+ (Uh, ζ) =




−µ∂xU

−µ∂xV

u0ζ + hU


+O(ε, η) (7.12)

On rappelle toutefois que l’approximation de BSV L,opt
− requiert une hypothèse forte qui consiste

à négliger η, c’est à dire les termes de dérivées en y.

7.4 Conditions de transmission optimales pour les modes baro-

clines

Dans ce qui suit on donne les expressions des opérateurs absorbants des modes baroclines.
Comme on l’a déjà indiqué, ces modes n’interviennent pas dans le cadre du couplage des deux
modèles étudiés, mais pourraient servir dans le cadre de décomposition de domaine classique
des équations primitives 3-D.
Les modes baroclines sont indépendants de ζ. Les opérateurs absorbants correspondant à ces
modes s’écrivent :

B3D,n
− = ν∂xU

n
h − u0U

n
h − SU

n
h
,n

−

et
B3D,n
+ = −ν∂xU

n
h + u0U

n
h − SU

n
h
,n

+

Pour résoudre l’équation (7.3) il suffit de résoudre l’équation caractéristique associée. Dans ce
cas une solution de (7.3) s’écrit sous la forme :

Ûn
h = αn exp(λn,−x) + βn exp(λn,+x)

où

λn,− =
1

2ν

(
u0 −

√
u20 + 4ν(νη2 +

ν(nπ)2

ε2
+ s+ iηv0)

)

et

λn,+ =
1

2ν

(
u0 +

√
u20 + 4ν(νη2 +

ν(nπ)2

ε2
+ s+ iηv0)

)

On cherche des solutions qui décroissent à l’infini. Dans Ω+ on garde la racine à partie réelle
négative et inversement dans Ω−. Une solution de (7.3) s’écrit alors :

Û
n,+
h = αn exp(λn,−x), et Û

n,−
h = βn exp(λn,+x)
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et donc
∂xÛ

n,+
h = λn,−Û

n,+
h , et ∂xÛ

n,−
h = λn,+Û

n,−
h

Grâce à cela, on va pouvoir calculer les transformées de Laplace-Fourier des opérateurs SU
n
h
,n

−

et SU
n
h
,n

+ . On a ainsi :

ŜU
n
h
,n

− =
(
−νλn,− + u0

)
Id et ŜU

n
h
,n

+ =
(
νλn,+ − u0

)
Id

En revanche, à cause de l’expression de λn,±, ces opérateurs sont non locaux en temps et en
espace. Dans la suite, on cherche donc une approximation de ces opérateurs en effectuant un
développement asymptotique en ε.

Lemme 7.4. A l’ordre 2 en ε, les opérateurs ŜU
n
h
,n

− et ŜU
n
h
,n

+ s’écrivent :

ŜU
n
h
,n

− = −u0
2

−
√

u20 + 4(nπ)2 − 2ν0√
u20 + 4(nπ)2

(s+ iηv0ν0) ε+O(ε2) (7.13)

et

ŜU
n
h
,n

+ = −u0
2

+
√

u20 + 4(nπ)2 +
2ν0√

u20 + 4(nπ)2
(s+ iηv0ν0) ε+O(ε2) (7.14)

Remarque : dans [1], l’analyse asymptotique est faite en supposant le nombre de Rossby

petit. Dans ce cas, les auteurs obtiennent une approximation des opérateurs ŜU
n
h
,n

− et ŜU
n
h
,n

+

indépendantes de n. Ce n’est pas le cas ici.

7.5 Sur le caractère bien posé des deux modèles

On va étudier brièvement le caractère bien posé des systèmes de Saint-Venant (6.1) et de
Navier-Stokes hydrostatique (6.2) avec les opérateurs absorbants obtenus dans ce chapitre. On
se contentera dans la suite de rappeler quelques résultats sur l’existence et l’unicité des solutions
qu’on trouve par ailleurs dans [19] et dans [32].

Le système (6.2) se décompose en deux parties, barotrope et barocline. On doit donc considérer
les deux types de problèmes aux limites suivants :

• Les systèmes (6.1) et (6.16) sont complétés respectivement sur γ par des conditions aux
limites de type :





µ∂xu− u0 − c

c
(−cu+ gζ) = g1

µ∂xv = g2

(7.15)

où c =
√
gh, et





−µ∂xŪ = g̃1
−µ∂xV̄ = g̃2
u0ζ + hŪ = g̃3

(7.16)
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Ces systèmes sont appelés aussi dans la littérature systèmes incomplètement paraboliques.
On trouve dans [19] un théorème qui prouve le caractère bien posé des deux problèmes
de Cauchy associés à (6.1) et (6.16) avec des conditions type (7.15) et (7.16) homogènes
(gi = 0 pour i = 1, 2 et g̃i = 0 pour 1 ≤ i ≤ 3 ). La démonstration se base sur les
travaux de Strikwerda (voir [42]) où il est établi qu’un problème aux conditions initiales
incomplètement parabolique est bien posé si et seulement si le problème purement para-
bolique et le problème hyperbolique réduit (voir [19] pour la définition) sont bien posés et
si les conditions aux limites sont découplées, ce qui est le cas pour les conditions (7.15) et
(7.16) homogènes. Il suffit ensuite d’introduire des relèvements vérifiant les mêmes condi-
tions initiales que (6.1) et (6.2) et les mêmes conditions aux limites pour résoudre les deux
systèmes de Saint-Venant avec les conditions aux limites non homogènes (7.15) et (7.16).
Enfin, pour caractériser les espaces fonctionnels contenant les solutions de (6.1) et (6.16),
on peut étudier les formulations variationnelles des systèmes (6.1) et (6.16) munis des
conditions (7.15) et (7.16).

• Quant à la vitesse barocline, elle est solution du système (6.18) muni sur Γ de la condition
aux limites suivante :

ν∂x
(
Uh −Uh

)
= 0 sur Γ× R

+

Cela donc revient à résoudre deux équations de convection-diffusion en dimension 3 de la
forme ∂tw + b.∇w − µ∆w = 0 dans Ω+ × R

+, où b = (U0, V0, 0)
t avec les conditions aux

limites Bext
+ sur les bords extérieurs et des conditions de Neumann homogènes sur Γ×R

+.
Pour démontrer l’existence et de l’unicité des deux solutions on peut se baser sur le cas
2-D étudié dans [32].

En résumé

On a abordé dans ce chapitre le calcul des opérateurs absorbants exacts et approchés du
système de Saint-Venant ainsi que ceux des modes baroclines. On a donc utilisé les techniques
usuelles consistant à trouver leur expression dans l’espace de Laplace-Fourier. En revanche et
malgré une première approximation selon le rapport d’aspect ε, on n’a pas réussi à voir des
expressions exploitables de ces opérateurs. On a donc été amené à négliger tous les termes en η,
la variable de Fourier dans la direction y. Ceci revient à négliger tous les termes de dérivées en y
dans l’espace réel. Pour cette raison, on propose dans le chapitre suivant d’étudier l’algorithme
de couplage 6.1 avec des conditions aux limites de type Robin.
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Chapitre 8

Algorithme de couplage avec des
conditions de type ≪ Robin ≫

Dans le chapitre 7, on a écrit sous leur forme générale les conditions aux limites permet-
tant une convergence optimale de l’algorithme de couplage 6.1. En revanche, comme on l’a vu
dans la section 7.3, pour pouvoir exploiter ces opérateurs il faut faire des approximations. Celles
proposées au chapitre 7, basées sur des développements limités, nécessitent des hypothèses très
restrictives pour aboutir à des opérateurs utilisables en pratique. Afin de tenter de contour-
ner cette restriction, on propose dans ce chapitre d’étudier des conditions de type ≪ Robin
généralisées ≫, c’est à dire basées sur les conditions de transmission physiques auxquelles on
ajoute un opérateur λId. Le coefficient λ est alors un degré de liberté sur lequel on peut jouer
pour accélérer la convergence. On va donc étudier dans ce chapitre l’algorithme de couplage 6.1
avec les conditions aux limites suivantes :

B− (u, ζ) =




µ
∂u

∂x
− gζ + (λ− 1

2
u0)u

µ
∂v

∂x
+ (λ− 1

2
u0)v


 (8.1)

et

B+ (Uh, ζ) =




−µ
∂U

∂x
+ gζ + (λ+

1

2
u0)U

−µ
∂V

∂x
+ (λ+

1

2
u0)V

u0ζ




(8.2)

où λ est une constante strictement positive.

Remarque : on a imposé ici u0ζ comme dernière composante du vecteur B+ (Uh, ζ) au lieu de
u0ζ+U qui serait la quantité naturelle de transmission au vu de (6.14). De même on a considéré

le terme
u0
2
u (respectivement

u0
2
Uh) en lieu et place de u0u (respectivement u0Uh) que l’on

trouve pourtant dans (6.13). Ce choix est fait afin d’obtenir plus facilement la convergence de
l’algorithme de décomposition usuel du système de Saint-Venant (voir section 8.3). On verra
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aussi qu’à convergence, les contraintes physiques (6.13) et (6.14) sont vérifiées.

Dans la suite on décompose les trois composantes de l’opérateur B+ en deux parties :

Bu

+ (Uh, ζ) = −µ
∂Uh

∂x
+ g

(
ζ
0

)
+ (λ+

1

2
u0)Uh (8.3)

et
Bζ
+ (Uh, ζ) = u0ζ (8.4)

On remarque comme dans [32] qu’on a les deux relations suivantes :

Bu

+ (Uh, ζ) + B− (Uh, ζ) = 2λUh (8.5)

Bu

+ (Uh, ζ)− B− (Uh, ζ) = 2

(
−µ

∂Uh

∂x
+

1

2
u0Uh + g

(
ζ
0

))
(8.6)

Ces deux relations serviront dans les démonstrations qui seront faites plus loin.

Dans les prochaines sections, on commencera par prouver que le système de Saint-Venant 2D
défini sur l’espace entier est bien posé. On étudiera aussi l’algorithme de Schwarz 6.1 muni des
conditions aux limites (8.1) et (8.2) imposées respectivement sur γ et Γ. Ensuite, on prouvera
la convergence de l’algorithme usuel de décomposition de domaine du système de Saint-Venant
2-D avec les conditions aux limites (8.1) et (8.3). Ceci permettra de conclure quant à la conver-
gence de l’algorithme de couplage 6.1. Enfin, on finira par étudier rapidement l’optimisation de
la convergence de l’algorithme de couplage en fonction de λ.

Pour simplifier l’étude de la convergence, on suppose dans la suite que l’on se place dans un
domaine infini dans les directions x, y et à fond plat. On a donc Ω = R

2 × [−h, 0], ω = R
2,

ω− = R
− × R et ω+ = R

+ × R. On notera T le temps final et on suppose que 0 < T ≤ +∞.

8.1 Étude du système de Saint-Venant 2-D sur l’espace entier

Comme on l’a vu dans le chapitre 6, la convergence de l’algorithme de couplage 6.1 est
équivalente à la convergence de l’algorithme de décomposition de domaine usuel du système de
Saint-Venant 2-D. On commence donc par étudier l’existence et l’unicité de la solution de ce
système.
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On considère le système suivant :





∂tu+ (U0.∇h)u+ g∇hζ − µ∆hu = 0 dans ω × [0, T ]

∂tζ + h divh(u) +U0.∇hζ = 0 dans ω × [0, T ]

u(., 0) = U
ini

dans ω

ζ(., 0) = ζini dans ω

(8.7a)

(8.7b)

(8.7c)

(8.7d)

On remarque que le sous-système d’équations (8.7a) et (8.7c) vérifié par u est un système pa-
rabolique linéaire avec un terme source dépendant de ζ. Quant à l’inconnue ζ, elle vérifie une
équation de transport linéaire avec un terme source dépendant de u.
Dans la suite, on adopte la même démarche que celle utilisée dans [1] pour montrer l’existence
et l’unicité d’une solution (u, ζ) du système (8.7). On commence par étudier le problème para-
bolique à ζ fixé. Ensuite on s’intéresse à l’équation du transport à u fixé. Enfin pour conclure,
on applique le théorème du point fixe pour montrer l’existence de la solution du système de
Saint-Venant 2-D dans l’espace entier.

8.1.1 Définition d’une solution faible

On commence par donner la définition de la notion de solution faible du système (8.7).

Définition 8.1. On suppose que Xini = (U
ini

, ζini) ∈ L2(ω,R2) × L2(ω). On appelle solution
faible de (8.7) tout X = (u, ζ) ∈ L2(0, T ;H1(ω,R2))× L2(ω × (0, T )) tel que :





d

dt
(u,v)ω + ((U0.∇h)u,v)ω + µ(∇hu,∇hv)ω = −g (∇hζ,v)ω ∀v ∈ H1(ω,R2)

u(., 0) = U
ini

dans ω

(8.8)

et





d

dt
(ζ, χ)ω + (U0.∇hζ, χ)ω = −h (divh(u), χ)ω ∀χ ∈ L2(ω)

ζ(., 0) = ζini dans ω

(8.9)

où (., .)ω désigne le produit scalaire dans ω.

8.1.2 Système parabolique

Dans un premier temps, on étudie la solution du système parabolique (8.7a) et (8.7c), pour
ζ ∈ L2(ω × (0, T )) donné.

Définition 8.2. Pour U
ini ∈ L2(ω,R2), et ζ ∈ L2(ω × (0, T )), on appelle solution faible en

vitesse de (8.7a), (8.7c) toute fonction u ∈ L2(0, T ;H1(ω,R2)) vérifiant (8.8).
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On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.1. Si U
ini ∈ L2(ω,R2) et ζ ∈ L2(ω × (0, T )) alors il existe une unique solution

faible en vitesse de (8.7a), (8.7c) appartenant à C(0, T ;L2(ω)) ∩ L2(0, T ;H1(ω,R2)).

Démonstration

On commence par montrer l’unicité de la solution. Pour cela, on établit l’inégalité d’énergie
suivante :

‖u‖2ω + µ

∫ t

0
‖∇hu‖2ω ≤ C

∫ t

0
‖ζ‖2ω + ‖Uini‖2ω, ∀t ∈ [0, T ] (8.10)

où C est une constante strictement positive.
En effectuant le produit scalaire L2 dans ω de (8.7a) par u et en intégrant par partie, on trouve :

1

2

d

dt
‖u‖2ω + µ‖∇hu‖2ω = g(ζ, divhu)

Ensuite, on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz au terme g(ζ, divhu) et on utilise le fait que

2ab ≤ αa2 +
b2

α
pour tous a, b, α > 0, ce qui donne :

1

2

d

dt
‖u‖2ω + µ‖∇hu‖2ω ≤ g

(
α

2
‖ζ‖2ω +

1

2α
‖divh(u)‖2ω

)

≤ g

(
α

2
‖ζ‖2ω +

1

α
‖∇hu‖2ω

)

En choisissant α tel que
2g

α
= µ, on trouve :

1

2

d

dt
‖u‖2ω +

µ

2
‖∇hu‖2ω ≤ g2

µ
‖ζ‖2ω

Enfin, l’intégration en temps sur (0, t) pour t > 0 donne :

1

2
‖u‖2ω +

µ

2

∫ t

0
‖∇hu‖2ω ≤ g2

µ

∫ t

0
‖ζ‖2ω +

1

2
‖Uini‖2ω

On en déduit la relation (8.10).
Maintenant, si on se ramène au cas homogène avec des conditions initiales nulles, autrement

dit ζini = 0 et U
ini

= 0, alors il existe une unique solution du système (8.7a) dans l’espace
C(0, T ;L2(ω)) ∩ L2(0, T ;H1(ω,R2)).

Pour montrer l’existence d’une solution faible en vitesse on utilise la méthode de Galerkin dont
on ne donne ici que les grandes lignes (voir [9] pour plus de détails). Cette méthode consiste
à chercher d’abord une solution vérifiant (8.8) dans un espace de dimension finie. Ensuite, le
passage à la limite permet de conclure quant à l’existence d’une solution de (8.7a), dans les
espaces indiqués dans la proposition 8.1.
L’espace H1(ω,R2) est un espace de Hilbert séparable. On en déduit qu’il existe une suite
dénombrable de vecteurs (vk)k≥1 tel que toute sous-famille finie est libre. Pour N ≥ 1, on
notera VN l’espace engendré par v1, . . . ,vN . La réunion de ces espaces est alors dense dans
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H1(ω,R2).

Tout d’abord, commeH1(ω,R2) est dense dans L2(ω,R2), il existe une suite (uini
N )N appartenant

à VN pour tout N ≥ 1 qui converge vers U
ini

. On écrit dans ce cas uini
N =

N∑

k=1

αini
k,Nvk. Ensuite,

on commence par chercher une solution de (8.8) dans VN qui s’écrit donc sous la forme uN =
N∑

k=1

αk,Nvk. On a alors :





d

dt
(uN ,vk)ω + ((U0.∇h)uN ,vk)ω + µ(∇huN ,∇hvk)ω + g(∇hζ,vk)ω = 0

uN (., 0) = uini
N

(8.11)

Ce système est équivalent au système suivant :





AN
dαN

dt
+BNαN = FN

αN (0) = α
ini
N

(8.12)

où les matrices carrées AN et BN de taille N × N sont définies par (AN )k,j = (vk,vj) et
(BN )k,j = ((U0.∇h)vk,vj) + µ(∇hvk,∇hvj). Les vecteurs αN , α

ini
N et FN de taille N ont

respectivement comme kème composante αk,N , αini
k,N et −g(∇hζ,vk).

La famille v1, . . . ,vN est libre, donc la matrice AN est inversible. Le système (8.12) admet
donc une unique solution αN . On en déduit que le système (8.11) admet une unique solution
uN ∈ C(0, T ;VN ) ∩ L2(0, T ;VN ).
Ensuite, on peut montrer que pour tout N ≥ 1 uN vérifie l’estimation d’énergie (8.10). Ceci
signifie que (uN )N≥1 est bornée dans C(0, T ;L2(ω,R2)) ∩ L2(0, T ;H1(ω,R2)). D’où l’existence
d’une sous-suite (up)p qui converge au sens faible étoile dans C(0, T ;L2(ω,R2)) et au sens faible
dans L2(0, T ;H1(ω,R2)). En passant à la limite dans (8.11), on déduit que up tend vers u qui
est solution de (8.8). �

8.1.3 Équation de transport

On s’intéresse maintenant à l’inconnue ζ qui est solution de l’équation de transport linéaire
(8.7b) (avec le terme source −divh(u) ) et qui vérifie la condition initiale (8.7d).
Comme pour le système parabolique, on commence par donner la définition de la solution faible
de l’équation de transport.

Définition 8.3. Soit u ∈ L2(0, T ;H1(ω,R2)) et ζini ∈ L2(ω). On appelle solution faible en
hauteur d’eau de (8.7b), (8.7d) toute fonction ζ ∈ L2(ω × (0, T )) vérifiant (8.9).

On a alors le résultat suivant qu’on trouve par ailleurs dans [1] :
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Proposition 8.2. Soit u ∈ L2(0, T ;H1(ω,R2)) fixé et ζini ∈ L2(ω). Il existe alors une unique
solution faible en hauteur d’eau ζ ∈ L2(ω× (0, T )) de (8.7b), (8.7d). Cette solution s’écrit grâce
à la formule des caractéristiques sous la forme :

ζ(x, y, t) = ζini(x− u0t, y − v0t)− h

∫ t

0
(divhu) (x− u0s, y − v0s, t− s) ds (8.13)

Cela signifie aussi que ζ ∈ C(0, T ;L2(ω)).
Pour tout t ∈ [0, T ], cette solution vérifie l’inégalité d’énergie suivante :

‖ζ‖ω ≤ ‖ζini‖ω + h

∫ t

0
‖divh(u)‖ω ds (8.14)

Démonstration :

La démonstration se trouve dans [1]. On en donne ici seulement les grandes lignes.
Concernant l’existence, si ζ vérifie (8.13) et si divh(u) et ζ

ini sont suffisamment réguliers alors
ζ est solution de (8.7b), (8.7d).
Pour montrer l’unicité, on suppose que u et ζini sont nuls. D’après la formule caractéristique, la
solution de (8.7b) est alors nulle. On en déduit l’unicité.
Maintenant, on montre l’estimation d’énergie (8.14). En effet, d’après la relation (8.13) on a :

‖ζ‖ω ≤ ‖ζini‖ω + h

∥∥∥∥
∫ t

0
divh(u) ds

∥∥∥∥
ω

Ensuite on utilise le cas extrémal de l’inégalité de Hölder, à savoir que pour tout f ∈ L2(ω), on
a :

‖f‖ω = max

{∣∣∣∣
∫

ω

fgdxdy

∣∣∣∣ , g ∈ L2(ω), ‖g‖ω ≤ 1

}

Pour tout g ∈ L2(ω) tel que ‖g‖ω ≤ 1, on a donc :

∣∣∣∣
∫

ω

(∫ t

0
divh(u) ds

)
g dxdy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ t

0

(∫

ω

divh(u)g dxdy

)
ds

∣∣∣∣

≤
∫ t

0

∣∣∣∣
∫

ω

divh(u)g dxdy

∣∣∣∣ ds

≤
∫ t

0
max

‖g‖ω≤1

{∣∣∣∣
∫

ω

divh(u)g dxdy

∣∣∣∣
}

ds

≤
∫ t

0
‖divh(u)‖ω ds

D’où ∥∥∥∥
∫ t

0
divh(u) ds

∥∥∥∥
ω

≤
∫ t

0
‖divh(u)‖ω ds

On en déduit (8.14). �

120



8.1.4 Existence et unicité de la solution du système de Saint-Venant dans
l’espace entier

Pour finir, on montre comme dans [1] l’existence et l’unicité de la solution du système (8.7)
en utilisant le théorème du point fixe. On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.3. Pour tout Xini = (U
ini

, ζini) ∈ L2(ω,R2)×L2(ω) il existe une unique solution
faible X = (u, ζ) appartenant à(
C(0, T ;L2(ω,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω,R2))

)
×
(
L2(ω × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω))

)
de (8.7).

Démonstration :

Étant donnée la condition initiale Xini, on définit les deux applications suivantes :

S1 : L
2(ω × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω)) −→ C(0, T ;L2(ω,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω,R2))

ζ 7−→ u solution de (8.7a)

et

S2 : C(0, T ;L2(ω,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω,R2)) −→ L2(ω × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω))

u 7−→ ζ solution de (8.7b)

On note dans la suite ET l’espace fonctionnel défini par :

ET =
(
C(0, T ;L2(ω,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω,R2))

)
×
(
L2(ω × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω))

)

Alors X est solution de (8.7) si et seulement si X est un point fixe de l’application :

T : ET −→ ET
(u, ζ) 7−→ (S1(ζ),S2(u))

Il faut donc montrer l’existence d’un tel point fixe.
On considère pour cela X1, X2 ∈ ET . On note ensuite (u, ζ) = (u1 − u2, ζ1 − ζ2) = X1 −X2 et
(ũ, ζ̃) = T (X1)−T (X2). Par linéarité, ũ vérifie le système parabolique (8.7a) avec une condition
initiale de type (8.7c) nulle.
D’après l’inégalité d’énergie (8.10), pour tout t ∈ [0, T ], on a :

‖ũ‖2ω + µ

∫ t

0
‖∇hũ‖2ω ≤ C

∫ t

0
‖ζ‖2ω (8.15)

≤ Ct sup
s∈[0,t]

(
‖ζ‖2ω(s)

)
(8.16)

où C > 0.
De la même façon, d’après (8.14) et en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz on a :

‖ζ̃‖2ω(t) ≤ 2th

∫ t

0
‖∇hu‖2ω(s)ds

Ceci signifie que pour T ′ ∈ (0, T ] assez petit, l’application T est strictement contractante dans
ET ′ .
Enfin, pour conclure, il suffit de réitérer le raisonnement sur les intervalles [T ′, 2T ′], [2T ′, 3T ′],
etc. �
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8.2 Étude de l’algorithme de couplage

Maintenant, on étudie l’algorithme de couplage 6.1 ; on montre qu’il est bien défini en
considérant les conditions aux bords (8.1), (8.3) et (8.4). Pour cela on prouve que chaque
problème aux limites sur chaque sous-domaine est bien défini.

Pour (Uh)
0 et ζ0+ donnés et pour tout k ≥ 0, l’étude de l’algorithme de couplage 6.1 revient à

l’étude des problèmes aux limites suivants sur chaque sous-domaine :

• Dans le domaine ω−, on résout le système parabolique :




∂tu
k+1 + (U0.∇h)u

k+1 − µ∆hu
k+1 = −g∇hζ

k+1
− dans ω− × [0, T ]

B−(u
k+1, ζk+1

− ) = B−(U
k
h, ζ

k
+) sur γ × [0, T ]

uk+1(., 0) = U
ini
− dans ω−

(8.17a)

(8.17b)

(8.17c)

et le problème de transport :




∂tζ
k+1
− +U0.∇hζ

k+1
− = −h divh(u

k+1) dans ω− × [0, T ]

ζk+1
− (., 0) = ζini− dans ω−

(8.18a)

(8.18b)

On rappelle ici qu’on n’a pas considéré de condition aux limites en x = 0 pour l’équation
de transport dans ω− car on a supposé u0 > 0.

• Dans le domaine Ω+, on résout le système parabolique :




∂tU
k+1
h + (U0.∇h)U

k+1
h − µ∆hU

k+1
h = −g∇hζ

k+1
+ dans Ω+ × [0, T ]

µ∂zUh = 0 en z = 0

µ∂zUh = 0 en z = −h

Bu

+(U
k+1
h , ζk+1

+ ) = Bu

+(u
k+1, ζk+1

− ) sur Γ× [0, T ]

Uk+1
h (., 0) = Uini

+ dans Ω+

(8.19a)

(8.19b)

(8.19c)

(8.19d)

(8.19e)

et l’équation de transport :




∂tζ
k+1
+ +U0.∇hζ

k+1
+ = −h divh(U

k+1
h ) dans ω+ × [0, T ]

Bζ
+

(
Uk+1

h , ζk+1
+

)
= Bζ

+

(
uk+1, ζk+1

−

)
sur γ × [0, T ]

ζk+1
+ (., 0) = ζini+ dans ω+

(8.20a)

(8.20b)

(8.20c)
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Pour montrer que l’algorithme est bien défini, on procéde comme dans la section précédente.
On étudie les deux problèmes paraboliques, les deux équations de transport et enfin pour conclure
on utilise le théorème du point fixe pour prouver l’existence et l’unicité de la solution sur chaque
sous-domaine et pour toute itération de Schwarz.
Dans la suite k désigne un entier positif.

8.2.1 Problèmes paraboliques dans chaque sous-domaine

Comme dans le cas du système de Saint-Venant défini dans le domaine entier, on cherche
ici des solutions uk+1 et Uk+1

h respectivement dans C(0, T, L2(ω−,R2)) ∩ L2(0, T,H1(ω−,R2))

et dans C(0, T, L2(Ω+,R2)) ∩ L2(0, T,H1(Ω+,R2)). On suppose donc que U
ini
− ∈ L2(ω−,R2),

Uini
+ ∈ L2(Ω+,R2), ζini− ∈ L2(ω−) et ζini+ ∈ L2(ω+). On commence par définir la notion de

solution faible des systèmes (8.17) et (8.19) qui est plus délicate ici à cause des termes de bords
sur γ et Γ (voir [1]).
On regarde par exemple le système parabolique dans ω−. Le produit scalaire dans L2(ω−) de
(8.17a) par v ∈ H1(ω−,R2), après intégration par parties, donne :

∫

ω−

∂tu
k+1.v +

∫

ω−

(U0.∇h)u
k+1.v + µ

∫

ω−

∇hu
k+1 : ∇hv

−µ

∫

γ

∂xu
k+1.v − g

∫

ω−

ζk+1
− divh(v) + g

∫

γ

(
ζk+1
−

0

)
.v = 0

D’après la condition aux limites (8.17b), on a :

∫

ω−

∂tu
k+1.v +

∫

ω−

(U0.∇h)u
k+1.v + µ

∫

ω−

∇hu
k+1 : ∇hv

−
∫

γ

B−

(
U

k
h, ζ

k
+

)
.v +

∫

γ

(λ− u0
2
)uk+1.v − g

∫

ω−

ζk+1
− divh(v) = 0

Pour que cette formulation soit bien définie, il faut que le terme B−

(
U

k
h, ζ

k
+

)
soit suffisament

régulier. Ce n’est pas le cas en choisissant Uk
h ∈ L2(0, T,H1(Ω+,R2)). En effet, ceci implique

que ∂xU
k
h ∈ L2(Ω+ × [0, T ]) et donc on ne peut a priori pas définir la trace de ∂xU

k
h sur γ.

Comme dans [1], on remédie à ce problème en définissant ce terme de bord par récurrence sur
k. En effet, d’après la relation (8.5), on a :

B−(u
k+1, ζk+1

− ) = B−(U
k
h, ζ

k
+)

= −Bu

+(U
k
h, ζ

k
+) + 2λU

k
h

De le même façon, le terme au bord B+(U
k+1
h , ζk+1

+ ) peut être défini par récurrence grâce à la
relation (8.5) :

Bu

+(U
k+1
h , ζk+1

+ ) = Bu

+(u
k+1, ζk+1

− )

= −B−(u
k+1, ζk+1

− ) + 2λuk+1
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Pour alléger les notations, on note dans la suite Bk+1
− = B−(u

k+1, ζk+1
− ), Bk+1

+ = Bu
+(u

k+1, ζk+1
+ )

et Bk+1
+ = Bu

+(U
k+1
h , ζk+1

+ ). On a alors les relations de récurrence suivantes :

{
Bk+1
− = −Bk

+ + 2λU
k
h

Bk+1
+ = −Bk+1

− + 2λuk+1

On définit aussi Wγ l’espace H
1

2 (γ,R2) et WΓ l’espace H
1

2 (Γ,R2) ainsi que W ′
γ et W ′

Γ leurs
duaux.

Définition 8.4. On suppose connues ζk+1
− ∈ L2(ω− × (0, T )) et ζk+1

+ ∈ L2(ω+ × (0, T )). Les
formulations faibles de (8.17) et (8.19) sont définies de la façon suivante :

• Pour k = 0, on considère B0
+ ∈ L2(0, T,W ′

γ).

• Pour k ≥ 0, Bk+1
− est défini par :

Bk+1
− = −Bk

+ + 2λU
k
h (8.21)

On dit que uk+1 est solution faible en vitesse de (8.17) si et seulement si pour tout v ∈
H1(ω−,R2), on a :

∫

ω−

∂tu
k+1.v +

∫

ω−

(U0.∇h)u
k+1.v + µ

∫

ω−

∇hu
k+1 : ∇hv

+

∫

γ

Bk
+.v −

∫

γ

2λU
k
h.v +

∫

γ

(λ− u0
2
)uk+1.v − g

∫

ω−

ζk+1
− divh(v) = 0 (8.22)

• Une fois uk+1 connu, on définit B+(U
k+1
h , ζk+1

+ ) par :

Bk+1
+ = −Bk+1

− + 2λuk+1 (8.23)

On dit que Uk+1
h est solution faible en vitesse de (8.19) si et seulement si pour tout

V ∈ H1(Ω+,R2), on a :

∫

Ω+

∂tU
k+1
h .V +

∫

Ω+

(U0.∇h)U
k+1
h .v + µ

∫

Ω+

∇hU
k+1 : ∇hV + µ

∫

Ω+

∂zU
k+1
h .∂zV

+

∫

Γ
Bk+1
− .V −

∫

Γ
2λuk+1.V +

∫

Γ
(λ+

u0
2
)Uk+1

h .V − g

∫

ω−

ζk+1
+ divh(V) = 0

(8.24)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.4. Soient Uini
+ ∈ L2(Ω+,R2), U

ini
− ∈ L2(ω−,R2), Bk+1

− ∈ L2(0, T,W ′γ)) et

Bk+1
+ ∈ L2(0, T,W ′Γ)). On suppose que ζk+1

− ∈ L2(ω− × [0, T ]) ∩ C(0, T ;L2(ω−)) ∈ et ζk+1
+ ∈

L2(ω+ × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω))+. Il existe alors :
• une unique solution uk+1 de (8.17) appartenant à C(0, T, L2(ω−,R2))∩L2(0, T,H1(ω−,R2)),
• une unique solution Uk+1

h de (8.19) appartenant à C(0, T, L2(Ω+,R2))∩L2(0, T,H1(Ω+,R2)).
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On a de plus les estimations d’énergie suivantes :

‖uk+1‖2ω− + µ

∫ t

0
‖∇hu

k+1‖2ω− +

∫ t

0

∫

γ

λ‖uk+1‖2 ≤ ‖Uini
− ‖2ω− + C1

∫ t

0
‖ζk+1

− ‖2ω−

+ C2

∫ t

0
‖Bk

+‖2γ + C3

∫ t

0
‖Uk

h‖2γ (8.25)

et

‖Uk+1
h ‖2Ω+ + µ

∫ t

0
‖∇hU

k+1‖2Ω+ +

∫ t

0

∫

Γ
λ‖Uk+1

h ‖2 ≤ ‖Uini
+ ‖2Ω+ + C ′

1

∫ t

0
‖ζk+1

+ ‖2Ω+

+ C ′
2

∫ t

0
‖Bk+1

− ‖2Γ + C ′
3

∫ t

0
‖uk+1‖2Γ (8.26)

où C1, C2, C3, C
′
1, C

′
2 et C ′

3 désignent des constantes positives.

Démonstration

La démonstration est identique à celle de la proposition 8.1 et repose sur la méthode de Galerkin.
Pour obtenir les estimations d’énergies (8.25) et (8.26), il suffit de remplacer v et V res-

pectivement dans (8.22) et (8.24) par uk+1 et Uk+1
h , de voir que

∫

ω−

(U0.∇h)u
k+1.uk+1 =

u0
2

∫

γ

‖uk+1‖2 et que

∫

Ω+

(U0.∇h)U
k+1
h .Uk+1

h = −u0
2

∫

Γ
‖Uk+1

h ‖2 et d’utiliser ensuite l’identité

ab ≤ α

2
a2 +

1

2α
b2 pour tous a, b et pour tout α > 0. Enfin, pour finir il suffit d’intégrer entre 0

et t.

8.2.2 Équations de transport

On étudie maintenant les équations de transport (8.18) et (8.20).

Équation de transport dans le domaine ω−

L’étude de l’équation (8.18) est semblable à celle de (8.7b). On va définir la solution faible
de cette équation comme suit :

Définition 8.5. Soit uk+1 ∈ L2(0, T ;H1(ω−,R2)) fixé et ζini− ∈ L2(ω−). La fonction ζk+1
− ∈

L2(ω−×(0, T )) est solution faible en hauteur d’eau du système (8.18a) et (8.18b) si et seulement
si on a :





d

dt
(ζk+1

− , χ)ω− − (ζk+1
− ,U0.∇hχ)ω− = −h(divh(u

k+1), χ)ω− ∀χ ∈ D(ω−)

ζk+1
− (., 0) = ζini− dans ω−

(8.27)

Là aussi on a le résultat suivant :
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Proposition 8.5. Soit uk+1 ∈ L2(0, T ;H1(ω−,R2)) et ζini− ∈ L2(ω−). Alors il existe une unique

solution ζk+1
− ∈ L2(ω− × [0, T ]) de (8.18a), (8.18b). Cette solution s’écrit grâce à la méthode

des caractéristiques sous la forme :

ζk+1
− (x, y, t) = ζini− (x− u0t, y − v0t)− h

∫ t

0

(
divhu

k+1
)
(x− u0s, y − v0s, t− s) ds (8.28)

Cette solution appartient aussi à C(0, T ;L2(ω−)) ∩ C((−∞, 0]x;L
2(Ry × (0, T ))).

Pour tout x ≤ 0 et pour tout t ∈ [0, T ], cette solution vérifie l’inégalité d’énergie suivante :

‖ζk+1
− ‖ω− ≤ ‖ζini− ‖ω− + h

∫ t

0
‖divh(uk+1)‖ω− ds (8.29)

Démonstration :

La démonstration est identique à celle de la proposition 8.2. �

Une fois que la solution de l’équation de transport (8.18) est connue, à l’itération k+ 1 on peut
définir la condition aux limites (8.20b) que l’on va imposer pour l’équation de transport dans le
domaine ω+ :

Bζ
+

(
Uk+1

h , ζk+1
+

)
= u0ζ

k+1
+ (0, .) = u0ζ

k+1
− (0, .) (8.30)

On note dans la suite ζk+1
b = ζk+1

+ (0, .)

Équation de transport dans le domaine ω+

La définition de la solution faible de (8.20) est un peu différente du fait que l’on considère
une caractéristique entrante.

Définition 8.6. Soit Uk+1
h ∈ L2(0, T ;L2(ω+,R2)) et ζini+ ∈ L2(ω+).

On suppose que ζk+1
b ∈ L2(γ × (0, T )). La fonction ζk+1

+ est solution faible en hauteur d’eau du
système (8.20) si et seulement si ∀χ ∈ D(ω+) on a :





d

dt
(ζk+1

+ , χ)ω+ − (ζk+1
+ ,U0.∇hχ)ω+ − (U0ζ

k+1
b , χ)γ = −h(divh(U

k+1
h ), χ)ω+

ζk+1
+ (., 0) = ζini+ dans ω+

(8.31)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.6. Soit Uk+1
h ∈ L2(0, T,H1(ω+,R2)) donné et ζini+ ∈ L2(ω+). Alors il existe une

unique solution ζk+1
+ ∈ L2(ω+ × (0, T )) de (8.20a), (8.20b) et (8.20c) . Cette solution s’écrit

grâce à la méthode des caractéristiques sous la forme :
• Si x > u0t :

ζk+1
+ (x, y, t) = ζini+ (x−u0t, y− v0t)−h

∫ t

0

(
divh(U

k+1
h )

)
(x−u0s, y− v0s, t− s) ds (8.32)

• Si x ≤ u0t

ζk+1
+ (x, y, t) = ζk+1

b (Y − v0
u0

x, t− x

u0
)−h

∫ x
u0

0

(
divhU

k+1
h

)
(x−u0s, y−v0s, t−s) ds (8.33)
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Cette solution appartient aussi à l’espace C(0, T ;L2(ω+)) ∩ C([0,+∞)x;L
2(Ry × (0, T ))).

Pour tout x ≥ 0 et pour tout t ∈ [0, T ], cette solution vérifie l’inégalité d’énergie suivante :

‖ζk+1
+ ‖ω+ ≤ ‖ζini+ ‖ω+ + u0‖ζk+1

b ‖γ×(0,t) + h

∫ t

0
‖divh(U

k+1
h )‖ω− ds (8.34)

Démonstration :

Les relations (8.32) et (8.33) sont obtenues grâce à la méthode des caractéristiques (voir par
exemple [18]). Pour montrer (8.34), on note ω+

1 = ω+ ∩ {x ≤ u0t} et ω+
2 = ω+ ∩ {x > u0t}. Ce

qui donne
‖ζk+1

+ ‖ω+ = ‖ζk+1
+ ‖ω+

1
+ ‖ζk+1

+ ‖ω+
2

Ensuite, d’après la relation (8.33), on a :

‖ζk+1
+ ‖ω+

1
≤
(∫

x≤u0t

∫

R

(ζk+1
b (y − v0

u0
x, t− x

u0
))2 dx dy

) 1

2

+ h

∫ t

0
‖divh(U

k+1
h )‖ω+

1

En effectuant les changements de variables Y = y− v0
u0

x et s = t− x

u0
dans la première intégrale

du terme de droite, on trouve :

(∫

x≤u0t

∫

R

(ζk+1
b (y − v0

u0
x, t− x

u0
))2 dx dy

) 1

2

= u0

(∫ t

0

∫

R

(ζk+1
b (Y, s))2 ds dY

) 1

2

= u0‖ζk+1
b ‖γ×[0,t]

De même, en effectuant un changement de variable X = x− u0t on a :

‖ζini‖ω+
2
= ‖ζini‖ω+

D’où l’inégalité (8.34). �

8.2.3 L’algorithme de Schwarz est bien défini

Pour conclure, on montre que l’algorithme de couplage 6.1 est bien défini en utilisant les
conditions aux limites (8.1), (8.3) et (8.4). Cela signifie qu’en partant de B0

+ donné et de ζ0+
donnée, on est capable de construire deux suites Xk

− = (uk, ζk−) et X
k
+ = (Uk

h, ζ
k
+) qui sont bien

définies et qui vérifient respectivement les formulations faibles (8.22), (8.27) et (8.24), (8.31).

Définition 8.7. La notion de solution faible de l’algorithme de couplage 6.1 est définie de la
façon suivante :

• Soient ζ0+(0, .) ∈ L2(γT ) et B0
+ ∈ L2(0, T ;W ′

Γ) donnés.

• Pour k ≥ 1, Xk
− et Xk

+ sont solutions faibles de (8.17), (8.18) et de (8.19), (8.20) si et
seulement si uk est solution de (8.22), ζk− est solution de (8.27), Uk

h est solution de (8.24)
et ζk+ est solution de (8.31).

• À l’étape k + 1, les conditions aux limites sont définies par (8.21), (8.23) et (8.30).

Comme dans le cas du système de Saint-Venant défini dans l’espace entier, on finit par donner
le résultat suivant qui se démontre grâce au théorème du point fixe :
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Proposition 8.7. Pour tout Xini
− = (U

ini
− , ζini− ) ∈ L2(ω−,R2) × L2(ω−), pour tout Xini

+ =
(Uini

+ , ζini+ ) ∈ L2(Ω+,R2)× L2(ω+), pour tout ζ0+(0, .) ∈ L2(γT ) et pour tout B0
+ ∈ L2(0, T ;W ′

Γ)
il existe :

• une unique solution Xk+1
− de de (8.17), (8.18) telle que :

Xk+1
− ∈

(
C(0, T ;L2(ω−,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω−,R2))

)
×
(
L2(ω− × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω−))

)

• une unique solution Xk+1
+ de (8.19), (8.20) telle que :

Xk+1
+ ∈

(
C(0, T ;L2(Ω+,R2) ∩ L2(0, T ;H1(Ω+,R2))

)
×
(
L2(ω+ × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω+))

)

Démonstration

La démonstration de cette proposition est identique à celle de la proposition 8.3 et se base sur
le théorème du point fixe et sur les inégalités (8.25), (8.29), (8.26) et (8.34). �

On vient donc de démontrer dans ce paragraphe que chaque étape de l’algorithme de couplage
est bien posée. Reste maintenant à étudier sa convergence.

8.3 Convergence de l’algorithme de décomposition de domaine

du système de Saint-Venant et de l’algorithme de couplage
avec des conditions de type Robin

Grâce au lemme 6.3, on sait que la convergence de l’algorithme de couplage avec les condi-
tions aux limites (8.1), (8.3) et (8.4) est équivalente à la convergence de l’algorithme usuel de
décomposition de domaine du système de Saint-Venant 2-D muni des conditions (8.1), (8.3) et
(8.4).

8.3.1 Convergence de l’algorithme usuel de décomposition de domaine du
système de Saint-Venant

On s’intéresse dans un premier temps à l’étude de l’algorithme suivant :
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Initialisation : u0
+ et ζ0+ donnés

À l’étape k (k ≥ 0), résoudre :





LSV L

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
= 0 dans ω− × [0, T ]

Bext
−

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
= Gext

− sur ∂ω−
ext × [0, T ]

B−

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
= B−

(
uk
+, ζ

k
+

)
sur γ × [0, T ]

uk+1
− (., 0) = U

ini
− dans ω− et ζk+1

− (., 0) = ζini− dans ω−

puis





LSV L

(
uk+1
+ , ζk+1

+

)
= 0 dans ω+ × [0, T ]

Bext
+

(
uk+1
+ , ζk+1

+

)
= G

ext
+ sur ∂ω+

ext × [0, T ]

Bu
+

(
uk+1
+ , ζk+1

+

)
= Bu

+

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
sur γ × [0, T ]

Bζ
+

(
uk+1
+ , ζk+1

+

)
= Bζ

+

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
sur γ × [0, T ]

uk+1
+ (., 0) = U

ini
+ dans ω+ et ζk+1

+ (., 0) = ζini+ dans ω+

Algorithme 8.1: Algorithme de décomposition de domaine du système de Saint-Venant

où B−, Bu
+ et Bζ

+ désignent respectivement les opérateurs définis par (8.1), (8.3) et (8.4) et
LSV L désigne les opérateurs de Saint-Venant (6.1a) et (6.1b) définis dans le chapitre 6. On a
alors le résultat suivant :

Proposition 8.8. On considère λ > 0.
Si X0 = (u0

+, ζ
0
+) ∈

(
C(0, T ;L2(ω+,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω+,R2))

)
×
(
L2(ω+ × (0, T ))

)
alors l’al-

gorithme de Schwarz 8.1 est bien défini et les suites Xk+1
− =

(
uk+1
− , ζk+1

−

)
et Xk+1

+ =
(
uk+1
+ , ζk+1

+

)

définies par cet algorithme convergent repectivement dans(
C(0, T ;L2(ω−,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω−,R2))

)
×
(
L2(ω− × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω−))

)
et(

C(0, T ;L2(ω+,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω+,R2))
)
×
(
L2(ω+ × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω+))

)
.

Démonstration

Pour montrer le caractère bien posé de l’algorithme, il suffit d’adopter la même démarche que
celle considérée dans la section 8.2.
Ensuite, la preuve de convergence est similaire à celle faite dans [32, chapitre 19]. Cependant,
comme on considére la vitesse U0 non nulle, on a des termes supplémentaires qu’il faut traiter
pour conclure quant à la convergence de l’algorithme.
On introduit les erreurs X̃k+1

− = X|ω− −Xk+1
− et X̃k+1

+ = X|ω+ −Xk+1
+ où X désigne la solution

du système de Saint-Venant (8.7) défini dans l’espace tout entier. On a alors :




LSV L

(
X̃k+1

−

)
= 0 dans ω− × [0, T ]

Bext
−

(
X̃k+1

−

)
= 0 sur ∂ω−

ext × [0, T ]

B−

(
X̃k+1

−

)
= B−

(
X̃k

+

)
sur γ × [0, T ]

X̃k+1
− = 0 dans ω−

(8.35)
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et




LSV L

(
X̃k+1

+

)
= 0 dans ω+ × [0, T ]

Bext
+

(
X̃k+1

+

)
= 0 sur ∂ω+

ext × [0, T ]

Bu
+

(
X̃k+1

+

)
= Bu

+

(
X̃k+1

−

)
sur γ × [0, T ]

Bζ
+

(
X̃k+1

+

)
= Bζ

+

(
X̃k+1

−

)
sur γ × [0, T ]

X̃k+1
+ = 0 dans ω+

(8.36)

Le produit scalaire dans L2(ω−) de la première équation du système (8.35) par (hũk+1
− , gζ̃k+1

− )t

donne :

h

∫

ω−

∂tũ
k+1
− .ũk+1

− + h

∫

ω−

(U0.∇h)ũ
k+1
− .ũk+1

− − µh

∫

ω−

∆hũ
k+1
− .ũk+1

− + gh

∫

ω−

∇hζ̃
k+1
− .ũk+1

− +

g

∫

ω−

ζ̃k+1
− ∂tζ̃

k+1
− + gh

∫

ω−

ζ̃k+1
− divh(ũ

k+1
− ) + g

∫

ω−

U0.∇hζ̃
k+1
− ζ̃k+1

−

= 0

En intégrant par parties et en utilisant le fait que

∫

ω−

(U0.∇h)ũ
k+1
− .ũk+1

− =
u0
2
‖ũk+1

− ‖2γ , on a :

1

2

d

dt

(
h‖ũk+1

− ‖2ω− + g‖ζ̃k+1
− ‖2ω−

)
+ µh‖∇hũ

k+1
− ‖2ω− + g

∫

ω−

U0.∇hζ̃
k+1
− ζ̃k+1

−

+

∫

γ

(
−µh∂xũ

k+1
− +

1

2
u0ũ

k+1
− + gh

(
ζ̃k+1
−

0

))
.ũk+1

− = 0

Ensuite, grâce aux relations (8.5) et (8.6) on a :
(
−µ∂xũ

k+1
− +

1

2
u0ũ

k+1
− + g

(
ζ̃k+1
−

0

))
.ũk+1

− =
1

4λ

(
(Bu,1

+ )2 + (Bu,2
+ )2 − (B1

−)
2 − (B2

−)
2
)
(ũk+1

− , ζ̃k+1
− )

où Bi
− pour i = 1, 2 désigne la ième coordonnée du vecteur B−(ũ

k+1
− , ζ̃k+1

− ) et Bu,i
+ pour i = 1, 2

désigne la ième coordonnée du vecteur Bu
+(ũ

k+1
− , ζ̃k+1

− ).
On en déduit que :

1

2

d

dt

(
h‖ũk+1

− ‖2ω− + g‖ζ̃k+1
− ‖2ω−

)
+ µh‖∇hũ

k+1
− ‖2ω− +

h

4λ

∫

γ

(
(Bu,1

+ )2 + (Bu,2
+ )2

)
(ũk+1

− , ζ̃k+1
− )

+ g

∫

ω−

U0.∇hζ̃
k+1
− ζ̃k+1

− =
h

4λ

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk+1

− , ζ̃k+1
− )

Et d’après la condition aux limites sur γ, on peut modifier le second membre :

1

2

d

dt

(
h‖ũk+1

− ‖2ω− + g‖ζ̃k+1
− ‖2ω−

)
+ µh‖∇hũ

k+1
− ‖2ω− +

h

4λ

∫

γ

(
(Bu,1

+ )2 + (Bu,2
+ )2

)
(ũk+1

− , ζ̃k+1
− )

+ g

∫

ω−

U0.∇hζ̃
k+1
− ζ̃k+1

− =
h

4λ

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk

+, ζ̃
k
+)

En utilisant le fait que :
∫

ω−

U0.∇hζ̃
k+1
− ζ̃k+1

− = −
∫

ω−

U0.∇hζ̃
k+1
− ζ̃k+1

− +

∫

γ

u0(ζ̃
k+1
− )2 (intégrations par parties)
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l’égalité devient :

1

2

d

dt

(
h‖ũk+1

− ‖2ω− + g‖ζ̃k+1
− ‖2ω−

)
+ µh‖∇hũ

k+1
− ‖2ω− +

h

4λ

∫

γ

(
(Bu,1

+ )2 + (Bu,2
+ )2

)
(ũk+1

− , ζ̃k+1
− )

+
g

2

∫

γ

u0(ζ̃
k+1
− )2 =

h

4λ

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk

+, ζ̃
k
+)

En intégrant entre 0 et t pour t ∈ [0, T ] et compte-tenu des conditions initiales, on trouve :

h

2
‖ũk+1

− ‖2ω− +
g

2
‖ζ̃k+1

− ‖2ω− + µh

∫ t

0
‖∇hũ

k+1
− ‖2ω− +

h

4λ

∫ t

0

∫

γ

(
(Bu,1

+ )2 + (Bu,2
+ )2

)
(ũk+1

− , ζ̃k+1
− )

+
g

2

∫ t

0

∫

γ

u0(ζ̃
k+1
− )2 =

h

4λ

∫ t

0

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk

+, ζ̃
k
+) (8.37)

De la même façon, on peut établir sur l’autre sous-domaine que :

h

2
‖ũk+1

+ ‖2ω+ +
g

2
‖ζ̃k+1

+ ‖2ω+ + µh

∫ t

0
‖∇hũ

k+1
+ ‖2ω+ +

h

4λ

∫ t

0

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk+1

+ , ζ̃k+1
+ )

−g

2

∫ t

0

∫

γ

u0(ζ̃
k+1
+ )2 =

h

4λ

∫ t

0

∫

γ

(
(Bu,1

+ )2 + (Bu,2
+ )2

)
(ũk+1

− , ζ̃k+1
− )

(8.38)

En sommant (8.37) et (8.38), on trouve :

h

2
‖ũk+1

− ‖2ω− +
g

2
‖ζ̃k+1

− ‖2ω− + µh

∫ t

0
‖∇hũ

k+1
− ‖2ω− +

h

2
‖ũk+1

+ ‖2ω+ +
g

2
‖ζ̃k+1

+ ‖2ω+

+µh

∫ t

0
‖∇hũ

k+1
+ ‖2ω+ +

h

4λ

∫ t

0

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk+1

+ , ζ̃k+1
+ )

=
h

4λ

∫ t

0

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk

+, ζ̃
k
+) (8.39)

On note dans la suite :

Ek+1 =
h

2
‖ũk+1

− ‖2ω− +
g

2
‖ζ̃k+1

− ‖2ω− + µh

∫ t

0
‖∇hũ

k+1
− ‖2ω− +

h

2
‖ũk+1

+ ‖2ω+ +
g

2
‖ζ̃k+1

+ ‖2ω+

+µh

∫ t

0
‖∇hũ

k+1
+ ‖2ω+

et

F k+1 =
h

4λ

∫ t

0

∫

γ

(
(B1

−)
2 + (B2

−)
2
)
(ũk+1

+ , ζ̃k+1
+ )

En sommant la relation (8.39) pour tous les k ∈ {0, . . . , N}, où N > 1, on obtient :

N∑

k=0

Ek+1 + FN+1 = F 0

Ce qui signifie que la série à termes positif

N∑

k=0

Ek+1 est convergente car elle est majorée par une

constante. La suite Ek tend donc vers 0.
On en déduit alors la convergence de X̃k+1

+ et X̃k+1
− dans les espaces indiqués dans la proposition

8.8. �
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8.3.2 Convergence de l’algorithme de couplage

Après avoir montré la convergence de l’algorithme de décomposition de domaine du système
de Saint-Venant, on peut maintenant revenir à la convergence de l’algorithme de couplage 6.1.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.9. Les suites (uk+1, ζk+1
− ) et (Uk+1

h , ζk+1
+ ) définies par l’algorithme de couplage

6.1 convergent vers (u|ω− , ζ|ω−) et (Uλ
h, ζ

λ
+) respectivement dans(

C(0, T ;L2(ω−,R2) ∩ L2(0, T ;H1(ω−,R2))
)
×
(
L2(ω− × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω−))

)
et(

C(0, T ;L2(Ω+,R2) ∩ L2(0, T ;H1(Ω+,R2))
)
×
(
L2(ω+ × (0, T )) ∩ C(0, T ;L2(ω+))

)
,

où u|ω− et ζ|ω− désignent la restriction sur ω− de (u, ζ) solution du système de Saint-Venant

dans l’espace entier. La suite des vitesses barotropes (U
k+1
h )k≥0 et la suite (ζk+1

+ )k+1 convergent

respectivement vers u|ω+ et ζ|ω+. À convergence, les contraintes physiques (6.13) et (6.14) sont
vérifiées.

Démonstration

Pour montrer la convergence, il suffit d’appliquer le lemme 6.3 du chapitre 6.

Ensuite, (uk+1, ζk+1
− ) et (U

k+1
h , ζk+1

+ ) convergent respectivement vers (u|ω− , ζ−) et (u|ω+ , ζ+) où

(u, ζ) désigne la solution du système de Saint-Venant dans l’espace entier. À convergence, on a :

u|ω− = u|ω+

de même d’après (6.12) on a :

µ∂xu|ω− − u0u|ω− − g

(
ζ−
0

)
= µ∂xu|ω+ − u0u|ω+ − g

(
ζ+
0

)

On en déduit que les contraintes physiques (6.13) et (6.14) sont vérifiées. �

8.4 Vers l’optimisation du taux de convergence

Les opérateurs B− et Bu
+ dépendent de λ. Ceci donne un degré de liberté sur lequel on peut

jouer pour optimiser le taux de convergence.
On s’intéresse dans la suite à l’étude du taux de convergence en fonction de λ. Pour cela on calcule
comme dans le chapitre 7, la transformée de Laplace-Fourier des erreurs X̃k+1

− = X|ω−
−Xk+1

−

et X̃k+1
+ = X|ω−

−Xk+1
− , où X = (u, ζ)t.

Cette fois, on exprime la transformée de Laplace-Fourier en variables dimensionnelles. Ce qui
donne pour le système (8.7) avec des conditions initiales nulles :





−µ∂2
xû+ u0∂xû+

{
s+ iηv0 + µη2

}
û+ g




∂xζ̂

iηζ̂


 = 0

u0∂xζ̂ + (s+ iηv0)ζ̂ + h ∂xû+ i h ηv̂ = 0

(8.40)

Comme dans le chapitre 7, on cherche des solutions sous la forme X̂(x) = (û(x), ζ̂(x))t = Φeλ̃x.
Ceci implique la résolution du système linéaire :

M(λ̃)Φ = 0 (8.41)
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où la matrice M est donnée par :

M(λ̃) =




P (λ̃) 0 gλ̃

0 P (λ̃) iηg

h λ̃ ih η u0λ̃+ s+ iηv0




avec P (λ̃) = −µλ̃2 + u0λ̃+ s+ µλ̃2 + iηv0.

On note comme dans le chapitre 7, λ1 et λ5 les racines à parties réelles positives et λ2, λ3 et λ4

les racines à parties réelles négatives (on omet le signe˜pour les λi, 1 ≤ i ≤ 5, maintenant qu’il
n’y a plus d’ambiguité entre les modes propres de M(λ̃) et le paramètre de Robin λ).
Les transformées de Laplace-Fourier des erreurs s’écrivent :





X̃k+1
− = Φ+ exp(xΛ+)α

k+1
+

X̃k+
+ = Φ− exp(xΛ−)α

k+1
−

où

Φ+ =




iη gλ5

−λ1 igη

0 −P (λ5)




, Λ+ =




λ1 0

0 λ5


 et αk+1

+ =




αk+1
1

αk+1
5




et

Φ− =




iη gλ3 gλ4

−λ2 igη igη

0 −P (λ3) −P (λ4)




, Λ− =




λ2 0 0

0 λ3 0

0 0 λ4




et αk+1
− =




αk+1
2

αk+1
3

αk+1
4




En x = 0, les opérateurs B− et Bu
+ s’écrivent alors :





B−(X̃
k+1
− ) = A1α

k+1
+

Bu
+(X̃

k+1
− ) = A2α

k+1
+

B−(X̃
k+1
+ ) = B1α

k+1
−

Bu
+(X̃

k+1
+ ) = B2α

k+1
−
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où les matrices A1, A2, B1 et B2 sont données par :

A1 =

(
[Φ+]2,2 (Λ+ + λI2) + g

(
0 P (λ5)
0 0

))

A2 =

(
[Φ+]2,2 (−Λ+ + λI2)− g

(
0 P (λ5)
0 0

))

B1 =

([
Φ−Λ−Φ

−1
−

]
2,3

+

(
λ 0 −g
0 λ 0

))
Φ−

B2 =

(
−
[
Φ−Λ−Φ

−1
−

]
2,3

+

(
λ 0 g
0 λ 0

))
Φ−

Les conditions aux limites en x = 0 s’écrivent donc :

A1α
k+1
+ = B1α

k
−

B2α
k+1
− = A2α

k+1
+

L−
3 α

k+1
− =

(
0 −P (λ5)

)
αk+1
+ = L+

3 α
k+1
+

où L−
3 et L+

3 désignent respectivement la troisième ligne de la matrice Φ− et la troisième ligne
de la matrice Φ+ .
On définit les nouvelles matrices :

B′
2 =

(
B2

L−
3

)
et A′

2 =

(
A2

L+
3

)

On a alors
α̃k+1
+ = A−1

1 B1

(
B′

2

)−1
A′

2α̃
k
+ (8.42)

Si on note T la matrice A−1
1 B1 (B

′
2)

−1A′
2, le taux de convergence est défini par :

ρ = max(|ri|
1

2 , ri valeur propre de TT ⋆)

L’optimisation du taux de convergence de l’algorithme de décomposition de domaine usuel du
système de Saint-Venant revient donc à chercher λ qui minimise ρ.

L’expression de la matrice T est compliquée. Il est donc difficile de trouver l’expression exacte du
paramètre λ qui minimise le taux de convergence. En revanche, cette valeur peut être approchée
numériquement, voir par exemple [7].

En résumé

Dans ce chapitre, on a étudié l’algorithme de couplage avec des conditions de type ≪ Ro-
bin généralisées ≫. On a montré la convergence, dans les espaces appropriés, de l’algorithme
de décomposition de domaine usuel du système de Saint-Venant, ce qui a permis de conclure
que l’algorithme de couplage 6.1 converge. Plus particulièrement, on montré que (uk+1, ζk+1

− ) et

(U
k+1
h , ζk+1

+ ) convergent respectivement vers (u, ζ)ω− et (u, ζ)ω+ , où (u, ζ)t désigne la solution
du système de Saint-Venant 2-D. La vitesse barocline quant à elle dépend a priori du paramètre
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de Robin λ. On a également montré comment exprimer le taux de convergence de l’algorithme
en fonction du paramètre de Robin, ce qui permet donc de l’optimiser.
Ce résultat peut être étendu sans difficultés majeures au cas où l’on considère deux paramètres
strictement positifs λ1 et λ2 différents dans chacune des composantes des opérateurs B− et Bu

+.

Ces résultats ne seront pas testés dans le cadre de ce travail. En revanche, on présentera dans
le chapitre suivant une première étude d’un cas test réel de couplage entre le système de Saint-
Venant 1-D et les équations de Navier-Stokes 3-D. On présentera un algorithme heuristique,
qu’on testera à l’aide des codes Mascaret 1-D et Telemac 3-D développés tous les deux par EDF
R&D.
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Chapitre 9

Couplage de modèles
hydrodynamiques

Dans ce dernier chapitre, on va présenter une application du couplage de modèles de di-
mensions spatiales hétérogènes qui peut être utilisée dans le cadre de la modélisation fluviale
chez EDF. En effet la simulation d’un réseau fluvial complet par les équations de Navier-Stokes
3-D étant beaucoup trop coûteux, les ingénieurs d’EDF utilisent selon la complexité locale de
l’écoulement et de la géométrie des modèles de Saint-Venant 1-D et 2-D et restreignent l’usage
des équations de Navier-Stokes 3-D aux zones où l’on veut une modélisation plus fine (à proximité
des barrages par exemple).

Jusqu’à récemment, EDF réalisait des couplages faibles entre des modèles 1-D et des modèles
2-D, c’est-à-dire avec des échanges d’information dans un seul sens : du modèle qui est en amont
vers le modèle qui est en aval.
Récemment, en se basant sur les travaux de l’équipe MOX Politecnico di Milano (voir [33]),
EDF a développé un couplage Saint-Venant 1-D/ Saint-Venant 2-D au sens fort (c’est à dire avec
échange d’information dans les deux sens entre les modèles) en utilisant les logiciel Mascaret
1-D et Telemac 2-D (voir [29]).

Dans ce chapitre, on va faire une extension de ces travaux pour le couplage Saint-Venant
1-D/ Navier-Stokes 3-D à travers une application simple. Étant donné que l’on va utiliser des
modèles non linéaires, l’algorithme que l’on va présenter est un algorithme heuristique sans
preuve de convergence. Les conditions de type Robin ne seront pas testées ici. En effet, on ne
cherchera pas à accélérer la convergence de l’algorithme de couplage. L’objectif est de démontrer
qu’un algorithme itératif de type Schwarz donne des meilleurs résultats qu’un couplage faible et
d’exploiter les outils d’EDF afin de mettre en œuvre cet algorithme de couplage.

9.1 Présentation des modèles couplés et des domaines de cou-
plage

9.1.1 Modèle de référence

On considère un écoulement tridimensionnel dans le domaine sous forme de coude présenté
dans la figure 9.1. Le mouvement du fluide est régi dans ce cas par les équations de Navier-
Stokes 3-D munies des conditions aux limites suivantes : vitesse imposée à l’entrée du domaine
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et hauteur d’eau imposée à la sortie du domaine. La section de ce domaine est en forme de
trapèze.

Figure 9.1 – Domaine global

On résout donc dans le domaine Ω le système suivant :





∂tU + U∂xU + V ∂yU +W∂zU − µ∆U + ∂xp = f1 dans Ω× R
+

∂tV + U∂xV + V ∂yV +W∂zV − µ∆V + ∂yp = f2 dans Ω× R
+

∂tW + U∂xW + V ∂yW +W∂zW − µ∆W + ∂zp = f3 dans Ω× R
+

∂xU + ∂yV + ∂zW = 0 dans Ω× R
+

(9.1a)

(9.1b)

(9.1c)

(9.1d)

muni des conditions aux limites suivantes :





(σn.τ 1) τ 1 + (σn.τ 2) τ 2 = k (U.τ 1) τ 1 + k (U.τ 2) τ 2 au fond

W = 0 au fond

∂tζ +Uh.∇hζ −W = 0 en z = ζ(x, y, t)

U.n = 0 sur les bords latéraux

U = Ud à l’entrée du domaine

H = Hd à la sortie du domaine

(9.2a)

(9.2b)

(9.2c)

(9.2d)

(9.2e)

(9.2f)

où H désigne la hauteur d’eau et U est le vecteur vitesse.
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9.1.2 Modèles couplés

Afin de diminuer le coût et le temps de calcul, on propose de remplacer le modèle totalement
3-D par un modèle mixte 1-D/3-D qui consiste à résoudre le système des équations de Navier-
Stokes 3-D dans une partie du domaine et le système des équations de Saint-Venant 1-D sur
l’autre partie. Un exemple de ce couplage est présenté dans la figure 9.2. On note dans ce cas
les interfaces de couplage {x = L} pour le modèle 1-D et Γ pour le modèle 3-D. L’entrée du
domaine 1-D est positionnée en {x = A} et la sortie du domaine 3-D est notée S.

Figure 9.2 – Exemple d’un domaine de couplage

Les modèles mathématiques à coupler sont donc :
• Modèle 1-D :





∂tu+ u∂xu = −g∂xζ +
1

H
∂x (µH∂xu) + f̄1 dans Ω1D

∂tH + u∂xH +H∂xu = 0 dans Ω1D

Q = Qd en x = A

(9.3a)

(9.3b)

(9.3c)

où Q désigne le débit,
• Modèle 3-D :





∂tU + U∂xU + V ∂yU +W∂zU − µ∆U + ∂xp = f1 dans Ω3D × R
+

∂tV + U∂xV + V ∂yV +W∂zV − µ∆V + ∂yp = f2 dans Ω3D × R
+

∂zp = −g + f3 dans Ω3D × R
+

∂xU + ∂yV + ∂zW = 0 dans Ω3D × R
+

(9.4a)

(9.4b)

(9.4c)

(9.4d)

muni des conditions aux limites (9.2a), (9.2b), (9.2c), (9.2d) et (9.2f)
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9.1.3 Conditions de transmission

Avant de résoudre le nouveau problème, on commence par préciser la notion de couplage,
c’est-à-dire les quantités physiques qu’on cherche à passer d’un modèle à l’autre. Dans le cas
du couplage Navier-Stokes 3-D/Saint-Venant 1-D, on cherche à assurer à chaque instant la
continuité du débit et de la moyenne de la hauteur d’eau à travers les interfaces {x = L} et Γ :





Q1D(L, t) = Q3D(L, t)

H1D(L, t) = H3D(L, t)
(9.5)

9.2 Algorithme de couplage

Pour résoudre le problème couplé, on propose un algorithme multiplicatif de type Schwarz :

• Pour t = 0, phase initialisation
boucle en temps : Tant que t ≤ tmax Faire Boucle de Schwarz

À l’étape k (k ≥ 0) :

Tant que ‖Hk+1,t
3 −Hk,t

3 ‖2 ≤ ε et k ≤ Nmax, Faire
résoudre :





L3D(U
k+1
t ) = F dans Ω3D

Hk+1,t
3 = Hd sur S

Uk+1
t (L, y, z) = P(uk

t (L))

puis résoudre





L1D(u
k+1
t ) = F̄ dans Ω1D

Qk+1,t
1 (A) = Qd

Hk+1,t
1 = H

k+1,t
3

k = k + 1
Fin boucle de Schwarz

t = t+∆t
Fin boucle en temps

• Pour t = tmax, phase finalisation.

Algorithme 9.1: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel

où Ut désigne le vecteur vitesse 3-D à l’instant t, ut la vitesse 1-D à l’instant, H1 et H3 désignent
respectivement la hauteur d’eau du modèle 1-D et du modèle 3-D, Qd et Hd sont respectivement
le débit imposé à l’entrée du domaine 1-D et la hauteur d’eau imposée à la sortie du modèle
3-D et P désigne le profil de vitesse imposé à l’entrée du domaines 3-D. En effet, à partir de la
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vitesse 1-D on calcule une vitesse 3-D à divergence nulle, qui est normale à la frontière et telle
que sa norme soit proportionnelle à

√
H3. Enfin, tmax désigne le temps maximal de simulation,

Nmax le nombre maximal d’itérations et ε un petit paramètre (ici 10−6). Les opérateurs L3D et
L1D désignent respectivement le système des équations de Navier-Stokes 3-D et le système des
équations de Saint-Venant 1-D discrétisés tous les deux en temps.

9.3 Étude numérique du cas test

Dans la suite on présente brièvement les différents codes numériques utilisés pour cette mise
en œuvre du couplage entre le système de Saint-Venant 1-D et les équations de Navier-Stokes
3-D.

9.3.1 Outils numériques

Mascaret 1-D

Il s’agit d’un logiciel développé par EDF qui permet de modéliser les écoulements monodi-
mensionnels à surface libre, utilisant la méthode des éléments finis. Il se base sur les équations de
Saint-venant. Les équations peuvent être résolues sous forme conservative ou non conservative,
et différents régimes sont pris en compte : fluvial ou torrentiel, permament ou non permament. Il
est utilisé dans le cadre de modélisation des ondes de crues, de risques d’inondations, de rupture
de barrages, etc. Pour plus de détails sur ce logiciel, on renvoie le lecteur vers [8].

Telemac 3-D

Telemac est un logiciel développé par EDF permettant de résoudre numériquement les
modèles 3-D hydrostatiques et non hydrostatiques à surface libre. Il est basé sur la méthode
des éléments finis et utilise pour la coordonnée verticale la transformation sigma classique per-
mettant le suivi de surface (voir [21]). Cette dernière est un cas particulier des méthodes ALE
(pour arbitrairement lagrangienne eulerienne). On trouve dans la thèse d’A. Decoene [10] tous
les aspects théoriques concernant l’utilisation de ces méthodes dans Telemac 3-D.
La discrétisation des équations dans Telemac se fait en utilisant une méthode à pas fractionnaire
en temps. Cela se ramène à trois étapes :

1. Résolution d’une équation d’advection.

2. Résolution d’une équation de diffusion.

3. Enfin la résolution d’une équation de pression et de l’équation de continuité.

Pour plus de détails sur ces trois étapes, on renvoie le lecteur vers [10] et [21].

Palm

Il s’agit d’un coupleur dynamique et parallèle développé par le CERFACS (voir [34]). Initia-
lement il était utilisé dans le cadre de l’assimilation de données, mais son champ d’application
s’étend désormais à d’autres domaines. Il a servi notamment à mettre en œuvre le couplage
Saint-Venant 1-D/Saint-Venant 2D dans [29].
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9.3.2 Cas permanent

La première série de tests concerne un cas permanent. On impose à l’entrée du domaine 1-D
un débit constant. De même la hauteur d’eau à la sortie du domaine 3-D est constante et ne
dépend pas du temps. La hauteur d’eau dans la solution de référence se stabilise au bout d’un
certain temps et devient constante.
La longueur totale du bras du coude initial vaut 10.8m, on fait le couplage avec des coudes
intermédiaires dont le bras est de longueur 1.8m, 2.8m, etc et les domaines 1-D sont de lon-
gueur 9m, 8m, etc. Pour la plupart des coudes intermédiaires testés, le couplage aboutit à une
stabilisation de la hauteur d’eau au bout d’un certain temps (voir figure 9.3). En revanche, on
remarque que si on met l’interface de couplage très proche de l’entrée, la hauteur d’eau explose
ou augmente considérablement au bout d’un certain temps (voir figure 9.4).
Sur la figure 9.5, on a représenté le nombre d’itérations nécessaires en fonction du temps avant
que l’algorithme converge. On observe qu’à chaque pas de temps, l’algorithme requiert en général
peu d’itérations avant de converger (ici 6 itérations au maximum) et qu’à partir d’un certain
temps la hauteur d’eau se stabilise et donc on n’a plus besoin d’effectuer d’itérations.

9.3.3 Cas non permanent

Dans cette deuxième série de tests, la hauteur d’eau à la sortie de domaine 3-D est maintenue
constante en fonction du temps. En revanche, à l’entrée du domaine 1-D, on impose un débit
non permanent dont l’évolution temporelle est présentée dans la figure 9.6. On a eu beaucoup de
difficultés à amener les calculs jusqu’au bout. La plupart des simulations s’arrêtent au bout d’un
certain temps sans forcément que la hauteur d’eau explose. Seul le cas où le coude a une longueur
de 3.8m converge (voir figure 9.7). C’est un problème, sans doute essentiellement informatique,
sur lequel on continue de travailler afin d’en identifier la cause.

9.4 Conclusion et travail à faire

Dans ce chapitre on a présenté une application simple du couplage multi-dimensionnel entre
le système de Saint-Venant 1-D et les équations de Navier-Stokes 3-D. On a donc vu que l’al-
gorithme heuristique proposé converge à chaque pas de temps en peu d’itérations. On a eu
cependant plus de difficultés à faire le couplage dans le cas instationnaire. Il reste donc du tra-
vail à faire pour comprendre les raisons de cet échec. Dans le futur proche, l’attention sera aussi
portée sur les points suivants :

• Étude de l’erreur entre la solution couplée et la solution de référence en fonction de la
position de l’interface en norme L2 ou/et en norme H1.

• Tester d’autres conditions aux limites aux interfaces de couplages : plus particulièrement,
il serait intéressant de tester des conditions de type ≪ Robin généralisées ≫ et de voir
l’influence du choix de paramètre de Robin sur la convergence de l’algorithme.

• Faire le couplage entre le système de Saint-Venant 2-D et les équations de Navier-Stokes
3-D en utilisant Telemac 2-D et Telemac 3-D.
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(a) Coude de longueur 1.8m (b) Coude de longueur 2.8m

(c) Coude de longueur 3.8m (d) Coude de longueur 4.8m

(e) Coude de longueur 6.8m (f) Coude de longueur 7.8m

Figure 9.3 – Hauteur d’eau à convergence de l’algorithme de Schwarz en fonction du temps
pour différents coudes intermédiaires testés.
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(a) Coude de longueur 8.8m (b) Coude de longueur 9.8m

Figure 9.4 – Hauteur d’eau à convergence de l’algorithme de Schwarz en fonction du temps
pour différents coudes intermédiaires testés et où le calcul échoue.
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(a) Coude de longueur 1.8m (b) Coude de longueur 2.8m

(c) Coude de longueur 3.8m (d) Coude de longueur 4.8m

(e) Coude de longueur 6.8m (f) Coude de longueur 7.8m

Figure 9.5 – Nombre d’itérations nécessaires avant convergence de l’algorithme de Schwarz en
fonction du temps pour différents coudes intermédiaires testés.
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Figure 9.6 – Profil du débit imposé à l’entrée du domaine 1-D.

Figure 9.7 – Hauteur d’eau à convergence de l’algorithme de Schwarz en fonction du temps
dans le cas non permanent pour le coude de longueur 3.8m.
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Conclusions et perspectives

Dans cette thèse, on s’est intéressé tout d’abord à donner un cadre mathématique général au
couplage à dimension spatiale hétérogène. Dans la première partie, l’étude d’un cas académique
de couplage 1-D/2-D dans le cadre elliptique a permis de mettre en évidence les différentes
difficultés liées au changement de dimension spatiale entre les deux modèles. Pour résoudre la
première difficulté consistant à définir les opérateurs de restriction et d’extension, on a montré
que l’analyse asymptotique servant à dériver le modèle 1-D à partir du modèle 2-D permet
aussi de déduire les expressions de ces opérateurs. La définition de la notion de couplage dans
ce contexte n’implique souvent que des expressions moyennées sur les interfaces. De ce fait, la
solution couplée n’est pas définie d’une façon unique. Ainsi, en mettant en œuvre un algorithme
de couplage itératif avec des conditions aux limites de type Robin, on a montré que la solu-
tion couplée dépendait du paramètre de Robin. Cependant, grâce encore une fois à l’analyse
asymptotique, on a pu contrôler l’erreur commise entre la partie 2-D de la solution couplée et la
restriction de la solution globale de référence sur le domaine 2-D. Enfin, on a montré comment
rendre la convergence de l’algorithme optimale en exploitant la théorie des opérateurs absorbants
exacts utilisée usuellement dans le cadre de la décomposition de domaine.
Dans la deuxième partie de cette thèse, on a généralisé l’étude faite dans la première partie au
cas du couplage des systèmes linéaires de Saint-Venant 2-D et de Navier-Stokes hydrostatiques
3-D. En considérant un frottement nul au fond du domaine, on a montré que la convergence de
l’algorithme de couplage multi-dimensionnel était équivalente à la convergence de l’algorithme
usuel de décomposition de domaine. Afin de rendre la convergence de ce dernier optimale, on
a donc adopté la démarche classique consistant à calculer les opérateurs absorbants exacts du
système de Saint-Venant. Comme c’est souvent le cas, on a été confronté à la difficulté d’avoir des
expressions exploitables en pratique. Les expressions simples que l’on a obtenues ont nécessité
des hypothèses très restrictives. On a donc été amené à étudier de l’algorithme de décomposition
de domaine du système de Saint-Venant (et donc de l’algorithme de couplage) avec des conditions
de type Robin. On a ainsi démontré la convergence de l’algorithme avec ce type de conditions
aux limites et on a montré théoriquement comment optimiser le taux de convergence en fonction
du paramètre de Robin. On a également prouvé que l’algorithme de couplage multi-dimensionnel
était bien défini en utilisant de telles conditions de Robin sur les interfaces de couplage.
Enfin, une première mise en œuvre d’un algorithme de couplage avec les codes EDF Mascaret
1-D et Telemac 3-D a été initiée.

A court terme et afin de compléter ce travail, on pourrait s’intéresser aux points suivants :
• Par analogie avec le travail effectué dans la première partie, il serait intéressant de faire la

comparaison de la solution couplée par rapport à la solution globale (celle des équations de

147



Navier-Stokes hydrostatiques 3-D dans le domaine entier). Ce travail consisterait à trouver
une majoration de l’erreur en fonction du rapport d’aspect ε et de la position de l’interface
de couplage.

• Les résultats théoriques de convergence de l’algorithme de couplage multi-dimensionnel
avec des conditions de type Robin, ainsi que l’optimisation du taux de convergence en
fonction du paramètre de Robin, mériteraient d’être testés numériquement.

• Finaliser les tests de couplage utilisant les codes Mascaret 1-D et Telemac 3-D et les
généraliser à des cas plus compliqués (géométries plus complexes par exemple).

Ensuite, on note que le résultat permettant de conclure à l’équivalence de la convergence de
l’algorithme de couplage des systèmes linéaires de Saint-Venant 2-D et de Navier-Stokes hydro-
statiques 3-D avec celle de l’algorithme de décomposition de domaine du système de Saint-Venant
est basé sur l’hypothèse de friction nulle au fond. Si ce frottement n’est plus nul, ce qui est sou-
vent le cas quand il s’agit d’applications réelles, cette équivalence n’est plus valable car on ne
pourrait plus découpler les modes baroclines du mode barotrope.
Les calculs des opérateurs absorbants exacts et approchés seraient plus complexes. La conver-
gence de l’algorithme de couplage multi-dimensionnel avec des conditions de type Robin serait
aussi plus compliquée à obtenir. Ceci est dû essentiellement à l’expression de l’opérateur d’ex-
tension : la répartition selon la variable verticale n’est plus uniforme, mais suit généralement
une loi polynomiale de degré deux. L’étude de ce cas constitue donc une alternative intéressante.

On s’est intéressé dans le cadre de ce travail, à l’étude du couplage multi-dimensionnel de
modèles de même nature mathématique. Il serait donc intéressant d’étudier le couplage dans le
cas où les modèles sont différents mathématiquement (comme par exemple le système de Saint-
Venant hyperbolique et les équations de Navier-Stokes hydrostatiques) et de voir les impacts
de ces différences de nature sur le choix des opérateurs d’interfaces. De même, on n’a étudié
ici que le couplage de modèles linéaires. Le cas de modèles non linéaires mériterait aussi d’être
étudié. Dans ce cas les calculs des opérateurs absorbants seraient plus complexes. Néanmoins,
on pourrait utiliser des conditions de type Robin dans la mesure où l’on pourrait montrer le
caractère bien posé des systèmes considérés. Enfin, les modèles qu’on a utilisés sont théoriques
et il serait intéressant d’un point de vue pratique de faire le couplage de modèles numériques
permettant des applications plus complexes. Dans ce sens, et en continuité de ce travail, une
thèse en collaboration avec ARTELIA a été initiée ayant pour objectifs de mettre en œuvre des
applications plus réalistes du couplage multi-dimensionnel.
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