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Résumé

Dans cette these on étudie le couplage de modeles a dimensions spatiales hétérogenes, avec

une application en hydraulique fluviale. On commence par donner un cadre mathématique
général a cette problématique. Ensuite, on étudie un cas académique de couplage 1-D/2-D dans
le cadre elliptique. On définit les opérateurs de restriction et d’extension nécessaires a 1’analyse
en se basant sur la dérivation du modele 1-D a partir du modele 2-D. Aprés cela, on met en
ceuvre un algorithme de couplage de type Schwarz avec des conditions de type Robin. On montre
alors la convergence de cet algorithme, plus particulierement sa convergence optimale en utili-
sant I’opérateur absorbant exact 1-D. On termine cette partie en établissant une majoration de
Ierreur entre la solution couplée et la solution globale de référence en fonction du rapport d’as-
pect du domaine d’étude et de la position de I'interface de couplage. Ces résultats sont illustrés
numériquement.
Dans la deuxieme partie, on généralise cette analyse mathématique au cas du couplage des
systemes linéaires de Saint-Venant 2-D et de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D. En faisant I’hy-
pothese d’une friction nulle au fond, on montre que la convergence de ’algorithme de couplage
est équivalente a celle de ’algorithme usuel de décomposition de domaine du Systeme de Saint-
Venant. On calcule une approximation des opérateurs absorbants exacts du systeme de Saint-
Venant, ce qui nécessite de faire des hypotheses restrictives. Comme alternative, on propose
un algorithme avec des conditions de type Robin, dont on montre la convergence. Enfin, on
présente une premiere étude d’un cas test réel de couplage des systéemes de Saint-Venant 1-D et
Navier-Stokes 3-D en utilisant les codes numériques Mascaret 1-D et Telemac 3-D développés
par EDF R&D.






Abstract

In this work, we study some dimensionally heterogeneous coupling problems. First we study
a 1-D/2-D ellipictic coupling problem. We show how to define the restriction and extension
operators, required to our analysis, using the derivation of the 1-D model from the 2-D model.
Then we focus on the design of a Schwarz-like iterative coupling method. We discuss the choice
of boundary conditions at coupling interfaces. We prove the convergence of such algorithms and
give some theoretical results related to the choice of the location of the coupling interface, and
to the control of the difference between a global 2-D reference solution and the 2-D coupled one.
These theoretical results are illustrated numerically.
In the second part, we extend this study to the coupling problem between the 2-D Saint-Venant
and 3-D hydrostatic Navier-Stokes linearized systems. Under the assumption of a null bottom
friction, we prove that the convergence of the algorithm is equivalent to the convergence of the
domain decomposition algorithm for the Saint-Venant system. We focus then on the study of a
coupling algorithm with Robin condition, which appears to be less restrictive than the one using
approximate absorbing operators. Finally we will present some first numerical results of a test
case coupling a 3-D Navier-Stokes system with a 1-D shallow water code using EDF R&D tools
Mascaret 1-D and Telemac 3-D.
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Introduction

Dans le cadre de la modélisation de phénomenes hydrodynamiques, il est fréquent que
I’hétérogénéité physique et spatiale de I’écoulement conduise a coupler plusieurs modeles plutot
que d’utiliser un seul systeme d’équations sur tout le domaine d’étude. On remplace alors le
modele le plus général (souvent complexe) par des modeles plus simples quand la physique
le permet. Les domaines mathématiques sur lesquels on définit les différents modeles peuvent
appartenir & des espaces de méme dimension (par exemple lorsque l'on couple un modele de
Saint-Venant 2-D avec un modele de Navier-Stokes 2-D). Dans ce cas, il s’agit d’un couplage
de physique hétérogene et de dimension homogene. Mais, dans certains cas, on peut étre amené
& coupler deux modeles de dimensions spatiales m et n différentes (en général, m = n + 1 ou
m = n + 2) : on parle alors d’un couplage < multi-dimensionnel >, ou couplage & < dimension
spatiale hétérogene >. Un tel couplage présente 'avantage de réduire le colit numérique des si-
mulations par rapport au cout que représenterait 1'utilisation du modele global de référence
m-D sur tout le domaine du calcul, tout en prenant en compte la complexité physique adéquate
en chaque zone de I’écoulement.

Cette these s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre I'Institut National de Recherche
en Informatique et en Automatique (INRIA) et le Laboratoire National d’Hydraulique et En-
vironnement (LNHE) qui fait partie de la division R&D d’EDF. En effet, dans le cadre de la
simulation des écoulements fluviaux chez EDF, on cherche a diminuer les cotits des calculs tout
en gardant une bonne qualité de modélisation. Pour ce faire, on est amené a coupler des modeles
n’ayant pas les mémes lois physiques et/ou possédant des dimensions spatiales différentes.

Les objectifs de cette theése consistent donc & donner un cadre mathématique pour le couplage
multi-dimensionnel au travers de modeles simplifiés, puis a développer des méthodes de cou-
plage se basant sur les méthodes de Schwarz (utilisées habituellement dans le cadre de la
décomposition de domaine et du couplage de physique hétérogene et de dimension homogene).
Ces méthodes ont été utilisées pour la premiere fois en couplage multi-dimensionnel dans [11]
et [33] ou des algorithmes itératifs heuristiques ont été proposés afin de coupler des systémes
non-linéaires modélisant respectivement la circulation sanguine et les écoulements fluviaux. Dans
le contexte du couplage multi-dimensionnel, on cite également la méthode MAPD (method of
asymptotic partial decomposition of domain [35]) et les travaux ultérieurs de 'auteur basés sur
des développements asymptotiques qui nécessitent une réécriture des codes avec un caractere
intrusif.

Dans le cadre de ce travail, les algorithmes de Schwarz utilisés comme méthode de couplage ont
l'avantage d’étre tres peu intrusifs dans les codes, ce qui facilitera leur utilisation ultérieure par
les ingénieurs EDF. Tout au long de cette these, et comme c’est le cas pour les algorithmes usuels



de décomposition de domaine et de couplage a dimension spatiale homogene, on travaillera sur
I’élaboration d’algorithmes & convergence optimale en se basant sur la théorie des opérateurs
absorbants exacts. Ces opérateurs ont souvent des expressions non exploitables en pratique.
A cette difficulté s’en rajoutera une autre due au changement de dimension. En général, on
dispose dans le modele de plus petite dimension n-D d’une quantité moyennée, qu’on doit en
quelque sorte répartir spatialement selon la (ou les) dimension(s) manquante(s) afin de la trans-
mettre au modele m-D. On doit donc choisir un opérateur de répartition ou d’extension
des quantités venant du modele n-D, mais aussi un opérateur de restriction ou projection
pour les quantités passant du modele m-D au modele n-D. Ce dernier est en général plus facile a
définir. Le choix du premier, quant a lui, sera guidé tout au long de cette these par la facon dont
on dérive le modele n-D a partir du modele global de référence m-D. En effet, les modeles n-D
qu’on étudiera dans ce manuscrit sont obtenus a partir des modeéles m-D d’une facon analogue
a la dérivation du systeme de Saint-Venant 1-D a partir des équations de Navier-Stokes 2-D (en
x — z) faite dans [17].

Enfin, une derniere difficulté liée au changement de dimension réside dans la définition de la no-
tion de couplage entre le modele n-D et le modele m-D : cette notion est donnée en général sous
forme moyennée. Ceci conduit & une solution couplée qui n’est pas définie d’une fagon unique et
qui dépend du choix des opérateurs d’interfaces. On s’intéressera donc a la comparaison de la
solution couplée avec la solution globale de référence m-D et on mettra en évidence I'importance
du choix de la position des interfaces du couplage et son influence sur la qualité de la solution
couplée.

La these se divise en deux parties :

Partie I

Dans cette premiere partie, on va commencer par donner un cadre mathématique général au
couplage multi-dimensionnel. On va introduire la notion de solution de référence, la définition
de la notion de couplage et la définition des opérateurs de restriction et d’extension évoqués
ci-dessus. Ensuite, on généralisera les algorithmes de Schwarz dans le cadre du couplage a di-
mension spatiale hétérogene et on abordera le probleme d’optimisation de la convergence en
utilisant les opérateurs absorbants exacts.

Afin de cerner les différentes difficultés liées au changement de dimension indiquées ci-dessus, on
va étudier dans cette partie un probléeme académique de couplage elliptique 1-D/2-D qui pourra
étre généralisé a des dimensions supérieures. Le modele 1-D sera dérivé a partir du modele 2-D
par moyenne verticale et en effectuant des approximations analogues a celles faites dans [17]
pour obtenir le systeme de Saint-Venant 1-D a partir des équations de Navier-Stokes 2-D.
Dans le chapitre (3 on étudiera un algorithme de couplage 1-D/2-D de type Schwarz avec des
conditions de type Robin. On montrera sa convergence et plus particulierement sa convergence
optimale en utilisant 'opérateur absorbant exact 1-D (pour lequel on disposera dans ce cas d'une
expression exacte). Ce méme type de probleme a été étudié dans [3] et [24] en adoptant des ap-
proches variationnelle et algébrique. La nouveauté par rapport a ces travaux est la comparaison
de la solution couplée et de la solution de référence en exploitant I’analyse asymptotique faite
dans le chapitre

On terminera cette partie en illustrant dans le chapitre |4 les différents résultats théoriques



démontrés dans le chapitre

Partie 11

Dans cette deuxieme partie, on généralisera ’analyse mathématique du couplage 1-D/2-D dans
le cadre elliptique au cas du couplage entre les équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D a
surface libre et le systeme de Saint-Venant 2-D. La démarche suivie est identique a celle adoptée
dans la premiere partie.

Dans le cadre de la modélisation des écoulements fluviaux, les équations de Navier-Stokes hy-
drostatiques constituent une bonne alternative aux équations de Navier-Stokes. En faisant I'hy-
pothese dans ces dernieres que la pression est hydrostatique, ’équation de la composante verticale
de vitesse est alors remplacée par une équation en pression. Toutefois ’analyse mathématique de
ce systeme reste difficile et, comme c’est le cas avec les équations de Navier-Stokes, on dispose de
peu de résultats mathématiques quant au caractere bien posé de ces équations a surface libre. En
revanche, pour les équations de Navier-Stokes hydrostatiques a toit rigide, on trouve beaucoup
de travaux sur ces équations a partir des années 90. On renvoie le lecteur par exemple vers [36]
pour plus de détails.

Il faut aussi noter qu’au-dela des simplifications qu’apportent les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques, leur couplage avec le systéeme Saint-Venant 2-D constitue une étape importante
pour une modélisation plus réaliste qui consisterait a faire un couplage entre trois modeles :
systeme de Saint-Venant 2-D, équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D et équations de
Navier-Stokes 3-D. Un tel couplage permettrait de prendre en compte les zones ou la pression
n’est pas hydrostatique.

Pour mettre en ceuvre un algorithme de couplage entre les équations de Navier-Stokes hydrosta-
tiques 3D et le systeme de Saint-Venant 2-D, on adoptera l'idée principale développée dans la
premieére partie qui consiste a exploiter ’extension de I'opérateur absorbant 2-D et/ou la restric-
tion de l'opérateur absorbant 3-D. Ceci ramene a la démarche usuelle consistant a linéariser
les modeles afin de donner des expressions exactes ou approchées de ces opérateurs. Cette
linéarisation facilite I’analyse mathématique des modeles, mais on reste confronté au probleme
habituel qui consiste a trouver des expressions utilisables de ces opérateurs absorbants. Cette
difficulté sera mise en évidence dans le chapitre [7]

Dans le chapitre [6] on commencera par définir les opérateurs de restriction et d’extension en
se basant sur I’analyse asymptotique faite dans le chapitre [5] En effectuant ’hypothése que le
frottement est nul au fond du domaine, on démontrera que la convergence d’un algorithme de
couplage entre les systemes linéaires Saint-Venant 2-D et Navier-Stokes hydrostatiques 3-D est
équivalente a la convergence de 1’algorithme de décomposition de domaine usuel du systeme de
Saint-Venant.

Ceci nous ramenera donc a 1’étude de ’algorithme de décomposition de domaine usuel du systeme
de Saint-Venant 2-D. Le calcul des opérateurs absorbants exacts et approchés du systeme Saint-
Venant sans terme d’advection a été étudié dans [32]. Dans le chapitre |5, on linéarisera les
équations autour d’un profil de vitesse non nul, ce qui conduira a reconsidérer le terme d’ad-
vection. Le calcul des opérateurs absorbants dans le chapitre [7] sera basé sur les travaux de
[32], [1] et [19]. Afin d’avoir des expressions exploitables de ces opérateurs, on effectuera comme
dans [19] des hypotheses restrictives. Pour cette raison, on proposera et on étudiera dans le
chapitre (8| un algorithme de couplage et un algorithme de décomposition de domaine pour le



systeme Saint-Venant en utilisant des conditions aux limites de type Robin généralisées. L’op-
timisation de la convergence de cet algorithme en fonction du parametre de Robin sera aussi
abordée a la fin de ce chapitre.

Enfin, et en s’inspirant des travaux de I’équipe MOX du Politecnico di Milano (voir [33]), le
dernier chapitre de cette these sera consacré a une premiere étude numérique d’un cas simple de
couplage entre le systéeme de Saint-Venant 1-D et des équations de Navier-Stokes hydrostatiques
3-D en utilisant les codes Mascaret 1-D et Telemac 3-D, tous deux développés par EDF R&D.



Premiere partie

Couplage multi-dimensionnel : cadre
mathématique et application a un
probleme modele elliptique






Chapitre 1

Présentation du probleme et
généralisation des algorithmes de
Schwarz dans le cadre du couplage
multi-dimensionnel

L’objectif de ce premier chapitre est de présenter la problématique du couplage multi-
dimensionnel dans un cadre général abstrait. On décrira ensuite brievement les méthodes de
décomposition de domaine ainsi que les méthodes de couplage équi-dimensionnel basées sur
des algorithmes itératifs de type Schwarz. Une généralisation de ces algorithmes sera présentée
dans le cadre du couplage multi-dimensionnel. On donnera aussi la définition des opérateurs de
restriction et d’extension. Enfin, on montrera comment exploiter la théorie des opérateurs absor-
bants exacts pour optimiser la convergence des algorithmes de Schwarz a dimensions spatiales
hétérogenes.

1.1 Couplage multi-dimensionnel

1.1.1 Présentation du probleme et définitions

On s’intéresse a un probleme de couplage entre deux modeles de dimensions spatiales différentes.
On considere ici le cas 1-D/2-D qui pourra se généraliser a des dimensions supérieures n-D et
m-D, ot m > n. Les systemes d’équations sont de la forme :

£1U1 = f1 dans le[O,T] (1 1)
Biug = g1 sur 90 x [0,T] '

et

{»CQUQ = fo dans Qg x[0,7] (1.2)

Baus = ga sur 0 x [0,7]

ot 1 C R et Oy C R? sont deux ouverts bornés. Les opérateurs £ et Lo peuvent étre linéaires
ou non-linéaires. Cependant, et afin de développer des algorithmes de couplage optimaux, on
supposera dans la section qu'ils sont linéaires.



Par endroits dans ce chapitre, on se référera a un cas classique ou le modele £1 en dimension n est
obtenu par intégration selon m —n directions du modele L2 en dimension m. C’est par exemple
le cas du couplage entre les équations de Saint-Venant 2-D et les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D que l'on étudiera dans le chapitre [6]

Notion de recouvrement

Comme pour tout probleme de couplage, I'existence ou non d’un recouvrement entre les
domaines 21 et 29 est un aspect important. Toutefois, les dimensions des deux domaines étant
différentes, cette notion doit étre redéfinie. Dans la suite, le recouvrement sera défini en fonction
des n coordonnées communes entre les deux domaines. Dans le cas 1-D/2-D la coordonnée
commune est x. En considérant par souci de simplicité que {29 est connexe, on notera alors
laa, ba| la projection de 2y sur 'axe des x. On a alors trois cas de figure (voir figures et
13) -

e recouvrement total : |ag,bo[ C Q5 =]ay, b]

e sans recouvrement : Jag, ba[ N Qy = {az}, {b2}, ou {a2, b}

e recouvrement partiel : les autres cas

L't
N} I'r
0 Qs
ay a9 by b1
I'p

FIGURE 1.1 — Exemple d’un cas de recouvrement total entre domaines 1-D et 2-D.

L'r
I'r
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I'r
al a9 b1
I'p

FIGURE 1.2 — Exemple d’un cas de recouvrement partiel entre domaines 1-D et 2-D.
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FIGURE 1.3 — Exemple d’un cas sans recouvrement entre domaines 1-D et 2-D.

Dans le cadre du couplage de modeles de méme dimension, le recouvrement (partiel ou total)
n’a de sens que si les deux modeles sont identiques (c’est le cadre classique de la décomposition
de domaine) ou compatibles dans la zone de recouvrement. En revanche, pour deux systémes
d’équations différents, le recouvrement n’a plus de sens (car on aurait sinon une zone ou deux
physiques différentes cohabiteraient), ou alors seulement pour un couplage en un sens plus
< faible > d’interaction one-way (voir §1.1.2)). Cette remarque s’étend au cas de modeles de
dimensions différentes : le recouvrement (partiel ou total) n’a de sens que si les deux solutions
sont exactement compatibles sur la zone de recouvrement. Si ce n’est pas le cas, seule une
interaction one-way est envisageable.

Notion de solution de référence

Une autre notion importante est celle de < solution de référence >, permettant de quanti-
fier 'intérét du couplage. On adoptera dans ce manuscrit le point de vue suivant : on dispose
d’un modele < complexe > (ici le modele 2-D) sur un domaine global qu’on notera 2. Pour des
raisons de complexité numérique et physique, on préfere garder ce modele uniquement dans un
sous-domaine 2-D plus restreint, que 1’on note €9, et le remplacer par ailleurs par un modele
1-D. La solution du modeéle global 2-D défini dans €2 est alors la solution < idéale > de référence,
a laquelle on comparera la solution simplifiée obtenue par couplage.

1.1.2 Probleme modele dans le cas d’interaction one-way

Comme discuté précédemment, un recouvrement n’a de sens que si les deux modeles sont
exactement compatibles dans le domaine de recouvrement. Ceci est le cas par exemple quand la
solution du systeme 1-D est la moyenne verticale de la solution du systeme 2-D.

On peut en plus avoir, dans ce cas, une relation du type :

ug(x, z,t) = ui(x,t) f(2) (1.3)

1 [H
ou H est la longueur caractéristique verticale, avec T / f(2)dz =1, de fagon a avoir u; (z,t) =
0

ug(x,t), uz étant la moyenne verticale de us.



Dans ce cas, le recouvrement des domaines 1-D/2-D a un sens. Mais le fait de disposer d’une
relation de type (|1.3) rend inutile la résolution des deux systeémes car ug est obtenue de fagon
explicite a partir de u;.

Exemple de deux modeles exactement compatibles

Pour illustrer ce cas de figure, on considére les deux systémes suivants :

e Le modele 1-D est :
2
_87u21 =0 dans € =Jai,b]
Oz (1.4)
ui(a) =aa;+ 0 et ui(by) =ab+p

ol «v et B sont deux constantes réelles.

e Le modele 2-D est :

( —Aus(z,2) = —(az + B)f"(2) dans Qg =]ag, by[x[0, H]

0

%(m,ﬂ) =0 sur I'p

, (1.5)
(5 o

%(I',O) =0 sur FB

[ u2(ag, z) = ui(az)f(z) sur I'p et wua(be,2) =ui(be)f(z2) sur T'g

ou f est une fonction suffisamment réguliere telle que f'(0) = f/(H) = 0 et en ayant
1 H

toujours H/o f(z)dz = 1.

Les domaines 2 et {29 sont présentés dans la figure [1.1

La solution de est ui(x) = ax + [. Et grace par exemple au théoréme de Lax-Milgram,
on peut montrer que le systéeme admet une unique solution. Cette derniére est donnée par
us(w,2) = (az + ) f(2).

On est donc dans le premier cas de figure indiqué ci-dessus ol un recouvrement total a un sens.
En revanche un couplage est inutile car on a une relation analytique entre la solution 1-D et la
solution 2-D. La connaissance de la solution 1-D permet de déduire immédiatement la solution

2-D par la relation (1.3]).

Dans le cas ou les modeéles ne sont pas exactement compatibles, un recouvrement n’a plus de
sens. On ne pourra pas obtenir des solutions 1-D et 2-D compatibles sur la zone de recouvrement.
On peut par contre toujours réaliser une interaction one-way dans laquelle on résout le modele
1-D sur €4, et on fournit ensuite cette solution au modele 2-D & travers les conditions aux limites
sur ' et I'f. Se pose toutefois la question du sens « physique > des solutions obtenues. Il est
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donc plus cohérent dans ce cas de coupler les deux modeles sans zone de recouvrement. Dans la
prochaine section, on présentera les algorithmes de décomposition de domaines et de couplage
de type Schwarz.

1.2 Algorithme de décomposition de domaine et de couplage de
type Schwarz

Les méthodes de Schwarz ont été introduites initialement par H.A Schwarz au 19°™ si¢cle afin
de montrer 'existence de fonctions harmoniques sur un domaine de forme irréguliere (voir [41]).
L’idée consistait & décomposer ce domaine en une union de sous-domaines de géométrie simple
tels qu’un disque ou un rectangle, et a mettre en place une procédure itérative d’interaction
entre les sous-domaines. Cet algorithme a été remis au gout du jour dans les années 1980, avec
Pavénement des calculateurs paralleles (voir [I3] pour un apergu historique), afin de répartir le
cout de calcul d’une résolution d’équation sur les différents processeurs disponibles.

1.2.1 Algorithme de Schwarz originel

On va commencer tout d’abord par présenter ’algorithme de Schwarz originel.
Soit  un domaine de R™ qu’on décompose en deux sous-domaines €27 et 5. Comme on I'a
déja indiqué dans la section on peut distinguer deux cas de figure selon que les domaines se
recouvrent ou pas (voir figures [L.4(a)| et [L.4(b)]).
On cherche a résoudre :

Ly = f dans
u = 0 sur 90N

ou L désigne un opérateur linéaire elliptique.
L’algorithme de Schwarz classique consiste a résoudre a chaque itération & > 0 les systemes
suivants :

Lottt = f dans O Lub™ = f dans Qy
WM =0 sur 905 puis ¢ witl = 0 sur 905
u]f'H = u§ sur I'ig = 091 N Qg uIQ~C+1 = u]fﬂ sur 'y = 0 N

ot 905%t = 901 N AN, 9N = 9Ny N N et ot uY est donné.
Pour £ = A et sous hypothése de recouvrement des deux sous-domaines, Schwarz a prouvé que

la suite (u¥, u¥) convergeait vers (u)q,,u|0,) quand k tendait vers l'infini.

L’algorithme originel décrit ci-dessus est dit < multiplicatif >. Il existe aussi une version dite
< additive > naturellement parallélisable proposée par P.L Lions dans [26], qui consiste & rem-
placer la condition ugﬂ = u]fH sur I'9; par u%“ = u’f
L’utilisation de conditions de type Dirichlet-Dirichlet a I'interface présente plusieurs inconvénients.
D’une part pour converger, la méthode de Schwarz nécessite un recouvrement entre les sous-
domaines, ce qui génere un temps de calcul supplémentaire. D’autre part, on aura souvent besoin

de beaucoup d’itérations avant convergence.
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(a) Cas de domaines qui se recouvrent.

r
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(b) Cas de domaines qui ne se recouvrent pas.

FIGURE 1.4 — Décomposition de domaines dans le cas équidimensionnel.

1.2.2 Généralisation de l’algorithme de Schwarz

L’algorithme de Schwarz peut se généraliser en remplacant les conditions de type Dirichlet
sur les interfaces I'15 et I'g; par :

Blu’f+1 = Blug sur I'ys et Bgué€+1 :Bgu’fH sur I'gg

ou By, By sont des opérateurs d’interface.

Les premiers travaux en ce sens furent sans doute ceux de P.L. Lions dans [27] qui a proposé de
remplacer la condition de Dirichlet sur I'interface par une condition de type Robin. L’algorithme
de Schwarz peut alors converger méme dans le cas de deux sous-domaines qui ne se recouvrent
pas.

Pour étudier la convergence de ces algorithmes, on définit souvent 'erreur a l'itération k par

ef = uf — uj,,i = 1,2. Les erreurs vérifient, dans le cas d’équations linéaires, les systemes
suivants :
Lkt = 0 dans Oy Leb™ = 0 dans Q
A = 0 sur 905" et { AL = 0 sur Q5 (1.6)
Ble/lfJrl = BleéC sur I'ig BgelzCJrl = Bgelerl sur I'gy

Si Bi et By permettent d’avoir un probleme bien posé, il suffit ensuite de montrer que ces erreurs
tendent vers 0 quand k tend vers I'infini.

Une autre maniere d’établir la convergence de ces algorithmes consiste a étudier les différences
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entre deux itérations successives. Elles vérifient ici les mémes systemes (L.6]), et de montrer
qu’elles sont par exemple majorées par des suites géométriques de raison strictement inférieure
a 1 (voir chapitre [3). Enfin il suffit de montrer que les limites obtenues sont exactement les
restrictions de w sur les différents sous-domaines (voir [27]).

Remarque : en 'absence de recouvrement et en choisissant By = By = Id, ou méme plus
généralement B; = By, l'algorithme de couplage présenté ci-dessus ne converge pas. Ceci est di
au fait que les valeurs a l'interface ne changent pas d’une itération a 'autre. On a par exemple

dans le cas Dirichlet-Dirichlet u} ™ = uf = uf.

Le choix des opérateurs est donc tres important pour assurer la convergence des algorithmes de
Schwarz vers la restriction de la solution globale sur chaque sous-domaine. Il est aussi crucial pour
permettre d’avoir une vitesse de convergence < rapide >. Dans [27], P.L. Lions a fait remarquer
que la constante de Robin influence la vitesse de convergence et qu’elle pourrait étre remplacée
par d’autres opérateurs.

Pour avoir une convergence optimale, il faut choisir idéalement By, Bs tels que Ble% =0 et/ou
Bsel = 0 et tels que les deux systémes soient bien posés. On aura alors dans le cas linéaire
e? = e2 = 0 car ces erreurs seront solutions de systémes homogenes. On assurera donc dans
ce cas une convergence en deux itérations. Ces conditions a l'interface s’appellent conditions
aux limites absorbantes exactes ou conditions transparentes. On trouve une littérature
abondante concernant ces conditions (voir par exemple [16], [23]).

Dans le cas d’un opérateur £ linéaire elliptique ou parabolique, il est établi que les opérateurs

absorbants exacts sont donnés par :
B = 2, DtNf, i=1,2 (1.7)
8711‘ !
ou n; (i = 1,2) désigne la normale sortante a €; et ou 'opérateur DtNf, appelé opérateur
Dirichlet-to-Neumann, est défini par :

0

C
ons

Pour wg:I'; — R, DtN; (up) = (V)r,

ou n{ est la normale sortante a Qf = Q\ 2; et ol v est solution de :

Lv = 0 dans Qf

v = 0 sur 0Q%\T

v = wug sur I}.
On peut en général obtenir une expression analytique des opérateurs transparents par trans-
formée de Fourier. Ces opérateurs sont toutefois généralement non locaux en espace (et en
temps dans le cas instationnaire). On est donc amené a faire des approximations pour pouvoir

les implémenter numériquement (voir par exemple [15], [16] et [23]). On parle alors de méthodes
optimisées (ou a relaxation d’onde dans le cas des équations d’évolution).

1.2.3 Algorithmes de Schwarz dans le cadre de couplage de modeles

Les algorithmes de Schwarz se généralisent naturellement au cadre du couplage de modéles,
voir par exemple [32]. Dans ce cas, comme indiqué précédemment, un recouvrement n’a plus de
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sens si les modeles ne sont pas parfaitement compatibles dans la zone de recouvrement. On doit
donc résoudre un probleme de la forme :

Liuy = fi dans ot Loug = fo dans €y
B§{"'uy = g1 sur 90§ B§"ug = go sur 905

avec L1 # Ls. La difficulté réside dans ce cas dans la définition de la notion de couplage et donc
dans I’écriture des conditions sur l'interface commune T'.
On suppose par exemple que 'on veut que uj et ug vérifient les conditions suivantes (imposées
par la physique) sur I :
C’lul = CQUQ (1.8&)
CéUQ = C{ul (1.8b)

Pour résoudre ce probléme, on propose l'algorithme de type Schwarz (version multiplicative)
suivant :

Initialisation : uY donné

A Détape k (k> 1), résoudre :

£1ulf+1 = f1 dans £2u§+1 = fo dans o
Bertyhtl = g sur 9Q5*' puis Bg*tyktt ga sur OQ5*
Blu]f'H = BguéC sur T BéugJrl = Biu’f'H sur T.

Les opérateurs By, By, B] et B}, doivent permettre & convergence de vérifier sur U'interface I les
contraintes et (1.8b) imposées sur u; et us.

L’écriture des relations vérifiées par les erreurs est plus délicate ici que dans le cas de la
décomposition de domaine. En effet, on n’a plus forcément Blelf+1 = Bge’§ sur I', mais :

Blelf—H = BQGIQ€ — (Blul — BQUQ)

car rien n’assure a priori que Bju; = Boug (sauf par exemple si B est une combinaison linéaire
de Cy et C] et By est la méme combinaison linéaire de Cy et C%).

Aux erreurs de I'algorithme de Schwarz s’ajoutent donc des erreurs dues aux opérateurs d’inter-
face.

1.3 Généralisation dans le cadre de couplage
multi-dimensionnel

Dans ce paragraphe, on propose de généraliser les algorithmes de décomposition de domaine
et de couplage de type Schwarz dans le cadre du couplage multi-dimensionnel. La encore, un
recouvrement n’a pas de sens sauf si les modeles sont exactement compatibles dans la zone de
recouvrement. On présente comme dans le reste du chapitre le cas du couplage 1-D/2-D.

On considere les deux systemes suivants :

{ Liui(xz) = fi(z) pour z € @y C R ‘ { Loug(x, z) = fow, z) pour (z,2) € Qp C R?

B¢y (z) = g1(x) pour x € Q5 BS®tuy(z, 2) = ga(w, 2) pour (z,2) € IO
(1.9)

On suppose dans la suite que £1 et Lo sont linéaires.

On cherche a coupler ces deux systémes a travers des interfaces de type v = {x = Lo} pour le
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modele 1-D et T' = {(Lo, 2), b(Lo) < z < h(Lp)} pour le modele 2-D (et plus généralement ~y
pour le modele n-D et I" pour le modele m-D).

Comme c’est le cas dans le cadre équi-dimensionnel, la difficulté réside dans I’écriture des condi-
tions sur les interfaces v et I'. A cela s’ajoute la question de la répartition (ou relevement) de
linformation venant du modele 1-D sur U'interface I, et celle de la restriction (ou projection)
des quantités venant du modele 2-D au point 7.

1.3.1 Définition de la notion de couplage

Idéalement on suppose que u; et ug vérifient les conditions physiques suivantes sur les inter-
faces :

Clul(Lo) = 02 (RUQ) (Lo) (1.10&)
Chuo (Lo, z) = C1 (Euq) (Lo, 2) pour (Lg,z) €T (1.10Db)
ou R et £ désignent respectivement 1'opérateur restriction (ou projection) sur =y et extension ou

( relevement) sur T'.
Plus généralement on peut définir ces opérateurs de la fagon suivante (voir [3]) :

R:AmD — AnD
(u2)[r = (Ru2) |5

ou A,p et A, p désignent respectivement les espaces de fonctions traces sur v pour les fonctions
n-D et sur I pour les fonctions m-D.

Cela signifie que pour tout (z,2z) € T ot x € v C R™ et pour toute fonction us dépendant de la
variable m-D (z, z), on a (Rug) est fonction de x.

Et

E: AnD — AmD
(u)ly — (Eur)lr
C’est a dire pour tout x € v et pour tout u; fonction de x, on a (Euy) est fonction de la variable
m-D (z,z) € T.

Comme indiqué dans [3], opérateur £ est injectif mais pas surjectif, et inversement R est
surjectif mais pas injectif.

Malheureusement, comme on va le voir dans les chapitres [2] et [6] on ne dispose pas souvent de
conditions de type (1.10) mais plutot de conditions de type :

01U1(L()) = CQ (RUQ) (Lo) (1.11&)
Chuy (Lo) = C} (Rus) (Lo) (1.11b)

Ce type de conditions (|1.11)) ne permet pas d’avoir un probleme bien posé. On n’a pas en effet
P'unicité du probleme couplé ([1.9) sous ces conditions de couplage.

Le choix des opérateurs d’interfaces en {x = Lo} et sur I' doit permettre de satisfaire les trois
criteres suivants :
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(i) avoir un probléeme couplé bien posé, et plus particulierement des modeles 1-D et 2-D bien
posés

(ii) satisfaire les conditions physiques de type ((1.11))

(iii) controler I'erreur de modélisation entre la solution couplée et la solution de référence,
a savoir la solution 2-D globale. En effet comme on le verra dans les chapitres |2 et
le modele 1-D (ou n-D) est souvent obtenu a partir du modele 2-D (m-D) en effectuant
une réduction (moyenne verticale dans le cadre de ce manuscrit) et en effectuant quelques
approximations. De ce fait, on ne s’attend pas a avoir la partie 2-D de la solution couplée
parfaitement égale a la restriction de la solution globale sur le domaine considéré.

1.3.2 Algorithme de Schwarz

Maintenant, une fois les conditions de transmission définies et les opérateurs R et
& précisés, on peut proposer 'algorithme de couplage de type Schwarz (version multiplicative)
suivant :
Initialisation : uY donné
A Détape k (k> 1), résoudre :

k+1 .
£1U1f+1 = f; dans ,CQ’U,E - = fo dans () )
. exr —_ exr
Bertyh = g sur 9Q5* puis B5" uy = g2 sur 00
Blulf'H = By (Rug) sur -y BéugJrl = Bj (&ﬁ“) sur T

Les opérateurs By, By, B] et B) doivent étre choisis de fagon & satisfaire les critéres (i), (i) et
(#i7) évoqués ci-dessus et de maniere & assurer la convergence de l’algorithme.
1.3.3 Convergence de 1’algorithme de Schwarz

Afin d’étudier la convergence de I'algorithme proposé ci-dessus, on peut par exemple com-
mencer par étudier la différence entre deux itérations successives et montrer ensuite que les
suites (u1)k>0 et (u2)k>0 sont convergentes dans des espaces adéquats.

Analyse de la convergence

On note dans ce cas eV = uf1 —yk ot 5™ = ubT! — k. Ces deux fonctions vérifient les
systemes suivants :
k+1
Elelfﬂ = 0 dans L€y = 0 dans
Bttt — 0 sur 905"t puis Bstestt = 0 sur 995"
Bieft™t = By (Re§) sur v Byebtt = B (56’{“) sur T

A convergence, on doit donc s’assurer que les conditions de transmission 1’ sont bien vérifiées.

Remarque : si on dispose d’une solution de référence u, alors 'erreur entre la partie 2-D de la
solution couplée (a convergence) et cette solution vérifie sur I" :

Bl (us —u) = Bj(Eui —u)+ Bju— Bju
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Ensuite le lien entre u; et ug est obtenu a travers les conditions de transmission ((1.11)).
A Derreur due au choix des opérateurs B/, s’ajoute donc une erreur due au choix des opérateurs

R et &.

Utilisation des opérateurs absorbants

Comme dans le cadre de la décomposition de domaine ou du couplage de modeles de méme
dimension spatiale, on peut aussi utiliser ici les opérateurs absorbants exacts (ou approchés) afin
d’optimiser la convergence de 'algorithme. En effet, si on note BiD’OP t l'opérateur absorbant du
modele 1-D et B;D"’p " Popérateur absorbant du modéle 2-D (calculés tous les deux dans le cadre
de la décomposition de domaines classique), alors on peut définir I'opérateur By” t permettant

une convergence optimale de ’algorithme de couplage de la facon suivante :

Définition 1.1. Pour tout us fonction a deuzx variables de l’espace on définit 'opérateur 1-D
B tel que :

(Bg" o R) (uz) = (Ro B3 (u)

2D, opt

Cela signifie que si I’expression de l'opérateur B, ne contient pas de terme en dérivées
t - 2D,0pt » .
de z, alors Bs"" est la restriction de By """ a I'ensemble des fonctions 1-D en espace.

De méme on définit Bllo‘n " de la facon suivante :

Définition 1.2. Pour tout uy fonction dépendant d’une variable de l’espace on définit l'opérateur
2-D Blom tel que :

(B 0 £) (ur) = (& 0 BIP™) ()
Dans ce cas on peut énoncer le résultat suivant :

Lemme 1.1. si on choisit les opérateurs d’interface dans lalgorithme de couplage tels que
By = ngt ou/et B} = Blopt alors l'algorithme converge en deuz itérations.

Démonstration
Les fonctions el ™ = ¥t — o oufet eh™ = ubT! — uk vérifient sur les interfaces {z = Lo} et

I" les conditions suivantes :
Biek™ = By (Reh) = BY' (Reb) = R (B3P P'ek) =0
ou/et

Béelg'H =B (€€§+1> = B;Opt (865“) ==& (B%D’Opte’ﬁl) =0

Dans ce cas, et a condition d’avoir un probléme bien posé, e’f“ ou/et eé’”l vérifient des systemes
homogenes avec des conditions aux limites nulles, donc elles sont nulles. Il suffit ensuite, de
montrer par exemple que les suites (uf)x>0 et (u5)g>0 sont de Cauchy pour déduire la convergence

en deux itérations de I’algorithme (voir chapitre |3)).
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Convergence, mais vers quelle solution ?

Une fois que la convergence de 'algorithme est assurée tout en vérifiant les criteéres (i) et
(i), les questions qui restent & résoudre sont : vers quelle solution I’algorithme converge-t-il, et
quelle est l'erreur commise entre la solution couplée et la solution globale de référence ?

On étudiera ces questions dans le cadre d’un probleme modele elliptique dans le chapitre
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Chapitre 2

Description d’un probleme modele
couplé

On va considérer dans ce chapitre un cas académique de modeles elliptiques. On va présenter
un modele 2-D et montrer comment dériver, sous certaines conditions, un systéme d’équations
1-D a partir de ce modele. On verra qu’il y a une analogie avec la dérivation des équations de
Saint-Venant a partir des équations de Navier-Stokes.

2.1 Définition des modeles a coupler

2.1.1 Définition du modele 2-D
On considere le systeme d’équations suivant :
—Au(z,z) = F(z,z) dans €

(2.1)

agZ(x, 2) + ku(x, z) = g(x,z) sur 0N

oll © est un ouvert de R2. Les constantes positives a et x permettent des conditions aux limites
de type Dirichlet, Neumann ou Robin.

Pour reprendre la terminologie des équations de Saint-Venant, on suppose que €2 contient une
partie < peu profonde > Q;p (un domaine de R? est dit peu profond si I'une des deux grandeurs
caractéristiques verticale ou horizontale est négligeable devant I’autre). On propose par la suite
de remplacer dans Q;p le modele 2-D par un modele réduit 1-D. Ceci nous amene donc a cou-
pler un modele 1-D avec un modele 2-D. Avant de montrer comment on dérive le systeme 1-D
a partir du systeme 2-D (2.1]), on va commencer par donner les définitions suivantes :

Définition 2.1. Une solution u de est dite a effet 2-D négligeables st sa dépendance par

ou
rapport & la variable horizontale z est faible. Cela signifie par exemple que Ha*Hoo est petite
z

devant 1.

Définition 2.2. On désigne par Q1p le sous-domaine de Q0 ou les effets 2-D sont négligeables
(voir figure . Son complémentaire dans 2 sera noté Qsp.
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Remarque : La définition de 2 p dépend principalement du ratio entre la longueur caractéristique
horizontale et la hauteur caractéristique verticale, mais aussi du terme de forcage, des conditions
aux limites, etc., qui permettent de justifier ou non que les effets 2-D sont négligeables.

Iy

T
Iy Qip Qop f

IiLl

I'p
FIGURE 2.1 — Domaine de calcul , incluant une zone (x > Lp) ou les effets 2-D ne sont pas

négligeables et une zone peu profonde (z < L;) ol on va dériver un modele 1-D.

On suppose qu’il existe b et h, fonctions de z, et Ly tels que :
Mp={(z,2)/0 <z < Li,b(z) <z<h(x)} et Qp=Qn{z>L}

On considere dans la suite le systeme (2.1)) avec le choix suivant de conditions aux limites :

( —Au(z,z) = F(z,z) dans € (2.2a)
;Y:;(m, z)=0 sur I'p (2.2b)
—u(a:, z2)+ku(r,z) =0 sur I'p (2.2¢)
ong
u(z,z) =v1(x,z) sur I'p (2.2d)
u(z,z) =vo(x,2) sur TI'g (2.2¢)
ou ny = ;(—8 h,1)! et np = ;(—6 b,1)" sont les normales sortantes au
T 1—|—|8$h|2 xlty B 1—|—|awb‘2 zVs
domaine 2.
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2.1.2 Dérivation du modele 1-D

Afin de dériver le modele 1-D dans qp, on introduit les variables et les quantités sans
dimension suivantes :

_H F=2  s_Z
TL T L “TH
u(e,z) = _ L - h(x) b(x)

(i, %) =

o h(@) = =, E(:z):7 et &=kl

ou Ly (respectivement H) désigne la longueur (respectivement la hauteur) caractéristique de
Q1p et U est un ordre de grandeur caractéristique de u. Le parametre ¢ sera supposé tres petit
dans la suite : ¢ < 1.

La mise sous forme adimensionnelle de ’équation donne :

o 1ok

8%2 - ?@ = F dans QlD (23)

ot Qip = {(:z,z)/o <F<1,b(F) <7< B(i)}.
Ensuite, la mise sous forme adimensionnelle des conditions aux limites donne :
eenz=~h:

ouoh 0u
P Rt e 2.4
0T 0% 0% 0 (24)
eeni=>bh
ou b O
2
—ef = 2.
0T 0 0% (25)
o sur 'y = [5(0),?1(0)] :
i=2
U
Hypotheéses : on va dans la suite faire les hypothéses suivantes :
- 0% oh b i

Combinés avec le fait que € < 1, ceci donne des conditions suffisantes pour justifier des effets
2-D négligeables.
En effet, a partir de I’équation (2.3) on déduit que :

o0%*a 5
il s _
Ensuite, les conditions 1) et 1D impliquent que % = 0(52) en Z=hetenz =05b. En
Z

intégrant (2.7)) par exemple sur (Z,1), on obtient alors :

ot

— =0(? 2.8

=0 (28)

Comme € < 1, ceci signifie que @ dépend < peu > de z.
Enfin, en réintégrant entre 0 et Z, on obtient :

(%, 2) = w(z,0) + O(e?)
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En multipliant par U et en revenant aux variables dimensionnelles, on obtient :
u(z, z) = u(x,0) + O(e?), V (z,2) € Qp (2.9)

On va maintenant introduire ’opérateur de moyenne verticale. Pour toute fonction f dépendant
de z, on note :

- 1 [ - I
g | fQas e @) =g [ rws
En moyennant sur la verticale la relation (2.9)), on a :
a(z) = u(z,0) + O(?), Vx € [0, L]

D’ol
u(z, z) = a(x) + O(e?), ¥ (x,2) € Up (2.10)

En moyennant sur la verticale 1'’équation (2.3) et compte-tenu de la condition de Robin sur
F}B =T NoQp, on trouve :

0%u K _ . = 1 [H
—@(1‘) + Eu(fn,O) =F(z), ou F(z)= H/o F(x,2)dz

D’ou pour tout x € [0, L1] et compte-tenu de la relation (2.10]), on a :

9%uy K _
— —u; = F 2.11
0z2 + " ( )

Cette équation va remplacer 1’équation ([2.2a) dans Q;p.

Remarques :

e Le nombre sans dimension & n’est d’autre que le nombre de Biot. Faire I’hypothese que
k= O(e) dans le cas ou € < 1 revient a supposer que ce nombre est petit. La dérivation
du modele 1-D dans ce cas est classique dans la littérature de physique thermique, en
particulier dans la dérivation des modeles d’ailettes (voir par exemple [6]).

Dans le cadre de ce chapitre, on se placera uniquement dans le contexte physique ou le
nombre de Biot est tres petit (et donc k est petit). Les cas ou le coefficient x est grand
ou infini ne seront donc pas traités.

e Pour une autre analyse mathématique du probleme, voir [35].

e Cette dérivation peut se généraliser pour des dimensions supérieures. Si on part d’un
modele n-D, on peut obtenir le modele (n — 1)-D suivant :

K
—Apuy + Eul =F

+ Conditions aux limites

2.2 Choix de la position des interfaces v et I

Dans la pratique il est difficile de connaitre la valeur optimale de L1, délimitant la frontiere
entre un comportement 1-D et un comportement 2-D. En général, on est capable de définir une
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valeur Lo telle que (2N {x > La}) C Qop. En d’autres termes Ly > L; et donc on est dans
la zone ou les effets 2-D ne sont pas négligeables. L’objectif est donc de choisir la position de
Iinterface de fagon a gagner en cout de calcul par rapport a la résolution du systeme 2-D dans
le domaine entier et de garder une bonne qualité de modélisation.

Dans la suite on va choisir la position de I'interface I' en x = Lg sans connaissance a priori de
Ly, a part le fait que Ly < Lg. On définit ensuite Q1 = QN {x < Lo} et Qa3 = QN {z > Lo}.
On remplace dans €2; le systeme 2-D par le systeme réduit 1-D. On obtient donc les modeles
suivants :

82
- u21 + iul =F; dans (0, L)
Modele 1-D : 0z*  H (2.12)
ui(0) =7,
et
( —Aug = F, dans Qo
0
% =0 sur T2 =T7No0
n
Modele 2-D : (2.13)
Oua 0 swr T%=TpNo0
—Z + Kug = ur =
o 2 B B 2
| u2 =72 sur I'g

ou Fl = F|Ql et F2 = .F|Q2.

On cherche a coupler ces deux systemes a travers l'interface I' placée en x = Lg. On distingue
alors deux cas de figures possibles :
e Un cas favorable ol Ly < L : dans ce cas les effets 2-D sont négligeables en x = Lg et on
peut utiliser la relation , ce qui signifie que u est tres proche de sa moyenne.
e Un cas défavorable correspondant a Lg > L : dans ce cas on ne peut justifier le rempla-
cement du modele 2-D par le modele 1-D au voisinage de x = Lg.

2.3 Conditions de transmission

Maintenant que les systemes et sont posés, on va définir la notion de couplage a
travers les interfaces. Comme on I’a indiqué dans le chapitre[I] la solution de référence permettant
de quantifier I'intérét du couplage est la solution globale 2-D. Pour définir la notion de couplage,
on va donc regarder les quantités naturellement transmises a travers l'interface I' par la solution
de référence.

Cette solution globale u de (2.1)) vérifie les conditions suivantes sur U'interface I" :

im0 o [2] ~
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ou [.]p désigne le saut a travers I'.
Comme le systéme (2.12]) est obtenu en moyennant ([2.1]) selon z, on va donc définir le probleme
couplé comme suit :

Définition 2.3. On cherche a résoudre les systémes et tels qu’ on ait a 'interface
v ={x = Lo} les conditions auz limites suivantes :

H
ul (Lo) = ;I/O UQ(L(), z)dz (2.14&)

ouq 1 [H dus

—(Lg) = —= — (Lo, 2)dz 2.14b

5 (L0 = o (Lo, 2) (2.14b)

En revanche, ces conditions ne permettent pas d’avoir 'unicité de la solution du modele
couplé. En particulier, elles ne permettent pas d’avoir un modele 2-D bien posé.

En résumé

On a montré dans ce chapitre comment dériver le modele 1-D a partir du modele 2-D. Le
probléeme couplé est alors défini par (2.12)), (2.13)), (2.14a)) et (2.14b)). Dans le chapitre suivant, on
va donner la définition des opérateurs de restriction et d’extension et on va résoudre ce probleme
en mettant en ceuvre un algorithme de couplage de type Schwarz. On choisira comme conditions
aux limites des conditions de type Robin qui permettent de vérifier les criteres (i), (i7) et (ii7)

définis dans la section [1.3.1] page [I6]
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Chapitre 3

Algorithme de couplage
multi-dimensionnel de type Schwarz

Dans ce chapitre, afin de résoudre le probleme couplé défini par (2.12)), (2.13]), (2.14a]) et
, on va mettre en ceuvre un algorithme de couplage multi-dimensionnel avec des conditions
de type Robin. On montrera sa convergence ainsi que sa convergence optimale en utilisant
I’opérateur absorbant exact 1-D. La solution couplée ainsi obtenue sera comparée a la solution
globale de référence. Plus particulierement on va montrer une majoration de ’erreur entre ces
deux solutions en fonction du rapport d’aspect € et de la position de l'interface de couplage.
Enfin, on généralisera ces résultats au couplage 2-D/3-D.

3.1 Algorithme de couplage de type Schwarz pour le cas test

1-D/2-D
Tout d’abord on rappelle que le probleme couplé est défini par les systemes :
82
—7721 + iu1 =F, dans (0, Lo)
Modgle 1-D : 0z® ~ H (3.1)
u1(0) =7,

et

—Aug = Fy dans 9

%:O sur T2 =T7 NN
n
Modele 2-D : (3.2)
%—i—m&z() sur F%:eraQQ
n

ug =72 sur I'p
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Ces deux modeles doivent vérifier sur les interfaces I' et v les conditions suivantes :

H
ui(Lo) = 1/ uz(Lo, z)dz (3.3a)
H Jo
8u1 o 1 H 8u2
37(.[/0) = ﬁ 0 %(LO, Z)dZ (33b)

Ce méme probleme a été étudié dans [3] et [24] en utilisant des approches variationnelles et
algébriques. Pour rendre le probleme bien posé, les auteurs ont choisi dans ces deux articles les
conditions aux limites suivantes :

1 [H
ui(Lg) = H/ uz(Lg, z)dz pour le modele 1-D (3.4a)
0
6u2 8U1 N
B—(Lo, z) = a—(Lo) 0 <z < H pour le modele 2-D (3.4b)
x x

ou bien .
1
%(Lo) _ 1 [Tow
ox H J, Oz
u2(Lo, z) =u1(Lo) 0<z< H pour le modele 2-D (3.5b)

(Lo, z)dz pour le modele 1-D (3.5a)

Ceci est un choix parmi d’autres qui permet de satisfaire les conditions de transmission .
Dans [3], on propose une formulation faible du probléme couplé comme étant la somme des
formulations des problemes n-D et m-D pour n = 1,2 et m = 1, 2, 3. Ensuite, en introduisant un
parametre a € {0, 1} permettant de choisir les conditions ou les conditions (3.5)), on résout
le probléme en utilisant une formulation variationnelle augmentée. Dans [24], on s’intéresse au
probleme de couplage sous forme discrétisé en appliquant une méthode itérative de type Gauss-
Seidel. Puis, on utilise une méthode GMRES ou de Krylov pour passer d’une itération & l'autre.
On propose ici une approche itérative de type Schwarz qui a I’avantage d’étre peu intrusive dans
les codes de calcul (méme si dans ce chapitre on ne s’intéresse qu’a un cas simple). Ces méthodes
itératives ont été utilisées pour la premiere fois dans le cadre du couplage multi-dimensionnel
dans [I1] et [33]. La nouveauté par rapport a [3] et [24] est la comparaison de la solution de
couplage obtenue a convergence de 'algorithme de Schwarz avec la solution globale de référence.

3.1.1 Algorithme de couplage avec condition de type Robin one-sided

Pour coupler les systemes (3.1 et (3.2]), on peut mettre en place 'algorithme de Schwarz
défini dans l'encadré [3.1] ci-apres.
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Initialisation : uY donné.
A Détape k (k > 0), résoudre :

aZukJrl K
— 8;2 —i-ﬁulfH:Fl dans €

Uit (0) = 7

By (uf™)(Lo) = B1(Ruf)(Lo)
puis résoudre

—Au’;“r1 =F; dans €

k+1
Ouy ™ 9

3 =0 sur I'p

n
8uk+l

2 k+1 _ 2
an +ruy =0 sur I'j
ugﬂzyg sur I'p

| Ba(ub™)(Lo, 2) = Ba(Eut™) (Lo, 2) sur T

Algorithme 3.1: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel

L’étape suivante consiste alors a définir les opérateurs R, £, By et By de fagon a satisfaire
les contraintes physiques (3.3a}) et (3.3b)) et a s’assurer de la convergence de 1’algorithme.

Définition des opérateurs R et £

La définition dans le cas général des opérateurs R et £ a été donnée dans le chapitre
Dans le cadre du couplage des modeles et , on va définir 'opérateur R comme étant
I'opérateur de moyenne verticale, de facon cohérente avec la dérivation du modele 1-D & partir
du modele 2-D :

R : AQD — AlD
1
(u)r H/F(U2)|r dz

c’est a dire (R(u2)) (Lo) = ;[/ug(Lg, z)dz.

Au vu de la relation , on {)ropose de définir 'opérateur £ de la facon suivante :
E:Mp — Aop
(u1)y = (u1)r
C’est-a-dire pour tout z € (0,H), on a (E(u1)) (Lo, 2) = ui(Lo). Ceci signifie que 1'on impose

uniformément selon z la quantité uy(Lo).
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Choix des opérateurs By et By

Pour assurer la convergence dans le cadre de la décomposition de domaines classique de
I’équation de Laplace, P.L. Lions a proposé dans [27] d’utiliser des conditions aux limites de type
Robin. On va dans la suite utiliser ce type d’opérateur. On définit les opérateurs By et By pour
A > 0 donné, par :

0
By =—+ )\ )
1 Oy + (3.6)
et
By= -2 iam (3.7)
2 8n2 ’

ou nj et ny désignent respectivement la normale sortante au domaine 1-D et la normale sortante
au domaine 2-D.

On note que 'opérateur B; est un opérateur 1-D et que By est un opérateur 2-D. On note aussi
que ces opérateurs permettent d’avoir des problemes 1-D et 2-D bien posés a chaque itération
de 'algorithme défini ci-dessus. Ces conditions sont dites one-sided car on utilise la méme valeur
de A pour Bj et Bs.

Dans la suite on va étudier la convergence de 1’algorithme en utilisant les conditions

et .

Convergence de ’algorithme

En utilisant les opérateurs R, £, By et By définis ci-dessus, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1. Pour tout A > 0, la suite (ulf,ulg) définie par Ualgorithme de Schwarz
converge dans H' (1) x HY(Q2) vers (uf,u3) qui vérifie les contraintes physiques de couplage

39 ot 530).

Démonstration :
On définit les différences entre deux itérations successives par :

et (@) = ui (@) —ui(e), Vee

et
egﬂ(x, z) = u§+1(x, z) — ug(ac, z), V(z,z)€ Qo

Dans la suite de la démonstration, afin d’alléger 1’écriture, on omettra les variables x et z sauf
pour les termes définis sur les interfaces de couplage.

Les erreurs e et 5t sont alors solutions des systémes suivants :

( k+1
d%e K
- L4 —elfﬂ =0 dans

Oz? H
e 10) =0 (3.8)
8ek+1 aék B
| g5 (Lo) + Aei ™ (Lo) = 5 2(Lo) + A5 (Lo)
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et

—Aebt =0 dans Q (3.92)

a?; =0 s T3 (3.9b)

8212:1 + egﬂ 0 sur I'j (3.9¢)

AT =0 sur T'g (3.9d)

| aegk;l (Lo, 2) + Ae5 T (Lo, 2) = — g’fgl (Lo) + Aef™(Lg) sur T (3.9¢)

La solution du systeme (3.8 est donnée par :

| K
oua=4/— et e R.
o k+1

En moyennant selon z la condition aux limites (3.9¢)) sur le bord I' et compte-tenu de la condition
au point x = Ly vérifiée par 'erreur 1-D, on a :

e’f“(m) = ap41 sinh(az), Vz € [0, Lo (3.10)

a—kJrl o k+1

—TE (L) + AT (Lo) = T (Lo) + Aef ™ (L)
8(;’2“;1( Lo) +Ae5 T (Lo) = ag’f;ﬂ( Lo) + Aef™*(Lo)
d’ou :
st (Ly) = % (8(€]f+28x o) Aeft? o+ Ae’f“) (Lo)
= 21)\ (aauyo cosh(aLg) — aagyq cosh(aLy) + Aagyosinh(aLg) + Aag1 sinh(aLg))
- ;A (Aagss + Bagsy) (3.11)

ou A = acosh(aLg) + Asinh(aLg) et B = —acosh(aLg) + Asinh(aLyg).
De méme on a :
oeht 1

ox (Lo) = 2

(AOék+2 — BakJrl) (312)

Maintenant, en multipliant la premiere équation du systéeme lb par (3’2C

parties, on a :

*1 6t en intégrant par

8ek+1
/ \Veb ™ 2dadz — / 2 _etlde =0
Q2 o0, On

En utilisant les conditions aux limites sur I'7 et I'g, on obtient :

L L 8616—1—1 N
/ |Ve2+1|2dmdz+/ klest2de = — (Lo, 2)es™ (Lo, 2)dz (3.13)
Qs 2 T (996

B
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k+1

On remplace ensuite (Lo, z) par sa valeur déduite de la condition de Robin (3.9¢]) sur T'.

On a dans ce cas (on omet dz et dz pour plus de clarté) :

aekJrl
/|ve§+1|2+/ KklebT2 = / _al (Lo) + AT (Lo) — Aeb ™ (Lo, 2) | b1 (Lo, 2)
Q2 ry r x
aelfH k+1 a k+1
== - aﬂi +)\61 (L()) . 62 (LQ,Z)
H
- / ek 2(Lo, 2)
H
= Bak+1ﬂe’;+1(L0)—A/ |52 (Lo, 2) (3.14)
0

B H
PO (dagis + Bagr) - A / AR (Lo, ) (3.15)

Maintenant, on remplace eSH(LO, z) dans 1) en utilisant la condition de Robin 1 ) sur
I':

ek 2dpd 20, 1 def ™! AT Oes ™! Lo 2\ds
Q|6’2|$Z+F2“|€2|$——FX—&E()+€() 83:(0’)
2 B
2
1 8€§+1
= L
/F/\ ox (Lo, 2)| dz

= _i< 82’”1 A k+1> (LO)/OH 62’5“ (Lo, z)dz
fwmam Bag1) — )\/ aekﬂ —— (Lo, )2

En utilisant 'hypotheése A > 0, on déduit des deux relations qu’on vient d’établir que :

Bop 1 H
% (Aagso + Bagy1) >0
et B I
a
—# (Aagyo — Bagyr) >0
d’ou :

2 2 2 2
AO[k+2—B ak+1§0
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A partir de cette inégalité, on obtient :

0o Bf2 _|—a cosh(aLg) + Asinh(aLg) |2 1 (3.16)
ap,, — A acosh(aLg) + Asinh(aLy) ’
et donc
Q2 <ax<l
Qk+1

La suite (ay)r>0 tend donc vers zéro.

On observe maintenant que pour tout k£ > 0 et pour tout n > 0, on a :

n—1
k 1
ullern - ulf _ 2:61+p+
p=0
et
k+n k _
0 (ul - ul) n—1 8611c+p+1
ox N ox
p=0

En utilisant la relation (3.10) et le fait que la suite (Joy|) x>0 est majorée par une suite géométrique
ouk
(de raison < 1), on peut montrer que (u})x>0 et (a—l)po sont des suites de Cauchy dans L?(£);).
> o k>

De la méme facon, on remarque que pour tout k > 0 et pour tout n > 0, on a :
n—1
k 1
V(u12€+n N ulg) _ Z V€2+p+
p=0

En utilisant (3.15)), on déduit que :

Bayp H

/ |Veh™|2dadz < (Aagyo + Bagr)
Qo

On en déduit donc que (Vub)g>o est une suite de Cauchy dans L?(Q). En utilisant ensuite
linégalité de Poincaré (23 est borné ici dans au moins une direction), on montre aussi que
(ub)>0 est une suite de Cauchy dans L?(Q2). Ce qui implique que (u})x>o est une suite de
Cauchy dans H'(Q3).

Pour conclure, on a montré que la suite (u¥, u%) converge dans H'(Q) x H' (). A convergence,
la limite (ug,u3) vérifie Biu} = B1%) et Boud = Ba(Euq). En effectuant ensuite la moyenne
verticale sur I', on obtient deux combinaisons linéaires indépendantes des contraintes physiques

(3.3a) et (3.3b)), qui sont donc bien satisfaites. O
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Remarques :
e La convergence de l'algorithme de couplage est valable pour tout A > 0, mais on peut
remarquer que pour A = a coth(aLg), on a convergence exacte en deux itérations. En effet,
dans ce cas on a : -

_ Oef

ox

+ b =0 vk >0,

et donc :
86k+1 k41
Boeb™! = _ai + et =0 VE >0,
xXr

ce qui implique que e = 0, pour k > 0 car solution d’'une équation homogene avec des
conditions aux limites homogenes.

k+1
2

0
L’opérateur —— + a coth(aLg)Id correspond & 'opérateur absorbant exact du modele 1-D

6n1
(voir par exemple [23]).
On note dans la suite A,y cette valeur de A.

e A la différence du cas mono-dimensionnel, pour chaque A il y a convergence vers une

solution (uf,u3) a priori différente, qui dépend donc de A.

. A A . R :
Par exemple, si on note (u}”",u5’") les limites obtenues & convergence de ’algorithme

pour Ayt = acoth(aLy) et (uf, u3) correspondant & A # Aopt, on a alors ui\"pt —ug solution
de :
P(y™ —u}) | K
gz T ﬁ(u1 " —up)=0 dans Q
(1y”" = u})(0) =0 (3.17)
A A _
A(uyt — ud Ao A(us"t — ud W B
et u;"pt — uy vérifie le systeme :
“AU —ud) =0 dans Q
Aopt by
O(uy™ —u
—( 2671 2) =0 sur F%
3(U;0pt — u%) Aopt A 2 (3.18)
an + k(uy™ —uy) =0 sur I'p :
Aopt A
Uy uy =0 sur I'g
A A
O(up™ — uy O(u™" — ug
[~ (v e 2) —i—)\optu;"pt —\ujy = — (g 5 ) —i—)\optui“’”t —dup sur T

D’apres le systeme 1) on peut déduire que (ui“’pt —up)(r) = asinh(az),Vz € O, ol
désigne un réel.
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Ensuite, en reprenant la condition sur I'interface I'; on a :

a )\opt A a )\opt A
_ O™ —uy) (Lo, 2) + (Aoptug"’” —\uy)(Lo,z) = o™ ) + )\Optui\"pt (Lo)
ox ox
—/\u{‘(LO)

= —aacosh(aLy) — Muj(Lo)
+Nopt <a sinh(aLg) + U?(L0)>
= (Aopt — A)U%(LO)
D’ou :

0 u/\"pt —ud
_(2&7;2)(110, Z) -+ )\opt(ugopt _ u%‘)(LO, z) — ()‘opt _ )\)(uf‘(Lo) _ U%(LO, z))

On peut donc déduire que u%‘ = u;"p * est solution du systéme (3.18) si et seulement si

uj (Lo, z) = uy(Lo), ¥z € [0, H]. Mais rien a priori n’assure cette condition. Ceci est en
concordance avec le caractere mal posé du probleme couplé.
Afin de simplifier, on notera par la suite (u1,u2) la limite de lalgorithme de Schwarz au

lieu de (ug,u3).

On peut noter que remplacer 'opérateur 2-D par tout autre opérateur elliptique menerait a
une démonstration de convergence identique. Il serait simplement nécessaire que le modele
2-D soit bien posé avec ’ensemble des conditions limites imposées.

e La convergence de I'algorithme est assurée quelle que soit la position de I'interface de cou-
plage.

La suite (ulg) ne converge pas forcément vers u|q,, ceci étant di au choix de l'opérateur £
uniforme en z. On fera dans le paragraphe la comparaison de la solution de la partie
2-D du modele de couplage avec la restriction de la solution globale u sur €.

On peut aussi exploiter les opérateurs absorbants dans I’autre sens, c’est a dire du modele 2-
D vers le modele 1-D. Il suffit dans ce cas de moyenner verticalement ’opérateur absorbant
2-D et de le passer au modele 1-D. En revanche, il est plus délicat dans le cas d’'un modele
de dimension supérieure de disposer de I’expression exacte de 'opérateur absorbant.

3.1.2 Comparaison de la solution du modele couplé avec la solution de réfé-
rence

On vient d’établir la convergence de l'algorithme de couplage de type Schwarz avec des
conditions de type Robin one-sided. La solution obtenue est une solution du modele couplé et
on a vu en plus qu’elle dépend du choix de A. On ne s’attend donc pas a avoir une solution 2-D
dans (2o qui soit la restriction de la solution globale mono-domaine sur ce sous-domaine. Le but
de ce paragraphe est d’établir I’expression de I’erreur, selon une certaine norme a définir, entre
la solution de la partie 2-D du modele couplé et la solution de référence dans €29, et de quantifier
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cette erreur en fonction de .
On a le résultat suivant :

Proposition 3.2. Pour A > 0 fizé quelconque, on note (ui,uz) la limite de l’algorithme . Si
Lo < Ly (c’est a dire si le choix de la position de linterface est valide) alors il existe M > 0
dépendant de \ et u tel que :

v, — quzl(QQ) < M\ u)(1 4 6%)e?

L h
! varie avec la position de 'interface et o, € = — est fizé et supposé petit.

§— "t
ot Ly — Ly Ly

Démonstration
La fonction u — ug vérifie le systéme suivant :

—A(u—u2) =0 dans o
O(u — ug)
on

O(u — ug)
on

=0 sur T%

+r(u—uz) =0 sur T'%

u—uy =0 sur I'p

En multipliant la premiere équation de ce systéme par u — ug et en utilisant les conditions aux
limites sur I’% U FQB UT'g, on obtient :

Oy —
/ |V(u—u2)\2da:dz—|—/ H‘U—UQ‘Zdl'—/ M(u—ug)dz:o (3.19)
2 r2, r On
. . Oua Ouq .. e .
En utilisant la condition ——— + Aus = ——— + Aug sur Uinterface I' satisfaite par la limite wuo,
T T

on obtient (on omet le dz pour plus de lisibilité) :
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Hau—u2

/W(U_W) (Lo, 2) = (u — us) (Lo, 2)
r

(u —ug) (Lo, 2)

ox

— (u —u2) (Lo, 2)

- /OH Ig—ax + )\u) (u —ug) (Lo, 2)

_/0 <_%ul +)\u1> (Lo) (u — ugz) (Lo, 2)

H
—A/O (1 — u2)? (Lo, 2)

On va maintenant examiner un par un les différents termes.

e Le premier terme de (3.20)) s’écrit :

7
au
-
/OH ( % (Lo) + Mui(Lg) — Auz(Lo,z)> (u — us) (Lo, 2)
/0 8u
-

——(Lo) + Aui(Lo) — Au(Lo, z)> (u —ug) (Lo, 2)

(3.20)

/OH (_gz + Au) (u — ug) (Lo, 2)dz = H g_gz + Au) (Lo, 2) (u(Lo, 2) — @(Lg)) dz

D’apres les relations et , on a :

u(Lo, z) = u(Lo) + O(e?), Vz €0, H]
Ensuite, on a :

u(Lo,z) =0(1) et gz(Lo,z) =0(1)

En effet, si on suppose qu’il existe z € [0, H| et « > 0 et 5 > 0 tels que :

1 0 1
u(Lo,2) = O(;) et/ou 8—2@0, 2) = 0(5)
cela signifie d’apres la relation ([2.5)), que :

ot

T2 (L0,0) = O(7)
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ce qui est en contradiction avec la relation (2.8]) établie dans le chapitre
On peut déduire que :

X

/oH <_gu + )\u) (Lo, 2) (u(Lo, 2) — u(Lg)) dz = O(?) (3.22)

De la méme fagon, si on suppose que Ly < L; et grace aux hypotheses ([2.6) appliquées mainte-
nant a ug, on peut effectuer une analyse asymptotique similaire a celle faite dans le chapitre
dans Qo N {Lop <z < L1}. On obtient dans ce cas :

UQ(LQ,Z) = ng(Lo)+O(5252)

ui(Lo) + O(6%¢%), Vz e [0, H] (3.23)
et donc : o
/0 <_gz + Au) (Lo, 2) (u1(Lo) — u2(Lo, 2)) dz = O(6%€?) (3.24)
Enfin :
"7 o _ ou N -
/0 <_856 + )\u> (Lo, z) (u—wuy) (Lo)dz = H <_(9$ + Au) (@ —u1) (Lo) (3.25)

e Grace a la relation uj(Lg) = u2(Lo), le deuxieme terme de (3.20)) s’écrit :

- /OH <_%7“;1 + )\u1> (Lo) (u — ug) (Lo, 2)dz —H (—8“1 + Au1> (@ — 1) (Lo)

ox

_ oy (J’)(a—) A — u>) (@~ u1) (Lo)

~H <—gz + /\u> (@ — u1) (Lo) (3.26)

Ensuite, on va reformuler le terme de droite. Les fonctions u; et u vérifient respectivement les
équations :

a2u1 2
5.2 () + a’ui(x) = Fi(z), Vx €0, L]
et
0%u )
_w(l’)‘i‘a U(JI,O) :Fl(x)7 Vz € [OaLU]
u1 — @ vérifie donc ’équation suivante :
2 =
—W(:p) +a?(ur — @) = a®(a(x) — u(x,0)), ¥z € [0, L]

En multipliant cette équation par u; — @, en intégrant sur [0, Lo], en faisant une intégration par
parties et en utilisant le fait que u;(0) = @(0), on obtient :

Lo ul —u 2 Lo ul — U
/0 (%) (2)d + a? / (1~ 1) (@)~ 2L (1) g ) L) =
Lo
/0 o (ii(z) — u(z, 0)) (uy (x) — @)dz
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D’ou :

— U Lo
_B(uéx)(m —u)(Lo) = /0 a*(a(z) — u(z,0))(ui(z) — @)dz — Ay (u1 — @, uy — @)

Lo 2 Lo
ou Ay (up —a,u; —u) = / < o > (x)dx + a2/ (ug —a)* (z)dz.
0 0
Et donc (3.26]) devient :

- /OH (=5 3 ) @) (=) (ot = =t (=252 = ) (@ ) 2)
~t1 (=52 4+ 3a) (£o) (3 - ) (Lo

- <_Ha(“1; @) (uy — ) + NH (4 — u1)2> (Lo)

—H (—8” + Au) (@ —u1) (Lo)

)

- H/LO ) = u(w, 0))(us (z) — @)da
—HA (uy — G, u1 — @) + MH (@ — u1)? (Lo)
“H (—g“ + )\u> (@ —u1) (Lo) (3.27)

e Pour récapituler, I’équation ([3.20)) devient :
_ H
/1“ a(uaan) (u—ug) (Lo, 2)dz = /0 <—gz + )\u> (u—wu2) (Lo, 2)dz
H
0
_/ <_a“1 + )\u1> (Lo) (u — us) (Lo, z)dz
0

H
—)\/0 (u — uz)* (Lo, 2)dz

Lo
— O(2) + 0(0%2) + H /0 2(a(z) — ulx, 0)) (w1 (x) — @)dz
—HA(u1 — U, u; — @) + A\H (17, — U1)2 (L())
H
—)\/0 (u — ug)*dz

(le terme ([3.25)) se simplifiant avec (3.27))).

Ensuite :

2

b o nar < [ N T i(x))2d
| ate) — ute o @) ~ w)de < [ ate) — e 0o+ G [ @) — ata) e
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D’ou

—u a Lo
/Fa(uan?)(u—m)dz < 0(52)+O(5252)+H22/[) (a(x) - u(x,0))*dx

a2 Lo
—HA; (up — u,u1 —u) + H? /0 (uy(x) — u(x))*dz
H
+AH (@ —u1)? (Lo) — A/O (u— ug)®dz

Ensuite il suffit de remarquer que :

a2

Lo
—Ai(uy —a,u; —u) + 2/0 (u1(z) — @(x))*dr <0

et que :

H 2
AH(ﬂ—ul)z(Lo)—A/O (u—wug)*dz = MH

/0 H(u - u2)dz>

- (u— ug)*dz
0

SIS

2

= )\% /OH(U—UQ)dZ> —)\/OH (u— ug)? dz
() ()
< 0

Donc en revenant a la relation (3.19) et en utilisant le fait que #(z) = u(z,0)+O(g?), on obtient :

|V(u—uQ)|2d:Edz+/ klu —ugPdz < C(\u)(1+ 62)e?
2

Qs r2,

ou C'(A,u) est une constante positive qui, étant données les relations (3.21)), (3.22)) et (3.24),
dépend de A et de u. D’ou :

IV (1 — ug) |*dzdz < C(\, u)(1 4 6%)e?
Qo

Ensuite, comme u—wus = 0 sur I'g, on peut utiliser 'inégalité de Poincaré qui permet de conclure
qu’il existe M > 0 dépendant de A, u et du domaine 25 tel que :

i, — 23 gy < M(Au)(1 +6%)

Remarques :
e Cette majoration de I’erreur permet de donner une idée du comportement de celle-ci quand
€ devient tres petit.
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e Cette proposition n’est plus valable si 'interface est positionnée dans une zone ou les effets
o*a
2-D ne sont pas négligeables. En effet, rien ne garantit alors que 92 = o(1).
x
e La dépendance de M en ) est continue.

A1 A2
Uy~ — Uy

2
e De méme, on peut majorer par M (A1, A2, u)(1 + §2)e? pour tous A\; et

H(Q2)

Ao strictement positifs.

3.2 Extension au cas 2-D/3-D

La démarche précédente est assez générique et peut étre étendue en dimension supérieure.
On va donc étudier le cas d'un couplage de modeles 2-D/3-D dans cette section.

3.2.1 Modeles a coupler dans le cas de domaines semi-infinis

Les sous-domaines sont ici 5 C R? et Q3 C R3. Pour des raisons de simplicité dans le calcul
de 'opérateur absorbant 2-D, on choisit €29 semi-infini : 29 = R~ x R. Le domaine {23 est lui de
la forme Q3 = QF x (0, H) on QF désigne 'ouvert de R? défini par Rt x R.

Les systémes que ’on considere sont :

—Ausg + %Ug =F, dans $)y
Modele 2-D : (3.28)

[uallL2(0,) — 0 quand |z, [y] — +o0
et
—Augz = F3 dans €3

%:O sur {z=H}

Modele 3-D : (3.29)
Ouy

an?’jtf@u?,:O sur {z =0}

lus||L2(y) = 0 quand 2|, [y| — +o0

De méme que dans le cas 1-D/2-D, ces deux modeles doivent vérifier sur 'interface v posi-
tionnée en x = 0 les conditions physiques suivantes :

1 H
us(0,9) = /O us(0,, 2)d» (3.30a)

Ous . 1 H Ous
5, 0¥ =5 ; 5y (-9, 2)dz (3.30b)

3.2.2 Convergence de I’algorithme de couplage avec des conditions de type
Robin
Pour coupler les modeles ((3.28)) et (3.29), on propose un algorithme itératif similaire & ’al-

gorithme (3.1)). A Titération k les conditions aux limites sur les interfaces v et I' s’écrivent :

39



8uk‘+1 k

o (0.9) + M5 (0,y) = TE(0.9) + Nif(0,y) Wy ER (3:31)
et
auk-l-l 8uk+1
- 833: (0,9, 2) + MubT(0,y,2) = — 8230 (0,9) + Mubt1(0,y) Y(y,2) €Rx (0,H) (3.32)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.3. Pour tout A > 0, si u3 € HY(Q3) alors l’algorithme de Schwarz défini par
(ub, uk) et muni des conditions auz limites (5.31) et (3.39) converge dans H(Q3) x H'(Q3) vers
(up,u3) vérifiant les contraintes physiques de couplage (3.30d]) et (3.304).

Démonstration :
Pour montrer la convergence de 'algorithme, on va considérer les différences entre deux itérés
successifs définies par :

k+1 k

et (,y) = us (2, y) —uh(z,y) dans Qy

et

k+1

s 2,y 2) = ust (2,9, 2) —uf(2,y,2) dans Qs

Les transformées de Fourier en y de ces deux fonctions vérifient les systeémes suivants :

0% k+1 K
o 2 —|—(n2—|—ﬁ)é§+120 pour x<0,mpeR
(3.33)
oek+1 Ak+1
2 (0,m) + X5 (0,m) = =2—(0,1) + AGTH(0,) pour nER
et
—szélgﬂ + el AL =0 pour x>0,z€(0,H) et neR
aAk—&-l
23 =0 pour z>0,z=H et nelkR
n
(’TH (3.34)
—i—nekH—O pour z>0,2=0 et neR
aAk+1 8Ak+1
|~ O+ &gt (0, 2) = === (0,m) + A¢5*1(0,m) pour 2 € (0, H) et 5 € R
0? 0?
ou A, , désigne 'opérateur w + @

En cherchant une solution de qui décroit a I'infini, ekH s’écrit :

~ K
&+ (2,1) = @iy exp (a:, [ + H) (3.35)
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Maintenant le reste de la démonstration de la convergence de I’algorithme est similaire au cas
1-D/2-D. En effet on a :

dek+l dek+l
o (0.m) + 265 (0,m) = —==2—(0,1) + Ae5 (0, )
8Ak+1 _ 8ék+2 .
(0,m) + Aé5T(0,n) 2 (0,7) + Aé5T2(0,n)
ox Ox
d’ou :
&0, = — (A A= /n?+ =
e (0,m) = o + 77+H Of42 + 77+H k41
1
= o (Acggo + Bagr)
et
dektl 1 K K
ﬁ(oak) = 2<()\+\/772+H> Oék+2—()\— 772+H) Oék+1>
1

= 3 (Aagi2 — Bagy)

Ensuite comme dans le cas 1-D/2-D, on peut montrer que d’un coté on a :

~k+12 ~k+1(2 AkJrl 2 Ak+1 2
/ Vot E [ P+ [ - [ 1e
R+ xRx(0,H) R+xRx(0,H) R+><R

Bap 1 H
’2“7*; (Aajio + Bogyr)  (3.36)
D’un autre c6té on a :
2
. . R 1 8ék+1
/ Vasdit P [ PR [ el =5 %] o)
R+ xRx(0,H) ]R+><R><(0,H) R+ xR R €T
Bap 1 H
- ;;1 (Aagy2 — Bagy1)
On en déduit que :
A*al,,— B, <0
D’ou : )
O‘i+2 A=+ 5 1
2 < (3.37)
ak—i—l AtV + g il

La suite (oy)x>0 tend donc vers zéro.

Comme dans le cas 1-D/2-D, Vk >0 et Yn >0 on a :

(1+ )2 (@ (2, ) — d5(x,m) = (1+1%) Z*ﬂ’“
p=0

- Gomton (o) S

41



On en déduit donc que :
2

n—1
[Pl - P < Yot [ @ es <2w\/772+ﬁ> dn
R R H

p=0

Ensuite, il suffit de voir que la fonction 7 — (1+772)% exp (93, /n? + %) appartient a L?(R) et que
la suite (o )k>0 est majorée par une suite géométrique dont le module de la raison est inférieur

strictement a 1 pour déduire que la suite ((1 + 772)%11’2“ (x, n))k>0 est une suite de Cauchy dans

L%(R). D’ou (uk);>0 est une suite de Cauchy dans H'(Qs).
De méme pour tout k£ > 0 pour tout n > 0, on a :

n—1
k+n o ky _ ketp+1
V(ug™ —ugz) = E Ves
p=0

A partir de de (3.36)), on déduit que :

R R Bak 1H
/ Vo [ ek < P (a4 Bag)
R+ xRx (0,H) R+ xRx (0,H) 2\

Ensuite, en utilisant 1’égalité de Parseval et le fait que la suite (aj)r>0 est majorée par une suite
géométrique dont le module de la raison est strictement inférieur a 1, on montre que la suite
(Vub)i>o est de Cauchy dans L?(€23). Enfin, on finit la démonstration en utilisant le fait que
Q3 est borné dans la direction z; I'inégalité de Poincaré implique que (u})x>o est une suite de
Cauchy dans L?(£23). Donc (uf)x>o est une suite de Cauchy dans H'(€3). O

3.2.3 Convergence de I’algorithme de couplage dans le cas de domaines bornés

On a choisi dans le paragraphe précédent des modeles 2-D et 3-D définis sur des domaines
Q9 et €23 semi-infinis. La convergence de 1’algorithme de couplage a été prouvée en utilisant la
transformée de Fourier, ce qui permet grace a la relation d’optimiser le taux de conver-
gence de cet algorithme (on en donnera plus de détails dans .
Cependant, on peut considérer un probleme de couplage dans des domaines bornés inclus res-
pectivement dans R? et R3 de la forme Qo = (—Ly,0) x (0, L) et Q3 = (0, L2) x (0, L,) x (0, H).
On définit dans ce cas le probléme couplé par :

—Aug + %ug =Fy, dans ()
modele 2-D : (3.38)
Uy = ug sur 09 \ vy
et

—Aug = F3 dans (3

%2:} =0 sur {z=H}

modele 3-D : (3.39)
Ous +rus3=0 sur {z=0}
on 8 N

ngug sur 893\F§’~UI’3}3UF
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oulL =TpNds={z=01N{z>0}et T3 =TrNd%={z=H}N{z>0}.
Ces deux modeles doivent vérifier sur 'interface v positionnée en z = 0 les conditions physiques
suivantes :

1 H
u2(0,y) = H/ u3(0,y,2)dz Yy € (0,L,) (3.40a)
Oua 1 8U3
a; 0 =5 [ 5. 0y2)dz Vye(0Ly) (3.40D)

En mettant en ceuvre un algorithme de Schwarz avec des conditions de type Robin a chaque
itération k :
8u12€+1

ox

0.0+ 051 0) = 28 0.) 4 dak0.) W e 0.1, (3.41)

et

3“’5“ E+1 g“
O (O,y,z)+)\u3 (O,y,Z):— O (

on a le résultat suivant :

y)+F b 0,y)  Y(y,2) € (0,L,) x (0, H) (3.42)

Proposition 3.4. Pour tout A >0, siu) € HY(Q3), alors l'algorithme de Schwarz défini par

(ug, u3) solutions de et muni des conditions aux limites (13.41) et (13.45) converge
dans H' () x Hl(Qg) vers (u%‘,u%) vérifiant les contraintes physiques de couplage 43.4091) et

G2

Démonstration :
La convergence de l'algorithme de couplage avec les conditions (3.41]) et (3.42)) se montre en
remarquant que pour toute fonction u on a :

20 = (% + Au) + (—% + Au)

Ox

= B_(u)+ By(u) (3.43)
et

au

81‘ = B_(u) — By(u) (3.44)
On définit pour tout £ > 0 ekJrl ]§+1 —uf et ek+1 ub™ —ub. En utilisant les conditions de
Robin sur les interfaces I' et v et les relations et (| -, on obtlent

/ \Veb™ 2 dadydz + / kleb ™ 2dady = /82 K10, y)dy
Qs rs
/ B2 (e51)(0,y, 2)dydz  (3.45)

et

1
/ Ve k“\deder/ le5" Pde = /(52(6’5)—51(e§+1)) (0,9)dy
N YA
(3.46)
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En multipliant m par H et en I'additionnant a (3.45)), on a :

/ Vekt! Pdadydz + / kleb P dedy + H / Vet Pdady + x / 5™ Pdady  (3.47)
Qs 3 Qo

/BQ (0, y) y— /32 (eAT1)(0,y, 2)dydz  (3.48)

Aﬁ@my@—/(/8e3§<mwy

Grace a I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient :
1
[ B0y < 5 [ B(e5)(0.0.2)duds
o r
La relation (3.47)) implique donc que :

/ !Ve§+1|2dxdydz+/ /€|e§+1|2dmdy+H/ |Ve§+1|2d:vdy+/1/ A2 dady
Q3 rs Q2 Q

Ensuite, on a :

B

< 41A / (B2(eh) — B2(e5™)) (0., 2)dydz

En sommant k£ entre 0 et N pour N > 1, on en déduit que :

1
Z / Vel Pdadydz < / B2 (e3)(0,y, 2)dydz
Q3 T

et

HZ/ Veb ™ Pdady < /82 e (0, y, 2)dydz

Cela signifie que les séries Z / \Veb ™ 2dedydz et Z / |Veb ™ 2dzdy convergent.
k>0 k>0
Enfin, on rappelle que pour tous kK >0 et n >0 on a :

k+n

k+n
p=k+1

et
k4+n

k+n
V(ubtm — uf) Z Veb
p=k+1

Ceci est suffisant pour montrer que les suites (Vu§)i>o et (Vu5)g>o sont des suites de Cauchy
respectivement dans L?(Q3) et L?(€3). On en déduit grace a I'inégalité de Poincaré la conver-
gence des suites (u§)x>0 et (u5)r>0 dans respectivement H'(Q3) et H(s).

On obtient ainsi la convergence de l'algorithme de couplage dans le cas 2-D/3-D pour des do-
maines quelconques. Cependant, dans le cas de domaines semi-infinis en utlisant la transformée
de Fourier, on peut comme on va le voir dans la prochaine section, avec moins de difficultés
trouver une majoration du taux de convergence. Ceci permet de I'optimiser.

44



3.2.4 Sur Poptimisation du taux de convergence

Afin d’optimiser la convergence de cet algorithme de couplage dans le cas 2-D/3-D, on va
exploiter, comme dans le cas 1-D/2-D, et comme on ’a indiqué dans le chapitre 1} opérateur
absorbant exact 2-D et /ou 'opérateur absorbant exact 3-D. Ce dernier étant compliqué a calculer
et a approcher, on va donc se concentrer sur le calcul et I’approximation de I'opérateur 2-D.
Le cas de la décomposition de domaine pour les modeles 2-D de type :

(= A)(u)=f dans Q=R*a>0 (3.49)
ou u décroit a 'infini a été étudié dans [13].

Pour résoudre ce probleme, on divise le domaine 2 en deux sous-domaines : 2; = R™ x R et
2 = R*™ x R et on propose 'algorithme de décomposition de domaine suivant :

(a — A)ukt? = fi dans

(£C+31)u‘;+1(o, ) = (8893 +81)u5(0,.)
puis

(a — A)ubtt = f, dans Qo

(ST 0,) = (-t 8™ 0,)

ou S;, i = 1,2 désigne 'opérateur Dirichlet-to-Neumann associé a I’équation (3.49)) dans ;.
Si on désigne par o;(k) le symbole de S; pour i = 1,2 dans ’espace de Fourier, il a été établi dans
[13] que le taux de convergence de l'algorithme (le rapport entre deux itérations successives) est

donné par
o1(n) = Vn*+a ox(n) — Vn* +a

o1(n) + /12 + a oa(n) + /2 +

p=pna o, o) =

Pour une convergence optimale de ’algorithme (convergence en deux itérations), il est alors
judicieux de choisir o1 et o9 de la facon suivante :

o1(n) = vVn*+a? et o3(n) =-vVn*>+a?

En revanche, la transformée de Fourier inverse de ces deux symboles conduit & des opérateurs
non locaux en espace.
Il a été alors proposé dans [I3] d’approcher o7 et o2 par des polynomes de degré 2 de la forme :

o) =p1 +qn® et o2(n) =p1 +an’

Dans ce cas, les opérateurs S; pour ¢ = 1,2 font intervenir les dérivées en y. Les parametres py,
q1, p2 et go sont choisis de fagon & minimiser la quantité :

mtan =Vt ta p e —VnP+a

p=pmn,o,pi,q,p2,q)= )
P+ an? + \/m P2+ @n® + /1?4 «

Il faut noter que les termes d’ordre 1 disparaissent grace a des arguments de parité des opérateurs.
Dans le cadre du couplage des modeles (3.28)) et (3.29)), le calcul du symbole de I'opérateur ab-
sorbant 3-D est plus compliqué que celui du modele 2-D et nécessite le calcul de la transformée
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de Fourier en y et en z, ce qui aboutit & un symbole o3(n, w) dépendant des deux parameétres
de Fourier n et w. Mais comme on ’a déja indiqué, 'utilisation de 'opérateur absorbant 2-D
suffit pour assurer la convergence optimisée de I'algorithme de couplage entre les modeles
et .

A Titération k, on peut donc proposer les conditions aux limites sur les interfaces v et I' sui-
vantes :

8uk+1 k+1 aﬂlg k
32:;; (0,y) + SousTH(0,y) = %(0, y) + Saii5(0,y) Vy €R (3.50)
et
Oukt! ouktl
— 833: (0,9, 2) + Soub™(0,,2) = — 82:c (0,9) + Soubt(0,y) Y(y,2) € R x (0, H) (3.51)

ou Sy désigne 'opérateur Dirichlet-to-Neumann du modele 2-D. Son symbole dans I'espace de

Fourier est donné par :
o2 = [ 0%+ =
2=NT T

On peut alors approcher cet opérateur a l'ordre 0 par p et a l'ordre 2 comme dans [I3] par
p+q*n.
Dans le cas ou p > 0 et ¢ > 0, on peut montrer que le taux de convergence défini par :

A1
o773

ou «ay, est défini par (3.35)), vérifie :

R R VAl
pHa’ +/n’+ g
Il suffit alors de chercher p et ¢ strictement positifs qui minimisent la quantité :
pray — '+ g
pHan* +n + g

D’un point de vue pratique et avec un modele numérique, n balaie I'ensemble des fréquences

max
n

< visibles > sur la grille de calcul, a savoir [Liy, Aiy] ou L, désigne la taille du domaine de calcul

selon la direction y et Ay le pas de maille dans cette direction (voir [13]).

En résumé

Pour résoudre le cas académique du couplage 1-D/2-D, on a mis en ceuvre dans ce chapitre
un algorithme de Schwarz avec des conditions de type Robin. On a montré que cet algorithme
de couplage multi-dimensionnel converge pour tout parametre de Robin strictement positif. En
particulier, on a obtenu une convergence optimale en deux itérations quand A = A,y pour
lequel 'opérateur de Robin est égal a 'opérateur absorbant exact 1-D. Ensuite, grace a I’analyse
asymptotique, on a pu controler 'erreur entre la partie 2-D de la solution couplée et la restriction
de la solution globale de référence sur le domaine 2-D et mettre en évidence 'importance du
choix de la position de U'interface de couplage. Ces résultats ont été étendus au cas 2-D/3-D.
Dans le chapitre suivant, on va tester numériquement ces différents résultats.
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Chapitre 4

Résultats numériques

On s’intéresse dans ce chapitre a la mise en ceuvre numérique de la méthode de couplage
des modeles et étudiée dans le chapitre [3| Dans la premiere partie de ce chapitre,
on commence par présenter les deux cas tests que l'on va étudier. Ensuite, on s’intéresse a la
convergence de l'algorithme de Schwarz dans les deux cas. Puis on va illustrer les résultats
théoriques concernant la comparaison de la partie 2-D de la solution couplée avec la restriction
de la solution de référence sur {29. Ceci permettra de mettre en évidence I'influence du choix de
la position de I'interface du couplage sur 'erreur commise. On verra notamment que les résultats
numériques sont en cohérence avec le choix « intuitif > de 'interface de couplage qui consiste
a mettre cette interface dans une zone ou les effets 2-D sont négligeables. Enfin on finira par
mettre en ceuvre un algorithme permettant d’améliorer le choix de la position de I'interface de
couplage.

Tous les calculs numériques de cette section ont été effectués avec le logiciel Freefem++ [20] en
utilisant une discrétisation en éléments finis Ps.

4.1 Description des cas tests

Comme on I’a indiqué dans le chapitre [2, on considére le modele (3.1)) que 'on va remplacer
localement par le modele (2.11]). On suppose que les effets 2-D sont non négligeables & partir de
x > Lo, et on considere les deux situations suivantes :

H
e Un domaine rectangulaire (voir figure [4.1(a))) avec un rapport d’aspect € = — treés petit

mais avec un terme de forcage dans la partie droite du domaine induisant des effets 2-D
non négligeables. Dans ce cas, la définition de Lo est seulement basée sur le support du
terme de forgage.

e Un domaine en forme d’entonnoir (voir figure contenant une partie fine. Dans ce
cas on soupgonne les effets 2-D d’étre non-négligeables dans la partie large du domaine.
La définition de Lo dépend dans ce cas de la géométrie du domaine.

Dans les deux cas, on choisit Ly < Lo et on résout le systeme couplé suivant en utilisant

I’algorithme de couplage [3.1] avec des conditions sur les interfaces de type Robin :

82
_7u21 + ﬁul =F; dans (0, L)
Modele 1-D : 0z%  H (4.1)
ur(0) =7,
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Iy
/\ ,
Tr 2 I+ H
HloT | L]
Hin | Q | T'r \/ I

I'p r I's
Ly
L Loy

(a) Domaine rectangulaire. (b) Domaine en forme d’entonnoir.

FIGURE 4.1 — Domaines d’étude pour les deux cas tests.

et

—Aug = Fy dans (9

0
—;2 =0 sur F% =T7r N
n
Modele 2-D : (4.2)
0
%q%%u? =0 sur FzB =TpNoQs
n

ug =7vy2 sur I'p

ou Fy = le et Iy = F|g,. Les contraintes physiques sont :

1 H
ul (Lo) = / UQ(L(), Z)dZ (43&)
H 0
aul N 1 H aUQ
5 L) =5 . ox (Lo, 2)dz (4.3b)

et sont implémentées lors du couplage par 'algorithme de Schwarz au travers des conditions de
Robin :

oui*! k1 ous ko
D (Lo) + Aui™ (L) = %(LO) + Auy(Lg) sur T’ (4.4a)
duz*! k+1 up ™ k+1
5 (Lo, z) + Aug " (Lo, z) = — 5 (Lo) + Aui™ " (Lg) sur T’ (4.4D)

4.1.1 Cas test f1

Le premier cas test consiste & considérer la solution du modele 2-D (4.2]) dans un domaine
rectangulaire = [0, H| x [0, L] supposé peu profond : H < L. On considére un terme de forcage

de la forme : 5
F(z,z) = mexp [—(z — 2*)?] sin % ou z*<L
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-0.0949 -0.000242 0.0944
B E—

FIGURE 4.2 — Solution globale 2-D de référence pour L = 20, z* =19, H = 0.5 et x = 0.001.

Un exemple de la solution globale de référence est représentée sur la figure 4.2

On note ici que les effets 2-D sont principalement dus a la forme particuliere du terme de forgage
et sont donc localisés autour de z*.

L’interface de couplage est positionnée en x = Ly < x* (voir figure . On suppose a priori
que dans la partie 1 = (0, Lo) x (0, H) les effets 2-D sont négligeables et donc on remplace le
modele 2-D par le modele 1-D.

I'r
H $FL 0 s
g !
L
(a) Domaine global 2-D.
L'y
0
Ll o L'
0 Lo p, !

(b) Domaines du couplage 1D/2D

FI1GURE 4.3 — Cas test f1

4.1.2 Cas test 12

Le second cas test consiste a considérer un domaine en forme d’entonnoir. Le second membre
est une fonction constante égale a 1 et les effets 2-D sont principalement dus a la géométrie du
domaine.

Un exemple de la solution globale de référence est représentée dans la figure [4.4]
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2.39¢-36 0.473 0.945
I -

FIGURE 4.4 — Solution globale 2-D de référence pour L =2, H = 0.05, ] = 3 et k = 0.001

Le modele couplé sera ensuite résolu en coupant le domaine global en deux parties. L’interface
est positionnée dans ce cas en x = Lo, 0 < Lo < Ly (voir figure [4.5)).

I'r
(s [+H
qH| T, | r |
\/ FR
I'p
Ly
L,
(a) Domaine global 2-D.
I'r
0 r o
g
I's

(b) Domaines du couplage 1D/2D

FIGURE 4.5 — Cas test f2 : domaine en forme d’entonnoir
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4.2 Convergence de I’algorithme de Schwarz

Dans cette section, on va illustrer numériquement les résultats théoriques concernant la
convergence de l'algorithme de Schwarz donnés dans le chapitre |3 En particulier, on mettra en
évidence la convergence optimale de 1’algorithme pour la valeur A = A,p;. Sur les figures et
on représente la norme L™ et la norme L? de la différence entre deux itérations successives
en fonction du nombre d’itérations et pour différentes positions de I'interface pour les deux cas
tests.

On constate alors les différents points suivants :

e Comme démontré dans le chapitre |3] la convergence est obtenue en deux itérations pour
la valeur Agp¢.

e Le fait que I'algorithme converge est indépendant de la position de 'interface. Cela signifie
que si I’on place 'interface dans la zone 1-D ou dans la zone 2-D, la convergence est toujours
assurée.

e La vitesse de convergence dépend par contre de la position de I'interface. A )\ fixé la vitesse
est d’autant plus rapide que Lg est grand, ce qui est cohérent avec la majoration (|3.16]).

e Ce qui change selon le positionnement de I'interface dans la zone 1-D ou dans la zone 2-D,
est la < qualité > de la solution couplée obtenue a convergence. On va dans le paragraphe
suivant comparer la partie 2-D de la solution couplée avec la solution de référence pour
estimer cette <« qualité >.
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FIGURE 4.6 — Convergence de I'algorithme de Schwarz pour le cas test § 1, pour L = 20, H = 0.5,

k= 0.001, XA = \°* 1,5,10,20 (du plus rapide au plus lent) et pour différentes valeurs de Lg. A
gauche : loglo(HuI§+1 —uk|ls). A droite : logw(Huéﬁ'1 —uk|l2).
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FIGURE 4.7 — Convergence de I’algorithme de Schwarz pour le cas test f 2, pour Lo = 2, H = 0.01,
k=0.001,1=3, A=\ 1,5 10,20 (du plus rapide au plus lent) et pour différentes valeurs de
Lo. A gauche : logyo(|[uf™ — ulo0). A droite : logyo(|[us™ — uf|2).
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4.3 Comparaison de la solution couplée avec la solution de référence

Pour tester la fiabilité de 'algorithme de couplage proposé dans le chapitre [3| on va dans
cette section comparer numériquement la solution obtenue par couplage avec la solution de
référence globale dans les deux cas tests décrits ci-dessus. Cette comparaison sera effectuée selon

H
la position de l'interface en x = Ly et selon le rapport d’aspect ¢ = T

A la différence des cas classiques de décomposition de domaine, la solution couplée & convergence
n’est pas égale a la restriction de la solution globale sur le domaine considéré, ceci étant di a la
réduction du modele 2-D.

Sur les figures et on représente l'erreur en norme H' entre la solution couplée et la
solution de référence en fonction de €. La position de l'interface est dans ce cas fixée. On a
choisi ici trois valeurs différentes de L et on a testé pour deux valeurs de k, une petite et une
relativement grande. On a indiqué aussi en rouge sur ces figures la pente théorique correspondant
au terme de droite dans I'inégalité ||lu|q, — U2||%{1(92) < M (N, u)(1 4 6%)e? de la proposition
du chapitre
e Pour la plus petite valeur de k, les résultats suivent assez bien la pente théorique (voir
figures |4.8(a)l 4.9(a)l [4.9(c)| et [4.9(e))). L’erreur augmente logiquement avec Ly et ne suit
plus la pente théorique car on est entré dans la zone 2-D (voir figures 4.8(c)| et [4.8(e))).
e En revanche pour la plus grande valeur de x la courbe d’erreur ne suit plus la pente
théorique. Ceci est cohérent avec le fait qu’on avait supposé & petit dans le chapitre [2]
pour établir que les effets 2-D sont négligeables (voir figures |4.8(b)| [4.8(d)}, [4.9(b)} 4.9(d)|

et 9.

Sur les figures et on représente la norme H' de la différence entre la solution couplée
et la solution de référence comme fonction de la position de 'interface pour les deux cas tests.
Dans ce cas, le rapport d’aspect ¢ est fixe.

e Dans presque tous les cas, les résultats numériques suivent bien la pente théorique (sauf
pour la figure ou k et € sont grands).

e On observe en particulier un changement brusque de la pente de la courbe de fagon
cohérente avec celui de la courbe de la pente théorique. En effet, a partir d’'un certaine
valeur de Lg, l'erreur croit rapidement (théoriquement § — oo dans l’estimation de la
proposition . Ceci peut donc donner une indication sur la valeur inconnue L; de la
position optimale de l'interface. Dans la prochaine section, on va mettre en ceuvre un al-
gorithme simple pour Iestimation de cette valeur Li, position optimale de I'interface.

Enfin sur les figures (4.12(a)| ) et (4.12(b)|), on représente l'erreur en norme H' en fonction de
X pour Lg et € fixés. On remarque que pour les deux cas tests l'erreur en norme L? varie peu
en fonction de A. En revanche, I’erreur en norme H' varie d’une facon significative avec \. Cela
signifie que pour les grandes valeurs de A, on pénalise le raccord de la moyenne verticale du flux.
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k = 0.001, Ly = 14 et h = 0.01. A droite : cas test 2 pour Ly =2 x =0.001,1 =3, Lo =1 et
h = 0.001.

4.4 Choix de la position de l’interface de couplage I

Jusqu’a présent, la position de 'interface est fixée d’une fagcon empirique sans garantie qu’on
soit dans la zone 1-D. Pour déterminer une position proche de la position optimale z = Ly (voir
chapitre [2| pour la définition de L;), on va proposer un algorithme. Pour cela, on suppose que
'on connait une valeur initiale LY telle que pour z < LY les effets 2-D sont négligeables et Lo
telle que pour x > Lo les effets 2-D sont importants. On peut alors mettre en ceuvre 'algorithme
suivant :
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Pour ALY et ¢/ donnés tres petits :
Initialisation : LY donné.

Tant que |[jug — us||2 < £ faire
exécuter 'algorithme de Schwarz :
Initialisation : u9 donné.
A Vétape k (k > 0), résoudre :

{ Lip(ub™) =F dans Q) = (0, LY)
Bi(u*)(LY) = Bi(Rub)(LY)

puis résoudre

Lop(ub™) =F, dans QY = (LY, L) x (0, h)
By(us™)(LY, 2) = Ba(€uf™)(L,2) sur T

Fin
L9 =19+ ALY
Fin

Algorithme 4.1: Algorithme de recherche de la position idéale de l'interface de couplage I"

L’opérateur Lip désigne I'ensemble des équations (3.1) et 'opérateur Lop 'ensemble des

équations (3.2]).

Remarques :

e Sur les figures et on a représenté ||ug —usl|2,r en fonction de la position courante
L(l) de I'interface pour chaque pas de ’algorithme défini ci-dessus. On a comparé ce résultat
a ||u —l/2,r en fonction de Ly pour Lo € [0, La] (en rouge sur les figures et[£.14). On
remarque que les résultats obtenus sont trés bons dans le sens ou on suit bien la courbe
théorique et que ’écart entre les deux courbes est minime.

e le choix de & est crucial pour la recherche d’une position de l'interface I' proche de la
position idéale située en x = L. Trop petit, I’algorithme risque de converger rapidement
sans atteindre une valeur approximative de L;. Trop grand, on risque de passer dans la
région ou les effets 2-D sont non négligeables. Pour certaines valeurs de &' (voir figures
4.13(a), [4.13(c)l [4.13(b)| et 4.13(d))), la courbe de 'erreur ||ug — wa||2 en fonction de Lo
présente un changement brusque de pente, comme c’est le cas pour ||[u — u||2 en fonction
de Lg. Pour des valeurs de €’ tres petites, Palgorithme peut s’arréter avant d’atteindre ce
seuil & partir duquel on a rupture de pente (voir figures |4.13(f)} |4.14(e)| et [4.14(f)). On a
donc intérét & choisir €/ de facon & observer ce changement de pente et de facon a ce que
I’algorithme s’arréte juste apres le changement de pente de ’erreur.

e Cet algorithme de recherche n’a d’intérét pratique que s’il est peu cotteux en temps de
calcul par rapport au cout de la simulation du modele global de référence. Il faut donc
avoir une position initiale LY trés proche de la valeur optimale Lj.
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Conclusion

Dans ce chapitre, on a illustré numériquement les différents résultats théoriques du chapitre 3]
Plus précisément, on a montré numériquement la convergence de ’algorithme de couplage (3.1
pour tout A > 0 et plus particulierement la convergence optimale pour A = \°’!. Ensuite, on a
étudié numériquement I’erreur en norme H' entre la solution couplée et la solution globale sur le
domaine 2. Les résultats obtenus sont ainsi en adéquation avec la majoration de la proposition
du chapitre [3| Enfin, on a mis en ceuvre un algorithme permettant d’améliorer la recherche
de la position optimale de l'interface de couplage.

Dans la deuxieme partie de cette these, on généralisera certains de ces résultats dans le cadre
du couplage des équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéaires 3D et du systéme de Saint-
Venant linéaire 2D avec viscosité. On verra plus particulierement que la convergence optimale
de lalgorithme de couplage est plus délicate a obtenir que dans le cas idéalisé qu’on vient de
traiter. Ceci est dii au fait que les opérateurs absorbants dans ce cas sont non locaux en temps
et en espace.
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Deuxieme partie

Application au couplage des
systemes linéaires de Saint-Venant

2-D et de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D
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Chapitre 5

Définition des modeles a coupler

Dans ce chapitre, on va rappeler brievement comment obtenir les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D a partir des équations de Navier-Stokes 3-D. Les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques ont I’avantage d’étre plus simples a étudier que le systeme de Navier-Stokes, et
leur utilisation est justifiée dans le cas ol on a une pression hydrostatique. Ensuite, on présentera
de la méme fagon comment dériver le systéeme de Saint-Venant 2-D a partir des équations de
Navier-Stokes hydrostatiques dans le cas non-linéaire et dans le cas linéaire. En effet, afin de
mettre en ceuvre dans la suite des algorithmes efficaces de type Schwarz et d’utiliser les techniques
usuelles de calcul des opérateurs absorbants, on est amené a travailler avec des modeles linéaires.

5.1 Equations de Navier-Stokes

Le mouvement d’un fluide dans un domaine de R® que I'on notera ; (voir figure [5.1)) est
régi par les équations de Navier-Stokes. Ce systeme est composé de ’équation de conservation
de la masse et de I’équation de conservation de la quantité de mouvement.

(
° o v
1
I, E Q h
”I ---------------
’,a” Iy

FI1GURE 5.1 — Exemple de domaine 2,
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5.1.1 Equation de conservation de la masse

On désigne par p(X,t) la densité d’un fluide & un instant donné ¢ et en une position X de
I’espace. On appelle masse du fluide contenue dans ; la quantité m(t) = th p(X,t)dX. Cette
masse étant constante au cours du temps, cela se traduit par :

Dm(t)

=0
Dt

D
ou — désigne la dérivée particulaire (voir par exemple [5] pour la définition).

Dt
D% (/Q p(X,t)d:n) —0

Ceci implique :
En utilisant le théoréme de transport (voir [B, chapitre 1]), on obtient :

dp . _
/Qt <8t + d1V(pU)> dX =0

ou U désigne la vitesse du fluide. Ceci étant vrai pour tout £ et pour tout domaine §2;, on en
déduit ’équation de la conservation de la masse, appelée aussi équation de continuité :

ap

o+ div(pU) = 0 (5.1)

5.1.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement

On suppose que le fluide de densité p se déplace a la vitesse U. La quantité de mouvement
contenue dans un volume €2; est donnée par :

/ pUdX
Qy

Selon le théoreme fondamental de la dynamique, la variation de la quantité de mouvement d’un
fluide est égale a la somme des forces extérieures exercées sur ce fluide. On distingue deux types
de forces extérieures :

— Les forces volumiques :

/Qt pfdX

ou f désigne la densité volumique de force comme ’accélération de pesanteur, la force de
Coriolis, etc.
— Les forces de surface :
/ 7(s)ds
o
ou 7 désigne les contraintes surfaciques.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors :

D% </QtpUdX> :/Qtpde—l-/amT(s)dS
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et en utilisant le théoreme de transport, on obtient :
dpU
/ <p + div(pU @ U)> dX = / pfdX +/ 7(s)ds
o, \ Ot o} o

ol ® désigne le produit tensoriel (voir par exemple [5] pour la définition).

Ensuite, d’apres le théoreme de Cauchy (voir [5], chapitre 1]) le tenseur de contraintes 7 s’écrit
sous la forme 7 = o.n, ou n est la normale sortante a €2;.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement se réécrit :

/ (apU +div(pU®U)> dX :/ pfdX —l—/ div(o)dX
o, \ Ot Q O

On en déduit que :

9pU
% +div(pU @ U) = pf + div(o)

On suppose dans la suite que le fluide est newtonien. Dans ce cas, le tenseur o s’écrit :

o =2uD(U) 4 (Adiv(U) — p)Id

1
ou p désigne la pression, D(U) = 3 (VU + VUT) désigne le tenseur des vitesses de déformation

2
et et A deux constantes. Le coefficient p est appelé viscosité dynamique et k = 3 1+ est appelé

viscosité en volume. Comme indiqué dans [, chapitre 1], la viscosité en volume est souvent tres
faible. Dans ce cas, le tenseur des contraintes s’écrit :

o=2uD(U) - (p+ %M div(U))ld

Le systeme formé par I’équation de continuité et I’équation de conservation de la quantité de
mouvement est complété en général par I’équation de la conservation de I’énergie totale. Toute-
fois, on va s’intéresser dans la suite au cas d’un fluide incompressible, ce qui rend cette équation
de conservation de 1’énergie inutile.

5.1.3 Fluide incompressible

La densité d’un fluide dépend de la température et de la pression. On dit qu’'un écoulement
0
est incompressible si 8—/) = 0. Si on considere un écoulement homogene en espace, isotherme et

incompressible, on a alors une densité constante. L’équation de continuité devient donc :
div(U) =0
et le tenseur des contraintes s’écrit :
oc=2uD(U)—-pld
D’ou la forme « classique > des équations de Navier-Stokes :
div(U) =0

9, U +divU @ U = div(o) + f
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Sion note U = (U, V, W), les équations de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes s’écrivent :

U +UdU +VO,U + WU — AU + 8,p = f1 (5.2a)
oV +U0V + VO,V + WO,V —uAV +0yp = fo (5.2b)
OW + UBW + VO,W + WO.W — uAW + d.p = f3 (5.2¢)
8,U + 0,V +8.W =0 (5.2d)

Remarque : on a divisé ici les équations d’origine par p. Le terme p désigne maintenant, par
abus de notation, la viscosité cinématique qui est égale a la viscosité dynamique divisée par la
densité p.

5.2 Equations de Navier-Stokes hydrostatiques

La difficultés de ’analyse mathématique des équations de Navier-Stokes, ainsi que les calculs
coliteux qu’elles engendrent, ont amené les physciens a développer des modeles plus simples. Les
équations de Navier-Stokes hydrostatiques, ou équations primitives dans le langage océanogra-
phique, constituent dans le cadre des modeles d’océans a grande échelle une bonne alternative
aux équations de Navier-Stokes d’un point de vue numérique.

On va rappeler brievement dans le paragraphe suivant comment dériver les équations de Navier-
Stokes hydrostatiques a partir des équations de Navier-Stokes.

5.2.1 Dérivation des équations de Navier-Stokes hydrostatiques

On considere le systeme de Navier-Stokes et on suppose que le domaine §2; est peu
profond. Cela signifie que la hauteur caractéristique H,. est tres petite devant la longueur ca-
ractéristique L.. On considere par la suite que les forces extérieures fi et fo sont nulles et que
f3=—y.

Dans la suite, on va mettre le systeme sous forme adimensionnelle. On définit pour cela
le petit parametre ¢ = L—C (appelé rapport d’aspect). On introduit ensuite les variables et les

c
parametres sans dimension suivants :

Le- i - i ~
(xay) = Lc(j7:g)? Z = Hcga t = Fu Uh = UCUh7 W == EUCW, p == Uc2p7 C = HCC
et ) I
H c
YT Re LU, T JgH. (53)

ou U, désigne une vitesse caractéristique, et Re et F'r désignent respectivement le nombre de
Reynolds et le nombre de Froude.
Dans la suite, afin d’alléger les écritures, on omettra le signe tilde ~ dans les équations sans

70



dimension. La mise sous forme adimensionnelle du systéeme (j5.2)) donne :

&U+U@U+V@U+W@Jﬁwﬂuff§£U+@p:0 (5.4a)
&V+U&V+V%V+W@V—MMV—§£V+%p:0 (5.4b)
Vo9 1 1

oW + U0 X + VoW +WoW —vA,W — 6—282W + 6—282]9 =252 (5.4c)
U+ 0,V +0.W =0 (5.4d)

ou l'opérateur Ay désigne la restriction du laplacien pour les variables horizontales.

On fera aussi dans la suite I’hypothese suivante :

v=uwe, ou vy=O0(1) (5.5)

L’approximation hydrostatique consiste alors & multiplier la troisieme équation (5.4c)) par £2 et
prendre ensuite € = 0. Ce qui donne, en revenant aux variables dimensionnelles, le systeme des
équations de Navier-Stokes hydrostatiques :

(0 U+ U0 U+ Vo,U+W0o,U—-vAU +0,p=0 (5.6a)
OV + UV + Vo,V +Wa,V — uAV +d,p =0 (5.6b)
9:p=—yg (5.6¢)

.U + 9,V +0,W =0 (5.6d)

On trouve une littérature abondante & propos de ces équations (voir par exemple [36] pour le
cas visqueux et [40] pour le cas non visqueux ainsi que les articles cités dans ces deux articles).

Remarque : dans la littérature, afin de dériver les équations de Navier-Stokes hydrostatiques
ou les équations primitives, on considere souvent deux viscosités différentes : une viscosité ho-
rizontale uj et une viscosité verticale u, trés petite devant py, (voir par exemple [2]). On les
appelle dans ce cas viscosités turbulentes. Ceci peut en effet étre justifié dans le cadre de la
modélisation océanique car la rotation domine et la force de Coriolis diminue le mouvement
vertical.

D’un point de vue numérique, elle sont introduites pour paramétrer l'effet de dissipation de
I’énergie a I’échelle de la maille. La encore, on a besoin de considérer deux viscosités différentes
avec [y <K L.

On suppose donc que i, = €2pup. Ceci a pour conséquence de simplifier le terme en 2 devant
O?W dans la troisitme équation du systeme . L’équation hydrostatique est donc
obtenue en prenant ¢ = 0 sans avoir a faire ’hypothése supplémentaire .
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5.2.2 Forme traditionnelle des équations de Navier-Stokes hydrostatiques

On réécrit Le systéme des équations de Navier-Stokes hydrostatiques a surface libre sous la
forme suivante :

1
o, Up +U.VUy, — pAU, + ;Vhp =0

div,Up + 9, W =0

0.p = —pg

pour (z,y,2,t) € QY x RT = w x [=b(x,y),{(z,y,t)] x RT, ott w C R? (voir figure et ol les
inconnues sont la vitesse U = (U, W) = (U,V,W) et la pression p. Le coefficient de viscosité
cinématique p est supposé constant. Les opérateurs Vj et divy, désignent respectivement les
restrictions aux variables horizontales du gradient et de la divergence. On note par la suite
Q =w x [-b(z,y),((x,y,t)] qui est donc un sous-domaine de R3.

On considere les conditions initiales suivantes :
Up(.,0) =U™ dans Qp et ((.,0)=¢"™ dans w

Le systeme (5.7) est complété par des conditions aux limites qu’on précisera dans le paragraphe
suivant.

Remarque : dans le cadre de I’étude des océans, les équations (5.7) sont complétées par des
équations sur les traceurs. De méme la force de Coriolis est considérée. Ici, dans le cadre de
la modélisation fluviale on a négligé le terme de Coriolis. En effet, le rapport entre les forces
d’inertie et la force de Coriolis est treés grand devant 1 (ce rapport est caractérisé par le nombre
de Rossby défini comme le rapport entre la période de rotation de la terre et 1’échelle de temps
caractéristique de ’écoulement).
5.2.3 Conditions aux limites
Le systéme (5.7 est muni des conditions aux limites suivantes :
Au fond I'p d’équation z = —b(z,y) :
e Condition de non pénétration (imperméabilité) :
Uy (z,y, —b,t).Vb+ W(z,y,—b,t) =0 (5.8)
e Condition de type Navier
(on.11)7T1+ (on12) T2 =k (U.ry) 71 + k (U.t2) 72 (5.9)

ou k est le coefficient de frottement, o = —pIl + (VU + VUt) le tenseur des contraintes,
71 et T2 les vecteurs tangents au fond et n la normale sortante au fond.
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Dans le cas d’un fond plat (b est une constante), ces deux conditions se réduisent respectivement
a:

e Condition d’'imperméabilité : W (x,y,—b,t) =0

e Condition de type Robin : 1 0,Up 4+ kU, =0

A la surface libre I';y d’équation 2 = C(z,y,t) :
e Condition cinématique

O+ Up. Vit —W =0 (5.10)

Cette condition signifie que les particules de la surface libre restent < collées > a cette
surface au cours du temps. Dans le cas d’un toit rigide, c’est a dire si ( ne varie pas, cette
condition implique W = 0.

e Continuité des contraintes a la surface

o.n=—p,n (5.11)

ou p, est la pression atmosphérique et n la normale sortante a la surface libre. On négligera
par la suite les variations de p,, ce qui nous permet de prendre par la suite o.n = 0 (la
pression étant définie & une constante pres).

Sur les bords latéraux :
e Condition de type Dirichlet
U, =U? sur 9\ (TpUTlp) xRt et ¢=¢? sur dwxRF

5.2.4 Elimination du terme de pression

Le systeme (5.7)), muni des différentes conditions aux limites indiquées ci-dessus, peut étre
écrit sous la forme équivalente suivante qui permet d’éliminer le terme de pression :

0, U, +U.VU, — uAUL + gV =0 dans Q x RT

div,Up +9,W =0 dans € xRT

(5.12)

¢

0:C + divy, (/ Uhdz> =0 dans wxRT
—b
avec les conditions aux limites
( (on.11)T1+ (on72) 7o =k (Um)) 71+ k(U.T9) T2 sur I'p
U, Vb+W =0 sur I'p

on=0 sur I'p (5.13)

U, =U¢ sur 00\ (I'puUTlr) x RT

¢=¢% sur Ow xRt
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et les conditions initiales
U(,0) =U™ dans Qp et ((.,0)=¢"™ dans w (5.14)

Pour montrer que ce systeme d’équations (5.12)) est équivalent au systeme (5.7)), il suffit d’écrire
la pression en fonction de ( et d’utiliser I’équation de continuité et la condition cinématique a
la surface libre (5.10)) (voir la theése d’A. Decoene [10]).

5.3 Dérivation des équations de Saint-Venant 2D

Dans ce qui suit on va rappeler brievement la dérivation des équations de Saint-Venant 2D
a partir des équations de Navier-Stokes hydrostatiques en se basant sur les travaux de J.-F.
Gerbeau et B. Perthame [17] et de C. Lucas [28].

5.3.1 Mise sous forme adimensionnelle des équations

Pour dériver les équations de Saint-Venant, ’hypothese principale (qu'on a déja considérée
pour dériver le systéme des équations de Navier-Stokes hydrostatiques) consiste & supposer que
le domaine ; est peu profond. Une seconde hypothese faite dans [I7] consiste & considérer une
pression hydrostatique. Cette hypothese est nécessaire dans leur cas car ils dérivent le systeme de
Saint-Venant a partir des équations de Navier-Stokes sous sa forme générale. Dans ce chapitre,
elle est déja intégrée dans les équations de départ.

Dans la suite, on met le systeme ([5.12)) sous forme adimensionnelle de fagon analogue au para-
graphe ce qui donne pour I’équation du moment :

1
8, Uy + (Up.V3) Uy + WO, U, — AU, — g%azuh + Vg =0 (5.15)

Cette équation s’écrit aussi grace a 1’équation de continuité :

1
atUh+dth(Uh®Uh) +8Z(UhW) — 2Vdth(DhUh) - é@gUh —vVR0, W+ F—ﬂvhg =0 (5.16)
ol
1 20, U oyU + 0,V
DhUh = =
oyU + 0,V 20,V
L’équation de continuité et ’équation en surface libre s’écrivent :
divp, Uy + 9, W =0 (5.17)
et ¢
0i¢ + divy, (/ UMZZ) =0 (5.18)
—b
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Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent (voir [28] et [30]) :
o A la surface libre : la continuité du tenseur des contraintes :

;

—20,U0,C — (9,U + 0,V) 9,¢ + é@zU +0,W =0

20,V 0,C ~ (04U +0.V) G + 0.V + W =0 (5.19)

—20,W + 0,U0,¢ + 0, W, ¢ + 0,V 9, ¢ + e20,Wd,( =0

e Au fond :
¢ Condition d’imperméabilité :

Up(x,y,—b,t).Vb+ W(x,y,—b,t) =0

o Pour un vecteur u = (u1, u2)’ on note u = (—usg,u1)’. Les deux premieres lignes de la
condition de Navier s’écrivent alors :

1 1
2ev [(Dh(Uh)Vhb.V,fb + 5 (Vi + 62@U;J.Vﬁb> (14 |Vib|*)Vid
1 1
- (DhUthb.Vhb + 5 (VAW + 50:Un). Vb

1
—§\vhb|2 (0:6(0:U + €20, W) + 9,b(0,V + 29, W) + 28ZW)) vhb}

ol

= KUp|Vpb? (1 +%|Vpb]?)

ou K = o On verra plus loin que la troisieme ligne n’apporte pas d’information supplémen-
(&

taire.

Dans [17] et [28], afin de dériver les équations de Saint-Venant & partir des équations de Navier-

Stokes, les auteurs ont remarqué qu’il faut aller a 'ordre 2 en € pour que les termes de viscosité

apparaissent. Il en sera de méme ici. Dans ce qui suit, on ne gardera que les termes d’ordre

inférieur ou égal a 2 en € dans les conditions aux limites, ce qui donne :

e Continuité du tenseur des contraintes en surface :
0, Uj, = €2 (2D, (U)Vi¢ — VW) (5.20)

e En utilisant que pour tout vecteur u on a (u.Virb)Virb + (u.V,b) Vb = [Vjb|?u, les deux
premieres équations de la condition de Navier au fond s’écrivent :

1
2evDp(Up)Vib + ev (VhW + gazUh> = KUy + 2ev0, WV b + ev(0, Uy . Vpb) Vb

(5.21)
La troisieme équation, qu’on n’a pas écrite ici, redonne & 'ordre 2 en ¢ la condition
d’imperméabilité.
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5.3.2 Equation des moments intégrée

Une premiere étape pour obtenir le systeme de Saint-Venant consiste a intégrer sur la hauteur
d’eau I’équation des moments, I’équation de continuité et I’équation en surface libre. L’équation
en surface libre est indépendante de z et donc elle reste inchangée en moyennant verti-
calement. En intégrant I’équation de continuité , on retrouve ’équation en surface libre.
Enfin l'intégration de ’équation des moments implique le résultat suivant :

Lemme 5.1. L’équation des moments intégrée donne :

gt (/ Uhdz> + divy, (/ Uy, ®Uhdz> + TthC = 2udivy, </ Dy (Up)dz >

K
_;Uh|z:—b -V (—aZUh.Vhb + 28ZW) Vb

ot H(z,y,t) = ((2,y,t) + b(x,y) pour (z,y,t) € w x RT

Démonstration
En intégrant I’équation des moments entre —b et (, on obtient :

/ 6,5Uh+/ leh(Uh®Uh / 8 UhW)—ZV/ leh(DhUh)—VQ/ 82Uh

—V/ VhaW—i- / Vi =0

En utilisant les formules de Leibniz, cette relation devient :

E(;)t (/ Uhdz> 9C Up|,=¢ + divy, (/ U, ® Uhd2> — (Un-ViQ) Up)

¢
_ ((Uhvhb) Uh)z:—b + (WUh) ‘Z:C — (WUh) ‘szb + jHVhC = 2vdivy, (/ Dh(Uh)dZ>

—2v Dy, (Up)Vi( — 20D, (Up)Vib +3 (3 Uplz=¢ — 0. Upl.=—p) + v (VaWl=¢ = Vi W|.= )

Les termes 0;CUp|.=¢ + ((Un-Vi() Uh)z ¢ — (WUR) [s=¢ et ((Up-Vib) Uh)z—fb + (WUp) [=—b
sont nuls grace aux conditions cinématiques au fond et a la surface libre et (| -
La continuité du tenseur des contraintes a la surface 0)) implique :

~20Dy(Up) Vil + 5%azUhyZ:C + VW |me = 0
et la condition de Navier au fond donne :
—2vDp(Up)Vpb — E%azUh]Z:,b — vV Wy = —gUh‘zz—b —v (=0, Up.Vib+20,W) Vb
L’équation des moments intégrée devient alors :

gt (/ Uhdz> + divy, (/ U, ® UhdZ) FlgHVhC = 2uvdivy, (/ Dy, Uh)d )

K
_?Uh‘z:fb -V (—83Uh.Vhb -+ 28ZW) Vb
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5.3.3 Equations de Saint-Venant a ’ordre 1

Lemme 5.2. En variables dimensionnelles, le systéeme de Saint-Venant a l’ordre 1 s’écrit :

OH + divy,(Hu) =0 dans w x RT

(5.22)
O(Hu) + divy, (Hu®u) + gHV¢ = —ku  dans w x RT
Démonstration
Tout d’abord on va faire, comme dans [17] et [28], les hypothéses supplémentaires suivantes :
k N
v=cyy et K= o= eKy, ou et Kysont O(1)
C

L’équation et les conditions et impliquent :
92Uy, = 0(e), 0,Upl,c =0(e) et 0,Up|l.—p = O(e)
ce qui signifie qu’au premier ordre, on a :
Un(z,y,2,t) = Up(z,y,t) + O(e)

et
(Uh & Uh)(l‘,y, th) = (ﬁh ®ﬁh)(xayat) + O(E)

Au premier ordre ’équation (5.22) devient :
_ . 1 _
O (HUp) + divy (HU @ Up) + 55 HVi( = —KoUp
L’équation en surface libre donne quant a elle :
0¢ +divy,(HUL) =0

En variables dimensionnelles on obtient alors le systeme de Saint-Venant du premier ordre
suivant :

8. H + divy,(Hu) = 0

O(Hu) + divy, (Hu®u) + gHV,( = —ku
O
On remarque donc, comme c’est le cas dans [17] et [28], que les termes de viscosité n’apparaissent
pas a l'ordre 1. Il faudra donc pousser 'analyse asymptotique jusqu’a ’ordre 2.
5.3.4 Equations de Saint-Venant a l’ordre 2
Lemme 5.3. Le systéme de Saint-Venant a l'ordre 2 s’écrit :
O H + div,(Hu) =0 dans w x R*

(5.23)
0y (Hu) + divy, (Ha®u) + gHV, = _Hkchu + 2u divy, (HDy(n)) dans w x RT
Em
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Démonstration

D’apres ’équation (5.15)), on a

1
;l;agUh = 0 Up + divy(Up @ Up) + 0,(U,W) — 2vdivy (D Uy)) — vVRO.W + thc

_ — _ 1
= 0Up +divy(Up @ Up) + 5 Va( + O(¢)

K
= _?OUh(wv Y, _ba t) + O(E)

En intégrant entre —b et z et en utilisant la condition de Navier qui donne au premier ordre la

relation @8ZUH|z:,b = KoUp|.=—p + O(e), on obtient :
€

IZ0) z+b
—0, — el 1—
- 0 Uh KOUh’ b < H > +O(€)

Ensuite, en réintégrant une deuxieme fois, on a :

K z
Unenn) = Unte—t0) (14250 [ (12250 as) + o)

1240 -b H
KO z + b 2
= — =Y 1—
Unton—0.0) (142526 40) (1 507 ) ) + 06
D’ou oy
ﬁh = Uh(‘T?y’ —b, t) <1 + Ol/ 6) + 0(52)
0
Puis, on a :

K,
U2,y 1) = U(a,y—b ) (1426202 0y (1 220 ) 4 0(e?)
h h

140} 2H

et donc d’apres ((5.26)), on a :

— 2KoH
U2 = Uji(z,y,—b,t) <1 + 310/ 8) +0(£?)
0

=2 2KOH€ 2KOH6 2
= Uy |1 1- O
(o4 200 (- 280 o

— U, +0()
De méme on peut montrer que :
U,oU,=U,®U,+0(?)
En ne gardant que les termes d’ordre 2 en £ dans I’équation , on obtient :

_ _ _ 1 _
0; (HU) + divy (HUp, @ Up) + 55 HVi( = 2vdivy, (HD,(Un))

Ky

B KoHe
1 + 3o

U, — 200,WV b
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Pour négliger le terme 200, WV b, il est nécessaire de faire une hypothese sur Vb, a savoir
Vb = O(e). Cette hypothese parait en tout état de cause assez raisonnable pour des fonds
faiblement variables.

En revenant aux variables dimensionnelles, le systeme Saint-Venant a ’ordre 2 est alors :

O H + divy,(Hu) = 0

k
Oy(Hu) +div, (Hu®@u) + gHV,( = it 2pudivy (HDp(u))
Em

5.4 Modéles linéarisés

Dans la perspective de mettre en ceuvre un algorithme de couplage efficace de type Schwarz,
on va dans la suite linéariser le systeme des équations de Navier-Stokes hydrostatiques et
en déduire le systéeme de Saint-Venant linéarisé. Cela permettra d’utiliser les techniques usuelles
pour développer les opérateurs absorbants conduisant a une convergence rapide de ’algorithme
de couplage.

5.4.1 Equations de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées

Dans la suite on fait I'hypothese qu’on est en présence d'un fond plat b(x,y) = h dans w,
ou h est maintenant une constante. Ensuite, on linéarise le systeme autour de la vitesse
constante (Ug, wg) = (ug, vo,0) et autour de {y = 0.

Les composantes du vecteur vitesse et ¢ s’écrivent alors :

U:uo—l—U, V:U0+V, W=W et ng
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Lemme 5.4. Le systéme linéarisé autour du profil (ug,vo,0,0) s’écrit :

UL + U ViU — pAUR +gVp¢ =0 dans QxRT = wx[-h,0] x RT

0i¢ + h div, (Up,) + Ug.Vi¢ =0

divp, Uy + 0. W =0

wo,Up,=0 en z=0

-0, Up+kUp =0 en z=—h (5.27)
W(x,y,—h,t) =0

U, =U¢ sur 0\ (TpUT7r)

C=¢ sur Ow

Up(.,0) =U"™ dans Q et ((.,0)=("™ dans w

Démonstration
En utilisant le fait que la vitesse horizontale Uy = (ug,v9) est une constante et que wy = 0,
I’équation des moments s’écrit :

8tﬁh + Uo.Vth + ﬁh.Vﬁh — ,U,Afjh + gvhé =0

Ensuite, on néglige le terme non-linéaire U,.VU,. En omettant le signe tilde ~ on obtient
I’équation des moments linéarisée :

0:Up + Up. ViU, — pAUL +gVp( =0

L’équation de continuité donne :

divhfjh + 8ZW =0

L’équation en surface libre donne :

¢
atC + divy, </ Uhd2’> =0
—h

et

div </_Ch Uhdz> = div (/_(;(Uo +Uy) + /OC(U0 + th)dz)

.
—  hdiv(Tp) + Up.Vac + div( / U,)
0

En négligeant le terme div( foc th) et en omettant ~, on obtient :

0¢¢ + hdiv(Uy) + Ug. V¢ =0
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Enfin, les conditions de continuité du tenseur de contraintes a la surface, la condition d’im-
perméabilité et la condition de Navier au fond deviennent :

0, U,=0 en z=0

W(l’,y, _h’t) =0

et
10, U, +kUp=0 en z=-h

Le systéme linéarisé (5.27)) est défini dans le domaine fixe w x [—h,0] x RT = Q x RT.
Dans la suite, comme le terme W disparait de 1’équation des moments, on désignera par les
équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéaires le systeme :

UL+ Up.VyUp — pAUR +gVp¢ =0 dans Q@ xRT = w x [—h,0] x RT

¢ + hdivy(Up) + Up.Vi¢ =0

1o, U,=0 en z=0

-1, U, +kUp,=0 en z=—h (5.28)
U, =U¢ sur 00\ (I'puUTr)

¢(=¢ sur Ow

Uy(,,0) =U™ dans Q et ((.,0)=(¢"™ dans w

\

en gardant a l'esprit que W s’obtient a partir de :

div,Up +0.W =0
(5.29)
W(l‘, Y, _h7 t) =0

5.4.2 Dérivation des équations de Saint-Venant linéaires a partir des équations
de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées

Comme dans le cas non-linéaire, on suppose que le domaine €2 est peu profond. On définit

h
donc le petit parametre e = —, ou L. désigne la longueur horizontale caractéristique. La hauteur

C
caractéristique est égale dans le cas linéaire a h.
On introduit ensuite les variables et les parametres sans dimension suivants :

L

(2,y) = Le(3,9), z=h3, t=2 Up= U.Up, ¢(=h
et 1 o
1% c
= — = F =
"TRe LU, T T ok
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Le systeme ([5.28)) s’écrit en variables adimensionnelles :

1
0Uy, + Up.V, U, — vA, U, — %agUh + 5 VA =0 dans & x [-1,0] xR

9¢ + divy(Up) + Up.Vi¢ =0

vo,U,=0 en z=0 (5.30)

—gaZUh+KUh =0 en z=-1

Uy(.,0) =U™ dans @ x[~1,0] ,et ((.,0)=(¢"™ dans @

Equation des moments intégrée

Comme dans le cas non-linéaire, on commence par intégrer ’équation des moments. Dans le
cas linéaire on obtient :

Lemme 5.5. L’équation des moments intégrée s’écrit :

_ — — K 1
0:Un + (Uo-Va)Up = vARUp + —Uple—o1 + 15 Va( =0 (5.31)
Démonstration
Il suffit d’intégrer entre —1 et 0 et d’utiliser la condition aux limites au fond. U

Systéme de Saint-Venant linéaire a ’ordre 1

Lemme 5.6. Le systéme de Saint-Venant linéaire a l'ordre 1 s’écrit en variables dimension-
nelles :

oy + hdivh(u) +Up. V(=0
1 (5.32)
ou+ (Ug.Vp)u+ gV = —5u

Démonstration
On suppose qu’on a v = ey et que K = eKy. D’apres le systeme (5.30), on déduit que :

0.Up, =0(e), et 0,Upl,=—1 = O(e)
D’ou
Up(z,y,2,t) = Up(z,y,—1,t) +O(e)
= ﬁh(mv Y, t) + 0(8)
En ne gardant que les termes d’ordre 1 dans ’équation des moments intégrée (5.31]) et dans
I’équation de continuité, on obtient le systeme suivant :
9¢ + divy(Up) + Ug. V¢ =0
_ _ 1 _
0:Up + (Up.Vy) Uy, + thc = —-Ky Uy,
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I1 suffit ensuite de revenir aux variables dimensionnelles. O

Systéme de Saint-Venant linéaire d’ordre 2

Lemme 5.7. Le systéme de Saint-Venant linéaire a l'ordre 2 s’écrit en variables dimension-
nelles :

0:C + hdivh(u) 4+ Uy. V(=0

k (5.33)
ou+ (Ug.Viy)u+ gVi( = —mu + pApu
Em

Démonstration
D’apres la premiere équation du systeme ((5.30)), on a :

17 1
;Oafuh Uy +Uo. VU, — pByUp + 25 Vig

— — 1
= 8tUh + U().VUh + WV}ZC + 0(5)
= —K()Uh|z:_1 + 0(8)

En intégrant entre z et 0 on obtient :

K
0, Uy, = —%::ZUh’z:_l + 0(62)

Ensuite, en intégrant a nouveau, entre —1 et z cette fois-ci, on a

U, = Uh|z:—1 (1 — 12(;/0;5(22 - 1)) + 0(52) (534)

On en déduit la relation d’ordre 2 suivante :

Up =Uple (1 - KOE) +0(£%) (5.35)
3V0

A partir de ’équation 1' on obtient a l'ordre 2 :

8tﬁh + (Uo.vh)ﬁh — I/Ahﬁh +

0 = 1
@Uh+FT2vh€:O
3vo

Enfin il suffit de revenir aux variables dimensionnelles. O

5.4.3 Linéarisation du systeme de Saint-Venant 2-D

Si on linéarise directement le systeme ((5.23)) de Saint-Venant non linéaire autour de la vitesse
constante Uy = (ug,vg) et autour de {y = 0 (dans ce cas on a H = h+ ( ou ( est tres petit), on
obtient le systeme (5.36]) ci-dessous. Celui-ci est différent du systeme (5.33)), ce qui signifie que

les opérations linéarisation et moyenne verticale ne commutent pas.
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Lemme 5.8. Le systéme de Saint-Venant linéarisé s’écrit :

0:C + hdi'l)h(ll> +Up. V(=0

(5.36)
8y (hu) + (hU.Vp) u + ghvhg — —au + 2udiv(hDy(u)) — aUg + BUoC
k‘2
ona=——F €etf=———-—.
% 3u(l + %)2
Démonstration

Compte-tenu du fait que ’équation du fond ne dépend pas du temps, la premiere équation s’écrit
aussi :

0C + divy,(Hua) =0

Elle se linéarise donc de la méme maniere que celle du systeme des équations primitives.
Ensuite, on a :

8, (Hu) + divy (Hu ® u) + gthg — 9,(h+O)(Ug + @) + divy, (h+ C)(Ug + &) ® (Up + @)
5+ OV
En ne gardant que les termes linéaires, on obtient :
dyit + (hUo. V) + ghvhg

Le terme 2pu divy, (HDp(u)) se linéarise en 2u divy, (hDp(@)).
Enfin, le terme de trainée s’écrit :

g e
= kh " k (Uo + 1)
T+ D0+ Cm)
- Hk’gg (U + ) (1 - CM v 0(8))
En ne gardant que les termes linéaires, on obtient :
koo k k*Ug
1+%u+1+% O_E;M(H%)?C
En omettant le signe ~ on obtient le systeme . O
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En résumé

On a rappelé dans ce chapitre comment dériver le systeme de Saint-Venant 2-D a partir des
équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D dans le cas linéaire et dans le cas non-linéaire.
Dans la suite on utilisera le systeme de Saint-Venant obtenu a partir du systeme d’équations
de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées pour étre cohérent avec la partie 1. On fera ’analyse
mathématique de ce systéme sans terme de frottement dans le chapitre
Dans le chapitre suivant, on va commencer par donner la définition du probleme couplé im-
pliquant les systémes et en précisant les opérateurs de restriction et d’extension.
Ensuite, on va présenter un algorithme général de couplage et on montrera que sous certaines
hypotheses, la convergence de cet algorithme est équivalente a la convergence de I’algorithme
usuel de décomposition de domaine du systeme de Saint-Venant.
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Chapitre 6

Algorithme de couplage

Afin d’alléger les cotits de calcul, on va reprendre 'idée développée dans la partie 1, & savoir
remplacer localement le systeme des équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéaires 3-D
par le systéeme de Saint-Venant 2-D et résoudre un probleme couplé entre ces deux modeles. On
commencera par donner la définition de la notion de couplage en précisant les conditions de trans-
mission physiques. Ensuite, on présentera un algorithme de couplage sous une forme générale en
indiquant le choix des opérateurs de restriction et d’extension. Enfin, grace a 'hypothese que la
friction est nulle au fond, on va montrer que la convergence de cet algorithme est équivalente &
celle de l'algorithme usuel de décomposition de domaine du systeme de Saint-Venant.

6.1 Définition du probleme couplé

6.1.1 Les modeéles a coupler

Dans ce qui suit, on divise le domaine 2 = w x [—h, 0] en deux sous-domaines :
Q =w x[-h,0] et QF =w' x[-h,0]

On note dans ce cas I' I'interface entre = et QT et on suppose qu’elle est positionnée en x = 0.
On note ~ 'interface entre w™ et w™. On propose ensuite de remplacer dans le domaine Q- les
équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées par le systeme de Saint-Venant . Ce
dernier est donc posé dans le domaine w™.

On considere alors les deux modeles :

ou+ (Up.Vy)u+gVip¢ —pApu=0 dans w™ x RT (6.1a)
0¢ + hdivy(u) + Ug.Vi¢ =0 dans w™ x RT (6.1b)

(u,() = (ﬁi,{f) sur Ow,, x RT (6.1c)

u(,0)=U" dans w™ et ((,0)=¢™ dans w™ (6.1d)
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et

0Uy, + (Ug.V) Uy, — pAU, + gVp¢ =0 dans QT x RT (6.2a)
O¢ + hdivy(Up) + Up.Vi¢ =0 dans wt x RT (6.2b)

o, Up =0 en z=0 (6.2c)

o, Up =0 en z=—h (6.2d)

U, =U% sur (001, \TpUTr) x RT (6.2e)

(=¢¢ sur Owl, x RT (6.2f)

Up(,,0) =UT dans QF et ((.,0)=¢" dans w? (6.2g)

qu’on cherche & coupler & travers les interfaces v et I' = v x [—h, 0]. Les frontieres dw_, et I,
désignent respectivement dw™ \ y et QT \ T.
On rappelle ici que Uy, = (U, V') désigne le vecteur vitesse horizontale en dimension 3 d’espace :

U,: Q" cR® — R?
(z,9,2) —— (U,V)

tandis que u désigne le vecteur vitesse horizontale en dimension 2 d’espace :

u:w CR? — R?
(z,y) — (w,v)

La solution du systeme ([6.2)) est dans ce cas notée (Up, () et celle de est notée (u, (), ou
¢ désigne dans les deux cas (par abus de notation) la surface libre.

On a linéarisé dans le chapitre précédent le systeme des équations de Navier-Stokes hydrosta-
tiques autour de la vitesse (Ug, 0) = (ug, vo, 0), ce qui a conduit a la disparition des termes en W
dans I’équation des moments. Toutefois la vitesse verticale peut toujours s’obtenir en résolvant
I’équation de continuité munie de la condition d’imperméabilité au fond, voir .

Remarques :

e Dans ce chapitre on considere qu’il n’y a pas frottement au fond, ce qui simplifie les
équations mais n’enleve pas pour autant les difficultés du calcul des opérateurs absorbants
exacts des deux systemes ci-dessus (voir chapitre @

e Il s’agit ici d’une formulation sans forcage extérieur ni terme source, ce qui se traduit par
des seconds membres nuls dans . Ajouter de tels termes ne changerait pas la nature
du probleme mathématique qu’on étudie ici.
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Ces deux modeles seront couplés a travers des conditions a 'interface, dont la forme générale
est :

B_(u,(-) = B-(R(Up,(y)) sur yxRF (6.3)
By (Up,¢y) = Bi(E(w,¢)) sur I'x R (6.4)

ou les opérateurs R et £ sont respectivement 1'opérateur de restriction (ou de projection) sur
v et 'opérateur d’extension (ou de relevement) sur I' qui restent a définir, et ou les opérateurs
aux limites B_ et B, restent & déterminer.

6.1.2 Conditions de transmission physiques

Comme on 'a vu dans les chapitres [2] et 3] un outil important pour le choix des conditions
aux limites est la détermination des conditions de transmission physiques associées aux modeles,
c’est-a-dire les quantités naturellement transmises par ces équations.

Lemme 6.1. Les conditions de transmission pour le systéme des équations de Navier-Stokes
hydrostatiques a travers Uinterface I' traduisent la continuité des deux quantités suivantes :

<,Ua:th —uUp —g ( g > , upC + hU) (6.5)

Démonstration
Soit V € D(Q,R?). En effectuant son produit scalaire dans L?(Q) avec I’équation (6.2al), on a

/ 0:Up.V + / (Uo.vh) U,.V — ,LL/ AU,V + g/ ViV =0 (6.6)
Q Q Q Q

En utilisant les formules de Green et de Stokes et le fait que V est a support compact, on trouve :

/8tUh.V/ (Uo.vh) V.Uh+,u/ ViUy : th+N/ 8zUh-ang/ (divpV =0 (67)
Q Q Q Q Q

ou : désigne le produit contracté (voir [5] pour la définition).
D’un autre coté, en utilisant le fait que Q = Q= U QT, ’équation devient :

0 Up. V + / (Uo.vh) U,V — N/ AU,V + g/ V¢V
Qt Qt Qt Q+
+ | ULV + / (UoV)UnV —p [ AUV +g [ ViV = 0
Q- Q- Q- Q-
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Ensuite, en intégrant par parties sur chaque sous-domaine, on trouve :

8tU;.V—/ (Uo.vh)V.U;+/uO(U;.V)nf+/UO(U;.V)n2++u/ VU : Vv
Q+ Q+ T T Ot

+
+u/ aZU;.aZV—M/an+U;.V—g/ Cdith+g/C< " ).V
Q+ r Q+ r Mg

+ [ auU; V- [ (UpV,)V.U; + / up(Uy Vny + / w0 (Ur Ving +p / ViU -V, V
Q- Q- Iy Iy Q-

o 8ZUh.8ZV—,u/8nUh.V—g/ gdivhv+g/<< ny ).V
r Q- r n

Q- 2
=0

ou UZ et U, désignent les valeurs de Uy, de part et d’autre de I'interface.

Les vecteurs nt = (nf,n; ,n?{)t et n= = (nl_,n; ,ng_)t sont respectivement les normales sor-

tantes & QT et Q7 (n* = —n~ sur I).
En regroupant les différents termes, on a :

/ o,U,. vV —/ (Up.Vp) V.U, + ,U/ ViU : ViV + ,u/ 0,U,.0,V — g/ (divpyV
Q Q Q Q Q
+
+/u0(U;.V)nf+/vo(U;.V)n; —u/an+UZ.V+gC+/ < n%r ).V
r r r r\ "2
+/u0(U,:.V)n1_+/vo(U,:.V)n2_ —M/OHUE.V—FgC_/ < " >.V =0
r r r r\ "
En utilisant (6.7), on obtient ¥V € D(Q,R?) :
+
/(uoU}J{nIr +vUjng ).V —,u/anJrU,f.V—i-gCJr/ < " ) v
r r r\ "2

+/(u0Uhn1+v0Uhn2).V—u/8n_Uh.V+gC/ < " ).V = 0
r r r\ "

On a donc sur l'interface I' :

+ —
n _ _ _ n
—u8,+ U +(uo Ui nf 400U ng ) +9¢+ ( nér > = 10,- U, —(uo U, ny +vU, ny ) —g(— ( n;_ )
-1 1
En placant l'interface I' en = 0 on a n® = 0 et n= = 0 |, d’ou la continuité a
0 0
travers l'interface I' du terme :
/u?th — uoUh - g < 8 > (6.8)
ce qui constitue la premiere condition de transmission.
De la méme maniere, en effectuant le produit scalaire de (6.2b]) par x dans D(@), on a :
/ ¢ x + h/ div(ﬁh) X + / Uog.Vi(x =0 (6.9)
w w w
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En effectuant des intégrations par parties dans w, on trouve :

/3tCX—h/Uh-VhX—/UoCazX—/UoCayXZO (6.10)

Par ailleurs (6.10)) s’écrit :

8tCX+h/ div(Uh)X+/ Uo.VhQ)H—/3t§x+h/div(Uh)X+LU0.VhCX:0

wt wt wt w w
(6.11)

En intégrant par parties dans chaque sous-domaine, on trouve :

[ o= [ Tiicrn [Oiatx- [ wton- [ wcopcr [Uantco
w w ~ w w v

+/ @C_X—h/ U,:.th—i-h/U;.nx—/ uog_ﬁxx—/ vog_ayx+/Uo.nC_X:0

o nt = (nf,nd) et n= = (n_,n;) désignent respectivement les normales sortantes & w* et

w

En utilisant (6.10]), on en déduit que :
Ut + U - - -
h/Uh.n X+/U0.n C+X+h/Uh.n X+/U0.n (_x=0
gl gl v gl
On a alors sur l'interface « :
7+ —_— _
(h U, +(Uo).n™ = —(h U, + (- Ug).n
En considérant une interface v placée en x = 0, on a la continuité de la quantité :

up +hU

O

Lemme 6.2. De méme, les conditions physiques de transmission pour le systéme de Saint-
Venant a travers interface v x RT sont la continuité des deux quantités :

<,u81u —ugu—g ( g > ,upC + hu) (6.12)

Démonstration
Identique a celle du lemme précédent. O

Remarque : les conditions de transmissions ((6.5]) et (6.12]) sont tres proches, ce qui est cohérent

avec le fait que les équations de Saint-Venant 2D ont été obtenues par moyenne verticale des
équations de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D.
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6.1.3 Définition du probleme couplé

Ayant obtenu les conditions de transmission pour le modele 2-D et le modele 3-D, il est
donc raisonnable de choisir comme conditions de transmission physiques pour le modele couplé
la moyenne verticale des conditions de transmission du systeme des équations de Navier-Stokes
hydrostatiques 3-D a travers 'interface de couplage . On va donc définir la notion de couplage
entre les deux modeles comme suit :

Définition 6.1. On appelle probleme couplé, le probéme défini par les systémes et ,
tel qu’a linterface v on ait :

1oz u — ugu — g ( C(; ) = 10, Uy —uoUyp — g ( C0+ ) (6.13)

et

uol— +hu=uoly +hU (6.14)

6.2 Algorithme de couplage

6.2.1 Algorithme de Schwarz

Le probleme couplé étant défini, on peut maintenant mettre en ceuvre un algorithme de
couplage de type Schwarz pour en trouver une solution. Cet algorithme est défini par :

Initialisation : U?L et Cg donnés

A Tétape k (k > 0), résoudre :

Loy, (ubtt, ¢EH! = 0 dans w” xR*
Bert (uk“, ¢rH = G sur Ow,, xRT
B- (ukH,CﬁH) = B_ (R(U}, %)) sur vy xR*T
WL 0) =T dans w™ et (FTI(,0)=(¢M dans w™
puis
LnsHL (Uﬁﬂ, _]ffl) = 0 dans (QF xR*") x (wt xRT)
Bt (UFH, (5 = @U sw 90, xR
B, (U@“,g_’;“) - B, (5(uk+1,gﬁ+1)) sur [ x RY

URH(,0) = UT dans 0% et (EF1(,0) = ¢ dans W'

Algorithme 6.1: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel

Dans ces équations, Lgy 1, désigne les équations ((6.1al) et (6.1b]) et Ly g1 les équations (6.2al)
et (6.2b)). Les frontieres extérieures sont dw,,, = dw™ \ v, 0QL, = 9QF \ T et les opérateurs

T
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Bt et BS* correspondent aux conditions aux limites sur ces bords (G%** et GS*' prennent donc
les valeurs 0 ou (U,¢?) et (U4, (%) selon que l'on ait des conditions de type Neumann ou des
conditions de type Dirichlet).

Les opérateurs aux limites B_ et B restent a définir de fagon a satisfaire a convergence les
conditions de transmission physiques et . Leur choix ainsi que celui des opérateurs
R et £ est crucial afin de rendre la convergence de 'algorithme de couplage possible, et méme
optimale.

6.2.2 Définition des opérateurs R et £

Comme dans le chapitre [I, on définit les opérateurs R et £ de la fagon suivante :

R:AgDXRJr — AQDX]RJr
(Ulrxr+ = (RU)|,xgr+

et

6:A2DXR+ — AgDXR+
(U-)|7><1R+ — (gu)‘FxR+
ou Asp et Asp désignent respectivement les espaces de fonctions traces sur v pour les fonctions
a variables 2-D en espace et sur I' pour les fonctions a variables 3-D en espace.
On définit ici opérateur R comme étant 'opérateur de moyenne verticale, de facon cohérente

avec la dérivation des équations de Saint-Venant a partir des équations de Navier-Stokes hydro-
statiques :

R:Asp xRT — Ayp x RT

1
(Un)rxe+ +— h/F(Uh)Fx]R+ dz

1
c’est a dire R (Uy) (0,y,t) = 7 / Un(0,y,2,t)dz.
Au vu des relations ((5.34)) et (5.35)) et du fait qu’ici on n’a pas de frottement au fond, on propose
de définir 'opérateur £ de la fagon suivante :
8:A2D><R+ — A3DXR+
(u)|'y><R+ () |pxrt
c’est a dire £ (u) (0,y, z,t) = u(0,y,1).
Cela signifie que l'on impose uniformément sur I' les quantités venant du modele 2-D. Cette

répartition serait nécessairement non uniforme en z si on avait un terme de frottement au fond
et/ou un terme de forgage en surface.

Remarque : on a précisé la valeur des opérateurs R et £ pour Uy et u. Cette définition peut

étre étendue pour la surface libre ¢ (qui dépend de deux variables d’espace que ce soit pour le
modele 2-D ou pour le modele 3-D). Dans ce cas, on a tout simplement R(¢) = ¢ et £(¢) = (.
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6.2.3 Choix des opérateurs B_ et B,

Comme on ’a indiqué ci-dessus, le choix des opérateurs B_ et B doit permettre de satisfaire
a convergence les conditions de transmission physiques et (6.14)). Un autre critére du choix
de ces opérateurs est la vitesse de convergence de 'algorithme En effet, les méthodes de
relaxation d’ondes ou les méthodes de couplage équidimensionnel utilisent ’opérateur Dirichlet-
to-Neumann pour définir les opérateurs absorbants exacts (voir chapitre |1] et [I]). Ceci permet
d’avoir une convergence optimale, c’est-a-dire en deux itérations. On s’intéressera dans le cha-
pitre 7] au calcul de ces opérateurs absorbants que on notera B%" et BY b
Par ailleurs, dans la prochaine section on etablira que la convergence de I’algorithme de couplage
dépend essentiellement de la convergence de ’algorithme usuel 2-D/2-D de décomposition
de domaine des équations de Saint-Venant. C’est ce qui guidera le choix des opérateurs B_ et

B, .

6.2.4 Convergence de l’algorithme de couplage
Décomposition en modes verticaux

Pour étudier la convergence de ’algorithme de couplage on commence par décomposer
le systeme des équations en modes verticaux. Cela revient a calculer les modes propres de
l'opérateur —92 dans [—h, 0] avec des conditions de type Neumann homogenes (voir [4], [39] et
[1]). On va résout donc le systeme suivant :

O?w + dw =0
d,w=0 en 2z=0 (6.15)
dw=0 en z=-—h

On trouve alors la base orthonormée :

2
wn(z)::ancos(%), et )\n:(%>, ot ag=1 et a,=v2,n>0

Maintenant on cherche Uy, sous la forme :

o0 (o]
Up(z,y,2,t) = > Up(a,y, wn(2) = Ty + > Up(z,y, t)wy(2)
n=0

n=1

_ 1 /0
ouU, = 7 / U dz (attention ici & ne pas confondre les exposants avec les indices des itérations
—h

de Schwarz).
On injecte cette expression dans . Ensuite, en multipliant par w,, en intégrant entre —h et
0 en utilisant le fait que la base (wy,)n>0 est orthonormée et par linéarité, on trouve :

e Pour n = 0 (appelé vitesse barotrope, couplée avec la hauteur d’eau ) :

0, Uy, + (Up.Vi) U, + gVp¢ — /JAhﬁh = 0 dans w!' xRT

0:C + hdivh(ﬁh) 4+ Ug. V¢ = 0 dans wh x Rt

6.16
(Un,¢) = (ﬁi,Ci) sur - Owl, x RY (6.16)
L (Un(-,0),¢(-,0)) = (ﬁTi,Cfﬁ”) dans w™
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Ce systeme d’équations n’est autre que celui des équations de Saint-Venant 2-D défini dans
le domaine w™.
e Pourn>1:
pu(n)?

0U}, + (Uo- Vi) Uy — pApUf + =50 =0 dans w™ x RT (6.17)

La vitesse U, — Uy, (appelée vitesse barocline) vérifie donc le systéme suivant :

r U _ﬁ B B
a(hath) 4+ (Uo.Vy) (Up — Up) — pA (U, —U,) =0 dans QF x Rt
B-ekxt (Uh - ﬁh) = Gi_xt — éixt sur 59& % R+(6.18)

(U, —=Ty) (,0) = UM Ty dans  QF

Reformulation de ’algorithme de Schwarz

L’algorithme peut alors se réécrire de la facon suivante en utilisant les opérateurs R et
& définis ci-dessus :

Initialisation : (Uj)" et (¢ donnés

A Détape k (k > 0), résoudre :

Lsvi uk“,Cfﬂ = 0 dans w™ xRT
Bewt (ubtt A ) = Gt sur dwg, x RT
=k
B_ (uFtt ¢kh) = B (Uh,dﬁ> sur 7y x RT

uk“(.,(]):ﬁi_m dans w~ et ¢"(,0)=¢"™ dans w™

puis
Lsvr ﬁZH, k1) = 0 dans (wt x RT)?
Bert ﬁi“, AL = @_eft sur Owl, x RY
B} ﬁ]:LH, ) = B (uk+1,Cf+1) sur y x R
ﬁ]fjﬂ(wo):ﬁfi dans wt et C_kﬁl(.,O): f[” dans w7t
et o
Lep (U, =T = 0 dans QF xR
BEt (U —Up)ktl) = 69 -G swr 9%, x RT
B, (U, —Up)*1) = 0 sur I'xRF
(Uh—ﬁh)]ngl (,0) = UM -T," dans QF

Algorithme 6.2: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel
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ou 'opérateur B9r est la restriction de I'opérateur By pour les fonctions a deux variables de
I'espace, B!, est obtenu a partir de B4 en annulant tous les termes qui dépendent de (4 et enfin
Lep désigne Vopérateur 0y + (Ug.V},) — pA.

Convergence de I’algorithme

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Lemme 6.3. L’algorithme de couplage converge st et seulement si l'algorithme de décom-

position de domaine pour le systeme de Saint-Venant 2-D défini par :

ﬂ et CE)L donnés

Lsyr (0 ¢*) = 0 dans wy

Bert (uhtl k) = gert gy Wi et
B_ (uFt cH) = B (uh, k) osur oy
(u’i“,(ﬁ“) (,0) = (ﬁi_m,Ci_m> dans w™

pULS
' Lsvr, ﬁzﬂ, i“ = 0 dans wj
Bt ﬁzﬂ, _’T_H = éj_xt sur (%J:’rext
B ﬁIZH’CJkFH - B (uli—i-l’cﬁ-i-l) sur vy
(ﬁzﬂv _k;+1) (,0) = (ﬁfl, ﬁ“) dans w™
(ov wy =w™ xRT, wf =wt xRT, 34 =y x RF, Qw_,, = Ow_, x RY et Ow}, = dwt, x RT)

converge, et la vitesse barocline Uy, — Uy, est solution du systéme :

aaitj +(Up.Vp)U - pAU = 0 dans QF xRT

Bt (U) = Gt -G sur 09F, x RY

ext

B, (U) = 0 sur I'xRT

U(.,0) = Ufﬁi—ﬁTi dans QF

Démonstration
Ce lemme est une conséquence directe de 'algorithme [6.2 O

Remarque : ce résultat ne sera plus valable si on consideére un terme de frottement au fond
ou si les modeles sont non linéaires. En effet les modes propres de 'opérateur —9? ne pourront
plus étre découplés.
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En résumé

On a montré dans ce chapitre que si I’on considere une friction nulle au fond, la convergence
de T’algorithme de couplage est équivalente a celle de 'algorithme de décomposition de
domaine du systeme de Saint-Venant. Dans le chapitre |7} afin d’optimiser la convergence de
ces algorithmes, on s’intéressera au calcul des opérateurs absorbants pour le systéeme de Saint-
Venant. On donnera aussi I’expression des opérateurs absorbants pour les modes baroclines. On
verra, comme c’est le cas souvent, que pour avoir des expressions utilisables de ces opérateurs,
il faudrait certaines hypotheses restrictives.
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Chapitre 7

Conditions absorbantes exactes pour
les équations de Navier-Stokes
hydrostatiques linéaires et pour le
systeme de Saint-Venant linéaire

Dans ce chapitre, afin d’optimiser la convergence de 'algorithme de couplage 6.1}, on s’in-
téressera au calcul des opérateurs absorbants exacts et approchés du systeme de Saint-Venant.
On donnera aussi ceux des modes baroclines, méme si dans le cas d’une friction nulle au fond,
ces derniers n’interviennent pas dans la convergence de 1’algorithme de couplage.

L’étude des opérateurs absorbants exacts des équations de Navier-Stokes hydrostatiques et des
équations de Saint-Venant dans le cadre classique de la décomposition de domaine a été effectuée
dans [1], [32] et [19]. Dans [I], E. Audusse, P. Dreyfuss et B. Merlet se sont intéressés au systéme
des équations primitives des océans. Ces équations contiennent un terme supplémentaire par
rapport aux équations de Navier-Stokes hydrostatiques qu’on considere ici, & savoir le terme
de Coriolis di a la rotation de la Terre. Le calcul des opérateurs absorbants aboutit, comme
c’est souvent le cas, a des opérateurs non locaux en espace et en temps. Les auteurs de [I] ont
effectué une approximation de ces opérateurs en supposant qu’on ait un nombre de Rossby tres
petit. Dans [32], V. Martin s’est intéressée au cas des équations de Saint-Venant avec viscosité
linéarisées autour d’une vitesse nulle. L’approximation est effectuée en supposant que la viscosité
est tres petite. Dans cette these, on considére un cadre plus général dans le sens ou on linéarise
autour d’une vitesse non nulle.

Enfin dans [19], L. Halpern fait ’étude des conditions aux limites transparentes dans le cadre
général des équations incomplétement paraboliques. A la fin de cet article, on trouve une appli-
cation pour les équations de Navier-Stokes 2-D et les équations de Saint-Venant 2-D. Pour ce
dernier systeme, elle donne une approximation en fonction des fréquences de 'opérateur absor-
bant dans le domaine w™ = R™ xR selon que I'on est dans un régime subsonique ou transsonique,
et selon qu’on est en présence d’'un flux entrant ou sortant.

Dans la suite de ce chapitre, pour le calcul des opérateurs absorbants des équations de Navier-
Stokes hydrostatiques 3-D et des équations de Saint-Venant 2-D, on adoptera une démarche
similaire a celles utilisées dans les articles cités ci-dessus. Concernant les équations de Navier-
Stokes hydrostatiques, I’approximation de 'opérateur absorbant sera faite en supposant que le
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rapport d’aspect £ défini dans le chapitre [p| ainsi que I'inverse du nombre de Reynolds, sont
tres petits. Comme on P’a vu dans le chapitre [6] seul le calcul de I'opérateur absorbant du mode
barotrope, c’est-a-dire celui de Saint-Venant 2-D, suffit pour la convergence de I’algorithme de
couplage. Pour I'obtenir, on se positionnera donc dans le cadre classique de la décomposition de
domaine des équations de Saint-Venant. Apres quelques hypotheses pour simplifier les expres-
sions de ces opérateurs, on retrouvera en particulier pour le domaine w™ ’approximation faite
dans [19].

7.1 Définition des opérateurs absorbants exacts B”' et B

Comme on I'a indiqué dans les chapitres [I] et [6] et afin d’avoir une convergence optimale de
I’algorithme de couplage un choix judicieux consisterait a exploiter les opérateurs absorbants
exacts du systeme de Saint Venant-2D et du systeme des équations de Navier-Stokes 3-D. Par
analogie avec les méthodes traditionnelles de relaxations d’ondes ou les méthodes de couplage
équidimensionnel, on va utiliser 'opérateur Dirichlet-to-Neumann pour définir ces opérateurs
absorbants exacts (voir chapitre [Lf).

Hypotheése : comme dans [I], on suppose ici ug > 0. En négligeant le terme visqueux, la partie
hyperbolique de I’équation est dominante. Pour avoir un probléme bien posé, on a alors besoin
d’imposer des conditions aux limites pour Uy, et pour ¢ a l'entrée du domaine QT (voir par
exemple [4]). En revanche, a I’entrée du domaine w™ seule une condition aux limites en u suffit.
Le cas ug < 0 se traite de fagon similaire et les résultats correspondants seront donnés au fur et
a mesure de ’avancée de ce chapitre.

Pour définir I'opérateur absorbant exact pNSHLopt pour les équations de Navier-Stokes hydro-
statiques, on s’appuie sur la quantité transmise .

En adoptant les mémes notations que dans [I], opérateur Dirichlet-to-Neumann permettant de
définir BYSHEP! ost défini de la fagon suivante (voir [1], [38] par exemple) :

Définition 7.1. Soit (U%, (%) donné et (Up,() solution de :
Lnsur (Up,¢) =0 dans QF xR
Up(.,0) =U7 dans QF et ((.,0)=¢" dans w™

B (U, () =0 sur 08

ext

( (Up,¢) = (UL, ¢Y) sur T

ou Lnsmr désigne l’ensemble des équations et et Uopérateur B_eft correspond aux
conditions aux limites et .
L’opérateur Dirichlet-to-Neumann est alors :

SS9 (0 xRT) x (y xRY) — R?

(Up.¢h) — <M3mUh —uUp —g ( g >) PR+
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NSHL,opt

L’opérateur B est dans ce cas défini par :

BYSHL’ON(UMO = <,u8th, —ugUp — g < g > - Sgh(Uwa))

Maintenant, on peut définir 'opérateur B% " comme dans le chapitre |1| de fagon a avoir :

Bo_pt oR =R o BTSHL,opt

De la méme facon, on va définir I'opérateur 3-D Bip Y partir de 'opérateur absorbant exact 2-D
du systeme 1’ que I'on notera BEVL’OW_

En s’appuyant sur la quantité transmise 1} les opérateurs Dirichlet-to-Neumann ST et Sfr
sont définis par :

Définition 7.2. Soit (u’, ¢%) donné et (u,() solution de :
( Loy (u,0) =0 dans w™ xRt

—int

u(.,0)=U et ¢(.,0) =" dans w”

(u,¢) =(0,0) sur 0w, x RT

(u,0) = (W, ¢") sur v

ou Lgy désigne l'ensemble des équations et .

L’opérateur Dirichlet-to-Neumann est alors :
(S_ﬁf,Si) c(yxRT)?2 — R?

(ub,Cb) — <—u<9;,;u+u0u+g < 8 ) , upC + hu> |y xR+

L’expression de 'opérateur absorbant 2-D est donnée dans ce cas par :

B3V P (u, () = (—uaxu +upu+g ( g ) — 83 (u,¢), up¢ + i — 85 (u, O)

Ainsi, au vu de la définition de P'opérateur &, on peut définir I'opérateur B " comme étant
I’extension canonique de 'opérateur BEVL’OP " & des fonctions dépendant de trois variables en

espace.
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7.2 Transformée de Laplace des modeles

Afin de calculer les opérateurs absorbants exacts des équations de Navier-Stokes hydrosta-
tiques et du systeme de Saint-Venant, on va calculer dans ce qui suit la transformée de Laplace
en temps et la transformée de Fourier par rapport a la variable y du systeme adimensionnel
correspondant au systeme des équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéariséees avec
des conditions initiales nulles (en effet les opérateurs absorbants sont calculés sur les systémes
vérifiés par les erreurs). La mise sous forme adimensionnelle du systéme permettra plus
tard I’approximation des opérateurs absorbants obtenus. Enfin, de la décomposition en modes
verticaux du systeme, on déduira la transformée de Laplace-Fourier du systéme de Saint-Venant.
On suppose dans la suite que Q2 = R? x [~h,0], w = R?, w™ =R~ xRet w™ =R" xR.

La transformée de Laplace-Fourier du systéeme adimensionnel correspondant a (6.2)) donne

0
v N 1 *
[s—i—uoﬁx—l—invo—l/ag%-ung—g@f Up+ — ¢=0
€ Fr .
in (7.1)

[s + 1oy + inuo] ¢ + 8,U +inV =0

ol 17 € R est la variable de Fourier, et s = 0 + i1 € C avec ¢ > 0 la variable de Laplace. On
rappelle que Fr =

Ue

Vgh
voir .
Pour calculer les conditions absorbantes exactes sur l'interface, on décompose la vitesse selon
des modes verticaux comme au paragraphe Cela revient a calculer les modes propres de
I'opérateur —9? avec des conditions de type Neumann homogenes, cette fois-ci dans [—1,0]. Ceci
donne comme vecteurs et valeurs propres :

est le nombre de Froude et que v est I'inverse du nombre de Reynolds,

wy(2) := aycos(nmz), et A= (nm)?, o ag=1 et a,=v2,n>0
Comme dans le chapitre EI, on cherche ﬁh sous la forme :

~

U 1’7772'3 ZUhxna wn()_ 37777 Z 33777 (Z)

On a alors :
e Pour n = 0 (la partie barotrope) :

0:C
1 x
—l/aUh—‘ranUh—‘r{S—i-Zm)o—i-Vn}Uh+F2 = 0
¢ (7.2)
w8y C + (5 + invo)¢ + 9, U + iV = 0
e Pour n > 1 (correspondant a la vitesse barocline Uy, — ﬁh ) :
277 (nﬂ-)z n
—V@Uh+u08Uh+ s+ invo + v + 2 hn=0 (7.3)
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De méme la transformée de Laplace-Fourier du systéme adimensionnel correspondant au systeme
de Saint-Venant linéarisé (6.1) dans le domaine w™ x R™ est donnée par :

(o
—v0*0 4 upd, i + {s—l—im)o + V772}ﬁ—|— " = 0
r in (7.4)

u0yC + (s+ invo)é +0u+iny = 0

Elle est donc bien identique au systeme ((7.2) du mode barotrope.

7.3 Conditions absorbantes exactes pour le mode barotrope et
pour le systeme de Saint-Venant

_ Comme dans [32] et [19], on cherche & obtenir la solution du systeme (7.4)) sous la forme
X(z) = (t(z),(z))! = ®e . Ceci implique la résolution du systeme linéaire :

M) = 0 (7.5)
POY 0 F;
MM =1 o P iy

A m ugA+ s+ invo
avec P(A\) = —vA? + ug + s + vn? 4 invg.

7.3.1 Etude des éléments propres

Il existe une solution non nulle de (7.5 si et seulement si A annule le déterminant de M(\).
Ce dernier est un polynome de degré 5, mais peut se factoriser par P(\) :

det(M(A) = POVQ()

1
ot Q\) = —ugr\®+ (u% — (s +invy)v — F'rz) 22+ (2(s + inuo)uo + V772u0) A+
2
ooz + (s imuo) (s + i + vir’)

Racines du polynéme P

Les racines du polynoéme P sont :

uo — \/ud + 4vpe(s + evon? + invo)
QV()E

uo + \/ud + 4vpe(s + evn? + inv)
2V()€

A = et A=
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ol vV = eE.

La partie réelle de A} est positive et celle de A\ est négative (on rappelle qu’on a supposé ug > 0).

Remarque : si Z est un nombre complexe, on désigne par convention v/ Z la racine carrée de

Z a partie réelle positive.

Pour ces deux racines, le noyau de la matrice M()\?), pour j = 1,2 est engendré par le vecteur :

i
0 _ 0 -
0

Racines du polynéme @

Le polynome ) ne possede pas de racines évidentes. Pour trouver ses racines, on dispose
de plusieurs méthodes : Cardan, Hudde, etc., permettant de les écrire analytiquement. Pour
des raisons de simplicité, on adopte ici une méthode proposée pour le prix Fermat junior 2005,

permettant de calculer les racines d’un polynéme de degré 3 [37].

On normalise le polynéome @ en le divisant par son terme de plus haut degré pour obtenir :

L S I 13
uglV
ou
1 9 1 ( Y )

a=— ug — ——= — (8 + invg)1pe

Suorge \ 0 Fr2 %Yo
h=— 1 (2(8 + invo)ug + u07721/0€)

3UOV0€
c=— L n—Q + (s 4 invo)? + n?(s + inve)voe

ugpe \ F'r?

Dans la suite, on écrit ces coefficients sous la forme :

Pour chercher les racines du polynéme Q, on écrit ce dernier sous la forme :

QN =(A—a)+t(A-p)?
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a=—(ar+ase), ot ay=I"9 et ay= (s + invo)
€ 3U01/0 3’11,0
1 2 ] 2
bz*(b1+b2€)7 ou blz—w et b2:_i
€ 3V0 3
2
1 Lo+ (s +invg)? 2 ,
CZ*(Cl+CQ€)a ou ClszTQ ( n 0) ot CQ:—M
) c uolo uo



oll « et (3 sont racines du polynéme (a? — b)x? + (ab — ¢)x + (b* — ac).
Leurs expressions sont données par :

ab — ¢ +v/—=3a2b2 — 6abc + 2 + 4a3c + 4b3

2(a® =)
et
5o —ab+ ¢+ vV—3a2b2 — 6abc + 2 + 4adc + 4b3
B 2(a® —b)
et donc :
¢ = _a+a
a+p

—2a® 4 3ab — ¢ + V—3a2b% — 6abc + 2 + 4a3c + 4b3
2a3 — 3ab + ¢ + V—3a2b% — 6abc + 2 + 4a3c + 4b3

Les racines du polynéme Q (et donc de Q) s’écrivent alors en fonction des racines cubiques de
t que I'on note t; pour 3 < j <5:
a—p

A =
J /8+1+tj

Le noyau de la matrice M()\?) pour 3 < j < 5 est engendré par le vecteur :
0
A
Fr2
0 = in pour 3<j<5
Fr?
0
—P(\)

Remarque : dans la suite, et pour alléger les notations, on va omettre 'exposant des racines
)\?pourlgjga

7.3.2 Calcul des opérateurs S°" et 3}

Dans le domaine w™, on cherche des solutions du systeme linéaire pour le mode barotrope
qui décroissent a l'infini; on ne garde donc que les racines des polynoémes P et () a parties
réelles négatives. De méme, dans w™, pour le systeme , on ne garde donc que les racines a
parties réelles positives.

Concernant les racines du polynome P, \i est a partie réelle positive et Ao est a partie réelle
négative.

Pour déterminer les signes des parties réelles des racines du polynoéme @, les choses sont plus
compliquées. Grace au lemme 1.2 de [19], on a le résultat suivant :

Lemme 7.1. On suppose que R(s) > 0. Comme ug > 0 alors det(M) = PQ admet deux racines
a parties réelles positives et trois racines a parties réelles négatives.
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Comme on sait déja que P admet une racine a partie réelle positive et une racine a partie
réelle négative, on peut déduire que () admet une racine a partie réelle positive et deux racines
a parties réelles négatives.

On note dans ce cas A3 et A4 les racines a parties réelles négatives et A5 la racine a partie réelle
positive.

Les racines que 1'on garde dans le domaine w™ sont donc Ag, A3 et A4, et celles qu'on considere
dans w™ sont A1 et As.

Une solution du systeme dans w™ s’écrit comme combinaison linéaire de ces trois modes :

X (x) = P_exp(zA_)o_ (7.7)
ol
: A3 Ag
) Fr2 Fr2 X 0 0 a9
=1 _ in in , A= 0 X3 O et a_ =] a3
> P2 Fr?

0 0 M (&%
0 —P(A\3) —P(\)

. SU . , .
Avant de donner ’expression de S, on aura besoin du résultat suivant :
)

Lemme 7.2. La matrice ®_ est inversible.

Démonstration : on peut montrer que les colonnes de ®_ forment une famille libre. U

D’apres (7.7)), on a :
0. X4(x) = P_A_exp(zA_).a_
- A [0 ] X ()

L’opérateur absorbant du mode barotrope dans le domaine w™ s’écrit :

N 1
SU —yfo A [@]*123 - ( 180 0 ? )
) uQ

ce qui donne :

(iugn? + isha — Ao ) (—ug + VA3 + vAy) Ny iugn? + ishg — nAavg
D D DFr2
v(=n?v 4+ a3 + VAo Ay — A3y — uga — 8 — invg)nAa % vn(n? — X\2)
D D DFr2?

(D = iV?]Q()\Q — )\3 — )\4) + ’il/)\Q)\3)\4 + in772 + iS/\Q — 77/\21}0

N2 = —1/77(—11772()\2 — )\3 — )\4) — V)\Q)\3)\4 + UO)\3A4 — 8’[))\2 + S)\g + S)\4
—inAgvg + invoAg + invoAs)

N5 = —(iV2774 — iV2772/\% + iV2772)\3)\4 — iVQ)\%)\g)\4 + iV772uO()\2 — )\3 — )\4) + il/uo)\g)\3/\4
—|—im]23 + inQU% — ius)\% + isugAg — 1/7731)0 + 1/77’00)\% — NAaugvp)
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De la méme fagon, une solution du systéme (7.4) dans w™ s’écrit comme combinaison linéaire
des deux modes A1 et A5 :

X_(z) = &4 exp(zAy)ay (7.8)
ou \
; 5
i Fr2?
/\1 0 (05}
=1 _, X ;o A= et oy =
Fr? 0 As a5
0 —P(Xs)
On a donc :
Ori(z) = [®4)ys Ay exp(As)ay

= [O1]yp At [@4]55T(2)

L’opérateur absorbant S} dans w™ s’écrit donc :

V)\l()\g — 172) ivnAs(As — A1) 1
2 + uo 2 2
. % — A5 7% — A5 Fr
Sih =
il/?])\l ()\5 — )\1) V)\5()\% — ?’]2) + o 0
% — MAs % — A s

Remarque : cas ug < 0

Le polynome @@ admet dans ce cas deux racines a parties réelles positives et une racine a partie
réelle négative. On note A3 et A4 les racines a parties réelles positives et A5 la racine a partie
réelle négative.

Dans ce cas, les racines que 1'on conserve dans w™ sont Ay et A5. Celles que 'on garde dans w™
sont A1, Az et A4.

On en déduit 'expression suivante de I'opérateur SYn .

l/>\2 (?’]2 — )\%) iVn)\5()\2 — )\5) 1

50 n? — X5 0 n%? — X5 Fr?

ivnA2(A2 — As) vAs(n? — A3)

— 0
n? — X5 n? — X5 1o

Quant a g“, il a la méme expression analytique que celle de —S_ﬁh vue dans le paragraphe
précédent en remplacant Ag par Ap.

Dans les deux cas étudiés, les deux opérateurs que ’on obtient sont non locaux en temps et en
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espace. Ils sont donc inutilisables en pratique. Dans la suite on va proposer d’approcher SYn et
Aﬁ par des expressions plus simples conduisant a des opérateurs locaux. Pour cela on va effectuer
un développement de Taylor selon € et en 7 afin d’avoir des polynémes en s et en 7.

. . , sU 5
7.3.3 Expressions approchées des opérateurs S°" et S}
Développement asymptotique en ¢

Dans un premier temps, on effectue un développement asymptotique en ¢, afin de trouver

. . . 50 5
des expressions approchées des opérateurs S-" et SY.
Pour des raisons de simplicité on s’arréte a ’ordre 1, ce qui donne :

U s 4 invo

A = —+———+0()
IZ083 ()
s+ inv
Ao = —# + O(e)
by — 3
)\3 — _ﬂ_|_17ala2+0(5)
e al
3b 9b2 — 12
N —SAEVIRT MG o
6a1
—3by 4+ /907 — 12
- 1+ 1 aicy +0(e)
6(11
1 2 . . n? : 2
Ao 2 == + (s + v
ol ay = £ 0,(12:<8+mv0),blz—wetclz—ﬂ2 ( ) ,cf.
3uolg 3ug BIZ%) uolo

La racine A1 a une partie réelle positive et dans la suite on fait I’hypothese suivante :

1 1
Hypothése : dans la suite on suppose que a1 = —_— — u% est positif, ce qui revient
3ugrg \ Fr?

N

1 X - .
a3 > u%. Cela correspond a un régime fluvial.
r

Remarque : wug est ici une variable sans dimension. En effet, on a ug = @yUc (on a omis le
signe ~ pour plus de clarté).

Ceci implique que Ay et A3 ont des parties réelles négatives et que A5 est a partie réelle positive.
Il reste donc a déterminer le signe de la partie réelle de Ay4.
Lemme 7.3. La partie réelle de \y est négative.

Démonstration
Tout d’abord on réécrit ¢; de la facon suivante :

2 .
B 4 (s + invo)?
U

c1 =
2

o g,

FT2U0V0 4UO !
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On peut donc réécrire le développement asymptotique de A4 de la fagon suivante :

/SH2

N 6a1

12a17n?

oud=9(1+ ) et v = ————. Tous les deux sont des réels positifs.
() VoF T

ug
On note C' = 562 + 7, big = R(b1) et b2 = F(by). On a donc R(C) = (5(b%71 - biQ) + 7 et
%(C) = 26b1’1b172

Ensuite, on a :

[%(\FO)} ’

3a1 )

5(5% )+ + \/ b7 2 b% 2) +7)% + 4525%,15%,2
= (b, b1 2) +7+
VO 02 5 72 — 2677 13, + 20787, — 26903, + 40203 117

= 5(17%,1 - b%,z) +7+ \/(—55’%,2 +7)2 + 525%,1 + 257531 + 2525%,15’%72
On en déduit que

R(vO)| - a2,

=062 5+ 7+ (003 5 )2 + 620 | + 20908 | + 26208 17

—0bT o+ + | = 6B7 5+
0

AVARLY}

D’ot, en utilisant le fait que § > 9 (car a; > 0) :
2
(ROVO)| = o6t > 983,

et donc :

[R(VO)| = 3Jbr1]

Par convention v/ C désigne la racine carrée & partie réelle positive, et comme la partie réelle de
b1 est négative, on en déduit que :

R(VC) +3b11 >0

D’ou

3b1 + \/(51)% + v
(- 6aq ) <0

g

Ceci implique que les racines que 'on garde dans QF sont Ay, A3 et A\4. Celles que 'on garde
dans 7 sont A1 et A\5. On est donc dans le premier cas de figure décrit ci-dessus.

On en déduit donc les développements asymptotiques suivants :
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e A l'ordre 1 en ¢, 'opérateur SYr géerit -

in2ug—i52+2nvos+in2vg . nsug—l—inQuovo—ugnao (inzug—iSQ-i—Qr]vos+in2v(2))u0
o - —— - — - —
N§j 18Qp —NVop—iugn 18 —NVo g —iugn 18 —NVo g —iuUn
SUr = +0(e)
0 —UuQ 0
ou
ap = \/—UZUgFTQ + 0?4 s2Fr? + 2isnuoF'r? — n>v3 Fr?
et

e A l'ordre 1 en ¢, l'opérateur SY s’écrit :

1
) uw 0 5
Su = L o1
0 uQ 0

La transformée de Fourier-Laplace inverse de l'approximation de S’ﬁ est un opérateur local.

Par contre celle de I'approximation de SY" est encore non locale en temps et en espace. Un
développement en € est donc insuffisant. De ce fait, on va par la suite effectuer un développement
asymptotique en € et en n a l'ordre 1.

Développement asymptotique en ¢ et en 7

Un développement asymptotique de 1'opérateur SY" en ¢ et en 1 donne :

1, W
SUn— | Fr Fr 1 4 0, )
0 —UQ 0

7.3.4 Expression des opérateurs en variables dimensionnelles

En revenant dans les espaces réels, les développements précédents donnent les approximations
. . . . s L,opt L,opt
suivantes (en variables adimensionnelles) des opérateurs BEV It o Biv ot

1 1 uo
vOru — (uo — - )u— (5 — 5.)¢

BfVL,Opt(l17 C) _ Fr F’f’2 Fr + O(E, 77) (79)

VO, v
et
—v0,U
B P U = | —va. V| +O0(n) (7.10)

ugC + U
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En variables dimensionnelles cela donne :

10,u — (ug — ¢)u — (¢ — cug)

BSVEoP (y, ) = ol 4 0, (7.11)
1OV
et
_ —H0:U
BVEPT, Q) = | —udV | +O0(em) (7.12)
upG + hU

On rappelle toutefois que I'approximation de BV 1Pt

a négliger 7, c’est a dire les termes de dérivées en y.

requiert une hypothese forte qui consiste

7.4 Conditions de transmission optimales pour les modes baro-
clines

Dans ce qui suit on donne les expressions des opérateurs absorbants des modes baroclines.
Comme on 'a déja indiqué, ces modes n’interviennent pas dans le cadre du couplage des deux
modeles étudiés, mais pourraient servir dans le cadre de décomposition de domaine classique
des équations primitives 3-D.

Les modes baroclines sont indépendants de (. Les opérateurs absorbants correspondant a ces

modes s’écrivent :
Up,n

B*P" = 19, U} — uoUp — S
et

Up,n

B = 19, U} +ugUp — S,

Pour résoudre 1’équation (7.3)) il suffit de résoudre 1’équation caractéristique associée. Dans ce
cas une solution de (7.3)) s’écrit sous la forme :

U = a"exp(\"" ) + " exp(\"z)

1 2
AV = (Uo - \/U% +dv(vn® + v{nm) + s+ inm))

ou

Qv g2

et

1 v(nm)?2 ,
AV = o (uo + \/U% + dv(vn? + (52) +s+ mvo))

On cherche des solutions qui décroissent & I'infini. Dans QT on garde la racine & partie réelle
négative et inversement dans 7. Une solution de (7.3) s’écrit alors :

A~

Ut =aexp(\72), et UP~ =B exp(\"Fz)
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et donc

LU =A""UPT, et 9,UpT =AmTURT
Grace a cela, on va pouvoir calculer les transformées de Laplace-Fourier des opérateurs S?z’n
et SEZ’n. On a ainsi :

sUpnn

SUPT — (=A™ pug) I et SYP" = (wAMT —wg) Id

En revanche, & cause de lexpression de A™*, ces opérateurs sont non locaux en temps et en
espace. Dans la suite, on cherche donc une approximation de ces opérateurs en effectuant un
développement asymptotique en ¢.

- AUn7 AUn’
Lemme 7.4. A lordre 2 en ¢, les opérateurs S_"" et S" "

n uQ 21/0 3 2
S M =—— —\JuE+4(nr)?2 — ———— (s +invory) e + O(e 7.13
5~ \/uo +4(nm) u(2)+4(mr)2( nvovo) (€%) (7.13)

s’écrivent :

et
AU 2
th’n S ud +4(nm)? + + (s + inuor) € + O(e?) (7.14)
2 Vug + 4(nm)?

Remarque : dans [I], 'analyse asymptotique est faite en supposant le nombre de Rossby

. . . . , U n Uln
petit. Dans ce cas, les auteurs obtiennent une approximation des opérateurs S_"" et S "
indépendantes de n. Ce n’est pas le cas ici.

7.5 Sur le caractere bien posé des deux modeles

On va étudier brievement le caractere bien posé des systémes de Saint-Venant et de
Navier-Stokes hydrostatique avec les opérateurs absorbants obtenus dans ce chapitre. On
se contentera dans la suite de rappeler quelques résultats sur I’existence et 'unicité des solutions
qu’on trouve par ailleurs dans [19] et dans [32].

Le systeme ([6.2)) se décompose en deux parties, barotrope et barocline. On doit donc considérer
les deux types de problemes aux limites suivants :
e Les systemes et sont complétés respectivement sur v par des conditions aux
limites de type :

U, C
(10pu — OT (—cu+g¢) = g

(7.15)
pOzv = go
ol ¢ = +/gh, et
_,Uax[z =0
—uamV_: gz (7.16)
uogC + hU = g3
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Ces systemes sont appelés aussi dans la littérature systemes incomplétement paraboliques.
On trouve dans [19] un théoréme qui prouve le caractére bien posé des deux problemes
de Cauchy associés a et avec des conditions type et homogenes
(i = 0pour i = 1,2 et gg = 0 pour 1 < i < 3 ). La démonstration se base sur les
travaux de Strikwerda (voir [42]) ou il est établi qu'un probléme aux conditions initiales
incompléetement parabolique est bien posé si et seulement si le probleme purement para-
bolique et le probléme hyperbolique réduit (voir [I9] pour la définition) sont bien posés et
si les conditions aux limites sont découplées, ce qui est le cas pour les conditions et
homogenes. 11 suffit ensuite d’introduire des relevements vérifiant les mémes condi-
tions initiales que et et les mémes conditions aux limites pour résoudre les deux
systemes de Saint-Venant avec les conditions aux limites non homogenes (7.15)) et (7.16)).
Enfin, pour caractériser les espaces fonctionnels contenant les solutions de E et (6.16)),
on peut étudier les formulations variationnelles des systemes et (]6__1—6[) munis des

conditions ([7.15)) et (7.16).

e Quant a la vitesse barocline, elle est solution du systeme (6.18]) muni sur I' de la condition
aux limites suivante :

V@x(Uh—ﬁh)ZO sur I' xR

Cela donc revient a résoudre deux équations de convection-diffusion en dimension 3 de la
forme dyw + b.Vw — pAw = 0 dans Q" x RT, ot b = (Uy, W, O)t avec les conditions aux
limites B?ﬁ”t sur les bords extérieurs et des conditions de Neumann homogenes sur I' x RT.
Pour démontrer 'existence et de 'unicité des deux solutions on peut se baser sur le cas
2-D étudié dans [32].

En résumé

On a abordé dans ce chapitre le calcul des opérateurs absorbants exacts et approchés du
systeme de Saint-Venant ainsi que ceux des modes baroclines. On a donc utilisé les techniques
usuelles consistant a trouver leur expression dans l'espace de Laplace-Fourier. En revanche et
malgré une premiere approximation selon le rapport d’aspect £, on n’a pas réussi a voir des
expressions exploitables de ces opérateurs. On a donc été amené a négliger tous les termes en 7,
la variable de Fourier dans la direction y. Ceci revient a négliger tous les termes de dérivées en y
dans ’espace réel. Pour cette raison, on propose dans le chapitre suivant d’étudier ’algorithme
de couplage [6.1] avec des conditions aux limites de type Robin.
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Chapitre 8

Algorithme de couplage avec des
conditions de type < Robin >

Dans le chapitre 7] on a écrit sous leur forme générale les conditions aux limites permet-
tant une convergence optimale de l'algorithme de couplage [6.1 En revanche, comme on I’a vu
dans la section[7.3] pour pouvoir exploiter ces opérateurs il faut faire des approximations. Celles
proposées au chapitre [7], basées sur des développements limités, nécessitent des hypotheses tres
restrictives pour aboutir & des opérateurs utilisables en pratique. Afin de tenter de contour-
ner cette restriction, on propose dans ce chapitre d’étudier des conditions de type < Robin
généralisées >, c’est a dire basées sur les conditions de transmission physiques auxquelles on
ajoute un opérateur Ald. Le coefficient A est alors un degré de liberté sur lequel on peut jouer
pour accélérer la convergence. On va donc étudier dans ce chapitre 'algorithme de couplage
avec les conditions aux limites suivantes :

U 1
Hay — 96+ (A= Juo)u
B (u,¢) = (8.1)
v 1
Mafx + (A - §’U,0)U
et oU
—Ho +9C+ (A + §uo)U
By (Up,Q)=| _ 9V 1 (8.2)
Max + (A + 2U())V
(8

ol A est une constante strictement positive.

Remarque : on a imposé ici up{ comme derniere composante du vecteur By (Up, () au lieu de
uogC + U qui serait la quantité naturelle de transmission au vu de (6.14)). De méme on a considéré

u u
le terme —u (respectivement —OUh) en lieu et place de ugu (respectivement uyUy) que l'on

trouve pourtant dans (6.13). Ce choix est fait afin d’obtenir plus facilement la convergence de
lalgorithme de décomposition usuel du systéme de Saint-Venant (voir section [8.3). On verra
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aussi qu’a convergence, les contraintes physiques (6.13)) et (6.14]) sont vérifiées.

Dans la suite on décompose les trois composantes de I'opérateur By en deux parties :

BY (Up, () = _Maatih +9 ( g > + (A + %uo)Uh (8.3)
et
BS (U}, ¢) = uoC (8.4)

On remarque comme dans [32] qu’on a les deux relations suivantes :

BY (Up, Q) + B- (Up,¢) = 2AU, (85)

B (U, - B-(Un0) = 2(-n 4 utn g ( § ) (5.6)

Ces deux relations serviront dans les démonstrations qui seront faites plus loin.

Dans les prochaines sections, on commencera par prouver que le systeme de Saint-Venant 2D
défini sur I’espace entier est bien posé. On étudiera aussi l'algorithme de Schwarz muni des
conditions aux limites et imposées respectivement sur v et I'. Ensuite, on prouvera
la convergence de l'algorithme usuel de décomposition de domaine du systeme de Saint-Venant
2-D avec les conditions aux limites et . Ceci permettra de conclure quant a la conver-
gence de I'algorithme de couplage [6.1] Enfin, on finira par étudier rapidement 1'optimisation de
la convergence de 1’algorithme de couplage en fonction de .

Pour simplifier ’étude de la convergence, on suppose dans la suite que l'on se place dans un
domaine infini dans les directions z, y et & fond plat. On a donc Q@ = R? x [~h,0], w = R
w” =R~ xRetw" =R" xR. On notera T le temps final et on suppose que 0 < T < +oo0.

8.1 Etude du systeme de Saint-Venant 2-D sur ’espace entier

Comme on I'a vu dans le chapitre [6] la convergence de algorithme de couplage [6.1] est
équivalente a la convergence de 1’algorithme de décomposition de domaine usuel du systeme de
Saint-Venant 2-D. On commence donc par étudier 'existence et 1'unicité de la solution de ce
systeme.
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On considere le systéeme suivant :

du+ (Ug.Vp)u+gVi¢ — pApu=0 dans w x [0,7] (8.7a)
0¢ + hdivp(u) + Up. Vi =0 dans w x [0,7] (8.7b)

u(.,0) = U™ dans w (8.7¢c)

¢(.,0) =¢™ dans w (8.7d)

On remarque que le sous-systeme d’équations et vérifié par u est un systeme pa-
rabolique linéaire avec un terme source dépendant de (. Quant a I'inconnue (, elle vérifie une
équation de transport linéaire avec un terme source dépendant de u.

Dans la suite, on adopte la méme démarche que celle utilisée dans [1] pour montrer I'existence
et I'unicité d’une solution (u, () du systéme . On commence par étudier le probleme para-
bolique a ¢ fixé. Ensuite on s’intéresse a ’équation du transport a u fixé. Enfin pour conclure,
on applique le théoreme du point fixe pour montrer I'existence de la solution du systeme de
Saint-Venant 2-D dans ’espace entier.

8.1.1 Définition d’une solution faible

On commence par donner la définition de la notion de solution faible du systeme (8.7)).

Définition 8.1. On suppose que X = (ﬁi”i,gini) € L?(w,R?) x L?(w). On appelle solution
faible de tout X = (u,¢) € L*(0,T; H (w,R?)) x L?(w x (0,T)) tel que :

i(“vv)w + ((Uo.Vi)u, V)y + u(Vau, Viv)y = —g (Vial,v)w Vv € H'(w,R?)
di (8.8)
u(.,0) = T dans w
et
LX)+ (U0 V4Co X = —h (dien(u), ) ¥ € I2(w)
dt (8.9)

¢(.,0)=¢"™  dans w
ot (.,.)w désigne le produit scalaire dans w.

8.1.2 Systeme parabolique

Dans un premier temps, on étudie la solution du systéeme parabolique (8.7a)) et (8.7c]), pour
¢ € L*(w x (0,7)) donné.

Définition 8.2. Pour U™ ¢ L?(w,R?), et ¢ € L*(w x (0,T)), on appelle solution faible en

vitesse de , toute fonction u € L2(0,T; H' (w, R?)) vérifiant .
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On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.1. Si T e L?(w,R?) et ¢ € L?*(w x (0,T)) alors il existe une unique solution
faible en vitesse de , 8.7d) appartenant a C(0,T; L*(w)) N L%(0,T; H (w, R?)).

Démonstration
On commence par montrer l'unicité de la solution. Pour cela, on établit 'inégalité d’énergie
suivante :

t t .
ull?, + M/O IVaulg < C/O ISII + T3, vt € [0, 7] (8.10)

ou C' est une constante strictement positive.

En effectuant le produit scalaire L? dans w de (8.7a)) par u et en intégrant par partie, on trouve :
1 d 2 2 .
5 g 1ulle + el Vrulli = g(C, diviu)

Ensuite, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz au terme g((, div,u) et on utilise le fait que
2

b
2ab < aa® + o pour tous a,b,a > 0, ce qui donne :

1d
5 aellul? + Va2

IN

a2 i . 2
o (1612 + 5o laiva(w2)

A

oo 1 2
< o (5162 + L1nal2)

2
En choisissant « tel que 9 _ 1, on trouve :
o

Ld

Jal2 + 2wl < )2
2dt 2 7

Enfin, I'intégration en temps sur (0,t) pour ¢ > 0 donne :

1 U t 92 t 1 s
gl + 5 [ 19wl < < [ + 0™

On en déduit la relation .

Maintenant, si on se ramene au cas homogene avec des conditions initiales nulles, autrement
dit ¢ = 0 et U™ = 0, alors il existe une unique solution du systéme dans ’espace
C(0,T; L?(w)) N L*(0,T; H' (w, R?)).

Pour montrer I'existence d’une solution faible en vitesse on utilise la méthode de Galerkin dont
on ne donne ici que les grandes lignes (voir [9] pour plus de détails). Cette méthode consiste
a chercher d’abord une solution vérifiant dans un espace de dimension finie. Ensuite, le
passage a la limite permet de conclure quant a l'existence d’une solution de , dans les
espaces indiqués dans la proposition [8.1}

L’espace H'(w,R?) est un espace de Hilbert séparable. On en déduit qu’il existe une suite
dénombrable de vecteurs (vi)ig>1 tel que toute sous-famille finie est libre. Pour N > 1, on
notera Vy l’espace engendré par vi,...,vy. La réunion de ces espaces est alors dense dans
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Hl(w,R?).

Tout d’abord, comme H*(w, R?) est dense dans L?(w, R?), il existe une suite (%) y appartenant

N

s . TNt ;. .

a Vy pour tout N > 1 qui converge vers U . On écrit dans ce cas uy’ = g ay NV Ensuite,
k=1

on commence par chercher une solution de (8.8) dans Vi qui s’écrit donc sous la forme uy =
N

E ar, NVE. On a alors :

k=1
d
2V, Vo + (Uo-Va)un, vi)w + u(Vaan, Vivi)e + 9(VaC, vi)w = 0
(8.11)
un(.,0) = ul
Ce systeme est équivalent au systeme suivant :
da
ANTtN + Byay = Fy
(8.12)

an(0) = al

ol les matrices carrées Ay et By de taille N x N sont définies par (An)i; = (Vg,Vj) et
BNk, = (Uo.Vi)ve,vj) + u(Vyve, Vivy). Les vecteurs ay, a’j{}i et Iy de taille N ont
respectivement comme k™ composante kN, a}f‘}v et —g(Vi(,vi).

La famille vq,...,vy est libre, donc la matrice Ay est inversible. Le systéeme admet
donc une unique solution ay. On en déduit que le systeme admet une unique solution
uy € C(0,T; V) N L2(0,T; Vy).

Ensuite, on peut montrer que pour tout N > 1 uy vérifie I'estimation d’énergie . Ceci
signifie que (uy)n>1 est bornée dans C(0,T; L*(w, R?)) N L2(0,T; H'(w,R?)). D’ott I'existence
d’une sous-suite (1), qui converge au sens faible étoile dans C (0, T; L?(w, R?)) et au sens faible
dans L?(0,T; H'(w,R?)). En passant a la limite dans , on déduit que u, tend vers u qui

est solution de (8.8). g

8.1.3 Equation de transport

On s’intéresse maintenant a I'inconnue ¢ qui est solution de 1’équation de transport linéaire
(8.7b) (avec le terme source —divy,(u) ) et qui vérifie la condition initiale (8.7d).
Comme pour le systeme parabolique, on commence par donner la définition de la solution faible
de I’équation de transport.

Définition 8.3. Soit u € L?(0,T; H'(w,R?)) et ("™ € L%*(w). On appelle solution faible en

hauteur d’eau de , toute fonction ¢ € L?(w x (0,T)) vérifiant .

On a alors le résultat suivant qu’on trouve par ailleurs dans [I] :
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Proposition 8.2. Soit u € L?(0,T; H' (w,R?)) fizé et ("™ € L*(w). Il existe alors une unique
solution faible en hauteur d’eau ¢ € L*(w x (0,T)) de (8.7h), . Cette solution s’écrit grace
a la formule des caractéristiques sous la forme :

. . t
C(x,y,t) = "™ (x — upt,y — vot) — h/ (divpu) (x — ugs,y — vos,t — s) ds (8.13)
0

Cela signifie aussi que ¢ € C(0,T; L?(w)).
Pour tout t € [0,T], cette solution vérifie l'inégalité d’énergie suivante :

t
1<l < €™ [l + h/o [[divp(u)]| ds (8.14)

Démonstration :

La démonstration se trouve dans [I]. On en donne ici seulement les grandes lignes.

Concernant Iexistence, si ¢ vérifie et si divy(u) et ("™ sont suffisamment réguliers alors
¢ est solution de , .

Pour montrer I'unicité, on suppose que u et ("™ sont nuls. D’apres la formule caractéristique, la

solution de (8.7b|) est alors nulle. On en déduit I"unicité.
Maintenant, on montre I'estimation d’énergie (8.14). En effet, d’apres la relation (8.13) on a :

t
¢l < 17 + H [ aatu as

w

Ensuite on utilise le cas extrémal de I'inégalité de Holder, & savoir que pour tout f € L?(w), on

T =max{

gdmy' g€ L2w), gl < 1}

/w ( /0 tdiw(u)ds)gdwdy‘ —

Pour tout g € L?(w) tel que ||g|l, < 1, on a donc :

divy(u gdxdy) ds

I
/w gdmdy‘ ds

< /

< max { dlvh(u)gd:rdy‘} ds
0 llglle<t

< /Hdwh V[l ds

t t
’ / divy(u)ds| < / divy (w)]| ds
0 w 0
On en déduit (8.14). O
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8.1.4 Existence et unicité de la solution du systeme de Saint-Venant dans
I’espace entier

Pour finir, on montre comme dans [I] I'existence et I'unicité de la solution du systéme ({8.7))
en utilisant le théoreme du point fixe. On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.3. Pour tout X" = (ﬁim, (") € L?(w,R?)x L%(w) il existe une unique solution
faible X = (u,() appartenant a
(C(0,T; L*(w,R?) N L2(0,T; H' (w,R?))) x (L*(w x (0,T)) N C(0,T; L2 (w))) de (8.7

Démonstration :
Etant donnée la condition initiale X**, on définit les deux applications suivantes :

S LX(w x (0,7))NC(0,T; L*(w)) — C(0,T; L*(w,R*) N L2(0,T; H' (w,R?))
¢ +—— u solution de (8.7al)

et

Sy : C(0,T; L*(w,R*)) N L*(0,T; H (w,R?)) — L*(w x (0,T))NC(0,T; L*(w))
u +—— (¢ solution de (8.7b))

On note dans la suite &7 ’espace fonctionnel défini par :
Er = (C(0,T; L*(w,R*) N L*(0, T; H (w,R?))) x (L*(w x (0,T)) N C(0,T; L*(w)))
Alors X est solution de (8.7)) si et seulement si X est un point fixe de I'application :

T:ST — 5T
(u,¢) +— (S1(¢); S2(u))

Il faut donc montrer I'existence d’un tel point fixe.

On considere pour cela X1, X2 € Er. On note ensuite (u,() = (u; —ug, G — () = X7 — Xg et
(@,¢) = T(X1)—T(X>). Par linéarité, &1 vérifie le systéme parabolique (8.7al) avec une condition
initiale de type nulle.

D’apres 'inégalité d’énergie , pour tout t € [0,7], on a :

t t
a2 + /0 IVl < © /O I (8.15)
< ct swp (CI2(s)) (8.16)
s€[0,¢]

ou C > 0.
De la méme fagon, d’apres (8.14)) et en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz on a :

~ ¢
1I2(t) < 2th / V]2 (s)ds
0

Ceci signifie que pour T € (0, T assez petit, Papplication T est strictement contractante dans
Err.

Enfin, pour conclure, il suffit de réitérer le raisonnement sur les intervalles [T7,27"], [2T",3T"],
etc. ]
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8.2 Etude de I’algorithme de couplage

Maintenant, on étudie ’algorithme de couplage [6.1]; on montre qu’il est bien défini en
considérant les conditions aux bords (8.1]), (8.3) et (8.4). Pour cela on prouve que chaque

probleme aux limites sur chaque sous-domaine est bien défini.

Pour (Up) et C?r donnés et pour tout k£ > 0, ’étude de l'algorithme de couplage revient a
I’étude des problemes aux limites suivants sur chaque sous-domaine :

e Dans le domaine w™, on résout le systeme parabolique :

( dpur L 4 (U(.V) bt — pAuft = gy, ¢F dans w™ x [0,7] (8.17a)
B_(ut*L, (M = B (T, ¢*) sur 4% [0,7]  (8.17b)
u" (., 0) = o dans w™ (8.17¢)

et le probléeme de transport :
A 4+ UV, = —hdivy, (ubth) dans w™ x [0, 7] (8.18a)
CFHL(,0)=¢™ dans w™ (8.18b)

On rappelle ici qu’on n’a pas considéré de condition aux limites en z = 0 pour I’équation
de transport dans w™ car on a supposé ug > 0.
e Dans le domaine Q7 on résout le systéme parabolique :

QU+ (Uo.V,) UF — uA U = —gv, (BT dans QT x [0, 7 (8.19a)
o, U, =0 en z=0 (8.19b)
o, Up =0 en z=—h (8.19¢)

B (U ity = B (0", ¢FH) sur Tx [0,7]  (8.19d)

Ut (,0) = U dans QF (8.19¢)
et I’équation de transport :
([ 0,CF + UV = —hdiv,(T))  dans w' x [0,7] (8.20a)
By (U hY) = B (W ) s 9 x[0,7] (8.20b)
_’T_H(.,O) =" dans w* (8.20¢)
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Pour montrer que 1’algorithme est bien défini, on procéde comme dans la section précédente.
On étudie les deux problemes paraboliques, les deux équations de transport et enfin pour conclure
on utilise le théoreme du point fixe pour prouver I'existence et 'unicité de la solution sur chaque
sous-domaine et pour toute itération de Schwarz.

Dans la suite k£ désigne un entier positif.

8.2.1 Problemes paraboliques dans chaque sous-domaine

Comme dans le cas du systeme de Saint-Venant défini dans le domaine entier, on cherche
ici des solutions u**! et UEH respectivement dans C(0,7, L?(w™,R?)) N L?(0,T, H'(w™,R?))
et dans C(0,T, L>(Q*F,R?)) N L?(0, T, H'(QF,R?)). On suppose donc que U~ € L*(w—,R?),
Uit e L2(QF,R?), (M € L*(w™) et (" € L*(w™). On commence par définir la notion de
solution faible des systemes et qui est plus délicate ici a cause des termes de bords
sur v et I' (voir [1]).

On regarde par exemple le systéme parabolique dans w™. Le produit scalaire dans L?(w™) de
par v € H'(w™,R?), aprés intégration par parties, donne :

/ ot v +/ (Up.Vp) u v+ ,u/ Viuhtl o vv
w™ w™ w
] Ck+1
—u/@xuk"'l.v—g/ ¢Eldivy, (v) +g/ ( - ) v=0
v w™ v\ 0
D’apres la condition aux limites (8.17bf), on a :

/ 8tuk+1.v—|—/ (Ug.Vh)ukH.v—i—u/ Vyuhtl o v,y

_AB (ﬁZ,dﬁ) .v+/

~

(A — %)ukﬂ.v - g/ ¢FHdivy,(v) =0

Pour que cette formulation soit bien définie, il faut que le terme B_ <ﬁz, C_’ﬁ) soit suffisament
régulier. Ce n’est pas le cas en choisissant UfL € L0, T, H' (QT,R?)). En effet, ceci implique
que 61U§ € L2(2F x [0,T]) et donc on ne peut a priori pas définir la trace de 8mﬁz sur 7.

Comme dans [I], on remédie & ce probleme en définissant ce terme de bord par récurrence sur

k. En effet, d’apres la relation (8.5)), on a :

—k
B_(U,,¢h)

u ek —k
= -BY(U,, %) + 22T,

B_ (ukJrl7 CE—H)

De le méme fagon, le terme au bord B+(Uz+1, ﬁ“) peut étre défini par récurrence gréace a la

relation (8.5)) :
BY(UTLCE) = B ¢

= _B_ (uk:Jrl7 Cﬁ-i-l) + 2)\uk+1
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Pour alléger les notations, on note dans la suite B*! = B_ (ubt1, Cﬁ“), Bi“ = Bﬁr(ukﬂ, dﬁ“)

k41 —k+1 . ) .
et B, =B} (U, k“) On a alors les relations de récurrence suivantes :

B = _B 4+ 2\T}
Bifr+1 Bli+1+2)\uk+1

On définit aussi W, l'espace H %('y,IR@) et Wr l'espace H %(F,R2) ainsi que Wiy et W leurs
duaux.

Définition 8.4. On suppose connues (¥ € L2(w™ x (0,T)) et Ckﬂ € L*(w™ x (0,7)). Les
formulations faibles de (u et _) sont définies de la facon suivante :

e Pour k =0, on considére By € L*(0,T,W,).

e Pour k>0, B* est défini par :

=k —k
B = B 4+ 22T, (8.21)

On dit que uFT! est solution faible en vitesse de st et seulement si pour tout v €
HY(w™,R?), on a :

/ atuk+1.v+/ (UO.Vh)ukH.er,u/ Viuhtl vv

+/Bi.v —/2AU’,2.V + /()\ - %)ukﬂ.v - g/ L divy (v) = 0 (8.22)
¥ v w™

.
o Une fois u**! connu, on définit B+(Ul,fb+1 k+1) par :
Bith = —BFF 4 2 ub ! (8.23)

On dit que Uﬁ“ est solution faible en vitesse de st et seulement si pour tout
Ve HY(QT,R?), ona :

6tUZ+1 .V + /
O+

/ BV — / AV 4 / ()\+ MUELY g / A diu (V) = 0
I

(8.24)

(Uo. V) UFtv 4+ p VhU’““ VRV + / 0, Ukt .o, v
O+

On a alors le résultat suivant :

ini

Proposition 8.4. Soient U € L?(QF,R?), U € L*(w™,R?), B € L2(0,T,W")) et
BE € L2(0,T,WT)). On suppose que ("' € L2(w™ x [0,T)) N C(0,T; L*(w™)) € et ¢V €
L*(wt x (0,7))NC(0,T; L*(w))*. II existe alors :
e une unique solution u*t1! de appartenant a C(0, T, L*(w™,R?))NL(0,T, H'(w™,R?)),
e une unique solution Ui” de appartenant a C(0,T, L>(QF,R?))NL2(0, T, H'(QF,R?)).
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On a de plus les estimations d’énergie suivantes :

t t L. t
a2 4 g /0 Va2 + /0 / Al 2 < T2+ ¢ /0 T
Y

t t
—k —=k
e / B2 + o / TEE (8.25)

et
t t t
ORI+ o [ VAU + [ [ IR < Ui +0f [ 1¢E 1R
0 0o JI . 0 .
i [y [ e 520

ou Cy, Cq, C3, C1, C4 et C% désignent des constantes positives.

Démonstration
La démonstration est identique a celle de la proposition[8.I]et repose sur la méthode de Galerkin.
Pour obtenir les estimations d’énergies (8.25) et (8.26)), il suffit de remplacer v et V res-

pectivement dans (8.22) et (8.24) par u*t! et Ui“, de voir que / (Up. V) uFtlubtt =

w

% / [uf L)% et que / (Up.Vp) UQH.UQH = _u20/ ||U;”€L+1H2 et d’utiliser ensuite 'identité
¥ o+ -

a 1
ab < Eaz + —b% pour tous a, b et pour tout a > 0. Enfin, pour finir il suffit d’intégrer entre 0
et t.

8.2.2 Equations de transport
On étudie maintenant les équations de transport (8.18]) et (8.20)).

Equation de transport dans le domaine w™

L’étude de I’équation (8.18]) est semblable a celle de (8.7b]). On va définir la solution faible
de cette équation comme suit :

Définition 8.5. Soit ub+t! € L2(0,T; H'(w™,R?)) fizé et (" e L%(w™). La fonction ¢*+1 e
L*(w™ % (0,T)) est solution faible en hauteur d’eau du systéme (8.18d) et (8.18Y) si et seulement
st on a:

i(cﬁ“,xx,— — (U Vix) o = —h(div,(0FT), x),- VX € D(wW™)

dt (8.27)

CFHL(,0)=¢  dans w™

La aussi on a le résultat suivant :
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Proposition 8.5. Soit u**! ¢ L2(0,T; H'(w™,R?)) et ("™ € L?(w™). Alors il existe une unique

solution ("1 € L2(w™ x [0,T]) de , . Cette solution s’écrit grace a la méthode

des caractéristiques sous la forme :
t
CFH(,y,t) = ¢ (@ — uot, y — vot) — h/ (divhuk+l> (x —ups,y —vps,t —s)ds  (8.28)
0

Cette solution appartient aussi a C(0,T; L*(w™)) N C((—o0,0]4; L*(Ry x (0,7))).
Pour tout x < 0 et pour tout t € [0,T], cette solution vérifie l'inégalité d’énergie suivante :

t
[y P i +h/0 | divp, (0™ )|, ds (8.29)

Démonstration :
La démonstration est identique a celle de la proposition [8:2 O

Une fois que la solution de 1’équation de transport (8.18)) est connue, a I'itération k + 1 on peut
définir la condition aux limites (8.20b]) que 'on va imposer pour ’équation de transport dans le
domaine w™ :

B (Uﬁj“, _’ﬁ“) = upc?(0,.) = upc?t(0, ) (8.30)

On note dans la suite ¢f ™ = ¢¥+1(0,.)

Equation de transport dans le domaine w™

La définition de la solution faible de (8.20)) est un peu différente du fait que 'on considere
une caractéristique entrante.

Définition 8.6. Soit Uit! € L2(0,T; L*(w™,R?)) et ¢ € L2 (w).
On suppose que C{f“ € L%(y x (0,T)). La fonction C_If_H est solution faible en hauteur d’eau du
systéme si et seulement si Vx € D(w™) on a :

d . ==kt
%(C-]T——i_lv ot — (G U0V — (U™, %) = —h(divn (T, ), X)ur .31
8.31

KL 0) = ¢ dans wt
On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.6. Soit UF™' € L2(0,T, H(w*,R?)) donné et (" € L*(w™). Alors il existe une
unique solution C_’f_“ € L2(wt x (0,T)) de (8.20d), (8.200) et (8.20d) . Cette solution s’écrit
grace o la méthode des caractéristiques sous la forme :

o Six > ugt :

t
_]frl(a:,y,t) = im(x—uot,y—vot)—h/ <divh(ﬁﬁ+1)) (x —ups,y —vos,t —s)ds (8.32)
0

o Six < wugt

C_]f_ﬂ(x,y, t) = (gH(Y—ZOx,t—j)—h/uo (divhﬁzﬂ) (x—ups,y—vps,t—s)ds (8.33)
0 0 0
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Cette solution appartient aussi a ’espace C(0,T; L*(w™)) N C([0, +00).; L*(Ry x (0,7))).
Pour tout x > 0 et pour tout t € [0,T], cette solution vérifie 'inégalité d’énergie suivante :

t
ini ) Tt
IE e < I+ w0llG o+ i (Tl s (8:34)

Démonstration :

Les relations (8.32) et (8.33]) sont obtenues grace & la méthode des caractéristiques (voir par
exemple [18]). Pour montrer (8.34), on note w;” = w™ N {z < upt} et wi =w™ N {z > upt}. Ce
qui donne

k k k
I et = IS s + ICE g

Ensuite, d’apres la relation (8.33)), on a :

||Ck+1 </ / L (y z,t — —))2 dxdy) +h/ ldivy (T, )], +
x<ugt o

) v x e,
En effectuant les changements de variables Y = y — Lgets=t—-— dansla premiere intégrale
Uug Uug
du terme de droite, on trouve :

(Lo f@ 0=t asar)” = </ot/]R<cf“<Y,s>>2dsdy>é

= uoll¢y ™ lyxp0

=

De méme, en effectuant un changement de variable X = x — ugt on a :
16703 = 167 s
D’ou I'inégalité (8.34)). O

8.2.3 L’algorithme de Schwarz est bien défini

Pour conclure, on montre que l’algorithme de couplage [6.1] est bien défini en utilisant les
conditions aux limites (| ., et . Cela signifie qu en partant de BO donné et de (¥ b
donnée, on est capable de construlre deux suites X* = (uf, (%) et X* = (U ,C %) qui sont bien
définies et qui vérifient respectivement les formulations faibles (8.22)), (8.27)) et (8.24)), (8.31)).

Définition 8.7. La notion de solution faible de l’algorithme de couplage est définie de la
facon suivante :
e Soient (1(0,.) € L?(yr) et BY € L*(0,T;W}.) donnés.

o Pourk > 1, Xk et X_’T_ sont solutions faibles de (-) 1 et de (18 JQ) (18 2(1) st et

seulement si u” est solution de , CF est solution de Uk est solution de 48 24)
et CJF est solution de (8.51)).

o A Uétape k + 1, les conditions auz limites sont définies par (fé’.,?]l), 48231) et 4834)

Comme dans le cas du systeme de Saint-Venant défini dans I’espace entier, on finit par donner
le résultat suivant qui se démontre grace au théoreme du point fixe :
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—==ing

Proposition 8.7. Pour tout X™ = (U_", (") € L*(w™,R?) x L*(w™), pour tout X" =
(U ¢y e L2(QF,R?) x LA(w™), pour tout (1(0,.) € L*(yr) et pour tout BY € L*(0,T; W}.)
il existe : ‘
e une unique solution X**1 de de , @ telle que :
X5 e (C(0,T; L (w=, R?) N L2(0,T; H (w™,R?))) x (L2 (w™ x (0,T7)) N C(0, T; L*(w™)))
e une unique solution X_’T_H de , telle que :

XE e (C(0,T; L*(Q+,R%) N L2(0, T; H(QF,R?))) x (L2 (w* x (0,T)) N C(0, T; L2 (w)))

Démonstration
La démonstration de cette proposition est identique a celle de la proposition [8.3] et se base sur
le théoreme du point fixe et sur les inégalités (8.25)), (8.29), (8.26]) et (8.34). O

On vient donc de démontrer dans ce paragraphe que chaque étape de l'algorithme de couplage
est bien posée. Reste maintenant a étudier sa convergence.

8.3 Convergence de I’algorithme de décomposition de domaine
du systeme de Saint-Venant et de 1’algorithme de couplage
avec des conditions de type Robin

Grace au lemme [6.3], on sait que la convergence de ’algorithme de couplage avec les condi-
tions aux limites (8.1)), (8.3)) et (8.4) est équivalente a la convergence de l'algorithme usuel de
décomposition de domaine du systéme de Saint-Venant 2-D muni des conditions (8.1)), (8.3)) et

B4

8.3.1 Convergence de l’algorithme usuel de décomposition de domaine du
systéme de Saint-Venant

On s’intéresse dans un premier temps a ’étude de l'algorithme suivant :
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Initialisation : ug et C?r donnés

A Détape k (k > 0), résoudre :

Lsyr (01 ¢M) = 0 dans w™ x[0,7]
Bert (uhtt M) = @ert sur dw, x [0,T)
B_ (uFt cFH) = B (uk,¢h) swr oy x [0,T]

ulf“l(.,O):ﬁim dans w™ et CEH(.,O):CZM dans w~

puis
' Loyr (w1 ) = 0 dans w' x [0,7]
Bert (uh i) = éft sur  dwl, x [0,T]
BY (uh ) = By (WL ) swe % [0,
BS (uftt ) = S (WL ) sur 4 x (0,7
u]_frl(.,O):ﬁTi dans wt et C_kﬁl(.,O): f[” dans w?

Algorithme 8.1: Algorithme de décomposition de domaine du systéme de Saint-Venant

ou B_, BY et Bi désignent respectivement les opérateurs définis par 1) 1) et 1' et
Lgy 1, désigne les opérateurs de Saint-Venant (6.1a) et (6.1b)) définis dans le chapitre [l On a
alors le résultat suivant :

Proposition 8.8. On considere A > 0.

Si XV = (u%,¢%) € (C(0,T; L*(w™,R*) N L*(0,T; H (w,R?))) x (L*(w™ x (0,T))) alors lal-
gorithme de Schwarz est bien défini et les suites Xkl — (uli'H, CEH) et X_]frl = (ul_‘fH _]ffl)
définies par cet algorithme convergent repectivement dans

(C(0,T; L*(w™,R?*) N L2(0, T; H (w™,R?))) x (L} (w™ x (0,T)) NC(0,T; L*(w™))) et

(C(0,T; L*(w*,R*) N L*(0, T; H (w,R?))) x (L*(w™ x (0,T)) N C(0,T; L*(w™))).

Démonstration

Pour montrer le caractére bien posé de 'algorithme, il suffit d’adopter la méme démarche que
celle considérée dans la section B2

Ensuite, la preuve de convergence est similaire a celle faite dans [32] chapitre 19]. Cependant,
comme on considére la vitesse Uy non nulle, on a des termes supplémentaires qu’il faut traiter
pour conclure quant a la convergence de 1’algorithme.

On introduit les erreurs X 1 = Xio- — XFH et X_]frl = X+ — X_’T_H ol X désigne la solution
du systeme de Saint-Venant défini dans I'espace tout entier. On a alors :

vy ()0

Beat <X§+1) =0 sur Oweyr % [0,T] (8.35)
B (Xﬁ“) - B (j(_’ﬁ) sur v % [0,T]

Xk — g dans W
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et

( Lsvi (X_’frl) =0 dans  wt x[0,T]
B+t (X_]f_ﬂ) =0 sur owr, x 0,7
Bt X_]frl = By (xF+! sur v x 0,7 (8.36)
Bg_ X_]f_"'l = B_C,_ Xkt sur v % [0,T]

| Xiﬂ =0 dans w+

Le produit scalaire dans L?(w™) de la premitre équation du systeéme (8.35) par (ha"*1, g¢*+1)t
donne :

h/ ot gkt +h/ (Up.Vp)ab okt —uh/ ApuFtt gkt +gh/ Vv, ak

g [ &0 wgn [ ) g [ 0T
=0

~ UQ || ~
En intégrant par parties et en utilisant le fait que / (Up.Vp)u Fl ghtt = 20 Hu]iHHgy, on a:

w

1d

37 (WIS 4 gl 2 ) et 2 g [ Uit

1 Ck+1
+/ <—u ho,uf Tt + §uoﬁ’i+1 + gh ( o >> aftt =0
v

Ensuite, grace aux relations et (| . on a:
NN Sy | CEH 1 _ u,1 u,2\2 1\2 212\ (k+l Fh+
0t Sugih g (O Akt = — ((B P (BY?) = (BL)? — (B2)?) (akF1, k1)

ot BL pour i = 1,2 désigne la itme coordonnée du vecteur B_ (a1, ¢F*1) et Bu )t pour i =1,2
g

désigne la ieme coordonnée du vecteur BY (al L Ry,

On en déduit que :

1d

~ h 2 ~k+1 Fk+1
AR + g M- ) + phl Va2 +/ 7)) @ ¢
7 ( ) YA ‘)
h

( BY

/ ) ) (ﬁk-I-l Ek-}-l)
¥

Et d’apres la condition aux limites sur v, on peut modifier le second membre :

ld k412 ~k+112 ~k+12 h u,1\2 u,2\2 ~k+1 Fk+1
zar (IR + G- ) + b VA + 55 | (B2 + (B2°)7) (@541,

+9 / U ViEHEE =

v [ URwEnE = 0 (@ 607 (w26

En utilisant le fait que :

/ Uy VuCHHIch+ = —/ Uy.V,chrick+ —|—/u0(§k+1)2 (intégrations par parties)
w™ w™ 107
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I’égalité devient :
1d
2dt

~ h o
(hHuk-‘rlHQ +gHCk+1H2 ) +/Lh|’VhU.k+1H2 + = o ((61’1)2 + (61’2)2) (uli-i-l?CE-‘rl)

# [t = g [ (st ) i, 3

En intégrant entre 0 et ¢ pour ¢ € [0,7] et compte-tenu des conditions initiales, on trouve :

h ~ [ t ~ h t u u ~ d
SIGEE 4 IR e [ vaat 2 e [ (B8 BR) @k 3
2 2 0 ax Jo

+g/0 L“O(gkﬂ)z = 4};/0 L((Bi>2+(83)2) (ak,¢k) (8.37)

De la méme facon, on peut établir sur 'autre sous-domaine que :

M2 20+ [ itz - [ JACRRNCOPILagas
S fwenr = K[ <Bi’1>2+<812>2) GG
0 Jy
(8.38)
En sommant (8.37) et (| -, on trouve :
h, . 5
N2+ ) 4 / Vs 2+ D2, + Sk e,
+uh / [+ / / ((BL)? + (B2)?) (ak+1, &h+1)

N )\/0 /7((5’1—)24r (B4)?) @,k (8.39)

On note dans la suite :

h
k ~k “k ~k ~k k
BN = Dl + HC - +uh/ IVRaE - + || b2, 4+ 2 SN E

+uh/ Vit

P /O J @ e et

En sommant la relation (8.39) pour tous les k € {0,..., N}, ou N > 1, on obtient :

et

N
ZEkH 4+ N+ — RO
k=0
N
Ce qui signifie que la série a termes positif Z E*+1 est convergente car elle est majorée par une
k=0

constante. La suite E* tend donc vers 0.
On en déduit alors la convergence de X _]ﬁﬂ et X**1 dans les espaces indiqués dans la proposition

RS O
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8.3.2 Convergence de l’algorithme de couplage

Apres avoir montré la convergence de l'algorithme de décomposition de domaine du systeme
de Saint-Venant, on peut maintenant revenir a la convergence de I’algorithme de couplage [6.1
On a alors le résultat suivant :

Proposition 8.9. Les suites (u**+1, ¢51) et (UZH, _’ffl) définies par l'algorithme de couplage

convergent vers (ul,-,(|,-) et (Up,(}) respectivement dans
C(0,T; L*(w™,R*) N L?(0, T; H (w™,R?))) x (L*(w™ x (0,T)) N C(0,T; L*(w™))) et
(C(0,T; L*(F,R?) N L*(0, T; H (T, R?))) x (L*(w™ x (0,T)) N C(0,T; L*(w™))),
ot ul,- et (|~ désignent la restriction sur w™ de (u,() solution du systéme de Saint-Venant
dans ’espace entier. La suite des vitesses barotropes (ﬁiﬂ)kzo et la suite ((Ckil))k+l convergent

et sont

respectivement vers u|,+ et (| +. A convergence, les contraintes physiques

vérifiées.

Démonstration

Pour montrer la convergence, il suffit d’appliquer le lemme du chapitre [6]
. ==k+1 . N

Ensuite, (uf*+1, ¢¥+1) et (Uh+ ,C"F1) convergent respectivement vers (ul,—,¢-) et (uf,+,C4) olt

(u, ¢) désigne la solution du systeéme de Saint-Venant dans I’espace entier. A convergence, on a :

u|w— = u|w+

de méme d’apres (6.12)) on a :
porule — ol —g () = ponuls ol -9 (G )

On en déduit que les contraintes physiques (6.13]) et (6.14) sont vérifiées. O

8.4 Vers 'optimisation du taux de convergence

Les opérateurs B_ et B} dépendent de A. Ceci donne un degré de liberté sur lequel on peut
jouer pour optimiser le taux de convergence.
On s’intéresse dans la suite a I’étude du taux de convergence en fonction de A. Pour cela on calcule
comme dans le chapitre [7] la transformée de Laplace-Fourier des erreurs X1 = X wo — X b+l
et X_]frl = Xy — XEL on X = (u, Q)L
Cette fois, on exprime la transformée de Laplace-Fourier en variables dimensionnelles. Ce qui
donne pour le systeme avec des conditions initiales nulles :

9:C
— 28+ updyp + {5+ invo + P } 4+ g =0
inC (8.40)

up0zC + (s + inuo)C + hd U +ihno = 0

Comme dans le chapitre |7, on cherche des solutions sous la forme X (z) = (ti(z), {(z))t = e v,
Ceci implique la résolution du systeéme linéaire :

M(\)&® = 0 (8.41)



ou la matrice M est donnée par :

MO=| 0 PO)  ing
hA ihn u05\+s+im)g
avec P(A) = —puX2 4+ ugh + s + pA2 + invo.

On note comme dans le chapitre |7}, A1 et A5 les racines a parties réelles positives et Ao, A3 et A4
les racines a parties réelles négatives (on omet le signe ~pour les A;, 1 <14 < 5, maintenant qu’il

n’y a plus d’ambiguité entre les modes propres de M (A) et le parametre de Robin \).
Les transformées de Laplace-Fourier des erreurs s’écrivent :

Xkl = Dy exp(a:A+)a]fr+1

X4 = d_exp(zA_)art!

ol .
) gAs
/\1 0 a]fH
P, =1 -\ ign , Ay = et a{frl =
0 Xs 0/5“Jrl
0 —P(Ns)
et
i?? g/\3 g/\4 AQ 0 0 al2£+1
d_=| -\  ign ign , AL=1]1 0 X3 0 et ot =] off!
k
0 —P(A3) —P(\) 0 0 X\ akt1

En z = 0, les opérateurs B_ et BY s’écrivent alors :

(

B_ (XE-H) — Alaﬁ:ﬁ-l
BY(XH) = Apaht?

B_ (X_IT_+1) _ Blali+1

BY(XE) = Byalt!
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ou les matrices Ay, As, By et By sont données par :

(e (3 70

4y = ([<I>+]2,2 (“Ap £ ML) g

B = <[<I>_A_<I>:1]273 + ( g g " )3 o
)

By = (- [o_A_@T'],  + (

Les conditions aux limites en « = 0 s’écrivent donc :
Alaﬁj—l = Blo/i
k+1 _ k+1
BQO(? = AQOéJr
— k1 _ k+1 _ p4 k1
Lo =(0 —Ps) )ait =Liaf
ou L3 et E;{ désignent respectivement la troisieme ligne de la matrice ®_ et la troisieme ligne

de la matrice @, .
On définit les nouvelles matrices :

Bg AQ
2 £3 2 ‘C[Jgr

it = AT By (BY) ! Apal (8.42)

On a alors

Si on note T' la matrice Al_lBl (Bé)_1 5, le taux de convergence est défini par :
p= max(]riﬁ,m valeur propre de T'T™)

L’optimisation du taux de convergence de ’algorithme de décomposition de domaine usuel du
systeme de Saint-Venant revient donc a chercher A qui minimise p.

L’expression de la matrice T" est compliquée. 11 est donc difficile de trouver I’expression exacte du
parametre A qui minimise le taux de convergence. En revanche, cette valeur peut étre approchée
numériquement, voir par exemple [7].

En résumé

Dans ce chapitre, on a étudié l'algorithme de couplage avec des conditions de type < Ro-
bin généralisées >. On a montré la convergence, dans les espaces appropriés, de l'algorithme
de décomposition de domaine usuel du systeme de Saint-Venant, ce qui a permis de conclure
que l’algorithme de couplage converge. Plus particulierement, on montré que (u*+!, ¢ fﬂ) et

(ﬁZH, Cf_“) convergent respectivement vers (u, (), et (u,¢),+, ot (u,¢)! désigne la solution
du systeme de Saint-Venant 2-D. La vitesse barocline quant a elle dépend a priori du parametre
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de Robin A. On a également montré comment exprimer le taux de convergence de 1’algorithme
en fonction du parametre de Robin, ce qui permet donc de l'optimiser.

Ce résultat peut étre étendu sans difficultés majeures au cas ot ’on considére deux parametres
strictement positifs A\; et Ay différents dans chacune des composantes des opérateurs B_ et BY.

Ces résultats ne seront pas testés dans le cadre de ce travail. En revanche, on présentera dans
le chapitre suivant une premiere étude d’un cas test réel de couplage entre le systeme de Saint-
Venant 1-D et les équations de Navier-Stokes 3-D. On présentera un algorithme heuristique,
qu’on testera a l’aide des codes Mascaret 1-D et Telemac 3-D développés tous les deux par EDF
R&D.
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Chapitre 9

Couplage de modeles
hydrodynamiques

Dans ce dernier chapitre, on va présenter une application du couplage de modeles de di-
mensions spatiales hétérogenes qui peut étre utilisée dans le cadre de la modélisation fluviale
chez EDF. En effet la simulation d’un réseau fluvial complet par les équations de Navier-Stokes
3-D étant beaucoup trop cotliteux, les ingénieurs d’EDF utilisent selon la complexité locale de
I’écoulement et de la géométrie des modeles de Saint-Venant 1-D et 2-D et restreignent 'usage
des équations de Navier-Stokes 3-D aux zones ot 1’on veut une modélisation plus fine (& proximité
des barrages par exemple).

Jusqu’a récemment, EDF réalisait des couplages faibles entre des modeles 1-D et des modeles

2-D, c’est-a-dire avec des échanges d’information dans un seul sens : du modele qui est en amont
vers le modele qui est en aval.
Récemment, en se basant sur les travaux de 1’équipe MOX Politecnico di Milano (voir [33)]),
EDF a développé un couplage Saint-Venant 1-D/ Saint-Venant 2-D au sens fort (c’est a dire avec
échange d’information dans les deux sens entre les modeles) en utilisant les logiciel Mascaret
1-D et Telemac 2-D (voir [29]).

Dans ce chapitre, on va faire une extension de ces travaux pour le couplage Saint-Venant
1-D/ Navier-Stokes 3-D & travers une application simple. Etant donné que l'on va utiliser des
modeles non linéaires, l'algorithme que 'on va présenter est un algorithme heuristique sans
preuve de convergence. Les conditions de type Robin ne seront pas testées ici. En effet, on ne
cherchera pas & accélérer la convergence de I’algorithme de couplage. L’objectif est de démontrer
qu'un algorithme itératif de type Schwarz donne des meilleurs résultats qu'un couplage faible et
d’exploiter les outils d’EDF afin de mettre en ceuvre cet algorithme de couplage.

9.1 Présentation des modeles couplés et des domaines de cou-
plage
9.1.1 Modele de référence

On considere un écoulement tridimensionnel dans le domaine sous forme de coude présenté
dans la figure Le mouvement du fluide est régi dans ce cas par les équations de Navier-
Stokes 3-D munies des conditions aux limites suivantes : vitesse imposée a I’entrée du domaine
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et hauteur d’eau imposée a la sortie du domaine. La section de ce domaine est en forme de

trapeze.

Sortie

Entrée

On résout donc dans le domaine € le systeéme suivant :

FI1GURE 9.1 — Domaine global
owU +U0,U+VOo,U+WOo.,U — pnAU + 0,p = f1  dans
oV +U0V +Vo,V+W0o.,V —uAV +0,p= fo dans
ow +UOW + VoW +WIW — uAW + 0.p = f3 dans
0, U+ 0,V +0.W =0 dans

muni des conditions aux limites suivantes :

\

ou H désigne la hauteur d’eau et U est le vecteur vitesse.
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QO xRT

QxR

QO xRT

QxR

au fond

W =0 au fond

C+Up V¢ =W =0 en z={((z,y,t)
U.n =0 sur les bords latéraux

U =U,; al’entrée du domaine

H = H; ala sortie du domaine

(9.1a)
(9.1b)
(9.1c)

(9.1d)

(9.2a)
(9.2b)
(9.2¢)
(9.2d)
(9.2¢)

(9.2f)



9.1.2 Modeles couplés

Afin de diminuer le cotit et le temps de calcul, on propose de remplacer le modele totalement
3-D par un modele mixte 1-D/3-D qui consiste a résoudre le systéme des équations de Navier-
Stokes 3-D dans une partie du domaine et le systeme des équations de Saint-Venant 1-D sur
I’autre partie. Un exemple de ce couplage est présenté dans la figure On note dans ce cas
les interfaces de couplage {x = L} pour le modele 1-D et I" pour le modele 3-D. L’entrée du
domaine 1-D est positionnée en {x = A} et la sortie du domaine 3-D est notée S.

Sortie S R
- \‘\.

A
b 11

vd

SAINT — VENANT | —

Entree r ;
/ L P
A Oip =

FIGURE 9.2 — Exemple d’'un domaine de couplage

Les modeles mathématiques a coupler sont donc :
e Modele 1-D :

(

ou Q désigne le débit,
e Modele 3-D :
U +UOU +VO,U +WO.U — uAU + 0rp = f1

OV + UV + VO,V +Wa.V — pAV + dyp = fo

O.p=—g+f3

0,U + 0,V + 0.W =0

\

Q =09y

O H +ud,H + HOpu =0 dans

) Qup| NAVIER - STOKES

1 _
Os + u0pu = —g0.C + ﬁ&; (uHOyu) + f1 dans Qip

Mp

en z=A
dans Qsp x RT
dans Qsp x RT
dans Qsp x RT
dans Qsp x RT

muni des conditions aux limites (9.2a)), (9.2b)), (9.2¢), (9.2d)) et (9.21)
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9.1.3 Conditions de transmission

Avant de résoudre le nouveau probléme, on commence par préciser la notion de couplage,
c’est-a-dire les quantités physiques qu’on cherche a passer d’un modele a ’autre. Dans le cas
du couplage Navier-Stokes 3-D/Saint-Venant 1-D, on cherche & assurer a chaque instant la
continuité du débit et de la moyenne de la hauteur d’eau a travers les interfaces {x = L} et I :

Qip(L,t) = Q3p(L,t)
(9.5)
HlD(L, t) = FgD(L, t)

9.2 Algorithme de couplage

Pour résoudre le probleme couplé, on propose un algorithme multiplicatif de type Schwarz :

e Pour t = 0, phase initialisation
boucle en temps : Tant que t < t,,,, Faire Boucle de Schwarz
A létape k (k> 0) :
k+1,t kit .
Tant que |[Hy " — Hy'||2 < € et k < Npao, Faire
résoudre :

L3p(UFhY = F dans Q3p
H§+1’t:Hd sur S

Uyt (L, y, 2) = P(uf(L))
puis résoudre

£1D(u5+1) == F dans QlD

Qlf-i-l,t(A) _ Qd

k=k+1
Fin boucle de Schwarz
t=t+ At

Fin boucle en temps
e Pour t = ¢,,,4,, phase finalisation.

Algorithme 9.1: Algorithme de Schwarz de couplage multi-dimensionnel

ou U, désigne le vecteur vitesse 3-D a l'instant ¢, u; la vitesse 1-D a I'instant, H; et H3 désignent
respectivement la hauteur d’eau du modele 1-D et du modele 3-D, Qg4 et H,; sont respectivement
le débit imposé a ’entrée du domaine 1-D et la hauteur d’eau imposée a la sortie du modele
3-D et P désigne le profil de vitesse imposé a 'entrée du domaines 3-D. En effet, a partir de la
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vitesse 1-D on calcule une vitesse 3-D a divergence nulle, qui est normale a la frontiére et telle
que sa norme soit proportionnelle & v Hs. Enfin, t,,4, désigne le temps maximal de simulation,
Ninae le nombre maximal d’itérations et € un petit parametre (ici 107%). Les opérateurs L3p et
L1p désignent respectivement le systeme des équations de Navier-Stokes 3-D et le systeme des
équations de Saint-Venant 1-D discrétisés tous les deux en temps.

9.3 Etude numérique du cas test

Dans la suite on présente brievement les différents codes numériques utilisés pour cette mise
en ceuvre du couplage entre le systeme de Saint-Venant 1-D et les équations de Navier-Stokes
3-D.

9.3.1 Outils numériques
Mascaret 1-D

Il s’agit d’un logiciel développé par EDF qui permet de modéliser les écoulements monodi-
mensionnels a surface libre, utilisant la méthode des éléments finis. Il se base sur les équations de
Saint-venant. Les équations peuvent étre résolues sous forme conservative ou non conservative,
et différents régimes sont pris en compte : fluvial ou torrentiel, permament ou non permament. Il
est utilisé dans le cadre de modélisation des ondes de crues, de risques d’inondations, de rupture
de barrages, etc. Pour plus de détails sur ce logiciel, on renvoie le lecteur vers [§].

Telemac 3-D

Telemac est un logiciel développé par EDF permettant de résoudre numériquement les
modeles 3-D hydrostatiques et non hydrostatiques a surface libre. Il est basé sur la méthode
des éléments finis et utilise pour la coordonnée verticale la transformation sigma classique per-
mettant le suivi de surface (voir [21]). Cette derniere est un cas particulier des méthodes ALE
(pour arbitrairement lagrangienne eulerienne). On trouve dans la these d’A. Decoene [10] tous
les aspects théoriques concernant 1’utilisation de ces méthodes dans Telemac 3-D.

La discrétisation des équations dans Telemac se fait en utilisant une méthode a pas fractionnaire
en temps. Cela se ramene a trois étapes :

1. Résolution d’une équation d’advection.
2. Résolution d’une équation de diffusion.
3. Enfin la résolution d’'une équation de pression et de ’équation de continuité.

Pour plus de détails sur ces trois étapes, on renvoie le lecteur vers [10] et [21].

Palm

11 s’agit d’un coupleur dynamique et parallele développé par le CERFACS (voir [34]). Initia-
lement il était utilisé dans le cadre de I'assimilation de données, mais son champ d’application
s’étend désormais a d’autres domaines. Il a servi notamment a mettre en ceuvre le couplage
Saint-Venant 1-D/Saint-Venant 2D dans [29].
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9.3.2 Cas permanent

La premieére série de tests concerne un cas permanent. On impose a ’entrée du domaine 1-D
un débit constant. De méme la hauteur d’eau a la sortie du domaine 3-D est constante et ne
dépend pas du temps. La hauteur d’eau dans la solution de référence se stabilise au bout d’un
certain temps et devient constante.

La longueur totale du bras du coude initial vaut 10.8m, on fait le couplage avec des coudes
intermédiaires dont le bras est de longueur 1.8m, 2.8m, etc et les domaines 1-D sont de lon-
gueur 9m, 8m, etc. Pour la plupart des coudes intermédiaires testés, le couplage aboutit a une
stabilisation de la hauteur d’eau au bout d’un certain temps (voir figure [9.3)). En revanche, on
remarque que si on met l'interface de couplage trés proche de 'entrée, la hauteur d’eau explose
ou augmente considérablement au bout d’un certain temps (voir figure .

Sur la figure [9.5 on a représenté le nombre d’itérations nécessaires en fonction du temps avant
que ’algorithme converge. On observe qu’a chaque pas de temps, ['algorithme requiert en général
peu d’itérations avant de converger (ici 6 itérations au maximum) et qu’a partir d’'un certain
temps la hauteur d’eau se stabilise et donc on n’a plus besoin d’effectuer d’itérations.

9.3.3 Cas non permanent

Dans cette deuxieme série de tests, la hauteur d’eau a la sortie de domaine 3-D est maintenue
constante en fonction du temps. En revanche, a 'entrée du domaine 1-D, on impose un débit
non permanent dont I’évolution temporelle est présentée dans la figure On a eu beaucoup de
difficultés a amener les calculs jusqu’au bout. La plupart des simulations s’arrétent au bout d’un
certain temps sans forcément que la hauteur d’eau explose. Seul le cas ou le coude a une longueur
de 3.8m converge (voir figure . C’est un probleme, sans doute essentiellement informatique,
sur lequel on continue de travailler afin d’en identifier la cause.

9.4 Conclusion et travail a faire

Dans ce chapitre on a présenté une application simple du couplage multi-dimensionnel entre
le systeme de Saint-Venant 1-D et les équations de Navier-Stokes 3-D. On a donc vu que al-
gorithme heuristique proposé converge a chaque pas de temps en peu d’itérations. On a eu
cependant plus de difficultés a faire le couplage dans le cas instationnaire. Il reste donc du tra-
vail a faire pour comprendre les raisons de cet échec. Dans le futur proche, I’attention sera aussi
portée sur les points suivants :

e Etude de Perreur entre la solution couplée et la solution de référence en fonction de la

position de I'interface en norme L? ou/et en norme H'.

e Tester d’autres conditions aux limites aux interfaces de couplages : plus particulierement,
il serait intéressant de tester des conditions de type <« Robin généralisées > et de voir
I'influence du choix de parametre de Robin sur la convergence de I’algorithme.

e Faire le couplage entre le systeme de Saint-Venant 2-D et les équations de Navier-Stokes
3-D en utilisant Telemac 2-D et Telemac 3-D.
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FIGURE 9.3 — Hauteur d’eau a convergence de 'algorithme de Schwarz en fonction du temps
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FIGURE 9.4 — Hauteur d’eau & convergence de 'algorithme de Schwarz en fonction du temps
pour différents coudes intermédiaires testés et ou le calcul échoue.
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FIGURE 9.5 — Nombre d’itérations nécessaires avant convergence de ’algorithme de Schwarz en
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FIGURE 9.6 — Profil du débit imposé a ’entrée du domaine 1-D.
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dans le cas non permanent pour le coude de longueur 3.8m.
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Conclusions et perspectives

Dans cette these, on s’est intéressé tout d’abord a donner un cadre mathématique général au
couplage a dimension spatiale hétérogene. Dans la premiere partie, I’étude d’un cas académique
de couplage 1-D/2-D dans le cadre elliptique a permis de mettre en évidence les différentes
difficultés liées au changement de dimension spatiale entre les deux modeles. Pour résoudre la
premiere difficulté consistant & définir les opérateurs de restriction et d’extension, on a montré
que 'analyse asymptotique servant a dériver le modele 1-D & partir du modele 2-D permet
aussi de déduire les expressions de ces opérateurs. La définition de la notion de couplage dans
ce contexte n’implique souvent que des expressions moyennées sur les interfaces. De ce fait, la
solution couplée n’est pas définie d’une facon unique. Ainsi, en mettant en ceuvre un algorithme
de couplage itératif avec des conditions aux limites de type Robin, on a montré que la solu-
tion couplée dépendait du parametre de Robin. Cependant, grace encore une fois a ’analyse
asymptotique, on a pu controler I’erreur commise entre la partie 2-D de la solution couplée et la
restriction de la solution globale de référence sur le domaine 2-D. Enfin, on a montré comment
rendre la convergence de ’algorithme optimale en exploitant la théorie des opérateurs absorbants
exacts utilisée usuellement dans le cadre de la décomposition de domaine.

Dans la deuxieme partie de cette theése, on a généralisé I'étude faite dans la premiere partie au
cas du couplage des systemes linéaires de Saint-Venant 2-D et de Navier-Stokes hydrostatiques
3-D. En considérant un frottement nul au fond du domaine, on a montré que la convergence de
I’algorithme de couplage multi-dimensionnel était équivalente a la convergence de I'algorithme
usuel de décomposition de domaine. Afin de rendre la convergence de ce dernier optimale, on
a donc adopté la démarche classique consistant a calculer les opérateurs absorbants exacts du
systeme de Saint-Venant. Comme c’est souvent le cas, on a été confronté a la difficulté d’avoir des
expressions exploitables en pratique. Les expressions simples que 1'on a obtenues ont nécessité
des hypotheses tres restrictives. On a donc été amené a étudier de I'algorithme de décomposition
de domaine du systéme de Saint-Venant (et donc de I’algorithme de couplage) avec des conditions
de type Robin. On a ainsi démontré la convergence de ’algorithme avec ce type de conditions
aux limites et on a montré théoriquement comment optimiser le taux de convergence en fonction
du parametre de Robin. On a également prouvé que ’algorithme de couplage multi-dimensionnel
était bien défini en utilisant de telles conditions de Robin sur les interfaces de couplage.

Enfin, une premiére mise en ceuvre d’un algorithme de couplage avec les codes EDF Mascaret
1-D et Telemac 3-D a été initiée.

A court terme et afin de compléter ce travail, on pourrait s’intéresser aux points suivants :
e Par analogie avec le travail effectué dans la premiere partie, il serait intéressant de faire la
comparaison de la solution couplée par rapport a la solution globale (celle des équations de
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Navier-Stokes hydrostatiques 3-D dans le domaine entier). Ce travail consisterait & trouver
une majoration de 'erreur en fonction du rapport d’aspect € et de la position de I'interface
de couplage.

e Les résultats théoriques de convergence de 'algorithme de couplage multi-dimensionnel
avec des conditions de type Robin, ainsi que l'optimisation du taux de convergence en
fonction du parametre de Robin, mériteraient d’étre testés numériquement.

e Finaliser les tests de couplage utilisant les codes Mascaret 1-D et Telemac 3-D et les
généraliser & des cas plus compliqués (géométries plus complexes par exemple).

Ensuite, on note que le résultat permettant de conclure a I’équivalence de la convergence de
I’algorithme de couplage des systémes linéaires de Saint-Venant 2-D et de Navier-Stokes hydro-
statiques 3-D avec celle de I'algorithme de décomposition de domaine du systéme de Saint-Venant
est basé sur I’hypothese de friction nulle au fond. Si ce frottement n’est plus nul, ce qui est sou-
vent le cas quand il s’agit d’applications réelles, cette équivalence n’est plus valable car on ne
pourrait plus découpler les modes baroclines du mode barotrope.

Les calculs des opérateurs absorbants exacts et approchés seraient plus complexes. La conver-
gence de 'algorithme de couplage multi-dimensionnel avec des conditions de type Robin serait
aussi plus compliquée a obtenir. Ceci est dii essentiellement & ’expression de 'opérateur d’ex-
tension : la répartition selon la variable verticale n’est plus uniforme, mais suit généralement
une loi polynomiale de degré deux. L’étude de ce cas constitue donc une alternative intéressante.

On s’est intéressé dans le cadre de ce travail, a I’étude du couplage multi-dimensionnel de
modeles de méme nature mathématique. Il serait donc intéressant d’étudier le couplage dans le
cas ou les modeles sont différents mathématiquement (comme par exemple le systéme de Saint-
Venant hyperbolique et les équations de Navier-Stokes hydrostatiques) et de voir les impacts
de ces différences de nature sur le choix des opérateurs d’interfaces. De méme, on n’a étudié
ici que le couplage de modeles linéaires. Le cas de modeles non linéaires mériterait aussi d’étre
étudié. Dans ce cas les calculs des opérateurs absorbants seraient plus complexes. Néanmoins,
on pourrait utiliser des conditions de type Robin dans la mesure ou l'on pourrait montrer le
caractere bien posé des systemes considérés. Enfin, les modeles qu’on a utilisés sont théoriques
et il serait intéressant d’un point de vue pratique de faire le couplage de modeles numériques
permettant des applications plus complexes. Dans ce sens, et en continuité de ce travail, une
these en collaboration avec ARTELIA a été initiée ayant pour objectifs de mettre en ceuvre des
applications plus réalistes du couplage multi-dimensionnel.

148



Bibliographie

1]
[2]

E. Audusse, P. Dreyfuss, and B. Merlet. Schwarz wave form relaxation for Primitive equa-
tions of the ocean. SIAM Journal on Scientific Computing, 32(5) : 2908-2936, 2010.

P. Azérard and F. Guillén. Mathematical justication of the hydrostatic approximation in
the primitive equations of geophysical fluid dynamics. SIAM Journal on Mathematical
Analysis, 33(4) : 847-859, 2001.

P.J. Blanco, M. Discacciati, and A. Quarteroni. Modeling dimensionally-heterogeneous

problems : analysis, approximation and applications. Numerische Mathematik, 119(2) : 299—
335, 2011.

E. Blayo and L. Debreu. Revisiting open boundary conditions from the point of view of
characteristic variables. Elsevier Ocean Modelling, 9 : 231-252, 2005.

F. Boyer and P. Fabrie. Eléments d’analyse pour l’é¢tude de quelques modéles d’écoulements
de fluides visqueux incompressibles. Springer, 2006.

Y. Cengel. Introduction to thermodynamics and heat transfer. McGraw-Hill Higher Educa-
tion, 1997.

D. Cherel. Décomposition de domaine pour des systémes issus des équations de Navier-
Stokes. PhD thesis, Université de Grenoble, 2012.

EDF R & D. Mascaret v7.1 note de principe.

R. Dautray and J-L. Lions. Mathematical Analysis and Numerical Methods for Science and
Technology, Volume 5 Evolution Problems I. Springer, 1999.

A. Decoene. Modéle hydrostatique pour les écoulements a surface libre tridimensionnels et
schémas numériques. PhD thesis, Université Paris 6, 2006.

L. Formaggia, J. F. Gerbeau, F. Nobile, and A. Quarteroni. On the coupling of 3D and
1D Navier-Stokes equations for flows problem in compliant vessel. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 191(6-7) : 561-582, December 2001.

L. Formaggia, J. F. Gerbeau, F. Nobile, and A. Quarteroni. Numerical treatment of defective
boundary conditions for the Navier-Stokes equations. STAM Journal on Numerical Analysis,
40(1) : 376-401, 2002.

M. J. Gander. Optimized Schwarz Methods. SIAM Journal on Numerical Analysis,
44(2) : 699-731, 2006.

M. J. Gander. Schwarz methods over the course of time. Flectronic Transactions on
Numerical Analysis, 31 : 228-255, 2008.

M. J. Gander and L. Halpern. Méthodes de relaxation d’ondes pour 1’équation de la chaleur
en dimension 1. Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, 336 : 519-524, 2003.

149



[16]

[17]

M. J. Gander, L.Halpern, and F. Nataf. Optimal convergence for overlapping and non-
overlapping Schwarz waveform relaxation. In The Eleventh Internation Conference on Do-
main Decomposition Methods (London, 1998), pages 27-36, 1999.

J.-F. Gerbeau and B. Perthame. Derivation of Viscous Saint-Venant System for Lami-
nar Shallow Water; Numerical Validation. Discrete and Continuous Dynamical Systems,
1(1) : 89-102, February 2001.

E. Godlewski and P.-A. Raviart. Hyperbolic Systems of Conservation Laws. Ellipses,
Mathématiques et Applications, 1991.

L. Halpern. Artificial boundary conditions for incompletely parabolic perturbations of
hyperbolic systems. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 22(5) : 1256-1283, 1991.

F. Hecht. New development in freefem++. Journal of Numerical Mathematics, 20(3-
4) : 251-265, 2012.

J-M. Hervouet. Hydrodynamics of free surface flows, modelling with the finite element
method. Wiley, 2007.

J.G Heywood, R. Rannacher, and S. Turek. Artificial boundaries and flux and pressure
conditions for the incompressible Navier-Stokes equations. International Journal for Nu-
merical Methods in Fluids, 22(5) : 325-352, March 1996.

C. Japhet and F. Nataf. The best interface conditions for domain decomposition methods :
absorbing boundary conditions In Absorbing boundaries and layers, pages 348-373. Ab-
sorbing Boundaries and Layers, Domain Decomposition Methods. Nova Science Publishers,
2001.

J. Leiva, P. Blanco, and G. Buscaglia. Iterative strong coupling of dimensionally-
heterogeneous models. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
81(12) : 1558-1580, March 2010.

J. Leiva, P. Blanco, and G. Buscaglia. Partitioned analysis for dimensionally-heterogeneous
hydraulic networks. SIAM Multiscale Modeling and Simulation, 9(2) : 872-903, 2011.

P.-L Lions. On the Schwarz alternating method. I. In STAM, editor, International Sym-
posium on Domain Decomposition Methods for Partial Differential Equations, pages 1-42,
1988.

P.-IL Lions. On the Schwarz alternating method. III. A variant for nonoverlapping sub-
domains. In SIAM, editor, in Third International Symposium on Domain Decomposition
Methods for Partial Differential Equations, pages 202—223, 1990.

C. Lucas. Effets de petites échelles, du tenseur des contraintes, des conditions au fond et a la
surface sur les équations de Saint-Venant. PhD thesis, Université Joseph Fourier-Grenoble
I, 2007.

N. Malleron, F. Zaoui, N. Goutal, and T. Morel. On the use of a high-performance fra-
mework for efficient model coupling in hydroinformatics. Environmental Modelling and
Software, 26 : 1747-1758, 2011.

F. Marche. Theoretical and Numerical Study of Shallow Water Models. Applications to
Nearshore Hydrodynamics. PhD thesis, Université Bordeaux 1, 2005.

J. Marin and J. Monnier. Superposition of local zoom models and simultaneous calibration
for 1D-2D shallow water flows. Mathematics and Computers in Simulation, 80(3), November
2009.

150



[32]
33]

[34]

[41]

[42]

V. Martin. Méthodes de décomposition de domaines de type relaxation d’ondes pour des
équations de l'océanographie. PhD thesis, Université Paris 13, 2003.

E. Miglio, S. Perotto, and F. Saleri. Model coupling techniques for free-surface flow pro-
blems : Part I. Nonlinear Analysis, 63 : 1885-18896, 2005.

T. Morel, A. Thévenin, and A. Piacentini. Coupleur o-palm version 4.0.0, manuel utilisateur
et de formation. Technical report, CERFACS/ Global Change and Climate Modelling Team
Novembr, 2010.

G. P. Panasenko. Method of Asymptotic Partial Decomposition of Domain. Mathematical
Models and Methods in Applied Sciences, 8(1) : 139-156, 1998.

M. Petcu, R. Temam, and M. Ziane. Mathematical problems for the primitive equations
with viscosity, pages 348-373. Handbook of Numerical Analysis. Special Issue on Some
Mathematical Problems in Geophysical Fluid Dynamic. Elsevier, 2008.

S. Poirier. Nouvelle méthode de résolution des équations du 3eme degré, 2003.

A. Quarteroni and A. Valli. Domain Decomposition Methods for Partial Differential Equa-
tions. Oxford Science Publications, Numerical Mathematics and Scientific Computation,
2005.

A. Rousseau. FEtudes théoriques et numériques des équations primitives de l’océan sans
viscosité. PhD thesis, Université Paris XI Orsay, 2005.

A. Rousseau, R. Temam, and J. Tribbia. Boundary value problems for the inviscid primitive
equations in limited domain. In Philippe G. Ciarlet, Roger Temam, and Joe Tribbia, editors,
Computational Methods for the Atmosphere and the Oceans, volume 14 of Handbook of
Numerical Analysis, pages 481-576. Elsevier, November 2008.

H.A Schwarz. Uber einige Abbildungsaufgaben. Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, 11 : 65—83, 1869.

J. C. Strikwerda. Initial boundary value problems for incompletely parabolic systems,.
Communications on Pure and Applied Mathematics, 30(6) : 797-822, 1977.

151



	Introduction
	I Couplage multi-dimensionnel : cadre mathématique et application à un problème modèle elliptique 
	Présentation du problème et généralisation des algorithmes de Schwarz dans le cadre du couplage multi-dimensionnel
	Couplage multi-dimensionnel
	Présentation du problème et définitions
	Problème modèle dans le cas d'interaction one-way

	Algorithme de décomposition de domaine et de couplage de type Schwarz
	Algorithme de Schwarz originel
	Généralisation de l'algorithme de Schwarz 
	Algorithmes de Schwarz dans le cadre de couplage de modèles

	Généralisation dans le cadre de couplage  multi-dimensionnel
	Définition de la notion de couplage
	Algorithme de Schwarz
	Convergence de l'algorithme de Schwarz


	Description d'un problème modèle couplé
	Définition des modèles à coupler
	Définition du modèle 2-D
	Dérivation du modèle 1-D

	Choix de la position des interfaces  et 
	Conditions de transmission

	Algorithme de couplage multi-dimensionnel de type Schwarz
	Algorithme de couplage de type Schwarz pour le cas test 1-D/2-D
	Algorithme de couplage avec condition de type Robin one-sided
	Comparaison de la solution du modèle couplé avec la solution de référence

	Extension au cas 2-D/3-D
	Modèles à coupler dans le cas de domaines semi-infinis
	Convergence de l'algorithme de couplage avec des conditions de type Robin
	Convergence de l'algorithme de couplage dans le cas de domaines bornés
	Sur l'optimisation du taux de convergence


	Résultats numériques
	Description des cas tests
	Cas test 1
	Cas test 2

	Convergence de l'algorithme de Schwarz
	Comparaison de la solution couplée avec la solution de référence
	Choix de la position de l'interface de couplage 


	II Application au couplage des systèmes linéaires de Saint-Venant 2-D et de Navier-Stokes hydrostatiques 3-D
	Définition des modèles à coupler
	Équations de Navier-Stokes
	Équation de conservation de la masse
	Équation de conservation de la quantité de mouvement
	Fluide incompressible

	Équations de Navier-Stokes hydrostatiques
	Dérivation des équations de Navier-Stokes hydrostatiques
	Forme traditionnelle des équations de Navier-Stokes hydrostatiques
	Conditions aux limites
	Élimination du terme de pression

	Dérivation des équations de Saint-Venant 2D
	Mise sous forme adimensionnelle des équations
	Équation des moments intégrée
	Équations de Saint-Venant à l'ordre 1
	Équations de Saint-Venant à l'ordre 2

	Modèles linéarisés
	Équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées
	Dérivation des équations de Saint-Venant linéaires à partir des équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéarisées
	Linéarisation du système de Saint-Venant 2-D


	Algorithme de couplage
	Définition du problème couplé
	Les modèles à coupler
	Conditions de transmission physiques
	Définition du problème couplé

	Algorithme de couplage
	Algorithme de Schwarz
	Définition des opérateurs R et E
	Choix des opérateurs B- et B+
	Convergence de l'algorithme de couplage


	Conditions absorbantes exactes pour les équations de Navier-Stokes hydrostatiques linéaires et pour le système de Saint-Venant linéaire
	Définition des opérateurs absorbants exacts Bopt- et Bopt+
	Transformée de Laplace des modèles
	Conditions absorbantes exactes pour le mode barotrope et pour le système de Saint-Venant
	Étude des éléments propres
	Calcul des opérateurs S"0362SUh- et S"0362Su+ 
	Expressions approchées des opérateurs -Uh et +u 
	Expression des opérateurs en variables dimensionnelles

	Conditions de transmission optimales pour les modes baroclines
	Sur le caractère bien posé des deux modèles

	Algorithme de couplage avec des conditions de type « Robin »
	Étude du système de Saint-Venant 2-D sur l'espace entier
	Définition d'une solution faible
	Système parabolique
	Équation de transport
	Existence et unicité de la solution du système de Saint-Venant dans l'espace entier

	Étude de l'algorithme de couplage
	Problèmes paraboliques dans chaque sous-domaine
	Équations de transport
	L'algorithme de Schwarz est bien défini

	Convergence de l'algorithme de décomposition de domaine du système de Saint-Venant et de l'algorithme de couplage avec des conditions de type Robin
	Convergence de l'algorithme usuel de décomposition de domaine du système de Saint-Venant
	Convergence de l'algorithme de couplage

	Vers l'optimisation du taux de convergence

	Couplage de modèles hydrodynamiques
	Présentation des modèles couplés et des domaines de couplage
	Modèle de référence
	Modèles couplés
	Conditions de transmission

	Algorithme de couplage
	Étude numérique du cas test
	Outils numériques
	Cas permanent
	Cas non permanent

	Conclusion et travail à faire

	Conclusions et perspectives


