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Introduction

Ce mémoire résume les travaux que j’ai effectués depuis mon arrivée a Grenoble, dans
I’équipe MOISE (INRIA — LJK), en septembre 2006.

Le theme général de mes travaux est ’assimilation de données, et plus généralement
les problemes inverses et des questions liées (comme le controle et ’analyse de sensibi-
lité). Jattache également une grande importance aux applications, avec un gotit parti-
culierement marqué pour 'environnement. En effet, je pense que, dans le domaine des
problemes inverses, la théorie et les applications n’ont pas de sens I'une sans les autres.

Mon travail est donc un incessant aller-retour entre les aspects méthodologiques et
théoriques et les applications numériques et pratiques. J’ai ainsi élargi mon spectre de
recherche depuis ma these en allant & la fois plus loin vers les applications et plus loin
dans les méthodes, au gré de collaborations grenobloises ou nicoises. On pourrait se de-
mander pourquoi mes collaborations internationales sont peu développées, au regard des
standards universitaires actuels. Mais ce serait oublier que ma motivation profonde est
I’environnement, et qu’a ce titre je rechigne a faire chaque année le tour de la planeéte en
avion, et je préfere les collaborations qui se menent en train, ou a vélo...

J’ai choisi une organisation de ce mémoire en deux chapitres : les aspects plutot ap-
plicatifs d’une part, les aspects plutét méthodologiques d’autre part. Il existe bien str des
recouvrements entre les deux aspects. Essentiellement, dans la premiere partie on part du
probleéme concret (glaciologie, océanographie, images) et on étend les méthodes classiques
d’assimilation a des modeles complexes, tandis que dans la deuxieme partie on investigue
des questions plus amont, que l'on étudie sur des modeles tres simples. Chaque partie
comprend un résumé des résultats obtenus et une bibliographie propre. Des perspectives
sont proposées en fin de document. Je donne un apercu du contenu de ces deux parties
ci-dessous.

Tout au long du document, les références entre crochets numérotées sont mes propres
travaux, en gris pour les documents en lien avec la these, en couleur pour les travaux
postérieurs a la these.
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Introduction 5

Apercu du contenu du mémoire

Dans la premiere partie, je présente les aspects applicatifs de mon travail. Cette par-
tie comprend peu de théoréemes, mais beaucoup de développements numériques et algo-
rithmiques pour des problemes concrets. Mes directions de recherche appliquées sont les
suivantes :

Glaciologie. Quelques années apres mon arrivée a Grenoble, j’ai eu la chance de
rencontrer les glaciologues de 1’équipe EDGeH du LGGE (Laboratoire de Glaciologie et
Géophysique de 'Environnement, Grenoble), en particulier Catherine Ritz, Olivier Ga-
gliardini, Fabien Gillet-Chaulet et Gaél Durand. Ainsi une fructueuse collaboration s’est
mise en place, autour de plusieurs questions glaciologiques actuelles. Par exemple, une
question (tres & la mode en ce moment en raison du probléme grandissant du changement
climatique) est celle de la contribution de I’Antarctique et du Groenland au changement
de niveau des mers. Cette question est un probleme d’assimilation de données typique :
comment initialiser les modeles (en vue de faire des prévisions) grace aux observations
disponibles ? D’autres problemes existent également, avec des échelles de temps (20 ans ou
20000 ans) et d’espace (un glacier ou tout I’Antarctique) tres variées. Ces différentes ques-
tions ont mené au co-encadrement de la thése de Bertrand Bonan (avec Catherine Ritz)
et a 'encadrement de plusieurs stagiaires de licence et master. Ces différents travaux sont

résumés au paragraphe

Assimilation de données lagrangiennes. Cette thématique est dans la droite ligne
de ma these, ou j’ai étudié I'assimilation de positions de flotteurs dérivants dans ’océan.
Pendant ma these j’ai étudié la faisabilité du probleme d’assimilation, avec un modele
d’océan certes réaliste mais dans une configuration tres idéalisée. En vue de transmettre
la méthode aux modeles opérationnels, nous avons souhaité la généraliser & un modele plus
réaliste, le code NEMO. A mon arrivée a Grenoble, Arthur Vidard (INRIA MOISE) et
moi avons donc encadré le post-doc de Claire Chauvin. Son travail consistait & mettre en
place 'assimilation lagrangienne de maniere plus générale, dans le code d’océan NEMO,
dans une configuration plus proche de 'océanographie opérationnelle. Ce travail est résumé
dans le paragraphe

Assimilation de séquences d’images. Cette thématique existait déja dans ’équipe
MOISE lorsque je suis arrivée, autour du groupe de Frangois-Xavier Le Dimet et Ar-
thur Vidard (avec Innocent Souopgui en these et Olivier Titaud en post-doc). Vu le lien
étroit entre les données lagrangiennes et les séquences d’images, je m’y suis intéressée
tout naturellement. En effet, une séquence d’image, vue a 1’ceil nu, ressemble tres for-
tement a une collection de traceurs lagrangiens qui se déplacent avec le flot. Certaines
méthodes opérationnelles d’assimilation des images reposent d’ailleurs sur le suivi lagran-
gien de certaines structures. Contrairement a ces méthodes, nous cherchons & mettre en
place 'assimilation directe des images, sans recourir a l'usage de pseudo-observations.
Nous avons en particulier exploré différents opérateurs d’observation, certains basés sur
une décomposition multi-échelle de I'image (ondelettes, curvelettes), d’autres sur les gra-
dients. Nous encadrons avec Arthur Vidard la thése de Vincent Chabot sur ce sujet, et
une nouvelle thése commencera bientot. Ces travaux sont résumés au paragraphe

1. EDGe : Dynamique de I’Ecoulement et physique de la Déformation du matériau Glace

Maélle Nodet Problemes inverses pour |'environnement



Introduction 6

Dans la deuxieme partie, je présente les aspects méthodologiques et théoriques de mon
travail. L’idée cette fois est de se pencher sur des questions plus théoriques, et de les étudier
avec des modeles plus simples (Burgers, transport, Venturi, ondes, ...).

Analyse de sensibilité et réduction de dimension. Lorsque Clémentine Prieur est
arrivée dans 1’équipe MOISE en 2008, nous avons souhaité mettre en place une collabo-
ration sur des sujets mélant a la fois des intéréts déterministes et stochastiques. Une telle
question pour moi était la suivante : étant donné un modele, avec de nombreux parametres
d’entrée inconnus (modele de glace ou d’océan par exemple), et un certain nombre d’ob-
servations disponibles, comment choisir les parametres a identifier 7 En effet, ’approche
conservative consisterait a chercher a identifier tous les parametres inconnus, mais au prix
d’un gros effort de calcul. Il est parfois plus intéressant de cibler le controle d’un petit
nombre de parametres bien choisis, car trés influents. Cette question est typiquement un
probleme d’analyse de sensibilité : trouver les parametres d’entrée d’un modele qui ont le
plus d’influence sur Iincertitude de la sortie. L’analyse de sensibilité globale, et plus par-
ticulierement les indices de Sobol, sont une maniere de répondre a cette question. La seule
difficulté est que les méthodes numériques de calcul de ces indices impliquent en général
la méthode de Monte-Carlo et nécessitent donc un tres grand nombre d’appels au modele.
Ceci est bien sir inenvisageable en pratique, d’ou notre deuxiéme piste de recherche : la
réduction de dimension. L’idée est de remplacer le modele par un méta-modele approché
mais plus rapide. Les questions qui nous ont guidées dans ce travail ont été les suivantes :
comment réduire efficacement un modele ? Comment quantifier 'erreur commise sur les
indices de Sobol lorsque 'on remplace le modele par le métamodele? Ces questions ont
motivé la theése d’Alexandre Janon, co-encadrée avec Clémentine Prieur, et les résultats
obtenus sont présentés aux paragraphes (réduction de dimension) et (analyse de
sensibilité avec modeles réduits).

Back and Forth Nudging (BFN). Lorsque j’étais en theése a Nice, Didier Auroux et
Jacques Blum ont développé ensemble un nouvel algorithme d’assimilation de données :
le Back and Forth Nudging. Le nudging direct consiste a ajouter un terme de rappel aux
observations dans les équations du modele d’évolution. C’est une méthode d’assimilation
ancienne et tres simple & implémenter, qui donne de bons résultats quand la quantité
d’observations est suffisante. Le nudging rétrograde fait la méme chose, mais sur I’équation
du modele rétrograde, i.e. en changeant le sens du temps. Le BFN consiste a itérer des
étapes de nudging direct et rétrograde. Comme beaucoup de gens a ’époque, j’étais a la
fois impressionnée par les résultats positifs obtenus et attérée par 'idée de changer le sens
du temps dans les modeles (qui comportent pour la plupart des termes de diffusion). Avec
Didier Auroux et Jacques Blum, nous avons donc étudié plus en détail le BFN et proposé
des améliorations. Ces résultats sont présentés au paragraphe

Méthode HUM numérique. Peu aprés mon départ de Nice, Gilles Lebeau (Nice)
m’a proposé de collaborer sur une question de contréle pour ’équation des ondes. Pour ce
probleme bien connu, la méthode HUM donne une condition nécessaire et suffisante a la
controlabilité de I’équation et donne une expression de I'opérateur de controle. Gilles Le-
beau avait prouvé au préalable des résultats théoriques sur les propriétés de cet opérateur,
et il souhaitait observer numériquement ces propriétés. Nous avons donc fait un travail
expérimental, consistant a implémenter une méthode de Galerkin robuste pour résoudre
le probleme de controle, et a I'utiliser pour mettre en évidence les résultats théoriques
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prouvés, ainsi qu’émettre de nouvelles conjectures sur le probleme. Ce travail, présenté au
paragraphe §2.4] est bien siir plus éloigné de 'assimilation de données en pratique, mais il
est néanmoins connexe, au sens ou il m’a permis de mieux comprendre certaines difficultés
rencontrées en assimilation (non-controlabilité, instabilités numériques dues aux ondes,
etc.).
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1.1 Méthodes d’assimilation de données

Dans ce paragraphe, on présente les principales méthodes d’assimilation de données
qui seront utilisées dans la suite du chapitre. Les documents cités sont référencés dans la
bibliographie du chapitre, a la page [78

1.1.1 Introduction

Qu’est-ce que I'assimilation de données ?

L’assimilation de données est la “science des compromis fructueux” : c’est I’ensemble
des méthodes qui permettent de combiner de maniére optimale (dans un sens a définir) les
informations disponibles sur un systéme : équations mathématiques (décrivant le modele
physique) ; observations (mesures physiques de la réalité) ; statistiques d’erreurs (erreurs
d’observation, du modele...). Ces informations sont souvent hétérogenes en nature, en
quantité et en qualité.

L’assimilation de données a été introduite pour le probleme d’estimation de la condi-
tion initiale en météorologie. Actuellement, ses domaines d’application sont trés nombreux
(météorologie toujours, mais aussi océanographie, sismique et prospection pétroliere, fu-
sion nucléaire, médecine, glaciologie, agronomie, batiment, etc.). De la méme facon, on
ne se contente plus d’estimer la condition initiale d’un systeme, mais on recherche aussi
de nombreux autres parametres (conditions aux limites, forgages, parametres numériques,
parametres des lois physiques, forme et domaine, etc.).

Dans tous les cas, I'idée est de résoudre un probleme inverse posé sur un systeme
physique dont une partie des parametres d’entrée sont inconnus et dont les sorties sont
(partiellement, indirectement) observées. Ce type de probléme inverse présente en général
les caractéristiques suivantes : les systemes considérés sont complexes ; les observations sont
parfois indirectes, partielles (en espace et/ou en temps), entachées d’erreurs; le probleme
est souvent mal posé (par exemple : pas assez d’observations ou observations contradic-
toires).

Le BLUE

Il existe essentiellement deux grandes classes d’assimilation de données. L’une est basée
sur 'estimation statistique optimale, et est le fondement des méthodes de filtrage de Kal-
man. L’autre est basée sur la théorie du controle optimal, et donne les méthodes variation-
nelles. Sous certaines hypotheses restrictives ces deux méthodes sont équivalentes, comme
on va le voir ici brievement.

On considere le probléme inverse suivant : estimer &' € R” connaissant des observations
y° € R™ telles que
y’ = Hz! + €°

ou H est I'opérateur d’observation (linéaire) et €° est le vecteur d’erreurs d’observations,
supposées sans biais (ie d’espérance nulle E(e?) = 0), de matrice de covariances connue
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R = IE(GOGOT). On suppose aussi qu’on dispose d’une ébauche x :

xb = x4 €

ou lerreur d’ébauche est supposée sans biais, de matrice de covariance connue P° =

T . 12 . .
E(e’€"" ) et décorrélée des erreurs d’observations. On cherche alors le BLUE (Best Linear
Unbiased Estimator), estimateur linéaire sans biais de variance minimum, ie on cherche
x® tel que I'estimation soit :

— linéaire : ** = Ly°;
— sans biais : E(xz® —x) = 0, autrement dit LH =T ;
— de variance Tr(P%) minimale.

ol P% est la matrice des erreurs d’analyse €* = % — . La solution & ce probleme est
donnée par la formule
z¢ =2’ + K(y° — Ha?)

ou K est la matrice de gain de Kalman :
K=(P" ' +H'R'H)"'H"R ' = PPH"(R+ HP'H")!
Dans ce cas, I’erreur d’analyse a pour matrice de covariance
P = (I - KH)P?
On obtient la méme estimation si on cherche le minimiseur Z de la fonction cout suivante :

J(x) = %(:I: — mb)TPb_l(:I: - mb) + %(Hm —y) "R Y (Hzx — y°)
— Yo —a'3,  + LI He -yl

= J=z)+ J(x)
Les méthodes de filtrage consistent alors a calculer directement la matrice de gain de
Kalman, tandis que les méthodes variationnelles consistent a résoudre ce dernier probleme

de minimisation, grace a des outils d’optimisation. On donnera plus de détails sur tout
ceci dans les paragraphes qui suivent.

1.1.2 Présentation des méthodes variationnelles

Les méthodes varationnelles résolvent le probleme inverse en minimisant directement la
fonction cott, en général par une méthode de descente de gradient. Le calcul du gradient
est fait par la méthode adjointe, qui vient de la théorie du contrdle optimal des EDP
(Lions, [1968)). On rappelle brievement ci-dessous de quoi il s’agit.

Méthode adjointe

La méthode adjointe (Lions, [1968)) a été introduite pour le probleme du controle de
la condition initiale en météorologie (Le Dimet, 1982; Le Dimet and Talagrand, |1986).
On rappelle formellement de quoi il s’agit ci-dessous. La fonction inconnue est ’état du
systeme (température, pression, vents, humidité) a l'instant initial, noté U. Le vecteur
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d’état X (t) vérifie alors un systeme d’équations aux dérivées partielles que I'on appelle le

modele : iX

E:M(X), dans € x [O,T]

X(t=0)=U
ou 'on a explicité uniquement la dérivée en temps. Les opérateurs différentiels en espace
sur le domaine 2 ainsi que les conditions aux limites sont contenus dans M. On suppose

également que 'on dispose d’observations de 1'état X (¢) :
Y°=HX +¢€°

ou Y vit sur un espace Q° que 'on munit (pour simplifier ’écriture) de la norme et du
produit scalaire L?. On cherche donc & minimiser la fonction coiit suivante, qui mesure

I’écart aux observations : -
1
J(U) = / |HX —Y°|?dt
2 Jo
La minimisation de J requiert son gradient. On commence par exprimer la dérivée de J

en U dans la direction u :

a—0 «

U] (w) = tim LYW = IO) /T(X, HT(HX —Y)) dt
0

ott X est la dérivée directionnelle de X en U dans la direction u

£ = X[U)(w) = 1im Y How) = X(U)

a—0 «

On sait que X vérifie I’équation dite du modéle linéaire tangent :

dX [oM] .
dt—[ax]X
X(t=0)=u

On introduit ensuite I’équation (rétrograde) du modéle adjoint :

P [oM]" .
dt+[8X} P=HT(HX -Y)

P(t=T)=0

qui permet d’exprimer facilement le gradient de J :

T T
J[U] (u) :/O (X,Cg + [g]\)ﬂ P) = —(u, P(0)) = (VJy,u) = V.Jy=—P(0)

Cette méthode tout a fait générique peut s’appliquer également dans d’autres cas : modele
discret en temps comme en espace, avec d’autres contréles que la condition initiale, en
tenant compte des covariances d’erreurs, etc.

Principaux algorithmes variationnels

En assimilation variationnelle, la matrice de covariance d’erreur d’ébauche est classi-
quement notée B plutdt que PP, on utilisera donc cette notation dans ce paragraphe.
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4D-Var. L’algorithme de référence est le 4D-Var. Sa formulation classique est celle
du controle de la condition initiale &, connaissant des observations distribuées en temps
y?, comme dans le probleme de controle optimal décrit précédemment. La fonction coiit
du 4D-Var est la suivante :

N
1 1
J(@) = 5z~ 2’| + 3 > I iz — vyl -1
=1

Le premier terme est le terme d’ébauche, il joue un double role. D’abord il contient les
informations a priori dont on dispose sur le systéme, & savoir une ébauche x® de es-
timation recherchée et les statistiques de covariance d’erreur via la matrice B. Ensuite
mathématiquement il joue un role régularisant, car en général le probleme de minimiser
seul I’écart aux observations est mal posé (non-unicité, pas de continuité par rapport aux
données).

Le deuxieme terme, qui contient I’écart aux données, est appelé le terme d’observation. La
somme se fait sur les indices ¢ qui représentent divers instants d’observations, auxquels sont
associés un vecteur d’observations y?, ainsi qu'un certaine connaissance des statistiques
d’erreurs d’observations, via les matrices R;. L’opérateur linéaire H; fait le lien entre la
variable d’état du modele x; a I'instant i et le vecteur d’observations y?. On est donc ici
en train de chercher la condition initiale d’'un modele, connaissant des observations dis-
tribuées sur une fenétre temporelle donnée. L’état du systéme aux instants d’observation,
x;, est 1ié & la condition initiale & par le modele (linéaire) d’évolution en temps :

r; — Mo_n'$ = Mi_1_>iMi_2_>1...M1_>2M0_>1$ = MZ'MZ'_l...MQMl.’B

ou on a noté pour simplifier My = Mj_1_,; une étape en temps du modele envoyant
Zp—1 sur xx. On peut ainsi réécrire la fonction cott en explicitant la dépendance en x (on
rappelle que x est 1’état initial, autrement dit @ = xg) :

N
1 1
J(m) = 5”% - ar:b||2B,1 + 5 Z HHZMZMZ,1M2M1$ - yﬂﬁ{;l
=1

On peut alors exprimer le gradient de J :
N
VJ(x)=B ' (x—a") - M. M MIH'R'(y) - HM;M; ;... Mix)
i=1

que 'on réécrit traditionnellement en utilisant les vecteurs innovations d; :
di=vy) —H,M;M,; ;.. Mx
de la maniere suivante :
VJ(z)=B Yz -2’ - M{ [H{ R{'di + Mj [Hi Ry'd>+...+ M H'R,'d,]]

Cette factorisation montre que I’on peut calculer le gradient de J avec une intégration du
modele direct (pour les vecteurs d;) et une intégration du modele adjoint.

Ceci est a la base de I'agorithme du 4D-Var qui procede ainsi, a partir d’'un point de départ
pour x : calculer J et VJ, faire une étape d’une méthode de descente pour minimiser J,
mettre a jour & et recommencer.
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3D-Var et 3D-FGAT. Lorsque le modeéle ne dépend pas du temps, 'algorithme du
3D-Var procede de la méme facon pour minimiser la fonction cofit :

1 1
J(x) = 5”3: — x5+ iHHa: —Y°|| %1, avec VJ(z) = B (x —2") - H'R™'d

avec d = y° — Hzx. Cet algorithme est également utilisé avec des modeles d’évolution, en
supposant que toutes les observations sont effectuées au temps initial. La fonction cofit
s’écrit alors

N
1 b2 1 2
J@)=Sllw— a5+ 5 3 1 He - el
i=1
Comme il est peu satisfaisant de comparer une observation au temps i avec I’état du modele
au temps initial, il existe une variante appelée le 3D-FGAT (first guess at appropriate
time), qui s’écrit ainsi :

1. Calcul des vecteurs innovations grace au modele direct :
dl' = yZ-O — HzMzszl . Mlar:

2. Calcul de J :

1 1
b
J=3le—= 15 + 3 > lIdilf3 -1
=1

(notez qu’on retrouve alors la fonction cott du 4D-Var)

3. Calcul de V.J grace a 'adjoint H” de I'opérateur d’observation :

N
VJ(z)=B Y« -a") - Y HR;'d
=1

Le 3D-FGAT est donc une variante du 4D-Var, dans lequel on remplace les opérateurs
adjoints M par l'identité. Ceci simplifie grandement la mise en pratique puisqu’alors
seul I'adjoint de I'opérateur d’observation est requis.

1.1.3 Algorithmes variationnels en pratique

La mise en ceuvre pratique des méthodes variationnelles requiert de nombreux ingré-
dients, qui font actuellement tous ’objet de recherches actives. On va passer rapidement
en revue les principaux.

Implémentation effective du modele adjoint

L’obtention du modele adjoint, en vue d’obtenir le gradient, peut se faire de deux
facons. La premiere méthode, que j’appellerai adjoint continu consiste & écrire les équations
adjointes continues (comme on ’a fait ci-dessus) et ensuite a les discrétiser. La deuxieme
facon de faire, que j’appellerai adjoint discret, consiste a écrire d’abord le modele direct
discret et a calculer ensuite ’adjoint du code discret.

Ces deux méthodes ne sont pas équivalentes, notamment lorsque les schémas numériques
utilisés ne sont pas symétriques. Ainsi, I’adjoint continu ne sera pas exactement 1’opérateur
adjoint du modele direct, alors que I'adjoint discret lui le sera bien. La “bonne” maniere
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de procéder est donc celle de ’adjoint discret, qui donne bien le gradient de la fonction
colt discrete.

Cependant, le calcul et 'implémentation de I’adjoint discret sont complexes et fastidieux,
et il peut arriver que par commodité on choisisse I’adjoint continu, au prix d’un gradient
approché.

Il existe néanmoins des outils qui permettent d’automatiser 1’écriture du code adjoint,
dits outils de différentiation automatique, comme le logiciel Tapenade (2002)); Hascoet and
Pascual (2013)). Ces outils sont puissants, en perpétuelle évolution, et peuvent désormais
dériver de gros codes de calcul en fortran. Il faut mentionner cependant que ces outils ne
s’utilisent pas compléetement en boite noire et nécessitent pas mal de travail de préparation
du code direct. On se réferera a (Giering and Kaminski (1998)); (Griewank and Walther
(2008) pour des détails sur la différentiation automatique de codes.

Non-linéarités

Les algorithmes classiques sont écrits pour des modeles et des opérateurs d’observa-
tion linéaires, mais en pratique les opérateurs sont rarement linéaires. Pour distinguer du
cas quadratique on utilise les notations J pour la fonction cotut et M; et H; pour les
opérateurs modele et d’observation non linéaires. Dans ce cas les hypotheses du BLUE
ne sont plus satsifaites, on perd donc 'optimalité des algorithmes et I’équivalence varia-
tionnelle/filtrage. On peut néanmoins continuer a utiliser les algorithmes précedents, la
fonction cotlit s’écrivant :

N
1 b2 1 2
T(@) = 5llw =2+ 5 S0 IHMMir MoMiz — g
i=1
En pratique on utilise deux types d’algorithmes pour minimiser J :

1. soit on minimise directement la fonctionnelle non quadratique, avec des méthodes
de type Quasi-Newton, en utilisant le gradient

N
VI()=B (@ —a") - M. . M M H R (y) — HiMiM; 1 ... M)
=1

ou les opérateurs adjoints sont les transposés des opérateurs linéarisés (communément
appelés opérateurs tangents dans la littérature d’assimilation) ;

2. soit on utilise des algorithmes dits incrémentaux qui consistent a supposer @ proche
d’une référence ", * = x" + dx, et a linéariser pour obtenir une fonctionnelle
quadratique approchant 7 :

N
1 1
Touad (T) = §||5;c||23,1 +3 > lidi - HiMiMi,l...MlamH;;l
i=1

oud; =y)—H;M;M,; ... Mix" et les opérateurs H et M sont les linéarisés de H
et M autour de la trajectoire de référence ”. On procede alors de maniere itérative :
minimisation de Jyuad, le minimiseur devient la nouvelle référence =", linéarisation
de H et M autour de =", nouvelle fonction quadratique, etc.
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Optimisation numérique

Une fois que le modele discret et son gradient (grace a l'adjoint) sont disponibles,
on procede a la minimisation itérative de la fonction colt griace a des algorithmes de
minimisation numérique. Le livre de Nocedal and Wright| (1999)) présente les méthodes
actuelles, c’est notre référence pour ce paragraphe, mais il existe de tres nombreux pa-
piers de recherche sur le sujet. Les méthodes qui sont utilisées en assimilation de données
(météo, océano et glacio) sont des variantes de la méthode de Newton, essentiellement les
méthodes de Quasi-Newton et de Gauss-Newton. La méthode de Quasi-Newton consiste a
remplacer I'opérateur hessien qui intervient dans la formule de Newton par une approxi-
mation (méthode BFGS, de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). En grande dimension
on se contente méme d’une approximation de rang réduit (méthode L-BFGS, autrement
dit BFGS a mémoire limitée). La méthode de Gauss-Newton est I’algorithme incrémental
présenté juste au-dessus, qui consiste a linéariser les opérateurs non linéaires H; et M,
a minimiser la fonctionnelle quadratique obtenue, puis a remettre a jour la trajectoire de
référence et a nouveau linéariser, et a itérer le processus jusqu’a convergence. Sous cer-
taines conditions (que l’on maitrise rarement en pratique) ’algorithme converge vers un
minimum de la fonction J.

Matrices de covariance

Les matrices de covariance d’erreurs d’ébauche B et d’observation R sont nécessaires
pour pouvoir mettre les algorithmes en pratique. Comme les dimensions de ces matrices
sont tres grandes, elles ne sont jamais stockées ni définies sous forme matricielle, on
implémente en général I'opérateur qui effectue le produit de ces matrices par un vecteur.
Leur role est trés important bien str, comme on peut le voir sur la formule du BLUE :

z¢ =2+ BH'(R+ HBHT) '(y° — H2?)

L’incrément d’analyse ¢ — x® est dans I'image de la matrice B! La modélisation de ces
matrices est délicate et fait 'objet de recherches actives, qui sont plus abouties pour la
matrice B que pour la matrice R (souvent choisie diagonale). On cite brievement ci-dessous
diverses facons de faire.

On rappelle que si €’ représente I'erreur d’ébauche (avec E(e’) = 0), alors B =

E(ebebT). Si on note B; j = E(efe?) ses coeflicients, on peut écrire classiquement
B=3XCX
ou X est la matrice diagonale des écarts-types \/37”, et C est la matrice des corrélations
B; ;
VBiiv/Bj;

La matrice des écarts-types X peut étre estimée par des statistiques sur des états du
modele, elle n’a que n coefficients (alors que B en a n?), ot n est la dimension du vecteur
d’état. Une premiere méthode naive consiste & dire que les fonctions de corrélation sont
des gaussiennes dépendant de la distance entre deux points :

d: s
Cij = c1exp <J>
e
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ol c1 et ¢ sont des coefficients de normalisation et d; ; représente la disctance entre le point
repéré par l'indice 7 dans la grille et celui repéré par l’indice j, de sorte que I'influence du
point ¢ sur le point j décroit avec la distance entre ces points. La méthode de 'opérateur
de diffusion (Weaver and Courtier, 2001)) améliore cette idée, en déformant les gaussiennes
pour suivre les frontieres du domaine, ou le flot. Ceci est réalisé grace a un opérateur de
diffusion (dont les solutions sont justement des gaussiennes déformées).

Le probleme de la méthode précédente est qu’elle produit des corrélations spatiales

entre deux points de grille différents pour une méme variable physique (température,
vitesses, etc.), mais pas de corrélations entre deux variables physiques différentes.
D’autres méthodes permettent de produire de matrices B multivariées (c’est-a-dire avec
des corrélations non nulles entre variables physiques distinctes) : méthode de réduction de
dimension, méthode de Monte-Carlo (appelée méthode d’ensemble en assimilation).
La méthode de réduction de dimension consiste a se donner une série temporelle d’états
du modele & suffisamment riche, et & former la matrice X qui contient en colonnes les
& moins leur moyenne. On effectue ensuite une décomposition en valeurs singulieres (ou
analyse en composante principales) de la matrice X X7 :

XXT = NANT

ou NN est la matrice des vecteurs propres et A la matrice diagonale des valeurs propres
(classées par ordre décroissant). L’'idée pour approcher B est de ne conserver que la partie
correspondant aux r premieres composantes (appelées aussi EOF pour Empirical Ortho-
gonal Functions en géophysique) :

B = N,A,NT

ou N, est une matrice comportant r colonnes qui sont les r premieres EOF, et A, est
une matrice diagonale de taille » par r contenant les r plus grandes valeurs propres. En
général, r < 100, donc une telle formulation de B est stockable en mémoire et manipulable
aisément.

Une autre facon de produire une matrice B multivariée est d’utiliser une méthode
d’ensemble (Monte-Carlo). Si on dispose d’un ensemble de p états possibles !, ..., P du
systeme, on peut estimer B par méthode de Monte-Carlo :

1 & L . _\T
B=— (¢ — ) (27 — )
p—1-

oll T est la moyenne des x/. Comme précédemment, on est ramené & des calculs moins
cotiteux. Tout le probléme est alors de calculer judicieusement les vecteurs &/ de I’ensemble.
On se reportera aux méthodes de filtre d’ensemble pour voir comment calculer ce éléments.
En général, p est de P'ordre de 80 a 100, de sorte que B est élémentaire a calculer. Comme

avec la méthode réduite, la matrice B obtenue est naturellement multivariée.

1.1.4 Méthodes séquentielles : le filtre de Kalman

Le filtre de Kalman étend, comme le 4D-Var, ’analyse BLUE aux problemes dépendant
du temps. Les notations sont les mémes que précédemment, a ceci pres que le filtre de
Kalman inclut naturellement la prise en compte de 'erreur du modele :

Tpr1 = My 1 + g
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ou 7 est un bruit non biaisé, décorrélé dans le temps, de matrice de covariance Q. Notez
que le 4D-Var permet aussi la prise en compte de l'erreur modele, comme par exemple
dans [Vidard et al. (2000} |2004); Freitag et al.| (2012), mais la mise en ceuvre est moins
naturelle que pour le filtre de Kalman. Comme pour le 4D-Var et le BLUE, on dispose
également d’observations a chaque instant ¢ :

yp = Hyxy + €,

On suppose également que les erreurs d’observation et de modele sont décorrélées, soit
]E(ezan) = 0 pour tous temps tg,t;. Comme pour le 4D-Var, le filtre de Kalman suppose
que les opérateurs M et H sont tous linéaires.

Algorithme

Le filtre de Kalman se décompose en une succession de deux étapes : 'analyse et
la prévision. L’étape d’analyse au temps t; est une simple application du BLUE : a cet
instant, on dispose d’une ébauche (qui est la prévision précédente), que 'on note m£

(exposant f pour forecast), de matrice de covariance P,{ supposée connue. On dispose
aussi d’observations selon ’équation précédente. I’analyse BLUE se réécrit donc :

xf = &l + K (y) — Hyel), K= P/H] (R, + H,P/H])™

et I'erreur d’analyse a pour matrice de covariance P’ donnée également selon la formule
du BLUE :
P¢ = (I — KiHy,)P/

La deuxieme étape du filtre de Kalman consiste a propager cette analyse jusqu’au prochain
instant d’observation, grace au modele, c’est la phase de prévision :

CB£+1 = M1z, PJH = My PEy M + Qi

Equivalence variationnelle

Sous les hypotheses du filtre de Kalman sur les erreurs et la linéarité des opérateurs, le
4D-Var et le filtre de Kalman sont équivalents. Plus précisément, en ’absence d’erreur de
modele, sur une méme fenétre temporelle [tg, ¢ x] avec les mémes observations et la méme
ébauche (ie 2 = a:g ), I'analyse de Kalman au temps final %, coincide avec le minimum
de la fonction cotit du 4D-Var (propagé jusqu’au temps ¢ty par le modele).

Non-linéarités

Comme pour le 4D-Var, en présence de non-linéarités on peut étendre I’algorithme, au
prix d’une perte d’optimalité. On perd également ’équivalence variationnelle. Le filtre de
Kalman étendu est une adaptation du filtre de base avec les opérateurs non linéaires My,
et Hy, et leurs linéarisés M), et Hj, autour de x et m£ L’analyse s’écrit

xf, = of + Ky(yl — Hyw)), K= P/H] (R, +HP/H])™', P¢=(—K.H)P]
et la phase de prévision devient

“"£+1 = M1y, P]f+1 = Mk+1P13+1MkT+1 + Qy
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1.1.5 Méthodes de filtrage d’ensemble

Le filtre de Kalman, méme dans sa version étendue, est rarement utilisable tel quel en
géosciences, car les dimensions des matrices mises en jeu sont bien trop grandes. Rappelons
en effet que si la dimension de ’espace d’état est n alors les matrices P et K sont de tailles
n X n. Dans les applications réalistes (météo, océano), n peut étre de lordre du million,
de sorte que ces matrices ne sont pas stockables en pratique. Une méthode empirique
a été proposée pour pallier ce probleme par Evensen| (1994); Burgers et al.| (1998) : le
filtre de Kalman d’Ensemble. Les justifications théoriques sont encore balbutiantes, on
pourra se référer aux travaux de |Bocquet| (2011) pour une interprétation mathématique
solide. Néanmoins, ce filtre donne d’assez bon résultats en pratique et il est assez facile a
implémenter, il est donc tres largement utilisé, et il en existe de tres nombreuses variantes.

Algorithme du filtre de Kalman d’ensemble

L’idée est de remplacer le vecteur d’état et sa matrice de covariance par un ensemble
(4)

de vecteurs x; ", i = 1,..., N, dont les premiers moments fournissent une estimation du
vecteur d’état et la matrice de covariance :

N, N,
R 1 @) () —
mk:Ne;Xé), Pk:Ne_lg(wé)—xk)(wlg)—wk)T

L’étape de prévision consiste a propager chacun des membres de I’ensemble :
@ _ M, <$z_1(i))

comme pour la prévision du filtre de Kalman standard. On a ensuite

f
Ly

N, N,
1 = ) 1 ~, @ 7 (i) AT
wl =y @l . Pl=5d (@l —a)@]” —a)
€ =1 ¢ i=1

Pour l'analyse, on commence par créer un jeu d’observations pour chaque élément de
I’ensemble : ' ‘
W =g 4 2@ =1, N,

ou le bruit ez(i) vérifie

Ne 1 Ne
oli) _ _ NONIIONA
;1 €' =0, Ry= N1 iEI(Ek )(2)

Ensuite la phase d’analyse est similaire a celle du filtre standard, pour chaque élément de
I’ensemble :

g V) = mi(l) + Ky, (yp " — Hkmi(z))a K, = P/H{ (R + HyP[H])™

Le vecteur analysé proprement dit et sa matrice de covariance d’erreur sont alors donnés
par les deux premiers moments de I’ensemble des analyses :

N, N,
1 e : 1 < , L
xlé = N E m,";(l), P = N —1 E (mz(l) - mz)(mz(l) —z)"
i=1 i=1
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Inflation et localisation

Le filtre de Kalman d’ensemble est bien connu pour étre sensible aux erreurs d’échan-
tillonnage, due a la taille réduite de I’ensemble. En effet, en pratique N, < 100 alors que
n = 10% 4 108. Cela conduit & deux défauts identifiés, pour lesquels deux types de remedes
ont été proposés.

1. La sous-estimation des variances. Pour y remédier, on procede en général a une

inflation artificielle de ’ensemble (Pham et al.l1996; | Anderson and Anderson) 1999)).
Autrement dit on éloigne artificiellement les membres de I’ensemble de leur moyenne :

mﬁ(z) = ;ﬁ%—p <:D£(Z) —a:fi) , avec p > 1

D’autres fagons d’appliquer une inflation existent, notamment aux niveaux des ob-
servations. Ce probleme est due a la formulation du filtre en elle-méme, car |Bocquet
(2011) a montré qu'une autre formulation tenant compte de la taille finie du filtre
(EnKF-N) permet de supprimer le recours a l'inflation (en fait, cette formulation de
taille finie introduit naturellement 'inflation optimale requise).

2. L’apparition de corrélations longue-distance artificielles. Ce probleme est résolu par
un outil appelé localisation (Hamill et al., 2001} |Houtekamer and Mitchell, 2001} |Ott
et al., 2004). La aussi il en existe de tres nombreuses formulations, I'idée générale
étant de supprimer les corrélations entre des points de grille trop éloignés, par
exemple en convolant les matrices de covariances avec des fonctions localisantes.

Ensemble Transform Kalman filter (ETKF)

L’ETKEF a été introduit par Bishop et al.|(2001)), il s’agit d’une réécriture particuliere de
la phase d’analyse du filtre de Kalman d’ensemble en utilisant un changement de variable
(d’ou le term transform), similaire a celle développée par Pham|(1996)); Pham et al.| (1998]);
Pham (2001) pour le filtre SEIK. On décrit ici la version du filtre donnée par [Hunt et al.
(2007). On commence par introduire la matrice X f des perturbations de I’ensemble des

prévisions @/ : les colonnes de X7 sont les perturbations [ch W _ E, - (Ne) _ E]
Ensuite, on va chercher la matrice P® comme une transformation par la formule :

P = x/pox/
ot P? est une matrice carrée de taille N,. On définit également les observations des

et on définit a la moyenne de cet ensemble et Y/ la matrice des perturbations associées.
La phase d’analyse consiste alors & minimiser la fonction cott suivante :

prévisions par :

N, —1
2

1 P
T(w) = =~ Jwl? + 5 ly" — v — YT wlhr, weR

On a une formule explicite pour le minimiseur :

~ - ~ —1
w? = PYT R (y° —yf), P°= (YfTR’lYf + (N, — 1)1)
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Et on a ensuite les vecteurs analysés grace a leur moyenne et leur matrice de perturbations :
1

7@ =2 + X w?, X=X/ ((Ne - 1)15a)5

Cette formulation admet également une version avec inflation et localisation, on réfere
aHunt et al| (2007)) et & Bonan| (2013)) pour les détails.
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1.2 Quelques problémes inverses en glaciologie

Dans ce paragraphe, on présente les problemes de inverses étudiés en collaboration
avec les glaciologues du LGGE. Pour commencer on explique les grandes lignes de la
modélisation en glaciologie, les principauzr modeles et les questions inverses que se posent

les glaciologues. Ensuite on résume les publications [17]|([22]| ainsi que les travauz

en cours.

1.2.1 Modeles d’écoulement de glace

Certains éléments de cette partie sont issus de larticle de vulgarisation |26 paru
dans le numéro 100 de Matapli a ’occasion de l'année 2013 des “Mathématiques pour la
planéte terre”. Pour plus de détails sur la modélisation des calottes, on renvoie a la these

de B.[Bonar] (2013).

Processus mis en jeu dans les écoulements de glace

La figure présente les différents processus physiques qui interviennent dans la dy-
namique de ’écoulement de la glace, passons les en revue.

o

2000 km
ACCUMULATION . *
ABLATION
%= ECOULEMENT
TEMPERATURE Ts

niveau

3 km mer

v
bt

fusion basale ————
Gl |
Flux Flux
géothermique geothermigue
ISOSTASIE
FiGUurRE 1.1 — Les différents processus physiques intervenant dans la dynamique des

écoulement de glace, vus sur un profil en coupe de calotte polaire. Source : C. Ritz.

Ecoulement. La premiere caractéristique de la glace est qu’il s’agit d’un fluide in-
compressible non-newtonien, qui flue (s’écoule) sous son propre poids. Si on regarde en
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FIGURE 1.2 — Vitesses d’écoulement de la glace en surface, d’apres Rignot et al. (2011)).

accéléré des photos prises chaque jour d’un glacier de montagne, on verra comme une
riviere de glace qui Couleﬂ Mais contrairement & ce qui se passe pour l’eau liquide, les
échelles de temps de ’écoulement sont telles que les effets d’accéleration sont négligeables.
Le terme “non-newtonien” signifie que la viscosité de la glace dépend non linéairement
de la dynamique, elle est donnée par une loi de comportement viscoplastique appelée la
loi de Glen, qui modélise la complexité du matériau et de sa capacité a se déformer. La
glace est un matériau d’autant plus complexe que ses propriétés physiques sont variables
a lintérieur d’une calotte. En effet, les conditions de température et de pression ne sont
pas homogenes dans la glace, ce qui modifie ses propriétés. De plus, la pression et les fu-
sions/regels successifs induisent aussi des modifications de la structure cristalline, et donc
des propriétés physiques et mécaniques.

Bilan de masse. Le bilan de masse est la différence entre la glace qui s’accumule (par
les précipitations, ou le regel de 'eau en surface, dans les crevasses, ou sous la glace) et
la glace qui disparait (par fusion en surface ou au sol, par vélageEl d’icebergs, ou encore
transport par le vent). Estimer ce bilan est un probléme tres complexe, qui dépend de
nombreux phénomenes extérieurs : les conditions météorologiques et la température de
surface influent sur la quantité de précipitations neigeuses, sur la fonte, et sur le transport
par le vent ; le flux géothermique influe sur la fusion a la base de la glace.

1. https://www.youtube.com/watch?v=HZaknW8m6tI
2. vélage : perte par un glacier de fragments, sous forme d’icebergs
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Conditions aux limites a la base. A la base de la glace il peut se passer essentiellement
deux choses : soit la glace est tres froide et elle adhere au socle rocheux, soit elle glisse
sur le sol. Le glissement a lieu pour diverses raisons : lorsque la glace est tempérée il y a
a sa base un film d’eau qui permet le glissement sur la roche, elle peut aussi étre posée
sur un sédiment gorgé d’eau, ou sur des débris rocheux, il peut aussi exister un réseau
hydrologique sous-glaciaire (cavités reliées par des ruisseaux, lacs, rivieres) sur lequel la
glace glisse, etc. En Antarctique et au Groenland, les zones de plus fort glissement sont
situées sur les cotes, dans des vallées ressemblant a des canyons ou a des fjords. La figure
[[.2) présente la carte des vitesses d’écoulement en surface, et met clairement en évidence
de nombreux et gigantesques fleuves de glace, qui s’écoulent & une vitesse supérieure a
10 km/an (14 km/an pour le glacier Jakobshavn au Groenland, qui a produit récemment
des épisodes de vélage d’icebergs spectaculairesE[). Les calottes se prolongent parfois sur
la mer en de gigantesques plates-formes de glace flottantes, les ice-shelves.

Bestaire des rétroactions. Une rétroaction, ou feedback, a lieu lorsqu’une cause pro-
duit un effet qui agit en retour sur la cause du phénomene. L’instabilité des petites calottes
en est un exemple : lorsque laltitude de la calotte devient trop basse, sa température de sur-
face augmente, ce qui induit davantage de fonte, et donc une décroissance supplémentaire
d’altitude. Le phénomene peut ainsi s’amplifier et la calotte disparaitre rapidement.

Mentionnons aussi le phénomeéne d’isostasie, ou encore rebond post-glaciaire, c’est-a-
dire I’enfoncement du socle rocheux sous le poids de la glace. L’enfoncement est de 1’ordre
du tiers, c’est-a~-dire qu’'une épaisseur de glace de 3000 m causera ’enfoncement du socle
a 1000 m de profondeur, avec un temps de relaxation de 'ordre de 10,000 ans. Ceci induit
une rétroaction sur la calotte, puisque ’enfoncement induit une modification de ’altitude
de surface, donc de la température de surface et du bilan de masse.

D’autres rétroactions impliquent 'océan : le niveau des mers joue un role sur les ca-
lottes, par les conditions aux limites au bord latéral (poussée d’Archimede), et les calottes
influent sur le niveau des mers. La température de 'océan aux abords et sous les plates-
formes flottantes joue également un role complexe, et la calotte elle-méme influe sur la
circulation océanique autour d’elle.

Notations

Les coordonnées spatiales sont x,y pour I'horizontale, z pour la verticale ; 'axe Oz est
orienté vers le haut.

La table suivante présente les variables géométriques :

Notation Description Unité
S(x,y,t) | altitude de la surface (m)
H(z,y,t) | épaisseur de la calotte (m)
B(z,y,t) | altitude de 'extrémité inférieure de la calotte | (m)
Bsoc(x,y,t) | altitude de la surface du socle rocheux (m)

Les altitudes se mesurent par rapport au niveau de la mer. Par convention, lorsqu’il n’y a
pas de glace, on a B = S = max(Bsoc, 0). L’épaisseur de glace H est définie par H = S— B.
La figure [I.3] présente une coupe d’une calotte.

3. http://www.youtube.com/watch?v=hC3VTgIPoGU
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F1GURE 1.3 — Géométrie d’une calotte polaire, avec plateforme flottante. Source http:

//www.solcomhouse.com/icecap.htm.

La table suivante présente les variables de vitesse :

Notation Description Unité
u(z,y, 2,t) | vitesse d’écoulement de la glace : u = (ug, uy, uz) (m.an=1)
U(z,y,t) | vitesse horizontale moyennée sur I’épaisseur : U = (U, Uy) (m.an™1)
up(w,y,t) | vitesse de glissement de la base sur le socle : up = (upz, upy) | (m.an™1)
us(z,y,t) | vitesse de la glace en surface : usy = (us 2, Usy) (m.an™1)

La vitesse moyenne est définie par

U(z,y,t)= u(x,y,z,t)dz

1 /S(:v,y,t)
H(.Z‘, Y, t) B(s,y,t)

et les vitesses a la base et en surface par

ub(x,y,t) = U(l‘,y, B(CE, Y, t)’t)v

Us(l‘,%t) = ’U,(CC, Y, S(l’,y,t),t)

La table suivante présente les tenseurs liés a la dynamique et a la loi visqueuse :

Notation Description Unité
n(z,y,z,t) viscosité de la glace (Pa.an™1)
7(x,y,t) viscosité moyenne ou effective de la colonne de glace | (Pa.an™1!)
o(z,y,z2,t) tenseur des contrainte (Pa)
T(z,9,2,1) déviateur des contrainte (Pa)
é(z,y,2,t) tenseur des taux de déformation (an™1)
oo = p(x,y, z,t) | premier invariant du tenseur des contrainte (Pa)
T(z,y,2,1) scission efficace (Pa)

Les trois tenseurs sont des matrices, par exemple o = (0;;) avec i, j = x,y, 2.

des contraintes est donné par 7 = o + pl, ou la pression p est donnée par

Ogx + Oyy + 022

3

p: :0’0

Le déviateur
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Le tenseur des taux de déformation est défini par

1 /0u; Ou;
€ij= = u,l+i,] , avec i,j = T,Y, 2
’ 2\ 0j 01

La scission efficace est le deuxieme invariant du déviateur des contraintes :

1
T = \/2 (12, + 72, +72,) + 72, T A T2,

Enfin, la table qui suit présente les divers forcages, conditions aux limites, et parametres
physiques :

Notation Description Unité
Ty(x,y,t) | contrainte basale : 7, = (T4, To,y) (Pa)
B(x,y,t) | coefficient de glissement basal -
f(z,y,t) | fusion basale (m.an™1)
b(z,y,t) | bilan de masse en surface, soit accumulation - ablation | (m.an™!)
Ts(x,y,t) | température a la surface de la calotte °C
Foim(t) | forgage climatique de la température en surface °C
n exposant de la loi de déformation -
Barn coeflicient de la loi de fluage (Pa~".an™1)
g accélération de la pesanteur (vecteur : g = —ge,) 9.81 m.s™2
0i densité de la glace 910 kg.m™3
Pw densité de 1’eau de mer 1028 kg.m™3

Modele d’écoulement petite échelle : Full-Stokes

Le modele Full-Stokes est un modele d’écoulement petite échelle, a la fois en temps (au
mieux 100 & 200 ans) et en espace (les tailles de mailles de discrétisation sont “petites”,
inférieures ou de 'ordre du kilometre). En raison des petites échelles de temps, on néglige
le phénomene d’isostasie : le socle rocheux est supposé stationnaire, ainsi que la base de
la glace. Ce modele est généralement utilisé pour étudier des bassins versants (un glacier
ou un fleuve de glace, comme dans , mais il a également été utilisé récemment pour la
totalité du Groenland dans

Les équations du modele Full Stokes sont celles d’'une fluide visqueux non newtonien
incompressible, elles sont données par les équations suivantes. On a d’abord ’équation
d’incompressibilité pour la conservation de la masse :

divu =0 (1.1)

On a ensuite I’équilibre quasi-statique, autrement dit la loi de Newton dans laquelle on a
négligé les effets de ’accélération, compte tenu des échelles des différents termes :

div o+ pig=0 (1.2)

Et on a enfin la loi de comportement visqueuse de la glace (Duval, [1979; [Lliboutry, [1993;
Cuffey and Paterson, 2010) :

1
T =2né, — =Bar,™" ', avecn =1 et/ou 3 (1.3)
n
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autrement dit
26 = (Barj + Barst?) T (1.4)

On a ensuite des conditions aux limites. A la surface de la glace pour régir I’évolution
de la surface libre on a :

¢S 4 s 2028 + Us 0y S + ug, = b (1.5)

ainsi que
on=0 (1.6)

ou n est le vecteur unité normal & la surface. A la base de la glace, on a une condition de
type glissement :
t.(on)+pfut=0, un=0 (1.7)

ou n et t sont les vecteurs unité normal et tangent au socle. Enfin on a des conditions sur
le bord latéral, qui varient selon que le front se situe sous le niveau de la mer (supposé en
z=10) ou pas :

T

n’.oc.n = min(p,gz,0), tl.omn=0 (1.8)

Modeles d’écoulement grande échelle : Shallow-Ice, Shallow-Shelf

Il arrive en glaciologie qu’on souhaite considérer de grandes échelles, soit en temps
(jusqu’a des centaines de milliers d’années pour les questions de paléoclimatologie), soit
en espace (si on considere I’Antarctique, qui s’étend sur des milliers de kilometres). Dans
ce cas, le modele Full-Stokes est bien trop cotliteux pour étre résolu numériquement, on
procede donc a des approximations de type couche-mince (shallow), comme le passage des
équations de Navier-Stokes a celle de Shallow-Water pour les écoulements en eaux peu
profondes. On procede donc a une intégration sur la verticale, grace a 'hypothese que
les échelles verticales sont tres inférieures aux échelles horizontales. Mathématiquement,
la justification de ces asymptotiques est un probleme difficile qui n’a été que peu étudié
(Schoof and Hindmarsh|, 2010; |[Bassis, 2010).

En combinant I’équation d’incompressibilité avec et son pendant a la base :

0B + ub,maxB -+ ubyyayB + up, = f (1.9)

on obtient 1’équation de bilan (conservation de la masse) suivante, appelée Shallow-Ice
Approximation (STA) (Hutter, |1983)) :
on =b— f—div (HU) (1.10)
ot
ou div = d, + 9, est la divergence en 2D.

Pour I’évolution de la base de la glace il existe des modeles plus ou moins compliqué
d’isostasie. Les modeles les plus simples traduisent simplement ’enfoncement local égal
a un tiers de I’épaisseur de glace (avec un temps de relaxation de 10 000 ans). D’autres
modeles plus complexes ajoutent une équation de type plaques pour coupler la glace avec
la dynamique de la lithosphere (voir [Ritz| (1992)) pour plus de détails).

La vitesse moyennée sur la verticale se décompose en deux termes :

U = Upger + Ugig (1.11)

ot Uyt est la contribution liée & la déformation (loi de Glen) et Ugjq celle liée au glissement.
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La vitesse de déformation s’obtient en intégrant sur la verticale I’équation constitutive
(1.4), et on obtient, dans le cas ot les coefficients Bar,, ne dépendent pas de z :
H? H*

Ugeti = —pgdiS |Bari— + (pg)? (0:8% + 0,5%) BAT,S? ,

3 i =,y (1.12)

Pour la vitesse de glissement Ugjq, il existe plusieurs approximations. Formellement,
I'idée de base est de reprendre les équations de ’équilibre quasi-statique et de faire
un développement en séries de perturbation. A l'ordre 0, on obtient une approximation
SIA pour la vitesse de glissement :

pgHV S = 1, = — U4 (1.13)
Ici on a supposé que le frottement basal 7, est proportionnel a la vitesse de glissement :
7y = —BUslia (1.14)

Il existe également des lois de glissement plus complexes liant 7, et Ugiq (non-linéaires,
voir (Cuffey and Paterson| (2010)), mais on ne les étudiera pas ici.

A D’ordre 1 on obtient pour la vitesse de glissement Ug;q une équation elliptique non-
linéaire, appelée la Shallow-Shelf Approximation (SSA) :

o g

% (277H (2890Uslid,x + 8y(]slid,y)) + aiy (77H (8yUslid,x + 8acUslid,y)) = ngaZ‘S — Tb,x

o 0
873/ (277H (ZayUslid,y + 8ar:[]slid,x)) + % (77H (ayUslid,X + a:L’U'slid,y)) = ngayS - 7'b,y
(1.15)

Les conditions aux limites sont complexes, notamment en 2D. On impose tantot des
conditions aux limites cinématiques (de type vitesse nulle) ou dynamique (lorsqu’'un bilan
de forces est possible, par exemple dans le cas ou le front de glace rencontre la mer).
On se référera a Rommelaere| (1997); [Peyaud (2006) pour les détails et les subtilités de
modélisation et d’implémentation.

Un autre point est complexe a modéliser, il s’agit des bilan de masse en surface et a
la base b et f . A la base, f mesure la fonte. Des modeéles simples prescrivent f comme
une constante, des modeles plus complexes font intervenir le couplage avec la température
(lux géothermique) et/ou I’hydrologie sous-glaciaire. En surface, b est lié aux conditions
climatiques. En effet, comme on I’a vu plus haut, b est la somme entre I'accumulation (les
précipitations) et ’ablation (la fonte en particulier, comptée négativement) :

b= Acc + Abl (1.16)

Pour des simulations réalistes, il est nécessaire de disposer de bonnes données pour b. On
peut faire ceci en utilisant un modele de climat, ou bien des observations. Cette question
de modélisation / observation de b occupe une communauté entiere de glaciologues (Gallée
et al., 2011; Lenaerts et al. 2012} Favier et al., 2013; Frezzotti et al.l |2013]) et ce probleme
est complexe. Dans nos modeéles simplifiés on utilisera une modélisation donnant I’ablation
et 'accumulation comme des fonctions explicites de la température en surface :

Acc = Accge 15 (1.17)
Ty — Thomelt - .
Abl, [ =5__—Romert T T
Abl = 0( Too melt 8145 > Lnomelt (1.18)
0 sinon
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ou les parametres sont fixés par I'expérience des glaciologues. La température de surface
T, dépend de 'altitude de la surface S, de la latitude (axe x pour fixer les idées) et du
scénario climatique moyen Fijiy, (température au pole en z = 0, S = 0), selon la formule :

Ts(xvyat) :Fclim_‘_Ax"i_VS(x:y:t) (119)

ol A et v sont des parametres connus.

1.2.2 Introduction a la modélisation inverse en glaciologie

2800+
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1000

Bed elevation (m asl)

| -1000

-2000

<-2800

FIGURE 1.4 — Carte de topographie du socle rocheux en Antarctique Bedmap2, obtenue
a partir de mesures effectuées par avion en survol au-dessus du continent, d’aprés [Fretwell
(2013)). Le plus haut sommet culmine & plus de 4500 metres. A cause du poids de la

glace, de nombreuses zones sont situées environ 1000 metres sous le niveau des mers.

Initialisation des modeles pour le probleme du niveau des mers

La contribution des glaciers et calottes polaires au changement de niveau des mers
est significative et il est crucial de pouvoir en faire de bonnes prévisions pour le futur
(Hanna et al. 2013). Elle est essentiellement la combinaison de deux phénomenes : la
modification du bilan de masse en surface (en raison des modifications climatiques et/ou
d’altitude de la calotte) d’une part, et ’évacuation de la glace par vélage d’icebergs dans
les fleuves de glace et les plates-formes flottantes d’autre part. Ici on ne considere pas la
contribution liée aux modifications de bilan de masse en surface. En effet, ces modifications
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FiGURE 1.5 — Carte des erreurs estimées pour les observations de topographie du socle
rocheux en Antarctique, d’apres [Fretwell et al.| (2013)). L’incertitude maximale atteint 1000
metres dans les zones non observées, elle descend autour de 20 metres au niveau des points
de mesure (traces de survol par avion).

sont intrinsequement liées au changement climatique, sont également tres complexes, et
font 'objet d’actives recherches par ailleursﬁ

La perte de masse des calottes polaires par vélage d’icebergs est contrélée par un petit
nombre de fleuves de glace. On estime par exemple qu’environ 10% de la périphérie de
I’ Antarctique contrdle 90% de 1’évacuation de la glace. La présence ou non de fleuves de
glace est intimement liée a la nature des conditions basales, qui permettent ou pas un
fort glissement et donc de grandes vitesses d’écoulement. Un autre parametre essentiel est
la géométrie du socle rocheux (altitude et pente), notamment dans les zones cotieres. La
vitesse de déformation dépend en effet a la fois de altitude de surface S(t,x) mais aussi
de Iépaisseur de glace H(t,x), et donc de l'altitude du socle B(t,z) = S — H. De plus, la
profondeur du socle joue également sur I’épaisseur de glace (a altitude de surface fixée),
donc sur les conditions de pression a la base de la glace, qui elles-mémes influent sur la
présence ou non d’eau liquide.

Le probleme de l'initialisation des modeles consiste donc essentiellement & obtenir
une bonne géométrie de la calotte et de bonnes conditions basales, en vue d’initialiser
correctement les modeles dévolution. Il s’agit d’un probleme inverse, ou 1’on souhaite
estimer ces parameétres sensibles grace aux observations disponibles (voir ci-dessous).

4. Voir le 5¢me rapport du GIEC/IPCC (2013-14) : http://www.ipcc.ch|
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FIGURE 1.6 — Mesures de volume de glace. En noir : mesure de Raymo| (1997). En gris :
résultats obtenus par différents modeles. Figure extraite de [Paillard and Parrenin| (2004).

Identification des conditions basales. A une échelle plus locale (glacier ou bassin
versant), les glaciologues ont généralement une connaissance plus précise de la géométrie,
grace a des campagnes régionales de mesure. Dans ce cas, 1’étude locale se résume essen-
tiellement & l’identification des conditions de frottement a la base, soit en identifiant le
coefficient 8 de nos équations, soit en cherchant & mettre en évidence des lois de frotte-
ment plus complexes, comme 7, = —f||Uguq||* Uslia, ou encore a étudier plus finement
I'hydrologie sous-glaciaire, voir par exemple |de Fleurian (2010) et les références incluses,

et au paragraphe le résumé du papier

Observations des calottes et des glaciers

Comme on ’'a vu précédemment, les conditions a la base de la glace sont liées a la
profondeur et la nature du socle et aux conditions hydrologiques et thermiques.

Les observations pour les conditions de frottement & la base sont tres limitées. En
effet il est quasiment impossible d’aller faire des mesures sous la glace, sauf dans de rares
points de forages profonds ou le socle a été atteint. Dans ces cas-1a, 'analyse de la glace
des carottes renseigne sur ces conditions basales. Les expériences en laboratoire sont assez
peu représentatives, il est en effet impossible de restituer la pression équivalente a des
milliers de metres d’épaisseur de glace. L’autre incertitude cruciale est sur la nature du
socle : s’agit-il de sédiments, de roche, de débris de roche? La présence d’eau liquide,
déterminante pour le glissement, est aussi liée a des parametres mal connus comme le
flux géothermique. On n’a donc aucune mesure pour la loi de frottement et les coefficients
associés.

Pour la profondeur du socle, on dispose d’un nombre limité de mesures, faites par
avionlﬂ Les observations sont ainsi restreintes a des traces de survol. En ces points de
mesure, la précision est d’une vingtaine de metres. En dehors des points de mesure, des
stratégies d’interpolation (en général par krigeage) sont utilisées, mais I'incertitude dans
les zones non observées peut aller jusqu’a plusieurs centaines de metres. De plus, les cartes
sont fabriquées par méthode de krigeage, sans tenir compte de I’écoulement de la glace. Les
figures et montrent 1’état de I'art des cartes actuelles pour I’Antarctique
: la premiere est une carte de socle, la deuxieme est celle des erreurs estimées.

5. Les mesures satellitales seraient possibles, malheureusement les fréquences radar requises pour ob-
server le socle rocheux sous la glace sont réservées a ’armée. Pour la méme raison, les campagnes par avion
sont coliteuses et complexes a mettre en place.
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On voit clairement sur cette deuxieme carte les trace de survol d’avion, ou la précision
est bonne, et les zones non observées, avec de grandes erreurs possibles. Précisons ici que
le relief de I’Antarctique est tres chahuté, et tout a fait similaire a nos Alpes, avec des
changements brutaux d’altitude et des chaines de montagnes.

Les autres observations dont on dispose, et qui permettront d’extraire de I'information
pour retrouver les parametres non observés, sont des données de surface, obtenues par
satellite : altitude de la surface, vitesse de la glace en surface. L’altitude de surface est
observée depuis une vingtaine d’année par satellite (ERS-1, ENVISAT par radar, ICESat
par laser). La précision est relativement bonne, en général de l'ordre de 2 metres, sauf
dans les zones montagneuses ou la RMS de l'erreur peut monter a 130 metres (Griggs
and Bamber} 2009)). Pour la vitesse de la glace on a également une bonne couverture,
la résolution spatiale est de 'ordre du kilometre, comme pour 'altitude de surface. Les
erreurs pour la vitesse sont de I'ordre de 1 & 17 meétres par an (Rignot et al., 2011; Joughin
et al., 2010).

Paléoclimatologie

Plusieurs questions de modélisation inverse se posent pour la paléoclimatologie (étude
des climats passés). Le plus connu du grand public est celui de la datation des carottes
de glace, pour lesquelles des avancées récentes au moyen de méthodes inverses ont été
obtenues par |Lemieux-Dudon et al.| (2008}, 2010); Buiron et al.| (2011). Une autre question
qui nous a intéressés est liée a un type tres particulier d’observations disponibles : la
mesure du volume total des calottes polaires. En effet, ce volume est directement lié au
niveau de la mer, qui lui a pu étre mesuré sur de gigantesques échelles de temps (centaines
de milliers d’années), grace notamment & des marqueurs biostratigraphiques comme les
foraminiferes (Paillard and Parreninl [2004). La figure présente de telles données. La
question qui se pose alors est la suivante : sachant que la température de surface influence
directement 1’évolution de la calotte et donc de son volume, peut-on estimer un scénario
climatique & partir de mesure de volume de glace ? Avec le modele simplifié présenté plus
haut, cela revient a chercher le parametre Fij;y, on étudie un tel probleme dans .

Etat de I'art des méthodes inverses en glaciologie

L’assimilation de données, essentiellement par méthode de controle, est plus récente
en glaciologie qu’elle ne 'est en météorologie ou en océanographie. [ MacAyeal (1992, 1993)
a introduit les méthodes de controle pour identifier le coefficient de frottement £ a la
base d’un fleuve de glace (équation de la SSA seule), en utilisant le caractére auto-adjoint
de I’équation. Plusieurs applications & divers fleuves de glace ont suivi, par exemple par
Rommelaere and MacAyeal| (1997); |Vieli and Payne (2003). Plus récemment, la méthode
adjointe (toujours appelée méthode de contrdle par les glaciologues) a été également mise
en ceuvre de maniere approchée pour un modele Full-Stokes par Morlighem et al.| (2010), en
utilisant comme adjoint le modele lui-méme. Ceci est une approximation, car les équations
du modele Full-Stokes ne sont auto-adjointes que lorsque la viscosité est linéaire (loi de
Glen avec n = 1). L'utilisation d’un adjoint complet est di & Heimbach and Bugnion
(2009), qui ont utilisé un dérivateur automatique pour générer I’adjoint du code SICOPO-
LIS (Greve, 1997)) en vue de faire de I'analyse de sensibilité.

D’autres méthodes inverses ont été introduites récemment. Les méthodes du BLUE
et de l'interpolation optimale (OI) ont été utilisées par |Arthern and Hindmarsh (2003)
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et Berliner et al.| (2008). Une méthode due & |Chaabane and Jaoua| (1999) a également
été utilisée par |Arthern and Gudmundsson (2010). Cette méthode est appelée méthode
de Robin par la suite, elle consiste & minimiser une fonction cout mesurant I’écart aux
observations par une descente de gradient sur le coefficient [, en itérant des résolutions
du modele Full-Stokes avec soit une condition de Dirichlet en surface (en imposant les
vitesses observées), soit une condition de Neumann homogene (la condition naturelle du
modele). A convergence, la solution vérifie a la fois la condition de Dirichlet et celle de
Neumann et produit le champ de 3 désiré.

La plupart de ces articles s’intéressent a identifier le frottement basal 8 seul pour des
problemes locaux, a ’échelle d’un glacier, d’un fleuve de glace ou d’un bassin versant.
La reconstruction du champ de 8 pour tout le Groenland est tres récente : |Arthern and
Hindmarsh| (2006) par une méthode de type BLUE/OI, par méthode de controle et de
Robin. De plus, récemment, les glaciologues s’intéressent a reconstruire conjointement le
frottement 3 et le socle Bgoe, voir [Raymond-Pralong and Gudmundsson (2011) (méthode
de Bayes, qui est en fait la minimisation directe du BLUE avec un gradient approché) et
van Pelt et al.| (2013)) (simple itération de Picard pour réduire 1’écart aux observations).
Cette question est plus difficile car on n’a pas toujours unicité : une méme vitesse en
surface peut étre expliquée soit par un By, bas (grande vitesse de déformation) et peu de
glissement ou bien par un socle plus haut et beaucoup de glissement.

Du c6té des méthodes inverses pour la paléoclimatologie, pour la question de recons-
tituer le climat par des observations de volume de glace, on peut citer |Bintanja et al.
(2004, 2005) qui utilisent une méthode tres simple de correction, semblable au nudging
(relaxation newtonienne, qui consiste a mettre un terme de rappel aux observations dans
le second membre du modele d’évolution). Pour le probleme de datation des carottes, les
méthodes inverses sont plus développées, voir par exemple |Lemieux-Dudon et al| (2008,
2010).

La suite de ce paragraphe résume les résultats obtenus en glaciologie.

1.2.3 Etude des conditions basales du glacier Variegated

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans ’article étudiant la surgelﬂ du
glacier Variegated en 1982-83.

Introduction

Le glacier Variegated en Alaska est connu pour surger régulierement. La premiere surge
relevée a eu lieu en 1905-06, et il y en a eu sept autres jusqu’a la derniere en 2003—04.
L’étude présentée dans ce papier s’intéresse a la surge de 1982-83 car elle a été bien ob-
servée et 1'on dispose d’'un bon nombre de mesures. D’apres Raymond! (1987)) on sait que
les surges pour les glaciers tempéréslﬂ sont dues a des modifications du systeme hydrolo-
gique sous-glaciaire, qui passe d’un systeme efficace a un inefficace. Un systeme efficace
correspond a un bon drainage de I’eau sous la glace, par de larges canaux, engendrant une
faible pression d’eau sous le glacier. Au contraire, un systéme inefficace n’a pas ces larges
canaux mais des petites cavités reliées, donnant lieu a une augmentation de la pression

6. Une surge glaciaire est un phénomene brutal et bref qui consiste en une avancée tres rapide d’un
glacier.
7. Un glacier tempéré a sa glace proche du point de fusion.
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FIGURE 1.7 — Evolution du facteur de forme f(x) le long de la ligne d’écoulement centrale
du glacier Variegated pour la topographie de surface zs(x) de 1973.

sous-glaciaire et des modifications des conditions de glissement. Le passage d’'un systéme
efficace a un systeéme inefficace, par 'ouverture et la fermeture des larges canaux, est gou-
verné par les changements de géométrie (altitude de surface et sa pente) et de température
(par lalternance saisonniere, qui influe sur la fonte). [Kamb et al.| (1985)) ont fait des me-
sures de vitesse de déformation dans un trou de forage pendant la surge et ont montré que
la vitesse du glacier est expliqué a 95% par le glissement & la base. Ce papier s’intéresse
donc & I'identification des conditions basales tout au long du glacier, avant et pendant la
surge, pour tenter de confirmer cette hypothese.

Observations et modeéle

L’altitude de surface et les vitesses de surface ont été mesurées pendant la décennie
1973-83 par |Bindschadler et al.|(1977); KKamb et al. (1985); Raymond and Harrison| (1988)),
qui couvre une partie de la phase de latence ainsi que la surge. Les données sont réparties
en temps : deux fois par an avant la surge et huit fois pendant les deux ans de la surge.
En espace, les données ont été récoltées tous les 250 metres le long des 20 kilometres de la
ligne centrale du glacier, avec quelques trous (dus notamment a la présence de crevasses).

Comme les mesures sont disponibles seulement selon une ligne d’écoulement, on a
utilisé un modele 2D (z, z). La base du socle b(z) est fixe, et I'altitude de surface est notée
zs(x), o z est la direction horizontale, avec x = 0 au sommet du glacier (a 'altitude
d’environ 2000 metres) et x = 20 kilometres au front, ou le glacier termine dans la mer. Le
modele choisi résout les équations Full-Stokes présentées plus haut, avec une particularité
liée & I’absence de 3D. En effet, I’équation de conservation de la quantité de mouvement

(1.2) se lit alors :

div o+ pig + f1 =0, pour z € [0,20], z € [b(x), z5(z)]
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FI1GURE 1.8 — Distribution du coefficient de friction basal 8 identifié par méthode inverse
de Robin le long de la ligne d’écoulement centrale, pour les 25 dates d’observations. Les
pointillés indiquent ’absence de mesures de vitesse en surface en ces points. Dans la
légende, W Y1-Y2 représente les hivers entre 'année Y1 et 'année Y2; S Y représente
I’été de 'année Y ; Surge Y-M1-M2 représente 'année Y du mois M1 au mois M2.

ou f; est un terme qui permet de modéliser les effets latéraux :
fi=pigt(1-f)t

ou t est le vecteur unitaire tangent a la surface et f est appelé le facteur de forme. Si f
est égal & 1 on a f; = 0, ce qui correspond & un glacier infiniment large. Au contraire si
f est petit on modélise des sections étroites. La formule utilisée pour f est la suivante :

2 0.8146
J@) =2 o i)

ou a(x) représente la forme locale du socle rocheux, cf pour les détails, et la figure
pour la fonction f(x) obtenue.

Les conditions aux limites en surface et au fond sont les mémes que précédemment
, en particulier on a la loi de frottement a la base faisant intervenir le
coefficient 5 que l'on cherche a identifier.

La résolution numérique se fait avec le code éléments finis Elmer/Ice (Gagliardini et al.,
2007; |Gagliardini and Zwinger, [2008; (Gagliardini et al., [2013).
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FIGURE 1.9 — Distribution du rapport entre la vitesse basale u(zp) (donnée par le modele)
et la vitesse en surface u(zs) le long de la ligne centrale d’écoulement pour les 25 observa-
tions. Les résultats ne sont affichés qu’en présence d’observations. La légende est la méme
que celle de la figure [1.8

Méthode inverse

La question d’inverser les conditions basales grace a des observations de surface a été
bien étudiée en glaciologie, voir le paragraphe pour un résumé bibliographique. Dans
cet article, on a utilisé la méthode de Robin (Chaabane and Jaoual [1999; Arthern and|
\Gudmundsson), [2010), que l'on a un peu modifiée pour introduire une régularisation de
type Tikhonov. Comme on I’a dit précédemment, le principe de la méthode de Robin est de
résoudre alternativement les équations Full-Stokes présentées ci-dessus avec la conditions
de Dirichlet :

u(zs) = u®™

puis avec la condition de Neumann (|1.6). On définit ensuite la fonction cotut qui mesure
I’écart en surface entre la solution du probléeme de Dirichlet u” et celle du probleme de
Neumann u? :

on/ (u —uP).(6e — oP).ndl

ou I's représente la surface de la glace. On peut facilement calculer la dérivée directionnelle
de J, par rapport a  (dans la direction ') afin de mettre en ceuvre une méthode de
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FIGURE 1.10 — Comparaison entre les géométries de surface du modele (a) et mesurées
(b), par rapport a la topographie de surface de 1973, pour la phase de latence.

descente :

dsT(8) = /F B ([uP? — [uN[?) dr

ou I'y est la frontiere avec le socle. Il est important de noter ici que cette dérivée n’est
exacte que dans le cas d’une rhéologie linéaire (ie loi de Glen avec n = 1). Dans le cas
réaliste n = 3, la dérivée n’est qu'une approximation.

Comme f est positif et varie de plusieurs ordres de grandeur, il est plus logique de

changer de variable pour « par
8 =10¢

Finalement, le probleme est régularisé en ajoutant un terme de régularisation :
L, _
Fu (@) = @) + 5 Mo Ta@): - Tro() = [ (@) ar
Ty

Le terme 7,ps est la moyenne des vitesses en surface observées pour le jeu de données
considéré, c’est un facteur de normalisation entre les différentes années d’observation. On
observe en effet de grandes variations de Tgps selon les années. Son ajout permet de choisir
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FIGURE 1.11 — Comparaison entre les géométries de surface du modele (a) et mesurées
(b), par rapport a la topographie de surface de 1973, pour la phase de surge.

un poids entre le terme d’observation et le terme de régularisation qui soit indépendant
du jeu de données.

Les aspects techniques, comme le choix du parametre ), sont décrits dans 'article.

Il faut cependant noter que cette méthode de Robin s’applique a 1’équation des vitesses
seulement, et non au couplage avec I’évolution de la surface libre : a chaque pas de temps
on met en ceuvre la méthode inverse. Ainsi, lorsque ’on n’a pas d’observation a un certain
instant, on n’a pas d’estimation de .

Résultats

Le modele et la méthode sont implémentés dans le code élements finis Elmer/Ice (pa-
rallele, en fortran 95) (Gagliardini et al., 2013).

Les résultats sont décrits en détail dans ’article, ici on présente rapidement les figures
principales. La figure [1.8| présente le coefficient S obtenu par assimilation. On voit, outre
lalternance saisonniere hiver/été, que 8 diminue progressivement au cours des années
pendant la phase de latence jusqu’a devenir tres faible durant la surge. De plus, on voit
que pendant la phase de latence, 8 diminue plus fortement dans la partie haute du glacier
(x proche de 0). On voit aussi trés nettement le changement de régime lié & la surge, ainsi
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que la diminution progressive de 5 depuis le haut vers le bas du glacier.

La figure [1.9) présente le quotient entre la vitesse basale u(zp) (glissement) et la vitesse
en surface u(zs). On voit également une variation progressive de ce quotient, d’a peine 10%
en 1973 jusqu’a 60% a 1’été 81, avec méme 90% en 81 en haut du glacier. Ceci suggere
que laccélération se fait bien par une augmentation progressive du glissement (et non un
déclenchement brutal), et que le glissement entre pour une large part dans I’accélération du
glacier pendant la surge, mais aussi pendant la phase de latence. Sur cette figure également
on voit se dégager nettement deux régimes surge/latence, avec des rapports proches de
100% pendant la surge, et 'augmentation de ce rapport depuis le haut du glacier vers le
bas.

Le paragraphe §6 du papier présente des résultats auxquels je n’ai pas contribués,
proposant une loi de glissement plus complexe, pour tenir compte de la pression de ’eau
sous-glaciaire, je ne rentre pas dans les détails ici.

Les figures [1.10] et présentent des simulations directes effectuées avec les pa-
rametres [ identifiés, pendant la phase de latence et pendant la surge, comparées aux
observations. Pour cela, on fait tourner le modele direct avec 8 et ’équation d’évolution
suivante pour la surface libre :

Or2s + UgOz2s — U, = G

ou as est le bilan de masse en surface, modélisé par une fonction explicite dépendant
linéairement de zs. Les différences que 'on remarque entre les observations et le modele
peuvent s’expliquer par les erreurs dans ce bilan de masse et/ou par les effets tri-dimen-
sionnels que l'on a négligés. Malgré cela, on arrive a mettre en évidence correctement avec
le modele les éléments suivants :

— la surge est en phase avec les observations, autrement dit le champ de S reconstruit
permet bien de générer la surge du glacier ;

— le modele présente bien la caractéristique typique d’amincissement du glacier en haut
et d’épaississement en bas.

En conclusion, la capacité du modele a bien de rendre compte des caractéristiques
principales de la surge offre une validation a posteriori de la reconstruction du coefficient
B par assimilation de données avec la méthode de |Chaabane and Jaoua| (1999); Arthern
and Gudmundsson| (2010). Ce papier proposait la premiére application de cette méthode a
un cas réel, et en démontre la faisabilité, et la pertinence pour étudier le frottement basal.

1.2.4 Contribution du Groenland a la montée du niveau des mers

Ce paragraphe résume les résultats contenus dans Uarticle |||, qui s’intéresse a la
contribution du Groenland a la montée du niveau des mers.

Introduction

Le Groenland perd de la masse a un rythme qui va s’accélérant (Rignot et al., 2011)).
11 semble que ceci soit dii a la combinaison de deux phénomenes : changement du bilan de
masse en surface (plus de fonte et/ou moins de précipitations) et augmentation du flux de
glace vers l'océan (vélage d’icebergs). Des études antérieures (Howat et al., 2007; Pritchard
et al.,[2009; Joughin et al [2010) ont montré que I'accélération du vélage était tres variable
dans le temps et dans I’espace, de sorte que des prédictions réalistes doivent nécessairement
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FIGURE 1.12 — Maillage éléments finis non structuré et vitesses en surface modélisées
pour le Groenland, apres optimisation du frottement basal 8 par la méthode de Robin.
Les zooms présentent quelques glaciers émissaires particulierement intéressants.

utiliser & la fois un modele haute précision, un état initial le plus précis possible, et des
projections climatiques fiables. Le probleme de l'initialisation d’un modele petite échelle
pour le Groenland est donc la motivation de cet article. Les ingrédients de base sont :
un modele Full-Stokes sur une grille non structurée, des méthodes inverses pour tirer le
meilleur parti des observations disponibles. Cet article est la premiere tentative d’utiliser
tous ces 