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INTRODUCTION

Les difficultés posées par Uenseignement de I’algébre linéaire en DEUG sciences en France
sont bien connues des enseignants de I'université. Elles ont déja donné lieu 3 plusieurs
recherches didactiques, dont ’essentiel est présenté dans le livre : « L’algébre linéaire en
question » (Dorier et al. 1997). Dans les opinions exprimées par des enseignants-chercheurs
comme dans les travaux de didacticiens, la géométrie est fréquemment évoquée comme
pouvant contribuer & une approche de ’algébre linéaire accessible aux étudiants. Ainsi, dans
son récent rapport d’étape sur [’enseignement de la géométrie, la commission de réflexion sur
Penseignement des mathématiques écrit

« En fait, "intérét du lien entre algébre linéaire et géométrie nous semble plutét en sens inverse', dans e fait que
la géométrie usuelle en dimensions 2 et 3 fournit un support intuitif pour travailler en dimension supérieure 4 3,
voire en dimension infinie (par exemple en analyse fonctionnelle), voire sur un anneau au Heu d’un corps {(en
algébre commutative), ete. D’ailleurs, historiquement, la formalisation de Palgébre linéaire n’est véritablement
intervenue que lorsque I’on a abordé ces problémes plus généraux. » (C.R.EM. 2000, p.14)

Il nous semble que plusieurs des points mentionnés dans cette citation demandent & étre
éclaircis. Qu’appelle-t-on « géométrie usuelle en dimensions 2 et 3 » ? S’agit-il de géométrie
vectorielle, analytique, ou de géométrie euclidienne (au sens historique du terme) ? Ou encore
de la géométrie actuellement pratiquée dans I’enseignement secondaire ? Qu’est-ce qu’un
« support intuitif » ? Cette notion est-elle simplement associée & la possibilité de
visualisation 7 Et & qui un tel support peut-il étre utile ? A des mathématiciens, 4 des étudiants
abordant les premiéres notions d’algebre linéaire, a des étudiants plus avancés ... Quant ala
derniére phrase citée ci-dessus, elle semble indiquer que I’analyse historique conduit a
relativiser I’importance d’un éventuel support géométrique, est-ce réellement le cas ?

Apporter des éléments de réponse a ces questions demande selon nous une étude didactique
précise ; c’est 'objet des travaux que nous présentons ici, et qui portent donc sur « le(s)
réle(s) du géométrique en algébre lindaire ». Préciser ce qui reléve du « géométrique »,
notamment en opposition & ce qui reléverait de P’algébre linéaire et ne serait pas
« géométrique » est I’un des enjeux de notre travail. Celui-ci est extrémement délicat ; ainsi,
Mariotti écrit, dans une discussion visant A préciser ce qu’est la géométrie, en tant que
domaine mathématique :

« Dans certains cas, ¢’est simplement Ja tradition qui rend certains faits ou ceﬁagnes idées « géometriques » ; par

exemple, nous sommes habitués 4 considérer les espaces vectoriels comme des structures géométriques, mais
quel point ceci est-il dfi au fait que ce concept provient d’une tradition géométrique ? » (Mariotti 1996, p.1)*

Ceci ne signifie pas que les enseignants considérent I’intégralité de PPalgébre linéaire comme
une théorie de nature géométrique, mais que c’est le cas pour au moins une partie de celle-ci.
Citons un premier exemple, qui concerne les applications linéaires. Notre propre expérience
d’enseignante dans un institut mathématique nous conduit 3 faire I’hypothése qu’une majorité
d’enseignants de I'université qualifient volontiers de « géométriques » les tiches et les
propriétés portant sur les notions d’image et de noyau d’une application linéaire. En revanche,

! Cette citation est extraite d’une critique de la réforme des mathématiques modernes. 1l s’agit d’une réaction
allant 3 U encontre de la présentation de la géométrie comme application de Palgébre lindaire,

2 L a traduction est faite par nos sois.
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ce qui reléve du calcul matriciel ne le serait pas. Nous chercherons notamment & vérifier la
validité de cette hypothése, et 4 déterminer quelles caractéristiques des notions de noyau et
d’image rendent celles-ci « géométriques »,

Nous allops cependant préciser dés maintenant ce que nous-méme qualifierons de
« géométrique ». Nous avons choisi, dans le cadre de ce travail, d’appeler « géométrie » une
théorie qui a pour objet la modélisation de 1’espace physique, et présente un lien spécifique
avec la réalité’, Ce len confére aux notions et aux propriétés relevant de cette géométrie
Paspect d’objets concrets, un caractére d’évidence intrinséque. Ce choix de définition est
restrictif ; il repose sur une référence au savoir enseigné (dans le secondaire en particulier) et
non au savoir savant. En effet les géométries que nous serons amenés a considérer resteront
apparentées a la géométrie vue dans le secondaire, et ce méme si elles sont fondées sur
Palgebre linéaire. La caractéristique de lien avec I’espace physique ne serait sans doute plus
pertinente si nous cherchions & déterminer, dans les mathématiques actuelles, quels domaines
peuvent étre désignés comme « géométrie »

Toute géométrie est évidemment « géométrique », et 'emploi, en algébre linéaire, d’un
exemple issu d’une géométrie est une forme de recours au géométrique. Mais nous .
considérerons également ’emploi de figures en algébre linéaire comme une autre forme de
recours au géométrique. En effet, le dessin est un objet matériel, qui confére 4 la figure
1’aspect concret qui caractérise selon nous le géométrique,

Nous ne qualifierons pas d’emblée de « géométriques » des notions ou propriétés d’algdbre
linéaire. En effet, le lien avec la réalité nous semble alors moins immédiat que dans les deux
cas cités ci-dessus : recours a une « géométrie », ¢t emploi de dessins ; ce lien dépendra en
particulier de I'usage de dessins par les enseignants et les étudiants. La notion de base, dans
un contexte d’algebre linéaire, est-elle « géométrique » ? On peut considérer que la réponse 4
cette question est affirmative, puisqu’on peut associer a la notion de base un dessin (trois
fleches figurant trois vecteurs non coplanaires par exemple) conférant 2 celle-ci un caractére
concret. Mais cet emploi du dessin est métaphorique : la dimension est a priori quelcongue, et
méme dans le cas de la dimension trois, la nature des objets de I’espace vectoriel en jeu n’est
pas précisée. Le lien avec la réalité n’est donc pas direct ; il existe cependant, et conduira sans
doute des enseignants ou des étudiants a considérer la notion générale de base comme
géométrique. De méme, en revenant 4 I'exemple cité ci-dessus, un noyau ou une image
d’application linéaire est un sous-espace vectoriel, et peut donc &tre représenté par un dessin
comportant un parallélogramme ou un segment. C’est peut-étre pour cette raison que les
notions de noyau et d’image sont parfois qua}iﬁées de « géométrigues ». Cependant, dans ces
exemples, le lien avec la réalité peut &tre mis en doute, et dépendre d’habitudes quant a
i’usage de dessins en alggbre linéaire. C’est pourquoi nous avons choisi de ne pas considérer a
priori certaines notions ou propriétés d’algebre linéaire comme « géométriques ». Nous nous
contenterons d’observer les positions expnmees en ce sens dans les manuels et par les
enseignants.

Le recours au géométrique signifiera pour nous Pemploi d’une géométrie, ou I’emploi de
dessins en algébre lindaire ; nous devons toutefois éclaircir également la question de
« intuition géométrique ». Nous avons donc di retenir une méthodologie et un cadre
théorique nous permettant notamiment d’étudier une telle question ; nous allons maintenant
présenter ceux-ci.

* Nous nous référons notamment ici aux travaux de Mariotti (1996).

4 Pour la définition de figure, et la distinction entre figure et dessin, nous nous référons a Laborde et Capponi
(1994) (voir chapitre 1, paragraphe 4.2.3).
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Premiére approche et choix d’un cadre théorique

Nous avons dii dans un premier temps choisir une méthodologie d’attaque et dégager une
organisation cohérente du foisonnement de questions qu’une simple approche naive de ce
théme faisait surgir. En ce qui concerne la méthodologie, nous nous sommes appuyée sur
celle décrite dans Dorier (1997). 11 écrit notamment :

« 11 s’agit de disposer, dans un premier temps, d’une analyse historique de la genése du savoir visé, établie de
fagon indépendante de I’analyse didactique, qui est cependant I’origine et le but de la recherche... Ce travail
historique est en général conduit de fagon paralléle avec les premiéres analyses didactiques et peut s’appuyer
pour une part plus ou moins grande sur des recherches déja existantes. De ceite confrontation initiale ressortent
les premiéres hypothéses didactiques, qui vont permettre d’éclaircir certaines difficultés d’apprentissage 4 un
niveau global. 11 s’ensuit une deuxidme analyse didactique de ces difficultés visant 4 préciser et valider (ou
invalider) ces hypothéses. » (Dorier 1997, p.26) '

Le théme de notre travail nécessite une étude historique ; nous avons vu en effet que méme um
questionnement naif comme celui que nous avons présenté ci-dessus conduit 4 s”interroger sur
les interventions éventuelles du géométrique dans le processus qui a mené a 1’algébre linéaire
moderne. Nous avons donc choisi de mener, paraliélement & une premiére approche
didactique, une étude historique portant sur le role du géométrique dans la genése de I’algebre
linéaire, en nous appuyant notamment sur les travaux de Dorier (1997).

Sans entrer dans la présentation que nous ferons des résultats de cette analyse, signalons dés 4
présent qu’elle nous a conduite 2 choisir de considérer dans la suite de notre étude non
seulement [’algébre linéaire proprement dite, mais également I’algébre bilinéaire, voire
I’analyse fonctionnelle. En particulier, pour 1’étude des espaces euclidiens et celle des espaces
de Hilbert, la question des interventions de la géométrie est fondamentale. Dans la suite de
cette introduction, nous n’emploierons que le terme « algébre linéaire », par souci de
concision ; mais celui-ci recouvrira ’algébre linéaire proprement dite, I’algébre bilinéaire et le
début de I’étude des espaces de Hilbert.

Quant 4 la seconde analyse didactique évoquée par Dorier, elle doit selon nous, pour notre
théme de recherche, comporter une partie consacrée 4 1’étude de textes de savoir, et une partie
expérimentale. En ce qui concerne les textes de savoir, il nous a semblé nécessaire d’examiner
des manuels actuels destinés 4 I’enseignement supérieur francais, mais également des manuels
frangais plus anciens, et des manuels étrangers. Ceci nous permet en effet de constater ce qui
est actuellement pratiqué dans I’enseignement d’algébre linéaire, mais également d’observer
d’autres approches possibles. Quant 3 la partie expérimentale, nous avons choisi de la faire
reposer sur des questionnaires, et d’interroger les enseignants et les étudiants.

Par ailleurs, les points & examiner pour décrire et analyser les interventions du géométrique en
algébre linéaire nous ont semblé s’organiser selon trois axes principaux :

- Articulation géométrie-algebre linéaire

Cet axe comporte lui-méme deux aspects : nature de la géométrie en jeu, et nature du
recours i cette géométrie en algebre linéaire, ou du recours 4 I’algébre linéaire dans cette
géométrie. Les questions relevant de cette direction d’étude portent sur le contenu des
manuels examinés, sur les choix effectivement retenus par les enseignants pour leurs cours
d’algébre linéaire, mais également sur des choix qui seraient possibles, méme si ceux-ci
ne sont pas effectifs.

Les principales questions que nous devrons aborder & ce sujet sont, selon nous :

I.a géométrie étudiée dans ’enseignement secondaire est-clle ou peut-elle &tre utilisée en
algébre linéaire, et de quelle maniére ?
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Existe-t-il, ou pourrait-il exister, un cours de géométrie précédant I’algébre lindaire et
pouvant servir de support & Pintroduction de celle-ci ? De quelle maniére un tel support
pourrait-il étre mis & profit dans un cours d’algébre linéaire : comme source d’exemples
introductifs, comume illustration & la suite de 1’énoncé d’un théoréme ?

L’emploi d’un tel support, qu’il s’agisse de la géométrie du lycée ou d’une autre
géométrie antérieure  1’algébre linéaire, peut-il entrainer des difficultés spécifiques chez
certains étudiants ?

Existe-t-il, ou pourrait-il exjster, un cours de géométrie suivant I’algébre linéaire, fondé
sur celle-ci, et pouvant servir i clarifier certaines notions ou propriétés d’algébre linéaire ?

- Emploi des dessins

I¢i, la question porte encore sur les manuels, les choix faits par les enseignants dans leur
cours d’algebre linéaire, les autres choix possibles, mais également sur les pratiques des
¢tudiants. Elle comporte un aspect quantitatif, portant sur e nombre de dessins employés
ou a employer. Elle demande également d’autres précisions, notamment en ce qui
concerne ce que ces dessins illustrent : des situations en dimension inférieure 2 trois, ou
dans un espace vectoriel quelconque, ou encore dans un espace vectoriel de fonctions, de
polynémes ?

- Intuition géométrique

On peut s’interroger sur les recours faits par les étudiants 4 I'intuition géométrigue, et sur
ceux que les enseignants attendent de leurs étudiants 4 ce sujet. Mais il faut avant tout
préciser ce qu’est « 'intuition géométrique » ; une premiére analyse nous a en effet
montré que différents sens étaient attribués a ce terme dans les propos mémes des
mathématiciens.

Nous avons ensuite choisi des outils didactiques théoriques permettant d’aborder ces
différents points : des travaux portant sur I’évolution de notions enseignées, ou sur I'usage de
dessins, nous ont ainsi été nécessaires. Il nous restait cependant d’une part a éclaircir la
question de Iintuition géométrique, et d’autre part 2 nous doter d’un cadre permettant une
approche commune des différents aspects évoqués, conférant ainsi une unité & notre travail.
Ce sont les travaux de Fischbein (1987) qui nous ont fourni ces deux éléments, et constituent
donc un des fondements essentiels de notre étude. .

Organisation générale de la thése

Les différentes remarques que nous avons exposées ci-dessus nous ont conduite a retenir
’organisation que nous présentons maintenant. _

Dans le premier chapitre, nous évoquons tout d’abord un ensemble de travaux de didactique
des mathématiques auquel notre étude se rattache. Il s’agit de recherches portant sur
Penseignement de I’algébre lindaire, mais également d’une maniére plus générale sur les
I’enseignement supérieur et la transition avec le secondaire, Nous exposons ensuite I’essentiel
de notre cadre théorique. L’une des possibilités de recours a la géométrie dans I’enseignement
de I’algébre linéaire est la présentation de certaines notions comme des prolongements, ou des
¢largissements, de notions rencontrées dans le cours de géométrie au lycée. Nous devons donc
disposer d’outils d’analyse qui nous permettent de décrire I’évolution de ces notions, en
repérant les continuités et les ruptures dans le passage de la géoméirie a I’algébre linéaire.
Nous employons simultanément la notion de niveaux de conceptualisation (Robert 1997), et
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celle de praxéologie (Chevallard 1995), I’étude précise des tiches autour d’une notion nous
permettant le repérage et la comparaison des différents niveaux. Une autre direction d’étude
est la question de « I’intuition géométrique ». Ce sont les travaux de Fischbein (1987) a
propos de I’intuition en mathématiques qui nous permettent de préciser ce que peut étre une
telle intuition, quelles peuvent étre ses sources, quel(s) rdle(s) elle peut jouer, mais également
quels en sont les dangers.

Nous formulons, 4 la fin de ce chapitre, des questions de recherche qui prolongent et précisent
celles que nous avons déja posées ci-dessus, ainsi que des hypothéses quant aux réponses &
ces questions. ‘

Les chapitres suivants sont consacrés a I’étude de nos différents axes de recherche : étude
historique, choix de transposition, et expérimentations auprés des enseignants et des étudiants.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons 1’étude historique que nous avons réalisée.

Nous nous appuyons dans ce chapitre d’une part sur les travaux de Dorier (1997) & propos de
la genése de I’algdbre linéaire, et d’autre part sur I’étude faite par Fischbein (1987) de
I’intuition en mathématiques, en particulier en ce qui concerne I’emploi de différents types de
modéles. En nous penchant sur des ceuvres de mathématiciens ayant contribué au processus
d’élaboration de I’algébre lindaire, nous relevons différents types de manifestations
« d’intuition géométrique ».

Le troisiéme chapitre est consacré & I’étude des choix de transposition, ou plus précisément du
role de la géométrie daps les choix de transposition retenus pour I’algebre linéaire. Une fois
Palgebre linéaire élaborée sous sa forme moderne, s’est posée la question de son introduction
dans l’enseignement, d’abord universitaire, puis secondaire. Cette question s’est trouvée
naturellement associée 4 cetle de ’articulation algébre linéaire-géométrie.

Nous présentons les choix curriculaires qui ont été effectués, en nous appuyant sur des
programmes et des manuels de lycée et de classes préparatoires datant de 1956 & nos jours.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous penchons sur ce qui est, ou pourrait &tre pratiqué dans
’enseignement actuel en DEUG sciences en France.

Nous étudions tout d’abord I’évolution de certaines notions, rencontrées en géométrie au
lycée et qui sont encore présentes en algébre linéaire, en algébre bilinéaire, voire en analyse
fonctionnelle. C’est le cas notamment des notions de base, d’orthogonalité, de projection,
d’isométrie ... Du lycée 4 la maitrise, les définitions de ces notions, les propriétés et les tiches
les accompagnant peuvent étre modifiées ; des propriétés et tiches nouvelles apparaissent.
Ces notions sont en fait présentes a différents niveaux de conceptualisation ; nous relevons
des éléments indiquant des continuités et des ruptures dans le passage d’un niveau 2 ’autre,
dans le cours comme dans les tiches qui y sont associées, en nous appuyant sur différents
manuels.

L’objectif de cette étude est notamment d’observer comment un enseignant de université
peut faire appel, dans le cours d’algébre linéaire, & des connaissances de géométrie du
secondaire. Mais nous cherchons aussi & déterminer quels pourraient étre les apports d’un
cours de géométrie, ou méme d’algébre linéaire et bilinéaire limitée a la dimension trois
précédant le cours d’algébre linéaire générale. Nous tentons d’observer quelles propriéics et
quelles tiches, qui ne sont pas rencontrées au lycée, pourraient étre présentées de maniére
pertinente dans un cours préparant 3 I’algébre linéaire et bilinéaire générale. Nous complétons
cette étude par des analyses de manuels universitaires récents.
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Le cinquiéme et dernier chapitre est consacré & la présentation et & I’analyse de deux
questionnaires, ’un destiné aux enseignants de 1'université et I’autre a des étudiants de
maitrise ou de CAPES.

Nous avons proposé a des enseignants-chercheurs de I"université un questionnaire nous
permettant de préciser les deux aspects suivants :

- Role du géométrigue dans le cours proposé par ces enseignants ;

- Attentes quant au recours au géométrique fait par les étudiants.

Nous cherchons en particulier 4 observer si I’enseignant considére qu’il peut utiliser certaines
connaissances de géométrie du secondaire ; s’il pense qu’un cours de géométrie doit précéder
celui d’algebre linéaire, et quel contenu devrait avoir un tel cours. Par ailleurs, nous
interrogeons les enseignants sur ’emploi de dessins dans leur cours, et celui qu’ils attendent
des étudiants.

Nous avons également soumnis un questionnaire 4 des étudiants ayant tous effectué une licence
de mathématiques. Ce questionnaire nous permet d’étudier différents aspects d’un éventuel
recours au géométrique par ces étudiants dans leur pratique de I’algébre linéaire : emploi de
dessins, appel 4 des connaissances issues de la géométrie vue au lycée... Nous notons de plus
les liens apparaissant entre le type de recours au géomeétrique observé et les compétences de
I’étudiant en algébre linéaire,

Nous nous appuyons sur les travaux de Fischbein (1987) pour I’analyse des deux
questionnaires.

Les résultats que nous dégageons nous permettent enfin de conclure en donnant des pistes
pour des recherches ultérieures, mais également pour un enseignement d’algébre lindaire
mettant autant que possible 3 profit les interventions du géométrique.
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CHAPITRE 1

CADRE THEORIQUE

Dans ce chapitre, nous évoquons tout d’abord un ensemble de travaux de didactique des
mathématiques auquel notre étude se rattache. Il sagit d une part de recherches portant sur
I’enseignement supérieur, qui montrent les spécificités de celui-ci et posent la question de la
transition secondaire-supérieur. D’ autre part, nous décrivons des travaux de didactique portant
sur I’algebre linéaire, et dans lesquels différents aspects du recoures éventuel au géométrique
sont évoqués. Ceci nous conduit 3 mentionner certains €léments théoriques que nous
emploierons dans notre étude. Nous décrivons ensuite ’essentiel du cadre théorique auquel
nous aurons recours ; celui-ci s’appuie conjointement sur des travaux de didacticiens frangais,
et sur des recherches de Fischbein portant notamment sur 1’intuition en mathématiques.

Nous présentons enfin les différents axes de notre problématique, et les questions de
recherche associées 4 ceux-ci. :

1. Enseignement supérieur et transition secondaire —
supérieur

De nombreux travaux de didactique des mathématiques portent sur I’enseignement supérieur ;
ils ont notamment permis de préciser certaines spécificités de celui-ci, & propos des contenus
enseignés comme des pratiques attendues des étudiants. Nous allons évoquer ici de tels
travaux, pertinents pour notre étude. Certains établissent des résultats qui nous permettent de
formuler de premidres questions et hypothéses de travail ; d’autres présentent des cadres
théoriques auxquels nous aurons recours. -

1.1 Statut des notions enseignées

Robert (1998) présente différents éléments permettant &’analyser les notions enseignées, ou 3
enseigner, a I'université. Nous retenons ici ce qui concerne le statut de ces notions ; nous
aurons également P’occasion d’aborder par ailleurs d’autres aspects qu’elle évoque.

Robert pose, 4 propos des nouvelles notions introduites A I'université, d’une part la question
des relations qu’elles entretiennent avec des notions connues ; d’autre part la question des
fonctions que ces nouvelles notions vont occuper. Ceci la conduit 4 distinguer ditférents
caractéres dépendant des réponses & ces questions ; la combinaison de ces caractéres ’améne
a distinguer plusieurs statuts possibles des notions concernées. Ainsi I’algébre linéaire
apparait comme une notion généralisatrice, unificatrice et porteuse d’un nouveau formalisme.
L’algébre lindaire va en effet permettre d’unifier des domaines et des problémes connus, mais
de natures diverses : géométrie, fonctions polyndmes, suites, etc. Cette unification permet en
particulier de considérer I’algébre linéaire comme une généralisation de chacun de ces
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domaines, généralisation qui s’accompagne nécessairement de la mise en place d’un
formalisme nouveau. Nous pouvons cependant noter dés a présent que lorsque des
enseignants tentent de présenter 1’algébre linéaire comme une généralisation de notions
connues, ¢’est le plus souvent la géométrie qui est choisie comme point de départ, et non les
polyndmes ou les suites,

Un premiére question se pose & ce sujet : /'algébre linéaire peut-elle étre présentée comme
une généralisation de la géométrie vue dans le secondaire ?

Nous supposons que la réponse 4 cette question est négative. En effet, si une telle présentation
était retenue pour introduire Palgébre linéaire, il en résulterait un degré de généralisation trop
important. Considérons I’'exemple de la notion de base. Le passage de la notion de base vue
au lycée en dimension 2 ou 3 2 la notion générale de base, dans un espace vectoriel pouvant
étre de dimension infinie, ne peut pas apparaitre comme une extension « naturelle ». En effet,
les éléves savent au lycée qu'une base du plan est un couple de vecteurs non colinéaires,
quune base de 'espace est un triplet de vecteurs non coplanaires. Ces définitions sont
spécifiques au contexte : en particulier, la dimension de I’espace concerné étant connue 3
I’avance, et le nombre de vecteurs donnés étant égal & cette dimension, seule la propriété
d’indépendance linéaire y apparait en germe. Le passage & la notion générale nécessitera
I'introduction de la notion de famille génératrice, et donc un important glissement conceptuel.

Nous supposons donc que des enseignants qui souhaitent employer la géométrie comme point
de départ & un cours d’algébre linéaire feront précéder celui-ci d’un enseignement de
géomeétrie spécifique. Ceci nous conduit 4 nous interroger sur le contenu d’un tel cours,
contenu choisi par des enseignants ou contenu envisageable en dehors de ce que nous
observerons effectivement. Mais les travaux de Robert nous permettent surtout de formuler la
question suivante, complétant la précédente, qui ne portait que sur la géométrie vue au lycée :
l'algébre linéaire, notion généralisatrice et unificatrice, peut-elle cependant étre introduite
comme une généralisation de la géométrie vectorielle du plan ou de 'espace ?

1.2 Les exigences de flexibilité

Dans sa thése, Alves Dias (1998) étudie I’articulation entre points de vue! paramétrique et
cartésien en algébre linéaire. Nous allons ici nous pencher sur certains des cadres théoriques
qu’elle évoque : les schémas de Dubinsky et la réification de Sfard d’une part, les notions de
cadre et de registre d’autre part. Nous aurons nous méme recoufs a ces cadres théoriques.
Nous retiendrons également, comme source d’hypothéses pour notre travail, la notion de
flexibilité cognitive, soulignée par Alves Dias et présente dans les différents travaux qu’elle
évoque. Elle écrit ainsi : )

« De plus en plus, nous semble-t-il, en didactique des mathématiques, la flexibilité entre formes de connaissance

et de représentation sémiotique tend 4 étre reconnue comme une composante essentielle de la conceptualisation,
et de I"efficacité du fonctionnement mathématique. » (Alves Dias 1998, p.5).

Ceci est particuli¢rement le cas dans les travaux ayant trait & I’enseignement supérieur ; en
effet, & ce niveau apparaissent de nouvelles exigences en termes de flexibilité. Les étudiants
doivent &tre ainsi capables de faire spontanément appel 4 un dessin pour appuyer leur

1 Alves Dias retient la définition de point de vue donnée par Rogalski ; des points de vue sont des maniéres
différentes de regarder un objet mathématique.
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raisonnement. Ils doivent pouvoir, pour résoudre un exercice, rechercher des exemples et des
contre-exemples, qui seront éventuellement issus d>un domaine qui n’est pas évoqué dans
Pénoncé. Ainsi en algebre linéaire, un exercice formulé de maniére théorique peut &tre résolu
en apportant un contre-exemple portant sur une famille de polyndmes, ou de fonctions. En ce
qui concerne les points de vue paraméiriques et cartésiens, les étudiants doivent par exemple
pouvoir passer de la représentation paramétrigue & un systéme d’équations cartésiennes d’un
sous-espace vectoriel. Dans ces différents cas, les étudiants doivent étre capables de faire
appel 2 différentes formes de connaissance, et donc faire preuve de flexibilité,

Dans le méme temps, I’emploi dans les enseignements de différentes formes de connaissance
et de représentation sémiotique constitue un moyen de développer 1’autonomie des étudiants,
et de faire évoluer leurs pratiques vers les pratiques expertes de référence, celles des
mathématiciens professionnels.

Ainsi, la nécessité pour les enseignants d’employer, dans leurs cours d’algébre linéaire,
différentes formes de connaissance et de représentation sémiotique n’est pas une hypothése
que nous formulons mais un fait avéré par différents travaux, notamment ceux de Alves Dias.
En revanche, le recours au géométrique recouvre un ensemble de formes de
flexibilité spécifiques : emploi simultané de dessins et de formulations théoriques, recherche
d’exemples issus de ’ensemble des vecteurs du plan ou de I’espace pour résoudre un exercice
d’algébre lindaire générale. Préciser quelles formes de flexibilité relévent du recours au
géométrique en algébre linéaire est un objectif de notre travail. Plusieurs directions d’étude se
présentent ensuite. Nous chercherons & déterminer si /’emploi de ces formes de flexibilité par
les étudiants est associé & des compétences en algébre linéaire. Par ailleurs, cet emploi ne
peut se faire spontanément, sans que les étudiants y soient incités par un enseignement adapté.
Ceci nous conduit donc 4 poser ¢galement la question de ’emploi fait par les enseignants,
dans leur cours d’algebre linéaire, des différentes formes de connaissance et de représentation
sémiotique relevant du recours au géométrique. Pour préciser cet emploi, ainsi que celui que
’on peut éventuellement observer dans les pratiques des étudiants, nous utiliserons
notamment certains cadres théoriques présentés par Alves Dias, et que nous allons présenter
maintenant.

1.2.1 Transition processus - objet

Différents modéles permettant d’étudier les processus psychologiques en jeu dans des
mathématiques non élémentaires (Advanced mathematical thinking ; ces travaux sont dong en
particulier pertinents dans le cas de 1’enseignement supérieur) accordent une place centrale a
la transition processus - objet. Ces modéles conduisent notamment a considérer plusieurs
aspects d’un méme concept ; la possibilité de passage d’un aspect 4 I’autre implique donc une
capacité de flexibilité.

Les schémas de Dubinsky (Dubinsky 1991)

Le point de départ de Dubinsky est la notion d’abstraction réfléchissante développée par
Piaget. Alors que Piaget utilise essentiellement cette notion pour décrire le développement des
connaissances mathématiques chez des enfants, Dubinsky montre comment I’employer dans
des études portant sur des mathématiques de niveau universitaire. Rappelons que Piaget
distingue [’abstraction empirique, dans laquelle la connaissance découle d’expériences
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externes au sujet ; /'abstraction pseudo-empirique, également externe, mais dans laquelle est
intervenue I’action du sujet ; et finalement [ 'abstraction réfléchissante qui est interne au sujet,
et provient de ’action de celui-ci. Piaget emploie cette derniére, non seulement pour analyser
des processus d’acquisition de connaissances, mais aussi pour des analyses épistémologiques :
il examine notamment sous cet angle 1'idée de « structures méres » développée par Bourbaki.

Dubinsky distingue différentes formes d’emploi de ’abstraction réfléchissante pour la
construction de connaissances : [’intériorisation, la coordination, ’encapsulation, la
généralisation et l'inversion. Les quatre premiers termes sont empruntés 4 Piaget, et le dernier
est ajouté par Dubinsky lui-méme. Lors de I'intériorisation, le sujet utilise 1’abstraction
réfléchissante 4 des fins de représentation, donc d’interprétation d’un phénoméne observé. La
coordination consiste 4 construire un nouveau processus en en combinant plusieurs ;
I’inversion & construire un processus nouveau en inversant un processus connu. Il y a
généralisation quand le champ d’application d’un ensemble de processus est élargi. Enfin
I’encapsulation désigne la conversion d’un processus en objet, et permet I’élaboration de
structures de plus en plus générales.

Dubinsky élabore 4 partir de ces notions un nouveau modéie de la connaissance
mathématique. La notion centrale qu’il développe est celle de « schéma ».

« Un schéma est une collection plus ou moins cohérente d’cobjets et de processus. La tendance
d’un sujet & invoquer un schéma pour comprendre, gérer, organiser ou interpréter une
situation pergue comme problématique est sa connaissance d’un concept mathématique. »

(Dubinsky 1991, p.102)

Lors d’une résolution de probiéme, si le schéma permet au sujet d’aboutir, Dubinsky dit que
le probléme a été assimilé par le schéma ; sinon, le schéma doit &tre adapté, et il va alors subir
une évolution.

Dubinsky représente les schémas par la figure ci-dessous :

Intériorisation
Action
OBJETS | PROCESSUS
Coordination
) Inversion
Encapsulation
Généralisation

Les schémas comportent tout d’abord des objets : fonctions, vecteurs, espaces vectoriels... Le
sujet peut effectuer des actions sur ces objets ; ces actions peuvent &tre intériorisées et
deviennent alors des processus. L’intériorisation d’actions est donc un moyen de construire
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des processus ; mais de nouveaux processus peuvent aussi étre obtenus 3 partir de processus
existants, en inversant un processus, ou en en composant plusieurs. Par ailleurs, un processus,
une fois assimilé, peut étre converti en objet par encapsulation.

Ainsi, considérer des fonctions, qui sont d’abord rencontrées comme des processus, comme
éléments d’un espace vectoriel exige de les regarder comme des objets, donc de procéder a
une encapsulation. L’emploi de dessins, représentant les fonctions sous forme de vecteurs,
peut-il servir de support dans ce cas ? Cette question reste & éclaircir ; mais la possibilité de
considérer les fonctions (de méme que les suites, ou les polynémes) comme des points, ou des
vecteurs d’un espace a €té déterminante dans la gendse de 1’algebre linéaire ; elle a permis
ensuite le développement « d’intuitions géométriques » en analyse.

Dans la figure ci-dessus, Dubinsky note également la possibilité de généralisation, pour les
objets comme pour les processus ; il donne malheureusement peu de détails sur cet aspect, qui
nous semble déterminant, bien qu’il ne reléve pas de la transition processus-objet.

La réification de Sfard (Sfard 1991)

Sfard affirme qu’a un méme objet mathématique correspondent deux types de conceptions
(dans les travaux de Sfard, un concept désigne la version « officielle » d’un objet
mathématique, et une conception est ce qui y correspond chez un sujet donné), Elle distingue
la conception structurelle, qui était privilégiée par exemple pendant la réforme des
mathématiques modernes, de la conception opérationnelle, qui reléve de P’action. Ainsi en
algébre linéaire, une projection peut apparaitre comme un endomorphisme idempotent
(conception structurelle), ou comme une application envoyant un vecteur sur celui qui lui
correspond aprés décomposition sur deux sous-espaces supplémentaires (conception
opérationnelle). De méme, on peut considérer un plan comme le sous-espace engendré par
deux vecteurs non colinéaires ; la conception correspondante est opérationnelle ; mais on peut
aussi donner une définition axiomatique, structurelle, de la méme notion.

I s’agit selon Sfard de deux aspects inséparables d’une méme notion.

Selon elle, dans I"histoire des mathématiques, la plupart des idées proviennent de conceptions
opérationnelles ; elles relévent ainsi plus des processus que des objets. Sfard distingue trois
phases dans I’élaboration d’une notion mathématique : une phase préconceptuelle, oii la
notion est manipulée comme un processus ; une phase d’approche opérationnelle ; et
finalement une phase structurelle, dans laquelle la notion acquiert pleinement le statut d’objet
mathématique’. Sur le plan cognitif, elle recommande de présenter.l’aspect opérationnel avant
Faspect structurel (contrairement 4 ce qui était pratiqué lors de la réforme des mathématiques
modernes). Elle distingue, comme en ce qui concerne I’évolution historique, trois phases pour
la formation d’un concept. Lors de la premiére, phase & intériorisation, le sujet se familiarise
avec les processus correspondant au concept visé. La deuxiéme phase est appelée phase de
condensation ; durant cette phase, le sujet commence 4 considérer chaque processus comme
un tout {ceci lui permet en particulier de combiner des processus, de les généraliser...). La
derni¢re phase est la réification, lorsque la notion accéde au statut d’objet autonome. I1 serait
tentant, en particulier & la lueur de I'interprétation historique de Sfard, de considérer que pour

2 Ces distinctions portant sur le statt d*un objet mathématique peuvent étre rapprochées de la dialectique outil-
objet de Douady. Partant également d’une analyse épistémologique, celle-ci montre que Jes concepts
mathématiques jouent alternativement le réle d’outils dans des résolutions de problémes, et d"objets dans des
constructions mathématiques.
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les notions en jeu en algébre linéaire comme en géométrie, leur version géométrique se situe
du c6té préconceptuel, ou opérationnel, tandis que I’aspect algébre linéaire, obtenu par
réification, correspond a la phase structurelle. Mais ceci ne nous semble pas correspondre 2 la
réalité de ces notions ; il existe, par exemple pour la notion de projection déja citée, une
conception opérationnelle et une conception structurelle en géoméirie comme en algébre
lindaire.

La transition processus-objet intervient en algébre linéaire, notamment lorsqu’il sagit de
considérer des fonctions, ou des suites, comme les points d’un espace vectoriel. Nous
considérerons I’emploi par les étudiants d’un dessin vectoriel pour illustrer une propriété
portant sur une famille de fonctions ou de suite comme un signe montrant qu’une
encapsulation, au sens de Dubinsky, ou qu’une réification, au sens de Sfard, a été réalisée par
ces étudiants. Nous avons limité 4 cet aspect précis notre recours aux travaux de Sfard et
Dubinsky. Nous ne ferons donc référence 4 ceux-ci que dans une part limitée de notre étude.
En revanche, nous ferons fréquemment appel aux notions que nous allons évoquer
maintenant, et qui relévent d’antres formes de flexibilité : les cadres et les registres.

1.2.2 Notions de cadre et de registre

Nous allons rappeler ici briévement les définitions des notions de cadre et de registre. Nous
expliquerons de quelle mani¢re nous les employons dans notre travail, et nous tenterons de
préciser les rapports entre le recours au géométrique et les changements de cadre ou de
registre.

Notion de cadre

La notion de cadre, introduite par Douady dans sa thése (1987), est issue de ’observation de
Pactivité du mathématicien. Douady note qu’un mathématicien, voulant résoudre un
probléme, consacre une part importante de son activité 4 donner & celui-ci diverses
interprétations, notamment en utilisant des changements de « cadre ». Ici le mot est utilisé
avec son sens mathématique, qui désigne I’environnement mathématique dans lequel va se
situer la recherche correspondante : arithmétique, géométrie...L histoire des mathématiques
montre que de tels changements ont permis des avancées déterminantes. Douady propose
donc une approche didactique théorique prenant en compte cette pratique, et pouvant servir a
la fois & analyser des phénoménes d’enseignement et d’apprentissage, et a concevoir des
scénarios pour les éléves. Elle définit les notions de cadre et de changement de cadre de la
maniére suivante : )

« Un cadre est constitué des objets d’une branche des mathématiques, des relations entre les objets, de leurs
formulations éventuellement diverses et des images mentales.associées A ces objets et ces relations. Ces images
jouent un rdle essentiel dans le fonctionnement comme outil des objets du cadre. Deux cadres peuvent comporter
les mémes objets et différer par les images mentales et la problématique développée. Par ailleurs, la familiarité,
P’expérience peuvent conduire 2 des conflits entre ce qu’on aftend et ce qui se produit effectivement, et par suite
a renouveler les images, et 4 les faire évoluer. Le changement de cadres est un mayen d’obtenir des formulations
différentes d’un probléme qui sans &tre nécessairement tout & fait quivalentes, permettent un nouvel accds aux

difficultés rencontrées et la mise en ceuvre d’outils et techniques qui ne s’imposaient pas dans la premiére
formulation. » (Douady 1992, p.135)

Cette notion a été utilisée depuis son introduction dans de nombreux travaux de didactique,
portant notamment sur {’enseignement supérieur. Son origine, qui la relie directement &
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activité du mathématicien « expert », la rend peut-étre encore plus pertinente 4 ce niveau,
qu’il s’agisse de décrire les pratiques attendues des étudiants, ou de concevoir des scénarios
d’enseignement.

En algebre linéaire, il parait nature] de distinguer le cadre algébrique et le cadre géométrique.
Cependant une telle distinction ne peut rendre corpte avec la finesse souhaitée des apports
éventuels du « géométrique » pour ’enseignement de I’algébre linéaire, méme en précisant
trés exactement quelle est la géométrie en jeu dans le cadre géométrique. Par exemple, si I’on
désigne par géométrie la géométrie affine euclidienne non théorisée (c’est le cas dans la thése
de Alves Dias), il pourrait &tre nécessaire, selon la question posée, de distinguer le cadre de Ia
géométrie synthétique du cadre de la géométrie analytique. I1 s’agit bien de cadres différents
d’aprés la définition donnée ci-dessus ; on peut notamment remarquer que les images
mentales associées, par exemple, 4 la somme de deux vecteurs du plan, ne sont pas les mémes
selon que ces vecteurs sont ou non donnés par leurs coordonnées.

Du c6té de ’algebre lin€aire « théorique », on peut de méme poser la question de la
pertinence, pour notre éiude, d’une éventuelle distinction entre le cadre de algébre linéaire
en dimension inférieure ou égale 4 trois et celui de ’algébre linéaire générale. Ici encore les
images mentales associées peuvent en effet étre différentes.

Préciser les différents cadres 4 prendre en compte pour I’étude du recours au géométrique en
algebre linéaire constituera donc I’un de nos objectifs. Nous ne pouvons définir d’emblée un
cadre qui serait considéré comme géométrigue ; nous serons amenés  faire appel 4 plusieurs
cadres de nature géométrique. Nous préciserons pour chacun d’entre eux les caractéristiques
qui nous conduisent & le considérer comme géométrique. Par ailleurs, nous ferons référence
dans notre travail 4 des cadres non géométriques, comme celui des fonctions ou celui des
polyndmes.

Notion de registre

La notion de registres de représentation sémiotique a été introduite en didactique par Duval.

Celui-ci remarque dans un premier temps qu’il existe en mathématiques un paradoxe
fondamental :

« D’une part, appréhension des objets mathématiques ne peut étre qu’une appréhension conceptuelle et d’autre
part, ¢’est seulement par le moyen de représentations sémiotiques qu’une activité sur des objets mathématiques
est possible. » (Duval 1993, p.38)

-

L’emploi de représentations sémiotiques est central en mathématiques, puisqu’il constitue le
seul moyen d’accés aux objets ; comme I’affirme Duval, il n'y a pas en mathématiques de
noésis (appréhension conceptuelle d’un objet) sans sémiosis (production d’une représentation
sémiotique). Or la sémiosis est souvent négligée dans I’enseignement. Duval propose, a aide
de la notion de registre, une étude de la sémiosis et des moyens permettant d'élaborer un
enseignement qui la favorise. :

11 définit la notion de registre sémiotique de représentation de la maniére suivante :

« Envisagés de ce point de vue, les systémes sémiotiques doivent permettre d’accomplir les trois activités
cognitives inhérentes & toute représentation. Tout d’abord, constituer une trace ou un assemblage de traces
perceptibles qui soient identifiables comme une représentation de quelque chose dans un systéme déterminé.
Ensuite, transformer les représentations par les seules régles propres au systéme de fagon & obtenir d’autres
représentations pouvant constituer un apport de connaissance par rapport aux représentations initiales. Enfin,
convertir les représentations produites dans un systéme en représentations d’un autre systéme, de telle fagon que
ces derniéres permettent d’expliciter d*autres significations relatives & ce qui est représenté. Tous les systémes
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sémiotiques ne permeitent pas ces trois activités cognitives fondamentales... Mais le langage naturel, les Iangues
symboliques, les graphes, les figures gométriques etc. les permettent. Nous parlerons alors de registres de
représentation sémiotique. » (Duval 1995 p.20)

Duval distingue donc trois activités liées 4 la sémiosis : 1a formation dune représentation ; le
traitement de cette représentation dans un méme registre, et la conversion d’une
représentation dans un autre registre, La possibilité de réaliser ces trois activités caractérise un
systéme sémiotique qui est un registre. L ’aspect « conversion », qui reléve d’une forme de
flexibilité, revét une importance particuliére, et est généralement absent de I’enseignement. Or
selon Duval, il est fondamental pour la conceptualisation d’objets mathématiques de disposer
de plusieurs registres de représentation coordonnés. Le choix d’un registre adapté peut
permetire de réaliser d’importantes économies de traitement ; d’autre part, les différents
registres jouent des roles complémentaires, chacun ne représentant que certains aspects du
concept en jeu, puisque la représentation implique une sélection. Mais ¢’est principalement la
possibilité de coordination de plusieurs registres qui est selon Duval nécessaire pour la
conceptualisation ; celle-ci permet notamument d’éviter de confondre un objet mathématique
avec sa representation, et favorise les apprentissages ultérieurs, en contribuant 4 rendre une
notion disponible. Ceci pose le probléme d’un enseignement adapté ; en effet, la tendance
naturelle des €léves et des étudiants pousse ceux-ci a cloisonner les registres, et la conversion
nécessite un apprentissage spécifique.

La nécessité de disposer de plusieurs registres, et de savoir effectuer des conversions pour
passer de Pun a Pautre est peut-étre encore plus sensible dans ’enseignement supérieur ;
comme les changements de cadres, les conversions de registres font partie de I’activité usuelle
du mathématicien « expert ». Elles constituent donc I’une des composantes de 1’organisation
des connaissances que les enseignants attendent des étudiants 4 I’université.

Nous évoquerons dans la partie suivante une thése de didactique (Pavlopoulou 1994) portant
sur ’algeébre linéaire et fondée sur la notion de registre. Nous avons exposé, dans
Iintroduction de notre travail, en quoi nous considérions que 1’emploi de figures relevait du
recours au géométrique en algébre linéaire : la possibilité d’utiliser un dessin consitue un lien
direct avec la réalité. Nous nous pencherons donc naturellement sur Pemploi du registre
graphique en algébre linéaire. Nous nous intéresserons également aux liens possibles entre
P’emploi de ce registre et d’autres types d’intervention du géométrique.

Les différentes approches que nous avons présentées ci-dessus soulignent toutes des
nécessités de flexibilité en mathématiques. La possibilité de considérer une notion
mathématique 4 la fois comme un objet et comme un processus, les changements de cadres et
de registres conduisent a prendre en compte différentes formes de connaissances et de
représentation. Ceci s’applique 4 la présentation du savoir faite par les enseignants, mais
également aux pratiques attendues des étudiants, dans lesquelles la nécessité de flexibilité
devient particuliérement sensible au niveau de I’enseignement supérieur. Nous devrons donc
en tenir compte, puisque c’est & ce niveau qu’est enseignée 1’algébre linéaire. D’autres
spécificités apparaissent lorsque l'on considére précisément ces pratiques, et les téches
proposées aux étudiants ; nous allons examiner maintenant de telles spécificités.

1.3 Taches et pratiques

Dans le premier paragraphe de cette partie, nous avons exposé des caractéristiques propres
aux notions enseignées a I"université. Nous avons examiné au paragraphe suivant plusieurs
travaux centrés sur différentes formes de flexibilité, et qui fournissent des outils d’analyse
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pour certains contenus mathématiques, mais également pour I’organisation des connaissances
et les pratiques attendues des étudiants. Nous allons maintenant nous pencher sur des travaux
abordant la spécificité de I’enseignement supérieur, et le probléme de la transition secondaire-
supérieur sous I’angle de ces pratiques,

1.3.1 Nouvelles attentes

Robert (1998) décrit différents types d’attentes concernant les pratiques des étudiants, et
apparaissant comme nouvelles lorsque ceux-ci abordent ’enseignement supérieur. A ces
attentes correspondent naturellement des difficultés éprouvées par les étudiants.

Un premier type d’attentes porte sur les démonstrations : & I’image des démonstrations
données dans le cours, les démonstrations qu’un étudiant sera amené & fournir seront de plus
en plus longues et complexes. Robert détaille différents éléments constitutifs de cette
complexité. Elle note tout d’abord que les étudiants vont rencontrer de nouveaux problémes :
elle donne ’exemple des problémes d’unicité, mais surtout des problémes d’existence, qui ne
sont pas connus des lycéens. Elle montre également que la résolution d’un probléme va
amener les étudiants 4 opérer différentes formes de sélection : sélection des informations
pertinentes, d’une part, et des résultats 4 justifier, en opposition & ceux qui peuvent étre admis,
d’autre part. Ce type de sélection est bien sir déja présent dans Penseignement secondaire,
mais il est généralement plus guidé. Par ailleurs les démonstrations vont conduire les
¢tudiants & développer successivement plusieurs arguments, patfois imbriqués. Ils devront
choisir seuls les théorémes adéquats, qui ne sont pas nécessairement les théorémes donnés
dans le cours mais peuvent 8tre obtenus par contraposition, ou par des modifications légéres
d'un énoncé. 1l sera d’ailleurs fréquent que les étudiants soient amenés i raisonner par
contraposition, ou par ’absurde, Donnons un exemple issu de 1’algébre linéaire.

L’exercice suivant est fréquemment donné en premiére année de DEUG.

Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Montrer que FU G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F est inclus dans G ou
G est inclus dans F.

Voici une démonstration qui peut &tre attendue d’un étudiant pour get exercice :

Supposons que F n’est pas inclus dans G, et G n’est pas inclus dans F. Nous allons montrer
que FU G n'est pas un sous-espace vectoriel de E.

1l existe un vecteur x non nui de F qui n ’aﬁparﬁent pas a G, et un vecteur y non nul de G qui
n'appartient pas & F. Notons z=x+y, et montrons que z n’appartient pas @ FUG. Si z

appartengit a F, on aurait y=z-x qui appartiendrait a F car F est un sous-espace vectoriel ;
or ceci est contraire aux hypothéses. On montrerait de méme que z n’appartient pas & G. Il y
a donc dans FUG deux éléments dont la somme n’appartient pas a FUG : ce n'est pas un

sous-espace vectoriel,
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Pour écrire cette démonstration, un étudiant doit dans un premxer temps passer a Ia
contraposée du résultat demandé. II doit penser que, pour montrer qu’un ensemble n’est pas
un sous-espace vectoriel, on peut notamment prouver qu’il n’est pas stable par la somme ;
ceci revient a faire une preuve d’existence : il existe deux éléments de ’ensemble dont la
somme n’est pas dans I"ensemble. II faut donc choisir deux éléments de telle maniére que
cette propriéte soit vérifiée.

La démonstration de : z n’appartient pas & FUG nécessite de prouver deux propriétés : z
n’appartient pas & F et z n’appartient pas 4 G.

Cet exercice, qui est classique (on le renconire dans la plupart des manuels et des feuilles de
travaux dirigés de premiére année) conduit 4 une démonstration complexe. L’une des
difficultés réside dans le choix des deux éléments appropriés, x et y. Ce choix peut &tre guidé
par une représentation mentale, ou par ’emploi de la figure suivante :

G

—

VA%

On « voit » sur ce dessin que la somme x+y n*appartient pas a la réunion (cet exercice peut
d’ailleurs étre vu comme portant sur la différence entre réunion et somme de sous-espaces).
Le dessimn joue ici le réle d’aide 4 la résolution ; mais la mise en forme de la propriété vue sur
le dessin implique un travail, qui comporte notamment une conversion de registre (du registre
graphique au registre de I’écriture formelle) et la démonstration de : x+y n’appartient pas 3
FUG, propriété qui semble évidente sur la figure mais nécessite une preuve dans le registre

symbolique.

Nous pouvons noter dans cet exemple que les nouvelles exigences en matiére de
démonstration sont liées 4 une nécessité plus large d’organisation des connaissances. Or
comme le note Robert :

« Les connaissances des étudiants sont atomisées, sans organisation, ni explicite ni implicite, il y a seulement
une certaine accumulation de savoirs juxtaposés » (Robert 1998, p.152).

Ceci ne leur permet pas de répondre aux attentes d’organjsation des enseignants, ni de
disposer de la flexibilité dont nous avons souligné I'importance au paragraphe précédent.
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Un demier point signalé par Robert est la nécessité de travail personnel : la quantité de travail
personnel attendu d’un étudiant est nettement plus importante que celle habituellement
fournie par un lycéen. I.’étudiant devrait travailler seul son cours, chercher de sa propre
initiative les exercices qui ne sont pas faits en travaux dirigés. Ceci est rarement fait ; les
étudiants privilégient ’acquisition de techniques, et sont encouragés dans cette direction par
les sujets d’examen, qui portent la plupart du temps sur des exercices « types », leur
permettant d’obtenir la moyenne alors que les connaissances correspondantes sont loin d’étre
maitrisées.

Signalons que Robert propose, pour remédier 2 certaines des difficultés évoquées, des
scénarios d’enseignement mettant 4 profit des situations de référence : problémes que les
étudiants rencontreront & plusieurs reprises, sous plusieurs angles, au cours de I’année. Elle
recommande particuliérement ce type de dispositif pour favoriser ’acquisition  des notions
généralisatrices, unificatrices et formalisatrices, et propose notamment d’élaborer des activités
sur les symétries et les projecteurs, « quon peut faire aborder en alggbre linéaire, puis en
euclidien, puis en affine, puis en affine euclidien » (ibid., p.173). 1l est possible d’imaginer
des activités sur les symétries, ou les projecteurs, ayant comme point de départ Ies notions de
symétrie ou de projection telles qu’elles sont présentées en géométrie affine euclidienne au
lycée, et qui seront revues en algébre linéaire, bilinéaire, voire en analyse fonctionnelle. Ainsi
le calcul de la distance d’un point 4 un plan, rencontré en terminale S, pourrait étre revu dans
un cadre vectoriel puis élargi au calcul de la distance d’un vecteur & un hyperplan, ou & un
sous-espace vectoriel quelconque. Ce calcul de distance, utilisant le projeté orthogonal reste
pertinent dans les espaces de Hilbert ; il peut également &ire revu  I"occasion de problémes
portant sur des méthodes de moindre carrés. L’emploi de « situations de référence »

rencontrées d’une part en algébre linaire et d’autre part dans une géométrie est donc un
emploi possible du géométrique ; nous tenterons d’observer si un tel recours est effectivement
proposé par des enseignants. :

- 1.3.2  Dulycée a Muniversité : une différence de cultures ?

Les problémes posés par la transition lycée-université sont au centre du travail de Praslon
(2000). 11 étudie dans sa thése les continuités et les ruptures entre secondaire et supérieur en
analyse et plus particuliérement sur la notion de dérivée. La question de ’emploi de la
géométrie dans I’enseignement de 1’algébre linéaire ne se pose pas dans les mémes termes,
puisque [’algébre linéaire n’est pas étudiée au lycée, et ne peut étre considérée comme une
simple généralisation, ou formalisation de la géométrie du secondaire. Cependant certains des
aspects de la transition relevés par Praslon sont également pertinents pour notre étude. Selon
lui, I’enseignement en DEUG reléve d’une culture institutionnelle différente de celle du lycée.
Utilisant le cadre théorique développé par Chevallard®, il met en particulier a jour dans la
transition des différences de pratiques qui montrent I’écart entre les deux cultures.

Une partie de cet écart provient des réles nouveaux attribués au cours. Celui-ci occupe a
Puyniversité une place plus importante que dans le secondaire, en termes d’équilibre entre
cours et exercices, mais aussi en ce qui concerne ’usage que les étudiants doivent faire du
cours, Beaucoup de temps est consacré au cours magistral (qui ne comporte de plus que peu
d’exemples dans bien des cas) ; ceci conduit, selon Praslon, 4 une accélération du temps
didactique laissant peu de place a la routinisation des tiches. Les démonstrations données en

* Voir 4 ce sujet la partie 3 de ce chapitre.
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cours servent de référence pour ce qui peut étre attendu des étudiants : ils doivent pouvoir
faire eux-mémes des démonstrations semblables. D’ailleurs certains résultats, considérés
comme partie intégrante du cours, ne sont rencontrés que sous forme d’exercices. En algébre
bilinéaire, c’est parfois le cas des résultats portant sur les projections et les symétries
orthogonales : par exemple, le fait qu’un endomorphisme orthogonal et auto-adjoint d’un
espace euclidien est une symétrie orthogonale peut étre vu en séance de travaux dirigés, et
étre ensuite considéré comme un résultat connu. Praslon parle & ce sujet de relation
dialectique cours-exercices & 'université, contrairement 3 la relation purement descendante
mise en place au lycée. Le manque de coordination qui peut exister entre le cours magistral et
les travaux dirigés, faits par des enseignants différents et souvent en ’absence d’un
programme détaillé, constitue une difficuité supplémentaire. Par ailleurs, tous les énoncés
donnés en cours n’ont pas le méme statut : certains servent essentiellement & I’avancement du
cours, alors que d’autres fournissent des techniques directement utilisables en exercices.
Praslon, se référant 3 la distinction introduite par Douady, distingue énoncés « outils » et
énoncés « objets ». Il observe qu’au lycée, les énoncés jouent essentiellement le rle d’outils,
tandis qu'en DEUG ils peuvent également apparaitre dans leur dimension objet. 11 est donc
nécessaire que les étudiants fournissent le travail personnel nécessaire en ce qui concerne le
cours, ce qui, comme le souligne Robert, n’est pas toujours le cas. Mais ils doivent de plus
apprendre & développer une certaine autonomie vis-a-vis de ce cours, pour déterminer eux-
mémes 1’intérét des différents résultats énoncés.

Praslon pointe par ailleurs ce qu’il désigne comme des microruptures : il ne s’agit plus de
pratiques totalement différentes, mais de ruptures fines dont ’accumulation va contribuer a
creuser I’écart entre les deux cultures. Ainsi I’évolution du degré d’autonomie des étudiants ;
la nécessité de distanciation par rapport aux techniques données, ou celle de développement
de nouvelles méthodes sont source de telles microruptures. Ces différents aspects de la
transition sont proches de ceux développés par Robert dans le travail que nous avons évoqué
ci-dessus. Praslon note que cette évolution nécessaire n’est pas prise en charge par
I’enseignement ; I’adaptation reste 4 la charge des étudiants. I1 fait de plus ’hypothése que :

« Les enseignants du supérieur sont souvent peu sensibles & la complexité des tiches qu’ils sollicitent de la part
des étudiants, d’une part parce que ces tiches sont devenues pour eux peu 2 peu de plus en plus transparentes

(phénomeéne-de « naturalisation »), d’autre part parce qu’ils estiment parfois a tort que certaines sous-tiches dont
elles se constituent sont déja parfaitement « compilées » par I’étudiant au terme du lycée. » (Praslon 2000, p.52).

Nous rejoignons Praslon dans cette analyse ; il est possible que certains enseignants du
supérieur méconnaissent les programmes et plus encore les pratiques de I’enseignement
secondaire. Certains enseignants, qui connaissent le contenu de I’enseignement de géométrie
fait dans le secondatre, peuvent aussi considérer que celui-ci ne peut pas étre utilisé en algébre
linéaire. Nous poserons un questionnaire aux enseignants, notamment pour préciser ces
points.

Nous avons examiné ici des travaux portant de maniére générale sur ’enseignement supérieur
et la transition secondaire-supérieur. Nous allons maintenant nous pencher sur des travaux
portant spécifiquement sur I’algébre lin€aire, et dans lesquels nous reléverons des réponses
partielles a certaines des questions que nous avons formulées en introduction.
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2. Travaux de didactique sur I’algébre linéaire et
recours au géométrique

Parmi les travaux de didactique qui portent sur I’enseignement de I’algébre lindaire, beaucoup
évoquent le recours au géométrique, sous les différents aspects que nous avons mentionnés en
introduction. Nous allons tenter ci-dessous de présenter 1’essentiel des hypothéses et des
résultats portant sur ce recours. Nous préciserons également comment notre travail ’articule
avec ces recherches précédentes.

2.1 Des propositions d’enseignement (France)

2.1.1 Un enseignement de géométrie en terminale pour préparer i I'algébre linéaire

Les programmes de lycée de 1986 marquent la fin de 1’enseignement de I’algébre linéaire
dans le secondaire, y compris en classe de terminale scientifique. D&s 1987, Robert, Robinet
et Tenaud proposent dans une brochure des exercices commentés de géométrie, destinés a des
éleves de Terminale et permettant selon les auteurs de préparer ces éléves & I’algébre linéaire,
qu’ils rencontreront pour la premiére fois & I"université. Dans introduction de la brochure,
les auteurs mentionnent deux directions essentielles quant & I"utilité d*un tel enseignement
pour préparer & aborder I’algébre linéaire :

- Donner aux él¢ves des représentations (figuratives) :

Les auteurs se déclarent favorables a I’emploi de représentations graphiques :

« pour se donner des idées », et crivent : « souvent, Ia possibilité de se représenter les situations 4 I’aide du plan
ou de ’espace est une aide 4 la résolution de problémes. » (Robert et al., 1987, p.3).

Cette possibilité d’emploi de représentations revét un aspect particulier en algébre lindaire
grice au vocabulaire, qui est « en partie le méme que celui de IR® ou IR® » (ibid., p.3). Ainsi
I'un des objectifs de la brochure sera de familiariser les éléves avec les notions de droite, de
plan, de vecteurs, afin de leur permettre notamment de « mettre des images sous les mots dans
les cours ultérieurs sur les espaces affines et vectoriels » (ibid., p.3), .

- Jeux de cadres

Les auteurs évoquent deux cadres distincts : I’analytique, et le vectoriel. Elles se proposent
d’une part de familiariser les éléves avec le cadre vectoriel, et d’autre part de les habituer &
pratiquer des changements de cadre, ce qui devrait selon elles faciliter I’apprentissage
ultérieur de I"algébre linéaire (elles ne détaillent toutefois pas pour quelle raison, ni de quelle
maniére).

La brochure est constituée de trois séries d’exercices corrigés et commentés, portant sur la
géométrie euclidienne du plan et de I’espace, et comportant les deux aspects, vectoriel et
analytique. Ces exercices conduisent 4 la manipulation d’équations de droites et de plans ; a
I’étude des positions respectives de ceux-ci, et d’une maniére générale & Pemploi de I’outil
vectoriel pour résoudre des problémes de géométrie,
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La brochure étant destinée & des éléves de Terminale, son emploi éventuel dans des
enseignements d’algébre linéaire n’est pas évoqué.

2.1.2 Place de la géométrie dans enseignement d’algébre linéaire expérimenté 2 Lille

Dés 1989, un enseignement d’algébre lindaire est expérimenté A Lille, en premidre année de
DEUG a dominante mathématiques. Parmi les principes fondant I’ingénierie choisie, Rogalski
mentionne le rble de la géométrie. Il écrit ainsi dans (Rogalski 1997, p.162) qu®il fait
I’hypothése qu’une pratique de la géométrie dans Pespace et de la géométrie cartésienne
constitue un prérequis a I’étude de 1’algébre linéaire. Il fait référence au document que nous
avons évoqué ci-dessus (Robert et al. 1987) et reprend des arguments similaires : la pratique
de la géométrie permettra de « donner des « images » de certains concepts vectoriels ». Il est
toutefois plus précis 4 propos de cet aspect, puisqu’il donne une liste de concepts concernés :
sous-espaces, combinaisons linéaires, somme directe, ensemble des solutions d’un systéme
linéaires, paramétrages linéaires, bases. ..

Par ailleurs, le contexte est ict différent de celui attaché au document précédent, puisqu’il
s’agit de faire un enseignement d’algébre linéaire, utilisant de la géométrie, et non un
enseignement de géométrie préparant & I’algébre linéaire, ce qui améne Rogalski & donner
d’auntres arguments concernant ’éventuel apport de la géométrie. I1 mentionne ainsi la
possibilité de changements de cadres, de points de vue, et écrit également que la pratique de la
géométrie cartésienne donnerait aux éléves ’occasion de « rendre opératoires certaines
manipulations ensemblistes qui seront utiles en algébre linéaire » (il cite notamment la
recherche de lieux géométriques, et la dualité de représentation, équations/paramétrage). En
ce qui concerne les dessins, il recommande un apprentissage spécifique de « la pratique du
dessin symbolique dans I’espace pour représenter des situations générales de P’algébre
linéaire ». 11 signale en particulier la perte d’information attachée a la plupart des dessins
employés en algébre linéaire, et pose la question des activités & choisir pour familiariser les
étudiants avec la pratique du dessin « non figuratif ».

Les choix de cours reposent sur ces principes. Ainsi, un-enseignement de géométrie dans
I’espace est donné comme préliminaire ; la feuille d’exercices correspondante, intitulée
« introduction & I’algébre linéaire », est extraite du document précédent (Robert et al. 1987).
Un atelier (travail en petits groupes de 4 étudiants, sur une durée de deux heures) est consacré
au double aspect équations/paramétrage dans la géométrie cartésienne de IR’ ; il comporte des
études de courbes et de surfaces, et un exercice sur ’appariement-de formules et de dessins.
Un travail spécifique porte sur ’interprétation des solutions d’un systéme linéaire
(interprétation conduisant 4 I’emploi de vocabulaire géométrique), et le lien entre nombre
d’équations et dimension de I’espace solution: Enfin, un atelier est consacré a ’emploi de
représentations géométriques en algébre linéaire ; lors de cet atelier sont proposés aux
étudiants des exercices dans lesquels ils doivent dessiner des vecteurs, ou des sous-espaces
vectoriels en faisant apparaitre autant que possible les positions respectives de ceux-ci ; les
étudiants doivent de plus préciser les éventuelles pertes d’informations lides a 1’emploi du
dessin.

Insistons sur le fait qu’il s’agit ici, comme dans le travail précédent, d’expériences
d’enseignement qui ne sont pas fondées sur des travaux de didactique portant spécifiquement
sur ’apport éventuel de la géométrie pour ’enseignement de 1’algdbre linéaire. Nous
retiendrons donc essenticllement les hypothéses qui y sont faites ; nous tenterons de tester
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celles-ci, mais également de savoir si elles reflétent des opinions communément répandues
chez les enseignants.

2.2 Jeux de cadres et registres

2.2.1 Coordination de représentations sémiotiques

Nous avons donné au début de cette partie un bref apergu de la théorie de Duval sur les
registres de représentation sémiotique. Dans sa thése, Pavlopoulou {1994) applique cette
théorie dans le contexte de 1’algébre linéaire. Elle constate dans un premier temps les
difficultés des étudiants 4 séparer les objets et leurs représentants ; en particulier le confusion
entre un vecteur et sa représentation géométrique entraine de nombreux problémes. Or Duval,
comme nous I’avons vu ci-dessus, soutient que pour ne pas confondre un objet et sa
représentation :

« 11 est nécessaire de disposer de plusieurs représentations sémiotiques hétérogines de cet objet et de les
coordonner. » {Duval 1993).

En algébre linéaire, on dispose effectivement de plusieurs types de représentation.
Pavlopoulou distingue trois registres : le registre graphique (fléches), le registre des tableaux
(coordonnées), et le registre de 1écriture symbolique. Ce demnier registre semble plus puissant
que les autres, puisqu’il permet de représenter une plus grande variété de situations : en effet,
le registre tableau ne permet de représenter que des situations en dimension finie, tandis que
le registre graphique, selon Pavlopoulou, ne fournit « que de bonnes représentations d’un
vecteur du plan ou de I’espace 2 trois dimensions. » (Pavlopoulon 1994, p.39). Mais il est
cependant important d’utiliser dans certaines situations un registre moins puissant en termes
de représentation ; Pavlopoulou souligne en particulier la possibilité de recours 2 des contre-
exemples dans les registres graphiques ou tableau pour résoudre certains exercices. Par
ailleurs, rappelons que selon Duval, la possibilité de coordination de registres apparait comme
fondamentale pour la conceptualisation. :

Pavlopoulou étudie donc en détail la coordination des registres disponibles en algébre linéaire,
et tente de mettre en place des dispositifs permettant de favoriser cette coordination, en se
centrant sur les notions de vecteur, de combinaison linéaire, de dépendance et d’indépendance
linéaires. Elle montre que I'on peut trouver dans les manuels différentes approches, avec en
particulier un recours variable au registre graphique, mais les problémes de conversion de
registres n’apparaissent en aucun cas comme des objectifs d’apprentissage.

Pavlopoulou propose un enseignement spécifique, destiné 4 des étudiants de mise 2 niveau, et
constitué de séquences didactiques consacrées aux conversions. Ce travail semble avoir des
conséquences trés positives sur les pratiques des étudiants, non seulement pour les tiches de
conversion, et la dissociation entre un vecteur et sa représentation « géométrique » mais
également pour des questions plus générales.

Nous utiliserons par la suite les trois registres distingués par Pavlopoulou ; mais il est clair
que le changement de registre ne peut constituer que 1’un des aspects de I’intervention
possible du géométrique en algébre linéaire. La capacité des étudiants 4 associer 4 un énoncé
proposé par exemple dans un registre symbolique des exemples formulés dans un registre
graphique pourra guider ceux-ci dans leurs résolutions. A ’opposé, la difficulté qu’ils
¢prouvent éventucllement & séparer un vecteur et la représentation graphique de celui-ci
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pourra &tre source de problémes. Mais nous pouvons dés & présent faire I’hypothése que nous
observerons, au moins dans certains cours d’algébre linéaire le recours 3 une, ou des
géométries formulées elles-mémes dans un registre symbolique. Notre étude doit donc tenir
compte de I’emploi du registre graphique, mais elle ne peut se limiter 3 celui-ci.

2.2.2 Articulation entre points de vue « cartésien » et « paramétrique »

Le point de départ de la thése de Marléne Alves Dias, thése 4 laquelle nous avons déja fait
allusion dans la partie précédente, est I’observation de difficultés rencontrées par les étudiants
dans des tiches demandant d’articuler les points de vue cartésien et paramétrique. Adopter un
point de vue paramétrique consiste & considérer un sous-espace donné comme sous-espace
engendré par un ensemble de vecteurs. Dans le point de vue cartésien, un sous-espace est
considéré comme un ensemble de vecteurs solutions d*un systéme d’équations linéaires. Ces
points de vue peuvent s’exprimer dans plusieurs registres, et le passage de I’un a Pautre n’est
pas réductible & une flexibilité sémiotique entre registres de représentation.

La notion de point de vue est celle que I"auteur retient pour rendre compte de la flexibilité
nécessaire lors de cette articulation. Elle utilise cependant également les notions de cadre et de
registre ; elle distingue quatre registres liés 4 son objet d’étude, qui ne comportent pas
d’aspect graphique. Elle retient également cing cadres : le cadre de I’algébre lindaire, le cadre
de la géométrie affine euclidienne, le cadre des systémes linéaires, le cadre matriciel, et celui
des déterminants. La géométrie affine euclidienne désigne dans ces fravaux la géométrie des
droites et plans travaillée dans I’enseignement secondaire. Le passage paramétrique -
cartésien peut &tre travaillé dans ce cadre ; cependant, la limitation & deux ou trois dimensions
rend les systémes obtepus trés simples ; de plus, Pauteur signale la présence dans ce cadre de
moyens de contrdle et de techniques spécifiques, comme I’emploi d’un vecteur normal pour
déterminer une équation cartésienne de plan dans I’espace, ’emploi d’un déterminant pour
établir une équation cartésienne de droite dans le plan...

Alves Dias étudie la présentation faite de D’articulation cartésien — paramétrique dans
différents manuels destinés & ’enseignement supérieur. Ceci la conduit notamment & observer
la variabilité de la place accordée au cadre géométrique (rappelons que pour Alves Dias, le
cadre géomeétrique est constitué par la géométrie affine euclidienne non théorisée) : celui-ci
peut étre totalement absent dun ouvrage, ou constituer un cadre privilégié pour I’introduction
de I’algebre linéaire, ou encore intervenir & certains endroits spécifiques, comme 1’étude des
systemes linéaires. Elle reléve toutefois des constantes dans ces manuels, en ce qui concerne
’emploi du cadre géométrique: Ia « faible attention portée i la distinction entre
caractéristiques vectorielles et affines. » (Alves Dias 1998, p.190) ; et ’absence de tentatives
d’utilisation explicite d’un « soutien géométrique » au-dela de la dimension 3.

Alves Dias soumet des tests a des étudiants de DEUG mais également & des étudiants de
maitrise ; I’analyse des réponses lui permet en particulier de noter le faible recours au cadre
géométrique, et le manque d’efficacité d*un tel recours lorsqu’il est fait par les étudiants.

Elle propose notamment I’exercice suivant (qui figurait dans les feuilles de travaux dirigés de
Puniversité de Lille) :

On considére dans IR les vecteurs suivants : a=(2, 3, -1) b=(1, -1, -2) ¢=(5, 0, -7) d=(0, 0,
1). Trouver une représentation cartésienne de I’intersection des sous-espaces engendrés par

{a, b} et {c,d}.
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Dans cet exercice, on peut envisager de déterminer au préalable la dimension de
Pintersection ; pour ce faire, il est notamment possible d’observer que P’on a affaire & deux
plans vectoriels, non confondus, de I’espace, dont I’intersection est donc une droite. Par
ailleurs, les étudiants peuvent avoir recours aux méthodes développées au lycée pour la
détermination des équations cartésiennes des deux plans, c’est 23 dire employer soit des
déterminants 3x3, soit des vecteurs normaux & chacun des deux plans. Or, dans les réponses
considérées, seuls 5 étudiants sur un total de 122 ont recours au cadre géométrique ; de plus 4
de ces 5 étudiants commettent des erreurs : 3, qui ont bien identifié une droite, ne Iui associent
qu’une seule équation ; un autre caractérise un plan par deux équations.

'Le méme type de remarques peut étre fait 4 propos des réponses des étudiants de maftrise,
mais également & propos des réponses 4 un autre exercice, portant sur une application linéaire
En conclusion, méme s’il ne s’agit pas 13 d’un objectif essentiel de I’auteur, le travail de
Alves Dias montre que le recours au cadre géométrique (et ce, méme pour une tiche se
déroulant explicitement en dimension 3) n’est que trés rarement utilisé spontanément par les
étudiants ; de plus, son utilisation est loin d’étre efficace.

Comme nous ’avons déja indiqué, les notions de cadre et de registre sont pertinentes pour
notre étude. Mais ces notions ne sont pas suffisantes pour décrire les différentes formes
d’intervention du géométrique en algebre linéaire. En particulier, I’analyse de « I’intuition
géométrique », évoquée par de nombreux enseignants et qui est centrale pour notre étude ne
peut se réduire 4 des questions de changements de cadre ou de registre. Elle semble plut6t
proche de I’étude d’un « mode de pensée géométrique », notion présente dans plusieurs des
fravaux que nous allons évoquer maintenant,

2.3 Des travaux en Amérique du Nord
2.3.1 Le LACSG et les travaux de Harel

Depuis 1990 existe aux Etats-Unis le « Linear Algebra Curriculum Study Group » (LACSG),
qui réunit des enseignants de différentes universités américaines. Les membres de ce groupe
étudient I’enseignement de I’algébre linéaire, et ont fait différentes propositions susceptibles
de guider une éventuelle réforme. IIs suggérent notamment une entrée dans I’algdbre linéaire
fondée sur les matrices, et I'étude de IR"; pour cette derniére étude, ils proposent une
présentation géométrique, dans le cadre de IR” , des notions de dépendance et d°indépendance
linéaire, de base, d’application linéaire, de produit scalaire, etc.

Ils recommandent également que 1’algébre linéaire soit développée 2 partir de la résolution de
problémes portant sur des objets mathématiques connus, notamment de nature géométrique.
Les travaux du LACSG contiennent de nombreuses propositions d’enseignement, de comptes
rendus d’expériences ; mais ’approche choisie n’est généralement pas celle d’une recherche
approfondie, soutenue par un cadre théorique. C’est cependant le cas dans les travaux de ’'un
des membres du groupe, Guershon Harel, dans lesquels la géométrie tient une place
importante. Harel fait ’hypothése de trois principes didactiques pouvant guider un
enseignement d’algébre linéaire. Tout d’abord le principe de concrétisation, que Harel
formule ainsi : .

« Pour qu'un étudiant soit capable d’abstraire une structure mathématique d’un modéle donné de cette structure,
les ¢éléments de ce modéle doivent étre des entités conceptueiles aux yeux de Pétudiant: c’est 3 dire que

Pétudiant doit posséder des procédures cognitives qui peuvent prendre ces objets comme des données d’entrée. »
(Harel, in Dorier et al, 1997, p. 220)
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Pour étre en accord avec ce principe, il faut donc que les étudiants puissent construire leur
compréhension d’un concept dans un contexte concret. Harel confere a I’adjectif « concret »
un sens particulier : un objet mathématique est concret pour un étudiant si celui-ci est une
« entit€ conceptuelle » & ses yeux, ¢’est & dire si cet objet est suffisamment familier &
Pétudiant pour qu’il puisse le prendre comme point de départ. Notons que Harel semble
considérer toutes les figures géométriques comme des objets concrets ; il fait probablement
’hypothése que le lien direct entre ces figures et la réalité fait d’une telle figure une entité
conceptuelle, ¢’est 4 dire une donnée d’entrée possible, aux yeux de tous les étudiants.

Harel a expérimenté 'hypothése du « principe de concrétisation » dans une université
technologique ; le concept en jeu était celui d’espace vectoriel, et le contexte connu celui de
la géométrie & deux et trois dimensions. Il a comparé les réponses & un test de deux groupes
d’étudiants, suivant tous les deux le méme cours classique d’algebre linéaire (basé sur I’étude
de IR"), a raison de trois heures par semaine, mais auxquels étaient proposés des « travaux
dirigés » différents (deux heures par semaine). Durant ces séances, le premier groupe
rencontrait une grande variété d’exemples des notions abstraites vues en cours ; le second
groupe voyait également de tels exemples pendant une heure, mais la seconde heure Stait
entiérement consacrée a des illustrations géométriques des notions vues. Les réponses an test
monirent, non seulement que les étudiants du second groupe ont plus volontiers recours & ce
que Harel appelle « une description géométrique » de leurs solutions, mais également que ces
solutions sont plus souvent justes que celles proposées par des étudiants du premier groupe, y
compris lorsque le contexte est exclusivement algébrique. Harel conclut que « les étudiants du
groupe B ont construit une image-concept supérieure de I’espace vectoriel » (ibid., p.224).

Suivant le méme principe de concrétisation, Harel a testé un enseignement en lycée, visant a
introduire des notions élémentaires d’algébre linéaire dans le cadre de la géométrie du plan ou
de I'espace. L emploi de dessins permet selon ’auteur de rendre concrets pour les lycéens les
espaces vectoriels limités & ces dimensions. Il a ainsi introduit, & partir de problémes
géoméiriques, les notions de génération, dépendance linéaire, base, dimension, etc. Ii en
conclut que cette approche se révélait efficace avec les lycéens.

Le deuxiéme principe que pose Harel est le principe de nécessité :

« Pour qu’un étudiant apprenne, il doit sentir une nécessité pour ce qu’on veut lui enseigner. Par nécessité, nous
entendons une nécessité intellectuelle, par opposition 4 une nécessité sociale ou économique. » (ibid., p226).

Ce principe est fortement associé au troisiéme, le principe de généralisabilité :

« Quand on a affaire 4 un modéle concret, c’est 4 dire & un modele qui satisfait le principe de concrétisation, les
activités didactiques a I’intérieur de ce modéle doivent permeitre et encourager la généralisabilité de ces
concepts .» (ibid., p. 228). ’ .

Ces deux principes conduisent 4 examiner précisément les concepts pour lesquels I’approche
géométrique sera pertinente ; il faudra que ces concepts n’aient pas, dans le contexte
géométrique, de spécificités allant A ’encontre de leur représentativité pour le cas général, et
que la généralisation des concepts géométriques correspondants apparaisse de plus comme
nécessaires. Ainsi Harel note que la formule donnée, en dimension quelconque, pour le
cosinus de deux vecteurs, généralise bien la formule valable dans le contexte géométrique ;
mais elle n’est pas issue de la résolution d’un probléme. Dans ce cas, la généralisation
obtenue enfreint le principe de nécessité ; les étudiants ne créeront donc sans doute pas de
nouveau concept correspondant, puisque celui-¢i ne répond pas & un besoin intellectuel.

Harel, s’il se prononce clairement en faveur d’un recours important au géométrique, souligne
le fait qu’il ne faudrait pas en conclure qu’un enseignement d’algébre linéaire doit apparaitre
comme un genre de généralisation d’un enseignement préalable de géométrie. Il signale les
dangers d’une telle approche :
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« Quand la géométrie est infroduite avant que les concepts algébriques aient été formés, beavcoup d’étudiants
voient celle-ci comme le matériau a étudier. Ainsi ils restent limités au monde des vecteurs géomeétriques, et ne
passent pas au cas général. » (Harel, in Dorier et al. 2000).

Selon lui, si les enseignants voient, de manidre évidente, les correspondances entre
Palgébrique et le géométrique, ce n’est pas le cas pour les étudiants ; ceci entraine & prendre
de nombreuses précautions pour I’ utilisation de I’approche géométrique.

2.3.2 Niveaux de description en algébre linéaire

Les difficultés conceptuelles rencontrées par les étudiants en algébre lindaire peuvent
notamment provenir de la nécessité d’emploi de différents types de langage, et de traduction
d’un langage dans Iautre. Hillel étudie différents niveaux de langage utilisé pour décrire les
vecteurs et les opérateurs. [l reléve en particulier, dans une approche qui rejoint celle de
Pavlopoulou, I’existence de trois types de langage en algébre linéaire, et les nécessités de
passage d’un type 4 autre. I} distingue ainsi :

- Le langage de la théorie générale
- Le langage de R
- Le langage géométrique de I’espace & deux ou trois dimensions.

1l désigne ces langages, ou niveaux de description, par les termes : niveau abstrait, niveau
algébrique, niveau géométrique (dans I’ordre donné ci-dessus). Ces langages, ou niveaux, ne
sont pas de simples systémes sémiotiques : ainsi plusieurs registres peuvent intervenir dans un
méme nivean : dans le niveau géométrique, on pourra observer ’emploi du registre graphique,
mais également celui du registre de la langue naturelle. Par ailleurs, le terme de niveau
n’indique pas ici une hiérarchie ; il est possible, selon Hillel, de passer d’un niveau a I’autre.

Etudiant les spécificités de chaque niveau, il souligne I’emploi métaphorique, dans la théorie
générale, du langage géométrique. Or celui-ci est souvent associé a des figures, d’ott "usage
métaphorique que les enseignants font de ces figures, Mais il est possible que les étudiants ne
notent pas la métaphore, et restent attachés au sens concret de la figure, Hillel cite ainsi le cas
d’étudiants qui, devant chercher la projection orthogonale de la fonction sinus sur Pespace des
polyndmes de degré inférieur ou égal 4 deux, cherchent :

« « le vecteur le plus prés dans l¢ plan », le plan dans ce cas, signifie littéralement le plan dans lequel est tracé le
graphe de Ia fonction. » (Hillel, in Dorier et al. 1997, p.234).

Dans son étude des passages d’un niveau 4 I’autre, Hillel explique que le passage du nivean
géométrique au niveau algébrique (ici IR® ou IR®) se fait par le biais du choix d’un repére, et
de Pemploi des coordonnées dans ce repére. Ainsi on passe du parallélogramme représentant
la somme vectorielle 4 I’addition en termes de coordonnées, ou d’une application linéaire 2 sa
matrice dans la base choisie. Le passage inverse : du niveau algébrique, en dimension
inférieure 4 trois, au niveau géométrique, se fait par la procédure inverse. Toutefois, Hillel
note que les couples ou les triplets de coordonnées pouvant également correspondre, dans un
repére, & des points, il existe dans ce processus une ambiguité entre points et vecteurs
(ambiguité accentuée par le fait qu’un vecteur apparait comme un point de I’espace vectoriel
considéré).

En ce qui concerne les passages entre niveau géométrique et niveau abstrait, ceux-ci ne
peuvent s’ effectuer, selon Hillel, que par le biais du niveau algébrique.
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Nous pouvons noter que I’approche de Hillel met en avant, comme les travaux de
Pavlopoulou et Alves Dias, une forme de flexibilité cognitive ; en effet le passage entre deux
niveaux demande une telle flexibilité. Nous allons encore observer une forme différente de
flexibilité dans les travaux de Sierpinska, que nous allons évoquer maintenant.

2.3.3 Différents modes de raisonnement en algébre linéaire

Nous avons vu que, selon Hillel, trois types de iangage coexistent en algébre linéaire.
Sierpinska é€largi cette distinction, en parlant de différents modes de raisonnement. Elle
distingue trois modes de ra:lsonnement en algébre linéaire :

- Le mode synthétique - géométrique
- Le mode analytique - arithmétique
- Le mode analytique - structurel,

Pour expliquer ce que sont ces trois modes, reprenons un exemple qu’elle propose. La
résolution d’un systéme linaire de trois équations & trois inconnues peut &tre vue comme
I’étude de I’intersection de trois plans dans I’espace : on est alors dans le mode synthétique —
géométrique. Elle peut étre associée 4 la réduction d’une matrice 4 trois lignes et quatre
colonnes ; cette approche appartient au mode analytique - arithmétique. Finalement, on peut la
penser en termes de matrices singuliéres et réguliéres, et on sera alors dans le mode analytique
— structurel.

Ces trois modes ne correspondent 3 aucune hiérarchie : tous trois sont nécessaires, leur
interaction est fondamentale en algébre linéaire. Sierpinska identifie dans le processus
historique d’élaboration de 1’algébre linéaire des effets de I’application de la pensée
analytique a la géométrie.

Dans 1’algebre linéaire moderne, la pensée analytique conduit, selon elle, « & ce souci de
géométrisation au niveau structurel, une question importante étant : quelles sont les propriétés
qui ne dépendent pas de la base dans 1’espace vectoriel 7 » (Sierpinska, in Dorier et al. 1997,
p.254). Donc upe étude analytique peut mener au mode synthétique — géométrique, quand on
se pose la question de ’invariance en cas de changement de coordonnées,

D’autre part, le mode synthétique — géométrique est aussi lié au mode analytique — structurel
car tous deux sont fondés sur des propriétés des concepts, en opposition 4 des calculs.

Le choix du mode de raisonnement adapté & la résolution de l’un ou [’autre probléme, le
passage d’un mode 3 un autre sont difficiles pour les étuchants, qui, selon Sierpinska, se
replient sur "emploi de modes « mixtes », Elle cite des exemples pour illustrer ces difficultés.
Ainsi, lors de I’étude du nombre de solutions d’un systéme 3x3, interprété en termes
d’intersection de trois plans se coupant suivant une droite, une étudiante déclare que le
systéme a une solution unique, puisque la droite est unique. Cette erreur est une conséquence
du choix du mode synthétique — géométrique, alors qu’il convenait ici de se placer dans le
mode analytique ~ arithmétique. Sierpinska fait I’hypothése que des activités spécifiques,
conduisant I’étudiant & choisir un mode de raisonnement approprié, sans que celui-ci soit
directement imposé comme c’est le plus souvent le cas, pourrait aider les étudiants i acquérir
plus d’indépendance en algébre lindaire. Elle recommande également de faire évoluer le mode
analytique arithmétique vers ce qu’elle appelle la pensée « numérique », qui « distingue
rigoureusement la définition d’une grandeur de la maniére de calculer cette grandeur » (ibid.
p-268). Ce choix conduirait notamment a réduire les interventions du mode synthétique -
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géométrique. D’une maniére générale, le géométrique n’est pas central dans cette partie du
travail de Sierpinska, contrairement a ce que nous allons observer dans ceux de ses travaux
que nous allons présenter maintenant.

2.3.4 Utilisation de Cabri-géométre

Dans le prolongement du travail évoqué ci-dessus, Sierpinska et al. ont introduit 'usage de
Cabri-géométre. Différents travaux, notamment de Hillel et Sierpinska, étudient I’emploi de
cet environnement pour Pintroduction de certaines notions d’algébre linéaire (Sierpinska et
al., 1999 ; Sierpinska, in Dorier 2000). L’objectif est, selon les auteurs : '

« D’ancrer les notions d’espace vectoriel, application linéaire, et vecteur propre dans des intuitions

géométriques, en construisant grice & Cabri -- Géométre un environnement approprié. » (Sierpinska et al., 1999,
p.9)

Ainsi les auteurs proposent notamment 4 des étudiants des activités autour de la notion
d’application linéaire (du plan, représenté par un écran de Cabri). Leur premier objectif est de
conduire les étudiants 4 donner la définition formelle en termes de stabilité par addition et
produit par un scalaire, 4 partir de propriétés constatées lors de manipulations avec Cabri, Ils
proposent ainsi aux étudiants plusieurs applications, notées T, certaines linéaires, certaines
semi-linéaires, d’autres ne vérifiant aucune propriété de stabilité ; les étudiants doivent
formuler des observations 4 propos des liens entre T(kv) et T(v) d’une part, T(v+w) , T(v) et
T(w) d’autre part.

Une fois la définition formelle donnée, ils travaillent sur le « probléme du prolongement
linéaire » : étant données les images par une application linéaire T de deux vecteurs non
colinéaires du plan (la notion de base reste « intuitive », mais les étudiants savent décomposer
un vecteur du plan suivant deux vecteurs non colinéaires), déterminer (et construire dans
Cabri) ’image par T d’un vecteur v quelconque.

L’expérimentation de ces activités a en fait conduit & constater de nombreuses difficultés
rencontrées par les étndiants ; certaines étaient dues & Cabri, mais d’autres relevaient
uniquement du domaine de I’algeébre linéaire. Plus que I’élaboration d’un environnement
approprié¢ au développement d’intuitions géométriques en algébre ‘linéaire, ces travaux
permettent donc d’observer des difficultés, provenant notamment du caractére géométrique du
cadre employé. Sierpinska (in Dorier 2000) analyse celles-ci en termes de manifestations chez
les étudiants d’un mode de pensée pratique, au lieu du mode de pensée théorique nécessaire
en algebre linéaire. Elle reléve plusieurs types de manifestations dé ce mode de pensée ; nous
reléverons ici ceux qui sont directement liés 4 la géométrie. '

Difficultés d'usage du langage

Sierpinska fait référence aux travaux de Vytgotsky, qui a souligné I’importance du langage
écrit et les différences entre celni-ci et le langage oral. D’aprés Sierpinska :

« Explicite et élaboré, le langage écrit différe des langages oraux et intérieurs par son
caractére volontaire, et donc conscient, qui le relie étroitement & la pensée scientifique. »
(Sierpinska, in Dorier 2000)
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Les difficultés liées 4 ’emploi du langage intérieur se présentent donc d’une maniére générale
dans ’apprentissage du raisonnement scientifique ; c’est en particulier le cas en algébre
linéaire.

Ainsi, si dans des exercices portant sur les vecteurs géométriques, certains étudiants
emploient bien les termes de « direction » ou « sens », mais utiliseront en dehors de ce
contexte les termes « paralléles », « vont dans la méme direction ». Les difficultés lides au
langage sont particuliérement sensibles dans la manipulation de définitions. Sierpinska cite
Pexemple d’un étudiant qui, devant donner une définition de I’égalité de vecteurs en utilisant
les termes « paralléles » ou « parallélogramme », écrit : « Deux vecteurs sont égaux si ils sont
paralléles. » (Sierpinska, in Dorier 2000)

Utilisation d’exemples prototypiques & la place des définitions

Sierpinska cite Pexemple d’étudiants qui, confrontés au « probléme du prolongement
linéaire » mentionné ci-dessus, font des remarques du type :

« Les applications linéaires sont des rotations, des homothéties, des projections, etc. et leurs
combinaisons avec des paramétres constants... » (ibid.). De tels étudiants ne parviennent pas
a déterminer I’image d’un vecteur quelconque, une fois données les images de deux vecteurs
non colinéaires ; ils essaient d’identifier I’application T comme une transformation connue ou
une combinaison de telles transformations et échouent.

Dans ces travaux, Sierpinska examine une forme de recours au géométrique sur laquelle nous
ne nous pencherons -pas nous-mémes : I"utilisation de Cabri-géométre comme support &
'introduction de 1’algébre lindaire. Il s’agit bien d’un recours au géométrique, selon le sens
que nous avons attribué a ce terme : Pemploi d’un logiciel tel que Cabri permet d’établir un
lien direct avec la réalité. Nous relevons cependant dans les travaux des Sierpinska la mention
de difficultés qui ne sont pas lides au logiciel, mais & la géométrie affine du plan. Ainsi
I’emploi de I’expression « vecteurs paralléles », dans un contexte d’algébre linéaire, témoigne
d’une confusion avec la géométrie affine. L’idée que les applications linéaires se réduisent
aux applications géométriques connues montre que les étudiants n’ont pas encore encapsulé
(Dubinsky 1991) la notion d’application linéaire, qu’ils considérent uniquement comme un
processus et non comme un objet. Nous faisons Phypothése que Pemploi du support visuel
offert par Cabri peut entrainer cette difficulté : dans ce contexte, une application apparait
naturellement comme un processus. Visualiser la notion générale d’application linéaire
semble par ailleurs difficile, méme avec un logiciel adapté ; ceci explique que les étudiants se
replient vers les applications géométriques connues.

2.4 Autres travaux

2.4.1 Enscignement de I’algébre linéaire et structuration du saveir

Behaj étudie dans sa thése (Bebaj 1999) ’enseignement de ’algébre linéaire sous 'angle de
la structuration du savoir, D’aprés Behaj :
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« Nous pouvons imaginer que lorsqu’une personne traite (en situation de résolution) ou regoit
(en situation de cours) une information (définition, ou théoréme, ou propriété, etc.), elle
P'insére, en général, de maniére implicite dans :

une organisation de type « chronologique » : I’information va étre classée a un endroit précis
dans le champ de ses acquis antérieurs,

une organisation dite « topogénétique » : cette information va étre reliée & un certain type d’applications
(exemples, ou exercices, etc.} » (Behaj 1999, p.6)

La structuration est donc une organisation de faits et d’idées chez un individu, organisation
qui va évoluer dans le temps. Pour élaborer un cours, un enseignant effectue une structuration
due contenu qu’il doit enseigner.

Behaj étudie les structurations proposées par les enseignants, I’évolution des structurations
correspondant aux mémes éléments chez les étudiants, ainsi que les apports et les difficultés
liés a différents types de structurations.

La géométrie apparait ainsi lorsque, & 1’occasion d’interviews d’enseignants - chercheurs,
interviews menés dans 1’objectif de préciser la structuration adoptée par ceux-ci en vue de
leur enseignement, se pose la question de la dialectique ancien — nouvean, Behaj choisit ici
une approche théorique proposée par Chevallard. I rappelle que :

« Le savoir enseigné progresse suivant une dialectique de I’ancien et du nouveau.

- tout objet de savoir dont 'apprentissage est visé doit d’abord 8tre présenté comme nouveau, cette nouveanté
justifie le fait qu’il puisse étre ["enjou d’un apprentissage.

- il faut ensuite montrer que cet objet de savoir a une autre face : il s’inscrit dans la perspective de 1* ancien
univers de connaissances qu'il vient enrichir.

La dialectique ancien — nouveau apparait comme une forme particuliére, spéciale aux mathématiques, de ces
. impératifs généraux provenant de la nécessité de « mise en texte » du savoir. » (Behaj 1999, p.10)

En algébre linéaire, se pose la question de I’emploi de la géométrie rencontrée au lycée,
comme pouvant fournir le c6té « ancien » correspondant au « nouveau » proposé en algébre
lin¢aire. Behaj interviewe des enseignants, et repére dans leurs réponses des éléments qui
relévent de la dialectique ancien — nouveau. Il observe notamment des choix de progression
s’appuyant sur les exemples prototypiques de 1’espace géométrique, de IR? et de IR®. Notons
que, parmi les cing enseignants interviewés, trois mentionnent I’emploi de IR", sans qualifier
celui-ci de géométrique ; leur objectif semble étre de conduire « naturellement » les étudiants
a IR, et leur approche reste essentiellement analytique. Seul un enseignant parle explicitement
de géométrie, de dessin, et « d’esprit géométrique » chez certains étudiants ; ce point de vue
apparait d’ailleurs dans I’ensemble des propos de cet enseignant, ef non pas uniquement en ce
qui concerne 1’aspect ancien — nouveau. '

Le role de la géométrie n’est pas essentiel dans les travaux de Behaj. Cependant, les
différences qu’il a pu noter dans les choix faits par les enseignants sont pertinents pour notre
¢tude. I] rappelle que « dans le supérieur, le caractére plus flou des programmes suggére que
le texte du savoir n’est pas trés bien défini. » (ibid., p.12) Ceci le conduit & s> « attendre A voir
I’enseignant jouer un réle plus important, que ce soit pour fixer le texte du savoir lui-méme,
ou pour apporter dans son enseignement des variations locales non négligeables. » (ibid. p.12)
Cette hypothése est largement confirmée par les interviews. Or le role de la géométrie étudiée
au lycée, mais aussi la place accordée & certaines notions d’algébre linéaire & caractére
« géométrique », n’apparaissent pas ou peu dans les programmes officiels ; on peut donc
s’attendre 4 ce que I’enseignant joue un rdle prépondérant dans la mise en texte des savoirs
correspondants, ceci entrainant éventuellement de grandes disparités d’un enseignant a
’autre. '
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2.4.2 Liens entre géométrie et algébre linéaire

C’est dans les travaux de Dorier que la question des rapports entre géométrie et algébre
lin¢aire est posée sous la forme qui constitue le point de départ de notre recherche. Il souligne,
d’une part, différentes interventions de la géométrie dans la genése et 1’évolution de 1’algebre
linéaire ; nous aurons I’occasion de revenir en détail sur cet aspect dans le chapitre suivant.

11 étudie également I'aspect transposition didactique, qﬁi lui permet de préciser la nature du
lien entre I”algébre linéaire et la géométrie dans le fonctionnement du savoir enseigné, et met
a jour des difficultés précises liées & I’emploi du cadre géométrique en algeébre linéaire.

Transposition didactique

L’algébre linéaire sous sa forme : théorie axiomatique des espaces vectoriels apparait pour la
premiére fois comme objet d’enseignement dans le cours de Calcul Différentiel et Intégral fait
au niveau Licence par Cartan en 1939-1940 ; cette initiative sera suivie, et généralisée dés
1954. C’est un objectif d’analyse fonctionnelle qui guidera ces enseignements : I’espace
euclidien doit mener, par un processus de généralisation, aux espaces de Hilbert. Ceci conduit
notamment selon Dorier & minorer I’origine analytique de 1’algébre linéaire (déterminants,
résolution de systémes) pour accentuer le rapport a la géométrie, et ce bien que le cadre
géométrique ait €té insuffisant, d’un point de vue historique, pour le développement de
concepts essentiels d’algébre linéaire, comme celui de rang. Une seconde étape dans le
processus de transposition intervient lorsque, afin de préparer ce cours de CDI, P’algdbre
linéaire est introduite dans les premiers cycles des universités et en classes préparatoires.
Comme les programmes de ces classes comportaient & 1’époque I’étude du vecteur
géométrique, pour les besoins de la mécanique (on distinguait alors vecteur lié, libre, et
glissant), ¢’est le modeéle du calcul vectoriel dans I’espace qui est choisi comme point d’entrée
dans 1’algebre linéaire, accentuant encore I’importance de la géométrie. L’étape suivante sera
constituée par I'introduction de I"algébre linéaire dans les programmes de 1’enseignement
secondaire, au moment de la réforme des mathématiques modernes, en association avec la
rénovation de Penseignement de la géométrie. Nous n’entrons pas ici dans le détail des
travaux de Dorier 4 ce sujet ; nous y reviendrons longuement dans les chapitres suivants.
Nous nous contenterons de noter dés a présent que I’une des conséquences de ce processus de
transposition est de situer I’introduction de I’algébre linéaire dans le domaine de la géométrie.
Or, comme le note Dorier :

« Le concept d’espace vectoriel n’a vraiment émergé dans le savoir savant qu’en rapport & des questions de
dimension infinie en analyse fonctionnelle (et encore dans des espaces ne possédant pas de base dénombrable
dense) ; or, au niveau du savoir enseigné, ce concept se trouve importé, par le processus de transposition
didactique, dans le domaine de la géométrie, donc limité 3 la dimension trois. Comme dans le cas de la distance®,
cette importation est une solution technique au probléme idéologique de P’apprentissage de "abstrait & partir du
concret, qui impose une certaine stratégie d’exposition ... Ainsi le concept d’espace vectoriel va trouver, dans
cette transposition, un mode de fonctionnement trés différent de celui qu’il avait pu avoir dans le savoir savant. »

(Dorier 1997 p.45).

4 (Chevallard et Joshua 1982)
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Finalement, I’algébre linéaire disparait des programmes de 1’enseignement secondaire en
1986 ; mais la question du choix de la géométric comme mode privilégié d’introduction de
I’algébre linéaire est simplement transférée 4 I’enseignement supérieur.

Difficultés liées a l'emploi du cadre géométrique en algébre linéaire

Nous avons évoqué en introduction la question des difficultés spécifiques que pouvait
entrainer le recours au géométrique en algebre linéaire. Dorier en signale un certain nombre,
qu’il désigne comme difficultés liées & I'emploi du « cadre géométrique », terme qui recouvre
dans ses travaux la géométrie affine euclidienne du plan et de P'espace, présentée
indépendamment de Ialgébre linéaire.

1l note ainsi les « erreurs récurrentes liées & la confusion linéaire/affine » (Dorier 1997, p.48) ;
il est en effet fréquent d’entendre les étudiants parler de droites ou de plans vectoriels
parall¢les ; or cette propriété n’a de sens que dans le cas affine. Dés 1990, dans sa thése, il a
pu constater lors d’un test que dans les réponses a la question (issue de travaux de Robert) :

Vrai ou Faux
Soient Dy, D, et Ds trois droites de IR® distinctes dewx a dewx, alors
D+ D+ Ds= IR,

plus du tiers des réponses manifestaient une confusion affine — vectoriel.

Or il semble extrémement difficile d’expliciter pour les éléves les liens entre affine et
vectoriel, en particulier au début de ’algébre linéaire.

Dorier reléve aussi des spécificités du cadre géométrique qui peuvent interférer avec I’algébre
linéaire. Il cite ainsi la technique, vue en terminale, de détermination de I’équation cartésienne
d’un plan de P'espace 4 ’aide d’un vecteur normal {généralement déterminé par le produit
vectoriel de deux vecteurs de base du plan). Dans cette technique, le plan est considéré
comme ’orthogonal d’une droite ; comme le souligne Dorier :

« Elle court-circuite le concept de sous-espace engendré au profit de concepts plus élaborés. Or le sous-espace
engendré est un concept plus élémentaire que Ja dualité dans I’ organisation de P’ algébre linéaire. » (ibid. p. 50)
Enfin, Dorier note que ’emploi de représentations visuelles en algébre linéaire étant limité a
la dimension trois, 1’intérét de celles-ci est discutable, notamment pour certains concepts
fondamentaux comme le rang, qui devient essentiellement pertinent dans des dimensions
supérieures.

Ces observations conduisent Dorier 4 formuler un certain nombre d’hypothéses concernant
I’emploi du cadre géométrique dans I'introduction de 1’algébre linéaire. Tout d’abord il rejette
la présentation qui consiste a introduire les axiomes d’espace vectoriel en vérifiant ceux-ci sur
les vecteurs géométriques. Les propriétés de ces vecteurs ne se résumant pas i ’aspect
linéaire (pas plus que pour les polyndmes, ou les fonctions), il convient de ne les utiliser qu’a
titre d’illustration ; la présentation de I’algébre linéaire comme généralisation des propriétés
de I’espace géométrique est en particulier 4 proscrire. Dorier signale par ailleurs que la
géométrie analytique parait plus pertinente que la géométrie vectorielle pour préparer
I’algébre linéaire : elle permet d’aborder des concepts importants d’algébre linéaire
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(générateurs, intersection de sous-espaces), mais également d’étudier les équations linéaires,
pour lesquelles le passage a des dimensions supérieures a trois semble naturel, En outre,
Dorier note que les interactions entre algébre linéaire et géométrie semblent plus fortes pour
des concepts élaborés, comme celui de transformation linéaire, que pour les concepts
élémentaires. Finalement, selon lui :

« Le cours d’algébre linéaire peut étre I'occasion d’enseigner de la géométrie 3 I"université, dans un rapport

dialectique qui ne prend tout son sens qu’aprés un enseignement assez substantiel d’algdbre linéaire, qui pourra
s’appuyer aussi sur d’autres cadres. » (ibid. p. 52)

Dorier ne recommande donc pas de faire précéder le cours d’algébre linéaire d’un cours de
géométrie, mais d’exploiter le rapport dialectique entre algébre linéaire et géométrie affine en
pratiquant des allers-retours entre les deux domaines.

2.5 Conclusion

Le recours au géométrique dans 1’enseignement d’algébre linéaire est spontanément évoqué
par de nombreux enseignants. En ce qui concerne les enseignants frangais, on peut penser que
cette idée provient du processus de transposition, qui a privilégié la géoméirie vectorielle du
plan et de P’espace comme support a I'introduction de I’algébre linéaire. Toutefois, on
retrouve le méme type d’idées dans des travaux de mathématiciens Nord-Américains (en
particulier dans les recommandations du LACSG) ; il ne peut donc s’agir uniquement des
conséquences de choix de transposition. On observe dans ’essentiel des travaux examinés,
deux éléments en faveur du recours an géométrique :

L’utilisation de dessins, d’images, du registre graphique ;

La généralisation & partir de quelque chose de connu, donc paraissant plus concret, et pouvant
notamment servir de support a I’intuition.

Les travaux 4 caractére didactique soulignent de plus I’intérét des changements de cadre, de
registre, de niveau de description ou de mode de pensée : possibilités qui se rattachent a la
nécessité de flexibilité signalée plus haut. C

Toutefois, les différentes études, théoriques ou expérimentales identifient des difficultés dans
le recours au géométrique.

Hillel et Pavlopoulou soulignent que I’emploi métaphorique de dessins peut induire des
confusions chez les étudiants. Ceci rejoint certaines remarques de-Rogalski, qui, dés le début
de I’expérience menée a Lille, indiguait la nécessité d’un travail spécifique portant sur I*usage
du dessin en algébre linéaire. Les enseignants ressentent-ils cette nécessité, quels usages font-
ils des dessins en algébre lindaire, et quelles conséquences de ces usages peut-on observer
chez les étudiants ? Nous tenterons d’apporter des éléments de réponse 4 ces questions.

La confusion vectoriel / affine, associée 4 ’emploi de figures ou plus généralement d’un
support géométrique, est signalée par plusicars auteurs. C’est I'un des aspects d’une difficulté
essentielle : le choix d’un cours de géométrie affine comme support privilégié a I’introduction
de I’algébre linéaire risque de conduire certains étudiants a appliquer en algébre linéaire
certaines caractéristiques propres a la géométrie affine. De plus, le cadre de la géométrie a
deux ou trois dimensions rencontrée dans I’enseignement secondaire est limité, et semble ne
pas permettre d’introduire certains concepts centraux d’algébre linéaire.

Nous trouvons dans les travaux de Dorier des bypothéses et des questions que nous allons
tenter de tester et d’approfondir dans notre étude. Il recommande tout d’abord de proscrire la
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présentation de I'algebre linéaire comme généralisation de la géométrie vectorielle du plan ou
de I’espace connue au [ycée. Ceci rejoint une hypothése que nous avions faite auparavant en
nous appuyant sur les travaux de Robert (1998). Selon Dorier, la géométrie analytique serait
plus pertinente que la géométrie vectorielle pour introduire 1’algébre linéaire ; par ailleurs, les
interactions entre géométrie et algébre linéaire seraient plus fortes pour des concepts élaborés.
Ceci nous conduit 4 formuler la question suivante : existe--il un cours de géométrie qui
pourrait constifuer un support particuliérement propice a l'introduction de 'algébre linéaire,
ou de certaines parties, & préciser, de I'algébre linéaire ?

Ce ne seront donc peut-étre pas les notions de géométrie « du lycée » qui serviront de support
a une généralisation, mais des versions « évoluées » de ces notions, déja modifides par
I'algébre linéaire. Ceci nous améne a examiner le processus d’évolution, et de modification de
notions de géométrie vues dans le secondaire par I’introduction de ’algébre linéaire.

3. De la géométrie vers ’algébre linéaire : traduire
une évolution ?

L’une des formes possibles du recours au géométrique est I'emploi d’une géométrie,
indépendante de ’algébre linéaire, comme support i I’introduction de celle-ci. Cette
géométrie est peu 4 peu modifiée par les notions introduites, jusqu’a pouvoir apparaitre
comme une application, veire comme une restriction a la dimension trois, de I’algébre
linéaire.

Il existe d’autres possibilités d’articulation entre géométrie et algdbre linéaire, et plusieurs
géométries pouvant servir de point de départ. Nous examinerons plus particuliérement le cas
ol la géométrie retenue est celle vue au lycée. Nous serons dans tous les cas amenés & rendre
compte de 1’évolution d’un savoeir ; nous allons donc naturellement examiner des éléments
didactiques théoriques qui peuvent contribuer a décrire une telle évolution. Nous aborderons
ici la notion de niveau de conceptualisation (Robert 1997), qui nous permettra de décrire
I’évolution de certaines notions, rencontrées dans le cours de géométrie au lycée, et présentes
en algébre lindaire. Les propriétés, les théorémes attachés & ces hotions, et méme les
définitions sont modifiées dans ce processus ; nous interpréterons ces modifications en termes
de niveaux de conceptualisation. De méme les tiches associées 3 ces notions évoluent ; pour
analyser cette évolution, nous aurons recours a la notion de praxéologie mathématique
introduite par Chevallard (1995), et que nous présentons donc également ci-dessous. De plus,
nous évoquerons briévement la notion de rapport au savoir, a laquelle est rattachée la notion
de praxéologie.

3.1 Niveaux de conceptualisation

La notion de niveau de conceptualisation, introduite par Robert, désigne :

« Un palier dans un champ de connaissances mathématiques (champ conceptuel), correspondant & une
organisation cohérente d’une partie du champ, caractérisée par des objets mathématiques présentés d’une
certaine fagon, des théorémes sur ces objets, des méthodes associées a ces théorémes, et des probiémes que les
€léves peuvent résoudre avec les théorémes du niveau considéré. » (Robert, in Dorier et al. 1997, p.149).
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Elle signale que des notions, des problémes, peuvent étre abordés & différents niveaux de
conceptualisation.

Par exemple, pour la notion de base que nous avons déja citée plus haut, celle-ci est tout
d’abord définie au lycée comme deux vecteurs non colinéaires du plan, ou trois vecteurs non
coplanaires de I’espace. En algébre linéaire, il s’agira d’une famille libre et génératrice d’un
espace vectoriel. En analyse fonctionnelle, on parlera de base de Schauder dans un espace de
Banach pour désigner une famille libre engendrant un sous-espace dense. 11 ne s’agit pas
simplement de notions différentes, mais d’une méme notion, celle de base, présente 4 trois
niveaux de conceptualisation différents. Trois champs de connaissances mathématiques sont
en effet en jeu ici : la géométrie vectorielle du plan et de ’espace, ’algébre linéaire théorique,
et les espaces fonctionnels. On peut observer, lors du changement de niveau, des continuités
et des ruptures dans les définitions de la notion de base. Ainsi, Ia notion de famille libre est
présente dans les trois cas, bien qu’elle soit implicite au premier niveau (dans le passage du
deuxiéme au troisiéme niveau, ¢’est exactement la méme notion).

En revanche, dans le premier cas, en I’absence de la notion de dimension, I’aspect générateur
est occulté. Il devient ensuite essentiel ; puis, dans le cas d’un espace vectoriel norms,
intervient de plus une composante topologique qui était absente auparavant. La notion de
« base » a €t€ modifiée par ce processus ; elle a été généralisée, et a acquis des propriétés
nouvelles.

Le repérage des différents niveaux est délicat, et il ne suffit pas dans notre cas de considérer
que la géoméirie vectorielle vue au lycée forme un premier niveau, ’algébre lindaire de
DEUG un autre et I’étude des espaces fonctionnels, rencontrée en licence ou maitrise un
troisi¢éme. Robert montre ainsi que le programme de géométrie du lycée se situe généralement
4 un niveau €lémentaire, non axiomatique, mais comporte également des objets et propriétés
issus d’un niveau supérieur. En algébre linéaire, on peut également citer la dualité, dont
Pintroduction conduit 4 un autre nivean de conceptualisation, car elle apporte un ensemble de
notions et de propriétés nouvelles. Or la place accordée & cette introduction dans
Penseignement universitaire est trés variable ; il faudra parfois attendre la préparation au
CAPES ou a I'agrégation pour que la dualité soit abordée. Donc les différents niveaux de
conceptualisation n’apparaissent pas comme de simples raffinements du programme
d’enseignement, suivant la méme progression que celui-ci. Nous ne tenterons pas de
déterminer de maniére exhaustive les niveaux en jeu depuis la géométrie du lycée jusqu’a
I’étude des espaces fonctionnels. Nous nous pencherons plutdt, dans le chapitre 4, sur des
notions et des problémes qui peuvent étre abordés a différents niveaux de conceptualisation,
afin de préciser les continuités et les ruptures éventuelles. Ceci nous permettra notamment de
dégager les liens entre I’algébre linéaire et la géométrie vue dans I’enseignement secondaire,
liens qui pourraient étre soulignés lors de P’introduction de I’algébre linéaire. Nous
chercherons également 4 déterminer par ce biais les apports possibles d’un cours d’algebre
linéaire limitée 4 la dimension 3 précédant la présentation de la théorie compléte. Pour étudier
ces différentes possibilités, nous examinerons également les tiches portant sur les notions que
nous aurons retenues, C’est pourquoi nous allons retenir le cadre théorique élaboré par
Chevallard autour de la notion de rapport au savoir, et plus particuliérement de praxéologie ;
en effet ce cadre permet une étude précise des tiches proposées aux étudiants.
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3.2 Rapports institutionnels-rapports personnels

Chevallard développe une théorie anthropologique des savoirs, théorie dans laquelle la notion
d’institution (qui désigne ici un systéme de pratiques sociales) est fondamentale.

Selon lui, tout savoir est attaché 4 au moins une institution ; dong :

« Un individu ne peut entrer en rapport avec un savoir qu’en entrant en relation avec une ou des institutions. »
(Chevallard 1989, p.213).

Dans une institution I dans laquelle un savoir S est présent, se produit un découpage de S qui
engendre un systéme d’objets de savoir O°, I existe pour chacun de ces objets un rapport
institutionne] :

« Pour chacun de ces objets institutionnels de savoir O° existe alors un rapport institutionnel Ry(0%). Le rapport

institutionnet 2 O° énonce, en gros, ce qui se¢ fait dans ] avec 0%, comment O° ¥ est mis en jeu ; ou encore, en
termes plus imagés, ce qu’est le destin de O° dans I » (ibid., p.213)

Chevallard précise que ce rapport est un rapport idéal, qui n’est celui d’aucun sujet concret de
I’institution. Les sujets développent, pour un objet donné, un rapport personnel qui dépendra
notamment des différentes institutions dans lesquelles le sujet a été en rapport avec cet objet.

La notion de rapport personnel est définie de la maniére suivante :

« Un individa X ne peut avoir, 3 un objet de savair donné O°, qu’un rapport persormnel, lequel est un émergent
d’un systéme de relations institutionnelles, relations ternaires ot I'individu X entre avec 1’objet de savoir O° et
un ou des agents de I'institution 1. » (ibid., p.226)

Ce rapport évolue constamment ; selon Chevallard, ce sont les tiches qui seront accomplies
par le sujet dans les différentes institutions qui seront déterminantes pour I’élaboration de ce
rapport :

« Le rapport institutionnel 4 un objet, pour une position institutionnelle donnée, est fagonné et refagonmé par
’ensemble des tiches que doivent accomplir, par des techniques déterminées, les personnes cccupant cette
position. C’est ainsi I"accomplissement des différentes tAches que la personne se voit conduite 3 réaliser tout au

long de sa vie dans les différentes institutions dont elle est le sujet successivement ou simultanément qui
conduira 4 faire émerger son rapport personnel 4 "objet considéré. » (Bosch, Chevallard, 1999)

Pour les objets de la géométrie du lycée qui sont utilisés en algébre linéaire, et modifiés par
I'introduction de celle-ci, I’évolution peut donc é&tre interprétée et décrite comme une
évolution du rapport institutionnel 4 ces notions, suivant les différentes institutions en jeu :
« lycée », « DEUG scientifique », puis éventuellement « maitrise de mathématiques ».
Cependant, pour les deux derniéres institutions mentionnées, et en particulier en ce qui
concerne le DEUG, la détermination du rapport institutionnel est délicate. En effet, ¢’est
P’analyse du texte du savoir qui apparait comme le principal moyen de détermination du
rapport institutionnel.

Or si on peut considérer, dans ’enseignement secondaire, que le texte du savoir peut &ire
approché¢ par I’étude des programmes et des manuels, ce n’est pas le cas dans I'enseignement
universitaire. Les programmes sont en effet remplacés par des plaquettes assez succinctes
dans la plupart des universités ; quant aux manuels et cours polycopiés qui donnent plus de
détails, nous verrons que leur contenu est trés variable en ce qui concerne certaines des
notions sur lesquelles nous nous penchons : ainsi les notions de symétrie, de projection,
peuvent apparaitre uniquement en exercice, et dans le cadre de la dimension inférieure o
égale d trois, ou 4 "opposé faire I’objet d’une présentation théorique. '

Ce sont en fait les exercices proposés aux étudiants dans les manuels et les feuilles de travaux
dirigés, et les tiches correspondantes qui nous permettront d’approcher le rapport
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institutionnel. Nous présentons ci-dessous les éléments théoriques développés par Chevallard
auxquels nous aurons recours pour étudier en détail ces tAches. Dans la suite de notre étude,
nous ne formulerons pas nos observations en termes de rapports personnels ou de rapports
institutionnels, bien que ces notions soient sous-jacentes dans les résultats que nous
présenterons. Pour ’aspect institutionnel, nous avons retenu, outre les praxéologies que nous
allons maintenant présenter, la notion de niveaux de conceptualisations. Pour I’aspect
personnel, nous présentons dans la partie suivante un cadre théorique issu des travaux de
Fischbein et qui nous permet de rendre compte de choix des enseignants et de comportements
des étudiants. :

3.3 Praxéologies

La notion de praxéologie mathématique permet une analyse fine des pratiques attendues des
€léves et des étudiants dans les différentes institutions que nous rencontrerons, en rapport
avece les notions que nous aurons retenues (notions rencontrées dans le cours de géométrie au
lycée, et encore présentes dans le cours d’algébre linéaire 3 "université).

Une praxéologie, ou organisation praxéologique, est selon Chevallard un quadruplet
[T/%/6/©]. T représente un type de tiches, présent dans une institution donnée. 1, 1a technique,

est une maniére d’accomplir les tches appartenant au type de tiches T. Drapres Chevallard, il
y a dans une institution donnée une seule technique, ou du moins un petit nombre de
techniques, correspondant 2 une tiche donnée ; nous aurons Poccasion de revenir sur cette
question dans la suite de notre étude. La partie [T/t]représente selon Chevallard le bloc

pratico-technique, usuellement appelé savoir-faire.
9, la technologie, est :

« Un discours rationnel — le logos — sur la technique — la tec/mé -, discours ayant pour objet premier de justifier
« rationnellement » la technique T, en nous assurant qu’elle permet bien d’accomplir les thches du type T, c’est &

dire de réaliser ce qui est prétendu. » (Chevallard 1999, p.226)

Quant 2 la théorie , c’est également un discours, qui joue par rapport  la technologie le role
que celle-ct joue par rapport & la technique : justifier, expliquer la technologie. Chevallard
appelle bloc technologico-théorigue la partie [6/0].

Toute praxéologie, relative 4 um type de tiches T donné, est attachée 3 une institution. Pour ce
qui nous concerne ici, ¢’est 4 dire I’évolution de notions rencontrées en géométrie dés le
lycée, il sera pertinent de comparer, pour un méme concept, les praxéologies en jeu dans
I’institution « enseignement secondaire », et celles qui apparaitront dans les insfitutions
« DEUG », voire « maftrise de mathématiques ».

Ceci nous permettra de repérer les lien et les ruptures lors de changements de niveaux de
conceptualisation. Nous pourrons ainsi dégager des possibilités en termes d’articulation
algébre linéaire-géométrie, et répondre & des questions du type : comment est-il possible de
s’appuyer sur la géométrie du lycée dans un cours d’algébre linéaire ? Peut-on envisager un
cours de géométrie qui compléte celui du lycée, et permette d’atténuer les ruptures entre les
différents niveaux de conceptualisation ? '
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4. Choix d’un cadre théorique : Pintuition
géométrique dans les travaux de Fischbein

L’intervention du géométrique en algébre linéaire revét de multiples aspects. Ce que nous
avons présenté ci-dessus nous permet de tenir compte des éléments interprétables en termes
de flexibilité, d’une part, et de ceux qui relévent d'une évolution ayant pour point de départ la
géométrie vue au lycée d’autre part. Il est donc important de disposer d’un cadre théorique qui
nous permette de prendre en compte simultanément ces deux types de questionnement.

De plus, certains aspects importants de I’intervention du géométrique ne peuvent pas étre
décrits de maniére satisfaisante en employant uniquement ces deux approches. Ainsi, 1'emploi
de figures en algébre linéaire n’a été jusqu’a présent abordé que par le biais des registres ; or
cette question ne peut se limiter 4 des problémes de conversion de registre. Le méme dessin
peut étre utilisé pour représenter une projection orthogonale sur un plan dans ’espace, et pour
figurer la distance de la fonction sinus 4 P’espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a
trois. 11 est clair que ces deux usages du dessin ne relévent pas de la méme démarche ; nous
devons donc disposer d’un cadre théorique qu1 nous permette de tenir compte de teﬂes
différences.

Par ailleurs, les enseignants — chercheurs déclarent souvent que les étudiants comprendraient.
plus facilement 1’algébre linéaire §’ils avaient développé « I’intuition géométrique »
nécessaire ; ils ?resentent la géométrie comme pouvant fournir un « support intuitif » en
algébre linéaire”. Or ce qu’ils entendent par ce terme reste mal défini ; nous pouvons
considérer que cette « infuition géométrique » englobe notamment tous les éléments que nous
avons déja mentionnés : I’emploi d*un dessin, d’une situation vue en géométrie aun lycée, dans
un probléme d’algébre lindaire relévent de « I’intuition géométrique ».

C’est la théorie développée par Fischbein qui va nous permettre, d’une part de clarifier ce que
désigne le terme « intuition géométrique », et d’autre part de disposer d’un cadre théorique
englobant tous les éléments que nous avons mentionnés plus haut. Nous allons présenter en
détail cette théorie ; afin de mieux situer les travaux de Fischbein et de montrer en quoi ceux-
ci nous semblent nécessaires pour une étude portant sur ’intuition géométrique, nous allons
au préalable aborder la question plus vaste de I’intuition en mathématiques,

4.1 L'intuition en mathématiques : de multiples sens

L'importance de l'intuition en mathématiques est fréquemment soulignée par les enseignants
comme par les mathématiciens, y compris par les partisans d'une approche structurelle et
formaliste. Ainsi Dieudonné reconnait l'mzportance de l'intuition dans les travaux de
mathématiciens brillants :

"Ces créateurs scientifiques se distinguent par une imagination trés vive associée 3 une compréhension profonde
du matériel qu'ils étudient. Cette combinaison mérite d'étre appelée "intuition”, bien qu'elle n'aie rien de commun

avec la sxgmﬁcat;on habituelle de ce mot dans le langage ordinaire, puisqu'elle s'applique 4 des "objets” qui n'ont
en général aucune image dans le monde de nos sens.” (Dieudonné 1974, p.70)

11 considére également que 'intuition doit étre développée chez les éléves et les étudiants :

* Voir 4 ce sujet Ja citation p.1 (CREM 2000).
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"L'objectif ultime de I'enseignement des mathématiques & n'importe quel niveau est certainement de donner a
I'étudiant une "intuition" solide des objets mathématiques qu'il a 3 manipuler. Mais l'expérience montre que ceci
ne peut Stre atteint qu'a travers une longue familiarisation avec le sujet et des tentatives répétées pour le
comprendre sous tous les angles possibles."(ibid. p.74)

Ces deux citations ont un méme auteur, et sont extraites d'un méme article ; cependant le mot
"intuition" prend dans chacune d'entre elles un sens différent, i€ a Iactivité a laquelle il est
associé. L'intuition du créateur est pour Dieudonné une combinaison de compréhension et
d'imagination ; il semble en revanche que dans le cas de 1’étudiant, Dieudonné indigue un
moyen de développer la compréhension, mais ne fait aucune recommandation en ce qui
concerne I’imagination. Dans cet article Dieudonné répond 4 un célébre texte de Thom : "Les
mathématiques modernes : une erreur pédagogique et philosophique 9" dans lequel Thom
s'exprime lui aussi sur la question de 'intuition en mathématiques. 11 critique la réforme des
mathématiques modermnes, et en particulier les dangers d'une présentation trop théorique et
axiomatique de la géoméirie, aux dépends de la géométrie euclidienne traditionnelle en
écrivant :

"“Tout mathématicien doié¢ d'un tant soit peu d'honnéteté intellectuelle reconnaitra que, dans chacune de ses
démonstrations, il est capable d'attacher un sens 4 chacun des symboles qu'il manipule... hypothése d'idées
platoniciennes informant l'univers est, en dépit des apparences, la plus naturelle, et philosophiquermnent, la plus
économique. Mais de ce monde des Idées, les mathématiciens n'ont 4 chaque instant qu'une vision incompléte et
fragmentaire. De ce fait, toute démonstration est avant tout la révélation d'une nouvelle structure, dont les
éléments gisaient séparés dans Iintuition, et dont le raisonnement reconstruit la genése progressive... Car le
monde des Idées excéde infiniment nos possibilités opératoires, et c'est dans l'intuition que réside I'ultime ratio

de notre foi en la vérité d'un théoréme - un théoréme étant avant tout, selon une étymologie aujourd'hui bien
oubliée, I'objet d'une vision." (Thom 1972, p.230)

Dans ce texte apparaissent encore deux nouveaux sens du terme intuition, liés, comme dans le
cas de Dieudonné, a l'activité mathématique en jeu. :

En effet, selon Thom, l'intuition peut contenir les éléments dume structure qui sera ensuite
révélée par le raisonnement ; ainsi l'intuition apparait presque comme faisant partie de
l'inconscient du mathématicien. Mais elle est également proche dune forme de conviction
intime, lorsqu'il s'agit d'assurer la validité d'un résultat.

Ainsi les mathématiciens attribuent au terme intuition de multiples sens, ce qui a conduit
certain d'entre eux 3 tenter une étude approfondie de cette notion, études dont nous allons
donner maintenant quelques exemples. ‘

Klein (1898) distingue intuition naive et intuition raffinée ; il va jusqu’a attribuer a une et
I’autre des causes racistes.
* 1f semblerait que ’intuition naive' de I’espace est 4 un haut degré un attribut prééminent de la race teutonique,

tandis que le sens critique et purement logique est plus développé dans les races latines et hébraiques. ” (Klein,
1898).

11 a une conception hiérarchisée du role de ces deux intuitions ; l'intuition natve intervient au
début du développement d'une théorie : il cite I'exemple du calcul différentiel et de Newton,
admettant l'existence de la vitesse d'un point mobile. En revanche chez Euclide, on trouve
selon lui un exemple d'intuition raffinée ; Klein émet I'hypothése que la géométrie d'Euclide a
du étre précédée d'un stade naif de développement.

Pour lui, "I'intuition naive manque de rigueur, tandis que l'intuition raffinée n'est pas du tout, &
proprement parler, une intuition et tire plutdt son origine du développement logique d'axiomes
regardés comme parfaitement rigoureux.”

Nous pouvons noter que l'intuition raffinée, dont il soulignera I'importance n'est pas pour lui
une intuition "2 proprement parler"”.
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On peut rapprocher les deux types d’intuitions distingués par Klein de ce que Bouligand
appelle, dans son livre intitulé “ Les aspects intuitifs de la mathématique » (Bouligand 1944)
intuition immédiate et intuition prolongée. Selon Bouligand :

“1I s’effectue comme une sorte de travail étagé. It y a des intuitions qui sont lides au souvenir d’objets concrets :
tel est bien le cas de celles qui suscitent respectivement la notion de continuité, celle de rectilignité, celle de
droite perpendiculaire & un plan ainsi qu’un grand nombre d’autres, d’origine géophysique par exemple. On peut
les englober dans le terme : Intuition immédiate. “(Bouligand 1944, p.15)

D’autre part, il existe un type d’intuition conduisant & des associations d’idées et permettant
de “ découvrir, soit I’équivalence de problémes distincts an premier abord, soit des catégories
d’objets différents quant & leur nature, mais cependant donnant lieu & un méme systéme de
relations “(Bouligand 1944, p.15) : il s’agit alors d’intuition prolongée. Bouligand distingue
encore un autre type d’infuition qu’il appelle contre-intuition, et qui procéde selon lui de
Pesprit critique ; la contre-intuition suggére au chercheur des contre-exemples permettant
d’éviter certains piéges dans I’élaboration d’une théorie.

Chez Bouligand comme chez Klein, on observe donc une opposition entre une forme “ brute ”
d’intuition et une ou des formes plus élaborées. Cependant leurs points de vue sont
sensiblement différents.

Le point de vue de Klein est plus épistémologique (4 'exception bien siir des sous-entendus
raciaux) : I'intuition naive correspond 4 une forme primitive d’une théotie mathématique, elle
est imparfaite et induit nécessairement des erreurs ; une fois la théorie élaborée, il n’y a plus
de place pour celle-ci et intervient alors I’intuition raffinée, liée aux axiomes.

Bouligand propose une étude de nature psychologique, détaillant les caractéristiques de
Pintuition. L’intuition prolongée est appelée ainsi car elle prolonge I'intuition immédiate,
dans des domaines qui ne sont plus accessibles & nos sens ; ces deux types d’intuitions
peuvent engendrer des erreurs ; et tous deux interviennent en mathématiques, méme dans une
théorie aboutie.

L'é¢tude de l’intuition que Poincaré propose méle les aspects psychologiques et
épistémologiques. 11 distingue dans un premier temps trois types d'intuition : intuition
sensorielle, l'intuition généralisante, et l'intuition pure (Poincaré 1902). L'intuition sensorielle
est rapidement limitée ; il écrit notamment :

"nous ne pouvons, par exemple, nous représenter le chiligone ; et cependant nous raisonnons par intuition sur les
polygones en général, qui comprennent le chiligone comme cas particulier,"(ibid p33).

Poincaré se penche donc en particulier sur I'intuition pure (4 laquelle il a en fait également
rattaché l'intuition généralisante).

11 existe selon lui deux sortes d'intuition pure ; I'intuition du noml;;re' pur, et celle des formes
logiques pures.

L'intuition du nombre pur est une intuition infaillible, conséquence de la structure de l'esprit
humain ; 'exemple central qu'en donne Poincaré est le principe de I'induction compléte. Ce
type d'intuition est trés proche de l'intuition pure de Kant.

Le second type d'intuition pure est lié & la compréhension ; I'intuition des formes logiques
pures est nécessaire pour l'invention mathématique : elle guide I'activité du mathématicien,
qui ne peut se résumer a une simple application de la logique. Mais elle intervient aussi en
dehors de l'activité d'invention, pour comprendre une théorie ou embrasser I'ensemble d'une
démonstration.

Dans les quelques travaux que nous venons d'esquisser, il est frappant de constater que les
auteurs partent d'abord d'un point de vue philosophique et se tournent peu & peu d'une maniére
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plus ou moins marquée vers un point de vue psychologique ; ils tentent en fait de déterminer
les origines possibles de l'intuition, les conditions de son existence. Il apparait ainsi que
l'aspect psychologique de I'étude de I'intuition est indispensable pour comprendre la nature et
les réles possibles de celle-ci.

Des travaux de mathématiciens sur l'intuition, celui de Poincaré est I'un des plus achevés ;
cependant il reste trés insuffisant pour le travail que nous voulons entreprendre, surtout dans
l'optique d'une analyse dont les finalités sont didactiques.

Notre étude nécessite une définition précise de I'intuition géométrique, donc des facteurs qui
conduiront 4 une telle intuition (qui la différencieront, par exemple, d'une intuition purement
algébrique) et des critéres permettant d'identifier les interventions de celle-ci.

Clest dans les travaux de Fischbein, en particulier en ce qui concerne les facteurs d'intuition,
gue nous avons trouvé un cadre suffisamment riche pour l'analyse des interventions de
I'intuition géométrique dans des ceuvres d'auteurs et d'époques variés, mais également chez les
enseignants et les étudiants pratiquant 1’algébre linéaire.,

4.2 Les travaux de Fischbein sur Pintuition

Fischbein a consacré une importante partie de ses travaux & [’analyse des mécanismes de
Iintuition en mathématiques. L essentiel de ceux-ci est présenté dans le livre “ Intuition in
science and mathematics ” (Fischbein 1987) ; nous allons tenter de retracer ici les grandes
lignes de la théorie qu’il y développe, en détaillant les points qui seront pertinents pour notre
analyse. Nous serons également amenés & aborder une autre partie des travaux de Fischbein,
dans laquelle il introduit et étudie 1a notion de concept figuratif (dont nous verrons que I’étude
a été prolongée en didactique des mathématiques).

4.2.1 Role de Pintuition
Le besoin de certitudes

Selon Fischbein, le rble essentiel de I'intuition est de répondre 4 notre besoin naturel de
certitudes ; c’est ce besoin, élément incontournable de toute activité mentale, qui nous conduit
a fabriquer des représentations et des interprétations apparemment évidentes,

“L’intuition n’est pas la principale source de connaissances certaines, mais elle semble 1’8tre, parce que c’est
exactement son r0le : créer I"apparence de certitude, conférer & différentes interprétations ou représentations un
caractére de certitude intrinséque et indiscutable. ” (Fischbein 1987, p.12)°

Fischbein précise ce réle en écrivant :

“ L’intuition résume I"expérience, offte une représentation compactée et globale d’un groupe de données, pallie &
Pinsuffisance d’informations, introduit des interprétations significatives pour le comportement dans un processus
de réflexion, et donc confere & I'activité mentale les qualités de continuité, de fermeté ot d’efficacité qui
caractérisent un comportement actif et adaptatif. Mais, dans le méme temps, I’intuition reste une source d'erreurs
potentieiles, car elle ne constitue pas simplement un double de conditions données. Son réle est d’offrir des

¢ Les citations extraites de (Fischbein 1987) sont traduites par nos soins.
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représentations significatives sur le plan du comportement, structurées, intrinséquement crédibles, méme si ces
qualités n’existent pas en fait dans la situation donnée. ™ (ibid., p.12)

Nous avons besoin de certitudes pour agir, quand bien méme celles-ci ne seraient
qu’apparentes.

Réle de Iintuition en mathématiques

L’histoire des mathématiques, et les efforts des mathématiciens pour éviter de reposer sur des
concepts intuitivement admis ont contribué a identifier les mécanismes intuitifs ; ainsi la
recherche des fondements, notamment pour la géométrie, pose le probléme de la nature des

g

axiomes : propriétés "intuitivement évidentes®, ou simples conventions ?

Nous avons vu dans ce qui précéde des débats entre mathématiciens sur I'intuition, certains
. allant méme jusqu'a préconiser I'emploi de celle-ci pour assurer la validité d'une
démonstration.

Le rble de I'intuition explique selon Fischbein pourquoi des mathématiciens, méme partisans

d’une approche axiomatique, utilisent dans leurs travaux des procédures de nature intuitive : il

identifie 13 une expression du besoin de repéres apparemment stables.

Le monde des mathématiques est “ un monde de constructions mentales, régies par des lois
3%

formelles *; la certitude intrinséque offerte par les objets réels est remplacée en
mathématiques par une certitude de type formel.

Cependant, selon Fischbein, qui se base sur les écrits de mathématiciens et sur le résultat de
différentes études expérimentales, d’un point de vue psychologique un raisonnement
mathématique productif ne peut reposer sur des bases purement formelles :

“ 11 semble que tout le systéme reste stérile s’il ne reste pas intimement en contact avec ses sources originales et
authentigues. * (ibid., p.17)

Significations intuitives des concepts mathématiques

D’aprés Fischbein, on a toujours tendance a produire des interprétations complémentaires des
concepts abstraits afin de conférer & ceux-ci la crédibilité nécessaire 4 un comportement
productif.

P

Il cite Pexemple de la droite, particuliérement pertinent pour notre étude :

“Le concept de droite n’a pas de signification objective...c’est une convention, définie dans le cadre d’un
certain groupe d’axiomes, qui peut éire changé. Mais; par extrapolation (d’une signification dépendant du
contexte a un concept universel) on en fait un concept absolu, on lui confére 1'indiscutabilité d"un fait existant
objectivement. ” (Fischbein 1987, p.20)

C’est ce que Fischbein appelle “ une signification intuitive ” ; de méme que la droite, tous les
objets de la géométrie élémentaire ont une telle signification, qui leur confére une évidence
semblable 2 celle des objets réels.
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Structures axiomatiques et intuition

Toute structure axiomatique est associée 4 un modeéle qui permet au raisonpement de
s’appuyer sur des faits qui ont les qualités d’évidence de faits réels. Le modéle, qui posséde
une structure intrinséque, est indispensable pour vérifier la validité d’un systéme axiomatique.
Citons ici encore les propos de Fischbein :

“ La structure axiomatique est I’état final atteint par un corpus mathématique aprés que ce corpus a été obtenu
par d’autres moyens que la simple déduction... on construit un systéme d’axiomes en partant d’un ensemble
particulier de concepts relativement familiers, possédant une structure interne (par exemple les points et les
droites comme ceux-ci apparaissent dans la géométrie élémentaire) et on essaie de formuler des considérations
geénérales sur cet ensernble de concepts. * (ibid., p.23)

Le modéle est donc indispensable pour déterminer les axiomes, faire les vérifications
d’indépendance et de complétude, et suggérer les théorémes importants qui seront associés au
groupe d’axiomes.

Nous allons maintenant revenir en détail sur ’emploi de modéles comme facteurs d’intuition,
emploi qui est central pour notre étude, et qui va au-deld de la détermination d’une structure
axiomatique adéquate.

4.2.2 Les modéles comme facteurs d’infuition

Fischbein distingue de nombreuses sources possibles d”infuition ; nous présentons ici ce qui
se rapporte 4 I’emploi de modeles, car c’est cet aspect qui est en jeu en algébre linéaire, et va
nous permetire de préciser et de décrire ce que I’on peut appeler « intuition géométrique ».

Les modeles constituent une source fondamentale de connaissances intuitives ; ils permettent
de remplacer une notion par un substitut intuitivement acceptable.

Fischbein définit ainsi la notion de modéle :

"Un sysiéme B représente un modéle du systéme A si, sur la base d'un certain isomorphisme, une description ou
une solution produite dans A admet un correspondant cohérent dans B et vice versa.” (ibid., p.121)

Un modeéle suggére des questions pertinentes, inspire des stratégies de résolution, permet de
vérifier la validité¢ d'un résultat ; un modéle sera efficace s'il est suffisamment fidéle 2
V'original (sur un plan structurel) et qu'il a cependant une relative autonomie par rapport 3
celui-ci. .

Modeéles abstraits et modéles intuitifs

Une premiere distinction peut étre faite entre modéles abstraits et modéles intuitifs.

D’aprés Fischbein, les relations mathématiques sont habituellement des modéles abstraits
pour une certaine réalifé concréte.

Dans le cadre qui nous préoccupe, on peut dire par exemple que l'espace euclidien de
dimension 3 est un modele abstrait de 'espace ambiant.

Un modele intuitif en revanche offre les caractéristiques dune réalité concréte, bien qu'il
dépasse souvent celle~ci ; notons cependant que ceci n'exclut pas qu'une théorie mathématique
puisse jouer le rble de modéle intuitif.
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Ainsi un dessin représentant un plan dans l'espace peut intervenir comme un modéle mtuitif
de plan vectoriel, ou méme de sous-espace vectoriel. Mais il est €galement possible d'utiliser
la géométrie vectorielle du plan comme modgle intuitif pour Palgeébre lindaire en dimension 2,
voire pour 1’algébre linéaire générale. Plus geénéralement, toute géométrie (selon le sens que
nous avons attribué a ce terme en introduction) peut jouer le réle de modéle intuitif, car
présente ’aspect concret nécessaire 3 un tel modéle.

Modéles explicites et modéles implicites

Un modele est explicite ¢'il est utilisé délibérément, pour aider 4 la compréhension et 3 la
résolution de problémes.

Un modéle implicite au contraire est produit spontanément, et utilisé de manidre plus ou
moins inconsciente par le sujet.

Cette distinction doit étre examinée avec précaution ; il nous semble notamment possible
qu'un modele qui a été délibérément introduit lors d'un enseignement soit par la suite utilisé
de maniére inconsciente, hors du contexte initialement visé.

Modkéles analogiques et modéles paradigmatiques

Une analogie se manifeste entre deux entités si celles-ci présentent certaines similarités, qui
permettent d'en supposer d'autres. '

Un modele analogique et I'original auquel il est associé appartiennent a deux champs
conceptuels différents ; pour &tre réellement efficace, un modéle analogique doit étre
suffisamment indépendant de I'original ; il pourra ainsi guider un questionnement sur
l'original, suggérer des propriétés ou méme des notions.

Fischbein oppose & la notion de modéle analogique celle de modéle paradigmatique, qui
désigne une sous-classe de l'original, employée comme modéle.

Le modéle paradigmatique n'est pas indépendant de l'original ; il n’est pas non plus un simple
exemple, car il doit pouvoir sembler représentatif pour I’ensemble de Poriginal. 1l aide & la
compréhension de l'original ; le sujet le garde ensuite a l'esprit et I'utilisera dans les
résolutions de problémes. C'est ce modéle qui permet 3 un concept d'étre productif pour le
sujet. Fischbein cite, pour expliquer la notion de modéle paradigmatique, 'exemple de la
conjugaison des verbes frangais du premier groupe. Lorsque celle-ci est présentée aux éléves,
on ne leur donne pas les terminaisons cotrespondant aux différents pronoms ; on soumet
plutét I’exemple d’un verbe, comme « chanter ». Le rappel de la régle se fait ensuite en
faisant appel 4 cet exemple.

Nous montrons dans la suite de notre travail qu*une géométrie peut intervenir comme modéle
analogique pour l'algébre linéaire, s’il s’agit d’une science autonome, répondant a des lois
propres, qui peuvent étre basées sur un systéme d'axiomes, & condition que celui-ci soit
indépendant de I'algébre linéaire. '

Mais nous verrons aussi parfois une géométrie, considérée comme simple application de
l'algebre linéaire, et employée comme modéle paradigmatique pour celle-ci.
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L'ensemble des vecteurs "géométriques” de I'espace peut &tre ainsi employé comme exemple
privilégié d'espace vectoriel de dimension 3, voire d'espace vectoriel général, c'est 4 dire
comme modéle paradigmatique, ceci d'autant plus que tous les espaces vectoriels de méme
dimension sont isomorphes,

Fischbein souligne le fait que I'emploi d'un modéle quel qu'il soit comporte des risques ; la
relative autonomie du modéle peut attirer 'attention sur des faits non pertinents ; méme les
modeles explicites comportent des composantes dont nous ne sommes pas toujours conscients
et qui peuvent induire des erreurs.

Différents types de modéles analogiques

Fischbein distingue les analogies intramathématiques des analogies extramathématiques.

Dans une analogie intramathématique, il est possible que le modele et Foriginal « n’utilisent
aucun moyen intuitif explicite, mais seulement un symbolisme numérico-algébrique »
(Fischbein 1987 p.129), c’est 4 dire soient tous deux représentés dans un registre numérique,
et/ou algébrique.

Mais le cas qui retiendra notre attention ici est celui oi le modéle analogique est de type
intuitif, tandis que l'original est de type symbolique.

Une analogie extramathématique intervient quand le modéle n'appartient pas au domaine des
mathématiques ; le plus souvent, il s'agira d'un dessin.

Ces deux derniers types d'analogies : intramathématique intuitif et extramathématique
figuratif (par la suite, nous désignerons un tel modéle simplement comme modéle figuratif)
sont fréquemment associées. En effet, un modéle mathématique intuitif sera souvent issu de la
géométrie, et associé & des dessins.

L'histoire des mathématiques montre que cette association peut engendrer des processus de
raisonnement incontr6lés et étre donc source d'erreurs : la fonction de Weierstrass (continue
partout et dérivable nulle part), la bijection entre un "segment" et un "carré", fournissent de
tels exemples ; leur existence semblait exclue, & cause I'impossibilité d'y associer une
représentation graphique.

Fischbein cite la représentation géométrique des nombres complexes comme exemple
d'analogie intramathématique intuitive ; dans ce cas particulier, il affirme que le modéle
géométrique’ a servi & prouver la validité de l'original, et a facilité I'utilisation des nombres
complexes, sous forme algébrique, en fournissant a 'esprit un support familier ; nous
reviendrons sur cet exemple dans notre étude historique, en montrant comment i} s'inscrit dans
la genése de I'algébre linéaire. .

En ce qui concerne la notion de modele analogique, nous serons conduite & souligner un
élément qui, bien que faisant partie de la définition méme de modéle, est rarement mentionné
par Fischbein : la réversibilité des rbles entre modéle et original. En effet, si une théorie
mathématique joue pour une autre le role de modéle analogique A un certain moment, par
exemple pour suggérer des propriétés pertinentes, il est fréquent que les propriétés de

7 L’expression « modéle géométrique » est celle employée par Fischbein, qui ne précise pas quelles
caractéristiques d’un modéle permettent de considérer celui-ci comme « géométrique ». Nous donnerons par la
suife une définition précise de ce nous appellerons un « modéle géométrique ».
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Voriginal mises 4 jour suggérent  leur tour des propriétés du modéle ; on assiste alors 3 une
inversion des réles entre modele et original, inversion que nous verrons se manifester a
plusieurs occasions. Cette propriété est sous-entendue dans la définition de modele, puisque
celle-ci suppose I’existence d’un isomorphisme entre un systéme A et un systéme B, donc
d’une correspondance bijective qui permet d’inverser les roles de modéle et d’original.

4.2.3 Concepts figuratifs et figures géométriques

La question de I’emploi de modeéles extramathématiques figuratifs nous conduit 2 mentionner
d’autres travaux de Fischbein : ceux qui concernent les concepts figuratifs. Fischbein a
développé cette notion lors d’études portant sur Ies processus mentaux en jeu dans le
raisonnement géométrique. I1 montre que les figures employées en géométrie ont
simultanément des aspects visuels et conceptuels. 11 donne différents arguments pour mettre
- en évidence la nature conceptuelle des figures

- En géométrie (ou plus généralement en mathématiques) on ne se réfere pas i ces figures
comme & de simples dessins, des objets matériels ;

- Elles représentent des objets parfaits : droite, cercle. ..
- Elles ne correspondent pas & des objets matériels existants ;

- Elles ont un caractére de généralité : elles évoquent une certaine forme, qui correspond i
un nombre infini d’objets ;

- Les propriétés des figures sont imposées par des définitions mathématiques.

Ces figures ont donc bien des aspects conceptuels ; cependant elles sont ¢galement des
images. Fischbein en conclut que :
«Les objets étudiés et manipulés dans le raisonnement géométrique sont des entités mentales, que nous

appellerons concepts figuratifs, qui traduisent des propriétés spatiales (forme, position, taille), et, dans le méme
temps, ont des aspects conceptuels (abstraction, généralite, perfection). » (Fischbein 1993, p.143)

Pour Pefficacité du raisonnement géométrique, il est souhaitable que les aspects figuratifs et
conceptuels fusionnent. Mariotti met en évidence dans sa thése (1997) des difficultés et des
conflits entrainés par une rupture entre les deux aspects ; elle montre la nécessité de la
maitrise simultanée du conceptuel et du figuratif, rejoignant ainsi les exigences de flexibilité
que nous avons mentionnées plus haut. o

Bien que les travaux de Fischbein, et ceux de Mariotti ne concernent que la géométrie, la
notion de concept figuratif sera également pertinente en algébre linéaire. Elle peut étre
exprimée en termes de modéles analogiques. Un concept figuratif résulte de I’association d’un
dessin, €lément d’un modéle figuratif, et d’un concept mathématique. Cette association est
permise par I’existence d'une analogie entre le modéle figuratif et un modéle mathématique
intuitif (ce dernier modéle offrant les caractéristiques d’une réalité concréte précisément grice
a cette analogie).

Les travaux Laborde et Capponi (1994) complétent 1’étude des concepts figuratifs. Selon eux :

« La figure géométrique consiste en Pappariement d’un référent donné & tous ses dessins, elle est alors définie
comme I'ensemble des couples formés de deux termes, le premier terme étant le référent, Je deuxidme &tant un
des dessins qui le représente ; le deuxiéme terme est pris dans IPunivers de tous les dessins possibles du référent.
Le terme figure géométrique renvoie dans cette acception & 1'établissement d’une relation entre un objet
géometrique et ses représentations possibles, Dans cette approche, les rapports entre un dessin et son référent
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construits par un sujet, lecteur ou producteur du dessin, constituent le signifié de la figure géométrique associé
pour ce sujet. Ce signifié correspond 2 ce que Fischbein appelle figural concept. » (Laborde et Capponi, 1994,
p.169)

Etudiant les rapports entre dessin et objet géoméirique, ils soulignent des difficultés lides a
Pinterprétation du dessin : les possibilités d’interprétations sont multiples, elles dépendent du
lecteur ; par ailleurs le dessin ne peut caractériser entiérement I’objet géométrique auquel il
est associé.

Cect les conduit a distinguer pour un dessin un domaine de fonctionnement : « ensemble des
propriétés géométriques représentées par certaines propriétés spatiales du dessin » (ibid.,
p-171) et un domaine d’interprétation, qui désigne I’ensemble des propriétés spatiales du
dessin qui peuvent €tre interprétées comme renvoyant 3 des propriétés géométriques. Nous
nous référerons a ces travaux lors de I’étude de I'emploi de modéles figuratifs en algébre
linéaire.

5. Questions de recherche

Nous disposons désormais de tous les éléments théoriques nécessaires ; nous pouvons donc
présenter nos questions de recherche, et [’organisation de notre étude.

Nous allons dans un premier temps définir, en nous appuyant sur les travaux de Fischbein, ce
que nous appellerons « intuition géométrique ». Cette notion sera centrale dans différentes
parties de notre travail : étude historique, détermination des attentes des enseignants et
observation des pratigues des étudiants. Dans tous ces cas, nous chercherons A relever des
manifestations d’intuition géométrique, ou des attentes de telles manifestations, chez les sujets
concernés (nous pouvons en effet considérer les mathématiciens, les enseignants et les
étudiants comme des sujets occupant différentes positions dans différentes institutions).

Conjointement aux questions portant sur l’intuition géométrique, nous étudierons
Particulation géométrie — algébre linéaire sous Pangle de 1’organisation de savoirs. Nous
chercherons & dégager différentes organisations possibles ou existantes, dont les instanciations
conduiront 3 des manifestations d’intuition géométrigue.

5.1 L'intuition géométrique

Dans la suite de notre étude, nous désignerons comme interventions de I'intuition géométrique
I'emploi fait par un sujet (mathématicien, enseignant ou étudiant) de modéles, analogiques ou
paradigmatiques, issus d’une géométrie.

Ainsi nous ne parlerons d'intnition géométrique que dans les cas d'emploi d'un modéle
intramathématique, et non pour des modéles extramathématiques directement issus de l'espace
physique ; nous nommerons "intuition de 'espace” l'usage d'un tel modéle, dont nous
n'approfondirons pas I'analyse. ‘

Les mathématiciens sur les ceuvres desquels nous nous sommes penchés, les enseignants de
I'université et les étudiants font tous référence & des « géométries » trés différentes. Pour les
mathématiciens, il s’agit de ce qui était désigné comme géométrie 4 ’époque ol leurs travaux
ont été effectués. Pour les enseignants et les étudiants actuels, nous serons amenés 3
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distinguer plusieurs types de géométries® ; dans tous les cas, ces géométries conservent un lien
direct avec la réalité.

C'est ce qui permet & un modgle issu d’une géométrie de fournir au raisonnement un support
qui semble concret ; c'est dans cette mesure que F'utilisation dun tel modéle engendre une
intuition, au sens de Fischbein.

5.2 Axes de recherche

5.2.1 L’intuition géométrique dans Ia genése de Palgdbre linéaire

Afin de comprendre quel réle a joud la géométrie dans le processus qui a mené & I’algébre
linéaire sous sa forme moderne, et de dégager ainsi notamment un éventail de possibilités
d’interventions de l’intuition géométrique en algdbre lindaire, nous allons étudier les
manifestations d’une telle intuition dans des ceuvres de mathématiciens qui ont marqué la
genese de algébre linéaire.

Les usages faits selon les auteurs seront trés variés, et pourront s'apparenter aussi bien 4 la
recherche d'un modéle symbolique pour la géométrie qu'a celle d'un modgle géométrique pour
une théorie issue d'un autre domaine mathématique, ou d’un modle symbolique valable pour
une certaine géométrie et d’antres domaines mathématiques.

Nous tenterons de préciser les caractéristiques exactes du modéle géométrique en jeu, clest a
dire les notions et les propriéiés retenues par I'auteur dans la géométrie & laquelle il fait
référence. Nous étudierons alors la nature de ce modéle, et I’emploi qu’en fait I’auteur,

S'agit-il d'un modeéle analogique, issu d'une géométrie indépendante de la théorie en cours
d'élaboration ou d'exposition, ou d'un modéle paradigmatique, issu d'une géométrie qui
apparait comme une application privilégiée de cette théorie ?

" Ce modéle est-il utilisé pour 'élaboration de la théorie, et dans ce cas, sert-il au choix des
prémisses, 4 celui des théorémes, voire dans les démonstrations ?

I est également possible que le modéle soit utilisé & I'intention du lecteur, pour justifier la
validité d'un résultat ou d'un raisonnement, ou pour aider 4 la compréhension.

En particulier lors de J'emploi d'un modéle analogique, nous chercherons a dégager les
€léments sur lesquels porte 1'analogie, et les propriétés suggérées par le modéle, ainsi que les
¢ventuelles modifications apportées ensuite a I'original, dans le cas d'une inversion des rdles
modele-original.

5.2.2 Evolution de notions

Une fois I’algébre lindaire établie sous sa forme moderne, un processus de {ransposition
didactique a conduit au texte de savoir actuellement en place. Nous ferons une présentation
succincte de ce processus, et du rdle qu'y a tenu la géométrie, afin de mieux comprendre les

8 Ceciesta rapprocher des différentes géométries distingudes par Houdement et Kuzniak (2000).
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choix faits actuellement pour Particulation géométrie-algébre linéaire. Nous étudierons
ensuite cette articulation sous ’angle de I’évolution de concepts issus de la géométrie.

Nous avons décrit, dans la partie 3 de ce chapitre, différents cadres théoriques permettant
d’étudier une évolution qui ménerait de la géométrie enseignée au lycée & I’algebre linéaire.
L’étude de cette évolution reléve d’une analyse des savoirs, dans laquelle I’intuition
géométrique n’est pas en jeu, mais qui pourra ensuite servir de support 4 'observation des
manifestations d’une telle intuition.

Nous utiliserons le cadre des niveaux de conceptualisation, et tenterons d’observer les
continuités et les ruptures dans le passage d’un niveau 4 I’autre.

Pour réaliser cette étude, nous analyserons d’une part les programmes et les contenus de
manuels, et d’autre part, en utilisant les praxéologies, 1’évolution de tiches organisées autour
d’une méme notion.

5.2.3 L’intuition géométrique chez les enseignants et les étudiants

En faisant référence a la théorie de Fischbein, et en particulier 4 ce qui concerne Pemploi de
modéles, nous faisons I’hypothése de la présence, dans le cours proposé par les enseignants
mais également dans les connaissances des étudiants, d’une structure (S) que nous
représentons par la figure ci-dessous :

Dassins
eométrie
gu lycée Dessins algébre
linéaire
i
' 1
Géométrie | :
du lycée T~ !
: Tl Algébre linéaire
v ~ Al figurative
Géométrie - Géomaétrie
indépendante | — g 3 | affine
de fal . '. o Rk fondée sur
Algébre linéaire Pa.l.
3 générale A
N 1 1 ]
Dessins - ! ! Dessins
géométrie Y Y géométrie
indép. al. _ affine
Suites Polynémes
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Le contenu de chaque élément de la figure, et la maniére dont un élément peut servir de
modéle pour un autre dépendront des choix faits par I’enseignant, lorsque nous utiliserons
cette structure pour analyser de tels choix et les attentes qui y sont associées. Ils dépendront
de I’étudiant concerné, lorsque nous nous pencherons sur les pratiques d’un tel étudiant. Les
fléches signifient « peut servir de modéle pour » (d’ot le choix de traits pointillés pour les
représenter) ; nous serons en particulier amenés a souligner que certains éléments peuvent éire
absents dans les structures effectivement observées.

Différents types de modéles sont en jeu.

Tous les éléments libellés « dessins » sont des modéles analogiques figuratifs pour I’élément
auquel ils sont associés. Tout élément associé 3 un tel modéle figuratif a de ce fait les
caractéristiques d’un modele intuitif, selon le sens attribué par Fischbein i ce terme.

Une géométric indépendante de I’algébre linéaire peut éire présentée avant celle-ci, et &tre
ensuite utilisée comme modéle analogique pour 'algébre linéaire. Il peut s’agir d’une
géométrie affine « 4 la Euclide », de calcul vectoriel, ou encore de géométrie analytique. La
présentation d’une telle géométrie peut s’appuyer ou non sur des connaissances de géométrie
du lycée, d’ot la fléche reliant ces deux éléments.

La géométrie vue au lycée peut également étre directement utilisée comme modéle analogique
pour Pintroduction de Ialgébre linéaire générale, ou pour une partie « figurative » de celle-ci
(voir ci-dessous).

L’algebre linéaire générale peut servir de modéle analogique symbolique pour les suites, les
polyndmes (mais aussi les espaces de fonctions que nous n’avons pas fait figurer sur le dessin
pour ne pas surcharger celui-ci), et pour la géométrie affine fondée sur I’algébre linéaire.

Un concept figuratif d’algeébre linéaire résulte de ’association d’un concept d’algébre linéaire
et d’un dessin. Nous appelons « algébre linéaire figurative » ’ensemble des notions et
propriétés intervenant dans un tel concept figuratif. Il s’agit d’un sous-ensemble de I’algébre
lin¢aire générale, qui peut servir pour celle-ci de modele intuitif paradigmatique. Signalons
que malgré le lien avec un modéle figuratif, 1’algebre linéaire figurative n’est pas une
géométrie, notamment parce qu’elle n’a pas pour objet la modélisation de ’espace physique.

Par ailleurs la géométrie affine fondée sur I’algébre linéaire peut également apparaitre comme
modele paradigmatique pour celle-ci. Ces deux modeles paradigmatiques pourront é&tre
employés pour foumir des illustrations, aprés I'introduction d’une notion ou propriété
d’algeébre linéaire, mais également pour présenter une notion nouvelle (rappelons ici
Pexemple donné par Fischbein, & propos de la conjugaison des verbes frangais du premier
groupe : la régle est présentée sur un cas particulier, comme le verbe « chanter », dont le cas
sert ensuite de modéle paradigmatique pour cette conjugaison).

La relation « sert de modéle pour » est par ailleurs transitive : ainsi le modéle figuratif associé
a ’algeébre linéaire générale peut également servir de modéle pour les suites, les polyndmes ;
1’algebre linéaire figurative peut servir de modéle analogique pour des espaces de fonctions.

Situons la structure (S) par rapport aux notions de cadre et de registre.
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Les différentes parties de cette structure ne correspondent pas toutes  des cadres. Les suites,
les polynOmes constituent des cadres ; les éléments formés de la réunion d’une géométrie et
des dessins associés 2 celle-ci également. Mais I’ algébre linéaire figurative n’est pas un cadre,
car elle n’est pas a priori un ensemble cohérent d’objets mathématiques et de relations entre
ces objets. La théorie de Fischbein nous permet d’avoir une analyse plus fine que celle dont
nous aurions disposé en termes de changements de cadres : en effet il nous semble important
de pouvoir tenir compte de la nature du changement effectué. Ainsi, par exemple, le passage
de la géométrie affine fondée sur I’algébre linéaire vers celle-ci est d’une toute autre nature
que le méme passage effectué en sens inverse. En ce qui concerne les registres, tous les
éléments libellés « dessins » relévent du registre graphique. En revanche, dans les autres
éléments peuvent intervenir différents registres : registre symbolique, registre tableaux etc.

Le fonctionnement de cette structure conduira notamment les étudiants A recourir A des
modeles intuitifs : algébre linéaire figurative, géométrie affine basée sur I’algébre linéaire,
géométrie renconirée au lycée. Ce sont ces recours effectuds par un sujet qui seront, selon la
définition que nous avons donnée, des manifestations d’intuition géométrigue.

Nous chercherons 4 décrire la structure proposée par différents enseignants. Nous faisons
I’hypothése, soutenue par les travaux de Behaj (1999), que nous verrons apparaiire plusieurs
structures différentes. Nous supposons également que nous pourrons noter I’influence, dans
les choix des enseignants, du processus de transposition qui a gouverné 2 I’introduction de
I’algébre linéaire dans le savoir enseigné.

Nous tenterons par ailleurs d’observer les manifestations d’intuition géométrique chez les
¢tudiants. Une telle intuition sera éventuellement fondée sur un modéle mal adapté (on peut
ainsi lmagmer qu'un étudiant utilise un modéle issu de la géométrie vue au lycée, alors qu’il
aurait di avoir recours & un modele issu de I’algébre linéaire figurative), et conduira a des
difficultés. Ceci souléve la question du lien entre le modele utilisé et les compétences d*un
étudiant en algébre linéaire, lien dont nous tenterons d’approfondir I’étude.

5.3 Questions

Les différents axes que nous avons évoqués ci-dessus doivent nous permettre d’apporter des
¢léments de réponse 4 un certain nombre de questions que nous allons présenter maintenant.

- Quels types de recours i des modéles géométriques ou figuratxfs sont faits, ou
peuvent étre faits en algébre linéaire ?

Cette question est centrale, mais trop générale pour étre fraitée directement. Elle porte en
effet simultanément sur les recours qui sont effectivement faits, et sur ceux qui pourraient
étre faits mais ne sont pas effectifs ; sur les choix des enseignants, les pratiques des
mathématiciens et celles des étudiants. L’étude historique, et I’analyse de manuels
d’autres époques ou d’autres pays nous permettront probablement d’observer des
possibilités de recours différentes de ce qui est actuellement pratiqué dans les cours
d’algebre linéaire, _

Mais la réponse & cette question reposera essentiellement sur I’ensemble des réponses aux
questions qui vont suivre, et qui peuvent pour la plupart &tre considérées comme des sous-
questions de celle-ci.
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- L’algébre linéaire peut-elle &tre présentée comme généralisation d’une géométrie (a
préciser éventuellement) ?

Cette question rejoint des thémes évoqués dans certains des travaux que nous avons
présentés : ceux de Robert (1998), qui montrent que I’algébre linéaire est une notion
généralisatrice, unificatrice et porteuse d’un nouveau formalisme ; en effet I’aspect
« unificateur » semble aller & Pencontre d’une introduction par la simple géométrie.
Dorier (1997) montre quant 4 lui que I’importance du role attribué a la géométrie a &té
accentué par le processus de transposition, et était moindre dans le savoir savant. Nous
prolongerons cette étude du processus de transposition pour déterminer ce qui peut relever
de Iinfluence de celui-ci. La partie historique de notre &tude permetira d’observer si des
avancées déterminantes dans la gendse de algébre linéaire ont reposé sur la seule
géométrie, ou résultent plutdt d’interactions entre la géométrie et d’autres domaines.

-~ Quels recours a la géométrie vue au lycée sont faits, ou peavent étre faits, dans un
cours d’algébre linéaire ?

Dans cette question nous abordons notre sujet sous I’angle de la transition secondaire-
supérieur. L’étude de I’évolution de notions de géométrie rencontrées au lycée, et
présentes dans le cours d’algébre linéaire, nous permetira d’établir des possibilités quant
au recours, en algébre linéaire, i la géométrie enseignée dans le secondaire. L’analyse de
manuels destinés & I’enseignement supérieur et les réponses 4 un questionnaire destiné aux
enseignants nous montreront ce qui est effectivement pratiqué. Nous pourrons alors
comparer ces pratiques avec les possibilités établies précédemment.

- Certains recours & des modéles géométriques ou figuratifs en algébre linéaire
peuvent-ils entrainer des difficultés spécifiques ?

De telles difficultés ont déja été soulignées, notamment dans les travaux de Harel (1997),
Hillel (1997), Sierpinska (2000) et Dorier (1997). Nous chercherons plus particuliérement
& observer si ’emploi de modeles issus d’une géométrie affine peut engendrer des
problémes en algébre linéaire.

- Certains recours 3 des modéles géométriques ou figuratifs peuvent-ils étre
profitables aux étudiants dans Papprentissage et la pratique de Palgébre linéaire, ou
plus précisément, de certaines parties de I’algébre linéaire ?

Des travaux antérieurs, notamment ceux de Robert (1998), de Alves Dias (1998) et
Pavlopoulou (1994) ont déja partiellement abordé cette question. Tous ces travaux
montrent que différentes formes de flexibilité cognitive sont profitables aux étudiants, en
particulier dans ’apprentissage et la pratique de 1’algébre .linéaire. Ainsi un travail
spécifique sur les conversions de registre, et notamment I"emploi du registre graphique
semble pouvoir améliorer les performances des étudiants, y compris en algébre linéaire
générale. De méme I’emploi de modéles géométriques dans un cours d’algébre linéaire
peut inciter les étudiants & faire eux-mémes appel 4 des cas particuliers, issus par exemple
de la géométrie vectorielle dans 1’espace, pour résoudre des exercices d’algébre linéaire
géndrale,

Nous chercherons & déterminer, a I’aide de I’étude de I'évolution de notions géoméiriques,
si certaines parties de 1’algébre linéaire sont particuliérement propices a emploi d’un
modele géométrique, et si certains modéles géométriques (en particulier issus des
géométries analytiques et vectorielles) semblent plus pertinents. Rappelons que Dorier
(1997) note que les interactions entre géométrie et algébre linéaire semblent plus fortes
pour des concepts élaborés. On peut également supposer que 1’étude des espaces
euclidiens est un domaine ot de telles interactions sont importantes.
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Les réponses au questionnaire destiné aux étudiants nous permettront d’observer si ceux-
ci ont recours & des modéles géométriques ou figuratifs, et dans quelles parties de
I’algébre linéaire. Nous chercherons alors & déterminer si un tel recours semble associé &
de bonnes compétences en algébre linéaire. Il est également possible que certains
étudiants n’aient recours 4 aucun modéle géométrique ou figuratif dans leur pratique de
I’algébre linéaire sans rencontrer pour autant de difficultés spécifiques dans ce domaine.

L’ensemble de notre travail débouche naturellement sur une autre question fondamentale :

- Comment élaborer un enseignement d’algébre linéaire qui mette autant que possible
a profit le recours au géométrigque ?

Nous n’avons pas 1’ambition ici de fournir une réponse définitive & cette question, mais
d’apporter des éléments pouvant contribuer a la conception d*un tel enseignement. Nous
évoquerons en conclusion un contenu possible pour un cours d’algébre lindaire tenant
compte des résultats que nous aurons établis. Mais la réalisation, et 1’évaluation de
I'impact d"un tel cours nécessiteraient des travaux ultérieurs.
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CHAPITRE 2

GEOMETRIE ET INTUITION GEOMETRIQUE
DANS LA GENESE DE L'ALGEBRE LINEAIRE

Nous allons adopter pour cette analyse une présentation chronologique.

Nous nous pencherons tout d'abord sur ce que Dorier (1997) appelle Iorigine géométrique de
I’algébre linéaire, par opposition & ’origine analytique de celle-ci {systémes linéaires,
déterminants, matrices).

Nous examinerons ensuite le rdle de la géométrie dans les approches axiomatiques,
notamment issues de 'analyse, qui conduisirent 4 I'émergence de I'algébre linéaire moderne.

Nous ne retiendrons que les travaux dont la portée dépasse le simple cadre géométrique ; c'est
en effet dans de tels travaux que I'on peut observer I'emploi d'un modéle géométrique, et/ou
d'un modeéle pour la géométrie,

Nous analyserons les interventions de I'intuition géométrique dans de tels travaux en utilisant
I'approche exposée au chapitre précédent et le cadre que nous offre le travail de Fischbein.

1. Les origines : des projets de calcul géométrique

1.1 Gottfried Wilhem Leibniz

Selon Leibniz, Pintuition, qui seule donne accés 4 la véritable connaissance, désigne la
capacité d’appréhension directe et immédiate d’un objet, appréhension qui sera assistée par
des signes (il ne s'agit évidemment pas ici de !'intuition géométrique que nous avons définie
au chapitre précédent),

I n’est donc pas étonnant d’observer que Leibniz juge insatisfaisante la méthode cartésienne,

consistant & représenter les objets géométriques par des coordonnées ; I’accés direct au
concept, ['intuition de I’objet est alors impossible.

Ainsi Leibniz tente de développer une caractéristique géométrique, c’est 4 dire un systéme
fondé sur des signes donnant directement accés aux objets géométriques avec leurs
caractéristiques de position, et permettant par le calcul d’établir les propriétés des figures
d’une maniére telle que la signification géométrique reste toujours présente.

Nous allons tenter de comprendre ici quel est, plus précisément, le dessein de Leibniz, et par
quelle méthode celui-ci compte I'atteindre, '
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Caractéristique géoméirique et Caractéristique universelle

La recherche de la Caractéristique géométrique s’inscrit dans un projet plus vaste, celui de
Caractéristique universelle, & propos de laquelle Leibniz écrit, dans le brouillon d'une lettre
destinée au duc Jean Frédéric de Hanovre :

“ Iay quelque chose de plus grand que tout cela ... C’est cette langue ou caractéristique universelle, que j’ay
coutume d’appeler le tableau des choses, I'inventaire des connoissances et le juge des controverses. C’est le
grand organe de la raison qui portera aussi loin les forces de I'esprit que le microscope a poussé celles de la
vue. ” (Leibniz, irad. Echeverria 1995, p.14)

L’élaboration de cette langue permet & la science de se développer, et en retour le
développement de la science permet de nouvelles évolutions de la langue ; cette possibilité
d’échange et d’amélioration mutuelle est fondamentale dans I’approche de Leibniz.

La Caractéristique géométrique apparait alors comme une application de la Caractéristique
universelle ; cette application est centrale a cause de I’importance historique de la géométrie
en tant que science. De plus le développement de la Caractéristique géométrique justifie la
possibilité de la Caractéristique universelle, elle laisse supposer l'existence de propriétés
encore plus générales.

La Caractéristique géométrique doit étre une nouvelle géométrie, qui dépasse les précédentes,
en particulier celles d’Euclide et de Descartes.

Cet objectif sera atteint de maniére sfire si certains axiomes des géométries précédentes sont
démontrés (Leibniz pensait que tous les axiomes d’Euclide étaient démontrables), si de
meilleures définitions sont données (nous reviendrons ci-dessous a la question des
définitions), et surtout si de nouveaux objets et problémes géométriques sont créés.

La méthode de Leibniz

Le développement de la caractéristique se fait selon trois axes principaux.

Tout d’abord la recherche des meilleures définitions possibles ; la définition idéale doit mettre
en évidence.la possibilité de I"objet défini. Ainsi Leibniz donnera plusieurs définitions des
notions de droite, de plan, de cercle... Ici nous pouvons noter une premiére intervention de
I’intuition, liée au rapport & la réalité ; la définition choisie doit traduire au mieux Pinfuition
de I’objet, qui devient alors une notion intuitive, selon le sens attribué par Fischbein 3 ce
terme. Il ne s'agit pas d'intuition géométrique comme nous l'avons définie ci-dessus, mais
"d'intuition de I'espace", puisque le modéle est exu'amathemanque, fourni par I'espace concret
et non par une géométrie.

Le second axe est le choix des caractéres : la recherche des meilleures notations permettant
d’exprimer une notion ou une propriété.

Echeverria commente ainsi ce choix de caractéres fait par Leibniz :

* Chacun des mots et des signes choisis pour nommer et pour désigner les notions géométriques est arbitraire,
mais leur systéme ne ’est pas du tout ... les relations entre les caractires utilisés en géoméirie doivent étre
conformes aux relations entre les notions géométriques correspondantes. Parfois on ne parviendra qu’a des
conformités partielles, mais I’objectif est de pousser I’analyse et d’améliorer le systéme de signes en tentant
atteindre I’isomorphisme entre le systéme de caractéres et celui des notions géométriques qu’on est en train de
formaliser. ” (Leibniz, trad. Echeverria 1995, p.21)
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L’intuition de l'espace intervient encore dans ce choix des caractéres ; elle seule permet
d’assurer le lien entre les caractéres et les objets, et de tendre vers I"isomorphisme désiré ; 1a
définition de modéle donnée par Fischbein s'applique clairement a cette démarche.

Le troisi¢me axe de la démarche, une fois les caractéres choisis, concerne le raisonnement qui
va porter sur ceux-ci; la combinaison de ces signes donnera des théorémes, connus ou
nouveaux, d’une maniére que Leibniz veut enti¢rement rigoureuse et indépendante de
Pintuition. Mais il ne procédera pas en fait 4 des combinaisons aveugles de signes ; celles
qu’il utilise sont choisies par rapport 4 un objectif géométrique.

En employant les termes de Fischbein, on peut dire que le systéme des caractéres est un
modele symbolique, algébrique associé par analogie & un modele intuitif de nature
geométrique ; c’est sur ce dernier modéle que repose la productivité du systéme, et donc
I’ensemble de la théorie.

L'analogie doit permetire d'assurer un accés direct 4 l'objet, dépassant ainsi une simple
correspondance comme lors de 'emploi de coordonnées cartésiennes.

La caractéristique géométrique

Dans une lettre adressée & Huygens en septembre 1679, Leibniz écrit 4 propos de la
caractéristique géométrique :

“ Pay trouvé quelques élémenis d’une nouvelle caractéristique, tout & fait différente de Palgébre, et qui aura de
grands avantages pour représenter 4 I’esprit exactement et au naturel, quoyque sans figure, tout ce qui dépend de
"imagination. L’algébre n’est autre chose que la caractéristique des nombres ou des grandeurs, Mais elle
n’exprime pas directernent la situation, les angles, et le mouvement, d’ot vient, qu’il est souvent difficile de
réduire dans un calcul de ce qui est dans la figure, et qu’il est encor plus difficile de trouver des démonstrations
et des constructions géométriques assez commodes lors méme que le calcul de Palgebre est tout fait. Mais cette
nouvelle caractéristique suivant des figures de vue ne peut manquer de donner en méme temps la solution et la

construction et la démonstration géométrique, le tout d’une maniére naturelle et par une analyse. ” (Leibniz, trad.
Echeverria 1993, p.237)

En fait la géométrie développée par Leibniz ne remplit pas ce programme parce qu’elle reste
fondée sur la distance et ne prend pas en compte, notamment, les notions de sens et de
direction. Mais Leibniz aura initié I’idée de la recherche d’un caleul géométrique intrinséque.
L'élaboration de sa théorie (il s'agit ici d'une géométrie) s'identifie & la recherche d'un modéle
analogique symbolique pour l'espace physique, I'analogie portant sur les positions des objets
et les relations entre ceux-ci. Pour Leibniz I"analogie de structure est obtenue par le choix des
bons caractéres ; grice A l'isomorphisme entre caractdres et objets géométriques, les
combinaisons de caractéres donneront ensuite des théorémes géométriques.

Nous verrons ci-dessous que ’aspect : recherche d’un calcul géométrique intrinséque basé sur
une analogie de structures, et s'inscrivant dans un projet plus vaste, comme celui de la
caractéristique universelle sera repris et prolongé par Grassmann (et ce bien que celui-ci n'aie
pas connu, selon ses propres déclarations, la théorie de Leibniz), conduisant au
développement de sa théorie de ’extension. '
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1.2 Interprétation géométrique des nombres complexes:

Nous avons vu dans le chapitre précédent que Fischbein cite la représentation géométrique
des nombres complexes comme exemple de I’emploi d’un modéle analogique intuitif,

Rappelons que les principes de la représentation géométrique des nombres complexes furent
découverts de maniére indépendante par plusieurs scientifiques entre 1799 et 1828 ; on peut
citer notamnment Wessel, Buée ou Argand.

Avant eux Wallis (1673) avait proposé un modéle en termes de gains et pertes de surface sous
la mer ; mais ce modéle n’était pas satisfaisant puisqu’il ne permettait pas d’interpréter
correctement la multiplication. Cette proposition de modéle nous renvoie i ce que Fischbein
désigne comme modele-compromis : un modéle construit volontairement, mais mal adapté a
’original, et bloquant par ce fait le développement d’une intuition correcte.

Selon Fischbein, avant que la structure formelle associée aux nombres complexes ne soit
dégagée, les mathématiciens cherchérent un modéle analogique géométrique pour rendre
ceux-ci intuitivement acceptables :

"D'une part, la cohérence interne d'une telle interprétation (linterprétation géométrique des complexes) prouve
que l'original - le systtme des nombres complexes - est aussi cohérent. D'autre part, il offre a I'esprit du
mathématicien une impression de familiarité, une possibilité de manipulation consécutive 2 la structure visuelle

de ce type de modgle, et ceci accroit encore l'acceptation intuitive de la réalité des nombres complexes.”
(Fischbein 1987, p.133)

Le role du modéle est done double ici : il offre une possibilité de visualisation, mais surtout il
légitime l'existence méme des nombres complexes en fournissant pour ceux-ci une
interprétation intuitive.

D’autre part, comme nous ’avons déja signalé 4 la fin de la partie II, dans une analogie les
places de “ modeéle ” et “ original ” ne sont pas fixes ; au contraire, les deux théories ainsi
mises en rapport seront tour a tour I’une pour I"autre facteur d’intuition. Ainsi, parmi les
mathématiciens que nous avons cités ci-dessus, certains cherchaient en effet une
représentation géométrique, c’est 4 dire un modéle analogique géométrique, pour les
complexes ; mais d’autres poursuivaient un projet de calcul géométrique, dans un esprit
semblable & celui de Leibniz, c’est 4 dire cherchaient un modéle analogique algébrique pour la
géométrie du plan. '

Ces deux recherches convergérent vers le résultat que I’on sait; le modéle géométrique
Iégitima I’existence des nombres complexes, et les complexes permirent un calcul
géométrique plan intrinséque. c

1.3 Sir William Rowan Hamilton _

Sir William Rowan Hamilton découvrit les quaternions vers 1843. Ceite découverte
s'inscrivait elle aussi dans un projet de caleul géométrique du type de celui de Leibniz, se
présentant en particulier comme une tentative de généralisation des quantités imaginaires 3 la
dimension 3.

INous avons choisi ici d'employer le terme moderne de "nombres complexes”. Rappelons qu'a I'époque on
parlait de "quantités imaginaires”,
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Les textes de Hamilton sont particuliérement riches car ils exposent au lecteur, en plus de la
théorie des quaternions, le cheminement méme de 1'auteur dans son processus de découverte.

Nous allons étudier ici l'interaction entre algébre et géométrie dans la découverte des
quaternions, puis les choix faits par Hamilton dans ses présentations successives de la théorie,
choix qui le conduisirent a adopter comme nous le verrons un point de vue de plus en plus
géométrique.

Nous tenterons ensuite d'analyser en termes d'intuition ces différentes interventions de la
géométrie.

Interaction algébre-géométrie dans la découverle des quaternions

Dans la préface des "Lectures on quaternions”(1853), Hamilton écrit 4 propos de sa propre
découverte :

"Je sentis que le nouvel instrument pour l'application du calcul 4 la géométrie, que j'avais si longtemps cherché,
était maintenant, au moins en partie, réalisé.” (Hamilton, 1853 p.47)

La recherche des quaternions apparait donc bien ici comme un projet de calcul géométrique
du type de celui de Leibniz. Cependant 'objectif de Hamilton était différent de celui de
Leibniz ; Hamilton n'était pas a la recherche d'une caractéristique géométrique, c'est a dire
d'un nouveau moyen de fonder la géoméirie, en démontrant par exemple les axiomes
d'Enclide, mais d'un calcul géométrique, prolongeant ce que nous avons vu ci-dessus a propos
des nombres complexes.

D'autre part Hamilton critique les représentations géométriques existantes pour les nombres
complexes et négatifs, et souhaite trouver pour ceux-ci une interprétation qui dépende moins
de la géoméitrie.

Selon lui, et suivant une idée inspirée par les théories de Kant, le moyen de parvenir & ce
résultat est de considérer l'algébre comme "la Science de 1'Ordre dans la Progression”, ou
"Science du temps pur”, le temps pur étani de méme nature que l'espace étudi€ par la
géométrie, qualifié d'espace pur. .

Hamilton souligne donc trés explicitement son intention de dépasser le domaine de la
géométrie ; c'est I'association de cette volonté "algébrique" et de I'intuition géométrique qui le
meénera 4 la découverte des quaternions (si I'on en croit en tout cas le récit de cette découverte,

tel qu'il est présenté par Hamilton lui-méme dans la préface des Lectures, sur laquelle nous
allons nous pencher maintenant ).

Hamilton développe donc d'abord, selon son projet, des relations de comparaison et des
opérations portant sur des symboles interprétés tomme moments de temps.

Il passe ensuite aux couples de tels moments, et définit pour ceux-ci des relations et des
opérations semblables 3 celles portant sur les moments, ce qui lui permet de donner, ainsi qu'il
le souhaitait, un sens & la racine carrée de -1.

Le processus utilisé porte alors uniquement sur les propriétés des lois ; comme Hamilton le
souligne, il est indépendant de la notion d'espace. :

L'idée d'un passage des couples aux triplets est naturelle, en dehors méme de toute
considération géométrique, et Hamilton tente dans un premier temps de développer un calcul
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sur ceux-ci en examinant les propriétés des lois ; mais la définition du produit de triplets
résiste aux considérations purement algébriques. Quelles propriétés usuelles du produit de
nombres (ou de couples) doit-on garder, lequelles peut-on abandonner ?

Hamilton fait une premiére tentative, considérant qu'un produit de deux triplets non nuls peut
étre nul ; il donne l'interprétation géométrique du produit qu'il a défini algébriquement.

Mais il est insatisfait du résultat obtenu, et en particulier de la possibilité de nullité du produit.

I1 abandonne alors la recherche par des moyens purement algébriques ; il ne parle plus de
moments de temps, mais de triplets inferprétés géométriquement.

A partir de cette étape, on peut dire qu'il s'inscrit réellement dans un projet de calcul
géométrique ; Hamilton écrit lui-méme & propos des différentes tentatives qu'il décrit qu'elles
avaient pour objectif ;

"D'une part d'étendre a l'espace la construction géométrique de la multiplication des lignes ; et d'autre part de
rendre plus entiérement définie ma conception des triplets algébriques.” (Hamilton 1853, p.41)

La derniére des tentatives décrites devait aboutir a la découverte des quaternions. Hamilton
considére alors les triplets comme des expressions de la forme x+iy+jz , et pose #*=-1 par

analogie avec les couples, et j°=-] par analogie avec la relation précédente ; il interpréte cette
derniére relation en termes de rotation.

I cherche 4 déterminer la valeur du produit i, sous la forme ij= x+iy+jz, en choisissant les
coefficients 4 la lumiére d’analogies géométriques. C’est ainsi qu’il en vient a supposer ij=-i,
et & appeler & ce produit ; dans un premier temps, & ne regoit pas d’interprétation particuliére.
Mais % intervient dans les opérations, dans lesquelles il apparait comme un “ opérateur
unitaire ”, au méme titre que i ou j ; ainsi les triplets apparaissent comme des formes
degenerees de quadruplets, appelés quaternions, et §”écrivant : x+iy+jz+kw.

Reste alors a donner une interprétation géométrique a ces expressions ; ceci va conduire
Hamilton 2 considérer les segments comme des expressions de la forme ix+jy+kz , et les
quaternions comme les produits de segments ; la partie scalaire (qui n’est pas encore désignée
ainst) représente un produit de longueurs, et le reste une ligne perpendiculaire au plan
déterminé par les deux facteurs.

Différents modes d’exposition de la théorie des quaternions

La découverte des quaternions associe donc étroitement raisonnements algébriques et
intnition géomeétrique. La théorie obtenue sera exposée a plnsxeurs reprises par Hamilton,
selon plusieurs points de vue différents.

Dans I"article qui suivit immédiatement la découverte des quaternions en 1843, c’est le point
de vue algébrique qui est adopté ; les quaternions sont présentés comme des combinaisons
linéaires a coefficient réels de quatre eiemcnts de base, et aucune interprétation géométrique
n’est proposée. :

Dix ans plus tard, dans les Lectures on Quaternions (Hamilton, 1853), les quaternions sont
présentés comme quotients de segment orientés de 1’espace ; mais la préface retrace le
cheminement de I’auteur, en soulignant le point de vue algébrique. L objectif de cette préface
est clairement exposé par Hamilton :

* Ainsi je fus conduit, il y a de nombreuses années, 3 considérer 1’algébre comme la science du temps pur ; et un
essai, contenant mes vues 4 ce sujet, fut publié en 1835, Si je reproduis maintenant certaines des opinions mises
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en avant dans cet essai, c’est simplement parce gu’elles peuvent aider le lecteur 3 adopter ce point de vue &
propos des premiers €léments de 1’algébre, point de vue a partir duque! je passai progressivement aux
conceptions plus géométriques qui font I'objet de ce volume. ™ (Hamilton 1853, p.2)

Hamilton a fait le choix d’une présentation géoméirique, mais il désire toutefois que son
lecteur découvre cette présentation en ayant en téte le point de vue algébrique ; ¢’est dans ce
but qu’il parlera de moments de temps, ainsi que de couples et de n-uplets de moments. Mais
assez rapidement, cette volonté d’utiliser I'interprétation temporelle pour se dégager de toute
intervention de la géométrie sera abandonunée.

Dans les "Elemenis of quaternions” (Hamilton 1866), la présentation choisie est encore plus
géométrique ; elle repose sur la notion de vecteur, défini comme une droite ayant une
longueur et une direction ; les scalaires sont les quotients de deux vecteurs de méme direction,
et les quaternions des opérateurs transformant un vecteur en un autre vecteur. Les différents
types de produits : vecteur-vecteur, scalaire-vecteur, quaternion-quaternion ... seront tous
interprétés en termes de transformations géométriques.

Les quaternions et le modéle géométrique

Granger écrit 4 propos de Hamilton :

“ C7est dans le contrepoint constant de I’interprétation géométrique et de interprétation algébrique des
quaternions que se constitue chez lui ce nouvean style, dont le trait spécifique doit éire alors recherché dans un
magistral usage de I'intuition. *(Granger 1968, p.82)

Les deux aspects de l'ccuvre de Hamilton décrits ci-dessus vont nous permettre de mieux
comprendre et de prolonger ces propos, quant & Pusage qu'il fait de I'intuition d'abord en tant
que chercheur puis dans I'exposition de sa théorie.

Hamilton cherche 3 construire une algébre, c'est 3 dire a définir des opérations portant sur des
objets abstraits et présentant des similarités avec les opérations usuelles sur les nombres. Mais
il doit, pour le produit, choisir de conserver certaines propriétés et d'en abandonner d'autres ;
c'est le modéle géométrique qui le guidera dans ce choix. Ce modéle géométrique sous-jacent
n'est pas un modele naif, constitué de points ou de lignes ; le modéle employé par Hamilton
est celui des transformations géométriques. :

L'emploi de ce modele lui permet de choisir parmi les propriétés du produit en abandonnant
I'idée de commutativité ; le modéle des transformations légitime cet abandon.

C'est aussi ce modéle qui permet & Hamilton le passage des triplets aux quadruplets, par 1'idée
de rotation, caractérisée par trois paramétres, et suivie du produit par un réel.

En effet, comme I'écrit Dorier (1997) :

"Finalement, c'est en examinant les propriéiés géométriques de la multiplication des complexes, qu'il fit un pas
décisif vers la découverte des quaternions. Il mit en effet en relief le fait que cette multiplication se base sur le
produit des longueurs de chaque vecteur et sur I'angle qu'ils forment. Essayant de transposer ces idées 4 Ia
dimension trois, i comprit que 'angle de deux vecteurs n'était plus suffisant, mais qu'il fallait aussi considérer le
plan dans lequel cet angle se dessine, autrement dit Ia rotation qui permet de passer d'une direction & l'antre. Or,
si la longueur est en dimension trois comme deux une valeur unidimensionnelle, une rotation en dimension trois
est déterminée par une direction (grandeur bidimensionnelle) et un angle (grandeur unidimensionnelle). Cette
analyse le conduisit progressivement 4 penser qu'un calcul géométrique en dimension trois devait se fonder sur
des quadruplets et non des triplets.” (Dorier et al. 1997, pp.41-42) :
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Ainsi le quaternion sera considéré comme un opérateur, opérateur faisant lui-méme partie
d'un ensemble structuré d'opérateurs ; le quaternion n'est plus un élément isolé mais il fait
partie d'un ensemble, il s'inscrit dans une structure.

Le modéle permet d'unifier les notions de quaternions et de vecteur, comme l'dcrit Granger :

"Certes, la définition méme du Quaternion en fait un opérateur sur les vectenrs. mais les quaternions se
composent entre eux, et cette composition est au fond de méme nature que T'opération d'un Quaternion sur un
vecteur, L'opposition entre les deux étres mathématiques est donc artificieilement entretenue par Mntuition
géométrique, plutdt qu'elle ne correspond 4 une dualité essenticlle. La réduction de cette hétérogénéits 2
Fintérieur du systéme va s'effectuer dans le sens de Ia tendance hamiltonienne la plus profonde, qui est de penser
les étres mathématiques comme opérateurs et non comme objets."(Granger 1968, p.88)

Ainsi Hamilton met 2 profit dans sa recherche un modéle analogique géométrique ; il faut
souligner, d’une part comrme nous l'avons dit plus haut que ce modéle est celui des
transformations et non un modéle géométrique naif, et d’autre part que Hamilton compléte
P’emploi de celui-ci par des considérations purement algébriques portant sur des caractéres
abstraits. Quant 4 ce qui a trait 4 Pexposition de sa théorie, nous avons vu que le modéle
géométrique joue un rble croissant dans les présentations successives.

Pourquoi Hamilton, qui visait 4 développer une théorie indépendante de la géométrie, a-t-il
abandonné sa premiére présentation purement algébrique au profit de modeles géométriques ?

Il écrit & ce sujet que la présentation géométrique doit aider le lecteur & comprendre, et 4
employer les quaternions pour des applications géométriques. Il nous semble cependant que
d'autres raisons, interprétables en termes d'intuition, guident ce choix.

Une premiére explication tient 4 "'emploi du modéle géométrique pour 1égitimer I'existence
des objets définis en conférant & ceux-ci une certaine réalité. Hamilton souligne explicitement
cet aspect, par exemple lorsqu’il écrit en note dans la préface des Lectures

* Dans le passage que j’ai fait (dans la Septi¢me lecture), des quaternions considérés comme réels {ou interprétés
géométriquement) aux biquaternions considérés comme imaginaires (ou non interprétés géométriquement), mais
suggérés symboliquement par la généralisation de la formule des quaternions, il sera pergu que j’ai employé une

méthode de transition, de théorémes prouvés dans des cas particuliers 4 des expressions supposées pour le cas
général. ” (Hamilton 1853, p.16)

L'interprétation géométrique rend les quaternions "réels" ; c'est ce qui pousse Hamilton & faire
suivre ses raisonnements algébriques de leur version géométrique,

Par ailleurs, d'aprés la théorie de Fischbein sur le rdle des modéles dans le développement de
I'intuition, le modéle géométrique associé aux quaternions est indispensable pour qu'un lecteur
éventuel de la théorie de Hamilton puisse utiliser celle-ci de maniére productive.

La géométrie avait ét€ indispensable & Hamilton pour développer ‘sa théorie ; la présentation
purement algébrique de celle-ci I'appauvrissait en la figeant dans un aspect structurel
restreignant le champ des nouvelles propriétés ou théorémes possibles. C'est pourquoi il fallait
associer aux quaternions un modéle géométrique qui assure la fécondité de ceux-ci, et c'est ce
que Hamilton cherche 2 faire dans les Lectures, tout en rappelant le point de vue algébrique
pour préserver I'indépendance de sa théorie vis-a-vis de la géométrie.

Le modéle adapté sera réellement dégagé dans les Eléments, ofl, comme nous I'avons rappelé
ci-dessus, la théorie repose sur la notion de vecteur et les quaternions sont directement
introduits comme opérateurs faisant passer d'un vecteur 4 un autre.

Hamilton ne cherche plus alors 4 se dégager d'une géométrie trop présente ; une fois le "bon"
modele trouvé, le probléme de présentation de la théorie est résolu.

Chapitre 2 : 60
Géoméirie et intuition géométrique
dans la genése de I'aigébre Hnéaire



1.4 Conclusion

Les travaux que nous avons examinés ici présentent a priori des caractéristiques trés
différentes.

Leibniz est & la recherche d'un modéle symbolique, algébrique pour la géométrie. Ce modele
est constitué par des caractéres, qui pourront &tre combinés entre eux. De telles combinaisons
de caractéres fourniront des propriétés qui, une fois traduites dans le domaine géométrique,
seront autant de théorémes de géométrie. Le point central ici est donc le choix des caractéres ;
Leibniz cherche 3 déterminer les meilleurs caractéres possibles, il fait plusieurs tentatives en
ce sens. Ce choix repose sur un modéle extramathématique fourni par I'espace physique.

Les travaux portant sur les nombres complexes sont essentiellement dirigés vers la recherche
d'une interprétation géoméirique de ceux-ci, représentation permettant de légitimer leur
existence. Une fois dégagé le modéle analogique géométrique approprié, les complexes
offrent la possibilité d'un calcul géométrique intrinséque dans le plan.

Hamilton, qui fait référence & l'interprétation géométrique des complexes, se place cependant
dans une optique trés différente. Il ne cherche pas & déterminer un modéle géométrique, mais
a élaborer une algébre, ce qu'il appelle la science du temps pur. Il sera cependant conduit &
utiliser la géométrie pour déterminer la siructure sous-jacente ; l'algébre ainsi obtenue fournira
alors, comme dans le cas des complexes, la possibilité d'un calcul géométrique.

On voit cependant s'esquisser ici des traits communs a ces différentes approches.

Tout d'abord, I'objectif de calcul géométrique se traduit par un méme effort pour tendre vers
une présentation synthétique.

Notons que pour tous les auteurs évoqués, la géométrie est la science de l'espace physique, et
comme telle est en rapport direct avec la réalité.

Cette géométrie va cependant leur permettre d'effectuer un premier pas vers ce que nous
appellerions désormais la notion d'ensemble muni d'une structure.

En effet le modéle géoméirique fournit la notion d'espace, puis la notion de point (dans I'ordre
proposé par Leibniz, ce sont respectivement la premiére et la seconde des notions a considérer
en géométrie) ; un modéle analogique symbolique pour la géométrie comportera donc, méme
implicitement, un ensemble et les éléments de cet ensemble.

11 sera ensuite muni d'une structure fondée par le modéle géométrique, le choix des propriéiés
des lois reposant sur celui-ci, méme si 'articulation entre le modéle géométrique et le modéle
symbolique s'effectue sur un mode différent chez chaque auteur.

Nous allons voir maintenant comment ce méme mouvement se poursuit et s'accentue chez
Grassmann.

2. Hermann Giinther Grassmann

Dans la lecture épistémologique de la genése de la théorie des espaces vectoriels qu’il
propose, Dorier {1997) examine tout particutiérement I’ceuvre de Hermann Grassmann.
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11 écrit & ce propos :

« La Théorie de l'extension de Hermann Grassmann joue un réle inclassable dans I"histoire de "algébre linéaire.
Elle se fonde sur une certaine intuition de la géométrie, mais aussi prend dés le départ une position trés
formaliste... Le résultat en est une approche trés générale, qui offre comme application un nouveau regard sur la
géométrie, dans un sens trés large, puisqu’englobant des aspects qui relévent aussi bien de ce qu’on appelle
aujourd’hui la géométrie affine, la géométrie vectorielle et la géométrie projective.  (Dorier et al. 1997, p.43)

De fait, Pexamen de I’ceuvre de Grassmann est fondamental pour notre étude ; d’une part, &
cause de ’importance de ces travaux dans la genése de P’algébre linéaire, mais aussi a cause
de I’usage trés particulier que fait Grassmann de I’intuition géométrique.

Nous allons dorner ici une lecture possible de I'Ausdehnunglehre de 1844 en présentant tout
d'abord les déclarations de Grassmann sur 'usage qu'il fait de l'intuition dans cette ceuvre, puis
en analysant cet usage en termes d'intuition géométrique.

2.1 Grassmann et le contraste intuitif/formel

Grassmann souligne, dans 'Ausdehnunglehre de 1844, ’importance de I’intuition d’une part
lors de sa propre découverte de la théorie des formes, et d’autre part pour la compréhension
du lecteur ; il explique qu’il veut que celui-ci soit 4 tout moment capable * d’embrasser a
chaque pas du développement I’orientation prise par sa progression. ” Mais il insiste
également sur le fait que la science qu’il obtient est entiérement indépendante de !’intuition
qui a été & I’ origine de sa découverte.

« Pour ne pas fatiguer le lecteur avec de continuelles abstractions et pour le metire également en état, partant de
choses connues, de se mouvoir avec plus de liberté et d’indépendance, je me rattache partout a la géométrie pour
la déduction des concepts nouveaux, dont noire science constitue ia base. Mais en posant toujours 2 la base le
concept abstrait pour la déduction des vérités qui constituent le contenu de cette science, sans jamais me fonder
sur une vérité démontrée en péométrie, j’obtiens cependant ainsi la science dans son conienu totalement pure et
indépendante de la géométrie. ” (Grassmann 1844 trad Flament 1994, p.11)

Grassmann affirme que dans la présentation de toute science, il y a deux développements :
celui qui donne la matiére, et celui qui donne la maitrise de la matiére. Dans son ouvrage, le
premier est indépendant de la géométrie, et pour le second, il dit g'étre “ permis la plus grande
liberté ™. Notons que Grassmann considére la géométrie comme une science appliquée, et
lorsqu'il se propose “d’ébaucher au moins vaguement un début purement scientifique de la
géométrie elle-méme ”, indépendamment de la théorie des formes, il s”agit en fait pour lui de
déterminer les bons axiomes, en fonction de intuition : '

“« Dans la géométrie il ne reste donc comme axiomes que les vérités qui sont tirées de I'intuition de I'espace
g 1 ;

[Anschauung des Rames]. Ces axiomes sont alors pris correctement s’ils donnent dans leur totalité I"intuition
compléte de "espace et si aucun axiome n’est posé qui ne contribuerait pas 4 compléter cette intuition. ” (ibid.,
p-24)

D’autre part, les fondements de la théorie des formes elle-méme ne sont pas indépendants de
Vintuition ; en particulier le concept de changement continu (stetige Anderung) qui est ala
base de la théorie ne peut recevoir quune signification intuitive.

21 es citations de Grassmann en francais sont extraites de [Flament 1994]
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C'est ce que souligne Granger lorsqu'il €crit & propos de 'Ausdehnunglebre de 1844 :

“ Les grandeurs introduites le sont directement sur un fond assez indistinct d’intuition géométrique, ou plus
exactement d’une intuition du mouvement, dont serait abstraite la notion purement intellectuelle de changement,
* (Granger 1968, p.93)

Cependant Grassmann a le sentiment d’avoir introduit 1& un concept pur, “ et non une
intuition spatio-temporelle travestie. Pour lui, ’apparence intuitive et géométrique de son
exposé n’est jamais qu’une commodité d’expression, destinée & ne pas fatiguer le
lecteur . "(Granger 1968, p.94). Notons que ce que Granger désigne ici comme intfuition
géométrique est différent du sens que nous avons attribué a ce terme, puisqu'ici le modéle
sous-jacent est directement issu de la perception de l'espace et non d'une théorie
mathématique.

Contrairement aux intentions affichées par Grassmann, les prémisses de la théorie des formes
telle que celle-ci est exposée dans I’ Ausdehnunglehre de 1844 sont de nature intuitive. 11 faut
toutefois souligner que le terme de prémisses, dans le cas de Grassmann, a un sens complexe
car I'approche qu'il propose n'est pas axiomatique ; I'exposition de la théorie ne se fait pas
sous la forme d'un énoncé de prémisses, suivi de propriéiés logiquement déduites.

Dorier (1997), 4 la suite de Lewis (1977) analyse ainsi la démarche adoptée dans
I'Ausdehnunglehre de 1844 :

" Grassmann a pris pour son compte Fusage du contraste comme moteur d'avancée de la pensée... ia notion de
contraste n'est pag un absolu mais au contraire une position relative qui fait systématiquement envisager les
choses sous des angles opposés mais complémentaires, permettant par 12 méme de faire avancer la réflexion,
dans un processus dialectique.” (Dorier et al. 1997, pp. 46-47)

Cette analyse s'applique en particulier au contraste entre intuitif et formel, qui est un élément
essentiel dans I'élaboration de la théorie de l'extension. Grassmann poursuit un objectif de
rigueur, tout en voulant expliciter les intuitions qui ont conduit au développement des notions
et des propriétés.

Les prémisses intuitives apparaitront & chaque stade de la théorie ; on observe en fait chez
Grassmann un pdle intuitif et un pdle formel ; la théorie est developpee par une mise en
tension permanente de ces deux pdles.

Dans les propos de Grassmann que nous avons cités ci-dessus, nous retrouvons différents sens
du terme intuition ; ici encore, c'est la théorie de Fischbein qui va nous permettre de clarifier
les interventions de l'intuition géométrigue dans I'Ausdehnunglehre.

2.2 Le modéle géométrique dans I'Ausdehnunglehre de 1844

Comme nous [’avons vu ci-dessus, Grassmann souligne explicitement dans
I’ Ausdehnunglehre ’importance de P’intuition et il mentionne 1’analogic avec la géométrie
comme facteur d’intuition. En réalité la géométrie joue de multiples réles dans
I’ Ausdebnungiehre, comme le souligne Flament (1992) :

“On parle d’abord de la relation analogique entre une science pure, I’ Ausdebnunglehre, et son application, ou
forme concréte, la géométrie.

Les constructions géométriques sont ensuite introduites pour servir P'intuition.

Enfin, la géométrie est considérée pour elle-méme dans la partle applications que "on retrouve & la fin de chaque
chapitre du livre. "(Flament 1992)
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Chacun des frois roles mentionnés par Flament peut étre en fait interprété comme une
utilisation d’un modéle entrainant le développement d'intuitions ; les différents types de
modéles distingués par Fischbein vont donc nous permettre de préciser 1*articulation entre
géométrie et théorie des formes et les interventions de P'intuition géométrique.

Recherche d'un modéle analogique symbolique pour la géométrie et découverte de Ia
théorie des formes.

Dans la préface de I’ Ausdehnunglehre, Grassmann explique comment il a découvert celle-ci ;
il était & la recherche d’une caractéristique géométrique, c’est 4 dire d’un modéle symbolique
analogique de 'espace physique. Lorsqu’il parvient 4 ce modgle, il écrit notamment ;

“Les formules se transformérent en formules trés simples et symétriques. La fagon de les développer
s’harmonisait avec le concept. "(Grassmann 1844, p.I)

Grassmann a obtenu ’analogie recherchée ; mais son modéle dépasse 1’objectif fixé :

“11 apparut que I’Analyse que j’avais découverte ne se situait pas seulement, comme il me semblait au début,
dans le domaine de la géométrie ; mais j’apercus bientSt que j’avais atteint I3 le terrain d’une nouvelle science,
dont la géométrie elle-mnéme n’est qu’une application particulidre, "(ibid., p.I)

La recherche d’un modéle analogique symbolique pour I'espace physique a conduit
Grassmann A découvrir une science plus vaste, qui sera donc en particulier un modéle
analogique symbolique pour la géométrie. Cette géométrie elle-méme est déja un modsle
abstrait pour une réalité concréte : ’espace ; les lois de la géométrie proviennent de cette
fonction.

Un modele symbolique pour la géométrie sera donc analogique si ses lois sont semblables aux
lois de la géométrie ; en outre celles-ci ne doivent pas étre tirées de I’espace pour préserver
I'indépendance du modéle.

Le modéle obtenu par Grassmann remplit toutes ces conditions, comme il 1’ écrit lui-méme :

“ En fait j’avais compris depuis longtemps qu’on ne peut pas considérer la géométrie comme une branche de la
mathématique mais plutdt que la geometrie fait référence & quelque chose qui est déja donné dans la nature
{c’est a dire ["espace) et qu’il devait y avoir par conséquent wne branche de la mathématique qui tire d’elle méme
de fagon purement abstraite des lois semblables comme celles qui, en géométrxe semblent relies &
Pespace. *(ibid., p M)

La théorie des formes sera explicitement employée comme modéle symbolique de la
géométrie 4 la fin de chaque chapitre, dans la partie consacrée aux applications. Par ailleurs
’analogie va permettre un renversement des roles, et dans I’exposition de la théorie, ce sera la
géomeétrie qui servira de modéle intuitif pour la théorie des formes, situation que nous avions
déja rencontrée pour les nombres complexes et les quaternions. Toutefois, la possibilité de
considérer la géométrie soit comme une science indépendante, soit comme une application de
la théorie des formes rend ici la situation trés différente de celle que nous avons pu cbserver
pour les nombres complexes.

Ainsi nous verrons la géométrie se manifester tantdt comme mod2le analogique, tantdt
comme modele paradigmatique de la théorie des formes. Dans les deux cas elle entrainera
bien entendu une visualisation, par Putilisation de figures ou simplement du langage
géométrique.

L.a géométrie comme application de la théorie des formes : un modéle paradigmatique
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La géométrie apparait comme modéle paradigmatique dans les exemples donnés tout au long
de I’exposition de la théorie, & la suite de la définition d’une nouvelle notion ou de
I’établissement d’une propriété, et dont "auteur souligne souvent qu’ils sont destinés 3
soutenir I’intuition.

Ainsi dés I'introduction et I’exposition du concept de I’ Ausdehnunglehre, Grassmann illustre
les notions d’élément générateur et de changement continu en écrivant :

* Dans Ja théorie de I'espace c¢’est le point qui figure comme élément, le changement de Heu ou mouvement qui

se présentc comme son changement continu, et ce sont les différentes positions du point dans I'espace qui
figurent ses différents états. "(ibid., p. X1l)

De méme, dans le premier chapitre de la premiére section, Grassmann qui a défini notamment
les formations d’extension, et les systémes de différents échelons, propose immédiatement
une illustration géoméirique : -

“ Jo veux soutenir I’intuition [Anschavung] par des considérations géométriques. Car il est clair que le systéme
de deuxidme échelon correspond au plan, et que le plan est pensé comme engendré en déplacant tous les points
d'une Hgne dans une direction qui n’est pas contenue en elle. On obtient également tout I’espace infini comme le
systéme du troisidéme échelon ... et la géométrie ne peut pas avancer plus loin, tandis que la science abstraite ne
connait pas de limite. ”(ibid., p.15)

Nous nous limitons ici a ces deux exemples, mais chaque chapitre de I’ Ausdehnungiehre en
comporte un grand nombre.

Rappelons que, selon Fischbein, le réle du paradigme est essentiel pour la compréhension,
I’apprentissage et la résolution d’exercices ; c'est ce modéle que le sujet gardera présent &
I'esprit, et qui permettra 3 un concept d'avoir une productivité semblable & celle d'un objet
concret. Grassmann incite clairement le lecteur désireux de comprendre une nouvelle notion
ou propriété & traduire celle-ci dans le domaine de la géométrie (traduction qui est la plupart
du temps donnée explicitement dans 1’ouvrage). En particulier, les notions primitives de
changement continu (stetige Anderung) et d'élément générateur (erzeugendes Element) ne
peuvent &tre appréhendées par le lecteur de I'époque que grice & leur ancrage dans la
géométrie.

Or conume le souligne Grassmann lui-méme, le modele géométrique est limité, en particulier
par le nombre “d’échelons™ (Stufe).

Ainsi on peut se demander si la généralité atteinte par Grassmann dans sa théorie ne risque
pas d'étre écrasée par le modele géométrique, qui peut entrainer le lecteur de
I'Ausdehnungmehre A ne retenir que les applications 4 la géométrie. Il est remarquable 4 cet
égard de noter que les premiéres diffusions significatives des travaux de Grassmann se sont
précisément limitées 4 leurs applications a la géométrie (voir ci-dessous).

La géométrie comme modéle analogique de Ia théorie des formes

C’est dans cet emploi de la géométrie que le renversement des rdles entre modéle et original
se fait le plus sensible.

Grassmann est parvenu i la théorie des formes en cherchant un modéle analogique
symbolique pour l'espace physique ; il a finalement obtenu une théorie plus vaste, dont
I'application & I'espace fournit une géométric. Mais, comme nous l'avons signalé ci-dessus,
Grassmann décrit également une géométrie axiomatique "indépendante de la théorie des
formes", et dont les axiomes sont des "vérités tirées de I'intuition de I'espace”.
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11 dispose ainsi d'une géométrie indépendante de sa théorie, géométrie qu'il va utiliser comme
modele analogique, modéle dont il décrit explicitement le rdle en disant que son
développement va suivre une idée directrice qui est une analogie, pour que le lecteur puisse
anticiper les différentes étapes grice a ce fil conducteur.

Grassmann souligne 2 différents endroits du livre I'importance et le rble de cette analogie ; il
‘parle lui-méme d’intuition, comme au début du deuxiéme chapitre de la premiére section :

“Nous partons d’abord de la géométrie pour obtenir ’analogie selon laquelle 1a science abstraite doit procéder,
et pour avoir sous les yeux, tout de suite, une idée intuitive [anschauliche Idee] qui nous ménera sur les chemins
inconnus et souvent pénibles du développement abstrait. *(ibid., p.33)

Il est clair ici que le r6le du modéle analogique est différent de celui du modéle
paradigmatique : alors que ce dernier intervenait pour aider 4 la compréhension d’un concept
ou d’une propriété introduits dans la théorie générale, pour conférer & ceux-ci, selon les
termes de Fischbein, la productivité nécessaire, le modéle analogique intervient avant
PPexposition d’un concept.

II sert & préparer I'introduction d’une notion, & donner au lecteur la possibilité d’anticiper un
développement théorique ; le modéle doit alors étre suffisamment indépendant de “original”,

Ainsi, lorsque Grassmann présente dans le premier chapitre de la premidre section la
géométrie comme une science existant indépendamment de la théorie des formes, i fait usage,
dans sa présentation, du concept de nombre. Or ce concept n'a pas encore &té rencontré a ce
stade de la théorie générale ; la notion de "grandeur de nombre" (Zahlengrdsse) n'est définie
que dans le quatriéme chapitre, a partir de la division extérieure. Grassmann souligne cette
anticipation en écrivant :

*“ Nous avons anticipé ici, pour donner tout de suite une vue d’ensembie le concept du nombre dont il ne pouvait
pas encore étre question dans la science abstraite. "(ibid., p.29)

Le concept de nombre existe déja dans la géométrie ; on peut donc s'attendre a ce qu'un
concept analogue y corresponde dans la théorie des formes ; c'est ici un emploi caractéristique
du modele analogique. De mé&me, au début du second chapitre, Grassmann qui veut introduire
le concept de multiplication extérieure des segments et les propriétés de cette multiplication le
fait d’abord dans le cas de la géométrie, puis écrit

* Aprés avoir ainsi soumis & Pintuition [Anschaueng] le concept de la multiplication. pour la géométrie, nous

pouvons revenir maintenant a notre science et poursuivre en elle le chemin purement abstrait et indépendant de
toute considération d’espace. ” {ibid., p.35)

L'analogie permet de supposer que les propriétés vues dans le cadre géométrique anticipent
des propriétés générales ; celles-ci seront d'autant plus facilement comprises qu'elles sont
alors attendues. Grassmann insiste encore ici sur le fait que ce modéle a un objectif
uniquement pédagogique, et qu'en dépit de la présentation adoptée, sa théorie sera
indépendante de la géométrie ; cependant on peut supposer que cette indépendance subsistera
difficilement.

Inconvénients de l'utilisation de la géomélrie comme modéle

Comme le souligne Fischbein, I'emploi d’un modéle intuitif comporte des risques ;'que le
modele soit analogique ou paradigmatique, il peut introduire dans le processus cognitif des
éléments parasites, propriétés du modéle qui ne sont pas pertinentes pour I"usage qui doit en
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étre fait, Grassmann est conscient de ce fait ; il a su lui-méme dépasser les limites du modéle
géométrique, en se limitant 3 Panalogie structurelle, et il veut éviter I'introduction d’éléments
parasites dans exposition de sa théorie tout en utilisant la géométrie pour soutenir Iintuition.

Ainsi, Grassmann emploie dans certains cas un vocabulaire géométrique, mais souligne que le
lecteur doit se dégager de la signification concréte de celui-ci ; par exemple les grandeurs
d’extension du premier échelon pourront &tre appelées segments (Strecke) ; Grassmann
indique en note 3 ce propos qu'il ne faut pas s'attacher a la signification concréte de ces
dénominations. Cependant il est clair que cet emploi du langage géométrique ne peut étre
anodin ; ainsi dans le chapitre 5 de la premiére section, I’application & la géométrie conduit
Grassmann & écrire :

“ Comme les théorémes qui se laissent établir sur les projections et sur les systémes de direction en géométrie
sont déja entidrement établis dans notre science sous la forme dans laguelle ils devaient éire exprimés pour la
géométrie, nous pouvons donc nous épargner ici leur répétition . ” (ibid., p.91)

Le choix de vocabulaire est tel que les théorémes dans le cadre général et leur traduction dans
le seul cadre géométrique sont les mémes, Il devient évidemment difficile dans ces conditions
pour le lecteur de continuer & bien différencier géomeétrie et théorie des formes, et & limiter le
rapprochement 2 la structure sur laquelle doit porter I’analogie.

Nous observons & nouveau une forte identification entre géométrie et théorie des formes,
identification due notamment au langage utilisé, dans le premier chapitre de la deuxiéme
section, lors de 'application a la géométrie :

* $i nous voulons appliquer 4 la géométrie les résultats obtenus dans ce chapitre, alors il nous suffit seulement
d’imaginer des points & la place des €léments ; et si nous conservons ici avec la méme signification les

désignations introduites dans ce chapitre, notamment les désignations “ poids, écart, grandeur élémentaire ”,
alors nous obtenons aussi les mémes théorémes. > (ibid., p.101)

La seule action que le lecteur effectue ici est donc d’imaginer des points & Ia place des
éléments ; il n’est nullement évident qu’il contrble ce remplacement imaginaire, et si
Grassmann avait choisi le terme “ point ” pour désigner les éléments, toute possibilité d’un tel
contrdle devenait exclue pour son lecteur.

1 arrive d'ailleurs 4 Grassmann lui-méme d'employer dans un cadre général le mot "direction”
(Richtung), réservé a la géométrie, 4 la place du mot "changement” (Anderung).

Par ailleurs I'Ausdehnunglehre comporte des dessins, qui sont utilisés tantdt pour illustrer une
situation géométrique, par exemple dans des parties consacrées & I'application 2 la géométrie,
tantdt dans le cadre de la théorie générale. Aucun commentaire particulier n'indique une
différence de nature entre ces deux usages du dessin ; si Grassmann souligne comme nous
'avons vu ci-dessus que le nom de segment, attribué aux grandeurs d'extension, n'a aucune
signification concréte, il représente ces segments par un trait sans aucune explication portant
sur ce choix de représentation.

Si nous considérons, comme nous l'avons fait plus haut, un lecteur de la théorie des formes
(indépendamment de ce qu'a réellement été le public de I'ouvrage), il Iui sera donc
extrémement difficile d'utiliser la théorie des formes au-deld du simple cadre géométrique.

L'exemple de Peano que nous allons examiner maintenant va nous montrer d'une part
I'importance de l'influence du modéle géométrique chez un lecteur de Grassmann, mais aussi
d'autre part des facteurs qui permettent de limiter 'influence du modgle a I'analogie cherchée.
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3. Giuseppe Peano

L’ceuvre de Grassmann, d’un abord difficile, sera 'objet de critigues comme celle de Apelt,
écrivant 4 Mdbius :

* Le caractére essentiel de la connaissance mathématique, Iintuition, en semble étre complétement bannie. Une
telle Ausdehnunglehre abstraite, telle qu'il I'a cherchée, pourrait étre développée uniquement 3 partir des

concepts. Mais la source de la connaissance mathématique ne repose pas sur des concepts mais sur Iintuition.”
{Apelt cité par Flament 1994, p.13)

Cette remarque semble indiquer que les efforts déployés par Grassmann pour soutenir
Pintuition de son lecteur n’ont manifestement pas atteint leur objectif (Mdbius répondra
d’ailleurs 2 Apelt qu’en effet, I’aspect intuitif fait totalement défaut a I’ Ausdehnunglehre).

Mais cette réaction était marginale ; en fait I’ Ausdehnunglehre fut essentiellement méconnue.

L’un des premiers mathématiciens & avoir pris la défense de Grassmann, et tenté de faire
connaitre la théorie de I’extension est Peano.

Il publie en 1888 : “Calcolo geometrico secundo I'Ausdehnunglehre di H.Grassmann ™, livre
dans lequel il développe la théorie de Grassmann restreinte au cadre géométrique.

Nous allons étudier ici le lien entre la géométrie et la théorie des formes dans le Caleolo
geometrico mais aussi dans d'autres parties de P’ceuvre de Peano, en soulignant les
interventions de la géométrie, explicitées ou non par auteur.

3.1 Géométrie et théorie des formes chez Peano

Nous allons distinguer trois aspects de I’ceuvre de Peano.

Tout d’abord le Calcolo geometrico et ses suites directes : Gli elementi di Calcolo geometrico
(1891), Saggio di calcolo geometrico (1896) ; puis les axiomatisations que Peano propose
pour la géométrie, par exemple dans J principii di geometriea, logicamente esposti (1889); Sui
fondamenti della geometria (1894) ou La geometria basata sulle idee di punto e distanza
(1902), axiomatisations qui sont, comme nous le verrons, totalement indépendantes de la
théorie des formes. Nous nous pencherons enfin sur Iarticle intitulé Analisi della teoria dei
vettori (1898) article dans lequel Peano propose de fonder (au moins partiellement, et nous
verrons dans quelle mesure) la géométrie sur la théorie des vecteurs. -

Calcolo geometrico

-

Dans la préface du Calcolo geometrico, Peano explique ce qu’est selon lui le calcul
géométrique, et quels sont les objectifs de son livre. II écrit notamment :

* Le calcul géométrique présente des analogies avec la géométrie analytique ; ils different en ceci que, tandis que
en géométrie analytique le calcul se fait sur des nombres qui déterminent les objets géométriques, dans cette
nouvelle science e caleul s’effectue sur ces objets eux-mémes. ” (Peano 1888, préf. p.V)
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Peano mentionne alors le projet de caractéristique géoméirique de Leibniz ; en fait le projet de
Peano est bien en deca de celui de Leibniz ; ce dernier avait pour objectif de fonder une
nouvelle géométrie, ce qui n'est pas le cas de Peano comme nous le verrons ci-dessous,

Peano cite également Mabius, Bellavitis, Hamilton et Grassmann. Il ajoute gue la théorie de
ce dernier contient toutes les autres, mais que son degré d’abstraction a empéché jusque-13 sa
diffusion, et méme celle de ses applications & la géométrie ; d’oti Iobjectif du livre :

“ L’objectif du présent livre est de les (les applications & la géométrie} exposer directement, et sous une forme
accessible & tous ceux qui connaissent les fondements de la géométrie et de I’algébre?, basée sur quelques
notations tirées de I’ Ausdehnunglehre, et d’en développer les principales conséquences. ” (ibid. p.VI)
L’essentiel est annoncé dans cette citation : Peano veut présenter les applications a la
géométrie de la théorie des formes, d’une maniére qui soit accessible au lecteur. Mais le
calcul géométrique n’a en aucun cas pour objectif de fonder la géométrie ; au contraire les
fondements de la géométrie apparaissent comme des prérequis.

11 ne s’agit donc pas ici de la partie “ géométrique ” de 1’ Ausdehnunglehre, dans laquelle nous
avons vu que la géométrie jouait plusieurs rbles ; dans ce livre la géométrie est une science
indépendante de la théorie des formes et n’apparait pas comme application de celle-ci.

Il parait également clair, 4 la lecture de cette citation, que la part de la théorie des formes qui
sera présentée sera trés restreinte (“quelques notations™). Il ne s’agit pas ici d’appliquer 4 la
géométrie une théorie plus vaste, exposée préalablement ou supposée connue ; dans ce livre,
Peano ne définira les objets de la théorie des formes que dans le cadre géométrique.

Ainsi il définit les formations de premiére espéce comme les expressions de la forme mA
+nB+...(A, B,... sont des points, et m,n,... sont des réels) et les vecteurs comme les
formations de premiére espéce de la forme B-A (c’est 4 dire de masse nulle).

De méme les formations de seconde espéce sont les expressions de la forme ma+nb+ ..o a
et b sont des lignes ; pour la troisiéme espéce a et b représenteront des surfaces et pour la
quatriéme des volumes.

Les opérations définies par Grassmann : somme, produit extérieur, produit descendu etc...
sont présentées sur ces objets.

Seul le dernier chapitre du livre propose une approche trés générale et originale ; nous y
reviendrons en détail dans le paragraphe suivant.

Gli elementi di Calcolo geometrico(1891), et Saggio di calcolo geometrico (1896) prolongent
le Calcolo geometrico. Dans I'introduction de Saggio di calcolo geomemco, Peano rappelle
ainsi le contenu du Calcolo geometrico :

“ En partant de ces applications (applications de la théorie des formes & la géométrie) il me fut possible de
reconstruire la théorie et de donner la définition des objets introduits en faisant simplement usage de la géoméirie

é&lémentaire ” (Peano 1896, p.169)*

On retrouve 14 les deux aspects que nous avons soulignés : la géométrie élémentaire est un
prérequis ; la théorie de Peano (qu’il désignera plus tard comme théorie des vecteurs) est
construite A partir de cette géométrie.

3 C'est nous qui soulignons

41Les numéros de page revoient aux ceuvres complétes de Peano [Peano 1958] ; la traduction est effectuée par
nos soins.
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Axiomatisations de la géométrie

Peano propose successivement plusieurs axiomatisations de la géométrie ; celles que nous
examinerons ici ne font pas intervenir les vecteurs. Nous n’exposerons pas le détail de ces
différentes propositions ; nous nous contenterons de souligner dans celles-ci le role joué parle
rapport avec I’espace physique et I'intuition de I'espace.

Dans la préface de I principii di geometria, logicamente esposti (1889), Peano pose les
questions qui sous-tendront ’ensemble de ses travaux sur I’axiomatisation de la géométrie :

“ Quels sont les objets géométriques qui peuvent &tre définis, et quels sont ceux que nous devons prendre sans
définition ? Et parmi les propriétés, expérimentalement vraies, de ces objets, lesquelles devons-nous admettre

sans démonstration, et lesquelles peuvent &tre déduites 7 L’analyse de ces questions, qui appartiennent en méme
temps 4 la logique et 4 la géométrie, forme 1'objet de cet article. ” (Peano 1889, p.56)

Peano expose dans cet article les fondements de ce qu’il appelle  la géométrie de position ”,
qui ne contient pas de concept de mouvement. Il part pour cela des entités de point et de
segment (retta limitata), qui seront les objets non définis dont il a été question plus haut, ainsi
que de deux axiomes portant sur les segments et de trois axiomes sur 1’égalité.

Peano explique ensuite trés précisément ce qu’il entend par “ définition ” : un objet x est
défini §’il est possible de former 4 partir d’objets connus une expression a qui vérifie a=x. 11
précise alors que son choix des objets non définis n’est pas arbitraire ; il n’aurait pas pu
fonder la géométrie, par exemple, sur les concepts de point et de droite.

De méme, Peano expose en détail ce qu’il entend par une démonstration ; il critique le point
de vue rationaliste, en citant Duhamel (1875) : “La déduction se fait par le sentiment de
I"évidence, qui n’a besoin d’aucune régle, et ne peut &tre suppléé par aucune ” et en disant que
ce sentiment d’évidence n’a rien d’absolu, et qu’il peut varier suivant les démonstrations et les
individus. C’est pourquoi il a choisi lui-méme de s’appuyer sur les régles de la logique, régles
dont il dit qu’il les a pour ’essentiel empruntées a Boole. La suite de ’article consiste en une
liste de propriétés énoncées a I’aide de symboles logiques.

Nous voyons ici se manifester les deux aspects caractéristiques de I”ceuvre de Peano.
Défenseur de 1a logique et de la méthode axiomatique, Peano s’éléve contre les rationalistes.

Mais il garde une conception réaliste de la géométrie ; celle-ci est liée & Iespace physique
dont elle traduit des propriétés expérimentalement vraies, et il y a donc dans les fondements
de la géométrie des objets qui ne peuvent &tre définis.

Ce point de vue sera encore précisé dans la suite de ses travaux.

Dans Sui fondamenti della geometria (1894), Peano écrit qu’il faut distinguer en géométrie les
idées primitives, qui ne peuvent pas étre définies, et les idées dérivées qui peuvent étre
définies (il rappelle le sens qu'il attribue au verbe définir),

Le nombre des idées primitives doit étre aussi réduit que possible ; ces idées sont selon

'auteur des idées trés simples, communes & tous les hommes, et qu’il faut avoir en téte en
commengant I’étude de la géométrie, contrairement aux idées dérivées.

Peano fait référence & Pasch, et aux Vorlesungen iiber neuere Geometrie (1882), mais 1a ol
Pasch utilisait trois notions primitives, lui ne va en employer que deux : le point et le segment.
Le début de l'article reprend le contenu de 7 principii di geometria, logicamente esposti
(1889) ; puis Peano ajoute ce qui concerne le mouvement.
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Ainsi Peano cherche  élaborer une géométrie qui est un modéle abstrait de l'espace physique,
et dont I'espace physique fournit un modéle intuitif extramathématique.

Les fondements de sa théorie, les idées primitives, qu'elles portent sur des objets ou sur des
propriétés, sont fournies par l'emploi de ce modéle extramathématique ; le reste est une
application de principes logiques.

Rappelons enfin que, bien que ces approches de la géométrie soient postérieures au Calcolo
Geometrico, aucune référence a celui-ci n'apparait dans les articles cités ci-dessus. Ceci n’est
pas surprenant, puisque I’objectif du Calcolo Geometrico n’était nullement de fonder 1a
géometrie.

Cependant nous allons voir maintenant que Peano a également écrit un article dans lequel il
propose une approche de la géométrie a ’aide des vecteurs.

La géométrie fondée sur la théorie des vecteurs

Examinant I’axiomatisation progressive de I*algebre linéaire, Moore écrit & propos de Peano,
et plus particuliérement 4 propos de l'approche axiomatique développée dans le dernier
chapitre du Calcolo Geometrico -

“1.’une des raisons pour lesquelles I'axiomatisation des systémes linéaires que Peano a proposée en 1888 eut un
impact si limité est qu’un revirement important apparu dans son approche des vecteurs en 1898. Pendant les dix
années qui précédaient, il avait fraité les vecteurs en présupposant la géométrie, définissant classiquement un
vecteur comme un segment orienté. Maintenant il inversait le processus, et décidait d’axiomatiser la géométrie
en utilisant les vecteurs. ” (Moore 1995, p.271)

Nous allons voir en effet que dans Analisi della teoria dei vettori (1898), Peano fonde la
géométrie sur les vecteurs ; mais il nous semble également important de souligner pour notre
étude que dans cet article les vecteurs eux-mémes sont définis 4 I'aide d'un modéle issu de
I’espace physique.

Peano écrit en introduction :

* Pour exposer la théorie des vecteurs et le calcul géométrique nous avons présupposé de vastes connaissances
de géométrie. Mon propos dans ce travail est d’examiner quelles idées sont rencontrées dans la théorie des
vecteurs, et de les classer en idées primitives, qui sont obtenues par observation de I’espace physique, et en idées
dérivées dont les définitions sont données ; et d’examiner quelles sont les propositions que nous devons prendre
comme primitives, et quelles sont celles qui peuvent étre déduites par des processus purement logiques sans
autre recours i Iintuition {intuizione].

Ainsi la théorie des vecteurs est développée sans présupposer aucune étude géométrique précédente. Et donc
avec cette théorie toute la géométrie peut éire traitée ; il en résuite la possibilité théorique de substituer la théorie
des vectenrs 2 la géométrie éiémentaire elle-méme. ”* (Peano 1898, p.185)

Nous retrouvons ici la séparation entre idées primitives et idées dérivées, et le fait que la
théorie des vecteurs sera fondée sur ’observation de ’espace physique, observation que
Peano lui-méme désigne ici comme une intuition, puis par la suite comme intuition
- géométrique, et que nous avons nommeée intuition de I'espace.

Les idées primitives choisies ici sont I'idée de point, et la relation “ d’équidifférence *; a-b=c-
d entre quatre points. Peano propose alors 11 axiomes, dont la vérité est selon lui basée sur
I'observation de I’espace physique. Nous pouvons relever parmi ces axiomes les exemples
suivants, pour lesquels Peano fait explicitement référence & une intuition qu'il désigne comme
géométrique.
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Les vecteurs sont les expressions de Ia forme 5-a ; la somme d’un vecteur u et dun point  est
le point b tel que b-a=u. Peano prouve I'unicité de b ; a propos de I'existence, il dit qu’elle est
une conséquence ¢vidente de I'intuition geométnque (et il s'agit donc d'une proposition
primitive).

De méme lorsqu’au paragraphe suivant il se penche sur le produit d’un vecteur par un nombre
entier, il attribue  I’intuition géométrique la propriété disant que le produit par un nombre du
vecteur nul est le vecteur nul.

Pour passer au produit par un rationnel, il considére un entier a non nul et un vecteur u, u/a
est le vecteur v vérifiant av=u ; 14 encore, P’existence de v repose sur I’intuition géométrique
(Peano reporte ’extension aux irrationnels aprés I’exposition des idées de distance et de
limite).

L’auteur définit ensuite la notion de produit interne de deux vecteurs, qui le conduira 2 la
distance, lui permettant ainsi de déduire la géométrie métrique.

1l signale que cette déduction est possible, mais il ne I’effectue pas dans ’article ; en revanche
il exposera en 1902 une axiomatisation de la géométrie fondée sur les notions de point et de
distance, et qui montre donc la possibilit€ de cette déduction.

En termes modernes, on peut dire que dans Analisi della teoria dei veitori, Peano présente les
axiomes d’un espace vectoriel euclidien de dimension 3 , auquel est associé un espace affine ;
mais ici ’espace affine est 1’espace physique, ses points ont une signification concréte,
antérieure a ’espace vectoriel et qui fonde celui-ci.

Lintuition géométrique, la théorie des vecteurs et la géométrie

Comme nous I'avons déja souligné plus haut, il existe pour Peano en géométrie des idées
primitives, c'est & dire des objets qui ne peuvent étre définis, ou des propriétés qui doivent &tre
prises comme axiomes. Il faut choisir judicieusement ces idées, en particulier afin de réduire
leur nombre autant que possible.

L'intuition qu'il désigne comme géométrique, et qui reléve selon notre terminologie de
I'intuition de I'espace, assure la vérité de ces idées.

D'aprés Peano, il est possible de donner différentes présentations axiomatiques de la
géométrie, suivant les idées primitives choisies.

On peut notamment fonder la géométrie sur la théorie des vecteurs ; mais on peut également
proposer un fondement de la géométrie indépendant des vecteurs, et dedmre ceux-ci ensuite.

Peano n'indique pas de préférence pour I'une ou l'autre approche.

Par ailleurs, dans les deux cas, l'intuition de l'espace assurera la vérité des propositions
primitives ; on ne peut donc pas dire qu'il y ait une approche qui soit plus intuitive que Fautre.

3.2 Dépasser le modéle géométrique ?

Dans les aspects de I'ccuvre de Peano que nous avons examinés, nous n'avons pas encore
observé d'interventions de lintuition géométrique selon le sens que nous avons attribué a ce
terme. Ceci provient du choix de limitation au cadre géométrique : I'ambition de Peano n'est
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pas de présenter une théorie générale, que I'on pourrait en particulier appliquer a la géométrie,
mais une théorie faisant partie de la géométrie. Il ne sera donc pas conduit & employer des
analogies avec la géométrie, ou 4 donner des exemples géométriques.

Peano utilise en deux occasions la théorie de Grassmann hors du cadre géométrique : dans le
dernier chapitre du Calcolo geometrico, ou il propose une définition axiomatique des systémes
linéaires, c'est a dire des espaces vectoriels, puis dans un article intitulé Intégration par séries
des équtions différentielles linéaires, article dans lequel il utilise cette théorie des systémes
linéaires.

Nous allons examiner ici le contenu du dernier chapitre du Calcolo geometrico, et essayer de
préciser en particulier le rdle qu'y joue la théorie géométrique que Peano a développée dans
les chapitres precedents

Le calcul géométrique et les systémes lindaires : contenu du chapitre IX du "Calcolo
geomeltrico”,

La définition axiomatique de systéme linéaire porte uniquement sur les propriétés des lois ;
elle ne comporte aucun vocabulaire géométrique, tout comme les définitions de dépendance et
de dimension données ensuite. Rien ne peut laisser supposer que ces définitions proviennent
d'une quelconque analogie avec la géométrie,

En revanche, les exemples qui suivent sont essentiellement tirés du "calcul géométrique” : si
Peano cite les nombres réels et complexes, il met surtout I'accent sur les formations d'espéce
quelconque de l'espace, les formations de premiére espéce d'une droite ou du plan, les
vecteurs d'un plan ou de I'espace ; il signale que I'ensemble des points de I'espace ne constitue
pas un systéme linéaire.

A la fin du chapitre, dans la partie intitulée "Applications”, Peano donne également Fexemple
des polyndmes : I'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal 4 n est un systéme
linéaire de dimension n+1, l'ensemble de tous les polyndmes est un systéme lingaire de
dimension infinie. On peut se demander si cet exemple, placé en dehors de l'exposé de la
théorie, n'est pas plutdt reli¢ a la fin du chapitre, qui appartient au champ de I'analyse.

Le vocabulaire du calcul géométrique est utilisé pour la premiére fois-avec la définition des
coordonnées ; d'ailleurs Peano souligne que la notion qu'il définit dans un cadre général
coincide, pour les formations de premiére espéce d'une droite, pour les vecteurs d'un plan
etc...avec la définition de coordonnée vue auparavant.

La donnée de cette définition marque le début de 'emploi d‘ana{bgies avec ce qui a été vu
dans les chapitres précédents, c'est 4 dire dans le cadre géométrique.

11 est clair que les coordonnées permettent d'étendre automatiquement tout résultat portant sur
des objets géométriques appartenant & un systéme de dimension n a des objets généraux
appartenant a un systéme de la méme dimension. Mais elles permettent également de
s'affranchir des limitations de dimension attachées aux objets géométriques. Ainsi Peano va
pouvoir parler de limite dans un systéme linéaire ; en fait il semble que I'objectif principal de
l'auteur dans ce chapitre soit de généraliser le calcul infinitésimal & des fonctions allant d'un
systéme linéaire dans un autre, ce qui explique le titre du chapitre : "Trasformazioni di sistemi
lineari".

Il va utiliser pleinement I'analogiec permise par les coordonndes pour définir les dérivées
successives, l'intégrale d'un "élément variable d'un systéme linéaire, fonction d'une variable

Chapitre 2 : 73
Géométrie et intuition géométrique
dans la genése de Ialgebre linéaire



réelle” en écrivant simplement que les définitions données et les théorémes démontrés dans
les chapitres précédents sont directement applicables.

I donne ensuite la définition d'application linéaire, et les opérations sur les applications
linéaires ; il souligne qu'il dispose alors d'un nouvel exemple de systéroe linéaire : I'ensemble
des applications linéaires d'un systéme A dans un systéme B.

Cette présentation est encore motivée par le méme objectif de calcul différentiel : les
opérations sur les applications linéaires vont lui permettre de définir I'exponentielle d'une
application linéaire R, et donc de donner la solution d'une équation différentielle y'=Ry, ot y
est une fonction de IR dans un systéme linéaire quelconqgue.

Origine des systémes linéaires et influence du modéle géomeétiique

Le dernier chapitre du Calcolo geometrico n'est pas entiérement déconnecté des précédents
des exemples y sont donnés, des analogies faites en utilisant ce qui a ét€ vu auparavant.

Toutefois ce chapitre reste & part dans le livre, et il n'est pas une conséquence "naturelle” des
autres, comme I'écrit Dorier :

"Si on ne connait pas le travail de Grassmann, il est difficile d'imaginer comment le dernier chapitre a pu étre
issu des seules idées développées auparavant, méme si Peano s'applique & montrer comment ce qu'il a présenté
de Ia théorie de Grassmann peut a posteriori s'interpréter dans Iapproche axiomatique. De fait, Fapproche
axiomatique proposée par Peano est issue autant de sa lecture de 'Ausdehnunglehre que de ses propres travaux et
réflexions autour des questions de logique et de formalisre en mathématique."(Dorier et al. 1997, p.63)

En effet la portée du calcul géométrique présenté par Peano est beaucoup trop limitée pour
permettre une approche aussi générale, et il semble que l'origine de celle-ci, et de la
présentation axiomatique, soit plutdt 4 chercher dans les travaux de Grassmann. L'intérét de
Peano pour le calcul différentiel lui permet également de donner i la suite de cette
présentation des exemples et propri€tés sortant du cadre purement géométrique. Le calcul
géométrique développé dans les premiers chapitres servira alors de modéle analogique pour
ces propriétés générales ; mais I'analogie, comme nous I'avons vu, porte sur les coordonnées
dans une base. Ainsi le modéle sous-jacent, pour la partie géométxique comme pour la théorie

générale, est simplement celui de IR?, ce qui est paradoxal pour un hvre dont l'objectif affiché
était de présenter un calcul géométrique intrinséque.

Par ailleurs, Dorier montre également que dans I'approche de Peano, il existe une ambiguité
sur le concept de dimension : étant donné un systéme linéaire & n dimensions, la théorie de
Peano ne permet pas d'affirmer que celui-ci n'admet pas une base formée de moins de n
éléments,

Dorier propose cette interprétation de ce défaut de la théorie :

"Dans l'approche de Peano, I'aspect de génération est occultd, l'axiomatisation suppose que le systéme est donnd
a priori. Ainsi le nombre de dimensions apparait plus comme la limite des degrés de liberté au sein du systdme
que comme une mesure d'extension. Ce point de vue est certainement renforcé par I'analogie avec le modéle
géométrique. En offet les trois dimensions de l'espace géométrique sont plis couramment vues comme une limite
du nombre de directions indépendantes que comme la mesure d'un accroissement progressif 4 partir d'un point
puis d'une droite et enfin d'un plan.” (Dorler et al. 1997, p.64)

Cette analyse peut étre considérée du point de vue de 'approche psychologique de l'intuition.
Selon Fischbein, toute structure axiomatique est associée & un modele (dans ce cas il s'agit
d'un modeéle analogique) permettant au raisonnement de s'appuyer sur des faits apparemment
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évidents. C'est le calcul géométrique qui joue ce role de modéle chez Peano. Mais ce calcul
est lui-méme associ€é, comme nous l'avons vu, an modéle de I'espace physique.

Ce dernier modele, extramathématique, introduit des éléments parasites comme celui que
mentionne Dorier, et entraine des insuffisances dans la théorie.

Mais nous devons de plus souligner que cet attachement au modéle géométrique ne provient
pas, selon nous, du choix de présentation géométrique fait par Peano.

L'une des sources probables du dernier chapitre du Calcolo geometrico est la lecture de
Grassmann; et il est donc possible que le modéle qui- agit ici soit le modéle géométrique
proposé par Grassmann.

D'une part ce modéle conduit Peano 4 limiter I'essentiel de sa présentation a la géométrie.
D'autre part, lorsque son intérét pour le calcul différentiel et ses recherches sur la logique
permettent & Peano de dépasser le cadre géométrique, ce modéle limite le développement de
la théorie.

4. Autres approches axiomatiques

4.1 Salvatore Pincherle

Les différents travaux que nous avons examinés jusqu'a présent ont plusieurs traits en
cormmun.

Leurs auteurs poursuivent un méme objectif de recherche d'un calcul géométrique.

Cet objectif s'inscrit pour chacun dans un projet plus vaste : caractéristique universelle pour
Leibniz, science du temps pur pour Hamilton, théorie générale des formes pour Grassmann,
logique et axiomatique pour Peano.

L'existence de ce projet est fondamentale dans les travaux de ces auteurs ; cependant le
modele géométrique y reste la référence centrale (et il s'agit alors d'une géométrie directement
liée 4 l'espace physique). '

La notion d'ensemble muni d'une structure linéaire se dégage progressivement de ces
différentes approches ; l'axiomatique proposée par Peano est trés proche de la définition
moderne d'espace vectoriel. -

Le travail de Salvatore Pincherle s'inscrit dans Ia lignée de celui de Peano ; mais comme nous
allons le voir ci-dessous, les résultats obtenus par Pincherle dépassent nettement ceux de
Peano. Pincherle publie en 1901 un traité intitulé "Le operazioni distributive e le loro
applicazioni all’analisi" ; I'objectif de Pincherle est I'étude de problémes linéaires en analyse,
en particulier d'équations différentielles. I développe dans ce traité une théorie axiomatique .
de ce qu'il nomme les ensembles linéaires, en dimension finie comme en dimension infinie.

Cette théorie est beaucoup plus compléte que celle de Peano ; d'une part Pincherle donne plus
de résultats théoriques que Peano, et d'autre part il applique ceux-ci 4 un champ plus vaste, La
théorie de Pincherle semble moins fondée sur la géométrie (bien qu'il soit, comme nous
l'avons souligné ci-dessus, difficile d'identifier I'origine de I'axiomatique proposée par Peano),
mais le langage géométrique y joue un réle fondamental.
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Nous allons essayer de dégager ici les caractéristiques du role de la géométrie dans ce traité.

Pincherle expose son objectif en introduction ; il souligne I'importance de la possiblité d'un
calcul symbolique, dans différentes branches des mathématiques, et en particulier dans le
cadre vectoriel (c'est & ce sujet qu'il cite Grassmann et Peano) ; un tel calcul permet selon lui
des évolutions nouvelles de la théorie. Il souhaite donc développer un calcul symbolique
portant sur les fonctions.

Pincherle va utiliser comme référence un modéle géométrique ; mais il s'agit d'une géométrie
déja structurée, une géométrie "linéaire" issue des travaux que nous avons examinés plus haut.
Alors que Peano n'employait le terme "spazio" que pour désigner l'espace usuel de la
géométric élémentaire, Pincherle va immédiatement utiliser le terme "spazio lineari” dans un
cadre général.

Il dit avoir remarqué dans un premier temps que, comme les fonctions analytigues d'une
variable peuvent étre caractérisées par un nombre dénombrable de paramétres, on peut
considérer I'ensemble de leurs combinaisons linéaires comme un espace de dimension infinie,
mais dénombrable : le terme d'espace est alors dégagé de toute relation avec un concept
physique.

Cette approche, trés originale pour I'époque, repose donc an départ sur une analogie de type
analytique et sur la notion de coordonnées.

Mais Pincherle se tourne aussitot vers la recherche d'un aspect synthétique ; il éerit :

"Les opérations distributives applicables aux fonctions d'une méme classe se présentent alors comme une
généralisation naturelle de ce que sont les homographies dans les espaces Jinéaires ayant un nombre fini de
dimensions ; et ce concept, d'autant plus qu'il est doté d'une notation simple et expressive, permetira d'induire
dans un mode synthétique, et avec l'aide d'une analogie continuelle avec la géométrie, de multiples relations de
composition, de décomposition, de classification en groupes, de transformations de telles opérations.” (Pincherle
1901, préface, iii)

(Les opérations distributives, comme les homographies, désignent ici des applications
linéaires).
11 indique donc explicitement qu'il va employer le modéle géométrique, et que I'un des

avantages de cet emploi est la possibilité d'une approche synthétique ; d'autre part les
transformations joueront un réle central dans I'analogie.

Dans le premier chapitre, Pincherle donne une définition axiomatique de la notion d'ensemble
linéaire, qui sera également appelé "espace linéaire”. Le premier exemple qu'il propose est
celut des vecteurs de l'espace, exemple choisi , selon Iui, pour "rendre intuitive la notion de
systéme linéaire” (Pincherle 1901, p.4). -

Ici Ie modéle géométrique est donc employé 4 l'intention du lecteur, pour servir lintuition.
Pincherle insiste sur cet usage, et en particulier sur I'emploi du langage géométrique. Il écrit
notamment :

"L'étude des €léments des systémes linéaires est particuliérement simplifiée avec le langage géométrique, auquel
nous sommes conduits par les considérations suivantes. Dans le cas ol #=2 ou 3, nous pouvons représenter
'ensemble linéaire avec les vecteurs d'un plan, ou de V'espace ordinaire, ayant une extémité commune en un point
donné (origine). Chacun de ces vecteurs et alors caractérisé par la donnée de l'auire extrémité ; on peut alors de
cette manigre substituer Fensemble des points a celui des vecteurs. Par analogie, les éléments de S peuvent alors
&tre pensés comme des vecfeurs ayant une extrémité commune ; S comme un ensemble (ou espgce ) de
vecteurs, ou encore de points, 3 n dimensions." (Pincherle 1901, p.9) ‘

On observe ici plusieurs interventions de l'intuition géométrigue. Tout d'abord I'ensemble des
vecteurs du plan ou de l'espace pointé est utilisé comme modéle pour un ensemble linéaire
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quelconque de dimension 2 ou 3 ; puis, "par analogie” on passe & l'ensemble le plus général,
éventuellement méme de dimension infinie.

L'emploi du langage géométrique est central dans le traité ; lorsque Pincherle examine les
sous-espaces de dimension 1, 2 et (n-1) d'un espace de dimension », il nomme ceux-ci
respectivement droite, plan et hyperplan, Plus précisément, il signale d'abord qu'un ensemble
linéaire de dimension 1 "peut étre pensé comme un ensemble de vecteurs ayant une origine
commune et disposés selon une droite" ; il désigne alors un ensemble linéaire de dimension 1
par le terme de droite. Le méme procédé conduit 2 nommer "plan" un ensemble lindaire de
dimension 2. '

Pour la dimension (n-1), il n'est pas question de représentation géométrique, mais, selon les
termes mémes de Pincherle, de I'emploi du langage de 'hypergéométrie, qui conduit &
désigner un sous-espace de dimension (n-/) comme un hyperplan passant par I'origiue.
L'hyperplan fait l'objet d'une étude particuliére, de type analytique, qui méne & donner
I'équation d'un hyperplan.

On trouve donc chez Pincherle le vocabulaire qui est utilisé de nos jours en algébre linéaire,
ce qui n'était pas le cas dans les travaux de Grassmann, ni dans ceux de Peano.

Le terme de vecteur est di 4 Hamilton ; ce terme joue un rdle essentiel dans les travaux de
Hamilton, mais il n'apparait que dans un cadre géométrique ; Grassmann utilise les mots
"segment”, "direction", "coordonnées” dans sa théorie générale, mais nous avons vu qu'il tente
de garder une distance suffisante avec le modéle géométrique, qui semble le conduire 3 éviter
un emplot systématique du langage géométrique. Quant a Peano, le seul terme géométrique
qu'il emploie dans un cadre général est celui de coordonnées.

Pincherle emploie les mots "espace”, "vecteur”, "longueur", "direction”, "coordonnées",
"droite”, "plan”... Ces termes apparaissent d'abord dans un cadre géométrique, lorsque
Pincherle montre que "I'insieme di tutti vettori dello spazio ordinario” (I'ensemble de tous les
vecteurs de I'espace ordinaire) vérifie bien les axiomes définissant un ensemble linéaire. Puis,
par analogie (le terme est de Pincherle), ces mots seront employés dans le cadre d'un
ensemble linéaire général,

Le vocabulaire géoméirique est une des originalités du travail de Pincherle ; mais il faut
rappeler que ce vocabulaire renvoie 4 une géométrie déja linéarisée, et donc différente de celle
qui servait de référence dans les travaux des auteurs cités ci-dessus. Pincherle dit clairement
qu'il choisit d'employer le vocabulaire géométrique pour rendre plus intuitives les notions
générales présentées ; le fait que les termes employés en géométrie puissent &tre utilisés dans
le cas d'un ensemble linéaire quelconque apparait comme conséquence d'une analogie
"patureile”.

Il ne tente pas, comme le faisait par exemple Grassmann, de garder ses distances vis-a-vis du
modéle géométrique ; en effet, son objectif étant le développement d'un calcul symbolique
portant sur les fonctions, les concepts qu'il étudie ne risquent pas d'étre limités par une
approche trop géométrique.

4.2 Hermann Weyl

En 1918, Hermann Weyl donne dans son livre "Temps, Espace, Matiére", dont 'objectif est
de présenter une théorie de la relativité, une définition axiomatique des notions d'espace
vectoriel et d'espace affine.
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Les choix effectués par Weyl, en particulier en ce qui concerne l'usage qu'il fait de la
géométrie dans ce livre, sont guidés par ses positions philosophiques, notamment sur le role
de lintuition ; dans la préface de I'édition frangaise de 1958, Bouligand rappelle I'attrait de
Weyl pour les idées de Husserl.

Le premier chapitre du livre, consacré 4 I'espace euclidien, commence par une présentation de
la géométrie affine issue de 'intuition de I'espace. Celle-ci repose sur les notions d'égalité, que
Weyl nomme également congruence, et de continuum. L'idée d'égalité est intimement liée a
celle de transformation ; en effet, Weyl écrit :

"Lorsqu'une chose reste identique 4 elle-méme, et qu'on peut imagixier qu'elle occupe une autre place §' que celle
S ol on la considére dans I'espace, on dira que S' est égal ou congruent & S"(Weyl 1918, p.9)

La transformation associée (celle qui envoie un point P de S sur le point P' de §'
correspondant) est appelée une représentation congruente. Parmi ces représentations, Weyl
distingue en particulier les translations ; une translation est caractérisée par le fait qu'elle
transforme chaque droite d'une famille de droites paralléles en ume droite de cette famille.

Ces résultats sont établis dans le premier paragraphe du chapitre, paragraphe que Weyl
conclut en écrivant :

"L'intuition [Anschauung] nous ayant donné les notions nécessaires, nous entrons de suite dans le domaine de la
mathématique déductive."(Weyl 1918, p.13)

11 désigne alors les translations de l'espace sous le nom de vecteurs ; I'application successive
de deux translations est directement appelée somme de ces translations.

La somme permet de passer au produit par un entier positif ; la translation inverse de a est
alors -a, ce qui conduit au produit d'un vecteur par un entier quelconque, puis par un
rationnel, et par continuité au produit par un réel. Ceci permet alors de donner les axiomes,
que Weyl désigne comme axiomes de la géométrie affine, et qui correspondent 3 la définition
axiomatique moderne d'espace vectoriel ; toutefois Weyl se limite 4 la dimension finie, en
ajoutant un axiome de dimension : "Il'y a n vecteurs linéairement indépendants, mais (n+ 1)
sont lindairement dépendants” (Weyl 1918, p.15).

Ici le sens du terme vecteur a été élargi : la considération des combinaisons linéaires de un,
deux ou trois vecteurs linéairement indépendants de l'espace se prolonge a un nombre
quelconque de vecteurs ; dans ce passage, 'indépendance linéaire perd. son sens géométrique
pour reposer uniquement sur la définition formelle correspondante.

L'ensemble des combinaisons linéaires de n vecteurs linéairement indépendants est appelé une
multiplicité vectorielle 4 n dimensions ; » sera bien entendu égal 4 1 pour la droite, 2 2 pour le
plan et 4 3 pour l'espace, mais, comme Weyl le souligne :

"1l sera utile pour avoir une géoméirie affine générale de laisser n indéterminé, car on voit ici -comme nous le
verrons plus loin encore pour la géométrie compléte- que dans la structure logique de I'espace, rien ne nous

oblige logiquement & nous en tenir au nombre #=3. Dans le systéme d'axiomes, ce nombre 73 n'a pas une
signification essentielle et nous devons passer sur elle dans une théorie déductive systématique.” (Weyl 1918,

p.15)

Weyl passe donc 4 une dimension finie queiconque ; ce qui lui permet ce passage, c'est la
possibilité d'effectuer des combinaisons linéaires (il ne s'agit pas d'un point de vue analytique,
le terme "coordonnées” n'est pas employé A ce stade de la théorie) et de définir la notion
d'indépendance linéaire d'un nombre quelconque de vecteurs. Il obtient ainsi une théorie qu'il
nomme une géomeétrie, et dans laquelle il emploiera le vocabulaire géométrique : paralléle,
coordonnées ; i} parle méme de parallélépipéde 3 n dimensions.
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Pour justifier la possibilité d'une telle géométrie (& n dimensions, avec n > 3), Weyl cite
d'abord l'exernple d'un mélange gazeux de quatre composants, puis celui d'une machine a
calculer formée par des boules se déplagant sur cing barres. Mais I'exemple le plus important
est selon lui la théorie des équations linéaires. Il montre d'abord que IR" vérifie bien son

systéme d'axiomes, puis que l'ensemble des solutions dans IR” d'un systéme linéaire formé de
h équations indépendantes est "une multiplicité vectorielle linéaire & n-k dimensions".

Rappelons qu'il s'agit encore, & cet endroit du livre, de donner des exemples justifiant la
possibilit¢ d'une géométrie & n dimensions ; tous les exemples donnés reposent sur un point de

vue analytique, les exemples de IR" et des équations sont centraux.

Weyl signale alors qu'une démarche inverse aurait pu étre envisagée :

"On auraif pu &difier le systéme d'axiomes et les conséquences formelles que nous en avons tirées, dune maniére
trés naturelle, en n'ayant recours qu'a la théorie des équations lindaires, sans Vaide de la géométrie. 11 serait méme
utile - & certains égards - de développer la théorie des équations linéaires sur une base axiomatique, et ensuite
d'appliquer ceifle-ci 4 la géométrie. Cette théorie serait utile pour un ensemble d'opérations auxquelles
s'appliquent les axiomes, et pas seulement aux systémes de valeurs de n variables.” (Weyl 1918, p.20)

Notons ici que le terme "géométrie" apparaissant dans cette citation désigne la géométrie de
l'espace, et non plus la géométrie & n dimensions.

Ainsi, si Weyl débute par une forme intuitive de la géométrie de l'espace, qui le guide vers le
choix de ses axiomes, s'il nomme la théorie obtenue "une géométrie 4 n dimensions”, il ne fait
pas de la géométrie un point de départ obligé de la théorie, ni méme un moyen de rendre cette
théorie plus intuitive.

11 n'utilise d'ailleurs le terme intuition que dans un sens phénoménologique d'appréhension
immédiate de la réalité (en particulier il ne souligne pas, comme le faisait par exemple
Grassmann, que 'emploi de la géométrie peut servir l'intuition) . Ainsi lorsqu'il présente la
géométrie métrique, il signale qu'il va avoir recours a l'intuition, pour établir "l'axiome
métrique”, qui est la définition d'un produit scalaire. Avoir recours a 'intuition selon Iui est
établir les propriétés du produit scalaire dans l'espace ; il ne nomme pas "intuition" la
généralisation qu'il fait de ces propriétés, généralisation qui est immédiate grice a 'emploi du
terme de vecteur.

Le sens qu'il attribue au terme "intuition" apparait clairement dans la citation suivante :

"De tout cela, il découle que la géométrie affine appliquée 4 l'espace entier ne nous apprend qu'une seule chose,
c'est que celui-ci forme un domaine linéaire & trois dimensions. Tous les faits particuliers que I'intuitionr nous
fournit [anschaulichen einzeltatsachen], et que nous avons mentionnés dans le paragraphe 1), ne sont que des
déguisements de cette simple vérit€."(Weyl 1918, p.20)

-

L'intuition dont parle Weyl reléve de ce que nous avons appelé intuition de l'espace.

Weyl élabore dans un premier temps une géométrie issue de cette intuition, et donc en
particulier limitée 4 la dimension 3.

11 utilise ensuite l'intuition géométrique proprement dite en élaborant une théorie générale &
partir du modéle des translations, fourni par cette premi¢re géométrie. Les éléments essentiels
donnés par le modéle sont les axiomes, ainsi que les propriétés des combinaisons linéaires.

Wey! souligne le fait qu'ils auraient tout aussi bien pu provenir des propriétés de IR' .
Toutefois, dans une tetle approche, il n'aurait probablement pas été conduit a employer le
méme vocabulaire géométrique ; on peut alors légitimement s'interroger sur les conséquences
possibles d'un tel changement de langage.
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5. Les espaces fonctionnels

Les travaux que nous avons examinés dans les parties 1, 2 et 3 furent essentiellement
méconnus (en dehors de 'ceuvre de Hamilton qui entraina un important courant de recherches
sur les quaternions); c'est en particulier le cas de ceux qui développaient une théorie proche de
l'algébre linéaire moderme, c'est  dire ceux de Grassmann et Peano.

Les travaux que nous allons étudier maintenant eurent au contraire un important
retentissement, et un r6le essentiel dans I'émergence de P'algébre linéaire.

De 1880 & 1932, de nombreux mathématiciens, parmi lesquels on peut citer Fredholm,
Hilbert, Fréchet, Riesz, Schmidt, Wiener, Hahn et Banach firent évoluer le traitement des
problémes linéaires en analyse ; leurs recherches conduisirent notamment & dégager la notion
d'espace vectoriel de fonctions, présentée de fagon axiomatique et qui joua un rdle central
dans le développement de 'algébre linéaire moderne.

Nous n'avons pas l'intention de retracer ici le détail de cette évolution’, mais d'étudier le role
que la géométrie a joué dans celle-ci, en particulier comme facteur d'intuition.

Il ne s'agit donc plus maintenant du développement d'un modéle pour la géométrie, porté ou
non par un projet philosophique, mais de la recherche d'un modéle théorique en analyse.

Dans ce que nous avons vu jusqu'alors, seuls les travaux de Pincherle relévent d'une telle
approche ; ce sont d'ailleurs aussi ceux qui fournissent les résultats les plus proches de
l'algébre linéaire moderne.

Nous distinguerons deux courants dans les travanx portant sur les espaces fonctionnels : I'un
axé sur ['étude des espaces topologiques et des espaces normés, et I'autre axé sur les espaces
de Hilbert. Nous dégagerons ensuite les caractéristiques de Il'intervention de modéles
géométriques dans les travaux examinés.

5.1 Espaces topologiques et espaces normés

En 1906, Maurice Fréchet développe dans sa thése une premiére approche des espaces
fonctionnels topologiques, sans toutefois se pencher sur la structure algébrigue de ceux-ci.

Clest autour de 1920 que seront données indépendamment par Wiener, Hahn et Banach les
premiéres définitions axiomatiques d'espaces vectoriels (ou affines) normés.

Wiener, Hahn et Banach manifestent une volonté d'unification de différents champs
fonctionnels qui les conduit & établir des listes d'axiomes. L'exposé de ceux-ci est suivi
d'exemples géométriques, mais le role éventuel de la géométrie, notamment daos le choix des
axiomes, n'est pas explicité.

SPour une étude précise de cette question, voir [Dorier 1996].
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Fréchet reprend vers 1925 les définitions axiomatiques citées ci-dessus ; en 1928, il publie un
ouvrage intitulé Les espaces abstraits et leur théorie générale considérée comme une
introduction & l'analyse générale, dans lequel il donnera notamment une définition d'espace
vectoriel normé s'inspirant de celles citées ci-dessus.

Dans cet ouvrage, Fréchet dresse un bilan d'une partie importante de ses recherches, assorti de
commentaires sur sa démarche. L'intuition géométrique y joue un rble fondamental et
significatif pour notre étude ; c'est pourquoi nous allons nous pencher plus précisément sur le
contenu de ce livre.

Nous examinerons dans un premier temps les déclarations de Fréchet & propos de l'intuition ;
puis nous analyserons 'emploi qu'il fait d'un modéle analogique géométrique.

Intuition et analogies

Fréchet souligne explicitement I'importance de l'intuition en mathématiques d'une part, et
celle des analogies comme facteurs d'intuition d'autre part.

Dans "Les espaces abstraits", il relate la découverte faite par Cantor d'une correspondance
biunivoque entre le plan et la droite, qui remettait en cause l'idée de dimension lide aux
coordonnées cartésiennes, et souligne le fait que les mathématiciens ne pouvaient accepter
une conclusion aussi contraire a I'intuition. Il écrit a ce propos :

"L'attitude des mathématiciens 4 cet égard nous montre une fois de plus qu'ils obéissent, souvent
inconsciemment, 3 cefte loi : 8'il faut se méfier de I'intuition dans F'établissement de la prenve, c'est elle et non la
logique qui doit nous guider dans la direction & donner & nos recherches. Entre deux définitions, I'une vague,
intuitive, fournie par l'expérience, l'antre précise et rigoureuse, c'est 2 la premiére qu'il faut attacher notre
préférence, si les conséquences de la seconde montrent qu'elle ne se borne pas & donner une forme mathématique
précise 4 la premieére, si elle I'a aitérée d'une fagon essentielle.” (Fréchet 1928, p.25)

11 ne sera donc pas surprenant de constater que Fréchet lui-méme fait un usage important de
I'intuition ; en particulier son choix de définitions sera guidé par lintuition, comme il le
rappellera a plusieurs reprises dans son livre.

Le rdle attribué 4 l'intuition est précisé dans la. préface du méme ouvrage, dans laquelle
Fréchet fait siennes les opinions de plusieurs mathématiciens. Tout d'abord, puisque son
intention est d'établir une théorie générale, il donne une justification de cette démarche en
citant Moore :

"L'existence d'analogies entre les traits principaux de diverses théories implique l'existence d'une théorie

genérale dont ces théories particuliéres ne sont que des rameaux et qui les unifie en ce qui concerne ces traits
principaux” (Moore, cité par Fréchet, 1928, p.16)

En rapprochant ces propos de I'approche de Fischbein, on peut les interpréter en disant qu'en
présence de deux théories mathématiques, dont I'une peut jouer pour l'autre le role de modéle
analogique, il est légitime de supposer l'existence d'un modéle théorique commun au deux.
Déterminer ce modele, c'est saisir I'essence méme de l'analogie, débarrassée d'éventuels
€léments parasites. Fréchet souligne ce point en écrivant que la logique ne peut servir a
choisir entre différentes généralisations celles qui s'avéreront intéressantes ; il cite 3 ce propos
un mémoire de Lebesgue

"$i l'on renongait 4 avoir des vues directes, géométriques, intuitives, si 'on était réduit 3 la pure logique qui ne

permet pas de choisir entre tout ce qui est exact, on ne penserait gudre 4 bien des questions et certaines notions ...
nous échapperaient complétement.” (Lebesgue, cité par Fréchet 1928,p.18)
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Ainsi donc I'intuition, aprés avoir suggéré I'existence d'une généralisation, permet de choisir
parmi celles que I'on aura obtenues ; on notera dans la citation de Lebesgue Fapparition du
terme géométrique, qui est employé comme synonyme d'intuitif,

Ici, il existe différents modéles pour lesquels l'auteur va tenter d'élaborer une théorie
commune : celui des suites, celui des fonctions ... Mais les analogies entre ceux-ci, en
I'absence d'un modéle géométrique n'auraient sans doute pas pu suffire comme facteurs
d'intuition ; en effet, et comme nous I'avons déja noté plus haut, seul le modéle géométrique,
par son lien direct avec l'espace physique, offre au raisonnement un support d'apparence
concrete, ce qui est essentie! pour l'intuition. '

Avant de nous pencher plus précisément sur cette hypothése, il nous faut mentionner un autre
aspect, que Fréchet lui-méme désigne comme fondamental : le rdle du langage comme facteur
d'intuition. En effet, une fois les analogies mises 4 jour, montrant l'existence d'objets plus
généraux, il s'agit, dit Fréchet, de nommer ceux-ci. Le choix d'une bonne terminologie est
fondamental ; Fréchet partage a ce sujet les vues de Poincaré, c'est & dire qu'il pense que si les
noms des objets ont ét¢ bien choisis, la généralisation des propriétés de I'un des modéles est
immédiate.

Choix d’'un modéle géométrique

Comme nous l'avons dit ci-dessus, Fréchet dispose de différents objets mathématiques :
fonctions, suites ... Mais ceux-ci ne suffisent pas 4 dégager une structure générale, et il va
utiliser un modéle géométrique. Il semble que Fréchet soit d'abord conduit 3 ce modile par
des aspects analytiques des objets qu'il émdie, aspects qui suggérent un rapprochement avec
les coordonnées. 1] écrit dans sa thése :

" On peut considérer les nombres de la suite qui définit chacun de ses éléments comme les coordonnées de cet
élément envisagé comme un point d'un espace (Eg) & une infinité dénombrable de dimensions. 11 y a plusieurs

avantages a opérer ainsi. D'abord l'avantage qui se présente toujours quand on emploie le langage géométrique si
propice 4 l'intuition par les analogies qu'il fait naitre.” (Fréchet 1906, p.39)

Ainsi Ja notion de coordonnées conduit 4 'emploi d'un langage géométrique, et suggére donc
des analogies avec la géométrie. L'importance du modéle géométrique va étre renforcée par
deux éléments essentiels.

D'abord, si Fréchet mentionne dans un premier temps les coordonnées, il écrit aussi :

"C'est un artifice inutile de substituer & Ia fonction une suite infinie de nombres, qui, d'ailleurs, peut étre choisie
de plusieurs fagons" (Fréchet 1928, p.5)

Il souhaite donc développer une approche synthétique ; or cette dualité analytique/synthétique
existe déja en géométrie (ot elle est méme fondamentale ! ).

Fréchet veut pouvoir traiter directement les lignes (les courbes) sans employer de paramétres
ou de coordonnées, tout comme les tenants du calcul géométrique voulaient pouvoir effectuer
des calculs directement sur les entités géométriques.

Un rapprochement avec la géométrie, méme basé sur une analogie d'origine analytique,
permet donc de supposer l'existence d'une telle approche synthétique des fonctions.
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D'autre part, Fréchet souhaite donner un sens au mot "prés", et ceci entre des éléments de
diverses natures. Il est donc naturel de considérer la référence de la géométrie, puisque c'est le
seul domaine dans lequel ce terme ait un sens jusque 12.

S'il souligne l'utilité des analogies suggérées par la géométrie, Fréchet tente de maitriser la
place du modéle géométrique ; il indique bien que son intention n'est pas de fonder la
géométrie, qui ne devra apparaitre que comme "un produit dérivé de ' Analyse générale" ; il
insiste également sur le fait qu'il obtient avec son analyse des résultats sur les fonctions,
résultats indépendants de la géométrie.

Empioi du modéle géométrique par Fréchet

L'emploi du modéle géométrique, et du langage associé, vont permetire 3 Fréchet d'atteindre
ces différents objectifs.

Comme nous I'avons vu dans une des citations données ci-dessus, les fonctions (ou les suites),
vont pouvoir ainsi étre considérées comme les points d'un espace. Ce point de vue est
fondamental ; la fonction acquiert ainsi un statut d'objet, élément d'un espace dont il convient
de détemainer les propriétés, la structure.

Mais avant méme Ia recherche de cette structure, un autre aspect central est dégagé : c'est la
possibilité de considérer des transformations de l'espace considéré. Ainsi Fréchet souligne le
fait que si l'on considére une suite comme un point d'un ensemble, la somme de la série
associée apparait comme une fonction de point ; ceci permet de se pencher sur des fonctions
de fonctions, dont le rdle sera primordial en analyse.

L'aspect "transformations” est fondamental dans I'ceuvre de Fréchet ; lorsque celui-ci donne,
en 1928, une définition axiomatique d'espace affine abstrait (s'inspirant des travaux de Banach
et de Wiener), il mentionne aussitdt la possibilité d'effectuer dans ces espaces des translations
et des homothéties.

D'autre part la définition donnée par Fréchet de la dimension repose sur les transformations,
car elle est basée sur la possibilité de trouver une homeomorph]e, c'est & dire une
correspondance bicontinue, entre deux ensembies.

Ce dernier point nous améne & examiner la question de la distance, et le réle du modéle
géométrique dans 'évolution de cette notion.

Fréchet propose tout d'abord une définition de la continuité qui fait de celle-ci une notion
intuitive au sens de Fischbein : les éléments d'un ensemble qui sont "prés” d'un élément sont
transformés en éléments qui sont "prés" de l'image de cet élément (les ensembles qu'il
étudiera ne seront pas nécessairement linéaires, il considérera ainsi des cercles, des réunions
de segments etc ...)
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Cette définition de la continuité sera précisée en premier lieu pour des ensembles de l'espace
euclidien (il s'agit ici de celui qui correspond 4 la géométrie élémentaire), pour lesquels elle
reposera sur la notion de distance prise "au sens vulgaire".

Dans le cadre des espaces 4 un nombre fini de dimensions, (I'exemple central est alors un
systéme physique dépendant de plusieurs paramétres), la notion de dimension n'a pas de
signification intuitive, et Fréchet va définir celle-ci en utilisant I'analogie avec le modéle
géométrique,

On peut, écrit-il, considérer les paramétres définissant les objets du systéme physique comme
les coordonnées de cet objet ; deux objets seront proches si leurs coordonnées le sont. Mais
cette définition nécessite alors 'emploi de plusieurs nombres ; Fréchet écrit & ce sujet :

"Ne pourrait-on, sans essayer d'introduire une distance géoméfrique, conserver I'avantage de bridveté que

présentait 'emploi de la distance en repérant le degré de petitesse du groupe de nombres dont nous avons parlé
au moyen d'un seu! nombre 7" (Fréchet 1928, p.55)

Il propose différentes expressions utilisant les coordonnées, et aboutit & quatre caractéristiques
communes :

1HPQ=QP =0

2) PQ n'est nul que si P et Q ne sont pas distincts
3) P et Q sont proches quand PQ est petit

4) PQ <PR+RQ

(Fréchet 1928, p.55)

On note qu'il subsiste dans cette définition une composante intuitive : la propriété 3) dépend
en effet entiérement du systéme étudié.

Cependant Fréchet est parvenu, tout en utilisant 'analogie avec la géométrie qui le guide vers
une notion de proximité "intrinséque", c'est & dire caractérisée par un seul nombre, 3 se
détacher de la distance euclidienne ; il souligne que celle-ci n'a aucune raison d'étre préférée &
une autre en dehors du cadre géométrique. -

Une pouvelle étape dans cette définition de la distance est franchie lors' de I'étude des espaces
dont le type de dimension peut étre infini. Dans ce cadre la propriété 3) ci-dessus est
remplacée par une condition de convergence : une suite de points (Ap) converge vers un point
A si et seulement si la distance ApA tend vers 0 "avec 1/p". -

1.3 encore, la définition reste intnitive, puisque la notion de convergence n'est pas définie ;
I'auteur précise méme qu'un probléme central 4 se poser dans les espaces de fonctions est
I'existence d'une distance compatible avec une notion de convergence donnée au préalable.

Fréchet va ensuite se pencher sur des espaces moins généraux ; la seule notion de distance ne
permettant pas, par exemple, de définir la différentielle "c'est 4 dire une fonctionnelle lindaire
approchée de l'accroissement”. Sa référence sera encore 'espace euclidien ; il cherche les
caractéristiques de celui-ci qui pourraient étre transposées dans le cadre des espaces de
fonctions pour permetire une telle étude,

C'est ainsi qu'il parvient 4 la notion "d'espace affine abstrait”, catégorie d'espaces métriques
comportant des propri€tés analogues 4 celles des champs de vecteurs, et associés 4 un champ
de vecteurs abstrait. Il donne de cette derniére notion d'abord une définition axiomatique,
proche de la définition moderne d'espace vectoriel normé ; puis il propose une seconde
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définition, plus géométrique, afin dit-il de mieux "metire en évidence les analogies d'un
champ de vecteurs abstrait avec un champ de vecteurs euclidien”.

Cette seconde définition est constituée d'axiomes proches des axiomes d'Euclide ; on pourra
noter par exemple : "Par deux points abstraits distincts il passe une droite abstraite" ; en effet
la géométrie qui sert de référence a Fréchet est, comme il le précise lui-méme, la géométrie
élémentaire.

Méme s'il cite les espaces euclidiens comme premier exemple d'espace affine abstrait, 4 aucun
moment Fréchet ne suggére de fonder la géométrie sur la théorie qu'il a développée. Les
espaces euclidiens comme les espaces de fonctions gardent des propriétés qui leurs sont
propres et sont indépendantes du modéle théorique qui leur est commun.

L'approche de Fréchet demeure essentiellement topologique ; sa définition de "type de
dimensions" est par exemple fondée sur les homéomorphies ; lorsqu'il étudie le type de
dimension des ensembles géométriques, il écrit que les "types de dimensions" de la droite, du
plan et de l'espace euclidien seront désignés par convention par les chiffres 1, 2, et 3. Méme
s'il précise ensuite qu'il y a un lien entre ces chiffres et le nombre de coordonnées d'un point,
il ne développera jamais de notions du type famille libre, ou base.

De ce point de vue, les travaux que nous allons examiner maintenant ont un apport plus
important que ceux de Fréchet en ce qui concerne la structure linéaire.

5.2 Les espaces de Hilbert

5.2.1 Equations intégrales

Entre 1900 et 1910, les équations intégrales donnérent lieu & de nombreux travaux, en
particulier ceux de Hilbert. Hilbert utilise pour cette étude une méthode inspirée des travaux
de Fredholm, et consistant 4 ramener la résolution des certaines équations intégraies a celle
d'un systéme linéaire infini, en utilisant un systéme orthogonal de fonctions.

Hilbert Ini-méme n'emploie pas au début de ses travaux le terme orthogonal (nous verrons ci-
dessous que ce terme est introduit par Schmidt ; celui-ci est un éléve de Hilbert, mais
'approche qu'il propose s'oppose comme nous le verrons & celle de son mafire).

La méthode de Hilbert, basée sur I'analogie avec la dimension finie. (et en particulier sur les
propriétés des formes quadratiques) reste délibérément trés analytique et ne comporte pas de
point de vue géométrique.

Hilbert propose une approche beaucoup plus calculatoire que celle de Fredholm, et qui reste
en retrait par rapport au formalisme introduit par celui-ci ; Hilbert cherche avant tout 4 donner
des méthodes constructives.

Bien que l'apport de Hilbert soit fondamental pour ce champ de probiémes, il reste limité car
il Ini manque un point de vue unificateur, point de vue qui se dégagera de travaux se basant
sur ceux de Hilbert et que nous allons examiner maintenant,

Chapitre 2 : 85
Géométrie et intuition géométrique
dans la gendse de 1’algebre lindaire



5.2.2 Frédéric Riesz

Le travail de Hilbert est repris par Riesz en 1907. Dans un premier temps, en lien avec la
méthode que nous avons mentionnée ci-dessus, Riesz tente de déterminer si, étant donné un
systéme orthogonal de fonctions, une suite de nombres de carrés sommable correspond aux
coefficients de Fourier d'une certaine fonction (il parvient & établir le résultat correspondant).

En fait cette étude s'inscrit dans un projet plus vaste, que Riesz expose la méme année dans
les Comptes Rendus de I'Académie des Sciences, suite & la publication de notes de Fischer
portant sur le travail de Riesz cité ci-dessus. L'objectif affiché par Riesz est "d'approfondir la
méthode des coordonnées apphquee a I'étude des systémes de fonctions sommables" (Riesz
1907, p.386).

Ici ce sont les constantes de Fourier qui apparaissent comme des coordonnées ; on retrouve,
comme dans les travaux de Fréchet, une origine analytique 4 'emploi du modéle géométrique.
Ainsi la fonction apparait comme un point, et "on parvenait a représenter 'ensemble des
fonctions sommables comme un sous-ensemble de I'espace d'une infinité de dimensions.”
(Riesz 1907, p.386). Mais ce sous-ensemble ne peut étre identifié ; en revanche, grice au
résultat établi plus haut sur la correspondance entre les suites et les fonctions de carré
sommable, le lien s'impose pour ces derniéres. Examinons ce qu'écrit Riesz A ce sujet :

"Pour cette classe de fonctions on peut définir une notion de distance et I'on peut fonder sur cette notion une
théorie géométrique des systémes de fonctions, théorie qui ressemble 4 1a géométrie synthétique. D'autre part, la
notion de distance peut aussi étre définie d'une manitre simple pour un sous-ensemble de points de notre espace ;
c'est pour Fensemble des points dont la somme des carrés des coordonnées converge. Or, grice au théoréme sur
I'intégration du produit de deux fonctions représentées par leurs constantes de Fourier, le Hen entre ces deux

notions de distance est trés intime ; il permet de faire correspondre a cette géométrie synthétique des fonctions
une géométrie analytique."” (Riesz 1907 p.387)

Nous retrouvons ici de nombreux traits coramuns avec ce que nous avons dit du travail de
Fréchet.

Tout d'abord l'importance de la notion de distance ; c'est la possibilité de définir deux
distances, une pour chaque type d'objet : suites et fonctions, et le rapport qui s'impose alors
entre les deux distances qui permettent une premiére unification.

C'est l'existence d'une distance qui fait que la théorie présentée est "géométrique”, et qui
justifie donc I'emploi d'analogies géométriques.

Ensuite nous observons, plus encore que dans le travail de Fréchet, la dualité
analytique/synthétique Riesz souhaite mettre en rapport les suites d'une part, et les fonctions
d'autre part ; puisqu'il existe en géométrie un aspect analytique et un aspect synthétique, et
que la notion de distance confére un caractére géométrique aux suites et aux fonctions, le
rapport cherché se dessine naturellement.

(Riesz signale qu'au départ, c'est le cOté analytique qu'il avait en vue, alors que Fischer
développait le coté synthétique). :

Riesz ne rentionne pas la géoméirie élémentaire ; son approche est moins générale que celle
de Fréchet, il se limite au cadre de I'analyse fonctionnelle, et ne cherche pas 4 élaborer un
modéle théorique commun 3 I'analyse et & la géométrie élémentaire.

S'il emploie e terme "géométrigue”, I'usage qu'il fait du modéle géométrique reste implicite ;
il repose essentiellement sur la dualité analytique-synthétique, et la possibilité de mettre en
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rapport suites et fonctions comme les deux volets, analytique et synthétique, d'une méme
théorie que Riesz désigne comme une géométrie.

L'analogie est probablement accentude par le fait que Riesz, dés ses premiers travaux, emploie
un vocabulaire géométrique, et en particulier le terme "orthogonalité". L'utilisation de ce
terme est en fait due & Schmidt ; dans les travaux de celui-ci, 'aspect géométrique est
déterminant comme nous allons le voir maintenant.

5.2.3 Ebhrard Schmidt

Dans sa thése, soutenue en 1905, Schmidt développe une généralisation de résultats dus a
Hilbert, mais en utilisant une approche et un vocabulaire géométriques. Il y introduit, pour des
fonctions de carré sommable, la notion d'orthogonalité, de norme, et donne dans ce cadre des
propriétés analogues a des propriétés géométriques connues.

Dans un texte publié en 1908, Schmidt propose une approche semblable pour les suites de
carré sommable (qu'il nomme "Funktion™). I définit un produit scalaire entre deux telles
suites (il n'emploie pas le terme produit scalaire), la norme associée, l'orthogonalité. I montre
la généralisation du théoréme de Pythagore, dont il déduit que des suites orthogonales sont
linéairement indépendantes.

Aprés avoir défini la convergence forte, Schmidt considére, parmi les ensembles de suites
fermés, ceux qui ont la propriété de stabilité par combinaison linéaire ("lineares
Funktiongebilde™), et plus particuliérement encore ceux qui pourront &tre munis d'une base
formée d'un ensembie infini, mais dénombrable, de suites.

Schmidt définit I'orthogonalité de deux "lineare Funktiongebilde", et signale que dans le cas
ou l'on dispose d'une base, une suite sera orthogonale au sous-espace correspondant si et
seulement si elle est orthogonale a chacune des suites de la base.

Il montre alors que toute suite D peut se décomposer en somme d'une suite appartenant 4 un
ensemble lin€aire de suites ("lineare Funktiongebilde") A de base donnée et d'une suite
orthogonale & cet ensemble (il n'emploie pas ce terme), nommeée "Perpendikelfunktion®. En
appliquant le théoréme de Pythagore généralisé, il prouve que la norme de la
"Perpendikelfunktion” réalise le minimum des normes des différences entre D et un élément
de A, minimum qu'il désigne comme "I'éloignement” ("Entfernung”) de D 4 A, sans faire
toutefois référence a la notion de distance (Schmidt, 1908).

L'analogie avec la géométrie est constante dans I'approche de Schmidt ; elle repose sur
'emploi du langage géométrique (dans une note i son article publié en 1908, Schmidt dit qu'il
tient cette présentation géométrique de Gebrard Kowalewski).

Schmidt écrit que la signification géométriqué est encore plus claire, si l'on considére une

suite comme un vecteur dans un espace de dimension infinie ; cependant, il n'emploie dans
l'article ni le terme de vecteur, ni celui d'espace ("Raum").

Schmidt reste, dans sa thése, dans le cadre des fonctions, et dans l'article mentionné ci-dessus,
dans le cadre des suites. Il utilise (sans détailler de quelle maniére) le modéle géométrique
dans chacun de ces cadres. L'analogie repose au départ sur les notions d'orthogonalité et de
norme ; ce qui est fondamental dans I'approche de Schmidt et distingue celle-ci, par exemple,
des travaux de Riesz, c'est qu'elle conduit 4 prendre en compte la structure linéaire.
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Les problémes d'indépendance linéaire sont posés trés t6t ; la notion de base, et celle
d'ensemble linéaire de suites sont centrales,

Schmidt n'a pas Fambition de développer une théorie générale comme celle de Fréchet ; le
langage géométrique lui sert comme support a l'intuition dans les cadres qu'il considére, mais
il ne cherche pas 4 obtenir des résultats qui pourraient s'appliquer en dehors de ces cadres.

Par ailleurs la dualité analytique/synthétique n'est pas un élément central de I'analogie chez
Schmidt, au contraire de ce que nous avons observé dans le travail de Riesz ; la mise en
rapport des suites et des fonctions n'apparait pas chez Schmidt ni comme objectif ni comme
conséquence de I'emploi du modéle géométrique.

5.3 Conclusion

Tout d'abord nous devons signaler que les deux courants gue nous avons séparés ci-dessus :
espaces topologiques ou normés, et espaces de Hilbert, sont en fait étroitement liés ; les
mathématiciens que nous avons cités s'intéressaient 4 un méme champ de problémes, chacun
connaissant et utilisant les contributions de la plupart des autres.

Toutefois, les approches rencontrées 4 propos des espaces topologiques et normés avaient une
forme beaucoup plus générale et théorique que celles portant sur les espaces de Hilbert, qui
visaient pour la plupart a répondre & des problémes précis, et & réaliser des unifications restant
dans le champ de I'analyse, :

1l est significatif de noter a cet égard que si Hahn, Wiener et Banach proposent entre 1920 et
1922 des définitions axiomatiques d'espaces vectoriels normés, il faudra en revanche attendre
1927 pour que soit donnée par Von Neumann une définition axiomatique de 'espace de
Hilbert.

D'autre part la premiére présentation axiomatique de la notion d'espace vectoriel (issue de ces
courants de recherche) indépendamment de toute notion de norme ou de distance est due &
Banach, en 1932 dans son livre : "Théorie des opérations linéaires” ; céci peut étre interprété
comme une conséquence du plus grand degré de généralité de I'approche de celui-ci.

En ce qui concerne le rdle de la géométrie, nous retiendrons les points suivants, communs aux
différentes approches :

- L'analogie avec un modéle géométrique s'impose du fait de la présence d'une distance ou
d'une norme (cette derniére étant associée ou non a un produit scalaire).

- Le support principal de cette analogie est l'e;nploi du langage géométrique.

- Si l'analogie a fréquemment une origine analytique (coordonnées), elle permet le
développement d'une approche synthétique et I'articulation des deux points de vue dans
une théorie générale, ou limitée au champ de 'analyse, comme cela est le cas dans le cadre
de la géométrie.

- L'aspect linéaire n'apparaft pas au premier plan, bien qu'il soit plus important dans les
espaces de Hilbert du fait de l'orthogonalité.
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Cependant les emplois du modéle géométrique que nous avons observés sont trés divers.

Dans le travail de Schmidt, nous avons vu que I'analogie entre la géométrie et les ensembles
de fonctions (ou de suites), analogie sur le r6le de laquelle I'auteur ne donne aucun
commentaire explicite sert & suggérer l'existence de propriétés pour les fonctions semblables &
des propriétés géométriques connues. C'est peut-étre le cas le plus simple d'analogie, le
rapport entre deux domaines suggére la possibilité de transférer des propriétés de 'un vers
T'autre (ici il n'y a pas d'inversion entre modéle et original).

L'analogie employée par Riesz est plus complexe ; on peut la schématiser en disant que chez
lui, il y a quatre domaines en jeu : la géométrie analytique et la géométrie synthétique d'une
part ; les suites et les fonctions d'autre part, C'est le lien entre géométrie analytique et
géométrie synthétique qui sert de modele analogique pour le lien entre suites et fonctions.

Enfin dans le travail de Fréchet on assiste 4 la mise en place d'un modéle théorique commun
pour plusieurs domaines analogues, dont celui de la géométrie. Fréchet ne fait pas de
I'analogie un outil, mais un objet d'¢tude ; les axiomes qu'il propose sont les caractéristiques
de cette analogie. ‘

6. Conclusion

Cette analyse nous a permis de constater que l'intuition géométrique a joué un réle
déterminant dans la genése de l'algébre linéaire, intervenant i tous les stades du
développement de la théorie, et de maniéres trés diverses selon les époques, les auteurs, et les
projets de ces auteurs.

Les recherches des mathématiciens dont le point de départ était de nature géométrique,
comme Hamilton, Grassmann et Peano étaient soutenues par des projets philosophiques qui
ont permis & chacun de ces auteurs de dépasser les limites du modéle géométrique qu'il
employait, en particulier celle attachée aux trois dimensions de 'espace (notons que le modéle
des rotations adopté par Hamilton ne fait que repousser le probléme 2 la dimension 4). Mais
les projets philosophiques qui ont nourri ces ceuvres les ont rendues peu transmissibles, et
I'impact de celles-ci resta limité, ’

Ce sont les approches issues de l'analyse fonctionnelle qui ont été déterminantes pour la
théorie des espaces vectoriels et la diffusion de cette théorie. Dans ces approches s’est
manifestée la volonté d’élaboration d’un modéle symbolique-commun pour différents
domaines, dont la géométrie. Cette recherche d’unification était fondamentale ; le modéle
géométrique seul ne pouvait suffire 4 I’émergence de I’algébre linéaire, méme s’il a joué un
role central dans ce processus. .

Le modéle analogique géométrique employé dans ces travaux d'analyse fonctionnelle (issu
d'une géométrie fort différente de celle qui servait de référence 4 Hamilton ou Grassmann),
maodele dont nous avons ¢ité ci-dessus les caractéristiques, joue donc vn rdle fondamental en
algébre linéaire. Cependant ce modele est plus naturellement associé & la notion d'espace
vectoriel normé ou d'espace de Hilbert qu'a celle d'espace vectoriel.
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CHAPITRE 3

CHOIX DE TRANSPOSITION

Nous avons relevé au chapitre précédent I’intervention de modéles géométriques dans le
processus d’élaboration de I’algébre linéaire. Au terme de ce processus, I’algébre linéaire étant
établie sous sa forme moderne, différents types de liens avec des modéles géométriques sont
envisageables. Nous présentons des liens possibles, tels que certains mathématiciens les
congoivent dans leurs pratiques. Mais c¢’est surtout lorsqu’il s’agit d’enseignement que la
question de I’articulation entre géométrie et algébre linéaire est posée, et donne lieu notamment &
des débats entre membres de la noosphére. Certaines des opinions exprimées a ce sujet
gouvernérent les choix de transposition effectués lors de introduction de 1’algébre linéaire &
'université, puis dans I’enseignement secondaire. L’examen des textes de programmes et de
manuels correspondants permet de retracer I’évolution du lien entre algébre linéaire et géométrie,
dans I’enseignement secondaire et en classes préparatoires.

1. L'algébre linéaire moderne et 1a géométrie

Nous allons nous pencher ici sur des textes écrits par des mathématiciens contemporains, pour
étudier le lien établi par ceux-ci entre les deux domaines.

Dans les propos tenus par ces mathématiciens, nous séparerons ceux qui portent sur l'activité
de recherche mathématique, qui relévent de ce que nous nommons une "position savante", et
ceux qui concernent ['articulation algébre linéaire~-géométrie dans I'enseignement. Ce dernier
type de propos se rattache a I'aspect : transposition didactique que nous approfondissons dans
la partie suivante ; ce sont des discours tenus par des membres de 1a noosphére, et nous les
qualifierons donc de "position noosphérienne”.

1.1 Position savante |

Dans le savoir savant, 'algébre linéaire n'est plus un objet d'étude : définitivement &tablie sous
sa forme moderne, elle apparait comme un puissant outil de résolution de problémes issus de
différents domaines des mathématiques.

Les opinions exprimées par les mathématiciens convergent pour souligner, d'une part,
I'importance de I'algébre linéaire comme outil de résolution de problémes de géométrie, et
d'autre part l'intnition géométrique induite par l'emploi de l'algébre linéaire dans d'autres
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domaines des mathématiques, intuition que les travaux de Fischbein vont nous permettre de
préciser.

En revanche la question des fondements de la géométrie suscite des divergences de points de
vue ; pour les structuralistes, notamment Dieudonné, la géométrie est un chapitre de 'algébre
linéaire ; cette attitude entrainera de nombreuses réactions allant en sens contraire. Mais cette
question sera en fait essentiellement débattue lorsqu'il s'agira d'enseignement.

L'algébre linéaire et la résolution de problémes de géométrie

Comme ['écrit Bkouche (1988), le domaine géométrique " se définit moins par les structures
qui y interviennent que par les grandes problématiques autour desquelles il se construit.”
(Lehmann et Bkouche 1988, p. 488).

L'intérét d'un formalisme sera alors de permettre I'étude de ces problématiques, et de faire
émerger de nouveaux problémes. On retrouve ici 'un des principaux objectifs de Leibniz, lors
de sa recherche de la caractéristique géométrique : résoudre d'anciens problémes de
géométrie, mais également en faire émerger de nouveaux, ce que Bkouche nomme "la
reconstruction du réel & partir du rationnet"”,

C'est également l'aspect : résolution de problémes que souligne Marion (1979), en écrivant :

" L'appropriation opératoire et calculatoire par le domaine vectoriel des grands problémes de la géométrie
élémentaire s'est développée grce & un outil fondamental : celui donné par I'algebre linéaire et les groupes de
transformations. Les opérations fondamentales, définies en termes purement algébriques, chassent définitivement
(en tant que "démonstration”, mais non comme composante heuristique) le recours aux critéres variables de
"Iintuition géométrique”...les axiomes relatifs 3 la "structure” d'espace vectoriel, d'espace vectoriel euclidien,
etc ... n'ont pas pour fonction de définir un fondement mais essentiellement de délimiter un cadre théorique
ayant un fonctionnement efficace."” (Marion 1979, p. 17).

Selon Marion, I'intérét des axiomes de I’algebre linéaire n’est pas de fournir un fondement, en
particulier pour la géométrie, mais d’élaborer un cadre permettant la résolution de problémes,
notamment de géométrie. Notons le réle particulier gu’il attribue & « ’intuition
géométrique » : celle-ci peut servir de « composante heuristique » (c’est 3 dire comme aide
la résolution, en fournissant des idées, des exemples); mais doit étre exclue de la
démonstration.

Cependant, Marion signale également les limites de 'emploi de 'algébre linéaire comme outil
de résolution de problémes de géométrie. 11 s'éléve en particulier contre l'idée que le
Programme d'’Erlangen de Klein a définitivement clos la "géométrie élémentaire" comme
domaine de recherche. o

Le Programme d'Erlangen confére au rapport algébre-géométrie un s;:ns trés précis.

En effet, selon Klein, une géométrie est caractérisée par la donnée d’un ensemble, et d’un
groupe de transformations de cet ensemble, Ainsi la géométrie affine du plan est associée au
groupe des transformations affines du plan, la géométrie euclidienne plane est associée au
groupe des isométries du plan. Toutes les propriétés d'une géométrie donnée correspondront
alors a des relations entre invariants de ce groupe ; or des méthodes connues permettent de
définir tous ces invariants, et les relations (ou syzygies) associées.
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Ainsi, et notamment pour Dieudonné, la "géométrie élémentaire” est une géométrie "fossile”,
rendue caduque par les résultats issus du Programme d’Erlangen. En effet, les théorémes et
propriétés de cette géométrie correspondent & des relations entre invariants de 'un des
groupes correspondants : groupe des déplacements, groupe affine etc. Or la théorie des
invariants comporte une méthode (dite « méthode symbolique » ) permettant en principe la
détermination de tous les invariants. Selon Dieudonné, cette méthode constitue donc une
méthode générale de résolution de tous les problémes de la géométrie élémentaire, et celle-ci
ne peut donc plus susciter I’intérét de mathématiciens. (Dieudonné 1966).

Marion s'oppose & ce point de vue. Il reprend les termes de Dieudonné et Bourbaki, qui
parlent de « géométrie classique », « géométrie élémentaire », « géométrie affine »,
« géométrie euclidienne » et « géométrie projective » et disent que ces différentes appellations
dissimulent toutes une méme science : 1’algdbre linéaire, qui rend obsoldtes ces différentes
géométries. II conteste ceux-ci en rappelant 1’existence d’autres types de géométries, comme
la géométrie différentielle, mais surtout en écrivant que concevoir une géométrie comme un
ensemble de points et un sous-groupe du groupe des permutations de ces points peut rendre
compte « d’un aspect de la géométrique, mais pas de activité géométrique, en particulier pas
des problémes » (Marion 1979 p.21). En effet il n’est pas aisé d’attacher certains de ces
problémes & I’une des géométries citées ci-dessus (et donc 4 un groupe particulier), ce qui
montre les limites de I’interprétation faite par Bourbaki du Programme d’Erlangen.

L' algebre linéaire support de l'intuition géométrique

Nous avons vu ci-dessus que Marion souligne la possibilité offerte par l'algébre linéaire de
démonstrations en géométrie indépendantes de l'intuition. Toutefois il n'écarte pas la
possibilité d'intervention de cette "intuition géométrique” ; en fait, la plupart des
mathématiciens s'accordent & reconnaitre I'importance de celle-ci tout en en limitant plus ou
moins le role. De plus I'algébre linéaire va apparaitre comme un moyen d'induire une intuition
de type géométrique dans des problémes issus d'autres domaines des mathématiques.

C'est ce que souligne Bkouche en écrivant :

“La linéarisation de la géométrie permet en retour une géométrisation du lindaire et par cela méme une
géométrisation des divers domaines de la connaissance od intervient le lindaire...C'est 1a prise de conscience par
les mathématiciens d'un caractére commun 4 ces divers domaines qui a conduit & 'algébre linéaire telle que nous
la connaissons aujourd'hui, construction unificatrice qui continue l'idéal d'une méthode universelle que I'on
retrouve tout au long de I'histoire des mathématiques ; la représentation géométrique de P'algébre linéaire issue de
la représentation linéaire de la géométrie (et le terme méme d'espace vectoriel en témoigne) a conduit alors a
cette géométrisation universelle, nouveau principe unificateur induisant les tradsferts d'intuition.” (Bkouche
1988, p.489). .

Bkouche emprunte ici les termes "transfert d'intuition” et "géométrisation universelle” a
Dieudonné, qui emploie ceux-ci dans son texte : "Domination universelle de la géométrie”.
Un "transfert d'intuition” permet au mathématicien, selon Dieudonné, de déterminer lorsqu'il
aborde un probléme nouveau quelles sont les questions qu'il doit se poser, et A quels résultats
il peut s'attendre.

On retrouve donc ici le réle attribué par Fischbein a un modéle intuitif analogique ; 'algébre
linéaire va servir d'intermédiaire, et permettre d'établir une analogie entre la géométrie et
d'autres domaines mathématiques. '
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Le rdle du langage géométrique est primordial dans cette analogie ; Dieudonné le rappellera a
plusieurs reprises, par exemple lorsqu'il écrit ;

" Lorsque E. Schmidt, M. Fréchet et F. Riesz introduisirent un langage géométrique dans la théorie de 'espace de
Hilbert, ils n'ajoutérent pas beaucoup en substance aux travaux de Hilbert, mais Finteraction d'intuitions que

leurs méthodes avaient rendues possibles fit sans aucun doute un facteur puissant dans le développement
ultérieur de cette théorie.” (Dieudonné 1974, p, 71).

L'étude que nous avons faite au chapitre précédent rejoint cette déclaration de Dieudonné,
mais permet également de remarquer que ce qu'il désigne comme une simple "introduction du
langage géométrique” était en fait un processus complexe, mettant en jeu différents modeles
analogiques. Dieudonné ne souligne pas cette complexité sous-jacente au choix du langage ;
selon lui, c'est I'aspect analytique et le passage 4 un nombre quelconque de coordonnées qui a
conduit au développement d'un "langage conventionnel, dérivé de la géométrie ordinaire”.

Pourtant, lorsqu'il détaille les avantages offerts en algébre linéaire par I'emploi de ce langage,
ce sont les aspects synthétiques qu'il souligne.

"C'est pourquoi il est aisé de comprendre pourquoi les mathématiciens ont hautement apprécié le langage
geometrique, au point qu'ils ont trés t6t procédé 4 sa généralisation 4 des domaines mathématiques qui en
paraissaient trés éloignés. L'un des exemples les plus anciens est celui de I'algébre linéaire ; en mathématiques
classiques, il s'agit de n-uplets de nombres réels ou complexes et de matrices & coefficients réels ou complexes ;
en langage géométrique, cela devient des vecteurs et des applications linéaires, ce qui a permis une formulation
si simple et si appropriée de tant de théorémes qu'on I'étendit bientdt a 'algébre linéaire au sens moderne, oil les
"scalaires” ne sont plus des nombres, mais des éléments d'un corps ou d'un anneau quelconque.”

{Dieudonné 1981, p. 5).

11 ressort de ces propos de Dieudonné que le langage géométrique conduit au développement
d'une algebre linéaire synthétique, qui offre des possibilités de généralisation absentes de
J'algébre linéaire "des mathématiques classiques”. Notons qu'ici Dieudonné souligne un type
de généralisation particulier ; il n'insiste pas sur la nature des objets désignés sous le terme
"vecteurs”, et ne signale pas que ceux-ci peuvent en fait &tre des fonctions ou des polynomes.
Ce qu'’il signale, c’est la possibilité de choisir les scalaires dans un corps ou un anneau
quelconque, possibilité qui fut réalisée aprés la plupart des travaux de mathématiciens que
nous avons étudiés dans le chapitre précédent.

Dans de nombreux ouvrages, on rencontre la distinction entre I'aspect analytique : n-uplets,
matrices et l'aspect synthétique de I'algébre linéaire : vecteurs écrits symboliquement,
applications linéaires ; cet aspect synthétique est alors qualifié de géométrique.

Ainsi, selon Revuz (1963), " I'esprit géométrique, c'est 4 dire le recours 4 des idées simples et
puissantes de préférence a des calculs, anime l'algébre linéaire lorsqu'on évite de faire
intervenir trop vite la représentation matricielle " ; Ovaert et Verley (1981) nomment "aspect
géométrique de l'algebre linéaire" 'étude de I'action des endomorphismes.

Pham et Dillinger, dans la préface de leur livre "Algébre linéaire"(1996), écrivent :

" Notre principal souci, que résume le slogan dualité entre géométrie et caleul est d'amener peu A peu les
étudiants 2 maitriser les allers-retours entre la pensée géométrique et le monde des calculs. L'algébre lindaire
présente un magnifique formalisme unificateur des deux fagons de penser.” (Pham et Dillinger, 1996)

Ils considérent que l'algébre linéaire est un "formalisme unificateur” de la géométrie et du
calcul. Ils ne présentent pas I’algébre linéaire comme un modéle théorique commun pour la
géométrie et le calcul ; c’est & I’intérieur méme de I’algebre linéaire qu’ils distinguent une
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partie considérée comme géométrique, opposée & une partie calculatoire. Cette partie
calculatoire correspond & tout ce qui peut &tre formulé dans le registre des tableaux et des
équations : systémes linéaires, matrices, vecteurs donnés par leurs coordonnées. L*autre partie
est ce que nous avons déja désigné ci — dessus comme P’aspect synthétique de 1’algébre
lin€aire, ¢’est 4 dire tout ce qui ne fait pas appel 3 des coordonnées.

Ce rapprochement entre aspect synthétique de I’algébre linéaire et géométrie sans
coordonnées (qui peut apparaitre comme I'aboutissement du projet de caractéristique
géométrique de Leibniz) s'est donc poursuivi, voire renforcé, jusqu'a nos jours. C’est a cet
aspect de ’algébre linéaire que font référence la plupart des auteurs qui affirment que celle -
ci permet d’induire des « intuitions géométriques » dans d’autres domaines, et notamment en
analyse.

Lors de l'introduction de I'algébre linéaire dans les programmes de I'enseignement secondaire,
si la question de l'intuition géométrique fut également abordée, c'est essentiellement le
probléme de I'articulation algébre-géométrie et celui de la nature de la géométrie qui furent
débattus comme nous allons le voir maintenant.

1.2 Position noosphérienne

La question de l'enseignement de la géométrie dans le secondaire donna lieu & de vifs débats
au débuts des années 60, posant en particulier le probléme du réle que I'algébre linéaire allait
tenir dans cet enseignement.

Nous allons nous pencher maintenant sur trois livres, publiés en France entre 1963 et 1964 par
des acteurs de la noosphére : "le Cours de I'A P.M.,, II, Espaces vectoriels" (1963), de
Germaine et André Revuz, "I'Enseignement de la géométrie” (1964) de Choguet et "Algébre
lindaire et géométrie élémentaire"(1964) de Dieudonné.

Ces trois livres ne sont pas des manuels d'enseignement ; ils sont écrits & destination des
enseignants du secondaire, 4 une époque ol l'algebre linéaire, déja enseignée dans le supérieur
(a l'université comme en classes préparatoires) n'était pas vue au lycée, et o l'enseignement
"classique” de la géoméirie était en débat.

Nous allons tout d'abord décrire et analyser le contenu de ces ouvrages dans les trois tableaux
qui suivent ; nous comparerons ensuite les points de vue qui en émergent au sujet de
I'articulation entre géométrie et algébre linéaire dans 'enseignement secondaire.

L'intérét de ces ouvrages pour notre étude est central, car ils présentent des choix trés
différents, représentatifs des tendances de cette époque et des approches possibles.

1.2.1 Présentation des tableaux d’analyse

Contrairement aux livres que nous examinerons dans la suite de notre travail, les ouvrages de
Revuz, Choquet et Dieudonné ne sont pas des manuels d’enseignement. Cependant, nous
aurons recours au méme type de tableaux dans nos différentes analyses, En effet, celles-ci
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seront mendes dans un méme objectif d’observation du recours au géométrique, sous les
différentes formes que ce recours peut prendre, formes que nous avons représentées dans la
structure (S) présentée au premier chapitre. Nous reléverons donc dans des tableaux :

Les notions d'algébre linéaire et bilinéaire présentées ;

L’objectif de cette liste de notions est de renseigner sur le contenu de ’ouvrage concerné,
et d’observer €ventuellement par la suite si de fréquents recours au géométrique sont
associés & un contenu spécifique, par exemple a I’étude des espaces euclidiens.

La présence éventuelle de chapitres de géométrie précédant les chapitres consacrés 3
I'algébre linéaire ;

Cette entrée du tableau nous permettra de noter si la présentation choisie par 1’auteur
permet I’emploi, pour P'introduction de 1’algébre linéaire, d’un modéle issu d’une
géométrie indépendante de celle-ci. Il faudra bien entendu ensuite, dans Ie cas ot une telle
possibilité existe, noter si elle est ou non exploitée dans la suite de I’ouvrage.

Le lien fait entre calcul vectoriel et géométrie affine ;

Ce lien sera également significatif en ce qui concerne Iarticulation entre algébre linéaire
et géometrie. Une présentation structurelle peut par exemple conduire 3 considérer le
calcul vectoriel comme une partie de I’algébre linéaire, qui fonde ensuite la géométrie
affine. Mais il est également possible que la géométrie affine soit présentée
antérieurement & 1’algebre linéaire, et suivie du calcul vectoriel qui constituerait Ie pivot
de Particulation avec ’algébre linéaire. Par ailleurs, la distinction entre le vectoriel et
Paffine peut &tre plus ou moins soulignée ; en particulier, un amalgame peut étre fait dans
le cas ol la géométrie est considérée comme une simple partie de ’algbre linéaire, Ceci
peut conduire a des ambiguités que nous reléverons.

Le nombre de figures, et la nature du concept associé¢ au dessin : propriétés de géométrie,
propriétés d'algébre linéaire en dimension 2 ou 3, propriétés d'algébre linéaire générale ;

L’emploi d’un dessin vectoriel pour illustrer une propriété de polynémes, ou d’algébre
linéaire dans un espace de dimension quelconque, nous renseigne sur le type de recours a
des modéles figuratifs. En particulier, I"utilisation de dessins vectoriels pour représenter
des situations se déroulant dans des espaces de fonctions ou de suites montre que I’algébre
lin€aire, ou une partie de celle-ci, joue le rdle de modeéle intermédiaire entre un modéle
géométrique ou figuratif et les domaines concernés,

La présence d'un discours explicite sur le lien entre algébre linéaire et géométrie, et
'adéquation entre ce discours et le contenu effectif de I'ouvrage ;- -

Un discours explicite nous renseigne sur les intentions de I’auteur, en matiére de recours
au géométrique. La comparaison avec les recours effectivement faits montre des
possibilités de choix, en accord avec une position exprimée. Mais elle peut également
mettre 4 jour des décalages, dont nous chercherons alors a identifier la cause.

L'emploi d'un vocabulaire issu de la géométrie, hors calcul vectoriel. Nous désignerons
par Vexpression : « vocabulaire géométrique » des termes admettant une définition dans le
cadre d'une géométrie euclidienne au sens historique du terme, c’est A dire ni vectorielle,
ni analytique. Nous donnons le détail de cet emploi dans un tableau séparé, en relevant en
particulier si les termes géométriques sont utilisés en dimension inférieure ou égale 3 trois,
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dans des espaces vectoriels généraux, ou encore dans des espaces de fonctions, de

polynémes...

Les conclusions & tirer de cette étude du vocabulaire s’apparentent & celles que nous
avons citées pour I’emploi de dessins, en particulier A propos de I'utilisation éventuelle
d’une partie de P'algebre Jinéaire comme modéle intermédiaire entre un modéle figuratif et
un autre domaine mathématique.

1.2.2 Analyse du contenu des livres de Revuz, Choquet et Diendonné

Revuz
Auteur(s) André et Germaine Revuz
Titre Le cours de I'A.P.M, Il Espaces vectoriels
Editeur-Année A P.M, Paris, 1963
Public Enseignants du secondaire
Organisation du 9 chapitres

livre

Notions d'algebre e.v, s.e.v., générateurs, familles libres, bases, supplémentaires,

linéaire dimension, applications linéaires, matrices, dualité, réduction,

présentées déterminants, systémes linéaires, formes bilinéaires, espaces
euclidiens.

Chapitres de non

géométrie avant
Pal

Vocabulaire issu

26 termes issus de la géométrie, dont :

de la géometrie 12 dans le cadre de la dimension <3
20 dans le cadre de l'algébre linéaire théorique
3 dans d'autres cadres (fonctions, polynémes...)
Lien vectoriel- Espace affine : ensemble sur lequel le groupe additif d'un espace
affine vectoriel opére de fagon simplement transitive ( ici I’affine est donc
fondé sur le vectoriel). :
Distinction vectoriel-affine soulignée.
Figures 2 figures, dont une dans IR? et une dans un espace quelconque.
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Discours explicite
' sur le lien algébre
 linéaire-géométrie

{Préface)

" L'esprit géométrique, c'est 4 dire le recours 4 des idées simples et puissantes de
préférence 4 des calculs, anime l'algébre linéaire lorsquion évite de faire intervenir
rop vite la représentation matricietle”

(Chapitre : espaces vectoriels)

"Les espaces vecteriels les plus simples et les premiers 3 avoir été considérés sont
ceux qui sont liés 4 la géométrie euclidienne dans laquelle ils jouent un réle essentiel
( le théoréme de Thalés, par exemple, exprime la distributivité de 'opération externe
par rapport a I'opération interne : la somme vectorielle). Les éléments de ces espaces
sont appelés vecteurs, d'od vient le terme d'espace vectoriel. Mais la structure
d'espace vectoriel joue un réle peut-étre encore plus important en analyse, ou la
plupart des espaces fonctionnels qu'on considére sont des espaces vectoriels sur IR ou
C*(p.24)

(Chapitre : espaces affines)

“La notion d'espace vectoriel précéde logiquement celle d'espace affine si, comme
nous l'avons fait, on fait intervenir la premiére dans la définition de la seconde. Mais
il est possible de procéder en sens inverse : c'est ce que fait 'exposé traditionnel de la
géométrie élémentaire qui introduit d'abord un ensemble de points (le plan, Fespace),
puis un groupe particulier de bijections (les translations au sens élémentaire du mot)
qui est simplement transitif, et dont on montre ensuitc que chaque transiation est
caractérisée par un vecfeur, la composée de deux translations étant caractérisée par la
somme géométrique des deux vecteurs correspondants” (p.95)

Adéquation
discours-contenu
du livre

Discours et contenu en adéquation.
Point de vue essentiellement synthétique :

Applications linéaires vues avant les matrices, peu d'exemples et
exercices dans IR, équations linéaires présentées comme f(x)=y, ou f
est une application linéaire.

Nombreux exemples et exercices issus de l'analyse,

Emploi du vocabulaire géométrique

demi-tour, symétrie.

Utilisé en Utilisé en algébre linéaire ou bilinéaire Utilisé dans
dimension < 3! générale d autres cadres

(fonctions)
Espace, droite, Espace, droite, paralléle, projection, Espace,

paralléle, projection, translation, point, rotation, orthogonal, orthogonal, angle.
translation, point, angle, homothétie, barycentre,
rotation, théoréme de parallélogramme, milieu, segment,
Thalés, plan, triédre, longueur, médiane, triangle, distance,

isométrie, figures isométriques.

1 Ceci correspond, pour ce livre, 3 une utilisation dans le cadre de IR?' ou ]lf .
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Choquet

Auteur(s) Gustave Choquet

Titre L'enseignement de la géométrie

Editeur-Année Hermann, Paris, 1964

Public Enseignants du secondaire

Organisation du 9 chapitres + 4 appendices

livre

Notions d'algébre Les notions d'espace vectoriel, sous-espace, base, dimension sont
lindaire supposées connues ; elles font l'objet de rappels.

présentées

Chapitres de Ce livre est entiérement consacré  la géométrie, il ne comporte pas de

géométrie avant
I'algébre linéaire

chapitres d'algébre linéaire.

Vocabulaire
géométrique

8 termes issus de la géométrie.

Tous apparaissent dans le cadre de l'algébre linéaire, limité a la
dimension 3 ; 3 apparaissent de plus dans le cadre de I'algébre linéaire
théorique.

Lien vectoriel-

affine

A un couple de points du plan est associé un vecteur libre (translation).
On peut identifier les vecteurs libres aux éléments du plan pointé2, bien
que ces ensembles ne soient pas identiques. Ceci permet & Pauteur de
montrer comment la géométrie qu’il présente permet de fonder
Palgébre linéaire.

Les éléments du plan pointé sont appelés "points" jusqu'a la définition
du produit scalaire ; ils sont ensuite appelés "vecteurs”, sans précisions
sur ce changement de terminologie.

Figures

16 figures, dont 13 illustrant des propriétés du plan, et 3 illustrant des
propriétés de l'espace (toujours en géométrie, il n’y a pas de dessins
figurant des situations d’algébre linéaire).

2 C’est & dire, une origine O étant fixée dans le pian, I'ensemble des vecteurs d"origine O du plan. Cet ensemble est

supposé connu dés le début du livee de Choquet.
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Discours explicite
sur le lien algébre
lindaire-géométrie

(Introduction)

"Pour Je mathématicien, la fagon la plus élégante, la plus profonde, la plus rapide, de
définir le plan (ou I'espace), est de le définir comme espace vectoriel sur R a deux
{ou trois} dimensions, muni d'un produit scalaire, c'est a dire d'une forme bilindaire
symétrique w.v telle que w.u >0 pour tout vecteur u=0. C'est aussi la définition qui se

préte le mieux 4 des généralisations fécondes (espaces P, CT, espace de
Hilbert,..etc)... Le probléme est moins simple aux dges intermédiaires, disons entre
13 et 16 ans. L'enfant commence 3 comprendre ce qu'est une démonstration ; chez
certains s'éveille une véritable soif de logique, indiquant que le temps est venu
d'aborder sérieusement le raisonnement déductif... 11 est donc indispensable que le
maitre de ces enfants dispose d'une axiomatique sous-jacente compléte... I nous faut
done trouver une axiomatique simple, aux axiomes forts, ¢'est 3 dire donnant trés vite
acces a des théorémes non évidents, et intuitifs, c'est & dire traduisant des propriétés
de I'espace qui nous entoure faciles a vérifier."

"On peut donc résumer ainsi la situation : nous connaissons une voie royale basée sur
les notions "espace ‘vectoriel et produit scalaire” mais ces notions ne peuvent étre
parachutées sans préparation, surtout 4 un dge oit on ne posséde pas bien la notion
d'opération algébrique.”

Adéquation
discours-contenu
du livre

Discours et contenu en adéquation ,

Définition d'un systéme d'axiomes pour la géométrie, dont on déduit
que le plan (puis I'espace) pointé est un espace vectoriel.

Emploi du vocabulaire géométrique

Utilisé en algbre linéaire, en dimension <3 Utilisé en algébre linéaire ou bilinéaire
générale

Espace, plan, droite, paraligle, projection, Espace, plan, droite,

translation, cone, cylindre.
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Disudonné

Auteur(s) . Jean Dieudonné

Titre Algébre linéaire et géométrie élémentaire
Editeur-Année Hermann, Patis, 1964

Public Enseigpants du secondaire

Organisation du
livre

7 chapitres, 4 annexes

Notions d'algébre
linéaire
présentées

Espace vectoriel, sous-espace, supplémentaires, applications linéaires
et multilinéaires (cadre général).

Indépendance linéaire, bases, matrices, rang d'une application linéaire,
espaces euclidiens, isométries, bases orthogonales (dimension 2 ou 3)

Les notions de famille génératrice et dimension ne sont pas abordées,
la dimension faisant partie des axiomes.

Chapitres de
géométrie avant
'algébre linéaire

Le chapitre 2 est intitulé : les axiomes de la géométrie euclidienne. I
présente une liste d'axiomes, correspondant 4 la définition de plan et
d'espace euclidiens (au sens de 'algébre linéaire).

Emploi du

33 termes issus de la géométrie, dont :

v?cabulz_nre 20 en algébre linéaire limitée a la dimension 3,

géométrique
26 en algebre linéaire générale

Lien vectoriel- La distinction n'est pas soulignée. Les éléments d'un espace vectoriel

affine sont appelés vecteurs ou points ; une variété linéaire affine est I'image
d'un sous-espace par une translation. La plupart des résultats sont
donnés dans le cadre affine, avec certains cas particuliers pour les
variétés affines passant par O.

Figures Pas de figures.
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Discours explicite
sur le lien algébre
linéaire-géométrie

(Introduction)

"...depuis les travaux de Grassman et Cayley entre autres, on dispose, en Géométrie
€lémentaire, comme !'a si bien dit Choquet, d'une route royale par laquelle, 4 partir
d’axjomes extrémement simples 2 énoncer tout s'obtient de la fagon la plus directe en
quelques lignes de calculs triviaux.”

"L'un des avantages de I'algdbre linéaire, c'est qu'elle permet de présenter tous les
développements de la géométrie élémentaire d'une fagon parfaitement rigoureuse et
cela sans effort, alors que Yon sait trop bien que les systémes d'axiomes proposés
depuis la fin du si¢cle dernier et se rattachant étroitement a la tradition euclidienne,
sont d'une telle complexité...qu'il est pratiquement impossible de les enseigner avant
la Licence."

"Ma demniére remarque générale concerne un aspect de la mathématique moderne en
quelque sorte complémentaire de ses tendances unificatrices, 4 savoir sa capacité de
dissocier ce qui était indiiment confondu. Je pense surtout ici & la distinction entre
propriétés géométriques de nature affine et propriétés de nature métrigue. En Algdbre
lin€aire, cette distinction s'opére le plus simplement et le plus facilement du monde,
les deux types de propriétés dépendant respectivement de deux groupes d'axiomes qui
sont séparés dés le début.”

“J'ai cherché a résister a la tentation d'introduire prématurément les théories qui
seront enseignées & Iuniversité. Il me semble que la nature nous a henreusement
fourni une ligne de démarcation toute tracde, en nous dotant de I'intuition
géométrique pour les espaces & deux et trois dimensions ; il est donc possible de
représenter graphiquement tous les phénoménes de l'algdbre linéaire Limitée 3 ces
dimensions (et bien entendu aux scalaires réels) et je me suis imposé strictement cette
Hmitation.”

"Ce par contre 4 quoi je suis tout 2 fait opposé, c'est ce que jappellerais la technique
de l'échafaudage préalable. Sous prétexte que le systdme d'axiomes de algdbre
linéaire est trop abstrait, on voudrait, avant de Iintroduire, partir d'un autre systéme
d'axiomes, réputé plus accessible, et en déduire ensuite les axiomes de ['Algébre
linéaire... le plus connu est sans doute le systéme d'axiomes proposé récemment par
Chogquet. II ne se justifierait que si les notions qui sont 2 la base des axiomes du plan
euclidien, addition des vecteurs, multiplication par un scalaire et produit scalaire de
deux vecteurs, étaient extrémement abstraites et difficiles a représenter
graphiquement ; chacun sait qu'il n'en est rien, et quelques mois d'expériences sur
papier quadrillé devraient suffire pour accautumer I'éléve & leur maniement, et le
préparer & admettre sans hésitation que I'on fonde I'édifice algébrico-géométrique sur
des propriétés dont il Tui est facile de vérifier Fexactitude expérimentale."

Adéquation
discours-contenu
du livre

Adéquation pour : axiomes de l'algébre linéaire présentés directement,
puis géométrie fondée sur 'algébre linéaire,

Décalage sur la partie : intuition géométrique ; de nombreux résultats
sont présentés dans le cadre de l'algébre linéaire générale, et, lorsque la
limitation 4 deux ou trois dimensions est respectée, aucun recours a
l'intuition géométrique n'est proposé. En particulier il n'y a aucune
figure, bien que la représentation graphique soit selon Dieudonné le
fondement d'une telle intuition,
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Emplei du vocabulaire géométrique

Utilisé en algébre linéaire ou bilinéaire en Utilisé en alggbre linéaire ou bilinéaire
dimension <3 générale

Espace, plan, point, translation, paralléle, Espace, plan, point, translation, paralléle,
homothétie, projection, symétrie, droite, homothétie, projection, symétrie, droite,
demi-droite, orthogonal, similitude, demi-droite, orthogonal, similitude,

isométrie, cercle, disque, rotation, isométrie, milieu, segment,

retournement, déplacement, angle, parallélogramme, longueur, distance,

bissectrice. sphére, boule, centre, rayon, diamétre,
théoréme de Pythagore, tangent,
concentriques.

1.2.3 Comparaison des différentes tendances

Les auteurs des ouvrages que nous venons d'examiner sont d'accord sur la nécessité de
promouvoir un enseignement d'algébre linéaire dans le secondaire (méme si Revuz ne
s'exprime pas sur ce point, il lui semble au moins nécessaire que les enseignants du secondaire
aient une connaissance suffisante de I'algébre linéaire),

Mais les points de vue qu'ils adoptent sont sensiblement différents, en particulier en ce qui
concerne le réle de la géométrie.

Revuz ne prend pas parti sur l'articulation algébre lindaire-géométrie ; il dit clairement, par
exemple, que I'on peut choisir comme il le fait de présenter les espaces vectoriels avant les
espaces affines, mais il signale également que l'approche inverse est possible, sans afficher de
préférence pour I'une ou I'autre approche. '

I n'est pas question dans son livre d'un éventuel emploi de la géométrie dans 'enseignement
de l'algébre linéaire. Le cours d'algébre linéaire qu'il propose est structuré de manidre a
préparer aux espaces de Hilbert ; d'olt I'importance, qu'il souligne, de I'aspect intrinséque, et
les nombreux exemples tirés de l'analyse. o

Les références explicites a la géométrie sont peu nombreuses, et ap;;araissent essentiellement
sous forme d'exemples, 4 la suite d'une définition donnée dans le cadre de I'algébre linéaire
générale (15 exemples en dimension < 3 comportent du vocabulaire géométrique).

Cependant de nombreux termes & caractére géométrique apparaissent dans ce livre, encore
plus en algebre linéaire "théorique" qu’en dimension inférieure ou égale i trois, ce qui est
significatif sur la portée de I’analogie : celle~ci concerne bien I’algébre linéaire générale. On
observe dans le cours de Revuz des termes comme triangle, ou médiane, qui sont peu courants
dans un cours d'algébre linéaire (voir l'analyse de manuels au chapitre suivant), C’est
également le seul des trois auteurs qui utilise du vocabulaire géométrique dans d’autres
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domaines (il s’agit ici d’espaces de fonctions). Notons & ce propos que deux des trois termes
employés : « orthogonal » et « angle » relévent des espaces euclidiens.

Il semble donc que Revuz emploie un modéle analogique géométrique, essentiellement
destiné & servir en analyse, mais ce modele reste inplicite, et son utilisation est désignée
comme le recours a "l'esprit géométrique”.

L'objectif affiché par Choquet est nettement différent, pmsqu 1 s'agit, comme l'indique le titre
de l'ouvrage, de I'enseignement de la géométrie.

La meilleure maniére, pour un mathématicien, d'aborder la géométrie est d'employer I'algébre
linéaire ; mais un probléme d'enseignement se pose puisque, selon Choquet, cette approche ne
peut étre utilisée pour des enfants de moins de 17 ans. Notons que Choquet ne signale pas de
difficulté dans I'apprentissage de I'algébre linéaire elle-méme ; il n'aborde pas ce point, et se
contente de s'opposer 4 un enseignement de la géométrie qui lui semble trop éloigné de
['intuition de l'espace pour des éléves de cet age.

Il préconise donc d'employer un systéme d'axiomes plus intuitif, c'est & dire lié & des
propriétés de l'espace correspondant 4 la perception visuelle, systéme qui permettra de faire
€émerger la structure vectorielle. Rappelons que dans son livre, les notions élémentaires
d'algébre linéaire sont supposées connues, on ne peut donc pas parler de I'emploi d'un modéle
analogique géométrique pour l'algébre linéaire, 'objectif étant réellement ici un enseignement
de géométrie, dans leguel ['algébre linéaire apparait comme outil.

On rencontre dans le livre de nombreux termes de géométrie, mais ils désignent la plupart du
temps des notions de la géométrie axiomatique de l'anteur ; seuls 8 de ces termes sont utilisés
en algébre linéaire, pour des dimensions < 3, et 3 termes en algébre lindaire théorique : plan,
droite, et espace, d'emploi courant en algébre linéaire.

Dieudonné partage l'avis de Choquet au sujet du mathématicien : "la voie royale" pour la
geéométrie est celle que fournit I'algébre linéaire. En revanche, en ce qui concerne
Penseignement, il est tout & fait opposé & la démarche de Choquet, qu'il critique explicitement
dans la préface de son livre en qualifiant de nuisible le systéme d'axiomes proposé par celui-ci
(voir les remarques de Dieudonné dans le tableau ci-dessus). Choquet propose en effet une
liste d’axiomes, classés en axiomes d’incidence et d’ordre, puis axiomes de structure affine, et
enfin de structure métrique. Ainsi le premier axiome qu’il propose, et qui reléve des axiomes
d’incidence, est: « Le plan contient au moins deux droites, toute droite contient au moins
deux points. ». Le premier axiome de structure affine est: « Au plan IT est associée une

application d de IIxIT dans R+, appelée distance et telle que : d{x,y)=d(¥,x) pour tous x, y de
I1 ; pour toute droite orientée D, tout x de D, et tout nombre positif /, il existe dans D un point
y unique tel que x <y et d(x,y)=I; xe [a,b]=> d(a,x)+d(x,b)=d(a,b). » Nous ne donnerons pas

ici intégralité de la liste d’axiomes ; ces deux exemples suffisent selon nous i traduire
esprit de celle-ci. Il ne s’agit pas de la géométrie euclidienne, au sens historique du terme,
mais les axiomes proposés par Choquet ont cependant pour objectif I’élaboration d’une
théorie dont la portée est la modélisation du plan (puis de ’espace) physique. Ceci est tout &
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fait différent du point de vue de Dieudonné, pour leque] 1’algebre linéaire théorique doit &tre
présentée d’emblée ; elle pourra ensuite servir (notamment) & fonder la géométrie.

Il ne semble pas & Dieudonné que 'algébre linéaire & 2 ou 3 dimensions soit susceptible de
poser des problémes d'enseignement au lycée ; selon lui, pour ces dimensions existe une
intuition géométrique (reposant sur des représentations visuelles, ce que nous avons désigné
comme : intuition de I'espace) qui rend accessibles les "phénoménes de I'algébre linéaire".

Rappelons qu'il n'utilise finalement pas cette approche dans le livre ; sa présentation de
'algébre linéaire reste trés structurelle.

Il emploie un nombre important de termes & caractére géométrique, mais ceux-ci apparaissent
uniquement dans un cadre d'algebre linéaire, et sont méme plus employés en dimension
quelconque qu'en dimension <3,

Méme le chapitre 2, intitulé "les axiomes de la géométrie euclidienne” énumére en fait les
axiomes intervenant dans la définition, fondée sur l'algébre linéaire, d'un espace euclidien de
dimension 2 ou 3. En fait ce que Dieudonné nomme "géométrie" est I'algébre lindaire en
dimension 2 ou 3 ; son objectif est avant tout I'enseignement de cette "structure fondamentale™
que constitue 1'algébre linéaire.

1.3 Conclusion

Au moment de la réforme des mathématiques modernes (l'algébre linéaire fut introduite dans
les programmes de lycée en 1969, nous y reviendrons en détail dans la partie suivante), c’est
le point de vue de Dieudonné qui fut retenu.

Cependant le débat sur les choix d’articulation entre algébre linéaire et géométrie subsista.

On trouve ainsi dans le bulletin de I’A.P.M.E.P. un échange entre Lelong-Ferrand et Frenkel,
¢échange dont nous citons ci-dessous de larges extraits, car il concerne précisément notre sujet.

En introduction de son article, Lelong-Ferrand écrit

« 11y a, actuellement, une tendance 2 vouloir réduire Ia géométrie élémentaire 3 I'élude quelques propriétés de
IR facilement accessibles par le calcul ; cet abus de « géométrie analytique » risque de masquer le sens et la
portée des résultats.

Un des grands avantages du raisonnement dit « géométrique » (qui dans ma pensée, englobe aussi bien le calcul
vectoriel que la topologie) est d’étre, souvent, indépendant du nombre de dimensions de Iespace considéré et
valable en dimension infinie. Il serait donc bien regrettable qu’une modernisation mal comprise de
Penseignement mathématique aboutisse 4 un rétrécissement et & une perte de puissance. De plus, les calculs
d’algébre lin¢aire 4 2 ou 3 dimensions ne sont pas toujours attractifs, et risquent de décourager les bons éléves
comme les mauvais. »

(Lelong-Ferrand, 1970, p.215)

Elle donne alors différents résultats : caractérisation d’une application affine par préservation
de I’alignement, de I’ordre des points et des milieux ; théoréme de Thalés sous la forme : une
projection de I’espace sur un plan suivant une droite est une application affine ; propriétés des
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isométries... Tous ces résultats, de nature géométrique, sont accompagnés de démonstrations
elles aussi fondées sur la géométrie.

Frenkel répond 2 cet article en écrivant :

« La modernisation de P'enseignement mathématique ne consiste naturellement pas a substituer le calcul aux
idées, mais & remplacer certaines théories par des théories plus puissantes et de portée plus générale. L’alggbre
linéaire a fait irruption dans toute la mathématique (Algébre non linéaire, Analyse, Mécanique, Topologie,
Informatidque, etc...). La géométrie élémentaire ne s’en distingue pas essentiellement, sinon par le vocabulaire (et
encore !). La question est donc de savoir si ¢’est la géométrie qui doit servir d’introduction a I’algébre linéaire ou
Pinverse...je vais tenter d'illustrer I'idée suivante : il est plus sir, plus efficace, de penser lindairement. »
(Frenkel, 1970, p225)

11 reprend alors des résultats semblables 3 ceux démontrés par Lelong-Ferrand, en les
formulant de maniére moins géométrique, et en basant toutes ses démonstrations sur 1’algébre
linéaire ; & titre d’exemple, le théoréme de Thalés apparait comme un cas particulier du
théoréme : « Soient F et G deux sous-espaces d’un espace affine E, de dimensions
complémentaires et dont I’intersection se réduit au point O. Alors la projection de E sur F
paralié¢lement 2 G est une application affine de E sur F. »

L’article de Frenkel est lui-méme suivi d’une réponse de Lelong-Ferrand, dont nous retenons
le passage suivant :

« C’est une grande force des mathématiques de montrer que chague probléme particulier peut &tre situé dans un
cadre plus général (qui peut d’ailleurs varier selon notre niveau de connaissances, et selon les progrés de la
science) ; mais une chose aussi concréte que la géométrie élémentaire éclate en des cadres trds divers, qui sont
tous fondamentaux. De ce point de vue, I'exposé de M. Frenkel et le mien ne sont pas en opposition, mais se
compiétent : celui de M. Frenkel, qui vise a démontrer que la géométrie affine est une illustration de 1'algébre
linéaire, suggeére la construction de géométries sur un corps quelconque ; le mien est une introduction a P’analyse
linéaire et aux espaces de Hilbert, dont on connait I"importance et les nombreuses applications,

Par contre, il reste un probléme de niveau, essentiellement pratique... Sans vouloir aucunement imposer mon
point de vue, je crois cependant utile, sur un plan pédagogique, de voir une méme théorie successivement sous
deux aspects : dans une premidre phase constructive, la structure de I'espace? se dégage peu 2 peu de faits
particuliers ; dans une deuxiéme phase, discursive, on donne un exposé axiomatique dont les éléves comprennent
&’autant mieux P'intérét qu’il permet de faire la synthése de faits connus. » (Lelong-Ferrand, 1970, p.233).

Dans cet échange nous retrouvons les principales idées que nous avons évoquées ci-dessus.

Frenkel est partisan de la thése structuraliste, dans laquelle la géométrie élémentaire est
uniquement I'un des domaines mathématiques pour lesquels P’algébre linéaire sert de modéle
théorique.

Lelong-Ferrand semble d’abord critiquer uniquement le c6té calculatoire de 1’algébre
linéaire ; I’aspect synthétique de I’algébre linéaire présente, comme le soulignait Revuz, les
caractéristiques qu’elle atiribue au raisonnement « géométrique ». C’est dans sa réponse a
Frenkel que son point de vue est le plus explicite : elle préconise, comme le faisait Choquet,
de partir d’abord de la géométrie pour dégager les structures, ce travail pouvant étre effectué
au lycée. La présentation de I’axiomatique sera ensuite faite dans I’enseignement supérieur.

3 11 s’agit ici de la structure affine euclidienne.
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Notons que dans le point de vue de Frenkel comme dans celui de Dieudonné, 1’algébre
linéaire n’apparait pas comme un sujet délicat & enseigner ; seule Lelong-Ferrand souligne ce
probléme pédagogique. En revanche elle n’envisage pas pour y remédier d’autre moyen
qu’une entrée par la géométrie. Cette premiére réaction 4 I’encontre des choix effectués lors
de la réforme des mathématiques modernes, qui venait alors de se metire en place, sera suivie
de prises de position allant dans le méme sens. La présentation défendue par Dieudonné
conduisait & introduire dés le lycée une algébre linéaire formelle, la géométrie n’étant plus
qu’une application de celle-ci. Ce choix fit I’objet de critiques de plus en plus nombreuses ;
finalement, 1’algébre linéaire disparut des programmes de I’enseignement secondaire en 1986.
Mais les débats que nous avons rapportés, et le processus de transposition associé,
accentuérent I'importance du lien entre algébre linéaire et géométrie. Ainsi les difficultés
constatées lors de la présentation de 1’algébre linéaire en premiére année de DEUG aprés
1986 suscitérent dans de nombreuses universités des propositions allant dans le sens d’un
enseignement préliminaire de géométrie, comme le recommandait Lelong-Ferrand. La
question du contenu et de la pertinence d’un tel enseignement est au centre de notre étude, et
nous y reviendrons dans les chapitres suivants. Nous pouvons cependant noter dés a présent
un décalage entre « position savante » et « position noosphérienne », décalage que I’on
retrouvera entre le savoir savant et le savoir enseigné. En effet, lorsqu’il s’agit de leurs
pratiques, les mathématiciens envisagent 1’algébre linéaire comme un outil de résolution de
problémes de géométrie, ou comme un moyen d’induire une intuition géométrique dans
d’autres domaines mathématiques. Ils mentionnent donc des liens avec la géométrie qui ne se
réduisent pas simplement & I’emploi de I’algébre linéaire comme modele théorique pour la
geométrie affine, et soulignent I’importance des autres domaines d’application de I’algbre
linéaire. C’est lorsqu’il est question d’enseignement, et parce I'introduction de 1’algébre
linéaire €tait associée a la rénovation de I’enseignement de la géométrie, que le lien entre
algebre lin€aire et géométrie est accentué. Ceci conduit & minorer ’importance des autres
domaines mathématiques dans lesquels Palgébre lindaire intervient et des autres liens
possibles avec la géométrie,

2. Evolution de Particulation entre algébre linéaire
et géométrie dans les programmes de classes
préparatoires et de Penseignement secondaire

Nous présentons ici une analyse rapide de ’évolution des choix curriculaires concernant
Particulation algébre linéaire-géométrie dans des classes dans lesquelles sont enseignés les
débuts de 1’algébre linéaire ; c’est 3 dire en classes préparatoires, en 1956 et de nos jours, et
dans ’enseignement secondaire entre 1969 et 1985.

Nous allons examiner des textes de programines, ainsi que des manuels correspondant a ces
programmes, en ce qui concerne les principales périodes de 1’enseignement en lycée (c’est 3
dire de la classe de seconde aux classes préparatoires) de algébre linéaire. Nous verrons ainsi
notamment se dégager les conséquences pour le savoir enseigné des débats rapportés dans la
partie précédente.
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2.1 Introduction de Palgébre linéaire dans le programme des
classes préparatoires

2.1.1 Le programme de 1956

Alors que les vecteurs étaient enseignés dans les classes préparatoires depuis 1905, 'algébre
linéaire ne fait son entrée dans les programmes de ces classes qu’en 1556.

Le titre « Vecteurs » demeure dans le programme ; il comprend I’étude des trois types de
vecteurs : liés, glissants, ou libres, les opérations sur ces vecteurs, les changements de
coordonnées, les produits scalaire, vectoriel et mixte.

Le titre « Aigebre linéaire » étant relativement court, nous avons choisi de le reproduire ici
dans son infégralité.

V Algébre linéaire

Etude des systémes de deux ou trois équations linéaires 4 deux ou trois inconnues.
Interprétation vectorielle 4 I’aide de la génération des vecteurs d’un plan au moyen de deux
vecteurs et des vecteurs de I’espace au moyen de trois vecteurs. Déterminant du deuxiéme
ordre et produit vectoriel de deux vecteurs d’un plan ; déterminant du troisiéme ordre et
produit mixte de trois vecteurs.

Définition des matrices rectangulaires, Matrice d’une seule ligne ou d’une seule colonne.
Produit & gauche par une ligne et & droite par une colonne. Interprétation par des formes
linéaires, une combinaison linéaire de formes, une forme bilinéaire. Multiplication des
matrices {Associativité).

Vecteurs 4 7 coordonnées, réelles ou complexes, prises dans un corps.
Espace vectoriel de dimension n. Bases. Sous-espace vectoriel : tout sous-espace peut étre

défini par des vecteurs indépendants ; en le complétant par d’autres vecteurs indépendants on
peut obtenir une base de 1’espace.

Matrice carrée réguliére : indépendance des lignes, indépendance des colonnes ; existence
d’une solution unique pour le systéme d’équations linéaires correspondant ; existence d’une
matrice inverse. Equivalence de ces diverses propriétés. Déterminant d’une matrice carrée ; le
déterminant d’une matrice carrée réguliére est différent de zéro et réciproquement. -

Produit de deux matrices carrées, déterminant de ce produit.

Rang d’une matrice rectangulaire. Application 4 ’étude d’un systéme de formes lindaires et
d’un systéme d’équations linéaires, cas d’un systéme d’équations homogénes,

Le contenu de ce programme porte essentiellement sur I’aspect analytique de 1’algébre
linéaire ; systémes, matrices, déterminants. Les espaces vectoriels étudiés sont de dimension

n, et leur étude est ramence a celle de K2 (o0 K est un corps).
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L’interprétation vectorielle des systémes linéaires 4 deux ou trois équations et deux ou trois
inconnues, I'interprétation du produit vectoriel en termes de déterminants 2x2 et celle du
produit mixte en termes de déterminants 3x3 sont les seuls liens explicitement indiqués avec
le chapitre sur les vecteurs.

Nous allons maintenant examiner la partie consacrée a 1’algébre linéaire dans un livre de
mathématiques spéciales correspondant 4 ce programme.

2.1.2 Le Précis de Mathématiques Spéciales de Gouyon

Auteur(s) R.Gouyon

Titre Précis de Mathématiques Spéciales

Editeur-Année Vuibert, Paris, 1958

Public Eléves de classes préparatoires

Organisation du 6 « livres », 31 chapitres

livre

Notions d’algebre Espaces vectoriels & n dimensions, sous-espaces, familles libres, bases,
linéaire (a.l.) sous-espace défini par des vecteurs, matrices, opérateurs linéaires,
présentées déterminants, systémes linéaires.

Chapitres de Deux chapitres : Vecteurs, et Introduction a la géoméirie analytique.

géométrie avant

I’'al.

Vocabulaire
géométrique dans
les chapitres d’a.l.

16 termes issus de la géométrie, un seul apparait en algébre lindajre
générale, tous les autres sont employés en dimension

<3.

Lien vectoriel-
affine

Ce lien n’est pas explicité. La géométrie affine est vue avant I’algébre
linéaire. Dans le chapitre « Vecteurs », auateur écrit : « des relations de
géométrie affine sont des relations se comservant par affinité ».
L’algebre linéatre n’est pas appliquée en géométrie affine, mais en
géométrie projective.

Figures

Pas de figures dans le chapitre d’algebre linéaire.

Discours explicite
sur le lien algébre
linéaire-géométrie

Non.
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Emploi du vecabulaire géométrique

Utilisé en dimension < 3 Utilisé en algébre linéaire ou bilinéaire
générale

Espace, translation symétrie, similitude, Espace.
coordonnées homogénes, point, drotte,
orthonormé, aire, paratlélogramme, plan,
parall¢le, volume, triangle, triédre,
polygone. :

Ce livre apparait comme tout 4 fait conforme au programme ; en particulier, I’approche faite
de I’algebre lin€aire est trés analytique. La définition de la notion d’espace vectoriel qui y est
donnée est, a cet égard, significative :

« Considérons un ensemble d’éléments dont chacun est défini par une suite de # nombres d’un corps K :

A= (a',2%...a", B=(b'b%...b") ; généralisant Ja définition d’un vecteur par ses composantes cartésiennes, nous
dirons que I’ensemble E, des éléments de ce type est un espace vectoriel 4 n dimensions (les éléments A, B ...
étant les vecteurs de cet espace) pourvu gue soient définies :

Iégalité A=B par les conditions a'=b'... a®b®
I’'addition, par A+B=(a’+b’, ... a"+b")
la multiplication par un scalaire du corps K, par AA=(Aa’,... A2") » (Gouyon 1956, P. 106)

On trouve dans un autre chapitre la remarque suivante : « ...les vecteurs de la théorie des
espaces vectoriels ne sont autre chose, rappelons-le, que des systiémes de nombres
susceptibles des interprétations les plus diverses.» En effet, méme si la définition donnée peut
laisser supposer que I’auteur se limitera & I’étude d’espaces du type K, ce n’est pas le cas
dans la suite du livre : il étudie notamment des espaces de polynémes, ou de fonctions. Mais
ces espaces sont considérés comme munis d’une base a priori, donc leurs éléments peuvent
€tre interprétés comme des suites de nombres.

L’ensemble des vecteurs du plan, ou de I’espace, sont cités comme exemples d’espaces
vectoriels ; mais la géométrie n’est pas utilisée pour introduire des notions ou des propriétés
d’algébre linéaire. '

L’algebre linéaite occupe en fait dans ce livre une place mineure : il s’agit essentiellement de
se doter d’un outil de calcul sur des « systémes de nombres » ; ’objectif principal reste la
résolution de problémes de géométrie : recherche de lieux géométriques dans le plan ou
I'espace, classification des coniques et des quadriques. Aucune présentation de la géométrie
en dimension n n’est prévue par le programme, ce qui affaiblit naturellement le lien entre
algébre linéaire et géométrie. En effet, bien que les notions d’algébre lindaire définies le
soient dans le cadre des espaces de dimension #, elles ne seront employées en géométrie que
pour des dimensions inférieures ou égales 2 trois.
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2.2 L’algébre linéaire dans I’enseignement secondaire au moment de
la réforme des mathématiques modernes

2.2.1 Les programmes de lycée

Les programmes de la réforme, qui prévoient notamment que, contrairement a ce qui avait
lieu auparavant, Ialgebre linéaire sera étudiée au lycée, sont entrés en vigueur en 1969 ; 4
quelques modifications mineures prés, ils sont restés en vigueur jusqu’en 1981.

Nous nous intéresserons ci-dessous uniquement aux programmes des classes de seconde,
premiére et terminale C ; nous nous basons pour ce qui suit sur un texte officiel datant de
1973.

La notion d’espace vectoriel sur IR est introduite en seconde C. Dans un premier temps, des
espaces variés sont présentés aux éléves, sans que le vocabulaire soit introduit : ’ensembie
des vecteurs du plan (qui ont été présentés en classe de quatriéme comme classe
d’équivalence de bipoints équipollents), puis IR?, IR, et des espaces de fonctions. La
définition axiomatique d’espace vectoriel sur IR est ensuite donnée ; et les notions de
combinaison linéaire, indépendance linéaire, plan vectoriel, base d'un tel plan, coordonnées
d’un vecteur du plan dans une base donnée sont présentées ; les éléves rencontirent enfin la
notion d’application linéaire. Des exemples d’applications linéaires du plan sont étudiés, en
particulier les homothéties ( présentées comme le produit par une constante) et les projections
sur une droite vectorielle suivant une auire droite vectorielle.

La notion d’application linéaire permet enfin de définir celle d’application affine ; il ne s’agit
ici que d’applications affines d’un espace vectoriel, la notion d’espace affine ne figurant pas
explicitement au programme, D’autre part la notion de produit scalaire de deux vecteurs du
plan est définie, en tant que forme bilinéaire symétrique définie positive, et conduit 3 celle de
plan euclidien.

Le programme de Ia classe de premiére C reprend tout d’abord la notion d’espace vectoriel,
avec la définition axiomatique ; les éléves rencontrent ensuite les notions de sous-espace
vectoriel, base, coordonnées et dimension (dans un cadre plus général qu’en seconde, puisque
Pon va ici jusqu’a la dimension »). Puis ils abordent la notion de matrice d’une application
linéaire du plan, et voient le lien entre composition des applications et multiplication de
matrices 2x2.

La notion de prodmt scalaire est vue en dimension 2 et 3 ; les 1soméfnes du plan sont étudides
et classifiées, ainsi que les matrices correspondantes.

En classe de terminale C, sont présentées de plus les notions de sous-espaces supplémentaires
et de sommes directes de sous-espaces, d’image et de noyau d’une application linéaire. Les
éléves voient ensuite les notions d’application affine (générale), ils étudient les exemples des
projections, des involutions, des translations et des homothéties de ’espace ; enfin ils
abordent les isométries de I’espace, qui sont classifiées de la méme maniére que celles du plan
Pavaient été en premiére.

On observe donc une progression qui va dans le sens d’une abstraction de plus en plus
importante ; en seconde, il était encore admis d’employer une géométrie antérieure A I’algébre
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linéaire, et qui pouvait servir & introduire celle-ci ; a partir de la classe de premiére, ¢’est
I’algébre linéajre qui fonde la géométrie. En terminale, trés peu de nouveaux concepts
d’algébre linéaire sont introduits ; en revanche de nombreux résultats de géométrie vectorielle
et affine (euclidienne ou non) sont établis en utilisant exclusivement 1’algébre linéaire,

Nous pouvons noter & cet égard que les notions et résultats d’algébre linaire apparaissent
sous le titre « Géométrie et espaces vectoriels sur IR » en seconde ; « Géométrie vectorielle et
géométrie affine » en premiére ; « Eléments de géométrie affine et euclidienne » en terminale.
Il est encore plus significatif d’examiner les commentaires qui accompagnent les

programmes.

Ainsi, pour la classe de seconde, il est stipulé qu’il s’agit de « dégager 1'idée de structure
d’espace vectoriel & partir de concepts géométriques simples, élaborés depuis la classe de
quatriéme ». Pour Iintroduction de la locution « espace vectoriel » , et de la notion de
combinaison linéaire, le professeur est invité 4 « reprendre et & compléter les faits connus du
plan et 4 les traduire en langage d’espace vectoriel ».

En revanche le commentaire du programme de premiére confére au terme géométrie un sens
nouveau ; il désigne une notion clairement postérieure & Palgébre lindaire. Nous allons en
citer de larges extraits ci-dessous, car il concerne directement notre objet d’étude.

« Les chapitres qui suivent sont consacrés 4 la géométrie. Ce mot a recouvert longtemps une certaine description
du monde physique, une énumération (parfois incomplétement explicitée) de propriétés que des raisons
expérimentales lui faisaient attribuer, enfin, et ¢’est I"essentiel, 1’étude des propriétés qui pouvaient &ire déduites
des précédentes par un raisonnement logique. Il désigne dorénavant une construction mathématique, logique par
nature, s’appuyant sur un systéme cohérent d’axiomes ol interviennent au premier chef les structures algébriques
(espaces vectoriels, groupes...) et topologiques (IR, IK',...).

C’est ce dernier sens qu’adopte définitivement le programme de Premitre, auquel le programme de Seconde
ménageait une transition ; dés lors, faire appel 4 I"expérience pour décrire un plan, pour détailler les positions
relatives d’une droite et d’un plan, pour définir Porientation d’un plan, serait entretenir une confusion
dommageable ; cependant un schéma, un diagramme, une figure soignée restent opportuns pour porter les
notations, consigner les hypothéses, suggérer et guider une démarche déductive.

Le programme de Seconde et son commentaire ont souligné la variété des étres mathématiques auxquels peut
s’appliquer la structure d’espace vectoriel ; on conservera a la géométrie de Premiére ce méme sens large, en ce
qui concerne la structure d’espace affine, euclidien ou non ; ¢’est parfois en utilisant cette géométrie dans des
domaines qui Tui ont été récemment ouverts que bien des éléves trouveront une motivation pour une recherche
attentive et féconde. » {Programmes d¢ Iz classe de premiére C, 1973) ‘

Il est donc explicite ici que la géométrie dont il est question, si elle est vectorielle, s’identifie 4
'algebre linéaire ; si elle est affine, est fondée sur I’ algebre lindaire ;-elle sera caractérisée par
des structures, et non par la nature des objets concernés. ‘

On observe donc bien ici la mise en ceuvre des idées de Dieudonné, telles que nous les avons
exposées au chapitre précédent.

L’examen des manuels correspondants confirme cette tendance.
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2.2.2 1.algebre linéaire et la géométrie dans des manuels de Pensecignement secondaire

entre 1969 et 1980

Nous examinons ci-dessous trois manuels : seconde, premiére et terminale C écrits par les
mémes auteurs et publiés dans la méme collection entre 1972 et 1976. Nous avons choisi ces
manuels car ils étaient a I’époque couramment employés en lycée, et sont donc représentatifs
de ce qui était alors pratiqué.

Auteur(s) A THUIZAT et G.GIRAULT

Titre Mathématique Seconde Cet T

Editeur-Année Technique et vulgarisation, Paris, 1972

Organisation du 5 chapitres (dont deux d’algébre linéaire), 17 paragraphes

livre

Notions d'algébre Espace vectoriel, indépendance linéaire, famille génératrice, bases,
linéaire (a.1.) coordonnées, applications linéaires, produit scalaire

présentées

Chapitres de Non ; mais les propriétés de ’ensemble des vecteurs du plan (vu en

géométrie avant
lal

classe de quatrieme) sont présentées avant la définition générale
d’espace vectoriel sur IR.

Vocabulaire 9 termes issus de la géométrie, 4 apparaissent en algébre lindaire

géométrique dans générale, tous sont employés en dimension < 3.

les chapitres d'a.l.

Lien vectoriel- La notion d’espace affine est définie par rapport 4 un espace vectoriel

affine de référence.

Figures 17 figures dans les chapitres d’algébre linéaire ; 11 représentent des
vecteurs (les autres sont des diagrainmes de Venn, représentant des
ensembles), 10 sont en dimension 2, une seule en dimension
quelconque.

Discours explicite Non.

sur le lien algébre

linéaire-géométrie
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Auteur(s)

A.THUIZAT et G.GIRAULT

Titre Mathématique Premiére C, T et E.

Editeur-Année Technique et vulgarisation, Paris, 1972

Organisation du 3 chapitres (dont un intitulé « géométrie vectorielle et géométrie

livre affine », et comportant quatre paragraphes dont trois d’algébre
linéaire), 16 paragraphes. _

Notions d'algébre Rappels de Seconde, plus : sous-espace vectoriel, somme, somme

lin€atre (a.l.) directe, supplémentaire, dimension, matrice d’une application linéaire.

présentées

Chapitres de Non.

géométrie avant

I'a.l.

Vocabulaire 11 termes issus de la géométrie, 5 apparaissent en algébre linéaire

géométrique dans générale, tous sont employés en dimension < 3.

les chapitres d'a.l.

Lien vectoriel- La notion d’espace affine est définie par rapport & un espace vectoriel
affine de référence.
Figures Dans le chapitre « géométrie vectorielle et géométrie affine », quatre

figures, dont trois figures vectorielles représentant des situations en
dimension 2 et un diagramme figurant la composition d’applications
linéaires.

Discours explicite
sur le lien algébre
linéaire-géométrie

« La géométrie a ét¢ introduite, dans les classes élémentaires, par I’étude d’ensembles
de points, nommés droite, plan, espace. Les axiomes adoptés pour ces ensembles en
font un modéle mathématique traduisant certaines propriétés du monde physique.

A partir de Punivers ainsi constitué, les notions de vecteur, puis de structure d’espace
vectoriel, ont été dégagées en classe de Seconde. L’analyse des propriétés des
espaces vectoriels a permis, revenant aux ensembles de points initiaux, d’approfondir
I'étude de ceux-ci. -

11 est apparu que Ia notion d’espace vectoriel était beaucoup plus riche que ne le
laissait prévoir son origine géométrique et que le cadre de ses applications débordait
largement celui de I"espace physique. C’est pourquoi, en classe de Premiére, la
structure d’espace vectoriel est définie d’abord axiomatiquement ; Ia définition des
espaces affines en résulte. Les ensembles géométriques de points, cités plus haut, se
présentent alors comme des espaces affines particuliers. »
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Auteur(s)

A.THUIZAT et G.GIRAULT

Titre

Mathématique Classes Terminales C

Editeur-Année

Technique et vulgarisationt, Paris, 1972

Organisation du
livre

2 chapitres, 15 paragraphes

Notions d'algébre Rappels de toutes les notions vues en seconde et en premiére, plus :
linéaire (a.l) image et noyau ; isométries.

présentées

Chapitres de Non, le premier paragraphe est intitulé : « Généralités sur les

géométrie avant
Fa.l

structures, espaces vectoriels sur IR ».

Vocabulaire 10 termes issus de la géométrie, dont 8 apparaissent aussi en algébre
géométrique dans linéaire générale (tous sont renconirés en dimension <3).

les chapitres d'a.l.

Lien vectoriel- La notion d’espace affine est définie par rapport a un espace vectoriel
affine de référence.

Figures 38 figures dans les paragraphes d’algébre linéaire, dont 34 figures

vectorielles représentant des situations en dimension inféreure ou égale
a trois, et 4 diagrammes de Venn.

Discours explicite
sur le lien algébre
linéaire-géométrie

Non.

En ce qui concerne I’emploi du vocabulaire, nous faisons un unique tableau récapitulant les
termes rencontrés dans les trois ouvrages consultés. :

Emploi du vocabulaire géométrique

Utilisé en dimension £ 3 Utilisé€ en algébre linéaire ou bilinéaire

générale

Espace, plan, droite, translation, homothétie, ‘Espace, plan, droite, translation, homothétie,
rotation, isométrie, orthogonal, paralléle, rotation, isométrie, orthogonal.

projection, dilatation, symétrie, angle,
orientation, triédre.

Ces manuels sont conformes au contenu et a I’esprit du programme, iels que nous les avons
présentés plus haut, La rénovation de ’enseignement de la géométrie y est effective : le terme
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méme de géométrie désigne soit I’algébre lindaire elle-méme, soit une géométrie affine basée
sur 1’algeébre lindaire.

Il n’y a donc plus, en tout cas aprés la classe de seconde, de géométrie qui serait antérieure a
’algébre linéaire, et pourrait étre utilisée comme support & ’enseignement de celle-ci.

Les manuels que nous avons étudiés comportent peu de figures (ceci semble étre également le
cas des autres manuels de cette époque), et utilisent de plus des représentations ensemblistes :
diagrammes de Venn, pour figurer des espaces et sous-espaces vectoriels.

Les commentaires de programmes ne signalaient pas de difficultés éventuelles dans
’apprentissage de 1’algébre linéaire, et dés la classe de premiére celle-ci est présentée sans
préambule. Une progression est ménagée par la limitation, en classes de seconde et de
premiére, 4 la dimension 2, et en classe de terminale & la dimension 3 pour les objets
(essentiellement des transformations) qui sont étudiés dans le détail. Cependant les définitions
sernblent autant que possible données dans un cadre général.

L’objectif affiché de cet enseignement d’algebre linéaire est de se doter d*un outil pour faire
de la géométrie ; mais, comme nous avons pu I’observer, la géométrie qui est étudiée est en
fait une partie de I’ algébre linéaire elle-méme.

2.3 L’algébre linéaire dans ’enseignement secondaire entre 1981
et 1985

A partir de 1981, d’importantes modifications sont faites au programme qui correspondait 3 la
réforme des mathématiques modernes. L’algébre linéaire disparait en seconde ; quelques
notions sont abordées en premiére, et elle n’est réellement étudiée qu’en terminale. Nous
allons examiner ici les programmes de premiére S et de terminale C en vigueur a cette

€poque.

Le programme de premiére S prévoit Pintroduction de quelques notions d’algébre linéaire,
dans un esprit qui est clairement précisé en préambule :

« Le professeur procédera 4 un rappel rapide (sans démonstration) des propriétés des opérations sur les vecteurs
du plan. En vue de faciliter la communication, il donnera la définition d’un espace vectoriel et d’une application
linéaire, un premier exemple d’application linéaire étant la projection vectorielle. Aucune théorie générale des
espaces vectoriels et des applications lindaires n’est au programme ; il 0’y aura pas Heu de donner d’autres
exemples d’espaces vectoriels que les ensembles de vecteurs de la droite, du plan, de I’espace. L’intuition
géomeétrique sera développée par "emploi fréquent de figures, concernant aussi bien les ensembies de vecteurs
que les ensembles de points. » (Programme de premiére 8, 1981)

La suite du programme prévoit I’étude de la géométrie (vectorielle et affine) du plan puis de
I’espace.
Les seules notions d’algébre linéaire qui doivent étre présentées aux éléves sont donc celles

d’espace vectoriel et d’application linéaire ; elles sont présentées comme de simples facilités
de vocabulaire. :

L’algebre linéaire fait en revanche 1’objet d’une étude approfondie en classe de terminale C ;
le programme comporte explicitement un titre « algébre linéaire », contrairement 4 ce que
nous avions observé dans le programme précédent.
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Celui-ci prévoit notamment ’étude des notions de sous-espace vectoriel, famille génératrice,
libre, base, dimension, application linéaire et matrice d'une telle application. Il v a donc dans
ce programme tout ce qui était vu en algébre linéaire de la seconde 4 la Terminale dans le
programme précédent ; ceci va méme plus loin, puisqu’il s’agit d’une étude générale en
dimension n.

Le programme insiste sur I’étude du « modéle fondamental IR » ; il n’y a plus, comme dans
les programmes précédents, de limitation & la dimension 2 ou 3.

Le commentaire du programme stipule qu’ « il s’agit avant tout de faciliter une attaque
efficace de problémes numériques ou géométriques ».

Nous allons maintenant examiner un ouvrage de terminale C correspondant 4 ce programme.
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Auteur(s) M.Gourion
Titre Mathématique Terminales C et E
Editeur-Année Fernand Nathan, Paris, 1983

Organisation du
livre

11 chapitres, dont deux d’algébre linéaire, et 8 de géométrie affine :

Notions d'algébre
linéaire (a.l.)
présentées

Espace vectoriel, sous-espace, famille génératrice, famille libre, bases,
dimension, sous-espaces supplémentaires, applications lindaires,
noyau, image, matrices, systémes lindaires, isométries (le tout en
dimension n).

Chapitres de
géométrie avant
I'a.l

Non

Vocabulaire
géométrique dans
les chapitres d'a.l.

7 termes issus de la géométrie, six apparaissent en dimension <3 et six
apparaissent dans un cadre général.

Lien vectoriel-

affine

La notion d’espace affine n’est pas définie, conformément aux
directives du programme ; on ne rencontre en effet que des espaces
affines de dimension 1,2 ou 3 qui sont considérés comme les
ensembles de points déja connus; on considére I’ensemble des
vecteurs ayant ces points comme extrémités, et on dit qu’il s’agit de
’espace vectoriel associé.

Figures

2 figures vectorielles dans les paragraphes d’algébre linéaire, illustrant
les notions générales (dimension non fixée) de projection et symétrie
vectorielles.

Discours explicite
sur le lien algébre
linéaire-géométrie

Non.

Emploi du veocabulaire géométrique

Utilisé en dimension 5 3

Utilisé en algébre linéaire ou bilindaire
générale

Espace, plan, droite, projection, isométrie,

symétrie.

Espace, plan, droite, projection, symétrie,
bhomothétie.

Ce livre comporte donc en particulier trés peu de figures, et de vocabulaire géométriqixe dans
les chapitres d’algébre linéaire,

Ceci confirme les observations faites a la lecture du programme. A cette époque,
contrairement & celle qui avait précédé, la notion générale d’espace affine n’est plus

Chapitre 3 : Choix de transposition 118




introduite. L’algébre lindaire ne sert, en géométrie, qu’a fournir un vocabulaire adéquat
lorsque I’on utilise I’ensemble des vecteurs associés & I’ensemble des points du plan ou de
I’espace.

Or I’étude d’algébre lindaire proposée va largement au-dela de ce qui serait nécessaire pour
cet objectif. L algébre linéaire apparait donc encore plus qu’auparavant comme un objet
d’étude a part entiére. Elle est présentée de maniére structurelle, sans faire appel 4 un éventuel
modele issu d’une géométrie antérieure & 1’alg&bre linéaire ; il ne semble donc pas qu’un
objectif de ce changement de programme puisse étre d’induire une simplification en ce qui
concerne 'enseignement de I’algébre linéaire. La progression qui était ménagée auparavant
grice 4 la répartition sur trois ans de I’introduction de ’algébre linéaire, et au lien souligné en
classe de seconde avec I’ensemble des vecteurs du plan, ensemble connu dés la classe de
quatriéme, n’a fait ici I objet d’une tentative de reproduction.

2.4 Le programme de mathématiques supérieures en 1995

A la sujte de la période que nous venons d’examiner, I’algébre linéaire a disparu des
programmes de I’enseignement secondaire ; elle est désormais rencontrée pour la Premiére
fois dans I’enseignement supérieur, & I'université ou en classes préparatoires. I n’y a pas de
textes de programmes officiels concernant ce qui doit &tre vu & I'université ; ¢’est pourquoi
nous allons examiner un programme de classes préparatoires. Ceci nous permetira en outre de
mesurer ’évolution effectuée depuis P’entrée, en 1956, de ’algébre linéaire dans le
programme de ces classes.

Nous avons choisi la classe de mathématiques supérieures MPSI ; nous n’étudierons pas de
manuel correspondant, car nous analysens 3 la fin de ce chapitre plusieurs manuels actuels
destinés a I’enseignement supérieur.,

Ce programme souligne « ’importance capitale de 1’algébre linéaire » ; le contenu confirme
ce commentaire, puisque I’algebre linéaire figure dans différents titres du programme.

Tout d’abord sous le titre « structures algébriques usuelles », sont présentées dans un cadre
général les notions d'espace vectoriel, sous-espace, application linéaire, supplémentaires et

projecteur associé (on trouve dans cette méme partie du programme les notions de groupe,
d’anneau etc.).

Vient ensuite un titre « Algébre linéaire et géométrie affine », en introduction duquel on
trouve les consignes suivantes : '
« L’objectif est double :

- Acquérir les notions de base sur les espaces vectoriels de dimension finie (indépendance linéaire, bases,
dimension, sous-espaces vectoriels supplémentaires et projecteurs, rang), le calcul matriciel et la géométrie
affine réelle (sous-espaces affines, barycentres, applications et transformations affines)

- Maitriser les relations entre le point de vue géométrique (vecteurs et applications lindaires, points et
applications affines) et le point de vue mairiciel.

11 convient d’étudier conjointement I’algébre linéaire et la géométrie affine et, dans les deux cas, d’illustrer les
résultats et les notions par de nombreuses figures.» (Programme de la classe de MPSI, 1995)
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Ce commentaire est & plusieurs égards pertinent pour notre étude. 1l ne mentionne pas
d’emploi de la géométrie pour introduire I’algébre linéaire ; d’ailleurs les principales notions
qui sont citées ensuite 3 cet endroit du programme ne sont pas nouvelles, car elles ont déja été
rencontrées lors de I'étude des structures (ce découpage correspond bien au déroulement
effectif du cours, car les structures doivent étre vues « en premiére période », et les espaces
vectoriels de dimension finie « en deuxiéme période »). Mais il fait référence a la notion de
« point de vue géométrique », qui peut concemer aussi bien la géométrie affine que ’algébre
linéaire, et qui est en fait I’aspect synthétique, opposé 2 1’aspect analytique.

Par ailleurs I’emploi de figures est encouragé. L’étude de la géométrie affine est fortement
associée a celle de ’algébre linéaire, le programme écartant méme le choix d’un ordre de
présentation : algébre linéaire d’abord, puis géométrie basée sur celle-ci ; ou géométrie affine
indépendante de I’algébre linéaire , utilisée ensuite pour introduire celle-ci. Les deux doivent
étre vues simultanément ; ceci entrainant probablement une présentation structurelle de la
géométrie affine.

Aprés I’étude compléte de la dimension finie (notions de base, dimension, matrices, rang
etc.), on retrouve de I’algébre lindaire sous le titre : « Espaces vectoriels euclidiens et
géométrie euclidienne ».

Le méme commentaire que celui que nous avons cité ci-dessus, assorti le cas échéant des
adjectifs « orthogonaux », « euclidien », figure au début de ce titre.

On retrouve la mention du « point de vue géométrique », et celle des figures.

Plusieurs éléments sont 2 retenir de ce rapide examen du programme. Tout d’abord la place
prépondérante acquise par P’algébre linéaire (pensons en particulier 4 ce qu’il en était dans le
programme correspondant en 1956). Puis ’absence de toute indication allant dans le sens
d’une étude géométrique préliminaire, qui pourrait soutenir I’introduction de I’algébre linéaire
(ce qui est une autre différence notable par rapport au programme de 1956) ; I’approche est
résolument structurelle,

Enfin le rapprochement entre géométrie affine et algébre linéaire, qui doivent &tre étudiées
simultanément ; I’algébre linéaire n’est méme plus mentionnée comme un outil permettant de
résoudre des problémes de géométrie, comme c’était le cas dans les programmes de lycée
avant 1986. C’est un objet d’étude fondamental, dont la géométrie affine est une autre forme.,
La distinction algebre linéaire\géométrie semble moins pertinente que celle entre « le point de
vue géométrique » et « le point de vue matriciel », c’est a dire la dualité
synthétique\analytique. -

3. Conclusion :

Le processus que nous avons retracé ici montre comment le lien entre algébre linéaire et
géométrie a été accentué dans le savoir enseigné, par rapport au fonctionnement du savoir savant,
et & I’évolution historique que nous avions décrite au chapitre précédent.
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Nous avons également vu comment les réformes successives ont mené & Ienseignement d’une
algébre linéaire de plus en plus théorique, présentée d’une maniére de moins en moins
progressive, et occupant de plus en plus de place aux dépends de la géométrie.

Comme dans le livre de Dieudonné, « dlgébre linéaire et géométrie élémentaire », on observe
dans les manuels de lycée, entre 1969 et 1985 de nombreuses définitions et propriétés données
dans le cadre le plus général possible, contrairement aux intentions affichées par I’auteur, ou par
le programme, en matiére de limitation 4 des dimensions inférieures ou égales 3 trois.

Par ailleurs, dans ces manuels les chapitres intitulés « géométrie » comportent une part
importante d’algébre linéaire, et la géométrie affine présentée est fondée sur I’algébre linéaire.
Ainsi le manuel : « Mathématiques premié¢re C,D,E » (Thuizat, Giraud 1972) comporte un
chapitre intitulé « géométrie vectorielle et géométrie affine ». Ce chapitre est composé de quatre
paragraphes : espaces vectoriels sur IR ; coordonnées d’un vecteur et dimension d’un espace
vectoriel ; matrice d’une application linéaire ; espaces affines de dimension 2 ou 3.

Cette tendance structurale a probablement participé a I’échec de la réforme engagde, et conduit
notamment & la suppression de ’algébre linéaire dans les programmes de I’enseignement
secondaire.

Cependant la géométrie actucllement enseignée au lycée, bien que trés différente de ce qui était
vu lors de la réforme des mathématiques modernes, est encore marquée par les choix qui avaient
¢t¢ faits alors. Elle reste ainsi essentiellement linéaire ; Ies €léves ne rencontrent plus, par
exemple, de transformations du plan qui ne soient pas affines, comme ¢’était le cas auparavant
avec I’inversion. On observe particuliérement cette influence lorsqu’il s’agit de calcul vectoriel.
De nombreuses notions, abordées dans le cours de calcul vectoriel au lycée, seront ensuite revues
en algébre linéaire ou bilinéaire 4 Puniversité : ¢’est le cas notamment des bases, des projections
ou des isométries. Ceci est une piste qui peut permettre d’établir des liens entre ce qui est vu au
lycée, et Palgébre linéaire enseignée a 1’université. C’est pourquoi nous allons étudier en détail
au chapitre suivant I’évolution de telles notions.
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CHAPITRE 4

GEOMETRIE ET ALGEBRE LINEAIRE DANS
LES TEXTES DU SAVOIR ACTUELS

Dans ce chapitre, nous allons examiner des textes de savoir actuellement utilisés 3
Puniversité, en premiére et deuxiéme année de DEUG 2 dominante mathématiques. Nous
chercherons tout d’abord 4 déterminer des liens, effectifs ou possibles, avec la géométrie
vectorielle vue au lycée, dans le cours comme dans les exercices. Nous analyserons ensuite
des manuels destinés aux étudiants de DEUG actuels, en utilisant le méme type de grille que
dans le chapitre précédent, et en examinant de plus les tAches proposées.

1. De la géométrie vers I’algébre linéaire : traduire
une évolution ?

Le passage de la géométrie vectorielle enseignée au lycée & I’algébre linéaire et bilinéaire,
voire ensuite 4 Ianalyse fonctionnelle, peut étre interprété, comme nous ’avons annoncé au
premier chapitre, en termes de niveaux de conceptualisation. Nous allons maintenant, en nous
centrant sur des notions élémentaires d’algébre linéaire et bilinéaire dont certains aspects ont
été abordés dans le cours de géométrie du lycée, tenter de décrire les caractéristiques du
passage d’un niveau a ’autre. Pour mettre en évidence les continuités et les ruptures, nous
comparerons les définitions données, les propriétés et théorémes, mais également des types de
tiches mettant en jeu les notions retenues. Nous nous pencherons dans ce demier cas sur des
types de tiches rencontrés 4 I’université, et présentant une parenté avec des types de tiches
présents au lycée. Nous étudierons les praxéologies ponctuelles associées, pour déterminer les
points communs et les différences des techniques et technologies correspondantes. Nous
tenterons également de repérer des types de tiches qui auraient pu étre présents au lycée, les
techniques et technologies correspondantes étant disponibles, mais que I’on ne rencontre pas
dans les manuels ; nous chercherons alors 4 expliquer leur absence. Nous ne prétendons pas 4
I’exhaustivité ; pour le choix de notions, nous nous sommes basés sur ’étude réalisée au
chapitre précédent, et nous avons retenu des notions qui apparaissaient dans 1’enseignement
d’algebre linéaire fait au lycée & I’époque de la réforme des mathématiques modernes et sont
encore présentes au lycée actuellement, ou du moins peuvent apparaitre comme des
généralisations de notions présentes au lycée.

Nous nous basons pour cette étude sur les polycopiés de cours et d’exercices de 'Université
de Rennes 1 de I'année 1997-1998, sur les exercices proposés dans les fiches de I'Université
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de Lille, et sur les livres « Algébre linéaire » (Grifone 1990, Cépadués Editions), « Précis de
mathématiques » (Guinin, Aubonnet, Joppin 1994, Bréal) en ce qui concerne le supérieur.
Pour ’enseignement secondaire, nous utilisons les ouvrages suivants : Dimathéme seconde,
premiére S, terminale S ; Fractale seconde, premiére S, terminale S, et Transmath seconde,
premiére S, terminale S. Les définitions, propriétés et tiches mentionnées sont donc celles que
nous avons relevées dans ces ouvrages ; si différentes définitions apparaissent, nous le
signalons. Pour certaines des notions que nous abordons, I’analyse fonctionnelle conduit &
développer un-autre niveau de conceptualisation ; nous évoquons alors les enseignement de
licence et de maltrise correspondants, en nous basant sur les polycopiés de cours et
d’exercices de 'Université de Rennes 1, et sur le livre « Analyse fonctionnelle » (Brezis 1983,
Masson). Pour I’enseignement supérieur, nous avons retenu d’une part des ouvrages qui sont
couramment utilisés  I"Université de Rennes 1 : polycopiés de cours et d’exercices, fiches de -
PUSTL, Grifone et Brezis. En effet 'un des objectifs de cette étude est de fournir un support
a I’élaboration de questionnaires destinés aux étudiants de I’Université de Rennes 1 ; nous
avons donc choisi de la baser sur des textes de savoir correspondant aux contenus que ces
étudiants ont pu effectivement rencoutrer. Par ailleurs, nous avons choisi le « Précis de
mathématiques » (Guinin, Aubonnet, Joppin 1994, Bréal) afin d’observer une approche
différente de celles qui figurent dans les ouvrages précédents : en effet ce livre, destiné aux
classes préparatoires, propose un point de vue plus structurel. Pour ’enseignement
secondaire, nous avons choisi d’employer trois collections différentes, couramment utilisées
en lycée, afin de disposer d’un éventail de possibilités suffisamment vaste.

1.1 Famille libre, famille liée

1.1.1 Définition, propriétés
Définitions

La définition de famille libre est donnée en DEUG dans les ouvrages que nous avons
consuités sous la forme (pour une famiile finie) : une famille est libre si toute combinaison
linéaire nulle des vecteurs de la famille a tous ses coefficients nuls. Une famille liée est une
famille qui n’est pas libre.

. -

Les termes : famille libre, famille liée, n’apparaissent pas dans le secondaire ; en revanche les
notions de vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires, y sont définies (les vecteurs considérés
appartiennent alors au plan ou 4 I’espace géométriques). On peut donc considérer que
Paspect : « famille liée » est prédominant dans le secondaire ; contrairement 2 la présentation
effectuée dans le supérieur, il précéde I"aspect « famille libre ». On parlera parfois de vecteurs
non colinéaires, ou non coplanaires (en particulier lorsqu’il sera question de bases, comme
nous le verrons dans la partie suivante) ; toutefois ces expressions n’apparaitront que
rarement, car la colinéarité et la coplanarité seront le plus souvent employées pour montrer le
parallélisme de plans et de droites. Nous pouvons également noter que la dépendance linéaire
renvoie dans le secondaire & deux termes ; il n’existe pas de mot commun pour les deux cas,
et les deux définitions sont donc différentes.
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La colinéarit¢ est définie pour deux vecteurs non nuls donnés par des représentants AB et

~> - =
CD souslaforme: AB et CD sont colinéaires équivaut 4 (AB) et (CD) sont paraliéles ; de

méme la coplanarité est définie pour trois vecteurs u, v, et w par : si (ﬁ , (3]_}3 et 5.% sont
respectivement des représentants de u, v et w ; u, v, et w sont coplanaires équivaut 4 O, A,B
et C sont dans un méme plan. Ainsi les définitions initiales données au lycée sont trés lides 4
une configuration spatiale ; elles ne permettent de montrer que des vecteurs sont colinéaires
ou coplanaires que dans le cas de configurations particulidres (nous reviendrons sur ce point
dans I’¢tude des types de tiches), Par ailleurs, méme si 'on signale que plusieurs vecteurs
peuvent étre colinéaires ou coplanaires, les définitions sont données pour, respectivement,
deux et trois vecteurs.

Propriétés et théorémes

Nous relevons en DEUG les propriétés et théorémes suivants, concernant les notions de
familles libres ou lies :

- (Py1) Une famille est lie si et seulement si ’un des éléments de la famille s’écrit comme
combinaison linéaire des autres ;

= {P12) Une famille contenant une famille liée est lide ;
- (P13} Une sous-famille d’une famille libre est libre ;
- (P14} Une famille contenant le vecteur nul est lide.

On trouve, dans le cours de premiére S, des résultats apparentés 4 la propriété (Py;), et qui
comme celle-ci suivent immédiatement la définition (de colinéarité ou de coplanarité) :

-y —
- Deux vecteurs non nuls AB et CD sont colindaires si et seulement si il existe un

- =
nombre k tel que AB =kCD 1.

- Siu, vetwsont trois vecteurs tels que u et v ne sont pas colinéaires, alors u, v, w sont
coplanaires si et seulement si il existe des nombres a et b tels que w = au + bv.

On peut de méme considérer que la propriété, vue en premiére S : « Si u et v sont colinéaires,
alors u, v, w sont nécessairement coplanaires » est un cas particulier de la propriété (P12) citée
ci~-dessus. ’

En revanche on ne trouve au lycée aucune propriété apparentée 3 (P13) et (P14). Ceci
s’explique; pour (P13), par le fait que, comme nous ’avons noté ci-dessus, I’aspect « famille
libre », qui correspondrait 4 « vecteurs non colinéaires » ou « vecteurs non coplanaires »,
apparait peu au lycée. De plus (P;3) peut apparaitre comme une évidence spatiale : si trois
vecteurs sont non coplanaires, il est clair que deux d’entre eux ne peuvent étre colinéaires.

! Notons que la définition de colinéarité donnée dans le secondaire conduit 4 considérer comme une convention
le fait que le vecteur nul est colinéaire A tous les antres vectears.

Chapitre 4 : ‘ 125
Géométrie et alggbre linéaire dans
Ies textes du savoir actuels



Quant & (P14), elle n’est pas pertinente dans le cadre géométrique. Celui-ci, et Iutilisation de
représentants pour les vecteurs, conduit méme a remplacer (P14) par la convention signalée en
note.

1.1.2 Praxéologies

Nous allons tout d’abord présenter les types de tiches rencontrés en DEUG, et qui présentent
une parenté, que nous expliquerons ensuite, avec des types de tiches vus au lycée. Le détail
des techniques et technologies employées en DEUG est donné en annexe 1.

Autour de la notion de famille libre, nous n’avons observé qu’un type de tiches rencontré en
DEUG et présentant une parenté avec certains types de tiches de lycée.

Thibre : déterminer si une famille est libre.

DEUG
Nous nous limiterons ici au cas d’un espace de dimension finie.

Les techniques employées varieront en fonction de l'espace étudié ; nous allons examiner

I’exemple de IR", auquel on peut toujours se ramener par I'isomorphisme canonique (en
supposant bien entendu que les notions correspondantes ont été rencontrées). Toutes les
techniques évoquées ci-dessous peuvent donc étre employées dans tout espace de dimension
finie. Cependant, il existe des techniques spécifiques selon les objets étudiés : polyndmes,
suites, fonctions (voir annexe 1).

Exercice D1.12

Déterminer si p vecteurs (ay, a3,..., ap) de IR forment une famille libre de R",

En général dans un tel exercice, on a p < n; dans le cas contraire, si ’on dispose de la
définition de la dimension, il suffit de signaler que la famille est liée, car le nombre de
vecteurs est supérieur 4 la dimension de ’espace.

Plusieurs techniques sont disponibles pour déterminer si la famille est libre :

- 15 : emploi d'un systéme linéaire, dont les solutions sont les coefficients d’une
combinaison linéaire nulle des vecteurs de la famille ;

- Tmc et Ty emploi d'une matrice, qui sera échelonnée selon les lignes ou selon les
colonnes ;

2 Nous noterons Dij e j-2me exercice de DEUG cité au paragraphe i, et Lij le j-dme exercice de lycée de la
méme partie.
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- 1p :calcul d'un déterminant, dans le cas oin = p.
Lycée

Etudier si des vecteurs du plan sont colinéaires, ou si des vecteurs de I'espace sont
coplanaires pourrait éire pergu comme une tiche du type Typre, si I'on disposait dans
linstitution "lycée" des éléments théoriques relatifs 4 la notion de famille libre.

Montrer que des vecteurs sont ou ne sont pas colinéaires peut se faire dés la classe de
seconde, d'abord en utilisant des configurations particuliéres : dans un « vrai » triangle ABC,

- -y -
les points A, B et C n'étant pas alignés, AB et AC ne sont pas colinéaires.

Ensuite, une fois introduite la notion de coordonnées dans une base, les éléves peuvent
montrer que deux vecteurs donnés par leurs coordonnées ne sont pas colinéaires car les
coordonnées ne sont pas proportionnelles.

Ils peuvent utiliser directement cette propriété, ou employer la technique qui consiste
calculer le déterminant 2x2 de ces vecteurs (technique de type 1p); les vecteurs donnés par

leurs coordonnées sont colinéaires si et seulement si le déterminant est nul.

La technologie correspondante repose sur cette derniére propriété, qui est démontrée ; en fait
il s'agit essentieflement d'une commodité d'écriture, permettant de ne pas distinguer les cas de
nullité d'une des coordonnées. Le déterminant apparait ici comme un élément relevant d’un
niveau de conceptualisation supérieur, introduit dans un cas trés restreint (il ne sera pas
question de déterminant au-dela de la dimension 2).

Montrer que trois vecteurs de 'espace ne sont pas coplanaires peut se faire aussi  'aide d'une
configuration particuliére : dans un « vrai » tétraédre ABCD, les points A, B, C et D n'étant

S e _
pas coplanaires, AB , AC et AD ne sont pas coplanaires,

II est également possible de vérifier si des vecteurs &, V., W sont coplanaires en cherchant

a déterminer s'il existe des coefficients x et y avec W o=xu + ¥ V . Cette démarche est

essentiellement proposée pour montrer que des vecteurs sont effectivement coplanaires, et
lorsque la relation ci-dessus peut étre déduite des propriétés d'une configuration particuliére,
avec la relation de Chasles par exemple. Ces techniques (emploi d’une configuration
géométrique particuliére), spécifiques du cadre géométrique, ne sont pas généralisables. On
peut cependant rencontrer une sous-tdche qui conduit effectivement 3 la résolution d’un
systémes linéaire lorsqu'il s'agit de déterminer si des points sont coplanaires, comme dans
I'exercice suivant :

Exercice L1.1 (Dimathéme premiére S, p.228)
Les points A(2, -1, 5), B(3, 1,4), C(5, 0, 7) et D(1, 2, 6) sont-ils coplanaires ?
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Une tAche de ce type pourra 8tre accomplie & partir de la classe de terminale S en utilisant
P'équation du plan contenant A, B et C et en déterminant si D appartient a ce plan ; nous
reviendrons ci-dessous aux techmques de détermination d'une équation de plan ; celles-ci ne
sont pas disponibles en classe de premiére,

La technique de résolution proposée dans le corrigé qui accompagne I'exercice consiste &

- =)
déterminer les coordonnées des vecteurs AB , AC et AD ; aprés avoir constaté que les

—> - =
deux premiers vecteurs ne sont pas colinéaires, on écrit AD = aAB + bAC et on résout le
systéme obtenu ; ce systéme n'ayant pas de sotution, on peut conclure que les vecteurs ne sont
pas coplanaires, donc les points non plus,

....e.
La technologie associée repose sur la définition de vecteurs coplanaires : les vecteurs AB |

AC , AD sont coplanaires si et seulement si les points A, B, C et D sont coplanaires, et sur le
théoréme : soient W et v deux vecteurs non colindaires de l'espace ; un vecteur W est

coplanaire avec W etV si ot sculement si il existe deux réels aet bavec W =a@ +b¥V .

Notons qu'ici on ne cherche pas 2 résoudre un systéme issu de I'égalité a @ + bV +cW = =0,
comme on pouvait le faire en D1.1, Apres avoir constaté que deux des vecteurs ne sont pas
colinéaires, on cherche 4 déterminer si le troisiéme est combinaison linéaire de ceux-ci. Cette
technique est difficilement utilisable en dimension supérieure 2 trois, dés que le nombre de
vecteurs en jeu dépasse trois.

Nous observons donc que les techniques disponibles au lycée et & 'université sont trés
différentes ; ceci correspond 4 la différence constatée dans les définitions données. Celle du
lycée repose sur une configuration géométrique, tandis que celle de Iuniversité est fondée sur
la notion de combinaison linéaire : il n’est pas surprenant de retrouver cet écart 3 propos des
techniques. Par ailleurs, les techniques matricielles ne sont pas disponibles au lycée ; quant &
I’empioi du déterminant, pratxque au lycée dans le cas de deux vecteurs du plan, nous avons
vu que la technologie associée était trés différente de celle vue & *université, et interdisait en
particulier toute généralisation, ne serait-ce qu’a la dimension 3 (en effet la justification du
fait que frois vecteurs sont non coplanaires si et seulement si le détermipant 3x3
correspondant est nul est beaucoup plus complexe que son analo gue en dimension 2, sil'on ne
dispose pas des propriétés d'une forme multilinéaire alternée),

1.2 Bases -

1.2,1 Définition, propriétés
DEUG

Une base d’un espace vectoriel est définie comme une famille libre et génératrice de cet
espace. Cette définition est valable en dimension finie comme en dimension infinie, les termes
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« libre » et « génératrice » traduisent cependant en dimension infinie des propriétés
différentes, comme nous I’avons déja vu en ce qui concerne les familles libres.

Les propriétés et théorémes suivants sont ensuite établis :

- (P21) B est une base de E si et seulement si tout élément de E s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire (finie) d’éléments de B (les coefficients de cette
combinaison linéaire sont alors appelés composantes, ou coordonnées de cet élément) ;

- (P2) Tout espace vectoriel non réduit au vecteur nul admet des bases ;
- (P23) De toute famille génératrice on peut extraire une base ;
- (P24) Toute famille libre peut &tre complétée en une base ;

Plus, en dimension finie :

- (P2s) Dans un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K, toutes les bases ont
méme cardinal. Ce nombre est appelé dimension de E sur K.

- (Pa6) Dans un espace de dimension n, une famille libre a au plus n éléments ; si elle a n
€léments, ¢’est une base.

- (P27) Dans un espace de dimension n, une famille génératrice a au moins n éléments ; si
elle a n éiéments, ¢’est une base.

Licence-Maitrise

Dans les espaces de Banach (espaces vectoriels normés complets), on introduit des bases
vérifiant des propriétés particuliéres. On dit que (ex)n1 est une base de Schauder d’un espace

de Banach E si pour tout u de E, il existe une suite (up)q21 unique telle que u = Z ue; . On

i>1
retrouve donc ici la propriéié d’existence d’une décomposition unique, devenue centrale
puisqu’elle constitue la définition d’une telle base. En revanche la propriété d’existence (Px)
n’est pas valable dans le cas des bases de Schauder.

Lycée

La notion de base du plan est définie en classe de seconde comme un couple de vecteurs non
colinéaires ; la notion de base de 1’espace est définie en premiére comme un triplet de
vecteurs non coplanaires. Cette notion est immédiatement associée a celle de repére de
Pespace ou du plan : un repére est une base 4 laquelle on adjoint un point origine. Notons que
la notion de repére orthonormal du plan avait déja été vue en classe de troisiéme. Dans le
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manuel Hachette de troisiéme on trouve en note cette définition de repére orthonormal du
plan : ce sont deux axes perpendiculaires, gradués avec la méme unité. Nous reviendrons dans
la partie suivante sur la notion de base orthonormée ; nous pouvons toutefois déja remarquer
que, comme les €léves rencontrent d’abord la notion de repére sous la forme « repére
orthonormal », et que cette notion de repére et celle de base sont ensuite fortement assocides,
la notion de base non orthonormale semble peu naturelle.

Nous notons que, comme dans le cas des familles libres, la notion de base dans le cours de
géométrie vectorielle du lycée renvoie 4 deux définitions distinctes, pour le plan et pour
I"espace. Si le caractére « famille libre » apparait en germe dans ces deux définitions, le
caractére « famille génératrice » en est absent®, En effet, la dimension des espaces est connue
a priori ici, bien que la notion méme de dimension ne soit pas abordée. Le nombre de vecteurs
fait ainsi partie de la définition de base.

Au lycée, la notion de base n’est pas évoquée 4 propos d’autres ensembles que I’espace (ou le
plan) complet : on parle de vecteur directeur d’une droite, de couple de vecteurs directeurs
d’un plan, mais le terme méme de base n’est pas employé pour des objets du type sous-
espace. Ceci accentue le fait que I’espace complet (ou le plan, en dimension 2) semble de
nature tout 2 fait différente dans ce cadre géométrique de celle dune droite ou d’un plan ; la
structure commune n’est pas soulignée.

Parmi les propriétés vues en DEUG et citées ci-dessus, seules (P2;) et (P26) présentent une
parenté avec des propriétés du lycée. Ainsi, le théoréme d’existence et d’unicité des
coordonnées d’un vecteur sur une base est vu en seconde pour le plan et en premiére pour
Pespace. Toutefois, la propriété (P2;) est une équivalence ; un seul des sens est vu au lycée,
caractériser les bases par existence et I"unicité d’une décomposition n’y étant pas pertinent
(voir I’étude de tiches qui suit). Dans le cas de (Pag), c’est seulement la partie « une famille
libre de n vecteurs en dimension n est une base » qui est apparentée 4 la définition de base
donnée au lycée.

Pour les autres propriétés, la connaissance a priori de la dimension, et I’absence de la notion
de famille génératrice ne permet pas d’évoquer (Pas) , (P2s) , (P27) . L’existence de bases,
(P72), n’est pas une propriété pertinente dans le cadre géométrique, elle semble évidente. La
possibilité de compléter une famille libre (P24) pourrait étre évoquée ; mais comme nous le
verrons en nous penchant sur les tiches, les bases sont fréquemment données & avance dans
les exercices, on ne recherche pas de base possédant des caractéristiques particuliéres qui
pourraient conduire 4 compléter, par exemple, un couple de vecteurs directeurs d’un plan. De

3 Dans I’ensemble du cours de géométrie vectorielle du lycée, peu d’éléments renvoient 4 la notion de famille
génératrice. On peut I’associer 4 celle de vecteur directeur d’une droite, ou de couple de vecteurs directeurs d’un

- -5
plan, au vu de la caractérisation vectorielle de la droite par “ ensemble des points M tels que AM =t AB ", ou

I
du plan par “"ensemble des points M tels que AM =r AB +s AC " ; mais dans les deux cas il s'agit du cas
particulier d"une base du sous-espace sous-jacent.

Les éléves ne rencontrent jamais dans le cours de géométrie du secondaire de famille génératrice qui ne soit pas
une base ; ceci n’est pas surprenant, étant donné que le calcul vectoriel n’est enseigné qu’en tant qu’outil, et que
Ia notion de dimension n’est pas abordée ; les dimensions manipuiées sont faibles, et toujours connues d'avance.
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plus, la possibilité de compléter une base reste une propriété peu pertinente en dimension
inférieure ou égale 4 trois, étant donné le faible nombre de vecteurs en jeu.

1.2.2 Praxéologies

Nous relevons ici plusieurs types de tiches autour de la notion de base (en dehors du cadre
euclidien, que nous étudierons 2 la partie suivante) ; certains présentent des parentés avec des
types de tiches vus au lycée, tandis que d’autres, qui pourraient étre rencontrés dans le
secondaire ne le sont pas. Le détail des techniques et technologies pour les types de tiches de
DEUG est donné en annexe 1.

Thase: Déterminer si des vecteurs donnés forment une base d’un espace vectoriel
DEUG

Cette tdche sera effectuée différemment selon que I'on connaft, ou non, la dimension de
'espace.

Si la dimension est connue (et finie), alors soit le nombre de vecteurs de la famille est
différent de cette dimension et il suffit de faire cette remarque ; soit ce nombre est égal 4 la
dimension, et il suffit de déterminer si la famille est libre, ou éventuellement génératrice {ce
dernier.cas de figure étant beaucoup plus rare). On est donc conduit & effectuer une sous-tche
du type Tipre : déterminer si une famille est libre.

Dans le cas oi la dimension de l'espace est inconnue, il faut déterminer si la famille proposée
est libre et génératrice ; le plus souvent il s'agira de montrer que l'on a bien affaire 3 une base,
comme dans l'exercice suivant :

Exercice D2.1 (Grifone p-37)

Soit E l'espace vectoriel des suites de nombres réels et F l'ensemble des suites vérifiant la
relation de récurrence :

Up2= U1+ 20
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
b) Montrer que les suites de termes généraux a,>(-1)" et by=2" forment une famille libre de F.

¢) Tenant compte du fait que les suites de F sont univoquement déterminées si I'on connait ug

et u;, montrer que (a,) et (b,) forment une base de F.
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Lycée

Dans les manuels que nous avons étudiés, nous n'avons rencontré le type de tiches : montrer
que des vecteurs donnés forment une base de I'espace ou d'un plan que dans le cas de bases
orthonormales, cas que nous examinons au paragraphe suivant .

On peut alors se demander pourquoi ce type de tiches est absent des manuels du secondaire,
alors que les éléments technologico-théoriques permettant de développer les techniques
nécessaires sont dispornibles.

En effet, une base du plan étant définie comme un couple de vecteurs non colinéaires, et une
base de l'espace comme un triplet de vecteurs non coplanaires, déterminer si des vecteurs
forment une base pourrait étre fait en vérifiant d'abord qu'on a bien le bon nombre de
vecteurs, puis en étudiant s'ils sont non colinéaires ou non coplanaires.

L'absence de ce type de tAches tient au rdle de la notion de base au lycée : celle-ci a un statut
d'outil, employé le plus souvent hnplicitement on dispose en général d'une base, donnée au
départ, associée 4 un repére, et qui permet de caractériser des points ou des vecteurs par leurs
coordonnées. Un choix de base adaptée peut éventuellement intervenir (mais ceci est trés rare)
pour une configuration géométrique particuliére, mais celui-ci ne conduira pas & montrer que
les vecteurs choisis forment une base, cette propriété étant généralement évidente au vu de la
configuration. Ce qui manque ici est donc la raison d'étre de ce type de tiches.

Thaseser : Déterminer une base d'un sous-espace
DEUG

Les techniques employées pour effectuer une tiche de ce type varieront selon la nature des
objets consideérés, et la maniére dont le sous-espace est caractérisé ; nous allons examiner les
principaux cas, en détaillant ceux qui peuvent présenter un lien avec Ia géométrie vue au
lycée.

Déterminer une base d'un sous-espace donné par une famille génératrice.

Dans le cas d'un sous-espace de IR", les techniques employées sont des prolongements de
celles que nous avons rencontrées pour le type de tiches Tpase.

En effet, une base du sous-espace peut étre extraite de la famille génératrice en effectuant une
tiche du type Tipre © déterminer si la famille est libre, puis en supprimant-ceux des vecteurs
qui s'écrivent comme combinaison linéaire des autres.

Dans un cadre autre que IR", on peut soit se ramener & IR” par I'isomorphisme canonique, soit
¢liminer de la famille les vecteurs qui sont combinaison linéaire des autres, les relations de
dépendance linéaire ayant été constatées directement ou par résolution d'un systéme linéaire.
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Déterminer une base d'un sous-espace de R" donné par une représentation paraméirique.

La technique consiste ici 4 transformer la représentation paramétrique de manidre i faire
apparaitre les éléments du sous-espace comme combinaisons linéaires d'une famille de
vecteurs donnés ; nous noterons cette technique ¢y

La famille trouvée est alors une famille génératrice du sous-espace, et on peut appliquer les
techniques évoquées ci-dessus pour en déduire une base (s'il est clair que la famille est libre, il
suffit alors de le justifier). Par exemple dans I'exercice suivant :

Exercice D2.2 (Rennes, DEUG1)

Vérifier que I'ensemble suivant est un sous-espace de IR? et en donner une base :
E={(1‘+l]‘:x"p’s A;‘E"“p,), l, ne IR'} v

On écrit alors : E={(AL -1, AHu), A, pe IR} ={A(1,1,1+H1(1,-1,1), A, pe R}

= Vect{(1,1,1) ; (1,-1,1)}.
On a ainsi prouvé qu'il s'agit bien d'un sous-espace, grice & la propriété qui affirme que
l'ensemble des combinaisons linéaires d'une famille de vecteurs est un sous-espace vectoriel ;
de plus, on a trouvé une famille génératrice de E.
La technique est donc I'écriture de vecteurs donnés par des paramétres comme combinaisons
linéaires de vecteurs donnés : tcy, .On justifie facilement qu'il s'agit d'une famille libre (on

retrouve ici une sous-tiche élémentaire appartenant au type Tpupre), €t on a ainsi la base
cherchée.

Déterminer une base d'un sous-espace de IR" donné par des équations cartésiennes.

La technique consiste alors 4 se ramener 4 une représentation paramétrique ; on retrouve ainsi
la tAche ci-dessus.

Cette technique se divise donc en deux sous-techniques : passage du cartésien au
paramétrique, que nous noterons Tep, qui sera suivie de ey

Lycée

Au lycée, comme nous [’avons signalé, le terme de base n’apparait pas pour des sous-espaces
(plans ou droites en dimension 3, droites en dimension 2). Cependant les tiches :

Déterminer un vecteur directeur d’une droite, et déterminer un couple de vecteurs
directeurs d’un plan, peuvent &tre considérées comme proches de Tpasesey (déterminer une
base d'un sous-espace).
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Déterminer un couple de vecteurs directeurs d’un plan de I'espace
y4 12

Dans le cas d'un plan, la détermination d'un couple de vecteurs directeurs se présente comme
sous-tAche dans des exercices portant sur des configurations particuliéres ; la technique
employée alors repose sur des propriétés géométriques de la configuration.

La représentation paramétrique d'un plan de I'espace ne fait pas partie des programmes du
secondaire ; la tiche : détermination d'un couple de vecteurs directeurs d'un plan donné par
une représentation paramétrique ne peut donc étre proposée.

L'équation cartésienne d'un plan est vue en terminale S (voir ci-dessous les taches relides a la

notion d'équation d'un sous-espace), associée  la propriété : le vecteurn’ (a,b,c) est normal
au plan P d'équation ax-+by+cz+d=0 ; 'ensemble des vecteurs directeurs de P est 'ensemble

des vecteurs orthogonaux & T, clest & dire I'ensemble des vecteurs dont les coordonnées (x,
¥y, z) vérifient ax+by+cz=0. Il suffit ensuite de trouver deux triplets non proportionnels
vérifiant cette équation.

Les €léments théoriques connus en terminale S permettent donc bien de développer une
technique et une technologie relatives au type de tiches : déterminer un couple de vecteurs
directeurs d'un plan donné par une équation cartésienne.

Or ce type de tiches n'apparait dans aucun des manuels que nous avons consultés ; comme
dans le cas du type de tiches Tyag, il n'a pas de raison d'étre au lycée ; en particulier, il ne
peut s'intégrer nulle part comme sous-tiche,

Déterminer un vecteur directeur d’une droite

Pour une droite du plan, donnée par une équation caﬁésienﬁc de la forme

ax+by+c=0, la technique de détermination d'un vecteur directeur consiste & écrire directement
que la droite est dirigée par le vecteur T (-b,a) . La technologie associée repose sur le fait
qu'une droite passant par un'point A et dirigée par le vecteur - (<b,a) est I'ensemble des
points M du plan tels que Aul\-‘l;l est colinéaire 2 T ; le déterminant 2x2 donne alors la forme
de I'équation, et I'équivalence entre : ensemble de points du plan caractérisé par ax+by+c=0,

et droite dirigée par v (-b, 8) .

Une autre technologie est vue en classe de premiére, aprés I'introduction du produit scalaire ;
on dit alors que le vecteur v (a,b) est normal 2 la droite d'équation ax+by-+c=0, et donc tout

vecteur U orthogonal 2 V' est un vecteur directeur de cette droite ; ¢'est en particulier le cas
du vecteur (-b, a).
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Les technologies disponibles, pour les droites du plan comme pour les plans de I’espace,
renvoient donc & I’existence d’un produit scalaire. Elles sont en particulier distinctes de celles
qui sont employées en DEUG pour accomplir Thasesev, ptisque la théorie associée 4 cette tiche
fait partie de I’algébre linéaire, et non de 1’algébre bilinéaire. Quant 2 la théorie relative 4 la
technologie vue au lycée, elle ne peut pas étre explicitée puisqw’elle met en jeu la dualité, qui
renvoie 4 un niveau de conceptualisation nettement supérieur,

Déterminer un vecteur directeur d'une droite de l'espace donnée bar une représentation
paramétrique.

La notion de représentation paramétrique d'une droite est vue en terminale S ; on rencontre
alors la tiche : une droite étant donnée par une représentation paramétrique, déterminer un
vecteur directeur de celle-ci.

Par exemple dans l'exercice suivant :

Exercice L2.1
Dans un repére, la droite D est définie par :
x=1-
y=2t
Z7==3

Trouver un vecteur directeur de la droite D.

Cette tiche pourrait appartenir au type Thasesey » si la notion de base d'une droite et les
¢léments théoriques correspondants étaient connus dans I'institution "lycée”.

Notons qu'elle s'effectue de maniére immédiate, la technique consistant en une simple lecture
des coordonnées du vecteur directeur dans la représentation paramétrique.

La technologie correspondante repose sur le fait que la droite passant par un point A et dirigée
.....)

par le vecteur W est l'ensemble des points M du plan tels que AM =tu ;odtdéerit R. Cette

propriété se traduit sous forme d'un systéme dans lequel les coordonnées du vecteur directeur

W sont les coefficients apparaissant en facteur devant le paramétre t,
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Tcoord : Déterminer Ies coordonnées d'un vecteur dans une base
DEUG

Une base (e, e, ..., en) d'un espace de dimension finie E étant fixée, il s'agit de déterminer les
coordonnées d'un vecteur u dans cette base. Quel que soit le cadre, la technique consiste alors
a écrire que les coordonnées de u sont définies par : u = xje+xzext ...+ Xp€y. On en déduit un
systéme lin€aire dont les coordonnées cherchées sont solutions ; il s'agit ensuite de résoudre
ce systéme, par une des techniques connues.

La technologie associée repose sur la définition de coordonnées, et sur les propriétés des
systémes linéaires.

Lycée

Au lycée, le calcul des coordonnées d'un vecteur dans une base est demandé le plus souvent :

-3
- Lorsque le vecteur est du type AB, A et B étant deux points donnés par leurs coordonnées.
11 s'agit alors simplement de faire la différence des coordonnées des points ;

- Lorsque le vecteur est obtenu par des opérations : somme, produit par un réel, produit
vectoriel & partir de vecteurs dont les coordonnées sont connues. Il s'agit d'appliquer les
formules données en cours ;

- Lorsque le vecteur fait partie dune configuration particuliére : un parallélogramme par
exemple ; ce cas est différent des deux précédents car alors Ia base fait partie de la figure au
méme titre que le vecteur dont on calcule les coordonnées, tandis qu'il s'agissait

ci-dessus d'exercices dans lesquels la donnée de la base (associée le plus souvent & un repére)
est un préalable. ' ’

Plus rarement les éléves sont amenés 4 poser P=x7+ y"w? +ZW , les vecteurs étant donnés
par leurs coordonnées dans une base.

Ainsi dans 'exercice suivant :

Exercice 1.2.2 (Fractale 18, p.136)

Les vecteurs o ,7 ,W) sont définis par leurs coordonnées :

T(2,1,3),V 3,21, W(,4,5).

Calculer les trois nombres réels a, b, ¢ pour que le vecteur (-5, -7, 16) puisse s'écrire

aT1)+b7 +cW>.
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La tiche proposée ici ne peut étre rattachée au type de tiches Teoorg, puisqu'il n'est pas
question de base ni de coordonnées dans la question posée.

Cependant la technique et la technologie assocides sont les mémes que s'il s'agissait de
répondre a la question : déterminer les coordonnées de (-5, -7, 16) dans la base

{E) v ,W} . Cette thche semble issue d*un niveau de conceptualisation supéricur : la

possibilité de décomposition repose sur le fait que les vecteurs {_ﬁ) v ,‘ﬁ?} forment une base
de ’espace, mais ceci n’est pas signalé,

Notre bréve étude montre que la notion de base, bien qu’étant introduite dans le secondaire,
releve d’un niveau de conceptualisation supérieur a celui qui est en jeu dans les pratiques
attendues des €léves de lycée. Elle s’efface de plus derriére la notion de repére, qui est
systématiquement utilisée méme lorsqu’il s’agit de vecteurs.

1.3 Orthogonalité, produit scalaire.

1.3.1 Définitions, propriétés

DEUG

La notion d’orthogonalité fait partie du vocabulaire introduit autour des formes bilinéaires
symétriques (dont nous ne rappellerons pas ici la définition). Deux vecteurs u et v sont dits
orthogonaux pour une forme bilinéaire symétrique ¢ si ¢(u,v)=0. L’orthogonal d’une partie F
de E est défini comme P’ensemble des vecteurs de I'espace vectoriel E considéré qui sont
orthogonaux a tous les vecteurs de F. Une base de I’espace E est dite orthogonale pour ¢ si les

vecteurs qui 1a composent sont deux a4 deux ¢-orthogonaux ; une telle base est dite
orthonormale si de plus, quels que soient les vecteurs ¢; et e;de cette base, 0( e; €;)=5;.

Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive ; 4 un produit scalaire
est associée une norme, dite norme euclidienne. Rappelons que on appelle espace
préhilbertien un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et espace euclidien un espace
préhilbertien réel de dimension finie. Dans un espace euclidien E, la notion d’écart angulaire

<q, v>
de deux vecteurs u et v st définie par : 8(u,v)y=Arccos——>—

U, V.
b fivll

Les notions de dimension de I’orthogonal, d’existence de base orthonormale et de produit
scalaire sont fortement associées. Nous avons relevé, dans les ouvrages que nous- avons
consultés, les propriétés suivantes :
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- (Pa1) Quel que soit 'espace E de dimension finie et la forme bilinéaire ¢, E admet des
bases orthogonales pour ¢.

- (P3) L’existence de bases orthonormées pour ¢ sur E de dimension finie équivaut & ¢ est
un produit scalaire sur E.

Dans le cas des espaces préhilbertiens

- (P33) Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

- (P34) 51 F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E préhilbertien, F et son
orthogonal sont supplémentaires.

- (P3s) Inégalité de Cauchy Schwarz : pour tous u, v d’un espace vectoriel E muni du

produit scalaire <>, on a <u,v>* < |[uff® |jv*

-~ (P3s) Théoréme de Pythagore : soient (uy, ... uy) appartcnant aun espace préhilbertien E
et deux & deux orthogonaux, alors [ uy + ...+ ualff = | i’ + ... + || walf.

Dans le cas des espaces euclidiens

- (Py) Soit un vecteur u d’un espace euclidien E muni d’une base orthonormée (e, ..., €5).
Alors les coordonnées u; de u sur la base B sont les produits scalaires de u avec les ¢; :
W=<u,e>

- (P3p) Soit B une base orthonormée d’un espace euclidien E. Alors le produit scalaire <>
sur E est défini par : <u,v>= wyvy +....F UpVp.

L’étude générale des espaces préhilbertiens n’est pas proposée dans les enseignements de
DEUG de PUniversité de Rennes 1. On peut considérer qu’elle reléve d’un niveau de
conceptualisation supérieur 4 celui en jeu dans I’étude des espaces euclidiens, la possibilité
d’étre en dimension infinie, avec un corps de base quelconque, modifiant [’ensemble de
propriétés correspondantes. '

Licence et Maitrise

Les notions évoquées ici sont prolongées, en Licence et en Maitrise par 1'étude des espaces de
Hilbert. L'espace de Hilbert est défini comme espace muni d'un produit scalaire (i.e.
préhilbertien) et complet ; il va donc avoir toutes les propriétés des espaces préhﬂbemens
évoquées plus haut.

La notion de base Hilbertienne prolonge celle de base orthonormale : une base Hilbertienne
d’un espace de Hilbert H est une suite d'éléments de H de norme 1, deux 4 deux orthogonaux,
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et qui engendrent un espace vectoriel dense dans H. Si (e,) est une base Hilbertienne de H,
tout vecteur u de H va pouvoir s'écrire comme combinaison linéaire (infinie) des e, ; et les

coordonnées de u seront, comme dans le cas d'un espace euclidien muni d'une base
orthonormale, les produits scalaires <u, e,> : ceci prolonge la propriété (P,,).

On trouve également, 4 ce nouveau niveau de conceptualisation, un prolongement du
théoréme de Pythagore (P;,) : P’égalité de Bessel-Parseval. Selon celle-ci, si un élément u d’un
espace de Hilbert H admet une décomposition comme somme d’éléments de H deux 3 deux

orthogonaux : u= . u;, alors || u EDATTS

121 izl .
Lycée

Le terme d’angle est employé trés t6t (pour désigner une notion intuitive), dés ’école
primaire ; les €léves apprennent en classe de sixiéme 4 mesurer les angles avec un rapporteur ;
au collége, toutes les mesures d’angles sont faites en degrés, et sont limitées & des angles
aigus, non orientés. C’est en classe de seconde qu’est introduite la notion d’angle orienté de
vecteurs du plan, mesuré en radians®.

Le terme de “perpendiculaire”, comme celui d’angle, est employé dés I’école primaire dans
I’expression *“droites perpendiculaires”, traduisant une notion intuitive. La mesure des angles
conduit a Ie formaliser : deux droites sont perpendiculaires si elles font un angle de 90°

i
(collége), ou de (tycée). On observe que peu & peu lui est substitué le terme d’orthogonal ;

ce choix n’est pas toujours explicité ; certains ouvrages expliquent 3 propos des droites de
I’espace que deux telles droites sont orthogonales si leurs paralleles menées par un méme
point sont perpendiculaires, ce qui permet de supposer que “ perpendiculaire ” s’applique &
deux objets qui ont une intersection, tandis que “ orthogonai ” peut toujours s’ appliquer, mais
ce point n’est pas explicité.

Pour les vecteurs, c’est I"adjectif « orthogonaux » qui est exclnsivement employé. Les notions
de vecteurs orthogonaux (les droites supports de deux représentants de ces vecteurs sont
orthogonales), de base orthogonale ou orthonormale sont définies en seconde dans le plan et
en premiére dans I’espace, bien que la notion de repére orthonormé du plan ait déja été
introduite en classe de troisiéme comme nous 1’avons dit plus haut.-

1.a norme fait partie de la définition méme de vecteur : la norme d’un vecteur est la longueur
de celui-ci, c’est & dire la distance entre les extrémités de 'un de ses représentants (la notion
de distance étant bien entendu ici tout aussi intuitive que celle d’angle).

Donc la définition du produit scalaire est ici postérieure & 1’orthogonalité et 3 la norme
correspondantes. Elle est vue en premiére, pour des vecteurs du plan et en terminale pour
P’espace. Pour le plan, le programme demande que les quatre définitions suivantes soient
données conjointement :

4 Nous faisons ici référence au programme en vigueur en 1998. Cette notion n’est plus rencontrée en classe de
seconde depuis la rentrée 1999,
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- P —* >3 —»3 =33
1) w.v =121l + viiHull-ivi)
-3 =
2) u .v =xx’+yy’ dans un repére orthonormal
- - = = - >
3) u.v=Illulllviicos(u ,v)
- - —> -
4) u .v =OA.OH ou -OA.CH, avec OA un représentant de u et H le projeté orthogonal

-3 -
de B sur la droite (OA), olt B est tel que OB est un représentant de v .

La définition 3) conduit & distinguer un cas particulier si I'un des deux vecteurs est nul ; on
pose alors que le produit scalaire est nul.

On montre les propriétés de symétrie et de linéarité du produit scalaire (ces termes ne sont pas
employés). En terminale, seule la deuxiéme définition : expression analytique dans un repére
orthonormal est donnée.

Le rapprochement avec ce qui est enseigné en DEUG conduit & effectuer plusicurs
constatations. Tout d’abord, I’étude des espaces munis d’une forme bilinéaire symétrique qui
n’est pas un produit scalaire est trés éloignée de la géométrie vue au lycée ; on peut méme
imaginer que les connaissances de Iycée engendrent des difficultés pour cette étude. En effet,
'emploi de I'adjectif « orthogonal », ou de I’expression « vecteurs orthogonaux » risque
d’évoquer en DEUG un concept figuratif de géométrie du lycée, qui conduira notamment les
étudiants 2 refuser qu’un vecteur puisse étre orthogonal 3 lui-méme. Les propriétés (Ps;) et
(P12) (existence de bases orthogonales, caractérisation d’un produit scalaire par Pexistence de
bases orthonormales), qui relévent de ce cadre général d’étude de formes bilinéaires
symétriques ne peuvent donc pas étre proches de propriétés vues au lycée. De plus la
propriété (P31) n’est pas pertinente dans le cadre de la géométrie euclidienne de I’espace :
Pexistence de bases orthogonales apparait comme une évidence spatiale.

En revanche, I'étude des espaces préhilbertiens, espaces de Hilbert et plus encore celle des
espaces euclidiens apparaissent a plusieurs égards comme une généralisation de la géométrie
euclidienne du secondaire,

Le théoréme de Pythagore (P3g), puis I’égalité de Bessel-Parseval peuvent étre considérés
comme des prolongement directs du théoréme de Pythagore vu au collége.

(P37) : les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale sont les produits scalaires
avee les vecteurs de base est vue en classe de premiére en ce qui concerne les vecteurs du
plan. (P33 ) : Pexpression analytique du produit scalaire dans une base orthonormale généralise
les définitions données en premiére et en terminale,

Cette derniére observation conduit cependant & relever un écart : ’ordre de présentation des
notions est différent, ce qui conduit certaines propriétés 3 étre prises comme définitions et
inversement. Lors de P’étude des espaces euclidiens en DEUG, c’est le produit scalaire qui est
présenté en premier ; les notions d’orthogonalité et de norme en découlent, celle d’écart
angulaire vient encore plus tard. Au lycée, ce sont au contraire la notion d’angle, la norme et

Chapitre 4 : ' 140
Géométrie et algibre lindaire dans
les textes du savoir actuels



orthogonalité qui sont d’abord rencontrées par les éléves (sous des formes intuitives) ; la
définition du produit scalaire repose sur ces notions. Ainsi I’inégalité de Cauchy-Schwarz
(P3s) qui pourrait étre établie au lycée pour les vecteurs du plan n’y est pas pertinente,
puisqu’elle conduit simplement a affirmer que la valeur absolue du cosinus est inférieure 4 1.
Signalons par ailleurs que la propriété (Pis) (une famille orthogonale de vecteurs non nuls est
libre) correspond & une évidence spatiale : deux vecteurs orthogonaux ne peuvent étre
colinéaires, de méme trois vecteurs deux 4 deux orthogonaux ne peuvent &tre coplanaires ;
cette propriété ne pourrait donc pas étre présentée au lycée.

1.3.2 Praxéologies

Malgré la présence, dans I’étude des espaces euclidiens qui est faite en DEUG, de propriétés
qui généralisent des résultats vus au lycde en géométrie, on trouve peu de types de tiches de
lycée présentant des parentés avec des types de tiches de DEUG. En effet, le produit scalaire
est introduit au lycée & des fins d’étude de configurations géométriques; comme
I'orthogonalité, il intervient essentiellement dans des tiches liées aux caractéristiques
spatiales d’une configuration. Nous n’avons donc relevé que deux types de tiches de DEUG
présentant des liens avec des types de tiches de lycée.

Toascorth : Montrer qu'une famille de vecteurs donnés forme une base orthogonale ou
orthonormale d'un espace euclidien

DEUG

Généralement, pour ce type de tiches, on connait la dimension » de l'espace, et on dispose
d'une famille de n vecteurs (nous donnons cependant ci-dessous l'exemple d'un exercice dans
lequel on montre de plus que le cardinal de la famille de vecteurs est égal 3 la dimension de
'espace). '

Comme dans le cas du type de tdches Ty, il suffit alors de montrer que la famille est libre.
La propriété : upe famille orthogonale dans un espace euclidien est une famille libre permet

de conclure en effectuant simplement la tiche, que nous noterons Ty, : vérifier que la famille
est orthogonale (ou orthonormale), en calculant les produits scalairés correspondants.

Le type de tiches Thaseorth conduit donc 4 Femploi d'une technique, que nous noterons Tps, et
qui consiste 4 calculer des produits scalaires pour vérifier qu'ils sont nuls, ou égaux 4 1 dans le
cas ou il faut de plus montrer que la famille est une base orthonormée (la mise en ceuvre de
cette technique implique alors l'emploi d'autres techniques pour le calcul de ces produits
scalaires, qui peuvent par exerple étre définis par des iniégrales comme nous le verrons ci-
dessous). .

Cette technique est exactement celle (Tpg) qui est associée A la tAche Ty, ; la différence entre
Thaseorth €t Torn s place au niveau du bloc technologico-théorique.
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La technologie associée & Tpaseortn cCOmprenant la propriété citée ci-dessus : dans un espace
euclidien, une famille orthogonale est libre, propriété qui permet, dés que la tiche Toy, a &té
effectuée, de conclure que I'on a une base orthogonale.

On rencontre des tiches du type Tonn comme sous-tiches dans des exercices portant sur

I'identification d'endomorphismes orthogonaux de IR’ (nous reviendrons sur ces exercices
dans la partie consacrée & ces automorphismes).

- Exercice D3.1

Identifier un endomorphisme orthogonal de IR caractérisé par sa matrice dans la base
canonique.

Il faut tout d'abord justifier qu'il s'agit d'un endomorphisme orthogonal. La technique utilisée
alors consiste a prouver que la famille des trois vecteurs colonnes de la matrice est une base
orthonormale de IR® muni du produit scalaire usuel, en montrant que les produits scalaires de
deux vecteurs colonnes distincts sont nuls, et que chacun de ces vecteurs est de norme 1 : on
retrouve bien ainsi le type de tiches Tpaseorth » et 12 technique 1tps (la suite de I'exercice, soit

Iidentification précise de l'endomorphisme, ne nous concerne pas ici ; nous y reviendrons ci-
dessous).

On rencontre €galement le type de tAches Thaseorsn dans des espaces de fonctions ou de
polynémes, comme dans l'exemple suivant :
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Exercice D3.2 (Rennes, DEUG2)

On définit une application de IR;[X] X IR,[X] dans IR par :

<f, g>= f‘nglet

1) Montrer qu'on définit ainsi un produit scalaire.

2) Montrer que pour tout entier p, il existe une unique fonction polyndme Tp de degré p telle
que Tp (cos u)=cos(pu) pour tout réel u.

3) Montrer que { Tp, p<n } est une base orthogonale de (IR,[X], <, >},

Nous allons examiner uniquement la question 3) de cet exercice.

La technique ici consiste & calculer les produits scalaires <T; , Tj > ; en utilisant la formule
donnée en 2) : T, (cos u) = cos(pu) et en faisant le changement de variable t=cos u dans

l'intégrale, on trouve que ces produits scalaires sont effectivement nuls pour i#.

On a donc n+1 polynémes qui forment une famille orthogonale, donc libre ; ils constituent
une base orthogonale.

Notons qu'ici, 'argument : famille orthogonale implique famille libre n'est pas nécessaire,
puisqu'on sait déja que les polyndmes T, étant de degré p, ils forment une famille libre de .
polyndmes.

Le méme exercice peut étre posé en dimension infinie, en remplagant IR,[X] par IR[X] ; dans
ce cas, il faut de plus montrer que la famille { T, , pe N}engendre IR[X], en utilisant la
propriété : une famille { P, ., ne IN} de polyndmes dont le degré est égal a I'indice est une
famille génératrice de IR[X].

On rencontre méme des tiches appartenant au type Thascorth €1 Licence ou en Maitrise, dans
des espaces de Hilbert, lorsqu'il faut prouver qu'une famille donnée est une base Hilbertienne
d'un espace H.

La sous-tiche du type Tom est effectuée comme dans le cas de la dimension finie avec la
technique Tps ; il faut ensuite de plus prouver que l'espace engendré par la famille donnée est
dense dans H.
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Lycée

Une base orthonormale de I'espace est définie en terminale S comme un triplet de vecteurs de
norme 1, et deux a deux orthogonaux. Cette définition permet d'accomplir une tiche du type
Thaseorth, €1t S¢ ramenant comme en DEUG a Ty, : montrer que la famille est orthonormale.

Ainsi dans l'exercice suivant ;

Exercice L3.1 (Dimathéme premiére S, p.228 ex.56)

. 8§ 4 1 1 4 8 4
Soxt“f?ﬁ(‘g‘,-;,g ),7=(" Py -),_ﬁv');(ﬁ;,
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Montrer que (_u') VLW ) est une base orthonormale.

La tAche a accomplir est la méme que la sous-tAche rencontrée dans l'exercice D3.1

ci-dessus ; elle est effectuée en employant la technique Tps .

Toutefois la technologie ne comporte pas de maniére explicite au niveau du lycée le fait que
des vecteurs deux & deux orthogonaux forment une base de l'espace car il ne sont pas
coplanaires : ceci s’impose comme une évidence géométrique.

Torthsev : Déterminer orthogonal d’un sous-espace
DEUG

L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel est lui-méme un sous-espace vectoriel ; il pourra étre
déterminé par une base, une représentation paramétrique ou un systéme d’équations
cartésiennes,

On utilise pour ce type de tiches la propriété : I'orthogonal d'un sous-espace F est l'orthogonal
d'une base de F ; si on ne dispose pas au départ d'une telle base, la premiére partie de cette
tiche se raméne donc au type de tiches Thasesey, pour déterminer une base de F.

11 faut ensuite traduire la définition de 'orthogonal : un vecteur y appartient  Forthogonal de
F (ou d'une base de F) si pour tout x de la base trouvée, f{x, y)=0.
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Pour un sous-espace de IR", ceci donne un systéme linéaire qui est un systéme d'équations

cartésiennes du sous-espace FL. En dehors du cadre de IR, on est ramené & une tiche
semblable par I'emploi de I'dcriture d'un vecteur de F sur une base.

Notons que dans le cas d'un espace euclidien, cette tiche est facilitée par la propriété : F et
son orthogonal sont supplémentaires ; en particulier, la dimension de l'orthogonal est connue.

En revanche si la forme bilinéaire employée n'est pas un produit scalaire, ces mémes
propriétés et la conception "géométrique” de I'orthogonalité peuvent présenter une difficults,
si le résultat s'oppose a I'intuition géométrique.

Ainsi dans I'exercice suivant :

Exercice D3.4 (Rennes, DEUG2)

Soit f la forme bilinéaire définie sur IR? par f(x,y)=x1y1-X2y2 et F={x, X;=X»}. Déterminer une
base de FL.

Une base de F est (1,1) ; Flest donc l'ensemble des y tels que £(1,1),y)= y1-y2 =0.
(La mise en ceuvre des techniques évoquées ci-dessus est immédiate dans ce cas trés simple).

Une base de Flest donc (1,1) ; mais ce résultat est ici presque anecdotique par rapport au
constat : F=F1, qui apparait choquant au point que certains étudiants proposeront la base

(1, -1).
Lycée

On retrouve les techniques évoquées ci-dessus au lycée lors de la recherche du vecteur normal
2 une droite dans le plan, ou 4 un plan dans Iespace, mais également lors de la détermination
de 1’équation cartésienne d’une telle droite ou.d’un tel plan, le vecteur normal étant connu,
Dans ces deux cas, les tiches a effectuer sont trés simples, car les dimensions en jeu sont
faibles.
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1.4 Equation(s) d’un sous-espace de IR"

1.4.1 Définitions, propriétés

DEUG

La notion de systéme d’équations cartésiennes d’un sous-espace vectoriel de IR™ est associée
en DEUG a I’¢tude de la résolution de systémes linéaires. Les propriétés centrales sont ici

- (P41) Dans IR" I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire de la forme AX=0 est un
sous-espace vectoriel ;

- {Ps2) Réciproquement, tout sous-espace vectoriel F de IR® est I’ensemble des solutions
d’un tel systéme, que I'on appelle systéme d’équations cartésiennes de F.

L’étude des systémes linéaires et la notion de rang permettent de préciser le nombre minimal
p d’équations d’un tel systéme :

~  (Pa3) Un systéme d’équations cartésiennes de F comporte au minimum (o-dimF)
équations. '

Les représentations paramétriques de sous-espaces sont utilisées en exercice, mais ne sont pas
étudiées en cours dans les ouvrages que nous avons consultés.

Lycée |

Au lycée, seules les notions d’équation cartésienne d’une droite dans le plan, d’équation
cartésienne d’un plan dans ’espace, et de représentation paramétrique d’une droite dans
I’espace sont présentées. En particulier, il n’est pas question de systéme d’équations
cartésiennes, puisque dans les deux cas rencontrés, une seule équation est en jeu ; 'idée de
recherche d’un nombre minimal d’équations n’intervient pas, on ne rencontre donc pas (Py3).
La seule nuance sur ce point vient d’exercices portant sur la résolution de systémes linéaires
3x3, interprétée comme I’étude de I'intersection de trois plans dans I’espace (voir ci-dessous).
De méme, la représentation paramétrique de droites dans I’espace met en jeu un seul
parametre.

Les propriétés (P41) et (P4z) sont vues dans le cas particulier des droites du plan et des plans de
I’espace.

Méme si le prolongement, par ’augmentation du nombre de dimensions et donc de
coordonnées, des équations vues au lycée a celles renconirées en DEUG peut sembler naturel,
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les éléments vus au lycée sont trés insuffisants pour parler d’un simple processus de
généralisation.

1.4.2 Praxéologies

Nous avons observé, autour de la notion d’équations d’un sous-espace, deux types de tiches
de DEUG présentant un lien avec des types de tiches de lycées.

Tegsev : Déterminer des équations de sous-espaces
DEUG

On rencontre la tAche : déterminer un systéme d'équations cartésiennes représentant un sous-
P

espace E de IR" lorsque ce sous-espace est caractérisé par une famille génératrice ou par une
base. : .

Un systéme d'équations cartésienncs d'un tel sous-espace est un systéme linéaire dont
I'ensemble solution est le sous-espace considéré.

Une technologie possible consiste 4 dire qu'un vecteur de coordomnées (x3, X3, ..., Xp)
appartient 4 E si et seulement si il est combinaison linéaire des vecteurs de la famille
génératrice ou de la base donnée, c'est a dire si et seulement si le systéme linéaire & n
équations dont les inconnues sont les coefficients d'une telle combinaison linéaire admet des
solutions.

Cette technologie peut induire différentes techniques, dont l'objectif est de déterminer les
conditions de compatibilité du systéme : on peut écrire et échelonner le systéme lui-méme, ou
utiliser la matrice augmentée correspondante, ou encore calculer des déterminants bordants ;
nous n'entrerons pas dans le détail des sous-tches associées.

(A chacune de ces sous-tiches correspond un bloc technologico-théorique fondé sur des
propriétés des systemes linéaires).

La méme technologie de départ : traduction du fait que les éléments de E sont les
combinaisons linéaires des vecteurs de la famille donnée peut conduire 4 une interprétation en
termes de représentation paramétrique de E.

La technique correspondante consiste & donner un systéme d'équations paramétriques du sous-
espace, et 4 €liminer les paramétres ; notons que cette technique n'est adoptée dans aucun des
ouvrages que nous avons consultés.

5 Une analyse détaillée de ces types de tiches (et d’autres que nous ne présentons pas ici) est fite dans (Alves Dias 1998)
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Le type de taches : déterminer une représentation paramétrique d'un sous-espace donné par
une famille génératrice ne donne lieu 3 des exercices dans aucune de nos sources. En fait la
recherche de représentations paramétriques intervient comme sous-tiche, souvent
implicitement, comme lorsqu'il s'agit de trouver une base pour un sous-espace donné par des
équations cartésiennes (voir ci-dessus).

Lors de 'étude des formes bilinéaires symétriques, on rencontre également le type de téches :
déterminer un systtme d'équations cartésiennes de I'orthogonal d'une partie, La technique
consiste alors 4 déterminer, si besoin est, une base du sous-espace engendré par cette partie, et
a écrire les équations traduisant le fait que les vecteurs de I'orthogonal sont ceux qui sont
simultanément orthogonaux a tous les vecteurs de la base.

En fin de DEUG, il semble que le type de tiches : détermination d'un systéme d'équations
cartésiennes d'un sous-espace soit passé au statut d’outil.

Les équations cartésiennes, au méme titre qu'une base, apparaissent comme un moyen courant
de caractérisation d'un sous-espace de IR". Ainsi en réponse a des questions du type :
déterminer le noyau d'une application linéaire, ou d'vne forme quadratique, déterminer les
sous-espaces propres , ou ['image d'un endomorphisme de IR", il est fréquent d’attendre des
équations de ces sous-espaces, obtenues par la traduction de la condition qui définit le sous-
espace.

Lycée

Au lycée, on rencontre la tAche : déterminer des équations cartésiennes de droites dans le
plan, et déterminer des équations cartésiennes de plan dans l'espace (rappelons 3 cette
occasion, comme nous l'avons déja noté ci-dessus, qu'il n'est pas question de systéme
d'équations cartésiennes, mais d'une seule équation).

Si les ¢léments technologico-théoriques correspondants étaient disponibles, ces tiches
pourraient étre pergues comme se rattachant au type Tegeey : déteérminer des équations
cartésiennes de sous-espaces, les droites et les plans étant alors considérés comme des sous-
espaces. Notons qu'il s'agirait alors de sous-espaces affines, et non de sous-espaces vectoriels
comme dans le type de tiches Tegsev. Cependant les notions de sous-espace affine et de sous-
espace vectoriel sont fortement associées ; toute technique de détermination d'un systéme
d'équations pour un sous-espace vectoriel E peut se prolonger en technique de détermination
d'un sous-espace affine ayant pour direction E. _

C'est pourquoi nous allons étudier les deux types de tdches cités ci-dessus, et rencontrés dans
I'institution lycée.

Détermination de l'équation cartésienne d'une droite dans le plan

Deux caractérisations principales des droites vont fournir des technologies pour le type de
tiches que nous étudions.
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En classe de seconde, une droite D est caractérisée par un point A, un vecteur directeur —ﬁ), et

...._.}
la propriété : D est I'ensemble des points M tels que AM est colinéaire 4 W, Cette propriété
peut alors étre suivie d'un calcul de déterminant 2x2, ou d'un autre moyen de traduction de la
colinéarité, établissant que la forme générale d'une équation de droite dirigée par un vecteur

g (-b,a) est : ax+by+c=0,

La technique associée pourra intégrer ou non certains de ces éléments technologiques ; ainsi
elle pourra comporter un calcul de déterminant, ou partir simplement de la forme de
I'équation. Ce dernier cas sera le plus fréquent lorsque la tiche sera devenue routiniére.

La seconde caractérisation pour une droite du plan est vue en classe de premiére ; elle repose
sur le produit scalaire et la notion de vecteur normal & une droite : la droite D de vecteur

- . .. -2 —3
normal n° est 'ensemble des points M du plan qui vérifient AM .0 =0 .

Cette propriété apparatt comme un élément technologique ; comme dans le cas o la droite est
caractérisée par un point et un vecteur directeur, la technologie associée peut directement
fournir une technique consistant 4 calculer le produit scalaire ci-dessus, ou étre prolongée par
la déduction de la forme de I'équation, qui raméne a une technique déja vue. Il serait
¢galement possible de passer d'une forme de caractérisation de la droite a I'autre en déduisant
un vecteur normal de la donnée d'un vecteur directeur, ou inversement.

Nous n'avons pas rencontré ce cas dans les manuels que nous avons consultés ; en fait,
comme nous l'avons dit plus haut, lorsque la tiche est devenue routiniére, la technique
consiste a utiliser directement la forme de I'équation.

On trouve également des variantes de cette tiche, comme déterminer une équation d'une
droite paralléle ou perpendiculaire 4 une autre droite (celle-ci étant elle-méme donnée par une
équation), passant par un point donné. 11 faut alors d'abord déterminer un vecteur directeur ou
normal de la droite cherchée, pour se ramener aux techniques vues ci-dessus.

La notion d'équations paramétriques d'une droite dans le plan est vue en terminale ; la tiche :
déterminer un systéme d’équations paramétriques d'une droite du plan donnée par un point et
un vecteur directeur ne figure que dans un des manuels que nous avons consultés, nous
supposons donc qu’elle est peu proposée aux éléves. De plus elle s’effectue de maniére
immédiate, en écrivant la somme des coordonnées du point et de celles du vecteur, que
multiplie un paramétre.

Déterminer une équation de plan dans l'espace

La forme d'une équation de plan dans I'espace est vue en terminale ; elle est associée au
vecteur normal. La tiche : déterminer une équation pour un plan donné par un vecteur normal

T etun point A est semblable & ce que nous avons vu ci-dessus & propos des droites dans le
plan. La technologie associée repose sur I'interprétation du plan comme l'ensemble des points
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......}
M tels que le vecteur AM soit orthogonal au vecteur 7. Une premiére technique peut donc
consister a traduire cette propriété comme une relation sur les coordonnées ; ou, comme pour
les droites, la technologie peut se prolonger par I'établissement de la forme ax+by+cz=d pour

P'équation d'un plan de vecteur normal I (a,b,c) , et la technique consistera alors simplement
a déterminer la constante d en utilisant les coordonnées du point A.

Une fois que le produit vectoriel a été vu, on rencontre la tiche : déterminer une équation
cartésienne d'un plan donné par trois points, ou un point et deux vecteurs directeurs. La
technique associée consiste 4 déterminer un vecteur normal & l'aide du produit vectoriel, et &
se ramener ainsi a la tiche précédente.

On trouve également des variantes de cette tiche, sous la forme : déterminer une équation
pour un plan médiateur d'un segment ; déterminer une équation pour un plan orthogonal 4 un
autre plan.

La notion d'équations paramétriques de plans n'est pas vue.

Une fois que la forme générale d'une équation de plan est connue, la détermination d'une telle
équation peut aussi apparaitre dans un chapitre consacré aux systémes linéaires. Pour un plan
caractérisé par trois points, la technique associée consistera a écrire que les coordonnées de
ces trois points vérifient I'équation du plan, exprimée 3 'aide de coefficients inconnus a, b, ¢,
d. Ces coefficients seront alors pris parmi les solutions du systéme obtenu.

Il semble donc que les tiches rencontrées au lycée préparent trés peu au type que nous avons
déSig,né par Téqsgv.

D'une part ces tiches ne portent jamais que sur la détermination d'une équation ; le lien,
fondamental, entre nombre d'équations et dimension, que l'on peut considérer comme une
premiére approche de la dualité, n'est donc pas préparé.

D'autre part, la partic de la tiche que I'on pourrait considérer comme I'établissement de
I'équation de la direction du sous-espace est occultée par les techniques mises en place, et en
particulier par I’emploi du vecteur normal.

Tsystiin : Identifier I'ensemble solution d'un systéme linéaire.
DEUG

L'enseignement d'algébre linéaire comporte, dans les polycopiés ou manuels que nous avons
étudiés, un chapitre consacré a I'étude et 1a résolution de systémes linéaires,

Dans ces chapitres on rencontre des exercices dans lesquels on demande la nature de
I'ensemble solution, que Ie systéme soit homogéne ou non. Dans la plupart des cas, la question
est formulée ainsi : quelle est la « nature géométrigue » de I’ensemble solution ?
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Les "natures géometriques” ainsi identifiables sont de quatre sortes : le vecteur nul (ou un
point), une droite, un plan, ou un hyperplan, vectoriels ou affines. On parlera éventuellement
de !’intersection d’un certain nombre d’hyperplans ; cependant I’adjectif « géométrique »
n’est le plus souvent attribué qu’aux sous-espaces ci-dessus. Cet usage s’explique par le fait
que ce sont exactement les sous-espaces qui interviennent dans des concepts figuratifs
("hyperplan étant associé¢ au méme dessin que le plan dans I’espace).

La technologie que l'on rencontre le plus souvent repose sur la propriété liant le rang du
systéme a la dimension de 'ensemble solution ; la technique correspondante consiste donc 3
déterminer le rang du systéme, en déduire la dimension de I'ensemble solution, et exprimer
celle-ci en termes géomeétriques ; dimension 1=droite, dimension 2=plan etc...

Une telle tiche peut également étre rencontrée dans un chapitre consacré 4 la méthode de
Gauss ; dans ce cas la notion de rang n'est pas nécessairement déja disponible, et
linterprétation géométrique doit étre précédée de la résolution du systéme.

Lycée

On rencontre au lycée un type de tAches proche de Tgysuin ; plus précisément, en terminale S,
lors de I'étude de la méthode de Gauss pour un systéme 2 trois équations et trois inconnues,
certains exercices présentent la résolution d'un tel systéme comme l'étude de l'intersection de
trois plans.

Aprés la résolution, effectuée a I'aide de la méthode de Gauss (il faut évidemment ici effectuer
une résolution compléte, la notion de rang n'étant pas disponible), soit le systéme se réduit 4
une seule équation, et I'ensemble solution est un plan ; soit on trouve une solution unique et il
s'agit d'un point ; soit encore le systéme se réduit a deux équations indépendantes ; c'est le
seul cas pour lequel l'interprétation n'est pas immédiate. Il faut en effet dans ce cas passer &
une représentation paramétrique de la droite, la notion d'équations cartésiennes d'une droite
dans l'espace n'étant pas connue. C'est la seule occasion ol nous avons pu observer au lycée
ce passage cartésien-paramétrique. "

On peut donc considérer le type de tiches Tgysyin comme un prolongement naturel de ce type
de tiches du lycée ; les plans sont remplacés par des hyperplans, en nombre quelconque.
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1.5 Projection, projection orthogonale

1.5.1 Définition, propriétés
DEUG

Dans les ouvrages que nous avons consultés, la notion de projection est définie de la maniére
suivante :

Soit E un espace vectoriel, et deux sous-espaces F et G supplémentaires dans E. Alors tout x
de E se décompose de maniére unique sous la forme x = xp+ g, et la projection sur F suivant
G est I’application définie par pr {x)= x5 .

Cette notion est dans un premier temps distingnée de celle de projecteur : un projecteur p dans

un espace vectoriel E est un endomorphisme idempotent de E (c’est & dire vérifie pop = p).
Les propriétés suivantes sont données aprés ces deux définitions ;

- {Ps1) Toute projection est linéaire ;

- (Ps) Toute projection est idempotente (ces deux propriétés reviennent 4 constater que
toute projection est un projecteur) ;

- (P53) Si pr est la projection sur F suivant G, Ker pg= G et Im pr = Ker (pp-Id) =F ;

De plus la notion de projection est associée 4 celle de symétrie : 4 py correspond une symetne
SF , Symétrie par rapport 4 F suivant G, et qui vérifie sg = 2 pp —Id.

La notion de projection orthogonale est quant a elle rencontrée en deuxidme année de DEUG
lors de P’¢étude des espaces euclidiens ; il s’agit d’une projection sur un sous-espace F suivant
Porthogonal de F. Elle vérifi¢ donc toutes les propriétés ci-dessus ; elle est de plus associée a
la notion de distance & un sous-espace. Les propnctes suivantes, spécifiques au cadre
euclidien, sont données en cours ou vues en exercices (E est un espace euclidien muni d’un
produit scalaire <>): -

-~ (Psq) Si pr est la projection orthogonale sur F, (ey,...e,) une base orthonormée de F, u un
vecteur de E, alors pr (u)=<u, &> e; + ...+ <u, e> €.

- (Pss) Si pr est la projection orthogonale sur F, u un vecteur de E, alors la distance de u a
F est d(u,F) = [ju- pr (u) || (Ja distance étant définie comme d(u,F)=inf y .y d(w,v))
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Licence-Maitrise

Dans le cadre des espaces de Hilbert, des propriétés fondamentales sont liées 4 la projection
sur un convexe fermé.

La projection d'un vecteur x est définie comme étant le vecteur y qui réalise le minimum des
distances de x & z, z appartenant au convexe concerné ; la propriété essentielle est 'existence
d'un vecteur réalisant ce minimum. Ici, il n’y a pas de possibilité de décomposition de
I"espace : on projette sur un convexe, qui n’est pas nécessairement un sous-espace vectoriel ;
il peut s’agir en outre d’un sous-espace de dimension infinie, qui n’admettra pas toujours de
supplémentaire orthogonal. La notion de projection sur un convexe fermé, qui prolonge celle
de projection orthogonale dans les espaces euclidiens, est donc fondée sur la notion de
distance ; sa définition apparait comme une généralisation de la propriété (Pss).

La propriété (Psq) est prolongée par une propriété semblable, dans laguelle la notion de base
Hilbertienne remplace celle de base orthonormée.

Les propriétés (Ps)) et (Ps;) sont également directement généralisées : une projection sur un
convexe fermé est linéaire et idempotente ; elle est de plus continue, propriété nouvelle lie
aux aspects topologiques. Il est fréquent & ce niveau de rencontrer des questions portant sur la
continuité des applications, comme dans I’exercices : montrer la continuité d’une projection
sur un sous-espace fermé de codimension finie.

Lycée (et collége)

La notion de projection sur une droite selon une direction est introduite en classe de
quatriéme. Cette projection agit bien entendu sur des points du plan ; la propriété essentielle
de la projection est la conservation des milieux.

En seconde, le programme spécifie en commentaire 4 propos de la version vectorielle de la
configuration de Thalés que le lien avec les projections n’est pas un objectif du programme
(formulation ambigiie, ce lien n'est pas hors programme, mais on laisse aux enseignants la
liberté de ne pas I'aborder) ; on trouve par exemple dans le manuel Hachette 1a propriété de
conservation des relations de colinéarité par une projection, propriété qui précéde 1’énoncé du
théoréme de Thalés et est utilisée pour la démonstration de celui-ci ; mais certains enseignants
ne mentionnent pas du tout les projections.

Si elle est abordée, la projection est associée a une configuration de Thalés : deux droites
sécantes, coupées par deux droites paralléles. En fait la projection est pratiquement employée
en tant que commodité de langage pour faire allusion & cette configuration.

En classe de seconde est également définie la notion de projection sur un plan selon une
direction de droite dans espace ; mais cette notion est immédiatement suivie de celle de
projection orthogonale, qui sera la seule utilisée par la suite (c’est A dire en seconde, mais
aussi en premiére et en terminale). La projection joue plus le role d’outil de description de
figure que celui d’application ; on n’étudiera jamais par exemple la composée d’une
projection et d’une autre application. :

6 Cet exercice, trés classique, est ensuite fréquemment considéré comme un résultat de cours.
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Des le college on parle de projeté orthogonal ; le projeté d'un point sur une droite est défini
comme l'intersection de cette droite et de sa perpendiculaire menée par le point concerné.

On passe (en classe de quatriéme) sans transition & la notion de projection orthogonale ; la
projection n'est pas présentée comme une application, il s'agit d'une simple forme de langage
naturelle : projeter un point, c'est faire sa projection, de méme que translater un point, c'est
faire sa translation (on peut noter que ce sont les seules applications dont le nom correspond
ainsi directement a un verbe),

La projection orthogonale est introduite en vue de la définition du cosinus d'un angle, comme
coefficient de proportionnalité entre la longueur d'un segment et la longueur du segment
projeté ; la relation de proportionnalité, admise, est une premiére manifestation de la lindarité
de la projection.

Le lien n'est pas fait entre la projection orthogonale et la distance d'un point & une droite,
¢étudiée dans cette méme classe de quatriéme,

En troisiéme et en seconde, on parle de projection orthogonale sur un plan dans l'espace ; dans
les exercices, c'est essentiellement le terme "projeté orthogonal” et non "projection" qui
apparait.

En classe de premiére, la projection orthogonale est utilisée dans l'une des définitions du
produit scalaire. De plus, le programme mentionne la projection orthogonale d'un vecteur sur

un axe, avec la propriété : la projection de V. sur un axe dirigé par un vecteur unitaire U est

<¥,V>.1 ; toutefois plusieurs ouvrages scolaires omettent ce résuitat, et il est donc possible
qu’il soit peu enseigné en pratique.

Par certains aspects la présentation faite de la projection orthogonale se rapproche de ce qui
sera vu dans les niveaux suivants : on parle de projection d'un vecteur, de projection dans
I'espace, et on utilise méme la linéarité de la projection.

Mais elle n'est pas considérée comme une application au méme titre que les rotations ou les
homothéties : il n'y a aucune étude systématique de I'éventuelle conservation par une
projection orthogonale de I'alignement ou du parallélisme, ou encore de la composition entre
projections. ‘

La distance d’un point 4 une droite ou un plan dans I’espace est vue en Travaux Pratiques en
terminale ; nous y reviendrons ci-dessous.

Le rapprochement avec ce qui est vu dans I’enseignement supérieur nous conduit 3 effectuer
les constatations suivantes. On observe des liens entre les propriétés vues en DEUG et des
propriétés connues au lycée, voire au collége, en ce qui concerne les projections orthogonales.
La propriété (Ps4) : coordonnées du projeté, en dimension 1 fait explicitement partie du
programme de premiére S ; cependant, bien qu’elle soit citée dans les manuels, elle n’est pas
utilisée par la suite en exercice. En ce qui concerne la distance, & une droite ou a un plan, nous
avons noté deux présentations distinctes dans les manuels que nous avons étudiés. La distance
d’un point M & une droite (ou un plan) peut étre définie comme la distance de M 2 son projeté
orthogonal sur la droite ; on montre ensuite, grice au théoréme de Pythagore, que cetie
distance est minimale. Mais il est également possible d’observer une présentation qui reprend
les termes de la propriété (Pss).
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En dehors du cadre euclidien, il n’y a que peu de lien entre les propriétés vues dans le
supérieur et celles rencontrées dans le secondaire : (Ps3), qui concerne des notions inconnues
au lyceée, ne peut €tre évoquée ; dans (Ps,), on peut considérer que la linéarité de la projection
est une généralisation du théoréme de Thalés. Cependant, dans les manuels du supérieur que
nous avons observés, ce lien n’est jamais fait. (Psz) : pop = p n’est pas pertinente dans le cadre
géométrique.

Nous pouvons noter par ailleurs d’autres différences marquant une rupture entre les niveaux
de conceptualisation en jeu: il est peu fréquent dans le secondaire que les projections
considérées agissent sur des vecteurs ; ’association entre projection et symétrie, naturelle
dans le supérieur, est absente dans le secondaire ; en fait on observe rarement la projection
considérée comme une application agissant sur le plan ou P’espace, il est le plus souvent
question du projeté d’un point. Seules les présences du produit scalaire et de la distance
euclidienne assurent une certaine continuité dans le passage d’un niveau a I’ autre.

1.5.2 Praxéologies

L’étude des tAches confirme la constatation ci-dessus : le seul type de tiches du supérieur lié a
ce qui est vu dans le secondaire s’inscrit dans le cadre euclidien.

Tprojorth ¢ Calculer le projeté orthogonal et/ou la distance d’un vecteur  un sous-espace.
DEUG

Le calcul de la distance peut étre ou non précédé d'une question portant sur le calcul du

projeté ; un calcul de distance dans IR" ou dans des espaces de fonctions ou de polyndmes conduira
pratiquement systématiquennent 4 un calcul préalable de projeté orthogonal. '

Le calcul du projeté orthogonal se fait en utilisant une technologie qui repose sur la propriété
(Ps3) ¢ les coordonnées du projeté de x sur F dans une base orthonormale de F sont les

p .
produits scalaires de x avec les vecteurs de Ia base, Pex) = Z <x,e>¢; .

i=1

La technique associ€e consistera donc & déterminer une telle base orthonormale (si on n’en
dispose pas déja) ; ainsi il est fréquent de rencontrer une telle tiche dans un exercice portant
sur le procédé d'orthonormalisation de Schmidt. La suite de la technique se résume 2 un caleul de
produits scalaires. La technologie associée an calcul de la distance repose alors sur la propriété suivante :
la distance de x & F est la norme de la différence entre le vecteur x et son projeté orthogonal
sur F.
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La technique associée consiste 4 calculer soit p(x), soit x- p.(x) comme nous l'avons indiqué
ci-dessus (x- p.(x) peut &tre interprété comme le projeté orthogonal de x sar l'orthogonal de F)
puis & calculer la norme de x- p,(x).

Ainsi dans 'exemple suivant :

Exercice 5.1 (Grifone, ex.14 p.298)

On considére [R3[X] muni du produit scalaire :

<P, Q> =—— f X POQUt

2% oo

Calculer la distance du polynéme x3 4 IRy[X].

La solution de cet exercice utilise une base orthonormale (e;, ey, e3) de IR[X] préalablement
déterminée par le procédé de Schmidt, On écrit :

pnzm(x3) = <x3, e>e; +<x3, e;>e; + <x3, ex>e; et on obtient ainsi p&m(x3) =3x et

A3, Re[X]) =6 .

Lycée

On trouve en terminale S des exercices sur le calcul de la distance d'un point a une droite ou a
un plan dans l'espace, et qui pourraient donc étre rattachés au type de tiches Tyrojorth, 8'ils
étaient abordés 4 'université.

Dans certains cas, la tAche proposée appelle la mise en ceuvre de techniques proches de ce que
nous avons décrit en DEUG, comme dans I'exercice suivant :

Exercice 1.5.1 (Dimathéme, terminale S, p.235)

Soit (O, T ,"j‘} . ® ) un repére orthonormal de 'espace.
On donne le plan P d'équation 2x-+y-z+3 = 0, et le point A(2 ; 2; 3).
1) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H de A sur P.

2) Calculer la distance de A 4 P,
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Le calcul des coordonnées du projeté est effectué par une technique proche de ce que nous
avons décrit pour fa détermination de l'expression analytique d'une projection ; cependant ici,
comme nous I'avons souligné ci-dessus, il s'agit du projeté d'un seul point, la projection
n'apparait pas comme une application d'un ensemble dans un autre. ‘

_$
Les coordonnées de H sont déterminées par les propriétés : H appartient 4 P, et le vecteur AN

est colinéaire au vecteur o normal a P. La distance cherchée est alors Ia norme du vecteur

—>
AH.

Par ailleurs, on rencontre également au lycée une technique pour le caleul de Ia distance qui
repose sur le produit vectoriel et n'est donc pas généralisable 4 des dimensions supérieures.

Ainsi, dans l'exemple suivant :

Exercice L3.2 (Terracher TS, p.347, Exercice résolu 2)

Montrer que la distance d'un point M 4 la droite D passant par A et de vecteur directeur & est

- -
|AM AT}
calculée par ; d(M, D)—“—*-"—:)*'“-

L]

La technique employée consiste 4 caleuler de deux manidres distinctes l'aire du triangle AMB.
La distance de M 2 la droite est la distance MH, oul H est le projeté orthogonal de M sur D
{ceci n'apparait pas ici comme une définition, mais comme une propriété ¢vidente). Or l'aire

1

et e
de AMB est égale 4 = AB.MH d'une part, et 2 % |AM AAB || d'autre part, d'ou la formule

2
cherchée.
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1.6 Automorphismes orthogonaux

1.6.1 Définition, propriétés
DEUG

Une notion fondamentale dans I’étude des espaces euclidiens est celle d’adjoint d’un
endomorphisme ; suite 4 la définition de l'adjoint vont se dégager deux grandes classes
d’endomorphismes dits * remarquables ” : les endomorphismes orthogonaux et les
endomorphismes symétriques ou autoadjoints, ‘

Les automorphismes orthogonaux, définis comme les automorphismes qui sont inverses de
leur propre adjoint, ont trois propriétés caractéristiques équivalentes :

- (Ps) La conservation du produit scalaire ;
- (Ps2) La conservation de la norme ;

- (Ps3) La transformation d’une base orthonormée en une base orthonormée.

Les automorphismes orthogonaux sont aussi caractérisés par leur matrice, inverse de sa
transposée, et que ’on appelle matrice orthogonale ; et on montre que le déterminant d’un
automorphisme orthogonal vaut 1 ou~1.

L’ensemble des automorphismes orthogonaux forme un groupe, appelé groupe orthogonal.

Au groupe orthogonal est associé le groupe spécial orthogonal (automorphismes orthogonaux
dont le déterminant vaut 1) dont les éléments sont appelés des rotations. Les ouvrages que
nous avons consultés proposent I’étude compléte du groupe orthogonal en dimension 2 et 3.

En dimension 2, la classification est trés simple : les automorphismes orthogonaux de
déterminant 1 sont des rotations, et ceux de déterminant —1 des symétries orthogonales.

On définit "angle d’une rotation, et la forme de la matrice correspondante est donnée.
On voit aussi la décomposition d'une rotation comme produit de symétries orthogonales.
En dimension 3, la classification repose sur la dimension du sous-espace invariant.

Les éléments du groupe spéeial orthogonal sont -par définition- des rotations.

Ici (comme en dimension 2) le terme de rotation a un sens concret : 4 une rotation sont
associ€s un axe et un angle, qu'il faudra savoir déterminer & partir de la matrice de la rotation.

On distingue parmi les rotations les demi-tours qui peuvent également étre interprétés comme
symétries orthogonales par rapport 4 une droite, et ont la propriété d'engendrer SO(E).
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Les éléments de O-(E) sont les symétries orthogonales par rapport 4 un plan, appelées
réflexions, et les composées de rotations et de réflexions (dont —Id) ; et on énonce la
propriété :

- (Ps4) Les réflexions engendrent le groupe orthogonal.
Lycée (et collége)

La premiére notion de cette classe rencontrée dans le cursus scolaire est celle de symétrie
orthogonale (dans e plan).

Des 1'école primaire, des activités sont proposées autour de I'axe de symétrie dventuel d'une
figure. Cette notion est revue et détaillée en classe de sixiéme ; les instructions du programme
soulignent qu'il n'est pas question de parler d'application du plan dans lui-méme, mais de
mettre & jour les propriétés de symétrie d'une figure d'une part et de savoir représenter le
symétrique d'une figure d'autre part, en abordant progressivement les propriétés de
conservation des distances, de I'alignement, des angles et des aires.

C'est le méme point de vue qui gouverne en cinquiéme I'étude de la symétrie centrale.
po q q Sy

En classe de troisiéme les éléves étudient la composition de deux symétries orthogonales : le
point de vue "application" est donc abordé a ce niveau.

Le terme symétrie orthogonale disparait au lycée au profit de celui de réflexion ; le choix de
ce terme peut provenir d’un souci de généralisation ultéricure, généralisation dans laguelle les
propriétés importantes de la symétrie orthogonale dans le plan sont celles lides 2 sa
caractéristique de symétrie par rapport & un hyperplan.

Quant au terme de symétrie centrale, il disparait (sauf dans I'étude des fonctions, pour le
graphe d'une fonction impaire ou plus généralement présentant un centre de symétrie) lors de
P'étude des rotations.

Certaines rotations simples (quart de tour) sont rencontrées dés le collége : leur étude est
approfondie en seconde, od l'on regarde simultanément l'effet sur le paraliélisme,
l'alignement, les distances, les angles et les aires des rotations, réflexions, translations et
homothéties (on retrouve ici la remarque déja faite en introduction : il n'y a pas & ce niveau de
séparation entre géométrie affine et affine euclidienne), ainsi que les images par ces
transformations de droites, segments et cercles. .

En classe de premiére sont abordées les composées de deux transformations {de méme nature)
prises dans la liste ci-dessus, ainsi que leurs réciproques.

Ces transformations ne font pas I'objet d'un enseignement obligatoire de terminale S ; en
revanche le programme de la spécialité mathématiques leur réserve une place importante.

Il est stipulé dans le programme :

"Il s'agit d'approfondir et réorganiser les acquis des classes antérieures dans le cadre des
isoméiries et des déplacements”.

Les isométries sont définies par la conservation des distances, et les déplacements par celle
des distances et des angles orientés ; on voit de plus que les isométries conservent le
parallélisme, I'orthogonalité, le contact, les barycentres et les aires.
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La conservation des barycentres peut &tre considérée comme une premiére approche de la
linéarité ; mais cette propriété apparait rarement comme outil dans les exercices.

On met a jour la propriété de stabilité par composition et réciproque des isométries et des
déplacements ; il s'agit clairement d'une préparation 4 la notion de groupe. On trouve donc en
germe l'idée de structure, d'ensemble de fonctions ; mais la structure sous-jacente est celle de
groupe et non celle d'espace vectoriel,

Le programme comporte aussi l'‘étude de la décomposition d'upe rotation en produit de
réflexions et une ébauche de classification des isométries fixant un point et des déplacements.

La notion d’isométrie est peu évoquée dans les manuels et cours de DEUG que nous avons
examinés. Le terme isométrie regoit d’ailleurs deux définitions différentes : « isométrie
vectorielle » peut étre employé comme synonyme d’automorphisme orthegonal (anone),
mais peut aussi désigner les applications conservant les différences de norme, ¢’est 4 dire les
composées d’automorphismes orthogonaux et de translations. Quelle que soit la définition
choisie, ¢’est la notion d’automorphisme orthogonal qui est centrale, et c’est autour de cette
notion que nous allons observer des continuités et des ruptures avec I’étude an lycée des
isométries.

Comme dans la plupart des cas que nous avons déja examinés, I’étude effectuée au lycée se
situe dans un cadre affine, tandis que celle de DEUG se déroule dans un cadre vectoriel. Une
conséquence notable est ici la disparition de la notion de translation ; une translation n’est pas
un automorphisme orthogonal, elle n’est donc plus associée naturellement en DEUG aux
symétries et aux rotations.

Une autre différence essentielle réside dans le fait que les isoméfries ne sont renconirées au
lycée que dans le cadre du plan ; en particulier on n’y parle pas d’isométries de I’espace.

La définition donnée en DEUG d’automorphisme orthogonal, basée sur la notion d’adjoint, ne
présente aucune parenté avec les notions vues au lycée. En revanche la propriété (Pgs)
(conservation de la norme) est proche de la définition d’isométrie (conservation des distances)
vue dans le secondaire. La propriété de conservation du produit scalaire n’est pas énoncée au
lycée ; elle pourrait étre vue, en utilisant ’expression du produit scalaire en fonction des
normes. Mais cette propriété n’est pas appelée & serv1r dans les exercices ; c’est sans doute ce
qui explique son absence du cours.

La transformation d’une base orthonormée en une base orthononnée, et son équivalence avec
les autres conditions, ne sont pas non plus évoquées au lycée alors qu’elles pourraient &tre
aisément démontrées, sans doute pour des raisons semblables a ceile citée & propos de la
conservation du produit scalaire.

Nous avons déja noté qu’une ébauche de classification est effectuée en terminale S, spécialité,
pour les isométries qui conservent au moins un point. On peut considérer que cette
classification préfigure I’étude systématique du groupe orthogonal. Cependant, dans 1’étude
du groupe orthogonal, la forme des matrices occupe une place centrale, tandis que la
classification effectuée au lycée repose sur des caractéristiques spatiales (médiatrice d’un
segment notamment).

La décomposition des rotations en produit de réflexions vue en terminale est un cas particulier
de la propriété (Pes).

Nous pouvons remarquer par ailleurs qu’il est implicitement admis au lycée que les isométries
sont des « transformations », c’est 4 dire des applications bijectives du plan. Ce résultat est en

Chapitre 4 ; 160
Géométrie et algdbre lindaire dans
les textes du savoir actuels



fait trés difficilement justifiable si 1’on n’utilise pas I’application vectorielle associée, et le fait
que 'injectivité et la surjectivité sont équivalentes en dimension finie.

1.6.2 Praxéologies

Un seul type de tiches de DEUG présente des liens avec des tiches rencontrées an lycée. En
effet, les isométries rencontrées au lycée sont des applications affines, agissant sur les points
et non sur les vecteurs. Par ailleurs les types de tiches que nous avons observés le plus
souvent au lycée consistent 4 déterminer des composées d'lsometrzes ou a étudier des
configurations 4 I'aide d'isométries (planes).

Tidorth : Identifier un automorphisme orthogonal d'un espace euclidien orienté de
dimension 2 ou 3 a partir de sa matrice dans la base canonique.

DEUG

Les éléments technologico-théoriques nécessaires sont fournis par l'étude du groupe
orthogonal correspondant. Nous n'avons pas rencontré cette tiche en dimension 2 ; en
dimension 3, elle est en revanche fréquemment proposée.

Une premiére partie de la technique consiste & vérifier que la matrice donnée représente bien
un autornorphisme orthogonal ; nous avons étudié cette technique dans le premier paragraphe
de cette partie. Dans un deuxiéme temps, il faut calculer le déterminant de la matrice ; un
déterminant égal & 1 montre qu'il s'agit d'une rotation ; pour un déterminant égal a -1, c'est une
symeétrie orthogonale, ou la composée d'une rotation et d'une telle symétrie.

Dans le cas d'une rotation, on détermine ensuite 'axe de celle-ci en cherchant 'ensemble des
vecteurs invariants. On cherche alors I'angle 6 de la rotation. La trace de la matrice est égale 3
2cos 8+ 1 ce qui donne le cosinus de l'angle 8; pour obtenir 'angle lui-méme, la technique
employée consiste 4 choisir un vecteur v de I'axe, et un vecteur u ofthogonal 3 'axe.

On calcule alors I'image de u, le sinus de l'angle est égal au déterminant de (u, r(u), v), divisé
par les normes correspondantes. On obtient donc ainsi 9, ce qui achéve de caractériser la
rotation.

Dans le cas ou le déterminant est égal & -1, on étudie I'ensemble des vecteurs invariants ; §'il
s'agit d'un plan, l'automorphisme sera la symétrie orthogonale par rapport 4 ce plan. Si
I'ensemble des vecteurs invariants est réduit au vecteur nul, on peut étudier l'opposée de la
matrice donnée ; on est ainsi ramené 3 1'étude d'une rotation, qui se fait comme nous l'avons
vu ci-dessus. L'application cherchée est la composée d'une rotation de méme axe que la
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rotation trouvee, et d'angle 8+ = (ol Oest I'angle de la rotation trouvée), et de la symétrie
orthogonale par rapport au plan orthogonal 4 I'axe de la rotation.
On peut également directement étudier la matrice donnée ; il faut alors déterminer l'ensemble

des vecteurs transformeés en leur opposé ; ce sera I'axe de la rotation, et 'orthogonal du plan de
la symétrie. La trace de la matrice est égale & 2cos 8- 1, et la formule employée ci-dessus pour

déterminer le sinus de l'angle de la rotation est encore valable ici.
Lycée

Dans certains exercices, portant sur l'identification d'une application f du plan donnée par son

expression complexe f{zy=az+b, ou f(z)=az +b, avec |aj=1, on trouve I'é/ément technologique :
recherche des points invariants par I'application, qui se rapproche de la recherche de Ker(f-
1d), faite dans Tigorh.

L'identification est basée sur les propriétés :

- si f(zy=az+b soit a =1, et c'est une translation ; sinon f est une rotation d'angle 'argument de
a, ¢t de centre le point d'affixe b/(1-a).

- si f{z)=az +b, f est une réflexion ou la composée d'une réflexion et d'une translation ; il s'agit
d'une réflexion si I'application posséde des points invariants, I'ensemble des points invariants
formant alors une droite.

La recherche des points invariants, dans le cas ot f(z)=az +b, conduit, en identifiant les parties
réelles et imaginaires, & résoudre un systéme d'inconnues x et y ; on aurait obtenu le méme
systéme en utilisant I'expression analytique.

Dans le manuel Transmath (1998), terminale S, Spécialité on trouve sous le titre "géométrie
analytique" des exercices portant sur I'identification d'isométries du plan données par leur
expression analytique (rappelons que de telles expressions ne sont pas au programme). Cette
identification est alors guidée. Ainsi dans l'exercice suivant :

Chapitre 4 : 162
Géométrie st algébre linéaire dans
les textes du savoir actuels



Exercice L6.1 (Transmath terminale S Spécialité, p.55)

Le plan orienté est muni d'un repére orthonormal direct (O, T ,T> )
S est la transformation qui 4 tout point M de coordonnées (x ; y) associe le point
M'(x'; y) tel que :

x*’“z'x%“-z—y
Rt

a) Montrer que S admet une droite D de points invariants.

b) Montrer que, pour tout point M non situé sur D, la droite (MM') est perpendiculaire 3 D, et
Ia milieu de [MM'] est situé sur D.

¢) Déduisez-en la nature de S.

L'application S est une réflexion ; on reconnalt dans un premier temps qu'elle admet une
droite de points invariants,

1] serait alors possible de vérifier qu'elle conserve les distances, et d'utiliser la classification
des isométries : une isométrie qui conserve une droite point par point est une réflexion. Mais
les calculs correspondants sont lourds, car le seul élément technologique permettant de
prouver que f est une isométrie est la conservation des distances.

Nous n'avons pu observer nulle part au lycée la tdche : montrer qu'une application est une
isométrie, tAche que I'on peut considérer comme proche de "montrer qu'une application est un
automorphisme orthogonal”.

Cette derniére tiche apparaissait en DEUG en tant que sous-tiche dans le type Tidautom
(identification d'un automorphisme orthogonal donné par sa matrice)-

Mais en DEUG les éléments technologiques disponibles rendent cette tiche simple : il suffit
par exemple de vérifier qu'une base orthonormale donnée est envoyée sur une autre base
orthonormale, en utilisant comme nous I'avons vu plus haut les colonnes de la matrice de
I'application, donnée dans la base canonique.

Revenons a l'exercice précédent et & l'identification, en terminale S, d'une isométrie
(réflexion) donnée par son expression analytique ; la technique suggérée pour conclure
consiste & prouver que si M' est 'image par f d'un point M, la droite D des points invariants
est la médiatrice du segment [MM']. Cette technique est propre 4 l'institution "terminale S" ;
nous ne l'avons pas rencontrée en DEUG, ou I'argument : une base orthonormée donnée est
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envoyée sur une base orthonormée, permet de s'en dispenser (notons que cet argument est
beaucoup moins proche de "l'intuition géométrique” de la symétrie que celui utilisé en
terminale).

La description du groupe orthogonal en dimension 2, et surtout en dimension 3, telle quelle
est faite en DEUG, repose sur la caractérisation des automorphismes orthogonaux par leur
ensemble de vecteurs invariants. Cette caractérisation suffit 3 déterminer la nature d'un
automorphisme orthogonal d'aprés la donnée de sa matrice ; une étude supplémentaire est
ensuite nécessaire pour préciser les paramétres de 1'application.

En terminale S (spécialité mathématiques), la classification des isométries du plan se fait de
méme d'apres leur ensemble de points invariants. Mais cette classification ne fournit pas de
technique simple d'identification d'une application donnée par son expression analytique
puisque, comme nous I'avons souligné ci-dessus, montrer qu'une application est une isométrie
entraine des calculs lourds.

Ce sont alors d'autres caractérisations, plus "géométriques”, qui seront employées : une
réflexion est caractérisée de la maniére que nous avons vue ci-dessus ; une rotation r sera
caractérisée par le fait qu'elle admet un unique point invariant O, et que pour tout point M du

- =
plan, OM=0r(M), et (OM , Or(M) )= 8, ou1 0 est l'angle de la rotation.

1.7 Conclusion

I’étude que nous venons d’effectuer met 2 jour des continuités et des ruptures entre la
géométrie rencontrée dans ’enseignement secondaire et ’algébre linéaire et bilinéaire vue a
I’université. Elle montre également qu’un enseignement intermédiaire pourrait &tre envisagé
pour renforcer les liens que nous avons observés : il pourrait s’agir d’un enseignement de
géométrie vectorielle euclidienne, voire d’algdbre linéaire et bilindaire en dimension
inférieure ou égale 3 trois. ’

Avant d’examiner la question des apports éventuels d’un tel enseignement, rappelons les
ruptures que nous avons observées,

Tout d’abord, ’enseignement du lycée se déroule dans le cadre de la géométrie affine
euclidienne. L’aspect « affine » implique que I’élément premier est le point ; les sous-espaces
considérés sont affines, les applications également, elles agissent presque uniquement sur des
points. L’introduction du vecteur est liée 4 la notion de translation ; cette introduction entratne
des difficultés didactiques connues, par exemple en ce qui concerne la séparation entre un
vecteur et un représentant de ce vecteur. L’objet premier reste le point ; le vecteur prend
toutefois de I’importance aprés la définition du produit scalaire. 1’affine et ’euclidien sont
fortement associés, et leur séparation semblerait contraire 3 I’intuition dans ce cadre :
Porthogonalité, Ia norme y sont des notions naturelles.

De plus, au lycée, I’étude du plan et celle de espace sont effectuées séparément, avec des
différences de vocabulaire (il s’agit notamment de « plan » et « d’espace », et non d’espaces
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de dimension 2 et 3, le terme dimension n’étant pas employé). De méme dans I’espace,
droites et plans apparaissent comme des objets de nature tout a fait différente de celle de
Pespace complet, la structure commune n’est pas soulignée.

On est souvent amené a4 considérer I’effet d’une application sur une configuration
géomélrique ; mais les applications apparaissent peu comme objet d’étude 4 part entiére (ce
n’est le cas que pour les isométries).

D’une maniére générale, les propriétés spatiales restent centrales, en particulier dans les
exercices proposés, mais également dans les définitions et les propriétés données. Comme
nous 1’avoups dit, I’étude des applications est liées a celle des configurations. De méme, pour
déterminer si des vecteurs sont colindaires ou coplanaires, on attend souvent des éléves qu’ils
utilisent une configuration géométrique particuliére.

Par ailleurs, les types de tiches de DEUG que nous avons mentionnés parce qu’ils
présentaient des liens avec des types de tiches rencontrés au lycée correspondent 3 des
_exercices ¢lémentaires au niveau de I'université. I est rare que de tels exercices fassent Fobjet
d’une étude approfondic en travaux dirigés, les contraintes de temps conduisant a passer
rapidement & des tiches plus complexes. Ainsi 4 PUniversité de Rennes 1, I’identification
d’un endomorphisme orthogonal en dimension 3 faisait, en 1998-1999 I’objet d’environ deux
heures de travaux dirigés; des exercices plus théoriques, portant sur la notion
d’endomorphisme adjoint, ou la réduction simultanée de formes quadratiques étaient
privilégiés. Nous reviendrons sur ce point dans la partie suivante, dans laquelle nous allons
examiner des manuels destinés aux étudiants de DEUG, en notant en particulier les exercices
relevant des types de tAches que nous avons évoqués ci-dessus.

Un enseignement d’algebre linéaire ct bilindaire, limité a la dimension trois pourrait-il
atténuer ces ruptures ? Un tel enseignement permettrait sans doute de renforcer Je lien entre ce
qui est fait au lycée et ce qui est vu en DEUG sur certains points. Il permettrait d’autre part
d’introduire des notions d’algébre linéaire sans présenter d’emblée ensemble de la théorie.
On pourrait, dans un tel enseignement, introduire notamment les notions de sous-espace
vectoriel, famille libre, génératrice, application linéaire (en soulignant éventuellement
projections, symétries), matrice d’une telle application, voire réduction d’endomorphismes,
ainsi que I’étude des espaces euclidiens limités 4 la dimension 3, avec en particulier ce qui
concerne les isométries. Mais la faiblesse des dimensions en jeu, et Pemploi de concepts
figuratifs conférant aux propriétés spatiales une place centrale lorsque la dimension est ainsi
limitée, méme dans un enseignement d’algébre linéaire, ne permettent sans doute pas de
combler tous les écarts rappelés ci-dessus. Pour évaluer plus précisément ce qui pourrait ou ne
pourrait pas étre amélioré ainsi, nous allons examiner les propriétés que nous avons évoquées
dans I’étude précédente.

Nous avons mentionné au total 31 propriétés vues en DEUG ; 17 d’algébre linéaire, et 14
d’algebre bilinéaire. Parmi ces propriétés, 15 sont an moins partiellement évoquées dans
I’enscignement secondaire (7 en algébre linéaire, et 8 en algébre bilinéaire), ¢’est & dire que
I'on trouve, au moins dans ’'un des manuels du secondaire que nous avons examinés, un
résultat pouvant étre interprété comme un cas particulier de cette propriété, :

Dans le cadre de ’algebre linéaire (et bilinéaire) en dimension inférieure ou égale a trois,
certaines de ces propriétés apparaissent comme des évidences spatiales ; d’autres ne semblent
pas évidentes mais restent peu pertinentes, du fait de la limitation de dimension. Nous allons
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récapituler dans le tablean ci-dessous les propriétés évoquées dans I’enseignement secondaire,
celles qui ne sont pas vues dans le secondaire mais sont évidentes spatialement ou rendues
peu pertinentes du fait de la limitation & la dimension trois, et enfin celles qui ne
correspondent a ancun de ces deux cas.

Propriétés évoquées|Evidences spatiales, Propriétés déja
au lycée ou propriétés|pertinentes, non
d’importance limitée | évoquées au lycée
par la dimension £ 3
Familles libres P1) P12) . (P13) (Pis)
Bases (P21) (P26) (P22) (P23) (P24) (P23)
(P27)
Equations d’un (Par) (Pa2) | (Pa3)
sous-espace
Projection (Ps1) (Ps2) (Ps3)
Projection (Pss) (Pss) |
orthogonale
Orthogonalité (P35) P36) (P37) (P3s) | (P31) (P33} (Psa) (Pz)
Endomorphismes (Ps2) (Psa) (Ps1) (Pe3)
orthogonaux

Nous avons choisi I’ordre de présentation du tableau de maniére 4 séparer algebre linéaire et
algebre bilinéaire.

D’aprés ce tableau, 6 des 31 propriétés citées ne sont pas rencontrées dans le secondaire, et
semblent déja pertinentes dans le cadre de ’algébre linéaire ou bilinéaire limitée a la
dimension 3. Certaines de ces propriétés sont liées & des notions nouvelles, que 1’on peut
introduire en dimension inférieure ou égale a trois : (P14) (une famille contenant le vecteur nul
est liée) repose sur la définition générale de famille liée, qui n’est pas vue an lycée ; (Ps3)
concerne le noyau et ’image d’une projection ; (P32) la notion générale de forme bilinéaire.
Les autres propriétés ne nécessitent pas I’introduction de notions nouvelles : (P43) (nombre
minimum d’équations d’un sous-espace) pourrait étre évoquée au lycée, si I’on présentait les
équations cartésiennes de droites dans I’espace ; (Pg1) et (Ps3) (caractérisation des isométries
vectorielles par conservation du produit scalaire et d’une base orthonormée) pourraient y étre
établies 4 propos des isométries affines.

Par ailleurs, les liens que nous avons mentionnés avec des propriétés vues au lycée sont des
liens possibles. Certains d’entre eux concernent des résultats qui ne sont que briévement
évoqueés au lycée, comme (Pga) : les coordonnées du projeté orthogonal d’un vecteur dans une
base orthonormée. D’autres liens demandent une adaptation de la propriété de lycée
correspondante : le passage d’une application affine & une application vectorielle par exemple.
Enfin la plupart de ces liens ne sont sans doute pas soulignés par les enseignants de
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P'université’ : ainsi, on peut supposer que le lien entre le Théoréme de Thalés et la linéarité
des projections est rarement mentionné. Un enseignement spécifique peut donc sembler
nécessaire.

Il reste toutefois 10 des 31 propriétés évoquées qui restent peu, ou pas pertinentes, en
diroension inférieure ou égale 2 trois. C’est le cas des propriétés d’existence : existence de
bases, de bases orthogonales ((P2), (P31)), d’un supplémentaire orthogonal (Ps4), qui semblent
intuitivement évidentes. Les propriétés liées 4 la notion de famille génératrice, (Py3) et (Py7), si
elles ne correspondent pas 4 des évidences spatiales, sont en revanche d’un intérét limité
lorsque la dimension est faible. Ainsi la possibilité d’extraire une base d’un plan d’une famille
génératrice de celui-ci (dans ’espace) revient simplement & constater qu’une telle famille
contient nécessatrement deux vecteurs non colinéaires. Notre liste de propriétés n’est bien siir
pas exhaustive ; mais le fait que prés du tiers de celles-ci ne puissent étre travaillées de
maniére significative lorsque la dimension est faible montre les limites des différents modéles
de nature géométrique que nous avons distingués en nous appuyant sur les travaux de
Fischbein (et auxquels nous adjoignons, ici, 1’algébre linéaire en dimension inférieure ou
égale a trois).

En revanche, en ce qui concerne les tiches, la limitation du nombre de dimensions semble
moins restrictive. En effet, toutes les tiches que nous avons citées pourraient étre travaillées
dans un enseignement d’algebre linéaire limité 4 la dimension trois. Déterminer si une famille
est libre, déterminer une base, ou un systéme d’équations d’un sous-espace, calculer la
distance d’un vecteur & un sous-espace, identifier une isométrie a sa matrice sont des tiches
qui peuvent donner lieu 4 des exercices dans un tel enseignement. De plus des tiches
nouvelles pourraient &tre abordées, comme la détermination de la matrice dans une base
donnée, du noyau ou de I’image d’un endomorphisme, ou méme la réduction d’un tel
endomorphisme. Ces tiches semblent essentiellement lides 4 un aspect analytique de 1’algébre
linéaire (« le point de vue matriciel», selon les termes du programme de classes
préparatoires). Cependant elles peuvent, selon nous, donner lieu & des exercices relevant de
I’aspect synthétique, ou du moins 4 des exercices non calculatoires. Ainsi on retrouve Ia tiche
« déterminer si une famille est libre » dans ’exercice « Soient u, v, w trois vecteurs deux a
deux non colinéaires. La famille {u, v, w} est-elle libre ? ». Or cet exercice$ peut étre proposé
dés que la notion de famille libre a ét¢€ abordée, méme si la dimension est limitée 3 trois.

Un tel travail permettrait de préparer aux tiches plus complexes qui sont proposées en algébre
linéaire générale.

Nous allons maintenant examiner des manuels universitaires actuels, en y relevant en
particulier la présence des tAches que nous avons mentionnées ci-déssus.

7 Ceci sera Iargement confirmé au chapitre suivant par notre questionnaire aux enseignants.
8 Nous étudierons en détail cet exercice dans e chapitre suivant.

Chapitre 4 : 167

Géométrie et algébre linéaire dans

les textes du savoir actuels



2. Analyses de manuels universitaires récents

Nous allons analyser ici six manuels récents destinés a des étudiants de premier cycle
universitaire. Nous avons choisi quatre manuels frangais : Algébre premiére année, de Liret et
Martinais (Dunod, Paris, 1997) ; dlgébre et géométrie deuxiéme année des mémes auteurs
(Dunod , Paris 1999) ; Algébre linéaire, de Grifone (Cepadugs éditions, Toulouse, 1990) ;
Algébre linéaire, de Pham et Dillinger (Diderot éditeur, Paris, 1996), un manuel américain :
Linear Algebra Through Geometry, de Banchoff et Wermer (Springer-Verlag New-York,
1992), et un manuel allemand : Lineare Algebra und Analytische Geometrie de Schaal
(Vieweg, Braunschweig 1976). Parmi ces livres, quatre sont, & notre connaissance, utilisés
comme support au cours et conseillés comme référence aux étudiants dans le pays
correspondant : Liret et Martinais, Grifone, Schaal. Les deux autres, de Pham et Dillinger
d'une part et de Banchoff et Wermer d'autre part, semblent adopter une présentation
originale ; ils seront probablement plus difficiles d’abord pour des étudiants qui souhaiteraient
les étudier par eux-mémes.

Nous avons retenu ces ouvrages car, comme nous le verrons dans l'analyse, les choix pour
l'emploi de la géométrie dans le cours d'algébre linéaire ou bilinéaire proposés par chacun
sont sensiblement différents ; ils permettent de dégager différentes tendances qui peuvent se
manifester de nos jours en premier cycle universitaire.

Pour chacun de ces ouvrages, nous aflons employer pour Panalyse les mémes tableaux qu’au
chapitre précédent. De plus, en nous appuyant sur I'étude réalisée dans Ia premiére partie de
ce chapitre?, nous noterons dans les ouvrages frangais les exercices relevant de types de tiches
que nous avons cités.

Notre étude des praxéologies nous a permis de déterminer neuf types de tiches rencontrés en
premier cycle, qui peuvent apparaitre comme des généralisations de tiches de lycée (cing en
algébre linéaire, et quatre en algébre bilinéaire) :

- Déterminer si une famille est libre (Tigre)

- Déterminer une base d'un sous-espace (Tpasesev)

- Déterminer les coordonnées d'un vecteur dans une base (Tcoord) -
- Déterminer des équations cartésiennes de sous-espaces {Tsqsev)

- Identifier ’ensemble solution d’un systéme-linéaire (Tsystiin)

- Montrer qu'une famille forme une base orthogonale ou orthonormée de l'espace
(Tvaseorth)

- Déterminer une base de I'orthogonal d'un sous-espace (Torthsev)

9 Parmi les livres que nous allons analyser dans cette partie, seul celui de Grifone nous a servi dans notre étude
de tiches. 1l nous a cependant semblé intéressant de le reprendre ici, car ce livre propose un point de vue
original, dans lequel ia géométrie tient une place importante.
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- Calculer la distance d'un vecteur 4 un sous-espace (Tprojorth)

- Identifier une isométrie de IR? auIR3 donnée par une matrice (Tigor).

Nous conclurons pour chaque manuel en tentant de décrire les caractéristiques de l'articulation

algebre linéaire (ou bilinéaire)-géométrie qui se dégagent de I'analyse.

2.1 Liret et Martinais, premiére année

2.1.1 Contenu

Auteur(s) Frangois Liret Dominique Martinais
Titre Algébre premiére année
Editeur-Année Dunod, Paris, 1997

Public Etudiants premiére année d'université

Organisation du livre

12 chapitres, dont 4 d’algébre linéaire

Notions d'algébre

Matrices, systémes linéaires, déterminants, e.v., s.e.v., familles

linéaire (a.l.)] libres, génératrices, bases, dimension, applications linéaires.
présentées

Chapitres de | Non.

géométrie avant l'a.l.

Vocabulaire 6 termes issus de la géométrie, tous apparaissent en algébre
géométrique dans les | linéaire générale,

chapitres d'a.L.

Exercices présentant
des types de tiches
liés a la géométrie du
lycée

Dans les quatre chapitres consacrés a l'algébre linéaire
(matrices, déterminants, espaces vectoriels, applications
linéaires), il y a 67 exercices, dont 4 comportent des tAches
liées 4 la géométrie du lycée.

Lien vectoriel-affine

Un chapitre est consacré a la géométrie affine dans IRD, apres
l'algébre linéaire. Les n-uplets sont alors considérés soit
comme des vecteurs, soit comme des points,

Figures Pas de figures dans les chapitres d'algébre linéaire.
14 figures dans le chapitre de géométrie affine, dont 9 en
dimension < 3, et 5 en dimension quelconque.
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Discours explicite sur | (Chapitre : applications linéaires)
I'e ) _hen' a}g_ebre "Voici des applications linéaires utiles en géométrie.”
linéaire-géométrie . e
Cette phrase précéde les définitions, dans le cadre de l'algébre
linéaire générale, des notions d'homothétie, projection et
symétrie. Aucun détail n'est donné sur I'utilité en géométrie de

ces applications,
(Chapitre : géométrie affine)

“Nous ailons voir que les calculs et les résultats de F'algébre linéaire dans I

TR et R’ rendent compte des propriétés affines de la géométrie du plan et
de l'espace ordinaire."

" Lorsque nous appelons "point” un &lément de IR’ cela signifie que cet
élément peut se représenter comme un point de la géométrie, sur une figure

plane dans le cas d'un pomt de IR, a I'aide d'une "figure dans l'espace”
dans le cas d'un pomt deIR’.. . Lorsque nous ne voudrons pas interpréter

un élément v de IR” comimne un point, pous dirons gue v est un vecteur,
comme d'habitude pour les éléments d'un espace vectoriel."

Adéquation discours- | La premiére partie du discours : "applications linéaires utiles |
contenu du livre en géométrie” s'explique a la lecture du chapitre de géométrie |
affine. En effet les projections, symétries et homothéties (plus
les translations) sont revues alors comme applications affines
de IR". Les seules figures représentant une situation dans IR
avec n quelconque illustrent les effets de ces applications.

Emploi du vocabulaire géométrique dans les chapitres d’algébre linéaire

Utilisé en dimension < 3 Utilisé en algébre linéaire|Utilis€ dans d’autres cadres
‘ , générale ‘

Espace, droite, homothétie, | Espace, droite, homothétie, | Espace, droite

projection. projection, symétrie, plan.

2.1.2 Types de tiches )

- Déterminer une base d'un sous-espace (Thasesey) : 1 €Xercice
- Déterminer les coordonnées d'un vecteur dans une base (Tegord) © 2 exercices

- Déterminer des équations cartésiennes de sous-espaces (Tegsev) © 1 exercice

2.1.3 Conclusion

Dans ce livre, seules sont présentées les premiéres notions d'algébre linéaire (ce qui est
usucllement vu en premiére année d'université). Le point de vue choisi est essentiellement
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analytique : ainsi les matrices sont introduites avant les applications linéaires, et I'étude de la
géoméirie affine est limitée & IR .

Il n'y a dans ce livre aucun discours explicite au sujet d'un éventuel emploi de la géométrie
dans un cours d'algébre linéaire. Trés peu de vocabulaire géométrique est employé (6 mots),
peu d'exercices sont liés 4 la géométrie du lycée, et on ne trouve aucune figure dans les
chapitres d'algébre linéaire.

On peut donc dire que dans la présentation de 1'algébre linéaire qui est proposée ici on
n’observe pas, ou trés peu de recours 3 un modéle géométrique.

2.2 Liret et Martinais, deuxié¢me année

2.2.1 Contenu

Auteur(s) Frangois Liret Dominique Martinais

| Titre Algebre et géométrie deuxiéme année
Editeur-Année Dunod, Paris, 1999 "

Public Etudiants deuxiéme année d'université

Organisation du livre | 11 chapitres, dont 6 d’algébre linéaire ou bilinéaire.

Notions d'algébre| Somme, dualité, déterminant, réduction des endomorphismes,
linéaire (a.l.)]espaces euclidiens, endomorphismes d’espaces euclidiens,
présentées formes quadratiques.

Chapitres de|Non.
géoméirie avant l'a.l.

Vocabulaire 15 termes issus de la géométrie, employés plutbt en
géométrique dans les

i ion <
chapitres d'a.l. dimension <3

Exercices présentant| 6 exercices, sur un total de 137 dans les 6 chapitres d’algébre
des types de tiches | linéaire ou bilinéaire.
liés a la géométrie du
lycée

Lien vectoriel-affine |L’étude des espaces affines euclidiens fait I’objet d’un
chapitre, qui suit les deux chapitres consacrés aux espaces
euclidiens. La notion générale d’espace affine y est présentde,

Figures 13 figures dans les chapitres d’algébre lindaire et bilinéaire ; |

toutes illustrent des situations en dimension < 3,
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Discours explicite sur | (Chapitre : Espaces affines euclidiens)
iiiléailr:géor;; tf;::brc « Nouss avons montré en premiére annde comment- "algébre lindaire de }Rz
et IR permet de rendre compte de la géométrie affine du plan ou de
I'espace. De méme, nous allons voir que les propriétés métriques de Ia
géométrie plane ou de la géométrie dans I’espace traduisent la structure
d’espace euclidien en dimension 2 ou 3. »

Adéquation discours- | Discours et contenu en adéquation. Dans ce livre, la géométrie
contenu dulivie  |n’est pas ou peu employée en algébre linéaire ; en revanche,
Palgébre linéaire est utilisée pour fonder la géométrie,

Emploi du vocabulaire géométrique dans les chapitres d’algébre linéaire et bilinéaire

Utilisé en dimension < 3 Utilisé en algébre linéaire ou bilindaire
générale

Espace, plan, droite, homothétie, symétrie, | Espace, plan, droite, homothétie, symétrie,
isométrie, orthogonal, médiane, triangle, aire, | isométrie, projection.
parallélogramme, rectangle, point, rotation,

2.2.2 Types de tiches

- Déterminer les coordonnées d'un vecteur dans une base (Tcoorg) : 1 exercice
- Déterminer une base de I'orthogonal d'un sous-espace (Torthsev) : 2 exercices
-~ Calculer la distance d'un vecteur 4 un sous-espace {Tprojorth) : 1 exercice

- Identifier une isométrie de IR? ouIR3 donnée par une matrice (T idorth) : 2 exercices

2.2.3 Conclusion

Dans ce livre, la géométrie semble plus présente que dans le précédent. On observe plus de
vocabulaire géométrique, et de dessins. Les dessins, et les tAches liées A la géométrie du lycée,
se trouvent essentiellement dans les chapitres d’algébre bilinéaire. On peut dire cette fois que
les auteurs ont recours 4 un modele géométrique, en ce qui concerne le cours d’algébre
bilinéaire. En plus du vocabulaire et des dessins, ceux-ci ont en effet également choisi de
présenter les espaces euclidiens avant les formes quadratiques queiconques.

Toutefois le rble du modéle géométrique reste limité ; la plupart des définitions et propriétés
sont données d’emblée dans un cadre général. L ’une des raisons de la présence de vocabulaire
géomeétrique est I’étude usuelle de la classification des isométries du plan et de ’espace. Il ne
semble donc pas que les auteurs attachent une importance particuliére a4 un support
géométrique, '
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2.3 Pham et Dillinger

2.3.1 Conienn

Auteur(s) Frédéric Pham et Hervé Dillinger

Titre Algebre linéaire

Editeur-Année Diderot éditeur, Paris 1996

Public Etudiants premier cycle et classes préparatoires

Organisation du livre

1 prologue, 4 chapitres, 3 appendices

Notions d'algébre
linéaire (a.l.}
présentées

Ev., s.e.v., familles libres, génératrices, bases, dimension,
systémes linéaires, applications linéaires, matrices,
déterminants, réduction.

Chapitres de
géometrie avant I'a.1.

Non. Une partie du prologue présente une  géométrie affine
basée sur les notions de droite et de parallélisme (une
géométrie d'extra~terrestre !), qui conduit au calcul vectoriel.

Vocabulaire
géométrique dans les
chapitres d'a.l.

16 termes issus de la géoméirie, dont 6 utilisés en algdbre
linéaire générale.

Exercices présentant
des types de tiches
liés 4 la géométrie du
lycée

84 exercices, un seul comporte une tiche liée 4 la géométrie du
lycée.

Lien vectoriel-affine

Dans le prologue, la géométrie affine conduit au calcul
vectoriel.

Dans le chapitre 2, la notion d'espace affine est définie 2 partir
de l'espace vectoriel sous-jacent. Dans les exemples et les
exercices, affine et vectoriel sont souvent mélangés sans
précisions. :

Figures 11 figures (hors prologue et appenchces) toutes illustrent des
situations en dimension <3.

Chapitre 4 : 173

Géométrie et algtbre linéaire dans

les textes du savoir actuels




Discours explicite sur
le lien algébre
linéaire-géométrie

(Avertissement au lecteur)

« Notre principal souci, que résume le slogan dualité entre géométrie et
calcul, est d’amener peu 4 peu les étudiants 4 maitriser les allers-retours
entre la pensée géométrique et le monde des calculs. L’algébre lindaire
présente un magnifique formalisme unificateur entre ces deux fagons de
penser. »

{Chapitre 0, Prologue)

« L’intérét du point de vue géoméirique est clair dés que toute
information peut étre condensée par un dessin dans le plan. If Pest déja
moins lorsque I'on est obligé A recourir 4 une figure dans I’espace 4 trois
dimensions. Mais que faire lorsque le nombre de variables ne permet pas
une repreésentation dans un espace de dimension 2 ou3 ? »

« La formulation [des axiomes de la géométrie] unanimement acceptée
anjourd’hui est fondée sur I’algébre lindaire. Elle présente I’avantage de
faire apparaitre de fagon trés naturelle les notions de plan, ou d’espace 3
trois dimensions, comme des cas particuliers d’espaces 3 n dimensions.
Bien siir si n est plus grand que trois, il n’est pas question de dessiner des
figures. Mais lorsque vous aurez appris 4 remplacer votre intuition sensible
du plan ou de I’espace par des raisonnements rigoureux basés sur les
axiomes des espaces affines ou vectoriels, vous vous rendrez compte que
ces raisonnements permettent de faire de la géométrie en dimension
quelconqgue. »

(Chapitre 2, a propos d’exercice of on demandait de dessiner)

« Tous les exercices qui précédent sont des exercices de mathématique
impure, en ce sens qu’ils reposent sur une expérimentation graphique. Nous
verrons dans les paragraphes suivants comment transformer ces receftes
empiriques en discours mathématique cohérent, articulé selon une logique
rigoureuse. »

Adéquation discours-
contenu du livre

Discours et contenu en adéquation.

II'y a dans le livre des exercices dans lesquels on demande &
I’étudiant de faire un dessin ; tous se déroulent en dimension 2.

Toutes les figures représentent des situations en dimension 2
ou 3 ; iln’y a pas d’usage métaphorique du dessin.

Le passage a des dimensions 2 3 représente bien un « saut dans
I’abstraction » ; il n’y a plus de dessins, mais des
raisonnements rigoureux basés sur des axiomes.
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Emploi du vocabulaire géométrique dans les chapitres d’algébre linéaire

Utilisé en dimension < 3 Utilis¢ en algébre linéaire | Utilisé dans d’autres cadres
générale

Espace, point, paralléle,|Espace, point, paralléle,|Espace
projection, droite, demi-|projection, symétrie,
droite, plan, triangle, axe, |homothétie.
parallélogramme, aire,
longueur, volume,
parallélépipéde.

2.3.2 Types de tiches

Un seul exercice comporte un des types de tdches que nous avons retenu : Identifier
I’ensemble solution d’un systéme linéaire {Tsystlin)-

2.3.3 Conclusion

Ici I'emploi de la géométrie est un enjeu fondamental pour les auteurs. Nous n'avons cité dans
le premier tableau que quelques extraits des discours tenus a ce sujet dans le livre ; il y en a
bien d'autres, et les titres méme des chapitres : "Espaces vectoriels et géométrie” (Chapitre 1),
"Dualité entre géométrie et calcul" (Chapitre 2) sont trés significatifs a cet égard.

L'emploi effectif de la "géométrie” (il faut bien entendu préciser le sens attribué 3 ce terme)
dans le livre semble se présenter sous deux aspects distincts.

Tout d'abord une place importante est attribuée aux dessins, pour représenter des situations en
dimension 2 (plus rarement 3). La particularité ici est la présence d'exercices demandant
effectivement au lecteur de dessiner. Mais ces exercices sont qualifiés de "mathématique
impure", et ont, selon les auteurs eux-mémes, un statut d'expérimentation. Ensuite le lecteur
est appelé a effectuer un "saut dans I'abstraction”, I'objectif étant de "remplacer votre intuition
sensible du plan ou de l'espace par des raisonnements rigourcux basés sur les axiomes des
espaces affines ou vectoriels". '

Ces raisonnements appartiennent encore selon les auteurs & une géométrie en dimension
quelconque, notamment a cause de I'emploi du vocabulaire géométrique, mais surtout parce
qu'ils se rattachent au "point de vue de la géométrie”.

Il semble dans ce cas que le terme "géomstrie" désigne en fait une approche éynthétique de
I'étude des espaces vectoriels ou affines, par opposition A ce qui est de 'ordre du calcul.

Les modeéles en jeu ici sont donc d’une part un modele figuratif, dont I'importance est
soulignée surtout en dimension 2, éventuellement en dimension 3. Le recours a ce modéle
pour des dimensions supérieures est explicitement écarté, les auteurs refusent un emploi
métaphorique du dessin. D’autre part, I’algébre linéaire synthétique est considérée comme
géometrique, par opposition au point de vue analytique. Aucun de ces deux modéles ne peut
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donc étre considéré comme géométrique, selon le sens que nous avons attribué 4 I’expression
« modéle géométrique » : I'un est un modéle figuratif, et autre un modéle théorique, qui

n’est pas relié & un modéle figuratif .

2.4 Grifone

2.4.1 Contenu

Auteur(s) Joseph Grifone

Titre Algébre linéaire

Editeur-Année Cepadues, Toulouse, 1990

Public Etudiants premier cycle

Organisation du livre | 9 chapitres, 7 appendices

Notions d'algebre| E.v., s.e.v., familles libres, génératrices, bases, dimension,

linéaire (a.l.)|systémes linéaires, applications linéaires, matrices,

 présentées déterminants, réduction, espaces euclidiens, formes bilinéaires,
hermitiennes.

Chapitres de | Non.

géométrie avant 'a.l.

Vocabulaire 25 termes issus de la géométrie, dont 12 apparaissent dans un

géométrique dans les | cadre d'algébre linéaire générale.

chapitres d'a.l.

Exercices présentant
des types de tiches
liés 4 la géométrie du
lycée

204 exercices, dont 10 comportent des tiches lides a la
géométrie du lycée.

Lien vectoriel-affine

Ce livre aborde la géométrie affine en appendice (II1).

L'auteur y écrit : "La notion d'espace affine a été introduite
pour rendre compte des vecteurs issus de points différents."

Un sous-espace affine est présenté comme limage d'un

sous-espace vectoriel par une translation.

Figures 62 figures (hors appendices), dont 8 illustrent des situations en
dimension quelconque. :
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Discours explicite sur
e lien algébre
linéaire-géométrie

(dvant-propos)

"L'algébre linéaire a sans doute une place spéciale parmi les disciplines
enseignées en premier cycle...l'algébre et la géoméirie se mélent
constamment, I'imagination est sans cesse sollicitée et, de ce fait, elle est
trés utile 4 Ia formation de J'esprit mathématique.”

(Chapitre : espaces vectoriels, aprés présentation de R2et IRS)

"L'exemple que l'on vient d'étudier est trés utile, car il permet d'avoir
présent 4 l'esprit un modéle géométrique qui peut servir de support a
Pintuition. Cependant, il est important de comprendre que cette
interprétation, méme si elle est suggestive, n'est pas essentielle 4 la théorie.
D'abord parce que nous ne considérons pas seulement des espaces de

dimension 2 ou 3 comme IR ou ]R?’, mais aussi des espaces de dimension
supérieure, comme IR, ou méme infinie...dans ce cas, I'analogie avec les
vecteurs de I'espace ordinaire risque de ne pas étre d'un grand secours.

D'autre part, on considérera aussi la multiplication des vecteurs par des
nombres complexes...dans ce cas, linterprétation géométrique de la loi de
produit a'est pas évidente.

Ceci dit, le support géométrique est particuliérement important en algébre
linéaire et, en régle générale, il ne faut pas se priver d'y faire appel.”

Adéquation discours-
contenu du livre

Discours et contenu en adéquation. En particulier, les espaces
euclidiens sont présentés avant les formes quadratiques
(T'auteur souligne ce choix en avant-propos), et en commengant
par I'étude de IRPet IR3 ; au-deld de la dimension 3, peu de
références 4 la géométrie.

Emploi du vocabulaire géométrigue dans les chapitres d’algébre linéaire

Utilisé en dimension < 3 Utilis€ en algébre lindaire ou | Utilisé dans d’autres cadres

bilinéaire générale

Espace, orthogonal, longueur, |Espace, orthogonal, longueur, |Espace, orthogonal.

droite, plan, projection,
translation, rotation, angle, translation, rotation, angle,
volume, triangle, cone, sens, |volume, triangle, cone.
parallélogramme, bissectrice,
symeétrie, aire, point, alignés, .
milieu, segment, repére,

distance, théoréme de
Pythagore, isométrie.

droite, plan, projection,

2.4.2 Types de tiches

- Déterminer une base d'un sous-e¢space donné par une représentation paramétrique

(Tbasesev) : 1 exercice

- Déterminer les coordonnées d'un vecteur dans une base (Teoord) ¢ 3 exercices
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- Déterminer des équations cartésiennes de sous-espaces (Tegsev) : 3 exercices
- Deéterminer une base de l'orthogonal d'un sous-espace (Torthsey) : 1 exercice
- Calculer la distance d'un vecteur 4 un sous-espace (Tprojorth) : 1 exercice

- Identifier une isométrie de IRZoaIR3 (Tidorm) : 2 exercices.

2.4.3 Conclusion

Dans ce livre, l'auteur utilise significativement la géométrie, comme le montrent les différents
indicateurs que nous avons retenus : 26 termes géométriques, 10 exercices liés 4 la géométrie
du lycée, 62 figures.

Toutefois, Grifone émet des doutes quant a I'emploi d'analogies géométriques en dimension >
4, et lorsque le corps de base est d;fferent de IR ; le contenu du livre refléte cette position. En
effet, des situations dans IR” cu IR’ sont u‘uhsees a titre introductif, et des tiches lides 4 la
géométrie sont proposées en dimension <3. Mais moins de la moitié du vocabulaire
géométrique est utilisé dans un cadre général, et seuls 8 dessins sur les 62 présents illustrent
des situations générales.

Le modéle géométrique, identifié ici a R et IR, est présenté avant les généralités, et semble
pouvoir servir a une meilleure compréhension de I'algébre linéaire en dimension < 3 ; mais le
recours 4 la géométrie, ou 4 une "intuition géométrique” au-dela de ces dimensions n'est pas
envisagé,

2.5 Banchoff-Wermer

2.5.1 Contenu
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Auteur(s) Thomas Banchoff John Wermer

Titre Linear Algebra through Geometry

Editeur-Année Springer Verlag, New York, 1992

Public Etudiants premier cycle (undergraduates)

Organisation du livre | 8 chapitres

Notions d'algébre| E.v., s.e.v., familles libres, génératrices, bases, dimension,

linéaire (a.1.)|applications linéaires, matrices, systémes lindaires,

présentées déterminants, réduction (la réduction n'est vue qu'en dimension
_ <3), espaces euclidiens.

Chapitres de|Les quatres premiers chapitres sont intitulés respectivement :

géométrie avant I'a.l.

Vectors in the Line, The geometry of vectors in the plane,
Vector Geometry in 3-space, et Vector geometry in n-space,
n24. Ces chapitres ne comportent pas de présentation
axiomatique, les notions d'algébre linéaire citées ci-dessus y
sont présentées, 3 l'exception de celles d'espace vectoriel, sous-
espace vectoriel et famille génératrice.

Vocabulaire
géométrique dans les
chapitres d'a.l.

36 termes issus de la géométrie ; 24 sont utilisés en dimension
4, 4 dans un cadre général, et 2 dans d'autres cadres.

Lien vectoriel-affine

Ce lien reste implicite ; en particulier le terme "affine” n'est
jamais employé. Les éléments des espaces considérés sont
désignés indifféremment comme des points ou comme des
vecteurs.

Figures Ce livre comporte 92 figures, dont 5 illustrent des situations en
dimension 4, et 2 des situations générales.
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Discours explicite sur
le lien algébre
linéaire-géométriel?

(Préface)

"Dans ce livre nous conduisons I'étudiant 4 une compréhension de 'algébre
linéaire élémentaire en soulignant la signification géométrique de ce sujet.
Notre expcrience nous a convaincus que la meilleure maniére pour
I'étudiant d'apprendre les nouvelles idées de l'algdbre lindaire est
d'enraciner celles-ci dans la géométrie usuelle 2 deux ou trois dimensions.
Beaucoup de notions importantes d'algébre linéaire apparaissent déja dans
ces dimensions de maniére non triviale, ¢t un étudiant familier de ces idées
les étendra sans peine & des dimensions supeneures et 4 des sytdmes plus
abstraits,”

(Chapitre 2 : The geometry of vectors in the plane)

"Beaucoup des théorémes familiers de la géométrie du plan apparaissent
sous un nouvet angle quand nous les reformuions dans le langage des
vecteurs, Ceci est particuliérement vrai pour les théorémes qui sont
usuellement exprimés dans le langage de la géométrie analytique, parce que
la notation vectorielle nous permet d'utiliser un seul symbole pour désigner
un couple de nombre qui représente les coordonnées d'un point. Ceci ne
nous fournit pas seulement des notations simples pour exprimer des
résultats importants, mais permet également de nous concentrer sur les
propriéteés algébriques des vecteurs.”

(Chapitre 4 : Vector geometry in n-space, n>4)

"Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment le langage et les
techniques d'algébre linéaire peuvent unifier de vastes parties de Ia
géométrie 4 2 ou 3 dimensions. Ce qui était au départ une alternative pour
traiter des problémes de géométrie analytique est devenu un outil puissant
pour étudier des phénoménes de plus en plus complexes, comme les
vecteurs propres ou les formes quadratiques, qu'il serait difficile
d'approcher autrement. Dans le cas des dimensions supérieures on égales 4
4, 'algebre linéaire doit étre utilisée presque depuis le début pour définir fes
concepts qui correspondent aux objets géométrigues en dimension 2 ou 3.
Nous ne pouvons pas visualiser ces phénoménes directement, mais nous
pouvons utiliser des intuitions algébriques développées en dimension 2 et 3
pour nous guider dans I'étude d'idées mathématiques qui ne sont pas
facilement accessibles.”

Adéquation discours-
contenu du livre

Adéquation sur : présentation des notions d'algébre linéaire en
dimension 2 ou 3 ; la plupart des notions sont effectivement
présentées dans ces dimensions.

Décalage sur : emploi de la géométrie usuelle étude des
propriétés algébriques des vecteurs.

La “geometne" qui est employée est en fa1t 'algébre linéaire _
dans R’ IR’. Les aspects analytiques restent prépondérants.

10 Cest nous qui traduisons.

Chapitre 4 :

180

Géométrie ct algtbre linéaire dans

les textes du savoir actuels




Emploi du vocabulaire géométrique dans les chapitres d’algébre linéaire

Utilise en

dimension £ 3

Utilisé en dimension
4

Utilisé en algébre
linéaire ou bilinéaire
générale

Utilisé dans d’autres
cadres

Espace, orthogonal,
perpendiculaire,
projection, longueur,
droite, milieu,
segment, angle,
 distance, point, plan,
axe, sommet,
rectangle,
parallélogramme,
paraliéle, triangle,
hauteur, symétrie,

Espace, orthogonal,
perpendiculaire,
projection, longueur,
droite, milieu,
segment, angle,
distance, point, plan,
axe, sommet,
rectangle,
parallélogramme,
paralléle, triangle,
hauteur, symétrie,

Espace,
perpendiculaire,
projection, longueur

Espace, orthogonal.

rotation, homothétie,
paraliélépipéde, cube,
théoréme de
Pythagore, rayon,
cercle, radians,
isométrie, carré,
pente, courbe, ellipse,
conique, hyperbole,
volume.

rotation, homothétie,
parallélépipéde, cube.

2.5.2 Conclusion

Dans ce livre, les auteurs annoncent clairement leur intention d'employer la géométrie pour
introduire l'algebre linéaire. Ils soulignent deux aspects différents du lien algébre linéaire-
géométrie : tout d'abord I'étude des concepts d'algebre linéaire en dimension 2 ou 3 doit
permettre & 'étudiant de devenir familier avec ces concepts, et de les étendre a des dimensions
supérieures, en particulier grice 4 des "intuitions algébriques”. Par ailleurs, l'algébre linéaire
modifie la géométric en permettant une approche synthétique, ainsi que l'étude de
phénoménes complexes. L’analyse du contenu du livre montre en effet la présence de
modéles géométriques : de nombreux termes géométriques sont utilisés, ainsi que de
nombreux dessins. '

La géométrie qui est employée est une geomcme déja modifiée par l'algébre linéaire, Il s'agit
en effet essentiellement de I'étude de R’ou IR euclidiens. La plupart des notions d'algébre
linéaire sont ainsi présentées dans R’ ou IR a l'excepnon toutefois des notions d'espace
vectoriel, sous-espace et famille génératrice. La méme approche est ensuite pro}ongee pour n
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2 4, en fait presque uniquement dans IR’ .Comme le montre I'étude du vocabulaire, I'essentiel
des interventions de la géométrie se situe dans ces chapitres.

Lorsque I'on passe 4 I'étude des espaces vectoriels généraux (chapitre 5), I'aspect géométrique
disparait totalement : pas d'exercices liés 4 la géoméirie, et le seul terme "géométrique” qui
intervient est "espace”, qui est effectivement incontournable. Ceci n'est pas surprenant, d'une
part parce qu'une partie des notions fondamentales n'avait pas été abordée en dimension < 3,
mais surtout parce que les chapitres 2 4 4 portent essentiellement sur des notions euclidiennes.
Ainsi les notions de projection et de symétrie ne sont vues que sous l'aspect : projection et
symétrie orthogonale.

Dans le chapitre 6, qui porte sur les espaces euclidiens généraux, on retrouve l'intervention de
la géométrie, dans le vocabulaire comme dans les exercices.

Ces deux chapitres (5 et 6) sont en fait extrémement courts : ils représentent & peine un
dixiéme de l'ensemble du livre.

Il semble en fait que I'idée de généralisation annoncée en introduction se concrétise
essentiellement dans l'étude de IR' euclidien, en s’appuyant sur les modéles successifs de la
droite, du plan et de I’espace.
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2.6 Schaal

2.6.1 Contenu

Aateuor(s) Hermann Schaal

Titre Lineare Algebra und Analytische Geometrie

Editeur-Année Vieweg, Braunschweig 1976

Public Etudiants découvrant l'algébre linéaire, et enseignants du

secondaire

Organisation du livre

3 chapitres, 12 sous-chapitres (Tome 1 d'une série en
comportant trois ; tome 2 : espaces euclidiens et géométrie
euclidienne, tome 3 : exercices)

Notions d'algebre| E.v., s.e.v., familles libres, génératrices, bases, dimension
linéaire (a.1.)}applications linéaires, matrices, déterminants, systémes
présentées linéaires, réduction,

Chapitres de | Non.

géométrie avant 'a.l.

Vocabulaire 6 termes issus de la géométrie ; tous apparaissent dans des
géométrique dans les | exemples, donnés en dimension 2 ou 3.

chapitres d'a.l.

Lien vectoriel-affine

La géométrie affine constitue le troisiéme chapitre du livre. Un
espace affine est un ensemble dont les éléments sont appelés
des points, et qui est associé & un espace vectoriel par
I'application qui 4 un couple de points associe le vecteur
correspondant.

Figures Pas de figures dans les chapitres d'algébre lindaire.
32 figures dans le chapitre de géométrie affine.
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Discours explicite sur | (dvant-propos)

1_e 'hen' a'lg.ebre "I semble que ces derniers temps l'accent soit mis de plus en plus
linéaire-géométrie fortement sur un point de vue abstrait, et que certaines idées géométriques,
essentielles dans les anciens enseignements, occupent une place de plus en
plus réduite dans les nouveaux manuels. Pour aller & I'encontre de
'uniformité de ce courant et gagner en généralité, l'auteur s'est efforcé de
ne pas présenter uniquement le point de vue structurel moderne avec les
espaces vectoriels, les applications linéaires, les matrices et les formes
quadratiques sur des corps quelconques, mais également d'utiliser cette
théorie pour I'étude de la géométrie, aujourd'hui fréquemment délaissée, il 4
tenté de redonner une place importante a celle-ci par I'étude des géoméiries |
affine, euclidienne et projective.

Ce choix comporte des avantages didactiques, car le matériau géoméirique
"concret” ou intuitif fournit une motivation (motiviert) pour les concepts
abstraits, les concepts géométriques acquiérent par la construction
structureile l'exactitude souhaitable, et I'échange enire considérations
concretes et abstraites, comme entre les généralités et les applications, offre
la possibilité d'un grand nombre d'exercices intéressants.”

(Imtroduction)

"La deuxiéme partie du tome I est consacrée a I'étude de la géométrie affine
a n dimensions sur un corps, et est fondée sur la théorie des espaces
vectoriels développée dans la premiére partie. D'une part on obtient
dorénavant de nombreuses applications dans les cas "intuitifs" n=2, n=3
avec K=IR, d'autre part la théorie des espaces vectoriels est maintenant
motivée géométriquement.”

(Chapitre 3 : géométrie affine)

"La géométrie affine concerne des ensembles de points, qui ne constituent
pas eux-mémes des espace vectoriels, mais qui, de par les couples de
points, sont en liaison étroite avec un espace vectoriel de dimension n sur
un corps K. Particulidrement pour K=R et n=1, u=2 et n=3 on obtient les
propriftés intuitives de Ia droite affine, du plan et de P'espace affine, qui
apparaissent maintenant comme des cas particuliers d'une théorie plus
vaste, avec la dimension et le corps voulus, Le développement historique
prit le chemin inverse, allant vers I'abstraction depuis des constatations
géométrique intuitives ; une compréhension profonde de la motivation et du
formalisme de la théorie générale sera donc facilitée par une connaissance
exacte de l'espace intuitif.”

Adéquation discours- | Discours et contenu en adéquation.

contenu du livre La géométrie occupe une part importante {environ la moitié)

du livre. L'algébre linéaire est présentée sous un angle
structurel ; elle sert ensuite & fonder la géométrie affine, qui
peut apparaitre aussi comme une illustration des chapitres
théoriques.

Emploi du vocabulaire géométrigue dans les chapitres d’algébre linéaire

{Hilisé en dimension <3

. Bipoints équipollents, translations, théoréme de Thalés, plan, projection, segment orienté.
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A propos du vocabulaire, notons cette spécificité du vocabulaire allemand de I'algébre linéaire
: 1a dimension du sous-espace propre associé A une valeur propre A d'un endomorphisme est

appelée "geometrische Vielfachheit”, soit littéralement "multiplicité géométrique” de cette
valeur propre, tandis que la multiplicité de A en tant que racine du polynéme caractéristique

est désignée comme "algebraische Vielfachheit” (multiplicité algébrique).

2.6.2 Conclusion

Le contenu de ce livre se rapproche de ce que nous avons observé au chapitre précédent lors
de la réforme des mathématiques modernes en France. L’algdbre linéaire est présentée de
maniére structurelle, puis sert & fonder la géométrie. La différence réside essentiellement dans
le point de vue exprimé par "auteur : selon celui-ci, la présentation de la géométrie peut aider
I’étudiant a progresser dans la compréhension de la théorie générale. L auteur envisage donc
un systéme d’échanges entre géométrie et aiggbre linéaire, qui se rapproche de ce que nous
avoms exposé a propos de I'inversion des roles modéle-original. Ici, la théorie générale est
présentée en preruier ; mais la géométrie est envisagée comme un modéle paradigmatique, les
applications en géométrie aidant d’une part 4 comprendre la théorie générale, et d’autre part &
justifier 'intérét de celle-ci. Cependant le recours 4 ce modele n’est pas explicité, il reste a la
charge de I’étudiant.

2.7 Conclusion

Nous avons observé ici plusieurs types de recours 3 des modéles géométriques. Liret et
Martinais en utilisent peu ; toutefois, comme des chapitres de géométrie suivent les chapitres
d’algébre linéaire, le point de vue qu’ils adoptent n’est pas trés différent de celui de Schaal.

Méme s’ils n’expriment pas explicitement I’idée selon laquelle les applications 2 la géométrie
pourront aider a la compréhension de la théorie générale, cet effet pourra peut-étre se ressentir
chez les étudiants. Pham et Dillinger soulignent I’importance du recours a un modéle figuratif
en dimension 2, voire 3. Cependant, ils excluent I’intervention de celui-ci en dimensions
supérieures, et parlent d'un « saut dans ’abstraction ». Ainsi, si le travail effectué en
dimension inférieure 4 trois ménage une progression, on observe dans ce livre une rupture
entre deux niveaux de conceptualisation. Grifone signale lui aussi qu’il considére que la
portée du modéle géométrique qu’il emploie est limitée, en termes de dimension en
particulier. Toutefois, on observe dans son livre un emploi métaphorique des dessins et du
vocabulaire qui montre que le modéle géométrique est utilisé au-dela de la dimension 3. La
rupture est moins nette que dans le livre de Pham et Dillinger. De méme Banchoff et Wermer
ménagent une progression, en présentant 1’algébre linéaire en dimension 1, 2, 3, puis 4 avant
de passer 4 une dimension finie quelconque. Ceci leur permet de présenter de nombreuses
notions et propriétés d’algébre linéaire sans entrer directement dans la théorie générale. Ce
choix va dans le sens des possibilités que nous avons envisagées dans la partie précédente, en
étudiant des propriétés qui pouvaient étre abordées en dimension < 3. Mais dans le livre de
Banchoff et Wermer, la continuité dans le passage d’une dimension i I’autre repose
essentiellement sur un aspect analytique. D’antre part, il subsiste une rupture importante au
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moment du passage & une dimension finie quelconque, Il semblerait dans ce livre que les
dimensions 1, 2, 3 et 4 forment un méme niveau de conceptualisation, ou du moins des
niveaux proches, et que la dimension finie quelconque forme un autre niveau, en rupture avec
ce qui précéde. Donc si les intentions des auteurs vont dans le sens de ce que nous avons
commence A envisager 4 la partic précédente, le contenu effectif du livre demanderait au
moins des adaptations importantes, pour dépasser le simple aspect analytique, et atténuer
autant que possible la rupture que nous avons soulignée.

D’autre part, en ce qui concerne les livres francais, nous avons pu constater que, quel que soit
le point de vue adopté, trés peu de liens sont faits avec ce qui est vu au lycée. Les quatre
ouvIages que nous avons examinés ne comportent que peu d’exercices menant & des types de
taches liés 4 la géométrie du lycée. Nous n’avons observé aucune mention explicite allant
dans le sens d’un lien, rappelant, par exemple, des propriétés qui ont été vues dans le
secondaire, ou présentant une propriété nouvelle comme un élargissement de quelque chose
de connu. Méme les livres qui tentent de ménager une progression, dans laquelle la géométrie
apparait comme importante, ne setablent pas tenter de mettre 4 profit la géométrie du lycée.
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CHAPITRE 5

CHOIX DES ENSEIGNANTS ET PRATIQUES
DES ETUDIANTS

Nous allons maintenant présenter la partie expérimentale de notre travail. Celle-ci
reléve plus du diagnostic que de I’expérimentation. En effet, nous souhaitions
interroger d’une part les enseignants, et d’autre part des étudiants ayant un recul
suffisant sur le role éventuel de la géoméirie en algébre linéaire, c’est 4 dire, selon
nous, des étudiants titulaires d’une licence de mathématiques. Tenter un enseignement
expérimental avec de tels étudiants était prématuré ; en effet, un enseignement de ce
type doit étre fondé sur une étude préalable, comme celle que nous présentons ici.
Nous reviendrons plus loin sur cet aspect, ainsi que sur les tentatives envisageables en
DEUG.

Les €tudes que nous avons menées dans les chapitres précédents avaient notamment
pour objectif de nous fournir un support pour ’élaboration de questionnaires, que
ceux-ci soient destinés aux enseignants ou aux étudiants. Ainsi I’étude des choix de
transposition nous a en particulier permis de dégager plusieurs possibilités quant &
Particulation entre algébre linéaire et géométrie dans un cours d’algébre linéaire. De
méme les analyses de manuels universitaires récents nous ont permis de mettre en
évidence différentes possibilités de recours & des modéles géométriques. Nous avons
par ailleurs décrit des liens possibles entre algébre linéaire et géométrie du Iyveée gréce
a notre étude de ’évolution de notions rencontrées en géométrie au lycée. De tels liens
peuvent &tre délibérément soulignés par les enseignants dans leurs cours. Mais il est -
également possible que des connaissances de lycée interférent avec celles d’algébre
linéaire chez certains étudiants, indépendamment des choix effectués par ’enseignant.

Nous nous sommes donc appuyée pour 1’élaboration des questionnaires sur les
- observations effectuées dans les chapitres 3 et 4. Nous avons également employé la
structure issue des travaux de Fischbein, que nous avons présentée au premier
chapitre, et que nous rappelons ici :
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Dessins
géométrie - .
du lycée }?e’ss.ms algébre
lingaire
i
' |
Géométrie | {
du lycée Teal - :
AT |
RN Algeébre linéaire
v ~ Al figurative
Géométrie Géométrie
indépendante L - pw . affine-
de l'a.l. . '_ o - fondée sur
Algebre linédaire ral,
+ générale 4
- T : Y -
Dessins ; ; Dess”fs,
géométrie géf)metne
indép. all. ) affine
Suites Polyndmes

Cette structure permet selon nous, d’examiner et de décrire les principales
interventions possibles de modéles géométriques ou figuratifs en algébre linéaire et
bilinéaire. Elle fait apparaitre notamment les aspects mentionnés ci-dessus :
articulation algébre linéaire-géométrie dans un cours d’algébre linéaire, et liens avec la
geéométrie du lycée. Elle permet également d’aborder la question des dessins employés
par les enseignants et les étudiants, ainsi que celle du recours A des concepts figuratifs
d’algebre linéaire. Nous fairons appel & (5) tant dans I’élaboration que dans 1’analyse
des questionnaires.

1. Questionnaire aux enseignants
1.1 Présentation du questionnaire
1.1.1 Introduction

Le questionnaire destiné aux enseignants doit nous fournir des renseignements sur les
deux axes suivants : '
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- Role du géométrique dans le cours proposé par ces enseignants. Nous avons vu au
chapitre précédent divers recours a des modéles géométriques, dans des manuels
récents destinés 4 ’enseignement supérieur. Nous avons également observé i cette
occasion I'absence de liens, dans ces manuels, avec la géométrie vue au lycée.
Nous chercherons donc 4 déterminer si ces mémes caractéristiques se retrouvent
dans les cours faits par les enseignants intervenant en algébre linéaire en DEUG.

- Attentes quant au recours au géorétrique fait par les étudiants.

Nous détaillons ci-dessous chacun des deux aspects.

LL1.1 Eléments d’analyse des choix et attentes des enseignants

Pour analyser les choix faits par les enseignants dans leur cours d’algébre linéaire ou
bilinéaire, nous faisons référence a la structure (S) rappelée ci-dessus.

Utilisation des connaissances de géométrie des étudiants issus de I'enseignement
secondaire

L'enseignant considére-t-il que les étudiants de DEUG disposent de connaissances de
géometrie utilisables dans le cours d'algebre linéaire ?

Si c'est le cas, quelles sont ces connaissances, et l'enseignant les utilise-t-il
effectivernent dans son cours, et dans quel objectif ? Ceci revient 3 préciser le lien
¢ventuel entre I’élément noté « géométrie du lycée » et les autres. Certaines notions et
propri€tes, vues en géométrie au lycée sont-elles utilisées comme modéle analogique ?
Servent-elles alors 4 introduire des notions d’algébre linéaire figurative, ou d’algébre
linéaire générale ? 1! est également possible que les notions d’algébre linéaire soient
présentées d’abord, et que le lien avec ce qui a ét€ vu au lycée soit souligné ensuite.

Choix de I'articulation algébre linéaire - géométrie affine

Indépendamment des contraintes du programme en vigueur, 'enseignant considére-t-il
que la géométrie étant une sirnple application de l'algébre linéaire, elle doit étre
présentée apres celle-ci, ou plutdt qu'il faut s'appuyer sur une géométrie indépendante
de 'algebre linéaire pour dégager progressivement les structures-?

Il s'agit 13 évidemment d'attitudes trés extrémes, et nous pouvons nous attendre
rencontrer des points de vue plus nuancés ; il faudra alors noter par exemple quelles
propriétés géométriques sont jugées comme antérieures a I'algébre lindaire. Ceci
correspond, dans (5), 4 préciser le contenu des cadres « géométrie affine indépendante
de I’algébre lindaire », et « géométrie affine fondée sur I’algébre linéaire ».
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Emploi de modeles géométriques, et de « I'algébre linéaire figurative »

Nous considérons ici tous les modéles intervepant dans (S) et qui sont directement
associés a un modéle figuratif: I’algébre lindaire figurative, les deux types de
géométries affines, et Ia géométrie vue an lycée. Nous tenterons de préciser le contenu
de chacun de ces modéles, mais également le rble joué par celui-ci. Nous avons dit an
premier chapitre que 1’algébre linéaire figurative était un modéle paradigmatique
(sous-classe de Poriginal, choisie comme représentative), tandis que la géométrie
affine, indépendante de I’algébre linéaire, est un modéle analogique (modéle
indépendant de I’original). Cependant chacun de ces deux modeles peut 4 sa fagon
servir de support a Pintroduction de nouvelles notions et propriétés, ou fournir des
illustrations de celles-ci.

Changements de cadres et de registres

Nous avons rappelé dans notre premier chapitre des travaux de didactique montrant
I’importance pour I’apprentissage des changements de cadre et de registre. Robert
(1998) écrit & ce propos :

"Que ce soit pour une prise de sens initiale ou en cours d'apprentissage, réussir a organiser des passages
enire un cadre connu et un cadre moins bien maitrisé nous semble fondamental... Quant au travail sur
les changements de registres, il améne a rendre explicites et & surmonter des difficultés de traduction

entre différentes écritures qui sont souvent ignorées des enseignants et qui sont néanmoins
indispensables 4 la compréhension des notions et & la résolution des problémes."(Robert 1998)

Dans la structure (S), chacun des modéles intramathématiques — c’est & dire tous ceux
qui ne sont pas constitués de dessins —~ constitue un cadre. C’est donc le recours a ces
modéles qui constituera un changement de cadre dans le cours proposé.

En ce qui concerne les registres, nous en distinguerons trois, en nous appuyant sur les
travaux de Pavlopoulou (1994) : le registre de I’ écriture symbolique, le registre des
tableaux et le registre graphique. Nous nous pencherons plus particuliérement sur
I’emploi de ce dernier registre, c’est & dire, dans (S), sur ’emploi de modéles
figuratifs. '

Dessin, figure géométrique. et algébre linéaire

Dans un cours d'algébre linéaire, les dessins peuvent é&tre utilisés de maniéres trés
diverses, comme nous l'avons déja noté lors de I'analyse des manuels (chapitres 3 et
4).

Nous avons évoqué ci-dessus le recours au registre graphique en algébre linéaire, que
nous formulons en termes d’emploi d’un modele figuratif. Nous chercherons & préciser
le contenu d’un tel modéle, mais également le rdle de celui-ci. Pour cela, nous nous
appuierons sur les travaux de Fischbein 4 propos des concepts figuratifs, ainsi que sur
les travaux de Laborde et Capponi (1994).

Rappelons que Laborde et Capponi interprétent la distinction enire dessin, figure
géométrique et objet géométrique en termes de signifiant, référent et signifié :
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"En tant qu'entité matérielle sur un support, le dessin peut étre considéré comme un signifiant d'un
référent théorique (objet d'une théorie géométrique comme celle de la péométrie euclidienne, ou de la
geométrie projective)...les rapports entre un dessin et son référent construits par un sujet, lecteur ou
producteur du dessin, constituent le signifié de Ia figure géométrique associé pour ce sujet.” (Laborde et
Capponi 1994 p.168)

Si I'enseignant utilise des dessins dans son cours d'algébre linéaire, nous chercherons
donc a savoir & quels référents théoriques il associe ces derniers, conduisant & quel
signifié pour la figure géométrique. Notons que nous élargirons les propos de Laborde
et Capponi, et la notion de concept figuratif, aux cas ot le référent théorique n'est plus
un objet géométrique mais un concept abstrait d'algébre linéaire, voire un concept
mettant en jeu des éléments d'un espace vectoriel lié 3 d'autres domaines des
mathématiques : espaces de fonctions en particulier.

Les différents éléments que nous avons décrits ci-dessus doivent nous permettre de
préciser emploi fait par les enseignants du « géométrique » dans leur cours. Nous
cherchons par ailleurs 4 déterminer ce que les enseignants attendent des étudiants sur
certains des points que nous avons mentionnés : recours a des modéles géométriques,
changements de cadre et de registres, emploi de dessins. En particulier, quel peut &tre
le rble des modéles géométriques, ct des dessins, dans la résolution d’exercices ? Les
enseignants encouragent-ils ’emploi du registre graphique, souhaitent-ils au contraire
que les étudiants 1’évitent, ou émettent-ils du moins des réserves quant a cet emploi ?
1l est possible que certains enseignants utilisent fréquemment des modéles
géométriques, et des dessins, dans leur cours, mais considérent que ceux-ci ne doivent
pas intervenir dans la résolution d’exercices,

1.1.1.2 Comment accéder aux pratiques réelles des enseignants ?

Comme le lecteur peut le constater dans ce qui précéde, de nombreux critéres sont
pertinents et nécessaires pour l'analyse du rapport algébre linéaire-géométrie dans la
pratique des enseignants ; cependant, nous sommes contraints de limiter la longueur de
notre questionnaire pour ne pas décourager les enseignants d'y répondre,

D'autre part nous devons éviter les questions trop directes ou trop générales du type :
Quel emploi faites-vous de la géométrie dans votre cours d'algébre linéaire ?
Comment utilisez-vous les dessins ? En effet, il est établi qu'un enseignant, méme s'il
souhaite répondre le plus honnétement possible 4 de telles questions, aura de grandes
difficultés 2 le faire.

Nous avons donc choisi de faire figurer dans le questionnaire des tAches permettant au
lecteur de retrouver un contexte trés proche d'une situation d'enseignement réelle.

Nous proposons en début de questionnaire des exercices classiques, accompagnés de
solutions présentées comme venant d'étudiants ou d'enseignants ; ceci pour permettre i
la personne interrogée de se situer aussitdt dans un contexte concret et familier.

Dans Ia suite, nous mentionnons des tiches et des propriétés précises ; le choix de
celles-ci a été guidé par les remarques faites au chapitre précédent.

Nous avons en effet retenu des propriétés portant sur des notions manipulées dés le
secondaire dans le cours de géométrie, mais qui sont présentes tout au fong du cursus
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universitaire. Le questionnaire n'a pas éié élaboré dans l'objectif d'une étude
statistique, mais plutdt en vue d'une observation fine des pratiques des enseignants.

Les enseignants auxquels nous I'avons soumis dlsposaxcnt pour le remplir du temps qui
leur semblait nécessaire, et ce en dehors de notre présence.

1.1.2 Analyse a priori du questionnaire

Le questionnaire soumis aux enseignants comporte trois parties, La premiére porte sur
les exercices : choix d’un corrigé & proposer a des étudiants, et appréciations sur une
réponse faite par un étudiant. La seconde partie porte sur deux aspects de I’'emploi de
la géométrie dans les cours d’algébre linéaire ou bilinéaire : lien avec la géométrie vue
au lycée, et articulation avee la géométrie affine. Dans la troisidme partie, nous
interrogeons les enseignants sur I"usage qu’ils font des dessins.

Le texte complet du questionnaire est donné en annexe 2 ; nous rappelons ci-dessous
le texte de chaque question avant I’analyse correspondante.

L.1.2.1 Partie I : Usage(s) de la géométrie dans un exercice d'algébre linéaire ou
bilinéaire

Notre objectif dans cette partie est de tester 'usage possible du dessin et de 1'intuition
géométrique dans un exercice d'algébre linéaire ou bilinéaire, usage fait par
I'enseignant, ou atiendu des étudiants.

Question | 1} - Enoncg

L'exercice suivant est fréquemment posé 4 des étudiants de fin de deuxiéme année.

Soit E un espace euclidien, et p un projecteur de E.

Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si, pour tout x élément de

E, |lxl] 2l

La partie p orthogonal implique |[x} 2 ||p(x)|| est immédiate ; pour la réciproque, un
enseignant peut notamment proposer 3 ses étudiants 'une des deux solutions suivantes,
consistant 4 montrer que si p n'est pas orthogonal, il existe x appartenant 3 E et
vérifiant : lp@)| > |l

Solution I :

D'aprés 'hypothése p non orthogonal, il existe » appartenant 4 Imp et v appartenant a
Kerp tels que <ujv>#0.

Cherchons x sous la forme u+tv ; en effet, un tel vecteur vérifie p(x)=u, et il suffit donc
de montrer qu'il existe des valeurs de 7 telles que ||up>{lu+ i)
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On a : <u+ tvju+ tv>={[ul|2 + 2e<ulv> + F2{jv||2 .

Supposons <ujv> >0, alors, si t<0 et 2<ulv> -+ t}[v}[2>0, c'est 4 dire pour t tel que :

O>>- —1—2 s
livll

montre l'existence de x dans le cas <ujv><0).

le vecteur x=u+tv vérifie bien |[p(x)|| > |ix}| (un argument semblable

Interprétation géométrique :

Tous les vecteurs u+tv se projettent
en u. _

Or ceux situés entre u et v’ sont de
norme strictement inférieure i Ia
norme de u.

Solution 2 :

Kerp

O p(x) A

Imp

Soit x appartenant a l'orthogonal de Kerp, et n'appartenant pas a- In:gp (ceci est possible,
puisque p n'est pas un projecteur orthogonal).

Alors le triangle OAB est rectangle, de c6té x et dhypothénuse p(x).
D'aprés le théoréme de Pythagore, on a donc |jp(x)l] > |1x||.

a) Lequel de ces deux corrigés préféreriez-vous proposer & des étudiants de deuxiéme
année et pourquoi ?

b) Que pensez-vous de I'usage du dessin dans chaque solution ?

Chapitre 5 : : 153
Choix des enseignauts ¢t pratiques des étudiants



Question | 1) - Analyse

Comme nous I'avons signalé ci-dessus, nous avons choisi de débuter le questionnaire
par des exercices, afin de permettre aux enseignants de se situer dans un contexte
proche d'une situation d'enseignement. De plus, le premier exercice que nous leur
soumettons est un exercice de seconde année de DEUG qui nécessite une vraie
réflexion, ceci afin que la personne interrogée soit conduite & accorder au
questionnaire une attention suffisante et ne puisse se contenter d'une réponse
conventionnelle.

Nous avons choisi de soumettre aux enseignants deux solutions possibles pour cet
exercice, faisant un usage complétement différent du dessin et du modéle géométrique.

Afin que leurs commentaires ne portent que sur ces questions, nous devions proposer
des résolutions enti¢rement rigoureuses ; il ne s'agissait donc pas de réponses
d'étudiants, mais de corrigés proposés par des enseignants : en particulier la solution 2
a €té extraite textueliement d'un manuel destiné aux étudiants de’ deuxiéme année et de
mathématiques spéciales (Précis, Vuibert).

(Cet exercice n'est pas pour les étudiants un exercice facile ; en particulier il repose sur
une démonstration d'existence, ce qui leur pose toujours probléme).

Les deux solutions sont concises, et peuvent étre considérées comme "élégantes”,
Solution 1

Il s'agit visiblement d'une solution reconstruite : on présente ici synthétiquement les
résultats obtenus par un raisonnement analytique,

‘hypothese 'p non orthogonal” a été traduite par "il existe u dans Imp et v dans Kerp
qui ne sont pas orthogonaux", traduction sans doute la plus familiére aux étudiants
lorsqu'il s'agit d'utiliser en exercice le fait que deux sous-espaces vectoriels ne sont pas
orthogonaux. -

Ceci conduit naturellement & chercher le vecteur x sous la forme u+ tv, afin d'utiliser
les deux vecteurs nommés plus haut, et parce que 1'on sait qu'un tel vecteur se projette
toujours en 4, quel que soit £ La difficulté est alors de trouver le coefficient t adapté.

A cet endroit de la réflexion, on peut supposer que l'auteur ducorrigé s'est aidé d'un
dessin, ou au moins d'une image mentale, qui lui a permis de rechercher un coefficient
t tel que w+tv soit orthogonal 4 v. Mais il est également possible qu'il se soit contenté

. 2. .2
du calcul du carré de la norme de wtiv : <u+tv | utt>={lul| +2r<u | v>+f |, done
pour que la norme de u+z‘v soit inférieure 4 celle de u, il suffit de choisir # tel que la

somme 2¢<u | v>+¢ Ilvll soit négative.
La reconstruction et la présentatlon synthétique du comrigé ne permettent pas de

connaitre la méthode employée ; mais la présence du dessin suggére quil s'agit de la
premicre.
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Le dessin, donné ici 4 titre d'illustration, peut &tre supprimé sans conséquences
majeures pour le corrigé. Il s'agit d'un dessin représentant une situation dans un espace
quelconque, mais limitée 4 la dimension 2, dans le plan engendré par w et v.

Solution 2

Le dessin précéde la solution. Il s'agit d'un dessin métaphorique, sur lequel Kerp et
Imp sont représentés par des droites figurant un sous-espace vectoriel de dimension
quelconque, dans un espace euclidien général.

Le dessin renvoie 4 une situation géométrique familiére : le triangle rectangle, et
suggere H'emploi du théoréme de Pythagore.

La solution proposée a visiblement été guidée par le dessin, qui a conduit en
particulier & traduire I'nypothése "p non orthogonal” par "il existe x appartenant a
l'orthogonal de Kerp et pas 4 Imp" ; elle emploie des termes trés géométriques :
"triangle", "hypothénuse" que l'on ne rencontre pas habituellement dans les manuels
d'algébre linéaire,

Si l'on supprime le dessin associé, la référence au triangle OAB est incompréhensible,
et la qualification de p(x) comme hypothénuse d'un triangle semble dénuée de sens ;
donc le dessin fait partie intégrante de la preuve pour laquelle il joue un rdle essentiel.

1 faut souligner ici que les questions posées : Ces corrigés sont-ils acceptables ? et
Que pensez-vous de ['usage du dessin 7 sont présentées comme portant sur des
résolutions dont la fonction est d'étre proposées comme corrigés. Il ne s'agit donc pas
de faire réagir les enseignants-chercheurs sur leurs pratiques en tant que
mathématiciens, mais en tant qu’enseignants, sur ce qu'ils souhaitent proposer comme
corrigé a leurs étudiants,

Un enseignant peut reprocher 4 la solution 2 de trop reposer sur le dessin, et d'utiliser
des termes trop géométriques dans un contexte théorique. I peut également considérer
que cette- solution, qui se déroule dans un cadre de géométrie affine, ne convient pas
pour un probléme d’algebre bilinéaire générale. Il peut au contraire apprécier le c6té
synthétique de la solution, et l'appui de la géométrie.

Pour la solution 1, un enseignant peut regretter la présentation synthétique qui gomme
la démarche de recherche, et considérer que le dessin n'ajoute rien au corrigé ; il peut
au contraire trouver la présentation élégante, d'autant plus qu'élle est enrichie par
l'interprétation géométrique, et apprécier la donnée d'un exemple explicite de vecteur
vérifiant la propriété voulue, résultat d'un calcul.

Question | 2} - Enoncé

L'exercice suivant est fréquemment posé en premiére année d'université.

Si les vecteurs x, y, z sont deux 4 deux non colinéaires, peut-on affirmer que la famille
{x, y, z} est libre ? :
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a) Cet exercice est posé lors d'une séance de travaux dirigés.

Un étudiant vous appelle, et vous dit qu'il est persuadé que la réponse est affirmative,
mais qu'il ne parvient pas a le démontrer.

- Que lui dites-vous (précisément) pour l'aider & poursuivre ?
- Expliquez les raisons de votre choix pour 'aide ci-dessus :
b) Le méme exercice est posé dans un contrdle. Sur sa copie, I'étudiant a écrit :

"Non. Les vecteurs dessinés ci-dessous donnent un contre-exemple.”

et il a dessiné :

- Quelle note lui mettez-vous, sur cing points ?
- Quelles remarques écrivez-vous sur la copie ?

-Expliquez ici la note choisie et les remarques mentionnées ci-dessus ;

Question | 2) — Analyse

11 s'agit d'un exercice trés classique au début du cours d'algdbre linéaire, et qui a déja
¢été utilisé dans des travaux de didactique examinant les dysfonctionnements dans
I'atilisation de la définition formelle d'indépendance linéaire (Robert et Robinet 1989,
Dorier 1990). Ces travaux ont permis d'observer que cet exercice pose probléme & une
majorité d'étudiants ; en effet, beaucoup d'entre eux pensent que la réponse est
affirmative ; ils ne prennent pas d'exemples, et se lancent dans une démonstration
formelle reposant sur la définition de famille libre. Ils peuvent ensuite ne pas aboutir,
ou penser qu'ils ont abouti en fournissant une démonstration formelle fausse ;
néanmoins si on leur demande d'iltustrer la proposition en géométrie, ils produisent en
général rapidement un contre-exemple qui les convaine que la conjecture est fausse
mais qui ne leur perroet toutefois pas de comprendre la faille dans leur éventuelle
démonstration.
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Notre intention est ici d'observer comment I'enseignant va se placer par rapport aux
deux approches possibles : recherche d'une démonstration, ou recherche d'exemples,
en particulier géométriques.

a) Comment aider en travaux dirigés un étudiant qui pense que la réponse est
affirmative ?

Nous voulons observer si l'enseignant va rester dans I'idée d'une démonstration, ou
suggérer 4 I'étudiant d'utiliser des exemples, en particulier géométriques, c'est a dire
dans ce dernier cas inciter I'étudiant  utiliser un changement de cadre. Nous noterons
d'autre part si l'enseignant propose l'utilisation d'un dessin, et a donc recours au
registre graphique.

Nous demandons de plus 2 I'enseignant d'expliquer le conseil qu'il aura pu donner, afin
d'éclairer sa réponse 4 la premiére question, et son point de vue sur P'activité de
Pétudiant : ainsi un conseil du type "prenez des exemples” peut correspondre a 1'idée
que les exemples se présentant naturellement sont géométriques, et conduiront
immédiatement & un contre-exemple.

b} Jusqu'oti 'usage du dessin est-il acceptable ?

Nous soumettons ici aux enseignants une solution proposée par un étudiant, et
reposant entiérement sur un dessin de nature métaphorique.

L'étudiant a représenté trois vecteurs sans aucune légende ; sur le dessin on peut
supposer que les vecteurs sont coplanaires (condition indispensable pour qu'ils
constituent un contre-exemple) mais rien ne permet de I'affirmer.

Notre objectif est ici d'observer comment se comporte I'enseignant face a I'implicite 1ié
au dessin. .

Nous demandons a l'enseignant de noter la réponse de 1’étudiant. Le choix de note
pouvant dépendre de nombreux facteurs extérieurs & notre problématique, nous
retiendrons essentiellement pour notre analyse les remarques mentionnées et
I'explication du choix de note.

Un enseignant peut considérer qu'an vu de la réponse, il n'est pas clair que I'étudiant a
compris ; 4 'opposé, il peut trouver cette répense tout & fait correcte et acceptable.

Nous nous pencherons plus particulidrement sur des attitudes intermédiaires, o
I'enseignant considére que 1'étudiant a compris, mais juge sa réponse insuffisante.

L'explication donnée par l'enseignant devrait alors nous permettre de déterminer si
I'enseignant critique I'implicite li¢ au dessin, et serait prét a accepter comme réponse
un autre dessin, moins ambigu, ou s'il estime nécessaire une explication accompagnant
le dessin, ou encore s'il exige une démonstration.
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1.1.1.2 Partie Il : Usage(s} de la géométrie dans le cours d'algébre linéaire

Questions Il 1 a) et b}~ Enoncés

Utilisation de Ia "géométrie du lycée' en algtbre linéaire ou bilinéaire : exemple
des notions de base et de projection

a) Les bases

Au lycée, les éléves rencontrent les termes de "base" et "base orthogonale" dans le
cadre du cours de géométrie du plan et de 'espace (pour 1a filiére S).

Indiquez, en cochant la case correspondante, si vous étes d'accord avec l'affirmation
suivante :

Certaines connaissances, propriéiés, pratiques, savoirs-faire... rencontrés au lycée a
propos des bases et des bases orthogonales peuvent étre utilisés en DEUG dans le
cours d'algébre linéaire ou bilinéaire. ouill nonll

Si vous avez répondu non, explicitez ci-dessous votre point de vue.

Si vous avez répondu oui, citez ci-dessous certaines des connaissances, propriétés,
pratiques, savoirs-faire relatifs aux bases et vus au lycée qui vous semblent pouvoir
étre utilisés en DEUG dans le cours d'algébre linéaire ou bilinéaire, en expliquant
comment et dans quels contextes.

b) Les projections

Au lycée, les éléves rencontrent les termes de "projection” et "projection orthogonale”
dans le cadre du cours de géomeétrie du plan et de l'espace (pour la filidre S).

Indiquez, en cochant la case correspondante, si vous étes d'accord avec P'affirmation
suivante :

Certaines connaissances, propriétés, pratiques, savoirs-faire... rencontrés au lycée a
propos des projections et des projections orthogonales peuvent étre utilisés en DEUG
dans le cours d'algebre linéaire ou bilinéaire. ouill non[l
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Si vous avez répondu non, explicitez ci-dessous votre point de vue.

Si vous avez répondu oui, citez ci-dessous certaines des connaissances, propriétés,
pratiques, savoirs-faire relatifs aux projections et vus au lycée qui vous semblent
pouvoir étre utilisés en DEUG dans le cours d'algébre linéaire ou bilinéaire, en
expliquant comment et dans quels contextes.

Questions Il 1 a) et b) — Analyse

L'étude faite au chapitre précédent nous a montré que certaines notions de géoméirie
connues dés I'enseignement secondaire se retrouvaient jusqu'au niveau de la maftrise.
Mais l'enseignement regu 4 l'université modifie & chaque nouvelle étude de la notion
les propriétés attachées & celle-ci : de nouvelles propriétés apparaissent, soit comme
généralisations de propriétés connues dans le secondaire, soit entiérement nouvelles ;
d'anciennes proprié¢tés deviennent inefficaces, conduisant les étudiants 3 remettre en
cause leurs conceptions antérieures.

Parmi les notions dont nous avons étudié 'évolution, nous avons retenu pour le
questionnaire celles de base et de projection : ce sont des notions riches, qui
apparaissent aussi bien en algébre linéaire qu'en algébre bilinéaire ou en analyse
fonctionnelle ; nous avons notamment rappelé dans le chapitre IV I'importance de la
projection orthogonale dans I'étude des espaces de Hilbert, et celle de la notion de base
Hilbertienne.

Ces notions sont utilisées dés le Iycée, et associées 4 de nombreuses propriétés tout au
long du cursus universitaire.

L'objectif de cette question est de déterminer si les enseignants utilisent, dans leur
cours d'algébre linéaire et bilinéaire (premiére et deuxiéme année de DEUG) certaines
des propriétés qui sont, ou qu'ils pensent étre rencontrées au lycée dans le cours de
géométrie. Nous avons signalé, dans le chapitre précédent, des liens possibles avec la
géométrie vue au lycée ; nous chercherons & savoir ici si les enseignants que nous
interrogeons soulignent certains de ces liens.

Question 1) a) : A propos des bases
Cas d'une réponse négative :

- Un enseignant peut répondre non a cette question parce qu'il estime ne pas avoir
une connaissance suffisante des programmes du secondaire.

LY

- Un enseignant peut répondre non & cette question, alors qu'il connait les
programmes du secondaire, soit parce qu'il considére qu'effectivement rien de ce
qui est vu ne peut servir dans un enseignement d'algébre linéaire ou bilinéaire, soit
parce qu'il préfére ne pas utiliser ce qui pourrait servir, estimant que ces
connajssances sont mal maitrisées et risquent d'étre mal employées par les
étudiants.
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Cas d'une réponse positive :
724

Dans le cas ol l'enseignant répond oui, nous examinerons quelles sont les
connaissances qu'il cite ; d'aprés ce que nous avons noté dans le chapitre 11, il est
possible de rencontrer les connaissances suivantes :

- Décomposition d'un vecteur sur une base, coordonnées : la décomposition existe et
est unique ;

- Coordonnées d'un vecteur dans une base orthonormale : ce sont les produits
scalaires avec les vecteurs de base ;

- Vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires ;
- Vecteur directeur d'une droite, couple de vecteurs directeur d'un plan ;
- Dimension ;

- Expression du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale.

Les enseignants peuvent également mentionner l'emploi de figures connues, comme le
dessin habituellement associé 3 une base, ou une base orthonormale de I'espace.

Nous noterons en particulier si les enseignants mentionnent plus de connaissances
liées aux bases, ou aux bases orthonormales.

Quant 4 l'emploi fait de ces connaissances, nous distinguerons essentiellement deux

cas :

- Connaissance employée en début de cours, comme point de départ d'une
généralisation ;

- Connaissance employée comme exemple, aprés l'introduction d'une notion ou
propriété générale,

Question 1) b) : A propos des projections

L'analyse de cette questxon est la méme que celle de la précédente portant sur les
bases, sauf en ce qui concerne le cas d’une réponse positive.

Cas d'une réponse positive :

Dans le cas ou l'enseignant répond oui, nous examinerons quelles sont les
connaissances qu'il cite ; d'aprés ce que nous avons noté dans le chapitre precedent, il
est possible de rencontrer les connaissances suivantes :

- La projection n'est pas une bijection ;
- La projection conserve les relations de colinéarité ;

- Le lien entre distance et projection orthogonale ;
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- Les coordonnées du projeté d'un vecteur dans une base orthonormale sont les
produits scalaires avec les vecteurs de la base

Les enseignants peuvent également mentionner les figures associées habituellement 3
la projection sur un plan, selon une direction de droite, ou 4 la projection orthogonale,
Nous faisons I'hypothése que certains citeront également la propriété caractéristique
des projections : pop=p, bien que cette propriété ne soit pas connue des éleves de
lycée.

Question | 2) -Enoncé

Articulation géométrie-algébre linéaire

a) Le tableau ci-dessous contient une liste de savoirs appartenant au domaine de la
geométrie affine ou affine euclidienne en dimension inférieure ou égale a trois.

Pour chacun d'entre eux, indiquez en cochant la case correspondante s'il doit &tre vu
avant le cours d'algébre lindaire (ou bilindaire s'il s'agit de géométrie affine
euclidienne), étre intégré dans ce cours, ou étre vu aprés I'algébre linéaire ou
bilinéaire, indépendemment des contraintes du programme habituel du secondaire et
du supérieur (si vous pensez que ce savoir ne doit pas étre vu, ne cochez aucune case
de la ligne correspondante ; si vous pensez qu'il doit étre vu plusieurs fois, cochez
autant de cases qu'il est nécessaire) .
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Savoir

Avant
l'algebre
linéaire ou
bilinéaire

| Fait partie

de l'algébre
linéaire ou

| bilinéaire

Apres
I'algébre
linéaire ou
bilinéaire

S1

Trois vecteurs (deux a deux non
colinéaires) étant dessinés sur une feuille,
écrire 'un d'eux comme combinaison
linéaire des deux autres (en donnant des
valeurs approchées des coefficients avec
une calculatrice).

S2

Déterminer une équation paramétrique dun
plan donné par un point et deux vecteurs et
en déduire une équation cartésienne de ce
plan.

83

Déterminer si trois vecteurs de I'espace sont
coplanaires.

S4

Déterminer l'expression analytique d'une
symétrie du plan par rapport & une droite
D1 parallélement a une droite D72.

S5

Déterminer la composée de deux rotations
du plan de centres distincts.

S6

Déterminer I'équation réduite d'une
conique.

b) Expliciter votre choix concernant au moins deux des item précédents.

Question [ 2) - Analyse

Dans cette question, nous proposons aux enseignants des tAches de géométrie affine ;
nous leur demandons, indépendamment de toute contrainte de programme de
positionner la tiche en question par rapport au cours d'algébre linéaire ou bilinéaire.

Nous avons choisi des tdches que I'on peut faire dans le cadre géométrique, ou en
utilisant les outils de l'algebre linéaire, afin d'observer les préférences des enseignants,
et leur position entre géométrie antérieure 4 I'algébre linéaire ou reposant sur celle-ci.

Nous n'avons pas voulu demander aux enseignants d'expliquer chacune de leurs
réponses, ce qui serait trop long, pour les six propriétés soumises ; c'est pourquoi nous
avons demandé des commentaires sur au moins deux réponses, afin d'accéder 4 des
détails du point de vue des enseignants tout en maintenant un temps de réponse
raisonnable.
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Bien qu’il s’agisse ici de tiches, ou de types de tAches, nous avons retenu pour les
enseignants les termes moins spécialisés de savoirs ou savoir-faire, Nous avons donc
désignés ces tAches par S1, 82, S3, §4, S5, et S6 dans l'ordre du questionnaire.

La tiche S1 peut €tre effectuée, dans l'enseignement actuel, par des éléves de seconde,
sans que le terme combinaison linéaire soit employé. On peut considérer qu'il s'agit
déja dalgébre linéaire ; on peut noter que cette tiche est proposée en introduction au
cours d'algebre linéaire dans le livre Algébre Linéaire de Pham (1996).

La tiche S2 ne fait pas partie actuellement du programme du secondaire, ou les éléves
ne disposent pour déterminer I'équation cartésienne d'un plan que de la méthode
utilisant le vecteur normal. Un enseignant peut considérer qu'elle doit faire partie d'un
cours de géométric destiné A introduire I'algébre lindaire, en abordant no