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Résumé

Dans cette thése, nous nous focalisons sur le probléme de la décomposition polyadique mini-
male de tenseurs de dimension trois, probléme auquel on se référe généralement sous différentes
terminologies : “Polyadique Canonique” (CP en anglais), “CanDecomp”, ou encore‘Parafac”.
Cette décomposition s’avére trés utile dans un trés large panel d’applications. Cependant,
nous nous concentrons ici sur la spectroscopie de fluorescence appliquée a des données en-
vironnementales particuliéres de type échantillons d’eau qui pourront avoir étre collectés en
divers endroits ou différents lieux. Ils contiennent un mélange de plusieurs molécules orga-
niques et 'objectif des traitement numériques mis en oeuvre est de parvenir a séparer et a
ré-estimer les composés de matiéres organiques présents dans les échantillons étudiés. Par
ailleurs, dans plusieurs applications comme l'imagerie hyperspectrale ou justement, la chi-
miomeétrie, il est intéressant de contraindre les matrices de facteurs recherchées a étre réelles
et non négatives car elles traduisent des quantités physiques réelles non négatives (spectres,
fractions d’abondance, concentrations, etc...). C’est pourquoi tous les algorithmes développés
durant cette thése 'ont été dans ce cadre (I’avantage majeur de cette contrainte étant de
rendre le probléme d’approximation considéré bien posé). Certains reposent sur l'utilisation
de fonctions barriéres, d’autres approches consistent a paramétriser directement les matrices
de facteurs recherchées par des carrés. Divers algorithmes d’optimisation ont été étudiés :
approches de type gradient, gradient conjugué non linéaire, bien adapté a des problémes en
grande dimension, Quasi-Newton (BGF et DFP) et enfin Levenberg-Marquardt. Deux ver-
sions de chacun de ces algorithmes ont systématiquement été considérées : la version “recherche
linéaire améliorée” (Enhanced Line Search ou ELS, permettant de s’échapper de minima lo-
caux) et la version “recherche linéaire par marche arriére” (backtracking en alternance avec
I'ELS). De plus, des versions plus générales de ces algorithmes ont également été développées
afin de pouvoir prendre en compte d’autres types de problémes et/ou contraintes susceptibles
d’apparaitre : données manquantes, parcimonie des données. Différentes optimisations algo-
rithmiques ont enfin été testées afin d’accélérer les vitesses de convergence des algorithmes. A
des fins d’évaluation et de calibration, les différentes solutions proposées ont ensuite été testées
sur des mélanges de composés connus effectués en laboratoire et comparées aux méthodes de
“I’état de D'art”.

Mots clefs

Non négativité; tenseurs d’ordre trois; analyse multi-variée ou multi-linéaire; décomposi-
tion canonique polyadique ; décomposition CP ; CanDecomp ; Parafac ; optimisation ; gradient
conjuqué non linéaire ; algorithmes de gradient ; Quasi-Newton ; BEFGS; DFP ; méthodes de



préconditionnement ; données manquantes ; parcimonie ; données creuses ; chimiomeétrie ; ana-
lyse de données; fouille de données; spectroscopie de fluorescence; séparation aveugle de
composés de matiére organique dissous (MOD).



Abstract

In this thesis, we focus on the problem of the minimal polyadic decomposition of a three-
way tensor, sometimes referred to as “Canonical Polyadic” (CP), or also called “CanDecomp”,
“CanD”; or “Parafac”. This decomposition turns out to be very useful in a wide panel of
applications. Yet, in this thesis, we will concentrate on 3D fluorescence spectroscopy of water
samples collected in sea, estuaries, rivers or in water engineering process that contain a mixture
of organic molecules. The aim is to recover the contribution of each organic compound present
in the samples.

Even if an exact fit exists with a known number of terms, the calculation of the CP consists of
finding the zeros of a polynomial of degree six or larger, in a very large number of variables.
This problem is numerically very difficult to solve, even if the number of zeros is finite. Second,
if the model is subject to errors, an approximate fit is wished to be computed. However, it is
now well known that a best approximate may not always exist. Third, in several applications
such as hyperspectral imaging or chemometrics, the loading matrices need to be constrained
to be real and nonnegative. We shall subsequently concentrate on this framework. Fortunately,
one advantage of the latter constraint is that the approximation problem becomes well posed.

We present the different new algorithms that have been developed to tackle the problem of the
nonnegative polyadic decomposition of a three-way tensor : some of them are based on the use
of barrier functions, other approaches consist of explicitly taking into account the nonnegative
nature of the loading matrices by direct parameterization (square and thus Hadamard pro-
ducts) instead of enforcing positive entries by projection. Different optimization algorithms
have been studied too : non linear conjugate gradient, well matched to large dimensions, com-
bined with a global search in a chosen dimension. The latter combination permits to escape
from local minima, gradient, Quasi-Newton (BGF and DFP) and Levenberg-Marquardt ap-
proaches. Two versions of each algorithms are considered : the Enhanced Line Search version
(ELS) and the backtracking version (alternating with ELS). Moreover, generalizations of these
solutions have also been considered in order to take into account possible missing data, spar-
sity, and different algorithmic optimizations have been suggested to increase the convergence
speed. In order to evaluate their performances, algorithms have been tested on mixtures of
known organic compounds carried out in laboratory and compared to the “state of the art”
methods.



vi Abstract

Key words Nonnegativity; 3-way array / third order tensors; tensor factorization;

multi-way analysis; canonical polyadic decomposition ; CP decomposition ; canonical decom-
position ; CanDecomp ; Parafac; optimization; non linear conjugate gradient ; gradient algo-
rithms ; Quasi-Newton ; BFGS ; DFP ; preconditioning ; missing data ; sparsity ; chemometrics ;
data analysis; data mining; fluorescence spectroscopy ; blind separation of dissolved organic
matter (DOM).
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Notations

Dans toute la suite du manuscrit, nous utiliserons les notations suivantes :

corps des réels.

corps des réels non négatifs.

Une lettre en minuscule désigne une variable scalaire.

Une lettre en gras et en minuscule désigne une variable vectorielle.
Une lettre en majuscule et en gras désigne une matrice ou un tenseur.
matrice de taille [ x J.

Elément de coordonnées (i, j) d’une matrice A € RI*/,

Elément (i, 7, k) d'un tenseur A € R™*/*K du 3°m¢ ordre.

matrice identité de dimension N x N.

Opérateur de transposition d’une matrice, tel que a;; = a;;.
Opérateur d’inversion dans le cas d’une matrice carrée.
Pseudo-inverse de Moore-Penrose d’une matrice A.

Norme L;.

Norme de Frobenius.

Si cet opérateur est appliqué a un vecteur, il retourne une matrice carrée contenant
les éléments du vecteur sur la diagonale.

Si cet opérateur est appliqué a une matrice, il retourne un vecteur contenant la
diagonale de la matrice.

Produit de Khatri-Rao.

Produit de Kronecker.

Produit tensoriel.

Produit de Hadamard.

fonction exponentielle.

Opérateur de produit scalaire.

Opérateur de dérivation partielle.

Opérateur différentiel.

Opérateur de vectorisation.
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Notations

Trace d’une matrice.

Dépliement du tenseur T € R’*/*K dans le mode 1.

Dépliement du tenseur T € R™*/*K dans le mode 2.

Dépliement du tenseur T € R™*/*K dans le mode 3.

logarithme népérien ou naturel.

logarithme a base 10 ou logarithme décimal.

matrice de taille X' X F' ne contenant que des 1.

vecteur de taille I x 1 ne contenant que des éléments nuls.

opérateur qui retourne la plus grande des valeurs passées en parameétre.
opérateur qui retourne la plus petite des valeurs passées en paramétre.



Chapitre 1

Introduction générale

Dans cette thése, nous nous concentrons sur le probléme de la décomposition polyadique mi-
nimale de tenseurs de dimension trois. Selon les communautés scientifiques, on se référe a ce
probléme sous différentes terminologies : “Polyadique Canonique” (PC ou CP en anglais), ou
encore “CanDecomp”, “CanD” ou “Parafac”. Méme si un modéle exact existe caractérisé par
un nombre connu de paramétres, le calcul de la décomposition CP consiste a trouver les zéros
d’un polyndéme de degré six voire plus élevé, en présence d’un trés grand nombre de variables.
Il s’agit donc d'un probléme numériquement tres difficile & résoudre et ce en dépit du fait
que le nombre de zéros reste fini. En outre, le modéle est sujet a des erreurs, c’est pourquoi
on en cherche la meilleure approximation au sens d’un certain critére. Il est toutefois acquis
aujourd’hui que la meilleure approximation peut ne pas toujours exister... Par ailleurs, dans
plusieurs applications telles que I'imagerie hyperspectrale ou la chimiométrie par exemple, il
est intéressant de contraindre les matrices de facteurs recherchées a étre réelles et non néga-
tives car elles sont représentatives des quantités physiques réelles et non négatives. Tel est
le cas lorsque 'on cherche a estimer des spectres, des fractions d’abondance, des concentra-
tions, ...etc. Si une telle contrainte rend le probléme d’approximation considéré encore plus
compliqué, son avantage majeur est de le ramener a un probléme bien posé |[LC09|.

Le cadre applicatif considéré ici est celui de 'analyse de données environnementales pour des
données particuliéres de type échantillons d’eau. Ces échantillons pourront avoir été collectés
en différents endroits (mer, estuaires, riviéres ou encore au niveau de processus industriels
liés au traitement de ’eau) ou a différents instants. Ils contiennent un mélange de plusieurs
molécules organiques et le but des traitements numériques qui seront mis en oeuvre sera
de parvenir a séparer et a ré-estimer les composés de matiéres organiques présents dans les
solutions considérées. Pour étudier ces échantillons d’eau prélevés, la technique classiquement
utilisée depuis les travaux de Stedmon [SMB03a|[SM03][SM05]| consiste & coupler I'analyse de
la luminescence totale ou spectroscopie de fluorescence a des algorithmes de décompositions
multi-linéaires CP. Les spectres de luminescence totale sont également appelés “spectroscopie
de fluorescence 3D” ou Matrices d’Emission-Excitation de Fluorescence (MEEF). Dans notre
cas, ces signaux nous ont été fournis par le laboratoire PROTEE de I'USTV. Ils ont été mesurés
a 'aide d’un spectrofluorimétre équipé d’une source d’excitation continue en fonction du
temps. Un ensemble de MEEF constitue alors un tenseur d’ordre trois que I'on peut modéliser
par des décompositions multi-linéaires (Candecomp/Parafac ou décompositions canoniques
polyadiques (CP)). Dans cette application, les matrices de facteurs recherchées correspondent
a de quantités physiques réelles et non négatives : spectres d’émission, spectres d’excitation et
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2 Introduction générale

concentrations des différents composés présents au niveau des divers échantillons de solutions.

C’est la raison pour laquelle, nous nous sommes donc intéressés au développement de nouveaux
algorithmes de décomposition CP non négative pour des tenseurs d’ordre trois. La plupart
des algorithmes existants assurent la contrainte de non négativité au moyen d’une projection.
Nous avons donc exploré d’autres voies : la premiére approche que nous avons considérée
consiste a utiliser des fonctions barriéres (écrites sous forme de fonctions exponentielles dans
notre cas) lesquelles jouent alors le role de terme de pénalisation en cas de violation de la
contrainte de non négativité. Nous nous sommes également tournés vers d’autres approches
inspirées des solutions proposées dans le cadre des décompositions matricielles non négatives.
Elles consistent a prendre en compte explicitement la nature non négative des matrices de
facteurs recherchées a travers la paramétrisation méme du probléme. Nous modélisons les
quantités recherchées au moyen de “carrés” ce qui nous améne tout naturellement & introduire
des produits de Hadamard. Une fois la fonction de coit ré-écrite et des quantités telles que
les gradients matriciels voire les matrices Hessiennes a nouveau calculées, divers algorithmes
d’optimisation ont alors pu étre testés : tout d’abord le gradient conjugué non linéaire, bien
adapté a des problémes en grande dimension, combiné avec une recherche linéaire globale dans
une direction (Enhanced Line Search). Cette combinaison permet de s’échapper de minima
locaux. Mais d’autres algorithmes d’optimisation ont également été étudiés : approches de
type gradient, Quasi-Newton (BGF et DFP) et enfin Levenberg-Marquardt. Deux versions de
chacun de ces algorithmes ont systématiquement été considérées : la version “recherche linéaire
globale” (Enhanced Line Search ou ELS) et la version “méthode par marche arriére” (ou
backtracking, en alternance avec I’'ELS). De plus, des versions plus générales de ces algorithmes
ont également été développées afin de pouvoir tenir compte d’autres types de problémes et/ou
contraintes propres a l’application visée : prise en compte d’éventuelles données manquantes,
parcimonie ou aspect creux des données. Différentes optimisations algorithmiques ont enfin été
testées afin d’accélérer les vitesses de convergence des algorithmes (découpage du tenseur selon
une direction, exploitation des matrices creuses sous Matlab, etc...). A des fins d’évaluation
et de calibration, les différentes solutions proposées ont ensuite été testées sur des mélanges
de composés connus effectués en laboratoire et comparées aux résultats obtenus au moyen des
méthodes de “I’état de 'art”.

Le manuscrit est donc organisé de la fagon suivante. Aprés cette introduction générale, dans
le chapitre deux, nous introduirons les outils mathématiques et les notions sur les tenseurs qui
sont nécessaires aux calculs des gradients matriciels utilisés dans 1’élaboration des nouveaux
algorithmes de décomposition CP non négative. Nous y présenterons également le principe de
la décomposition CP et de quelques algorithmes existants (sans contrainte de non négativité).
Nous passerons ensuite a I’application considérée a savoir la spectroscopie de fluorescence 3D
pour 'analyse de la composition de I'eau et a ses liens avec la décomposition CP. Dans le
troisieme chapitre, aprés quelques rappels sur ’état de ’art en matiére de contrainte de non
négativité, qu’il s’agisse de décompositions matricielles ou de tensorielles, nous présenterons
les nouveaux algorithmes de décomposition CP que nous avons développés lesquels sont fon-
dés sur des modifications de la fonction de coiit considérée. Plusieurs approches possibles sont
détaillées : introduction de fonctions barriéres, modélisation au moyen de “carrés” d’ou l'in-
troduction de produits de Hadamard, éventuel ajout de termes de pénalisation. Dans chacun
de ces cas, les gradients matriciels seront calculés, ce qui nous permettra de considérer en-
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suite différents algorithmes d’optimisation itératifs (gradient, gradient conjugué non linéaire,
Quasi-Newton, Levenberg-Marquardt). La question du choix du pas d’adaptation sera égale-
ment traitée. Enfin, un algorithme de Tucker 3 généralisant I'un des algorithmes précédents
sera également présenté. Toutes les méthodes détaillées dans ce chapitre seront ensuite com-
parées sur des exemples synthétiques de mélanges tri-linéaires. Le chapitre quatre sera quant
a lui consacré au probléme des données manquantes, qui pourrait se poser dans un contexte de
traitement quasi temps-réel et in-situ des données. La encore deux solutions seront proposées :
I'une généralise un algorithme existant qui ne prenait en compte aucune contrainte de non
négativité et considérait des poids binaires affectés a chaque entrée du tenseur de données. La
seconde, plus robuste, considére des poids variables au cours des itérations. Dans le chapitre
cing, nous considérerons différentes optimisations algorithmiques afin d’accélérer les vitesses
de convergence. Enfin dans le chapitre six, nous testerons les différents algorithmes proposés
sur des mélanges de composés organiques connus réalisés en laboratoire . Nous montrerons
I’apport des solutions proposées et leur robustesse vis-a-vis d’erreurs au niveau de l’estima-
tion du nombre de composés présents dans les solutions notamment. Afin d’éliminer 'effet
des diffusions Raman et Rayleigh, une nouvelle méthode de pré-traitement sera également
introduite. Dans un dernier chapitre, enfin, nous discuterons des conclusions et perspectives
de cette étude.






Chapitre 2

Décompositions tensorielles : état de 'art
et applications en fluorimétrie

2.1 Introduction

Ce chapitre poursuit le double objectif de présenter a la fois les outils mathématiques exploités
dans la suite du manuscrit et I'application a laquelle celui-ci est principalement dévolu. Ainsi,
nous introduirons les outils et notations utilisées dans le cadre de 1’algebre tensorielle, dont
nous rappellerons les principes et les propriétés qui seront exploitées par la suite. Ces notions
permettront d’aborder la spectroscopie de fluorescence 3D et son lien avec la décomposition
CP. Cette application en chimiométrie et analyse de données environnementales servira de
base de tests et de comparaisons a tous les algorithmes que nous serons amenés a développer
dans les prochains chapitres.

2.2  Outils

2.2.1 Produits usuels et outils de calcul
2.2.1.1 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker [Bre78] entre deux matrices A = (a;;) = [a1, a2,...ap] € R/ et

B = [by, by, ..., bg] € R7*¢ est une matrice notée A @ B € RI/*FC et définie comme suit :
allB a,lgB c. alFB
a1B axB ... ayrB

AgB=| o (2.1)
CLHB CL[QB e a[FB

Propriétés - Le produit de Kronecker présente les propriétés suivantes si ’on considére 3
matrices A, B et C, dont deux (les matrices B et C) sont de la méme taille, a désignant un
scalaire :

>~ Associatif i.e. A® (B C)=(A®B)®C
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> Distributif i.e. A (B+C)=(A®B)+(A®C)et ( B+C)®A=B®A)+(C®A)
> Non commutatif i.e. A B #B® A

~ (A®B)" = AT @ BT

> Si A et B sont non singuliéres, (A®@B) ' = A"l @ B!

~ (A®B) = Al @ Bf

- a(A®B)=(adA)®B =A® (aB)

2.2.1.2 Produit de Khatri-Rao

Le produit de Khatri-Rao entre deux matrices possédant le méme nombre de colonnes, A =
[a;,as,...,ar] € RI*F et B = [by,by,....bp] € R/*F est défini comme le produit de
Kronecker selon les colonnes :

AGB= [a1 @by, aa®by, ap® bF] c RIJ*E (22)

Propriétés - Il présente les propriétés suivantes si ’on considére 2 matrices A et B possé-
dant le méme nombre de colonnes et une troisiéme matrice C de la méme taille que B ainsi
qu’un scalaire a :

>~ Associatif .e. AO(BOC)=(A0B)oC

>~ Distributif i.e. A (B+C)=(A®B)+(A®C)

> Non commutatif i.e. AOB #B® A

- a(A®B)=(aA)®©B =A0® (aB)

2.2.1.3 Produit de Hadamard

Le produit de Hadamard entre 2 matrices A et B de méme taille est le produit terme a terme
entre chaque élément des matrices :

Propriétés - Ce produit présente les propriétés suivantes si l'on considére 3 matrices
A, B, C de la méme taille et un scalaire a :

>~ Associatif .e. AD(BHC)=(AEB)EZC

>~ Distributif 7.e. AH(B+C)=(ALB)+ (AKC)

> Commutatif 7.e. ALIB =B A

-~ (AOB) = ATEOB” =BT AT

- a(AEB)=(cA)EIB = A (aB)

~ (A®B) (A®B)=ATAEB’B

2.2.1.4 Trace d’une matrice

La trace d’une matrice est simplement la somme de ses éléments diagonaux. Pour une matrice
A carrée de dimension N x N :
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trace{A} = Zaii (2.4)

Propriétés - Elle présente des propriétés qui seront exploitées par la suite. Considérons
trois matrices carrées Dy, Dy et D3 de dimension M x M et quatre matrices rectangulaires
Dy, D;, Dg et D7 (de taille resp. M x N, N x M, M x N et M x N), on a alors les propriétés
suivantes [MNO7] :
> trace {D; + Dy} = trace {D;} + trace {D-}.
> trace {D1D2D3} = trace {DngDg} = trace {DQDng}

= trace {D;Dy} = trace {DyD; }.
> trace {D4Ds} = trace {D5D,}.
- d(DY) = (dDy)".
= trace{DI (D 1 D;)} = trace{(D? I D})D-}. (2.5)

2.2.1.5 Opérateur de vectorisation

L’opérateur vec (.) permet de transformer une matrice en un vecteur. La convention choisie
ici est d’empiler les colonnes de la matrice. Si A € RM*V .

a1

an
a12

vec (A) (2.6)

anro

a1N

Ay N

Propriétés La vectorisation permet de simplifier certains calculs en offrant des relations

avec le produit de Kronecker ou encore la trace par exemple |Bre78, MNO7]. Si on considére

4 matrices Ae M x N, Be M xN,Ce MxM,D e M x M et 2 vecteurs a et b de taille

quelconque :

- vec (ab”) =b®a.

~ (vecA)" vec B = trace (ATB).

> vec(ABC) = (C” ® A) vec(B) ( N.B : cette relation reste vraie pour n’importe quelles
matrices A, B, C, dés lors que le produit ABC est défini et carré).

> trace (ABCD) = (vecDT)T (A ®CT)vec (BT). (N.B : cette relation reste vraie pour
n'importe quelles matrices A, B, C, dés lors que le produit ABCD est défini et carré).
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2.2.1.6 Produit scalaire et norme de matrices

Le produit scalaire de Frobenius est défini de la fagon suivante : (A, B) = trace{ATB}. Ce
qui implique également que : (A, A) = ||A||% = trace{ATA}
Nous serons amenés par la suite a utiliser les deux normes suivantes :

Norme L, : norme de Frobenius - Elle est définie de la fagon suivante :
|A||F = +/trace {AAT}. (2.7)

Norme L; - On considére ici A comme élément d’espace vectoriel :
1AL = lasl- (2.8)
i7j

2.2.1.7 Dérivée et gradient matriciel

On définit la différentielle d’une fonction f & variables matricielles XM, X X®)
comme :

of (XMW . XW)

.. Of (XMW X))
oxX(®)

X ,dX ™)y (2.9)

L dXWY

df = |

L of(XM) L X!V)

On définit les N gradients matriciels de cette fonction f par rapport a ses variables X pour
¢ variant de 1 & N, comme :

, avec i variant de 1 & N, est la dérivée partielle de f par rapport a X@.

Vo f(XD, . X)) = (2.10)

2.3 Décompositions tensorielles

2.3.1 Tenseurs

Un tenseur définit une application multilinéaire, et lorsque les bases des espaces sont fixées,
il est associé a un tableau multi-dimensionnel.

Ainsi, un tenseur d’ordre trois peut étre représenté par une somme de produits tensoriels
entre trois vecteurs. Un tenseur d’ordre trois (ou du troisiéme ordre) peut ainsi étre généré
au moyen de 3 vecteurs et représenté par un tableau a 3 dimensions. On parle aussi de modes
[SBG04]. L’ordre d’un tenseur correspond donc au nombre d’indices nécessaires pour identifier
un de ses éléments.

Le produit tensoriel entre deux tenseurs X et Y de tailles R11*/2XXIN ot Y € R/XJ2Xx m
est noté :
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J

FIGURE 2.1 — Représentation visuelle de la génération d’un tenseur de rang 1.

Z — X@Y c Rll><Ig><...><IN><J1><J2><...><JM (2.11)

dont chaque élément est alors défini par :

Zivig..injijedm — Livio..inYjige..gn- (2'12)

Dans le cas particulier de trois vecteurs a, b et c de taille respective I x 1, J x 1 et K x 1,
alors le produit tensoriel entre a et b donne naissance a une matrice M € R?*’ de rang 1
telle que :

M=a®b =ab’. (2.13)

Le produit tensoriel entre les trois vecteurs a, b, ¢ engendre le tenseur T € R/*/*K de rang
1 tel que :

T=a®b®ec, (2.14)

impliquant que les éléments de T sont données par la relation ¢;;, = a;bjc, pour tout i =
1,...1, pour tout j = 1,...J et pour tout k£ = 1,... K. On peut en voir une représentation
schématique sur la figure 2.1.

2.3.2 Dépliement

Un tenseur d’ordre trois peut étre partitionné en tranches. Il existe alors trois types de tranches
possibles : les tranches frontales, horizontales et verticales, comme le montre la figure 2.3. En
juxtaposant ces tranches, on déplie le tenseur en matrice, comme on peut le voir sur la figure
2.2. 1l existe 3 types généraux de dépliements, selon les 3 modes considérés. Si I’on considére
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un tenseur T de taille I x J x K, le dépliement dans le premier mode méne a une matrice de
taille Tfﬁ(‘]. Les dépliements dans le mode deux et trois ménent respectivement a une matrice

de taille T‘gi{] et T‘ga‘n. Notons que pour chaque mode, on peut modifier la direction selon
laquelle on juxtapose les tranches. Les matrices résultantes sont toujours de la méme taille
que celles sus-citées, mais 'ordre dans lequel apparaissent les valeurs différe.

2.3.3 Décomposition CP
2.3.3.1 Généralités

Si on considére un tenseur d’ordre trois, il admet une décomposition sous forme d’une somme
de tenseurs de rang 1 (ceci est généralisable a n’'importe quel tenseur d’ordre quelconque).
Ainsi pour un tenseur T € RI*/>K .

F
T:Zaf®bf®cf, (215)
f=1

ot les 3 matrices impliquées A = (a;¢) = [a1, &y, ...,ap] € R™*F B = (b;;) = [b1,bs,...,br| €
R C = (c1y) = [e1,Ca, - . ., cp) sont les matrices de facteurs, dont les colonnes sont appelées
les facteurs. F' est un nombre entier. Lorsque le nombre F' de tenseurs de rang 1 nécessaires
au maintien de cette égalité est minimal, on parle de décomposition canonique polyadique
(CP), F représentant alors le rang du tenseur.

On peut réécrire de maniére similaire cette relation en faisant intervenir les composantes des
matrices de facteurs :

F
tiyh = D @igbjserr, (2.16)
f=1

Cette décomposition est aussi parfois écrite en terme de tranches frontales. Pour les K tranches
frontales :

T, = AD®BT (2.17)

ot D®) est une matrice diagonale qui contient la k*™¢ ligne de C sur sa diagonale.

La décomposition CP a été introduite en premier par F. L. Hitchcock dés 1927 sous 'appel-
lation “décomposition polyadique” [Hit27|. Elle a été ensuite reprise indépendamment par J.
Carroll et J-J. Chang sous la terminologie “Canonical Decomposition” (CanDecomp) [CCT70]
ou par Harshman sous la dénomination Parallel Factors (PARAFAC [Har70]. On utilise éga-
lement I'acronyme équivalent CP.

Il est parfois plus pratique de supposer que les vecteurs sont de norme unité, et d’appliquer
un facteur d’échelle A\; a tous les tenseurs de rang 1, ce qui modifie de la maniére suivante le
modéle (2.15) :
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Dépliement dans le mode 1 :Tég{‘]
J K
| | | |
| | | |
J
Dépliement dans le mode 2 : T‘(IQ’?I
J
K i
| | | |
| | | |
K
J
K,JI

Dépliement dans le mode 3 :T(3)

FIGURE 2.2 — Représentation visuelle du dépliement d’un tenseur d’ordre 3 en matrice.
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Tranche frontale Tranche horizontale Tranche verticale

=

=

J >

FIGURE 2.3 — Représentation des tranches d’un tenseur du 3°™¢ ordre (I x J x K).

|

F
TZZ)\f&f@bf@Cf (2.18)
f=1

ol A= [)\1,. . .,)\F]T.

Les applications de cette décomposition sont trés diverses [KB09, Com09, CLDA09, SBG04].
Elle a été utilisée en spectroscopie de fluorescence |SBG04, Luc07|, dans l'industrie agro-
alimentaire [PBdJ*02], en biomedical [FG91], en détection de cibles via radar MIMO [NS09],
en traitement d’antennes [SMBG00, GMB™11], en séparation de signaux de parole [NMSP10],
pour l'identification de signatures spectrales de matériaux en imagerie hyperspectrale [ZWPP0§|,
en télécommunications [LAAC11, dAFMO7], ...etc.

2.3.3.2 Estimation des matrices de facteurs

Le probléme ici posé consiste donc a estimer les 3 matrices de facteurs A, B et C, en supposant
que le rang F' du tenseur est connu. Un moyen classique de modéliser ce probléme consiste
a se ramener a un probléme d’optimisation en cherchant alors a minimiser une fonction de
cott judicieusement choisie (F(A,B,C;A)). On écrit généralement ce probléme comme un
probléme d’ajustement de modeéle en choisissant alors de minimiser I’erreur quadratique :

F(A,B,C;A) = T} — AA(COB)| (2.19)
= | T4 —BA(CO A% (2.20)
= | T — CAB o A7, (2.21)

A est une matrice d’échelle de taille F' x " dont la diagonale contient les Ay pour f =1,..., F
intervenant au niveau de I’équation (2.18), elle s’écrit donc A = diag (\).
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Notons qu’il est possible de permuter les matrices de facteurs du produit de Khatri-Rao.
Comme évoqué dans la section 2.3.2, il faut alors modifier la direction de dépliement au sein
du mode considéré.

Dans la littérature, on peut trouver plusieurs solutions pour résoudre ce probléme d’optimi-
sation (voir par exemple [TB06| pour une étude et une comparaison de plusieurs méthodes
standard existantes). L’approche la plus populaire est d’appliquer la technique de des moindres
carrés alternés (Alternating Least Squares ou ALS) [Bro98, CC70, Har70, JWLY99|. L’ALS est
un algorithme assez lent a converger dans sa version de base. C’est pourquoi des améliorations
de type recherche linéaire ont vu le jour dans |[Bro97| et méme recherche linéaire améliorée
(ELS) [RCHO8|. Le principe de la méthode est d’optimiser alternativement une fonction de
colt par rapport a une des matrices de facteurs, les deux autres étant alors considérées comme
fixes et indépendantes, ce qui est clairement sous-optimal.

Pour pouvoir utiliser d’autres types d’algorithmes d’optimisation, la différentielle dF of F
doit étre calculée, et finalement, les gradients matriciels (la matrice I x I Vo F, la matrice
J X F VgF et la matrice K x F' VcJF) peuvent étre évalués.

On a (le cas A = I, ou I est la matrice identité de taille F' x F', a été abondamment traité
dans la littérature |[CZPA09, Fra92|) :

VAF(A,B,C;A) =2 [—T{f“ + AA(C©B) ] (COB)A
—9 ( T(CoB)A + AA(CTC) (BTB)A) . (2.22)
VeF(A,B,C;A) =2 -T{;f +BA(COA)T| (CoA)A,
—9 ( TL(C o A)A + BA(CTC) B (ATA)A) (2.23)

(3)

VoF(AB,CiA) =2 [-TE" + CAB© A)| (Bo A)A

—9 ( T/ (B A)A + CA(BTB) o (ATA)A) . (2.24)

En égalisant les composantes du gradient a 0, on obtient la solution suivante :

A =T (ACoB), (2.25)
B =T/ (A(CoA)), (2.26)
C=Ty (ABo A (2.27)

2.3.3.3 Problémes d’unicité

Un avantage de la décomposition CP est qu’elle garantit sous certaines conditions que la
solution du probléme de minimisation soit unique. Par unique, on sous-entend dans toute la
suite “essentiellement unique”, c’est a dire que la solution est trouvée a une permutation pres
sur les colonnes des matrices de facteurs de méme qu’a un facteur d’échelle prés (qui se réduit
a un signe si les colonnes sont de norme unité).
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Rang de Kruskal Le rang de Kruskal, encore appelé k-rang, est un nouveau concept de
rang nommé dans [HL84|, suite & une publication de Kruskal qui en fait mention dans [Kru77]
sans le définir.

On définit le k-rang de A comme le nombre mazimum k tel que chaque ensemble de k colonnes
de A est linéairement indépendant.

Exemple 1 :

1
A= (2 (2.28)
3

(SRR V]
Ot 3 Ot

A est de rang 2. Tous les ensembles de 2 colonnes ne sont pas linéairement indépendants (les
vecteurs associés a la 19 et a la 2°™° colonne sont colinéaires). Il n’y a que les ensembles de
1 colonne qui sont tous linéairement indépendants. Donc le k-rang de A est 1.

Exemple 2 :

2 11
A=[52 3 (2.29)
8 35

A est de rang 2 (la 1%° colonne est la somme de la 2°™¢ et de la 3°"® colonne). Il n’y a qu’un
ensemble de 3 colonnes (la matrice elle-méme, et elle n’est pas de rang plein). Par contre, tous
les ensembles de 2 colonnes sont linéairement indépendants. Donc son k-rang est 2.

Condition de Kruskal - Kruskal a établi en 1977 une condition suffisante qui garantit
I'unicité de la décomposition CP pour les tenseurs d’ordre 3 [Kru77| laquelle s’écrit :

2F +2 <min(I, F) + min(J, F) + min(K, F') (2.30)

En effet, pour des matrices tirées aléatoirement selon une distribution continue, le k-rang et
le rang coincident avec probabilité 1, et le rang de A par exemple vaut min(I, F').
La condition (2.30) est souvent réécrite de la maniére suivante [HL84, SB00, SS07] :

2F +2 < ka + kg + kc (2.31)

ol ka, kp et kg représentent les k-rangs des matrices de facteurs.

Cette preuve de l'unicité de la solution a par la suite été étendue a des tenseurs d’ordre
supérieur a 3 [SB00).

De facon intuitive, on peut démontrer que la décomposition CP ne souffre pas de certaines am-
biguités, comme ’ambiguité de rotation que présente ’ACP si on n’impose pas de contraintes
particuliéres, comme l'orthogonalité des axes. Comme expliqué dans [Bro98|, si on considére
un modéle bilinéaire a F' composants :
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X = AB7, (2.32)

alors, n’importe quelle matrice T de taille F' x F' non singuliére appliquée a (2.32) de la fagon
suivante

X = ATT'B” (2.33)

reconstruit la matrice X. Donc, les scores AT et loadings B (T~)" sont un choix tout autant
justifiable que A et B.

Considérons maintenant le modéle CP écrit en (2.17). En prenant des matrices T et P, toutes
deux de taille F' x F' et non singuliéres, on peut écrire la relation suivante sans changer la
matrice X :

X = ATT'DHPP'BT, (2.34)

On se retrouverait donc avec les matrices de facteurs AT, T-'D®P et P~'BT.

Or, T-'D®P doit étre diagonale, ce qui implique que T et P doivent étre choisies comme
matrices de permutations ou de facteurs d’échelle. De cette maniére, on ne peut donc étre
confronté qu’a des indéterminations de permutations ou d’échelle, qui, comme dit précédem-
ment, ne sont pas un obstacle a la détermination d’une solution unique.

2.3.3.4 Problémes de convergence

Le comportement d’algorithmes numeériques a été classifié dans [KHL89| puis & nouveau consi-

déré dans [CLDAO09|. En effet, il arrive parfois que 'on observe au niveau des courbes de

convergence des ralentissements ou des stagnations, qui sont attribuées a la dégénérescence

du tenseur :

> Un bottleneck : lorsque 2 facteurs ou plus d’un mode sont pratiquement colinéaires.

> Un swamp : lorsque qu’un bottleneck existe dans tous les modes.

> CP-degeneracies : cas particulier des swamps, lorsque certains facteurs divergent mais
tendent a s’annuler entre leurs contributions par le biais de signes opposés.

2.4 Spectroscopie de fluorescence

La spectroscopie de fluorescence est un type particulier de spectroscopie dont 'objet est
d’analyser le comportement et les propriétés de fluorescence d’un échantillon.

La phénoméne de fluorescence se produit lors de 'excitation d’une molécule par une onde
électromagnétique. Cette énergie est d’abord absorbée par la molécule, qui sort alors de son
état fondamental pour passer dans un état excité instable. Le retour a I’état initial se fait par
émission d’un photon. On peut en voir une représentation sur la figure 2.4.

La fluorescence est a distinguer de la phosphorescence par le fait qu’il s’agit d’un processus a
durée courte, le retour a I’état fondamental ne s’effectuant pas de la méme maniére.
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FIGURE 2.4 — Diagramme de Jablonski. Image tirée de [Maul.

Dans toute la suite de ce manuscrit, les échantillons analysés seront constitués de plusieurs
composés de matiére organique naturelle dissoute dans un solvant. Ces composés fluorescents
sont aussi appelés fluorophores. Une étude plus poussée de 'origine de ces éléments ainsi que
de leur évolution peut étre trouvée dans [Zhall].

2.4.1 Fluorescence

Quand une solution contenant des échantillons de matiére fluorescente est éclairée par une
source lumineuse, il y a aussi production de deux effets de diffusion Rayleigh et Raman, qui
sont des perturbations inévitables, dues aux chocs entre les photons incidents et le milieu, qui
sont élastiques pour la premiére (conservation de la longueur d’onde incidente), et inélastiques
pour la deuxiéme (non conservation de la longueur d’onde). Les phénomeénes de diffusion
masquent souvent la fluorescence que 'on veut mesurer. L’objectif des travaux présentés
dans ce manuscrit est d’analyser des images de fluorescence. Dans notre cas, ces images nous
ont été fournis par le laboratoire PROTEE de 'USTV. Elles ont été acquises a 1’aide d'un
spectrofluorimeétre équipé d’une source d’excitation continue en fonction du temps dont le
schéma de principe est donné au niveau de la figure 2.5. Préalablement a tout autre traitement,
les raies de diffusion forcément présentes dans toutes les images de fluorescence acquises (voir
figure 2.6) devront étre éliminées. Pour ce faire, plusieurs techniques existent, la plus utilisée
habituellement restant celle présentée dans [ZSMO04]. Nous la détaillerons un peu plus loin.
La relation entre l'intensité de fluorescence, la longueur d’onde d’excitation, et la longueur
d’onde d’émission est exprimée par la loi de Beer-Lambert. Pour de faibles concentrations,
cette loi peut étre linéarisée, et s’écrit alors :

I(Ae; Ap) = Toe(Ae)v(Af)e, (2.35)

ou Iy est une constante. A, est la longueur d’onde dite d’excitation, c’est a dire celle transmise
a I’échantillon lors de I’éclairement. A est la longueur d’onde d’émission. € est le spectre



2.4. Spectroscopie de fluorescence 17

d’excitation relatif. v est le spectre d’émission relatif. ¢ représente la concentration du composé
organique.
Quand plusieurs composés sont présents dans une solution, cette loi est modifiée comme suit :

)\e,)\f = IOZQ ’71 )\f (236)

Ici, [ est I'indice du composé considéré. On peut également étendre cette relation en ajoutant
une dimension temporelle supplémentaire (ou spatiale). En effet, si on dispose de plusieurs
échantillons d’eau prélevés a différents moments ou a différents endroits, le spectre 3D est
alors défini comme :

]()\e,)\f, = IOZQ ’71 )\f Ck,1, (237)

avec k représentant le numeéro de 1’échantillon.

2.4.2 MEEF

Exciter une solution contenant des fluorophores a ’aide d’une longueur d’onde incidente per-
met de mesurer un spectre émis en retour par fluorescence. Balayer une plage de N longueurs
d’onde d’excitation permet de construire une matrice qu’on appelle Matrice d’Emission-
Excitation de Fluorescence ou MEEF. Elle correspond aux spectres de luminescence totale
encore appelés “spectroscopie de fluorescence 3D”. L’image de fluorescence résultante provient
donc de la combinaison d’un mélange de plusieurs fluorophores présents dans 1’échantillon
considéré.

La génération de ces MEEF se fait a l'aide d’un spectrofluorimétre (cf. figure 2.5), dont le
principe simplifié est le suivant : un faisceau incident est généralement issu d’'une lampe au
xénon (il existe d’autres dispositifs d’émission), traversant un monochromateur sélectionnant
finement la longueur d’onde excitatrice. L’'intensité de la lampe est correcte a partir de 250
nm. En dessous, le rapport signal a bruit se dégrade, comme on pourra le voir sur certaines
figures de la section 4. L’onde excitatrice A, atteint ’échantillon & observer, qui fluoresce
en réaction. Sa lumiére émise est captée par un monochromateur d’émission, semblable a
celui d’excitation, et dont la fente ne laisse passer que la longueur d’onde Ay choisie. Pour
récupérer un spectre d’émission, il faut donc faire varier les longueurs d’ondes acceptées en
modifiant la position angulaire du réseau de diffraction du monochromateur. La valeur du
spectre d’émission pour chaque Ay est mesurée a partir du photomultiplicateur, qui regoit
I’onde issue du monochromateur, normalisée par la tension délivrée par la photodiode.

2.4.3 Diffusion

Comme énoncé dans la section 2.4.1, les raies de diffusion Raman et Rayleigh sont des per-
turbations qui surviennent lors de ’acquisition de I'image de fluorescence. En effet, elles ne
résultent pas de ’absorption de photons, mais des collisions de ces derniers avec les molécules
présentes dans le milieu.
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FIGURE 2.5 — Spectrofluorimétre. Image tirée de [Zhalll.

La diffusion Rayleigh apparait dans les zones ou A. ~ Af, celle de Raman dans les zones
ou Ay ~ 2)A.. La forte intensité du Rayleigh, et celle moindre du Raman étant nuisibles aux
méthodes d’estimation des composés organiques dissous, puisqu’elles masquent le signal utile,
il est nécessaire de pré-traiter les MEEF avant de pouvoir les utiliser. Plusieurs méthodes de
traitements existent dans la littérature. Nous détaillons ici celle énoncée dans [ZSMO04|. Une
méthode inédite par filtrage morphologique d’images avec un élément structurant judicieuse-
ment choisi sera introduite dans le chapitre 6. Nous la comparerons a la méthode précédente
sur des exemples réels.

Méthode de Zepp

1. La premiére étape consiste a modéliser I’emplacement et le comportement des raies de
diffusion a I’aide d’un systéeme d 4 équations du second degré, comme on peut le voir
sur I'image de gauche de la figure 2.7.

2. Dans un deuxiéme temps, on élimine tous les pixels présents aux emplacements marqueés.

3. Pour finir, on reconstruit par interpolation (triangulation de Delaunay) les pixels man-
quants.



2.4. Spectroscopie de fluorescence 19

600

550

500

450

400

kf (nm)

350

300

250

2004 —
200 250 300 350 400 450

A, (nm)

FIGURE 2.6 — Diffusions Rayleigh et Raman. Le signal d’intérét est masqué du fait de la forte
intensité de ces deux raies.

2.4.4 Liens entre écriture tensorielle et spectroscopie de fluorescence

Rappelons ici I'expression du modéle trilinéaire donné par la décomposition CP, pour un
tenseur du 3¢ ordre X :

F
Tigk = ) aigbjscis, (2.38)
£=0

Si on compare cette relation avec celle donnée au niveau de l'équation (2.37), et grace a

I'unicité de la décomposition CP ;| on peut alors identifier, par analogie :

>~ F' équivaut au nombre de composés L.

~ a; représente le spectre d’excitation (¢) relatif d’un composé, et donc, A € R/ est
la matrice qui contient les spectres d’excitation relatifs de tous les composés, rangés en
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FIGURE 2.7 — Présentation des différentes étapes de I’algorithme de Zepp. En haut a gauche,
I'image d’origine, a droite, l'image avec les zones a corriger. En bas, I'image résultante, apreés
suppression des raies de diffusion, et interpolation des pixels manquants.

colonnes.

>~ by représente le spectre d’émission relatif (7;) d'un composé, et donc, B € R7*F est
la matrice qui contient les spectres d’excitation relatifs de tous les composés, rangés en
colonnes.

= cy représente le vecteur de concentrations d’un composé a travers les k échantillons du
tenseur de données, & une valeur d’échelle prés. Donc, C € REXF est la matrice qui
contient les vecteurs de concentrations de tous les composés, rangés en colonnes.

> La longueur d’onde d’excitation A, correspond a la variable i.

= La longueur d’onde d’émission A correspond a la variable j.

De maniére équivalente, pour chaque tranche X, du tenseur X :

F
Xk = Z Sfckf, (239)
f=0

ot Sy représente la MEEF de chacun des F' composés. Aprés décomposition CP, ces derniéres
peuvent ainsi étre reconstruites a partir du produit afbi[; ou les F' a; et by représentent les
colonnes des matrices de facteurs A et B.

On peut également reconstruire directement les F' MEEF par la relation :

M=BoA)" (2.40)



2.4. Spectroscopie de fluorescence 21

M est alors une matrice de taille F' x I.J. Chaque ligne de M contient ’ensemble des pixels
de la MEEF d’un composé, dont I'image a été vectorisée, et qu’il convient de réagencer pour
récupérer la matrice souhaitée.

2.4.5 Effet d’écran

Afin de s’assurer du fait que le jeu de données expérimentales suive bien un modéle trilinéaire,
il est utile voire nécessaire d’appliquer des pré-traitements. Nous avons vu dans la section 2.4.3
qu’il était nécessaire d’éliminer au préalable les diffusions Raman et Rayleigh des MEEF .

£500 T T T T T
— Modele
£000 O Mesure ||

Intensité de fluorescence (u.a.)

O 1 L L L i
20 30 40 0 ac
Concentration (mg/L)

FIGURE 2.8 — Effet de la concentration sur l'intensité de fluorescence. La zone linéaire n’existe
que pour des valeurs inférieures & environ 10 mg.L~'. Image tirée de |[Luc07].

Il faut également envisager le cas ot les fluorophores ne sont pas en faible concentration. Dans
ce cas, la loi de Beer-Lambert ne peut pas étre linéarisée, et le modéle CP n’est plus valide.
De plus, d’autres phénoménes, comme la réabsorption du spectre de fluorescence émis par la
solution analysée ne sont pas a négliger. On peut voir un tel exemple au niveau de la figure
2.8. Quand la concentration dépasse un certain seuil dépendant du fluorophore, I'intensité de
fluorescence n’est plus une fonction linéaire de la concentration.

Plusieurs méthodes ont été développées pour corriger 'effet d’écran. Citons par exemple, la
correction par absorbance [SMBO03b], et plus récemment, la correction par dilution [Luc07,
LMRBO09].

Cette derniére méthode donne de bons résultats, est simple a mettre en oeuvre et élimine
I’effet d’écran de facon plus efficace que la correction par absorbance dans le cas de solutions
soumises a un fort effet d’écran. Elle nécessite d’utiliser 2 MEEF d’un méme échantillon a deux
dilutions différentes, ce qui permet alors de calculer une MEEF corrigée de fagon analytique.
Si on modélise la cuve contenant la solution en volumes élémentaires, on peut établir une
expression liant 'intensité de fluorescence émise en fonction d’une partie linéaire constituée
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FIGURE 2.9 — Modélisation de la vue de dessus de la cuve contenant 1’échantillon a analyser.
Image tirée de [Luc07].

du coefficient d’absorption du composé n, a,, du rendement quantique de fluorescence P,
du composé n, du spectre d’émission normé v, du composé n, d'une partie non linéaire et
d’autres variables modélisant la géométrie de la cuve (cf. figure 2.9) :

_eoen ()"
IgD ()\e, )\f = ]0 <Z Oén e n’}/n ()\f)) (& 2 e 2 (241)

[
Sion pose g = 3 et G, = [(A,P,, 'expression devient :

€, représente alors le coefficient d’absorption molaire normé, et ¢, la concentration du composé
n. Ce modéle mathématique caractérisant 'intensité de fluorescence d’une solution quelconque
peut étre réécrit de la maniére suivante :

Iip (es Ag) = LA Ap) H (A, Ag) (2.43)

avec L (A, Af) correspondant a la partie linéaire, et H (A, Af) & la déviation non linéaire due
a l'effet d’écran. L’objectif est alors de pouvoir déterminer cette partie linéaire, ce qui permet
d’obtenir une MEEF corrigée.

En notant I3p I’échantillon d’origine, et I3p, le méme échantillon dilué d’un facteur p (souvent
choisi faible, de sorte a conserver le rapport signal & bruit), on peut écrire :
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N

N
Isp (A, Ap) = (Z Grtnen (A) 7 () ) [T e oleneseneal)) (2.44)
_1
p

<§: L Cnén ()\ )f)/n >\f ) (ﬁ e~ cne()\e)-i-cnen()\f))) ’ , (245)

ce qui se simplifie en :

o (s Ap) = L (0, Ap) H (Ao, Ay) (2.46)
1 1
[3Dp ()‘€> )‘f) = ]_)L ()‘6’ )‘f) Hr ()‘67 )‘f) (247)

On obtient donc un systéme d’équations dont on tire les valeurs de H, et surtout de L :

hohady) o

H( ) = (2o Ar)
( /) (p[w,,()\e,)\f)

o= (U]

Dans l'équation (2.49), L permet alors de reconstruire la MEEF linéarisée. Notons que si
I3p, et par conséquent I3p,, sont choisies dans la zone linéaire, alors les termes de déviation
H (Ae, Af) sont idéalement égaux a 1.
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Chapitre 3

Algorithmes de factorisation tensorielle
sous contrainte de non négativité

3.1 Introduction

Il est utile de considérer dans certaines applications des algorithmes prenant en compte la
nature non négative des données. En effet, comme cela est dit dans |[LC09| la décomposition
CP meéne a un probléme mal posé (nous rappelons que I'acronyme CP est utilisé pour désigner
aussi bien la décomposition Candecomp/Parafac qu’en remplacement de la terminologie an-
glaise Canonical Polyadic decomposition). L’estimation des matrices de facteurs peut devenir
alors instable. Les symptomes d’un tenseur dégénéré (degenerate array) apparaissent quand
deux colonnes colinéaires sont calculées avec des signes opposés, amenant les contributions a
s’annuler entre elles [CLDA09, Paa00|. Un tel phénoméne ne peut apparaitre lors de 1'estima-
tion de matrices de facteurs non négatives, transformant par la méme le probléme sus-cité en
un probléme bien posé.

Il est également pertinent de considérer la nature non négative des quantités que 1’on cherche a
estimer. Certaines applications comme la spectroscopie de fluorescence [Bro97, Bro98, SBG04],
ou I'imagerie multispectrale et hyperspectrale [KC09, ZWPPO08|, nécessitent de manipuler des
spectres ou des concentrations (respectivement des spectres et des fractions d’abondance) qui
sont par nature des grandeurs positives ou nulles. Un livre, paru récemment [CZPA09|, est
d’ailleurs entiérement consacré a une grande partie des approches matricielles et tensorielles
permettant la prise en compte de cet aspect.

Diverses approches ont été proposées afin de tenir compte de la non négativité des données.
Nous allons maintenant rappeler les plus connues d’entre elles, avant d’attaquer la présentation
des solutions que nous avons développées.

3.2 Quelques rappels sur les approches existantes

3.2.1 Approches pour les matrices

Il peut étre intéressant a ce stade d’évoquer les méthodes existant pour la factorisation de
matrices non négatives, couramment appelée NMF (Nonnegative Matrix Factorization). La
factorisation de matrices trouve de nombreuses applications, par exemple en reconnaissance

25
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de caractéristiques de visages [LS99, HDO04|, en séparation de sources audio [FBDO09]|, en
séparation de spectres pour identifier des objets présents dans une image, ou encore dans
I'analyse de la composition de I'air [CZPA09, BBLT07].

La factorisation d’une matrice X de taille I x J sous la forme d’'un produit de deux matrices
W et H s’écrit de la maniére suivante :

X = WH, (3.1)

avec W une matrice de taille I x I’ et H une matrice de taille F' x J. F' est un paramétre
choisi arbitrairement. Il en résulte que si I’ est choisi suffisamment petit, tout en permettant
de modéliser les données X sans erreur, W et H permettent de compresser 'information
contenue dans X.

NMF : estimation avec des régles de mise a jour multiplicatives - Dans [LS00]|, Lee
et Seung ont proposé un algorithme d’estimation de ces deux matrices W et H, fondé non
pas sur des algorithmes d’optimisation de type gradient, mais en utilisant des regles de mise
a jour multiplicatives. Cet algorithme est itératif et a chaque étape les valeurs des matrices
W et H a l'itération précédente sont mises a jour en les multipliant par un facteur calculé
dans l'itération en cours pour chaque matrice. D’aprés les auteurs, les régles de mise a jour
additives utilisées dans les algorithmes de type gradient, sont :
> relativement lentes a converger (des méthodes plus efficaces, comme le gradient conjugué,
existent, mais ne sont pas toujours simples & mettre en place),
> présentent l'inconvénient de nécessiter le choix d’un pas d’adaptation a chaque itération.
Le choisir de fagon optimale se révéle souvent cotteux en terme de temps de calcul/cott
algorithmique. Par ailleurs si ce pas est mal adapté, alors I’algorithme peut ne pas conver-
ger.
Lee et Seung ont proposé des algorithmes afin de minimiser I'une des deux fonctions de cott
suivantes. Toutes deux reposent sur un critére d’ajustement de modéle consistant a minimiser
I’erreur entre ’observation et le modéle. Toutefois, alors que la premiére est basée sur le carré
de la distance Euclidienne :

D (X||WH) = %HX — WHJ? = %Z (2 — (WHD),) . (32)

ij

la seconde est fondée sur la divergence de Kullback-Leibler :

D (X|[WH) =} (x] log (“‘fiﬁ) — (WH)Z.J) (3.3)

ij

ol log désigne le log népérien. Dans le cas de la distance euclidienne, les régles de mise a jour
sont les suivantes :
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(WTX), (xu")

if
hi < s wTW),
J

Dans le cas de la divergence de Kullback-Leibler, les régles de mise a jour deviennent :

> wipri;/ (WH), 22 by (WH),,

hfj < hfj Z Wiy Wi <= W;if Z hf
k m m

(3.5)

NMF : estimation par ALS et projection - Dans [PCB10|, il est proposé d’estimer les
matrices recherchées en utilisant I’ALS | et en rendant les quantités positives par le biais d'un
opérateur de projection.

En repartant de (3.2), on peut calculer les gradients de W et H. La différentielle de Dp
donne :

dDy = %trace {d ((X ~wH)" (X — WH)) }
— trace {(X ~WH) d(X - WH)}
— trace {— (X — WH)” ((dW)H + WdH)} (3.6)

De (3.6), on tire directement le gradient VgDr de H :

VuDr = — (W'X - W'WH) (3.7)

et par symétrie entre W et H, le gradient VwDpr de W :

VwDr = — (XH" - WHH") (3.8)

En égalant (3.7) et (3.8) a zéro, on obtient les régles de mise a jour via I’ALS de W et H :

H= (W'W) " (W'X) (3.9)
W = (XH") (HHT) ™' (3.10)

Suite a cela, on applique un opérateur de projection [-]; dans le but d’assurer la positivité
des matrices estimées.

—~

W [WL, H« [ﬁL. (3.11)

[M = (m;;)]+ retourne une matrice de la méme taille que M, et dont la (i, j)-éme valeur
vaut max{e, m;;}, ol € est une constante de faible valeur (typiquement 107% ) et max{-} est
I'opérateur qui retourne la plus grande des valeurs passées en parameétre.
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NMF : estimation basée sur des produits de Hadamard - En utilisant la fonction
de cotit donnée par ’Eq. (3.2) mais en modélisant les quantités recherchées comme des carrés
au moyen d’un produit de Hadamard noté ici [, la fonction de coiit précédente s’écrit cette
fois :

Cr(W,H) = %HX— (WEW)HDH)|? (3.12)

En posant n = X — (WEH W) (HE H), le calcul de la différentiel de la fonction Cr conduit
a:

dCr(W,H) = (2(WEHW)" (—n) L H, dH)
+(2(-nHDH)"DOW),dW), (3.13)

On peut ensuite en déduire les gradients matriciels :

JOCr(W,H)

oW

=W ((-n) (HETH)) (3.14)
— 2W (X — (WEOW)(HOH)) [(HOH)"],

oCr(W,H
VuCr(W. H) = %

= 2H (W W)T(—n) (3.15)
— 2HO (WEW)" (X - (WEHW)(HEH)),

VwCr(W,H) =

C’est de cette approche que nous nous inspirerons pour dériver une décomposition CP non
négative. Cependant, le calcul des matrices de gradients dans le cas des NMF est plus simple
et ne fait pas par exemple appel a la propriété donnée en (2.5). D’autres méthodes permettant
de résoudre le probléme posé par les NMF sont détaillées dans [CZPA09).

3.2.2 Approches pour les tenseurs

Commencons par un rapide état de 'art des méthodes qui ont été suggérées dans le cas des
tenseurs d’ordre trois. On peut en trouver par exemple dans [PTC11, CZPA(9], mais nous en
détaillerons deux. La premiére proposée dans |[CZPA09|, consiste & commencer par pénaliser
la fonction de cotut puis a utiliser un algorithme d’optimisation itératif de type ALS , auquel
apres chaque itération, un opérateur de projection destiné a assurer la positivité des quantités
trouvées est appliqué. Le second, baptisé algorithme NNLS (pour NonNegative Least Squares),
a été quant a lui suggéré dans [BD9I7].

Méthode combinant pénalisation et projection (NTF-ALS ) [CZPAO09] - Cette
méthode consiste a utiliser la méme fonction de cout que celle fournie dans I’équation (2.21),
mais y ajoutant des termes de pénalité qui ont pour objectif de renforcer certaines propriétés de
la solution recherchée, comme par exemple I'aspect parcimonieux des matrices de facteurs, ou
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encore ’aspect “continu” ou “lissé¢” de leurs valeurs. Puis dans un second temps, un opérateur
de projection, noté ||, dont le but est d’imposer la non négativité des entrées est appliqué,
cette propriété n’étant bien évidemment pas assurée par I’ajout des termes de pénalité. Enfin,
en ce qui concerne l’algorithme d’optimisation, les auteurs suggerent d’utiliser l'algorithme
ALS ou HALS (présenté ci-apres). Le principe de 'algorithme ALS est d’optimiser la fonction
de cotut alternativement par rapport a 'une des trois matrices de facteurs, les deux autres
étant maintenues fixes [BA, Bro97, NL08, RCHO08| . Cet algorithme sera appelé NTF-ALS dans
la suite.

En conséquence, il est suggéré d’opter plutot pour une fonction de coiit de la forme suivante :

G(A,B,C;A) = F(A,B,C; A), +a4||Al|% + az|B|% + ac||C||% (3.16a)
G1(A,B,C;A) = F(A,B,C; A) + axl|Ally + ap|Bl: + ac|[C|, (3.16b)

ol a4, ag et ae sont des scalaires positifs ou nuls appelés paramétres de régularisation. Dans
(3.16a), la norme Ly est destinée a assurer le lissage de la solution obtenue, tandis que la
norme Ly (ici (|Ally = >, lai;]) utilisée dans (3.16b) permet de contraindre la solution a
étre plus parcimonieuse.

On peut calculer les nouvelles composantes des gradients des matrices A, B, C prenant en
compte ces termes de pénalité. Pour la pénalité a base de norme Lo, on obtient ainsi :

VAQ() = VAI() + 2a4 A (3.17)
VBQ() = VB]:() + 2aB (318)
ch() = ch() + 20-C (319)

Les gradients matriciels liés & une pénalisation de type norme L, sont quant a eux définis de
la maniére suivante :

VaGi(-) = VaF(:) + aalyr, (3.20)
VeGi(-) = VBF() + apl,F, (3.21)
VeGi(:) = VeF(:) + aclkgr (3.22)

1x r représente la matrice de taille K X F' ne contenant que des 1.

En rendant les composantes du gradient égales a zéro, il est possible d’en déduire les estimées
des trois matrices recherchées A, B et C dans les deux cas précédents. D’abord pour la
pénalisation de type norme Lo :

A =T (COB)A[A(COB))(COB)A + 20415 (3.23)
B= T”” CoOA)A[A(COA)T)COA)A + a5l (3.24)
C=T" (BoAAABOA))(BOAA + 20l . (3.25)

Puis pour la pénalisation de type norme Ly, on obtient alors :

A= :T{g“(c ©B)A — aAlLF] [A(CoB)T)(CoB)A], (3.26)
B = :T{g“(c ©A)A — aBlJ,F] [A(CoA))(CoA)A], (3.27)
C = :Tg’)‘”(B ©A)A — ozcle} [ABoA)T)BoAA] (3.28)
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ol [-]4 est un opérateur de projection assurant la positivité des entrées, cette propriété n’étant
évidemment pas garantie par ’ajout des termes de pénalité.

A« [K} , B« [ﬁ} , C« [6} : (3.29)

+ + +
Algorithme HALS (NTF-HALS ) - Le HALS (ALS hiérarchique), appelé NTF-HALS dans
la suite, minimise un ensemble de fonctions de coiit possédant le méme minimum global, pour
lesquelles on essaie d’approximer un tenseur de rang 1. On estime alors un facteur (colonne)

de chaque matrice de facteurs de maniére successive. Pour ¢ variant de 1 & F' (nombre de
colonnes des matrices de facteurs), ces fonctions de coit s’écrivent :

Gins (a, biyc) = [TV —a,@b; ® c,|r (3.30)

o T est le tenseur suivant :

TO-T-Y aeb;ec (3.31)
J#i
F
:T—Zaj®bj®cj+ai®bi®ci (332)
j=1

avec T qui est le tenseur de données. On pose E =T — Zle a; ®b; ®c; pour la suite.
Le calcul des gradients de (3.30) donne :

Va.Gias = —TW (c; @ b;) + aiva, (3.33)
Vbigl(-lzszS = —T% (c; ® a;) + by, (3.34)
Ve.Gias = —T@ (b; © &) + ¢i7%e,. (3.35)

Ol Ya;, Tb;s Ve, sont des coefficients d’échelle dont la valeur est donnée dans [CZPA09]. Ceux-
ci seront omis par la suite étant donné qu’on procédera a la place a une normalisation des
facteurs estimés.

(3.35) permet d’en déduire les régles de mise a jour des facteurs :

a = [TV (c;ob)], (3.36)
b, = [T (¢; ® )], (3.37)
¢ = [TV (b;oa)], (3.38)

On peut donc synthétiser le HALS de la maniére suivante :
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Déroulement du HALS
1. Initialiser les matrices de facteurs.
2. Calculer E.
3. Tant que le critére d’arrét n’est pas atteint, pour ¢ =1 a F':
(a) TV =E+a @b, ®¢;
(b) Calculer les estimées des facteurs :
/Ei}- = [T(z‘) (ci ® b,')L_
b; = [T(.Z) (c; ® a,~)]Jr
¢ = [TO (b ® ai)Lr
(c) Etape de normalisation des facteurs :
3 = @y o bi = 5,
)

A noter qu’une version rapide du HALS a été développée et est présentée dans [PC08, CZPA09.

Algorithme NNLS - A lorigine, le NNLS (NonNegative Least Squares) est un algorithme
itératif permettant de résoudre et minimiser le probléme suivant [BD97, LH87] :

|x — Zd|? (3.39)

ol x € RM*1 7 € RMXF ot d € RT"™ est le vecteur a déterminer, dont les F' éléments sont
positifs ou nuls.

L’algorithme NNLS est basé sur la constitution de deux ensembles complémentaires, I'un dit
passif, P, qui contient les indices des F' variables libres, et un ensemble actif contenant les
indices des coefficients du vecteur de résultat mis actuellement a zéro. Quand tous les éléments
de I’ensemble actif sont connus, ce vecteur de résultat d est alors simplement déterminé en
utilisant I'estimateur des moindres carrés sans contraintes, pour les valeurs des indices de
I’ensemble passif.

A chaque étape de 'algorithme, on calcule un vecteur w = ZT (x — Zd), qui est égal a la
moitié de I'opposée de la dérivée de (3.39). Si 'ensemble actif n’est pas vide, on détermine le
wy > 0 de plus grande valeur, et on transfére 'indice de sa position dans ’ensemble passif.
Similairement, on retire cet indice de ’ensemble actif.

1
On peut alors calculer le vecteur de regression s = <(ZP)T ZP> (ZP)T X, qui est estimateur

des moindres carrés, avec Z” représentant une matrice ne contenant que les élements de
I’ensemble passif. On affecte ensuite la valeur de s a d, on recalcule w, et on s’arréte si
I’ensemble actif est vide ou si aucun wy n’est positif.

Dans [BD97, Paa97, TB04, TB06], il est suggéré une amélioration de cette méthode afin de
pouvoir 'appliquer au cas des décompositions trilinéaires. La deuxiéme contribution est une
amélioration algorithmique permettant de diminuer les temps de calcul. L’objectif est alors
de résoudre le systéme vectorisé suivant :
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vec{T;}"” = AA(C©B)"} = 0k, (3.40)

ou lopérateur vec{-} appliqué & une matrice permet d’agréger ses colonnes en un vecteur
colonne et O7 ;1 est un vecteur de taille /JK x 1 qui ne contient que des éléments nuls.

On estime donc chaque matrice de facteurs ligne par ligne (soit un vecteur € R2*F).

Ecrit sous forme matricielle et pour établir une analogie avec le NNLS classique, on aurait :

LKJ _ T
Ty = ZA" (3.41)
ou Z = B ® C dans le cas du premier dépliement du tenseur T € I x J x K. On trouve les
autres matrices Z correspondant aux deux autres dépliements par permutations.

Sachant qu’on peut calculer tres efficacement les produits suivants :

77 = (C"C) 1 (B"B) (3.42)

T
(T{g{ J) Z = T,BD, + T,BD, + ... + TgBDy, (3.43)
ou Dy est la matrice diagonale contenant les éléments de la &k iéme ligne de C.

T
On peut alors se contenter de calculer ZTZ et (T{S(J> 7, sans passer par le produit de

Khatri-Rhao permettant d’estimer Z. Dans le cas ot le nombre de lignes des matrices de

facteurs est supérieur a leur nombre de colonnes (cas le plus fréquent), on a un gain de temps

en termes de complexité algorithmique.

Il est alors nécessaire de procéder a quelques modifications sur 'algorithme NNLS pour ne
T

considérer que ZTZ et (Tfﬁ“) Z. Considérant que le vecteur x donné en (3.39) est remplacé

ici par (T{if‘]) ou ¢ est la ¢ iéme ligne de T, l'estimation du vecteur w devient :
(A

w=2"x-(2"2)d. (3.44)

L’estimation du vecteur de régression s devient :

s=((z'2)") " (z7%)" (3.45)

(ZTZ)P et (ZTX)P ne contiennent alors que les éléments de I’ensemble P.

Un rapide état de ’art des méthodes existantes les plus utilisées ayant été effectué, nous allons
maintenant présenter dans la partie suivante les nouveaux algorithmes que nous avons déve-
loppés pour la décomposition CP de tenseurs d’ordre trois sous contrainte de non négativité.
Ces approches sont bien évidemment toutes généralisables a des tenseurs d’ordre plus élevé.
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3.3 Nouvelles approches pour la décomposition CP d’ordre
3 non négative

3.3.1 Approche par paramétrisation par produits de Hadamard

La premiére idée que nous ayons eu est comme dans le cas des NMF d’essayer de prendre en
compte ’aspect non négatif sans faire appel a des pénalisations qui, en plus de complexifier
la fonction de cott, nécessitent souvent d’ajuster un ou plusieurs parameétres scalaires. La
question de I’ajout d’une pénalisation de ce type sera traitée dans la section 3.3.2.

Un moyen simple de définir un élément positif consiste a I’écrire comme le carré d’un autre.
Ainsi, pour considérer qu'une matrice ne contient que des valeurs positives, on peut simple-
ment poser que a;; = a?j. En utilisant le produit de Hadamard, cela implique que A’ = A[JA,
pour n’importe quelle matrice A. On peut alors réécrire la fonction de cott correspondant a
ce changement de variable :

H(A,B,C) = F(ALA,BEB,CEC)
H(A,B,C) =T - (ADA)A[(CEHC)o (BOB)" |} (3.46)
H(A,B,C) = ||T”” (BOB)A[(CEC)o (ATDA) % (3.47)
H(A,B,C)=|T3" — (COC)A[(BEB)o (ADA)" |3, (3.48)
Pour simplifier les expressions, posons :
5y =TH" - (ADAA[(CEC)o (BEB)" (3.49)
82 =T —(BOB)A[(CEHC)® (ADA)" (3.50)
S = {“” (COC)A[(BEB)® (ADA)" (3.51)

En calculant la différentielle dH de H, on est alors & méme de calculer les composantes
des gradients, a savoir la matrice VAH de taille I x F', la matrice VgH de taille J x F',
et la matrice VoH de taille K x F. Il serait également possible de poursuivre le calcul
analytique jusqu’a la matrice Hessienne (il faudrait alors calculer les dérivées secondes), de
taille (I +J + K)F x (I +J + K)F dans le cas ou 'on voudrait pouvoir ensuite utiliser des
algorithmes d’optimisation de type Gauss-Newton.

Le produit scalaire de Frobenius [AMDDMG60| est défini comme :

(A,B) = trace{A"B}. (3.52)
Nous avons aussi :
(A,A) = ||A||% = trace{ATA}. (3.53)
On peut alors réécrire la fonction de cotut H(A, B, C) de facon simplifiée :

(81),0(1)) = trace {8(}61)}

= trace { (T{ T —(ADA)[(CEC) e (BE B)]T)T :

(T{ig“ —(AOA)S,)[(CEC) 6 (BO B)]T> } .
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Le calcul détaillé de dH (A, B, C) est réalisé dans ’annexe 6.4 ou nous avons monté qu’il valait
finalement :

dH(A,B,C) = (4[AE (-6 [(CEC) @ (BEB)]A)] ,dA)
+(4[BO((—812) (COC)o (ATA)]A)],dB)
(

3.54

)
) (BEB)® (AQA)A)],.dC) (3.54)

), les matrices de gradients peuvent alors étre

+{@[CcO((-6

En utilisant la différentielle donnée en (
déterminées simplement :

VAH(A,B,C) = w
—4A 0 (-6 [(CEC) o (BEB)A) (3.55)
—4A [ ((Tg” (ADAA[(CEC)o (BEB))[(CEC)o (BEB)] A) ,
VaH(A,B,C) = %
— 4B 0 ((—8)[(CEC) @ (A D A)A) (3.56)
— 4B ((T{;f (BOB)A[(CEHC)® (ADA)N[(COC)® (AT A)]A) ,
VcH(A,B,C) = %
—4C O ((—d3)[(BOB)® (A A)A) (3.57)

—4CO ((TK T _(COC)A[BEOB)® (ADA))|(BEB)6 (AL A)]A) .

On peut maintenant construire les matrices de taille (I + J 4+ K) x F suivantes :
G® et X*)

VAH(AM, BY, C0) A
GH = [ VgH(A® B® c®) |, X® =|B® (3.58)
VH(A®N, B®,CW) c

ou encore les vecteurs (I + J 4+ K)F x 1 suivants :

vec{VAH(A® BH C®)} vec{A(M)}
g" = | vec{VH(AW B® CM)} | xU = [ vec{B®} (3.59)
vec{VcH(A®), B(k ,Ct} vec{C*)}

Une fois ces termes calculés, il est possible d’en dériver les schémas d’algorithmes d’optimisa-
tion “classiques” de type descente. C’est ce que nous ferons au paragraphe 3.4.

3.3.2 Approche par ajout d’un terme de pénalisation exponentielle

Nous venons de présenter une manieére intuitive de considérer la non négativité des matrices
de facteurs. Mais il aurait également été possible d’opter pour une autre approche consistant



3.3. Nouvelles approches pour la décomposition CP d’ordre 3 non négative 35

a faire en sorte que la fonction de cott prenne des valeurs trés grandes dés lors que les
matrices de facteurs A, B et C contiennent des éléments négatifs, tandis que sa valeur restera
inchangée et sera petite si les matrices de facteurs A, B et C ne contiennent que des éléments
non négatifs. Pour cela, on peut ajouter des termes de pénalisation, et modifier la fonction de
cotit proposée en (2.21) par une fonction de coit de la forme suivante :

Z(A,B,C) = F(A,B,C) + af(A) + 5f(B) + vf(C), (3.60)

avec «, (3, v des scalaires positifs qui jouent le role de poids sur les matrices de facteurs. f(-)
est choisie de telle sorte que

(i) f(-) est continue.

(ii) f(A) > 0 pour tout A € RI*F.

(iii) f(A) = 0 si et seulement si A € RT"*"
Des travaux ont déja eu lieu sur les fonctions barriere [CMI12, NWO00| avec des applications
dans les problémes inverses liés a la restauration d’images notamment. Nous proposons ici
d’ajouter des termes de pénalisation en e~X, faciles a dériver et qui remplissent les conditions
recherchées. Cela nous améne donc a utiliser la fonction de cott suivante :

I(A,B,C) = F(A,B,C) + ale ndmstectAl 2
+ BllemmdasteclB 2 o odastiec(O 2, (361)

Ot v4, 7B, Yo sont des constantes positives qu’il nous faudra ajuster, ce qui complique bien évi-
demment le probléme. L’opérateur diag{-} retourne une matrice carrée diagonale qui contient
dans sa diagonale les éléments du vecteur donné en argument.

A nouveau le calcul de la différentielle dZ(A, B, C) doit étre réalisé afin d’en déduire les
gradients matriciels. Le calcul détaillé a été déporté a 'annexe 6.4.2 ol nous avons montré
que la différentielle des termes de pénalisation valait :

e veRBlec AL} 2 _ 42 [A - 121—7”} dA. (3.62)

Ce qui conduit donc aux gradients matriciels suivants :
VaZ(A,B,C) = VAF(A,B,C) + 4073 -A - ;fTﬂ : (3.63)
VBZ(A,B,C) = Vs F(A,B,C) +443v% -B — %] , (3.64)
VcZI(A,B,C)=VcF(A,B,C)+ 49 -C - 12:—5} (3.65)

(ot 1; p est une matrice de taille I x F' remplie uniquement de 1). Comme précédemment, il
est ensuite possible de construire les matrices G®) et X*) ou encore les vecteurs g et g*)
qui ont été définis par les équations (3.58) et (3.59).

Une fois les gradients matriciels calculés, il devient possible de minimiser les différentes fonc-
tions de cott qui viennent d’étre introduites. Pour ce faire, nous allons donc appliquer I'un des
différents algorithmes d’optimisation dont nous allons maintenant rappeler le principe dans
le but de parvenir a estimer les trois matrices de facteurs A, B et C.
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3.4 Algorithmes d’optimisation de type descente

Pour estimer les matrices de facteurs A, B, C, les fonctions de cotts introduites au paragraphe
précédent (par exemple en (3.46 pour une paramétrisation au moyen de produits de Hada-
mard) doivent étre minimisées. Dans cette optique, nous suggérons d’optimiser les fonctions
de cotut considérées de facon simultanée vis a vis des trois matrices de facteurs et non pas
alternée comme cela est fait dans I’ALS - cette approche étant réputée sous optimale -. Nous
allons donc maintenant rappeler le principe de différents algorithmes d’optimisation parmi
lesquels la méthode du gradient conjugué préconditionné [She94, Pol97|.

Dans 'approche classique du gradient, la variable X donnée en (3.58) est mise a jour a chaque
itération suivant la régle d’adaptation suivante :

X+ = X0 _ 0 Gk, (3.66)

ot G est la matrice de gradient donnée en (3.58), en utilisant les valeurs analytiques calculées
en (3.55) - (3.57). p est le pas d’adaptation scalaire, qui peut étre soit fixe tout au long
de I’algorithme, soit calculé, maniére exacte ou approchée, a chaque itération. Ce point sera
étudié en détail au niveau de la section 3.6. On peut également utiliser la régle suivante écrite
sur des vecteurs et non plus des matrices :

XD = x(6) R gk), (3.67)

ou x et g sont donnés en (3.59). Notons que dans le cas ou la contrainte de non négativité
n’est plus requise, les gradients contenus dans G et g sont simplement remplacés par leur
équivalents sans contrainte dont nous avions rappelé la valeur au niveau des équations (2.22),
(2.23) et (2.24).

3.4.1 Gradient conjugué préconditionné

Dans le gradient conjugué préconditionné, la régle d’adapation est modifiée ainsi :

{ XD — x(®) 4 (M gk)

A0+ — _(MED)=1glk+D) 4 g qeh) (3.68)

Le vecteur d contient les directions de descente. On peut linitialiser de telle sorte que
d® = —gM M est une matrice carrée qui tient lieu de préconditionneur, destiné a accélérer
la convergence de I’algorithme. Il est conseillé dans [She94, Pol97| d’utiliser pour précondi-
tionneur la matrice Hessienne, voire juste sa diagonale.

[ est un scalaire qui peut étre calculé de deux facons |Pol97| : soit par la formule de Fletcher-
Reeves (fgr), soit par celle de Polak-Ribiére (8pr). Dans chacun de ces deux cas, on a alors :

T
(ks1) g+ gle+1)
FR = " oT o (3.69)
g®T gk
e+ DT (L (k+1) (k)
k1) 8 (g g")
F) — . (3.70)

g®) gk



3.4. Algorithmes d’optimisation de type descente 37

3.4.2 Un cas particulier

En considérant que 8 = 0 et M = I dans la régle d’adaptation précédente, on retrouve la
regle d’adaptation du gradient simple, a savoir, pour le cas matriciel :

Xk = xX®) 4 k), (3.71)

ou encore pour le cas vectoriel :

XD ) 4 ) k) (3.72)

donnée en (3.66).
D est la matrice contenant les directions de descente. Elle est définie de la maniére suivante :

Dg‘) vec{DE,f)} dg{)
D® = [ DX | % = | vec{DE | = | al¥ (3.73)
Dg‘) vec{D(Ck)} d(clf)

Notons qu’ici, nous normalisons les colonnes de B et C par la norme Lq, et on peut n’utiliser
que J — 1 lignes (resp. K — 1) pour la construction des matrices Dg) et Dg), la J®™e ligne
de B et la K™ ligne de C se déduisant directement des autres (a condition de vérifier que le
terme obtenu est bien positif).

Si on pose d¥) = —g®) ou D® = —G® on retombe alors bien sur la régle d’adaptation
donnée en (3.66), a savoir :

XD = x®) WGk, (3.74)
ou pour le cas vectoriel

xB D) = (0 (0 k) (3.75)

3.4.3 Gradient conjugué

En considérant M = I dans ’équation (3.68), on retombe sur la méthode du gradient conju-
gué :

(k+1)  — x(k) (k) q (k)
b'e =x" 4+ u¥d
{ db+) = _g(k+1) | g g(h) (3.76)
On peut D’écrire de fagon équivalente sous forme matricielle :
XEHD = XE 4 mD®) .
D(k+1) — _G(k—l—l) ‘l‘ﬁ(k)D(k), ( : )
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Les deux expressions classiquement utilisées pour la valeur de 3 restent les mémes que celles
présentées précédemment, a savoir : les formules de Fletcher-Reeves (5gr) et Polak-Ribiére
(Bpr) |Pol97|, qu’on réécrit ici sous forme matricielle :

R (G®), G®) IG® '
(k1) _ <G(k+1), G(k+1) o G(k)> _ <G(k+1), G(k+1) o G(k)> (3 79)
PR (GW), G®) 1G] '

Ici encore, la direction de descente initiale est donnée par 'une ou 'autre des deux formules
suivantes :

DW= _GgW (3.80)

ou sous forme vectorisée :

a0 — _g), (3.81)

Derniére amélioration possible enfin : nous choisissons de réinitialiser I’algorithme ponctuelle-
ment, par exemple toutes les (I +J + K)F itérations a l’aide de la relation (3.82) ou (3.83) :

DY = -G (3.82)

ou :

d® — _g® (3.83)

L’objet de ce “restart” périodique est la encore ’accélération de la vitesse de convergence de
I’algorithme.

3.4.4 Meéthodes de Quasi-Newton : BFGS et DFP

BFGS - Si l'on considére cette fois que § = 0 au niveau de I'équation (3.68), et que le
préconditionneur M est égal a la matrice Hessienne, de taille (I +J + K)F x (I +J + K)F
(ou & une approximation de celle-ci, voire uniquement ses termes diagonaux), on obtient les
approches de type Gauss-Newton ou Quasi-Newton.

Si on considére "approximation de la matrice Hessienne donnée par la régle suivante :

Ag®(AgM)T  (M® Ax®))(M®E Ax#)T
(Ag® Ax®)) — (M®AxE) Ax®))

MERD — MR (3.84)

on peut alors définir la régle d’adaptation suivante, telle qu’elle est donnée par I’algorithme
de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) :
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xEH) = x ) 0 (MR g k)

Ax®) = b+ _ (k)

Agh) = glh+) _ g((I: . e (3.85)
A A M®) Ax M®) Ax

M(k+1) - M(k) + (Agg(k(),Agx(k)» ! (M(k)A))(((k),Ax(k» :

1
(Ag)TAx®

tement l'inverse de I’approximée de la matrice Hessienne M®) . On réécrit ainsi I’algorithme
donné en (3.85) :

En utilisant le lemme d’inversion, et en écrivant p = on peut alors estimer direc-

x (k+1) = x®) — (B (MR~ g (k)
Ax(®) — x(k+1D) _ x(k)
Ag®) = glktl) _ gk) (3.86)

(MED) =L = (M®) ™! 4 p [1+ p(Ag®)T(MP)) " Ag®] AxF) (Ax*)T
—pAx®) (AgT(MB) =1 — p(MB) 1 Ag®) (Ax®)T

DFP - Si on considére § = 0 dans 'équation (3.68), et que le préconditionneur M est
directement égal a 'inverse de ’approximée de la matrice Hessienne, de taille (1 + J+ K)F x
(I +J+ K)F, donnée ci-dessous :

AxB (AxENT (VB Agh)(MB Ag k)T

(k+1) _ pf(®) _
MET =M +<Ag(k),AX(k)) (Ag®) MBI Agh))

(3.87)

on obtient cette fois la régle d’adaptation de ’algorithme de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) :

XD x(®) VR g (k)

Ax®) = b+ _ (k)

Ag(k) — g(k—l-l) _ g((lz . . " . . (388)
Ax\F)(Ax MUEIA MUEIA

M(k+1) - M(k) + <Ag(k(),Ax(k))) ! (Ag(gkhlz/ﬁ(k)Ag(g) )

Les deux algorithmes doivent étre initialisés en utilisant une matrice de taille (I +.J 4+ K)F' x
(I +J + K)F qui est symétrique définie-positive pour M) (ou (M®)~1). On peut ainsi
tout a fait prendre la matrice identité. L’algorithme BFGS garantit alors la conservation de la
propriété symétrique définie-positive. Il faut cependant noter que la matrice M® tend a étre
de moins en moins bien conditionnée au fur et & mesure des itérations, le rang de la matrice
Hessienne étant égal au nombre de ses paramétres libres, soit (I + J + K — 2)F. La figure
3.1 montre I’évolution de ce conditionnement sur un exemple synthétique, avec un tenseur de

taille 71 x 47 x 15.

3.4.5 Algorithme de Levenberg-Marquardt

On peut encourager la stabilité du préconditionneur quand ce dernier tend a perdre son
caractére matrice “définie-positive” au fil des itérations et/ou n’est plus inversible, en ajoutant
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FIGURE 3.1 — Conditionnement de la matrice Hessienne au fil des itérations.

un multiple de la matrice identité a la matrice M avant son inversion. Ceci est connu comme
I'approche Levenberg-Marquardt [Lue69| :

<) — (k) _ M(k)(M(k) + aI(I+J+K)F)_1g(k)

Ax®) = x(k+1) _ (k)

Agh) = glhtl) _ g((lz . e (3.89)
A A M) Ax M) Ax

MG+ — M®*) (Agg(k(),Agx(k))) _ <M(k)A>){((k)’Ax(k)> )

ou « est un coefficient de relaxation. Notons qu’en posant o = 0 dans (3.89), l'algorithme
(3.85) est retrouvé. De méme, en posant M = I(;; ;4 k)r ou en considérant que a est choisi
suffisamment grand par rapport aux valeurs de M, on retombe sur 'algorithme du gradient
qui avait été donné dans I’équation (3.71).

3.5 Ajout de termes de pénalisation

On peut renforcer certaines propriétés de la solution recherchée en ajoutant des termes de pé-
nalisation a la fonction de cott (cf. la méthode combinant pénalisation et projection suggérée
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dans [CZPA09] évoquée au niveau de la section 3.2.2). Nous proposons ici de donner les expres-
sions des termes de pénalisation dans le cas de I'utilisation d’une norme L, qui ont vocation
a aiguiller vers une solution parcimonieuse, ainsi que celles des termes sous pénalisation de
type norme Lo, qui visent a lisser la solution. Nous les avions déja donnés respectivement dans
les équations (3.20)-(3.22) et (3.17)-(3.19) dans le cas ot aucune contrainte de non négativité
n’était imposée.

Voici 'expression des fonctions de coiit pénalisées. D’abord dans le cas de la norme L; :

1, (A,B,C;A) = H(A,B,C;A) + au|AD Ay + ap|BEB|| + ac[CE Cl;, (3.90)

et dans le cas de la norme Ly :

Hr,(A,B,C;A) = H(A,B,C;A), +as|ADA|% + ap|BEOB|% +ac||CEC||%  (3.91)

Les gradients associés sont, dans le cas de la norme L, :

Va(Hi (A, B,C;A) = VA(H(A,B,C; A) + 2a4A
Vs(H, (A, B,C;A) = Vg(H(A,B,C; A) + 2a5B
Ve(Hi, (A, B,C;A) = Ve(H(A, B, C; A) + 2a¢C,

et dans le cas de la norme L, :

Va(Hr,(A,B,C;A) = Va(H(A,B,C; A) + dayADADA (3.97)
Vs(Hi,(A,B,C;A) = Vg(H(A,B,C;A) + 4a;BEIBEB (3.98)
VelHi,(A,B,C;A) = Veo(H(A,B,C;A) + 4acCE CEC. (3.99)

Les détails des calculs sont donnés en annexe 6.4.1.2.

3.6 Meéthodes de détermination du pas d’adaptation

Les algorithmes de descente présentés a partir du paragraphe (3.68) requiérent tous l'estima-
tion d’un pas d’adaptation p scalaire qui varie a chaque itération. Il reste bien sir toujours
possible d’utiliser un pas fixe tout au long des itérations, mais cela risque d’étre synonyme
d’une faible vitesse de convergence si le pas est choisi trop petit. Dans le cas contraire, cad si
on choisit un pas trop grand, l'algorithme risque de diverger, et on se trouvera alors dans l'in-
capacité d’estimer correctement les matrices de facteurs. Le pas choisi peut également s’avérer
correctement dimensionné au niveau des premiéres itérations, puis se révéler trop grand par la
suite. Il semble alors judicieux de choisir un pas suffisamment faible pour ne pas tomber dans
ce type de probléme, mais cela porte inévitablement préjudice a la vitesse de convergence.
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FIGURE 3.2 — Comparaison de la vitesse de convergence en fonction du pas d’adaptation
choisi, pour les 20 premiéres itérations de 1’algorithme du gradient. En haut a gauche, le pas
fixe (u = 0.04). En haut a droite, le pas approché. En bas, le pas globalement optimal.

Plusieurs solutions existent pour palier ce probléme. Les plus connues sont le calcul du pas
optimal a chaque itération, et le calcul d’un pas approximé par marche arriére.

Avant d’aborder le principe du calcul du pas optimal et du pas approché par marche arriére,
voici sur un exemple simple, une illlustration/comparaison du comportement du méme algo-
rithme d’optimisation dans chacune de ses trois versions a pas fixe, a pas approché par marche
arriére ou enfin a pas optimal. Considérons la fonction ci-dessous :

flz,y) = %(40:62 + %) (3.100)

Les résultats sont donnés sur la figure 3.2. On a y a tracé les 20 premiéres itérations pour
chaque cas de figure (pas fixe, pas approché par marche arriére et pas globalement optimal).
On vérifie bien que 'algorithme a pas fixe (avec un pas p = 0.04) est le plus lent a atteindre
le minimum de la fonction donnée au niveau de I’équation (3.100). La recherche par marche
arriére donne des résultats plus satisfaisants. Le pas optimal est de loin le plus rapide pour
converger.
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3.6.1 Pas optimal

Le calcul du pas optimal permet, comme son nom l’'indique, de déterminer le pas d’adapatation
qui minimisera au maximum la fonction de coit a ’étape k, en fonction de la direction de
descente calculée. L'objectif est calculer 4 tel que pour une fonction f(-) dépendant d’un
parameétre x :

™ = argmin f(z + p®d) (3.101)

uF) >0
Dans le cas de la factorisation de tenseurs du 3éme ordre, il s’agit de minimiser la fonction :

(3.102)

De facon similaire, dans le cas de la factorisation de tenseurs du 3éme ordre sous la contrainte
de non négativité imposée par produits de Hadamard, en posant P = A® 4+ uDa, Pg =
B® 4+ yDg, Pc = C® + uDg, on doit trouver p(k) qui minimise :

H(A(k—i-l)’ B(k—i—l)’ C(k—i—l)) =H[PaOPA, PgOPg,PcHP¢]. (3.103)

Le détail des calculs est donné au niveau de ’annexe 6.4.3. Il s’agit en fait d’un polynome en
p de degré 12, dont 'expression est donnée par (nous avons choisi d’omettre la dépendance
vis & vis des paramétres de H pour simplifier les expressions) :

12
= a, (3.104)
=0

ou les 13 coefficients a;, pour i = 0,...,12 valent (la définition de K;, ou i varie de 1 & 6 est
donnée en annexe 6.4.3) :

ap = trace [KOKO ] (3.105a)
a; = trace 2K Ko | (3.105b)
ay = trace [2K2K0 + KK, } (3.105¢)
as = trace [2 (K3K0 + KoK, )} (3.105d)
ay = trace [2 (K4K0 + KK ") + KoKy | (3.105¢)
as = trace [2 (K T+ KK T+ KK, + K3K2T)] (3.105f)
ag = trace [2 (K6K0 + KsK T+ K4K2T) + K3K3T} (3.105g)
ar = trace 2 (KgK;" + KsK2" + K4K3")] (3.105h)
ag = trace [2 (K6K2 + K5K3 ) + K4K4] (3.105i1)
ag = trace [2 (KeKs" + K5K4")] (3.105j)
ayp = trace [2K6K4 + K5K5T] (3.105k)
ai1 = trace [2KgK5" | (3.1051)
ay = trace [KGKGT} (3.105m)
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En dérivant l'expression de H par rapport a u, on obtient un polynéme de degré 11 donné
par I’équation (3.106) :
11

dH() = (i+ Dagpr', (3.106)

1=0

Le pas optimal ,ug;)t correspond alors a la racine réelle et positive du polynéme (3.106) menant
au minimum du critére donné en (3.104). Ces racines sont estimées numériquement car pour
des degrés aussi élevés, il n’existe généralement pas de formule algébrique pour le calcul des
racines.

3.6.2 Une solution inexacte, mais rapide : méthode par marche ar-
riére
On peut se demander pourquoi il est utile de rechercher une valeur approchée du pas d’adap-
tation, quand il est possible comme ici d’en calculer analytiquement la valeur optimale. Le
calcul du pas optimal est une solution coiiteuse en terme de temps de calcul qui consiste a cal-
culer les racines d’un polynome de degré élevé dans notre cas. Nous montrerons d’ailleurs au
chapitre 5, que ¢’est le calcul des coefficients du polynome qui est le plus coliteux en terme de
temps de calcul. Les coefficients donnés dans le paragraphe précédent nécessitent le calcul de
produits scalaires de grosses matrices. Dans des problémes de grandes dimensions (lorsque le
tenseur des observations est constitué de larges images par exemple), le calcul du pas optimal
représente la majeure partie de la complexité algorithmique totale a chaque itération.
Il vaut mieux, alors, lui préférer une version approchée, comme la méthode par marche arriére
(backtracking, qui permet & moindre cott d’obtenir une bonne approximation de ). Lidéal
étant de combiner une méthode par marche arrieére avec le calcul du pas optimal seulement
toutes les 10 ou 20 (voire plus) itérations.
1 ®) est toujours choisi de sorte & minimiser (approximativement cette fois) une fonction f(-),
comme celle donnée dans I'exemple (3.101), le long de la ligne o + p®d, avec p* > 0.
1 est choisi suffisamment grand au début, par exemple un pas unité, et est décrémenté d’un
facteur f3, soit 1 = [ jusqu’a ce que la condition d’Armijo (3.107) |[BV04, LYO08|, soit sa-
tisfaite. Le pas p résultant est celui retenu pour le u®) utilisé dans la régle d’adaptation de
I’algorithme de descente considéré. En reprenant nos notations précédentes, et en considérant
une fonction de cotit notée H(-), la condition d’Armijo s’écrit :

H(A + pDa,B + uDg,C + uD¢) < H(A,B,C) + a u g'd (3.107)

oll a est un paramétre constant choisi dans lintervalle [107%, 107'], d est la direction de
descente donnée en (3.73) et g est le gradient donné en (3.59). Notons que puisque d est une
direction de descente, on a gfd < 0 (ce n’est autre que la dérivée directionnelle au point
considéré). Dans le cas de l'algorithme du gradient, d = —g, alors que d = —M~'g pour les
algorithmes de type Quasi-Newton. La condition d’Armijo indique que le pas doit étre tel que
sa valeur est celle qui fait se couper la fonction de coiit et la droite de pente v plus faible que
la droite ayant pour pente la dérivée directionnelle. Le principe de cette méthode est illustré
au niveau de la figure 3.3.
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FIGURE 3.3 — Modélisation graphique de la condition d’Armijo. La fonction de coiit est repré-
sentée en coupe. La condition devient valide dés que f passe en dessous de la ligne en tirets
supérieure, i.e. 0 < pu < py.

3.7 Comparaison des différents algorithmes sur des mé-
langes synthétiques

Ce paragraphe est dévolu a la comparaison des différents algorithmes de décomposition de ten-
seurs d’ordre 3 faisant intervenir une contrainte de non négativité sur les matrices de facteurs
recherchées. Nous appliquons les diverses méthodes a des mélanges synthétiques d’images de
fluorescence de composés organiques classiquement rencontrés dans ’analyse d’échantillons
d’eau.

Premiére série de simulations - Deux tenseurs 77 and 75 ont été simulés en utilisant
les images de fluorescence de F = 4 composés dont les matrices d’émission excitation (a;b!
Vi = 1,...,4) sont données au niveau de la figure 3.4. Ces images [MZBR10| nous ont été
fournies par le laboratoire PROTEE-EA 3819 de I'Université du Sud Toulon Var (France).
Deux matrices positives C ont été générées de maniére aléatoire suivant une loi uniforme (une
matrice 10 X 4 et une matrice 128 x 4). Disposant des images de fluorescence des composés,
et des concentrations de chaque composé pour chaque échantillon, le tenseur peut alors étre
reconstruit tranche par tranche, une tranche étant une image de fluorescence du mélange. Le
premier tenseur 7 construit est donc dans cet exemple de taille 71 x 47 x 10 et le second T5
est de taille 71 x 47 x 128.

Pour pouvoir établir une comparaison entre les différents algorithmes, nous avons besoin d’in-
dices de performance judicieux ou plutot ici une mesure de erreur commise. Nous choisissons
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d’utiliser un premier indice d’erreur, défini de la maniére suivante :
E=|T-T|% ou Eu =10log,,(E), (3.108)

avec T = Z?:l ay @Bf ®cCy et ay, Bf et ¢y pour f =1,..., F les estimés de la f-éme colonne
des différentes matrices de facteurs.

Les meilleurs résultats sont obtenus quand l'indice d’erreur E est proche de 0 sur une échelle
linéaire (—oo en échelle logarithmique).

Nous verrons par la suite que cet indice n’est pas toujours critére optimal de qualité. Voila
pourquoi nous en définissons un deuxiéme, qui ne peut pas étre utilisé sur des données expé-
rimentales. Il est basé sur l'erreur entre la MEEF de I'estimation et la MEEF de référence :

F
Esgs = 10log,() _ lab] —a;b])| r) (3.109)

i=1

En premier lieu, pour comparer les images correspondant au méme composé organique, les
MEEF de référence et estimées doivent étre normalisées, puis triées.

Les simulations qui suivent mettent en confrontation les algorithmes de la littérature NTF-
ALS (pénalisé avec une norme L; pour lisser les résultats et rappelé dans la section 3.2.2) et
NTF-HALS (rappelé dans la section 3.2.2 et implémenté selon la description faite p. 357 de
|CZPA09|) avec les algorithmes développés et présentés précédemment : gradient et gradient
conjugué avec contrainte de non négativité par produits de Hadamard, BFGS et DFP .

Les 4 MEEF de référence sont montrées sur la figure 3.4. Sur la figure 3.5, on affiche les MEEF
estimées par gradient conjugué avec contrainte de non négativité (ELS ) et avec le BFGS (ELS
aussi). Notons tout d’abord que les résultats donnés par ces deux algorithmes sont identiques
ici. De la méme fagon, on observe que qu’on ne peut pas différencier les estimations des
images de référence. Dans un cas idéal, sans bruit, et quand la décomposition se fait a la
valeur du rang du tenseur, ces algorithmes se comportent donc d’excellente fagon. Notons que
le NTF-ALS et NTF-HALS donnent ici les mémes résultats.

Attardons-nous maintenant sur divers points de comparaisons des performances des méthodes.
Les figures 3.6 a), 3.6 b), 3.6 ¢), 3.6 d), 3.7 et 3.8 ont été obtenues en initialisant tous les
algorithmes avec avec la méme solution initiale calculée au moyen de l’algorithme DTLD
présenté dans [SBGO4| et proposé dans la toolbox de R. Bro et Claus A. Andersson [BA].
Pour I’algorithme ALS — Cichocki régularisé soit par une norme L; soit par une norme Lo,
les coefficients de régularisation ont été choisis tels que ay = ap = ac = 107° (C’est cette
régularisation qui explique le fait que 'erreur soit bornée). Pour ces figures, quand la recherche
linéaire globale (ELS ) est effectuée, elle 'est a chaque itération. Notons toutefois que des
versions de l’algorithme ALS faisant intervenir de 'ELS ont été suggérées dans (|[RCHO8|) par
exemple, mais pour une version sans contrainte de non négativité.

Au niveau des figures 3.6 a) et 3.6 b), nous affichons Eyg qui mesure l'erreur entre le tenseur de
départ et le tenseur reconstruit en échelle logarithmique (la légende pour ces deux courbes est
affichée au niveau de la figure 3.6 a)). Pour ces deux figures, "apparence des courbes est trés
similaires. Seul change le nombre d’itérations mis pour atteindre des performances similaires,
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puisque la taille du tenseur n’est pas la méme (dans le mode des concentrations). Le NTF-
ALS (L; ou Ly) et son dérivé, le NTF-HALS , sont les plus rapides a atteindre la convergence.
Du fait de sa régularisation, les performances du NTF-ALS sont cependant bornées, ce qui
explique que I'erreur de reconstruction stagne a environ —40 dB sur les deux figures. Nous
verrons par la suite qu’une faible erreur de reconstruction n’implique pas nécessairement une
bonne approximation des MEEF. Les deux algorithmes de Quasi-Newton, & savoir, le BFGS
et le DFP, donnent des résultats trés proches et convergent rapidement en dessous des —140
dB. Le gradient conjugué met un peu plus d’itérations pour atteindre ce méme résultat (7 fois
plus sur le tenseur 77, et 4 fois plus sur le tenseur 75). Le gradient donne lui les plus mauvais
résultats. Sa courbe de convergence est extrémement lente, si bien qu’il ne passe sous les —45
dB qu’apres, respectivement, 3500 et 7000 itérations pour les deux figures.

Sur les figures 3.6 ¢) et 3.6 d), Uerreur est présentée non plus en fonction du nombre d’itérations
mais en fonction de la complexité algorithmique. Les courbes présentés ici gardent le méme
aspect que celles tracées sur les figures en fonction des itérations. En effet, les algorithmes basés
sur I’ALS ont un coit algorithmique ridiculement faible. BFGS et DFP, bien que présentant un
colt par itération supérieur aux algorithmiques basés sur le calcul du gradient seul, requiérent
ici moins de temps pour descendre jusqu’a —140 dB. C’est di au fait que le gradient conjugué
présente des paliers de plus en plus marqués alors que l'erreur de reconstruction décroit,
rallongeant ainsi la durée de calcul. Notons cependant qu’il n’est pas nécessaire d’atteindre
des erreurs aussi basses pour avoir une bonne approximation de la décomposition. Pour finir,
le gradient, bien qu’ayant une faible complexité algorithmique, ne converge pas suffisamment
rapidement pour s’avérer étre un choix intéressant.

Pour résumer sur ces 4 figures, les algorithmes les plus rapides a atteindre la convergence
sont ceux basés sur I’ALS. Nous verrons toutefois que cet indice de performances n’est pas
un gage de qualité. Les deux algorithmes de Quasi-Newton requiérent ici moins de temps que
le gradient conjugué pour atteindre la convergence. Cependant, ce dernier offre le meilleur
compromis entre vitesse et performances. Contrairement aux algorithmes de type Newton-
Raphson ou Quasi-Newton, il ne demande pas I'estimation des matrices Hessiennes de taille
(I+J+ K)F x (I+J+ K)F (ou de leur approximation), ce qui fait qu’il peut étre appliqué
méme dans le cas de tenseurs de trés grande taille.

Intéressons-nous maintenant a une comparaison des performances entre le backtracking et
I’ELS . On affiche sur la figure 3.7 l’erreur de reconstruction en fonction du nombre d’ité-
rations, et cela appliqué au tenseur Ty en utilisant le BFGS . La premiére courbe montre
donc I’évolution de 'erreur £ pour du BFGS faisant intervenir de ’ELS & chaque itération. La
deuxiéme courbe montre la méme chose mais I’ELS n’intervient que toutes les 10 itérations.
Le backtracking est donc appliqué le reste du temps. L’ELS étant une recherche globale et
optimale du pas d’adaptation, la premiére courbe met logiquement moins d’itérations pour
atteindre les mémes performances, mais I’écart avec la deuxiéme courbe reste faible. Si on
regarde la figure 3.8 qui donne cette fois-ci ’erreur de reconstruction en fonction de la com-
plexité algorithmique, on s’apercoit qu’alterner du backtracking avec de I’'ELS, demande en
fin de compte moins de temps que faire uniquement de I’ELS. Sur des problémes de taille
importante, il est donc recommandé d’utiliser 'ELS de facon trés parcimonieuse (exemple :
toutes les 10 ou 20 itérations) et d’utiliser du backtracking le reste du temps.
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Revenons a l'estimation des MEEF. Si ces derniéres sont parfaitement estimées quel que soit
I’algorithme mis en jeu a modéle exact, examinons le comportement des méthodes présen-
tées dans le cas ou on introduit des erreurs de modeéle. Prenons le cas d’une surestimation
du nombre de composés, (dans cet exemple Figime = 5 alors que Fie = 4). On affiche les
images reconstruites par le gradient conjugué sur la figure 3.9, le BFGS (o = 107%) (le DFP
donne ici la méme chose) sur la figure 3.10 et on les confronte a celles reconstruites via le
NTF-ALS (figure 3.11 et le NTF-HALS (figure 3.12). Tous ces algorithmes ont été initialisés
a partir des mémes matrices de facteurs aléatoires (loi uniforme sans valeurs négatives). Le
gradient conjugué réestime trés bien les 4 composés du mélange, la 5°™¢ image étant alors
logiquement nulle, ou presque (pour parvenir a ce résultat, nous pénalisons avec une norme
Ly de coefficient a@ = 107°). C’est un peu moins vrai pour le BFGS, dont la reconstruction
est un peu moins bonne. Rappelons que la matrice Hessienne du BFGS tend a étre de moins
en moins bien conditionnée au fur et a mesure des itérations. C’est encore moins vrai pour
NTF-ALS et NTF-HALS qui dispatchent de la méme fagon 'un des composés sur 2 images.
Ces derniers ont donc tendance a forcer estimation d’un 5*™¢ fluorophore inexistant dans le
meélange. Les algorithmes que nous avons développés précédemment se montrent donc pour
cet exemple moins sensibles a ce type d’erreur sur le modéle. Ceci nous permet de faire in-
tervenir notre deuxiéme indice de performances Eogg. Comme nous ’avons dit, une faible
erreur de reconstruction n’implique pas nécessairement une bonne réestimation des MEEF.
Sur la figure 3.13, nous superposons les courbes des 3 algorithmes précédents, qui montrent
I’évolution de 'indice E5 en fonction du nombre d’itération. Cette fois-ci, le gradient conjugué
présente des performances bien meilleures que le NTF-ALS et NTF-HALS , ce qui conforte ce
que nous venons de dire quant a 'aspect visuel des MEEF estimées. Le BFGS montre une
certaine instabilité, qui peut étre liée a la dégradation du conditionnement de la matrice Hes-
sienne approximeée.

Pour terminer vérifions la sensibilité de ces algorithmes a 'initialisation. Sur les exemples pré-
cédents relatifs a la surestimation du rang, I'algorithme du gradient conjugué que nous avons
développé ici donnait les meilleurs résultats. On repart de cet algorithme, qu’on confronte a
ceux de la littérature et du tenseur précédent, toujours avec Fegiime = 9, tandis que Fige = 4.
On itére sur 100 réalisations, en générant pour chacune une initialisation basée sur des ma-
trices de facteurs aléatoires. On récupére pour chaque réalisation I'indice de performances
Eogg. On trace en 3.14 la courbe moyennée point a point sur les 100 réalisations, tout au
long des itérations de l'algorithme. On observe ainsi le bon comportement de ’algorithme
du gradient conjugué sous contrainte, qui affiche en moyenne un indice Eoqg bien inférieur a
ce qu’on peut obtenir avec les algorithmes basés sur ’ALS. Sur 'autre figure tracée en 3.14,
on affiche la courbe représentant la derniére valeur (a la derniére itération) de Fogg pour les
100 réalisations, triées par ordre croissant, ce qui nous donne un apercu de la répartition des
valeurs pour les 100 réalisations. Ainsi, 90% d’entre elles finissent sous les 10 dB, ce qui, logi-
quement en accord avec la courbe précédente, est meilleur que les autres algorithmes présentés
sur la figure 3.13. Le HALS ne descend sous les 10 dB que dans environ 20% des cas environ,
tandis que I’ALS dépasse les 20 dB dans 30% des cas.
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FIGURE 3.4 — Les MEEF des 4 composés de référence (avant mélange).
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FIGURE 3.5 — Réestimation des 4 composés via 'algorithme du gradient conjugué (gauche) et
BFGS (droite), tous deux avec contrainte de non négativité imposée par produits de Hadamard.
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FIGURE 3.6 — Erreur de reconstruction (dB) en fonction du nombre d’itérations (gauche) pour
un tenseur non négatif 71 x 47 x 10 (haut gauche), un tenseur non négatif de taille 71 x 47 x 128
(bas gauche). Erreur de reconstruction (dB) en fonction du nombre d’opérations arithmétiques
(droite) pour un tenseur non négatif 71 x 47 x 10 (haut droite), un tenseur non négatif de taille
71 x 47 x 128 (bas droite). La méme légende est utilisée pour les 4 sous-figures. Notons qu’une
faible erreur de reconstruction n’implique pas que les matrices de facteurs soient correctement
estimées. Il faut aussi que le nombre de composés soit correctement détecté (cf. figures 3.9 et

3.12).



3.7. Comparaison des différents algorithmes sur des mélanges synthétiques 51

20 ' ‘ ' ' ' BFGFS avec ELS T
= = BFGS avec backtracking

_40 -

—60 |

—80 |

Erreur de reconstruction (dB)

—-100

—-120

—-140

ot

200 400 600 800
Itérations

FIGURE 3.7 — Comparaison du BFGS avec le backtracking (alternant avec de 'ELS toutes les

10 itérations) et BFGS avec ELS a chaque itération. Erreur de reconstruction en fonction du
nombre d’itérations.

-20

-80

Erreur de reconstruction (dB)
|
[e2]
o

-100

-120

v

1}
1)
'
[ |
i
,
i
f
F
.
i
:
‘
1
]

-140

I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nombre d’opérations arithmétiques

x 10"

FIGURE 3.8 — Comparaison du BFGS avec backtracking (alternant avec de 'ELS toutes les 10

itérations) et du BFGS (avec ELS a chaque itération). Erreur de reconstruction en fonction de
la complexité algorithmique.



02 Chapitre 3. Algorithmes de factorisation tensorielle sous contrainte de non négativité

’g 300 ’g 300
o 250 o 250
< <

200 200

200 300 400 200 300 400

) (nm) A (nm)

300

(nm)

o 250

200
200 300 400 200

A

200 300 400

FIGURE 3.9 — Effet d’une surestimation du rang du tenseur : 5 composés estimés pour 4 réel-
lement présents. Utilisation de 1’algorithme du gradient conjugué avec non négativité imposée
par produits de Hadamard.
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FIGURE 3.10 — Effet d’une surestimation du rang du tenseur : 5 composés estimés pour 4
réellement présents. Utilisation de I'algorithme BFGS avec non négativité imposée par produits
de Hadamard.
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FIGURE 3.11 — Effet d’une surestimation du tenseur : 5 composés estimés pour 4 composés
réellement présents. Utilisation de Ialgorithme ALS décrit dans [CZPA09).
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FIGURE 3.12 — Effet d’une surestimation du rang du tenseur : 5 composés estimés pour 4
réellement présents. Utilisation de Ialgorithme HALS décrit en |[CZPAQ9|
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FIGURE 3.14 — [llustration du bon comportement du gradient conjugué paramétré par produits
de Hadamard pour 100 initialisations différentes dans le cas surestimé. A gauche, on trace
le moyennage point a point de Fygg au fil des itérations des 100 réalisations. A droite, on
trace la courbe triée par ordre croissant représentant la derniére valeur (atteinte a la derniére
itération) de Faogg pour les 100 réalisations (ce qui revient & tracer une fonction de répartition
de la derniére valeur).
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Deuxiéme série de simulations - Nous avons présenté ci-dessus les résultats de simula-
tions en utilisant les approches basées sur des produits de Hadamard. Nous allons maintenant
confronter la méthode faisant appel & une pénalisation exponentielle et la confronter a nos
précédents résultats.

On génére un nouveau tenseur avec les mémes MEEF de référence et parameétres aléatoires que
précédemment, de sorte a ce que la matrice des concentrations soit de taille 50 x 4. Le tenseur
ainsi créé est de taille 47 x 71 x 50. Nous mettons en jeu le gradient conjugué pénalisé par
des exponentielles (et non plus par une paramétrisation au moyen de produits de Hadamard),
I’ALS pénalisé de la méme facon, et le NTF-ALS. On compare sur la figure 3.16 le gradient
conjugué présenté ci-dessus et I'ALS NTF-ALS avec o = 3 = v = 107%. Concernant notre
algorithme, v4, v5 et v¢ ont été choisis pour “normaliser” i.e. Y4 = ||T1||7 B = m, Yo = ﬁ
De plus, a, (3, v sont décrémentées a chaque itération : a(k+1) = 8(k+1) =v(k+1) = O‘Tk),
avec m une constante et a(0) = 0.5), de telle sorte que I'influence des termes de pénalisation
devienne de plus en plus faible.

On peut observer que les 3 algorithmes sont assez rapides sur la figure 3.16(convergence
atteinte en moins de 100 itérations). L’erreur de reconstruction est plus petite avec nos algo-
rithmes qu’avec le NTF-HALS, méme si les performances de ce dernier sont bornées du fait
de la pénalisation. Un tel probléme est éliminé dans notre cas en diminuant 'influence des
termes de pénalisation au fur et & mesure des itérations. (Cependant, nous avons déja noté
qu’une faible erreur de reconstruction n’impliquait pas nécessairement une bonne estimation
des matrices de facteurs). Les MEEF estimées par le gradient conjugué sont tracées sur la

figure 3.15 et sont conformes a celles de référence.

Supposons maintenant que nous surestimions le rang en choisissant F' = 5 pour ce mélange
constitué de 4 composés. Les résultats obtenus sont affichés au niveau la figure 3.17. A gauche,
les images ont été obtenues grace a notre algorithme, tandis qu’a droite, elles ont été recons-
truites grace au NTF-ALS. Dans les deux cas, il est difficile d’affirmer qu’il y a 4 composés.
Les artefacts restent néanmoins moins importants la encore avec notre approche qu’avec I’ap-
proche ALS. Cette méthode se révele donc rapide, mais moins robuste que celle impliquant de
paramétrer par des produits de Hadamard.

Ces algorithmes ainsi pénalisés restent assez sensibles a l'intialisation. On repart du méme
mélange, mais en initialisant les matrices de facteurs d’autres valeurs aléatoires. On retrace
sur la figure 3.18 les performances de ’erreur de reconstruction. La encore, les 3 algorithmes
convergent, trés rapidement. Le gradient conjugué affiche les meilleures performances pour
cet indice, tandis que ’ALS pénalisé donne les moins bonnes. Sur la figure 3.19, on trace les
MEEF estimées par les 3 algorithmes mis en jeu ici. La reconstruction n’est pas trés bonne
avec le NTFALS. Elle est légérement meilleure avec I’ALS et le gradient conjugué tous deux
pénalisés par une exponentielle. Cela n’est toutefois pas aussi bon que dans le cas le cas d'une
paramétrisation par produits de Hadamard.

Pour résumer les résultats obtenus a partir de cette pénalisation exponentielle, nous pouvons
dire que c’est une méthode peu cotteuse numériquement, qui donne de bons résultats a modeéle
exact. Notons toutefois que cela n’impose pas la non négativité des matrices au méme sens que
la paramétrisation par produits de Hadamard. Cela aiguille la solution vers des matrices non
négatives, mais il n’y a pas de garantie absolue de ne pas trouver quelques valeurs négatives.
Par ailleurs, le choix des paramétres (o, v4, VB, 7c) influence considérablement la solution
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obtenue, et il n’est pas évident de les choisir judicieusement.
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FIGURE 3.15 — MEEF estimées par gradient conjugué pénalisé par des exponentielles pour un
tenseur non négatif de taille 71 x 47 x 50.
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FIGURE 3.16 — Erreur de reconstruction (dB) en fonction du nombre d’itérations en utilisant
un tenseur non négatif de taille 71 x 47 x 50.
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FIGURE 3.17 — Mélange de 4 facteurs, en supposant que F' = 5; les 5 MEEF sont estimées
en utilisant le gradient conjugué et une fonction de coit avec pénalisation exponentielle afin
d’assurer la non-négativité (gauche) et NTF-ALS de [CZPAO09].
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FIGURE 3.18 — Erreur de reconstruction (dB) en fonction du nombre d’itérations en utilisant
un tenseur non négatif de taille 71 x 47 x 50.



60 Chapitre 3. Algorithmes de factorisation tensorielle sous contrainte de non négativité

450 450 450
400
350
300
250

200 300 400 500
A

(nm)
(nm)

A
e
A
e

450
400
350
300

(nm)
(nm)

A
e
A
e

(m)
200 300 400 500
Af(nm)

(nm)

e

< 300
250

(nm)
(nm)

e
e

A
A

(nm)

A

FIGURE 3.19 — Mélange de 4 facteurs, en supposant que F' = 5; les 5 MEEF sont estimées
en utilisant le gradient conjugué et une fonction de coiit avec pénalisation exponentielle afin
d’assurer la non-négativité (haut-gauche) et NTF-ALS de [CZPAO09| (haut-droite), et de I’ALS

pénalisé par des exponentielles (bas).

Conclusion - En conclusion de cette étude sur des mélanges synthétiques, nous avons mis en
évidence le bon comportement des algorithmes présentés dans cette section. Gradient, gradient
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conjugué et algorithmes de Quasi-Newton, dont la positivité des matrices de facteurs est
assurée par la contrainte faisant intervenir le produit de Hadamard, donnent des résultats trés
comparables. Le gradient n’est pas recommandé du fait de sa lenteur de convergence. Il vaut
mieux lui préférer le gradient conjugué, qui offre un trés compromis performances / vitesse.
Pour les problémes de petite taille et & modéle exact, le BFGS et le DFP sont probablement le
meilleur choix. Mais dés que la taille du tenseur considéré devient trop importante, I’estimation
de la matrice Hessienne se révéle trop cotteuse. Similairement, ’'ELS peut étre employée pour
ces algorithmes a chaque itération si la taille des donnée est suffisamment faible. C’est ce qui
permet d’avoir les meilleures performances. Le cott algorithmique d’une étape d’ELS étant
relativement élevé, il vaut mieux lui préférer une alternance avec du backtracking quand on
s’oriente vers des problémes de taille importante. Dans tous les cas, ces algorithmes présentent
I’avantage de ne pas avoir de paramétres a régler de fagcon empirique.

A modele exact, les algorithmes basés sur I’ALS donnent par ailleurs de trés bons résultats ici
en plus de s’avérer particullierement rapides. Ils sont une bonne alternative a la paramétrisa-
tion par Hadamard lorsque le temps est un facteur décisif.

Lorsque I'on introduit des erreurs dans le modéle de type surestimation du nombre de com-
posés, nos algorithmes montrent un comportement trés appréciable. Notons qu’il peut alors
étre utile de pénaliser les méthodes. Une régularisation Lq, visant a aiguiller vers des solutions
parcimonieuses, permet ici d’estimer comme nuls les composés correspondant a des erreurs
de modéle. De plus, le gradient conjugué s’aveére ici étre le choix le plus adapté : bien que
la fonction de cott que l'on optimise reste la méme, les algorithmes de Quasi-Newton se
révélent ici moins stables avec I'introduction d’erreurs et pénalisation. Nous avions déja vu
que le conditionnement de la matrice Hessienne se révélait étre de moins en moins bon au
fil des itérations. Pour finir, bien que la pénalisation exponentielle s’avére trés efficace pour
faire converger rapidement les algorithmes en favorisant la positivité des matrices de facteurs,
il faut noter que l'estimation des composés est moins bonne dans le cas surestimé. Dans ce
cas 13, la solution finale dépend ici beaucoup de I'initialisation pour les algorithmes basés sur
I’ALS ou pénalisés par une exponentielle. C’est moins vrai pour les algorithmes paramétrés
par produits de Hadamard, qui, dans le cas surestimé, convergent toujours vers les 4 bonnes
MEEF avec la 5% d’intensité pratiquement nulle. Qui plus est, les algorithmes basés sur une
paramétrisation par produits de Hadamard présentent l'avantage de ne pas avoir de para-
métres a régler manuellement. L’ELS, quand on utilise un algorithme d’optimisation basé sur
du gradient, est calculée automatiquement et idem pour le backtracking.

3.8 Vers une premieére généralisation : nouvel algorithme
de Tucker3 non négatif

Dans cette derniére partie, nous allons reprendre la méme démarche que celle qui avait été
adoptée lors de la recherche d’une décomposition CP non négative, en utilisant une para-
métrisation des matrices de facteurs recherchées au moyen de carrés, ce qui impliquait donc
"utilisation de produits de Hadamard. Nous allons maintenant chercher a la généraliser a un
autre type de décomposition tensorielle : la décomposition de Tucker 3 non négative. Com-
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mencons d’abord par quelques rappels sur la décomposition de Tucker et ses liens avec la
décomposition CP.

3.8.1 Quelques rappels préliminaires

Considérons la décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice X de taille I x J :

X = AGB” (3.110)

Ici, A est de taille I x I, B est de taille J x J, et G est une matrice rectangulaire pseudo-
diagonale de taille I x J.

Considérons la décomposition en valeurs singuliéres réduite de cette matrice X. En supposant
que le rang de X est F', on se limite alors aux F' valeurs singuliéres constituant G, qui devient
alors carrée (F' x F'). De méme, on ne considére que les F' premiers vecteurs singuliers de A
qui devient de taille I x F', et méme chose pour la matrice B qui devient alors J x F'. En
décomposant élément par élément, cela se traduit par :

F
Ty = ) gy (3.111)
=1

Réécrit sous une forme matricielle, cela conduit a la forme suivante :

X = A;GrB% (3.112)

En posant W = AprGr et H= Bp, on a:

X = WH” (3.113)

Notons que W et H sont communément appelées respectivement scores et loadings en analyse
en composantes principales (I’équation (3.113) peut alors se généraliser pour le cas en trois
dimensions vers la décomposition CP).

Toujours en dimension deux, on peut généraliser la décomposition donnée en (3.112) pour une
matrice G non diagonale de taille quelconque. A et B n’auront plus alors le méme nombre
de colonnes.

M N
T =YY GimGmnbin (3.114)

m=1n=1

A. Tucker a proposé de nouveaux modeles en dimension N au milieu des années 1960 [Tuc66].
La décomposition de Tucker-3 peut étre vue comme une généralisation a un ordre supérieur
de 'analyse en composantes principales, ainsi qu’une généralisation de la décomposition CP
vue jusque la.
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Considérant un tenseur du troisiéme ordre, de taille I x J x K, celui-ci peut s’écrire :

Tk = Y DD GifafsifibifaChsy (3.115)

i f2 f3
Ici, A est une matrice de taille I x F}, G est un tenseur cceur de taille F; x Fy x F3, B est
une matrice de taille J x F3, et C est une matrice de taille K x Fj.
On peut également réécrire ce modéle en utilisant le produit n — mode :

X:leAXQBX3C (3116)

On peut aussi le mettre sous forme matricielle, ce qui donne pour le premier mode :

Xfﬁﬂ] _ AG51),F3F2 (C ® B)T . (3.117)

On fait alors intervenir le produit de Kronecker, et on déplie le tenseur coeur G dans le premier
mode. Il est bien str possible de faire la méme chose pour les deux autres modes :

Xé’?l _ BGéQ),Fspl (CoA)T (3.118)
ngJI _ CGé3)7F2F1 BoA). (3.119)

Si on définit le tenseur ceeur G de taille F'x F'x F' (cad que 'on suppose que I} = Fy = F3 = F)
comme étant diagonal, soit g;;, = 1 sii = j = k et 0 sinon, on obtient alors la décomposition
CP. En effet, si on déplie G dans le premier mode, on a une matrice de taille F' x F? telle
que :

1 ... FF F+1 F+2 ... F?
1 0 --- 0 0 :

S=Flo ... 0 1 0 ... 0 (3.120)
: 0 0 1

Il existe un lien entre une telle matrice, le produit de Kronecker et le produits de Khatri-Rao
[LTO8] :

S(Ce®B) =(CoB)" (3.121)

Ainsi, si G est diagonal, alors il vient :

AGH "™ (CeB) = A(CoB)". (3.122)
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Comme précédemment, on peut imposer une contrainte de non-négativité sur les facteurs et
sur le tenseur cceur a la décomposition régie par I’équation (3.115). Des méthodes prenant en
compte cette contrainte existent déja [KS98||MHAO8||CZPAOI||[PTC||PC11] [ZAX12||ZC12].
Dans [MHAO8|, Mgrup & al ont proposé une méthode basée sur une généralisation des NMF
a l'ordre supérieur avec prise en compte de la parcimonie des données appliquée a la dé-
composition de Tucker-3. Dans [BA], il est proposé un algorithme avec semi-contrainte de
non-négativité : les facteurs sont contraints, mais le tenseur cceur peut prendre des valeurs
négatives.

La décomposition de Tucker trouve par exemple des applications dans l'imagerie hyper-
spectrale, la réduction de dimension, la réduction de bruit ou la déconvolution d’images
|Ren08, KC09, Kop09|. Pour un panorama des applications possibles, on pourra aussi consulter
[AY09).

3.8.2 Nouvel algorithme de décomposition de Tucker 3 non négatif

Nous proposons dans ce paragraphe d’expliquer comment il est possible d’écrire un algorithme
fondé sur une paramétrisation par produits de Hadamard pour imposer les contraintes de
non-négativité aux facteurs et au tenseur coeur recherchés. La minimisation d’un probléme de
Tucker-3 non contraint est basée sur la fonction de cott suivante :

T(A,B,C:G) = | T — AGH"7(C o B)Y|% = (180,13 (3.123)
— | TH — BGIE(C o A) | = (1813 (3.124)
— | T — CGEFF (B @ A2 = 8 |3 (3.125)

En posant A’ = AHA, B =B[B, C'=CHC, G’ = GEG, on peut réécrire le probléme
de la facon suivante :

TAB.C;G) = |T( — (ADA) (GPP D GH™") (cBC) e (BEB) I

= 6wll% (3.126)
= | T4~ BOB) (Gg2)’F3F1 o G{;)Wl) (COC)e (ADA) |2
= 1617 (3.127)
= |T5 — (cBC) (Gf;)’FZFl o Gf;f)’FZF1> (BOB)® (ADA) |2
= 10|17, (3.128)

Apreés des calculs dont le détail est donné au niveau de ’annexe 6.6.1, on obtient finalement
les matrices de gradient Va (7. (A,B,C; G)), Vs (7. (A,B,C;G)), Ve (7. (A, B, C; G)), et
Ve (7. (A,B, C; G)) suivantes :
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oT. i -
VA (7; (A7 B; C; G)) :82; = —4A[] 5(1) ((C ] C) & (B ] B)) <G€1),F3F2 B Gg1),F3F2)
(3.129)
87; - 2,031 2,311 7]
Ve (T (A.B,C;G)) == = —4B |3 (CE C) ® (AL A)) (Gé)f loferl )
(3.130)
872 _ 241 217 7]
Ve (T:(A,B,C;G)) === = —4C[ _5(3) (BOB)® (ADA)) (Ggg)f glofert ) |
(3.131)
07
Ve (To(A,B,C: G)) = ey = 4G B [(AB A) 6y (CEO) & (BOB))|
1

(3.132)

Et comme précédemment nous pourrons utiliser ces expressions afin de construire un vecteur
de gradient de taille (IF, + JFy + KFy + FiFyF3) x 1 et un vecteur x*) :

vec{VAT.(AM, B® C*; GW)} vec{AM}

) _ | vec{VeT(AW, B®, CH; G")} w _ | vec{B®}
& vec{VcT (AW BF) CH). GHE)Y [ X vec{CHM} (3.133)

vec{ VT (A®, B, O; G} vec{G)

qui nous servira ensuite pour construire un algorithme d’optimisation de type descente comme
cela a déja été expliqué au niveau du paragraphe 3.4.

On peut également calculer les coefficients du polynome utilisé dans le pas optimal (détails
du calcul dans ’annexe 6.6.2. Nous procédons de maniére identique a ce qui avait été fait au
niveau du paragraphe 3.6.1.

Le calcul du pas optimal consiste & minimiser la fonction suivante :
7Z(A(k+1), B(k+1), C(k-i—l); G(k+1))

=T, (AW 4+ DA W), (B® + uDg™), (C® 4+ uDc®); (GW + uDe™)| . (3.134)

Le développement de ce polynome d’ordre 16 (dans ce cas 1a) nous améne a devoir calculer la
valeur de ses 17 coefficients (cf. Annexe 6.6.2, pour le détail des calculs) :

16
dT.() = ayd, (3.135)
=0
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avec

2 (
2 (
2 (KsKs" + KuK7" + K5Kg' +))
2 (KoKs" + KsKr" + K4Kg' ) + KsK5")
2 (KiKs" + KoK7' + K3Ke" + KuK5"))
2 (KoKs" + KiK7" + K2Kg” + K3K5") + KyKy")
ar = trace (2 (KoK7" + K1Kg" + KoKs" + K3K4"))
ag = trace (2 (
2 (
2
2

as; = trace

a4 = trace

A nouveau, il nous faudra dériver ce polynoéme et par rapport a u :

15

d7.(.) =) (i + Daiapd, (3.136)

1=0

. k N . , .. A .
Le pas optimal ,uc(,p)t correspond alors & la racine réelle et positive de ce polynome de degré
15 menant au minimum du critére donné en (3.135). Les racines sont estimées la encore
numériquement.

3.8.3 Un exemple numérique

On illustre les expressions ci-dessus permettant d’estimer les matrices de facteurs et le coeur
en les contraignant a étre non négatifs en reprenant ’exemple donné dans la partie 3.7. On
dispose donc d’un tenseur de taille 47 x 71 x 10.

Ce modéle était fait pour étre estimé par décomposition CP. Rappelons en effet qu’il est
mathématiquement défini par la loi de Beer-Lambert (2.37) (pour des concentrations suf-
fisamment faibles, dans le cas de mélanges réels). Nous avons vu précédemment que pour
retrouver ’équivalence entre la décomposition de Tucker et CP, il était nécessaire que le ten-
seur coeur G soit diagonal. Afin d’aiguiller 'algorithme vers les MEEF de référence, et du
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fait que la décomposition de Tucker ne garantit pas l'unicité de la solution estimée contraire-
ment a la décomposition CP , nous initialisons le tenseur cceur comme diagonal, en ajoutant
sur chaque valeur un biais aléatoire issu d’une loi uniforme, d’amplitude maximale 30. Les 3
autres matrices de facteurs sont initialisées aléatoirement. Nous choisissons d’utiliser le gra-
dient conjugué, qui était le meilleur compromis performances / temps par itérations sur les
exemples précédents. Nous alternons également du backtracking avec 'ELS pour accélérer le
calcul, dont la complexité algorithmique par étape devient importante.

On trace sur la figure 3.20 les MEEF estimées via cet algorithme de Tucker non négatif. Elles
ne différent pas de la référence donnée en 3.4. De plus, le tenseur coeur réestimé se rapproche
d’un tenseur diagonal, dont voici, pour l'exemple, les 4 valeurs g;;, d’abord pour les valeurs
initiales :

Sdiaginitial = (26.0949 14.8458 26.1475 18.3471) (3.137)

Puis les valeurs estimées :

gdiagEstimée:(65.2053 43.1615 53.6602 47.5976) (3.138)

En effet, si on normalise chacun de ces 2 vecteurs par leur valeur maximale pour les recadrer
sur une méme échelle, on constate que I'écart type de aiaghstimee €St inférieur a celui de

diaglnitial -
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FIGURE 3.20 — MEEF estimées par gradient conjugué appliqué a la décomposition de Tucker
non négative (produits de Hadamard).



Chapitre 4

Mesures manquantes : prise en compte
du probléme

4.1 Problématique

Au cours du processus d’acquisition de mesures, il peut s’avérer que certaines valeurs soient
manquantes ou peu fiables. On peut prendre I’exemple du domaine bio-médical, dans lequel
on utilise parfois des réseaux d’électrodes (cas de l'analyse EEG) disposées sur un patient. Or
il peut advenir que 'une de ces électrodes soit défaillante et la mesure soit alors manquante.
En EEG, les données sont regroupées dans un tenseur aprés utilisation de transformées temps-
fréquence [BCA12, MnMVS*04]. Dans d’autres domaines, tels que I’étude du trafic réseau, on
peut perdre certains paquets échangés entre deux terminaux. Plus généralement, ce probléeme
de la gestion des données manquantes concerne tous les domaines dans lesquels la collecte des
données peut étre sujette a erreurs. Si dans certains cas il suffit tout simplement d’ignorer les
valeurs manquantes, dans d’autres cas tels que le domaine de la spectroscopie de fluorescence,
par exemple, il n’est pas souhaitable d’ignorer ces valeurs manquantes et le probléme pourrait
méme ne pas pouvoir étre traité sans prise en compte de ces données. C’est pourquoi il s’avére
alors tout a fait pertinent de développer des méthodes destinées a traiter le probléme étudié
tout en les considérant.

Dans ce chapitre, nous couplons la question des données manquantes a celle des tenseurs non
négatifs répondant & un modéle CP. La question de la non négativité et de la décomposition
CP prenant en compte cet aspect a été traitée dans le chapitre précédent (Chapitre 3).

4.2 Approches existantes

Comme mentionné précédemment, les tenseurs résultant de mesures expérimentales peuvent
contenir des données manquantes. Cependant, il peut étre nécessaire d’étre capable de réaliser
la décomposition CP en ignorant ces valeurs. Les travaux précédents sur le sujet ont consisté
a introduire un tenseur de poids, que nous appellerons W, possédant la méme taille que
le tenseur de données (W e R/} et dont les entrées valent 0 quand une valeur est
manquante ou 1 quand elle est présente [AKDM11||TB05]. Notons dés a présent que dans la
nouvelle approche qui nous expliciterons dans la sous-section 4.3, les valeurs de W ne seront

69
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, , . o IKJ R
plus supposées nécessairement binaires. En notant W(1) le dépliement du tenseur W dans
le premier mode, la fonction de coiit exprimée dans le premier mode vaut maintenant :

J(A,B,C)
= W o (X - (ABA)(COO) o BOB)) |
= Wiy BwllE = 187 (4.1)

On a le méme type d’expression pour les deux autres modes :

J(A,B,C) = [Wi5 O dpllE = 18pl7 (4.2)
= W' BéelE = 18eF (4.3)

Les quantités B;), avec ¢ = 1,...,3 sont introduites de sorte a simplifier les expressions. En
utilisant comme au chapitre précédent ||A]|% = trace{ ATA} = (A, A), ou (.) est le produit
scalaire de Frobenius, I'équation (4.1) est alors réécrite :

(Bay Bay) = t"ace{ﬁa)ﬁ(l)}
— trace { [W(fg” o (X{g” ~(ADA)((CEOC)® (BO B))T>]T .

[w(ﬂ{“ o (Xfig‘“ ~(ADA)((CEOC)® (BO B))T)] }

Nous calculons ensuite la différentielle d 7 de J afin déterminer les trois matrices de gradient :
la matrice VaJ de dimension I x F', la matrice VgJ de dimension J x F et la matrice Vo J
de dimension K x F'. Les calculs sont détaillés dans ’Annexe 6.7. Nous trouvons finalement
que :

d7(A,B,C)
— (1 ]|AD (-8, BW()(CBC) 6 (BOB))|,dA)
+ (4 [B o <(—ﬁ(2 OWA(CEC) o (AT A)])} ,dB)

+(1[cE (-8, W (BOB) o (ADA))],do)

On en déduit alors les trois matrices de gradient, qui pourront étre utilisées dans n’importe
lequel des algorithmes d’optimisation dont nous avons rappelé le principe dans la section 3.4
du chapitre précédent :

VAJ(A,B,C) = 1A T (-8, BW(/) (COC) ® (BEB))]
VeJ(A,B,C) = 4B [ :(—ﬁ(z) BWAET) (CEC) o (AT A)):

VeJ(A,B,C) = ACE :(—ﬁ(g) BWET) (BEB)® (AL A)): (4.4)
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4.3 Nouvelle approche : algorithme “Varying Weights” (VW)

Dans cette variante de ['algorithme précédent, plutot que de laisser le tenseur des poids W fixe
au fil des itérations comme cela avait été proposé dans [AKDM11|, nous suggérons de mettre
a jour ce tenseur et de ré-estimer les valeurs manquantes du tenseur T au fil des itérations.
L’algorithme d’estimation devient donc :

, , IXJIXK ,
ALGORITHME. Démarrer avec un tenseur donné T € R ™™™ avec des données manquantes
et un tenseur de poids W avec des entrées binaires au début (une faible constante € au lieu
de 0 peut étre utilisée si la valeur est manquante, et 1 si la valeur est présente).

Ensuite, tant que le critére d’arrét n’est pas vérifié :

1. Calculer les matrices de gradient grace a I’équation (4.4). Ces matrices peuvent étre uti-
lisées dans n’importe quel algorithme de descente (cf. section 3.4) afin de déterminer la
direction de descente. Durant les premiéres itérations, le tenseur de données T contient
des valeurs fixées considérées comme manquantes. Pour le calcul du gradient, il convient
de les gérer en tant qu’élément neutre (0 pour une addition, 1 pour une multiplication).

Facultatif S’l est prévu de calculer le pas d’adaptation optimal, il convient comme précédemment
de gérer les valeurs manquantes du tenseur T comme élément neutre.

2. Mettre a jour les matrices de facteurs A, B et C.

3. Si la borne supérieure n’est pas atteinte (définie a I'étape 4), les valeurs manquantes de
T sont corrigées par interpolation. D’abord, on reconstruit le tenseur généré a partir des
matrices de facteurs; cela ameéne au tenseur U. Si ¢;;;, existe ou n’est pas une ancienne
valeur manquante (c’est a dire w;; < 1), il n’y a rien a faire. Sinon, on calcule la valeur
moyenne pondérée a affecter a ¢;;, en prenant en compte les plus proches voisins (six
s'ils sont tous présents, moins si certains sont non définis ou non reconstruits). Cette
moyenne est pondérée par les valeurs du tenseur W correspondant a ces voisins.

4. Si wyjr # 1, on augmente légérement sa valeur d’une faible constante, par exemple
a = 1073. De cette maniére, le poids des valeurs initialement manquantes est progressi-
vement augmenté au fur et & mesure que le tenseur est reconstruit, et que les matrices
de facteurs sont estimées. Cependant, cette reconstruction n’est pas parfaite, et pour
pallier ce probléme, on définit une borne supérieure M < 1 (par exemple M = 0.4, de
telle sorte que pour tous les w;jj liés & une valeur manquante w;j;, < M.

5. Vérifier si 'algorithme a convergé. Si c’est le cas, stopper, sinon passer a l'itération
suivante.
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4.4 Validation de la méthode sur des mélanges synthé-
tiques

Nous générons un tenseur T en utilisant F' = 4 composés. Les images de fluorescence de ces
composés sont les mémes que celles présentées dans la section 3.7. On génére une matrice C
aléatoire et non négative de taille 15 x 4. Un certain pourcentage des données du tenseur a
été remplacé aléatoirement par des “Not A Number” (NaN en Matlab), indiquant qu’elles ne
sont pas connues. Dans ce but, les coordonnées (i, j, k) de ces points ont été choisies selon une
loi uniforme. Sur la droite de la figure 4.1, les 4 matrices de fluorescence d’émission-excitation
estimeées par 1’algorithme du gradient conjugué non négatif avec prise en compte des données
manquantes ont été réprésentées. L’algorithme VW a ainsi été utilisé en considérant M = 0.1
et « = 107°, avec 30% de données manquantes dans ce cas. Sur la gauche de cette méme
figure, on donne les résultats pour 'algorithme du gradient conjugué avec contrainte de non
négativité (pas de données manquantes dans le tenseur considéré). Les résultats nous montrent
que les images reconstituées avec ou sans données manquantes sont trés proches.

200 300 400 500 200 300 400 500
Af (nm) )\f (nm)

FIGURE 4.1 — Modéle exact (F' = 4), les 4 images de fluorescence émission-excitation estiméees
en utilisant : a gauche : 'algorithme du gradient conjugué avec contrainte de non négativité
(pas de données manquantes). A droite : 'algorithme VW (30% de données manquantes).

Le rang est maintenant surestimé. On considére toujours F' = 4 composés, mais étant donné
la méconnaissance de cette valeur dans un cas de traitement réel des données, on réalise la
décomposition CP sous I’hypothése que le rang du tenseur est /' = 6 (6 fluorophores seraient
donc présents). Ici, on choisit M = 0.15 et 'on conserve o = 107°. Comme dans la section 3.7,
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les composés estimés de fagon superflue (composés non existants) devraient étre “idéalement”
estimés & 0. Comme on peut 'observer sur la figure 4.2, c’est vraisemblablement plus le cas
en utilisant la méthode que nous avons introduite dans la section 4.3 : seuls de faibles résidus
sont visibles sur cet ensemble d’images. La méme méthode avec des poids fixes et sans recons-
truction tend a estimer 6 composés au lieu de 4, et le quatriéme s’avére trés mal estimé. Quant
a la méthode CP-WOPT introduite dans [AKDM11], elle ne peut pas restaurer correctement
les MEEF du fait qu’elle autorise des valeurs négatives. Effectivement, nous observons bien
que de larges zones dans lesquelles devraient se situer le composé organique sont négatives.
Le composé estimé sur la 5éme image est d’ailleurs le négatif de celui estimé sur la 6éme
image, ce qui est un souci caractéristique des algorithmes n’intégrant pas la contrainte de non
négativité sur ce type de probléme.

Afin de réellement quantifier I’erreur commise au niveau de ’estimation et de la reconstruction
des images de fluorescence des différents fluorophores présents dans les solutions étudiées, nous
définissons deux critéres d’erreur. Le premier, déja défini dans la section 3.7, est basé sur le
calcul de I'erreur entre le tenseur observé et le tenseur reconstruit :

Eiag = 10log,,(||T — T)||%), (4.5)

- F ~ o o~ ~ ~ . , N -
ouT =3 a;obsoCyeta,betCsont les facteurs estimés. Le second critére d’erreur (qui
ne peut étre utilisé que sur des données simulées et non pas sur des données expérimentales)
est basé sur l'erreur entre les MEEF des estimées et les MEEF des références :

F
Ezge = 10logo() _ [lab! —ab])|r). (4.6)

i=1

Mais pour pouvoir mettre en oeuvre ce second indice d’erreur, il convient en premier lieu de
normaliser les MEEF de référence et les MEEF estimées dans puis de les trier/classifier afin
d’affecter une image de référence et une image estimée a chacun des composés organiques
présents. Ce n’est qu’ensuite que les images affectées & un méme composé/fluorophore pour-
ront étre comparées. Sur les figures 4.2 et 4.3, on vérifie que l'indice £; ne rend que trés
imparfaitement compte du résultat obtenu : bien que des valeurs trés faibles soient atteintes
dans le cas de la méthode CP-WOPT, les MEEF des composés organiques se révélent trés mal
estimées ce qui conduit par conséquent a une trés forte valeur de I'indice d’erreur Fs, que nous
présentons sur la figure 4.3. Au contraire, avec les deux méthodes que nous avons suggérées,
bien que la valeur de I'indice d’erreur E; soit plus importante, I'indice d’erreur Fs tend bien,
quant a lui, a étre beaucoup plus faible, ce qui traduit bien une meilleure restitution des
MEEF des différents fluorophores. Notons enfin que le critére glouton défini dans [CLDA09]
et impliquant les 3 matrices de facteurs (et non pas seulement deux comme nous 'avons fait
ici) aurait eu un cout numérique trop lourd raison pour laquelle nous ne l'utilisons pas ici.
C’est pour cela que notre critére n’implique que les matrices A et B.
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FIGURE 4.2 — 80% de données manquantes. Mélange de 4 facteurs, estimation en considérant
F = 6. En haut a gauche : les images de fluorescence d’émission-excitation estimées en utilisant
I'algorithme suggéré dans [AKDM11]| (pas de contrainte de non négativité). En haut a droite :
algorithme du gradient conjugué avec une contrainte de non négativité et prenant en compte
de possibles données manquantes, a ’aide de poids fixes. En bas a gauche : algorithme VW.
Echelle de couleurs : CP-WOPT (gauche); GC et VW (droite).
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FIGURE 4.3 — 80% de données manquantes dans le cas surestimé (F' est supposé égal a 6 pour
I'estimation, alors que le F' théorique vaut 4). La courbe montre I’évolution de lerreur E; en
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FIGURE 4.4 — 80% de données manquantes dans le cas surestimé (F' est supposé égal a 6 pour
I'estimation, alors que le F' théorique vaut 4). La courbe montre I’évolution de lerreur Ey en
fonction du nombre d’itérations.
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4.4.1 Evolution de la reconstruction avec 'augmentation du taux de
données manquantes

On compare maintenant ’évolution de la reconstruction du tenseur et de l'estimation des
matrices de facteurs avec 'augmentation du pourcentage de données manquantes. On utilise
un nouveau jeu d’images avec des pics de fluorescence davantage rapprochés, ce qui va encore
accroitre la difficulté du probléme de séparation. Comme précédemment, on génére une matrice
C de taille 15 x 4. Les 4 composés sont représentés par leur image de fluorescence, de taille
71 x 81.

Les simulations sont effectuées pour des volumes de données manquantes, insérées de facon
aléatoire dans le tenseur, allant de 40% a 98%. La figure 4.5 correspond a I'image des quatre
composés de référence. Les résultats sont représentés sur les figures 4.6 a 4.9. Visuellement, on
constate que les images restent assez proches des images de référence jusqu’a 95% de données
manquantes. A partir de 98%, on observe une dégradation notable des images reconstituées.
Pour valider ce constat, on superpose sur la figure (4.10) les courbes représentant l'indice
E5 au fil des itérations, selon le pourcentage de données manquantes. Les courbes sont trés
proches jusqu’a 80% de données manquantes. Elles se stabilisent légérement au dessus pour
90% et 95%. Par contre, pour 98%, I'estimation est trés mauvaise et il y a un écart significatif.
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FIGURE 4.5 — Image de fluorescence de référence.
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FIGURE 4.6 — MEEF reconstruites avec 40% de données manquantes (& gauche) et 60% (a

droite).
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FIGURE 4.7 — MEEF reconstruites avec 70% données manquantes (& gauche) et 80 % (a droite).
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FIGURE 4.8 — Images reconstruites avec 90% de données manquantes (a gauche) et 95 % (a
droite).
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FIGURE 4.9 — Images reconstruites avec 98% de données manquantes.
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FIGURE 4.10 — Indice Fs selon le pourcentage de données manquantes dans le cas de l'esti-
mation a rang exact.

4.4.2 Second jeu d’images

On réutilise le jeu de données de la section 4.4.1. On applique a ce tenseur un taux de données
manquantes égal a 70%. On compare les résultats des algorithmes CP-WOPT et VW a modéle
exact dans un premier temps. Les résultats sont donnés sur les figures 4.15 et 4.16. Visuelle-
ment, les résultats de ’algorithme VW sont trés proches des images de référence données en
4.5. Les images reconstituées a partir de ’algorithme CP-WOPT présentent un nombre non né-
gligeable de valeurs négatives. Les courbes de performance (Figure 4.17) montrent 1’évolution
de la qualité de la reconstruction via I’évolution de l'erreur Es. De fagon logique, I'algorithme
VW conduit & de bien meilleurs résultats (proches des 10 dB) que ceux obtenus au moyen
de T'algorithme CP-WOPT, qui stagne aux alentours de 34 dB. Ceci est bien évidemment lié
au fait qu’une partie des valeurs des matrices de facteurs se sont stabilisées dans des valeurs
négatives aprés convergence.

On étudie enfin le cas surestimé. On prend F = 5. Les MEEF sont représentées sur les figures
4.11 et 4.12. Comme précédemment, 1’échelle de couleurs de la figure 4.13 nous indique que le
CP-WOPT converge vers des plages de valeurs négatives. Sur la figure 4.14, on peut constater
que l’algorithme VW conduit a un indice E5 proche de 15 dB aprés convergence, tandis que
le CP-WOPT reste encore dans la zone des 40 dB.
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FIGURE 4.11 — Images reconstruites avec CP-WOPT pour 5 composés estimés, alors que le
rang réel F' vaut 4 en considérant 70% de données manquantes.



4.4. Validation de la méthode sur des mélanges synthétiques 81

£ £
0 0
< <
20 20
0 30 400 50 0 300 40 50
)\f (nm) )\f (nm)
R £
0 0
< <
20 20
0 30 400 50 0 30 40 50
Af (nm) )\f (nm)
£ o
0
<
20
0 30 40 50

Af (nm)

FIGURE 4.12 — Images reconstruites avec VW pour 5 composés estimés, alors que le rang réel
F vaut 4 en considérant 70% de données manquantes.
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FIGURE 4.13 — Echelle de couleur des figures 4.12 et 4.11
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FIGURE 4.14 — 70% de données manquantes dans le cas surestimé (F' est supposé égal a 5
pour Pestimation, alors que le F' théorique vaut 4). La courbe montre ’évolution de E, en
fonction du nombre d’itérations.
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FIGURE 4.15 — 70% de données manquantes dans le cas exact avec ’algorithme CP-WOPT.
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FIGURE 4.16 — 70% de données manquantes dans le cas exact avec 1'algorithme VW.
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FIGURE 4.17 — 70% de données manquantes dans le cas exact. La courbe montre ’évolution
de E5 en fonction du nombre d’itérations.

4.4.3 Conclusion

Nous avons élaboré de nouveaux algorithmes permettant de réaliser la décomposition de
tenseur du 3°™¢ ordre en prenant en compte d’éventuelles valeurs manquantes. Cela nous
a amenés a généraliser les méthodes existant dans le cas sans contraintes et avec des poids
fixes, avant d’en introduire une nouvelle. Nous avons alors, au travers de simulations sur
des mélanges synthétiques, montré le bon comportement de nos algorithmes a rang exact
et surestimé. Nous avons ainsi mis en évidence sur ces exemples, que méme pour des taux
particuliérement élevés de données manquantes ( > 95%), nous arrivons a réestimer de fagon
relativement correcte les matrices de facteurs.



Chapitre 5

Optimisations algorithmiques

5.1 Introduction

Les algorithmes étudiés jusqu’a présent ne fonctionnent bien évidemment pas tous de la méme
maniére. Ainsi, certains peuvent converger en un petit nombre d’itérations, mais chacune de
ces itérations peut nécessiter un temps de calcul trés important, d’autres peuvent converger
au bout d’'un grand nombre d’itérations, mais chacune de ces itérations peut étre trés rapide,
etc... Il est intéressant a ce stade de comparer les performances de ces algorithmes sur des
critéres indépendants de la machine sur laquelle ils sont exécutés.

Toujours sur ces aspects de temps de calcul, des problémes peuvent se poser dés lors que I’on est
confronté a des tenseurs de grande dimension. Certaines quantités telles que le Hessien peuvent
devenir impossibles a manipuler voire & construire. Selon les méthodes de décompositions
utilisées, les cotuts algorithmiques explosent, il devient alors impératif d’optimiser certaines
portions de code, ou certaines parties numériques.

C’est donc 'objet de ce chapitre que d’essayer de mieux cerner les cotits algorithmiques et
d’essayer de les diminuer si cela s’avére possible. Nous commencerons donc par présenter
un éventail de complexités algorithmiques associées aux différents algorithmes d’optimisation
introduits précédemment, avant de développer des accélérations algorithmiques adaptées au
cas des tenseurs d’ordre 3.

5.2 Calcul des complexités algorithmiques

Un bon moyen de comparer les temps de calcul des différents algorithmes indépendamment
du processeur de calcul utilisé consiste a évaluer la complexité algorithmique.

Nous avons résumé dans le tableau donné ci-dessous les complexités liées a la décomposition
CP. On se base sur un tenseur du 3°™¢ ordre, de taille I x J x K de rang F. on considére que
le cotit pour multiplier une matrice de taille N x M par une matrice de taille M x P est de
l'ordre de O(NM P). Le cott de calcul d’un produit de Khatri-Rao entre une matrice N x M
et une matrice P x M est en O(NM P). Le cott d’une résolution d’un systéme linéaire N x N
est de 'ordre de O(N?) (élimination de Gauss-Jordan). Il existe toutefois des algorithmes
plus efficaces. Le coiit d’une addition ou soustraction est considéré négligeable. Le calcul de
la trace d’une matrice est également considéré de cotit négligeable.

85
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Opération Taille 1¢*® matrice | Taille 2°™¢ matrice | Cotit numérique
Multiplication N x M M x P O(NMP)
Produit de Khatri-Rao N x M P x M O(NMP)
Reésolution (Gauss-Jordan) N x N — O(N?)

TABLE 5.1 — Complexité algorithmique d’opérations matricielles

En ce qui concerne 'algorithme ALS, le calcul a été fait dans [CLDAO09|. Elle est relative a
O(TF*(JK + KI + 1J) + 3FIJK). Pour lalgorithme du gradient, le coiit numérique par
itération est de O(6/F JK) (puisque pour chacune des trois composantes du gradient, nous
avons 4 opérations : 2 produits de matrices + 1 produit de Khatri-Rao + 1 addition. Le
cotit de calcul est donc régi par le cott du calcul de ces 3 matrices. Le nombre total d’opéra-
tions arithmétiques est O(61F JK Ny;) avec Ny représentant le nombre total d’itérations pour
atteindre la convergence. Pour le gradient avec contrainte de non négativité, la complexité
algorithmique est presque la méme, c¢’est a dire O(6/FJK) et le nombre total d’opérations
arithmétiques est aussi O(61FJK Ny).

Pour la méthode du gradient conjugué non linéaire (dans les deux cas avec ou sans contrainte
de non négativité), la complexité algorithmique est de 'ordre de O(6FIJK +2(1+J+ K)F?)
(calcul du f et deux multiplications matricielles).

Pour la méthode du BFGS, dans les cas avec et sans contrainte de non négativité, le cott
par itération est de 'ordre de O(6IFJK + 4(I + J + K)?F? + (I + J + K)3F3) puisque 4
multiplications de matrices et une inversion de matrice sont requises. Au final, le cott par
itération équivaut a ~ O((I + J + K)3F3), ce qui implique qu’il est principalement influenceé
par l'inversion de la matrice Hessienne. Si I'inversion de la matrice est évitée en utilisant par
exemple (3.86) au lieu de (3.85)), le cotit de calcul est ramené a ~ O(4(I + J + K)?F?).

Pour la méthode du DFP (dans les deux cas, soit avec et sans contrainte de non négativité), la
complexité algorithmique par itération vaut également ~ O((I + J + K)3F?), puisque le coiit
de calcul du [ est négligeable. L’ensemble de ces résultats est résumé au niveau du tableau
(5.2).

Meéthode Coiit par itération

cas général

‘ cas [ = J =K

ALS (sans contrainte de non négativité)

TJK + KI+ I F2+3IJKF | 21(IF)2 + 3F I3

ALS-Cichocki 3IJKF 3FI3
Gradient 6IJKF 6F1°
Gradient conjugué non linéaire 6IJKF +2(I+J+ K)F? 6FI°+ 6IF?

Gauss-Newton (BFGS) (I+J+K)3F? 2713 F3
BFGS avec (3.86) 1T+ J + K)°F 36121
Gauss-Newton (DFP) 4(I+ J+ K)*F* 361°F*
Levenberg-Marquardt (I+J+K)?F? 2713 F3
Gradient conjugué non linéaire préconditionné (I+J+K)?>F? 2713 F3

TABLE 5.2 — Complexité algorithmique de différents algorithmes
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5.2.1 Complexité des algorithmes en utilisant une recherche linéaire
globale

Le surcott en terme de temps lié au calcul du pas optimal est principalement régi par 1’éva-

luation des coefficients ag...a,, tels qu’ils sont décrits dans la section 6.3.2 par exemple. Si

on détaille ce dernier exemple, on trouve 7 coefficients, dont les complexités sont données
ci-dessous :

ag ~ JKI* + 1

as ~2JKI? + 1
ay ~3JKI* + 1
as ~A4JKI* +1
as ~3JKI*+ 1
ay ~2JKI* + 1
ag~ JKI* +1

Au final, la complexité de ces 7 coefficients est de l'ordre de O(16JKI?). Le coiit ensuite
inhérent a la recherche des racines du polynome en p (basée sur une décomposition en valeurs
propres de la matrice compagnon du polynome) est négligeable devant le cott de celui-ci.
On récapitule dans le tableau 5.3 les complexités liées au calcul du pas optimal. On peut alors
présenter les complexités globales des algorithmes présentés dans la section 3.4 prenant en
compte une étape de calcul du pas optimal a chaque itération (Tableau 5.4).

Méthode a pas optimal Colt par itération
Cas général
CP sans contrainte de non négativité 16KJI? +161 +8(JKF + FKJI)
CP avec contrainte de non négativite || 49K JI? + TFKJI + 5JKF + KF + JF +13JKF + 3IF

TABLE 5.3 — Complexité algorithmique de 'ELS des différents algorithmes

5.3 Accélérations algorithmiques

5.3.1 Optimisation du calcul des coefficients du pas optimal

Comme cela a été montré dans le paragraphe 5.2, le calcul du pas optimal représente une
part importante du cott de calcul global de I'algorithme. Toutefois, on remarque que seuls
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Méthode

Coit par itération

Cas général

‘ CasI=J=K

ALS sans contrainte

TJK + KI+ 1J)F2+ 1ILIJKF + 9IJK

211°F? + 11I°F + 913

Gradient

49K JI? +13IJKF

491* + 13I°F

Gradient conjugué non linéaire

2(I +J + K)F? + 49K JI? + 13IJKF

G6IF? + 49T* + 13I3F

Gauss-Newton (BFGS)

(I+J+K)3F3+49KJI? + 13IJKF

2TI3F3 + 491* + 13I°F

Gauss-Newton (BFGS avec (3.86))

A1 +J+K)?F?+49KJI? + 13IJKF

36I2F2 + 491* + 13I°F

Gauss-Newton (DFP)

41+ J+ K)?F2+49KJI? + 131JKF

36I°F2 4+ 491* + 13I°F

Levenberg-Marquardt

(I+J+K)3F3+49KJI? +13IJKF

27I3F3 +491* + 131°F

Gradient conjugué préconditionnné

(I+J+K)3F3+49KJI? + 13IJKF

27I3F3 +491* + 131°F

TABLE 5.4 — Complexité algorithmique pour les versions ELS des différents algorithmes

les termes diagonaux de la matrice résultant du produit K;K; (cf. (3.105a) - (3.105m)) nous
intéressent dans la mesure ou il s’agit de calculer ensuite la trace de ce produit. Il n’est donc
pas nécessaire de calculer toute la matrice K;K;. On obtient facilement la somme des termes
diagonaux d’un produit de deux matrices, A € M x N et A® € N x M, a partir des
relations suivantes :

13 (S oot 1)

m=1 \n=1

(5.2)

Etant donné que chaque coefficient résulte souvent d’une somme de plusieurs traces, il faut
en plus sommer sur le nombre de matrices () impliquées dans le calcul du coefficient, sachant
que les matrices vont toujours par paire :

-1

M N
1= 33 alfalss? 53)

q=1

O

n

Avec le logiciel MATLAB que nous utilisons pour tous nos programmes et simulations, cette
astuce n’est pas exploitable en pratique. En effet MATLAB est optimisé pour faire directement
du calcul vectoriel avec ses notations propres, or I'astuce que nous suggérons fait intervenir
des boucles, et la gestion boucles est interprétée en temps réel, et est donc considérablement
plus lente et déconseillée sous MATLAB. Toutefois, on peut intégrer du code en langage C ou
C+-+, et faire les appels de fonctions en utilisant 'outil MEX, acronyme de Matlab EXecutable.
Dans sa forme la plus simple, MEX compile un fichier source en langage C ou C++ en une
bibliothéque partagée (sous windows, des Dynamic Link Library (DLL)).

MATLAB dispose d’une bibliothéque de fonctions C qui permettent d’appliquer des opérations
élémentaires sur les matrices et les vecteurs, déja présentes dans les boites a outils MATLAB.
Il est également possible d’appeler des fonctions MATLAB directement dans le code C.

La compilation se fait via 'appel de la commande mex fichierSource.c. La fonction présente
dans le fichier C peut alors étre appelée sous MATLAB via son nom sans différence avec un
appel de fonction classique.
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5.3.2 Deécoupage du tenseur

Quand on dispose de tenseurs d’ordre 3 de grande dimension, au niveau desquels on dispose
de K tranches d’observation (représentatives de temps ou des lieux d’acquisition différents),
on peut découper ce tenseur selon le mode des observations en un ensemble de N tenseurs
plus petits, tels que NM = K. M est alors la taille du tenseur selon le mode tronqué. Dans
le cas de tenseurs du 3°"¢ ordre, en admettant que le mode tronqué soit le 3¢ on peut
alors lancer N décompositions, qui vont nous donner chacune de bonnes approximations des
matrices de facteurs A et B (on peut aussi moyenner les résultats des N décompositions).
Pour chacune des décompositions on obtiendra une partie de la matrice C du tenseur global,
avec seulement M colonnes au lieu des K. En empilant les C,) matrices :

c=| .. (5.4)

on obtient ainsi la matrice C compléte. La convergence de ces petits tenseurs tendant a étre
atteinte en moins d’itérations, le temps global de calcul est au final inférieur.
On peut représenter ainsi 'ordre des étapes :

Optimisation algorithmique par découpage du tenseur
1. Découper le tenseur en N sous-tenseurs dans le mode des observations.
2. Pouri=1aN:
(a) Si c’est le premier sous-tenseur :
i. initialiser les matrices de facteurs.
ii. Appliquer un algorithme d’optimisation : on obtient Ay, By et C).
(b) Sinon
i. Initialiser aléatoirement C, nommée C;).
ii. Appliquer un algorithme d’optimisation, initialisé avec A ), By et C).

3. Reconstituer Cgp, a partir des Cg;) et de la relation (5.4).

Optionnel : Relancer une optimisation sur le tenseur complet en utilisant Ay, B) et Cgpar.

Application - Voici un exemple de simulation, toujours effectué dans le cadre la spectro-
scopie de fluorescence. On considére un tenseur 47 x 71 x 128, dont les 128 concentrations
ont été générées aléatoirement suivant une loi uniforme. Les 4 MEEF de référence utilisées
pour générer le tenseur sont celles présentées dans la section 3.7. On dispose donc de 128
observations d’images de mélanges de fluorescence. On découpe ce cube en 16 tenseurs de
taille 47 x 71 x 8. On utilise 'algorithme du gradient conjugué paramétré avec des produits
de Hadamard pour réaliser la décomposition.

Le temps de calcul pour les 16 étapes du tenseur tronqué est de 502 secondes, tandis que la
durée de calcul sur le tenseur global est de 798 secondes. On trace sur la figure (5.1) les MEEF
réestimées suite a ce découpage. Ces derniéres sont identiques a celles de référence, présentées
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sur la figure (3.4). Vérifions maintenant que les concentrations estiméees sont correctes. On
les superpose avec celles de référence sur les figures (5.2) et (5.3). Les concentrations estimées
sont également identiques a celles qui ont servi a générer le tenseur. Une remarque a ce niveau
la : les matrices de facteurs, donc les concentrations sont estimées a un facteur d’échelle prés.
Comme nous avons réalisé 8 décompositions, il faudra recalculer autant de facteurs d’échelle
le long de chaque facteur de la matrice des concentrations estimées.

En conclusion, nous venons de présenter une méthode robuste d’optimisation algorithmique,
utile pour des tenseurs en grande dimension et qui permet un gain de temps notable tout en
menant aux mémes résultats dans ce type d’application. L’une des applications potentielles
de ce type de technique pourrait étre le monitoring de I’eau. Dans I’exemple présenté ici, il n’y
a aucun recouvrement entre les tenseurs que I'on considére, il est clair que la méme technique
pourrait étre appliquée sur des fenétres glissantes avec un certain recouvrement.

500 500
E 400 E 400
(3] O]
< <
300 300
200 200
200 300 400 500 200 300 400 500
)\f (nm) )\f (nm)
500 500
E 400 E 400
(3] (O]
< <
300 300
200 200
200 300 400 500 200 300 400 500
)\f (nm) )\f (nm)

FIGURE 5.1 — MEEF estimées aprés optimisation par découpage d’un tenseur 47 x 71 x 128
en 16 tranches.
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FIGURE 5.2 — Concentrations au fil des échantillons du premier (gauche) et deuxiéme composé
(droite). En bleu, la concentration de référence, en rouge, celle réestimée.
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FIGURE 5.3 — Concentrations au fil des échantillons du troisiéme (gauche) et quatriéme com-
posé (droite). En bleu, la concentration de référence, en rouge, celle réestimée.
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5.3.3 Conclusion

Nous avons présenté un certain nombre d’optimisations algorithmiques permettant d’accélerer
le calcul des décompositions de tenseurs du 3°™¢ ordre. Il y a d’autres choses que nous avons
tentées et qui ne sont pas présentées car elles n’ont pas (encore?) forcément abouti. Parmi
elles, citons les optimisations basées sur de la parcimonie. En effet, les tenseurs que nous
manipulons contiennent de larges quantités de valeurs nulles. Parmi les perspectives, des
versions adaptatives de nos algorithmes pourraient étre développées, avec comme application
le suivi de I'environnement via la spectroscopie de fluorescence.



Chapitre 6

Application a des mélanges réels

6.1 Application a des mélanges réels pour la chimiométrie

Dans les chapitres 3 et 4, nous avons testé les algorithmes de décomposition CP que nous
avons développés sur des mélanges synthétiques générés numériquement, en partant d’images,
représentant la MEEF de chacun des composés présents.

L’objectif est, cette fois, d’appliquer les différents algorithmes de décomposition CP a des
mélanges réels réalisés en laboratoire. Toutefois, a la différence de mesures faites in situ ou en
laboratoire sur des échantillons prélevés au niveau de la mer ou de riviéres dans le cadre d’ap-
plications liées & la surveillance de ’eau pour la détection de polluants (et pour lesquels on ne
disposerait alors d’aucune information sur le nombre de composés de matiére organique pré-
sents dans ’échantillon, la nature de ces composés et /ou leur concentration), nous connaissons
dans les exemples qui vont étre traités le nombre et la nature des composés de matiére orga-
nique réellement présents dans le mélange, ainsi que les concentrations respectives de chaque
composant dans chaque échantillon. Nous allons donc pouvoir calibrer les méthodes dévelop-
pées et vérifier si elles nous permettent de ré-estimer correctement les MEEF de chacun des
composés présents de méme que leurs concentrations respectives. Nous pourrons également
tester la robustesse des algorithmes CP vis-a-vis de certaines erreurs de modéle (sur-estimation
du nombre de composés présents, écart par rapport & un modéle rigoureusement trilinéaire).
Les MEEF de chaque échantillon ont été calculées au moyen d’un spectrofluorimétre. Nous
reprenons, ici, une partie des jeux de données réalisés par le laboratoire PROTEE et qui
avaient déja été utilisés dans [Luc07]. Chacun des 2 jeux est divisé en 3 groupes. Un groupe
contenant des fluorophores a concentration élevée et subissant l'effet d’écran, un deuxiéme
groupe dilué d’un faible facteur servant a corriger l'effet d’écran par la méthode proposée dans
[ILMRBO09|. Le dernier groupe est fortement dilué de sorte a ce que les MEEF ne soient plus
soumises aux effets non linéaires. Connaitre le facteur de dilution permettant de s’affranchir
de l'effet d’écran nécessite d’utiliser des tables de dilution de référence existant pour chaque
composant. Dans le cas d'un mélange réel non réalisé¢ en laboratoire, et contenant donc des
composés de nature inconnue, ce troisiéme groupe n’est pas réalisable.

Enfin, les concentrations relatives de chacun des composés au travers de chaque échantillon
ont été choisies de sorte a ce que 'intensité de fluorescence d’un composé ne masque pas celle
des autres.

Par souci de simplicité, les simulations qui suivent ne reposeront que sur l'utilisation des

93
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TABLE 6.1 — Identification des positions des pics de fluorescence.

Pic principal Pic secondaire
Excitation | Emission | Excitation | Emission
Tyrosine 275 310

Tryptophane 275 340-350
Matiére humique 260 380-460
Matiére marine humique 312 380-420
Phénylalanine 257 279-282

Sulfate de quinine 350 450 318

Fluorescéine 480 520-540 453

groupes fortement dilués, donc non soumis a ’effet d’écran.

Premier jeu de données - Il contient 3 échantillons, composés de 3 fluorophores : tyro-
sine, phénylalanine et tryptophane, de proportions respectives [1/1/2], [1/2/1] et [2/1/1]. La
fente d’acquisition du spectrofluorimeétre ayant été réglée sur 10 nm, les raies de fluorescence
sont relativement larges. Par conséquent, ce mélange est relativement difficile & analyser. Par
ailleurs, nous sommes aussi limités par la résolution de I’échantillonnage, qui est fixée a 3 nm.

Deuxiéme jeu de données - 1l contient 5 échantillons composés de 2 fluorophores : sulfate
de quinine et fluorescéine. Il est issu de la dilution d’un facteur 30 du groupe initial. Les
concentrations relatives des fluorophores dans les 5 échantillons varient comme suit (sulfate
de quinine / fluorescéine) : [10/90], [30/70], [50/50], [70/30], [90/10].

Nouveau jeu de données - Ce jeu a été réalisé plus récemment (il n’a pas été utilisé
dans |Luc07]) et fait intervenir & travers 6 échantillons, de la fluorescéine et du sulfate de
quinine, dont on connait les proportions, soit respectivement : 66,/30, 66/66, 66/100, 100/33,
100/66, 100/100. Des échantillons contenant du tryptophane font aussi partie de ce jeu, mais
ils ont été écartés étant donné que sa trop faible concentration ne permet pas de ré-estimer
ce compose.

Le travail de Paula G. Coble réalisé en 1996 [Cob96| permet de valider la position des pics de
certains fluorophores. Les valeurs des pics pour d’autres fluorophores peuvent étre également
trouvées sur le site web suivant : http ://omlc.ogi.edu/spectra/PhotochemCAD /index.html.
Notons que la position des pics varie également en fonction d’autres paramétres comme le
solvant utilisé, ou la concentration des fluorophores ou encore le pH du solvant utilisé. Ces ré-
férences ne servent donc que d’indication générale. Les positions de référence sont récapitulées
dans le tableau (6.1).

6.1.1 Prétraitement

Nous avons vu dans la seconde partie du chapitre 2 que la génération des MEEF engendrait
des perturbations (phénoménes de diffusion Rayleigh et Raman) pouvant masquer les signaux
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d’intérét et qui entravent la trilinéarité du modéle donné par la loi de Beer-Lambert 2.37.
Il convient donc de pré-traiter les images avant d’appliquer un quelconque algorithme de
décomposition CP. La méthode de correction la plus utilisée est celle qui a été suggérée par
Zepp. Nous en avons détaillé le principe dans la section 2.4.3. Elle donne de bons résultats
dans la majorité des cas mais elle peut parfois s’avérer trop invasive allant jusqu’a supprimer
un pic de fluorescence si celui-ci se trouve dans la zone traversée par les raies de diffusion. La
figure (6.1) illustre ce point.

320

300

280

)\e (nm)

260

240
220
|
[ |
200 ! I n m "I l-'..
200 250 300 350 400 450 500
}\f (nm)

FIGURE 6.1 — Raie de diffusion traversant un pic de fluorescence.

Comme alternative a cette technique de pré-traitement, nous proposons ici une méthode
fondée sur du filtrage morphologique d’image. La morphologie mathématique fut introduite en
1965 par J. Serra et G. Matheron [Ser83, MS02|. Le principe de la morphologie mathématique
est d’utiliser une forme géométrique appelée élément structurant qui va servir de support pour
analyser ’ensemble qu’on souhaite étudier. Cet élément structurant est défini par un masque
binaire et un centre (point d’ancrage).

Afin de supprimer les raies de diffusion, nous allons réaliser une ouverture, qui combine deux
opérations de morphologie mathématique : une opération de dilatation mathématique et une
opération d’érosion.

Rappelons sur un exemple le mode opératoire de la dilatation quand I’'image considérée est une
image binaire. Pour chaque pixel de I'image, si il y a intersection entre 1’élément structurant
et 'ensemble, alors le pixel situé sur le point d’ancrage est annexé a l’ensemble (cf. figure
(6.3)).

L’érosion est 'opération duale de la dilatation. Pour chaque pixel de 'image, si 1’élément
structurant n’est pas complétement inclus dans ’ensemble, alors le pixel situé sur le point
d’ancrage n’appartiendra pas a ’ensemble érodé (cf. figure (6.3)).
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FIGURE 6.2 — Elément structurant de type ligne. Le point d’ancrage est situé sur le carré du
centre.

FIGURE 6.3 — On utilise I’élément structurant de la figure (6.2). A gauche, I'image d’origine.
Au centre, la dilatée de 'image d’origine. A droite, I’érodée de 'image d’origine.

La morphologie mathématique définie pour des images binaires a été étendue au cas d’images
en niveaux de gris [GWO1|, cas qui nous concerne, voire méme a celui d’images en couleur.
On peut alors utiliser des éléments structurants plats, comme précédemment, ou des élé-
ments structurants en 3D (cas général, mais plus rarement utilisé). En utilisant un élément
structurant plat appelé S, on définit la dilatation de I'image I comme

Dy =sup{I(q), ¢ €S,} (6.1)

et l'érosion comime

Expy =inf{I(q), q € S}, (6.2)

ol ¢ représente 1'ensemble des pixels appartenant & S et S, est le translaté de S au pixel p de
I'image. Algorithmiquement, cela se traduit par le fait de parcourir les p pixels de I'image et
de leur affecter la valeur maximum (dilatation) ou la valeur minimum (érosion) trouvée parmi
les pixels recouverts par 1I’élément structurant centré en p.

Ainsi, en utilisant un élément structurant de type ligne, (approximativement) orthogonal aux
raies de diffusion, ces derniéres seront supprimées, alors que le reste de I'image ne sera pas
“trop” altéré. L’effet positif étant surtout qu’un pic de fluorescence traversé par les raies de
diffusion ne sera pas éliminé.

En partant de I'image brute donnée en figure 6.1, on obtient les résultats de la figure 6.4,
apreés filtrage passe-bas (filtre moyenneur) des images corrigées afin de lisser les résultats. La
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correction par morphologie mathématique conserve relativement bien les 2 principaux pics
de fluorescence qu’on distingue dans les zones ((Ae; Af)) (250;280) et (270;350), alors que
le premier de ces pics est tres altéré par la méthode de Zepp. La figure 6.6 illustre sur un
deuxiéme exemple 'apport d’une correction par morphologie mathématique plutot que par la
méthode de Zepp plus invasive la encore.

200 250 300 350 400 450 500 200 250 300 350 400 450 500

FIGURE 6.4 — Suppression des raies de diffusion de I'image (6.1). A gauche, 'image corrigée
par morphologie mathématique. A droite, celle corrigée par la méthode de Zepp.

Le nettoyage des raies de diffusion par morphologie mathématique supprime toutefois un
peu moins bien les raies de diffusion dans les zones ot le signal est absent. Pour parer a ce
probléme, il est alors possible combiner les deux algorithmes, de facon pondérée. Si on appelle
I.pp 'image corrigée par l'algorithme de Zepp, Lnsorphologie 1'image corrigée par morphologie
mathématique, 'image résultante peut étre définie par :

Icorrige — aIZepp + (1 — a)IMorphologie (63)

ou « est un coefficient compris entre 0 et 1. Un exemple d’image résultante Iy ige est donné
sur la figure (6.5).
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FIGURE 6.5 — Image corrigée en combinant les images données en (6.4) par la méthode de
Zepp et la morphologie mathématique, dans cet exemple nous avons choisi o = %
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FIGURE 6.6 — Autre exemple pour lequel la correction par morphologie mathématique donne
de meilleurs résultats. En haut, 'image d’origine. En bas a gauche, celle corrigée par la
méthode de Zepp : la zone de fluorescence, traversée par les raies de diffusion, est pratiquement
supprimée. En bas a droite, la correction par morphologie mathématique, qui conserve toutes
les zones contenant initialement du signal de fluorescence.
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6.1.2 Jeu de données a 3 fluorophores

Pour ce jeu a 3 constituants, on dispose d’un tenseur de taille 101 x 47 x 3 sur lequel on
a traité les raies de diffusion en utilisant la relation (6.3) en prenant o = 3. On réalise la

décomposition CP en utilisant le gradient conjugué non négatif, initialisé avec l'algorithme
DTLD [SK90].

Les spectres d’excitation et d’émission estimés aprés décomposition CP par gradient conjugué
non négatif sont tracés sur la figure (6.7). On prétraite par filtrage morphologique combiné

(cf. (6.3) avec a = =). On superpose donc sur chacune des courbes les spectres estimés aprés

décomposition CP , le spectre de référence, et le spectre de référence dans lequel on a supprimé
(en les mettant leur valeur a zéro) les longueurs d’onde qui correspondent aux raies de diffusion
(ceci afin de mieux visualiser les pics de fluorescence masqués du fait de la trés forte amplitude
des raies de diffusion). Chacune de ces trois courbes a été normalisée.

On observe que les spectres estimés en émission sont trés bien calés par rapport aux spectres
de référence pour chacun des trois fluorophores estimés. C’est un peu moins vrai en excitation,
ol ’on observe un décalage du pic principal de 17 nm pour la phénylalanine, de 5 nm pour la
tyrosine, et de 4 nm pour le tryptophane. L’amplitude des pics secondaires a aussi été altérée.

Nous estimons que le pic du tryptophane se situe en (272; 350), celui de la tyrosine en (271; 305)
et celui de la phénylalanine en (255; 280) ce qui correspond par contre bien aux zones données
par le tableau 6.1.

Sur la figure 6.8, on affiche également les spectres estimés aprés décomposition CP par gradient
conjugué non négatif. Cependant, le prétraitement des raies de diffusion n’est plus du filtrage
morphologique, mais une simple de correction par la méthode de Zepp. Bien que le pic de
la phenylalanine soit mieux calé en excitation (malgré une estimation trés grossiére de sa
largeur), ce n’est plus le cas en émission. De la méme fagon, la tyrosine est plus mal estimée que
précédemment, que ce soit en excitation ou en émission. Le tryptophane, qui n’est pas affecté
par le passage des raies de diffusion, et par conséquent, n’est pas corrigé lors du prétraitement,
donne les mémes résultats que sur la figure 6.7. On montre donc par un exemple concret les
inconvénients de ce prétraitement lorsque des pics de fluorescence se trouvent dans la zone
traversée par les raies de diffusion.

Concernant les concentrations relatives tracées sur la figure 6.9, on retrouve bien les propor-
tions données dans la section précédente, et dans le bon ordre. Le tryptophane présente ainsi
des proportions relatives de 0.47 puis 0.26 et 0.26, proches des rapports 2/1/1 attendus. Il
y a plus de différences pour la tyrosine, ou la premiére valeur est 0.3 (puis 0.25 et 0.45),
ce qui correspond aux rapports 1/1/2. Il y a aussi des différences pour la phénylalanine, ou
la premiére valeur est basse, a 0.21 (puis 0.53 et 0.25), ce qui correspond & un rapport de

1/2/1.
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FIGURE 6.7 — Spectres estimés aprés prétraitement par filtrage morphologique. A gauche sont
représentés tous les spectres d’excitation, et a droite les spectres d’émission. De haut en bas :
la phénylalanine, la tyrosine et le tryptophane. Sur chaque figure, la courbe rouge correspond
au spectre estimé par décomposition CP, la courbe bleue au spectre de référence et la courbe
cyan au spectre de référence sur lequel on a tronqué la zone qui correspondait aux raies de
diffusion pour plus de lisibilité.
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FIGURE 6.8 — Spectres estimés aprés correction par la méthode de Zepp. A gauche sont
représentés tous les spectres d’excitation, et a droite les spectres d’émission. De haut en bas :
la phénylalanine, la tyrosine et le tryptophane. Sur chaque figure, la courbe rouge correspond
au spectre estimé par décomposition CP, la courbe bleue au spectre de référence et la courbe
cyan au spectre de référence sur lequel on a tronqué la zone qui correspondait aux raies de
diffusion pour plus de lisibilité.
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FIGURE 6.9 — Concentration relative des différents fluorophores au sein de chaque échantillon.

Les MEEF de référence sont données sur la figure 6.10. Celles estimées par décomposition CP
(algorithme du gradient conjugué non négatif) sont visibles sur la figure 6.11. Conformément
a ce que nous avions déja observé au niveau des comparaisons des spectres en émission et en
excitation, les images des références et des fluorophores estimés s’avérent trés proches.
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FIGURE 6.10 — Les MEEF des composés organiques de référence présents dans le mélange. En
haut a gauche MEEF de la tyrosine. En haut a droite, MEEF de la phénylalanine. En bas,
MEEF du tryptophane.
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FIGURE 6.11 — Les MEEF estimées par gradient conjugué non négatif. En haut a gauche MEEF
de ce que 'on estime étre la tyrosine. En haut a droite, MEEF de ce que 1'on estime étre le
tryptophane. En bas, MEEF de ce que I'on estime étre la phénylalanine.

Sur la figure (6.12), on trace les MEEF des composés dans le cas ou on surévalue le rang
du tenseur de données. La décomposition est donc réalisée en prenant F' = 4. On utilise
pour ce faire le gradient conjugué sous contrainte de non négativité, avec une pénalisation L,
(coefficient, de pénalisation 1072,
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FIGURE 6.12 — Surestimation du rang du tenseur en prenant F' = 4 au lieu de 3. En haut a
droite, on reconnait la phénylalanine. En bas & gauche, la tyrosine. En bas bas a droite, le
tryptophane. La MEEF en haut & gauche est logiquement d’intensité plus faible que les autres
puisqu’elle ne correspond a aucun des composés du mélange.

On compare également avec la décomposition CP non contrainte via ALS + LS | laquelle
est implémentée dans [BA|. Les MEEF reconstituées sur la figure 6.13 présentent des valeurs
négatives. Les matrices de facteurs sont initialisées positivement et aléatoirement suivant une
loi uniforme. Sur la figure 6.14, on a également tracé 1’évolution des performances en fonction
des itérations : pour ce faire on utilise I'indice qui a été défini au niveau de 1’équation 3.109.
Comme on pouvait s’y attendre par une observation visuelle des MEEF de la figure 6.13, le
gradient conjugué sous contrainte de non négativité atteint de meilleures performances que
I’ALS + LS sans contrainte.

Pour se rendre compte des erreurs d’estimation en utilisant un algorithme sans contrainte, on
trace les spectres des matrices de facteurs sur la figure 6.15. En plus de décalages notoires du
pic de fluorescence sur la phenylalanine (excitation), la tyrosine (excitation) et le tryptophane
(dans une moindre mesure), on observe que ces spectres prennent des valeurs négatives pour la
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phenylalanine (excitation et émission), ainsi que le tryptophane (en émission trés nettement,
et en excitation pour une valeur).

Pour finir, on trace les concentrations estimées par ALS + LS sur la figure 6.16. Elles sont
moins bien évaluées que sur la figure 6.9. En effet, les deux premiéres valeurs de la tyrosine,
qui devraient étre les mémes (on rappelle que le ratio est 1/1/2 pour ce composé), sont
trés éloignées (0.45 au lieu de 0.6). C’est la méme chose pour les deux derniéres valeurs du
triptophane (estimées & 0.41 et 0.45). La phénylalanine est en revanche trés légérement mieux
estimée.
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FIGURE 6.13 — Comparaison des MEEF estimées sur le jeu & 3 fluorophores au moyen des
deux algorithmes suivants : gradient conjugué sous contrainte de non négativité (a gauche),
ALS + LS sans contrainte de positivité (a droite).
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FIGURE 6.14 — Indice de performances Fogg sur le mélange a 3 fluorophores. Le gradient
conjugué est en bleu, ’ALS + LS en rouge
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FIGURE 6.15 — Spectres estimés aprés prétraitement par filtrage morphologique via ALS +
LS sans contrainte. A gauche sont représentés tous les spectres d’excitation, et a droite les
spectres d’émission. De haut en bas : la phénylalanine, la tyrosine et le tryptophane. Sur
chaque figure, la courbe rouge correspond au spectre estimé par décomposition CP, la courbe
bleue au spectre de référence et la courbe cyan au spectre de référence sur lequel on a tronqué
la zone qui correspondait aux raies de diffusion pour plus de lisibilité.
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FIGURE 6.16 — Concentrations estimées par ALS + LS

6.1.3 Jeu de données & 2 fluorophores

On réalise maintenant 'analyse du premier jeu de données a 2 fluorophores. On dispose
dans ce nouvel exemple d’un tenseur de taille 71 x 46 x 5. On réalise la décomposition CP
via ’algorithme de gradient conjugué non négatif que nous avons proposé au chapitre 3. La
encore, I'algorithme est initialisé au moyen de I’algorithme DTLD suggéré dans [SK90].

La figure (6.17) présente les spectres d’excitation et d’émission estimés sur la fluorescéine et
sur le sulfate de quinine. Les amplitudes ont été normalisées par la valeur maximale afin de
pouvoir comparer les courbes plus facilement. En émission, les estimations sont trés proches
de la référence. C’est encore plus vrai pour le sulfate de quinine, ou la reconstruction est
quasiment parfaite. En émission, on observe un trés léger décalage du pic (5 nm) correspondant
a la fluorescéine. Le sulfate de quinine présente une légére distorsion. Son pic est bien estimé,
mais son estimation est plus grossiére.

Les concentrations sont représentées sur la figure (6.18). Les valeurs ont été réajustées afin
de se cadrer sur une échelle [0 — 90] de concentrations relatives. Rappelons que les rapports
de concentrations choisis sont de 10, 30, 50, 70 et 90. La courbe obtenue pour la fluorescéine
est pratiquement linéaire et est donc trés proche de ce qu’on attend (la 3°™¢ valeur est la
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plus éloignée et vaut 47 au lieu de 50). La courbe du sulfate de quinine donne d’aussi bons
résultats (la 4°7¢ valeur vaut 65 au lieu de 70).

La figure (6.19) montre les MEEF des 2 composés organiques estimés a partir de la décompo-
sition CP (algorithme du gradient conjugué non négatif). A gauche, nous présentons la MEEF
de ce que nous estimons étre la fluorescéine, et a droite la MEEF de ce que nous estimons étre
du sulfate de quinine.

Un exemple des résultats obtenus en surestimant le nombre de fluorophores présents dans la
solution est présenté au niveau de la figure (6.20). Les 2 composés sont reconnaissables, alors
que la 3°™¢ image est pratiquement nulle. La méthode que nous avons proposée s’est avérée
robuste vis-a-vis d’erreur de modéle (rang du tenseur qui correspond au nombre de composés
dissous présents) dans ce cas la.
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FIGURE 6.17 — En rouge, les spectres estimés par décomposition CP non négative (algorithme
du gradient conjugué). En bleu, les spectres de référence. En haut, les spectres du sulfate de
quinine, respectivement ’excitation a gauche et ’émission a droite. En bas, les spectres de la
fluorescéine, respectivement l’excitation a gauche et ’émission a droite.
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FIGURE 6.18 — Evolution des concentrations relatives au fil des échantillons. A gauche, la
fluorescéine, a droite, le sulfate de quinine.
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FIGURE 6.19 - MEEF des 2 composés organiques. A gauche, la fluorescéine, a droite, le sulfate
de quinine.
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FIGURE 6.20 — 3 composés estimés pour 2 réellement présents.

6.1.4 Nouveau jeu & 2 fluorophores

On réalise maintenant ’analyse du jeu de données a 2 fluorophores. On dispose dans ce dernier
cas d’un tenseur de taille 81 x 71 x 6.

On présente tout d’abord les résultats sur les spectres relatifs. Les références sont obtenues
en sélectionnant les spectres d’émission et d’excitation présents aux longueurs d’onde du
maximum d’intensite des MEEF de chaque composé pur. La figure 6.21 présente les spectres
d’excitation et d’émission estimés sur la fluorescéine et sur le sulfate de quinine. Les amplitudes
ont été normalisées par la valeur maximum afin de comparer sur la méme échelle de valeur.
Les estimations sont quasiment confondues avec la référence, a ’exception du pic secondaire
de la fluorescéine en excitation, qui n’est pas trés bien reconstruit.

Les concentrations sont représentées sur la figure 6.22. Rappelons que les rapports de concen-
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trations choisis sont, pour ’ensemble des 6 échantillons : 33 / 66 / 100 / 33 / 66 / 100 pour le
sulfate de quinine, ainsi que 66/66/66/100/100/100 pour la fluorescéine. La courbe obtenue
pour la fluorescéine présente 2 paliers comme attendu. La 5éme valeur est un peu en deca
de celle attendue, avec 0.28 au lieu de 0.31. Le ratio entre les 2 paliers n’est par contre pas
respecté. Il devrait étre de % ~ 1.52, alors qu’il est ici d'un facteur proche de 10. La courbe
du sulfate de quinine présente bien 3 paliers de ratios corrects, aux alentours de 0.09, 0.18 et
0.25.

La figure (6.23) montre les MEEF des 2 composés organiques réestimeés a partir de la décom-
position CP. A gauche, la fluorescéine, et a droite, le sulfate de quinine. On peut comparer
cette bonne estimation aux MEEF de référence des composés purs qui sont fournis au niveau
de la figure (6.24).

On réalise aussi la décomposition en surestimant le rang du tenseur : rang 3 au lieu de 2.
Les résultats obtenus sont présentés figure 6.25. La sulfate de quinine et la fluorescéine sont

identifiables, alors que la 3éme image est d’intensité négligeable, comme attendu.
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FIGURE 6.21 — En rouge, les spectres estimés par décomposition CP non négative (algorithme
du gradient conjugué). En bleu, les références. En haut, les spectres du sulfate de quinine, res-
pectivement 'excitation a gauche et ’émission a droite. En bas, les spectres de la fluorescéine,
respectivement l’excitation a gauche et ’émission a droite.
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FIGURE 6.22 — Evolution des concentrations relatives de la fluorescéine et du sulfate de quinine
au fil des échantillons.
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FIGURE 6.23 - MEEF des 2 composés organiques. A gauche, la fluorescéine, a droite, le sulfate
de quinine.
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FIGURE 6.24 — MEEF de référence du sulfate de quinine (gauche) et de la fluorescéine (droite).
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FIGURE 6.25 — 3 composés estimés pour 2 réellement présents.

6.1.5 Conclusion

A travers 3 jeux de données contenant des composés connus en concentration connue, nous
avons pu valider nos algorithmes sur des mélanges réels.

La premiére étape nous a menés a montrer I'importance du prétraitement pour éliminer les
raies de diffusion Raman et Rayleigh. A ce sujet, nous avons pointé que ’algorithme décrit
par Zepp et classiquement utilisé¢, n’était pas toujours le meilleur choix. Pire, il peut mener
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a une altération de l'information contenue dans les MEEF . Par conséquent, bien avant d’ap-
pliquer la correction des éventuels effets d’écran, ou 'optimisation des matrices de facteurs,
il devient déja impossible de retrouver ces derniéres, du fait que le modéle trilinéaire a été
altéré. Nous avons alors montré une méthode de correction par filtrage morphologique, qui
permet davantage de conserver l'intégrité de I'information de fluorescence, quand celle-ci est
traversée par les raies de diffusion.

L’application des algorithmes développés dans la section 3 a ces 3 jeux de données donne
de trés bons résultats. Nous avons mis en évidence ’apport de la prise en compte de la non
négativité pour la réestimation des matrices de facteurs. Nos algorithmes ont été capables de
reconstruire les spectres relatifs en étant trés proches des références surtout sur les mélanges
a 2 fluorophores, comportant moins de difficultés (pics de fluorescence plus éloignés les uns
des autres, prétraitement trivial). Les concentrations ont également été trés bien évaluées sur
les différents sets.

Pour finir, les MEEF reconstruites lorsque I’on surestime le rang du tenseur de données donnent
des résultats trés satisfaisants sur ces mélanges réels contrairement aux algorithmes de la litté-
rature. Nous avions déja montré dans la section 3 que c’était le cas sur des cubes de données
totalement synthétiques. Ici, les algorithmes proposés se montrent trés robustes lorsqu’on
introduit des erreurs de modéle de type surestimation du rang.
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Conclusions & perspectives de recherche

Conclusions

Ce manuscrit s’est focalisé sur la décompostion CP de tenseurs du 3°™¢ ordre non négatifs.
Nous avons présenté des méthodes de parameétrisation permettant d’obtenir des matrices de
facteurs positives.

Nous avons tout d’abord rappelé quelques notions d’algébre tensorielle, et mis en évidence
les problémes de dégénérescence des colonnes des matrices de facteurs, issus des décomposi-
tions CP non contraintes. En poursuivant sur ’application des décompositions tensorielles en
fluorescence, via la loi de Beer-Lambert, nous avons mis en lumiére le fait que le tenseur de
données est positif, et que de part leur nature (spectres et concentrations), les matrices de
facteurs ne doivent pas contenir de valeurs négatives. Ceci nous a amenés a présenter diverses
approches permettant de prendre en compte cet aspect.

Il existait déja plusieurs méthodes. Aprés avoir briévement rappelé celles utilisées dans le
cas de la factorisation de matrices non négatives, c’est a dire NMF, nous avons présenté les
méthodes non négatives de factorisation tensorielle. La plus simple consiste a mettre a 0 les
valeurs négatives durant le processus itératif d’estimation, mais cette fagon de faire contrarie
le processus de descente vers la solution voulue. Nous avons ensuite évoqué le NNLS, un algo-
rithme itératif basé sur la résolution d’un systéme vectorisé, puis des variantes de I’ALS. Nous
avons ensuite décrit nos propres méthodes. Ainsi, nous avons proposé en premier lieu une
parameétrisation des matrices de facteurs, de sorte a ce que chaque élément soit écrit sous la
forme d’un carré. Nous avons ensuite développé une approche par régularisation exponentielle,
qui incite la fonction de cotlt a écarter les valeurs négatives. Ces algorithmes ont été appliqués
a des méthodes de descente classiques, pour lesquelles nous proposons des versions avec un
pas d’adaptation dit optimal, qui est celui minimisant la fonction de cotut a I'itération consi-
dérée, mais qui présente une charge de calcul élevée, et un pas d’adaptation dit approché, trés
rapide a calculer. Ces algorithmes ont été validés sur des exemples entiérement synthétiques
de spectroscopie de fluorescence, dans lesquels concentrations et MEEF sont connus. Ces simu-
lations ont permis de montrer que la paramétrisation par produit de Hadamard s’avére treés
robuste quand on surestime le rang du tenseur, davantage que celles basées sur des projections
et faisant intervenir de ’ALS, et nous permet d’entrevoir des perspectives intéressantes pour
déterminer le nombre de composés présents. Nous avons conclu de cette étude que le gradient
conjugué utilisant notre approche offrait le meilleur compromis performances / temps. En
effet, les algorithmes de Quasi-Newton peuvent s’avérer trop cotteux lorsque 1’on considére
de larges tenseurs et se montrent moins robustes lors de la surestimation du rang. La régula-
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risation exponentielle, quant a elle, fait converger la méthode trés rapidement et offre de bons
résultats a rang exact. Par contre, elle ne fait pas beaucoup mieux que les décompositions
basées sur de I’ALS lorsque le nombre de composants est surestimé.

Dans la suite, nous avons pris en compte le probléme des données manquantes qui peuvent
survenir durant le processus d’acquisition des valeurs. Aprés avoir présenté les méthodes exis-
tantes, basées sur des poids binaires affectés au tenseur de données, nous avons développé la
notre, basée sur des poids variables au fil des itérations et faisant intervenir une reconstruc-
tion du tenseur, toujours dans la continuité de la non négativité et de sa prise en compte.
Nous avons validé le bon comportement de la méthode par rapport a celles existantes, et par
rapport a une nouvelle généralisation de ces dernieres dans le cadre de la non négativité.
Plus tard, nous avons, apres avoir fait I’étude de la complexité algorithmique pour les dif-
férentes méthodes proposées et pour le calcul du pas optimal, proposé des améliorations
algorithmiques pour réduire le temps de calcul par itération.

Dans une derniére partie, nous avons appliqué les méthodes développées ici dans le cadre de
mélanges réalisés en laboratoire, et dont on connait les composés présents et leur concentra-
tion au fil des échantillons. Nous avons également présenté une méthode de prétraitement
permettant d’éliminer les raies de diffusion Raman et Rayleigh de facon plus efficace, lorsque
ces derniéres traversent un pic de fluorescence. Nous avons montré que nos algorithmes se
montrent trés robustes et donnent les meilleurs résultats pour réestimer spectres et composés,
a la fois a rang exact, et aussi lorsque ’on surestime le nombre de composés a obtenir.

Perspectives de recherche

Prise en compte de la parcimonie Les tenseurs que nous avons considérés contiennent
une part relativement importante de valeurs nulles ou méme faibles. On pourrait se servir de
cette propriété afin d’accélérer les temps de calcul en ne prenant pas en compte ces données qui
contiennent pas ou moins d’'informations que les autres. Des optimisations de calculs prenant
en compte la parcimonie existent. Le principe est de ne conserver que les valeurs non nulles
des matrices. On peut alors redéfinir les opérations de base, comme le produit matriciel, qui
sont considérablement plus rapides en présence de trés forts taux de données nulles. A ce sujet,
on peut envisager de seuiller fortemement le tenseur de données afin de limiter le nombre de
valeurs non nulles, tout en gardant les pics contenant le maximum d’information, dans le but
d’obtenir une premiére approximation dont on se resservirait comme initialisation.

Faire du traitement adaptatif Il est parfois utile, au moins dans ’application en chimio-
meétrie considérée, de faire suivi en temps réel des données recueillies, dans le but de détecter
un changement brutal de composition des échantillons d’eau par exemple (pollution...). Cela
ameéne a considérer le temps de facon compléte, et a développer des algorithmes adaptatifs
prenant en compte cet aspect, notamment pour des question de rapidité de calcul (les MEEF
ne changeant que trés peu de I'une a 'autre en temps normal).
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Annexe 1 : calculs liés a la décomposition
CP

6.2 Rappels de propriétés utiles

On utilise des propriétés similaires sur la trace a celles déja utilisées en [GTMMAT10].
Considérons trois matrices M x M carrées Dy, Dy, Dy and D3 et quatre matrices rectangulaires
Dy, D5, Dg and D7 (resp. M x N, N x M, M x N and M x N), on a les propriétés suivantes
IMNO7] :

P(). (D4D5)T = DgDZ;

P;. trace {D;} = trace {DT}.

P,. trace {D; + Do} = trace {D;} + trace {D5}.

P3. trace {D;DyD3} = trace {D3D Dy} = trace {D;D3D; }
= trace {D;Dy} = trace {D;D, }.

P,. trace {D,D5} = trace {D;D,}.

P;. d(D7) = (dD;)”

Ps. d(D,D,) = dD,D, + D,dDs.

P.. d(D, + Dy) = dD; + dDs.

Pg. d(trace {D;}) = trace {dD; }.

Py. d(D, I D,) = dD, @D, + D, I dD, = d(D, @D,) = 2D, I dD,.
Pi. D, Dg =Dg LI Dy.

P,,. (D, D)7 = DT I D!,

Py,. trace{D¥ (D¢ D7)} = trace{ (DI L1 DI)D;}.

6.3 Décomposition CP sans contrainte

6.3.1 Calcul des matrices de gradient
Comme dans [Fra92|, notre but est d’obtenir :

OH(A,B,C) OH(A,B,C)
OA OB

OH(A,B,C)

dH(A,B,C) = { 5C

LAY + ¢ ,dB) + ( ,dC),  (6.4)
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Annexe 1 : calculs liés a la décomposition CP

représente la dérivée partielle par rapport a la matrice A.

En utilisant des permutations circulaires, et les propriétés mentionnées précédemment en
section 6.2, Py — Py , on a :

dH(A,B,C) = trace {dé(Tl))(s(l)} + trace {6a)d5(1)}
= 2trace {6{1)d6(1)} = 2trace {5é)d5(2)} = 2trace {6@)d6(3)}

— 4trace {—55)dAA [CoB[" —6%,(dB)A[C o A"
—5%, (dC)A B ® A]T}

— trace { —4A (C® B)" 5y )TdA}
+trace { —4A (C® A)T 5(2 )TdB}
)" 6

.

+ trace{ }
{
{

—4A(BOA
= trace

-+ trace

{-

{ (-5 C@B)A) da}
(~460) (C® A)A)" dB}
(-

+ trace { (~40(;) (B® A) A)" dC}

= (461 (C® B) A, dA)
+(~480) (C® A) A, dB)
+(—48(5 (B® A) A, dC)

Par identification avec (6.22), on trouve finalement :

Vam(a,B,C) = PMABC)

— —48)A (C © B)
_ 4(T(1KJ AA (C©B) )(C@B)A,

VsH(A B,C) = —‘9%(‘2333’ ©)

— (—48A (CO A)
4 (T{;” AA(COA) ) (CoA)A,

A.B
VcH(A,B,C) = W

— 455 A (BO A)

_ 4 (Tg” AA(B®A) )(B@A)A.
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6.3.2 Calcul du pas optimal

On souhaite minimiser I’expression suivante par rapport a p :

F(AB.C;A) = | T5S — [(A + uDA)IA((C + yDe) © (B + uDg)]" |

F()=T;" = (A+pDa) A[COB+ C® uDg + iDc © B + D¢ © uDg]" ||°
— |DaA (Dc ® Dg)" 1% + (DAA (C®Dg)” + DaA (Dc @ B)T + AA (De ® ,uDB)T> 2
+ (DAA(COB)" + AA(CO Dp)" + AA (DeoB)” ) o+ (T} — AA(COB)" |

Définissons des variables intermédiaires :

K; = DsA (Dc ® Dg)”
Ky, = DAA (C ©®Dg)" + DsA (Dc ® B) + AA (De © uDg)”
K; = DAA (CoB)T + AA (C o Dg)” + AA (DceB)”
K, =T’ — AA(C©B)
On obtient donc :

F(.) = trace {(Kg,u3 + Kop? + K+ Ko) (Kg,u3 + Kop? + Kqp + KO)T} (6.14)
= trace { K3K;" 1° (6.15)

+ (2KsKs") 1 (6.16)

+ (2K3K; + KoK, ') (6.17)

+ (2 (KsKo" + KoKy")) ° (6.18)

+ (2KaKo" + KKy (6.19)

+ (2K1Ko") 1 (6.20)

+ KoKo'} (6.21)

Les sept coeflicients ag, ..., ag sont alors obtenus par identification.

6.4 Décomposition CP sous contrainte de non négativité

6.4.1 Paramétrisation au moyen d’un produit de Hadamard
6.4.1.1 Calcul des matrices de gradient

Comme dans [Fra92|, notre but est d’obtenir :

OH(A,B,C) OH(A,B,C)
OA OB

OH(A,B,C)

dH(A,B,C) = { 50

LAY + ¢ ,dB) + ( ,dC),  (6.22)
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ou ;—A représente la dérivée partielle par rapport a la matrice A.

En utilisant des permutations circulaires, et les propriétés mentionnées précédemment en
section 6.2, P; — Py, on a:

dH (A, B, C) = trace {d(8,))8) | + trace {6;,d6 1}
= 2trace {§d0) } = 2trace {§(,dd) } = 2trace {93 dd(s }
= dtrace {—55)(A [dA)A[(CEHC)® (BEB)" - §,(BHIB)A[(CEHC) o (ADA)"
—§(3(COdC)A[(BEB) © (ADA)"
— trace {4 (A (cEc)e BaB) (-4 )T)
+ trace {4 (A (CEC)® (ATA) (=8 )T) (BE dB)}
+ trace {4 (A (BOB) o (ADA) (=8 )T) (CcO dC)}

(AmdA)}

En utilisant la propriété P1y — Py ([MNO7], p. 53) et le fait que A = A’ puisque A est

diagonale, on a :

dH(A, B, C) _trace{4[(A CHC) e (BEB) (-5, T)DAT: dA}
+trace {4 | (A[(COC)® (ABA)" (~35)") I B”| dB}
+trace {4 | (A[(BOB) o (AD A" (-35)") D C"| dC}
_trace{4[AD (CTC)o (BOB)A)| A}
+trace {4[BE (~60) (CHC) © (AD A A)]" dB}
+trace {4[C (~6) [(BEB) © (AT A)| A)]" dC}
(4[AT (=6 [(CEC)® (BEB)A)],dA)
4[BE (6 [(CEHC)o (AT A)A)],dB

)
4[co (- 5(3 (BOB)® (AEA)A)],dC)

Par identification avec (6.22), on trouve finalement :

)
(

VaH(A,B,C) = W —4A D ((-64)[(CEHC)® (BAB)A),  (6.23)
VeH(A,B,C) = w — 4B ((—802)[(CEC)® (AT A)A), (6.24)
VoH(A,B,C) = HABO _0h (—85)(BEB)® (AL A)JA). (6.25)

0C
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6.4.1.2 Calcul des gradients des termes de pénalité

On cherche a calculer 'expression des gradients des termes de pénalité sous contrainte de non
négativité par produits de Hadamard.

Norme L1
Hr, (A, B,C;A) =H(A,B,C;A) + aal|[ALA|; + ag|BEBJ|; + ac||CEHC||;.
Rappelons qu’on considere que |[M|ly =32, > [mi).

Dans notre cas, a;; >0 V4,7, done ||[Ml; =37, > mi;.
Dérivons pour 'exemple le terme relatif a la matrice de facteurs A :

daal[ATTA[L] = aa ([dATT AL + AT dA[L)
=2aaALdA

Donc la matrice de gradient de A résultant de la différentielle précédente est :

dlaal|ALA
Va (aal[ATA|L) = [AHdA Hl]:aA2A'

On trouve par analogie les matrices de gradients des termes de pénalité pour les matrices de
facteurs B et C.

Norme L2

Dérivons pour 'exemple le terme relatif a la matrice de facteurs A :

d [aa||ATDA|F] = aa [trace (d (ADA)(AD A)) + trace ((A HA) d(AC A))}
— 2aatrace ((A A d(AD A))

— 2atrace ((A HA) (2A 1 dA)) .

En utilisant la propriété P5 de 'annexe 6.2, on a :

d [aa| AT A|7] = 4aatrace (AT AT D ATdA)
— daptrace ((A HDADA) dA)
= daa(ATD AT A, dA).

Donc la matrice de gradient de A résultant de la différentielle précédente est :
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Olaal| AT A|?
Va (| ATA[Z) = [aAHaA B

=4dapaALALTA.

On procéde de maniére analogue pour déterminer les gradients des termes de pénalité prove-
nant des matrices de facteurs B et C.

6.4.2 Ajout d’un terme de régularisation exponentielle
6.4.2.1 Calcul des gradients des termes de pénalité

On cherche a calculer les dérivées des termes de pénalité dans le but d’obtenir les trois gradients
des matrices de facteurs. Le détail du calcul des gradients sans termes de pénalité a été donné
dans 'annexe 6.3. On donne ’exemple dans le cas de la matrice de facteurs A de taille I x F.
Par analogie, on peut faire de méme pour les deux autres matrices de facteurs :

df(A) = d||emrRetectA 7, (6.26)

diag{vec{A}} est une matrice carrée de taille IF' x IF. On a la propriété suivante pour une
matrice M, carrée, de taille N x N par exemple :

o0 Mk
Dy.eM = - (6.27)
k=0

Alors :

||e—'ydiag{vec{A}} ||%7 _ trace{(6—~/diag{vec{A}})T‘

e—fydiag{vec{A}}} _ trace{e—?ydiag{vec{A}}}‘

En utilisant la propriété Dy, on a :

_ iag{vec S (_27)k i
Je-2rRatiectarz = = trace{[diag{vec{ A} }]*}
k=0

En considérant seulement les trois premiers termes de la série, on trouve :

O[I;p — 2vdiag{vec{A}} + 2v*[diag{vec{A}}|?]
Ovec{A}
~ [=271;5 + 4v*diag{vec{A}}] dvec{A}

1
~ 4~? |diag{vec{A}} — 21—5 dvec{A}. (6.28)

dHe—-ydiag{vec{A}} ||§7 _ dvec{A}




6.4. Décomposition CP sous contrainte de non négativité 135

Si on transforme ce résultat sous forme matricielle, on obtient :

, 1
df|emdeelvectAl} |12, = 442 [A - ;} dA. (6.29)
g

6.4.3 Calcul du pas optimal sous contrainte de non négativité

On souhaite minimiser I’expression suivante par rapport a p :

H(A,B,C;A) = | T"5—[(A+ ;D) [ (A + uDa) A
[((C+ pD¢) H (C + uDg¢)) ® (B + pDg) & (B + 1Dg))]"||?

Premiérement, pour clarifier les expressions, on définit des quantités intermeédiaires :

EOZADA
E; =ALDA +DAA =2ATLIDy
E; =D Da

Fo=(CHC)® (BUB)
F; = (CHD¢)® (BEB)+ (DcEC) e (BEB)
+(CHC)o(BEDg)+ (CHC) e (DgEB)
=2[(CHD¢)®(BEB)+ (CEC)® (BEDg)]
F; = (CHDe¢)® (BEDg) 4+ (CHDe)® (DpEB) + (Dc [ C) ® (BEDpg)
+(DcEHC)e(DgEB)+ (DcEDe)®(BEB)+ (CHC)® (D HDg)
—4[(CED¢)® (BEDg)] + (DcEDe)® (BEB)+ (CEHC)® (Dg D)
F3 = (CHD¢)® (DgEDg) + (DcEC) ® (Dp HDg)
+ (DcED¢) ® (BEDg) + (Dc & De) ® (D I B)
=2[(CHD¢)® (DgDg) + (Dc I D¢) ©® (BHDg)]
Fy = (DcEOD¢) ® (Dg 0 Dg)

En developpant, on obtient :

H() = | THE — [Eg + Eqpt + Egp’]A[Fap® + Fap® + Fap® 4+ Fyp 4+ Fol7|?
= |(~E2AF )b + (—E1AF " — EoAF3") i
+ (~EoAF," — EjAF3" — ExAF )it + (—EoAF3” — EjAF," — EoAF, ")
+ (~EoAFy" — E1AF,T — EuAF ")y + (—EoAF," — E1AF")u
+ T/K _ EOAF0T||2
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Une nouvelle fois, on définit des variables intermédiaires :

Ko=T'E — EqAF," Ky=—EoAF," — E;AF37 — E;AF,7
K1:—E0AF1T - ElAFOT K5:—E1AF4T - EzAF3T
Ks=—EoAF," — E;AF;T — E;AFT Ke=—E;AF,T

Ks=—EoAF;7 — E;AF,T — E;AF, 7

H(.) = trace { (Keu® + Ksp® + Kap* + Kap® + Kop® + Kqp+ Ko)
(Kot + Kspi® + Kap + Kapr® + Kot +K1M+K0)T} (6.30)
= trace { (Ke¢Ke" )p'?
+ (KeKs" + KsKg" )u'!
+ (KeKa' + KsK5” + K Kg')p'®
+ (KeKs" + KsKy" + KyKs" + K3Kg" )’
+ (KeKo" + KsKs” + KyK," + KsKs” + KKg' ) il®
+ (KeK17 + KsKo? + KyKs” + KKy ' + KoKs” + K K )
+ (KeKo" + KsKi7 + KK, " + KsKs” + KoKy' + K K™ + KoKg? )b
+ (KsKo" + K4K7 + K3Ko! + KoK + KiK' + KoKs? )b
+ (KsKo" + KK 7 + KoK, " + K Ks” + KoK, ')
+ K3Ko" + KoKy " + KiK' + KoK3" ) p?
+ (Ko Ko' + KKy 7 4+ KoK, )2
+ (K1 Ko" + KoK )
+KoK," } (6.31)

Les treize coefficients ag, . .., a2 sont finalement obtenus par identification.
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6.5 Décomposition de Tucker3 sans contrainte

6.5.1 Calcul des gradients matriciels

Considérons la fonction de cott suivante :

T =T — AGH ™ (C@B) |} = (16017 (6.32)
= T3 =BGH" M (Co A)|E = 6pE (6.33)
= |T5" = CGE™ " B @ A5 = 167 (6.34)

ol le tenseur T déplié ci-dessus dans les trois modes est de taille I x J x K, A est de taille
I x Fy, B est de taille J x Fy, C est de taille K x Fj. Le tenseur G est quant a lui de taille
Fy x Fy x F3. Notons les définitions implicites de 1y, d(2) et d3).

Il s’agit de calculer les gradients des matrices A, B, C, et du tenseur coeur G. On se base
sur les propriétés données en 6.2.
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d7(A,B,C, G) = trace {déa))é(l)} + trace {6(T1)d6(1)}
= 2trace {5?1 dd()} = 2trace {JT)dé 2} = 2trace {5g)d5(3)}
HdAG " (C e B)Y)

= 2trace )

AdGF1 R (CceB)”
)
)

+ 2trace )
+ 2trace dBGrF2 BRA )
+ 2trace dCGF3 FQFl(B ® A)T)

= 2trace G S F3F2(C ® B)T5 dA)

(—o
(=0
(—0
(—0
(=G
+ 2trace(—(C ® )TJT AdGrF1 F3F2
+ 2trace(—

(-G

(—

(—

(—

)
GF2 3Py (A ® C)T5 dB)
+ 2trace )

FS 5 (B @A)l dC
F1,F3Fo\T r

— 9trace ( ) (C®B)(GI;™™) ) dA

+ 2trace(— (A"d() (C® B))T dGrFl’F3F2

+ 2trace (5(2 (C®A) (GFQ F3F1> ) dB

+ 2trace(— <5(3) (B®A) (GéS),FzFl) ) dC
=2(=6() (C®B) G}, dA)

+2(— AT5(1 (C®B))

+2(=802) (A® C) G, dB)

+2(=8i5 (B A) G ™", dC)

Par identification, on trouve :

g—z =25 (C®B) (Ggl),F3F2>T
% =260 (A®C) (GF27F3F1>T
g—g = —263(B®A) ( G F2F1>
% = —2A"60) (C2 B)

6.5.2 Calcul du pas optimal

On souhaite minimiser I’expression suivante par rapport a p :
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T(A,B,C,G) = |[T''K — (A + uDa) (G{})M + MDG> (C+ uDc) ® (B + uDp)|” 1%
Développons ’expression :

T() = ITG = (A+ uDa) (G + uDg ) [(C + pDe) @ (B + D))" |3
T() = ITG — [AGH"™" + 1 (ADg + DAG(;™") + ;*DaDg|
[C®B+ ;(C®Dg+Dc®B) + 1°Dc © Dg| ||

Définissons des valeurs intermédiaires :

Fy,F3F
Eo = AG(,""
E; = AD¢ + DAGQ)’FSFQ

E; = DaDg
Fo=C®B
F,=C®Dg+Dc®B
F2 = Dc ® D

D’ou :

T

T()= ||Tfi§w — [Eo + tE1 + (°Es| [Fo + pF1 + p°Fa] " |7

T()= ||T€i§w — EoFo! + 1 (_EOFlT — ElFOT) + ,u2 (—EonT — ElFf — E2F0T) +
p (FEaFs" —EaFy) + it (EaFa) I

En posant :

Ko =T}’ — EoFo"
K, = —EoF,! — E1Fy’
Ky = —EoFy” — E1FT — E,F,7
Ks = —EF,7 — E;F,7

K4 = —E2F2T

on obtient :
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T(.) = trace { (Ko + iK1 + 12Ks + 1°Ks + 1K) (Ko + Ky + 7Ky + 1°Ks + u4K4)T}
T(.) = trace { (K4K4") p®
(
(2Ko2Ka" + KsK3") 10+
(2 (KiKa" + KoK3")) '+
(2 (KaKo" + K1K3") + Ko Ko p'+
(2 (KsKo" + KiK2")) i+
(
(

On obtient ensuite les neuf coefficients ag...ag par identification

6.6 Décomposition de Tucker3 avec contrainte de non né-
gativité

6.6.1 Calcul des gradients matriciels

Counsidérons la fonction de cotlt suivante :

T.(A,B,C,G) = |T(}” — (AT A) (G B G (CBC) @ BOB) [} = |83

(6.40)

= T4~ (BOB) (G BGE ") (CBC) @ (AD AN [} = |60}
(6.41)

=Tl - (cOO) (G DGE™) (BOB) o (ADAN |3 = 1663
(6.42)

ol le tenseur T déplié ci-dessus dans les trois modes est de taille I x J x K, A est de taille
I x Fy, B est de taille J x F,, C est de taille K x Fj. Le tenseur G est quant a lui de taille
Fy x Fy x F3. Notons les définitions implicites de (1), d(2) et d(3).

Il s’agit toujours de calculer les gradients des matrices A, B, C, et du tenseur coeur G. On
utilise pour cela les propriétés données en 6.2.



6.6. Décomposition de Tucker3 avec contrainte de non négativité 141

d7:(A,B, C, G) = trace {dd(})d1) } + trace {6,,dd 1) }
= 2trace {5(T1)d6(1)} = 2trace {6g)d5(2)} = 2trace {5g)d6(3)}
— Otrace (—aT (2A [1dA) (GFthsz o GFLE*FQ) (COC)® (BOB

~—

)

=
S

(2B [ dB)

+ 2trace e nleris F3F1) (CEC)® (ADA

+ 2trace

~—
~—
~
N— —

(2CEdC) (GF3 saiioeris F2F1) (BEB)® (ADA

/\/\/\

+ 2trace 6(1 ( (ALDA) (2 GFLFsF [ dGFl FSFQ) (COC)® (BO B))T>>
(

— 4trace (—67, (A T dA) <GF1 siloleris F3F2) (CEC)® (BE B))T>

+ dtrace (—87 (BE1dB) (G%’FSH o G{;ﬁﬂ) (COC)® (AL A))T)
+ dtrace (—87, (CEdC) (G{;gwl o Gg’)’Fﬁl) (BEB)® (AL A)) )
T

+ dtrace (—87, (AT A) (GFLFBFz o ngl)’F3F2) (CEC)® (BEB)) ))
<GF1 siioferis FJFQ) (CEC) @ (BEB))T 6%, (ADdA)
GF2 FsP1 G_F2 F3F1> (

~( (
(GFS F2F1 GF3 F2F1> (BEOB)

= 4trace

+ 4trace CHC)® (ADA))" 5§, (BEdB)
+ 4trace ®

)
)
(ADA)" 8% (CEdC))
+dtrace (— ((CEOC)® (BOB))" o0 ((A HA) (GFll,Fng 0 dG%’Ff*F?)))
= trace (- [ (G B G{™") (COC) @ (BOB)) 6f,)) DAT| dA)

)
+ dtrace @ (ATA))T 6%, ) o BT: dB)
) )

F3 FyFy B G_Fg o Fy

® (
+ 4trace BOB)® (ADA) Té@) B cr|dc
)

+ 4trace C)® (BEB)

-[( )¢
<<GF2 F3F1 GF2 F3F1) (coe)
-[((e ) (

(] )"

) (ADA)| BGT)dG("™")

™17
(cme)e BOB) (G "B GH"") ) dA)

1T

o
(our
{B ( (CHC)® (ADA)" <Géz),FaF1 0 ng),FgFl)T)- B
-[oa (e
~(ah" o [(ADA) 6, (COC) s (BOB))|) ngl),FSFQ)
(6.43)

+ 4trace

T
(BEB)® (ADA))T <Gg3),F2F1 B Gg),&m) ) J4C

+ 4trace

e
)

+ 4trace

/—\/\/—\ . /\/\/\A/\/\/\A/\/\/\A

On en déduit les gradients suivants :
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T
UG 5(1) (CEC)® (BEB)) (GFl siinferis FSFz) (6.44)
A _
r T
T: _ _4BE |64 ((CHC) & (ADA)) ) (G DGR (6.45)
0B
B T
(2702 — -4C T |85 (BOB) @ (AT A)) (G " B G (6.46)
o _ —AGP O (A D A8 (CEC)® (BO B))} (6.47)

F1,F3F,

6.6.2 Calcul du pas optimal

On considére la fonction de coit suivante :

T.(A,B,C,G) = | T} = [(A + yDa) B (A + yDy)] KG{%’FSFQ + MDGE),%) B <Gf})’F3FQ + 1D e o

[((C+puDe) B (C + 1De)) @ (B + uDg) B (B + 1Dg))]" |7

Développons :

T.0) =T - [(apa) (6 O afy™”)

—h (2 (ACIA) (GFl P D Dgr ) +2(ABD,) (G D Ggl)’FSFz))

_ /J,2 <(A ] A) (D fl) Fyry [ D EFl) FgFQ) +4 (ADDA) <Gf11),F3F2 ] DGEFll)FgFg)

+(DAED,) (G BGH"))

_,u?’ (2 (ADDA) (D F1 mr, 1D cfu F3F2) + (DADDA) (GFl sl p cfu FSFQ))
1) (1)

—/J,4 (DA L] DA) (D F1 F3Fy LD F1 FSFQ)}
(1)

[((c HC)® (BEB)T

+u(2(CHEC)® (BEDg)+ (CHOD¢) ® (BEB))"
+1*4(CEHDc) ® (BEDg) + (DcED¢) ® (BOB) + (CHC) ® (Dg I Dg)] ||%

En posant :
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Eo = (ADA) (G B G ™")

E; =2(A0A) (G ODgrmr | +2(AED,) (GFlvFBFQ B GF“F3F2)
W G 1) (1)

E,=(AQA) (DGﬁl),F3F2 B DG(Fll),FSF2) +4(ACDy) (fo)’&l% B DG(Fll),FSFQ)

+ (DA T D4) (G DG

E; =2 (A L] DA) (D Fll,F3F2 L] DGFl,F3F2) + (DA L] DA) (Gf})’FSFQ ] DGFl,F;;FQ)

G (1) D

Eys=(DAHD D _r.er LD _p e

+=(Da A)< G G )

Fo = (COC)® (BEB)

F, =2(CEHC)® (BEDg)+ (CHDe) ® (BEB))

F, = 4(CED¢)® (BEODg) + (DcEDc) ® (BEB) + (CHC)® (Dg & Dg)

On obtient :

(-E,F} — E;F; — E,F)) °

+ o+ o+ + + + 4+
0
o
=
o
|
5

© i
|
&
o
NS
|
o
&
X
|
5
&
=N
=
IS

Si on pose :
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Ko =T}’ — EoFo"
K; = —EoF," — E;F,”

Ky = —EoFy” — EjFT — E;F,7

K3 = —E;Fy" — EoF, 7

Ky = —E,F,7

K5 = —E,FT — EsF] — E.FY — E\F]
Kg = —E,F] — EsF} — E,F1

K7 = —E,FI — EsF]

Ks = —E,FT

on arrive a :

T(.) = trace { (Ko + uK1 + 1°Ko + 1°Ks + 'Ky + 1°Ks + 1°Kg + 'Kz + 1°Ks)
(Ko + pK1 + 1°Kz + 11°Ks + 11'Kyg + 11K + 1°Ke + 'Kz + ,U8K8)T}
To(.) = trace { (KsKz") pu''+
(2K7K8T) M15+
(2KeKs" + K7K7") '+
(2 (KsKs" + KeKr")) p'?+
(2 (KuKs" + KsK7") + KeKe" ) '+
(2 (KsKs" + KuK7" + KsKg'+)) p''+
(2 (K2Ks" + KsK7" + KuKg' ) + KsK5") '+
(2 (KiKs" + KoKr" + KsKg' + K4K5")) '+
(2 (KoKs" + KiK7" + KoKg" + K3K5") + K4Ky") 1°
(2 (KoK7" + K1 Kg" + KoKs" + K3Ky")) p'+
(2 (KoK4" + KiK5" + KOKGT) + KsKs") pf+
(2 (KiKs" + KoK5")) pf°
(2 (K4K0 + K K5") + K2K2 "yt
2 )
(
(

)

On identifie ainsi les 17 coefficients aqg...a1¢.



Annexe 3 : calculs liés aux données
manquantes

6.7 Calcul des gradients matriciels avec contrainte de non
négativité et en présence de données manquantes

e, . 9G(AB,C;A) 9G(AB,C;A) . 9G(A,B,C;A) ,
Calculons les dérivées partielles A , ey et 50 données par le calcul de

la différentielle suivante :

9G(A, B, C; A)
0B

0G(A,B,C;A)
oC

0G(A,B,C;A)

dG(A,B,C;A) = ( A

JdA) + ( ,dB) + (

,dC).

On part de la fonction de colit prenant en compte la présence de données manquantes :

G(A.B,C;A) = W B (T - (AB A)(COC) o (BEB)) |}
= [IWi)™ B ol
= 18| (6.48)

En posant :

M, = (CEC)® (BEB),
M, = (CEC)® (ADA),
M; = (BEB)® (ADA),

on peut réécrire I’équation (6.48) et ensuite calculer sa différentielle :
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dGg(A,B,C;A) = 2trace{ﬁa)dﬁ(1)} + 2trace{ﬁé)dﬁ(2)}
+ 2trace{ﬂg)dﬁ(3 }

= 2trace{3(,,d[W ;)" O (T} — (AT A)M])]}

+ 2trace{Byd [W”” ol (T”“ (B B)MI)]}

+ 2trace{ Bl d[W ;" 0 (T3 — (CE C)MI)]}

— 4trace{—8h [Wf O (A dA)M{)} }

+ dtrace{—A], [wé{” [ (B dB)Mg)] }
+ dtrace{—A], [Wg;” o ((CEadC)M? )} }
= 4trace{—B7, D W/ (ABDdA)MT}
+ dtrace{ B, D W (B dB)M]}
+ 4trace{— By [ Wg;” (Cdc)MI}
= 4trace{1\/IT(—ﬁ(1 BW{)T(ADdA)}
+ dtrace{M] (-8B, D W) (B dB)}
+ 4trace{MZ (- [3 BWEHT(CEdC)}
= dtrace{M] (-8, O W(ﬂ{f NI ATdA)}
+ 4trace{M] (-

(—

By BW35)T DB dB)}
+ 4trace{ M

B DW ') B CTdC)}

= (1 [|AD (-8 BW()M,) |, dA)
+(4 [B O ((—5(2) O W{z{“)Mz)] ,dB)
+ 4 [C o ((—ﬁ(g) o W({;“)Mgﬂ ,dC)

On en déduit donc les trois matrices de gradients suivants :

9G(A,B,C)

VAG(A,B, CiA) = = —UA :(—5(1) IWi) (cBC) e (BE B)):
VsG(A,B,C;A) = % = 4B ( By OWL(CBOC) ©(ADA))
VcG(A,B,C;A) = % =4CO ( By OWE) (BOB)o (AL A)):






