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Résumé

Depuis quelques années, les codes de calculs Monte Carlo évoluant qui couplent un code Monte Carlo, pour
simuler le transport des neutrons, à un solveur déterministe, qui traite l'évolution des milieux dû à l'irradiation
sous le �ux neutronique, sont apparus. Ces codes permettent de résoudre les équations de Boltzmann et de
Bateman dans des con�gurations complexes en trois dimensions et de s'a�ranchir des hypothèses multi-groupes
utilisées par les solveurs déterministes. En contrepartie, l'utilisation du code Monte Carlo à chaque pas de temps
requiert un temps de calcul prohibitif.

Dans ce manuscrit, nous présentons une méthodologie originale évitant la répétition des simulations Monte
Carlo coûteuses en temps et en les remplaçant par des perturbations. En e�et, les di�érentes simulations Monte
Carlo successives peuvent être vues comme des perturbations des concentrations isotopiques de la première
simulation. Dans une première partie, nous présenterons donc cette méthode, ainsi que la méthode de perturba-
tion utilisée : l'échantillonnage corrélé. Dans un deuxième temps, nous mettrons en place un modèle théorique
permettant d'étudier les caractéristiques de la méthode des échantillons corrélés a�n de comprendre ses e�ets
durant les calculs en évolution. En�n, dans la troisième partie nous discuterons de l'implémentation de cette
méthode dans TRIPOLI-4R© en apportant quelques précisions sur le schéma de calcul qui apportera une accéléra-
tion importante aux calculs en évolution. Nous commencerons par valider et optimiser le schéma de perturbation
à travers l'étude de l'évolution d'une cellule de combustible de type REP. Puis cette technique sera utilisée sur
un calcul d'un assemblage de type REP en début de cycle. Après avoir validé la méthode avec un calcul de
référence, nous montrerons qu'elle peut accélérer les codes Monte Carlo évoluant standards de presque un ordre
de grandeur.

Mots clés : Neutronique, Simulation Monte Carlo, Irradiation, Calculs en évolution, perturbation, échan-
tillonnage corrélé, TRIPOLI-4, ROOT
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Abstract

For several years, Monte Carlo burnup/depletion codes have appeared, which couple Monte Carlo codes to
simulate the neutron transport to deterministic methods, which handle the medium depletion due to the neutron
�ux. Solving Boltzmann and Bateman equations in such a way allows to track �ne 3-dimensional e�ects and to
get rid of multi-group hypotheses done by deterministic solvers. The counterpart is the prohibitive calculation
time due to the Monte Carlo solver called at each time step.

In this document we present an original methodology to avoid the repetitive and time-expensive Monte
Carlo simulations, and to replace them by perturbation calculations : indeed the di�erent burnup steps may
be seen as perturbations of the isotopic concentration of an initial Monte Carlo simulation. In a �rst time we
will present this method, and provide details on the perturbative technique used, namely the correlated sam-
pling. In a second time we develop a theoretical model to study the features of the correlated sampling method
to understand its e�ects on depletion calculations. In a third time the implementation of this method in the
TRIPOLI-4R© code will be discussed, as well as the precise calculation scheme a meme to bring important speed-
up of the depletion calculation. We will begin to validate and optimize the perturbed depletion scheme with
the calculation of a REP-like fuel cell depletion. Then this technique will be used to calculate the depletion of a
REP-like assembly, studied at beginning of its cycle. After having validated the method with a reference calcu-
lation we will show that it can speed-up by nearly an order of magnitude standard Monte-Carlo depletion codes.

Key words : Neutronic, Monte Carlo simulation, Burn-up, Depletion calculations, perturbation, correlated
sampling, TRIPOLI-4, ROOT
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Notations et Conventions

Tout au long de ce document, un grand nombre de symboles est utilisé. A�n de maintenir une certaine
cohérence et pour éviter toute confusion, quelques conventions ont été établies. Dans un e�ort de conformité à
cette terminologie conventionnelle, chaque symbole est, à de très rares exceptions, associé à une unique dé�nition
indiquée ci-après.

Outils mathématiques

≡ égale par dé�nition

EE [·] l'espérance mathématique sur l'espace E
V arE [·] la variance sur l'espace E
CoVE [·] la covariance sur l'espace E
‖·‖ la norme euclidienne

〈·, ·〉 le produit scalaire sur l'espace vectoriel des fonctions de E dans R : 〈f1, f2〉 =
´
E f1 (P ) f2 (P ) dP

Eléments de la géométrie

Positionnement dans l'espace

E l'espace des phases à 6 dimensions

M la partie spatiale de l'espace des phases E
D un volume élémentaire centré autour d'un point de l'espace des phases E
P ou z un point de l'espace des phases E , décomposable arbitrairement en position-vitesse ou en position-

énergie-direction
−→r ou x les coordonnées spatiales du point P ou z
−→v le vecteur vitesse du point P ou z

E l'énergie du point P ou z
−→
Ω la direction du vecteur vitesse du point P ou z

Caractéristiques des milieux

Xm la grandeur X dans le milieuMm

N le nombre d'isotopes

N i (−→r ) la concentration de l'isotope i au point −→r{
N i
}

(t)
l'ensemble des concentrations isotopiques de chacune des compositions à l'instant t
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xxii NOTATIONS ET CONVENTIONS

Données nucléaires

mn la masse du neutron

σir la section e�cace microscopique de l'interaction r des neutrons sur l'isotope i

Σir la section e�cace macroscopique de l'interaction r des neutrons sur l'isotope i

Σr la section e�cace macroscopique de l'interaction r du milieu

νi le nombre de neutrons produits par �ssion sur l'isotope i

σi→j la section e�cace microscopique d'alimentation de l'isotope i vers l'isotope j

λi→j la constante de décroissance radioactive de l'isotope i vers l'isotope j

λi la constante de décroissance radioactive de l'isotope i

Données de simulation

Grandeurs physiques

n (P, t) la densité de neutron au point P à l'instant t

φ (P ) le �ux de particules au point P

ψ (P ) la densité de collisions entrantes au point P

τr (P ) le taux de réaction macroscopique de l'interaction r au point P

S (P ) la source externe de particules (mode protection) ou de �ssion (mode criticité)

keff le facteur de multiplication e�ectif

{φ, τ}(t) l'ensemble des �ux et taux de réaction à l'intant t sur tout l'espace des phases

Opérateurs de l'équation du transport

T (·) l'opérateur de transport

C (·) l'opérateur de collision

K (·) l'opérateur de transition

Particules simulées

Nγ le nombre de particules simulées

γ la trace d'une particule simulée{
γ(t)

}
l'ensemble des traces d'un transport Monte Carlo simulées dans l'état du système à l'instant t

p (P → P ′) la probabilité qu'une particule di�usée en P aille jusqu'au point P ′ et y fasse une collision

dp (γ) la probabilité d'apparition de la trace γ

dpn (γ) la probabilité d'apparition jusqu'à la nième collision de la trace γ

k (P ) le nombre moyen de particules suite à une collision en P

ωn (γ) le poids de la particule de trace γ avant sa nième collision

ωn+ (γ) le poids de la particule de trace γ après sa nième collision

ln (γ) la distance parcourue par la particule de trace γ entre sa nième et sa (n+ 1)
ième collision

Estimation des scores

R une réponse (�ux, taux de réaction, ...)

R la réponse moyenne

σ2 la variance de la réponse

g la fonction détecteur associée à la réponse R

In la contribution au score des particules ayant subi n collisions

in (γ) l'encaissement relatif au nième choc de la trace γ
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Simulation non-analogue

X∗ la grandeur X en simulation non-analogue

= une fonction associée à une carte d'importance

Π (P ) le poids de référence au point P

ωc la correction de poids de la capture implicite

Simulation perturbée

X̃ la grandeur X perturbée

Xcs la grandeur X perturbée par la méthode des échantillons corrélés

κncs (γ) la correction de poids cumulée de l'échantillonnage corrélé avant la nième collision de la trace γ

ηi le rapport des concentrations perturbées et initiales de l'isotope i

qi la probabilité d'interaction avec l'isotope i

pi la probabilité de survie à une interaction avec l'isotope i

p la probabilité de survie à une interaction dans le milieu

α le rapport des sections e�caces macroscopiques totales des milieux perturbé et initial

Mesure des performances

T le temps de calcul d'une simulation Monte Carlo évoluant

t le temps de calcul d'une simulation Monte Carlo (soit un pas en évolution)

FOM la �gure de mérite (Figure Of Merit)
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Première partie

Introduction

1





La simulation neutronique en évolution

L'étude de la physique des c÷urs de réacteurs en fonctionnement normal et accidentel cherche à ca-
ractériser en tout point de l'espace des phases et en fonction du temps des grandeurs physiques d'intérêt
d'un point de vue neutronique, telle que le facteur de multiplication des neutrons, la distribution spatiale de
puissance, ou encore l'inventaire des concentrations isotopiques du combustible. La connaissance des grandeurs
physiques est essentielle pour les études de sûreté et de criticité des réacteurs nucléaires. Dans ce contexte, de-
puis plusieurs décennies, di�érents codes de calcul ont été développés (notamment au CEA) a�n de reconstruire
numériquement l'évolution des grandeurs d'intérêt.

Les grandeurs physiques fondamentales de la neutronique sont le �ux des neutrons et les concentrations
isotopiques du milieu combustible dans lequel ils se propagent. Celles-ci sont régies par deux équations couplées
entre-elles, respectivement l'équation de Boltzmann qui modélise le transport (ou propagation) des neutrons
dans la matière, et les équations généralisées de Bateman (ou équation d'évolution) qui gouvernent l'évolu-
tion temporelle des concentrations des nucléides du milieu de propagation. Le couplage �Boltzmann-Bateman�
résulte du fait que les neutrons se propageant dans un milieu induisent des réactions nucléaires dans celui-ci.
Cette transmutation modi�e donc continûment la composition du milieu traversé par les neutrons, phénomène
qui rétroagit sur la propagation de ces derniers dans ce même milieu. Le nouveau comportement des neutrons
va à son tour se répercuter sur la cinétique de l'évolution isotopique du milieu de propagation. Et ainsi de suite.
Dans un c÷ur de réacteur, ce couplage entre �transport et évolution� est particulièrement important.

Il existe plusieurs approches numériques pour résoudre l'équation du transport : déterministe et sto-
chastique (aussi appelée probabiliste ou Monte Carlo). L'intérêt de la première, qui opère par discrétisation
de l'espace des phases, est sa rapidité d'exécution mais au prix d'approximations portant par exemple sur la
représentation, en fonction de l'énergie, des sections e�caces qui décrivent l'interaction entre les neutrons et les
noyaux-cibles : c'est l'approximation dite �multigroupe�. La seconde consiste à simuler, au plus près de la réa-
lité, l'histoire des neutrons. Elle est donc par nature quasi-exacte mais présente l'inconvénient de nécessiter des
temps de calcul importants. Les équations d'évolution, elles, se prêtent très bien à un traitement déterministe
et il n'y a pas d'intérêt pour les problèmes traités ici de recourir, pour les résoudre, à une méthode probabiliste.

L'amélioration récente des outils informatiques autorise à présent d'investiguer la voie des méthodes sto-
chastiques. Restreintes jusqu'alors aux études stationnaires, la puissance de calcul des ordinateurs aujourd'hui
disponible permet de mettre en ÷uvre la méthode Monte Carlo pour calculer un c÷ur de réacteur de puissance
à trois dimensions, sans approximation, en couplant un solveur de transport Monte Carlo à un solveur
déterministe d'évolution des concentrations isotopiques. Ce type de couplage a déjà été réalisé par di�é-
rentes équipes dans le monde, par exemple 1 : MOCUP (MCNP et ORIGEN2), MCB (MCNP et CINDER),
MCWO (MCNP et ORIGEN2), MONTEBURN (MCNP et ORIGEN2), MURE (MCNP(X) et un module d'évo-
lution propre), MCODE (MCNP et ORIGEN2), ALEPH (MCNP(X) et ORIGEN2), MCNP-ACAB (MCNP
et ACAB), MCNPX (MCNPX et CINDER90), MCOR (MCNP et ORIGEN-S, puis KORIGEN) et VESTA
(MCNP, MORET, ... et ORIGEN2, PHOENIX, ...). La mise en pratique des couplages opérationnels présente
deux di�cultés : l'une concerne les temps de calcul lorsque l'on recherche par exemple la distribution �ne

1. Dans la liste qui suit, on nomme le code réalisant le couplage suivi, entre parenthèses, des codes de transport et d'évolution
qu'il couple. Les références de certains de ces codes sont indiquées à la �n de cette introduction.
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de la puissance d'un c÷ur (idéalement à l'échelle de la pastille de combustible) et la seconde la maîtrise des
incertitudes statistiques associées aux grandeurs physiques calculées, maîtrise rendue d'autant plus di�cile
que l'on couple deux solveurs, l'un d'eux étant probabiliste.

L'originalité du travail de thèse présenté dans ce mémoire réside dans les solutions apportées sur ces aspects
précis. On perçoit donc que la �nalité de notre travail est de contribuer à la mise au point d'un schéma de calcul
de c÷ur de réacteur à trois dimensions exempt d'approximation et aux incertitudes parfaitement maîtrisées.
En couplant e�cacement un code de transport Monte Carlo des neutrons à un code déterministe d'évolution
des concentrations isotopiques on o�re la possibilité de traiter des con�gurations complexes à e�ets physiques
3D signi�catifs di�cilement modélisables par les codes déterministes (exemple des réacteurs à eau bouillante).
L'approche que nous avons adoptée laisse aussi entrevoir son application à des situations de transitoires de
puissance (normaux et accidentels) et par suite à un couplage avec les équations de la thermohydraulique c÷ur.
Nous adapterons dans la suite le vocable �Monte Carlo évoluant� pour nommer le couplage entre un code
de transport Monte Carlo et un solveur d'évolution temporelle déterministe.

Le principe de notre schéma consiste à ne réaliser qu'une seule simulation Monte Carlo de transport et à
considérer que les évolutions des concentrations isotopiques représentent des perturbations relativement à
cette simulation initiale. Or, les calculs perturbatifs sont plus rapides que les calculs de transport purs. Par
conséquent, en enregistrant toutes les histoires d'une simulation initiale, il est possible d'éviter de refaire les
transports Monte Carlo successifs coûteux en temps, au pro�t d'un traitement statistique par échantillonnage
corrélé (qui est une méthode de perturbation statistique n'introduisant pas de biais dans les résultats) des
histoires de la simulation initiale. Et pour investiguer cette idée originale, le travail de thèse s'est déroulé en
trois étapes.

Dans un premier temps, un travail de bibliographie m'a permis de me familiariser aux techniques de réduc-
tion de variance et à la théorie des perturbations et de l'échantillonnage corrélé. Ce travail, ajouté à l'étude du
couplage des codes Monte Carlo évoluant, a débouché sur la mise en forme précise du formalisme à implémen-
ter et est décrit dans la partie II de ce document. Plus particulièrement, je me suis intéressé au fonctionnement
du code TRIPOLI-4 évoluant, qui est le code Monte Carlo évoluant développé au sein de mon laboratoire d'ac-
cueil 2 et dans lequel j'ai implémenté la méthode de perturbation. Ce code couple TRIPOLI-4 pour traiter le
transport des neutrons et MENDEL pour traiter la transmutation isotopique. Ces deux codes sont également
développés au CEA et des calculs utilisant l'ensemble TRIPOLI-4 évoluant ont d'ores et déjà été réalisés sur
des con�gurations neutroniques REP (réacteurs à neutrons thermiques) et RNR (réacteurs à neutrons rapides)
à des �ns de validation et de quali�cation.

Comme la méthode proposée dans cette thèse pose des questions de modélisation, une étude théorique
visant à déterminer précisément les contraintes et les limites d'application de cette méthode a été réalisée et
est présentée en partie III. Celle-ci a permis de montrer que si les résultats issus d'un calcul perturbé ne sont
pas dégradés en moyenne, il n'en va pas de même de leur variance. Celle-ci peut être fortement altérée lorsque
l'amplitude des perturbations est trop importante, ce qui limite donc l'utilisation de l'échantillonnage corrélé.
Toutefois, on montrera dans cette même partie que cette dégradation des résultats perturbés ne représente pas
un frein à l'utilisation des échantillons corrélés en évolution, puisque l'amplitude maximale des perturbations
acceptables reste applicable aux études visées. De plus, on verra que la connaissance précise des limitations
de l'échantillonnage corrélé permettra par la suite d'améliorer le schéma de perturbation mis en place dans
TRIPOLI-4 évoluant.

En�n, la dernière étape a consisté à implémenter concrètement l'algorithme de perturbation dans le
code de calcul TRIPOLI-4 évoluant. Ce développement logiciel spéci�que s'appuie sur ROOT, le framework
C++ produit par le CERN, et a abouti à la création de plusieurs librairies. Ces dernières regroupent l'ensemble
des fonctionnalités nécessaires à la mise en ÷uvre de la nouvelle fonctionnalité dans les scripts de couplage de
TRIPOLI-4 évoluant. A�n de valider la méthode, on a considéré un cas test simple, une cellule de type REP,
sur lequel ont été réalisés plusieurs tests permettant d'optimiser la méthode d'évolution par utilisation des
perturbations (cf. partie IV, chapitre 8). Cette phase d'optimisation a été réalisée dans le cadre formel de la
propagation des incertitudes grâce à la réalisation d'un grand nombre de simulations indépendantes. Cela a

2. Le Laboratoire de Transport Stochastique et Déterministe (LTSD) du Service d'Études des Réacteurs et de Mathématiques
Appliquées (SERMA) du CEA Saclay.

C. Dieudonné CEA Saclay
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alors permis de construire un schéma de réduction de variance (mis en ÷uvre au chapitre 8), qui a été
utilisé dans une étude plus complète, celle d'un assemblage de type REP également, en début de cycle. On
montrera que la méthode s'est montrée très e�cace et a permis d'accélérer de manière remarquable le
code d'évolution.

C. Dieudonné CEA Saclay



6 RÉFÉRENCES

Références

[1] J. Cetnar, J. Wallenius et W. Gudowski, �MCB : a continuous energy Monte Carlo burnup simulation
code�, Proceedings of the Fifth Information Exchange Meeting on Actinide and Fission Product Partitioning
and Transmutation, (SCK-CEN, Mol), nov 1998

[2] G. S. Chang, �MCWO - Linking MCNP and ORIGEN2 for fuel burnup analysis�, Proceedings of The
Monte Carlo Method : Versatility Unbounded In A Dynamic Computing World, (Chattanooga, Tennessee),
avr 2005.

[3] A. Talamo, W. Li, J. Cetnar et W. Gudowski, �Comparison of MCB and MONTEBURNS Monte
Carlo burnup codes on a one-pass deep burn�, Annals of Nuclear Energy, vol. 33, p. 1176-1188, 2006.

[4] O. Méplan, et al., �MURE, MCNP Utility for Reactor Evolution : couples Monte-Carlo transport with
fuel burnup calculations�, http ://www.oecd-nea.org/tools/abstract/detail/nea-1845, Data Bank Computer
Program Services, OECD Nuclear Energy Agency, 2009.

[5] N. Garcia-Herranz, O. Cabellos et J. Sanz, �Applicability of the MCNP-ACAB system to inven-
tory prediction in high-burnup fuels : sensitivity/uncertainty estimates�, Proceedings of Mathematics and
Computation, Supercomputing, Reactor Physics and Nuclear and Biological Applications, (Palais des Papes,
Avignon, France), sep 2005.

C. Dieudonné CEA Saclay



Deuxième partie

Simulation Monte Carlo Perturbée
en Évolution

7





Table des matières de la partie II

1 Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo 11

1.1 Principe de la méthode Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.1 Historique et principe général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.2 Forme intégro-di�érentielle de l'équation du transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.3 Simulation du transport des particules par la méthode Monte Carlo . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Résolution de l'équation du transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.1 Résolution par simulation naturelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2.2 Résolution par simulation non-analogue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.3 E�cacité d'une technique de réduction de variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Le code de transport TRIPOLI-4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.1 Présentation du code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 Les di�érents modes de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.3 Estimation du �ux, des taux de réactions et du facteur de multiplication e�ectif . . . . . 20

1.3.4 Les méthodes de réduction de variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Les méthodes perturbatives des simulations Monte Carlo 29

2.1 Développement en séries de Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2 La méthode des échantillons corrélés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.1 Perturbation du noyau de transition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.2 Application à la perturbation des concentrations isotopiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2.3 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.4 Intérêts et inconvénients de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Les codes de calcul Monte Carlo évoluant 37

3.1 Couplage des simulations Monte Carlo et des calculs d'évolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Présentation de TRIPOLI-4 évoluant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.1 Le solveur d'évolution MENDEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.2 Hypothèses physiques et modélisation de TRIPOLI-4 évoluant . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2.3 Schémas temporels dé�nis dans les scripts d'évolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Estimation des erreurs systématiques et statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.1 Identi�cation et correction des erreurs systématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.2 Propagation des erreurs statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45



10 TABLE DES MATIÈRES DE LA PARTIE II

4 Accélération des calculs en évolution avec l'échantillonnage corrélé 47
4.1 Présentation de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.2 Couplage avec la plateforme d'évolution de TRIPOLI-4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2.1 Introduction d'une méthode perturbative dans les schémas d'évolution . . . . . . . . . . . 47
4.2.2 Sélection de la méthode perturbative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.3 Développement d'une librairie de post-traitement : TRIPOLI-4 ROOT-Tools . . . . . . . . . . . 50
4.3.1 Présentation du projet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3.2 Architecture du projet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

C. Dieudonné CEA Saclay



Chapitre 1
Simulation du transport des neutrons par la

méthode Monte Carlo

Dans le domaine de la neutronique des c÷urs de réacteurs, plusieurs méthodes sont employées pour résoudre
l'équation du transport des neutrons (l'équation de Boltzmann linéaire). Elles se classent en deux catégories :
les méthodes déterministes et les méthodes statistiques, dites Monte Carlo [Reus2003]. Les premières résolvent
le problème en discrétisant l'espace des phases (théorie multigroupe, développement en série, méthode des élé-
ments �nis, ...) et, parfois, en réduisant la géométrie des problèmes à deux dimensions spatiales, simples ou
extrudées (bien que la dernière génération de codes déterministes, dont APOLLO3 fait partie, gère les géomé-
tries 3D). Ces méthodes, souvent économes en temps de calcul, reposent donc sur des approximations à l'origine
d'incertitudes sur les réponses neutroniques calculées. A contrario, les méthodes de type Monte Carlo ne font
pratiquement aucune hypothèse de modélisation. Leur grand avantage est de résoudre des problèmes complexes
avec un minimum d'approximations. Appliquées au transport des particules, les méthodes Monte Carlo simulent
les interactions particule-matière et l'histoire des particules au plus près de leurs réalités physiques, tout en trai-
tant rigoureusement des géométries complexes à trois dimensions. Comme ces méthodes sont des méthodes
statistiques, le résultat du calcul est donné avec un intervalle de con�ance qu'il est possible de diminuer arbi-
trairement en simulant plus de particules. Cette particularité leurs confère un caractère de référence pour la
validation des modèles et approximations des méthodes déterministes.

Le transport des neutrons par la méthode Monte Carlo étant au c÷ur du travail e�ectué, le premier chapitre
est donc consacré à la présentation de cette méthode. En premier lieu, le formalisme théorique de la résolution de
l'équation de Boltzmann sera présenté, ce qui permettra de comprendre comment cette résolution est e�ectuée
au sein des codes Monte Carlo. Les principales techniques utilisées dans ces codes pour accélérer les simulations
seront aussi examinées, et plus particulièrement celles implémentées dans le code mis à ma disposition pour la
réalisation de ces travaux, TRIPOLI-4. Par la suite, cela aidera le lecteur à mieux comprendre la méthode des
échantillons corrélés, ainsi que l'intégration de cette dernière dans les calculs en évolution 1.

En�n, il est à noter que le transport des particules ne concerne ici que les neutrons, et aucune autre particule,
car le cadre de ces travaux se restreint à l'évolution des concentrations isotopiques due à l'irradiation sous le �ux
neutronique (les autres réactions intervenant dans l'évolution des compositions et impliquant d'autres particules
ne seront pas traitées ici). Le terme �particule� sera tout de même utilisé lorsqu'une généralisation aux autres
particules pourra être faite.

1. Si le lecteur est déjà familiarisé avec les codes de transport Monte Carlo et leurs di�érentes techniques de réduction de variance
et de perturbations, il pourra directement passer au chapitre 4.

11



12 CHAPITRE 1. Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo

1.1 Principe de la méthode Monte Carlo

1.1.1 Historique et principe général

La méthode Monte Carlo 2 est une méthode numérique visant à calculer des grandeurs à l'aide d'un modèle
stochastique. Elle est particulièrement utilisée pour calculer des intégrales en dimensions plus grandes que 1 et
est très prisée car elle nécessite peu, voire pas, d'approximations ou hypothèses de modélisation pour être mise
en ÷uvre.

Cette méthode consiste à échantillonner un grand nombre de fois les variables aléatoires du problème traité
et à estimer la valeur de grandeurs d'intérêt associées à ces variables à partir des échantillons produits. La distri-
bution des résultats obtenus permet d'estimer la moyenne des grandeurs d'intérêt et d'a�ecter à ces estimations
un intervalle de con�ance. Cette caractéristique est obtenue grâce à l'application de la loi des grands nombres,
qui stipule que si la taille des échantillons est su�samment grande 3 alors la moyenne empirique des résultats
est un estimateur sans biais de l'espérance des grandeurs d'intérêt, et du théorème central-limite, qui prédit la
forme de la distribution des résultats :

Loi des grands nombres
Soit {Xi}i∈N une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, d'espérance µ. On

pose : ∀N ∈ N, YN = 1
N

∑N
i=1Xi. Alors la suite {Yi}i∈N converge presque sûrement vers µ.

Théorème central-limite
Soit {Xi}i∈N une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, d'espérance µ et

de variable �nie σ2. On pose : ∀N ∈ N, YN = 1
N

∑N
i=1Xi et ∀N ∈ N, ZN = YN−µ

σ/
√
N
. Alors la suite {Zi}i∈N

converge en loi vers la loi normale centrée réduite N (0, 1).

Toutefois, la précision des résultats est inversement proportionnelle à la racine du nombre d'échantillons
générés. Cette méthode converge donc lentement vers le bon résultat. On verra dans la suite de ce chapitre
que, outre la qualité du générateur de nombres aléatoires permettant de produire les échantillons, le choix de
la dé�nition des lois de densité de probabilité est déterminant pour optimiser la méthode Monte Carlo. Et
pour bien comprendre le principe de la méthode Monte Carlo, on présente un exemple d'application simple.
L'application de cette méthode au transport de particules sera traitée ensuite.

Calcul de la super�cie d'un lac
Le calcul de la super�cie d'un lac fait partie des exemples classiques de vulgarisation de la méthode Monte

Carlo. L'objectif de cet exemple est d'estimer la super�cie d'un lac dont le contour est complexe. Pour cela, on
dé�nit un terrain rectangulaire (ou carré) incluant le lac et dont on connait les dimensions (et donc la surface).
Au sein de ce terrain, on détermine la position d'un grand nombre de points générés aléatoirement 4. Le rapport
du nombre de points échantillonnés dans le lac sur le nombre total de points est alors égal au rapport de la
surface du lac sur celle du terrain rectangulaire. Cette relation permet alors d'estimer la super�cie du lac. Et
plus le nombre de points échantillonnés est grand, plus l'ensemble du terrain est couvert de points et plus la
précision de l'estimation est forte.

Dans la suite de ce chapitre, on commencera par écrire dans un premier temps l'équation intégro-di�érentielle
de Boltzmann et on montrera dans un second temps (à l'aide du formalisme de décomposition en série de
Neumann) que cette équation peut être mise sous forme intégrale. Cette forme intégrale est très intuitive
physiquement car elle fait intervenir des suites de transports et de collisions, ce qui formalise mathématiquement
le principe très simple de la simulation Monte Carlo du transport des particules. Ceci sera vu à la �n de cette
section.

2. Le nom de cette méthode fait allusion aux jeux de hasard pratiqués à Monte Carlo et a été inventé en 1947 par Nicholas
Metropolis, puis publié pour la première fois en 1949 avec Stanislaw Ulam.

3. En pratique, on considère généralement que cela est véri�é lorsque cette taille est supérieure à 30.
4. En tirant un coup de canon à l'aveugle par exemple.

C. Dieudonné CEA Saclay
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Remarque :
En réalité, il n'est pas nécessaire d'établir l'équation de Boltzmann pour comprendre, ni mettre en ÷uvre, la

méthode Monte Carlo appliquée au transport des particules. Toutefois, cela permettra d'introduire les di�érents
opérateurs liés au transport des particules et qui seront importants pour comprendre le fonctionnement des
méthodes de réduction de variance, ainsi que l'échantillonnage corrélé (présenté dans le chapitre suivant).

1.1.2 Forme intégro-di�érentielle de l'équation du transport

Soit un volume élémentaire, noté D, de l'espace des phases E (à 6 dimensions) centré autour du point
P = (−→r ,−→v ), où −→r représente une position spatiale et −→v une vitesse. On cherche à faire un bilan de la masse
des neutrons présents dans D ayant pour coordonnées spatiales −→r et pour vecteur vitesse −→v . Pour cela, on
peut aussi écrire P en fonction de −→r , de l'énergie E des neutrons et de leur direction de propagation

−→
Ω , car

−→v = v (E)
−→
Ω et v (E) =

√
2E/mn

5 (en cm.s−1). Les caractéristiques du matériau occupant ce volume sont
dé�nies par les grandeurs suivantes :

• N le nombre d'isotopes présents dans le volume D,
• N i (−→r ) la concentration de l'isotope i , i ∈ J1;NK (en nombre d'atomes par 10−24cm3),

• Σs(
−→r , E′ → E,

−→
Ω ′ →

−→
Ω )dEd

−→
Ω la probabilité pour un neutron situé au point −→r et ayant subi une collision

à l'énergie E′ dans la direction
−→
Ω ′ d'en ressortir dans un intervalle d'énergie dE centré en E et dans un

angle solide d
−→
Ω autour de

−→
Ω ,

• σir (P ) la section e�cace microscopique de l'interaction r sur l'isotope i au point P (en b),
• Σir (P ) la section e�cace macroscopique de l'interaction r sur l'isotope i (c-à-d N i (−→r )σir (P ), en cm−1),
• Σr (P ) la section e�cace macroscopique de l'interaction r du matériau (c-à-d

∑N
i=1 Σir (P ), en cm−1).

Concernant les types d'interaction, on notera en particulier t l'interaction totale, a la somme des interactions
d'absorption et s la somme des autres interaction. Et pour dé�nir l'équation du transport des neutrons, on
introduit les éléments suivants :

• n (P, t) la densité de neutrons dans le volume D à l'instant t (en cm−3.eV −1.sr−1),
• S (P ) la densité de sources externes de particules imposée (en cm−3.s−1.eV −1.sr−1).

Un bilan de la masse totale des neutrons dans D permet d'établir l'équation intégro-di�érentielle du transport
des neutrons, dite équation de Boltzmann linéaire [Depi2000],

∂tn (P, t) +−→v .
−→
∇~rn (P, t) + v (E) Σt (P )n (P )

=
´∞

0

´
4π
v (E′) Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
n
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ + S (P ) .

Cette équation correspond à une égalité entre les pertes neutroniques

1. ∂tn (P, t) les variations dues au temps,

2. −→v .
−→
∇~rn (P, t) les fuites du volume élémentaire D,

3. v (E) Σt (P )n (P ) l'atténuation par interaction dans le volume D,

et les sources

1.
´∞

0

´
4π
v (E′) Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
n
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ les sources par choc non-absorbant dans

le volume élémentaire D,
2. S (P ) les sources externes imposées 6.

Mais on ne s'intéresse pas à la variation temporelle de la densité de neutrons : on supposera que la stationnarité a
été atteinte et que les sources ne dépendent pas du temps. De plus, dans le domaine de la neutronique, la grandeur
que l'on cherche à estimer n'est pas la densité neutronique mais le �ux neutronique (en cm−2.s−1.eV −1.sr−1),
aussi appelé �ux angulaire ou �ux en phase, qui est dé�ni par

φ (P ) ≡ v (E)n (P ) . (1.1)

5. Ceci n'est vrai qu'en cinématique classique, mais comme la propagation des neutrons ne se fera qu'à basse énergie (typiquement
inférieure à 20MeV ), cette relation sera toujours respectée.

6. On se restreint pour l'instant à l'étude de problèmes stationnaires à sources externes imposées, car les problèmes en milieu
multiplicateur peuvent être traités comme une succession de problèmes avec de telles sources.
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14 CHAPITRE 1. Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo

On peut donc réécrire l'équation de Boltzmann pour le �ux neutronique à l'état stationnaire :

−→
Ω .
−→
∇~rφ (P ) + Σt (P )φ (P ) =

∞̈

0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ + S (P ) . (1.2)

On montre [Reus2003, Depi2000, Meti2006] que le �ux recherché a pour expression

φ (P ) =

ˆ ∞
0

e−
´ s
0 Σt(−→r −s′

−→
Ω ,E)ds′

∞̈

0 4π

Σs
(−→r , E′ → E,

−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ
(−→r − s−→Ω , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ds

...+

ˆ ∞
0

e−
´ s
0 Σt(−→r −s′

−→
Ω ,E)ds′S

(−→r − s−→Ω , E,−→Ω)
ds.

En vue de simpli�er l'expression précédente, on introduit une autre quantité très utilisée en neutronique : la
densité de collision entrante au point P , dé�nie par

ψ (P ) ≡ Σt (P )φ (P ) , (1.3)

ainsi que les opérateurs suivants :

1. T (−→r ′ → −→r ) l'opérateur de transport (avec −→r ′ = −→r − s
−→
Ω ), de noyau : Σt (P ) e

−
´ s
0

Σt
(−→r −s′−→Ω ,E,−→Ω)ds′

,

2. C
(−→r , E′ → E,

−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
l'opérateur de collision, de noyau : Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
/Σt (P ),

3. K (P ′ → P ) = TC (P ′ → P ) l'opérateur de transition des particules de P ′
(−→r ′, E′,−→Ω ′) vers P (−→r , E,−→Ω),

ce qui permet d'écrire l'équation du transport des neutrons sous une forme plus compacte :

ψ (P ) =

ˆ
E
K (P ′ → P )ψ (P ′) dP ′ +

ˆ
E
T (P ′ → P )S (P ′) dP ′. (1.4)

Il s'agit d'une équation intégrale de Fredholm non-homogène du second type [Abra1972, Dejo1982].

1.1.3 Simulation du transport des particules par la méthode Monte Carlo

Considérons un milieu quelconque, noté (M0). Par soucis de clarté, toutes les grandeurs associées à un
milieu indexé par un entier i seront elles-mêmes indexées par cet entier. Ainsi, avec cette notation, K0, T0 et C0

représentent les opérateurs de transition, de transport et de collision associés au milieu (M0). La propagation
des neutrons dans ce milieu est décrite par une équation intégrale de Fredholm :

ψ (P ) =

ˆ
E0
K0 (P ′ → P )ψ (P ′) dP ′ +

ˆ
E0
T0 (P ′ → P )S0 (P ′) dP ′. (1.5)

On dé�nit la réponse 7 moyenne R0 recherchée, caractérisée par une fonction détecteur g et produite par ψ,
solution de (1.5), par

R0 ≡
ˆ
E0
g (P )ψ (P ) dP = 〈ψ, g〉0 . (1.6)

Le problème initial, direct, s'écrit alors

(P0)

{
ψ = 〈K0, ψ〉0 + 〈T0, S0〉0

R0 = 〈ψ, g〉0
.

On suppose que le milieu (M0) est sous-critique (c'est-à-dire que le rayon spectral est inférieur à 1, soit :
‖K0‖ < 1), ainsi la théorie des équations intégrales prouve que ψ, solution de l'équation (1.5), existe, est unique
et est développable en série de Neumann [Meti2006, Span1969] :

ψ (P ) =

∞∑
n=0

ψn (P ) , (1.7)

7. Aussi appelée score.
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CHAPITRE 1. Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo 15

avec
ψ0 (P ) =

´
E0 T0 (P ′ → P )S0 (P ′) dP ′ = 〈T0, S0〉0 (P ) ,

∀n ∈ N∗, ψn (P ) =
´
E0 K0 (P ′ → P )ψn−1 (P ′) dP ′ = 〈K0, ψn−1〉0 (P ) ,

ce qui donne, par itération successive

∀n ∈ N, ψn = 〈Kn
0 T0, S0〉0 . (1.8)

On note In0 = 〈ψn, g〉0 la contribution de ψn au score. On peut montrer [Dejo1982] que la série de terme général
In0 converge uniformément vers la réponse R0.

Le développement en série de Neumann de ψ permet de formaliser la résolution de l'équation du transport
des neutrons (Eq. 1.2) et peut être directement interprété en terme d'algorithme Monte Carlo, algorithme qui
permet de résoudre numériquement cette équation. En e�et, pour tout n ∈ N, ψn peut être interprété comme
la contribution à ψ des particules issues de la source S et ayant subi n collisions pour arriver au point P . De ce
fait, la reconstruction de l'intégralité des évènements qui constituent l'histoire de la propagation des particules
permet de calculer numériquement la réponse recherchée. Ce principe est à la base des méthodes Monte Carlo
appliquées au transport des particules. En pratique, cela consiste à [Reus2003, Depi2000, Dejo1982, Rief1984] :

• associer à chaque particule une suite d'évènements {z0, ..., zn, ...}, notée γ et appelée trace,
• dé�nir les règles de transitions (zn → zn+1), c'est-à-dire les processus statistiques que suivent les particules
(l'ensemble de ces règles étant appelé jeu),

• dé�nir une fonction Γ telle que l'espérance mathématique de Γ (γ) soit la réponse recherchée :
E [Γ (γ)] = R (Γ étant alors appelée estimateur sans biais de la réponse R).

Et pour calculer l'espérance mathématique de Γ (γ), on simule le jeu N fois de manière indépendante, chaque
simulation étant appelée cycle. L'ensemble des résultats moyens des N cycles permet d'obtenir, grâce à l'appli-
cation du théorème central-limite, une valeur moyenne du score recherché associé à un intervalle de con�ance.
De plus, les règles du jeu, qui dé�nissent les transitions entre chaque évènement, peuvent être choisies de façon à
simuler la réalité des processus mis en jeu lors du transport des particules, on parle alors de simulation naturelle
ou analogue, ou bien de façon à minimiser la variance qui caractérise l'intervalle de con�ance sur le résultat, on
parle alors de simulation biaisée ou non-analogue.

Dans une simulation Monte Carlo, la vie d'un neutron, de son émission jusqu'à sa disparition, est une suite
d'évènements aléatoires, alternativement de type transport et de type collision (avec un noyau d'atome), tel
que cela est résumé sur la �gure 1.1. Ce processus est dit markovien car chaque évènement qui se produit ne
dépend que de l'état présent du neutron, c'est-à-dire de sa position dans l'espace des phases, et pas de son
histoire. Concrètement, pour simuler un neutron, on commence par tirer aléatoirement son lieu de naissance
(dans l'espace des phases) selon une distribution de sources spéci�ée par l'utilisateur. Ensuite, la distance que
le neutron va parcourir avant d'e�ectuer une collision est échantillonnée et, si celui-ci se trouve toujours au sein
de la géométrie après son déplacement, on traite la collision. Les lois d'échantillonnage de ces deux processus
(de transport et de collision) correspondent aux noyaux des opérateurs de transport et de collision dé�nis
précédemment (voir 1.1.2) et sont construites durant la simulation à partir des caractéristiques de la géométrie
et des données nucléaires fournies par l'utilisateur. Tant que le neutron n'est pas arrêté suite à une collision ou
n'a pas fui hors du système, on itère successivement entre les phases de transport et de collision.

1.2 Résolution de l'équation du transport

Pour la suite, on introduit les notations suivantes :

• k0 (P ) =
´
E0 K0 (P → P ′) dP ′ le nombre moyen de particules suite à une collision en P ,

• p0 (P → P ′) dP ′ =
K0(P→P ′)
k0(P ) dP ′ la probabilité qu'une particule di�usée en P aille jusqu'au point P ′ et y

fasse une collision, à dP ′ près.
Ainsi, pour tous points P et P ′ de l'espace des phases E , K0 (P → P ′) est réécrit comme la probabilité pour
une particule située au point P de subir une collision, d'émettre k0 (P ) particules d'énergie E′ dans la direction
−→
Ω ′ et de se propager jusqu'au point P ′.

On montre maintenant que la résolution du problème (P0) selon la méthode Monte Carlo peut être e�ectuée
soit avec les lois de probabilités naturelles (T0, C0, K0, p0, ...), soit avec des lois non-naturelles préalablement
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16 CHAPITRE 1. Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo

Figure 1.1 : Algorithme de principe d'une simulation Monte Carlo de l'histoire d'un neu-
tron. Entre sa naissance et sa mort (par fuite ou par absorption), le neutron est simulé par une succession
de phases de transport (mouvement dans la matière) et de collision (interaction dans la matière).

dé�nie par l'utilisateur (T ∗0 , C
∗
0 , K

∗
0 , p

∗
0, ... ). Pour cela, il sera nécessaire de dé�nir un estimateur sans biais

de la réponse R et d'introduire la notion de poids des particules. En�n, on dé�nira un outil pour mesurer les
performances des di�érentes simulations.

1.2.1 Résolution par simulation naturelle

Considérons une suite d'évènements γ = {zn}n∈N telle que z0 soit un évènement issu de la densité de
probabilité S0, z1 soit un évènement issu de la densité de probabilité T0 (z0 → ·) et ∀n > 1, zn soit un évènement
issu de la densité de probabilité p0 (zn−1 → ·). La trace γ a donc une probabilité d'apparition :

dp0 (γ) = S0 (z0) dz0T0 (z0 → z1) dz1

∞∏
i=1

p0 (zi → zi+1) dzi+1,

avec une probabilité d'apparition jusqu'à la nième collision de la trace γ donnée par{
dp0

0 (γ) = S0 (z0) dz0T0 (z0 → z1) dz1

∀n ∈ N∗, dpn0 (γ) = S0 (z0) dz0T0 (z0 → z1) dz1

∏n
i=1 p0 (zi → zi+1) dzi+1

. (1.9)

On dé�nit alors une suite d'estimateurs {in0 (γ)}n∈N par

i00 (γ) = g (z1) et ∀n ∈ N∗, in0 (γ) = g (zn+1)

n∏
i=1

k0 (zi) . (1.10)

La quantité in0 (γ) est appelée encaissement relatif au nième choc de la trace γ et on peut démontrer que son
espérance est égale à In0 (voir Annexe A). On a ainsi construit tous les éléments nécessaires à l'estimation de
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R0 à partir d'une simulation d'un nombre su�samment grand de particules :

R0 = 〈ψ, g〉0 =

〈 ∞∑
n=0

ψn, g

〉
0

=

∞∑
n=0

In0 =

∞∑
n=0

EE0 [in0 ] .

Tous les outils nécessaires à la résolution du problème (P0) à partir des lois de probabilité naturelles ont donc
été dé�nis.

1.2.2 Résolution par simulation non-analogue

Comme on vient de le voir, la méthode Monte Carlo permet de simuler des chaînes d'évènements suivant
leurs lois naturelles. Or, la simulation de la �réalité microscopique� d'un très grand nombre de particules solli-
cite en revanche d'importantes ressources matérielles. Par exemple, dans les calculs de radioprotection, où l'on
s'intéresse souvent à des situations à forte atténuation du �ux de particules, un grand nombre d'évènements
doit être simulé a�n que quelques-uns puissent contribuer à la mesure. Dans ce cas, les erreurs statistiques sont
relativement élevées et les temps de calcul relativement longs.

Pour ne pas renoncer à l'utilisation de cette méthode, on introduit au sein de la simulation une ou des
techniques dites de biaisage, aussi appelées techniques de réduction de la variance [Peti2009], visant à accélérer
la simulation 8. Le principe consiste à modi�er les lois de probabilités, en favorisant les évènements d'intérêt et
en a�ectant lors de chaque évènement une valeur numérique au neutron appelée poids. Le but étant de donner
un poids aux particules qui soit proportionnel à la probabilité de leur contribution au résultat recherché. Dans
TRIPOLI-4 le poids peut être modi�é par di�érentes techniques, telles que la roulette russe, le splitting et la
capture implicite. La roulette russe consiste à tuer aléatoirement les particules qui ont un poids trop faible,
contrairement au splitting qui fractionne les particules de poids trop fort ; et la capture implicite permet, par
un changement de poids, de ne pas traiter les absorptions. Ces di�érentes actions préservent la moyenne des
scores de la simulations analogue mais permettent de diminuer la variance obtenue à partir d'un même nombre
de particules simulées. On parle alors de simulations non-analogues.

A�n de généraliser le formalisme Monte Carlo aux simulations non-analogues, on note S∗0 , T
∗
0 et C∗0 les

densités de probabilité non-analogues qui remplacent les lois naturelles S0, T0 et C0. Toutes les grandeurs
dé�nies à partir de ces lois auront la même notation (K∗0 , p

∗
0, ...). Une trace γ = {zn}n∈N apparaît alors avec la

probabilité

dp∗0 (γ) = S∗0 (z0) dz0T
∗
0 (z0 → z1) dz1

∞∏
i=1

p∗0 (zi → zi+1) dzi+1.

On dé�nit la suite d'estimateurs {in∗0 (γ)}n∈N par{
i0∗0 (γ) = g (z1) S0(z0)

S∗0 (z0)
T0(z0→z1)
T∗0 (z0→z1) ,

∀n ∈ N∗, in0 (γ) = g (zn+1) S0(z0)
S∗0 (z0)

T0(z0→z1)
T∗0 (z0→z1)

∏n
i=1

p0(zi→zi+1)
p∗0(zi→zi+1)k0 (zi) .

(1.11)

On démontre que l'espérance de l'encaissement relatif in∗0 (γ) est égal à In0 (voir l'Annexe A). Pour la suite, il
est nécessaire d'introduire les notations suivantes :

• ωn0 (γ) =
∏n
i=1 k0 (zi) le poids naturel de la particule avant son nième choc (avec ω0

0 (γ) = 1),

• c00 (γ) = S0(z0)
S∗0 (z0)

T0(z0→z1)
T∗0 (z0→z1) la correction de poids due à la variation de la source,

• cn0 (γ) = cn−1
0 (γ) p0(zn→zn+1)

p∗0(zn→zn+1) la correction de poids cumulé au nième choc,

• ωn∗0 (γ) = cn0 (γ)ωn0 (γ) le poids corrigé de la particule à son nième choc.

Les encaissements relatifs, analogue et non-analogue, s'écrivent donc

∀n ∈ N,
{

in0 (γ) = ωn0 (γ) g (zn+1)
in∗0 (γ) = ωn∗0 (γ) g (zn+1)

. (1.12)

8. L'accélération n'étant pas forcément obtenue par une diminution du temps de simulation moyen des particules, mais par une
diminution de la variance des scores obtenues par l'ensemble de la simulation, quitte à augmenter, mais de façon plus restreinte, le
temps moyen de simulation des particules. On parle donc d'accélération des simulations lorsque, pour un même temps de calcul,
l'erreur statistique des résultats est améliorée.
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18 CHAPITRE 1. Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo

Avec le nouvel estimateur in∗0 , il est possible comme précédemment d'estimer R0, mais avec des densités de
probabilité S∗0 , T

∗
0 et C∗0 arbitraires. On peut alors montrer qu'en choisissant correctement S∗0 , T

∗
0 et C∗0 , il

est possible d'obtenir un jeu à variance nulle [Span1969, Lux1991]. Mais ce cas idéal n'est que théorique car
il suppose que ψ est connue, c'est-à-dire que le problème est déjà résolu. Néanmoins, lorsque cela est possible,
l'utilisateur du code Monte Carlo peut utiliser des formes e�ectives de densité de probabilités non-analogues
(par exemple issues d'un pré-calcul à l'aide d'un code déterministe [Span1969, Lux1991]) et obtenir ainsi d'im-
portant gain en terme de réduction de variance.

Par contre, pour dé�nir les poids des particules corrigés, il convient d'imposer les conditions suivantes :

∀P ∈ E0,

 S∗0 (P ) = 0 ⇒ S0 (P ) = 0
∀P ′ ∈ E0, T ∗0 (P → P ′) = 0 ⇒ T0 (P → P ′) = 0
∀P ′ ∈ E0, p∗0 (P → P ′) = 0 ⇒ p0 (P → P ′) = 0

. (1.13)

Ce système d'équations traduit le simple fait que tous les évènements d'intérêt de la simulation analogue doivent
être pris en compte dans la simulation non-analogue. On peut favoriser, ou défavoriser, l'apparition de certains
évènements, mais s'ils disparaissent on prend le risque de perdre leurs contributions au score. Par exemple, si
l'on résume les évènements de la simulation analogue en les considérant soit comme des captures, soit comme
des di�usions, il est possible d'éliminer les premiers de la simulation car ils ne contribuent pas au calcul 9. Par
contre, on comprend aisément qu'il n'est pas possible de faire l'inverse, car s'il n'y avait plus de di�usions, tous
les neutrons seraient absorbés à leur première collision et aucune correction de poids ne serait su�sante pour
estimer correctement la réponse R. Pour ne pas introduire de biais dans les calculs 10, il faut donc respecter les
conditions 1.13.

1.2.3 E�cacité d'une technique de réduction de variance

Pour quanti�er l'e�cacité d'une technique de réduction de variance, il faut tenir compte de deux grandeurs :
d'une part, la variance obtenue sur le résultat R, notée σ2 [R], et d'autre part le temps de la simulation T .
Or, l'erreur statistique, c'est-à-dire σ [R], varie en 1√

n
, où n est le nombre de particules simulées, tandis que,

pour n su�samment grand, le temps de calcul, T , est proportionnel à n. Ainsi le produit σ2 [R]T ne dépend
pas du nombre de particules simulées et peut permettre de comparer di�érentes simulations pour lesquelles ce
nombre de particules est variable. La quanti�cation de l'intérêt d'une méthode de réduction de variance, et plus
généralement de la qualité d'une simulation Monte Carlo, se fait en mesurant la �gure de mérite (en anglais
�Figure Of Merit� ou FOM), qui est dé�nie par

FOM [R] =
1

σ2 [R]T
. (1.14)

Ainsi, plus la convergence des scores est atteinte rapidement, plus la FOM sera forte. La mesure de ce facteur,
qui ne dépend pas du nombre de tirages, permet donc de quanti�er les performances d'une simulation Monte
Carlo. Lorsqu'une nouvelle méthode est introduite au sein d'un code Monte Carlo, ou lorsqu'un paramètre de
l'une d'entre-elles change, les gains obtenus sont mesurables en comparant la FOM à celle d'un calcul sans la
méthode ou sans la modi�cation du paramètre (que l'on nommera calcul de référence). Le gain est alors dé�ni
par

Gain [R] =
FOM [R]

FOMref [R]
=
σ2
ref [R]Tref

σ2 [R]T
. (1.15)

1.3 Le code de transport TRIPOLI-4

Maintenant que le fonctionnement général d'un code de transport Monte Carlo a été décrit, la �n de ce cha-
pitre sera consacrée au code Monte Carlo utilisé dans ces travaux : TRIPOLI-4. Après une rapide description du
code, quelques estimateurs et techniques de réduction de variance disponible dans TRIPOLI-4 seront présentés.
Cela permettra au lecteur de mieux comprendre les notions abordées précédemment.

9. Cette technique est une méthode de réduction de variance, qui est appelée �capture implicite� et que l'on présentera dans la
dernière partie de ce chapitre.
10. Les lois de probabilité non-analogues sont parfois appelées �densités de probabilité biaisées�, mais cela est trompeur. Elles

ne re�ètent pas le comportement naturel des particules, mais elles n'introduisent aucun biais. Les techniques dites de biaisage, ou
plutôt de réduction de variance, sont faites pour diminuer la variance sur le résultat sans introduire de biais dans le calcul.
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1.3.1 Présentation du code

Développé au sein du LTSD 11, TRIPOLI-4 est un code Monte Carlo de transport de particules [Peti2009,
Diop2007, Dumo2007, Brun2009]. Il est utilisé pour la simulation du transport des neutrons, des photons, des
électrons et des positrons, dans des géométries à 3 dimensions avec un traitement continu de l'énergie. Développé
depuis les années 60-70, la famille de codes TRIPOLI est exploitée dans de nombreux domaines du nucléaire
et couvre à la fois les applications de radioprotection et de criticité. Ce code est développé dans les langages
C , C++ et fortran et se manipule à travers des scripts écrits dans un langage interne. Au sein de ces scripts,
la quasi-totalité du jeu de données est dé�nie (géométrie, compositions, sources, techniques de réduction de
variance, nombre de particules, ...), le reste étant transmis par des options en ligne de commande. L'ensemble
de ses fonctionnalités reposent sur 6 librairies.

La librairie de géométrie
La librairie de géométrie, écrite en C, permet à l'utilisateur de dé�nir le système dans lequel la simulation

aura lieu. Cette géométrie peut être dé�nie soit par une combinaison de volumes (on parle alors de géométrie
combinatoire), soit par des intersections de surfaces (on parle alors de géométrie surfacique). Plusieurs opérateurs
(union, intersection, ...) sont alors disponibles a�n de représenter les géométries complexes et/ou sous forme de
réseaux dans les scripts de lancement TRIPOLI-4. Les volumes ainsi obtenus sont considérés comme homogènes
et isothermes. Mais depuis 2005, TRIPOLI-4 peut être connecté à la librairie de géométrie du framework
ROOT 12[Antc2009, Brun1997], ce qui rend possible l'externalisation de la dé�nition de la géométrie. Celle-ci
peut alors être écrite en C++ et exportée dans un �chier au format ROOT que TRIPOLI-4 utilisera durant la
simulation.

La librairie de représentation des sections e�caces
Une des plus importantes partie de TRIPOLI-4 concerne la lecture des sections e�caces. Cette partie provient

de routines fortran NJOY et permet d'exploiter trois types de représentation des sections e�caces : les sections
ponctuelles (produites par NJOY), les sections multigroupes auto-protégées et homogénéisées (produites par
APOLLO2 ou par TRIPOLI-4 lui-même) et les sections multigroupes avec tables de probabilité. Lors du trai-
tement de ces données durant les simulations, TRIPOLI-4 tient compte de l'énergie incidente, de l'anisotropie
et des transferts d'énergie.

Les librairies de gestion de la mémoire et du parallélisme
A�n d'exploiter au mieux les ressources matérielles disponibles, trois librairies ont été développées en C++.

Elles permettent d'optimiser l'utilisation de la mémoire, d'implémenter le parallélisme de la simulation des
particules et de gérer les communications entre les di�érents processus.

La librairie de simulation
Cette dernière partie du code, écrite en C++, est centrale car elle manipule toutes les autres pour réaliser

la simulation. Elle est pilotée par un �chier d'entrée contenant des directives dé�nissant les caractéristiques
de la simulation à réaliser. Ainsi, l'utilisateur indique dans ce �chier le système dans lequel la simulation aura
lieu, mais il peut aussi y préciser les distributions de particules sources de son choix, la ou les techniques de
réduction de variance à employer et les scores qu'il veut obtenir [Brun2009]. Et concernant cette dernière partie,
les grandeurs physiques qui peuvent être estimées par TRIPOLI-4 sont nombreuses (�ux de particules, facteur
de multiplication e�ectif, courant surfacique, taux de réactions, dépôt d'énergie, énergie de recul, ...).

Pour plus d'informations sur le code, le lecteur se reportera aux références [Diop2007, Dumo2007, Brun2009].

1.3.2 Les di�érents modes de simulation

Au début de ce chapitre, la densité de sources de particules (S) était imposée par l'utilisateur, donc parfaite-
ment connue. Mais il peut aussi arriver que la propagation des neutrons soit simulée dans un milieu multiplicateur
où cette distribution n'est pas connue de l'utilisateur. Pour cela, TRIPOLI-4 dispose d'un mode particulier du

11. Laboratoire du Transport Stochastique et Déterministe, CEA Saclay/DEN/DANS/DM2S/SERMA/LTSD
12. ROOT est un ensemble de librairies écrites en C++, créé en 1994 par le CERN et publié sous licence LGPL. C'est un

environnement de travail orienté objet avec toutes les fonctionnalités nécessaires pour supporter et analyser de grandes quantités
de données le plus e�cacement possible.
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20 CHAPITRE 1. Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo

transport, appelé �criticité�, où la production de neutrons est propagée d'un cycle à l'autre. Dans ce type de
simulation, lorsqu'un neutron e�ectue une �ssion et produit d'autres neutrons, au lieu de multiplier son poids
par le nombre moyen de neutrons induits par la réaction, noté ν, le code génère d'autres neutrons à la même
position que la particule incidente, mais avec des caractéristiques cinématiques échantillonnées selon les lois
du noyau de �ssion. Le nombre de neutrons en sortie de réaction est alors échantillonné selon une distribution
donnée de telle sorte qu'il soit en moyenne égal au nombre moyen de neutrons émis par la réaction. En général,
comme le nombre de neutrons simulés est bien moindre que dans la réalité 13, on souhaite éviter de simuler un
grand nombre de neutrons à partir d'un faible nombre de lieux de �ssion. On préfère alors utiliser une distribu-
tion plus centrée autour de la valeur moyenne que la distribution naturelle et ainsi mieux répartir les neutrons
sur les di�érents sites de �ssion. Par exemple, dans TRIPOLI-4, on échantillonne soit Einfν avec la probabilité
Esupν − ν, soit Esupν avec la probabilité ν − Einfν , où Einfν et Esupν sont respectivement les entiers inférieur et
supérieur les plus proches de ν. Mais ces neutrons ne sont pas propagés dans le cycle où ils apparaissent, ils
sont transmis au cycle suivant pour y être utilisés comme source. Et pour initialiser ce mode de transport, le
premier cycle utilise une distribution dé�nie par l'utilisateur. Ainsi, à chaque cycle, une nouvelle �génération�
de neutrons est propagée, dont la distribution converge plus ou moins rapidement vers la distribution de source
du système. Il existe donc deux modes de simulation du transport des neutrons en Monte Carlo. Dans le mode
�criticité�, la distribution de sources de particules fait partie du problème à résoudre, tandis que dans le mode
appelé �protection�, les sources sont à chaque cycle échantillonnées selon une distribution dé�nie préalablement.

Le mode de simulation �protection� est appelé ainsi car il est le plus souvent utilisé pour estimer la réponse
d'un détecteur très éloigné des sources et séparé de celles-ci par de fortes protections. Par exemple, il est
utilisé pour connaître l'irradiation autour d'un c÷ur de réacteur où l'atténuation du �ux de particules entre
le combustible et les zones d'intérêt est de plusieurs décades. Dans ces cas de �gure, comme un très faible
nombre de particules atteignent le détecteur, la plupart des particules sont simulées sans jamais contribuer aux
scores. Mais di�érentes techniques de réduction de variance sont utilisables pour �pousser� les particules en
direction du détecteur. Celles-ci se retrouvent alors rapidement très éloignées des sources et se propagent dans
des milieux non-multiplicateurs. Ces techniques de réduction de variance sont alors exclusivement dédiées au
mode protection, car en criticité elles sont incompatibles avec la création des sources d'un cycle à l'autre. En
règle générale, toutes les techniques de réduction de variance sont associées à un mode de simulation particulier.

1.3.3 Estimation du �ux, des taux de réactions et du facteur de multiplication
e�ectif

D'après le début de ce chapitre, chaque réponse R est mesurée par la méthode Monte Carlo à partir de sa
fonction détecteur, notée g, et de l'estimation de la densité de collision (voir Eq. 1.6). Or, dans TRIPOLI-4,
comme dans la plupart des codes de transport Monte Carlo, la grandeur de base à partir de laquelle les réponses
sont estimées est le �ux neutronique. On décompose alors la fonction détecteur selon g = gψ→φ · gφ→R, telle
que gψ→φ soit une fonction détecteur du �ux neutronique et gφ→R soit la fonction détecteur de la réponse R
basée sur l'estimation du �ux. En général, les codes Monte Carlo disposent de plusieurs estimateurs du �ux,
tandis que les réponses ne sont associées qu'à une seule réponse détecteur. Pour bien comprendre l'ensemble des
paramètres des simulations réalisées dans les parties III et IV, les deux principaux estimateurs du �ux dé�nis
dans TRIPOLI-4, ainsi que fonction détecteur des taux de réactions et du facteur de multiplication e�ectif, sont
décrits dans cette section.

1.3.3.1 Estimateurs du �ux

Estimateur corde
La distance moyenne parcourue par les neutrons peut être estimée en simulant un grand nombre de particules

Nγ par

〈l〉 =

∞∑
n=0

EE
[
ln (·)ωn+ (·)

]
= lim
Nγ→∞

1

Nγ

∑
γ

∞∑
n=0

ln (γ)ωn+ (γ) ,

où
• Nγ est le nombre de particules simulées,

13. Il y a plusieurs décades de di�érence.
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• ωn+ (γ) est le poids de la particule de trace γ après sa nième collision 14,

• ln (γ) est la distance parcourue par la particule de trace γ entre sa nième et sa (n+ 1)
ième collision,

• ln (·)ωn+ (·) est un estimateur de la distance moyenne parcourue après la nième collision.

Or, pendant un intervalle de temps δt, une particule ayant une vitesse v parcourt la distance vδt. La distance
moyenne parcourue par unité de temps vaut donc

〈l〉 =

ˆ
E
n (P ) v (E) dP =

ˆ
E
φ (P ) dP.

Cela permet d'établir le premier estimateur du �ux au nième choc d'une particule de trace γ, appelé estimateur
�corde� et noté φncorde, par

φncorde (γ) = ln (γ)ωn+ (γ) . (1.16)

Estimateur collision
D'après la dé�nition de la densité de collision entrante (1.3), le �ux peut s'écrire comme :

φ (P ) ≡ 1

Σt (P )
ψ (P ) .

On en déduit que gφ = 1
Σt

est une fonction détecteur du �ux. On dé�nit alors l'encaissement relatif du �ux
neutronique au nième choc, appelé estimateur �collision� et noté φncollision, par

φncollision (γ) ≡ ωn (γ)

Σt (zn)
. (1.17)

1.3.3.2 Évaluation des taux de réactions

Par dé�nition, le taux de réaction de l'interaction r est dé�ni par

∀P ∈ E , τr (P ) ≡ Σr (P )φ (P ) .

On en déduit que gτr = Σr×gφ est une fonction détecteur du taux de réaction τr. On dé�nit alors l'encaissement
relatif de ce taux de réaction au nième choc soit avec l'estimateur corde du �ux :

τnr (γ) = Σr
(
z+
n

)
ln (γ)ωn+ (γ) , (1.18)

avec z+
n l'état du neutron après sa nième collision (c'est-à-dire : z+

n = (xn, E
+
n ,
−→
Ω +
n ) = (xn, En+1,

−→
Ωn+1)), soit

avec l'estimateur collision du �ux :

τnr (γ) =
Σr (zn)

Σt (zn)
ωn (γ) . (1.19)

1.3.3.3 Le facteur de multiplication e�ectif

Estimation du facteur de multiplication e�ectif pas par pas
Lors d'une simulation en criticité il est facile de suivre la taille de la population des neutrons et d'estimer le

facteur de multiplication e�ectif, noté keff . Pour cela, on note Ng la taille des sources du gième cycle, c'est-à-dire
la somme des poids des neutrons sources, et on estime le facteur de multiplication e�ectif au gième cycle, noté
kstepeff, g, par

Ng+1 = kstepeff, gNg.

On dé�nit alors l'estimateur, dit �step�, du facteur de multiplication e�ectif qui encaisse au nième choc, si celle-ci
est une �ssion, la quantité suivante :

kstep, neff (γ) =
νinω

n
+ (γ)

ω0
+ (γ)

, (1.20)

où

14. Si durant la simulation aucune technique de réduction de variance n'est utilisée entre deux lieux de collision, alors le poids
des particules ne change pas, c'est-à-dire que ωn−1

+ (γ) = ωn (γ)

C. Dieudonné CEA Saclay



22 CHAPITRE 1. Simulation du transport des neutrons par la méthode Monte Carlo

• in est l'index de l'isotope choqué lors de la nième collision de la particule de trace γ,
• νin est le nombre de neutrons échantillonnés suite à la �ssion de la nième collision sur l'isotope in,
• ωn+ (γ) est le poids du neutron après sa nième collision,
• ω0

+ (γ) est le poids du neutron au début du cycle.

Estimateurs corde et collision du facteur de multiplication
Lors d'une collision, l'estimateur précédent encaisse un score uniquement si la réaction échantillonnée est

une �ssion. Pour estimer ce facteur lors de tous les évènements, il faut encaisser le nombre moyen de neutrons
produits par �ssion (�ctive) pondéré par la probabilité que la �ssion ait lieu. On dé�nit alors deux nouveaux
estimateurs du facteur de multiplication e�ectif. Le premier est basé sur l'estimateur collision du �ux et s'écrit :

kcoll, neff (γ) =
νinσ

in
f (zn)

σint (zn)

ωn (γ)

ω0 (γ)
, (1.21)

où
• in est l'index de l'isotope choqué lors de la nième collision de la particule de trace γ,
• νin est le nombre moyen de neutrons produit par �ssion sur l'isotope in,
• σinf (zn) est la section e�cace microscopique de �ssion de l'isotope in à l'énergie de la particule avant sa
nième collision,

• ωn (γ) est le poids du neutron avant sa nième collision.

Le second est, quant à lui, basé sur l'estimateur �corde� du �ux :

kcorde, neff (γ) =

(∑
i

νiΣ
i
f

(
z+
n

))
ln (γ)ωn+ (γ) , (1.22)

où
• νi est le nombre moyen de neutrons produit par �ssion sur l'isotope i,
• Σif (z+

n ) est la section e�cace macroscopique de �ssion de l'isotope i du le milieu parcouru par le neutron
après sa nième collision,

• ln (γ) est la distance parcourue par le neutron entre sa nième et (n+ 1)
ième collision,

• ωn+ (γ) est le poids du neutron après sa nième collision.

On montre que ces trois quantités (kstep, neff , kcoll, neff et kcorde, neff ) sont des estimateurs non-biaisés du keff .

1.3.4 Les méthodes de réduction de variance

Dans cette dernière partie, nous ne détaillerons pas les nombreuses techniques de réduction de variance qui
existent, mais nous en présenterons deux qui sont notamment utilisées par TRIPOLI-4 : la carte d'importance
et la capture implicite (avec les méthodes de weight watching qui l'accompagnent). L'objectif n'est pas de
démontrer leurs utilités ni de détailler leurs implémentations au sein de TRIPOLI-4, mais plutôt de montrer
leurs fonctionnements. Cela permettra au lecteur de se familiariser avec la notion de poids de particule et à
l'utilisation de densités de probabilités non-analogues.

En�n, la méthode de Woodcock sera présentée à la �n de ce chapitre. Cette technique de réduction de
variance n'est pas implémentée dans TRIPOLI-4, mais elle est utilisée dans quelques références qui seront
discutée dans la suite de ces travaux. Il sera alors utile d'en comprendre l'intérêt et les limitations.

1.3.4.1 La carte d'importance

La qualité de la mise en ÷uvre d'une technique de réduction de variance est conditionnée par le choix des
densités de probabilité non-analogues. L'une des techniques utilisées pour réaliser ce choix consiste à construire
une carte d'importance. Pour cela, il faut e�ectuer un changement de �ux, selon :

∀P ∈ E0, φ∗ (P ) = = (P )φ (P ) , (1.23)

où = est une fonction arbitraire.
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Cette fonction aura pour but d'augmenter le �ux dans la partie de l'espace des phases qui présente de l'intérêt
(ou de l'importance) pour la simulation, et donc de diriger les particules vers une ou des zones utiles de l'espace
des phases. Avec ce �ux non-analogue, l'équation de Boltzmann devient (voir l'Annexe A) :

−→
Ω .
−→
∇φ∗ (P ) + Σ∗t (−→r , E)φ∗ (P ) =

∞̈

0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ∗
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→ΩdE′ + S∗ (P ) , (1.24)

où

• Σ∗t (P ) = Σt (P )− κ (P )
−→
Ω (P ) .

−→
Ω0 (P ) est la section e�cace totale pour le �ux non-analogue,

• κ (P ) =

∣∣∣−→∇=(P )
∣∣∣

=(P ) est le paramètre de biaisage,

•
−→
Ω0 (P ) =

−→
∇=(P )∣∣∣−→∇=(P )

∣∣∣ est la direction d'intérêt,

• S∗ (P ) = = (P )S (P ) est la densité de source non-analogue,

• K∗ (P ′ → P ) =
=
(−→r ,E,−→Ω)

=
(−→r ,E′,−→Ω ′)K (P ′ → P ) est l'opérateur de transition non-analogue.

On voit dans l'expression de Σ∗t que le libre parcours moyen des neutrons est plus grand lorsque
−→
Ω (P ) =

−→
Ω0 (P ),

c'est-à-dire lorsque les neutrons se déplacent dans la direction d'intérêt. Au contraire, s'ils se dirigent dans la
direction opposée, leur trajet moyen avant collision diminue. Tout l'enjeu de cette méthode réside dans le choix
de la fonction =.

En pratique, pour expliciter la fonction =, il existe di�érentes techniques. Théoriquement, la meilleure solu-
tion possible aurait la forme de la solution de l'équation de transport adjointe [Reus2003, Span1969, Dejo1982,
Lux1991]. On peut montrer que si = est égale au �ux adjoint, alors on obtient un jeu idéal à variance nulle.
Dans ce cas = est appelée la fonction d'importance. Mais cette solution nécessite de connaître la solution du
problème adjoint, ce qui, en pratique, n'est pas plus simple que de chercher la solution du problème direct. Il
faut alors e�ectuer des hypothèses simpli�catrices pour obtenir des formes e�caces de la fonction d'importance.
Par exemple, = peut être exprimé sous forme factorisée à partir de fonctions analytiques simples 15. Ou encore,
à partir d'un code de calcul déterministe on peut d'obtenir une forme approchée de la solution de l'équation de
transport adjointe, et donc de =.

De plus, l'équation 1.23 montre que le résultat obtenu avec les cartes d'importance n'est pas égal au résultat
analogue. Il faut corriger le poids des particules par 1/= (P ) pour retrouver le �ux analogue. L'échantillonnage
par importance implique la notion de poids de référence (en chaque point de l'espace des phases P ), qui est
dé�ni par Π (P ) = 1/= (P ), ce qui permet d'encaisser lors de la simulation le poids ω (P ) =W (P ) ∗ Π (P ), où
W (P ) est le poids non-analogue de la particule, pour l'estimation des scores analogues. Dans le cas où = est la
fonction d'importance, Π (P ) correspond au poids idéal de la particule pour minimiser la variance des scores.

1.3.4.2 La capture implicite

Lors d'une simulation naturelle, certaines particules peuvent être capturées avant d'avoir pu contribuer aux
scores. L'échantillonnage de tels évènements peut donc s'avérer contre productif et impacter lourdement le
temps de calcul d'une simulation 16. Il peut donc être intéressant de limiter, voire de supprimer, la capture des
particules simulées pour les inciter à mieux explorer l'espace des phases, et donc d'accroitre leur probabilité
d'être encaissées.

La technique qui consiste à remplacer les captures stériles par des di�usions est appelée la capture impli-
cite. En allongeant la durée de vie des particules, elle permet de diminuer le nombre de particules sources à
échantillonner et donc a priori de mieux exploiter les ressources nécessaires à la simulation. En contrepartie, lors
de chaque évènement, après le tirage de l'isotope choqué, le poids de la particule est mis à jour. La correction
apportée est alors égale au rapport entre la probabilité d'interagir avec l'isotope (indexé par i) autrement que

15. Une bonne connaissance du système par l'utilisateur est alors requise.
16. Par exemple, dans les calculs à forte atténuation, où l'on recherche la réponse d'un détecteur de particules éloigné de toutes

les sources et séparé de celles-ci par d'importantes protections.
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par capture, sur la probabilité totale d'interaction avec l'isotope, c'est-à-dire :

ωc (P ) =
σit (P )− σic (P )

σit (P )
= 1− σic (P )

σit (P )
,

où

• σic (P ) est la section e�cace microscopique de capture de l'isotope i,
• σit (P ) est la section e�cace microscopique totale de l'isotope i.

Mais dans ces conditions, plus aucun évènement ne peut être échantillonné pour stopper la simulation des
particules 17. Il est donc nécessaire d'employer avec la capture implicite une autre méthode qui réintroduise une
�n de vie aux particules. C'est le rôle des méthodes dites de weight watching.

1.3.4.3 Le weight watching

Lorsque le poids des particules s'éloigne trop du poids de référence, les performances de la simulation peuvent
être dégradées. Les simulations non-analogues sont donc généralement munies de plusieurs méthodes de weight
watching qui assurent un contrôle sur la variation du poids des particules. Parmi elles, les deux méthodes les
plus utilisées sont la roulette russe et le splitting. La première s'occupe des particules de poids faible et la second
des particules de poids fort.

La roulette russe
Lorsque le poids d'une particule devient trop faible (par exemple à cause de la capture implicite), sa contribu-

tion (éventuelle) au calcul n'est plus signi�cative face aux ressources engagées pour sa simulation. Il faut donc
dé�nir une méthode qui puisse soit stopper cette particule et permettre ainsi l'échantillonnage d'une nouvelle
particule source, soit réévaluer son poids. C'est ce que propose la roulette russe. Pour cela, on dé�nit une limite
de poids en deçà de laquelle les particules risquent d'être stoppées 18. Lorsqu'une particule se retrouve dans
une telle situation, son poids - noté ω (P ), ou encore W (P) ∗ Π (P ) - correspond au produit des corrections
successives de la capture implicite et des autres techniques de réduction de variance, c'est-à-dire au produit des
probabilités de survie de la particule lors de chaque évènement qu'elle a subi. L'arrêt de cette dernière est donc
échantillonné avec une probabilité de 1− ω (P ), et lorsque celle-ci est conservée, avec la probabilité ω (P ), son
poids est réévalué à Π (P ). Ainsi, on conserve en moyenne le poids total des particules.

L'utilisation de la capture implicite avec la roulette russe permet donc d'échantillonner moins souvent l'arrêt
des particules simulées, ce qui augmente leur libre parcours moyen.

Le splitting
Dans la situation inverse, c'est-à-dire lorsque le poids de la particule devient trop important 19, il est néces-

saire de mettre en place une technique qui le ramène à une valeur plus modérée, plus proche de la référence
Π (P ). C'est le rôle du splitting 20. Pour cette technique, on commence par dé�nir un seuil de poids haut, au-delà
duquel la particule sera dupliquée en plusieurs particules de poids moindre. Le splitting sépare alors la particule
en n particules de poids Π (P ), où n est la partie entière du poids de la particule avant splitting, c'est-à-dire
W (P ) ∗ Π (P ). Et pour conserver (en moyenne) le nombre total de particules simulées, une dernière particule
de poids Π (P ) est créée avec une probabilité W (P ) ∗ Π (P )− n. Ainsi, la taille de la population de particules
se trouvant dans les zones d'intérêt de l'espace des phases est augmentée.

Au �nal, l'association des di�érentes techniques présentées permet à l'utilisateur de �pousser� les particules
qu'il simule vers des zones d'intérêt tout en gardant un contrôle sur leurs poids.

17. Excepté bien sûr la fuite du système (lorsqu'elle est possible). Mais le libre parcours moyen des particules est généralement
bien inférieur à la taille caractéristique du milieu dans lequel elles évoluent.
18. La valeur de cette limite est arbitraire et l'e�cacité de celle-ci dépend beaucoup des caractéristiques de la simulation.
19. On rappelle que le poids de la particule augmente lorsque celle-ci se trouve dans une zone à forte importance (voir 1.3.4.1)

ou lors de réactions ayant plusieurs neutrons en sortie (fission, (n; 2n), ...)
20. Le but est d'éviter que le nombre de particules simulées soit réduit signi�cativement par la présence d'une particule de poids

élevé. Dans ce cas, lorsqu'une telle particule est encaissée durant un cycle, l'estimation du score et de sa variance peut être fortement
perturbée. Ce phénomène, appelé �saut de variance� rend instable le calcul.
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1.3.4.4 La méthode de Woodcock

La méthode de Woodcock [Wood1965], aussi appelée pseudo-scattering ou encore δ-scattering, est une tech-
nique de réduction de variance qui se distingue des autres techniques présentées dans ce chapitre par son objectif.
Au lieu de diminuer la variance du calcul (en augmentant éventuellement le temps de la simulation), cette mé-
thode vise à accélérer une partie de la simulation sans modi�er la variance.

Lorsqu'une particule est propagée dans un milieu, le code Monte Carlo doit échantillonner la distance
parcourue selon la loi de l'opérateur de transport. Pour cela, une fois que la direction de propagation est connue
(soit par calcul, soit par échantillonnage), le parcours optique est échantillonné en fonction des sections e�caces
macroscopiques totales des matériaux traversés. Par exemple, si dans la direction de parcours d'un neutron
se trouve trois milieux di�érents, de sections e�caces macroscopiques totales Σt,1, Σt,2 et Σt,3, la probabilité
d'échantillonner la distance l vaut

p (l) =


Σ1e

−Σ1l, si 0 <l 6 l1

Σ2e
−Σ1l1e−Σ2(l−l1), si l1 < l 6 l2

Σ3e
−Σ1l1e−Σ2(l2−l1)e−Σ3(l−l2), si l2 < l

où l1 et l2 sont les distances entre le point de départ de la particule et les points situés à la frontière des milieux
1 et 2 dans la direction de propagation de la particule. Cet exemple, schématisé sur la �gure 1.2 pour l > l2,
illustre bien la di�culté des codes Monte Carlo à simuler le transport des neutrons. A chaque mouvement des
neutrons, le code doit calculer la distance entre la particule et l'interface du milieu dans lequel elle est propagée
dans sa direction de propagation. Et cette opération doit être répétée jusqu'à ce qu'une collision ou une fuite
ait lieu.

ls s
-l1

-l2

Σ1

Σ2

Σ3

Figure 1.2 : Exemple d'une trace traversant trois milieux avant d'e�ectuer une collision.
La distance entre les deux sites de collision est notée l. La particule traverse donc le milieu 1 sur la
distance l1, puis le milieu 2 sur la distance l2 − l1 et en�n le milieu 3 sur la distance l − l2.

Pour accélérer ce calcul, la méthode de Woodcock introduit dans chaque milieu une nouvelle section e�cace
virtuelle. Cette section, appelée section e�cace de pseudo-di�usion, est telle que la nouvelle section e�cace
macroscopique totale soit uniforme sur l'ensemble de la géométrie où la méthode de Woodcock est appliquée,
soit dans notre exemple Σ∗1 = Σ∗2 = Σ∗3 = max (Σ1,Σ2,Σ3) = Σmax. La probabilité d'échantillonner la distance
l devient alors

p (l) = Σmaxe
−Σmaxl.

Le calcul de cette distance est alors grandement accéléré car la connaissance des distances parcourues dans
chacun des milieux traversés n'est pas nécessaire. Mais si une collision a lieu, par exemple dans le milieu 3, alors
l'interaction de �pseudo-di�usion� peut être échantillonnée avec la probabilité (Σ∗3 − Σ3) /Σ∗3. Dans ce cas, l'état
de la particule n'est pas modi�ée et un nouveau parcours est échantillonné jusqu'à ce que la particule e�ectue
une collision réelle.

Dans le cas où les di�érents milieux du système ne présentent pas de fortes hétérogénéités, les sections
de pseudo-di�usions restent faibles en comparaison des sections e�caces macroscopiques totales réelles. Peu
de pseudo-di�usions sont alors échantillonnées et le calcul est accéléré. Mais dans le cas où l'un des milieux
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présente une section e�cace totale beaucoup plus importante que celle des autres milieux, un nombre important
de pseudo-di�usions sont échantillonnées dans les autres milieux. Le code s'en trouve alors ralenti. De plus, les
distances parcourues dans chacun des milieux n'étant pas connues, les estimateurs basés sur cette grandeur
(comme le �ux corde par exemple) ne sont pas utilisables. Cette méthode n'est donc pas adaptée à toutes les
situations.
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Chapitre 2
Les méthodes perturbatives des simulations

Monte Carlo

Au cours d'une simulation Monte Carlo, il est souvent utile de mesurer l'e�et sur les grandeurs calculées
d'une variation d'un ou plusieurs paramètres. Cependant, répéter des simulations Monte Carlo dans le cadre
d'études paramétriques peut s'avérer être une stratégie inadaptée en raison des temps de calcul prohibitifs. Ainsi,
l'utilisation de méthodes perturbatives s'avère très e�cace puisque celles-ci permettent de mettre en ÷uvre des
études paramétriques au prix d'un temps de simulation peu, voire pas, dégradé. Les algorithmes permettant
d'implémenter ces méthodes dans les codes Monte Carlo peuvent être regroupés en deux catégories : il y a
d'une part ceux qui se basent sur un développement en série de Taylor des réponses recherchées [Olho1962,
Taka1970, Hall1980, Hall1982, Rief1984], et d'autre part ceux qui utilisent la méthode de l'échantillonnage
corrélé [Span1969, Bern1974, Naka1978, Dejo1982, Rief1984, Rief2002]. Dans ce chapitre, nous présenterons
succinctement ces deux types de méthodes, en nous attardant plus particulièrement sur l'échantillonnage corrélé
appliqué à la perturbation des concentrations isotopiques, au centre de ce travail.

2.1 Développement en séries de Taylor

Notons (M0) le système dans lequel une simulation Monte Carlo est réalisée pour résoudre le problème
suivant :

(P0)

{
ψ = 〈K0, ψ〉0 + 〈T0, S0〉0
R0 = 〈ψ, g〉0

,

et (M1) un système identique à (M0) mais dans lequel un paramètre, noté α, est perturbé (de la valeur α0 à
la valeur α1). Pour résoudre le problème perturbé

(P1)

{
ψα1

= 〈K1, ψα1
〉1 + 〈T1, S1〉1

R1 = 〈ψα1
, g〉1

à partir de la simulation faite dans (M0), il est possible de développer les grandeurs du système (P1) en série
de Taylor :

(P1)

{
ψ̃nα1

' ψα0
+ ∂αψα0

(α1 − α0) + 1
2∂

2
αψα0

(α1 − α0)
2

+ . . .+ 1
i!∂

i
αψα0

(α1 − α0)
n

R1 '
〈
ψ̃α1 , g

〉
1

,

où
• ψ̃nα1

est le développement en série de Taylor de ψα autour de α0 à l'ordre n,
• ∂iαψα0

est la dérivée partielle de ψα d'ordre i par rapport au paramètre α évaluée en α0,
•

1
i!∂

i
αψα0

est le coe�cient de sensibilité de ψα d'ordre i évalué en α0.

Ce développement introduit un biais 1 dans le calcul lié à la troncature à un ordre arbitraire du développement,
mais en choisissant un ordre su�samment élevé, cette erreur peut être minimisée. Les dérivées partielles du

1. Les termes �biais� et �erreur systématique� seront utilisés indi�éremment
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développement en série de Taylor ψ̃nα1
sont calculables à partir du développement en série de Neumann de ψα

(Eq. 1.7 et 1.8) 2 :

∀i ∈ N, ∂iαψα0 =

∞∑
n=0

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
∂iα


 n∏
j=1

Kα,0 (Pj → Pj+1)

Tα,0 (P0 → P1)Sα,0 (P0)


α0

dPn . . . dP0.

Lors de la simulation d'une trace γ dans le milieu initial (M0), le coe�cient de sensibilité d'ordre i est estimé en

encaissant à chaque collision la quantité ∂iα
{[∏n

j=1Kα,0 (zj → zj+1)
]
Tα,0 (z0 → z1)Sα,0 (z0)

}
α0

, ce qui per-

met de reconstruire simultanément les réponses initiales et perturbées.

En général, il est possible que plusieurs paramètres soit perturbés simultanément (comme la liste des concen-
trations isotopiques d'un volume donné par exemple). Il faut alors ajouter aux développements précédents les
termes de dérivées croisées, ce qui peut faire augmenter rapidement le nombre de coe�cients à estimer. En
général, les codes Monte Carlo implémentent le développement en série de Taylor à l'ordre 1 ou 2, ce qui est
un bon compromis entre le temps de calcul et l'erreur systématique introduite [Rief1984, Favo2002, Naga2005,
Favo2009, Naga2011]. Néanmoins, la variance d'une réponse perturbée obtenue par cette méthode reste proche
de celle du calcul initial, ce qui peut entraîner une sous estimation de l'erreur statistique lors de perturbations
importantes 3.

2.2 La méthode des échantillons corrélés

La méthode des échantillons corrélés, appliquée aux codes Monte Carlo de transport des particules, consiste
à perturber l'opérateur de transport de l'équation de Boltzmann. En pratique, cela revient à modi�er le poids
statistique des particules tout au long de leurs �histoires� (voir 2.2.1). Dans la suite de cette section, la modi�ca-
tion du poids des particules est explicitée dans le cadre général d'une perturbation de paramètres quelconques,
puis dans le cadre d'une perturbation des concentrations isotopiques (qui sera utilisée pour mettre en ÷uvre
l'accélération des simulations Monte Carlo en évolution). En�n, les avantages et les inconvénients de cette mé-
thode seront discutés dans la dernière section (en particulier, des considérations sur la variance inhérente à ce
type de processus statistique seront présentées).

2.2.1 Perturbation du noyau de transition

On considère deux milieux, notés (M0) et (M1), sous-critiques (soit en milieu in�ni : ‖K0‖ < 1 et ‖K1‖ < 1)
ayant la même géométrie et caractérisés par des paramètres (sections e�caces, concentration, ...) éventuelle-
ment di�érents. On suppose que le problème initial (ou non-perturbé) (P0) a été simulé par une méthode Monte
Carlo et que toutes les données de la simulation sont accessibles (c'est-à-dire les lieux de collision, les poids des
particules, leurs énergies, les sections e�caces de chaque composition, ...).

Pour toute trace γ = {zn}n∈N simulée dans (M0), on note κncs (γ) la correction de poids cumulée avant le
nième choc de la particule apportée par la méthode des échantillons corrélés et γ̃ la trace obtenue avec les poids
perturbés. Le but est de pouvoir utiliser l'estimateur in1 sur la trace γ̃ simulée dans (M0) de la même façon que
sur les traces γ créées dans (M1), ce qui se traduit par

∀n ∈ N, in1 (γ̃) dpn∗0 (γ̃) = in1 (γ) dpn1 (γ) .

On montre (voir l'Annexe A) que in1 appliquée à γ̃ de (M0) est un estimateur non biaisé de In1 et que la
correction de perturbation des poids vaut

∀n ∈ N, κncs (γ) =
ωn1 (γ) dpn1 (γ)

ωn0 (γ) dpn0 (γ)
,

ou encore

κ0
cs (γ) =

S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)
et ∀n ∈ N∗, κncs (γ) =

S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)

n∏
i=1

K1 (zi → zi+1)

K0 (zi → zi+1)
. (2.1)

2. Par soucis de simpli�cation, dans l'expression des noyaux de transitions de ψα0,n, le point Pn+1 vaut P
3. La perturbation d'un paramètre sera considérée arbitrairement comme étant importante lorsque la modi�cation de la valeur

de ce dernier sera supérieure à 10%.
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Ainsi, le développement en série de Neumann de notre solution (Eq. 1.8) devient

∀n ∈ N, ψn =

ˆ
E1
. . .

ˆ
E1
Kn

1 T1S1 =

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
κncsK

n
0 T0S0. (2.2)

On remarque que les corrections de poids sont indépendantes des techniques de réduction de variance utilisées
pour simuler le problème initial. Elles ne dépendent que du rapport des densités de probabilité des sources et
de celui des noyaux de transport et de collision.

De plus, l'écriture des κncs (γ) nécessite d'imposer aux perturbations les conditions suivantes (semblables aux
conditions 1.13 que l'on impose en simulation non-analogue) :

∀P ∈ E0,

 S0 (P ) = 0 ⇒ S1 (P ) = 0
∀P ′ ∈ E0, T0 (P → P ′) = 0 ⇒ T1 (P → P ′) = 0
∀P ′ ∈ E0, K0 (P → P ′) = 0 ⇒ K1 (P → P ′) = 0

. (2.3)

Autrement dit, tout évènement observable dans le milieu (M1) doit être observé dans le milieu (M0), ce qui
impose certaines restrictions sur les perturbations permises. En particulier, la géométrie ne peut être modi�ée
et aucun isotope ne peut apparaître dans le système perturbé.

Mais d'un point de vue informatique, l'expression de κncs (γ) n'est pas �pratique� car elle dépend des opéra-
teurs de transition K1 et K0. On montre (voir l'Annexe A) que la correction de poids due à l'échantillonnage
corrélé peut aussi s'écrire en fonction des poids ωn1 (γ) et ωn0 (γ) et des densités de probabilité p1 et p0 :

κ0
cs (γ) =

S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)
et ∀n ∈ N∗, κncs (γ) =

ωn1 (γ)

ωn0 (γ)

S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)

n∏
i=1

p1 (zi → zi+1)

p0 (zi → zi+1)
.

De plus, on rappelle que ωn0 (γ) =
∏n
i=1 k0 (zi) correspond au produit du nombre moyen de particules suite aux

n première collisions de la trace γ. Comme γ̃ contient la même suite d'évènements que γ, si la perturbation ne
modi�e pas le nombre de particules moyen issus de ces évènements, alors ωn0 (γ) = ωn1 (γ).

Remarque :
Dans un calcul en criticité, lorsqu'une particule subit une interaction produisant d'autres particules, celles-ci

naissent avec le poids de la particule �mère�. Dans un tel calcul, la correction de poids de la particule incidente est
alors transmise aux particules produites en tant que perturbation de la densité de sources (c'est-à-dire S1(z0)

S0(z0) ).
La première correction de poids appliquée à ces particules correspond donc à la perturbation de la distribution
de sources en mode protection et à la correction de poids cumulée de la particule �mère� en mode criticité.

2.2.2 Application à la perturbation des concentrations isotopiques

L'échantillonnage corrélé peut être appliqué à de nombreux domaines. Par exemple, au sein de TRIPOLI-4,
elle est mise en ÷uvre pour perturber les densités des matériaux, les concentrations isotopiques, ou encore les
sections e�caces 4. Dans le cadre de ce travail, l'échantillonnage corrélé est utilisé pour perturber des concentra-
tions isotopiques. La suite de ce chapitre est donc dédiée à cette application et a pour but d'expliciter l'expression
des corrections de poids dans ce cas particulier.

D'après la section 1.1, la probabilité de parcourir la distance ‖xk+1 − xk‖ entre deux points de collision de
coordonnées xk et xk+1 vaut

Tm (zk → zk+1) = Σt,m (zk+1) e−Σt,m(zk+1)‖xk+1−xk‖,

où

• Σt,m (zk) est la section e�cace macroscopique totale au point zk dans le système (Mm),
• ‖xk+1 − xk‖ est la distance séparant les lieux de collisions xk et xk+1.

4. Bien qu'elle ne puisse s'appliquer que sur une seule composition à la fois
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Cette dernière formule est valable pour un milieu homogène et isotherme 5. Plus généralement, il faut prendre en
compte le cas où les collisions n'ont pas lieu dans les mêmes volumes, c'est-à-dire lorsque la particule considérée
traverse une ou plusieurs interfaces avant d'e�ectuer un choc. On ajoute alors à la trace γ = {zk}k∈N les points
qui correspondent aux intersections entre la trajectoire de la particule et les di�érentes interfaces. Par exemple,

lorsque la particule traverse une seule interface, aux coordonnées y1
k =

(
y1
k, Ek,

−→
Ω k

)
, entre les deux points de

collision précédents, l'opérateur de transport se décompose en deux termes

Tm (zk → zk+1) = T interfacem

(
zk → y1

k

)
T collisionm

(
y1
k → zk+1

)
,

avec
T interfacem

(
zk → y1

k

)
= e−Σt,m(y1

k)‖y1k−xk‖,
T collisionm

(
y1
k → zk+1

)
= Σt,m (zk+1) e−Σt,m(zk+1)‖xk+1−y1k‖,

et le noyau de collision au point zk, qui amène l'état de la particule de zk à z+
k par collision sur l'isotope isok

selon l'interaction rk, vaut

Cm
(
zk → z+

k

)
= Cm

(
xk,Ek → Ek+1,

−→
Ω k →

−→
Ω k+1

)
= νisokrk

Σisokrk,m
(zk)χisokrk

(
Ek → Ek+1,

−→
Ω k →

−→
Ω k+1

)
/Σt,m (zk)

= νisokrk
N isok
m (xk)σisokrk

(zk)χisokrk

(
Ek → Ek+1,

−→
Ω k →

−→
Ω k+1

)
/Σt,m (zk) ,

où

• Σisokrk,m
(zk) est la section e�cace macroscopique de la réaction rk sur l'isotope isok au point zk dans (Mm),

• σisokrk
(zk) est la section e�cace microscopique de la réaction rk sur l'isotope isok au point zk,

• N isok
m (xk) est la concentration de l'isotope isok dans le matériau contenant le point xk et dans (Mm),

• νisokrk
est le nombre moyen de neutrons produits par l'interaction rk de l'isotope isok,

• χisokrk

(
Ek → Ek+1,

−→
Ω k →

−→
Ω k+1

)
est la probabilité du neutron, suite à un choc de type rk sur l'isotope

isok, de passer de l'énergie Ek à Ek+1 et de la direction
−→
Ω k à

−→
Ω k+1.

Lors de l'encaissement des scores, les estimateurs dé�nis par code tiennent compte du poids de la particule
avant ou après la collision. Cela oblige à préciser les probabilités

• avant la collision :

pm
(
y1
k → zk+1

)
= T collisionm

(
y1
k → zk+1

)
= Σt,m (zk+1) e−Σt,m(zk+1)‖xk+1−y1k‖,

• et après la collision :

pm
(
y1
k → z+

k+1

)
= CmT

collision
m

(
y1
k → zk+1

)
= ν

isok+1
rk+1 N

isok+1
m (xk+1)σ

isok+1
rk+1,m (zk+1)χ

isok+1
rk+1

(
E
k+1
→ E

k+2
,
−→
Ω
k+1
→
−→
Ω
k+2

)
e−Σt,m(zk+1)‖xk+1−y1k‖.

La correction de poids vaut alors
• au point de traversée de l'interface :

κkcs (γ)× e−(Σt,1(y1
k)−Σt,0(y1

k))‖y1k−xk‖,

• au point zk+1 (avant la collision) :

κkcs (γ)× e−(Σt,1(y1
k)−Σt,0(y1

k))‖y1k−xk‖ × Σt,1 (zk+1)

Σt,0 (zk+1)
e−(Σt,1(zk+1)−Σt,0(zk+1))‖xk+1−y1k‖,

• et au point z+
k+1 (après la collision) :

κkcs (γ)× e−(Σt,1(y1
k)−Σt,0(y1

k))‖y1k−xk‖ × N
isok+1
m (xk+1)

N
isok+1
m (xk+1)

e−(Σt,1(zk+1)−Σt,0(zk+1))‖xk+1−y1k‖.

5. Au sein du code TRIPOLI-4, les di�érents volumes d'une géométrie sont toujours considérés comme tels (voir 1.3.1)
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Finalement, en ajoutant Ik traversées d'interfaces entre chaque évènements, c'est-à-dire en considérant la trace

γ =
{
..., zk ≡ y0

k,y
1
k,y

2
k, ...,y

Ik
k , zk+1, ...

}
k∈N

, l'expression générale du facteur de perturbation des poids s'écrit :

∀n ∈ N,

κncs (γ) =
S1 (z0)

S0 (z0)

collisions∏
06k6n


interfaces∏

06i<Ik

e−4Σt(yi+1
k )‖yi+1

k −yik‖
 Xisok

1 (zk+1)

Xisok
0 (zk+1)

e
−4Σt(zk+1)

∥∥∥xk+1−y
Ik
k

∥∥∥
 , (2.4)

où

• Xisok
m (zk) vaut Σt,m (zk) si k = n et s'il s'agit de la correction avant la collision, N isok

m (xk) sinon,
• 4Σt (zk) vaut Σt,1 (zk)− Σt,0 (zk).

2.2.3 Exemple

Pour mieux comprendre l'équation 2.4, elle est appliquée ici à une trace simple. Soit γ la trace d'une particule
née au point z0 et ayant traversé une interface au point y1

0 avant d'e�ectuer une collision au point z1 où elle
meurt 6. Son poids perturbé évolue lors de chacun de ces évènements :

1. A sa naissance, la particule a un poids de ω0
0 (γ), qui est perturbé par le rapport des densités de sources

pour valoir : ω0
0 (γ)× S1(z0)

S0(z0) .

2. Arrivée à l'interface, la particule a parcouru la distance
∥∥y1

0 − z0

∥∥ dans un milieu de section e�cace totale
Σt,0

(
y1

0

)
. Pour simpli�er l'expression des corrections de poids, on notera L0 la distance parcourue et Σ0

0

la section e�cace macroscopique totale du milieu (la section perturbée sera donc noté Σ0
1). Le poids de la

particule est donc mis à jour en le multipliant par le rapport des probabilités d'atteindre l'interface (soit

e−(Σ0
1−Σ0

0)L0). Il vaut alors ω0
0 (γ)× S1(z0)

S0(z0)e
−(Σ0

1−Σ0
0)L0 .

3. En�n, la particule traverse une longueur
∥∥z1 − y1

0

∥∥ dans un milieu de section e�cace totale Σt,0 (z1). De
même que pour l'évènement précédent, on note L1 la distance parcourue depuis la traversée et Σ1

0 la
section e�cace macroscopique totale du milieu. La particule interagit avec l'isotope i, de concentration
N i

0, et subit une capture. Son poids passe donc de ω1
0 (γ), avant la collision, à ω1

+0 (γ) = 0, après la
collision. Comme la particule a subi un choc, la correction de poids due à la perturbation est di�érente

avant et après le choc. Elle vaut Σ1
1

Σ1
0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1 avant la collision et Ni1

Ni0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1 après. Au �nal, le

poids perturbé de la particule vaut

• ω1
0 (γ)× S1(z0)

S0(z0)e
−(Σ0

1−Σ0
0)L0 Σ1

1

Σ1
0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1 avant la collision,

• ω1
0+ (γ)× S1(z0)

S0(z0)e
−(Σ0

1−Σ0
0)L0 N

i
1

Ni0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1 après la collision.

L'ensemble de cette exemple est détaillé sur le tableau 2.1 et est imagé sur la �gure 2.1. La trajectoire de la
particule, ainsi que la valeur de ses poids perturbés en chacun de ses évènements, y sont indiquées.

Remarque :
Si cette particule est générée dans un calcul critique, alors S1(z0)

S0(z0) correspond à la correction de poids après
collision de la particule �mère�, au moment où celle-ci l'a produite. De même, si cette particule est stoppée
en subissant une interaction produisant d'autres particules (qui seront transportées au cycle suivant), alors
les particules ��lles� auront pour correction de poids initial la dernière correction de leur �mère�, c'est-à-dire
S1(z0)
S0(z0) × e

−(Σ0
1−Σ0

0)L0 × Ni1
Ni0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1 .

2.2.4 Intérêts et inconvénients de la méthode

L'utilisation d'une méthode statistique de calcul de perturbations telle que l'échantillonnage corrélé peut
s'avérer extrêmement intéressante. En e�et, cette méthode ne fait aucune approximation ou hypothèse de modé-
lisation et ce quelle que soit l'amplitude des perturbations. Les résultats ainsi obtenus conservent les propriétés
inhérentes au Monte Carlo. De plus, on remarque que l'échantillonnage corrélé n'e�ectue aucun nouveau tirage
aléatoire d'évènements et surtout ne nécessite aucun calcul géométrique. Elle requiert donc a priori moins de

6. Par capture radiative par exemple
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I Évènement I z0 y1
0 z1

poids initial avant
collision ω0

0 (γ) ω0
0 (γ)

ω1
0 (γ)

poids initial après
collision

ω1
0+ (γ) = 0

distance parcourue
depuis l'évènement

précédent
- L0 L1

section e�cace
macroscopique
rencontrée

- Σ0
0 Σ1

0

correction de poids
avant collision S1(z0)

S0(z0) e−(Σ0
1−Σ0

0)L0

Σ1
1

Σ1
0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1

correction de poids
après collision

Ni1
Ni0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1

poids perturbé
avant collision ω0

0 (γ) S1(z0)
S0(z0) ω0

0 (γ) S1(z0)
S0(z0)e

−(Σ0
1−Σ0

0)L0
ω1

0 (γ) S1(z0)
S0(z0)e

−(Σ0
1−Σ0

0)L0 Σ1
1

Σ1
0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1

poids perturbé
après collision

ω1
0+ (γ) S1(z0)

S0(z0)e
−(Σ0

1−Σ0
0)L0 N

i
1

Ni0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1

Tableau 2.1 : Application de l'échantillonnage corrélé à un exemple de trace. Le calcul des
corrections de poids appliquées à la particule est détaillé dans ce tableau.

interface

vz0

fy1
0

vz1

L0

L1

Milieu 0 : Σ0
0

Milieu 1 : Σ1
0

ω0
0 (γ)× S1(z0)

S0(z0)
������)

ω0
0 (γ)× S1(z0)

S0(z0) × e
−(Σ0

1−Σ0
0)L0

6

 ω1
0 (γ)× S1(z0)

S0(z0) × e
−(Σ0

1−Σ0
0)L0 × Σ1

1

Σ1
0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1

ω1
0+ (γ)× S1(z0)

S0(z0) × e
−(Σ0

1−Σ0
0)L0 × Ni1

Ni0
e−(Σ1

1−Σ1
0)L1

?

Figure 2.1 : Application de l'échantillonnage corrélé à un exemple de trace. Suite à la
perturbation, le poids de la particule évolue depuis son lieu de naissance (pour tenir compte de la variation
de la densité de source) jusqu'à sa mort (suite à la collision au point z1), en passant par la traversée de
l'interface entre les milieux 1 et 2.
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temps et de ressources qu'une nouvelle simulation Monte Carlo, ce qui la rend d'autant plus intéressante. Par
exemple, les références [He2010] et [Su2010] montrent que l'utilisation de l'échantillonnage corrélé appliquée à
la perturbation de la concentration isotopique permet d'améliorer jusqu'à deux ordres de grandeur la �gure de
mérite 7.

Néanmoins, contrairement à ce qui a été fait pour l'estimation de la moyenne, on ne peut établir ni l'expres-
sion ni le comportement général de l'erreur statistique. En e�et, dans le cas où l'amplitude de la perturbation
est faible, la variance du résultat perturbé est proche de celle du calcul initial [Dejo1982]. Elle tend cependant
à se dégrader rapidement lorsque l'on augmente l'amplitude de la perturbation, même si, dans certain cas, il
peut arriver qu'elle s'améliore 8. Pour des perturbations trop importantes, la simulation du problème initial
re�ète peu le comportement des particules dans le système �nal. Il se peut alors que la distribution des pro-
cessus statistiques mis en jeu ait une variance in�nie, ce qui interdit l'application du théorème central-limite
[Dejo1982, Rief1984]. Concrètement, cela se traduit par une sous-estimation de l'erreur statistique et de son
intervalle de con�ance associé 9. Il est donc important de ne pas �trop� perturber les paramètres de la simula-
tion. Malheureusement, il est impossible de dé�nir, dans le cas général, un seuil au delà duquel ce phénomène
apparaît. Toutefois, l'expérience nous montre qu'une variation des paramètres de l'ordre de 10 à 20 % peut être
considéré comme su�samment faible pour que cela ne se produise pas (voir les résultats des parties III et IV).

On remarquera que ces considérations s'inscrivent dans la problématique plus générale de la quanti�ca-
tion des incertitudes statistiques en Monte Carlo qui visent à intégrer l'ensemble des sources d'erreur possible
a�ectant les résultats d'une simulation, comme par exemple les incertitudes sur les données nucléaires, les tem-
pératures des compositions, leur densité, ...

En�n, dans le cas où l'on cherche à estimer la variation d'une réponse entre un milieu initial et un milieu
perturbé, soit δR = R1 − R0, et lorsque l'amplitude de la perturbation est in�nitésimale 10, il en va tout
autrement. Si la réponse di�érentielle est estimée à l'aide de deux simulations Monte Carlo indépendantes, celle-
ci devient faible comparée aux erreurs statistiques des réponses (Eε [δR]� V arε [R]), ce qui rend l'incertitude
relative divergente (voir l'Annexe A, ou [Dejo1982, Rief1984]). Mais si la réponse di�érentielle est obtenue par
échantillonnage corrélé, on montre [Dejo1982] que l'incertitude statistique est du second ordre par rapport à
la perturbation, ce qui permet d'obtenir une incertitude statistique relative �nie. La méthode des échantillons
corrélés a donc un net avantage pour ce type de calcul [He2010]. Ce fut à l'origine le principal intérêt de cette
méthode et c'est pourquoi elle a été intégrée dans beaucoup de codes Monte Carlo, tels que TRIPOLI-4.

7. On notera tout de même que les cas d'études présentés dans les références [He2010] et [Su2010] ne sont pas représentatifs de
l'objet ambitieux de la thèse qui consiste non seulement à traiter des perturbations dont l'amplitude est de trois ordres de grandeur
supérieurs à celles de ces références (voir page 115), mais également à transmettre ces incertitudes entre les di�érents pas de temps
d'une étude en évolution.

8. Cet e�et contre intuitif sera discuté ultérieurement (Part. III)
9. Cela est dû au fait que l'estimation est réalisée à partir d'un nombre �ni de résultats
10. C'est-à-dire faible au regard des erreurs statistiques des di�érentes réponses
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Chapitre 3
Les codes de calcul Monte Carlo évoluant

L'objectif �nal de ce travail est d'exploiter la méthode perturbative des échantillons corrélé dans les calculs
Monte Carlo en évolution en vue de les accélérer. Les précédents chapitres ont permis de dé�nir clairement le
fonctionnement des simulations Monte Carlo et celui de la méthode des échantillons corrélés. Ce chapitre sera
donc dédié à la présentation du couplage du transport Monte Carlo avec les codes d'évolution déterministe, ce
qui permettra d'expliquer, au chapitre suivant, comment ce type de code peut être accéléré par la méthode des
échantillons corrélés.

3.1 Couplage des simulations Monte Carlo et des calculs d'évolution

Depuis quelques années, les codes dits �Monte Carlo évoluant� connaissent un certain essor grâce à l'aug-
mentation constante de la puissance de calcul et des capacités de stockage de données des ordinateurs. Ces
codes couplent la simulation du transport des particules par la méthode Monte Carlo et le calcul de l'évolution
des compositions sous �ux par une méthode déterministe (de type Runge Kutta ou exponentielle de matrice).
L'utilisation successive de ces deux méthodes permet de résoudre le système d'équations di�érentielles couplées
que sont l'équation de Boltzmann linéaire à l'état stationnaire (Eq. 3.1) et les équations de Bateman (Eq. 3.2) :

−→
Ω .
−→
∇~rφ (P ) + Σt (P )φ (P ) =

∞̈

0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ + S (P ) , (3.1)

dN i

dt
(−→r , t) =

∑
j 6=i

τj→i (−→r , t)N j (−→r , t) +
∑
j 6=i

λj→iN
j (−→r , t)− τ id (−→r , t)N i (−→r , t)− λiN i (−→r , t) , (3.2)

où

• P =
(−→r , E,−→Ω) est un point de l'espace des phases,

• φ (P ) est le �ux neutronique au point P (en cm−2.s−1.eV −1.sr−1),
• Σt (P ) est la section e�cace macroscopique totale du matériau au point P (en cm−1),

• Σs(
−→r , E′ → E,

−→
Ω ′ →

−→
Ω )dEd

−→
Ω est la probabilité pour un neutron situé au point −→r et ayant subi une

collision à l'énergie E′ dans la direction
−→
Ω ′ d'en ressortir dans un intervalle d'énergie dE centré en E et

dans un angle solide d
−→
Ω autour de

−→
Ω ,

• S (P ) est la densité de sources de particules 1 (en cm−3.s−1.eV −1.sr−1)

et

• N i (−→r , t) est la concentration de l'isotope i au point P et à l'instant t (en nombre d'atome par 10−24cm3),
• τj→i (−→r , t) est le taux de réaction microscopique d'alimentation de l'isotope j vers l'isotope i :

τj→i (−→r , t) =
´

4π

´∞
0
σj→i

(
E,
−→
Ω
)
φ (P, t) dEd

−→
Ω (en s−1),

• τ id (−→r , t) est le taux de réaction de disparition microscopique de l'isotope i :

τ id (−→r , t) =
´

4π

´∞
0
σid

(
E,
−→
Ω
)
φ (P, t) dEd

−→
Ω (en s−1),

1. �xée par l'utilisateur dans un calcul de protection ou les sources de �ssions dans un calcul critique
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• σj→i

(
E,
−→
Ω
)
est la section e�cace microscopique d'alimentation de l'isotope j vers l'isotope i (en b),

• σid

(
E,
−→
Ω
)
est la section e�cace microscopique de disparition de l'isotope i (en b),

• λj→i est la constante de décroissance radioactive de j vers i (en s−1),
• λi est la constante de décroissance radioactive de i (en s−1).

La résolution de l'équation (3.1) par la méthode Monte Carlo permet de calculer les taux de réaction du ou des
volume(s) évoluant considéré(s). Ces taux sont ensuite normalisés à la puissance du système ou au niveau de
�ux spéci�é par l'utilisateur, puis transmis au solveur d'évolution. Ce dernier résout alors les équations (3.2) sur
un pas de temps donné et renvoie les nouvelles concentrations isotopiques pour chacune des régions évoluantes
au code Monte Carlo. On peut ainsi répéter ce procédé pour le calcul du pas de temps suivant.

3.2 Présentation de TRIPOLI-4 évoluant

TRIPOLI-4 évoluant est un code de calcul Monte Carlo évoluant qui a été entièrement développé au sein du
SERMA. Il repose sur le code Monte Carlo TRIPOLI-4 pour la partie transport, et sur le solveur d'évolution
MENDEL pour la partie évolution isotopique et son utilisation se fait à travers de scripts prédé�nis écrits en
C++ ou de manière interactive à l'aide de l'interpréteur CINT du logiciel ROOT. De plus, il met à pro�t les
nombreuses fonctionnalités de ROOT pour le traitement et la visualisation des résultats.

Le code de transport TRIPOLI-4 ayant déjà été présenté au chapitre 1, nous commencerons dans cette section
par présenter le fonctionnement du solveur MENDEL. Nous verrons ensuite les hypothèses de modélisation qui
ont été faites dans TRIPOLI-4 évoluant pour résoudre le système d'équations 3.1 et 3.2. En�n, nous présenterons
les schémas d'intégration temporel disponibles dans TRIPOLI-4 évoluant.

3.2.1 Le solveur d'évolution MENDEL

Le solveur d'évolution MENDEL, commun aux projets APOLLO3 et TRIPOLI-4 évoluant, a pour but de
déterminer l'évolution temporelle des concentrations isotopiques de chaque milieu évoluant. On désigne par
milieu évoluant un sous-ensemble du système (c'est-à-dire un volume ou une union de volumes) pour lequel la
composition est supposée homogène et évolue par désintégration isotopique ou par irradiation neutronique. Et
lorsqu'un tel milieu est irradié, on suppose également que le �ux de particules irradiantes y est homogène.

Dans un milieu évoluant donné, l'évolution des concentrations isotopiques au cours du temps est obtenue
par la résolution des équations de Bateman (Eq. 3.2). Celles-ci expriment la variation des concentrations en
fonction du temps sous l'e�et des réactions neutroniques et des décroissances radioactives. Et comme nous
supposerons que les conditions initiales sont parfaitement connues, l'évolution des concentrations isotopiques
peut être entièrement résolue à partir du calcul des taux de réaction.

3.2.1.1 Hypothèses sur la dépendance en temps des taux de réaction

En réalité, dans les équations de Bateman (Eq. 3.2), les taux de réaction (et le �ux neutronique) sont aussi
dépendants du temps. Le calcul de l'évolution des concentrations isotopiques nécessite donc de connaître l'évo-
lution temporelle des taux de réaction. Or, dans notre cas, ces grandeurs sont fournies par le code de transport
Monte Carlo qui les estime à partir, entre autres, des concentrations isotopiques. La résolution des équations
de Bateman nécessite donc une modélisation de l'évolution temporelle des taux de réaction indépendante de
l'évolution des concentrations isotopiques.

Pour cela, l'utilisateur doit fournir à MENDEL un découpage temporel prédé�ni sur lequel il devra fournir,
au début de chaque pas, la valeur des taux de réaction 2. Ensuite, pour chaque pas de temps, MENDEL e�ectue
une extrapolation de ces taux de réaction sur la durée du pas par une fonction polynomiale d'ordre n, ce qui lui
permet de calculer l'évolution des concentrations sur ce pas. Les nouvelles concentrations sont alors disponibles
pour le calcul des taux de réaction au début du pas de temps suivant.

2. Dans notre cas, c'est le rôle du code de transport TRIPOLI-4
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Remarque :
La modélisation des taux de réaction en polynôme d'ordre n nécessite de connaître les taux de réaction au

début du pas de temps courant ainsi que ceux des n pas précédents. Or, dans le cas où le nombre de milieux
évoluants ou le nombre d'isotopes évoluants est important, la connaissance de cet historique a un impact non-
négligeable sur l'espace mémoire nécessaire au calcul. En général, les codes d'évolution déterministe se limitent
à l'ordre 2. Mais, comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre, dans TRIPOLI-4 évoluant les taux de
réaction sont toujours considérés comme constants sur chaque pas de temps (c'est-à-dire que l'on impose n = 0).
Néanmoins, nous verrons aussi que di�érents schémas d'intégration temporelle sont disponibles pour modéliser
autrement la variation du �ux et des taux de réaction sur chaque pas de temps.

De plus, on remarque que la qualité de l'approximation des taux de réaction en polynômes d'ordre n dépend
fortement de la �nesse du découpage temporel. En cas de modi�cation brutale des taux de réaction, cette
modélisation s'éloigne de la réalité physique. La réduction de la taille des pas de temps est alors la seule option
envisageable.

3.2.1.2 Méthodes de résolution

Deux approches, l'une analytique, l'autre numérique, sont implémentées dans MENDEL pour résoudre les
équations de Bateman.

La première consiste à déterminer les solutions exactes des équations de Bateman de façon analytique. Cette
approche est très performante mais n'est réalisable que dans certains cas. En notant les équations de Bateman
sous forme matricielle :

d

dt
N (P, t) = A (P ) N (P, t) , (3.3)

où

• N (P, t) est le vecteur isotopique, dont la ième composante vaut N i (P, t),
• A (P ) est la matrice d'évolution, dont l'élément de la ième ligne et j ème colonne vaut :
Aij (P ) = τj→i (P ) + λj→i si i 6= j et Aij (P ) = −τ id (P )− λi dans le cas contraire,

on montre que cette approche n'est possible que lorsque A (P ) est trigonalisable. Typiquement cette approche
est utilisée dans les problèmes de refroidissement pur où l'on peut toujours trouver un ordonnancement des
isotopes du milieu évoluant de sorte que les concentrations des isotopes pères soient calculées avant celles de
leurs �ls.

La seconde approche consiste à calculer des solutions approchées à partir des conditions initiales à l'aide d'une
méthode numérique. Cette approche a été implémentée dans MENDEL en utilisant la méthode d'intégration
de Runge-Kutta d'ordre 4.

3.2.1.3 Données nécessaires au fonctionnement du solveur

Outre les taux de réaction, les concentrations isotopiques initiales et le découpage temporel, il faut fournir
à MENDEL les di�érents composantes de la matrice d'évolution qui correspondent aux données de �liations
existant entre l'ensemble des isotopes (c'est-à-dire les di�érentes constantes de décroissance radioactive et la
liste, par isotope, des réactions d'alimentation et de disparition). L'ensemble de ces données est appelé chaîne de
�liation, ou encore chaîne d'évolution, et est transmise à MENDEL au moyen d'un �chier rempli par l'utilisateur.

Remarque :
Lors de tous les calculs qui seront présentés dans ces travaux, une unique chaîne d'évolution contenant 160

isotopes a été utilisée. Celle-ci provient du code de calcul déterministe APOLLO2 et à été construite pour
optimiser le temps de calcul en évolution tout en assurant une bonne précision sur l'estimation des grandeurs
physiques les plus importantes (criticité, empoisonnement, toxicité, ...). Ainsi, cette chaîne prend en compte
99, 9 % de l'anti-réactivité des produits de �ssion dans les réacteurs à eau légère et modélise aussi les produits
de �ssion importants des réacteurs à neutrons rapides. Et pour améliorer la précision des calculs, elle se passe
totalement de l'utilisation de pseudo-produits de �ssion 3. De plus, cette chaîne traite correctement la cinétique

3. Ce sont des éléments �ctifs que l'on ajoute pour tenir compte des produits de �ssion non représentés explicitement dans la
chaîne d'évolution
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d'empoisonnement et permet d'estimer précisément le keff après un refroidissement long 4.

3.2.2 Hypothèses physiques et modélisation de TRIPOLI-4 évoluant

Pour résoudre le système d'équations 3.1 et 3.2, plusieurs hypothèses de modélisations sont nécessaires et
nous présentons ici celles qui ont été choisies dans TRIPOLI-4 évoluant.

3.2.2.1 Calcul des taux de réaction

Le transport se fait de façon ponctuelle en énergie, avec ou sans utilisation des tables de probabilité, et peut
fournir les taux de réactions selon di�érents niveaux d'approximations. Le meilleur niveau d'approximation
est obtenu par un calcul ponctuel des taux de réactions pour chacun des isotopes présents dans la chaine
d'évolution et dans chacune des compositions évoluantes par TRIPOLI-4. Cela permet d'accroitre la précision
du calcul, mais le nombre de scores à calculer par TRIPOLI-4 peut conduire à des temps de calculs prohibitifs
liés à l'encaissement d'un très grand nombre de scores 5. Une autre stratégie consiste à déléguer l'estimation
des taux de réaction, en totalité ou en partie, à MENDEL qui les reconstruit à partir des �ux multigroupes
calculés ponctuellement par TRIPOLI-4 et des sections e�caces microscopiques multigroupes correspondantes
(GENDF). Moyennant cette approximation multigroupe (Eq. 3.4), le calcul peut être considérablement accéléré.
Ces taux de réactions multigroupes sont calculés selon l'équation suivante :

τ ir (P ) =

∞̂

0

σir (E)φ (P ) dE ∼
G∑
g=1

σir,g
Eg+1ˆ

Eg

φ (P ) dE

 , (3.4)

où

• τ ir (P ) est le taux de réaction microscopique de l'interaction r sur l'isotope i (en b.cm−2.s−1.sr−1),
• σir (E) est la section e�cace microscopique de la réaction r de l'isotope i (en b),
• φ (P ) est le �ux neutronique au point P (en cm−2.s−1.eV −1.sr−1),
• G est le nombre de groupe en énergie,
• σir,g est la section e�cace microscopique multigroupe de la réaction r de l'isotope i et du groupe g, pondérée
par une fonction f arbitrairement choisie, soit :

σir,g =

´ Eg+1

Eg
f (E)σir (E) dE´ Eg+1

Eg
f (E) dE

.

La qualité des sections e�caces microscopiques multigroupes dépendent donc du choix de la fonction f , mais
aussi de la �nesse du maillage énergétique. Les �chiers GENDF utilisés dans ces travaux ont été produits sur un
maillage énergétique à 11514 groupes et avec une fonction de pondération uniforme (c'est-à-dire que ∀E, f (E) =
1). En pratique, avec ces �chiers GENDF, on constate que l'approximation 3.4 n'induit pas d'erreurs signi�catives
dans les études impliquant du combustible REP (l'erreur induite par cette approximation sur l'estimation de
l'évolution des concentrations isotopiques reste inférieure à leur erreur statistique), sauf pour les taux de réaction
de l'isotope 238U . En e�et, les sections e�caces neutroniques de ce noyau possèdent de nombreuses résonances
dans les domaines non-résolu et épithermique. Celles-ci sont di�cilement reproduisables à partir de sections
e�caces multigroupes à 11514 groupes, d'autant plus que les calculs e�ectués à partir des sections multigroupes
ne peuvent utiliser la représentation des sections e�caces par tables de probabilité. De ce fait, pour d'obtenir
un bon compromis entre la précision des résultats et le temps de calcul, les simulations incluant du combustible
REP calculent généralement les taux de réactions de 238U à partir des sections e�caces ponctuelles en énergie
et ceux des autres noyaux à partir des �chiers GENDF. Toutefois, pour les études n'incluant pas ce type de
combustible, l'approximation multigroupe peut aussi avoir un impact sur la concentration d'autres isotopes.
Cela ne sera pas traité ici car on verra dans la partie IV que seuls les combustibles REP seront étudiés ici.

4. De l'ordre de 25 ans par exemple
5. Par exemple, dans le premier cas test où il n'y a que 6 régions évoluantes, les taux de réaction calculés par TRIPOLI-4

représentent 2406 scores.
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3.2.2.2 Discrétisation en espace et en temps

Si toutes les grandeurs d'intérêt varient de manière continue en espace et en temps, dans les simulations les
taux de réaction et le �ux sont considérés uniformes en espace, dans chacun des milieux évoluants, et constants
en temps. Il faut donc discrétiser su�samment �nement l'espace et le temps pour ne pas avoir d'erreurs sys-
tématiques trop importantes, sans toutefois pénaliser la simulation par un temps de calcul trop important. En
e�et, le temps de calcul d'une simulation Monte Carlo dépend du nombre de scores à calculer. Or celui-ci est
proportionnel au nombre de milieux évoluants. De plus, le nombre d'appel au code Monte Carlo est quant à
lui proportionnel au nombre de pas de temps. La �nesse de la discrétisation de l'espace et du temps est donc
directement liée au temps de calcul.

De plus, la discrétisation temporelle peut être exprimée soit en temps (en s), soit en taux d'irradiation ou
taux de combustion (en MWj/t : Mégawatts jours par tonne de métal lourd initial).

3.2.3 Schémas temporels dé�nis dans les scripts d'évolution

Comme les équations de Bateman sont d'ordre 1 en temps, on utilise une approximation discrète de la
dérivée temporelle. Pour cela, des schémas temporels, un d'ordre 1 et deux d'ordre 2 6, sont implémentés dans
TRIPOLI-4 évoluant. Les �ux et les taux de réaction y sont considérés constants, mais ils sont recalculés, dans
les schémas d'ordre 2, après une première évolution. Cela permet de véri�er si la discrétisation utilisée est
su�samment �ne. Bien entendu, l'utilisateur est libre d'utiliser le schéma qu'il souhaite, et comme les scripts
implémentant ces méthodes sont modi�ables, il peut aussi dé�nir et exploiter son propre schéma.

La méthode d'Euler explicite est le premier schéma temporel disponible dans TRIPOLI-4 évoluant. Il est
utilisable à travers un script de lancement ROOT et est aujourd'hui le schéma le plus fréquemment utilisé.
Ce schéma d'ordre 1 calcule à chaque pas en temps les �ux et/ou les taux de réactions avec TRIPOLI-4 puis
transmet ces résultats à MENDEL qui e�ectue un calcul d'évolution pour obtenir la liste des concentrations
isotopiques à la �n du pas de temps. Cette méthode peut être résumée par l'algorithme 3.1.

Concernant les schémas d'ordre 2, deux méthodes sont disponibles par défaut dans TRIPOLI-4 évoluant.
Le premier, dit �du point milieu�, est basé sur l'hypothèse que les �ux et taux de réactions au milieu du pas
de temps sont plus représentatifs que ceux calculés au début du pas par la méthode d'Euler explicite. Cette
méthode découpe alors chaque pas de temps en 2 et e�ectue une première évolution jusqu'au milieu du pas. Un
nouveau calcul de transport est alors e�ectué à partir des concentrations du milieu de l'intervalle temporel, puis
les �ux et taux de réactions sont transmis au solveur d'évolution qui �nalise le calcul en utilisant les concentra-
tions isotopiques en début du pas. L'algorithme de ce schéma (Alg. 3.2) est présenté en page 42.

Le second schéma, dit �de la moyenne�, réalise la moyenne entre une évolution basée sur les �ux et taux du
début du pas en temps et une évolution calculée à partir des �ux et taux de la �n du pas en temps. La première
évolution est identique à celle e�ectuée par la méthode d'Euler explicite et la seconde se base sur les résultats du
premier calcul pour estimer les �ux et taux de réactions à la �n du pas de temps. Cette méthode peut s'écrire
selon l'algorithme 3.3, présenté en page 42.

Ces deux schémas d'ordre 2 sont plus précis que la méthode d'Euler explicite ce qui leur permet d'utiliser
une discrétisation temporelle moins �ne. Il nécessite en contre partie deux calculs de transport à chaque pas
de temps. Ils sont alors souvent utilisés pour véri�er que la discrétisation en temps du schéma d'Euler explicite
soit su�samment �ne.

Remarque :
Les algorithmes des trois schémas fournis avec TRIPOLI-4 évoluant sont présentés sur la page 42. Mais par

soucis de lisibilité, la variable d'espace a été omise. Ainsi,
{
N i
}

(t)
représente l'ensemble des concentrations

isotopiques de chacune des compositions à l'instant t, tout comme {φ, τ}(t+δt) représente l'ensemble des �ux et

6. Un schéma d'ordre n est une méthode numérique permettant la résolution d'équations di�érentielles en approximant la ou les
dérivées de l'équation par un développement de Taylor à l'ordre n. Si ce développement permet à chaque pas de temps de trouver
la solution à partir des valeurs des pas de temps précédents, alors le schéma sera dit �explicite�. Dans le cas contraire, il sera dit
�implicite�.
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Algorithme 3.1 La méthode d'Euler explicite (ordre 1).

Entrée :
{
N i
}

(t=0)
, T, δt . Etat initial, découpage temporel

procédure Euler explicite(0, T, δt)

pour t = 0 jusqu'à T faire

{φ, τ}(t) ← TRIPOLI
[{
N i
}

(t)

]
. Transport{

N i
}

(t+δt)
←MENDEL

[{
N i
}

(t)
, {φ, τ}(t) , δt

]
. Evolution

t← t+ δt
�n pour

�n procédure

Sortie : ∀t ∈ [0;T ],
{
N i
}

(t)
. Etat à chaque pas de temps

Algorithme 3.2 La méthode du point milieu (ordre 2).

Entrée :
{
N i
}

(t=0)
, T, δt

procédure Point milieu(0, T, δt)

pour t = 0 jusqu'à T faire

{φ, τ}(t) ← TRIPOLI
[{
N i
}

(t)

]
. Transport initial{

N i
}

(t+δt/2)
←MENDEL

[{
N i
}

(t)
, {φ, τ}(t) ,

δt
2

]
. Evolution sur la moitié du pas

{φ, τ}(t+δt/2) ← TRIPOLI
[{
N i
}

(t+δt/2)

]
. Nouveau transport basé sur l'évolution précédente{

N i
}

(t+δt)
←MENDEL

[{
N i
}

(t)
, {φ, τ}(t+δt/2) , δt

]
. Utilisation du transport à mi-chemin

t← t+ δt
�n pour

�n procédure

Sortie : ∀t ∈ [0;T ],
{
N i
}

(t)

Algorithme 3.3 La méthode de la moyenne (ordre 2).

Entrée :
{
N i
}

(t=0)
, T, δt

procédure Moyenne(0, T, δt)

pour t = 0 jusqu'à T faire

{φ, τ}(t) ← TRIPOLI
[{
N i
}

(t)

]
. Transport initial{

N i
}f

(t+δt)
←MENDEL

[{
N i
}

(t)
, {φ, τ}(t) , δt

]
. Première évolution

{φ, τ}(t+δt) ← TRIPOLI
[{
N i
}f

(t+δt)

]
. Nouveau transport basé sur l'évolution précédente{

N i
}b

(t+δt)
←MENDEL

[{
N i
}

(t)
, {φ, τ}(t+δt) , δt

]
. Seconde évolution{

N i
}

(t+δt)
← 1

2

({
N i
}f

(t+δt)
+
{
N i
}b

(t+δt)

)
. Moyenne des résultats d'évolution

t← t+ δt
�n pour

�n procédure

Sortie : ∀t ∈ [0;T ],
{
N i
}

(t)
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taux de réaction à l'instant t + δt sur tout l'espace des phases. Pour la même raison, l'intervalle de temps δt
semble constant d'un pas à l'autre, alors qu'il ne l'est pas car le découpage temporel n'est pas nécessairement
uniforme.

3.3 Estimation des erreurs systématiques et statistiques

3.3.1 Identi�cation et correction des erreurs systématiques

L'ensemble des hypothèses de modélisation faites jusqu'ici ne permet pas d'obtenir un résultat avec une barre
d'erreur statistique comme dans une simulation Monte Carlo classique. En e�et, comme le solveur d'évolution
utilise une méthode déterministe, il n'exploite que les valeurs moyennes des taux de réaction et ne renvoie qu'une
valeur de concentration pour chaque isotope de chaque milieu évoluant. Le solveur d'évolution ne permet donc
pas de propager les erreurs statistiques.

En revanche, ces hypothèses génèrent di�érentes erreurs systématiques dues aux discrétisations en espace,
en temps et en énergie et au nombre �ni de particules simulées. Chacune d'entre elles est à l'origine d'erreurs
systématiques qui peuvent être identi�ées :

• Le maillage spatial
Les compositions isotopiques, tout comme la quasi-totalité des scores calculés, varient continûment en
espace, mais ils sont supposés uniformes sur chacune des compositions. Il faut donc que le maillage spatial
soit su�samment �n pour que l'erreur systématique générée par cette hypothèse soit négligeable.

• Le maillage temporel
Entre chaque pas du maillage temporel, tous les scores varient continûment, mais on fait l'hypothèse que le
pas de temps est su�samment �n pour que les scores puissent y être considérés comme constants. A�n de
limiter l'erreur systématique due à cette hypothèse, des algorithmes d'ordre 2 en temps peuvent être utilisés.
Mais leurs succès sont toujours discutables puisqu'ils dérivent des schémas de calcul déterministes et que
leur utilisation dans le cadre de calcul stochastique n'a pas d'assise théorique. D'ailleurs, certains calculs
utilisant des méthodes de type point milieu ont présenté de très fortes erreurs systématiques [Dufe2009].

• Le maillage énergétique
Les taux de réaction construits à partir d'un �ux multigroupe sont biaisés à cause de l'utilisation des
sections e�caces microscopiques multigroupes

• Simulation d'un nombre de particules �ni
L'estimation des �ux et taux de réactions se fait en simulant un nombre �ni de particules. La variance des
résultats est donc non-nulle. Et comme les équations de Bateman ne sont pas linéaires, l'estimation des
concentrations isotopiques à partir des moyennes des �ux et des taux de réaction est biaisée.

Dans la limite où la �nesse des di�érents maillages est in�niment petite et le nombre de particules simulées
in�niment grand, les résultats des calculs Monte Carlo évoluant restent non-biaisés. Mais la �nitude de ces
valeurs induit en revanche des biais qui se propagent de pas en pas dont l'impact reste di�cile à mesurer. Et
bien que des études récentes ont pu aboutir à la correction du biais dû au nombre de particules �ni [Dumo2009,
Dumo2011, Brun2011, Brun2012], le traitement des autres sources d'erreurs fait toujours l'objet de travaux de
recherche.

3.3.2 Propagation des erreurs statistiques

A chaque pas de temps, le calcul de transport fournit les �ux et/ou taux de réactions avec leurs erreurs
statistiques. Comme celles-ci ne sont pas propagées lors du calcul d'évolution, la plupart des codes Monte Carlo
évoluant ne peut fournir une estimation de l'incertitude sur les di�érentes grandeurs calculées. Et si l'on peut
faire raisonnablement l'hypothèse que les concentrations isotopiques sont parfaitement connues lors de l'initia-
lisation, cela n'est plus vrai pour les pas de temps suivants. L'erreur sur ces données n'étant généralement pas
prise en compte, leurs impacts ne peuvent pas être estimés. Or cet e�et peut s'avérer être non-négligeable après
un certain nombre d'itérations [Take1999, Garc2008].

La prise en compte de ces erreurs est néanmoins possible en utilisant des méthodes perturbatives pour cal-
culer les coe�cients de sensibilités des di�érentes sources d'erreurs [Ivan1998, Take1999, Ivan2005, Tohj2006,
Shim2007, Garc2008, Hoog2008, Shim2008, Shim2011], ou en s'appuyant sur le théorème central-limite et en
découpant la simulation Monte Carlo évoluant en plusieurs simulations indépendantes [Tohj2006, Brun2012].
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Cette dernière méthode a été développée dans TRIPOLI-4 évoluant pour estimer correctement l'incertitude sur
le calcul de l'inventaire isotopique à chaque pas de temps. Nommée �brute force� ou des répliques indépendantes,
cette méthode consiste en réalité à généraliser le principe de la méthode Monte Carlo à l'ensemble du couplage
Monte Carlo évoluant. Lors de son utilisation, les di�érentes simulations indépendantes ont alors le même jeu
de données en entrée mais leurs générateurs de nombres aléatoires sont initialisés avec une graine unique. Ainsi,
toutes les grandeurs calculées, telles que la concentration de chaque isotope dans chaque composition évoluante,
sont fournies avec une erreur statistique tout au long de l'irradiation, sans approximation supplémentaire. Les
résultats obtenus sont alors de meilleure qualité car chacune des grandeurs calculées est associée à une erreur
statistique et donc à un intervalle de con�ance.

En�n, on peut remarquer que cette méthode pourrait être généralisée en fournissant à chaque simulation un
jeu de donnée unique dont les paramètres seraient échantillonnés selon leur incertitude, pour mesurer l'e�et de
toutes les hypothèses de calcul. Cela permettrait par exemple de tenir compte de l'incertitude sur les données
nucléaires [Roch2011].
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Chapitre 4
Accélération des calculs en évolution avec

l'échantillonnage corrélé

4.1 Présentation de l'algorithme

L'apparition des codes Monte Carlo évoluant a permis d'introduire tous les avantages de la méthode Monte
Carlo dans les calculs en évolution (peu d'hypothèses de modélisation, traitement des géométries complexes, ...),
mais aussi son principal inconvénient : le temps de calcul. En e�et, la principale contrainte de ces codes réside
dans l'utilisation répétée du code Monte Carlo (à chaque phase de transport) qui engendre un coût considérable
en terme d'utilisation des ressources informatiques.

Pour ne pas freiner l'utilisation de ce type de codes, on propose dans ces travaux de mettre en ÷uvre une
alternative originale qui consiste à considérer que les transports successifs n'induisent que des perturbations
sur les concentrations. Il serait donc possible d'utiliser une technique perturbative, telle que l'échantillonnage
corrélé, pour remplacer toutes les séquences de transport (coûteuses en temps) au prix de la sauvegarde des
traces du premier et unique transport Monte Carlo. Ceci engendre quelques contraintes sur l'utilisation du code
Monte Carlo évoluant, mais permet d'améliorer sensiblement le temps de calcul. Par exemple, les références
[Mori2002, Mori2003] montrent que l'utilisation d'une technique de réduction de variance (appelée �pseudo-
scatering�) associée à l'échantillonnage corrélé permet, dans certains cas, de diminuer jusqu'à un facteur 100
le temps de calcul du keff d'un assemblage combustible durant quelques dizaines de GWj/t 1. On peut donc
espérer améliorer la �gure de mérite d'une simulation Monte Carlo évoluant en la construisant intégralement à
partir d'un unique transport Monte Carlo pertubé avec une méthode telle que l'échantillonnage corrélé.

La suite de ce chapitre présente les détails de la mise en ÷uvre et les contraintes de cette technique dans
TRIPOLI-4 évoluant.

4.2 Couplage avec la plateforme d'évolution de TRIPOLI-4

4.2.1 Introduction d'une méthode perturbative dans les schémas d'évolution

Comme cela a été expliqué au début de ce chapitre, on souhaite remplacer les di�érents calculs de transport
par des perturbations en concentration de la première et unique simulation Monte Carlo. Mais comme les para-
mètres des perturbations dépendent des concentrations isotopiques (qui ne peuvent être connus au moment de
la simulation 2), il faut sauvegarder les données de la première simulation et les exploiter dans la suite de l'évo-
lution. Pour cela, TRIPOLI-4 est doté d'un module lui permettant d'enregistrer les traces au format ROOT 3,
format dans lequel les scripts d'évolution sont eux aussi développés. Il semble donc intéressant d'exploiter ce
format d'externalisation des traces pour faciliter l'implémentation de cette nouvelle méthode au sein des scripts

1. Il n'y a pas de considérations sur la �gure de mérite dans ces références.
2. Car ce sont les grandeurs que l'on cherche à estimer !
3. Les détails de cette �externalisation� seront exposés à la �n de ce chapitre.
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d'évolution. De plus, cette nouvelle méthode de perturbation des calculs en évolution est indépendante du
schéma temporel utilisé car, dans tous les schémas, elle consiste à remplacer l'ensemble des phases de transport
par une perturbation en concentration du jeu de traces initial. Nous nous concentrerons donc uniquement sur
l'intégration de cette méthode au sein du schéma �Euler explicite�, dont l'algorithme est donné par l'Alg. 4.1.

4.2.2 Sélection de la méthode perturbative

Il reste à présent à dé�nir la technique perturbative à utiliser. Pour ne pas introduire d'approximations
supplémentaires dans les calculs perturbés, on a choisi d'implémenter la méthode des échantillons corrélés au
sein de ce schéma innovant. Cette méthode a l'avantage de fournir un résultat correct (au sens où les résultats
sont non biaisés, c'est-à-dire toujours vrais en moyenne), mais en contrepartie elle possède une contrainte sur
son utilisation. Il faut que tous les évènements observables dans la situation perturbée aient lieu lors de la si-
mulation initiale (voir Chap. 2). Cela signi�e qu'au cours d'une évolution, on ne peut pas modi�er la géométrie
du système entre deux pas en temps perturbés, ni introduire de nouveaux isotopes. Si dans beaucoup d'études
la première condition est véri�ée (la géométrie n'est pas modi�ée), c'est la seconde condition qui peut s'avérer
problématique. En e�et, durant la première phase de l'évolution des produits de �ssions et de désintégration
apparaissent. Ainsi, l'enregistrement des traces de la simulation au premier pas de temps ne permet pas de cal-
culer par échantillonnage corrélé les grandeurs d'intérêt aux pas de temps suivants (car des biais apparaîtraient
dans le calcul). La principale restriction de cette méthode est donc l'impossibilité de démarrer les perturbations
tant que, d'un pas perturbé à un autre, des éléments sont produits.

Par conséquent, on est amené à modi�er l'algorithme du schéma perturbé pour tenir compte de ces contraintes.
L'utilisateur de ce schéma doit alors indiquer, en plus du découpage temporel, à quel moment le schéma per-
turbé doit démarrer, c'est-à-dire à quel moment l'ensemble des isotopes de la chaîne d'évolution est apparu dans
l'ensemble des milieux évoluant. De plus, comme nous le verrons dans les chapitres dévolus aux études (Part.
IV), l'introduction de l'échantillonnage corrélé induit une augmentation de la variance des résultats au fur et à
mesure de l'évolution. Cela est dû à la non-représentativité des traces enregistrées lorsque les perturbations sont
trop fortes. On introduit alors dans le schéma perturbé la possibilité de regénérer des traces à intervalles régu-
liers pour limiter la dégradation de la variance. Au �nal, on exécute un schéma temporel perturbé en indiquant
deux paramètres supplémentaires (que l'on cherchera à optimiser dans la partie IV)

1. Ti le temps (ou le taux d'irradiation) à partir duquel les phases de transport seront remplacées par la
perturbation d'un jeu de traces

2. ∆Tp l'intervalle de temps (ou de taux d'irradiation) durant lequel un jeu de traces peut être utilisé

La donnée de ces deux paramètres permet d'implémenter un algorithme générique introduisant la méthode
des échantillons corrélés au sein d'un schéma temporel quelconque. Dans cet algorithme, schématisé par l'Alg.
4.2, le calcul est initialisé en utilisant un schéma non-perturbé jusqu'au temps Ti. A l'issue de cette première
phase, tous les isotopes de la chaîne d'évolution sont apparus dans les di�érents milieux évoluant. Un transport
TRIPOLI-4 génère alors un jeu de traces qui sera perturbé pendant l'intervalle de temps ∆Tp pour remplacer
les di�érents transports Monte Carlo de cet intervalle. A la �n de ce dernier, c'est-à-dire au temps Ti + ∆Tp, un
nouveau jeu de traces est produit par TRIPOLI-4 et sera perturbé pendant le même intervalle de temps ∆Tp.
On recommence ainsi jusqu'à la �n de l'évolution 4.

Les gains obtenus par ce schéma perturbé dépendent des paramètres d'entrée dé�nis par l'utilisateur (Ti et
∆Tp). Plusieurs études seront présentées dans la partie IV a�n d'optimiser la valeur de ces paramètres pour
obtenir un gain maximum.

Remarque :
De même que pour l'intervalle de temps δt séparant deux pas du maillage temporelle, l'intervalle ∆Tp n'est

pas nécessairement constant durant l'évolution. L'utilisateur est libre de le faire évoluer entre deux phases d'uti-
lisation des perturbations, mais cela n'est pas indiqué sur l'Alg. 4.2 par soucis de lisibilité.

4. Bien sûr, si la �n de l'évolution est atteinte avant la �n d'un intervalle ∆Tp sur lequel on perturbe un jeu de traces, le calcul
est stoppé. Le schéma perturbé n'est pas employé au delà de la durée de l'évolution indiquée par l'utilisateur. Cela n'est pas indiqué
sur l'Alg. 4.2 par soucis de lisibilité, mais est bien respecté en pratique.
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Algorithme 4.1 Remplacement des séquences successives de transports par des perturbations en
concentration du jeu de traces initial.

Entrée :
{
N i
}

(t=0)
, T, δt{

γ(t=0)

}
← TRIPOLI

[{
N i
}

(t=0)

]
. Création des traces

procédure Euler explicite perturbé(0, T, δt,
{
γ(t=0)

}
)

pour t = 0 jusqu'à T faire

{φ, τ}(t) ← PERTURBATION
[{
γ(t=0)

}
,
{
N i
}

(t)

]
. Remplacement du transport{

N i
}

(t+δt)
←MENDEL

[{
N i
}

(t)
, {φ, τ}(t) , δt

]
t← t+ δt

�n pour

�n procédure

Sortie : ∀t ∈ [0;T ],
{
N i
}

(t)

Algorithme 4.2 Prise en compte de l'apparition des isotopes et de la dégradation des erreurs
statistiques dans le remplacement des phases de transport par des perturbations.

Entrée :
{
N i
}

(t=0)
, T, δt, Ti < T, ∆Tp

t← 0

procédure <Schéma temporel>(0, Ti, δt) . Initialisation sans perturbation
�n procédure

t← Ti . Début de l'évolution perturbée

tant que t < T faire{
γ(t)

}
← TRIPOLI

[{
N i
}

(t)

]
. Création de traces tous les ∆Tp

procédure <Schéma perturbé>(t, t+ ∆Tp, δt,
{
γ(t)

}
)

�n procédure

t← t+ ∆Tp

�n tant que

Sortie : ∀t ∈ [0;T ],
{
N i
}

(t)
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Avant de présenter plus en détail l'implémentation de ce nouveau schéma, on peut remarquer que la contrainte
de l'échantillonnage corrélé peut s'avérer être extrêmement forte dans certaines études. En e�et, si au cours de
l'évolution des isotopes apparaissent à chaque pas en temps, l'utilisateur ne peut jamais démarrer les perturba-
tions. Il faut alors envisager d'utiliser autrement la méthode des échantillons corrélés. Mais avant de résoudre
ce problème, il vaut mieux d'abord maîtriser l'impact de cette méthode de perturbation dans les calculs en
évolution. Cela permettra de trouver une solution à cette contrainte qui soit adaptée à la méthode des échan-
tillons corrélés. Dans la suite de ces travaux, on considèrera donc que l'ensemble des isotopes apparaît au début
de l'évolution ou que le schéma perturbé est applicable sur une large durée de l'évolution. Une fois que les
premières études auront été analysées, on cherchera à mettre en place une alternative permettant d'utiliser
l'échantillonnage corrélé même lorsque des isotopes apparaissent (voir Part. IV, Chap. 8).

4.3 Développement d'une librairie de post-traitement : TRIPOLI-4
ROOT-Tools

4.3.1 Présentation du projet

A mon arrivée en thèse, un outil de post-traitement des données générées par TRIPOLI-4 avait déjà été
développé (sous ROOT) suite à l'externalisation des traces au format ROOT de TRIPOLI-4. Cet outil avait pour
objectif principal de post-traiter les di�érents résultats obtenus avec TRIPOLI-4 pour accroître les possibilités
d'études des utilisateurs en simpli�ant la manipulation d'outils poussés d'analyse et de visualisation des résultats.
Ce projet, appelé TRIPOLI-4-ROOT-Tools, constituait donc une base idéale pour développer tous les outils
nécessaires à l'implémentation du schéma perturbatif dans les scripts d'évolution. Néanmoins, une refonte totale
du code source était requise pour o�rir l'ensemble des fonctionnalités et des performances su�santes aux calculs
en évolution. Le contenu des traces a lui aussi était enrichi et désormais, pour chaque évènement simulé, le
�chier de trace stocke les informations suivantes :

1. Le type de l'évènement (naissance, collision, franchissement d'interface, ..)

2. Le lieu de l'évènement l'espace des phases (c'est-à-dire les coordonnées spatio-temporelles et l'énergie de
l'évènement)

3. Les poids avant et après collision (si l'évènement est une collision)

4. Le noyau choqué (si l'évènement est une collision)

5. Les noms et indices des volumes et compositions où se trouve l'évènement

De plus, les évènements d'une même particule sont regroupés et associés aux numéros de la particule et du
cycle dans lequel elle a été simulée. Et lorsqu'une particule est issue d'une autre (par �ssion ou par splitting par
exemple), le numéro de la particule �mère� est associée à celui de la ��lle�. En�n, pour normaliser correctement
les scores, quelques informations relatives aux paramètres de simulation (nombre de cycles, nombre de particules
par cycles, ...) sont aussi intégrées au �chier de traces.

4.3.2 Architecture du projet

La partie principale du projet ROOT-Tools regroupe un ensemble de librairies qui ont été compilées pour
fonctionner avec ROOT. En réalité, ROOT est plus qu'un framework puisqu'il est interfacé avec l'interpréteur
C++ CINT pour que chacune de ses composantes puisse être utilisée dans des scripts exécutés par CINT. Ces
di�érents composants (près d'une centaine) sont compilés dans des librairies partagées que CINT charge au gré
des besoins de l'utilisateur. Les composants de ROOT-Tools ont été développés de la même façon pour être
disponibles facilement dans des scripts ROOT, et donc dans ceux de l'évolution.

La partie principale du projet a donc été séparée en 6 librairies dont je vais présenter les fonctionnalités
majeures.

libCoreTools
A l'instar de la librairie libCore de ROOT, libCoreTools contient tous les éléments de base utilisés par les

autres librairies. Elle permet ainsi de faciliter leur développement en proposant des outils pour la gestion de la
mémoire, le traitements des erreurs, l'analyse d'arguments, ...
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libTracks
C'est le c÷ur du projet ROOT-Tools puisque cette partie est dédiée à la lecture, l'enregistrement et le

traitement des traces. On y trouve, bien entendu, la structure des traces telle qu'elle est dé�nie dans TRIPOLI-
4, mais aussi deux classes majeures utilisées respectivement pour la lecture et l'enregistrement des traces.
Celles-ci sont paramétrables par des �ltres 5 et peuvent gérer la mémoire en transférant les données entre la
mémoire vive et le disque dur.

libNuclearData
Comme certaines fonctionnalités nécessitent un accès aux données nucléaires (calculs de taux de réactions,

perturbation par échantillonnage corrélé, ...) et que ces données peuvent être volumineuses, une librairie leur
est consacrée. Celle-ci a pour but de lire et de calculer de façon optimale les sections e�caces. Pour l'instant,
seul certains �chiers au format ACE peuvent être lus, mais une interface générique a été développée pour que
chaque utilisateur puisse manipuler ses propres données nucléaires au sein de ROOT-Tools. Cela nous a été utile
pour exploiter les données nucléaires de TRIPOLI-4 au sein du ROOT-Tools durant les calculs en évolution.

libGeomTracks
Cette librairie permet de stocker toutes les informations liées à la géométrie (liste des noms et rangs de chaque

volumes et de chaque composition, liste des isotopes présents dans chaque composition, ...).

libPostTreat
Cette librairie est l'une des parties fondamentales du projet ROOT-Tools puisqu'elle est dédiée au calcul

des grandeurs physiques (�ux, taux de réactions, calcul de dose, ...). On y trouve les classes d'estimateur du
�ux (collision, trace), de réponses neutroniques (�ux, taux de réactions microscopique et macroscopique, ...),
de perturbation (échantillons corrélés), de découpage (énergétique, temporel), ... . Ces classes ont pour but
de calculer les mêmes scores que ceux dé�nis dans TRIPOLI-4 6 à partir des traces au format ROOT ou des
�chiers de sortie XML. Ces scores peuvent être sauvegardés dans des TTree 7 et être analysés pour obtenir plus
d'information sur la statistique des scores (facteur d'auto-corrélation, variance de la variance, �t de Pareto, ...).

libSimulation
En�n, comme il peut arriver que l'on ait besoin de valider un modèle théorique (comme celui de la partie III),

une dernière librairie a été développée. Elle permet d'e�ectuer un transport simpli�é et de générer des traces
pour di�érents opérateurs de transport et de collision.

Pour que toutes ces fonctionnalités soient facilement accessibles, une documentation (quasi-complète) des
sources peut être générée avec le logiciel doxygen. Cette aide résume l'utilité et le fonctionnement des di�érentes
classes disponibles et propose quelques exemples pour les plus utilisées d'entre-elles. En�n, pour les utilisateurs
qui ne développent pas du tout en C++, une interface graphique leur est proposée. Développée elle aussi à
partir des bibliothèques ROOT, elle permet notamment de visualiser le mouvement des particules au sein de la
géométrie et d'automatiser l'analyse et la visualisation des scores.

5. Par exemple pour lire ou écrire uniquement les traces passant par certains volumes de la géométrie
6. Tous les scores ne sont pas encore disponibles
7. C'est la principale structure de stockage et d'analyse des données dans ROOT, qui est aussi utilisée par TRIPOLI-4 évoluant
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Chapitre 5
Présentation du modèle théorique

5.1 Enjeux

A�n de bien comprendre le fonctionnement de l'échantillonnage corrélé appliqué aux perturbations sur les
concentrations, nous nous proposons d'étudier cette méthode de manière théorique sur le cas simple de la per-
turbation en concentration d'un milieu in�ni homogène. Le but est d'appréhender théoriquement ses possibilités
et ses limites, c'est-à-dire d'avoir de premiers éléments quantitatifs sur les plages possibles de perturbation en
concentration sur lesquelles la variance n'est pas trop dégradée. On verra que si l'échantillonnage corrélé ne
présente pas de biais, il peut aussi s'avérer plus précis que la simulation Monte Carlo elle-même, dans le cas
de faibles perturbations (voir Chap. 2). Pour des perturbations importantes, la simulation du problème initial
re�ète peu le comportement des particules dans le système perturbé, ce qui se traduira par une augmentation
de la variance des scores perturbés et limitera nécessairement l'amplitude des perturbations accessibles. Comme
le calcul théorique de cette contrainte n'est pas possible en général, on chercha à établir les formules pour la
moyenne est la variance d'un score dans le cas simpli�é présenté ci-dessous a�n d'estimer un ordre de grandeur
de l'amplitude �acceptable� des perturbations. Ces résultats serviront de base théorique à laquelle se référer
pour comprendre et résoudre les éventuels problèmes que l'on rencontrera dans des cas réalistes.

5.2 Description du système et hypothèses de calcul

Soit un volume in�ni, homogène et isotrope noté MN . Il est constitué de N isotopes (N ∈ N∗) que l'on
numérote de 1 à N . A�n de simpli�er les calculs, on se limitera à une étude mono-cinétique du problème et
on ne considèrera que deux interactions : la di�usion élastique et la capture radiative. Ainsi, notre système est
caractérisé par les concentrations et les sections e�caces de di�usion et d'absorption de chacun des isotopes.
Concernant l'implémentation algorithmique de ce modèle, les di�érentes librairies du ROOT-Tools ont été
utilisées pour la fabrication des données nucléaires �ctives, la propagation des neutrons et le calcul des scores
(ces derniers seront présentés à la �n de ce chapitre).

5.3 Réponse, estimateur et résolution théorique

Toujours dans le but de simpli�er nos calculs, on cherchera à estimer le �ux total produit par un neutron 1

à l'aide de l'estimateur collision. On notera RN la réponse obtenue et σ2
N sa variance.

Le choix de cet estimateur permet de ne pas tenir compte des directions de propagations, ni des lieux de
collision, ce qui allège la résolution théorique. Comme notre système est composé d'un volume in�ni, aucune
traversée d'interface ni aucune fuite ou condition limite ne sera prise en compte et l'ensemble des traces neutro-
niques sera encaissé. Les seules grandeurs associées aux traces neutroniques nécessaires à la résolution théorique
de notre problème sont les distances parcourues entre chaque collision, la liste des isotopes rencontrés et le poids
des neutrons avant chaque collision.

1. On ne tiendra pas compte d'une éventuelle variation de la source.
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5.4 Notations

On adopte dans cette partie les notations suivantes pour le milieu MN et on ajoute un astérisque aux
grandeurs du système perturbé (M∗N , N∗i , Σi∗r , . . .)

• N i la concentration initiale de l'isotope i,
• ηi le rapport des concentrations perturbée et initiale de l'isotope i (ηi ≡ N i∗/N i),
• Σir et σir les sections e�caces macroscopique et microscopique de l'interaction 2 r sur l'isotope i (Σir =
N iσir),

• Σr la section e�cace macroscopique de l'interaction r du milieu (Σr =
∑N
i=1 Σir),

• α le rapport des sections e�caces macroscopiques totales du milieux perturbé et du milieu initial (α ≡
Σ∗t /Σt),

• qi la probabilité d'interaction avec l'isotope i (qi ≡ Σit/Σt),
• pi la probabilité de survie à une interaction avec l'isotope i (pi ≡ σis/σit = 1− σia/σit avec pi ∈ [0; 1[),
• p la probabilité de survie à une interaction dans le milieu (p =

∑N
i=1 qipi, avec p ∈ [0; 1[),

• ωkN le poids du neutron à sa kème collision dans le milieuMN ,
• κkN la correction de poids due à la méthode des échantillons corrélés à la kème collision d'un neutron dans
le milieuMN (ωk, csN = κkNω

k
N ),

• RN la réponse moyenne recherchée (c'est-à-dire le �ux total créé par un neutron),
• σN l'écart type de la réponse.

Remarque :
L'erreur statistique obtenue par la simulation de Nγ particules vaut σN/

√
Nγ .

2. r = s pour la di�usion, r = a pour l'absorption et r = t pour l'interaction totale.
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Chapitre 6
Modèle à 1 isotope

6.1 Positionnement du problème

Nous commencerons par étudier le cas N = 1 isotope, ce qui permettra d'appréhender les caractéristiques
du problème dans le cas le plus simple possible. Cela fournira également une base pour la compréhension des
résultats à N > 1 isotopes. Ce cas a déjà était abordé (en totalité ou en partie) dans la littérature [Dejo1982,
Rief1984], mais en tant que perturbation de la densité d'un milieu à plusieurs isotopes. En e�et, on montre (voir
l'Annexe B) que, dans ce modèle, on peut considérer que la perturbation de la densité d'un matériau multi-
isotopique est équivalente à la perturbation de la concentration d'un unique isotope ayant les caractéristiques
moyennes du milieu, c'est-à-dire dont la concentration et les sections e�caces macroscopiques partielles sont
respectivement égales à la somme des concentrations et des sections e�caces macroscopiques partielles de chaque
isotope. C'est pour cette raison que les résultats obtenus dans ce chapitre dépendront de la variable α dé�nie
précédemment. Dans notre cas, α correspond au rapport des concentrations perturbée et initiale de notre unique
isotope, tandis que dans le cas où l'on considère une perturbation en densité d'un milieu multi-isotopique, cette
variable est égale au rapport des densités. On aura donc une formulation de nos résultats compatible à celle de
la littérature, tout en gardant des expressions proches de celles établies au prochain chapitre, où l'on traitera
des perturbations en concentrations de N isotopes.

6.2 Calcul théorique du score moyen et de sa variance

Soit une trace γ̂m = {z0, z1, . . . , zm} décrivant le mouvement d'un neutron ayant parcouru en m collisions
(m ∈ N∗) la distance cumulée :

γm =

m−1∑
k=0

‖xk+1 − xk‖ =

m−1∑
k=0

lk.

La probabilité que le neutron ait e�ectué ces m collisions selon la distance cumulée γm est :

p (γ̂m) = (Σt)
m
e−Σtγm︸ ︷︷ ︸ pm−1 (1− p)︸ ︷︷ ︸

probabilité de probabilité de
parcourir γm faire exactement
en m chocs m chocs

C'est aussi la probabilité �d'observer� la trace γ̂m car nos observations ne dépendent ni de l'énergie, ni de la
direction de propagation, ni des lieux de collision. La contribution au score de cette trace vaut :

R1 (γ̂m) =

m∑
k=1

ωk1 (γ̂m)

Σt (zk)
=

1

Σt

m∑
k=1

ωk1 ,
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60 CHAPITRE 6. Modèle à 1 isotope

ce qui permet de calculer le score moyen produit par un neutron :

R1 =
∑

R1 (γ̂m) p (γ̂m)

=

∞∑
m=1

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
k=1

ωk1

)
(Σt)

m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p) ,

ainsi que le moment d'ordre 2 :

R2
1 =

∑
R2

1 (γ̂m) p (γ̂m)

=

∞∑
m=1

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
k=1

ωk1

)2

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p) ,

et donc la variance :
σ2

1 = R2
1 −R

2

1. (6.1)

Remarque :
Pour simpli�er les calculs, on décompose R1 et R2

1 en série :

R1 =

∞∑
m=1

Rm1,

R2
1 =

∞∑
m=1

R2
m1,

avec  Rm1 =
´
Rm+

(
1

Σt

∑m
k=1 ω

k
1

)
(Σt)

m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)

R2
m1 =

´
Rm+

(
1

Σt

∑m
k=1 ω

k
1

)2

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)
.

Cela permet de discuter de l'existence des intégrales Rm1 et R2
m1 avant d'analyser la convergence des séries de

terme général Rm1 et R2
m1.

6.2.1 Résolution du problème initial

On considère que la simulation initiale, ou non-perturbée, est e�ectuée sans technique de réduction de
variance. Les poids des neutrons sont donc tous égaux à 1 et la contribution au score d'une trace γ̂m vaut :

R1 (γ̂m) =
1

Σt

m∑
k=1

ωk1 =
m

Σt
.

On peut alors facilement calculer le score moyen (voir le détail des calculs en Annexe B) :

R1 =
1

Σa
. (6.2)

De même, on montre que la variance de ce score est égale à :

σ2
1 = pR

2

1. (6.3)

Remarque :

• Cette variance (Eq. 6.1 et 6.3) est celle du processus physique, et non celle du score issu de la simulation
Monte Carlo. Cette dernière vaut σ2

1/Nγ , où Nγ est le nombre de particules simulées.
• On ne trouve aucune condition d'existence ou de convergence dans le calcul de la variance σ2

1 .
• Le calcul du score moyen était prévisible. En e�et, en faisant un bilan neutronique sur le volume, on peut
écrire que les sources (c'est-à-dire 1 neutron) sont égales aux pertes par absorption (c'est-à-dire au taux
de réaction par absorption Σaφ, soit ΣaR1). Ce bilan permet de retrouver l'équation 6.2, ce qui la valide.
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CHAPITRE 6. Modèle à 1 isotope 61

6.2.2 Résolution du problème perturbé

On considère maintenant une variation de la concentration de notre isotope, mais sans modi�cation de la
source initiale. Pour toute trace γ̂m, on a alors :

∀k ∈ N, ωk,cs1 ≡ κk1ωk1 = κk1 .

D'après l'équation 2.4, comme il n'y a aucune interface dans la géométrie du problème, les corrections apportées
par l'échantillonnage corrélé valent :

κk1 (γ) =
S1 (z0)

S0 (z0)

collisions∏
06n6k

{
X
iso(n)∗
t (zn+1)

X
iso(n)
t (zn+1)

e−(Σ∗t (zn+1)−Σt(zn+1))‖xn+1−xn‖

}
.

Or, on ne considère aucune perturbation de la source

∀z0 ∈ ε,
S1 (z0)

S0 (z0)
= 1,

et le transport est mono-cinétique
∀zn ∈ ε, Σt (zn+1) = Σt,

les corrections de poids peuvent donc s'écrire plus simplement

∀k ∈ N, κk1 =

collisions∏
06n6k

{
X
iso(n)∗
t

X
iso(n)
t

}
e−(Σ∗t−Σt)

∑k−1
n=0 ln ,

ou encore
∀k ∈ N, κk1 = αke−(Σ∗t−Σt)γk , (6.4)

car comme il n'y a qu'un seul isotope, les quantités Σ∗t /Σt et N
1∗/N1 valent toutes les deux α. Dans tous les

cas, on a donc
X
iso(n)∗
t

X
iso(n)
t

= α.

On montre (voir le détail des calculs en Annexe B) que le score moyen et sa variance valent :

R
cs

1 =
1

Σ∗a
= R

∗
1, (6.5)

σcs 2
1 =


[
ε(1−p2)

1−pε − 1

]
R
∗ 2

1 pour α ∈ D1

+∞ pour α /∈ D1

, (6.6)

avec 1

ε ≡ α2

2α− 1
=

N1∗2

N1 (2N1∗ −N1)
.

On retrouve bien l'un des résultats annoncés au chapitre 2, le score perturbé converge vers le bon résultat quelle
que soit l'amplitude de la perturbation. Mais la distribution du score perturbé est trop �plate� lorsque l'on
perturbe trop le système, c'est-à-dire lorsque α 6 1

2 ou pε > 1. La variance du processus perturbé est alors
in�nie. Pour cette raison, on dé�nit un domaine, appelé �domaine de validité de la méthode des échantillons
corrélés� et noté D1, dans lequel la variance reste �nie et où l'on peut donc appliquer le théorème central-limite.

1. ε n'a aucune signi�cation physique. Il s'agit seulement d'une notation introduite par l'auteur de la référence [Dejo1982] pour
simpli�er l'expression des résultats perturbés.
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62 CHAPITRE 6. Modèle à 1 isotope

6.2.3 Domaine de validité

On a montré que l'on pouvait dé�nir un domaine pour α sur lequel la variance du score reste �nie, c'est-à-dire
un domaine qui correspond à une perturbation �acceptable� de la concentration de l'isotope 1. Ce domaine est
issu de conditions d'existence de R2

m

cs

1 et de convergence de
∑
R2
m

cs

1 (voir l'Annexe B) :{
α > 1

2
pε < 1

, (6.7)

est noté D1 et est appelé domaine de validité. On montre aussi qu'il peut s'écrire en fonction des caractéristiques
du milieu initial sans dépendre de l'amplitude de la perturbation :

D1 =

{]
1
2 ; +∞

[
pour p = 0]

1−
√

1−p
p ; 1+

√
1−p
p

[
pour p 6= 0

(6.8)

Ce domaine se traduit par une forte contrainte sur l'utilisation de la méthode des échantillons corrélés : lorsque
la perturbation est trop importante, la variance diverge. Les résultats fournis par la méthode des échantillons
corrélés ne seront donc plus sommables en dehors de D1, ce qui empêche l'application du théorème central-
limite. Ce domaine de validité est représenté sur la �gure 6.1 (en bleu) en fonction de α, le rapport des sections
e�caces totales (qui vaut ici η1 car il n'y a qu'un seul isotope), sur l'intervalle [0; 5] et de p, la probabilité de
non-absorption du milieu, sur l'intervalle [0; 1[.

On constate sur cette �gure que pour α = 1 (et ce quelle que soit la valeur de p) on se trouve toujours dans
le domaine de validité. On retrouve ici l'un des résultats de la section 6.2.1, à savoir que la variance du problème
non-perturbé est toujours bornée. Par contre, pour le problème perturbé, on observe une forte dissymétrie en
fonction des caractéristiques du milieu et du sens de la perturbation.

Tout d'abord, lorsque le milieu est plus di�usant qu'absorbant, c'est-à-dire lorsque p est proche de 1, le
domaine de validité est plus restreint que dans le cas contraire. Plus p augmente et plus les deux bornes de ce
domaine se rapprochent de l'état initial α = 1. L'intervalle vaut

]
1
2 ; +∞

[
pour p = 0 et tend vers l'ensemble

vide lorsque p tend vers 1. Le domaine de perturbation �acceptable� de la concentration de l'isotope est donc
plus large lorsque celui-ci est plus absorbant que di�usant.

De plus, lorsque l'on augmente la concentration de l'isotope 1, la variance reste bornée sur un large domaine.
Dans le cas contraire, la variance devient rapidement in�nie. Par exemple, pour p proche de 0, α = 5 se trouve
au sein du domaine D1 tandis que α = 1

2 ne l'est pas. On peut donc perturber la concentration de l'isotope en la
multipliant par 5 tout en restant dans D1, mais si elle est divisée par 2 la perturbation n'appartient plus à D1.
Le domaine de perturbation acceptable est donc plus important lorsqu'il s'agit d'augmenter la concentration
de l'isotope plutôt que lorsqu'il s'agit de la diminuer. En particulier, quelle que soit la valeur de p, on ne peut
jamais diviser la concentration de l'isotope par 2 sans sortir du domaine D1.

Mais avant de discuter plus en détail du domaine de validité, on analyse dans la section suivante les résultats
de simulations et on les compare aux valeurs théoriques. Cela permettra de valider le modèle théorique et de
mieux comprendre le comportement de l'échantillonnage corrélé lors d'une simulation, et plus particulièrement en
fonction du nombre de particules simulées (vis à vis des valeurs asymptotiques que sont les résultats théoriques).

6.3 Simulations et validation

Le premier objectif de cette section est de comparer le �ux simulé avec l'estimateur collision, ainsi que sa
variance, aux formules théoriques a�n d'analyser le comportement des résultats de simulations lorsque ceux-ci
ne coïncident pas avec les valeurs théoriques. Pour cela, on a simulé la propagation de 100 cycles de 100 neutrons
dans un milieu constitué d'un seul isotope, dont on a perturbé la concentration. Mais comme chaque simulation
ne donne qu'une seule estimation de la variance, on a reproduit n fois cette expérience pour estimer l'erreur
(statistique) faite sur cette estimation. En�n, on a fait varier n entre 102 et 104 a�n d'analyser le comportement
de l'erreur statistique perturbé σcs1 au bord et en dehors du domaine de validité D1 en fonction du nombre de
particules simulées.
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CHAPITRE 6. Modèle à 1 isotope 63

Figure 6.1 : Représentation du domaine de validité D1. Le domaine D1 (en bleu) est illustré en
fonction du rapport des sections e�caces α et de la probabilité de non-absorption p du milieu. Toutes les
valeurs correspondant à α = 1, c'est-à-dire aux simulations sans perturbation, sont a�chées en pointillés.

6.3.1 Résultats de simulations et validation

Ces calculs ont été réalisés pour une grande variété d'isotopes, c'est-à-dire pour di�érentes valeurs de p (de
0, 01 à 0, 99 par pas de 0, 01), et sur un large intervalle en perturbation, c'est-à-dire pour di�érentes valeurs de
α (de 0, 1 à 4 par pas de 0, 05).

Avant d'analyser le comportement des résultats, on souhaite d'abord les comparer à notre modèle théorique.
Pour cela, on a a�ché sur la �gure 6.2 l'écart mesuré entre les résultats théoriques et ceux des simulations (pour
n = 102) en fonction de α et de p, selon les formules suivantes :

∆ (R) =

∣∣∣∣∣R
cs

1,th −R
cs

1,simu

R
cs

1,th

∣∣∣∣∣× 100, (6.9)

∆
( σ
R

)
=

∣∣∣∣∣σcs1,th/R
cs

1,th − σcs1,simu/R
cs

1,simu

σcs1,th/R
cs

1,th

∣∣∣∣∣× 100, (6.10)

où

• R
cs

1,th est la moyenne théorique (Eq. 6.5),
• σcs1,th est l'erreur statistique théorique (Eq. 6.6),

• R
cs

1,simu est la moyenne obtenue par les n simulations de 100 cycles de 100 neutrons,
• σcs1,simu est l'erreur statistique obtenue par n simulations de 100 cycles de 100 neutrons.

Globalement, on peut constater une bonne adéquation entre la formule théorique et les résultats de simu-
lations pour la moyenne du �ux (Fig. 6.2a), excepté pour les faibles valeurs de α en dehors du domaine de
validité D1. Théoriquement, la moyenne du score perturbé devrait être juste quelle que soit l'amplitude des
perturbations, mais en pratique on constate que celle-ci ne l'est plus lorsqu'on s'éloigne trop du domaine de
validité. Cela peut s'expliquer en comprenant que la simulation Monte Carlo ne donne qu'une estimation de la
moyenne entachée par une barre d'erreur variant comme σcs1 /

√
Nγ . Donc quand l'estimation de σcs1 elle-même

diverge, on trouve un écart sur la moyenne entre valeur théorique et simulée.

Concernant l'écart type relatif (Fig. 6.2b), on constate que les résultats de simulations sont corrects lorsque
l'amplitude de la perturbation reste inférieure à quelques dizaines de pourcents. Dans le cas contraire, plus
les perturbations sont importantes et plus les résultats de simulations s'éloignent du modèle théorique, surtout
pour les valeurs de α supérieures à 1. De même que pour la moyenne, un raisonnement sur les moments d'ordre
supérieurs (variance de la variance) pourrait expliquer les écarts dans le cas de la variance.
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64 CHAPITRE 6. Modèle à 1 isotope

(a) Écart entre le �ux théorique moyen et celui issu
des simulations (Eq. 6.9) en fonction de α et de p. La
limite du domaine D1 (en noir) y est superposée.

(b) Écart entre l'erreur statistique relative théorique
et celle issue des simulations (Eq. 6.10) en fonction de
α et de p sur le domaine de validité D1

Figure 6.2 : Écart (en %) entre la théorie et les simulations. L'écart est mesuré pour l'estimation
de la moyenne (Fig. 6.2a) et de l'erreur statistique relative (Fig. 6.2b). Ces données ont été réalisées avec
Σ1
t = 1.

Ce comportement est encore plus visible sur la �gure 6.3, où l'on a a�ché, en fonction de α, les résultats des
simulations de deux isotopes, l'un di�usant (p = 0, 8, Fig. 6.3a et 6.3b), l'autre absorbant (p = 0, 4, Fig. 6.3c et
6.3d), pour n = 102 (en bleu) et n = 104 (en rouge). Le domaine de validité D1 (en vert) et son conjugué D1 (en
orange) y sont indiqués sur l'axe des abscisses. On constate clairement que la moyenne et son erreur statistique
sont correctement estimées en absence de perturbation (c'est-à-dire pour α = 1) ou lorsque celle-ci est de l'ordre
de quelques dizaines de pourcents, mais ces grandeurs sont sous estimées lorsque la concentration perturbée
devient trop faible ou trop importante (typiquement pour α < 1

2 ou α > 2). Et même si une augmentation du
nombre de particules tend à faire disparaître cet e�et, les résultats ne sont jamais représentatifs de ce qu'ils
devraient être sur l'ensemble du domaine.

Au �nal, on constate que l'on dégrade principalement la moyenne lorsque α est inférieur à 1 et l'erreur
statistique dans le cas contraire, et que l'utilisation de l'échantillonnage corrélé fournie des résultats corrects, à
la fois pour le �ux moyen et sa variance, tout en restant au sein du domaine de validité, pour des perturbations
en concentration de l'ordre de 20%.

6.3.2 Analyse du domaine de validité D1

Toutes les caractéristiques de l'échantillonnage corrélé annoncées au chapitre 2 se retrouvent sur les �gures
6.2 et 6.3. La moyenne perturbée est non biaisée et la dégradation de l'erreur statistique reste modérée lors de
perturbations faibles. En e�et, autour de α = 1 l'écart type perturbé varie lentement à l'intérieur de D1, mais
elle évolue rapidement dès que α s'approche des bords du domaine de validité. On peut voir sur la �gure 6.4,
où sont a�chées les erreurs statistiques relatives issues du modèle théorique et des simulations en fonction de
α et de p, que cet e�et est valable pour tous les isotopes et que le domaine D1 est d'autant plus important
que l'isotope est absorbant. Pour des perturbations de l'ordre de quelque dizaines de pourcents, la moyenne
et la variance du score sont donc correctement estimées, et l'erreur statistique perturbée reste proche de celle
non-perturbée.

Remarque :
On a constaté lors de nos simulations que l'erreur statistique perturbée est inférieure à celle de la simulation

initiale sur un petit domaine au-dessus de α = 1. On peut en e�et montrer (voir l'Annexe B) qu'il existe
toujours au moins un intervalle, compris dans [1; +∞[, sur lequel la variance perturbée est bien inférieure à la
variance de la simulation initiale utilisée pour la perturbation. Si ce résultat n'est pas intuitif, il faut cependant
comprendre qu'il n'est vrai que pour l'erreur statistique absolue et n'est pas valable pour l'erreur statistique
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CHAPITRE 6. Modèle à 1 isotope 65

(a) Flux moyen produit par un neutron en fonction
de α pour p = 0, 8 (en échelle logarithmique)

(b) Erreur statistique sur le �ux produit par un neu-
tron en fonction de α pour p = 0, 8 (en échelle loga-
rithmique)

(c) Flux moyen produit par un neutron en fonction
de α pour p = 0, 4 (en échelle logarithmique)

(d) Erreur statistique sur le �ux produit par un neu-
tron en fonction de α pour p = 0, 4 (en échelle loga-
rithmique)

Figure 6.3 : Résultats de simulation Monte Carlo et valeurs théoriques pour deux isotopes.
L'estimation du �ux neutronique et de son erreur statistique associée sont a�chées en fonction de α, pour
Σ1
t = 1, p ∈ {0, 4 ; 0, 8} et n = 102 (en bleu) ou n = 104 (en rouge). Les valeurs théoriques (en noir), ainsi que

le domaine de validité D1 (en vert) et son conjugué D1 (en orange) y sont superposés.
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(a) Erreur statistique relative théorique en fonction
de α et de p (en échelle logarithmique)

(b) Erreur statistique relative théorique en 3D
(l'ombre indique le domaine D1)

(c) Erreur statistique relative moyenne en fonction
de α et de p (en échelle logarithmique). La limite du
domaine D1 (en noir) y est superposée.

(d) Erreur statistique relative moyenne en 3D

Figure 6.4 : Erreur statistique relative - théorique et simulée - sur le �ux neutronique.
Ces données ont été réalisées avec Σ1

t = 1.
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relative. De même, la variance d'une nouvelle simulation qui serait obtenue dans les conditions de la perturbation
est toujours moindre que la variance perturbée.

6.4 Bilan du modèle à 1 isotope

On a montré dans ce chapitre comment l'on pouvait utiliser l'échantillonnage corrélé sur un modèle de
transport mono-cinétique des neutrons dans un milieu mono-isotopique, homogène, isotrope et in�ni. On y a
reconstruit théoriquement le �ux total produit par un neutron suite à une perturbation en concentration ainsi
que sa variance et on a montré que les résultats issus des simulations coïncident parfaitement avec les résultats
théoriques lorsque l'amplitude des perturbations reste inférieure à quelques dizaines de pourcents. Mais pour
des perturbations plus importantes, le modèle montre qu'il existe une limite au-delà de laquelle la variance
devient in�nie. Les résultats obtenus avec la méthode des échantillons corrélés ne sont alors plus en accord
avec les résultats théoriques. On a donc dé�ni un domaine dit �de validité� sur lequel les résultats perturbés
ont une variance �nie. Ce domaine notamment dépend de la probabilité de non-absorption de l'isotope, et on
a montré qu'il est plus étendu lorsque l'isotope est absorbant. De plus, ce domaine est plus vaste lorsque la
perturbation agit en augmentant la concentration de l'isotope. Néanmoins, pour des amplitudes de perturbation
intermédiaires, c'est-à-dire au-delà de quelques dizaines de pourcents à l'intérieur du domaine de validité, la
variance est systématiquement sous-estimée (bien que la moyenne reste quant à elle correcte). On constate donc
que pour obtenir des résultats sans biais tout en ayant une dégradation modérée de la variance, il faut limiter
les perturbations de la concentration à environ 20%.

Toutefois, on peut voir dans la référence [Rief1984] que l'utilisation de l'échantillonnage corrélé avec la
technique de réduction de variance appelée �pseudo-scattering� dans la simulation initiale permet d'élargir, au-
tant que souhaité, le domaine de validité. On retrouve aussi cette association dans les références [Mori2002] et
[Mori2003]. Mais l'utilisation excessive du pseudo-scattering dégrade fortement les performances de la simula-
tion initiale. Le gain obtenu sur la variance des résultats perturbée est alors rapidement dépassé par la perte en
temps de calcul. De plus, cette technique n'est pas adaptée à toutes les études. Il est parfois très compliqué de
la mettre en ÷uvre. L'association de cette technique de réduction de variance avec l'échantillonnage corrélé ne
rentre donc pas dans le cadre de ces travaux.

En�n, on note que l'auteur de [Dejo1982] a traité la perturbation en densité du transport mono-cinétique
d'un neutron ayant fait un nombre précis de collisions dans un milieu homogène, isotrope et in�ni. Ensuite,
l'auteur de la référence [Rief1984] a généralisé ce calcul en sommant sur tous les nombres de collisions possibles,
ce qui lui a permis de connaître le �ux total dû à la propagation d'un neutron, mais en ne traitant toujours
que la perturbation de la densité du milieu. Les travaux présentés dans ce chapitre ont permis de retrouver les
résultats de ces références mais en posant les bases d'un calcul de la perturbation des concentrations isotopiques
d'un milieu à N > 1 isotopes, qui fera l'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 7
Modèle à N isotopes

7.1 Calcul du score moyen et de sa variance

On considère maintenant que notre volume est constitué de N isotopes (N ∈ N∗) que l'on numérote de
1 à N . Soit une trace γ̂m = {z0, z1 [iso (1)] , . . . , zm [iso (m)]} décrivant le mouvement d'un neutron source
dans ce volume. Le long de sa trajectoire, ce neutron a rencontré la suite des isotopes {iso (i)}16i6m, avec
∀i ∈ J1;mK, iso (i) ∈ J1;NK. La probabilité que ce neutron ait e�ectué m collisions selon la distance cumulée
γm en rencontrant cette suite d'isotopes vaut :

p (γ̂m) = (Σt)
m
e−Σtγm︸ ︷︷ ︸

m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)︸ ︷︷ ︸ qiso(m)

(
1− piso(m)

)︸ ︷︷ ︸
probabilité de probabilité de probabilité de
parcourir γm diffuser sur se faire absorber
en m chocs {iso (i)}16i<m par iso (m)

De même que dans le chapitre précédent, c'est aussi la probabilité �d'observer� la trace γ̂m car nos observations
ne dépendent ni de l'énergie, ni de la direction de propagation. La contribution au score de cette trace vaut
donc :

RN (γ̂m) =

m∑
k=1

ωkN (γ̂m)

Σt (zi)
=

1

Σt

m∑
k=1

ωkN ,

ce qui permet de calculer le score moyen produit par un neutron 1 :

RN =
∑

RN (γ̂m) p (γ̂m)

=

∞∑
m=1

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
k=1

ωkN

)
(Σt)

m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
,

ainsi que le moment d'ordre 2 :

R2
N =

∑
R2
N (γ̂m) p (γ̂m)

=

∞∑
m=1

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
k=1

ωkN

)2

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
,

et donc la variance :
σ2
N = R2

N −R
2

N . (7.1)

1. Pour simpli�er l'expression des moments, on a réduit
∑N
iso(1)=1

∑N
iso(2)=1 . . .

∑N
iso(m)=1 en

[∏m
k=1

∑N
iso(k)=1

]
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Remarque :
De même que pour le cas N = 1, a�n de simpli�er les calculs on décompose RN et R2

N en série :

RN =

∞∑
m=1

RmN ,

R2
N =

∞∑
m=1

R2
mN ,

avec RmN =
[∏m

k=1

∑N
iso(k)=1

] ´
Rm+

(
1

Σt

∑m
k=1 ω

k
N

)
(Σt)

m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[∏m−1
k=1 qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
R2
mN =

[∏m
k=1

∑N
iso(k)=1

] ´
Rm+

(
1

Σt

∑m
k=1 ω

k
N

)2

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[∏m−1
k=1 qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

) .

Cela nous permet de discuter de l'existence des intégrales RmN et R2
mN avant d'analyser la convergence des

séries de terme général RmN et R2
mN .

7.1.1 Résolution du problème initial

On considère toujours que la simulation initiale est e�ectuée sans technique de réduction de variance. Les
poids des neutrons sont donc tous égaux à 1 et la contribution au score d'une trace γ̂m vaut :

RN (γ̂m) =
1

Σt

m∑
k=1

ωkN =
m

Σt
.

On peut alors facilement calculer le score moyen (voir le détail des calculs en Annexe B) :

RN =
1

Σa
. (7.2)

De même, on montre que la variance est égale à :

σ2
N = pR

2

N . (7.3)

On constate que la moyenne et la variance non-perturbées ont la même expression que celles du modèle à 1
isotope (Eq. 6.2 et 60 page 60).

Remarque :
Encore une fois, il n'y a aucune condition d'existence ou de convergence dans le cas du problème non-perturbé

et l'équation 7.2 est validable en e�ectuant un bilan neutronique (voir la page 60).

7.1.2 Résolution du problème perturbé

On considère maintenant une variation de la concentration de tous les isotopes, mais sans modi�cation de
la source initiale. Pour toute trace γ̂m, on a alors :

∀k ∈ N, ωk,csN ≡ κkNωkN = κkN .

D'après l'équation 2.4, comme il n'y a aucune interface dans la géométrie du problème, les corrections apportées
par l'échantillonnage corrélé valent :

κkN (γ) =
S1 (z0)

S0 (z0)

collisions∏
06n6k

{
X
iso(n)∗
t (zn+1)

X
iso(n)
t (zn+1)

e−(Σ∗t (zn+1)−Σt(zn+1))‖xn+1−xn‖

}
.

Or, on ne considère aucune perturbation de la source

∀z0 ∈ ε,
S1 (z0)

S0 (z0)
= 1,
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et le transport est mono-cinétique

∀zn ∈ ε, Xiso(n)
t (zn+1) = X

iso(n)
t ,

les corrections de poids peuvent donc s'écrire plus simplement

∀k ∈ N, κkN =

collisions∏
06n6k

{
X
iso(n)∗
t

X
iso(n)
t

}
e−(Σ∗t−Σt)

∑k−1
n=0 ln .

Or, Xiso(n)
t vaut Σt si n = k et s'il s'agit de la correction avant la collision, ou N iso(n) sinon. Comme dans

cette partie on ne s'intéresse qu'au poids avant collision, pour tout n strictement inférieur à k, Xiso(n)∗
t /X

iso(n)
t

est égal à N iso(n)∗/N iso(n), c'est-à-dire ηiso(n), et X
iso(k)∗
t /X

iso(k)
t est égal à Σ∗t /Σt, c'est-à-dire α. L'expression

précédente de la correction de poids s'écrit donc

κ0
N = 1 et ∀k ∈ N∗, κkN =

[
k−1∏
n=1

ηiso(n)

]
αe−(Σ∗t−Σt)γk (7.4)

On peut alors calculer le score moyen (voir le détail des calculs en Annexe B) :

R
cs

N =
1

Σ∗a
= R

∗
N (7.5)

Mais pour la calcul de la variance, on introduit d'abord un nouveau terme, noté a, à partir de la relation
suivante 2 :

N∑
k=1

η2
kqkpk = aα2p

Cela nous permet d'alléger un peu l'expression de la variance perturbée :

σcs 2
N =

{[
ε(1+2ap−p∗)(1−p∗)

1−apε − 1
]
R
∗ 2

N pour α ∈ DN
+∞ pour α /∈ DN

(7.6)

Cette expression est similaire et compatible à celle obtenue dans le cas à N = 1 isotope (voir Eq. 6.6 page
61). Et là encore, le score perturbé converge vers le bon résultat quelle que soit l'amplitude de la perturbation,
mais lorsque α 6 1

2 ou apε > 1, la variance du processus perturbée est in�nie. On dé�nit alors un domaine de
validité, noté DN , dans lequel la variance reste �nie et où l'on peut donc appliquer le théorème central-limite.

7.1.3 Domaine de validité

On a montré que l'on pouvait dé�nir un domaine sur lequel la variance du score reste �nie, c'est-à-dire un
domaine qui correspond à une perturbation �acceptable� de la concentration de l'isotope 1. Ce domaine est issu
de conditions d'existence de R2

m

cs

N et de convergence de
∑
R2
m

cs

N (voir l'Annexe B) :{
α > 1

2
apε < 1

. (7.7)

Il est noté DN et est appelé domaine de validité de la méthode des échantillons corrélés. On montre aussi qu'il
peut s'écrire en fonction des caractéristiques du milieu initial et de a :

DN =

{]
1
2 ; +∞

[
si ap = 0]

1−
√

1−ap
ap ; 1+

√
1−ap
ap

[
si ap 6= 0

(7.8)

Mais cette expression n'est pas satisfaisante car, contrairement à D1, DN dépend des perturbations au travers
du terme a. En pratique, on préfèrera donc véri�er les conditions 7.7 pour savoir si les perturbations sont trop
importantes ou non.

2. Tout comme ε, a n'a aucune signi�cation physique. Il s'agit seulement d'une notation servant à simpli�er l'expression des
résultats perturbés.
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7.2 Simulations et validation

7.2.1 Cas particulier : N = 2

On montre (voir l'Annexe B) que dans le cas où N = 2 la condition 7.7 est équivalente à :

η2 ∈
]
η−2 (η1) ; η+

2 (η1)
[

si η1 ∈
]
η−1 ; η+

1

[
,

avec

η−1 =

1−
√

1− p1 − q2p1
q1

(
1− 1

p2

)
p1

,

η+
1 =

1 +

√
1− p1 − q2p1

q1

(
1− 1

p2

)
p1

,

η−2 (η1) =
1−

√
1− p2 − q1p2

q2
(η2

1p1 − 2η1 + 1)

p2
,

η+
2 (η1) =

1 +
√

1− p2 − q1p2
q2

(η2
1p1 − 2η1 + 1)

p2
.

Le domaine de validité D2 issu de ces conditions est illustré sur la �gure 7.1 pour un mélange d'un isotope
absorbant (σ1

t = 2, p1 = 0, 4) et d'un isotope di�usant (σ2
t = 5, p2 = 0, 8) 3. On y voit clairement que le

domaine sur lequel on peut perturber l'isotope 1 est plus important que celui de l'isotope 2. Tout comme dans
le cas N = 1, on constate que plus la probabilité de non-absorption d'un isotope est faible, plus l'intervalle
sur lequel on peut perturber sa concentration est grand (voir Fig. 7.2). De plus, la probabilité d'interaction sur
l'isotope i a aussi une in�uence sur le domaine de validité. On voit sur la �gure 7.3 que lorsque l'on diminue
q1, on augmente l'intervalle sur lequel on peut perturber l'isotope 1 tout en diminuant l'intervalle de l'autre
isotope (car on augmente dans le même temps la probabilité d'interaction de l'isotope 2) 4. Au �nal, on ob-
serve que plus la probabilité d'e�ectuer une di�usion sur un isotope est faible, plus il est possible de le perturber.

Néanmoins, quelles que soient les valeurs des sections e�caces d'un isotope, le domaine sur lequel on peut le
perturber dépend toujours de la perturbation appliquée à l'autre isotope. Par exemple, on voit sur la �gure 7.1
que si l'on perturbe la concentration de l'isotope 2 en la multipliant par 2, alors le domaine sur lequel on peut
perturber l'isotope 1 diminue (par rapport à l'absence de perturbation sur l'isotope 2). Et si la concentration de
cet isotope est multipliée par 3, alors quelle que soit l'amplitude de la perturbation appliquée à la concentration
de l'isotope 1 le calcul se situe en dehors du domaine de validité. On montre ici ce résultat pour N = 2, mais il
ne dépend pas du nombre d'isotopes dans la composition. Lorsque l'on perturbe fortement un seul isotope du
milieu, la variance du résultat perturbé peut devenir in�nie. Il n'est pas possible de compenser sa dégradation
en sélectionnant des valeurs particulières de concentrations pour les autres isotopes. Par conséquent, il ne faut
pas trop s'éloigner de l'état initial pour s'assurer de rester à l'intérieur du domaine de validité.

7.2.2 Résultats de simulations pour le cas N = 2

Pour con�rmer cette analyse, on e�ectue n = 102 simulations (avec N1 = 1, σ1
t = 2, p1 = 0, 4, N2 = 1,

σ2
t = 5, p2 = 0, 8, η1 variant de 0, 1 à 5 par pas de 0, 05 et η2 de 0, 1 à 3 par pas de 0, 05) dont on peut voir les

résultats sur la �gure 7.4, page 75. Et de la même façon qu'au chapitre précédent, avant d'analyser ces résultats,
on s'assure qu'ils sont corrects vis-à-vis des valeurs théoriques. Pour cela, on a tracé sur les �gures 7.4e et 7.4f
l'écart entre les résultats de simulations et les valeurs théoriques (voir Eq. 6.9 et 6.10). Tout comme dans le
cas à 1 isotope, on constate une très bonne adéquation entre la formule théorique du �ux moyen et les valeurs
simulées, excepté pour les faibles valeurs de concentrations qui sont loin du domaine de validité D2. Et en ce qui
concerne l'écart type relatif, les résultats de simulations sont là aussi corrects seulement lorsque l'ampleur de la

3. Pour les conclusions qui vont suivre, modi�er la concentration d'un isotope est strictement identique à modi�er sa section
e�cace (microscopique) totale. Les concentrations initiales des deux isotopes sont donc �xées à 1 : N1 = N2 = 1.

4. On rappelle que
∑N
i=1 qi = 1.
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Figure 7.1 : Représentation du domaine de validité D2. Le domaine D2 (en bleu) est illustré en
fonction de la variation de concentration de l'isotope 1, η1, et de celle de l'isotope 2, η2, et avec p1 < p2.
Les domaines qui ne respectent pas les conditions 7.7 sont aussi illustrés (en rouge et en blanc).

perturbation reste inférieure à quelques dizaines de pourcents. Dans le cas contraire, plus les perturbations sont
importantes et plus les résultats de simulations s'éloignent du modèle théorique. Néanmoins, en comparant les
�gures 6.2b (page 64) et 7.4f (page 75), on constate que l'introduction d'un second isotope dans le milieu (M1)
semble améliorer la précision du calcul. Dans le cas à 1 isotope, une perturbation de la concentration de l'ordre
de 50% engendrait 30% d'erreurs sur l'estimation de l'erreur statistique relative, tandis que pour une même
perturbation dans le cas à 2 isotopes, on obtient une erreur d'environ 10%. Mais tout comme dans le chapitre
précédent, on constate que le domaine de validité est plus vaste lorsque la perturbation agit en augmentant la
concentration des isotopes.

7.3 Extension au traitement ponctuel de l'énergie et au transport en
milieux hétérogènes

L'ensemble des calculs réalisés dans cette étude ont nécessité des hypothèses fortes (le transport mono-
cinétique en milieu in�ni) loin de la réalité physique du transport des neutrons dans la matière. Dans le cadre
de ces hypothèses, il est cependant possible d'appréhender le comportement de la méthode des échantillons
corrélés durant les simulations Monte Carlo ayant une con�guration plus réaliste. Sans e�ectuer de nouveaux
calculs théoriques ou de nouvelles simulations, on cherche à présent à relaxer certaines hypothèses pour élargir
la portée des résultats de ce chapitre dans le cas de milieux hétérogènes et d'une décomposition énergétique des
sections.

Tout d'abord, on ajoute au modèle un découpage énergétique quelconque tel que dans chaque groupe les
sections e�caces de chaque isotope soient constantes : on se place ainsi dans le cadre de l'approximation mul-
tigroupe. Au sein de chaque intervalle en énergie, on peut donc considérer que le transport des particules est
similaire au transport mono-cinétique e�ectué jusqu'ici, à ceci près que la source de neutrons arrivant dans ce
groupe est distribuée selon la densité de source initiale �xée par l'utilisateur et la densité de probabilité d'arrivée
des neutrons depuis un autre groupe (par di�usion). De plus, lors de chaque collision, le neutron peut soit être
di�usé, soit être absorbé. Dans le premier cas, après la di�usion le neutron peut éventuellement quitter le groupe.
Il est alors perdu du point de vue de ce groupe. Cette di�usion vers un autre groupe en énergie peut alors être
assimilée à une forme d'absorption. La probabilité d'absorption du neutron correspond alors au produit de la
probabilité d'e�ectuer une absorption réelle et de la probabilité d'e�ectuer une di�usion vers un autre groupe
en énergie. Le score obtenu dans ce groupe est donc égal à celui calculé précédemment (Eq. 7.2 et 7.3), où la
probabilité p tient compte des di�usions vers les autres groupes en énergie, multiplié par l'intégrale de la densité
de sources. Ce dernier terme, bien que di�cile à calculer théoriquement, n'est qu'un terme multiplicatif et il ne
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Figure 7.2 : In�uence de la probabilité de non-absorption d'un isotope sur D2. Le domaine
D2 est illustré en fonction de la variation de concentration de l'isotope 1, η1, et de celle de l'isotope 2,
η2, pour une valeur de p1 donnée (en bleu) et deux autres, une plus faible (en cyan) et une plus forte (en
vert).

Figure 7.3 : In�uence de la probabilité d'interaction avec un isotope sur D2. Le domaine
de validité D2 est illustré en fonction de la variation de concentration de l'isotope 1, η1, et de celle de
l'isotope 2, η2, pour une valeur de q1 donnée (en bleu) et deux autres, une plus faible (en cyan) et une
plus forte (en vert).
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(a) Le �ux moyen issu des simulations en fonction du
rapport des concentrations perturbée et initiale des
deux isotopes

(b) Erreur statistique relative issue des simulations
en fonction du rapport des concentrations perturbée
et initiale des deux isotopes. La limite du domaine D2

(en noir) y est superposée.

(c) Le �ux moyen théorique (Eq. 7.5) en fonction du
rapport des concentrations perturbée et initiale des
deux isotopes

(d) Erreur statistique relative théorique (Eq. 7.6) en
fonction du rapport des concentrations perturbée et
initiale des deux isotopes sur le domaine de validité
D2

(e) Écart entre le �ux théorique moyen et celui des
simulations (Eq. 6.9, p. 63) en fonction du rapport des
concentrations perturbée et initiale des deux isotopes.
La limite du domaine D2 (en noir) y est superposée.

(f) Écart entre l'erreur statistique relative théorique
et celle issue des simulations (Eq. 6.10, p. 63) en fonc-
tion du rapport des concentrations perturbée et ini-
tiale des deux isotopes sur le domaine de validité D2

Figure 7.4 : Résultats de simulations et valeurs théoriques. Les résultats de simulations sont
obtenus pour N1 = 1, σ1

t = 2, p1 = 0, 4, N2 = 1, σ2
t = 5, p2 = 0, 8, et les �ux sont indiqués en u.a. (unité

arbitraire).
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modi�e en rien l'expression des résultats.

Le calcul des scores perturbés peut être lui aussi e�ectué de façon similaire. En tenant compte des probabilités
de di�usion vers les autres groupes en énergie, ainsi que des densités de sources perturbées 5, il est possible d'ima-
giner que l'expression des scores perturbés soit comparable à celles établies précédemment (Eq. 7.5 et 7.6, p. 71).

En�n, l'hypothèse multigroupe peut elle aussi être relaxée. En e�et, si le découpage énergétique est su�sam-
ment �n, l'hypothèse de sections e�caces constantes dans chaque groupe en énergie est réaliste et le transport
des particules peut alors être considéré comme ponctuel en énergie. Dans une telle situation, la probabilité de
di�usion des neutrons vers les autres groupes du découpage énergétique tend vers 1, si bien que la probabilité de
non-absorption du milieu (qui tient compte des di�érentes probabilités de fuite) tend vers 0. Le comportement
de l'échantillonnage corrélé est alors comparable au cas précédent avec

∀i ∈ J1;NK, pi = 0.

Sous cette condition, l'expression du domaine de validité se simpli�e. En e�et, la seconde condition de l'équation
7.7 est toujours vraie car p = 0. Il reste donc une seule condition à véri�er : α > 1

2 . Cette condition stipule que
dans chaque groupe en énergie la section e�cace macroscopique totale perturbée doit au moins être égale à la
moitié de l'initiale, c'est-à-dire :

∀E, Σ∗t (E) >
Σt (E)

2
.

On rappelle que cette condition provient des termes en exponentielle du calcul de la variance. Ces termes, au
nombre de deux, sont issus de la correction de poids de l'échantillonnage corrélé (en e−2(Σ∗t−Σt)l, où l est la
distance parcourue jusqu'au premier choc 6) et de la probabilité de transport (en e−Σtl). Le produit de ces deux
termes (en e−(2Σ∗t−Σt)l, c'est-à-dire e−(2α−1)Σtl) n'est sommable que si l'exposant est toujours positif. C'est cette
condition qui implique α > 1

2 .

Toutefois, si l'on considère le transport des neutrons dans un milieu homogène non-in�ni, la distance séparant
deux points de collision est nécessairement bornée. La condition précédente, α > 1

2 , n'est alors plus nécessaire
au calcul de la variance car l'intégrale sur toutes les distances de propagation possibles (ayant le terme en
e−(2α−1)Σtl) s'e�ectue sur un segment de longueur �ni. La première condition du système 7.7 n'apparaîtra donc
pas.

En revanche, la variance sera tout de même très fortement dégradée et, par conséquent, pour limiter l'am-
plitude des perturbations il est possible de s'assurer que la condition α > 1

2 soit toujours satisfaite.

7.4 Bilan du modèle théorique

On a dé�ni au début de cette partie un modèle théorique (milieu in�ni, transport mono-cinétique, ...) sur
lequel on pouvait prédire des résultats de simulations analogues. On a ainsi pu calculer le �ux et la variance
associés à la propagation d'un neutron. De plus, on a calculé ces mêmes grandeurs pour des simulations utili-
sant la méthode des échantillons corrélés appliquée à la perturbation des concentrations isotopiques. On a alors
utilisé les di�érents modules du projet ROOT-Tools pour simuler le transport de neutrons dans les conditions
du modèle a�n de comparer nos formules théoriques à des résultats de simulations.

Ce modèle a montré l'existence d'une limite à la perturbation des concentrations au-delà de laquelle la va-
riance sur le �ux perturbé est in�nie. L'ensemble des perturbations situées à l'intérieur de ces limites a donc été
nommé domaine de validité de la méthode des échantillons corrélés. Les résultats obtenus par l'échantillonnage
corrélé de toute perturbation située en dehors de ce domaine ne sont donc pas �ables. Mais pour des perturba-
tions situées à l'intérieur du domaine de validité, on a véri�é que le comportement des résultats perturbés suit
ce qui a été annoncé au chapitre 2. Cette étude du domaine a montré que si l'estimation du �ux moyen est tou-
jours correcte, il n'en va pas de même pour la variance. La qualité de l'estimation de l'erreur statistique décroît
avec l'augmentation de la perturbation. Mais pour des perturbations faibles, c'est-à-dire de quelques dizaines

5. La densité de sources apparait dans la correction de poids de l'échantillonnage corrélé comme un terme multiplicatif qui
n'a�ecte donc pas l'expression des scores.

6. Comme p = 0, les neutrons n'e�ectuent qu'une seule collision dans chaque groupe.
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de pourcents, la moyenne du �ux et son erreur statistique sont correctement estimées, et l'erreur statistique
perturbée reste proche de celle du calcul initial. On a donc retrouvé dans ce modèle toutes les caractéristiques de
la méthode des échantillons corrélés. En�n, on a pu constater que les limites du domaine de validité dépendent
des caractéristiques de l'isotope et du sens de la perturbation. Le domaine de validité est plus étendu lorsque
les isotopes perturbés sont plus absorbants que di�usants et lorsque la perturbation agit dans le sens d'une
augmentation de leur concentration.

En conclusion, l'utilisation de l'échantillonnage corrélé pour des perturbations en densité ou en concentration
de l'ordre de 20% à 30% permet d'obtenir une moyenne et une variance correctes (mais on gardera en tête l'ordre
de grandeur Σ∗t >

1
2Σt pour les perturbations acceptables, ainsi que l'existence d'un domaine de validité au-delà

duquel la variance théorique diverge). En�n, on a montré que plus un isotope est absorbant, plus il est possible
de le perturber, ce qui augmente pour ces isotopes l'amplitude des perturbations acceptables.
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Chapitre 8
Optimisations informatiques et physiques du

schéma de perturbation

La compréhension théorique des caractéristiques et des potentialités de la méthode des échantillons corrélés
appliquée à la perturbation des concentrations isotopiques permet de présenter à présent les résultats de la
maquette numérique selon l'algorithme 4.2 présenté au chapitre 4 (page 49). Pour ce faire, on présentera dans
ce chapitre les di�érentes grandeurs physiques qui serviront à la validation et aux mesures de performances, ainsi
que le premier cas test sur lesquels cet algorithme sera employé, à savoir une cellule de type REP. Les résultats
numériques sur la cellule permettant la validation et la quali�cation de la méthode seront aussi présentés dans
ce chapitre. Mais nous verrons que le schéma de perturbation tel qu'il est dé�ni pour l'instant ne permet pas
toujours d'employer l'échantillonnage corrélé dans les calculs en évolution. On cherchera donc à travers cette
première étude à perfectionner le schéma de perturbation. Une fois que ce dernier sera optimisé, il sera appliqué
dans le chapitre suivant pour la mesure de performances à l'étude d'un assemblage REP en début de cycle,
qui représente un cas plus complexe et plus représentatif des calculs réalisés par les utilisateurs de TRIPOLI-4
évoluant.

8.1 Procédures de validation et de mesure des performances

8.1.1 Liste des grandeurs à analyser

Les codes Monte Carlo évoluant tel que TRIPOLI-4 évoluant sont souvent exploités pour des études de type
sûreté/criticité de con�gurations physiques 3D hétérogènes avec des e�ets de spectre importants, délicates à
calculer à l'aide de codes déterministes (comme lors de l'irradiation en réacteur, l'entreposage et le transport
des combustibles usés, leur traitement, ...). L'objectif de ces calculs est de connaître l'évolution temporelle de
toutes les grandeurs in�uentes intervenant dans la démonstration de la sûreté des installations, mais aussi dans
l'optimisation de l'exploitation du combustible sur l'ensemble de son cycle de vie. Parmi ces grandeurs, on
trouve la puissance locale dégagée par chaque milieu évoluant, le facteur de multiplication e�ectif, ainsi que les
concentrations isotopiques d'un certain nombre d'isotopes sélectionnés pour leur implication dans la réactivité
des matériaux irradiés. La connaissance précise de la concentration de ces isotopes dans les combustibles usés
permet, entre autres, d'optimiser les dimensions des installations d'entreposage.

Par exemple, lors de l'irradiation neutronique d'un combustible UOX (constitué d'un mélange d'oxyde d'ura-
nium enrichi en 235 U) ou d'un combustible MOX (constitué d'un mélange d'oxyde d'uranium et de plutonium),
il se forme dans les réacteurs à eau sous pression (REP) des produits de �ssion issus de la �ssion ou de ré-
actions neutroniques 1 de certains noyaux lourds comme les actinides majeurs (uranium et plutonium) et les
actinides mineurs (neptunium, américium et curium). Les actinides non-�ssiles et les produits de �ssion apparus
pendant la combustion en réacteur réduisent la réactivité du combustible car la plupart d'entre eux présentent
des sections e�caces de capture neutronique très élevées, entraînant ainsi un important empoisonnement du

1. Telles que la capture radiative ou des réactions du type (n; 2n) par exemple.
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combustible. Le tableau 8.1 présente les principaux isotopes intervenant dans la réactivité des combustibles UOX.

actinides majeurs

uranium (235 et 238),plutonium (239, 240, 241 et 242)

actinides mineurs

uranium (236), neptunium (237), plutonium (238), américium (241 et 243)

produits de fission

molybdène (95), technétium (99), ruthénium (101), rhodium (103),
argent (109), xénon (135), césium (133), néodyme (143, 145),

samarium (147, 149, 150, 151 et 152), europium (153), gadolinium (155)

Tableau 8.1 : Liste des isotopes de référence du combustible UOX. Elle est constituée de 11
actinides (6 majeurs et 5 mineurs) et de 16 produits de �ssion.

Les cas étudiés dans ces travaux traitent tous de l'évolution de combustibles UOX utilisés dans les REP
à travers un couplage par le �ux (entre le code de transport TRIPOLI-4 et le solveur d'évolution MENDEL).
Pour valider l'utilisation de l'échantillonnage corrélé dans les calculs en évolution, on analysera donc les esti-
mations (perturbées) des di�érentes grandeurs in�uentes en terme de sûreté/criticité (c'est-à-dire le facteur de
multiplication e�ectif, la distribution de puissance et le �ux volumique) et de bilan de matière (c'est-à-dire les
concentrations isotopiques des noyaux du tableau 8.1).

8.1.2 Procédure de validation

Contrairement aux cas d'étude de la partie III, les résultats présentés dans cette partie ne peuvent être
obtenus théoriquement. Il faut donc dé�nir une procédure de validation du schéma de perturbation. L'objectif
de cette procédure est de s'assurer que les estimations perturbées de chaque grandeur d'intérêt dé�nies précé-
demment soient compatibles avec celles issues d'un calcul sans perturbation. On réalise donc systématiquement
deux calculs dans les mêmes conditions, l'un avec les perturbations et l'autre sans, où chacun de ces calculs est
composé de plusieurs simulations indépendantes, et on compare les distributions des résultats issus de ces deux
calculs. Pour cela, on mesure généralement l'écart relatif (en pourcentage) de chaque grandeur (notée R) des
moyennes des distributions perturbée et non-perturbée, selon la formule

e [R] =

∣∣Rref −Rcs∣∣
Rref

× 100, (8.1)

où
• Rref est la moyenne de la grandeur R estimée par le calcul de référence,
• Rcs est la moyenne de la grandeur R estimée par le calcul utilisant l'échantillonnage corrélé.

Mais si cette mesure est très souvent utilisée pour comparer deux résultats, elle n'est pas su�sante pour connaître
la compatibilité des deux distributions. En e�et, l'équation. 8.1 ne tient pas compte de la variance des distri-
butions. Or, quel que soit l'écart entre les moyennes, si les erreurs statistiques des deux distributions sont bien
inférieures à cet écart alors les distributions ne peuvent pas être compatibles. Il faut donc tenir compte de la
moyenne et de la variance des deux distributions. Pour cela, on choisit de réaliser un test de Student sur chacune
des distributions des grandeurs d'intérêt. Et ce test est réalisable car on peut raisonnablement considérer que
toutes les grandeurs à analyser sont distribuées selon une distribution normale.

Pour chaque grandeur R, la quantité

t [R] =
Rref −Rcs√

σ2
ref [R] + σ2

cs [R]
,

où
• σ2

ref [R] est la variance de la grandeur R estimée par le calcul de référence,
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• σ2
cs [R] est la variance de la grandeur R estimée par le calcul de utilisant l'échantillonnage corrélé,

suit une loi de Student (avec 2Ns − 2 degré de liberté, où Ns est le nombre de simulateurs indépendants de
chaque calcul). Cette quantité, appelée paramètre t de la grandeur R, est à comparer à la valeur critique, ou
quantile, de la distribution de Student, que l'on notera tc. Cette valeur critique (théorique) est obtenue à partir
du nombre de degré de liberté du paramètre t et du niveau de con�ance que l'on souhaite obtenir sur le test.
Si le paramètre t (en valeur absolue) est inférieur au quantile, alors on pourra considérer que les distributions
initiale (Rref ) et perturbée (Rcs) sont compatibles. Le cas contraire indiquera qu'il existe une erreur systéma-
tique (dite biais) entre les deux schémas de calcul, qui devra alors être discutée/comprise. Cette procédure est
appelée test-t de Student et sera appliquée à l'ensemble des grandeurs d'intérêt de tous les schémas utilisant les
perturbations. A�n d'être sûr de la qualité des résultats de ce test, on �xe la probabilité de succès à 99, 9 %.

Pour résumer, la loi de Student permet de se prononcer sur la compatibilité entre deux distributions en
a�rmant que si t [R] > tc alors les deux distributions sont très certainement incompatibles (à 0, 1 % près) et si
t [R] < tc alors les deux distributions sont compatibles. Quelques valeurs de quantiles à 99, 9 % sont indiquées
sur le tableau 8.2.

Le nombre de simulateurs indépendants 10 50 100 200 500 1000
Le nombre de degré de liberté 18 98 198 398 998 1998

Le quantile tc à 99, 9 % 3, 610 3, 175 3, 132 3, 111 3, 098 3, 094

Tableau 8.2 : Valeurs des quantiles à 99, 9 % en fonction du nombre de simulateurs indé-
pendants.

8.1.3 La �gure de mérite, un critère unique de quali�cation

Concernant la mesure des performances, la puissance locale tout comme les concentrations isotopiques (même
celle des isotopes les plus abondants) sont di�cilement utilisables. En e�et, comme l'irradiation des composi-
tions n'est pas uniforme, la variance sur l'estimation de ces grandeurs est susceptible de varier brutalement d'un
milieu évoluant à un autre, tandis que le temps de simulation reste commun à l'ensemble des scores. On ne
peut donc pas construire la FOM et le Gain (Eq. 1.14 et 1.15, page 18) à partir de l'estimation de la distribu-
tion de puissance ou des concentrations isotopiques, car cela ne fournit qu'une information �locale� sur l'état
d'avancement de la simulation. Il vaut mieux construire ces grandeurs à partir de scores �macroscopiques� qui
ne dépendent pas d'un point de l'espace des phases. C'est pourquoi la mesure des performances se fera à partir
des di�érentes estimations de facteur de multiplication e�ectif keff .

Néanmoins, si les codes Monte Carlo évoluant sont souvent utilisés pour le calcul de keff , ils servent aussi à
e�ectuer des bilans matière. Une fois que le schéma de perturbation sera optimisé, on cherchera tout de même
à obtenir de meilleures performances sur le calcul des concentrations isotopiques. Par conséquent on cherchera
dans ce chapitre à optimiser le schéma de perturbation à l'aide uniquement du keff , mais le calcul �en situation
réelle� de l'assemblage REP du prochain chapitre permettra de présenter des résultats sur la mesure de la �gure
de mérite de l'ensemble des grandeurs d'intérêts.

8.1.4 Matériel utilisé pour la mise en ÷uvre

L'ensemble des calculs présentés dans ces travaux a été e�ectué sur la même machine a�n de ne pas tenir
compte de l'e�et du matériel sur les temps d'exécution. Celle-ci est composée d'un processeur IntelR© XeonR©

L5640 ayant 6 c÷urs hyper-threadés à 2, 26GHz et dispose de 24Go de mémoire vive (RAM).

8.2 Description du premier cas test : la cellule de combustible UOX

Le cas test utilisé pour optimiser le schéma de perturbation fait partie de la bibliothèque de validation de
TRIPOLI-4 évoluant et représente une cellule REP dans un milieu in�ni (Fig. 8.1). Cette cellule est composée
d'une pastille combustible UOX (enrichie à 4, 9 %), de rayon 0, 407 cm et de hauteur 20 cm (avec condition de
ré�exions aux deux extrémités, il n'y a donc pas de dépendance axiale du �ux), qui est enveloppée par une gaine

C. Dieudonné CEA Saclay
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I Isotopes I 1H 10B 11B 16O 91Zr 235U 238U

Modérateur 0, 04577 4, 5754.10−6 1, 8302.10−5 0, 022885 0, 0010492 - -
Gaine - - - - 0, 038629 - -

Combustible - - - 0, 045810 - 0, 001136 0, 021769

Tableau 8.3 : Liste des concentrations isotopiques des matériaux de la cellule de com-
bustible UOX. Le modérateur est constitué d'eau borée, la gaine ne contient que du zirconium et le
combustible d'oxyde d'uranium. (Les valeurs indiquées sont en nombre d'atomes par 10−24cm3)

en Zirconium d'épaisseur 0, 07 cm. Le tout est modéré par de l'eau borée autour de la gaine et est maintenu à
une température de 300K. Une liste précise des concentrations isotopiques est donnée dans le tableau 8.3. A�n
de modéliser un réseau in�ni de cellules, on applique également des conditions de ré�exions sur les quatre faces
de la cellule.

Concernant le nombre de particules simulées, on utilise 100 simulateurs indépendants qui propagent 20 cycles
de 500 particules chacun (soit 106 neutrons au total). La distribution des particules au premier cycle est dé�nie
sur l'ensemble du combustible de façon uniforme et isotrope en espace, et selon un spectre de Watt en énergie.
Bien que cette distribution atteigne rapidement son état d'équilibre, elle évolue d'un cycle à l'autre car les calculs
sont e�ectués en mode criticité. On jette alors les 10 premiers cycles de chaque transport pour être sûr que la
distribution soit convergée lorsque l'on commence à encaisser les scores. Le nombre de particules simulées pour
l'encaissement des scores est su�sant pour obtenir des variances correctes sur tous les scores (par exemple, les
di�érents facteurs de multiplication e�ectif sont estimés à environ une centaine de pcm près) et pour observer
clairement les e�ets des perturbations. En�n, le calcul des scores est e�ectué sur un maillage énergétique �n
(à 11514 groupes) pour fournir au solveur d'évolution des taux de réactions ou des �ux précis. En�n, durant
toute l'évolution, le niveau de �ux est normalisé de façon à maintenir une puissance totale constante de 3140W 2.

La pastille de combustible est découpée en 6 couronnes, que l'on identi�era par la suite par un numéro
(de l'intérieur vers l'extérieur) de 1 à 6. Ce découpage spatial permet de mieux modéliser la distribution de
particules et donc la variation spatiale des concentrations isotopiques. Et comme le �ux croît rapidement sur
les bords de la pastille, l'appauvrissement du combustible est plus rapide sur la surface du combustible. Cet
e�et de peau entraîne une dépendance radiale des concentrations isotopiques, qui est alors modélisée par six
couronnes de plus en plus �nes de l'intérieur vers l'extérieur. Leurs volumes respectifs représentent 5 %, 5 %,
10 %, 10 %, 30 % et 40 % du volume total de la pastille. Pour l'instant, tous les calculs utiliseront ce découpage
pour véri�er d'éventuels e�ets de l'échantillonnage corrélé liés à cet e�et de peau. La cellule à 1 couronne sera
utilisée quant à elle dans le prochain chapitre.

L'évolution des cellules se fera a priori sur 60GWj/t d'irradiation à partir de l'estimation du �ux 3. Le
découpage temporel est uniforme, avec un pas de 5GWj/t, sauf pour les premiers pas d'irradiation, a�n de
modéliser correctement l'apparition de tous les actinides et des produits de �ssion (à cause notamment de leurs
impacts sur le facteur de multiplication e�ectif). Entre les deux premiers pas, on en ajoute donc deux autres à
0, 1 et 1 GWj/t d'irradiation. Mais le découpage temporel n'est pas vraiment un paramètre libre, comme cela
sera expliqué durant la suite de ce chapitre. Plus de détails sur ce découpage seront donnés par la suite lorsqu'il
sera modi�é.

8.3 Résultats de l'évolution avec la méthode �classique�

Ce chapitre vise à optimiser (d'un point de vue physique et informatique) le schéma de perturbation, en
se donnant pour cas test l'évolution de la cellule UOX. Mais avant d'analyser les résultats fournis par l'algo-
rithme de perturbation des calculs en évolution (dé�ni au chapitre 4), on commencera par présenter les résultats
obtenus avec le calcul de référence e�ectué par TRIPOLI-4 évoluant �standard� (notamment pour justi�er le
choix de certains paramètres, comme le découpage temporel par exemple). On détaillera ensuite les résultats du

2. Puissance équivalente à celle d'un EPR.
3. Avec l'estimateur collision.
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(a) Schéma de la cellule à 6 couronnes

(b) Schéma de la cellule à 1 couronne

(c) Liste des matériaux

Figure 8.1 : Représentations de la cellule UOX à 1 et 6 couronne(s). Les dimensions
de l'enveloppe parallélépipédique contenant le modérateur sont : 1, 26 × 1, 26 × 20, la gaine a un
rayon externe de 0, 477 et une épaisseur de 0, 07 (toutes les valeurs sont indiquées en cm). Le
rayon de la cellule vaut 0, 407 et les couronnes (de l'intérieur vers l'extérieur) ont pour épaisseur :
{ 0, 2574090 − 0, 0831112 − 0, 0235112 − 0, 0220822 − 0, 0105804 − 0, 0103055 }.
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calcul perturbé dans le but d'optimiser les performances du schéma de perturbation d'un point de vue physique
(modi�cation des paramètres de l'algorithme impactant les grandeurs physiques) et informatique (modi�cation
du code source du programme permettant d'accélérer la simulation). L'optimisation de la �gure de mérite est
déléguée à l'étude de l'assemblage REP du chapitre suivant.

Dans cette section, seuls certains résultats du calcul de référence de la cellule de combustible UOX seront
présentés. On se restreint volontairement à l'analyse de quelques phénomènes physiques importants qui justi�ent
le choix de la modélisation de la cellule, et plus particulièrement du maillage spatio-temporel.

8.3.1 Évolution de quelques concentrations isotopiques

On montre sur la �gure 8.2 l'évolution des principaux isotopes de l'uranium et du plutonium 4 dans les cou-
ronnes interne et externe de la cellule. Les deux graphes illustrent bien la variation radiale de la consommation
de l'uranium et de la production du plutonium. Par exemple 5, la concentration isotopique de l'uranium-235 vaut
1, 136.10−3 dans les deux couronnes au début du calcul, mais à 60GWj/t elle vaut 1, 90356.10−4 (± 0, 113464%)
dans la couronne interne et 1, 50936.10−4 (± 0, 251003%) dans la couronne externe. Cet isotope est donc
plus consommé sur le bord de la cellule. Et concernant le plutonium-239 (qui n'était pas présent au dé-
but du calcul), sa concentration à 60GWj/t vaut 1, 74602.10−4 (± 0, 18373%) dans la couronne interne et
4, 01392.10−4 (± 0, 374097%) dans la couronne externe. La fabrication du plutonium est donc plus importante
dans la couche externe de la cellule. Les résultats obtenus justi�ent bien le maillage radial de la cellule.

Figure 8.2 : Évolution de la concentration isotopique des principaux isotopes de l'uranium
et du plutonium dans les couronnes interne (à gauche) et externe (à droite) de la cellule de
combustible UOX. Les concentrations isotopiques sont indiquées en nombre d'atomes par 10−24cm3

(avec leur barre d'erreur à 1σ).

8.3.2 Facteur de multiplication e�ectif

Comme on peut le voir sur le tableau 8.4 (ainsi que sur la �gure 8.3 page 89), le facteur de multiplication
e�ectif de la cellule de combustible UOX évolue rapidement au tout début de l'irradiation. L'apparition des
produits de �ssion, et plus particulièrement du xénon-135 qui est un poison neutronique, fait fortement chuter
la réactivité de la cellule. Mais ces éléments sont rapidement saturés, et leur e�et sur le facteur de multiplication
neutronique disparait dès que leur concentration est stabilisée. Ce dernier décroît alors plus lentement à cause

4. C'est-à-dire ceux du tableau 8.1, page 84.
5. Les concentrations de ce paragraphe sont indiquées, comme partout dans ce document, en nombre d'atome par 10−24cm3.
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de l'appauvrissement du combustible en matériaux �ssiles. On utilise par conséquent un découpage �n au début
de l'évolution.

Estimateur kstepeff kcordeeff kcollisioneff

Taux d'irradiation
Moyenne

Écart type
Moyenne

Écart type
Moyenne

Écart type
(en GWj/t) (en pcm) (en pcm) (en pcm)

0 1,32763 96 1,32676 105 1,32745 87
1 1,27395 93 1,27323 148 1,27317 88
10 1,18815 107 1,18572 135 1,18772 100
20 1,11086 103 1,11020 134 1,11111 103
30 1,03964 100 1,04016 126 1,04001 94
40 0,977444 117 0,976507 140 0,976627 119
50 0,918564 110 0,916080 132 0,91904 104
60 0,871217 118 0,871344 146 0,871678 108

Tableau 8.4 : Estimations du keff par un calcul non-perturbé sur la cellule de combustible
UOX.

Figure 8.3 : Évolution du facteur de multiplication e�ectif d'une cellule de combustible
UOX. Les trois estimations du keff sont a�chées à gauche avec leur erreur statistique (à 1σ) et leur
écart type relatif est indiqué à droite (en pcm).

8.3.3 Temps de calcul

On constate sur la �gure 8.4, page 90, que le temps de calcul moyen de chaque phase de transport se situe
en 80 et 90 secondes, excepté pour le temps du premier pas qui vaut seulement 19 secondes. Cette di�érence
de temps entre le premier calcul Monte Carlo et les autres est dû au nombre d'isotopes présents dans les com-
positions évoluantes. Celles-ci ne contiennent que 5 isotopes au premier pas de l'évolution, mais dès le second
calcul de transport toutes les couronnes de la cellule contiennent au moins 140 isotopes. L'impact de la présence
des produits de �ssion sur les temps de calcul n'est donc pas négligeable. L'utilisation d'une chaîne d'évolution
précise, qui contient un grand nombre de noyaux comme celle utilisée dans le cas présent, entraîne un ralen-
tissement notable des phases de transport car au sein du code beaucoup de méthodes nécessitent un calcul
de sections e�caces macroscopiques, qui se font en parcourant les sections e�caces microscopiques de chaque
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noyau 6.

De plus, on remarque que le temps des simulations Monte Carlo n'est pas constant durant le reste de
l'évolution. Il augmente dans un premier temps, jusqu'à 90 secondes par pas, puis il diminue progressivement
jusqu'à atteindre 80 secondes au dernier pas de l'évolution. Ceci est dû à la combinaison de deux e�ets. Le
premier correspond à l'apparition progressive de tous les isotopes de la chaîne d'évolution dans les di�érents
milieux évoluants. C'est le même e�et qui explique la di�érence de temps de calcul entre les deux premiers
pas. Mais il s'estompe rapidement car dès le deuxième pas la quasi-totalité des isotopes est apparue. Le second
e�et correspond à la durée de vie moyenne des neutrons. L'évolution des concentrations isotopiques modi�e
les sections e�caces macroscopiques d'absorption et donc la probabilité d'absorption des particules. Lorsque le
combustible s'appauvrit, le nombre de collision moyen des particules diminue, ce qui nécessite moins de temps
de simulation.

Figure 8.4 : Temps de calcul moyen des simulations non-perturbée de l'évolution de la
cellule de combustible UOX. Le temps moyen de chaque pas de temps est a�ché à gauche et le temps
moyen de la somme des di�érents pas de temps depuis le début du calcul est a�ché à droite. (La moyenne
est e�ectuée sur les 100 simulations indépendantes.)

8.4 Résultats des calculs perturbés

8.4.1 Rappel de l'algorithme et dé�nition des paramètres du schéma de calcul
perturbé

Avant d'utiliser l'algorithme de perturbation des calculs en évolution, il faut encore déterminer le pas de
temps à partir duquel le schéma �standard� est remplacé par le schéma perturbé (Ti), ainsi que l'intervalle de
temps pendant lequel un même jeu de traces est perturbé pour remplacer les phases de transport (∆Tp). (Pour
rappel, le schéma de perturbation est illustré sur la �gure 8.5, page 91.)

Le premier paramètre dépend du temps d'apparition des isotopes dans toutes les compositions évoluantes.
Les résultats du calcul de référence montrent que l'ensemble de la chaîne d'évolution apparaît dans toutes les
compositions évoluantes de toutes les simulations indépendantes à partir du cinquième pas de temps, c'est-à-
dire à 10GWj/t. Pour comprendre l'impact de Ti sur les résultats perturbés, on e�ectue deux calculs avec le

6. Par exemple les méthodes dévolues au calcul des scores ont besoin du calcul des sections e�caces macroscopiques totale et
de �ssion pour l'estimation du �ux et du facteur de multiplication e�ectif.
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Figure 8.5 : Schéma d'Euler perturbé. Le schéma est divisé en deux phases. La première (entourée
par des pointillés bleus) correspond au schéma d'Euler non-perturbé. Cette phase enchaîne les calculs de
transport (en bleu) et d'évolution (en rose) et s'arrète lorsque tous les noyaux de la chaîne d'évolution
sont apparus, c'est-à-dire à t = Ti, ou à la �n de la chaîne d'évolution, c'est-à-dire à t = T , si certains
noyaux n'apparaissent jamais. Ensuite, la seconde phase correspond aux perturbations. Dans celle-ci, des
traces sont générées tous les ∆Tp et sont perturbées par le module de perturbation (en vert).
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schéma perturbé. Le premier utilise la plus petite valeur de Ti, c'est-à-dire 10GWj/t, et le second une valeur
intermédiaire de 35GWj/t. De plus, pour bien comprendre l'impact des perturbations sur les résultats, on
choisit de ne perturber qu'un seul jeu de traces, c'est-à-dire que l'on perturbe le reste de l'évolution avec les
traces qui sont générées à t = Ti. La comparaison des deux calculs permettra alors de comprendre l'e�et de Ti
sans celui de ∆Tp (une analyse de ce second paramètre sera faite plus loin dans ce chapitre). On obtient alors{

Ti = 10GWj/t

∆Tp = 50GWj/t

pour le premier calcul, et {
Ti = 35GWj/t

∆Tp = 50GWj/t

pour le second 7. Le premier calcul perturbé utilisera donc un jeu de traces simulées dans des milieux où

tous les isotopes sont présents mais dont certains ne le sont qu'en très faible quantité, tandis que le second
calcul utilisera un jeu de traces simulées à un taux d'irradiation plus avancé, et donc avec des concentrations
isotopiques plus proches de celles de l'état �nal du système. L'analyse des résultats de ces deux calculs mettra
en évidence l'in�uence de ce paramètre sur les résultats.

Remarque :
Une connaissance a priori de l'évolution du système a été nécessaire pour connaître le moment où le schéma

perturbé peut démarrer. Toutefois, une estimation, même peu précise, de ce temps su�t en général pour appli-
quer l'algorithme de perturbation. En e�et, on peut par exemple e�ectuer une première (et unique) simulation
non-perturbée et obtenir une valeur approchée de Ti en analysant l'évolution des compositions. Le coût initial
de cette simulation (qui peut être e�ectuée avec un nombre inférieur de particules) est alors négligeable face à
celui des 100 simulations indépendantes du calcul de référence. Ou encore, il est possible d'analyser au début
de chaque pas de temps les di�érentes compositions évoluantes pour savoir si tous les isotopes sont présents.
Mais dans ce cas, le schéma perturbé pourrait démarrer à des pas de temps di�érents d'une simulation à l'autre.
L'analyse de l'in�uence de Ti sur les résultats de l'évolution perturbée n'en serait alors que plus complexe.

8.4.2 Évolution des concentrations isotopiques

Tout d'abord, concernant l'évolution des concentrations isotopiques, on constate que les concentrations
isotopiques évoluent fortement entre 10 et 60GWj/t. Par exemple, la concentration de certains isotopes du
plutonium est multipliée par plus de 100 sur cet intervalle de temps. On s'attend donc à observer une forte
détérioration de la qualité des résultats en �n d'évolution. Mais on ne présentera pas ici l'ensemble des résultats
obtenus avec le schéma perturbé. L'analyse des concentrations de trois isotopes (238U , 240Pu et 243Am) su�t à
comprendre clairement l'évolution de l'ensemble des résultats. On voit sur le tableau 8.5 et les �gures 8.6 à 8.7
que si l'évolution perturbée de quelques isotopes comme 238U est correcte (le paramètre t de la concentration
de cet isotope reste inférieur au quantile à 99,9% durant toute l'évolution), il n'en va pas de même avec les
autres isotopes. Leurs concentrations peuvent être largement surestimées (comme pour 240Pu) ou sous-estimées
(comme pour 243Am). Ceci est dû à l'amplitude des perturbations à la �n de l'évolution. En e�et, les résultats
obtenus sur 238U sont corrects car la concentration de cet isotope évolue peu (elle diminue de moins de 10%
entre 10GWj/t et 60GWj/t). En revanche, celle des autres isotopes change radicalement, ce qui induit des
valeurs du paramètre t jusqu'à quatre fois supérieures à celle du quantile. Mais le tableau 8.5 montre aussi que
si le paramètre t des concentrations isotopiques est généralement bien supérieur à la valeur du quantile à la
�n de l'évolution, il peut être inférieur au quantile pour des taux d'irradiation plus faible. Le premier pas où
l'on observe un dépassement de la valeur critique est à 30GWj/t, soit 20GWj/t d'irradiation avec le schéma
perturbé. En démarrant les perturbations à 10GWj/t, on ne peut donc utiliser le schéma perturbé que pendant
trois pas de temps suivants avant que le test de validation n'échoue.

Mais même lorsque le test de validation réussi pour l'ensemble des isotopes, l'utilisation des perturbations
a un impact non-négligeable sur la variance des résultats. Par exemple, la �gure 8.8 montre que l'erreur statis-
tique de la concentration de 240Pu du calcul perturbé augmente exponentiellement, tandis que celle du calcul de

7. On rappelle qu'au delà de 10GWj/t le maillage temporel est découpé uniformémet par pas de 5GWj/t.
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Figure 8.6 : Évolution perturbée de la concentration isotopique de 240Pu dans les 6 cou-
ronnes de la cellule de combustible UOX. Les concentrations isotopiques perturbée (en pointillé) et
non-perturbée (en trait plein) de 240Pu de chaque milieu évoluant (en nombre d'atomes par 10−24.cm3)
sont a�chées à gauche avec leur barre d'erreur (à 1σ) et le paramètre t de cette concentration est a�ché
à droite.

Figure 8.7 : Évolution perturbée de la concentration isotopique de 243Am dans les 6 cou-
ronnes de la cellule de combustible UOX. Les concentrations isotopiques perturbée (en pointillé) et
non-perturbée (en trait plein) de 243Am de chaque milieu évoluant (en nombre d'atomes par 10−24.cm3)
sont a�chées à gauche avec leur barre d'erreur (à 1σ) et le paramètre t de cette concentration est a�ché
à droite.
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ITaux d'irradiationI 30GWj/t 60GWj/t

IIsotopeI 238U 240Pu 243Am 238U 240Pu 243Am

Couronne 1 2,4 2,0 2,8 2,8 3,3 5,7
Couronne 2 0,6 0,9 2,7 2,4 4,4 7,8
Couronne 3 1,8 1,2 0,6 2,8 6,0 5,6
Couronne 4 0,4 0,9 2,7 0,1 4,0 8,9
Couronne 5 1,4 3,5 1,1 1,3 5,2 7,4
Couronne 6 0,7 1,6 2,7 1,6 4,6 10,7

Tableau 8.5 : Paramètre t de trois concentrations isotopiques après 20GWj/t et 50GWj/t
d'irradiation perturbée. Le schéma perturbé a démarré à 10GWj/t. Les valeurs supérieures au quan-
tile à 99,9% sont en rouge.

référence reste stable durant toute l'irradiation. Cette dégradation de la variance des résultats issus de l'échan-
tillonnage corrélé s'observe sur tous les résultats issus du schéma perturbé. Pour ne pas détériorer la variance
trop rapidement, il serait donc préférable d'arrêter les perturbations après un pas de temps, ou deux. Mais le
gain en terme de temps de calcul doit alors être conséquent pour compenser la faible utilisation des perturbation
ainsi que la dégradation (même modérée) de la variance.

8.4.3 Impact sur le temps de calcul

Pour éviter de trop impacter le temps de calcul, les traces sont toutes stockées dans la mémoire vive de
l'ordinateur et non sur le disque dur. Cela permet d'obtenir un gain de temps signi�catif car, d'une part, les
accès au disque dur (en lecture et en écriture) sont plus lents que ceux de la mémoire vive et, d'autre part, les
di�érents simulateurs indépendants exécutés parallèlement ne peuvent obtenir un accès simultané au disque dur
(alors que cela est possible pour la mémoire vive).

On peut voir sur la �gure 8.4 que les simulations Monte Carlo du calcul de référence (hormis celle du premier
pas) durent en moyenne entre 80 et 90 secondes. On compare ce résultat au temps de calcul de la première
simulation Monte Carlo du calcul perturbé, ralentie par la sauvegarde des traces et qui dure 111 secondes, ainsi
que les pas de temps suivant (où les traces sont uniquement perturbées) qui durent en moyenne 68 secondes.
On observe donc un ralentissement d'environ 23 % du temps de calcul lors du premier pas du schéma perturbé,
suivi d'un gain de l'ordre de 14 à 24 % pour les pas de temps suivant.

Pour savoir si les performances obtenues sont su�santes, on décompose le gain sur la �gure de mérite (Eq.
1.15, page 18) en deux parties :

Gain [R] =
σ2
ref [R]

σ2 [R]
× Tref

T
= Gain [σ]×Gain [T ] . (8.2)

Le premier terme Gain [σ] correspond a priori à une perte, car l'utilisation des perturbations induit une dégra-
dation de la variance des résultats, et le second terme Gain [T ] correspond d'abord à une perte (car le premier
calcul du schéma perturbé est ralenti) puis à un gain (car l'utilisation de l'échantillonnage corrélé doit permettre
d'obtenir une diminution du temps de calcul). Or, la variance des résultats perturbés est au mieux égale à celle
du calcul de référence. Donc dans ce cas, c'est-à-dire quand Gain [σ] = 1, le second terme correspond au gain
total obtenu. Il représente donc le gain maximal de l'échantillonnage corrélé. Si l'on ne tient pas compte du
coût initial que représente la sauvegarde des traces, le gain de temps est compris entre 1, 16 et 1, 32. Comme
en pratique la variance est très rapidement dégradée (elle est multipliée par plus de 2 après deux pas de per-
turbations c'est-à-dire 10GWj/t d'irradiation 8, et ce, quel que soit le résultat), on comprend que le gain en
temps est beaucoup trop faible pour compenser le ralentissement initial dû à la sauvegarde des traces et la dé-
gradation de la variance. Le schéma perturbé ne permet donc pas (pour l'instant) d'améliorer la �gure de mérite.

8. Attention, la variance perturbée ne dépend pas du nombre de pas de perturbation (contrairement au gain en temps) mais
uniquement de l'amplitude des perturbations. Cela signi�e que si le maillage temporel était deux fois moins �n, la variance perturbée
aurait doublé au bout d'un pas de perturbation.
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Dans la suite de ce chapitre, on analyse les résultats d'un calcul perturbé démarrant à un taux d'irradiation
plus avancé. L'objectif de ce calcul est de déterminer si l'on peut améliorer la qualité du calcul perturbé (c'est-
à-dire diminuer le paramètre t des di�érents résultats) en modi�ant la valeur du paramètre Ti. On cherchera
ensuite à améliorer les performances du calcul perturbé en améliorant le temps de calcul des pas perturbés.

8.4.4 Démarrage retardé des perturbations

On �xe maintenant le démarrage des perturbations à 35GWj/t. De même que précédemment, les perturba-
tions durent jusqu'à la �n de l'évolution pour analyser la dégradation du calcul en fonction de l'amplitude des
perturbations. L'analyse des résultats montre que les concentrations isotopiques évoluent moins rapidement à
partir de 35GWj/t que dans le cas précédent. Par exemple, la concentration de 243Am est multipliée par 160
entre 10GWj/t et 35GWj/t et par 5 entre 35GWj/t et 60GWj/t. De même, la concentration de 240Pu a été
quintuplée entre 10GWj/t et 35GWj/t, alors qu'elle n'a même pas doublée entre 35GWj/t et 60GWj/t. De
ce fait, on espère donc obtenir de meilleurs résultats avec cette valeur de Ti.

Tout comme dans le cas précédent, on constate sur le tableau 8.6 que les concentrations isotopiques ob-
tenues avec le schéma perturbé ne sont compatibles que pendant trois pas de temps avec celles du calcul de
référence. Au-delà, certains paramètres t sont supérieurs au quantile à 99,9 %. De plus, on remarque sur la
�gure 8.9 que les autres observables macroscopiques (φ, keff , P ) du calcul perturbé sont toujours compa-
tibles avec celles du calcul de référence. Donc seules les concentrations isotopiques limitent donc la validité du
schéma de perturbation, qui semble ne pas aller au-delà de 15GWj/t d'irradiation quelle que soit la valeur de Ti.

Taux d'irradiation (en GWj/t) 40 45 50 55 60
maxi

(
t
[
N i
])

5.10−3 2,4 2,8 3,8 4,2
isotope 235U 135Xe 153Eu 153Eu 153Eu
couronne 2 6 1 1 1

Tableau 8.6 : Maximum du paramètre t sur les concentrations isotopiques des di�érentes
couronnes entre 40 et 60GWj/t d'irradiation. Ce tableau contient pour tous les pas perturbés
la valeur maximale du paramètre t observée. L'isotope et la couronne correspondant à cette valeur sont
indiqués en dessous. On rappelle que le schéma perturbé a démarré à 35GWj/t, et les valeurs supérieures
au quantile à 99,9% sont en rouge.

Concernant la dégradation de la variance des résultats, on observe la même dégradation des résultats pertur-
bés que dans le cas précédent. L'erreur statistique augmente de plus en plus avec l'amplitude des perturbations,
alors que celle du calcul de référence �uctue peu (voir la �gure 8.10 pour la concentration isotopique de 238U et
pour le facteur de multiplication e�ectif). Relativement au cas précédent, cette dégradation est toutefois moins
importante. Par exemple, la concentration de l'isotope 240Pu est multipliée par un facteur compris entre 3 et
5 après trois pas de perturbation, alors que dans le cas précédent cette même concentration était multipliée
par un facteur compris entre 5 et 7. Et on observe le même phénomène sur l'ensemble des résultats. Ceci peut
s'expliquer par le fait que pour un même intervalle de taux d'irradiation, l'évolution des concentrations isoto-
piques est plus lente à partir de 35GWj/t qu'elle ne l'est à partir de 10GWj/t. La valeur de Ti a donc une
forte in�uence sur l'erreur statistique des résultats.

En�n, concernant le temps de calcul, la modi�cation de Ti n'a eu aucune incidence. Le temps de la simulation
perturbée n'est que de 12,4 % inférieur à celui du calcul de référence à la �n de l'évolution. Ce n'est toujours
pas su�sant pour que la �gure de mérite du calcul perturbé soit supérieure à celle du calcul de référence, ce
que montre la �gure 8.11 avec la mesure du gain obtenu sur l'estimation du facteur de multiplication e�ectif.

8.5 Méthodes d'accélération de la construction des sections e�caces

Les résultats précédents ne permettent pas encore d'accélérer les calculs Monte Carlo évoluant avec l'échan-
tillonnage corrélé. On peut alors envisager de générer d'autres jeux de traces avant la �n de l'évolution (ce qui
se traduit par une diminution de la valeur de ∆Tp). Mais dans ce cas, on diminue le gain en temps Gain [T ]
(car une simulation avec enregistrement des traces nécessite plus de temps que la perturbation de ces traces)
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Figure 8.8 : Écart type perturbé de la concentration isotopique de 240Pu dans les 6 cou-
ronnes de la cellule de combustible UOX. Les erreurs statistiques relatives (en %) de la concentration
isotopique perturbée (sans trait, avec marqueur) et non-perturbée (avec trait, sans marqueur) de 240Pu
de chaque milieu évoluant sont a�chées à gauche et les rapports de ces erreurs statistiques perturbées et
non-perturbées sont a�chés à droite.

Figure 8.9 : Paramètre t du �ux total dans les 6 couronnes de la cellule de combustible
UOX et du facteur de multiplication e�ectif. Le �ux volumique total (c'est-à-dire intégré en énergie
et en angle, en nombre de neutrons par cm−2.s−1) est a�ché à gauche pour chaque milieu évoluant et
celui de chaque estimateur du facteur de multiplication e�ectif est a�ché à droite.
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Figure 8.10 : Rapport des écarts types perturbé et non-perturbé sur l'estimation de la
concentration isotopique de 238U (à gauche) dans les 6 couronnes de la cellule de combustible
UOX et du facteur de multiplication e�ectif (à droite).

Figure 8.11 : Performances du calcul perturbé de la cellule de combustible UOX. Le gain en
temps (Eq. 8.2) est a�ché à gauche (en rouge) et celui sur les trois estimateurs du facteur de multiplication
e�ectif est a�ché à droite.
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mais on améliore la valeur des paramètres t des concentrations isotopiques, ce qui permet d'utiliser le schéma de
perturbation sur un intervalle de temps plus grand (mais toujours pas jusqu'à la �n du calcul, à 60GWj/t). Et
concernant la précision des résultats, cela ne permet pas d'éviter la dégradation de la variance mais seulement
de la ralentir. En e�et, après avoir généré un �chier de traces, la variance est dégradée exponentiellement à
chaque pas de temps, ce qui signi�e que la vitesse de la dégradation de la variance augmente avec l'amplitude
des perturbations. Lorsque l'on génère un nouveau �chier de traces, on diminue cette vitesse mais pas la va-
riance (qui continue donc d'augmenter). Néanmoins, même si les pertes en variance (Gain [σ]) sont réduites,
les gains en temps (Gain [T ]) restent inférieurs. La modi�cation du paramètre ∆Tp n'est alors pas su�sante
pour améliorer les performances du schéma perturbé. On cherche donc à mettre en place d'autres solutions qui
améliorent le temps d'exécution du code et maintiennent la valeur de la variance sans avoir à modi�er la valeur
de ∆Tp.

On commence ici par chercher une solution au temps d'exécution du code et on verra, à la �n de ce chapitre,
comment palier le problème de la dégradation de la variance. Une analyse de ∆Tp sera faite à ce moment-là.

8.5.1 Pro�lage du code et optimisation du temps de calcul

Pour accélérer le temps d'exécution du schéma perturbé, on cherche à identi�er les méthodes les plus chro-
nophages du code. Un pro�lage du code source a permis de révéler que la majeure partie du temps de calcul
(environ 80 %) était occupée par les méthodes nécessitant le calcul de données nucléaires macroscopiques qui sont
utilisées pour perturber les traces et pour calculer les scores. En e�et, les corrections de poids de l'échantillon-
nage corrélé dépendent des sections e�caces macroscopiques totales perturbée et non-perturbée, l'estimateur
collision du �ux dépend de la section e�cace macroscopique totale perturbée et l'estimateur corde du facteur
de multiplication e�ectif dépend de la section e�cace macroscopique de �ssion perturbée et du nombre moyen
de neutrons produits par �ssion. Or, ces données sont très lentes à construire car le découpage énergétique des
données microscopiques n'est pas commun à chaque isotope (et parfois il di�ère aussi d'une donnée nucléaire
à l'autre 9). Par exemple, lorsque l'on souhaite construire la section e�cace macroscopique totale d'un milieu
à une énergie donnée, il faut connaître la section e�cace microscopique totale de chacun isotope du milieu (il
y en a environ 150 dans notre cas) et les sommer en les pondérant par les concentrations isotopiques. Si cette
dernière opération est rapide à e�ectuer, le calcul des sections microscopiques ne l'est pas, car la recherche
de la position de l'énergie au sein du découpage énergétique de chaque isotope prend du temps. Et lors de la
simulation, ce calcul est réalisé pour toutes les données nucléaires ayant leur propre découpage énergétique lors
de chacun des évènements de l'histoire des particules que l'on a sauvegardée, ce qui explique la part importante
de ces méthodes dans le temps de calcul.

8.5.2 Uni�cation des compositions

A�n de véri�er l'impact sur le temps de calcul de la construction des données nucléaires, on utilise une
option de TRIPOLI-4 appelée �uni�cation des compositions�. Cette option propose de calculer avant le début
de la simulation la section e�cace macroscopique totale et la grandeur νΣf =

∑N
i=1 νiΣ

i
f (où i est un index

sur les N isotopes) de chaque composition sur un découpage énergétique dit �uni�é� qui correspond à l'union
des di�érents découpages énergétiques de tous les isotopes de la composition. La connaissance de ces données
durant la simulation permet d'accélérer le calcul car une seule recherche dans le découpage énergétique uni�é
dans chacune des compositions su�t à calculer Σt et νΣf . Cette option remplace donc les N recherches dans
les découpages énergétiques des isotopes par une seule. Et comme ces données sont exploitées par plusieurs
parties du code (comme l'estimateur collision du �ux, l'estimateur corde du facteur de multiplication e�ectif et
l'opérateur de transport), l'impact sur le temps d'exécution est conséquent.

On peut voir sur la �gure 8.12 l'e�et de cette option sur le temps de calcul (où l'on a volontairement omis
le temps d'initialisation de cette option car on souhaite observer l'impact de la construction des données nu-
cléaires sur les temps de calcul). On constate que l'uni�cation des compositions rend presque constant le temps
de calcul durant toute l'évolution. Après le premier pas (dont le temps est quasiment identique à celui du calcul
sans l'uni�cation des compositions), le temps de calcul de chacun des pas de temps reste compris entre 20 et
23 secondes. Le temps de simulation est donc très proche de celui du premier pas de temps où il n'y a que 5

9. Par exemple, le découpage énergétique du nombre moyen de neutrons produits par �ssion n'est pas commun à celui de la
section e�cace microscopique totale.
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isotopes dans le combustible 10, ce qui représente un facteur d'accélération en temps d'environ 3, 8 pour chaque
transport par rapport au calcul sans l'uni�cation. Et comme les calculs en perturbation ont aussi besoin des
grandeurs uni�ées, on peut espérer que le schéma perturbé soit lui aussi accéléré. On compare donc de nouveau
le temps de calcul des schémas perturbé et non-perturbé, mais avec cette option dans les deux schémas. Les
résultats obtenus (voir Fig. 8.13) montrent que le premier pas de temps perturbé, où l'on sauvegarde les traces,
dure environ 30 secondes, soit un temps 31,5 % plus long que celui de la référence. Ensuite, les autres pas durent
seulement 6 secondes, ce qui correspond à un gain de temps compris entre 70 et 73 %. Au �nal, le gain en temps
obtenu à la �n de l'évolution, Gain [T ], devient su�samment conséquent pour avoir un impact signi�catif sur
la �gure de mérite. Cette option est donc plus pro�table au schéma perturbé qu'au schéma non-perturbé.

Mais si l'utilisation de l'uni�cation permet d'augmenter les gains en temps, la dégradation de la variance n'est
pas impactée et reste trop rapide pour améliorer su�samment la �gure de mérite (voir Fig. 8.13). De plus, cette
option a d'autres conséquences sur la simulation. La fabrication des données uni�ées a un coût important à la fois
en temps et en espace, car l'initialisation de cette option dure environ 80 secondes (soit environ 89 % du temps
d'une simulation sans l'uni�cation) par composition et elle requiert un espace mémoire très important. Bien
que ces inconvénients ne dépendent pas du nombre de particules simulées, le temps d'initialisation et l'espace
mémoire occupé sont tout de même proportionnels au nombre de compositions présentes dans la géométrie. Il
n'est donc pas envisageable de l'utiliser systématiquement dans toutes les études en évolution.

8.5.3 Généralisation de la méthode d'accélération à l'exploitation de la persistance
des données

A�n d'obtenir les mêmes performances que celles obtenues avec l'uni�cation des compositions, mais en es-
sayant d'en éviter les contraintes, on propose d'ajouter au contenu des traces les données nucléaires nécessaires
aux calculs en perturbation. On ajoute alors une option au jeu de données d'entrée de TRIPOLI-4 qui indique
la liste des interactions dont on souhaite sauvegarder les sections e�caces microscopique, ainsi que les compo-
sitions et les isotopes concernés.

Dans les calculs perturbés précédents, il y a en tout trois sections e�caces macroscopiques qui sont néces-
saires à la résolution du problème. La méthode de perturbation par échantillonnage corrélé a besoin des sections
e�caces macroscopiques totales perturbée et non-perturbée de tous les milieux évoluants. Le calcul du �ux
nécessite aussi les sections e�caces macroscopiques totales de tous les milieux évoluants, car le calcul en pertur-
bation utilise l'estimateur collision du �ux. Et l'estimateur corde du facteur de multiplication e�ectif nécessite
la section e�cace macroscopique de �ssion perturbée multipliée par le nombre moyen de neutrons produits par
�ssion, c'est-à-dire la quantité νΣ̃f =

∑N
i=1 νiΣ̃

i
f , pour toutes les compositions. Or, ces valeurs macroscopiques

ne sont pas accessibles durant la simulation, car les valeurs des concentrations isotopiques perturbées ne sont
pas encore connues. On sauvegarde donc dans les traces la section e�cace microscopique totale (σit) et le pro-
duit de la section e�cace microscopique de �ssion et du nombre moyen de neutrons produits par �ssion (νiσif )
lors de chaque évènement de l'histoire des particules (c'est-à-dire à l'énergie précise de chaque collision), et on
reconstruit les valeurs macroscopiques perturbées à la volée.

Comme on pouvait s'y attendre, la simulation générant des traces accompagnées de ces données nucléaires
est plus lente et nécessite beaucoup plus de mémoire que précédemment. Ainsi, le premier pas en perturbation
dure 216 secondes, ce qui représente une augmentation de 140 % du temps de calcul par rapport à la référence.
Mais en contrepartie les pas de temps suivants ne durent que 16,5 secondes, soit un gain d'environ 80 % par
rapport aux calculs de référence. L'utilisation des données au sein des traces permet donc de diminuer signi�-
cativement le temps de calcul des pas utilisant les perturbations (voir Fig. 8.14, page 101).

On remarque tout de même que cela n'apporte pas les mêmes performances que l'uni�cation des compo-
sitions. Ceci s'explique par le volume de données à traiter. En e�et, le volume total de données occupant la
mémoire est rapidement plus important que celui de l'uni�cation des compositions, ce qui impacte le temps de
calcul. Mais on remarque cependant que le coût initial de cette méthode est beaucoup moins important que
celui de l'uni�cation. La première simulation perturbée a duré 105 secondes de plus que la référence, alors que

10. Cela signi�e que la plupart du temps le code de transport boucle sur les isotopes uniquement pour construire quelques
grandeurs macroscopiques. Or, avec l'uni�cation ces boucles ne sont pas nécessaires, ce qui explique pourquoi le temps de calcul ne
dépend (presque) pas du nombre d'isotopes.
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Figure 8.12 : Comparaison des temps de calcul de la simulation de référence avec (en
rouge) et sans (en noir) l'uni�cation des compositions pour le temps instantané (à gauche) et le
temps cumulé, ou gain en temps (à droite).

Figure 8.13 : Performances du calcul perturbé avec l'uni�cation des compositions de la
cellule de combustible UOX. Le gain en temps obtenu en utilisant l'uni�cation des compositions est
a�ché à gauche (en rouge) et celui sur la variance des trois estimateurs du facteur de multiplication
e�ectif est a�ché à droite.
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l'initialisation de l'uni�cation des traces dure 80 secondes par composition, soit au total 480 secondes de plus
que la référence. Néanmoins, on remarque aussi que si ce coût initial n'est proportionnel pas au nombre de
milieux, il augmente avec le nombre de particules simulées. Le coût initial de l'uni�cation peut donc être moins
important que celui de l'enregistrement des traces si le nombre de particules simulées était plus important. Or,
quelle que soit la géométrie, plus le maillage spatial est �n et plus le nombre de particules à simuler pour éviter
les erreurs systématiques [Brun2011] est grand. On peut donc raisonnablement considérer que le nombre de
particules simulées augmente donc en même temps que le nombre de milieux évoluants. De ce point de vue,
le coût du stockage des données nucléaires dans les �chiers de traces reste toujours plus faible que celui de
l'uni�cation des compositions.

On a donc mis en place une nouvelle façon d'utiliser les données de simulations. L'objectif premier de ces
travaux était de perturber un transport Monte Carlo pour remplacer les simulations suivantes. Mais la méthode
de perturbation utilisée, l'échantillonnage corrélé, consiste à ré-exploiter l'histoire des particules simulées durant
l'évolution des compositions. Avec l'ajout et l'exploitation de données nucléaires dans les traces, le schéma de
perturbation mis en place peut être vu, d'un point de vue plus général, comme l'exploitation de la persistance
des toutes les données d'une simulation nécessaire au remplacement du transport des pas de temps suivants.

Malgré l'amélioration du temps de calcul, on peut voir sur la �gure 8.14, page 101, que ce gain n'est toujours
pas su�sant. La dégradation de la variance est toujours trop rapide en comparaison du nombre de pas de temps
nécessaires pour qu'un gain en temps apparaisse. Il faut au moins deux pas avec le schéma de perturbation pour
compenser le coût initial de la fabrication des traces avec les données nucléaires du premier pas de temps et donc
obtenir un gain en temps signi�catif. Toutefois, ce gain reste inférieur à 2 alors que très rapidement la variance
perturbée vaut le double de celle du calcul de référence. Le gain sur la �gure de mérite reste alors constamment
inférieur à 1. L'optimisation (informatique) de la méthode de perturbation des calculs Monte Carlo évoluant ne
su�t donc pas. Il faut maintenant chercher à optimiser l'utilisation de la méthode des échantillons corrélés en
vue de minimiser la dégradation de la variance.

Figure 8.14 : Performances du calcul perturbé de la cellule de combustible UOX avec
l'enregistrement des données nucléaires dans le jeu de traces. Le gain en temps obtenu en
exploitant les données nucléaires dans les traces est a�ché à gauche et le gain sur les trois estimations
du facteur de multiplication e�ectif est a�ché à droite.
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8.6 Vers des schémas de réduction de variance

On a vu que l'utilisation de l'échantillonnage corrélé peut servir à remplacer les phases de transport Monte
Carlo dans un calcul en évolution, mais sou�re de plusieurs limitations. La première d'entre elles est direc-
tement liée à la principale contrainte de la méthode des échantillons corrélés : on ne peut pas perturber une
simulation Monte Carlo avec l'échantillonnage corrélé pour remplacer un autre transport dans lequel des iso-
topes sont apparus. Par exemple, lorsque l'on simule l'irradiation du combustible nucléaire, il faut attendre que
l'ensemble des produits de �ssion et leurs descendants soient présents dans l'ensemble du combustible. Ensuite,
on a constaté que la qualité des résultats perturbés est progressivement détériorée et le test de Student montre
que les résultats ne sont plus valides lorsque le taux d'irradiation est trop important (cette erreur systématique
avait elle aussi été prédite par la partie théorique). L'état du système tel qu'il était au moment de la génération
des traces n'est plus su�samment représentatif de ce qu'il est devenu à la �n de l'évolution. Il faut donc mettre
en ÷uvre une nouvelle utilisation de l'échantillonnage corrélé permettant de lever ces limitations.

Le jeu de données servant à produire les premières traces utilisées par le schéma perturbé correspondait
dans la première partie de cette étude à l'état du système au temps Ti. Mais rien théoriquement n'oblige celui-ci
à représenter l'état du système à un quelconque instant de l'évolution. Le jeu de traces pourrait tout aussi
bien être simulé dans d'autres conditions. Par exemple, si certains isotopes de la chaîne d'évolution ne sont pas
apparus dans tous les milieux évoluant à Ti, il est tout à fait possible de les ajouter au jeu de données servant à
générer les traces puisque celui-ci est arbitraire et qu'il ne sert qu'à minimiser la variance de la simulation per-
turbée représentant l'état réel du système. En e�et, si l'échantillonnage corrélé ne permet pas de faire apparaître
des isotopes entre la situation initiale (c'est-à-dire celle dans laquelle les traces sont produites) et la situation
perturbée (c'est-à-dire celle correspondant à l'évolution réelle du système), rien n'empêche en revanche d'en
faire disparaître. De ce fait, on peut chercher à optimiser le jeu de concentrations isotopiques pour minimiser la
dégradation de la variance en utilisant un jeu de compositions arbitraire, ce qui permettrait d'utiliser le schéma
perturbé sur l'ensemble de l'évolution. Cette optimisation peut être assimilée à une technique de réduction de
variance, puisque dans un calcul Monte Carlo statique, ces techniques modi�ent certains paramètres physiques
(comme les densités de probabilités des évènements subis par les particules) pour améliorer la précision et/ou
le temps du calcul.

Suivant cette idée, en plus d'ajouter les isotopes non-présents, on peut aussi améliorer la valeur des concen-
trations des isotopes déjà présents. Par exemple, pour le premier intervalle de perturbation, c'est-à-dire entre Ti
et Ti + ∆Tp, on peut améliorer la représentativité des traces durant tout cet intervalle de temps en utilisant le
jeu de concentrations d'un autre instant que Ti (car les traces de ce pas de temps sont trop di�érentes de celles
à Ti + ∆Tp). Sous réserve de connaître a priori l'évolution des concentrations isotopiques entre Ti et Ti + ∆Tp,
ou du moins d'en avoir une estimation su�samment proche 11, on peut alors imaginer diverses solutions :

• La première consiste à minimiser l'erreur obtenue à la �n de l'intervalle de perturbation. Pour cela, on
pourrait utiliser les concentrations à Ti + ∆Tp. Toutefois, cette solution risque de générer des erreurs
systématiques dès les premiers pas de calcul en perturbation. Et ces erreurs se propageraient durant le
reste du calcul. Cette solution n'est donc pas acceptable car il faut minimiser l'écart entre les concentrations
isotopiques utilisées pour générer les traces et celle de tous les pas de temps de l'intervalle de perturbation.

• De ce fait, on imagine facilement que celles à Ti + ∆Tp/2 représentent une solution convenable. D'ailleurs,
avec ces concentrations, on s'attend à ce que la variance des résultats perturbés soit égale à celle du calcul
de référence à Ti + ∆Tp/2. Néanmoins, l'évolution des concentrations isotopiques n'est pas nécessaire-
ment linéaire. Les concentrations à Ti + ∆Tp/2 peuvent donc tout de même être très éloignées de celles
d'une partie de l'intervalle de perturbation, ce qui risque de créer des erreurs systématiques. De plus,
l'étude du modèle théorique (Part. III) montre que la dégradation de la variance est plus forte lorsque les
concentrations isotopiques sont plus fortes que les concentrations initiales (c'est-à-dire lorsque l'on per-
turbe en diminuant les concentrations). Or, dans cette étude, la plupart des éléments sont des produits
de �ssion dont le nombre augmente avec l'irradiation. En choisissant un jeu de concentrations entre Ti et
Ti+∆Tp/2, on peut espérer minimiser la variance dès les premiers pas d'irradiation. De ce fait, on utilisera
les concentrations à Ti + α∆Tp, avec α ∈ [0; 1], où le choix de la valeur de α dépend de l'évolution des
concentrations.

• Plus généralement, au lieu de choisir l'un des pas de temps de l'évolution, on peut aussi générer des

11. La façon d'obtenir cette connaissance sera discutée par la suite.
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compositions totalement arbitraires (voire absurdes) dont on optimise chaque concentration isotopique
une à une. Par exemple, on peut utiliser la moyenne de la concentration de chaque noyau sur l'intervalle
de perturbation. Cette solution a alors l'avantage de minimiser l'amplitude des perturbations sur l'ensemble
de l'intervalle de perturbation, mais les traces sont produites dans un système dont la physique peut être
très éloignée de celle du système réel, ce qui pourrait aussi générer des erreurs systématiques.

Dans cette dernière partie du chapitre, on met en place cette optimisation en choisissant la seconde solution.
Celle-ci semble être la plus e�cace (à condition de trouver une valeur de α convenable) et la plus rapide à
mettre en place. On montrera comment on obtient la connaissance a priori de l'évolution du système nécessaire
à la mise en ÷uvre de cette optimisation, ainsi que les gains obtenus sur la variance du calcul perturbé.

8.6.1 Procédure d'optimisation des concentrations isotopiques du jeu de traces

Comme l'objectif recherché est de trouver un jeu de concentrations isotopiques le plus proche possible des
concentrations à Ti + α∆Tp, avec α ∈ [0; 1], on propose d'e�ectuer un premier calcul d'évolution pour estimer
ces concentrations. Comme aucune précision sur les résultats n'est requise, cette simulation peut être réalisée
avec le même code Monte Carlo évoluant, dont on peut éventuellement restreindre le nombre de pas de temps
et/ou le nombre de particules simulées, ou encore avec un code déterministe. Néanmoins, on préfère tout de
même e�ectuer cette simulation dans les mêmes conditions a�n d'éviter d'introduire des biais systématiques
trop importants sur l'estimation des concentrations recherchées. Pour pouvoir utiliser la méthode des échan-
tillons corrélés même lorsque des isotopes apparaissent d'un pas de temps à l'autre, on ajoutera cependant
systématiquement à chaque milieu évoluant les isotopes de la chaîne d'évolution qui ne sont pas présents en leur
a�ectant une concentration (minimale) arbitraire. Ainsi, les concentrations isotopiques de ce calcul peuvent être
utilisées pour perturber l'ensemble de l'évolution, tout en minimisant la dégradation de la variance des résultats.

En�n, on note que seul le second calcul d'évolution est parallélisé en plusieurs simulations indépendantes.
Comme chacun des simulateurs produit un jeu de traces à l'aide d'un générateur de nombres aléatoires initialisés
avec une graine unique, il n'est pas nécessaire que les concentrations isotopiques du jeu de traces soient elles
aussi propres au simulateur. Le premier calcul en évolution n'est donc pas parallélisé et le temps de calcul de
celui-ci est alors négligeable en comparaison du temps de calcul de l'ensemble des simulateurs de la seconde
évolution et ne sera donc pas pris en compte lors de la mesure de performances.

L'ensemble de cette procédure est présenté sur l'algorithme 8.1 (page 105), ainsi que sur la �gure 8.15 (page
104) pour Ti = 0 12.

Remarque :
Les concentrations isotopiques n'évoluent pas linéairement au cours de l'irradiation. Les concentrations à

Ti+∆Tp/2 ne sont donc pas nécessairement les plus représentatives de celles sur l'intervalle [Ti ; Ti + ∆Tp]. De
plus, on a vu dans la partie III que la méthode des échantillons corrélés était plus adaptée à des perturbations
augmentant les concentrations isotopiques. Or, à part quelques isotopes (tel que 235U et 238U), la plupart des
éléments apparaissent progressivement. On préfèrera donc en général utiliser les concentrations isotopiques du
premier calcul les plus proches de Ti + ∆Tp/3, c'est-à-dire pour α = 1/3, plutôt qu'à Ti + ∆Tp/2. L'expérience
montre que la qualité des résultats est bien améliorée avec ce choix.

8.6.2 Validation des résultats

Au début de l'irradiation de la cellule, il n'y a que trois isotopes dans le combustible et les concentrations
isotopiques évoluent très rapidement sur les premiers pas de temps. Aussi, si l'on commence le nouveau schéma
perturbé au tout début de l'évolution, le premier jeu de traces (produit avec l'estimation des concentrations
à ∆Tp/3) ne sera pas représentatif des concentrations initiales. On préfère donc démarrer ce schéma après les
trois premiers pas de temps, soit à Ti = 5GWj/t. De plus, il faut fractionner le plus possible l'évolution pour
que les di�érents jeux de traces soient toujours les plus représentatifs possible (c'est-à-dire avoir plusieurs jeux
de traces à di�érents pas de temps pour minimiser la variance sur toute l'évolution). Le paramètre ∆Tp ne
doit donc pas couvrir l'ensemble du calcul. On choisit alors de séparer le calcul en deux parties. La première

12. Ti est �xé à 0 sur la �gure 8.15 par soucis de lisibilité du schéma.
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Figure 8.15 : Schéma d'Euler perturbé avec la méthode de réduction de variance. Le schéma
est encore divisé en deux phases, mais ici les deux phases sont réalisées entièrement. La première (entourée
par des pointillés bleus) n'est pas perturbée et sert à estimer l'évolution des concentrations isotopiques.
Elle ne sera réalisée qu'une seule et unique fois. Ensuite, la seconde phase (qui est entièrement perturbée
ici, c'est-à-dire que Ti = 0) utilise les résultats de la première phase, en les optimisant (en orange) pour
ajouter les noyaux non présents au début de chaque intervalle de perturbation mais qui peuvent apparaître
durant ces intervalles. Ces concentrations seront utilisées par le code de transport pour générer les traces.
Seule cette seconde phase est dupliquée en simulateurs indépendants.
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Algorithme 8.1 Optimisation des concentrations isotopiques pour la création des traces.

Entrée :
{
N i
}

(t=0)
, T, δt, Ti < T, ∆Tp

t← 0

procédure <Schéma temporel>(0, T, δt) . Premier calcul sans perturbation
pour i = 1 jusqu'à N faire

si N i
opt (t) = 0 alors
N i
opt (t)← N i

min . On ajoute les isotopes non présents
�n si

�n pour{
N i
opt

}
(t)
←
{
N i
}

(t)
. Sauvegarde des concentrations isotopiques

�n procédure

t← 0 . On recommence l'évolution avec les résultats précédents

procédure <Schéma temporel>(0, Ti, δt) . Initialisation sans perturbation
�n procédure

t← Ti . Début de l'évolution perturbée

tant que t < T faire{
γ(t)

}
← TRIPOLI

[{
N i
opt

}
(t+∆Tp/2)

]
. Utilisation des concentrations du premier calcul

procédure <Schéma perturbé>(t, t+ ∆Tp, δt,
{
γ(t)

}
)

�n procédure

t← t+ ∆Tp

�n tant que

Sortie : ∀t ∈ [0;T ],
{
N i
}

(t)

commence à 5GWj/t et dure ∆Tp = 20GWj/t. La seconde, qui démarre donc à 25GWj/t, contient le reste
de l'évolution. Cela correspond à {

Ti = 5GWj/t

∆Tp = { 20GWj/t, 35GWj/t }
.

Le premier intervalle de perturbation est donc moins étendu que le second a�n de mesurer la qualité du calcul
perturbé en fonction de la valeur de ∆Tp. De plus, on choisit d'utiliser les concentrations du premier calcul à
10GWj/t et à 30GWj/t.

L'analyse de l'ensemble des résultats du calcul perturbé montre que la quasi-totalité des résultats étudiés
ont un paramètre t inférieur au quantile à 99,9 % jusqu'à 50GWj/t. Seul l'isotope 153Eu dans la troisième
couronne et au taux d'irradiation 10GWj/t présente un paramètre t supérieur à la valeur critique (il vaut
3, 187 (±0, 001)) et au-delà de 50GWj/t la plupart des résultats ne sont plus corrects. On peut donc considérer
que la méthode produit des résultats valides lorsque l'intervalle de perturbation ∆Tp n'est pas trop important,
c'est-à-dire inférieur à 30GWj/t. Le second intervalle de perturbation aurait dû donc être scindé en deux pour
que le schéma perturbé donne des résultats compatibles avec ceux de la référence jusqu'à la �n de l'évolution.

8.6.3 Dégradation de la variance

La �gure 8.16, page 107, donne le rapport des erreurs statistiques perturbée et non-perturbée du �ux total
de chacune des couronnes de la cellule et du facteur de multiplication e�ectif en fonction du taux d'irradiation.
Cette �gure montre qu'avec cette nouvelle procédure de perturbation la dégradation de la variance est radi-
calement di�érente. Sur chaque intervalle de perturbation, l'erreur statistique décroit dans un premier temps,
puis augmente dans un second temps. Elle atteint un minimum très proche de la valeur du calcul de référence
autour des taux d'irradiations correspondants aux jeux de concentrations isotopiques qui ont servis à produire
les traces, c'est-à-dire autour de 10GWj/t et à 30GWj/t.
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Ceci démontre bien la possibilité de maintenir la valeur de la variance au même niveau que de celle du calcul
de référence. En e�et, la dégradation de la variance ne dépend pas du nombre de pas de temps des di�érents
intervalles de perturbation, mais seulement de l'amplitude de la perturbation des concentrations, c'est-à-dire
de l'écart entre les compositions du calcul et celles utilisées pour fabriquer les traces. On peut donc minimiser
cette dégradation en choisissant des intervalles de perturbation de plus petite taille. Mais cela nécessite par
conséquent un découpage temporel plus �n, car il faut plusieurs pas de temps au sein de chaque intervalle de
perturbation pour maximiser le gain en temps de calcul.

Toutefois, avec la �gure 8.17, page 107, qui montre le rapport des variances des concentrations isotopiques
de 235U et 239Pu en fonction du taux d'irradiation, on remarque que les erreurs statistiques des concentrations
isotopiques perturbées sont généralement plus importantes que celles des autres scores (c'est-à-dire du �ux, de
la puissance et du facteur de multiplication e�ectif, voir Fig. 8.16) et son minimum est généralement supérieur
à celui du calcul de référence. L'estimation de l'évolution de l'inventaire isotopique est donc plus sensible à
l'amplitude des perturbations que les autres grandeurs du problème.

8.6.4 Mesure des performances

Les temps de calcul des di�érents pas du schéma perturbé restent identiques à ceux de la dernière étude,
car la nouvelle procédure mise en place n'impacte que la variance des résultats. Toutefois, un nouveau jeu de
traces a été généré à 25GWj/t, ce qui diminue le gain en temps sur la seconde moitié de l'évolution.

On peut voir sur la �gure 8.18 que l'amélioration de la variance pro�te régulièrement à la �gure de mérite du
calcul perturbé, plus particulièrement lorsque la variance est minimale. Mais celle-ci reste presque constamment
inférieure à celle du calcul de référence et est au mieux équivalente à cette dernière. La procédure de réduction
de variance mise en place ne permet donc pas encore d'accélérer les calculs en évolution.

8.7 Impact du découpage temporel sur la �gure de mérite

Comme cela a été suggéré précédemment, les performances de la méthode sont impactées par le découpage
temporel : plus celui-ci est �n, plus la �gure de mérite relative de la méthode est élevée. En e�et, ra�ner le
découpage a pour e�et de réduire la dégradation de la variance et d'augmenter le gain en temps car on peut
dé�nir des intervalles de perturbation de plus petite taille (ce qui améliore Gain [σ]) et dans lesquels il y a plus
de pas de temps (ce qui améliore Gain [T ]).

Pour tester cette hypothèse, on réalise des simulations de la cellule REP où on modi�e le découpage temporel
de la simulation à partir de 5GWj/t, en utilisant un pas de temps de 1GWj/t jusqu'à 15GWj/t. De même que
précédemment, on fractionne l'évolution en deux intervalles de perturbation. Le premier démarre à 5GWj/t et
dure ∆Tp = 5GWj/t. Le second, qui démarre donc à 10GWj/t, contient le reste de l'évolution. Cela correspond
donc à {

Ti = 5GWj/t

∆Tp = 5GWj/t
.

Et concernant les jeux de compositions utilisés pour générer les traces, on choisit d'utiliser ceux du pré-calcul
à 7GWj/t et à 12GWj/t, c'est-à-dire que l'on �xe α = 2/5.

L'analyse des résultats issus du schéma de perturbation montre que la totalité des résultats ont un paramètre
t inférieur à 2, 6 sur toute l'évolution, ce qui valide l'utilisation des perturbations sur l'ensemble du calcul (le
quantile à 99,9 % vaut 3, 132). De plus, on constate que la variance des résultats varie de la même façon que
précédemment mais avec des amplitudes de variation beaucoup moins importantes. Ainsi, l'erreur statistique
des concentrations isotopiques perturbées reste toujours inférieure à trois fois celle de la référence et l'erreur
statistique des autres scores (qui est là aussi est moins dégradée que celle des concentrations isotopiques) est
équivalente à l'erreur du calcul de la référence (on observe moins de 50 % d'écart entre les deux simulations).
Ces résultats sont illustrés sur les �gures 8.19, page 109, et 8.20, page 110, où l'on a�che le rapport des erreurs
statistiques perturbée et non-perturbée de deux concentrations isotopiques (celles de 235U et 239Pu) et de deux
scores macroscopiques (celles du �ux total et du facteur de multiplication e�ectif) en fonction du taux d'irra-
diation. Ces �gures montrent bien que la variance perturbée des scores macroscopiques est presque identique à
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Figure 8.16 : Rapport des écarts types perturbé et non-perturbé sur l'estimation du �ux
volumique total (à gauche) dans les 6 couronnes de la cellule de combustible UOX et du
facteur de multiplication e�ectif (à droite) avec la procédure de réduction de variance (Alg.
8.1).

Figure 8.17 : Rapport des écarts types perturbé et non-perturbé sur l'estimation de la
concentration isotopique de 235U (à gauche) et de 239Pu (à droite) dans les 6 couronnes de
la cellule de combustible UOX avec l'utilisation de la procédure de réduction de variance
(Alg. 8.1).
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celle du calcul de référence, alors que celle des concentrations isotopiques croît progressivement. Cette di�érence
entre ces scores sera expliquée dans le prochain chapitre.

En�n, la �gure 8.21 montre les gains obtenus sur le temps de calcul et sur les trois estimateurs du facteur de
multiplication e�ectif de la cellule REP en fonction du taux d'irradiation. Cette �gure prouve que la nouvelle
procédure de perturbation mise en place (utilisant les compositions d'un pré-calcul et stockant des données
nucléaires dans les traces) permet d'accélérer la méthode Monte Carlo en évolution. Toutefois, si le gain obtenu
sur le keff peut paraître faible (il reste inférieur à 2), il faut tenir compte de la complexité du système. En
e�et, comme la géométrie du problème contient très peu de volumes (8 au total), le suivi de la trajectoire
des particules est relativement rapide. Or, l'utilisation de la méthode des échantillons corrélés doit permettre
d'accélérer le temps de calcul, notamment en évitant ce suivi. Le gain en temps que le schéma de perturbation
peut obtenir est donc faible en comparaison de celui d'un calcul ayant une géométrie très complexe (comme
celle d'un c÷ur de réacteur complet par exemple). Et comme la variance des concentrations isotopiques est plus
importantes que celle des autres scores et que le temps de calcul est commun à l'ensemble des résultats, on
observe que la �gure de mérite des concentrations isotopiques reste quant à elle inférieure à celle du calcul de
référence.
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Figure 8.18 : Performances du calcul perturbé de la cellule de combustible UOX avec
l'enregistrement des données nucléaires dans le jeu de traces et la procédure de réduction
de variance (Alg. 8.1). Le gain en temps obtenu en exploitant les données nucléaires dans les traces est
a�ché à gauche (en rouge) et le gain sur la variance des trois estimateurs du facteur de multiplication
e�ectif est a�ché à droite.

Figure 8.19 : Rapport des écarts types perturbé et non-perturbé sur l'estimation du �ux
volumique total (à gauche) dans les 6 couronnes de la cellule de combustible UOX et du
facteur de multiplication e�ectif (à droite) avec la procédure de réduction de variance (Alg.
8.1) et un découpage temporel �n.
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Figure 8.20 : Rapport des écarts types perturbé et non-perturbé sur l'estimation de la
concentration isotopique de 235U (à gauche) et de 239Pu (à droite) dans les 6 couronnes de
la cellule de combustible UOX avec l'utilisation de la procédure de réduction de variance
(Alg. 8.1) et un découpage temporel �n.

Figure 8.21 : Performances du calcul perturbé de la cellule de combustible UOX avec
l'enregistrement des données nucléaires dans le jeu de traces, la procédure de réduction
de variance (Alg. 8.1) et un découpage temporel �n. Le gain en temps obtenu en exploitant les
données nucléaires dans les traces est a�ché à gauche et le gain sur les trois estimations du facteur de
multiplication e�ectif est a�ché à droite.
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Chapitre 9
Application à l'étude d'un assemblage en début

de cycle

L'objectif de ce chapitre est de quanti�er et de mesurer les performances du schéma de perturbation avec
la procédure de réduction de variance développée dans le chapitre précédent dans un contexte où tous les
éléments de la chaîne d'évolution ne sont pas encore apparus. Pour cela, on teste ce schéma sur un cas complexe
et réaliste : l'étude d'un assemblage de combustible UOX en début de cycle (c'est à dire de 0 à 14GWj/t).
Cette étude doit permettre de valider l'e�cacité de la méthode de réduction de variance dans un cadre a priori
contraignant pour la mise en ÷uvre des perturbations en évolution (car l'apparition des di�érents éléments
de la chaîne d'évolution est associée à de très fortes amplitudes de perturbations). On commencera donc par
dé�nir plus en détail les caractéristiques de cet assemblage et on analysera ensuite les résultats issus du calcul
de référence, notamment pour justi�er certains paramètres de la modélisation de l'assemblage. Dans la dernière
partie de ce chapitre, on s'intéressera à l'e�cacité de la technique de réduction de variance et à la mesure des
performances du schéma de perturbation.

9.1 L'assemblage de combustibles UOX

9.1.1 Description du cas test

Le cas test utilisé dans ce chapitre modélise un assemblage REP contenant un réseau de 17 × 17 cellules
UOX (Fig. 9.1, page 114). Les centres inter-cellules sont espacés de 1, 26 cm et l'assemblage est entouré d'une
lame d'eau de 4, 2.10−4 cm d'épaisseur. De la même manière que pour l'étude de la cellule REP, on impose des
conditions de ré�exions aux bords de la géométrie pour modéliser un réseau in�ni d'assemblages.

Les cellules de l'assemblage sont également celles du cas présenté en 8.2 (page 85), mais elles contiennent
soit une pastille de combustible à 1 couronne, soit du modérateur (on parlera alors de tubes guides). On dé-
nombre au total 25 tubes guides répartis sur tout l'assemblage et, comme dans le cas précédent, on ne fait
évoluer que les pastilles de combustible. A priori, la composition de chaque pastille évolue indépendamment
de celle des autres, mais pour ne pas rendre le nombre de régions évoluantes trop important et pour faciliter
l'analyse et l'interprétation des résultats, les pastilles évoluent par groupe. Bien entendu, lors d'une véritable
étude d'assemblage REP, ce regroupement n'est pas nécessaire et le schéma de perturbation peut tout aussi
bien s'y appliquer. Ce regroupement est néanmoins utilisé pour simpli�er l'étude du schéma de perturbation qui
est réalisée dans ce chapitre. Les groupes de pastilles, au nombre de 3, sont répartis en fonction de la quantité
moyenne de modérateur présent autour du combustible, car celui-ci a un impact sur le spectre énergétique du
�ux dans le combustible. Plus précisément, le groupe d'une cellule dépend du type de ses huit plus proches
voisines. Si la cellule partage un côté (et éventuellement un coin) avec une cellule contenant un tube guide,
alors elle appartient au groupe 1. Mais si elle ne partage qu'un coin avec une cellule de tube guide, alors elle
appartient au groupe 2. Toutes les autres cellules sont entourées uniquement par d'autres cellules de combustible
et font donc partie du groupe 3. Et comme la lame d'eau entourant l'assemblage a une épaisseur très faible,
on ne tiendra pas compte de son in�uence sur le �ux neutronique. La répartition des di�érentes pastilles selon
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leur groupe est plus clairement indiquée sur la �gure 9.1 grâce à un code couleur. Ce code sera réutilisé dans
les chapitres suivants pour la présentation des résultats.

En�n, mis à part le nombre de simulateurs indépendants, que l'on portera à 200 pour atteindre un nombre
total de 2.106 particules simulées, et le découpage temporel, les autres paramètres (nombre de cycles, nombre
de particules par cycles, compositions initiales, maillage énergétique, températures, ...) sont identiques à ceux
du cas test précédent (la cellule UOX).
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Figure 9.1 : Description radiale d'un assemblage de combustibles UOX. Les dimensions de
l'assemblage sont : 21, 42 × 21, 42 × 20. Il contient 17 × 17 cellules, géométriquement identiques aux
cellules UOX à 1 couronne (voir Fig. 8.1) mais elles contiennent soit du combustible, soit du modérateur
(tubes guides). En�n, une lame d'eau d'épaisseur 420.10−6 entoure l'assemblage. (Toutes les valeurs sont
indiquées en cm.)

9.1.2 Dé�nition des paramètres temporels

On a vu avec l'étude de la cellule dans le chapitre précédent que le combustible UOX évolue brutalement
au tout début de l'irradiation. Ceci a notamment un fort impact sur le facteur de multiplication e�ectif. Cet
état de fait a justi�é la mise en ÷uvre d'une procédure permettant d'utiliser les perturbations dès le début
du calcul. Mais lors d'un tel bouleversement de la nature des compositions, il est très compliqué de dé�nir un
jeu de compositions qui soit représentatif des premiers GWj/t d'irradiation. Pour cette raison, on choisit de
démarrer le schéma de perturbation à Ti = 4GWj/t. Et même si les premiers pas de la simulation ne sont pas
calculés avec le schéma de perturbation, on peut tout de même véri�er l'e�cacité de la technique de réduction de
variance puisque tous les isotopes de la chaîne d'évolution ne sont pas encore apparus à ce stade de l'irradiation,
et ceux qui le sont ne sont présents qu'en très faible quantité.
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De plus, on se place dans le cadre d'une étude �ne de l'évolution du combustible. Ainsi, de 4 à 14GWj/t,
l'évolution est découpée uniformément avec un pas de 50MWj/t. Il ne reste alors plus qu'à choisir la fréquence
d'enregistrement des �chiers de traces. On a vu dans le chapitre précédent que pour contenir la dégradation
de l'erreur statistique, il faut que les intervalles de perturbation soient au maximum de l'ordre de quelques
GWj/t, mais plus l'intervalle est large et plus la dégradation de l'erreur statistique est forte. Pour obtenir un
bon compromis entre le gain en temps et la perte en variance, on �xe ce dernier paramètre à 500MWj/t. Ainsi,
entre chaque pas de génération de traces, il y a 9 pas de perturbation. On obtient alors{

Ti = 4GWj/t

∆Tp = 0, 5GWj/t
.

Et concernant les �chiers de concentrations utilisés pour générer les traces, on sélectionne ceux correspondant
à 0,2GWj/t après le début de chaque intervalle de perturbations, ce qui correspond à α = 2/5. Par exemple,
pour le premier intervalle qui contient tous les pas entre 4 et 4,5GWj/t 1, on utilise le �chier de concentrations
à 4,2GWj/t du pré-calcul pour perturber les pas 4 , 4,05 , 4,1 , 4,15 , 4,2 , 4,25 , 4,3 , 4,35 , 4,4 et 4,45GWj/t
de chacun des simulateurs indépendants.

9.2 Résultats de l'évolution avec la méthode �classique�

On discute dans cette section des résultats obtenus à partir du calcul de référence. On y présente notamment
quelques éléments justi�ant la modélisation de l'assemblage. De plus, concernant les grandeurs physiques telles
que le �ux ou les concentrations isotopiques, on ne présentera que les résultats obtenus sur le groupe 1. Ceci
permettra de faciliter la lisibilité des résultats, tout en sachant que l'ensemble des résultats obtenus sur les
autres groupes sont équivalents.

9.2.1 Évolution de quelques concentrations isotopiques

La �gure 9.2 (page 117) donne l'évolution des concentrations isotopiques de quelques noyaux du calcul de
référence dans le groupe de cellules 1 jusqu'à 14GWj/t. Ainsi, on peut observer sur le graphe supérieur l'évo-
lution des concentrations des deux principaux isotopes de l'uranium (235U et 238U) et de ceux du plutonium
(239Pu et 241Pu) et sur le graphe inférieur trois des principaux poisons neutroniques des combustibles UOX
(135Xe, 103Rh et 149Sm) et 239Np.

Tout d'abord, concernant les isotopes de l'uranium, on voit que leur concentration n'évolue pas de la même
façon. Celle de 235U , qui est de plus d'un ordre de grandeur inférieure à celle de 238U , diminue rapidement (elle
varie de −38 % entre 0 et 14GWj/t). Par contre, celle de 238U n'a quasiment pas été modi�ée (−0, 7 % sur
le même intervalle). Ces deux isotopes sont donc consommés di�érement car ils ont des propriétés di�érentes.
En e�et, 235U est �ssile tandis que 238U est fertile. Le premier engendre donc par �ssion un grand nombre de
produits de �ssions alors que 238U produit principalement du 239Pu (par capture neutronique suivie de deux
décroissances β−) qui est �ssile et que l'on retrouve sur le même graphe. De plus, ce dernier élément engendre
lui aussi par capture neutronique un autre isotope �ssile : 241Pu. Ces deux isotopes du plutonium, qui n'étaient
pas présents au début du calcul, apparaissent très rapidement au cours de l'irradiation et ont un impact notable
sur la réactivité du combustible. Les quatre noyaux du graphe supérieur ont un e�et très important sur la
réactivité du combustible UOX et sont, de ce fait, souvent analysés dans les études de criticités. De plus, comme
leur concentration isotopique évolue di�éremment sur des ordres de grandeurs disjoints, on choisit d'étudier ces
isotopes car ils permettent d'illustrer les e�ets du schéma de perturbation dans quatre cas de �gure di�érents.

En plus des éléments �ssiles et fertiles, on peut voir sur le graphe inférieur de la �gure 9.2 l'évolution
de la concentration isotopique de quatre autres noyaux : 135Xe, 103Rh, 149Sm et 239Np. Les trois premiers
sont présentés ici car ils font partie des trois principaux poisons neutroniques du combustible REP. Par contre,
239Np ne fait pas partie du tableau 8.1 (page 84) car il n'a pas d'impact notable sur la réactivité du combustible.
Toutefois, l'analyse de cet isotope sera importante dans la suite de chapitre, puisque l'on verra que l'évolution
de la variance de sa concentration révèle une caractéristique importante du schéma de perturbation. Concernant
l'évolution de leur concentration isotopique, on observe sur ce graphe que seule la concentration de 103Rh évolue

1. Le dernier pas, à 4,5GWj/t, n'est pas inclus. C'est le premier pas du second intervalle de perturbation.
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continûment au cours de l'irradiation, alors que celle des autres noyaux arrive rapidement à saturation (avant
2GWj/t). De même que pour les quatre noyaux précédents, ces éléments ont été sélectionnés dans cette étude
car l'évolution de leur concentration présente des caractéristiques variées.

9.2.2 Le spectre énergétique

On peut voir sur la �gure 9.3, page 118, le rapport du �ux thermique (c'est-à-dire le �ux volumique intégré
en énergie entre 0 et 2, 57884 keV ) sur le �ux total (c'est-à-dire le �ux volumique intégré en énergie) au cours
de l'irradiation. On constate que ce rapport est bien di�érent d'un groupe de cellule à un autre, ce qui signi�e
que le spectre énergétique du �ux volumique n'est pas le même dans toutes les cellules. Et comme on pouvait
s'y attendre, la partie thermique du �ux est plus importante dans le groupe 1, où les cellules sont situées à
côté d'un tube guide et donc entourées par une quantité de modérateurs plus importante que celles des autres
groupes.

9.2.3 Facteur de multiplication e�ectif

Comme pour la cellule, on constate une rapide diminution du facteur de multiplication e�ectif au tout début
de l'évolution (voir Tab. 9.1). A cause de l'empoisonnement du combustible, la réactivité diminue rapidement,
ce qui a pour conséquence de ralentir la chute du facteur de multiplication e�ectif. Mais une fois que les poisons
arrivent à saturation très rapidement (voir par exemple l'évolution de 135Xe, Fig. 9.2), cet e�et disparaît et la
réactivité du combustible diminue progressivement en même temps que l'appauvrissement en matériaux �ssiles.

Estimateur kstepeff kcordeeff kcollisioneff

Taux d'irradiation
Moyenne

Écart type
Moyenne

Écart type
Moyenne

Écart type
(en GWj/t) (en pcm) (en pcm) (en pcm)

0 1, 33948 69 1, 34032 85 1, 33949 65
0, 1 1, 31500 77 1, 31631 91 1, 31494 73
1 1, 30098 69 1, 30076 90 1, 30083 66
2 1, 29117 74 1, 29094 91 1, 29067 71
4 1, 27223 71 1, 27145 90 1, 27192 68
6 1, 25222 70 1, 25155 93 1, 25242 67
8 1, 23274 73 1, 23343 105 1, 23309 71
10 1, 21552 71 1, 21282 97 1, 21521 67
12 1, 19640 72 1, 19732 98 1, 19651 66
14 1, 17906 75 1, 17752 95 1, 17960 73

Tableau 9.1 : Estimations du keff par un calcul non-perturbé sur l'assemblage de com-
bustible UOX. L'écart type est arrondi au pcm près.

9.2.4 Temps de calcul

Tout comme dans le cas test de la cellule REP, on constate sur la �gure 9.4 (page 118) que le temps de calcul
des premiers pas de temps (où le combustible neuf est composé d'un faible nombre de noyaux) est très di�érent
de celui des pas de temps suivants. Mais bien que la taille caractéristique de l'assemblage soit considérablement
plus grande que celle de la cellule, le temps de simulation de chacun des pas de temps de l'assemblage est plus
faible que celui de la cellule. Il était compris entre 80 et 90 secondes après le premier pas de temps, il n'est plus
que de 33 à 35 secondes, pour un même nombre de particules simulées. Ceci est dû au nombre de scores à calculer
(il y a deux fois moins de matériaux évoluant que précédemment), mais aussi à la complexité de la géométrie. En
e�et, l'assemblage est composé de cellules de combustibles non-divisées en couronnes, mais avec des matériaux
quasi-identiques. Leur libre parcours moyen est donc similaire à celui du cas précédent, mais pour une même
distance parcourue ces particules traversent moins de volumes di�érents. D'un point de vue informatique, les
méthodes permettant de positionner les particules au sein de la géométrie et celles visant à calculer la section
e�cace macroscopique totale du milieu traversée sont moins souvent sollicitées, ce qui explique la di�érence sur
le temps de calcul.
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Figure 9.2 : Évolution des concentrations de quelques noyaux (235U , 238U , 239Pu et 241Pu
en haut, 135Xe et 103Rh, 149Sm et 239Np en bas) du calcul de référence de l'assemblage de
combustible UOX jusqu'à 14GWj/t d'irradiation. Ces concentrations sont celles du groupe de
cellules 1 et sont indiquées en nombre d'atome par 10−24cm3.
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Figure 9.3 : Rapport des �ux volumiques thermique et total dans chacune des compositions
évoluantes de l'assemblage de combustible UOX jusqu'à 14GWj/t d'irradiation. Le �ux total
correspond au �ux volumique intégré sur l'ensemble de l'intervalle en énergie de la simulation (c'est-à-dire
sur [0MeV ; 20MeV ]), et le �ux thermique correspond à l'intégration du �ux volumique sur le domaine
thermique (c'est-à-dire sur [0 keV ; 2, 57884 keV ]).

Figure 9.4 : Temps de calcul moyen des simulations non-perturbée de l'évolution de l'as-
semblage de combustible UOX. Le temps moyen de chaque pas de temps est a�ché à gauche et le
temps moyen de la somme des di�érents pas de temps depuis le début du calcul est a�ché à droite. (La
moyenne est e�ectuée sur les 200 simulations indépendantes.)
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9.3 Validation et mesure des performances

9.3.1 Validation des résultats

Concernant la validation des résultats, les résultats des simulations perturbées indiquent que tous les scores
estimés par le code de transport sont correctement reconstruits avec le schéma de perturbation. Ainsi, on peut
voir sur la �gure 9.5 (page 120) que le facteur de multiplication e�ectif kstepeff et le �ux volumique total du
groupe de cellules 1 sont correctement estimés. Cette �gure montre l'évolution de ces deux grandeurs entre
4 et 14GWj/t obtenues avec le calcul de référence et le calcul perturbé. Comme les di�érentes courbes sont
proches les unes des autres, on a�che aussi l'écart relatif entre les valeurs perturbées et non-perturbées. Dans
cet exemple, on constate que l'erreur reste toujours inférieure à 0, 5 %. Et pour valider la compatibilité des
distributions des résultats perturbés et non-perturbés, on indique aussi la valeur maximale du paramètre t de
ces deux grandeurs entre 4 et 14GWj/t. On constate ainsi que les distributions sont bien compatibles puisque
les paramètres t restent toujours inférieurs au quantile à 99, 9 %.

Mais, il n'en va pas de même avec les concentrations isotopiques. On peut voir sur la �gure 9.6, page 121,
l'écart relatif entre les estimations perturbées et non-perturbées des concentrations de huit noyaux, ainsi que
la valeur maximale du paramètre t de ces huit grandeurs. Il apparaît que l'un d'entre eux ne passe pas le test
de Student (Fig. 9.7). Il s'agit de la concentration isotopique de 238U , dont le paramètre t vaut 6, 8323. Même
si l'écart entre les concentrations isotopiques perturbée et non-perturbée de cet élément est faible (moins de
6 pcm), les deux distributions ne sont pas compatibles. Toutefois, une analyse plus détaillé de l'évolution des
concentrations montre que cet apparent échec n'a en réalité aucun lien avec l'échantillonnage corrélé. En e�et, on
a constaté que d'un pas de temps à l'autre la diminution de la concentration de ce noyau est extrêmement faible.
De ce fait, la di�érence entre les résultats de deux calculs indépendants est de l'ordre de l'erreur numérique du
code. Ainsi, les 200 simulateurs indépendants fournissent un résultat parmi une vingtaine de valeurs numériques
possibles. C'est cette di�culté informatique qui est à l'origine de cet écart. Pour s'en convaincre, on a�che sur
la �gure 9.7 le maximum des paramètres t et des écarts relatifs de l'estimation de tous les isotopes du tableau
8.1 (page 84). On peut alors constater que seul 238U a un paramètre t supérieur à la valeur du quantile à 99, 9
% et que, pour l'ensemble de ces isotopes, l'écart entre le calcul de référence et le calcul perturbé est inférieur
à 2 %. Tous ces éléments permettent de valider le schéma de perturbation.

9.3.2 E�cacité de la technique de réduction de variance

Concernant la dégradation de la variance, on illustre l'e�cacité de la méthode de réduction de variance par
les �gures 9.8 à 9.11 (pages 124 à 127). Ces �gures montrent tout d'abord le rapport entre les erreurs statistiques
perturbées et non-perturbées des estimations du facteur de multiplication e�ectif, de la puissance produite par
les di�érents milieux évoluants et de huit noyaux du groupe de cellules 1 (les mêmes que précédemment) au
cours de l'irradiation perturbée. Et ces rapports sont comparés sur les mêmes �gures au gain en temps obtenu
avec le schéma de perturbation.

On constate alors que le comportement de ces rapports n'est pas le même selon le score. Il y a une di�érence
entre les concentrations isotopiques et les autres scores. En e�et, pour le keff , le �ux et la puissance, le rapport
des erreurs statistiques �uctue toujours autour de 1, ce qui signi�e que la méthode de réduction de variance
fonctionne parfaitement pour ces grandeurs. Leur variance n'est pas dégradée par les perturbations. Mais il n'en
va pas de même pour les concentrations isotopiques : si pour quelques noyaux, comme 135Xe, la variance n'est
pas dégradée (Fig. 9.11), les résultats sont plus mitigés pour la majorité des isotopes. Le rapport des erreurs sta-
tistiques de ces noyaux augmente progressivement avec l'irradiation et, parfois, se stabilise autour d'une valeur
donnée. C'est le cas par exemple de 149Sm et de 239Np, dont les rapports des erreurs statistiques convergent
respectivement vers 2, 4 et 1, 3 après quelques pas de temps. La méthode de réduction de variance semble donc
agir di�éremment sur les concentrations isotopiques. Pour en comprendre la raison, on présente sur les �gures
9.8 à 9.11 (pages 124 à 127) les erreurs statistiques relatives des simulations perturbée et non-perturbée. On voit
sur ces �gures que les grandeurs pour lesquelles la méthode de réduction de variance fonctionne ont une erreur
statistique relative constante durant toute l'évolution. Mais pour les autres grandeurs, c'est-à-dire la majorité
des concentrations isotopiques, on observe une variation de leur erreur statistique au cours de l'irradiation. C'est
cette variation qui semble entraîner une dégradation de la variance perturbée. En e�et, si l'on analyse plus parti-
culièrement les erreurs statistiques relatives de 149Sm et 239Np (Fig. 9.11), on constate que leur erreur diminue
très rapidement après 4GWj/t puis se stabilise jusqu'à la �n de l'évolution. Cela coïncide avec le comportement
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Figure 9.5 : Évolutions perturbée et non-perturbée (respectivement en bleu et noir, or-
données de gauche) du facteur de multiplication e�ectif (avec l'estimateur �step�, en haut) et
du �ux volumique total dans le groupe de cellules 1 (en bas) de l'assemblage de combustible
UOX entre 4 et 14GWj/t. Comme les valeurs perturbées sont très proches des valeurs non-perturbées,
on a�che aussi l'écart relatif (en %) entre ces deux mesures (en rouge, ordonnées de droite). De plus, le
maximum du paramètre t de ces grandeurs est a�ché en haut à droite de chaque graphe.
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Figure 9.6 : Écart (en %) entre les concentrations isotopiques perturbées et non-
perturbées de huit noyaux (235U , 238U , 239Pu et 241Pu en haut et 135Xe, 103Rh, 149Rh et
239Np en bas) dans le groupe de cellules 1 de l'assemblage de combustible UOX entre 4 et
14GWj/t. Le maximum du paramètre t de ces isotopes est a�ché dans la légende.
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Figure 9.7 : Validation des concentrations isotopiques du calcul perturbé de l'assem-
blage de combustible UOX dans le groupe de cellules 1 avec la méthode de réduction de
variance entre 4 et 14GWj/t. Le maximum du paramètre t de chaque isotope observé sur cet inter-
valle dans ce groupe de cellules est a�ché sur l'histogramme du haut, tandis celui du bas présente le
maximum de l'écart (en %) mesuré entre les concentrations isotopiques perturbée et non-perturbée, soit∣∣∣N i

ref −N i
pertu

∣∣∣ /N i
ref × 100. L'écart observé est toujours faible (moins de 2 %) et le paramètre t d'un

seul noyau est supérieur à la valeur critique (t
[
238U

]
= 6, 8323).
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des erreurs statistiques relatives perturbées de ces noyaux, puisque celles-ci sont dégradées uniquement lorsque
les erreurs non-perturbées diminuent. Et lorsque ces dernières sont stabilisées, les erreurs statistiques perturbées
ne sont plus dégradées. La variation de la variance de référence semble donc être à l'origine de la dégradation
des variances perturbées.

Pour comprendre ce phénomène, il faut se souvenir de deux éléments importants du schéma de perturbation.
D'une part, la variance perturbée est toujours au mieux égale à celle du système dans lequel les traces sont
générées. Et plus l'amplitude des perturbations est forte, plus la dégradation de la variance est importante.
D'autre part, les jeux de données servant à simuler les traces (qui sont perturbées durant l'évolution) utilisent
les concentrations isotopiques issues du pré-calcul. Or, celles-ci correspondent (à peu près) à celles du milieu
des intervalles de perturbation. De ce fait, lorsque la variance n'est pas constante, il y a toujours une partie
de l'intervalle où la variance non-perturbée est inférieure à celle du système utilisant les concentrations du pré-
calcul. Sur cet intervalle, la variance est en plus dégradée par l'échantillonnage corrélé. Il y a donc deux e�ets
qui se cumulent. Et si le premier e�et peut être minimisé en limitant l'amplitude des perturbations (c'est le rôle
de la méthode de réduction de variance), il est plus compliqué d'intervenir sur le second. Le travail présenté ici
ne permet pas de résoudre ce problème. Néanmoins, quelques solutions seront proposées et discutées dans la
dernière partie de ce document (voir le dernier chapitre de la partie V, page 131).

9.3.3 Mesure des performances

Comme on peut s'y attendre, le gain obtenu sur la �gure de mérite dépend de l'e�cacité de la méthode de
réduction de variance mise en place, et donc du score considéré. Pour tous les scores autres que les concentra-
tions isotopiques, comme la variance n'est pas dégradée, le gain obtenu sur la �gure de mérite est proche du
gain en temps. Par exemple, on peut voir sur la �gure 9.12 (page 128) que le gain obtenu sur le facteur de
multiplication e�ectif augmente très rapidement et reste compris entre 3 et 5 durant toute l'évolution. Ce même
gain est obtenu sur tous les scores autres que les concentrations isotopiques.

Les résultats sont plus mitigés pour les concentrations isotopiques. On présente sur la �gure 9.13 (page 129)
le gain obtenu sur les huit noyaux étudiés précédemment. Pour la majorité d'entre eux, la variance se dégrade
progressivement sur tout le calcul. Cela se traduit par une perte plus ou moins lente sur la �gure de mérite.
De ce fait, on obtient un gain en faveur du schéma de perturbation pour 235U , 238U , 135Xe et 239Np et une
dégradation du gain pour 239Pu, 241Pu, 103Rh et 139Sm. Par exemple, on obtient un gain de 2 sur l'estimation
de la concentration isotopique de 238U et l'inverse pour la concentration de 241Pu.

Finalement, on a montré que le schéma de perturbation mis en place permet d'accélérer entièrement les
calculs en évolution, même lorsque des éléments de la chaîne d'évolution apparaissent. On a obtenu un gain
conséquent sur la �gure de mérite du facteur de multiplication e�ectif, de la puissance et du �ux (proche de
4 dans le cas de l'assemblage) et un gain plus variable pour les concentrations isotopiques (entre 0, 5 et 4). Et
grâce à la méthode des échantillons corrélés et à la procédure de réduction de variance mise en place, on a
montré que, pour un coût négligeable, il est possible de contrôler la dégradation de la variance de la plupart des
résultats perturbés et donc de maximiser le gain obtenu sur la �gure de mérite.
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Figure 9.8 : Performances de la méthode de réduction de variance entre 4 et 14GWj/t sur
l'estimation du facteur de multiplication e�ectif. On compare sur le graphe du haut le rapport
des écarts types des trois estimateurs du facteur de multiplication e�ectif (en rouge, orange et bleu, axe
de gauche) au gain en temps de calcul obtenu avec le schéma de perturbation (en violet, axe de droite).
Et pour mieux comprendre le comportement du rapport des écarts types, on a�che sur le graphe du bas
l'erreur statistique relative perturbée (en pointillé) et non-perturbée (en trait plein et épais) pour les trois
estimateurs (en %).
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Figure 9.9 : Performances de la méthode de réduction de variance entre 4 et 14GWj/t
sur l'estimation de la puissance. On compare sur le graphe du haut le rapport des écarts types de
la puissance des trois groupes de cellules (en rouge, orange et bleu, axe de gauche) au gain en temps de
calcul obtenu avec le schéma de perturbation (en violet, axe de droite). Et pour mieux comprendre le
comportement du rapport des écarts types, on a�che sur le graphe du bas l'erreur statistique relative
perturbée (en pointillé) et non-perturbée (en trait plein et épais) pour chacune des trois compositions
(en %).
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Figure 9.10 : Performances de la méthode de réduction de variance entre 4 et 14GWj/t sur
l'estimation des concentrations isotopiques de quelques actinides majeurs dans le groupe de
cellules 1. On compare sur le graphe du haut le rapport des écarts types de la concentration isotopique
de 235U , 238U , 239Pu et 241Pu (axe de gauche) au gain en temps de calcul obtenu avec le schéma de
perturbation (en violet, axe de droite). Et pour mieux comprendre le comportement du rapport des écarts
types, on a�che sur le graphe du bas (en échelle logarithmique) l'erreur statistique relative perturbée (en
pointillé) et non-perturbée (en trait plein et épais) pour chacune des trois composition (en %).
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Figure 9.11 : Performances de la méthode de réduction de variance entre 4 et 14GWj/t sur
l'estimation des concentrations isotopiques de quelques noyaux dans le groupe de cellules
1. On compare sur le graphe du haut le rapport des écarts types de la concentration isotopique de 135Xe,
103Rh, 149Sm et 239Np (axe de gauche) au gain en temps de calcul obtenu avec le schéma de perturbation
(en violet, axe de droite). Et pour mieux comprendre le comportement du rapport des écarts types, on
a�che sur le graphe du bas (en échelle logarithmique) l'erreur statistique relative perturbée (en pointillé)
et non-perturbée (en trait plein et épais) pour chacune des trois composition (en %).
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Figure 9.12 : Gain obtenu avec le schéma de perturbation et la méthode de réduction de
variance entre 4 et 14GWj/t sur l'estimation du facteur de multiplication e�ectif (en haut)
et de la puissance de chaque milieu évoluant (en bas).
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Figure 9.13 : Gain obtenu avec le schéma de perturbation et la méthode de réduction de
variance entre 4 et 14GWj/t sur l'estimation des concentrations isotopiques de huit noyaux
(235U , 238U , 239Pu et 241Pu en haut et 135Xe, 103Rh, 149Sm et 239Np en bas).
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Conclusion

Bilan du travail de thèse

Dans ce mémoire, nous avons cherché à développer un nouveau schéma de couplage des codes Monte
Carlo évoluant permettant d'améliorer le temps de calcul des simulations en évolution tout en maîtrisant les
incertitudes statistiques. Pour cela, nous avons présenté dans un premier temps les principes de la simulation
Monte Carlo appliquée à la neutronique (échantillonnage, techniques de réduction de variance, ...), avec le
code TRIPOLI-4 comme application. Puis, nous avons introduit la méthode des échantillons corrélés et son
application à la perturbation des concentrations isotopiques. En�n, on a présenté le fonctionnement des
codes de calcul Monte Carlo évoluant, en s'intéressant plus particulièrement à TRIPOLI-4 évoluant. Ces di�é-
rents éléments ont permis d'expliciter clairement la mise en place d'un algorithme de perturbation des calculs
en évolution. Le travail qui a suivi et qui est résumé dans ce mémoire a alors été scindé en deux parties.

La première partie visait à appréhender les caractéristiques de la méthode des échantillons corrélés appliquée
à la perturbation des concentrations isotopiques. Dans ce cadre, on a développé un modèle théorique qui a
permis de prédire l'estimation du �ux neutronique produit par une source quelconque sous certaines hypothèses
(volume homogène et in�ni, transport mono-cinétique, ...) suite à une perturbation des concentrations isoto-
piques. Ce calcul, véri�é par des simulations, a permis de préciser les qualités et les défauts de la méthode
de perturbation. Ainsi, si l'estimation du �ux perturbé est toujours égale en moyenne à celui d'un transport
sans perturbation, il n'en va pas de même de sa variance. En e�et, cette dernière est dégradée par rapport
à celle d'une simulation sans perturbation et cette dégradation augmente avec l'amplitude des perturbations.
Toutefois, on a montré que cette détérioration de la variance n'est pas aléatoire. Elle dépend des caractéristiques
des noyaux perturbés et du sens de la perturbation. Par exemple, si l'on perturbe la concentration d'un noyau,
la dégradation de la variance du �ux sera modérée si la section e�cace de capture neutronique sur ce noyau est
élevée. De même, cette dégradation sera moins importante si la perturbation va dans le sens d'une augmentation
de la concentration du noyau. Toutes ces données ont permis de mieux comprendre l'impact de l'échantillon-
nage corrélé sur l'estimation du �ux neutronique et ont fourni de premiers résultats encourageants pour une
application de la méthode de perturbation dans les calculs en évolution.

Ensuite, la seconde étape de ce travail concernait l'implémentation proprement dite de la méthode au sein
de TRIPOLI-4 évoluant. Pour cela, un développement logiciel spéci�que (s'appuyant sur les librairies infor-
matiques de ROOT) a été réalisé a�n de pouvoir post-traiter les traces ROOT issues des transports Monte
Carlo TRIPOLI-4. La méthode de perturbation des calculs en évolution a été implémentée au sein des scripts
de couplage de TRIPOLI-4 évoluant, et plus particulièrement dans le schéma numérique d'Euler explicite.
Pour valider l'utilisation d'un tel schéma, on a mis en place une procédure basée sur le test t de Student. Ce
test permet de véri�er la compatibilité de l'ensemble des résultats issus de la méthode �classique� avec ceux du
schéma de perturbation car il tient compte à la fois de la moyenne et de la variance des résultats. Pour cela, on
a e�ectué systématiquement deux simulations dans les mêmes conditions (c'est-à-dire avec le même nombre de
particules simulées, le même maillage temporel, ...), l'une avec la méthode classique et l'autre avec la méthode de
perturbation. Et on reproduit ces simulations un grand nombre de fois de manière indépendante a�n d'estimer
la variance de l'ensemble des scores. Et concernant les performances de la méthode de perturbation, la mesure
du temps de calcul ne su�t pas à montrer que la méthode de perturbation accélère les calculs Monte Carlo
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évoluant. En e�et, la qualité des résultats de simulations, qui se mesure par la valeur de leur variance, doit aussi
être prise en compte, car l'étude théorique de l'échantillonnage corrélé a montré que cette méthode perturbative
ne permet pas de réduire la variance. Pour que la méthode de perturbation apporte une accélération aux calculs
en évolution, il faut donc que le temps de calcul du schéma perturbé soit meilleur que celui du schéma classique
et que la variance des résultats perturbés soit dégradée dans une moindre mesure. Pour quanti�er cela, on
compare la �gure de mérite des simulations non-perturbée et perturbée, car cette grandeur réunie dans une
même formule la mesure du temps de calcul et celle de la variance des résultats.

Les premiers calculs e�ectués sur une cellule REP ont montré que le premier algorithme de perturbation
utilisé n'était pas adapté au calcul d'un cycle complet. Le faible gain en temps obtenu ne permettait pas de
compenser la perte importante en termes de dégradation de la variance des scores. De plus, la méthode des
échantillons corrélés possède intrinsèquement une limitation importante pour les calculs en évolution. En e�et,
on ne peut pas faire apparaître d'isotopes entre les simulations non-perturbée et perturbée. Cela induit
une forte restriction sur le schéma de perturbation puisque celui-ci ne peut démarrer tant que tous les éléments
de la chaîne d'évolution ne sont pas apparus dans les milieux évoluant. Une optimisation de l'algorithme était
donc nécessaire pour redonner de l'intérêt à ce schéma. Dans ce but, deux types d'optimisations ont été réalisés.
Leur objectif est d'améliorer la �gure de mérite de la méthode de perturbation (en diminuant le temps de calcul
d'une part et en limitant la dégradation de la variance d'autre part), mais aussi de permettre au schéma de
perturbation d'être utilisable même lorsque tous les noyaux de la chaîne d'évolution ne sont pas encore apparus.

La première optimisation visait à améliorer le temps de calcul des simulations perturbées. Cette optimi-
sation a été e�ectuée notamment en augmentant le nombre de données écrites dans les �chiers de traces, ce qui
a permis d'étendre le périmètre du sujet de la thèse. En e�et, de la même manière que l'échantillonnage corrélé
consiste à ré-exploiter les évènements issus d'une simulation pour en remplacer une autre, l'ajout des données
nucléaires 2 dans la structure des traces permet de généraliser le principe de l'algorithme de perturbation à un
concept plus large : l'exploitation de la persistance des données des simulations. De ce point de vue,
le schéma de perturbation consiste donc à sauvegarder un maximum d'informations au cours d'une simulation
donnée pour remplacer di�érentes phases de transport d'un calcul en évolution dans le but d'accélérer le calcul.
Il su�t, pour se faire, d'enrichir les �chiers de traces de toutes les données possibles permettant de reconstruire
plus rapidement les di�érentes phases de transport. Cela augmente le temps de création des �chiers de traces,
mais réduit considérablement le temps de leurs exploitations.

La seconde optimisation propose quant à elle de minimiser la dégradation de la variance. Pour cela,
une procédure de réduction de variance a été mise en place. Elle consiste à améliorer la représentativité des
traces sur tous les pas de temps où elles sont utilisées en modi�ant le jeu de concentrations isotopiques utilisé
par la simulation ayant permis d'enregistrer les traces. Plus précisément, pour chaque intervalle de temps où un
même �chier de traces est utilisé, au lieu de fabriquer ces traces à partir des concentrations isotopiques du début
de l'intervalle de temps, cette méthode propose de les fabriquer à partir des concentrations du milieu de cet
intervalle. Cela permet alors de minimiser tout au long de l'évolution l'amplitude des perturbations. Mais cette
information (c'est-à-dire le jeu de compositions isotopiques) n'est pas connue au début du calcul. On réalise alors
un pré-calcul a�n d'estimer la valeur de ces concentrations. Comme l'objectif de la méthode est de minimiser
l'amplitude des perturbations, c'est-à-dire l'écart entre les concentrations isotopiques du calcul en évolution et
celles servant à générer les traces, aucune valeur exacte n'est requise. Une simple estimation des concentrations
isotopiques recherchées su�t. On montre alors que la qualité des résultats perturbés utilisant cette méthode
est nettement améliorée. Et suivant le même principe, on ajoute arbitrairement à ces jeux de concentrations
isotopiques tous les noyaux de la chaîne d'évolution qui ne sont pas apparus. Cela permet d'utiliser le schéma
de perturbation sur l'ensemble du cycle du combustible.

En�n, pour valider dé�nitivement l'utilisation des échantillons corrélés au sein des calculs en évolution, et
pour mesurer l'e�cacité de la méthode de réduction de variance mise en place, on e�ectue une nouvelle simu-
lation sur le début de cycle d'un assemblage REP. Cette étude a montré que le schéma de perturbation
permet de reconstruire correctement toute la simulation. Et concernant les performances de la méthode,
le bilan est plus contrasté car l'e�cacité de la technique de réduction de variance n'est pas la même sur tous
les scores. En e�et, celle-ci fonctionne correctement lorsque l'erreur statistique relative des scores est stable
au cours de l'évolution, ce qui concerne un grand nombre de grandeurs telles que le facteur de multiplication

2. Telles que les sections e�caces microscopiques
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des neutrons, la distribution spatiale de puissance, le �ux neutronique et certaines concentrations isotopiques.
Dans ce cas, la variance n'est pas dégradée par le schéma de perturbation et le gain sur la �gure de mé-
rite est alors proche du gain sur le temps de calcul, c'est à dire compris entre 3 et 5 dans notre cas. Par
contre, dans le cas où la variance des scores non-perturbée varie au cours de l'évolution (ce qui concerne unique-
ment la plupart des concentrations isotopiques), la variance des résultats perturbés est tout de même dégradée.
La méthode de réduction de variance est donc moins e�cace. Mais cela permet tout de même d'améliorer la
�gure de mérite de certaines concentrations isotopiques. Par exemple, dans le cas de l'assemblage REP, la �-
gure de mérite de la concentration isotopique de l'uranium 238 est améliorée d'un facteur compris entre 3, 5 et 2.

Le bilan de cette méthode est donc particulièrement encourageant et permet d'envisager son application à
des con�gurations plus complexes. On a mis en place un schéma d'accélération des calculs Monte Carlo
évoluant en exploitant la persistance de toutes les données des simulations Monte Carlo (notamment avec
la méthode des échantillons corrélés), ce qui permet de reconstruire et d'accélérer l'ensemble des calculs en
évolution. Cette méthode, qui n'introduit aucune restriction sur les paramètres du calcul, permet d'obtenir
des gains conséquents sur la majeure partie des résultats. Et concernant les scores dont le bilan est plus
partagé, on verra dans la suite de cette partie que le schéma utilisé est perfectible et que les gains obtenus
peuvent être améliorés. De plus, elle pourra être étendue à d'autres types de situations physiques faisant varier
les concentrations isotopiques, comme les variations des conditions thermohydrauliques en situation normale et
accidentelle (traitement des transitoires).
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Perspectives de développement

On présente dans cette dernière partie les di�érentes perspectives de développement du schéma de perturba-
tion qui sont envisageables pour améliorer ou pour étendre les capacités du schéma de perturbation. Mais
auparavant, on analyse plus en détail les temps de calcul des di�érentes simulations réalisées dans la partie IV
a�n de mieux comprendre la valeur des gains en temps obtenus avec le schéma de perturbation.

On peut considérer que le temps de calcul d'un transport Monte Carlo est occupé par trois fonctionnalités
principales du code : l'échantillonnage des évènements de l'histoire des neutrons, le suivi des particules dans la
géométrie et le calcul des scores. En jouant sur les options d'entrées des calculs Monte Carlo, on peut estimer
le temps occupé par chacune de ces trois fonctionnalités. Par exemple, on peut e�ectuer une simulation sans le
calcul des scores, ce qui permet d'estimer facilement le temps passé à encaisser les di�érents scores. Ainsi, on
obtient les valeurs indiquées dans le tableau suivant :

Cas test Cellule REP Assemblage REP

Temps consacré à la génération des évènements aléatoires (%) 74 49
Temps consacré au suivi des particules dans la géométrie (%) 8 40

Temps consacré à l'encaissement des scores (%) 18 11

Mais pour mieux interpréter ces résultats, on normalise les temps de chaque partie de telle sorte que le temps
consacré à l'encaissement des scores soit égal à 1 3. On obtient alors les valeurs suivantes :
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L'intérêt de cette normalisation est de constater que pour un même calcul de score, le temps passé à générer
des évènements aléatoires est presque identique dans les deux cas tests étudiés. Ceci est dû au fait que les
compositions isotopiques sont similaires dans les deux cas tests et à l'utilisation d'une même chaîne d'évolution
dans ces deux cas. Le temps consacré à la génération des évènements aléatoires est toutefois légèrement plus
long pour l'assemblage car la présence des tubes guides améliore la modération des neutrons, ce qui se traduit
par une augmentation du nombre moyen de collisions subies par ces particules. Par contre, il n'en va pas de
même pour le temps consacré au suivi des particules dans la géométrie. Ce temps est beaucoup plus court dans
le cas de la cellule que dans le cas de l'assemblage (le rapport entre les deux temps est d'environ 8). Ceci est
dû à la di�culté du code de calcul à suivre les mouvements des particules dans les géométries complexes et à
déterminer les coordonnées des interfaces traversées par les particules. Dans le cas où l'on traite une géomé-
trie plus complexe que celle de l'assemblage REP, comme celle d'un c÷ur de réacteur complet par exemple,

3. Par exemple, pour le temps de suivi dans la géométrie dans l'assemblage REP, on divise cette valeur (40) par le temps consacré
à l'encaissement des scores, c'est-à-dire 11.
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seul ce temps est modi�é. La partie consacrée à la génération des évènements aléatoires serait, elle, peu mo-
di�ée (pour les mêmes raisons qu'elle n'a presque pas changé entre le calcul de la cellule et celui de l'assemblage).

Or, l'utilisation du schéma de perturbation vise à factoriser ces deux parties du temps de calcul, grâce à
la persistance des données de simulations, et à les remplacer par des perturbations dont le calcul est nettement
plus rapide. En e�et, l'échantillonnage corrélé applique des variations de poids (tout comme TRIPOLI-4
lors de chaque collision) mais n'e�ectue aucun ré-échantillonnage d'évènements. Cette modi�cation des
poids nécessite de connaître quelques sections e�caces, mais n'a besoin d'aucune information sur la géométrie.
Et le rôle de la persistance des données de simulations et de fournir à la méthode des échantillons corrélés
toutes les informations utiles permettant de construire le plus rapidement possible ces modi�cations de poids.
L'association de ces deux méthodes peut donc agir signi�cativement sur le suivi des particules et la génération
des évènements aléatoires en les supprimant de la plupart des simulations de transport. Le calcul d'un c÷ur de
réacteur complet, et plus généralement celui d'une géométrie plus complexe que celle de l'assemblage REP, avec
le schéma de perturbation aura donc probablement de meilleurs gains sur les �gures de mérite.

Concernant les améliorations possibles du schéma de perturbation, on peut imaginer d'autres méthodes
d'accélération des calculs Monte Carlo évoluant. Quatre d'entre elles ont été identi�ées et sont présentées ici. Si
elles n'ont pas été développées au sein de ces travaux, elles sont des pistes visant à permettre l'utilisation de la
persistance des données de simulation à des �ns d'accélération :

1. Accélération des schémas de couplage d'ordre N
Dans un schéma numérique d'ordre N > 1, plusieurs simulations Monte Carlo sont réalisées entre chaque
pas de temps. Or, dans la pratique, le temps de simulation limite les calculs Monte Carlo évoluant à l'ordre
2. Mais pour améliorer la précision des calculs, il est nécessaire d'améliorer, entre autres, l'ordre du schéma
temporel utilisé. De ce fait, entre deux pas de temps successifs, on peut perturber les N transports du
schéma temporel de la même manière que cela a été fait jusqu'ici entre plusieurs pas de temps. Et comme
a priori l'évolution des concentrations isotopiques est modérée entre deux pas de temps, la dégradation
de la variance des résultats perturbés devrait être négligeable (même sans la méthode de réduction de
variance). De plus, le temps de calcul des pas utilisant l'échantillonnage corrélé est très faible comparé à
celui des pas sans perturbation. On peut donc approximer le temps de calcul entre deux pas de ce schéma
de perturbation d'ordre N à celui de la génération du jeu de traces. Comme celui-ci est 140 % plus élevé
qu'un calcul sans perturbation, le gain obtenu devrait être supérieur à 1 partir de N = 3.

2. Prise en compte des incertitudes sur les données nucléaires (sections e�caces, ...)
Lors du transport Monte Carlo, les incertitudes sur les données nucléaires sont généralement ignorées. Pour
les prendre en compte, il est envisageable par exemple de générer di�érentes évaluations échantillonnées
à partir des données de variance/covariance présentes dans les principales bibliothèques (JEFF, ENDF,
...). A partir de chacune de ces évaluations, on réalise un calcul de transport indépendant. La distribution
des résultats ainsi obtenus est alors cohérente vis à vis de ces incertitudes. Plus généralement, on peut
procéder de manière similaire pour intégrer toutes les incertitudes des données d'entrée du calcul. Cette
méthode est appelée Total Monte Carlo (TMC) [Roch2011].
Mais lors d'un calcul en évolution, la prise en compte de ces incertitudes par la méthode TMC augmente
rapidement le nombre de transport Monte Carlo à e�ectuer. En e�et, à chaque pas de temps, le schéma
temporel utilisé nécessite alors N simulations Monte Carlo pour chacune des évaluations indépendantes.
Cette méthode réduit donc fortement les performances du calcul. Pour pallier ce problème, on peut à
chaque pas de temps remplacer les di�érents transports Monte Carlo utilisant des données di�érentes par
la perturbation d'un unique transport avec l'échantillonnage corrélé. Le nombre de simulations de transport
ne serait alors pas modi�é par l'introduction de la méthode TMC dans les calculs en évolution. De plus,
on remarque que les di�érentes évaluations indépendantes sont générées avant le calcul en évolution. Tous
les paramètres des perturbations sont donc connus lors des di�érentes simulations Monte Carlo. Le post-
traitement des traces n'est alors pas nécessaire dans ce cas, ce qui minimise l'impact sur le temps de calcul
de la méthode TMC. On peut alors considérer que la prise en compte des incertitudes sur les données
d'entrée avec la méthode TMC et le schéma de perturbation n'a quasiment aucun impact sur le temps de
calcul.
Mais concernant la variance, il est plus di�cile d'analyser a priori son comportement avec ce schéma. En
e�et, la variance dépend de l'amplitude des perturbations appliquées, et donc de la valeur des incertitudes
sur les données d'entrée.
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3. Mise en base de données des calculs (big data)
Dans le cadre des études en évolution (tout comme pour les calculs statiques), on recherche parfois à
optimiser certains paramètres physiques du problème. Par exemple, on peut chercher à optimiser le taux
d'enrichissement du combustible neuf. Dans ce cas, la recherche de la valeur optimale nécessite d'e�ectuer
un grand nombre de calculs en évolution, ce qui a un coût très important en temps de calcul. Mais on
remarque que seul un nombre limité de paramètres sont modi�és d'une simulation à une autre. Il est alors
envisageable de remplacer les di�érentes simulations par des perturbations d'un unique transport de la
même façon que précédemment. Mais dans ce type d'étude, l'utilisateur ne connait pas toujours a priori les
di�érentes valeurs des paramètres à optimiser. De ce fait, on peut aussi envisager de sauvegarder les traces
des di�érents transports d'une simulation en évolution de façon permanente sur le disque dur. L'utilisateur
pourra alors les ré-exploiter dans un second temps, lorsque la valeur des paramètres à optimiser sera dé�nie.
La recherche de l'optimum de paramètres physiques s'e�ectue donc en deux étapes. La première consiste à
mettre en base de données une simulation, ce qui a un coût important en temps de calcul. Mais la seconde
étape, qui perturbe la simulation sauvegardée, est beaucoup plus rapide qu'une simulation classique. De
plus, si les paramètres à optimiser varient peu, alors la dégradation de la variance est faible, ce qui assure
des gains en �gure de mérite élevés.

4. Application à d'autres types de couplage
En�n, on remarque qu'il existe d'autres types de couplage des codes Monte Carlo que celui de l'évolution
dans lesquels le schéma de perturbation peut être utilisé. Par exemple, on peut coupler les simulations de
transport des calculs de thermohydraulique pour tenir compte des variations de température des maté-
riaux. Et généralement, ces couplages sont implémentés selon les mêmes schémas que ceux des codes Monte
Carlo évoluant. Ils itèrent entre les phases de transport Monte Carlo et les phases de calculs déterministes.
De ce fait, le schéma de perturbation peut y être aussi appliqué.

En�n, sans modi�er le schéma de perturbation existant, il est possible de l'optimiser encore un peu plus pour
supprimer ses deux principales contraintes. La première est l'espace mémoire que la mise en ÷uvre que ce
schéma requiert. L'importance de la taille des �chiers de traces in�ue sur le temps de calcul. Pour améliorer
les performances du schéma de perturbation, il faut donc diminuer la taille des informations écrites dans
les �chiers traces. Or, dans l'état actuel, ce sont les données nucléaires qui occupent la plus grande partie des
traces. La factorisation de ces données en une information de plus petite taille permettrait au code de calcul de
parcourir plus rapidement les traces et donc de diminuer le temps de la simulation.

Pour cela, l'utilisation d'une grille universelle des données nucléaires pourrait être extrêmement e�cace
[Haec2007a, Haec2007b]. Le principe de cette grille est le même que celui de l'uni�cation (voir le chapitre 8),
mais il s'applique aux sections e�caces microscopiques de tous les isotopes de la simulation. Cette méthode
propose d'utiliser un découpage énergétique unique pour l'ensemble des données nucléaires. Ainsi, la re-
cherche simultanée des sections e�caces de plusieurs isotopes à une même énergie est accélérée. En e�et, les
données de chaque noyau sont généralement associées à une grille énergétique qui leur est propre. Le calcul
des sections e�caces de chaque isotope nécessite donc de rechercher la position de l'énergie dans chacune des
grilles énergétiques. Cette étape pourrait être factorisée si toutes les données partageaient une grille énergétique
commune (une telle grille est alors dite universelle). Or, ce type de recherche est e�ectué très souvent dans
le code de transport et par la méthode des échantillons corrélés. Par exemple, c'est le cas lorsque la section
e�cace macroscopique totale doit être calculée 4. L'avantage de cette méthode est d'accélérer signi�cativement
les calculs perturbés et non perturbés 5 sans avoir besoin de stocker les sections e�caces dans les traces. En
contrepartie, la grille universelle a un impact très important sur l'espace mémoire, car généralement les sections
e�caces des grilles énergétiques ont peu de points en commun. Toutefois, les données nucléaires utilisant la
grille universelle sont exactement les mêmes pour tous les simulateurs indépendants (ce qui n'est pas le cas
des données écrites dans les traces). On peut donc factoriser ce coût en partageant ces données entre les
di�érents simulateurs (data sharing).

L'autre contrainte du schéma de perturbation est de ne pas pouvoir empêcher la dégradation de la
variance lorsque celle-ci varie au cours de l'irradiation. Mais cette contrainte peut être résolue en optimisant

4. On a vu au chapitre 8 que cette donnée est construite très fréquemment, que ce soit dans le schéma classique ou dans le schéma
perturbé. C'est ce qui est à l'origine de l'utilisation du maillage uni�ée et de l'insertion des sections e�caces dans la structure des
traces.

5. On a vu dans le cas de la cellule que l'uni�cation a un impact fort sur les calculs non-perturbés, et qui est encore plus
important avec les perturbations.
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les concentrations isotopiques qui servent à la génération des traces (celles du pré-calcul). Toutefois, un seul jeu
de concentration ne permet peut être pas d'atteindre cet objectif. On peut alors envisager de scinder le �chier
de traces en plusieurs parties. Chacune de ces parties peut être simulée avec des concentrations isotopiques
di�érentes. Par exemple, on peut générer des traces pour chacun des pas de temps du pré-calcul (avec moins
de particules) et utiliser plusieurs �chiers de traces (ceux dont les concentrations isotopiques sont les plus
proches de celles du calcul en cours) pour reconstruire chaque pas de temps des calculs en évolution.
De ce fait, on améliore grandement la représentativité des traces sur chaque pas de temps, puisque dans cette
con�guration l'amplitude des perturbations est toujours très faible pour une partie des �chiers de traces. On peut
donc supposer que la variance des résultats perturbés soit plus proche de la variance des résultats non-perturbés.
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Annexe A
Démonstrations de di�érents calculs en

simulation analogue, non-analogue et perturbée

Les calculs présentés ici concernent les chapitres 1 et 2.

A.1 Espérance de l'encaissement relatif

A.1.1 Dans le cas d'une simulation naturelle

Proposition : L'espérance de in0 est égale à In0 avec, pour toute trace γ, la suite {in0 (γ)}n∈N dé�nie par 1.10 :

i00 (γ) = g (z1) et ∀n ∈ N∗, in0 (γ) = g (zn+1)

n∏
i=1

k0 (zi)

Démonstration :

EE0 [in0 ] =

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
in0 (γ) dp0 (γ)

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
g (zn+1)

[
n∏
i=1

k0 (zi)

]
S0 (z0) dz0T0 (z0 → z1) dz1

∞∏
i=1

p0 (zi → zi+1) dzi+1

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
g (zn+1)

[
n∏
i=1

k0 (zi) p0 (zi → zi+1)

]
T0 (z0 → z1)S0 (z0)

n∏
i=0

dzi

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
g (zn+1)

[
n∏
i=1

K0 (zi → zi+1)

]
T0 (z0 → z1)S0 (z0)

n∏
i=0

dzi

= 〈Kn
0 T0S0, g〉0

= 〈ψn, g〉0
= In0

et :

EE0
[
i00
]

=

ˆ
E0
i00 (γ) dp0 (γ)

=

ˆ
E0
g (z1)S0 (z0) dz0T0 (z0 → z1) dz1

= 〈T0S0, g〉0
= I0

0
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A.1.2 Dans le cas d'une simulation non-analogue

Proposition : L'espérance de in∗0 (γ) est égale à In0 avec la suite {in∗0 (γ)}n∈N dé�nie par 1.11 :

i0∗0 (γ) = g (z1)
S0 (z0)

S∗0 (z0)
et ∀n ∈ N∗, in0 (γ) = g (zn+1)

S0 (z0)

S∗0 (z0)

T0 (z0 → z1)

T ∗0 (z0 → z1)

n∏
i=1

p0 (zi → zi+1)

p∗0 (zi → zi+1)
k0 (zi)

Démonstration :

EE0 [in∗0 ] =

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
in∗0 (γ) dp∗0 (γ)

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
g (zn+1)

S0 (z0)

S∗0 (z0)

T0 (z0 → z1)

T ∗0 (z0 → z1)

[
n∏
i=1

p0 (zi → zi+1)

p∗0 (zi → zi+1)
k0 (zi)

]
. . .

. . . S∗0 (z0) dz0T
∗
0 (z0 → z1) dz1

∞∏
i=1

p∗0 (zi → zi+1) dzi+1

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
g (zn+1)

[
n∏
i=1

p0 (zi → zi+1) k0 (zi)

]
T0 (z0 → z1)S0 (z0)

n∏
i=0

dzi

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
g (zn+1)

[
n∏
i=1

K0 (zi → zi+1)

]
T0 (z0 → z1)S0 (z0)

n∏
i=0

dzi

= 〈Kn
0 T0S0, g〉0

= 〈ψn, g〉0
= In0

et :

EE0
[
i0∗0
]

=

ˆ
E0
i0∗0 (γ) dp∗0 (γ)

=

ˆ
E0
g (z1)

S0 (z0)

S∗0 (z0)

T0 (z0 → z1)

T ∗0 (z0 → z1)
S∗0 (z0) dz0T

∗
0 (z0 → z1) dz1

= 〈T0S0, g〉0
= 〈ψ0, g〉0
= I0

0

A.2 Équation du transport avec carte d'importance

Proposition :

−→
Ω .
−→
∇φ∗ (P ) + Σ∗t (−→r , E)φ∗ (P ) =

∞̈

0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ∗
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→ΩdE′ + S∗ (P )

avec : 

φ∗ (P ) = = (P )φ (P )

Σ∗t (−→r , E) = Σt (P )−
∣∣∣−→∇=(P )

∣∣∣
=(P )

−→
Ω (P ) .

−→
∇=(P )∣∣∣−→∇=(P )

∣∣∣
S∗ (P ) = = (P )S (P )

K∗ (P ′ → P ) =
=
(−→r ,E,−→Ω)

=
(−→r ,E′,−→Ω ′)K (P ′ → P )

Démonstration :
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−→
Ω .
−→
∇φ (P ) + Σt (−→r , E)φ (P ) =

−→
Ω .
−→
∇ φ

∗ (P )

= (P )
+ Σt (−→r , E)

φ∗ (P )

= (P )

=
−→
Ω .
= (P )

−→
∇φ∗ (P )− φ∗ (P )

−→
∇= (P )

= (P )
2 + Σt (−→r , E)

φ∗ (P )

= (P )

=
1

= (P )

−→Ω .−→∇φ∗ (P ) +

Σt (P )−

∣∣∣−→∇= (P )
∣∣∣

= (P )

−→
Ω (P ) .

−→
∇= (P )∣∣∣−→∇= (P )

∣∣∣
φ∗ (P )


=

1

= (P )

[−→
Ω .
−→
∇φ∗ (P ) + Σ∗t (−→r , E)φ∗ (P )

]
et :

¨
Σsφd

−→
ΩdE′ + S (P ) =

∞̈

0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ + S (P )

=

∞̈

0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
) φ∗ (−→r , E′,−→Ω ′)

= (P )
d
−→
Ω ′dE′ + S (P )

=
1

= (P )

 ∞̈
0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
) = (P )

=
(−→r , E′,−→Ω ′)φ∗

(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′
+ S (P )

=
1

= (P )

 ∞̈
0 4π

=
(−→r , E,−→Ω)

=
(−→r , E′,−→Ω ′)Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ∗
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ + S∗ (P )


donc en modi�ant l'opérateur de transition par :

K∗ (P ′ → P ) =
=
(−→r , E,−→Ω)

=
(−→r , E′,−→Ω ′)K (P ′ → P )

le deuxième membre de l'égalité devient :

¨
Σsφd

−→
ΩdE′ + S (P ) =

1

= (P )

 ∞̈
0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ∗
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ + S∗ (P )


et on trouve alors :

−→
Ω .
−→
∇φ∗ (P ) + Σ∗t (−→r , E)φ∗ (P ) =

∞̈

0 4π

Σs

(−→r , E′ → E,
−→
Ω ′ →

−→
Ω
)
φ∗
(−→r , E′,−→Ω ′) d−→Ω ′dE′ + S∗ (P )

A.3 Corrections de poids dues à l'échantillonnage corrélé

Proposition 1 : La correction de poids de l'échantillonnage corrélé vaut :

∀n ∈ N, κncs (γ) =
ωn1 (γ) dpn1 (γ)

ωn0 (γ) dpn0 (γ)

Démonstration : A partir de l'expression suivante :

∀n ∈ N, in1 (γ̃) dpn∗0 (γ̃) = in1 (γ) dpn1 (γ)

où l'on a :
• in1 (γ̃) = ωn∗0 (γ̃) g (zn+1) = κncs (γ)ωn∗0 (γ) g (zn+1) = κncs (γ) cn0 (γ)ωn0 (γ) g (zn+1) = κncs (γ)

dpn0 (γ̃)
dpn∗0 (γ̃)ω

n
0 (γ) g (zn+1)

• in1 (γ) = ωn1 (γ) g (zn+1)
on établit facilement l'expression de κncs (γ).
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Proposition 2 :
κ0
cs (γ) = S1(z0)T1(z0→z1)

S0(z0)T0(z0→z1)

∀n ∈ N∗, κncs (γ) = S1(z0)T1(z0→z1)
S0(z0)T0(z0→z1)

∏n
i=1

K1(zi→zi+1)
K0(zi→zi+1) =

ωn1 (γ)
ωn0 (γ)

S1(z0)T1(z0→z1)
S0(z0)T0(z0→z1)

∏n
i=1

p1(zi→zi+1)
p0(zi→zi+1)

(A.1)

Démonstration : A partir de la dé�nition de la correction de poids de la méthode des échantillons corrélés :

∀n ∈ N, κncs (γ) =
ωn1 (γ) dpn1 (γ)

ωn0 (γ) dpn0 (γ)

on établit son expression :

∀n ∈ N∗, κncs (γ) =
ωn1 (γ) dpn1 (γ)

ωn0 (γ) dpn0 (γ)

=
ωn1 (γ)

ωn0 (γ)

S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)

n∏
i=1

p1 (zi → zi+1)

p0 (zi → zi+1)

=
S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)

n∏
i=1

p1 (zi → zi+1)

p0 (zi → zi+1)

k1 (zi)

k0 (zi)

=
S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)

n∏
i=1

K1 (zi → zi+1)

K0 (zi → zi+1)

et :

κ0
cs (γ) =

ω0
1 (γ) dp0

1 (γ)

ω0
0 (γ) dp0

0 (γ)

=
S1 (z0)T1 (z0 → z1)

S0 (z0)T0 (z0 → z1)

Proposition 3 : L'espérance de in1 [γ̃] dans (M0), notée EE0
[
ĩn0

]
, est égale à In1 , où γ̃ est une trace de (M0)

dont le poids a été modi�é de telle sorte que :

∀n ∈ N, in1 (γ̃) dpn∗0 (γ̃) = in1 (γ) dpn1 (γ)

Démonstration :

EE0

[
ĩn0

]
=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
in1 (γ̃) dp∗0 (γ̃)

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
in1 (γ̃) dpn∗0 (γ̃)

=

ˆ
E0
. . .

ˆ
E0
in1 (γ) dpn1 (γ)

=

ˆ
E1
. . .

ˆ
E1
in1 (γ) dpn1 (γ)

=

ˆ
E1
. . .

ˆ
E1
in1 (γ) dp1 (γ)

= EE1 [in1 ] (= EE1 [in∗1 ])

= In1

A.4 Incertitude statistique relative pour des faibles perturbations

Proposition : L'incertitude relative d'une réponse di�érentielle établie par deux simulations Monte Carlo
indépendantes diverge dans le cas de faibles perturbations.
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Démonstration : La moyenne et la variance de la réponse di�érentielle δR = R1 −R0 sont dé�nies par :

Eε [δR] = Eε [R1]− Eε [R0]
V arε [δR] = V arε [R0] + V arε [R1]− 2CoVε [R0, R1]

Or, dans le cas de simulations indépendantes, on a :

CoVε [R0, R1] = 0

De plus, si la taille des perturbations, δα, est faible, la réponse di�érentielle :

Eε [δR] −−−→
δα→0

0

V arε [R1] −−−→
δα→0

V arε [R0]

et concernant l'écart type relatif :

e (δR) =

√
V arε [δR]

Eε [δR]

=

√
V arε [R0] + V arε [R1]

Eε [δR]

∼
δα→ 0

√
2V arε [R0]

Eε [δR]

L'incertitude statistique relative est donc divergente.

C. Dieudonné CEA Saclay



154 ANNEXE A. Démonstrations de di�érents calculs en simulation analogue, non-analogue et perturbée

C. Dieudonné CEA Saclay



Annexe B
Démonstration des résultats théoriques

Les calculs présentés ici concerne les chapitres 6 et 7.

B.1 Calculs à 1 isotope

B.1.1 Equivalence avec le modèle de perturbation en densité

Proposition : Dans le modèle du chapitre 5, la perturbation de la densité d'un matériau à N isotopes est
équivalente à la perturbation en concentration d'un matériau ayant un unique isotope avec les caractéristiques
moyenne du milieu multi-isotopique, c'est-à-dire dont la concentration et les sections e�caces macroscopiques
sont respectivement égales à la somme des concentrations et des sections e�caces macroscopiques de chaque
isotope.

Démonstration : On note X[ρ] la grandeur X dans le matériau à N isotopes dont on perturbe la densité et
X[c] la grandeur X dans le matériau mono-isotopique. D'après l'ennoncé, on a :

N∑
i=1

N i
[ρ] = N1

[c], (B.1)

∀r, Σr[ρ] ≡
N∑
i=1

Σir[ρ] = Σ1
r[c], (B.2)

ce qui implique, entre autres, que :
Σt[ρ] = Σt[c]. (B.3)

Dans le premier cas, celui traité dans la littérature, on perturbe la densité du matériau par un facteur 1 que l'on
note λ. Les concentrations, ainsi que les sections e�caces macroscopiques partielles, de chaque isotope sont donc
corrigées par ce même facteur dans le système perturbé. Ainsi, d'après les conditions B.1 et B.2, ceci entraine
la perturbation de la concentration (et donc des sections e�caces macroscopiques partielles) de l'isotope du
matériau mono-isotopique par le facteur λ :

N∑
i=1

N i∗
[ρ] =

N∑
i=1

λN i
[ρ] = λN1

[c] = N1∗
[c] ,

∀r, Σ∗r[ρ] =

N∑
i=1

Σi∗r[ρ] =

N∑
i=1

λΣir[ρ] = λ

N∑
i=1

Σir[ρ] = λΣ1
r[c] = Σ1∗

r[c] = Σ∗r[c],

ce qui implique, entre autres, que :
Σ∗t[ρ] = Σ∗t[c]. (B.4)

1. On montre facilement que ce facteur λ est égale à α.
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Dans le modèle théorique (dé�ni au chapitre 5), les seules grandeurs d'intérêt pour le calcul du score sont
les distances parcourues entre chaque collision, la liste des isotopes rencontrés et le poids des particules avant
chaque collision. Or, la probabilité de parcourir une certaine distance puis d'e�ectuer une collision ne dépend
que de la section e�cace macroscopique totale du matériau rencontré, qui est toujours la même dans les deux
cas (voir les égalités B.3 et B.4). De plus, lorsque l'on simule un neutron (dans le système non-perturbé), comme
les sections e�caces partielles du matériau multi-isotopique sont égales à celles du matériau mono-isotopique
(d'après la condition B.2) la liste des interactions subies par ce neutron est identique dans les deux milieux
(multi- et mono- isotopique). Les traces des particules sont donc les mêmes dans les deux cas. En particulier,
on a :

γn[ρ] = γn[c]. (B.5)

Pour prouver l'équivalence des deux situations, il su�t donc de prouver que les poids perturbés sont identiques.
D'après la dé�nition de la correction de poids due à l'échantillonnage corrélé (Eq. 2.4) appliquée au modèle
mono-cinétique en volume in�ni sans perturbation de la densité de source, on a 2 :

κncs (γ) =

collisions∏
06k6n

{
Xisok∗

Xisok
e−(Σ∗t−Σt)‖xk+1−xk‖

}
,

où Xisok vaut Σt si k = n ou N isok sinon. Dans tous les cas, le rapport Xisok∗/Xisok vaut λ et la correction de
poids s'écrit plus simplement :

κncs (γ) = λne−(Σ∗t−Σt)γn .

Les égalités B.3, B.4 et B.5 prouvent que cette correction de poids est strictement identique dans les deux
situations.

B.1.2 Résolution du problème initial

B.1.2.1 Le moment d'ordre 1

Comme Σt > 0, l'intégrale Rm1 existe et vaut :

Rm1 =

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
i=1

ωi1

)
(Σt)

m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)

=
m

Σt

ˆ
Rm+

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)

=
1

Σt
mpm−1 (1− p)

car ∀λ > 0 on a :
´
R+
λe−λldl =

[
−e−λl

]+∞
0

= 1. Or la série de terme générale
{
mqm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[)

est convergente, de somme 1
(1−q)2 , donc la série de terme général Rm1 l'est aussi, de somme :

R1 =

∞∑
m=1

Rm1 =
1− p

Σt

∞∑
m=1

mpm−1 =
1

Σt

1− p
(1− p)2 =

1

Σt

1

1− p
=

1

Σa

B.1.2.2 Le moment d'ordre 2

De même, l'intégrale R2
m1 existe et vaut :

R2
m1 =

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
i=1

ωi1

)2

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)

=
m2

Σ2
t

ˆ
Rm+

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)

=
1

Σ2
t

m2pm−1 (1− p)

2. Voir les chapitres 6 et 7 pour plus de détails.
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Or la série de terme générale
{
m2qm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[) est convergente, de somme 1+q

(1−q)3 , donc la série

de terme général R2
m1 l'est aussi, de somme :

R2
1 =

∞∑
m=1

R2
m1 =

1− p
Σ2
t

∞∑
m=1

m2pm−1 =
1

Σ2
t

1 + p

(1− p)2 = (1 + p)R
2

1

B.1.2.3 La variance

Finalement, on trouve que la variance vaut :

σ2
1 = R2

1 −R
2

1 = pR
2

1

B.1.3 Résolution du problème perturbé

B.1.3.1 Le moment d'ordre 1

Soit une trace γ̂m quelconque, on a :

Rcs1 (γ̂m) p (γ̂m) =

(
1

Σ∗t

m∑
i=1

ωi,cs1

)
(Σt)

m
e−Σtγmpm−1 (1− p)

=
1

Σ∗t

(
m∑
i=1

αie−(Σ∗t−Σt)γi

)
(Σt)

m
e−Σtγmpm−1 (1− p)

=
1

Σ∗t

m∑
i=1

αi (Σt)
m
e−Σ∗t γie−Σt(γm−γi)pm−1 (1− p)

Et comme Σt > 0 et Σ∗t > 0, l'intégrale Rm
cs

1 existe et vaut :

Rm
cs

1 =
1

Σ∗t

ˆ
Rm+

m∑
i=1

αi (Σt)
m
e−Σ∗t γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)

=
1

Σ∗t

m∑
i=1

αi (Σt)
m
ˆ
Rm+

e−Σ∗t γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlmp
m−1 (1− p)

=
1

Σ∗t

m∑
i=1

αi (Σt)
m

(Σ∗t )
−i

(Σt)
−m+i

pm−1 (1− p)

=
1

Σ∗t

m∑
i=1

αiα−ipm−1 (1− p)

=
1

Σ∗t
mpm−1 (1− p)

Or la série de terme générale
{
mqm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[) est convergente, de somme 1

(1−q)2 , donc la série de

terme général Rm
cs

1 l'est aussi, de somme :

R
cs

1 =

∞∑
m=1

Rm
cs

1 =
1− p
Σ∗t

∞∑
m=1

mpm−1 =
1

Σ∗t

1− p
(1− p)2 =

1

Σ∗t

1

1− p

Comme il n'y a qu'un seul isotope dans le milieuM1, la probabilité de survie à une interaction dans le milieu
M∗1 est égale à celle du milieuM∗1 :

p∗ =
Σ∗s
Σ∗t

=
N1∗σ1

s

N1∗σ1
t

= p1 = p

On retrouve bien le résultat annoncé au chapitre 2 : le score perturbé converge vers le bon résultat :

R
cs

1 =
1

Σ∗t

1

1− p∗
=

1

Σ∗a
= R

∗
1
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B.1.3.2 Le moment d'ordre 2

Soit une trace γ̂m quelconque, on a :

Rcs 2
1 (γ̂m) p (γ̂m) =

(
1

Σ∗t

m∑
i=1

ωi,cs1

)2

(Σt)
m
e−Σtγmpm−1 (1− p)

=
1

(Σ∗t )
2

(
m∑
i=1

αie−(Σ∗t−Σt)γi

)2

(Σt)
m
e−Σtγmpm−1 (1− p)

et avec la décomposition suivante : (
m∑
i=1

ai

)2

=

m∑
i=1

a2
i + 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

aiaj

on trouve :

Rcs 2
1 (γ̂m) p (γ̂m) (Σ∗t )

2
=

(
m∑
i=1

α2ie−2(Σ∗t−Σt)γi

)
(Σt)

m
e−Σtγmpm−1 (1− p) + . . .

. . .+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

αi+je−(Σ∗t−Σt)(γi+γj)

 (Σt)
m
e−Σtγmpm−1 (1− p)

=

m∑
i=1

α2i (Σt)
m
e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σt(γm−γi)pm−1 (1− p) + . . .

. . .+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

αi+j (Σt)
m
e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σ∗t (γj−γi)e−Σt(γm−γj)pm−1 (1− p)

Comme Σt > 0 et Σ∗t > 0, l'intégrale R2
m

cs

1 existe si et seulement si 2Σ∗t −Σt > 0, c'est-à-dire si et seulement si
α > 1

2 . Et dans ce cas, cette intégrale vaut :

R2
m

cs

1 (Σ∗t )
2

=

ˆ
Rm+

m∑
i=1

α2i (Σt)
m
e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlmp

m−1 (1− p) + . . .

. . .+ 2

ˆ
Rm+

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

αi+j (Σt)
m
e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σ∗t (γj−γi)e−Σt(γm−γj)dl1 . . . dlmp

m−1 (1− p)

=

m∑
i=1

α2i (Σt)
m
ˆ
Rm+

e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlmp
m−1 (1− p) + . . .

. . .+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

αi+j (Σt)
m
ˆ
Rm+

e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σ∗t (γj−γi)e−Σt(γm−γj)dl1 . . . dlmp
m−1 (1− p)

=

m∑
i=1

α2i (Σt)
m

(2Σ∗t − Σt)
−i

(Σt)
−m+i

pm−1 (1− p) + . . .

. . .+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

αi+j (Σt)
m

(2Σ∗t − Σt)
−i

(Σ∗t )
−j+i

(Σt)
−m+j

pm−1 (1− p)

=

m∑
i=1

εipm−1 (1− p) + 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

εipm−1 (1− p)

=

m∑
i=1

εipm−1 (1− p) + 2

m−1∑
i=1

(m− i) εipm−1 (1− p)

=
ε

1− ε
(1− εm) pm−1 (1− p) +

2ε

1− ε

(
m− 1− εm

1− ε

)
pm−1 (1− p)
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soit :

R2
m

cs

1 =
1

(Σ∗t )
2

ε

1− ε

[
2m− 1 + ε

1− ε
(1− εm)

]
pm−1 (1− p)

Or la série de terme générale
{
mqm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[) est convergente, de somme 1

(1−q)2 , donc la série de

terme général R2
m

cs

1 l'est aussi si et seulement si :

pε < 1

et dans ce cas, la série de terme général R2
m

cs

1 a pour somme :

R2
cs

1 =

∞∑
m=1

R2
m

cs

1

=
ε

(Σ∗t )
2

1− p
1− ε

∞∑
m=1

[
2m− 1 + ε

1− ε
(1− εm)

]
pm−1

=
ε

(Σ∗t )
2

1− p
1− ε

[
2

(1− p)2 −
1 + ε

1− ε

(
1

1− p
− ε

1− pε

)]

=
1

(Σ∗t )
2

ε

1− ε

(
2

1− p
− 1 + ε

1− pε

)
=

1

(Σ∗t )
2

(1− p)2

ε
(
1− p2

)
1− pε

=
ε
(
1− p2

)
1− pε

R
∗2
1

B.1.3.3 La variance

Finalement, on trouve que la variance vaut :

σcs 2
1 = R2

cs

1 −R
cs 2

1 =

[
ε
(
1− p2

)
1− pε

− 1

]
R
∗ 2

1

Remarque :
On montre que si on ne perturbe pas la système, c'est-à-dire si :

∀k ∈ J1;NK, ηk = 1

alors on retrouve les résultats du calcul initial :

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ Σ∗t =
∑N
i=1 ηiΣ

k
t =

∑N
i=1 Σkt = Σt

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ α =
∑N
i=1 ηiqi =

∑N
i=1 qi = 1

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ ε = α2

2α−1 = 1

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ p∗ = 1
α

∑N
i=1 ηiqipi =

∑N
i=1 qipi = p

ce qui donne :

∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒

 R
cs

1 = 1
Σa

= R1

σcs 2
1 =

[
ε(1−p2)

1−pε − 1

]
R
∗ 2

1 = σ2
1

B.1.3.4 Domaine de validité

Lors du calcul du moment d'ordre 2 perturbé, on a rencontré deux conditions :{
α > 1

2
pε < 1

C. Dieudonné CEA Saclay
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On sait que nos formules sont exactes si et seulement si ces conditions sont vraies et que la variance perturbée
est in�nie dans le cas contraire. Mais pour mieux comprendre la seconde, nous allons la modi�er pour nous
ramener à un condition sur α, en supposant que la première est véri�ée :

pε < 1 ⇔ pα2

2α− 1
< 1 ⇔ pα2 − 2α+ 1 < 0 (car α >

1

2
)

Il faut alors distinguer deux cas :

• si p = 0, alors :

pα2 − 2α+ 1 < 0 ⇔ −2α+ 1 < 0 ⇔ α ∈
]

1

2
; +∞

[
• si p 6= 0, alors :

pα2 − 2α+ 1 < 0 ⇔ p

(
α− 1−

√
1− p
p

)(
α− 1 +

√
1− p
p

)
< 0 ⇔ α ∈

]
1−
√

1− p
p

;
1 +
√

1− p
p

[
Or, pour p 6= 0, l'intervalle

]
1−
√

1−p
p ; 1+

√
1−p
p

[
est inclus dans

]
1
2 ; +∞

[
. Au �nal, nos deux conditions sont

équivalentes à :
α ∈ D1

avec :

D1 =

{]
1
2 ; +∞

[
pour p = 0]

1−
√

1−p
p ; 1+

√
1−p
p

[
pour p 6= 0

B.1.3.5 Comparaison des variances

On a vu que la moyenne du score perturbé est toujours égale au score non-perturbé, mais ce n'est pas le cas
de sa variance. On se propose donc ici de comparer la variance du score initiale (σ2

1) à celle du score perturbé
(σcs 2

1 ) :

∀α ∈ D1,

(
σcs1
σ1

)2

=
1

p

(
ε
(
1− p2

)
1− pε

− 1

)(
R
∗
1

R1

)2

=
1− p2

p (2α− 1− pα2)
− 1

pα2

Ce rapport de variance est une fonction de α dérivable sur D1, de dérivée :

d

dα

[(
σcs1
σ1

)2
]

=
2
(
1− p2

)
(pα− 1)

p (2α− 1− pα2)
2 +

2

pα3

qui vaut −2 en α = 1. Et comme le rapport des variances vaut 1 en α = 1, on sait qu'il existe au moins un

intervalle compris dans ]1; +∞[ tel que
(
σcs1
σ1

)2

< 1. On peut donc diminuer la variance lorsque l'on utilise la

méthode des échantillons corrélés.

Toutefois, on peut aussi montrer que la variance perturbée reste toujours supérieure à la variance d'une
autre simulation Monte Carlo qui serait e�ectuée à partir des conditions de la perturbation (c'est-à-dire σ∗ 2

1 ) :

∀α ∈ D1,

(
σcs1
σ∗1

)2

=
1

p

(
ε
(
1− p2

)
1− pε

− 1

)(
R
∗
1

R
∗
1

)2

=
1− p2

p

α2

2α− 1− pα2
− 1

p

Cette fonction de α est dérivable sur D1, de dérivée :

d

dα

[(
σcs1
σ∗1

)2
]

=
2α
(
1− p2

)
(α− 1)

p (2α− 1− pα2)
2

Comme cette dérivée ne s'annule qu'en α = 1, le minimum du rapport de variance
(
σcs1
σ∗1

)2

est atteint en α = 1.

La variance perturbée est donc toujours supérieure à celle d'une simulation faite dans les conditions de la per-
turbation.
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De plus, on remarque aussi que le rapport des erreurs statistiques relatives (entre les simulations initiale et
perturbée) est égal à la racine du rapport de variance précédent :

σcs1 /R
cs

1

σ1/R1

=

√
1

p

(
ε (1− p2)

1− pε
− 1

)
=
σcs1
σ∗1

L'erreur statistique relative perturbée est donc toujours supérieur à l'erreur statistique relative non-perturbée.

B.2 Calculs à N isotopes

B.2.1 Résolution du problème initial

B.2.1.1 Le moment d'ordre 1

Comme Σt > 0, l'intégrale RmN existe et vaut :

RmN =

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
i=1

ωiN

)
(Σt)

m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

=
m

Σt

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

ˆ
Rm+

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

=
m

Σt

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

[m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

=
m

Σt

m−1∏
k=1

N∑
iso(k)=1

qiso(k)piso(k)

 N∑
iso(m)=1

qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=
m

Σt
pm−1 (1− p)

Or la série de terme général
{
mqm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[) est convergente, de somme 1

(1−q)2 , donc la série de

terme général RmN l'est aussi, de somme :

RN =

∞∑
m=1

RmN =
1− p

Σt

∞∑
m=1

mpm−1 =
1

Σa

B.2.1.2 Le moment d'ordre 2

De même, l'intégrale R2
mN existe et vaut :

R2
mN =

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

ˆ
Rm+

(
1

Σt

m∑
i=1

ωiN

)2

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

=
m2

(Σt)
2

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 ˆ
Rm+

(Σt)
m
e−Σtγmdl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

m2

(Σt)
2 p

m−1 (1− p)

Or la série de terme général
{
m2qm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[) est convergente, de somme 1+q

(1−q)3 , donc la série de

terme général R2
mN l'est aussi, de somme :

R2
N =

∞∑
m=1

R2
mN =

1− p
(Σt)

2

∞∑
m=1

m2pm−1 = (1 + p)R
2

N
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B.2.1.3 La variance

Finalement, on trouve que la variance vaut :

σ2
N = R2

N −R
2

N = pR
2

N

B.2.2 Résolution du problème perturbé

B.2.2.1 Le moment d'ordre 1

Soit une trace γ̂m quelconque, on a :

RcsN (γ̂m) p (γ̂m) =

(
1

Σ∗t

m∑
i=1

ωi,csN

)
(Σt)

m
e−Σtγm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

1

Σ∗t

(
m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

ηiso(k)

]
αe−(Σ∗t−Σt)γi

)
(Σt)

m
e−Σtγm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

1

Σ∗t

m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
e−Σ∗t γie−Σt(γm−γi)

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
Et comme Σt > 0 et Σ∗t > 0, l'intégrale Rm

cs

N existe et vaut 3 :

Rm
cs

N (Σ∗t ) =

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 ˆ
Rm+

m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
e−Σ∗t γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlm . . .

. . .

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
ˆ
Rm+

e−Σ∗t γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlm . . .

. . .

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
(Σ∗t )

−i
(Σt)

−m+i

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

=

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 m∑
i=1

α−i+1

[
i−1∏
k=1

ηiso(k)qiso(k)piso(k)

][
m−1∏
k=i+1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

=

m∑
i=1

α−i+1

i−1∏
k=1

N∑
iso(k)=1

ηiso(k)qiso(k)piso(k)

m−1∏
k=i

N∑
iso(k)=1

qiso(k)piso(k)

 N∑
iso(m)=1

qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

m∑
i=1

α−i+1

[
i−1∏
k=1

αp∗

][
m−1∏
k=i

p

]
(1− p)

3. On rappelle que
[∏m

k=1

∑N
iso(k)=1

]
est une contraction de

∑N
iso(1)=1

∑N
iso(2)=1 . . .

∑N
iso(m)=1
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Rm
cs

N (Σ∗t ) =

m∑
i=1

α−i+1 (αp∗)
i−1

pm−i (1− p)

=

m∑
i=1

(
p∗

p

)i−1

pm−1 (1− p)

=
1−

(
p∗

p

)m
1− p∗

p

pm−1 (1− p) 1− p
p− p∗

(pm − p∗m)

=
1− p
p− p∗

(pm − p∗m)

Or la série de terme général
{
qm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[) est convergente, de somme 1

1−q , donc la série de terme

général Rm
cs

N l'est aussi, de somme :

R
cs

N (Σ∗t ) =

∞∑
m=1

Rm
cs

N (Σ∗t )

=
1− p
p− p∗

(
p

∞∑
m=1

pm−1 − p∗
∞∑
m=1

p∗
m−1

)

=
1− p
p− p∗

(
p

1− p
− p∗

1− p∗

)
=

1

1− p∗

On retrouve bien le résultat annoncé au chapitre 2 : le score perturbé converge vers le bon résultat :

R
cs

N =
1

Σ∗a
= R

∗
N

B.2.2.2 Le moment d'ordre 2

Soit une trace γ̂m quelconque, on a :

Rcs 2
N (γ̂m) p (γ̂m) =

(
1

Σ∗t

m∑
i=1

ωi,csN

)2

(Σt)
m
e−Σtγm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

1

(Σ∗t )
2

(
m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

ηiso(k)

]
αe−(Σ∗t−Σt)γi

)2

(Σt)
m
e−Σtγm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
. . .

. . . qiso(m)

(
1− piso(m)

)
et avec la décomposition suivante : (

m∑
i=1

ai

)2

=

m∑
i=1

a2
i + 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

aiaj

on trouve :

Rcs 2
N (γ̂m) p (γ̂m) (Σ∗t )

2
=

(
m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

η2
iso(k)

]
α2e−2(Σ∗t−Σt)γi

)
(Σt)

m
e−Σtγm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
. . .

. . . qiso(m)

(
1− piso(m)

)
+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

[
i∏

k=1

ηiso(k)

][
j−1∏
k=1

ηiso(k)

]
αe−(Σ∗t−Σt)(γi+γj)

 . . .

. . . (Σt)
m
e−Σtγm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
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Rcs 2
N (γ̂m) p (γ̂m) (Σ∗t )

2
=

m∑
i=1

[
i−1∏
k=1

η2
iso(k)

]
α2 (Σt)

m
e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σt(γm−γi)

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
. . .

. . . qiso(m)

(
1− piso(m)

)
+ 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

[
i∏

k=1

η2
iso(k)

][
j−1∏
k=i+1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
. . .

. . . e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σ∗t (γj−γi)e−Σt(γm−γj)

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

Comme Σt > 0 et Σ∗t > 0, l'intégrale R2
m

cs

N existe si et seulement si 2Σ∗t −Σt > 0, c'est-à-dire si et seulement si
α > 1

2 . Et dans ce cas, cette intégrale vaut :

R2
m

cs

N = Am,N +Bm,N

avec :

Am,N (Σ∗t )
2

=

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

ˆ
Rm+

m∑
i=1

α2

[
i−1∏
k=1

η2
iso(k)

]
(Σt)

m
e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlm . . .

. . .

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 m∑
i=1

α2

[
i−1∏
k=1

η2
iso(k)

]
(Σt)

m
ˆ
Rm+

e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σt(γm−γi)dl1 . . . dlm . . .

. . .

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 m∑
i=1

α2

[
i−1∏
k=1

η2
iso(k)

]
(Σt)

m
(2Σ∗t − Σt)

−i
(Σt)

−m+i
. . .

. . .

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 m∑
i=1

α2
( ε

α2

)i [i−1∏
k=1

η2
iso(k)qiso(k)piso(k)

][
m−1∏
k=i

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)

=

m∑
i=1

α2
( ε

α2

)i i−1∏
k=1

N∑
iso(k)=1

η2
iso(k)qiso(k)piso(k)

m−1∏
k=i

N∑
iso(k)=1

qiso(k)piso(k)

 . . .
. . .

N∑
iso(m)=1

qiso(m)

(
1− piso(m)

)
=

m∑
i=1

α2
( ε

α2

)i [i−1∏
k=1

aα2p

][
m−1∏
k=i

p

]
(1− p)

=

m∑
i=1

ε (aε)
i−1

pm−1 (1− p)

= ε
1− (aε)

m

1− aε
pm−1 (1− p)

=
ε

1− aε

(
pm−1 − aε (apε)

m−1
)

(1− p)
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et :

Bm,N (Σ∗t )
2

= 2

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

 ˆ
Rm+

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

[
i∏

k=1

η2
iso(k)

][
j−1∏
k=i+1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σ∗t (γj−γi) . . .

. . . e−Σt(γm−γj)dl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
= 2

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

[
i∏

k=1

η2
iso(k)

][
j−1∏
k=i+1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
ˆ
Rm+

e−(2Σ∗t−Σt)γie−Σ∗t (γj−γi) . . .

. . . e−Σt(γm−γj)dl1 . . . dlm

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
= 2

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

[
i∏

k=1

η2
iso(k)

][
j−1∏
k=i+1

ηiso(k)

]
α (Σt)

m
(2Σ∗t − Σt)

−i
(Σ∗t )

−j+i
. . .

. . . (Σt)
−m+j

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
qiso(m)

(
1− piso(m)

)
= 2

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

[
i∏

k=1

η2
iso(k)

][
j−1∏
k=i+1

ηiso(k)

]
α
( ε
α

)i
α−j

[
m−1∏
k=1

qiso(k)piso(k)

]
. . .

. . . qiso(m)

(
1− piso(m)

)
= 2

 m∏
k=1

N∑
iso(k)=1

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

α
( ε
α

)i
α−j

[
i∏

k=1

η2
iso(k)qiso(k)piso(k)

][
j−1∏
k=i+1

ηiso(k)qiso(k)piso(k)

]
. . .

. . .

 m−1∏
k=j+1

qiso(k)piso(k)

 qiso(m)

(
1− piso(m)

)

= 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

α
( ε
α

)i
α−j

 i∏
k=1

N∑
iso(k)=1

η2
iso(k)qiso(k)piso(k)

 j−1∏
k=i+1

N∑
iso(k)=1

ηiso(k)qiso(k)piso(k)

 . . .
. . .

m−1∏
k=j

N∑
iso(k)=1

qiso(k)piso(k)

 N∑
iso(m)=1

qiso(m)

(
1− piso(m)

)

= 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

α
( ε
α

)i
α−j

[
i∏

k=1

aα2p

][
j−1∏
k=i+1

αp∗

]m−1∏
k=j

p

 (1− p)

= 2

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

(aε)
i

(
p∗

p

)j−i−1

pm−1 (1− p)

= 2

m−1∑
i=1

(aε)
i

1−
(
p∗

p

)m−i
1− p∗

p

pm−1 (1− p)

= 2
1− p
p− p∗

m−1∑
i=1

(aε)
i

(
pm − p∗m

(
p

p∗

)i)

= 2
1− p
p− p∗

(
pm−1

m−1∑
i=1

p (aε)
i − p∗m−1

m−1∑
i=1

p∗
(
apε

p∗

)i)

= 2
1− p
p− p∗

(
apε

1− aε

(
pm−1 − (apε)

m−1
)
− app∗ε

p∗ − apε

(
p∗m−1 − (apε)

m−1
))
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donc on trouve :

R2
m

cs

N =
1

(Σ∗t )
2

ε (1− p)
1− aε

(
pm−1 − aε (apε)

m−1
)

+ . . .

. . .+
2

(Σ∗t )
2

1− p
p− p∗

(
apε

1− aε

(
pm−1 − (apε)

m−1
)
− app∗ε

p∗ − apε

(
p∗m−1 − (apε)

m−1
))

Or la série de terme général
{
qm−1

}
m∈N∗ (avec q ∈ [0; 1[) est convergente, de somme 1

1−q , donc, de manière

analogue au calcul de R2
m

cs

1 , on trouve que la série de terme général R2
m

cs

N est convergente si et seulement si :

apε < 1

et dans ce cas, la série de terme général R2
m

cs

N a pour somme :

R2
cs

N (Σ∗t )
2

=

∞∑
m=1

R2
m

cs

N (Σ∗t )
2

=
ε (1− p)
1− aε

( ∞∑
m=1

pm−1 − aε
∞∑
m=1

(apε)
m−1

)
+ 2

1− p
p− p∗

. . .

. . .

(
apε

1− aε

( ∞∑
m=1

pm−1 −
∞∑
m=1

(apε)
m−1

)
− app∗ε

p∗ − apε

( ∞∑
m=1

p∗m−1 −
∞∑
m=1

(apε)
m−1

))

=
ε (1− p)
1− aε

(
1

1− p
− aε

1− apε

)
+ . . .

. . .+ 2
1− p
p− p∗

(
apε

1− aε

(
1

1− p
− 1

1− apε

)
− app∗ε

p∗ − apε

(
1

1− p∗
− 1

1− apε

))
=

ε

1− apε
+

2apε

(1− apε) (1− p∗)

=
ε (1 + 2ap− p∗)

(1− apε) (1− p∗)

=
ε (1 + 2ap− p∗) (1− p∗)

(1− apε)
R
∗ 2

N (Σ∗t )
2

B.2.2.3 La variance

Finalement, on trouve que la variance vaut :

σcs 2
N = R2

cs

N − S
cs 2

N =

[
ε (1 + 2ap− p∗) (1− p∗)

(1− apε)
− 1

]
R
∗ 2

N

Remarque :
On montre que si on ne perturbe pas la système, c'est-à-dire si :

∀k ∈ J1;NK, ηk = 1

alors on retrouve les résultats du calcul initial :

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ Σ∗t =
∑N
i=1 ηiΣ

i
t =

∑N
i=1 Σit = Σt

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ α =
∑N
i=1 ηiqi =

∑N
i=1 qi = 1

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ a = 1
α2p

∑N
i=1 η

2
i qipi = 1

p

∑N
i=1 qipi = 1

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ ε = α2

2α−1 = 1

• ∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒ p∗ = 1
α

∑N
i=1 ηiqipi =

∑N
i=1 qipi = p

ce qui donne :

∀k ∈ J1;NK, ηk = 1 ⇒

 R
cs

N = 1
Σa

= RN

σcs 2
N =

[
ε(1−p2)

1−pε − 1

]
R
∗ 2

N = σ2
N
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B.2.2.4 Domaine de validité

Lors du calcul du moment d'ordre 2 perturbé, on a rencontré deux conditions :{
α > 1

2
apε < 1

On sait que nos formules sont exactes si et seulement si ces conditions sont vraies et que la variance perturbée
est in�nie dans le cas contraire. Mais pour mieux comprendre la seconde, nous allons la modi�er pour nous
ramener à une condition sur α, en supposant que la première soit véri�ée :

apε < 1 ⇔ apα2

2α− 1
< 1 ⇔ apα2 − 2α+ 1 < 0 (car α >

1

2
)

Il faut alors distinguer deux cas :

• si ap = 0, alors :

apα2 − 2α+ 1 < 0 ⇔ −2α+ 1 < 0 ⇔ α ∈
]

1

2
; +∞

[
• si ap 6= 0, alors :

apα2−2α+1 < 0 ⇔ p

(
α− 1−

√
1− ap
ap

)(
α− 1 +

√
1− ap
ap

)
< 0 ⇔ α ∈

]
1−
√

1− ap
ap

;
1 +
√

1− ap
ap

[

Or, pour ap 6= 0, l'intervalle
]

1−
√

1−ap
ap ; 1+

√
1−ap
ap

[
est inclus dans

]
1
2 ; +∞

[
, donc nos deux conditions sont

équivalentes à :
α ∈ DN

avec :

DN =

{]
1
2 ; +∞

[
pour ap = 0]

1−
√

1−ap
ap ; 1+

√
1−ap
ap

[
pour ap 6= 0

Mais ici, contrairement au cas N = 1, le domaine de validité DN dépend directement de l'amplitude des
perturbations (à travers le terme a) et pas uniquement des caractéristiques du milieu.

Remarque :
On peut aussi trouver un intervalle pour chaque isotope qui ne dépend pas de a :

apε < 1⇔ ap
α2

2α− 1
< 1

⇔ αpα2 − 2α+ 1 < 0

⇔
N∑
i=1

η2
i qipi − 2ηiqi + qi < 0

⇔
N∑
i=1

qi
(
η2
i pi − 2ηi + 1

)
< 0

⇔
N∑
i=1

qipi

(
ηi −

1−
√

1− pi
pi

)(
ηi −

1 +
√

1− pi
pi

)
< 0

⇐ ∀iJ1;NK, ηi ∈
]

1−
√

1− pi
pi

;
1 +
√

1− pi
pi

[
Le domaine ainsi dé�ni ne dépend pas de l'amplitude des perturbations, mais il est aussi moins étendu que le
domaine de validité DN .
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B.2.2.5 Cas particulier : N = 2

Dans le cas où l'on a que deux isotopes, on trouve :

apε < 1 ⇔
N∑
i=1

η2
i qipi − 2

N∑
i=1

ηiqi + 1 < 0 ⇔ η2
2q2p2 − 2η2q2 + 1 + η2

1q1p1 − 2η1q1 < 0 (B.6)

Et comme q2p2 > 0, cela revient à résoudre l'équation (d'inconnue η2) suivante :

η2
2q2p2 − 2η2q2 + η2

1q1p1 − 2η1q1 + 1 = 0

et à garder toutes les valeurs (de η2) qui se trouvent entre les solutions de cette équation. Or, cette équation
admet deux solutions si et seulement si :

(2q2)
2 − 4q2p2

(
η2

1q1p1 − 2η1q1 + 1
)
> 0

c'est-à-dire :

η2
1q1p1 − 2η1q1 + 1− q2

p2
< 0 (B.7)

De même, cela nous mène à résoudre l'équation (d'inconnue η1) suivante :

η2
1q1p1 − 2η1q1 + 1− q2

p2
= 0

qui admet deux solutions si et seulement si :

(2q1)
2 − 4q1p1

(
1− q2

p2

)
> 0

c'est-à-dire :
q1

p1
+
q2

p2
> 1

Or p1,2 < 1 et q1 + q2 = 1, donc la relation précédente est toujours vraie. On peut alors établir les solutions de
(B.7) :

η2
1q1p1 − 2η1q1 + 1− q2

p2
< 0

⇔η1 −
2q1 −

√
(2q1)

2 − 4q1p1

(
1− q2

p2

)
2q1p1


η1 −

2q1 +

√
(2q1)

2 − 4q1p1

(
1− q2

p2

)
2q1p1

 < 0

⇔η1 −
1−

√
1− p1

q1

(
1− q2

p2

)
p1


η1 −

1 +

√
1− p1

q1

(
1− q2

p2

)
p1

 < 0

⇔
η1 ∈

]
η−1 ; η+

1

[
avec :

η−1 =

1−
√

1− p1 − q2p1
q1

(
1− 1

p2

)
p1

et η+
1 =

1 +

√
1− p1 − q2p1

q1

(
1− 1

p2

)
p1
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Finalement, si (et seulement si) η1 ∈
]
η−1 ; η+

1

[
, l'équation (B.6) admet des solutions :

η2
2q2p2 − 2η2q2 + η2

1q1p1 − 2η1q1 + 1 < 0

⇔η2 −
2q2 −

√
(2q2)

2 − 4q2p2 (1 + η2
1q1p1 − 2η1q1)

2q2p2

η2 −
2q2 +

√
(2q2)

2 − 4q2p2 (1 + η2
1q1p1 − 2η1q1)

2q2p2

 < 0

⇔η2 −
1−

√
1− p2

q2
(η2

1q1p1 − 2η1q1 + 1)

p2

η2 −
1 +

√
1− p2

q2
(η2

1q1p1 − 2η1q1 + 1)

p2

 < 0

⇔
η2 ∈

]
η−2 (η1) ; η+

2 (η1)
[

avec :

η−2 =
1−

√
1− p2 − q1p2

q2
(η2

1p1 − 2η1 + 1)

p2
et η+

2 =
1 +

√
1− p2 − q1p2

q2
(η2

1p1 − 2η1 + 1)

p2
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